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Chapitre 1

Introduction

L’Intelligence Artificielle se subdivise en plusieurs sous-disciplines traitant chacune des problé-
matiques différentes et dont le but est de réaliser des tiches qui sont accomplies de facon plus
satisfaisante par des étres humains. Parmi ces sous-disciplines, nous pouvons citer notamment : la
représentation de connaissances et le raisonnement logique, le traitement du langage naturel, les
systémes multi-agents, la programmation par contraintes,...

En ce qui nous concerne, nous nous intéressons a la programmation par contraintes. Ce do-
maine, qui permet d’exprimer un probléme sous forme d’un ensemble de contraintes, présente
depuis plusieurs années un cadre général pour la formalisation et la résolution efficace de nom-
breux problémes relevant de 'intelligence artificielle et de la recherche opérationnelle.

Le probleme de satisfaction de contraintes (ou bien CSP pour Constraint Satisfaction Problem)
désigne le formalisme permettant de modéliser 'ensemble des CSP pouvant étre exprimés par des
contraintes. Un CSP consiste en un ensemble de variables ayant chacune un ensemble discret de va-
leurs. Ces variables sont inter-connectées par des contraintes qui définissent 'ensemble des valeurs
compatibles ou incompatibles. Quand une contrainte relie seulement deux variables, elle est dite
binaire, sinon elle est non-binaire. Un CSP est dit binaire, si toutes ses contraintes sont binaires,
sinon il est non-binaire. Résoudre un probléme CSP (on dit aussi trouver une solution) équivaut a
affecter une valeur a chaque variable sans violer une seule contrainte. Le probléeme de décision, qui
consiste a tester pour un CSP si une solution existe, est NP-complet et nous ne connaissons donc
a ce jour aucun algorithme de complexité polynomiale qui résoudrait ce probléme dans tous les
cas. Pour la résolution pratique de ce probléme, de nombreuses approches ont été proposées. Ces
approches, qui sont souvent implémentées dans des solveurs, sont basées sur des algorithmes de
recherche ayant une complexité temporelle exponentielle. L’amélioration de l'efficacité de ce type
d’algorithmes s’appuie généralement sur des techniques de filtrages opérés lors de la recherche (en
plus d’autres techniques telles que les heuristiques de choix de variables). Avec l'aide de ces tech-
niques, les solveurs, en dépit de leur complexité théorique exponentielle, s’averent tres efficaces
dans la pratique sur un large éventail de problemes réels.

Dans une direction orthogonale, d’autres travaux portent sur 'efficacité de la résolution des
CSP en définissant des classes polynomiales. Une classe polynomiale est un sous-ensemble d’ins-
tances CSP pouvant étre reconnues, puis résolues en utilisant des algorithmes de complexité poly-
nomiale. Différents types de classes polynomiales ont été introduites. Malheureusement, la plupart
des classes polynomiales se présentent rarement en pratique, ce qui contribue a élargir le fossé
entre théorie et pratique. En revanche, comme évoqué ci-dessus, les solveurs, dont la complexité
théorique est exponentielle, sont a la base de systemes pratiques pour la résolution de contraintes,
et leurs résultats pratiques sont souvent impressionnants en termes de temps de calcul, alors méme
qu’ils n’exploitent a priori aucune classe polynomiale.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans cette these, nous essayons d’amoindrir le fossé existant entre les travaux théoriques sur les
classes polynomiales et I'efficacité pratique des méthodes usuelles, cela en tentant de fournir des
éléments de réponse a la question portant sur les raisons de I'efficacité observée pour les solveurs.
Dans ce but, nous allons étudier des classes polynomiales qui sont implicitement exploitées par les
solveurs, c’est-a-dire des classes polynomiales dont les CSP seront résolus en temps polynomial par
des algorithmes classiques comme ceux qui sont utilisés dans les solveurs. De facon complémen-
taire, nous étudierons les algorithmes de base des solveurs pour voir dans quels cas ils peuvent étre
polynomiaux. Nos travaux couvriront les CSP d’arité quelconque (binaires et non-binaires) pour
mieux se rapprocher des applications réelles.

Cette démarche nous a conduit, dans un premier temps, a étudier la classe polynomiale BTP
(pour Broken Triangle Property [[Cooper et al.,2010]) proposée pour les CSP binaires et qui dispose
de certaines propriétés intéressantes. En effet, BTP capte plusieurs autres classes polynomiales
telles que les CSP binaires arborescents et les CSP binaires renommables monotone a droite. En
plus, BTP est close pour le filtrage de domaines, c’est-a-dire que 'ensemble des CSP qui sont BTP
le resteront apres application de ce type de filtrage. En outre, les CSP satisfaisant BTP peuvent étre
résolus par des algorithmes de résolution de type MAC ou RFL. Ces deux algorithmes maintiennent
un niveau de cohérence, dit cohérence d’arc, a chaque étape de la résolution. Dans un second
temps, nous étudierons les classes polynomiales qui pourraient étre résolues en temps polynomial
par des algorithmes qui maintiennent, d’'une facon plus générale, un niveau de filtrage donné
pendant la recherche d’une solution.

Au niveau binaire, plusieurs classes polynomiales pour CSP ont été définies par lidentifica-
tion des restrictions particuliéres sur la microstructure [Jégoul, [1993a]]. Malheureusement, nous ne
disposons pas dun tel outil théorique pour le cas non-binaire puisque la premiére proposition de
microstructure pour les CSP d’arité quelconque s’avere inexploitable car elle s’appuie sur le complé-
ment des hypergraphes [[Cohen, 2003[]. Dans le chapitre [3] nous proposerons des microstructures
pour les CSP d’arité quelconque. Ces nouvelles microstructures seront basées sur des codages bi-
naires étudiés précédemment dans la littérature. Comme pour le cas binaire, nos microstructures
seront bien des graphes et pas des hypergraphes. Nous montrerons que ces microstructures se-
ront utiles pour étendre certaines classes polynomiales comme ZOA (pour 0-1-tous [Cooper et al.,
1994]]) définies initialement pour le cas binaire, aux CSP d’arité quelconque.

Dans le chapitre [4, nous proposerons une nouvelle analyse de complexité des algorithmes de
résolutions classiques de type BT, FC, RFL, nBT, nFC et nRFL basée sur le nombre de cliques maxi-
males dans les microstructures. Nous montrerons que la taille de I'arbre de recherche développé
par ces algorithmes peut étre bornée par le nombre de cliques maximales dans la microstructure.
Pour le cas non-binaire, nous montrerons qu’en utilisant une des microstructures proposées dans le
chapitre 3| nous pourrons avoir des résultats similaires aux cas binaires. En se référant a la théorie
des graphes, nous illustrerons certaines classes de graphes ayant un nombre polynomial de cliques
maximales.

Dans le chapitre [5, nous introduirons un nouveau concept, basée sur la transformation des
CSP, afin de capturer les benchmarks qui sont dans le voisinage des classes polynomiales. Comme
les problemes réels n’appartiennent pas, en général, a des classes polynomiales connues, nous
utiliserons le filtrage par cohérence comme moyen de transformation des CSP pour prouver leur
appartenance a des classes polynomiales dites cachées. En nous focalisant sur la classe BTP, nous
montrerons que notre étude permet d’avoir des résultats trés intéressants en pratique. Par la suite,
nous prouverons que BTP peut étre également utilisée pour réduire la taille des domaines par la
fusion des valeurs respectant certaines conditions. Ainsi, nous aurons aussi des résultats impor-
tants sur la fusion par BTP et qui paraissent étre plus intéressants que les résultats obtenus par
I'application des méthodes précédentes (par exemple la substituabilité [Freuder, 1991]).

Dans le chapitre[6] nous proposerons une extension de BTP (notée DBTP) aux CSP d’arité quel-

16



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

conques basée sur une des microstructures proposées dans le chapitre|3| Cette nouvelle extension
permet d’avoir des résultats similaires & ceux de BTP. En effet, BTP permet dans le cas binaire de
capturer les CSP binaires arborescentes et DBTP permet de capturer dans le cas général les CSP [3-
acycliques. D’un point de vue résolution, DBTP, comme BTP, est une classe close et 'ensemble des
CSP y figurant seront résolus par des algorithmes classiques de type MAC ou RFL en temps polyno-
mial. BTP et DBTP sont trés semblables en terme de résultats théoriques, mais DBTP ne présente
pas une généralisation de DBTP et nous montrerons qu’elles sont différentes dans le cas binaire.
Pour mettre en valeur cette extension, nous réaliserons une étude expérimentale pour montrer que
DBTP n’est pas une classe artificielle.
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Chapitre 2

Etat de I’art

2.1 Introduction

Le probléme CSP en particulier et la programmation par contraintes en général, proposent
un cadre général pour modéliser et résoudre une grande diversité de problémes réels (problémes
d’allocation de fréquences, problemes d’ordonnancement...) et des problémes académiques (pro-
blémes de pigeons, problémes de n reines...). IlIs disposent d’une littérature relativement large et
riche [Jégou, |1991} Dechter} (1992, Tsang, 1993, [Rossi et al., 2006], ce qui rend difficile de tout dé-
tailler dans ce manuscrit. Pour cette raison, nous rappellerons seulement le nécessaire pour faciliter
la compréhension de notre contribution.

Dans ce chapitre, nous expliquerons comment le formalisme CSP permet de modéliser et ré-
soudre efficacement plusieurs types de problemes rencontrés en intelligence artificielle et plus
généralement en informatique. Nous débuterons en définissant formellement le probléme CSP et
nous rappellerons quelques notations et notions de base (section[2.2)). Ensuite, nous parlerons des
différentes représentations graphiques des CSP et nous mettrons en particulier 'accent sur la no-
tion de microstructure de CSP binaire (section [2.3)). Aprés, nous illustrerons quelques méthodes
utilisées pour réduire la taille des domaines et/ou des relations : ces méthodes s’appuient sur la no-
tion de filtrage par cohérence (section[2.4). Puis, nous présenterons les algorithmes de résolution
classiques ainsi que leurs complexités (section[2.5). Nous évoquerons aussi la notion d’heuristiques
de choix de variables utilisées pour guider les algorithmes de résolution au cours de la recherche
d’une solution (section [2.5.5). Enfin, nous introduirons la notion de classe polynomiale et nous
détaillerons les principales classes étudiées dans la littérature (section[2.6).

2.2 Le Probleme de Satisfaction de Contraintes

Le probléme de satisfaction de contraintes (CSP, [Montanari, [1974]) constitue un formalisme
important pour exprimer et résoudre efficacement un large éventail de problémes réels. Formelle-
ment, un CSP est défini comme suit :

Définition 2.1. Un CSP est un triplet P = (X,D,C), ou X = {x1,...,x,} est un ensemble de va-
riables, D = {D(x1), ..., D(x,)} est un ensemble de domaines finis de valeurs, un pour chaque variable
et C = {c1,...,ce} est un ensemble fini de contraintes. Chaque contrainte c; est un couple (S(c;), R(c;)).
S(ei) = {@iy, -, v, } C X, appelé la portée (le scope) de la contrainte, définit I’ensemble des variables
sur lesquelles porte la contrainte c; .
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Une relation R(c;) définit la compatibilité entre les valeurs appartenant aux domaines des variables figu-
rant dans la porté de la contrainte c; (R(c;) C D(xi,) X ... x D(x;, ). Elle autorise un ensemble de tuples
(un tuple de la relation R(c;) sera noté t;) telle que chaque tuple est égal a une combinaison de valeurs
admissible par la contrainte. Nous supposons que toute variable apparait au moins dans la portée d’une
contrainte. |S(c;)| est arité de la contrainte notée a; (c’est-a-dire, le nombre de variables sur lesquelles
la contrainte c; porte). Si la contrainte est d’arité deux, alors elle est dite binaire et elle sera notée c;; avec

S(eij) = {xi, z;}.
Si toutes les contraintes d'un CSP P sont binaires alors P est dit binaire. Sinon (cas général),

P est dit n-aire (non-binaire ou d’arité quelconque). Principalement, il existe deux facons pour
exprimer les contraintes :

— contrainte en intension : c’est une contrainte exprimée par une formule (comme
x1 + x2 < x3) ou un prédicat comme eq(x1,x2) (pour x; = x3), ...

— contrainte en extension : cest une contrainte (dite aussi contrainte table) exprimée
explicitement par une relation indiquant soit I’ensemble des tuples autorisés soit 'ensemble
des tuples interdits (dit aussi 'ensemble de nogoods). Par exemple, la relation R(c;) de
la contrainte ternaire ¢; autorise 'ensemble des combinaisons suivant {(0,0,1), (1,0,0),
(0,1,0)}.

Une contrainte en intension ou en extension peut étre exprimée dans certains cas par une
contrainte dite globale : c’est une contrainte qui fait référence a un motif bien connu comme AllDif
[Régin, [1994] (qui exige que les variables de la portée de la contrainte aient des valeurs deux a
deux différentes), Element, atMost, NValue, NotAllEqual,...

La taille d'un CSP P (notée | P|) dépend de la taille et de la nature de contraintes et de certains
parameétres du probléeme n, d, e, a et r ot :

n est le nombre de variables du CSP,

d est la cardinalité du plus grand domaine,

e est le nombre de contraintes,

a est arité maximale de toutes les contraintes,

r est le nombre de tuples maximal de toutes les relations.

La taille d'un CSP P dont les contraintes sont données en extension est :
nt e+ 3y (D) + 3051 [9(e)] + 2h—y [R(cx)| avec :

= |D(z:)| < d,

- |S(¢j)| <aet

- |R(ck)| < d“.

Dongc, |P| est de 'ordre de O(n + e + nd + ae + ed*)~ O(nd + ae + ed®).

Nous pouvons remarquer que la taille d'un CSP dont les contraintes sont données en extension
est polynomiale en fonction de l'arité maximale de toutes les contrainte a. Pour le cas binaire, la
taille d'un CSP est toujours polynomiale vu qu’elle est de I'ordre de
O(n + e 4+ nd + 2e + ed?) ~ O(nd + 3e + ed?).

Pour les CSP dont les contraintes sont données en intension, le calcul de la taille du CSP, dans
certains cas, parait étre plus compliqué car nous ne pouvons pas estimer le nombre de tuples
de chaque relation vu que les contraintes sont exprimées par des fonctions ou des prédicats. Par
contre, nous pouvons l'exprimer a 'aide d’une fonction f;() que nous utilisons pour noter la taille
d’une contrainte c;,.

[Pl =n+e+ 30 D)+ 325-,1S(cj) + >py [fx()] avec fi() la fonction correspondante
au codage de la contrainte cy.
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Nous allons illustrer trois exemples pour mettre en évidence les différentes notations précé-
dentes (les trois exemples ont les mémes ensembles de variables et de domaines). Les deux pre-
miers exemples seront utilisés tout au long de ce manuscrit.

Exemple 2.1. Le premier exemple est un CSP non-binaire Py = (X1, D1, C1) avec six variables et quatre
contraintes en extension.
- X1 = {71, 22,73, 74,75, T}
= Dy ={D(x1), D(x3), D(x3), D(x4), D(x5), D(6)}
- D(z1) = {a,a’}, D(xs) = {b,b'}, D(z3) = {c}, D(z4) = {d,d'}, D(x5) = {e,e'} et D(zg) =
{/}
-C1 = {01702703704}

S(e1) = {z1, 22},

[ ] S(CQ) = {$2,$3,$5}

o S(c3) ={x3,mq,25} et

o S(cy) ={x9,x3, 26}
R(c1) Rica) R(cs) R(cs)
X1 xI2 I3 Ty Is X2 I3 Te
a b 3272 3063 x; c d e b c | f
a | b c | d | e b>| ¢ | f

Exemple 2.2. Le deuxieme exemple est un CSP binaire Po = (Xg, Do, C5) avec six variables et huit
contraintes en extension.
- Xo = {x1, 22,73, 74,75, 76}
- Dy = {D(x1)7 D(x2)7 D(xd)ﬂ D(x4)7 D(:L'5), D(xf))}
- D(z1) = {a,a’}, D(x2) = {b,b'}, D(xz3) = {c}, D(z4) = {d,d'}, D(x5) = {e, €'} et D(x6) =
().

— C = {c12, 23, €25, C26, C34, €35, C36, Ca5 }

R(ci2) | R(cas) | Rlcas) | R(cas) | R(csa) | Ricss) | Ricsg) | Rlcas)
Ty T2 L2 T3 T2 Ty T2 Te T3 Tyq Z3 Ts Z3 Te Tg T5
ab bc be bf cd ce cf de
a' v b f cd ce d e

Exemple 2.3. Le troisiéme exemple est un CSP non-binaire P; = (X3, D3, C3) avec six variables et quatre
contraintes en intention.

- X3 = {1‘1, T2,X3,T4,T5, J)G}

— D3 = {D(z1), D(22), D(x3), D(x4), D(x5), D(w6)}

- D(.Tl) D(ZL’Q) D(.Tg) = D(ZL’4) = D(.’ﬂg,) = D(l’ﬁ) = {O, 1, ,99}

- Cy={c1,c9,03,¢4}

o S(c1) ={x1, 22},

o S(c2) = {wo, w3, 25},

o S(c3) = {ws, w4, 25},

® S(C4) {I’Q,Ig,zﬁ}

e R(c1) = neq(z1,2),

o R(c2) = neq(w2, 333,55’)

e R(c3) = neq(xs,x4,5) et
® R(c4) = ne(J(ﬂ?ml‘s,%‘)
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Dans I'exemple le motif neq est utilisé pour que deux variables dans la portée d’une
contrainte n’aient pas la méme valeur. Nous signalons aussi que toutes les contraintes de cet
exemple peuvent étre exprimées par des contraintes globales de type AlIDif.

Théoriquement, toute contrainte en intention pourrait étre transformée en une contrainte en
extension. Mais en pratique, ceci est, peut étre, difficile a réaliser pour des raisons de mémoire.
Il est bien clair que la représentation des contraintes en intension ou par des contraintes globales
permet d’éviter de lister toutes les combinaisons des valeurs autorisées, ce qui engendrerait une uti-
lisation prohibitive de la mémoire. Dans ’exemple chaque valeur de z; est en relation avec 99
valeurs de x5, pour la représenter en extension, il faudrait donc un espace mémoire tres important
et aussi du temps pour calculer pour chaque contrainte I’ensemble de valeurs compatibles.

Maintenant, nous illustrons quelques notations importantes pour la suite. Nous commengcons
par les notations qui concernent les restrictions sur les tuples et les relations.

Notation 2.1 (projection d’un tuple). Etant donné un tuple t; :
til{ziy, -z }) = (v; € t; | x; € {z4,,...,xi, }) est la projection du tuple t; sur les variables de
{xi, ..., xi, } (on dit aussi la restriction du tuple t; aux variables {x;,, ..., x;,_}).

Notation 2.2 (projection d’une relation). R(c;)[{i,, ..., %i, }| = {t[{ziy,--n @i, }] | t € R(c;)} est dite la
projection de la relation R(c;) sur les variables de {x;, , ..., x;,} (on dit aussi la restriction de la relation
R(c;) aux variables {x;,, ..., x;, }). .

Pour la relation R(c3), si on note ¢3 le tuple (c,d, e). t3[{zs,x4}] = (¢, d), ts[{zs,25}] = (¢, €) et

ts[{xs}] = (e). La restriction de la relation R(c3) aux variables {x3,z4} et {x3, 25} est donnée par
les deux tableaux suivants :

R(cs)[{w3, z4}] R(cs)[{z3, z5}]

T3 T4 €3 Z5
c d c e
c d c e

Notation 2.3. Etant donné un CSP P = (X, D, C), le CSP P' = (X', D', C") obtenue par la restriction
de P aux variables {x;,, ..., x;, } (qui sera noté P' = P[{x;,, ..., x;, }]|) est défini comme suit :

- X' = {:vl-l,...,:cik},

- D' = {D(fl) eD|x; € XI},

- C'={dlce Ctel que S(c)N X' #0,5(c') = S(c) N X' et R(<') = R(c)[S(c)]

Sionnote P| = (X', C’, D') larestriction du CSP P, aux variables {zs, ..., z6}. P{ = P1[{z3,...,26}]
est défini comme suit :

- X/ = {33‘3,1‘4, Ts5, 1‘6},

- D" ={D(x3), D(x4), D(x5), D(z6)},

- C' ={eq,c3,¢)}.

Dans Py, la contrainte ¢4 sera modifiée. S(c}y) = {x3, 26} et R(c}) = R(cq)[{x3,x6}]-

Définition 2.2 (jointure). La jointure entre les relations R(cy), R(c2), ..., R(ck) (notée R(cq) 1 R(cz2)

.1 R(cy)) est égale R(S(c1) U S(c2) U ... U S(cy)) telle que ¥t € R(cq) > R(cg) > ... 1 R(cy),
Vi, 1<i<k, t[S(Cl)] c R(CZ‘).

Résoudre un probléme CSP revient a affecter une valeur a chaque variable du probléme sans

violer les contraintes. Formellement, ceci est détaillé dans les définitions suivantes :

Définition 2.3 (affectation). Etant donné un CSP (X,D,C), une affectation de valeurs (notée
généralement A) a un ensemble de variables Y (C X)) est un ensemble de paires A = {(z;,v;) | v; € Y
et v; € D(xz;)} (que I'on écrira sous forme de tuple A = (vy,...,vy) quand aucune confusion ne se
présente).
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Dans la littérature, nous trouvons différentes classifications d’affectations. En fonction de la
taille de Y, nous distinguons deux appellations différentes.

Définition 2.4 (affectation partielle). Une affectation d’un ensemble de variables Y C X est dite affecta-
tion partielle.

Définition 2.5 (affectation totale). Une affectation d’'un ensemble de variables Y est dite totale (ou
complete) siY = X.

Etant données les affectations A; = (a,b,c) et Ay = (a,b,c) des variables {z1,zo,z3}
de I'exemple A; et A sont des affectations partielles tandis que les affectations A3 =
(a,b,c,d, e, f) et Ay = (a,b,¢c,d, e, f) des variables {x1, x2, x3, x4, x5, 26} sont totales.

Avant de continuer avec les affectations, nous rappelons la définition suivante :

Définition 2.6 (contrainte satisfaite ou violée). Une contrainte c; est dite satisfaite (respectivement violée)
par rapport & une affectation A si A[S(c;)] € R(c;) (resp. A[S(c;)] ¢ R(c;)). Dans le premier cas, nous
disons aussi que I'affectation A satisfait la contrainte c;, sinon nous disons qu’elle la viole.

Nous pouvons, maintenant, définir les affectations (in)cohérentes :

Définition 2.7 (affectation cohérente). Une affectation AdeY C X est dite cohérente (ou consistante) si
Ve, € C| S(¢;) CY, A[S(¢;)] € R(c;). Dans le cas contraire, elle est dite incohérente (ou inconsistante).

Nous constatons que A; et A3 sont cohérentes et que A, et A, sont incohérentes car I’affecta-
tion des valeurs a et b’ aux variables x; et x5 n’est pas autorisée par la contrainte R(c;).

Définition 2.8 (solution). Une solution est une affectation de toutes les variables de X qui satisfait toutes
les contraintes de X.

Revenons aux affectations A;, A, A3 et A4, seule A3 est une solution car elle est totale et
cohérente. Par contre, A; est partielle et cohérente, A, est partielle et incohérente et A, est totale
et incohérente.

Etant donné un CSP, la question fondamentale est donc, de déterminer s'il existe une solution.
Ce probléme est bien connu comme étant NP-complet. Dans le cas positif, le probléeme est dit
satisfiable (ou cohérent). Sinon, il est dit insatisfiable (ou incohérent). Il est possible d’identifier
des restrictions sur les contraintes ou les relations pour lesquelles la complexité de la résolution
d’un CSP est polynomiale (voir la section [2.6] pour plus de détails). Ceci n’est possible que si la
taille du CSP en entrée est polynomiale. Nous concluons cette section avec la définition suivante :
nous supposons que cette définition est applicable sur tous les CSP considérés dans ce manuscrit.

Définition 2.9 (CSP normalisé [Bessiere, 2006]). Un CSP P = (X, D, C) est dit normalisé si ¥c;,c; €
Cli#j,8(ci) # S(cy).

Nous pouvons remarquer que les CSP de 'exemple et[2.3]sont normalisés.

2.3 Représentations graphiques

En théorie des graphes, un graphe est un ensemble de sommets interconnectés par un ensemble
d’arétes telles que chaque aréte relie exactement deux sommets tandis qu'un hypergraphe est un
ensemble de sommets interconnectés par un ensemble d’hyperarétes, une hyperaréte pouvant relier
deux sommets ou plus. Dans les deux cas, un (hyper)graphe G est un couple (V, E) avec V (pour
Vertex en anglais) 'ensemble de sommets et E (pour Edge) 'ensemble des (hyper)arétes.
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Dans ce manuscrit, nous considérons seulement les graphes simples, c’est-a-dire les graphes
dont chaque couple de sommets est lié par au plus une seule aréte.

Les graphes permettent souvent de présenter I'interaction entre certains objets d'un probleme
donné. Ici, nous emploierons les graphes soit pour montrer l'interaction entre les variables a tra-
vers les contraintes du probléme, soit pour observer I'interaction entre les valeurs du domaine
de chaque variable a travers les relations. Dans le premier cas, nous parlons de la structure du
probléme et le graphe sera appelé graphe de contraintes dans le cas binaire et hypergraphe de
contraintes dans le cas n-aire. La représentation des CSP par des graphes a permis de déduire des
nouvelles propriétés sur la résolution des CSP.

2.3.1 Structure

L’(hyper)graphe de contraintes d'un CSP permet d’exprimer l'interaction entre les variables a
travers les portées de contraintes. Les sommets d'un (hyper)graphe de contraintes sont les variables
et les (hyper)arétes sont les portées de contraintes. Formellement, il est défini comme suit :

Définition 2.10 ((hyper)graphe de contraintes). Etant donné un CSP P = (X, D, C) d’arité quelconque,
U(hyper)graphe de contraintes P, noté G(P) (ou H(P)), est un couple (V, E) avec :

-V=X

- F= {S(Cl) | c; € C}

La figure [2.7] correspond au graphe de contraintes de 'exemple

FIGURE 2.1 — Le graphe de contraintes de I’exemple [2.2] et le graphe primal de I’exemple

La figure présente 'hypergraphe de 'exemple Les cercles représentent les hyperarétes
de T'hypergraphe. Dans ce manuscrit, nous utiliserons quelques notions relatives a la théorie des

FIGURE 2.2 — Hypergraphe de contraintes de 1’exemple [2.1]
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graphes, nous en rappelons quelques-unes ici (voir [Bergel [1987a,b] pour plus de détail sur la
théorie des graphes et des hypergraphes).

Définition 2.11. Deux sommets sont voisins s’ils sont interconnectés par une aréte.
Les deux sommets z; et x5 de la figure [2.1] sont voisins.
Définition 2.12. Le degré d’un sommet correspond au nombre de ses sommets voisins.

Nous passons maintenant a la notion de largeur du graphe, cette notion de a été introduite par
Freuder dans [Freuder, 1982]. Etant donné un ordre sur les sommets d’un graphe, la largeur d’'un
sommet est le nombre de sommets adjacents qui le précedent dans 'ordre. La largeur de Uordre est
le maximum de ces largeurs. Enfin, la largeur du graphe est la plus petite des largeurs d’ordre.

Nous finissons ce rappel par la définition des graphes bipartis et plus généralement les graphes
n-partis :

Définition 2.13 (graphe biparti). Un graphe G = (V, E) est dit biparti s’il existe Vi et Vs tels que V =
ViUVe, ViNVy =0 etVay,xo € Vi (resp. Vo) {z1,22} ¢ E.

En d’autres termes, un graphe est biparti si nous pouvons partager I’ensemble de ses sommets
en deux sous-ensembles disjoints tels qu’il n’y ait pas d’arétes entre les sommets d’'un méme sous-
ensemble. Chaque sous-ensemble est appelé stable. Nous continuons avec les graphes et nous
énoncons la définition du graphe n-parti qui généralise la définition des graphes bipartis.

Définition 2.14 (graphe n-parti). Un graphe G = (V, E) est dit n-parti si Vpeut étre partitionner en n
sous-ensembles disjoints tel que les sommets de chaque sous-ensemble ne sont pas interconnectés.

Dans la littérature, la théorie des graphes s’avere étre plus riche que celle des hypergraphes et
l'utilisation de ces derniers semble étre plus compliquée que les graphes. En effet, il est plus simple
de calculer certains parametres (la largeur, la largeur arborescente, etc) ou de vérifier quelques
propriétés (acyclicité, complément, etc) pour un graphe que pour un hypergraphe. Pour cela, la
notion de graphe primal [Dechter and Pearl,[1987b]] (ou 2-section) a été proposée pour représenter
'interaction entre les variables d’'un CSP non-binaire en utilisant les graphes.

Le graphe primal d’'un hypergraphe H(P) se construit en transformant toute hyperaréte en
clique. Formellement, il est défini comme suit :

Définition 2.15 (graphe primal de contraintes). Etant donné un CSP d’arité quelconque P = (X, D, C) et
son hypergraphe de contraintes H(P) = (V, E), le graphe primal de P est le graphe G (P) = (VP EP)
avec :

VP =V,

- B ={{z;,2;} |zi,xj € XetIep € C | {zi, 2} C S(ew)}

Le graphe primal du CSP de 'exemple[2.2]est le graphe de contraintes de 'exemple [2.1] (donné
dans la figure |2.1)). Aprés avoir construit ce graphe, nous pouvons définir le CSP binaire associé
qui sera appelé le CSP primal.

Définition 2.16 (CSP Primal). Le CSP primal du CSP non-binaire P = (X, D, C) est le CSP binaire
PP = (XP,DP CP) avec :
- XP =X,
- DP =D,
- C? = {¢; | 3a € C avec {zj,x;} C S(cx) tel que S(c};) = {wi,x;} et R(c);) =
NexeC{wi,e;yCs(en) (B(er)[S(ef;)]) }-
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R(ci) R(cts) | R(cys) | R(cts)
X1 i) T3 Xr1 T2 T2 T3 Tr1 I3
a b C ab bec ac
a | b | a’b bc a
a | b | c a bt e a’c

FIGURE 2.3 — Une relation non-binaire R(c;) et sa transformation en trois relations binaires (R(c},), R(ch5)

et R(cf3)).

Malheureusement, la transformation d’un CSP non-binaire en un CSP primal ne conserve pas
forcément la satisfiabilité du probléme, c’est-a-dire, I'ensemble de solutions de PP n’est pas toujours
égal a celui de P.

En regardant la figure nous constatons que les trois relations binaires R(c},), R(ch;) et
R(cl) ont été obtenues apres transformation de la relation n-aire R(c;) en respectant la définition
du CSP primal. Nous pouvons remarquer que (a’,b,c) n’est pas une affectation cohérente dans
R(c;) alors que dans les relations binaires il s’agit bien d’une solution.

2.3.2 Microstructure

Nous passons maintenant a une nouvelle représentation graphique de CSP différente de la
représentation précédente et qui est appelée graphe de microstructure [Jégoul [1993al]. Ce graphe
présente I'interaction entre les valeurs en respectant les contraintes et les relations. Intuitivement,
les sommets codent les valeurs et les arétes leurs compatibilités.

Définition 2.17 (microstructure). Etant donné un CSP binaire P = (X, D, C), la microstructure de P est
un graphe n-parti i(P) = (V, E) avec :

-V ={(zs,v;) 1 x; € X,v; € D(;)},

- E={{(z,vi), (xj,v;)} | i #J,ciy € Coucyy € C,(vi,v;) € R(cij)}-

Dans le cas ot il n'existe pas de contrainte entre deux variables z; et z;, cela revient a une
contrainte universelle (une contrainte qui autorise toutes les combinaisons de valeurs) entre ces
deux variables. Dans ce cas, S(c;j) = {z;,z;} et R(c;;) = D(z;) x D(z;).

La figure présente la microstructure de 'exemple Pour des raisons de simplicité, le
sommet (x;,v;) sera noté v; dans le graphe de microstructure. Nous remarquons que toutes les
valeurs de x; sont liées aux valeurs de z5 car il n’existe pas une contrainte reliant les deux variables.
Donc, une contrainte universelle sera considérée. En d’autres termes, la microstructure d’'un CSP
binaire contient une aréte pour toutes les paires de sommets, sauf pour les sommets issus d’'un
méme domaine et pour les sommets correspondant a une combinaison de valeurs qui n’est pas
autorisée par une contrainte.

Les définitions suivantes sont importantes avant d’énoncer un résultat sur les microstructures :

Définition 2.18 (graphe complet). Un graphe G = (V, E) est dit graphe complet si Yx;,x; € V avec
i 7é Js {.Ti,.fj} €L

Ainsi, un graphe est complet si chaque paire de sommets est reliée par une aréte. Le graphe de
la figure[2.T|n’est pas complet (z; est connecté seulement a z,). Maintenant, nous pouvons définir
la notion de clique (notée souvent C) sachant que sa définition découle de la définition du graphe
complet.

Définition 2.19 (clique). Une k-clique (ou une clique de taille k) est un ensemble de sommets définissant
un sous-graphe complet.
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FIGURE 2.4 — Le graphe de microstructure de I’exemple

Définition 2.20 (clique maximale). Une clique maximale est une clique qui n’est pas incluse dans une
autre clique.

Le résultat suivant se déduit directement du fait que dans une microstructure, les sommets
d’une clique correspondent a des valeurs compatibles issues de domaines différents [Jégou,
1993al].

Proposition 2.1. Etant donnés un CSP binaire P et sa microstructure ju(P), une affectation (vy, ..., v,) de
X est une solution de P ssi {(x1,v1), ..., (Xn,vy)} est une n-clique de u(P).

Le graphe de la figure a une seule clique maximale de taille 6 : {a,b,¢,d, e, f}. Cette clique
correspond évidemment a une solution du probléme P,.

Jégou a montré dans [Jégoul, [1993al] que la résolution d’'un CSP revient donc & trouver une n-
clique dans le graphe de microstructure. On peut facilement constater que la transformation d’'un
CSP P en sa microstructure u(P) peut étre réalisée en temps polynomial. On en déduit directement
I'existence d’une réduction polynomiale du probléme de décision lié a I'existence de solution d’'un
CSP binaire donnée vers le probleme d’existence d’une clique de taille donnée dans un graphe
non-orienté (appelé généralement probléme de la clique).

Cette transformation, qui offre un point de vue nouveau pour I'étude des CSP en fournissant un
lien avec des notions issues de la théorie des graphes, a d’abord été exploitée par [Jégou, |1993al
pour définir une nouvelle classe polynomiale pour CSP en se basant sur un résultat important de
Gavril [|Gavril,|{1972]. Une approche identique a été considérée par la suite par Cohen dans [Cohen,
2003]] et Salamon et Jeavons dans [Salamon and Jeavonsl, [2008]] (voir section pour plus de
détails).

Il est clair que la microstructure constitue un outil tres utile pour I'étude théorique des CSP.
Toutefois, cette notion n’a pu étre exploitée que dans la limite des CSP binaires. Le complément
de la microstructure pour le cas non-binaire a été introduite par Cohen dans [[Cohenl, 2003] sans
pour autant aboutir a des résultats intéressants comme pour le cas binaire.

Nous rappelons que le complément d’'un graphe peut étre défini comme suit :

29



CHAPITRE 2. ETAT DE L’ ART

Définition 2.21 (Le complément d’un graphe). Le complément d’un graphe G = (V, E) est un graphe
G = (V,E)tel que E = {{x;,z;} | {x;,x;} ¢ E}.

En d’autres termes, le complément d'un graphe est un graphe dans lequel chaque paire de
sommets initialement déconnectés seront connectés et inversement. La figure représente le
complément du graphe de la figure

(k=)
OO ORPO

T~ ——

FIGURE 2.5 — Le complément de graphe de contraintes de 1’exemple[2.2] présenté a la figure 2.1]

La généralisation de Cohen [[Cohenl 2003] qui s’appuie sur le complément d’un hypergraphe
est définie de la facon suivante :

Définition 2.22 (Complément de la microstructure). Etant donné un CSP P = (X, D, C), le complément
de la microstructure de P est un hypergraphe M(P) = (V, E) avec :
-V = {(xi,vi) LT € X, v; € D(.’El)},
— E = E{ U E, tels que
o By ={{(zi,v)), (wi,v;)} | wi € Xetj#j'}
o [r = {{(mil,vil), Ce (xik,vik)} | c; € C,S(Ci) = {xil, Ce ,xik} et (Uil, .. -Uik) ¢ R(C,)}

Nous pouvons facilement constater que pour le cas binaire, la définition de Cohen correspond
exactement au complément de la microstructure présentée dans [Jégoul, [1993all. Pour le cas non-
binaire, malheureusement, la notion de complément d’'un hypergraphe semble ne pas avoir été
étudiée dans la littérature, du moins a notre connaissance. En fait, cette notion pose plusieurs
questions dont la principale consiste a savoir s’il faudrait considérer toutes les hyperarétes qui
correspondent aux relations universelles, a 'image de la notion de complémentaire de graphe
dans le cas binaire. Mais dans ce cas, la taille de 'hypergraphe serait potentiellement exponentielle
en fonction de la taille du CSP. Pour cette raison, vraisemblablement, cette définition n’a pas été
exploitée méme dans [|[Cohen, 2003[] que dans le cas binaire.

Dans la section suivante, nous parlerons des méthode, dites filtrages par cohérence, permettant
la réduction des domaines par suppression des valeurs ne pouvant appartenir a une solution.

2.4 Cohérence locale et Filtrage

Etant donné un CSP P, vérifier si P admet une solution est NP-complet. Devant cette com-
plexité, des pistes de recherche ont été développées afin de réduire ’espace a parcourir grice a
la suppression des valeurs ou des tuples ne pouvant participer a aucune solution. Ces méthodes
sont appelées filtrage par cohérence ou propagation de contraintes. En effet, les filtrages par cohé-
rence représentent 'ensemble de techniques permettant de supprimer les valeurs incohérentes et
garantir un niveau de cohérence d'un CSP donné. Dans la littérature, il existe plusieurs formes et
niveaux de filtrage qui peuvent étre appelés avant ou pendant la recherche d’une solution. Tous les
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algorithmes de filtrages peuvent étre munis d'un ordre sur les variables (ou sur les contraintes).
Dans ce cas, leur nom sera suivi par le mot « directionnelle ».

Dans ce qui suit, nous rappellerons le principe de quelques-uns, les inconvénients, les algo-
rithmes qui ont été proposés et leurs complexités.

2.4.1 La cohérence d’arc

La cohérence d’arc (AC pour Arc Consistency) présente un niveau de filtrage le plus facile a
tester et a intégrer dans les algorithmes de résolution. Elle a été introduite par Mackworth dans
[Mackworth} [1977] et elle consiste a supprimer toute valeur n’ayant pas au moins une valeur com-
patible dans le domaine de chaque variable voisine. La suppression d’'une valeur peut engendrer la
suppression des tuples dans lesquels cette valeur apparait.

Définition 2.23 (cohérence d’arc). Etant donné un binaire P = (X, D, C), une valeur v; € D(x;) est dite
arc-cohérente siVz; € X telle que c;; € C,3v; € D(x;) telle que (v;,v;) € R(c;5). Un domaine D(z;)
est dit arc-cohérent si ¥ v; € D(x;), v; est arc-cohérente. Un CSP P est dit arc-cohérent si ¥ D(z;) €
D, D(x;) est non-vide et est arc-cohérent.

Pour (v;,v;) € R(c;;), nous disons que v; est un support de v; dans D(z;) et inversement.

L’exemple n’est pas arc-cohérent car les domaines D(x1), D(z2), D(z4) et D(z5) ne sont
pas arc-cohérents. Apres application de I'arc cohérence, on aura le graphe de microstructure donné
par la figure La valeur ¥’ et a été supprimée car elle n’a pas de support vis a vis de x3. Apres sa
suppression, la valeur o’ n’aura plus de support dans z et elle sera également supprimée. ¢’ a été
aussi supprimée car elle n’a pas de support vis a vis de z. Aprés sa suppression, la valeur d’ n’aura
plus de support dans x5 et elle sera aussi supprimée.

T2

Zz3

FIGURE 2.6 — Le graphe de microstructure de 1’exemple [2.2] apres AC.
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En pratique, il existe plusieurs algorithmes permettant d’appliquer AC, c’est-a-dire supprimer
toute valeur v; € D(z;) qui ne satisfait pas la condition donnée par la définition Nous en
citons quelques-uns ainsi que leur complexité dans le tableau[2.1]. Pour AC3, il existe plusieurs ex-

Algorithme | Complexité temporelle | Complexité spatiale Référence

ACl1 O(ned®) O(e + nd) [Mackworth and Freuder, |1985]]
AC3 O(ed®) O(e + nd) [Mackworth, 1977

AC2001 O(ed?) O(ed) [Bessiere et al., 2005]]
AC4 O(ed?) O(ed?) [Mohr and Henderson, |1986]
AC5 O(ed?) O(e + nd) [Hentenryck et al., |[1992]
AC6 O(ed?) O(ed) [Bessierel, (1994]]
AC7 O(ed?) O(ed) [Bessiere et al.,{1999]
AC8 O(ed®) O(n) [Chmeiss and Jégou, (1998]

TABLE 2.1 — Quelques algorithmes de cohérence d’arc pour les CSP binaires et leurs complexités.

tensions comme AC3.1 (appelé aussi AC2001) proposé par Bessiere, Régin, Yap et Zhang [Bessiere
et al., [2005]], AC3.2 et AC3.3 proposés par Lecoutre et al. dans [Lecoutre et al.,|2003].

Théoriquement, AC2001, AC6 et AC7 disposent de la meilleure complexité temporelle (en
0O(ed?)) et d'une complexité spatiale en O(ed) mais AC3"™™ [Lecoutre and Hemery, [2006] et
AC3™™m+bit [Lecoutre and Vion, 2008] sont les plus efficaces en pratique.

En pratique, il existe quelques implémentations de AC spécifiques a certains types de
contraintes comme l'algorithme proposé par Régin [Régin, |1994] pour les contraintes AlIDif.

Une définition de la cohérence d’arc a été proposée pour le cas des CSP non-binaires : elle
s’appelle la cohérence d’arc généralisée [Mohr and Masini, [1988]] (ou GAC pour Generalized Arc
Consistency en anglais). Avant de '’énoncer, nous rappelons la définition d’un tuple valide :

Définition 2.24 (tuple valide). Un tuple t; € R(c;) est valide si et seulement si aucune valeur de ce tuple
ne sera supprimée du domaine de la variable correspondante [|Paparrizou and Stergiou, 2012)].

Définition 2.25 (cohérence d’arc généralisée). Etant donné un CSP P = (X, D, C) d’arité quelconque,
une valeur v; € D(x;) est dite arc-cohérente généralisée si et seulement si pour chaque contrainte c; telle
que x; € S(c;), il existe un tuple valide tuple t € R(c;) qui contient une affectation de v; a ;. Un domaine
D(z;) est arc-cohérent généralisé si et seulement si toutes ses valeurs sont arc-cohérentes généralisées.
Un CSP P est dit arc-cohérent généralisé si et seulement si ¥ D(x;) € D, D(x;) est non-vide et est arc-
cohérent généralisé.

Tk

FIGURE 2.7 — Un exemple arc-cohérent mais pas cohérent.
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Dans certains cas, la cohérence d’arc ne suffit pas pour supprimer toutes les valeurs incohé-
rentes. Par exemple, dans la figure les six valeurs sont arc-cohérentes alors que le CSP est
globalement incohérent. Pour cette raison, des niveaux de cohérences plus forts que AC ont été
proposés. Ceci sera 'objet des sous-sections suivantes.

2.4.2 La cohérence de chemin

La cohérence de chemin (Path Consistency) a été proposée par Montanari dans [Montanari,
1974]. Elle consiste a supprimer toute affectation cohérente de deux variables différentes ne pou-
vant étre étendue a une troisieme. Autrement dit, la cohérence de chemin ne supprime que des
paires de valeurs (tuples).

Définition 2.26 (cohérence de chemin). Un CSP binaire P = (X, D, C) est dit chemin-cohérent si pour
tout triplet de variables (x;,x;,xy), Yv; € D(x;) et v; € D(x;) telles que, (v;,v;) € R(c;;), Jug €
D(xy) | (vi,vr) € R(cix) et (vj,vr) € R(cjk).

L’exemple[2.2| contient quelques couples de valeurs chemin-incohérents. Par exemple, le couple
(¢/, f) n’a pas de support vis-a-vis de D(z3), donc l'aréte correspondante sera supprimée. Apres
application de la cohérence de chemin, on aura le graphe donné par la figure

T Ty

v

FIGURE 2.8 — Le graphe de microstructure de I’exemple [2.2]apres PC.

Comme pour AC, il existe plusieurs algorithmes réalisant le filtrage par PC parmi lesquels nous
pouvons citer les suivants :

Les algorithmes PC5 et PC6 sont les mémes. En fait, ils présentent une généralisation de AC6.
Nous utiliserons PC{5|6} pour les désigner. PC8 a la meilleure complexité spatiale en O(n2d)
(contre O(n3d?) pour PC{5|6}), mais PC{5|6} ont la meilleure complexité en temps O(n®d®) (la
complexité en temps de PC8 est O(n3d*)).
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Algorithme | complexité temporelle | complexité spatiale référence
PC1 O(n°d®) O(n3d?) [Montanari, [1974]
PC2 O(n3d®) on?) [Mackworth, |1977]]
PC2001 O(n3d3) Oo(n3d?) [Bessiere et al., )2005]]
PC4 O(n3d3) O(nd3) [Han and Lee] |1988]]
PC{5|6} O(n3d?) On3d?) [Singhl 1995} Chmeiss, [1996]
PC8 o(n3d*) O(n?d) [Chmeiss and Jégoul, [1998]]

TABLE 2.2 — Quelques algorithmes de cohérence de chemin et leurs complexités.

Une deuxiéme forme de cohérence, appelée la cohérence duale (dual consistency) et dont
I'idée a été initialement utilisée dans [McGregor, [1979], a été introduite par Lecoutre et al. dans
[Lecoutre et al.,|2007alb]] pour les CSP binaires et ensuite a été étendue aux CSP d’arité quelconque
dans [Lecoutre et al.,|2011]]. Dans le cas binaire, la cohérence duale est équivalente a la cohérence
de chemin. En pratique, il existe plusieurs algorithmes pour appliquer la cohérence d’arc et la
cohérence duale comme sCD1, sCD2 et sCD3. Les complexités en temps de ces algorithmes sont
respectivement O(n°d®), O(n°d®) et O(n3d*). La complexité en espace est en O(n2d?).

Contrairement a la cohérence d’arc, la cohérence de chemin travaille sur les relations, ce qui
permet d’avoir des valeurs sans aucun support aprés application de PC (voir figure [2.8). Ceci est
généralement résolu par I'application de AC aprées PC.

En plus, la cohérence de chemin peut modifier le probléme de départ par I'ajout des nouvelles
contraintes ce qui donc modifie le graphe de contraintes (voir figure [2.9). Au début, la contrainte
qui porte sur x; et zj, est universelle. Apres application de PC, les deux tuples (v;, vy) et (v}, v},)
seront supprimés. Par conséquent, une contrainte c¢;; sera ajoutée.

T Ty

FIGURE 2.9 — Un CSP avec deux contraintes au départ (la relation universelle est représentée en pointillé).
Apres PC, une nouvelle contrainte sera ajoutée.

Pour éviter la modification du probleme par la cohérence de chemin, la cohérence de chemin
restreinte (notée RPC pour Restricted Path Consistency) a été proposée par Berlandier [Berlandier,
1995]]. En effet, elle examine la cohérence d’arc de chaque valeur et de plus elle teste pour chaque
couple (v;,v;), avec v; € D(x;) et v; € D(z;) et v; le seul support de v; dans D(z;), s'il est chemin
cohérent.
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Définition 2.27 (cohérence de chemin restreinte). Un CSP binaire P = (X, D, C) satisfait la cohérence
de chemin restreinte si et seulement si :

Vz; € X, D(x;) est un domaine arc-cohérent non-vide, Yv; € D(x;), Vx; € X telle que v; a un
support unique v; dans D(x;), Vi, € X telle que xy, est une variable voisine de x; et x; dans le graphe
de contraintes, Jvy, € D(zy,) telle que (v;, vi,) € R(cik) et (v;,vx) € R(cj).

Cette définition a été étendue par la suite par Debruyne et Bessiere [Debruyne and Bessiere,
1997] pour les valeur v; ayant k supports dans v;. Cette nouvelle cohérence a été appelée la k-
cohérence de chemin restreinte et elle est notée k-RPC.

Définition 2.28 (k-cohérence de chemin restreinte). Un CSP binaire P = (X, D, C) est dite k-RPC si et
seulement si :

Va; € X, D(x;) est un domaine arc-cohérent non-vide, Yv; € D(x;), Vx; € X telle que v; a k supports
vj dans D(x;), Va; € X telle que x; est une variable voisine de x; et xj dans le graphe de contraintes,
Ju; € D(x;) telle que (vi,v;) € R(cq) et (vj,v;) € R(cji).

Dans [Debruyne and Bessiere, [1997]], Debruyne et Bessiere ont proposé aussi la cohérence de
chemin restreinte maximale (notée maxRPC). En fait, maxRPC peut étre considérée comme la
borne de k-RPC. Elle consiste a supprimer toutes les valeurs v; € D(x;) ayant au moins un support
dans D(z;) et formant ensemble un couple chemin-cohérent.

Définition 2.29 (cohérence de chemin restreinte maximale). Un CSP binaire P = (X, D,C) est dite
maxRPC si et seulement si :

Vz; € X, D(z;) est un domaine arc-cohérent non-vide, Yv; € D(x;), Ve;; € C, Jv; € D(z;) telle que
(vi,v;) € R(cij) etV € X telle que xy, est une variable voisine de x; et xj dans le graphe de contraintes,
v € D(zy) telle que (v;, vg) € R(cii) et (v;,vx) € R(cj).

En pratique, maxRPC1 [Debruyne and Bessierel 1997]] et maxRPC2 [Debruyne and Bessiere,
1997] ont respectivement une complexité temporelle O(ed? + cd®) et O(ed? + cd?) et la méme
complexité spatiale O(ed + cd) (avec ¢ le nombre de cliques de taille 3 dans la microstructure).

2.4.3 La k-cohérence et la k-cohérence forte

Si la cohérence d’arc (resp. la cohérence de chemin) teste la cohérence d’une valeur par rapport
a deux variables (resp. trois variables), la k-cohérence (ou la k-consistency) [Freuder, [1985] teste
la cohérence d’'un ensemble de k — 1 valeurs par rapport a la k-ieme variable. C’est-a-dire, elle teste
¢'il existe une valeur vy, € D(xy) compatible avec (k — 1) valeur deux-a-deux cohérentes.

Définition 2.30 (k-cohérence). Etant donnés un CSP P = (X, D, C) et un entier k tel que 1 < k < n. P
est dit k-cohérent si pour tout ensemble Y de k — 1 variables et pour toute variable additionnelle x de P,
toute affectation partielle cohérente de Y peut étre étendue a une affectation cohérente de’ Y U {x}.

Nous remarquons que la cohérence d’arc correspond a la 2-cohérence et la cohérence de chemin
correspond a la 3-cohérence.

Maintenant, nous pouvons définir la k-cohérence forte. Cette notion a aussi été introduite par
Freuder dans [Freuder, [1985]]. La définition est comme suit :

Définition 2.31 (k-cohérence forte). Un CSP P = (X, D, C) est dit fortement k-cohérent si pour tout i tel
que 1 < i < k, P esti-cohérent.

Nous pouvons par exemple dire qu'un CSP binaire est fortement chemin-cohérent (noté SPC
pour Strong Path Consistency) s’il est arc et chemin cohérent.
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Un algorithme pour appliquer la k-cohérence a été proposé par Cooper dans [[Cooper, [1989].
Par ailleurs, la complexité en temps pour 'application de la k-cohérence (O(n*d*)) constitue un
obstacle pour une exploitation en pratique de ce niveau de cohérence pour k£ > 3. En plus, la
k-cohérence modifie le graphe de contraintes en rajoutant des contraintes d’arité inférieure ou
égale a k — 1 pour le cas binaire. Par conséquent, d’autres formes de cohérences (dites cohérences
inverses) ont été introduites pour éviter ces inconvénients.

2.4.4 Les cohérences inverses

Dans cette section, nous présentons deux formes de cohérence inverse. La premiére est la cohé-
rence de chemin inverse (appelée PIC pour Path Inverse Consistency) qui a été proposée par Freuder
et Elfe dans [[Freuder and Elfe],[1996]. Elle a été aussi introduite pour éviter les inconvénients de la
cohérence de chemin. Elle présente un niveau de filtrage plus fort que AC et que PC. La définition
est la suivante :

Définition 2.32 (cohérence de chemin inverse). Un CSP binaire P = (X, D, C) est dit chemin-cohérent
inverse si pour tout triplet de variables (z;,x;,xy), Yv; € D(x;), Jv; € D(x;) et vy, € D(zy) telles que
(vi,v;) € R(ciz), (vivi) € R(ci) et (vj,vk) € R(cjn).

Dans [[Freuder and Elfe, [1996], les auteurs ont proposé un algorithme PIC1 pour appliquer la
cohérence de chemin inverse de complexité temporelle O(en?d*) et de complexité spatiale O(n).
Par la suite, Debruyne a proposé PIC2 dans [Debruyne, [2000] qui a une complexité temporelle en
O(ed? + cd®) et une complexité spatiale en O(cd).

Nous passons maintenant a la cohérence de voisinage inverse (appelée NIC pour Neighborhood
Inverse Consistency) qui a été proposée aussi par Freuder et Elfe dans [Freuder and Elfe| [1996]
pour les CSP binaires. Elle présente un niveau de filtrage plus fort que AC et PIC. La définition est
la suivante :

Définition 2.33 (cohérence de voisinage inverse). Un CSP binaire P = (X, D, C) est dit voisin-cohérent
inverse siVx; € X etVv; € D(x;), il existe une affectation cohérente de toutes les variables voisines de x;
compatible avec la valeur v;.

Freuder et Elfe ont proposé un algorithme pour appliquer NIC de complexité temporelle
O(A?(n + ed)d®+1) (avec A le degré maximum du graphe, c’est-a-dire, le degré de la variable
ayant le plus grand nombre de voisins dans le graphe de contraintes). Dans [Debruyne and Bes-
siere, [2001]], Debruyne et Bessiére ont montré que NIC n’est pas expérimentalement efficace et est
trés coliteux quand le graphe de contrainte est dense, ce qui n’est pas surprenant.

2.4.5 La singleton cohérence d’arc

La singleton cohérence d’arc (Singleton Arc Consistency [Debruyne and Bessierel |1997]]) pré-
sente un niveau de filtrage plus fort que la cohérence d’arc. Elle teste la cohérence d’arc apres
avoir affectée chacune des valeurs v; a une variable z;.

Définition 2.34 (singleton cohérence d’arc). Un CSP binaire P = (X, D,C) est dite singleton arc-
cohérent si Yz, € X, Yv; € D(x;), le sous-probléme obtenu aprés affectation de v; a x; , est pas arc-
cohérent.

En pratique, il existe plusieurs algorithmes pour appliquer SAC :

— SACI1 proposé par Debruyne et Bessiére [[Debruyne and Bessiere, |1997]],

— SAC2 proposé par Bartdk et Erben [Bartak and Erbenl |2004],

— SAC-Opt proposé par Debruyne et Bessiere [Bessiere and Debruyne, 2004],
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— SAC-SDS proposé par Debruyne et Bessiere [Bessiere and Debruyne, 2005],
— SACS3 proposé par Bessiere, Cardon, Debruyne et Lecoutre [Bessiere et al., 2011]],
— SAC3-SDS proposé par Bessiére, Cardon, Debruyne et Lecoutre [Bessiere et al., |[2011].

La meilleure complexité en temps pour SAC est celle de SAC-Opt et SAC3 (O(ned?)) [Bessiere
and Debruyne, 2005] alors qu’en pratique SAC-SDS, SAC3 et SAC3-SDS sont les plus efficaces.
SAC a été par la suite généralisée aux CSP non-binaires et elle est notée SGAC (pour Singleton
Generalized Arc Consistency). Sa complexité en temps est O(ne?d??).

2.4.6 Relation entre les cohérences des CSP binaires

Le schéma de la figure définit le lien entre les différentes formes de cohérences présentées
précédemment pour le cas des CSP binaires [Debruyne and Bessierel [2001] : une fleche de CO;
vers COs signifie que C'O; est plus fort que COs. Les pointillés désignent 'incomparabilité de deux
cohérences.

Nous disons que la cohérence CO; est plus forte que la cohérence COs (notée CO, < CO1)
si CO; supprime au moins les mémes valeurs que C'O,. Nous disons que la cohérence CO; est
strictement plus forte que la cohérence C Oy (notée COy < CO4) si CO; < COq et sl existe au
moins un CSP P ou CO; supprime plus de valeurs que CO,. Nous pouvons facilement remarquer
que ces relations sont transitives. Enfin, nous disons que CO; et C'O, sont incomparables s'il existe
au moins un CSP pour lequel CO2 < CO; et une autre pour lequel CO; < COs.

Nous pouvons constater que SPC, NIC et SAC présentent un niveau de filtrage trés fort méme
si SPC a été démontré plus fort que SAC (et évidemment AC) mais elle est incomparable avec NIC.
maxRPC est évidemment plus fort que k-RPC, RPC, PIC et AC. AC constitue donc le niveau de
filtrage le plus simple et basique et posséde la meilleure complexité en temps et en espace.

SpPC

maxRPC — k-RPC

\
/N

FIGURE 2.10 — Relation entre les cohérences.

2.4.7 L’hyper-k-cohérence

Dans cette section, nous présenterons quelques formes de cohérences qui travaillent sur les
contraintes. Nous commencons par 'hyper-2-cohérence (hyper-2-consistency) qui est appelée aussi
inter-cohérence (PairWise Consistency). Le principe de l'inter-cohérence a été défini pour les bases
de données relationnelles et par la suite a été introduit pour les CSP dans [Janssen et al., |[1989].
Elle consiste a vérifier que chaque tuple de la relation associée a la contrainte ¢; a un support
dans la relation associée a la contrainte ¢;. En d’autres mots, il s’agit d’appliquer le principe de la
cohérence d’arc sur les relations. En effet, nous testons pour chaque tuple ¢; de la relation R(c;)
s'il existe un tuple ¢; de chaque relation R(c;) tels que ¢; et ¢; sont compatibles.

Définition 2.35 (Inter-cohérence [Janssen et al., [1989]). Un CSP P = (X, D, C) est inter-cohérente ou
pairwise-cohérent ssi¥' 1 < i < e R(c;) # 0etV1<14,j<e R(c;)[S(c;) NS(¢;)] = R(ej)[S(ei) N
S(¢j))-
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Ce principe peut étre appliqué sur k contraintes pour obtenir I'hyper-k-cohérence (hyper-k-
consistency ou aussi k-wise consistency). L’hyper-k-cohérence a été introduite par Jégou dans [Jé-
gou, [1993b|[1991]]. C’est une généralisation de la k-cohérence aux CSP n-aires. La définition est la
suivante :

Définition 2.36 (hyper-k-cohérence). Un CSP P = (X, D, C) est hyper-k-cohérent ssi
Ves, R(ei) # 0 et izl R(e)[(UFZS(e:)) N S(er)] € R(ew) (Ui, S(e:)) NS ()]

La complexité de I'application de 'hyper-k-cohérence (O(r*)) présente un inconvénient majeur
pour qu’elle soit exploitée en pratique. Comme la k-cohérence, ’hyper-k-cohérence peut aussi mo-
difier 'hypergraphe de contraintes de départ. L’hyper-k-cohérence forte ou la k-wise consistance
forte a été introduite dans [Jégou, [1993a]]. La définition est comme suit :

Définition 2.37 (hyper k-cohérence forte). Un CSP P = (X, D,C) est dit fortement hyper-(k + 1)-
cohérente si pour tout 1 < i < k, P est hyper-i-cohérent.

2.5 Meéthodes de résolutions

Le probléme CSP est connu pour étre NP-complet. Comme nous n’avons pas de méthode uni-
verselle pour une résolution efficace de tout CSP, alors des méthodes différentes ont été proposées
parmi lesquelles nous citons :

- Les méthodes completes [[Darwiche and Pipatsrisawat, 2009] : elles explorent I'espace de

recherche de maniére exhaustive afin de pouvoir décider de la satisfiabilité d'un CSP.

— Les méthodes incomplétes [Kautz et al., 2009] : elles explorent seulement une partie de

I'espace de recherche afin d’atteindre une solution.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons seulement aux méthodes complétes. Une idée triviale
consiste a générer toutes les combinaisons de valeurs possibles et vérifier si toutes les contraintes
sont satisfaites. Une telle approche est appelée générer et tester (pour generate and test). Il est clair
que cette méthode est fortement combinatoire et que sa complexité est de 'ordre de O(e.d™), donc
inexpoitable en pratique. Il est donc nécessaire d’améliorer cette méthode afin de rendre meilleure
cette complexité.

Dans les prochaines sous-sections, nous illustrerons certains algorithmes de résolution de CSP
basés sur le principe « générer et tester » et évitant ses défauts.

2.5.1 Backtrack

La méthode standard de résolution de CSP est le Backtrack (noté BT). L’algorithme backtrack
[Golomb and Baumert, [1965]], dont 'idée est inspirée de « generate and test » explore 'espace de
recherche d’'une maniére exhaustive méme s’il teste la satisfaction des contraintes aprés chaque
instanciation. Les différentes étapes de la résolution sont décrites ci-dessous.

— Il commence par une affectation vide et dans le cas général, étant donnée une affectation
partielle cohérente courante (vy,vs,...,v;), il choisit une nouvelle variable z;,, (ligne 6 de
'algorithme [1)) et cherche a affecter des valeurs de D(x;+1) a ;41 (ligne 7 de l'algorithme
1.

— Le seul controle effectué consiste alors a vérifier que laffectation résultante

(v1,v2,...,v;,v;41) est cohérente (ligne 1 de I'algorithme I)).
e Dans laffirmative, il continue avec la prochaine variable si ¢ < n (ligne 4 de I'algorithme
1)

e sii =n; il sagit d’'une solution (ligne 3 de l'algorithme [I).
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e Sinon (si (v1, v, ..., vi, v;+1) Nest pas compatible), BT affecte une autre valeur de D(z;41)
a z;41 et il la teste. §’il n’y a plus de valeur inexplorée, il s’agit d’'un échec et BT effectue
un backtrack (retour arriere chronologique vers la variable précédente pour la réaffecter).

11 est facile de voir que la recherche effectuée par BT correspond a un parcours en profondeur
d’abord d’un arbre sémantique appelé arbre de recherche dont la racine est un tuple vide, tandis
que les branches sont des i-uplets qui représentent les affectations des variables le long du chemin
correspondant dans I'arbre. Les nceuds de cet arbre qui correspondent a des affectations partielles
cohérentes sont appelés nceuds cohérents, tandis que les autres nceuds sont appelés nceuds incohé-
rents.

La complexité en temps de BT est O(ed™) sachant que le nombre de nceuds dans I'arbre de
recherche est au plus Xo<;<,d" = d"dtll_ L par conséquent, il est en O (d"). Nous supposons aussi
que le test de contraintes peut se réaliser en temps constant.

Algorithme 1 : BT(P = (X, D,C) : CSP; t = (v1, va, ... v;) : tuple) : Booléen

1 sit = (v1,ve,...v;) est une affectation cohérente partielle alors
2 si (i =n) alors

3 | retourner vrai/* t = (v1,vs, ... v;) est une solution */
4 sinon

5 Coherence + faux

6 D'(wit1) < D(wis1)

7 Choisir une variable ;41 a instancier

8 tant que D'(x; 1) # 0 et Coherence = faux faire

9 Choisir v;41 € D(x;41)

10 D'(@it1) < D'(wiv1) \ {vi1 }

11 t’e(vl,vg,...vi,viﬂ)

12 Coherence < BT(P' = (X, D', C),t)

13 retourner Coherence

BT peut étre considéré comme un algorithme générique mais il souffre aussi de certains dé-
fauts. Par exemple, il effectue des retours arriéres chronologiques alors que 1’échec ne provient
pas forcément de ce niveau. Des algorithmes basés sur BT et utilisés en pratique réalisent un cer-
tain travail supplémentaire a chaque nceud de 'arbre de recherche. Il existe principalement trois
moyens pour 'amélioration de backtrack dont la tache correspond a la :

— modification de I'algorithme backtrack de facon a ce qu’il puisse effectuer des retours arrieres
non chronologiques ou I'enregistrement d’informations pour éviter de ré-explorer des parties
déja visitées,

— réduction de I'espace de recherche avant et pendant la recherche d’une solution par filtrage
par cohérence,

— proposition des heuristiques pour 'ordre d’instanciations des variables, des heuristiques aussi
pour le choix de la contrainte et d’autres pour les valeurs.

— utilisation de redémarrage : Une stratégie de redémarrage consiste a redémarrer entiere-
ment la résolution d'un CSP apres un temps fixé en mémorisant certaines informations sur
I'exécution actuelle. Apres chaque redémarrage, I'algorithme est relancé en exploitant les in-
formations des exécutions précédentes pour ne pas redévelopper un sous-arbre déja exploré.

Nous notons par nBT la version n-aire de BT et qui correspond exactement au méme algorithme
que BT.
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2.5.2 Backtrack avec retour arriere non chronologique

En cas d’échec sur une variable z;, BT effectue un retour arriere chronologique sur la variable
x;—1. Cependant, il est possible que cette variable ne soit pas la cause de I'échec surtout quand
on n'a pas de contrainte qui porte sur x; et x;_;. Dans ce cas, le retour arriere chronologique
ne résoudra pas le probleme vu que x; n’est pas la source de I'échec. Pour éviter ce probléme,
certains algorithmes, dits intelligents, qui effectue des retours en arriére non chronologiques ont
été proposés. Parmi ces algorithmes, nous pouvons citer le Backjumping (noté BJ et appelé aussi
le backtrack intelligent) [[Stallman and Sussman, |1977]l, le retour arriére dirigé par les conflits (noté
CBJ) [Prosser, |[1993]]. Ces algorithmes différent dans leur facon d’interpréter ’échec et donc sur le
choix de la variable vers laquelle ils effectueront un retour arriére.

Par exemple, BJ fait un retour arriere vers la variable x; la plus récemment affectée est qui est
en conflit avec la variable courante z; si toutes les valeurs de z; sont incohérentes avec I’affectation
courante de x;. Mais si toutes les autres valeurs de x; ont été testées, alors BJ va revenir a la
variable qui la précede dans l'ordre d’affectation. Donc, BJ n’effectue des retours arrieres que
lorsqu’il s’agit d'une affectation cohérente qui ne peut étre étendue d’une facon cohérente a la
variable suivante.

Par contre, CBJ utilise un ensemble de conflits pour chaque variable instanciée qui contient
toutes les variables instanciées avant la variable courante x; qui sont en conflit avec au moins
une valeur de z;. Cet ensemble sera utilisé pour effectuer les retours arrieres. En cas d’échec, CBJ
effectue un retour arriére vers la derniére variable affectée de 'ensemble des conflits de la variable
courante.

BJ et CBJ ont une complexité supérieure a celle de BT vu que I'analyse d’échecs demande un
co(it supplémentaire. Dans la littérature, nous trouvons d’autres algorithmes qui effectuent des
retours en arriére non chronologiques comme le backtracking dynamique (noté DBT)[Ginsberg,
1993]| et le Graph-based Backjumping (noté GBJ [Dechter, |1990]).

2.5.3 Backtrack avec enregistrement de nogood

L’arbre de recherche de l'algorithme Backtrack peut contenir de la redondance vu qu’il ex-
plore des parties de I'arbre de recherche qu’il a déja visitées. Pour éviter ces redondances, certains
algorithmes proposent d’enregistrer certaines informations comme les affectations des variables
cohérentes (appelées aussi good) ou incohérentes (comme les nogood). Par exemple, le Nogood
Recording (noté NR), proposé par Schiex et Verfaillie dans [Schiex and Verfaillie, [1993]], s’appuie
sur la mémorisation des nogoods [Doylel, |[1979] chaque fois qu’un conflit se produit durant la re-
cherche d’une solution. I utilise ces nogoods pour éviter 'exploration des parties inutiles de I'arbre
de recherche. BT et NR ont la méme complexité en temps si on considere le cofit d’enregistrement
de nogoods.

Dans [Lecoutre et al., [2007c], Lecoutre et al. ont proposé un algorithme qui combine les re-
démarrages et 'enregistrement des nogoods. En effet, ce nouvel algorithme consiste a mémoriser
seulement les nogoods qui précedent les redémarrages.

2.5.4 Backtrack avec filtrage

Dans cette partie, nous présenterons quelques algorithmes qui appliquent le filtrage pendant la
recherche pour garantir la cohérence de la prochaine instanciation. Le premier algorithme est le
Forward Checking (noté FC) [Haralick and Elliot, [1980]]. Aprés chaque instanciation, FC supprime
les valeurs des domaines de variables en relation avec la derniere variable instanciée incompatibles
avec la derniére affectation réalisée (de la ligne 8  la ligne 12 de Ialgorithme [2)). Ceci garantit la
cohérence de la prochaine affectation avec les affectations précédentes. Théoriquement, FC et BT
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ont la méme complexité temporelle (O(ed™)), alors qu’en pratique FC obtient dans la plupart des
cas de meilleurs résultats que BT.

Algorithme 2 : FC(P = (X, D,C) : CSP; ¢t = (v1,vs,...v;) : tuple) : Booléen

1 si (i =n—1)alors

2 \ Retourner vrai /* t = (vq, vg, . ..v;) peut étre étendue a une solution*/
3 sinon

4 Choisir une variable ;11 a instancier

5 pour v; 1 € D(x;41) faire

6 t’(—(vhvg,...vi,viﬂ)

7 Coherence < Vrai

8 pour z; € X etcji11 € Ctelle quei + 1 < j < n faire
9 D'(z;) < {v; € D(x;) : (vj,vig1) € R(cjiq1)}

10 si (D'(x;) = () alors

11 Coherence <+ Faux

12 Quitter-la-Boucle-Pour

13 si (Coherence) alors

14 P+ (X,D',C)

15 Coherence < FC(P',t")

16 Retourner faux

Dans le cas binaire, FC applique la cohérence d’arc sur toute contrainte dont la variable cou-
rante figure dans sa portée. Dans le cas n-aire, il existe plusieurs facon pour définir 'ensemble de
contraintes sur lequel la cohérence d’arc doit étre vérifiée. Ceci justifie 'existence de la classe nFC;
(i = 0,1...5) qui recouvre l'application partielle ou totale de la cohérence d’arc généralisée sur
un sous-ensemble de contraintes impliquant a la fois les variables affectées et les variables futures.
Dans chaque cas, le filtrage est réalisé aprés chaque affectation de variable. Ainsi, la complexité
des algorithmes de type nFC; dépend du cofit du filtrage. Pour nFC; qui réalise le filtrage le plus
puissant, la complexité est en O (ncard).

Le deuxieme algorithme est le real full lookahead (noté RFL) [Nadel, |[1988]]. RFL applique la
cohérence d’arc sur le sous-probléme courant en supposant que les domaines des variables affectées
sont réduits a la valeur affectée. Comme pour FC, ceci garantira la cohérence de l'affectation
courante. Si on considére la meilleure complexité de AC qui est O(ed?), la complexité de RFL
sera de l'ordre de O(ed”*!). nRFL est la version n-aire de RFL mais en utilisant la cohérence d’arc
généralisée.

Le dernier est I'algorithme de maintien de la cohérence d’arc (noté MAC) [Sabin and Freuder,
1994]. Cet algorithme est 1égérement différent des algorithmes précédents vu qu’il développe un
arbre binaire de recherche (contrairement a tous les algorithmes précédents qui développent au
plus d branches au niveau de chaque nceud.). En effet, supposant que 'affectation de v; 41 a z;41
produit un échec, aprés retour a l'affectation courante (vq,vs,...v;), et avant affectation d’'une
nouvelle valeur a x;1, la valeur v;;, sera supprimée du domaine D(xz;1), et un filtrage par AC
sera réalisé. Tous les domaines des variables futures pourront étre influencés par ce filtrage. Ce
processus est appelé réfutation de la valeur v;y; et peut étre compris comme une extension de
laffectation courante (vq, vo, ..., v;) en utilisant le négatif du noeud x;; + —w;11. Le nombre de
neeuds de l'arbre de recherche développé par MAC est au plus 2 x So<i<,—1d" = 2 d(;_’ll e o™ 1.

En terme de complexité, MAC et RFL ont la méme complexité.

Dans la littérature, nous trouvons des algorithmes qui maintiennent :
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— la cohérence d’arc et la cohérence de chemin directionnelle (noté MAC+) [[Chmeiss and Sais),
2000],

— la cohérence de chemin inverse (appelé maintaining PIC) [[Debruyne, 2000],

— la singleton cohérence d’arc (noté MSAC) [[Lecoutre and Prosser, 2006],

— la cohérence d’arc généralisee (noté MGAC) [|[Cheng and Yap, 2006].

En pratique, il existe des implémentations hybrides qui combinent deux algorithmes. Par exemple,
— MAC-CBJ [Prosser, |1995]],
FC-CBJ [[Prosser;, [1993]],
FC-NR [Schiex and Verfaillie, 1993]],
FC-DBT [Verfaillie and Schiex, 1994],
— MAC-DBT [Jussien et al., [2000].
Dans la plupart des cas, les algorithmes de résolutions sont munis d’une heuristique pour avoir
un ordre sur les variables qui semble étre le plus adéquat pour trouver vite une solution.

2.5.5 Heuristiques d’ordonnancement

Les heuristiques d’ordonnancement (ou de sélection) de variables permettent de définir un ordre
d’instanciation de variables. Elles sont utilisées pour guider les algorithmes de résolutions et donc
accélérer I'obtention de la solution. Elles s’appuient sur le principe First-Fail énoncé dans [Haralick
and Elliot, [1980] : « pour réussir, on essaie tout d’abord la oli on va probablement échouer » (To
succed, try first where you are almost likely to fail). Les heuristiques peuvent étre intégrées dans
les algorithmes de résolutions, cités dans la section précédente, et elles auront une influence sur
la taille de I’arbre de recherche [Dechter and Meiri, [1989]. 1l existe trois types d’heuristiques : les
premiéres sont statiques, les deuxiemes sont dynamiques et les derniéres sont adaptatives.

2.5.5.1 Les heuristiques statiques

Une heuristique est dite statique (notée SVO pour Static Variable Ordering) si 'ordre sur les
variables est calculé avant la recherche et qu’il ne varie pas tout au long de la résolution. Ce genre
d’heuristiques est souvent basé sur quelques caractéristiques du graphe des contraintes (largeur,
degré,...). Elles sont principalement utilisées par les algorithmes qui n’utilisent pas du filtrage.

Une premiere heuristique statique triviale consiste a considérer I'ordre lexicographique des
variables. Pour les exemples et les variables seront ordonnées de la facon suivante
(z1, 2,23, 4, T5, ). Une deuxiéme heuristique consiste a sélectionner la variable ayant la plus
grande largeur de graphe (Maximum Width Ordering). Trouver cet ordre peut se réaliser en temps
linéaire (O(n + €)). Pour 'exemple I'ordre suivant (x3, z2, xg, 5, T4, 1) Nous donne la plus
petite largeur de graphe a savoir 2. Une troisieme heuristique, notée généralement deg, ordonne les
variables selon leur degré décroissant (Maximum Degree Ordering) dans le graphe de contraintes
[Dechter and Meiril, |1989]]. Pour l’exemple un des ordres (il n’est pas unique) a considérer est :
(x9, 23, x5, T, x4, r1). Ces deux dernieres heuristiques choisissent en premier les variables les plus
contraintes, ce qui tend a réduire le nombre de retour en arriére pendant la recherche.

I’avantage de ces heuristiques est qu’elles ne sont pas difficiles a implémenter et qu’elles ont une
complexité polynomiale. Par contre, elles ne prennent pas en considération les données courantes
du probléme.

2.5.5.2 Les heuristiques dynamiques

Pour les heuristiques dynamiques (notées DVO pour Dynamic Variable Ordering), la prochaine
variable a instancier est choisie en fonction de certaines données courantes du probléme (c’est-a-
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dire au niveau d’'un noeud de I'arbre de recherche) qui peuvent varier tout au long de la recherche.
Ces heuristiques sont généralement intégrées dans les algorithmes utilisant du filtrage.

La premiere heuristique est appelée min domain (notée souvent dom). Pour cette heuristique,
I'ordre sur les variables est relatif a la cardinalité des domaines : la variable ayant le plus petit
domaine sera prioritaire [Haralick and Elliot, |[1980]. Cette heuristique permet de minimiser le
facteur de branchement dans I'arbre de recherche. Malheureusement, cette heuristique ne peut
pas décider quand les variables ont toutes la méme taille de domaine.

Une deuxieme heuristique notée ddeg (ou futdeg) [Bessiere and Regin, |1996] consiste a or-
donner les variables selon leur degré dynamique. Donc, la variable ayant le plus grand nombre
de variables voisines non instanciées sera sélectionnée. Cette heuristique permet de choisir la va-
riable la plus contrainte dans le reste du probleme. Mais elle ne peut pas départager les variables,
par exemple, quand le graphe de contraintes est complet, car dans ce cas toutes les variables au-
ront le méme degré. Ceci conduit a déduire que les heuristiques dynamiques ne sont pas efficaces
quand une sorte de symétrie existe dans un CSP. Par la suite, des heuristiques comme dom +
deg [Frost and Dechter] |[1995] (respectivement dom + ddeg [Smithl [1999]) sont utilisées pour
choisir la variable ayant le plus petit domaine courant et deg (resp. ddeg) pour briser les égalités.
Ces heuristiques permettent aussi de minimiser le facteur de branchement. Certaines autres heu-
ristiques comme dom/deg [Bessiere and Régin, 1996] (respectivement dom/ddeg [Bessiere and
Régin, (1996]) favorise les variables minimisant le rapport entre la taille du domaine courant et
le degré (resp. le degré dynamique). Ces heuristiques permettent de découvrir les échecs le plus
tot possible. Plus récemment, une nouvelle heuristique (noté wdeg) basée sur le degré pondéré (dit
aussi poids) des variables a été proposée dans [Boussemart et al.,2004]. En effet, cette heuristique
affecte des poids aux contraintes relatifs aux échecs rencontrés tout au long de la recherche. Pré-
cisément, le poids d’'une contrainte est égal au nombre des échecs dans lesquels elle est impliquée,
C’est-a-dire, le nombre de fois ou cette contrainte est violée. Par la suite, le poids d’une variable
x; est la somme des poids des contraintes ¢; liant z; et au moins une variable future. dom/wdeg
sera donc I'heuristique qui sélectionne la variable qui minimise ce rapport (taille du domaine /
degré pondéré). Actuellement, les heuristiques basées sur le degré pondéré des variables sont
les meilleures pour des raisons de cofit et de facilité d’'implémentation. De plus, ces heuristiques
prennent en compte I’état courant de la recherche en plus de certaines informations sur les échecs
rencontrés avant (ce principe est connu sous le nom last conflict).

2.5.5.3 Les heuristiques adaptatives

Les heuristiques adaptatives combinent des données dynamiques et statiques du probleme.
L’heuristique impact, par exemple, qui a été initialement introduite dans [[Geelen, [1992] et par la
suite réétudiée dans [Refalo|, 2004]. Cette notion est basée sur I'effet d'une affectation pour réduire
I'espace de recherche. Elle peut étre utilisée pour ordonner les variables et les valeurs. La variable
ayant le plus grand impact sera choisie en premier. Pour cette variable, on choisit la valeur ayant
le plus petit impact.

2.6 Classes polynomiales

Bien que le probléme CSP soit NP-complet, il n’en demeure pas moins qu’il existe des classes
de CSP qui peuvent étre a la fois reconnues et résolues en temps polynomial. Cela leur confere le
statut de « classes polynomiales ».

Définition 2.38 (classe polynomiale). Une classe polynomiale pour CSP (dite aussi traitable ou tractable
en anglais) est un ensemble (fini ou infini) C de CSP pour lesquels il existe deux algorithmes de complexité
polynomiale AR et Ag telle que pour tout CSP P, Ay peut décider si P € C et si P € C, Ag résout P.
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Dans ce manuscrit, nous considérons la définition proposée dans [|Gottlob et al., [2000]]. Mais
dans la littérature, certains auteurs consideérent I'existence d’un algorithme de résolution Ag suffi-
sante pour que la classe soit polynomiale.

L’étude des classes polynomiales, pour les problémes de satisfaction de contraintes, constitue
depuis longtemps un domaine de recherche important qui s’avere aujourd’hui trés actif. Générale-
ment, une classe polynomiale est définie par une propriété déduite par I'identification de certaines
restrictions sur quelques données du probléme. Ceci justifie I'existence des classes polynomiales
différentes. En effet, il existe plusieurs types de classes polynomiales :

— classes liées aux domaines,

— classes liées a la microstructure,

— classes structurelles,

— classes relationnelles,

— classes hybrides.

Théoriquement, des relations d’inclusions, d’équivalences ou d’intersections relient quelques
classes polynomiales. Dans les paragraphes suivants, nous rappellerons les définitions des classes
polynomiales les plus connues et qui seront évoquées dans les prochains chapitres.

2.6.1 Classes polynomiales liées aux domaines des variables

Dans cette section, nous parlerons des classes polynomiales liées aux domaines des variables et
définies comme suit :

Définition 2.39 (classes polynomiales liées aux domaines). Les classes polynomiales liées aux domaines
rassemblent les CSP ayant des restrictions sur les domaines et pouvant étre reconnues et résolues en temps
polynomial indépendamment de leurs contraintes et de leurs relations.

Ici, nous rappelons une classe polynomiale liée a la taille des domaines [Dechter, [1992]. En
fait, dans [Dechter,|1992]], Dechter a défini une condition sur les domaines des variables d’un CSP
d’arité quelconque pour que ce dernier soit globalement cohérent. En effet, un CSP est globalement
cohérent quand toute affectation d’un sous-ensemble de variables peut étre étendue a toutes les
variables sans faire de retour arriére et en considérant tout ordre possible sur les variables [[Dechter),
1992].

Théoréme 2.1. Etant donné un CSP P d’arité a ayant au maximum d valeurs par domaine, si P est
fortement (d(a — 1) + 1)-cohérent, alors ce CSP est globalement cohérent.

Pour le cas binaire, nous pouvons déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Etant donné un CSP binaire P et ayant maximum d valeurs par domaine, si P est fortement
(d + 1)-cohérent, alors le CSP est globalement cohérent.

Les deux corollaires suivants sont déduits du théoréme Un CSP est dit monovalent si tous
les domaines sont de taille un et il est dit bivalent si tous les domaines sont au plus de taille deux.

Corollaire 2.2. Etant donné un CSP binaire monovalent P, si P est arc-cohérent, alors il est globalement
cohérent.

Corollaire 2.3. Etant donné un CSP binaire bivalent P, si P est fortement chemin-cohérent, alors il est
globalement cohérent.

A Texception des cas monovalent et bivalent, cette classe n’a pas été exploitée en pratique a
cause de la complexité de 'application de la k-cohérence a savoir O(n”.d*).
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2.6.2 Classes polynomiales liées a la microstructure

Plusieurs classes polynomiales pour CSP binaires ont été proposées en travaillant sur le graphe
de microstructure. Ces classes peuvent étre définies comme suit :

Définition 2.40 (classes polynomiales liées a la microstructure). Les classes polynomiales liées a la micro-
structure présentent I’ensemble des CSP ayant un graphe de microstructure particulier permettant de les
résoudre en temps polynomial indépendamment des autres parameétres du probleme.

Comme la microstructure est un graphe, alors les restrictions pour ces classes polynomiales font
forcément référence a la théorie des graphes.

2.6.2.1 Microstructure triangulée

Dans cette section, nous consacrerons notre étude aux les graphes triangulés. Nous commen-
cons tout d’abord par rappeler la définition des graphes triangulés qui est fondée sur la notion de
cycle sans corde.

Définition 2.41 (un cycle). Un cycle est une chaine de sommets dans un graphe dont le premier et le dernier
sommet sont identiques. 1l est dit sans corde si tout couple de sommets non consécutifs ne sont pas liés par
une aréte. La longueur d’un cycle est le nombre de sommets qui le constituent.

Définition 2.42 (triangulé). Un graphe est dit triangulé s’il ne posséde pas un cycle sans corde de longueur
supérieure ou égale a quatre.

Le graphe de contraintes de la figure (page |23) est un graphe triangulé : il contient
deux cycles de longueur quatre (xo,x3, 24,25, 22) et (2, x5, T3, Te, T2) mais avec corde {zs3, x5}
et {.132, .133}.

Les graphes triangulés ont certaines propriétés intéressantes parmi lesquelles :

— la reconnaissance en temps polynomial (O(|V |?|E|)) [Chandrasekharan and Iyengar, |1988],

— un nombre polynomial (O(|V])) de cliques maximales [Fulkerson and Gross} |1965],

- un algorithme de complexité linéaire (O(|V| + |E|)) pour la recherche des cliques maximales
[Gavril, [1972].

En exploitant le résultat important de Gavril [[Gavril, [1972] sur la recherche des cliques maximales,
Jégou a montré, dans [Jégou,|1993al], que si le graphe de microstructure d'un CSP P est triangulé,
alors ce CSP sera résolu en temps polynomial.

Notation 2.4. La classe des CSP dont le graphe de microstructure est triangulé est notée CM (pour
Chordal Microstructure) [|Cohen| 2003|].

Donc, un CSP dont la microstructure est un graphe triangulé peut étre résolu en temps linéaire
sachant que dans le cas général trouver les cliques maximales d'un graphe quelconque est un
probleme NP-difficile.

Par la suite, Cohen a utilisé la méme approche dans [[Cohen, 2003]] pour montrer tout d’abord
que la cohérence d’arc suffit pour résoudre un CSP dont la microstructure est triangulée. Ensuite,
il a montré que les CSP, dont le complément de la microstructure est triangulé, définissent une
classe polynomiale, résultat qui se déduit immédiatement de [Gavril, 1972] et de [Jégou, [1993all.

Notation 2.5. La classe des CSP dont le complément du graphe de microstructure est triangulé est notée
CCM (pour Chordal Complement Microstructure) [[Cohen, [2003|].
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Certes, les graphes triangulés disposent de propriétés intéressantes. Malheureusement, les
graphes ne sont pas tous triangulés. Pour cette raison, plusieurs algorithmes de triangulation ont
été proposés. En effet, la triangulation d'un graphe G = (V| E) consiste a ajouter un ensemble
d’arétes E’ a G de fagon que le nouveau graphe G’ = (V, E U E’) soit triangulé. Plus précisément,
on rajoute des arétes entre quelques sommets non-voisins qui participent a la formation d’un cycle
sans corde de longueur supérieure ou égale a quatre. En pratique, il existe plusieurs algorithmes
pour la triangulation des graphes comme MCS[]_-] [Berry et al.l |2004], MNSEL LexBFSE] [[Corneil,

2004, LexDFS[Y..
@ @‘@ @'@
) ) ")

()
@)
() (b) (©

FIGURE 2.11 — Un graphe non-triangulé (a) et deux triangulations possibles (b) et (c).

La figure (a) présente un graphe non-triangulé alors que (b) et (c) présentent deux trian-
gulations (ce ne sont pas les seules) de (a). Ceci prouve que la triangulation d’'un graphe n’est pas
unique.

Apres avoir triangulé le graphe de microstructure d’'un CSP P, nous pouvons utiliser la mé-
thode de décomposition de domaines pour le résoudre. Les différentes étapes de cette méthode sont
décrites ci-dessous :

— construire la microstructure pu(P) = (V, E),

— trianguler p(P) (u/(P) le nouveau graphe de microstructure triangulé),

— trouver toutes les cliques maximales de p/(P),

— pour toute clique Cly, tester si Cl; couvre toutes les variables de X, alors le nouveau pro-
bléeme P(Cly) = (X, D', C) (avec P(Cly) le sous-probleme relatif a la clique Cly, c’est-a-dire
Va;, D' (x;) = {v; € D(x;) | (vi,z;) € Cli}) admet une solution. Sinon, la clique ne corres-
pond pas a une solution (car elle contient une aréte incohérente ajoutée par la procédure de
la triangulation).

La complexité de cette méthode, au pire des cas, est égale a la complexité du probléme initial.
En effet, elle est de 'ordre de O(e.p.0™) : avec p le nombre des problemes induits et ¢ la taille
maximale des nouveaux domaines.

Aprés avoir décomposé le probléme, le nombre total de solutions sera égal au nombre des
solutions des sous-problemes induits.

Théoreme 2.2. Soit 1/ (P) le graphe triangulé de ji(P) et Cl = {Clq,...,Cl,} 'ensemble des cliques
maximales de 1/ (P) alors :
Solutions(P) = Uy <ij<pSolutions(P(Cl;)).

1. MCS = Maximum Cardinality Search

2. MNS = Maximal Neighbourhood Search

3. LexBFS =Lexicographic Breadth FirstSearch
4. LexDFS =Lexicographic Depth First Search
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2.6.2.2 Généralisation des graphes triangulés

Dans [Chmeiss and Jégou, [1997], Chmeiss et Jégou ont introduit les graphes C'SG* qui gé-
néralisent les graphes triangulés et certaines de leurs propriétés (notamment celle concernant le
nombre polynomial de cliques maximales...). Les définitions et les notations suivantes permettent
de bien définir cette nouvelle classe de graphes.

Définition 2.43. Un sommet est dit simplicial si I’ensemble de ses voisins forme une clique.

Notation 2.6. Etant donné un graphe G = (V, E), Glo,,...v,} désigne un sous-graphe de G formé par
I’ensemble de sommets {v;, ..., v, }.

La figure illustre un sous-graphe Gy, .. .} du graphe de la figure formé par quatre
sommets xo, 3, T4 €t T5.

T2 T3 T4
\/
FIGURE 2.12 — G, ... «5} un sous-graphe du graphe de contraintes de l’exemple@

Définition 2.44. Un ordre o = [v1, ..., v,] est un schéma parfait d’élimination si chaque v; est simpli-
cial pour le sous-graphe induit par G, .. .,y ¢’est-a-dire ’ensemble des sommets voisins a v; et qui le
précédent dans I’ordre forment un graphe complet.

Définition 2.45. Les graphes C SG* sont définis selon la valeur de k :
— pour k = 0, les graphes CSG° forment la classe des graphes complets.
— pour k > 0, les graphes CSGF sont la classe des graphes G = (V, E) tel qu’il existe un ordre
o = [v1, ..., v,] sur V tel que pour i = 1,...,n le graphe G(N*(v;)) est CSG*~! avec N*(v;) =
{Uj eV | {Ui,’l}j} e Fi< j}

Nous pouvons signaler que C'SG* définit 'ensemble des graphes triangulés.

Chmeiss et Jégou ont prouvé que les graphes C'SG* ont au plus |V |* cliques maximales, et
ils ont proposé un algorithme en O(|V/|2(*=1)(|V| + |E|)) pour la recherche des cliques maximales
dans un graphe C'SG*. Dans le méme esprit des algorithmes de triangulation des graphes non-
triangulés, un algorithme de k-triangulation a été proposé et qui consiste a rajouter des arétes a
un graphe quelconque afin de le rendre C'SG*. Ensuite, I'algorithme 7 R¥-Decomposition permet
la résolution d’'un CSP (P) par la méthode de décomposition des domaines aprés avoir appliquée
la k-triangulation sur son graphe de microstructure.

En pratique, les algorithmes qui se basent sur la décomposition de la microstructure du CSP
sont inefficaces vu le cofit prohibitif de manipulation de la microstructure. Mais, pour des petites
valeurs de k, ils ont eu des résultats interéssants. Pour k£ = 2 par exemple, 'algorithme Deuxtriang
calcule la 2-triangulation d’'un graphe G (en O(|V'|*)) et Cliquesmax cherche toutes les cliques
maximales dans ce graphe 2-triangulé (en O (n.e)). D’autres résultats pratiques ont montré que
T R?-Decomposition est plus efficace que MAC et FC dans le cas d’exécution paralléle des sous-
problémes générés [Ndiaye, [2005].
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2.6.2.3 Microstructure parfaite

Plus récemment, dans la continuité de ces travaux, Salamon et Jeavons [Salamon and Jeavons,
2008 ont généralisé le résultat de [Jégou, (1993all, aux graphes parfaits (les graphes triangulés
sont des graphes parfaits) en s’appuyant sur des résultats issus de la Conjecture de Berge sur les
graphes parfaits [[Chudnovsky et al., 2006, 2005]]. Nous rappelons qu'un graphe est dit parfait s’il
ne comporte ni un cycle ni le complément d’un cycle de longueur impaire et supérieure ou égale a
cing.

Notation 2.7. La classe des CSP dont le graphe de microstructure est parfait est notée PM (pour Perfect
Microstructure).

2.6.3 Classes polynomiales structurelles

Nous passons maintenant a des classes polynomiales différentes dites classes polynomiales struc-
turelles qui sont définies au niveau de I'interaction entre les variables.

Définition 2.46 (classes polynomiales structurelles). Une classe polynomiale structurelle est un ensemble
de CSP ayant des restrictions sur les portées de leurs contraintes (ou (hyper)graphe de contraintes)
indépendamment de leurs relations.

Nous nous intéressons ici aux CSP acycliques [Freuder, [1982], aux CSP ayant une largeur de
(hyper)graphe bornée [Freuder, 1982, Jégou, [1993al] et aux classes de CSP ayant une largeur
arborescente bornée par une constante [|Gottlob et al., [2000].

2.6.3.1 Largeur de graphe

Cette notion, comme nous l'avons rappelé précédemment, a été introduite par Freuder dans
[Freuder, [1982]. Elle a permis de définir une condition suffisante pour qu'un CSP puisse étre
résolue en temps polynomiale. La condition suivante est la suivante :

Théoreme 2.3. Si le graphe de contraintes est de largeur k et si le CSP est fortement (k + 1)-cohérent,
alors une solution peut étre trouvée sans retour arriére.

Pour un CSP satisfaisant ces conditions, I'algorithme backtrack peut trouver une solution sans
retour arriére en considérant 'ordre sur les variables qui a donné la largeur k a ce CSP. A partir de
ce théoréme, nous pouvons déduire les deux corollaires suivants en considérant k = 1 et k = 2.

Corollaire 2.4. Pour les CSP dont le graphe de contraintes est acyclique (la largeur est égale a 1, on
note par T'REE I’ensemble de ces CSP), la cohérence d’arc suffit pour garantir qu’une solution peut-étre
trouvée sans retour arriere.

Corollaire 2.5. Etant donné un CSP P, si la largeur de son graphe de contraintes est égale & 2 et si le CSP
vérifie la cohérence de chemin, alors une solution peut étre trouvée sans retour arriere.

D’apres les deux corollaires précédents, on constate qu’en calculant la largeur du graphe de
contrainte et en vérifiant le niveau de cohérence du CSP, ce CSP peut étre résolu en temps po-
lynomial. Cette méthode aussi n’a pas été exploitée en pratique a cause de la complexité de la
k-cohérence O(n*.d*) sauf dans le cas ou le graphe de contrainte est arborescent.
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2.6.3.2 CSP non-binaire acyclique

Pour le cas binaire, Freuder a montré dans [Freuder, |[1982]] que si un CSP binaire est acyclique
(dit aussi arborescent) alors la cohérence d’arc suffira pour trouver une solution sans backtrack.
Pour le cas n-aire, il existe plusieurs formes d’acyclicités [Beeri et al., |1983]], nous en rappelons
quelques-unes ainsi que leurs relations. Nous commencons tout d’abord par les a-acycliques. Dans
la littérature, nous trouvons plusieurs définitions équivalentes, ici nous en énoncons seulement les
deux suivantes :

Définition 2.47 (hypergraphe conforme [Beeri et al.l|1983]]). Un hypergraphe est dit conforme si toutes les
cliques maximales de sa 2-section correspondent a une hyperaréte dans I’hypergraphe original.

L’hypergraphe de la figure est conforme car les 4 cliques maximales de la 2-section corres-
pondent exactement aux hyperarétes de I’hypergraphe.

Théoreme 2.4 (hypergraphe «-acyclique [Beeri et all [1983])). Un hypergraphe est a-acyclique s’il est
conforme et si son graphe primal est triangulé.

L’exemple a un hypergraphe «-acyclique car il satisfait les deux conditions du théoréme

Une deuxiéme caractérisation des hypergraphes a-acycliques, appelée « running intersection
property » a été proposée dans [Beeri et al., |1983] et elle est définie comme suit :

Définition 248. H = (V,E) est un  hypergraphe  «-acyclique, si et
seulement i, il existe un ordre sur les  contraintes (C1y .y Ce) tel  que

k—1
VE,1<k<e3dj <k, (S(ck)N U S(ci)) € S(cy).
i=1

Cette propriété garantit 'existence d'un ordre pour lequel si S(c;) appartient a un chemin entre
S(c;) et S(c;), alors S(c;)NS(cj) C S(cx). Nous passons maintenant aux hypergraphes S-acycliques
qui sont définis de la fagon suivante :

Définition 2.49 (hypergraphe 3-acyclique [Graham||1979]). Un hypergraphe H = (V, E) est S-acyclique
s’il ne contient pas un cycle de Graham. Une séquence (E1,...,Ep,, Enyn 1) avec m > 3 telle que
(E1, ..., Ey,) sont distincts et By = E,,, 11 est un cycle de Graham si chaque A; = E;NE; 11 (1 <i<m)
est non-vide, et Vi # j, A; A, sont incomparables (c’est-a-dire A; € Aj et Aj T A;).

Les hypergraphes 3-acycliques sont appelés aussi super-balanced hypergraph et totally-balanced
hypergraph [Lehel, |1985]]. L’hypergraphe de 'exemple est 3-acyclique car il ne peut pas conte-
nir un cycle de Graham. En effet, le tableau explique pour toutes les combinaisons pourquoi
un cycle de Graham ne peut exister.

Définition 2.50 (hypergraphe y-acyclique). Un hypergraphe H = (V, E) est vy-acyclique ssi son graphe
d’intersection (line graph) ne contient pas de cycle. Le graphe d’intersection d’un hypergraphe H = (V| E)
est un graphe B = (I,J) avec I 'ensemble des intersections non-vides des hyperarétes de H et J et
I’ensemble des arétes qui existent chaque fois que l’intersection entre deux sommets x et y de I n’est pas
vide.

L’hypergraphe de I'exemple n’est pas ~y-acyclique car il existe un cycle de longueur trois
dans le graphe d’intersection (voir figure [2.13)).

La définition des hypergraphes a-acycliques et y-acycliques provient de la théorie des graphes
alors que la définition de S-acyclique provient de la théorie des bases de données relationnelles.

La relation entre les différentes formes d’acyclicité est donnée par le théoréme|2.5
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Explication
S(Cg) n 5(04) C S(Cg) n S(Cd)

S(c1) N S(e3) =0

S(Cl> M S(Cs) - (Z)

S(Cl) N 5(63) = @
S(Cg) N 5(04) C S(Cg) N S(Cg)

S(Cl) N S(Cg) - @

S(c1)NS(e3) =0
S(Cg) n S(C4) C S(CQ) N S(Cg)

S(Cl)mS(Cg) :(Z)
S(Cg) n 5(64) C S(CQ) N S(Cg)

S(c1)NS(e3) =0

S(Cl) N S(Cg) = (Z)

S(c1)NS(e3) =0

S(Cl) N S(Cg) = (Z)

S(Cl) n 5(64)

S(Cl) n S(Cg)

S(c1) N S(cqa) C S(eq) N S(ea)

S(c1) N S(e3) =0

S(c1) N S(eq)
S(Cl) n 5(64)

S(c1) N S(ea)
S(Cl) N S(Cg)

S(e1) N S(ez) =0

S(c1) N S(e3) =0

S(c1)NS(e3) =0
S(Cg) N S(C4) C S(Cg) N S(Cg)

S(Cl) mS(CS) - (Z)

Séquence (Ordre sur les portées de contraintes)

{S(Cl)> 5(02)7 8(03)7 5(04), S(cl)}
{S(c1), S(cz2), S(ea), S(e3), S(e1)}
{S(e1), S(e3), S(e2), S(ea), S(er)}
{S(c1), S(cs), S(ea), S(e2), S(e1)}

{S(c1),5(ca), S(c3), S(c2), S(c1)}
{S(c1), S(ca), S(ea), S(es), S(e1)}

{S(c2),5(c1),S(c3), S(ca), S(ca)}
{5(62)7 S(cl)v 5(04)7 5(63)3 S(CQ)}
{S(c2),S(c3),S(c1),S(ca), S(c2)}

{S(c2), S(es), S(ea), S(er), S(e2)}
{S(c2),5(ca), S(c3), S(c1), S(c2)}

{S(c2), S(ca), S(e1), S(es), S(e2)}

{S(c3), S(c1), S(ea), S(ea), S(ea)}
{S(c3), S(e1), S(ea), S(ez), S(e3) }
{S(c3), 5(c2), S(e1), S(ea), S(ea)}

{S(c3), S(c2), S(ca), S(er), S(ez)}
{S(c3), 5(ca), S(ea), S(er), S(es)}

{S(cs), S(ca), S(c1), S(ea), S(es) }

{S(ca), S(c1), S(ea), S(e3), S(ca)}
{5(64)7 S(Cl)7 8(03)7 S(CQ>7 5(04)}
{S(ca), S(c2), S(e1), S(e3), S(ca)}

{5(04)7 5(02)7 S(CS)’ 5(01)7 5(04)}
{S(ca), S(cs), S(ea), S(e1), S(ca)}

{S(c4),5(c3),S(c1),S(ca), S(ca)}

TABLE 2.3 — Preuve d’inexistence de cycle de Graham
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FIGURE 2.13 — Le graphe d’intersection de I’exemple [2.1]

Théoreme 2.5 ([Faginl [1983]]). ~v-acyclique C B-acyclique C a-acyclique.

A lissu d’un résultat important dans [Beeri et al., 1983] sur la polynomialité des hypergraphes
acycliques , il a été déduit que 'ensemble des CSP ayant un hypergraphe «-acyclique définissent
une classe polynomiale et que I'inter-cohérence (ou 'hyper-2-cohérence) suffira pour trouver une
solution sans backtrack.

En pratique, il existe une méthode, dite coupe-cycle (Cycle CutSet) [Dechter and Pearl, 1987all,
qui consiste a trouver un ensemble de sommets, dit aussi coupe-cycle, dans le graphe (ou '’hyper-
graphe) de contraintes dont la suppression induit un graphe (ou un hypergraphe) acyclique. Si
toutes les variables qui appartiennent a un ensemble coupe-cycle d’un graphe de contraintes sont
affectées en satisfaisant les contraintes associées, nous propageons ces affectations par la cohé-
rence d’arc. Si le CSP obtenu apres filtrage par AC ne possede aucun domaine vide, alors le CSP est
satisfiable. Etant donné un CSP d’arité quelconque, la complexité de cette méthode est O(e.d**2)
avec k la taille de ’ensemble coupe cycle.

2.6.3.3 Généralisation de théoreme de Freuder sur la largeur de graphe

Dans [Jégoul |1993all, Jégou a généralisé le théoréme de Freuder sur la largeur des graphes
de contraintes aux CSP n-aires en se basant sur 'hypergraphe de contraintes. La largeur d’'un
hypergraphe de contraintes a été définie comme suit :

Définition 2.51 (largeur d’un hypergraphe). Etant donnés un hypergraphe H = (V, E) et O I’ensemble de
tous les ordres possibles sur les hyperarétes (dans le cas des CSP, ce sont les portées des contraintes) de F.
Pour un ordre T € O,
— la largeur d’une hyperaréte E; est le nombre d’intersections maximales avec les hyperarétes qui la
précedent dans lordre : |{E; N E;/j <iAPk <i/E;NE; C E;N Ey}

— la largeur d’ordre T est le maximum des largeurs des hyperarétes,
— la largeur d’un hypergraphe est le minimum des largeurs de tous les ordres.

s

Pour I'exemple la largeur de son hypergraphe est égale a 1 en considérant I'ordre lexico-
graphique croissant.

Comme pour le cas binaire, les CSP non-binaires ayant une largeur d’hypergraphe bornée défi-
nissent une classe polynomiale.

Théoreme 2.6. Etant donnée un CSP n-aire P, si la largeur de son hypergraphe de contraintes est k et s’il
est hyper-(k + 1)-cohérent, alors il est cohérent.

Pour un hypergraphe H = (V, E) et un ordre sur E, nous rappelons que trouver la largeur de
cet ordre peut se réaliser en temps polynomial. Par contre, trouver 'ordre qui permet de calculer
le minimum des largeurs est NP-complet.
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2.6.3.4 Largeur arborescente bornée

La notion de décomposition arborescente a été introduite par Robertson et Seymour dans [Ro-
bertson and Seymour, [1986]. Elle consiste a décomposer le graphe de contraintes en un ensemble
de sous-graphes connectés dans un arbre.

Formellement, la décomposition arborescente est définie comme suit :

Définition 2.52 (décomposition arborescente). Etant donné un graphe G = (V, E), une décomposition
arborescente de G est une paire (B,T) avec T = (I, F) un arbre et B = {B; : i € I}, une famille de
sous-ensembles de X appelés clusters, telle que chaque cluster B; est un nceud de T et vérifie :

- UierBi =V,

- Wa,,z;} € E,Ji € I tel que {x;,x;} C By, et

— si x; appartient a deux clusters By et By, alors x; appartient a tous les clusters du chemin reliant B;

a By,.

La largeur arborescente de la décomposition arborescente (B, T) est égale a la taille du plus grand grand
cluster moins un (max;cr|B;| — 1). La largeur d’arbre (ou bien tree-width), notée w, est la plus petite
largeur de toutes les décompositions arborescentes de G.

Définition 2.53 (largeur arborescente bornée). Soit k un entier positif, nous notons BTW), I’ensemble des
CSP ayant une largeur arborescente bornée par k.

Etant donnés un CSP P et son graphe de contraintes (7, déterminer la largeur arborescente de
G est un probleme NP-difficile. Par ailleurs, si la largeur arborescente est bornée, alors P peut étre
résolu en temps polynomial (O(e.d® +1), ot wt + 1 est la taille du plus grand sous-ensemble de
B).

Plusieurs méthodes structurelles ont employé la décomposition arborescente pour atteindre
une complexité polynomiale. Parmi ces méthodes nous pouvons citer le regroupement en arbre et
le regroupement cyclique. Dans la suite, nous rappellerons les différentes étapes de ces méthodes
ainsi que la complexité de chacune.

Le regroupement en arbre (Tree-Clustering) est une des méthodes basée sur la décomposition
arborescente. Elle a été proposée par Dechter et Pearl dans [Dechter and Pearl, [1989] et elle
consiste a effectuer certaines transformations a un CSP afin d’avoir un graphe acyclique dit arbre
de jointure (join tree [Beeri et al., [1983]]).

Le Tree-Clustering est inopérant vu que son temps d’exécution est trés important et 'espace
mémoire utilisé pour le stockage des solutions des sous-problémes (relatifs aux clusters) est prohi-
bitif. En effet, il a une complexité temporelle exponentielle en fonction de la largeur arborescente
w de la décomposition considérée (O(|P|.d“*1)) et une complexité spatiale en O(n.a.d*) avec s
la taille de la plus grande intersection entre deux clusters). Ceci qui explique son inefficacité en
pratique bien qu’il posséde la meilleure complexité théorique [Jégou and Terrioux, [2003].

En pratique, I'algorithme BTD (Backtracking with Tree Decomposition [Jégou and Terrioux,
2003]D), qui est une approche énumérative, exploite une décomposition arborescente du graphe de
contraintes. L’algorithme utilise les notions de « good » et de « nogood » pour éviter les redondances
en parcourant ’espace de recherche. BTD a des bons résultats en pratique pour des valeurs bornées
de w. Il existe plusieurs extensions pour cet algorithme tel que FC-BTD [Jégou and Terrioux, |2003]]
et RFL-BTD [Jégou and Terrioux, |2003]] et MAC-BTD [Jégou and Terrioux, 2014].

Dans [Darwiche) 2001]l, Darwiche a proposé une méthode similaire a BTD, appelée Recursive
Conditioning et notée RC) qui utilise un espace de recherche linéaire. RC s’appuie sur la notion
de dtree qui correspond a un graphe binaire complet. En effet, dtree construit récursivement a
partir d'un séparateur (cutset) qui décompose le graphe de contraintes en un ensemble de sous-
graphes connexes. Dans [[Darwiche and Hopkins, [2001]], les auteurs ont montré I'existence d’une
équivalence entre dtree et la décomposition arborescente.
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Dans [Dechter and Mateescu, |2004], Dechter et Mateescu ont proposé la méthode AND/OR
Search qui a aussi une complexité spatiale linéaire. Cette méthode est basée sur le calcul d’'un
pseudo-arbre du graphe de contraintes et la construction d’un arbre de recherche AND/OR associé.
La complexité AND/OR Search est exponentielle en fonction de la hauteur du pseudo-arbre.

Dans [Jégou, [1990]], la méthode regroupement cyclique (Cyclic Clustering) a été introduite par
Jégou et qui fonctionne de la maniére suivante : il cherche un sous-graphe G’ = (E’, V') triangulé
maximal dans le graphe de contrainte G = (E, V). Puis, il cherche les cliques maximales de G’ et il
résout les sous-problémes associés a ces cliques. Apres, il détermine 'ensemble coupe-cycle. Enfin,
il lance la méthode coupe cycle sur le nouveau CSP [Jegou and Terrioux, [2004]].

2.6.3.5 Largeur hyperarborescente bornée

Dans [Gottlob et al.l 2000], Gottlob et al. ont proposé une nouvelle approche, dite décompo-
sition hyperarborescente. Si les clusters dans la méthode de la décomposition sont représentés par
les variables, dans la décomposition hyperarborescente ils seront représentés par les contraintes.
En fait, il s’agit d'une généralisation de la décomposition arborescente. La définition s’appuie sur
la notion d’hyperarbre.

Définition 2.54 (hyperarbre). Etant donné un hypergraphe H = (X, C), un hyperarbre de H est un triplet
(Tx,\) onT = (S, A) est un arbre enraciné qui associe a chaque sommet s € S deux ensembles x(s) C X
et \(s) € C. SiT" = (S, A') est un sous-arbre de T, alors x(T") = Ugcgry(s)- On note sommets(T),
I’ensemble S des sommets de T, et racine(T) la racine de T. En outre, quel que soit s € S, Ty est le
sous-arbre de I" enraciné en s.

Définition 2.55 (décomposition hyperarborescente). Etant donné un hypergraphe H = (V,E), une
décomposition hyperarborescente de H est un hyperarbre H D=(T, x,\) qui vérifie les conditions suivantes :
1. Ye € E,3s € sommets (T') tel que e C x(s)
2. Yx € X, I’ensemble {s € sommets(T) tel que x € x(s)} induit un sous-arbre (connexe) de T,
3. Vs € sommets(T), X(5) C Ucer(s)G
4. Vs € sommets(T), Ugexs)c N x(Ts) € x(s).

La largeur h d’une décomposition hyperarborescente HD = (T x, ) est égale au max scsommets(T) [A(3)]-
La largeur hyperarborescente h* de H est la largeur minimum sur toutes ses décompositions hyperarbo-
rescentes. Nous rappelons que h < w ce qui permet de déduire que la décomposition hyperarborescente
est théoriquement meilleure que la décomposition arborescente [Gottlob et al.| 2000)].

Etant donné un CSP P = (X, D, (), les méthodes de résolution basées sur la décomposition
hyperarborescente comportent principalement trois étapes :
1. déterminer une décomposition hyperarborescente de P,

2. résoudre chaque cluster en faisant la jointure des relations associées aux différentes
contraintes d’un cluster,

3. résoudre le CSP acyclique obtenu.

La complexité temporelle de la premiere étape est O(e?"") si on considére I'algorithme opt-k-
decomp proposé dans [Gottlob et al., [1999]. La complexité temporelle de la deuxiéme étape est
0(S.r") et la complexité spatiale dans le pire des cas est O(r").
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2.6.4 Classes polynomiales relationnelles
Dans cette sous-section, nous illustrerons certaines classes polynomiales dites relationnelles :

Définition 2.56 (classes polynomiales relationnelles). Une classe polynomiale relationnelle (appelée
aussi Language-Based) est un ensemble de CSP identifiés par certaines restrictions sur les relations
indépendamment de la structure.

C’est par exemple le cas des relations « 0-1-tous » (ZOA) [[Cooper et al., [1994], « max-closed »
[Jeavons and Cooper},[1995]], « convexes par rangées » [van Beek and Dechter},1995] et les relations
«renommables monotones a droite » [|[Cooper et al.,|2010]. Nous détaillons maintenant ces classes
que nous utiliserons dans les prochains chapitres.

2.6.4.1 Les relations 0-1-tous

Cooper et al. ont prouvé que tout CSP binaire dont les relations des contraintes vérifient la
propriété 0-1-tous (notée ZUT ou ZOA en anglais pour Zero/One/All) peut étre résolu en temps
polynomial [[Cooper et al., [ 1994]. Nous utilisons les deux notations suivantes pour définir ZOA.

Notation 2.8. Etant donnée une contrainte c;;, D(x;)[x;] = {v; € D(x;) | Jv; € D(x;), (vi,v;) €
Rcij)}-

Notation 2.9. Etant donnée une contrainte c;j, R(cj;) = {(v;,v;) : (vi,v;) € R(ciz)}-

Définition 2.57 (0-1-tous [Cooper et al.,|1994]). Etant donné un CSP binaire P = (X, D, C), une relation
R(c;j;) est dite 0-1-tous directionnelle si pour chaque valeur v; € D(x;), R(c;j) vérifie I'une des conditions
suivantes :

— (ZERO) pour chaque valeur v; € D(z;)[x;], (vi,v;) & R(cij),

— (UN) il y a une valeur unique v; € D(z;)[x;] telle que (v;, vj) € R(c;j),

— (TOUS) pour chaque valeur v; € D(x;)[x;], (vi,v;) € R(cij).
La relation R(c;;) est dite 0-1-tous si R(c;;) et R(cj;) sont 0-1-tous directionnelles. P est dit 0-1-tous si
Vi # j, R(c;j;) est 0-1-tous.

Notation 2.10. Nous noterons ZO A [’ensemble des CSP vérifiant la propriété 0-1-tous.
Dans le but de caractériser les relations ZOA, nous rappelons les trois configurations suivantes :
Définition 2.58 (complete). Une relation R(c;;) est dite complete si elle est égale a D(x;)[x;] x D(x;)[x;].

Définition 2.59 (bijection [David, [1993]). Une relation R(cij) est dite une bijection si chaque valeur de
D(x;)[x;] est compatible avec une seule valeur de D(x;)[x;] (et inversement).

Définition 2.60 (double éventail). Une relation R(cz-j) est dite double éventail (two-fan) si une seule valeur
de D(x;)[x;] est connecté a toutes les autres valeurs de D(x;)[x;] (et inversement).

Si pour une relation double éventail R(c;;) on a en plus D(z;)[z;] = D(x;) et D(z;)[x;] =
D(x;), alors R(c;;) est dite double éventail fort.

La figure présente un exemple de ces trois configurations :

Un résultat important de [[Cooper et al.,[1994] montre que toute relation ZOA est soit compleéte,
soit une bijection ou soit un double éventail. Ensuite, Cooper et al. ont montré que si une relation
ne satisfait pas ZOA, alors elle contient une de trois configurations suivantes (voir figure [2.15).
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X Zj Z; Zj ZT; Z;

(a) (b) ()

FIGURE 2.14 — Trois configurations de la propriété ZOA : (a) une relation complete (b) une bijection et (c)
un double éventail

X; €j x; Zj T; Zj

(a) (b) (©)

FIGURE 2.15 — Les trois configurations possibles d’une relation qui n’est pas ZOA.

Dans [Zhang et al., [1999], un algorithme de complexité temporelle O(e(d + n)) a été proposé
pour la résolution des CSP dont les relations des contraintes satisfont ZOA.
2.6.4.2 Les CSP fonctionnels

Les CSP fonctionnels ont été proposés par David dans [David, [1993]. Il s’agit d’'une sous-classe
de ZOA.

Définition 2.61 (Fonctionnel [David, [1993)]). Un CSP binaire P est dit fonctionnel si toutes les relations
satisfont la premiére ou la deuxieme condition de ZOA (ZERO et UN).

Notation 2.11. Nous noterons FU N [’ensemble des CSP binaires fonctionnels.
Par définition, la classe des CSP binaires fonctionnels est une sous-classe de ZOA.
Proposition 2.2. FUN C ZOA.

Cette classe a été généralisée par la suite par Cooper et al. dans [[Cohen et al., |2011]] pour les
CSP d’arité quelconque.

Définition 2.62 (CSP incrémentalement fonctionnel [Cohen et al., 2011]). Un CSP P = (X, D,C) est
dit incrémentalement fonctionnel (incrementally functional en anglais) s’il existe un ordre < sur les
variables, tel que pour 1 < i < n, chaque solution de P[{x1,...,x;}] peut s’étendre au plus a une
solution de P[{x1,...,x;y1}]

Notation 2.12. Nous noterons IFU N I’ensemble des CSP incrémentalement fonctionnels.
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2.6.4.3 Max-Closed

Dans [Jeavons and Cooper, |1995]], Jeavons et Cooper ont montré que s’il existe un ordre sur
les valeurs pour lequel toutes les relations d'un CSP sont Max-Closed, alors le CSP peut étre résolu
en temps polynomial.

Définition 2.63 (Max-closed [Jeavons and Cooper} |1993]).

Etant donné un CSP P = (X, D, (), P est dit max-closed s’il existe un ordre sur les valeurs tel que pour
chaque contrainte c; d’arité a;,

V(v1,v2,. .., 0, ), (V1,09,...,0, ) € R(c;), (max(vy,v]), maz(va, vy),. .., maz(vy,,v,,)) € R(c;).

Pour la figure nous considérons l'ordre naturel sur les entiers. Pour la figure (a), on
a (1,3) et (4,2) € R(c;;) mais (max(1,4), max(3,2))=(4,3) ¢ R(c;;). Par conséquent, la relation
n’est pas max-closed. Pour la figure (b), la relation est max-closed car (1,3) et (2,4) € R(c;;)
et (max(1,2), max(3,4))=(2,4) € R(¢;), (1,3) et (2,3) € R(c;;) et (max(1,2), max(3,3))=(2,3)
€ R(c;;) et enfin (2,3) et (2,4) € R(c;;) et (max(2,2), max(3,4))=(2,4) € R(c;j).

Notation 2.13. Nous noterons M C' [’ensemble des CSP max-closed.

(a) (b)

FIGURE 2.16 — La propriété max-closed.

De la méme facgon, les relations min-closed ont été définies. La classe des CSP satisfaisant
max-closed définissent une classe polynomiale pour laquelle I'inter-cohérence est une procédure
de décision [Jeavons and Cooper, (1995]. Dans [[Cooper et al., [2010], il a été cité que tout CSP
satisfaisant max-closed peut étre résolu en appliquant la cohérence d’arc généralisée [Mohr and
Masini, [1988]] et en choisissant le plus grand élément de chaque variable.

2.6.4.4 Les relations convexes par rangée

Cette classe polynomiale (Convexe par rangée) a été introduite par Van Beek et Dechter dans
[van Beek and Dechter, [1995]] pour les CSP binaires, ensuite, une généralisation a été proposée
pour les CSP n-aires [van Beek and Dechter, |1995].

Définition 2.64 (convexe par rangée). Etant donné un CSP binaire P = (X, D,(C), P est dit convexe par
rangée (row-convex en anglais) par rapport a un ordre < sur les variables et a un ordre sur les valeurs, si,
pour chaque contrainte c;j de C avec x; < xj, Yv; € D(z;), {v; € D(x;)|(vi,vj) € R(cij)} = [aj..b;]
pour aj, b; € D(x;) oit [a;..b;] représente les valeurs de D(x;) entre a; et b; par rapport & 'ordre sur
les valeurs.

Notation 2.14. Nous noterons RC ’ensemble des CSP convexes par rangée.
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En considérant la matrice d’interaction des valeurs dont les zéros (resp. les uns) expriment I'in-
compatibilité (resp. la compatibilité) entre deux valeurs , vérifier la propriété convexe par rangée
revient a tester I'inexistence d’un zéro entre deux un pour un ordre fixé sur les valeurs.

45 6 45 6
1/1 1 0 1/1 1 1
Mi=2(0 1 1| M=2]0 1 1
3\1 0 1 3\1 0 1

En considérant tout ordre possible sur les valeurs, la matrice M; représente une relation non
convexe par rangée et M, représente une relation convexe par rangée.

Le concept de relation convexe par rangée généralise le concept des relations fonctionnelles et
définit une classe polynomiale pour laquelle la cohérence de chemin est une procédure de décision.
Par la suite, Zhang et Yap ont proposé une nouvelle propriété, dite tree convexe [Zhang and Yap,
2003]], qui présente une extension du concept convexe par rangée [[Zhang and Bao,|[2009]]. Comme
pour RC, la cohérence de chemin est une procédure de décision pour la classe des CSP « tree
convexe ». Pour certaines de ses sous-classes, la cohérence d’arc suffit pour garantir la cohérence
globale du CSP [Zhang and Freuder, [2008].

Dans [Jeavons and Cooper, (1995]], Jeavons et Cooper ont montré que tout CSP binaire satisfai-
sant a la fois min-closed et max-closed est aussi convexe par rangée. La classe des CSP convexes
par rangée capture également la classe des CSP satisfaisant ZO A.

Proposition 2.3. ZOA C RC.

2.6.4.5 Les relations renommables monotones a droite

La classe des relations renommables monotones a droite a été introduite par Cooper et al. dans
[[Cooper et al., | 2010]]. Pour cette classe, la cohérence d’arc est une procédure de décision.

Définition 2.65 (relation renommable monotones a droite [Cooper et al., 2010]). Un CSP binaire
P = (X, D,C) est dit renommable monotone a droite renamable right monotone par rapport & un ordre
< sur les variables, si, pour 2 < j < n, chaque domaine D(:vj) peut-étre ordonné par <; de telle sorte
que pour chaque contrainte c;j de C avec xv; < xj, Vv; € D(x;),v5,v; € D(x ), si (vi,vj) € R(cij) et
v <j v} alors (v;,v}) € R(cij).

Notation 2.15. Nous noterons RRM [’ensemble de ces CSP.

Li i T T

(a) b)

FIGURE 2.17 — La propriété RRM.

La figure |2.17|(a) n’est pas monotone a droite car la valeur 5 de la variable i est compatible
avec la valeur 2 de la variable j mais elle n’est pas compatible avec la valeur 4 de la méme variable.
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Pour la figure [2.17|(b), 1 est compatible avec 2, 4 et 6, 3 sont compatibles avec 4 et 6 et enfin 5 est
compatible avec 6. Par conséquent, la relation est monotone a droite.

2.6.5 Classes polynomiales hybrides

Nous finissons cette section avec les classes polynomiales dites hybrides. En fait, les classes
hybrides sont les classes les plus récentes.

Définition 2.66 (classes polynomiales hybrides). Les classes polynomiales hybrides captent a la fois des
CSP appartenant a des classes polynomiales structurelles et des CSP appartenant a des classes polyno-
miales relationnelles.

Le terme hybride pour les classes polynomiales a été introduit par Cohen dans [Cohen), 2003]]
puis repris par Cooper et al. dans [[Cooper et al., |2010]]. D’ailleurs c’est dans [[Cooper et al.,|2010]
que la propriété BTP (pour Broken Triangle Property) a été introduite.

2.6.5.1 La propriété des triangles cassés (BTP)

La propriété BTP a été introduite dans [Cooper et al., |2010] pour les CSP binaires et a dé-
fini un pont vers certaines autres classes polynomiales. La classe polynomiale correspondante aux
instances satisfaisant BTP capte a la fois des classes polynomiales structurelles et des classes poly-
nomiales relationnelles. Formellement, BTP est définie comme suit :

Définition 2.67 (Broken-Triangle Property [Cooper et al., 2010]). Un CSP binaire P satisfait la Broken
Triangle Property (BTP) par rapport a un ordre sur les variables < si, pour tout triplet de variables
(@i, xj, xr) tel que x; < x5 < T, si (v;,v5) € R(cqj), (vi,v,) € R(cir) et (vj,v)) € R(cji), alors soit
(vi, v}) € R(cik), soit (v;,v},) € R(cjk).

Cette définition peut se représenter graphiquement par la microstructure du CSP comme indi-
qué dans la figure[2.18]

FIGURE 2.18 — (a) un motif non-BTP, (b) un motif BTP.

Pour la figure (a), ce motif n’est pas BTP car il n’existe pas d’aréte entre {v;, v, } ni entre
{vi,v}/} par rapport Pordre z; < x; < zy. Pour la figure (b), ce motif est BTP car nous avons
une aréte entre {v;, v} } et entre {v;, v’} (une de ces deux aréte suffira pour que ce motif soit BTP).
Etant donnée une instance CSP binaire P, tester I'existence d’un ordre pour BTP peut se faire en
temps polynomial.
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Théoreme 2.7. Le probléme de trouver un ordre sur les variables pour lequel une instance CSP binaire
satisfait BTP (ou déterminer qu’un tel ordre ne peut exister) peut étre résolu en temps polynomial (en

O(ned?))

Cooper et al. ont prouvé, que les CSP satisfaisant BTP, définissent une nouvelle classe polyno-
miale. Ces CSP peuvent étre reconnus (en O(ned?)) et résolus (en O(ed?)) en temps polynomial.

Un des avantages de BTP est que cette propriété est préservée méme apres suppression de
valeurs par application de filtrage par cohérence.

Définition 2.68. Une classe C d’instances de CSP est dite close par rapport a un filtrage de cohérence ¢
si elle est fermée pour @, c’est-a-dire, si le probléme obtenu apres I’application de ¢ a toute instance de C
appartient a la classe C. Une propriété est dite close si elle définit une classe d’instances closes.

La propriété close a été définie pour expliquer comment BTP sera préservée méme apres réduc-
tion des domaines par application de filtrage. Ceci a permis de montrer des résultats intéressants
sur la résolution des instances BTP par MAC en temps polynomial.

La propriété BTP est tellement forte que les auteurs ont pensé a I'alléger. Cette nouvelle version
est dite min-of-max extendable et elle est définie par rapport a un ordre sur les valeurs.

Définition 2.69 (min-of-max extendable [Cooper et al., 2010]]). Une instance CSP binaire P satisfait la
Min-of-Max Extendable (MME) par rapport a un ordre sur les variables < si, pour tout triplet de variables
(@i, xj, xr) tel que x; < xj < xy, i (vi,v;) € R(cij) alors (v, v;,vr,) est une affectation cohérente, avec
v = man(maz (R(ci) [vi], maz(R(c;x)[v;]).

Par symétrie, nous pouvons définir max-of-min extendable avec
v = maz(min(R(c;i)[v;], min(R(c;)[v;]). Le lemme suivant définit la relation entre BTP et MME.

Lemme 2.1. Une instance CSP binaire satisfait BTP par rapport a un ordre < sur les variables, si et
seulement si, il est MME par rapport a < en considérant tout ordre possible sur les valeurs.

Contrairement a BTP, la propriété MME est non close. Par exemple, pour une instance CSP
satisfaisant MME, on peut perdre la propriété en appliquant la cohérence d’arc.

La classe des instances BTP (et MME) capte certaines autres classes polynomiales comme celle
des instances binaires acycliques (TREE) et la classe renommable monotone a droite (RRM). Elle
est aussi en relation avec certaines autres classes comme convexe par rangée.

Proposition 24. RRM C BTP, TREE C BTP.

Proposition 2.5. Si une instance CSP binaire est convexe par rangée et est directionnel chemin-cohérente,
alors elle est min-of-max entendable (et max-of-min extendable).

2.7 Conclusion

A travers ce chapitre, nous avons introduit le cadre général de la thése portant sur les classes
polynomiales pour le probléme CSP. Nous avons commencé par énoncer les définitions et les no-
tations qui entourent le probléme CSP. Nous avons aussi illustré les méthodes permettant de ré-
duire les domaines. Ensuite, nous avons parlé des algorithmes de résolutions a savoir I’algorithme
Backtracking et les algorithmes utilisant le filtrage avant ou pendant la recherche ainsi que les
heuristiques utilisées pour guider et accélérer la recherche dune solution.

Par la suite, nous avons rappelé certaines classes polynomiales identifiées par certaines restric-
tions sur les domaines, les contraintes ou les relations d’une instance CSP.

Nous avons montré aussi que les travaux théoriques sur les classes polynomiales sont assez
développés. Mais, la plupart de ces travaux n’ont pas montré, a ce jour, 'intérét pratique de ces
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classes sauf la décomposition arborescente qui a été exploitée par de nombreux travaux pour les
réseaux ayant une petite largeur arborescente. Sinon, les classes polynomiales n’ont jamais été
exploitées, au moins d’une facon directe malgré l'efficacité des solveurs CSP en pratique.

Dans le prochain chapitre, nous proposerons des définitions de microstructure pour les CSP
non-binaires afin d’étendre certaines classes polynomiales définies pour le cas restreint des CSP
binaires aux CSP d’arité quelconques.
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Deuxieme partie

Microstructures des CSP n-aires et
extension des classes polynomiales
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Chapitre 3

Microstructures pour CSP n-aires

3.1 Introduction

Comme nous I'avons indiqué dans I'état de l'art, plusieurs travaux ont mis en évidence l'inté-
rét que recele I'étude des microstructures pour définir de nouvelles classes polynomiales qui sont
parfois fondées sur la théorie (algorithmique) des graphes [Jégoul [1993a, |Cohen, 2003, |Salamon
and Jeavons, [2008]]. En effet, il a été montré, pour le cas d'un CSP binaire, que si le graphe de
microstructure est triangulé ou parfait ou si le complément de la microstructure est triangulé alors
le CSP peut étre résolu en temps polynomial. Il est a rappeler que la premiere microstructure
pour CSP n-aire a été proposée par Cohen dans [[Cohen [2003] et qui est basée sur le complément
d’un hypergraphe. Cette microstructure semble ne pas avoir été exploitée en théorie et en pratique
vu que le recours au complément d’'un hypergraphe pose manifestement des problémes d’ordre
combinatoire comme nous 'avons expliqué dans le chapitre précédent.

Dans ce chapitre, nous étudierons des microstructures pour les CSP d’arité quelconque pour
vérifier si certains résultats sur les classes polynomiales pour les CSP binaires peuvent étre éten-
dus aux CSP d’arité quelconque. Pour le faire, nous proposerons une approche différente de celle
de [Cohenl, |2003]], puisqu’elle s’appuie tout simplement sur la notion de graphe. A cette fin, nous
présenterons ici trois types possibles de microstructures basées respectivement sur les différents
codages binaires des CSP non-binaires : la représentation duale [Dechter and Pearl, (1987b], la
transformation dite par variables cachées [Rossi et al., [1990] et le codage mixte [Stergiou and
Walsh), [1999]]. Nous étudierons les propriétés de base de ces représentations, en suggérant diffé-
rentes pistes pour leur exploitation théorique, notamment en vue de I'extension de classes polyno-
miales au cas des CSP d’arité quelconque. Une partie de ce travail a été publiée dans [El Mouelhi
et al., [2013Db].

3.2 Microstructures basées sur les codages binaires des CSP non-
binaires

Dans cette section, nous présentons des microstructures pour les CSP d’arité quelconque en
se basant sur certaines transformations, appelées codages permettant la conversion d'un CSP non-
binaire en un CSP binaire en préservant 'ensemble de solutions du CSP non-binaire. Il s’agit du
codage dual [Dechter and Pearl, [1987b]], du codage par variables cachées [Rossi et al., 1990,
Bacchus and van Beek, [1998]] et du codage mixte [|Stergiou and Walshl (1999].
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3.2.1 Microstructure basée sur le codage dual

Le codage dual, dans le domaine des CSP, a été employé pour la premiere fois dans [[Dechter
and Pearl, [1987b]. L'idée de ce codage est inspirée ce qui est connu dans la théorie des (hy-
per)graphes sous le vocable Line Graph ou aussi Qual Graphs [Bernstein and Goodman, [1981]]
dans la théorie des bases de données relationnelles. Dans la communauté CSP, il est appelé Graphe
Dual et aussi Intergraphe dans [Jégou, 1991}, 1993b] et il est basé sur la transformation d’un hyper-
graphe en graphe. Dans le codage dual, les variables correspondent aux contraintes du probléeme
originel et elles sont généralement dites variables duales. Les nouvelles contraintes binaires relient
deux variables duales si elles partagent au moins une variable, c’est-a-dire, si I'intersection des
portées des contraintes originelles correspondantes n’est pas vide. Le CSP dual correspondant a ce
codage binaire est défini comme suit :

Définition 3.1 (CSP Dual). Le CSP dual du CSP P = (X, D, C) est le CSP binaire P* = (X%, D4,C?)
ot chaque contrainte c; de C' correspond a la variable xf de X dont le domaine D(xf) est défini par
I’ensemble des tuples t; de R(c;), et une contrainte cfj de C¢ relie deux variables ¢ et x}i de X si les
contraintes associées c; et c; de C' partagent au moins une variable. La relation R(cgij) est alors définie
par les tuples (t;,t;) € D(zd) x D(JU?) tels que t;[S(c;) N S(c;)] = ¢;[S(c;) N S(ey)].

Pour des raisons de simplicité, nous utiliserons, dans le reste de ce manuscrit, la contrainte ori-
ginelle ¢; pour désigner la variable duale x¢ correspondante dans P?. Cette transformation permet
de définir une représentation binaire équivalente au probléme non-binaire de départ, au sens ot
il existe une bijection entre les ensembles de solutions du CSP de départ et de celui de la repré-
sentation duale [Jégou, |1991]]. Graphiquement, les sommets du graphe dual sont les contraintes
originelles et les arétes correspondent a l'intersection non vide de leurs portées. Formellement, la
représentation duale d’'un CSP est donnée par le graphe défini comme suit :

Définition 3.2 (graphe dual). Etant donné un CSP P = (X, D, C), le graphe dual de P est un graphe
D(P) = (V,E) avec :

- V= {Ci c C},

- E={{ci,c;} | i# jetS(ci) N S(cs) # 0}

En remplacant ¢; par z¢ et ¢; par :v‘j, nous pouvons remarquer que le graphe dual correspond

au graphe de contraintes du CSP P¢. La figure représente le graphe dual de I'exemple avec
les arétes étiquetées par les intersections des portées de contraintes.

{z3,25}

FIGURE 3.1 — Le graphe dual de I’exemple|2.1

La définition de la microstructure associée a ce codage, notée DR-microstructure, correspond a
la microstructure de ce CSP binaire équivalent :

Définition 3.3 (DR-microstructure). Etant donné un CSP P = (X, D, C'), la microstructure basée sur la
représentation duale de P, dite DR-microstructure, est un graphe non-orienté upr(P) = (V, E) avec :
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-V ={(e;,t;) : ¢; € C,t; € R(cy)},
) g(:)]{}{(ci7ti)7 (cisti)} | (cirts) € Vet (cj,t;) € Vaveci # §,t:[S(ci) N S(cj)] = t;[S(c;) N

Nous pouvons remarquer que dans le cas ot S(¢;) NS(c;) = 0, chaque tuple de la relation R(c;)
sera connecté a tous les tuples de la relation R(c;) (cCest-a-dire, Vt; € R(c;) et Vt; € R(c;), on a
{(Ci7 ti)7 (Cj7 tj)} € k.

Comme pour la microstructure des CSP binaires, il existe un lien direct entre les affectations
cohérentes et les cliques et évidemment entre les solutions et les cliques maximales.

Théoreme 3.1. Un CSP P a une solution, si et seulement si, upr(P) a une clique de taille e.

Preuve : Par construction, upgr(P) est un graphe e-parti, et toute clique contient au plus un som-
met (¢;, t;) pour chaque contrainte ¢; € C. Donc, une e-clique de upr(P) correspond exactement
a une clique avec un seul sommet (¢;, ;) de chaque contrainte ¢; € C. De plus, chaque couple de
sommets (c;,t;) et (cj,t;) reliés par une aréte satisfait ¢;[S(c;) N S(c;)] = t;[S(¢;) N S(¢;)]. Dong,
tous les sommets (c¢;, ¢;) d’une clique sont deux a deux adjacents et donc compatibles. Aussi, une
e-clique de ppgr(P) correspond exactement a e tuples ¢; autorisés par toutes les contraintes, ce qui
est équivalent a une solution de P. O

La DR-microstructure de I'exemple[2.T]est présentée par la figure Nous avons 4 contraintes,
donc e = 4. Conformément au théoreme (3.1} une solution de P est une clique de taille 4, ce qui est
le cas de {ab, bce, bef, cde}. Dans les exemples, nous noterons directement par ¢; le sommet (¢;, ¢;).

C2

FIGURE 3.2 — La microstructure basée sur le codage dual de I’exemple 2.1]

En supposant que les relations des CSP sont données sous forme de tables, la taille de la DR-
microstructure est bornée par un polynéme fonction de la taille du CSP, cest-a-dire |E| < |V|?
avec |V| = X, ec|R(c;)|. De plus, il est clair que le calcul de la DR-microstructure, pour un CSP
dont les relations sont exprimées en extension, peut se réaliser en temps polynomial (O(er + e2r2)
avec r le nombre de tuples maximal de toutes les contraintes) :
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— er pour construire tous les sommets,

— e2r? pour construire toutes les arétes.

Nous supposons que 'ajout d’'un sommet ou d’une aréte dans la DR-microstructure peut se faire
en temps constant (O(1)). Pour un CSP dont les relations sont données en intension, il faut prévoir
une complexité plus élevée (typiquement exponentielle en I'arité) puisqu’il faudrait calculer tous
les tuples autorisés de chaque relation avant la construction des sommets correspondants.

Etant donné un CSP P et son graphe dual G, il est bien connu que dans G certaines arétes
redondantes peuvent étre éliminées sans toucher a I'équivalence entre 'ensemble des solutions
du probléme de départ et 'ensemble des solution du nouveau CSP correspondant au graphe dual
modifié [Janssen et al., 1989, Jégou, [1991]]. Effectivement, une aréte peut étre supprimée du
graphe dual si elle figure dans un cycle et si I'ensemble de variables originelles qui I’étiquette
apparait dans I’étiquette de chaque aréte de ce cycle. Certains des nouveaux graphes obtenus
apres suppression des arétes redondantes sont minimaux pour l'inclusion et pour le nombre des
arétes restantes. Ces graphes seront appelés qual subgraphs ou intergraphes alors que les minimaux
seront appelés minimal gual graphs ou intergraphes minimaux.

L’exemple de la figure a deux intergraphes minimaux (voir figure[3.3). Nous pouvons faci-
lement remarquer que dans le graphe dual, les contraintes formant le cycle (c1, 2, ¢4, ¢1) partagent
la variable x5, donc elle pourrait étre supprimée. Deux possibilités se présentent : soit suppri-
mer l'aréte qui relie ¢; a cq, soit supprimer l'aréte qui relie ¢; a c4. Pareillement pour le cycle
(¢, c3, 4, o) et la variable x3. Donc, ceci nous méne aux deux intergraphes minimaux de la figure

(b)

FIGURE 3.3 — Les deux intergraphes minimaux de I’exemple|2.1

L’exemple précédent posséde certains intergraphes non-minimaux. Dans la figure (3.4, nous en
illustrons deux.

{z3, 25}

(a) (b)

FIGURE 3.4 — Deux intergraphes non-minimaux de I’exemple [2.1]
Dans [Jégou, 1991]], il est montré que pour un CSP d’arité quelconque, il existe un ensemble des

CSP binaires équivalents construits sur la base de 'ensemble des intergraphes. Sur cette base, nous
pouvons ainsi définir un ensemble de microstructures différentes, voisines de la DR-microstructure.
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En considérant cet ensemble de graphes partiels, nous pouvons étendre la définition précédente
de DR-microstructure et qui sera notée DSR-microstructure (pour Dual Subgraph Representation) :

Définition 3.4 (DSR-microstructure). Efant donnés un CSP P = (X, D, C) (d’arité quelconque) et un de
ses intergraphes (C, F'), la Microstructure basée sur la représentation des graphes partiels duaux de P est
un graphe non-orienté upsr(P, (C,F)) = (V, E) avec :
- V= {(Ci,ti) tcp e Cit; € R(Cl)},
— E = FE1 U Ej tels que
o By ={{(ci;ti); (¢ 15)} | {circj} € Fyi[S(ei) N1S(e5)] = #5[S(ei) N S(es)]}
o By ={{(ci,ta), (¢cj,t5)} | {ecinej} ¢ Fl
La figure présente un des intergraphes minimaux de 'exemple illustré précédemment

(a) et la microstructure correspondante (b). En gras, les arétes qui ont été rajoutées par rapport a
la DR-microstructure.

(b)

FIGURE 3.5 — L’intergraphe minimal (a) et la microstructure correspondante (b).

Avec cette représentation, nous disposons des mémes propriétés en termes de taille de la DSR-
microstructure puisqu’elle demeure bornée par le méme polynéme que la DR-microstructure, et le
calcul de cette microstructure sera également réalisable en temps polynomial. En fait, on aura la
méme complexité que pour le calcul de la DR-microstructure a laquelle s’ajoute le cotit du calcul
du nouvel intergraphe.

Nous pouvons facilement constater que les deux microstructures DR-microstructure et DSR-
microstructure ont le méme ensemble de sommets. Pour les arétes, il est bien clair que 'ensemble
des arétes de la DR-microstructure est inclus dans ’ensemble des arétes de la DSR-microstructure.
En effet, toute aréte du graphe dual supprimée sera remplacé par une contrainte universelle dans
la microstructure correspondant au nouvel intergraphe. Ceci nous conduit au théoréme suivant :

Théoreme 3.2. Etant donné un CSP P, quelque soit (C, F) intergraphe de P, upgr(P) est un graphe
partiel de upsr(P, (C, F)).

Preuve : 1l est clair que toute aréte de ppr(P) est aussi une aréte de upsgr(P, (C, F)) car :

(1) pour les arétes qui existent dans le graphe dual et qui n’ont pas été supprimées dans le graphe
partiel dual, nous conservons le méme ensemble d’arétes dans ppsr(P,(C,F)) que celui de
por(P).

(2) pour les arétes qui existent dans le graphe dual et qui ont été supprimées dans le graphe partiel
dual, nous considérons une relation universelle dans ppsg(P, (C, F')) qui contient nécessairement
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les arétes de la upgr(P). O

Nous pouvons également déduire que le résultat sur les cliques est toujours vrai :

Théoréme 3.3. Un CSP P posséde une solution, si et seulement si, pour tout intergraphe (C, F) de P,
upsr(P, (C, F)) posséde une clique de taille e.

Preuve : (=)

Soit (vy,vs, ..., v,) une solution de P telle que les e contraintes sont satisfaites. Alors, il existe e
tuples (t1,to, ..., te) de (c1,ca, ..., ce) qui correspondent a (vy,vs, ..., v, ). Donc, Vi, j tels que i # j,
on a: t;[S(c;) NS(c;)] = t;[S(ei) NS(cy)]. Si{S(ci), S(c;)} est une aréte dans l'intergraphe alors
{(ci, ti), (c;,t;)} est une aréte dans la DSR-microstructure, sinon (si {S(c;), S(c;)} n'est pas une
aréte dans l'intergraphe, alors on aura une aréte aussi {(c;, t;), (¢j,t;)} dans la DSR-microstructure
car dans ce cas tous les tuples de S(c;) sont compatibles avec tous les tuples de S(c;).

(<)

Etant donnée une e-clique Cl = {(c1,t1), ..., (ce, t.)} de la DSR-microstructure. Comme il n’y a pas
d’aréte dans la DSR-microstructure de la forme {(c;,?;), (¢;, t;)} (avect; # t}), alors on a toujours
un seul tuple par contrainte qui participe dans C!. Et comme toute variable x est dans la portée
d’une contrainte, alors on a une affectation au moins de chaque variable. Donc, il reste a montrer
qu’une variable n’a qu'une affectation. Soit une variable = qui appartient a la fois a S(c;) et a S(c;)
(avec i # j) et telle que ¢;[{z}] # t;[{z}] (a), on a donc deux cas de figures :

— laréte {S(c;), S(c;)} appartient a I'intergraphe associé a la DSR-microstructure, donc l'aréte
{(ci, ti), (¢j,t;)} est dans la DSR-microstructure puisque (t1, ..., t;, ..., t, ..., o) est une clique,
d’aprés (a) ceci est impossible.

— laréte {S(c;),S(c;)} n’appartient pas a lintergraphe associé a la DSR-microstructure.
Puisque = € S(c;) N S(c;), il existe un chemin dans l'intergraphe ¢; = ¢1,c¢2,...,c, = ¢;
tel que S(c;) N S(¢c;) € S(ca) N S(cat1) pour tout 1 < « < k. Ceci implique que
x € S(c1), S(ca), ..., S(c). Soit ty, ta, ..., ti les k tuples de la clique, on a ¢4 [S(co) NS (cat1)] =
ta+1[S(ca) N S(cat1)]- Donc ty[{x}] = tas1[{z}], dapres (a) ceci est aussi impossible.

Dong, toute e-clique dans la DSR-microstructure correspond a une solution de CSP. O

3.2.2 Microstructure basée sur le codage par variables cachées

Le deuxieme codage est basé sur la notion de variables cachées (hidden variable en anglais) ou
aussi factor graphs [Kschischang et al., [1998]. 1l est inspiré par Peirce [[Peirce et al., [1933] (cité
dans [Rossi et al.,[1990]]). Dans cette transformation, 'ensemble de variables contient les variables
originelles de X plus 'ensemble des variables cachées C. Les nouvelles contraintes binaires vont
relier une contrainte originelle (variable duale) a une variable originelle si la variable originelle
appartient a la portée de la contrainte originelle. Le CSP binaire associé a ce codage est défini
comme suit :

Définition 3.5 (CSP Caché). Le CSP caché (Hidden CSP) du CSP P = (X, D, C) est le CSP binaire
P = (X" D" C") avec :
- Xh=XruXxlk:
. X{L = {.Ij S X}
° Xg = {Ci S C}
- Dh=DU {R(CZ) ‘ c; € C},
- Ch={cl | S(c}t) = {x}, al} avec a}t = xy, etz = ¢; telles que xy, € S(c;) et R(cl!) = {(t;, v) |
tk € R(cj),vi € D(zk) et tjlxg] = vg }.

Dans la suite, nous utiliserons la variable originelle z; pour désigner la variable :p? appartenant
a X! et la contrainte originelle ¢; pour désigner la variable cachée x” appartenant a XJ.
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Le graphe correspondant a ce codage est un graphe biparti dont le premier stable contient les
variables originelles et le deuxiéme stable contient les variables cachées. Nous connectons une
contrainte ¢; a toute variable appartenant a sa portée S(c;).

Définition 3.6 (représentation par variables cachées). Etant donné un CSP P = (X, D, C) d’arité quel-
conque, la représentation par variables cachées de P est un graphe non-orienté VC(P) = (V, E) avec :
- V=V UV tels que :
o V) = {azj S X}
o Vo ={¢ eC}
- E={{ci,z;}|c; € Cetxj e X telle que x; € S(c;)}.

La figure [3.6| montre la représentation par variables cachées de 'exemple

C1 Co C3 Cy

FIGURE 3.6 — Le graphe de codage par variables cachées de I’exemple [2.1]

Dans la littérature, nous trouvons d’autres appellations de ce graphe comme graphe de
contraintes biparti [Jégou, |1991]]. Ce codage est clairement différent du précédent vu qu’il s’appuie
sur les graphes bipartis.

La microstructure sera notée HT-microstructure (pour Hidden Transformation) :

Définition 3.7 (HT-microstructure). Etant donné un CSP P = (X, D, C) (d’arité quelconque), la micro-
structure cachée de P est un graphe non-orienté gy (P) = (V, E) avec :
-V =51U5s tels que :
o Sy ={(zsv) 2 € X,v; € D(;)},
e S, = {(Ci,ti) 1 ¢ € C, t; € R(Cz)},
- E={{(ci,t;),(zj,v;)} | soitz; € S(c;) etvj = t;[z;], soitx; ¢ S(c;)}.

Contrairement a la DR-microstructure, la HT-microstructure ne correspond pas a la micro-
structure du graphe de contraintes biparti a cause des contraintes universelles imposées quand
x; ¢ S(c;). La HT-microstructure de 'exemple [2.1] est donnée par la figure

Nous pouvons constater que la HT-microstructure est aussi un graphe biparti (tout comme le
graphe de contraintes biparti) car nous avons d'un coté les valeurs des domaines, et de l'autre,
les tuples des relations. Avant de parler d’'une solution dans la HT-microstructure, nous devons
rappeler la définition suivante :

Définition 3.8. Une biclique K, ; est un sous-graphe biparti complet avec a sommets pour une partie et b
sommets pour I’autre.

Dans la HT-microstructure, une solution correspond a une biclique un peu particuliere comme
le montrera le théoréme |3.4] qui se déduit directement des deux lemmes suivants.

Lemme 3.1. Dans une HT-microstructure, une biclique K,, . avec e tuples (avec e > 0) appartenant a des
relations deux a deux différentes ne peut pas contenir deux valeurs différentes d’un méme domaine.
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FIGURE 3.7 — Microstructure cachée de I’exemple 2.1]

Preuve : Supposons qu'une biclique K, . avec e tuples appartenant a des relations deux a deux dif-
férentes contienne deux valeurs différentes v; et v’ € D(z;). Il existe alors au moins une contrainte
¢; telle que z; € S(¢;) (car une variable doit appartenir au moins a la portée d’'une contrainte).
Soit t; € R(c;) le tuple de ¢; dans la biclique K, .. Donc,

— soit ti[l’j] = v;

— soit ti[.ﬁj] = U;—

- soit t;[x;] = v} avec v # v; et vy # v,
Dans les trois cas, ¢; sera lié seulement a une seule valeur de ces trois. Or, ceci contredit que v; et
v sont dans une biclique car il est impossible d’avoir deux tuples d'une méme relation. O

Lemme 3.2. Dans une HI-microstructure, une biclique K,, . avec n valeurs issues de domaines différents
ne peut pas contenir deux tuples issus d’une méme relation.

Preuve : Supposons qu'une biclique K, . avec n valeurs appartenant a des variables deux a deux

différentes contienne deux tuples ¢; et ¢, d'une relation d'une méme contrainte ¢;. Dong, il existe
. . / : _ AT 1

au moins une Vflrl.able z; telle que t;[z;] # t; [x‘j}.‘ Siv; = ti[z;] et v; = ti[x;] appartiennent toutes

les deux a la biclique K, ., on a une contradiction car nous ne pouvons pas avoir deux valeurs

d’'une méme variable. O

En utilisant ces deux lemmes, nous pouvons déduire que toute biclique K, . avec n valeurs et e
tuples tels que chaque couple de valeurs appartient a un couple de variables différentes et chaque
couple de tuples appartient & un couple de relations différentes, correspond a une affectation
de toutes les variables qui satisfait toutes les contraintes. Nous pouvons dans ce cas énoncer le
théoreme suivant :

Théoreme 3.4. Etant donnés un CSP P = (X, D, C) et sa HT-microstructure jigr(P), P posséde une
solution ssi ppr(P) a une biclique K, . avec n valeurs et e tuples tels que tous les tuples appartiennent

a des relations deux a deux différentes et toutes les valeurs appartiennent a des domaines deux a deux
différents.

En revenant a l'exemple précédent, nous pouvons observer quune biclique ne cor-
respond pas forcément a une solution. Bien que {b,c,d,d e, f,ab,a'b/,bce,bcf} et
{d,d',c,e e, f,ab,d’b' bef,b'cf} soient des bicliques Kg 4, elles ne constituent pas pour au-
tant des solutions. Par contre, {a, b, ¢, d, e, f, ab, bce, bef, cde} est une biclique K 4 et est aussi une
solution de P.

Donc, 'ensemble de solutions n’est pas équivalent a 'ensemble des bicliques K, .. Cet ensemble
est équivalent seulement a 'ensemble des bicliques K, . avec n valeurs et e tuples telles qu’aucun
couple de valeurs (resp. de tuples) n’appartient & un méme domaine (resp. & une méme relation).
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11 faut signaler aussi que, dans la HT-microstructure, nous pouvons trouver une biclique
K, o avec n’ > n et ¢ > e. Lexemple de la figure contient une biclique K3
(a,a’,a"”,b,b" b ed,c/d,c'd") alors que n = 4 et e = 2.

FIGURE 3.8 — Une microstructure cachée ayant une biclique {ab,a’d’,a”b"” a,a’,a”,b,b',b"} de taille
supérieure a n et e.

Comme pour la DR-microstructure, la taille de la HT-microstructure est bornée polynomiale-
ment par la taille du CSP :

= V] = Za,ex|D(m:)| + Ze,co| R(ci)| et

— |E| < Spex|D(@i)] x SeeclR(e)]-

De plus, étant donné un CSP, calculer sa HT-microstructure peut aussi se réaliser en temps poly-
nomial si la taille du CSP est polynomiale. En effet, la complexité de calcul de cette microstructure
pour un CSP dont les contraintes sont en extension est O(nd + er + nder) :

— nd pour calculer les sommets correspondants aux valeurs,

— er pour calculer les sommets associés aux tuples et

— nder pour les arétes.

11 existe une autre facon de représenter la microstructure a partir du codage caché et qui est lié
a une autre maniére de compléter la microstructure que nous développerons dans le paragraphe
suivant.

3.2.3 Microstructure basée sur le codage mixte

Le dernier graphe est basé sur le codage mixte (également appelé double dans [Stergiou and
Walsh| 1999, |Smith et al.l [2000]). Le codage mixte d’'un CSP non-binaire, combine a la fois le
codage dual et le codage par variables cachées.

Le CSP mixte associé a ce codage binaire est différent de celui de [Fargier et al.,[1996] et il est
défini de la facon suivante :

Définition 3.9 (CSP mixte). Le CSP mixte (mixed CSP) du CSP P = (X, D,C) est le CSP binaire
pP™ = (X™ D™ C™) avec :
_Xxm = XM,
—_ DM — Dh,
- Ccm=CctuCchuC avec:
d _ f.d dy _ f..d ..d d_ d_
- C%={cf; | S(cf;) = {af,xf} avec x] = x; et 2§ = x;}
- O = {ch | S(ch) = {xﬁ,x;‘} avec xz = 1y, et m? = ¢;j telles que x1, € S(cj) et R(ch) =
{(tj,vr) | tx € R(cj),vi € D(xy) et t;[xy] = vi }.
= O ={c}j | ¢y = (S(cfy), R(ci}))

ij
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= S(ciy) =A{zi, x;} pouri # j,
— R(c};) = {(vi,v;) pour tout i # j et Vv; € D(z;) et vj € D(x;)}.
Les relations associées aux contraintes des deux premiers ensembles de contraintes ( C?rU Ch) corres-
pondent respectivement aux relations associées aux contraintes duales et cachées. Les relations associées
a C" sont des relations universelles.

Dans le graphe mixte, les variables duales seront inter-connectées (comme dans le graphe dual)
et aussi connectées aux variables originelles (comme dans le codage par variables cachées). Nous
conservons les mémes relations de compatibilité entre les sommets comme dans les représentations
précédentes.

Définition 3.10 (graphe mixte). Etant donné un CSP P = (X, D, C) d’arité quelconque, le codage mixte
de P est un graphe non-orienté GM (P) = (V, E) avec :
- V=V UVstels que :
o V) = {QZJ' S X}
o Vo ={¢ eC}
- EF = FE1 U E; tels que :
o By ={{ci,c;} [i# jetS(ci)NS(c;) # 0}
o By ={{ci,z;} | c; € Cetx; € X telles que x; € S(c;)}.

La figure est le graphe mixte de 'exemple

FIGURE 3.9 — Le graphe mixte de I’exemple 2.1}

Dans la microstructure associée au codage mixte, nous préservons aussi le méme ensemble de

sommets que celui de la HT-microstructure.

Pour les arétes, nous en avons de trois types :

— des arétes qui relient deux sommets correspondant aux valeurs originelles : deux sommets
sont connectés si leurs valeurs originelles n’appartiennent pas au méme domaine.

— des arétes qui relient deux sommets correspondant aux tuples originels (¢; € R(¢;) et
t; € R(c;)) : ces deux sommets sont connectés s’ils satisfont la condition ¢;[S(c;) N S(c;)] =
£[S(e) N S(e))])-

— des arétes qui relient deux sommets dont le premier correspond a une valeur originelle v; €
D(xz;) et le deuxiéme correspond a un tuple originel ¢; € R(c;) : les deux sommets seront
connectés s’ils satisfont la condition z; € S(¢;) et v; = t;[x;] ou bien z; ¢ S(¢;)}.

La définition de la microstructure associée a ce codage (ME-microstructure pour Mixed

Encoding) est la suivante :
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Définition 3.11 (ME-microstructure). Etant donné un CSP P = (X, D, C), la Microstructure basée sur le
codage mixte de P est un graphe non-orienté pygp(P) = (V, E) avec :
-V =51U55 tels que
e S| = {(Ci,ti) 1C € C, t; € R(Ci)},
L] SQ = {({Z?j,'Uj) LTy S X,’Uj € D(.’EJ)},
- E = F1 U E5 U FEs tels que

o

_\‘%

(=)
;

FIGURE 3.10 — La microstructure basée sur le codage mixte de I’exemple 2.1]

La microstructure basée sur le codage mixte du CSP de I'exemple 1 est donnée dans la figure
Nous pouvons constater que dans ce codage, nous gardons le méme ensemble de sommets
que celui de la HT-microstructure. Pour les arétes, nous aurons celles de la DR-microstructure et
de la HT-microstructure auxquelles s’ajoutent les arétes reliant les valeurs issues des domaines
différents, et correspondant a un sous-graphe n-parti complet. Une premiére observation sur ce
graphe de microstructure est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.3. Dans une ME-microstructure, une clique de n + e sommets ne peut contenir ni deux valeurs
d’une méme variable, ni deux tuples d’une méme relation.

Preuve : Soient v; et v; deux valeurs du domaine d’une variable x,. Par définition, les sommets
correspondants a v; et v; ne peuvent étre adjacents et donc, ne peuvent figurer ensemble dans une
méme clique. Pareillement pour les tuples. O

En s’appuyant sur ce lemme, nous pouvons illustrer la relation entre cliques et solutions de
CSP:

Théoréme 3.5. Un CSP P posséde une solution ssi jipr g (P) posséde une clique de taille n + e.
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Preuve : Dans la ME-microstructure, en se référant au lemme [3.3} une clique de n + e sommets
contient exactement un sommet par variable et par contrainte. Donc, elle correspond a une
affectation de n variables qui satisfait les e contraintes, et il s’agit donc d’une solution. O

Comme pour les autres microstructures, la taille de la ME-microstructure est bornée par un
polyndme fonction de la taille du CSP.

= |V = Za,ex|D(@:)| + Ze,co| R(ci)| et

— |B] < Sa,exID(@)] x SecclRe)] + (Saex[D@)))? + (SeeclRle))2.

De plus, calculer la ME-microstructure d’'un CSP est réalisable en temps polynomial. Le temps
de calcul sera de 'ordre de O(nd + er + €2r? + nder + n2d?) avec :

— nd pour calculer les sommets correspondants aux valeurs,

— er pour calculer les sommets associés aux tuples,

— €272 pour les arétes entre les tuples,

— nder pour les arétes entre les tuples et les valeurs originelles et

— n2d? pour les arétes entre les valeurs originelles.

Le sous-graphe de ME-microstructure, qui concerne les valeurs est un graphe complet. Dans
ce qui suit, nous allons essayer de minimiser le nombre d’arétes de ce sous-graphe et le nouveau
graphe de microsctructure sera appelé MME-microstructure (pour Minimal Mixed Encoding). Nous
commencerons par la définition de graphe mixte minimal ensuite nous énoncerons la définition de
ce CSP binaire mixte minimal :

C) d’arité quelconque, la

Définition 3.12 (graphe mixte minimal). Etant donné un CSP P = (X, D,
P)=(V,E) avec :

représentation mixte minimale de P est un graphe non-orienté GM M (
- V={zlreXm}:
- E=FE]UEyUE;
o By ={{ci,c;} [i#jet S(ei) N S(e;) # 0},
o By ={{ci,z;} | c; € Cetx; € X telles que x; € S(c;)},
o By ={{z;,x;} | zi,x; € X telles que 3cy, € C' | {zi,z;} C S(ex)}

Ainsi, il s’agit de combiner le graphe primal, le graphe dual et le graphe de variables cachées.

FIGURE 3.11 — Le graphe mixte minimal de I’exemple[2.1]

La figure est la représentation mixte minimale de I'exemple
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Définition 3.13 (CSP mixte minimal). Le CSP mixte minimal du CSP P = (X, D, C) est le CSP binaire
PM = (XM DM CM) agyec :
_ XM =Xm™,
_ DM = D™,
- CM = Ccdu CM U CP avec CP = {ch; | Fex € C tel que {xi, x5} C S(ck)} et R(c};) =
NeneCl{zi,a; 1S (en) Ber) {7, 75}
Nous définissons maintenant la microstructure associée.

Définition 3.14 (MME-microstructure). Etant donné un CSP P = (X, D, C) d’arité quelconque, la Mi-
crostructure basée sur le codage mixte minimal de PM = (XM DM CM) est un graphe non-orienté
ume(P) = (V,E) avec :
-V =51U 5 tels que
e S| = {(Ci,ti) 1 ¢ € C, t; € R(Cz)},
o Sy = {(mj,vj) 1T € X,Uj S D(LL'J)},
— FE = F1 U FEy U Fjs tels que
o By = { {(citi). (e 1)) | i # 4.11S(er) N S(es)] = £5[8(e0) N S(ep)])
o By ={{(c;,t;),(zj,v5)} | soitx; € S(c;) et vj = t;[x;], soitx; & S(c;)}
o By ={{(zs,vi), (j,v)} | @ # wjerVep| {wi,x;} C S(e) et (vi,v;) € Rlew)[{wi, z; 1]}

Nous pouvons observer que, dans le cas binaire, 'ensemble E5 correspond a la microstructure
classique définie dans [Jégou, [1993al] pour les CSP binaires. Nous pouvons facilement constater
que la taille de cette MME-microstructure est inférieure a la taille de la ME-microstructure. Par
contre, il faut compter un co(it supplémentaire pour le calcul du test d’existence d’arétes entre
chaque couple de valeurs.

La figure correspond a la MME-microstructure de I'exemple Par rapport a la ME-
microstructure, certaines arétes ont disparu comme les arétes qui relient les sommets (a) et (a’) a
®).

La relation entre clique et solution est donnée ci-dessous :
Théoreéme 3.6. Dans la MME-microstructure, une solution est équivalente a une (n + e)-clique.

Preuve : Dans une ME-microstructure, une clique de taille n + e correspond a une solution.
Dans la MME-microstructure, nous avons seulement supprimé des arétes entre des valeurs qui
n‘ont été autorisées par aucune contrainte. Donc, la satisfiabilté est préservée par rapport a la
ME-microstructure et une (n + e)-clique est équivalente a une solution. O

Maintenant, nous pouvons déduire la relation entre la ME-microstructure et la MME-
microstructure.

Théoréme 3.7. Etant donné un CSP P, la juprpg(P) est un graphe partiel de la jiy i (P).

Preuve : Les deux microstructures sont constituées de trois sous-graphes :

— un sous-graphe définissant les relations entre tuples (c’est la DR-microstructure),

— un sous-graphe reliant les tuples aux valeurs (cela correspond exactement a la HT-

microstructure),

— un sous-graphe définissant les relations entre les valeurs.
Le dernier sous-graphe correspond a un sous-graphe complet dans la ME-microstructure. Dans
la MME-microstructure, ce sous-graphe ne correspond pas toujours a un sous-graphe complet.
Par exemple, les sommets de z; et x5, sont inter-connectés par un sous-graphe complet dans la
ME-microstructure et un sous-graphe non complet dans la MME-microstructure (voir figure 3.12
et [3.10). Donc, 'ensemble des arétes de la MME-microstructure est inclus dans I'ensemble des
arétes de la ME-microstructure. O
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FIGURE 3.12 — La microstructure basée sur le CSP mixte minimal de I’exemple [2.1]

Nous pouvons constater qu’aucune de ces microstructures ne peut étre considérée comme une
généralisation de la microstructure présentée pour le cas binaire. En effet, étant donné un CSP
binaire P, nous avons u(P) # upr(P), u(P) # pgr(P) et u(P) # uae(P). Comme les HT et DR-
microstructure sont incomparables avec la microstructure classique, alors la ME-microstructure le
sera aussi. De plus, si la DR-microstructure correspond exactement a la microstructure du dual,
ni la HT-microstructure, ni la ME-microstructure ne correspondent a la microstructure du codage
binaire associé, ceci étant d a la fagon dont les graphes ont été complétés.

D’un point de vue structurel, étant donné un CSP binaire P, si la microstructure classique de P
ne satisfait pas les conditions d'une classe polynomiale, cela n’empéche pas les autres microstruc-
tures (DR, DSR, HT, ME ou MME-microstructure) de les satisfaire. Par exemple, nous pouvons
trouver, pour un CSP binaire P, une microstructure pu(P) triangulée alors que ppr(P) est non-
triangulée (figure[3.13) et inversement (figure[3.14). Pareillement pour les autres microstructures.

Si une k-clique (k < n ) dans la microstructure classique correspond toujours a une affectation
cohérente d'un ensemble de k variables Y C X, ceci n’est vrai que pour la DR-microstructure.
Autrement, dans une microstructure autre que la DR-microstructure, une clique ne correpond pas
toujours a une affectation cohérente. Par exemple, (c,c’,ab) est une (2,1)-biclique dans la HT-
microstructure de la figure qui ne correspond pas a une affectation cohérente.

Par ailleurs, si finalement toutes ces microstructures peuvent étre calculées en temps polyno-
mial, d'un point de vue pratique, il semble difficile en général de les construire et de les manipuler
efficacement, en particulier quand les contraintes ne sont pas données en extension et ceci méme
pour la microstructure de CSP binaires. Par contre, ce dernier point ne présente pas un obstacle
pour I'étude théorique que nous désirons proposer. Il faut rappeler que notre but consiste a intro-
duire un outil théorique qui nous permettra d’étudier les CSP d’arité quelconque.

Dans tout le reste de ce manuscrit, nous considérerons seulement la DR, HT et ME-
microstructure dans notre étude d’extension des classes polynomiales. La section suivante pré-
sentera des nouveaux résultats portant sur 'exploitation de ces représentations afin d’étendre aux
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Cq

FIGURE 3.13 — Microstructure triangulée (a) et DR-microstructure non-triangulée (b). Les arétes en poin-
tillés indiquent les relations universelles et les artes en gras désignent un cycle sans corde de longueur
supérieure ou égale a 4.

CSP d’arité quelconque, la classe polynomiale relationnelle ZOA définie initialement pour les seuls
CSP binaires.

3.3 Microstructures et Classe ZOA

Ici, nous illustrerons I'étude théorique présentée dans la section précédente. En effet, nous
allons présenter quelques résultats qui peuvent étre déduits de '’étude des microstructures. Par
exemple, la classe polynomiale ZOA [Cooper et al.l [1994] a été initialement introduite pour les
CSP binaires. Cette propriété peut étre représentée graphiquement en utilisant la microstructure
classique. Nous allons maintenant I’étendre en utilisant les microstructures proposées dans les
sections précédentes aux CSP d’arité quelconque.

3.3.1 ZOA etla DR-microstructure

Dans cette section, nous proposerons une extension de ZOA aux CSP d’arité quelconque en
utilisant la DR-microstructure (la nouvelle propriété sera appelée DZOA). En effet, il semble facile
d’appliquer le méme principe que pour la microstructure classique des CSP binaires.

Pour cela, par rapport a la définition du ZOA pour le cas binaire, il suffit seulement de remplacer
les valeurs par des tuples. Donc, satisfaire DZOA dépendra des relations du CSP. Formellement, la
définition sera comme suit :

Définition 3.15 (DZOA). Un CSP P d’arité quelconque satisfait DZOA (pour Dual Zéro/Un/Tous) si pour

chaque contrainte c;jj de C%, pour chaque tuple t; € D(azf) R(cfj) vérifie I'une des conditions suivantes :
— (ZERO)V t; € D(xf),;[S(c;) N S(c;)] # t[S(ci) N S(c;)),
— (UN) il existe un seul tuple t; € D(z?) tel que t;[S(c;) N S(¢;)] = t;15(ci) N S(¢;)l,

- (TOUS) th S dD(l‘j),ti[S(Ci) N 5(67)] = ﬁj[S(Ci) N S(C])}
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FIGURE 3.14 — Microstructure non-triangulée (a) et DR-microstructure triangulée.

Dans le cas binaire, cette nouvelle propriété (DZOA) est différente de ZOA. La figure [3.15]
représente 'exemple d’'un CSP binaire satisfaisant ZOA mais qui n’est pas DZOA ((a,b) est en
relation avec (a, ¢’) et (a, ¢) mais non (a”, ¢) et (d’, ¢)).

/ﬁ/’. a’c
a//b// (3

b// [y '\ @ (l/C
\ c /b/ .'/
o /5. a
VY @ o | /4 ac’
/
a /’. [# ab .:\
b @ — @ ac
— — — —
Z1 Z2 Zs3 C1 C2

(@) (b)

FIGURE 3.15 — Un CSP satisfaisant ZOA mais pas DZOA.

La figure illustre le cas d’'un CSP binaire satisfaisant DZOA mais pas ZOA (a cause de la
valeur a’ qui est en relation avec b’ et b” mais pas avec b), ceci confirmera le théoréme suivant :

Théoréme 3.8. Etant donné un CSP binaire P,
— P satisfait ZOA # P satisfait DZOA,
— P satisfait DZOA # P satisfait ZOA.

Dans le chapitre [2| nous avons rappelé que la propriété ZOA peut se manifester sous la forme
de plusieurs configurations comme « double éventail » (voir figure |[2.14)) de ZOA. Dans le cas de la
DR-microstructure, cette configuration n’existe pas.

Lemme 3.4. Dans un CSP non monovalent, toute relation R(c{;) telle que S(c;) N S(c;) # 0 ne peut pas
étre double éventail.

Preuve : (par absurde) Supposons que dans un CSP non monovalent, il existe une relation R(c;-ij)
qui vérifie la configuration double éventail. Il existe évidemment un tuple ¢; dans R(c¢;) qui est en
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FIGURE 3.16 — Un CSP satisfaisant DZOA mais pas ZOA.

relation avec tous les tuples de R(c;) et un tuple ¢; dans R(c;) qui est en relation avec tous les
tuples de R(c;). Donc, quel que soit ¢ dans R(c;) on a t;[S(c;) N S(c;)] = t5[S(ci) N S(ey)]
et quel que soit t; dans R(c;) on a t;[S(c;) N S(c;)] = t;[S(ci) N S(¢;)] (@). Ceci im-
plique que #;[S(c;) N S(c;)] = t;[S(c;) N S(c;)] (B). Or, pour ¢ # t; et t] # t; on a :
t7[S(ci)NS(cj)] # t[S(ci)NS(c;)]. D’apres (a), on peut déduire /[S(c;)NS(c;)] = t5[S(e;)NS(e;)]
et t;[S(c;) N S(cj)] = t7[S(ei) N S(e;)]. Par conséquent, ¢;[S(c;) N S(c;)] # t[S(ei) N S(e;)] ce qui
est contradictoire avec (b). O

Contrairement au cas binaire, nous pouvons déduire que la configuration double éventail ne
peut se présenter dans le cas non-binaire en utilisant la DR-microstructure.

3.3.2 ZOA et la HT-microstructure

Pour la HT-microstructure, les arétes relient les tuples (sommets associés aux variables cachées)
aux valeurs (sommets associés aux variables originelles du CSP). Nous étudierons la propriété
ZOA dans cette microstructure (elle sera notée HZOA) et nous analyserons la situation selon deux
directions : des tuples vers les valeurs et des valeurs vers les tuples.

— Arétes des tuples vers les valeurs. 1l existe deux facons pour connecter un tuple ¢; & une valeur

Vj.

e Sila variable z; de cette valeur appartient a la portée de la contrainte ¢; de ce tuple, alors
t; est connecté seulement a la valeur y figurant.

e Si la variable z; n’appartient pas au scope de la contrainte ¢; de tuple t;, alors ¢; est
connecté a toutes les valeurs de x;. Donc, nous avons seulement des connexions de type
«Un » ou « Tous ».

— Arétes des valeurs vers les tuples. Etant donnée une contrainte associée 4 la HI-microstructure,
une valeur est connectée aux tuples dans lesquels elle apparait. Nous discutons ci-dessous les
différentes possibilités :

e connexion "Zéro". Une valeur n’est pas supportée par des tuples. C’est '’équivalent de la
connexion "Zéro" de la définition de ZOA pour le CSP binaire.
e connexion "Un". Une valeur est supportée par un seul tuple. C’est 'équivalent de la
connexion "1" de la définiton de ZOA pour les CSP binaires.
e connexion "Tous". Une valeur est supportée par tous les tuples de la contrainte. C’est aussi
I'’équivalent de la connexion "Tous" de la définition de ZOA pour les CSP binaires.
Il est donc possible qu'un CSP satisfasse la propriété ZOA dans la HT-microstructure. La figure|3.8
satisfait la propriété HZOA. Comme pour la DR-microstructure, nous comparons maintenant ZOA
a HZOA. Nous commencons par le théoréme suivant :
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Théoreme 3.9. Si un CSP binaire P satisfait HZOA = P satisfait ZOA.

Preuve : (par absurde) Etant donné un CSP binaire P qui satisfait HZOA mais pas ZOA, c’est-
a-dire, il existe au moins une relation R(c;;) qui ne satisfait pas la propriété ZOA. Donc, R(c;;)
contient une des trois configurations illustrées dans la figure (du chapitre 2). Nous montrons
maintenant qu'il est impossible d’avoir une de ces trois configurations :

— Pour la premiére configuration (figure (a) : si nous posons t; = ab, ts = ab’ et t3 = a’'b”,
alors dans la HT-microstructure le sommet correspondant a la valeur a sera connecté aux
sommets correspondants aux tuples ¢ et t, mais pas t3. Ceci implique que le CSP P ne
satisfait pas HZOA, ce qui est impossible d’apres ’hypothese de départ.

— Pour la deuxiéme configuration (figure [2.15|(b) : pareillement, si nous posons ¢; = ab, ty =
ab' t3 = 'V’ et t4 = d'b’ alors dans la HT-microstructure le sommet correspondant a la
valeur a sera connecté aux sommets correspondants aux tuples ¢; et ¢ mais pas ¢3 ni t4. Ceci
implique que le CSP P ne satisfait pas HZOA, ce qui est impossible d’apres 'hypothése de
départ.

— Pour la troisieme configuration (figure (c) : pareillement, si nous posons t; = ab, ty = ab’
ts = a'b’, t4, = a'l’ et ty = a'b alors dans la HT-microstructure le sommet correspondant a la
valeur a sera connecté aux sommets correspondants aux tuples t; et ¢ mais pas t3 ni ¢4 ni ts.
Ceci implique que le CSP P ne satisfait pas HZOA, ce qui est impossible d’aprés I’hypothése
de départ.

Donc, ceci nous conduit a déduire que tout CSP satisfaisant HZOA satisfait aussi ZOA. O

Par contre, un CSP binaire P, qui satisfait ZOA, ne satisfait pas forcément HZOA. Revenons a
I'exemple de la figure[3.15|(a), la relation R(c3) est ZOA mais le CSP n’est pas HZOA car la valeur
a est compatible avec les tuples (a, ¢) et (a,¢’) mais pas (a, c) et (a”, ¢).

3.3.3 ZOA etla (M)ME-microstructure

Enfin, pour la ME-microstructure, nous devons vérifier les conditions définies a la fois pour la
DR et HT-microstructures. Pour le sous-graphe dont les sommets correspondent tous aux valeurs
des variables, les relations entre les variables sont universelles et par conséquent la connexion
"Tous" est toujours vraie. Pour la MME-microstructure, il faut vérifier les conditions de ZOA, DZOA
et HZOA.

Pour conclure, par construction, rien ne s'oppose a ce que les conditions de la propriété ZOA
soient satisfaites dans la (M)ME-microstructure, mais elles s’avérent cependant trés restrictives,
comme d’ailleurs pour le cas binaire.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le concept de microstructure pour le cas des CSP d’arité
quelconque. Ce concept pour le cas binaire est désormais bien établi et utilisé comme un outil
théorique, notamment pour la définition de nouvelles classes polynomiales pour les CSP. Pour
le cas des CSP non-binaires, la notion de microstructure n’était pas clairement établie aupara-
vant. Nous avons donc défini explicitement cette notion pour les CSP d’arité quelconque en nous
basant sur les différents codages binaires de CSP étudiés précédemment dans la littérature, de
sorte a disposer de microstructures graphiques, plutét qu’en nous appuyant sur la notion d’hy-
pergraphe comme proposé dans [[Cohen, 2003]]. Nous avons présenté trois types de microstruc-
tures : la DR-microstructure (raffinée avec la DSR-microstructure), la HT-microstructure et la ME-
microstructure, qui sont inspirées respectivement de la représentation duale, de la transformation
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par variable cachée et de I'approche mixte. Pour le cas binaire, aucune de ces trois microstruc-
tures ne correspond a la microstructure classique, de sorte quaucune d’entre elles ne peut étre
considérée comme une généralisation de la notion binaire.

Pour montrer l'intérét de ce travail, nous avons exploité ces microstructures afin d’étendre
la classe polynomiale ZOA définie au niveau des CSP binaires sur la base de la microstructure
classique.

Dans les prochains chapitres, nous montrerons comment ces microstructures pourront étre uti-
lisées pour étendre certaines autres classes polynomiales comme BTP (chapitre [6) ou définir une
nouvelle classe polynomiale pour les CSP d’arité quelconque en nous basant sur le nombre de
cliques maximales dans ces graphes (Chapitre 4).

Nous espérons que ces outils seront utilisés au niveau non-binaire comme cela a pu étre le
cas au niveau binaire pour la microstructure classique. Par contre, il est clair qu'une utilisation
pratique de ces notions semble plus que difficile, en particulier pour le cas des contraintes pour
lesquelles les relations ne sont pas définies en extension. Toutefois, ces microstructures pourraient
étre utilisées virtuellement comme dans le cas notamment des filtrages par cohérence locale.

Dans le chapitre suivant, nous proposerons une nouvelle classe polynomiale pour les CSP bi-
naires. Puis, dans le méme esprit, nous essayerons de ’étendre au cas n-aire en utilisant les diffé-
rentes microstructures basées sur les codages binaires.
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Chapitre 4

Les microstructures et le nombre de
cliques maximales

4.1 Introduction

Dans I’état de I’art, nous avons rappelé que le probléme de décision pour CSP est NP-complet.
Néanmoins, il existe des classes de CSP, appelées classes polynomiales, qui peuvent étre résolues en
temps polynomial. La plupart des classes polynomiales se présentent rarement en pratique, ce qui
diminue d’autant leur intérét. En revanche, des algorithmes tels que FC, nFC;, RFL ou MAC, dont la
complexité en temps théorique est exponentielle (en O(ed™) ), sont a la base de systémes pratiques
pour la résolution de contraintes, et leurs résultats sont souvent impressionnants en termes de
temps de calcul, alors qu'’ils exploitent rarement ces classes polynomiales.

Dans ce chapitre, nous essaierons d’amoindrir le fossé existant entre les travaux théoriques sur
les classes polynomiales et I'efficacité pratique des méthodes usuelles, cela en tentant de fournir
des éléments de réponse a la question portant sur les raisons de I'efficacité observée pour des al-
gorithmes tels que (n)FC ou (n)RFL. Nous le faisons en réévaluant leur complexité en temps en
utilisant un nouveau parametre, a savoir le nombre de cliques maximales dans la microstructure
d’un CSP ou dans les microstructures non-binaires proposées dans le chapitre 4. Pour le cas binaire,
si wy (u(P)) exprime le nombre de cliques maximales figurant dans la microstructure d'un CSP P,
nous montrons que la complexité d’un algorithme tel que FC est en O(n?d - wy(u(P))). Cela four-
nit une nouvelle perspective pour I'étude de T'efficacité des algorithmes de type backtracking en
I'associant a un parametre bien connu en théorie des graphes. En particulier, en réutilisant des ré-
sultats connus de la théorie des graphes, nous proposons de nouvelles classes polynomiales de CSP.
Le trait saillant de ces classes est qu’elles sont résolues en temps polynomial par des algorithmes
a la fois trés généraux et largement utilisés, sans requérir la nécessité de disposer d’algorithmes de
reconnaissance de classes. A cet égard, notre étude est trés proche dans l'esprit de I'étude menée
par Rauzy dans le cadre de la satisfiabilité de formules propositionnelles et le comportement de
'algorithme DPLL sur les cas connus de classes polynomiales SAT [Rauzy, |1995].

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous présenterons d’abord notre analyse de la complexité
de BT, FC, et RFL sur les CSP binaires, puis nous étendrons notre étude aux CSP non-binaires et
donc a des algorithmes de la classe nFC;. Nous mettrons ensuite en évidence de nouvelles classes
polynomiales issues de la théorie des graphes, qui peuvent ainsi étre exploitées dans le domaine
des CSP. Ensuite, nous montrerons que cette étude ne pourra pas étre étendue au cas non-binaire
en utilisant la HT et la ME-microstructure. Cette étude a déja fait I'objet de publications [El Mouelhi
et al., 2012}, /2013¢]]
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4.2 Une nouvelle analyse de la complexité pour les CSP binaires

Nous présentons maintenant une analyse de la complexité des algorithmes classiques en nous
appuyant sur des parameétres liés a la microstructure. Pour cela, nous introduisons la notion de
neceud cohérent maximalement profond.

Définition 4.1. Un neud de I’arbre de recherche est un neeud cohérent maximalement profond s’il est
cohérent (correspond a une affectation cohérente) et s’il ne possede pas de neeud fils cohérent (quelle que
soit la variable suivante).

Ainsi, un tel noeud correspond soit a une solution, soit a une solution partielle qui ne peut étre
étendue de fagcon cohérente sur une variable ultérieure. L’exemple de la figure présente une

FIGURE 4.1 — Exemple d’un nceud cohérent maximalement profond (en vert).

partie de l'arbre de recherche d'un CSP qui doit affecter la méme valeur a toutes les variables.
Le neceud associé a la valeur o de la variable x; correspond a un noeud cohérent maximalement
profond car il est cohérent et tous ses nceuds fils sont sont incohérents. Par contre, le nceud associé
a la valeur ¢ de z;, ne correspond pas a un noeud cohérent maximalement profond car I’affectation
(a,a,c) n’est pas cohérente.

Le résultat suivant peut-étre considéré comme central pour notre étude.

Proposition 4.1. Etant donné un CSP binaire P = (X, D, (), il existe une application injective de [’en-
semble des neeuds cohérents maximalement profonds explorés par BT vers [’ensemble des cliques maxi-
males de u(P).

Preuve : Soit (vq,vs,...,v;) un nceud cohérent maximalement profond exploré par BT. Par défi-
nition, (vy,vs,...,v;) est une solution partielle, et donc pour tout 1 < j, k < i, soit il n’existe pas
de contrainte ¢;, dans C dont la portée est {z;,x)}, soit (v;,v;) figure dans la relation R(c;p).
Dans les deux cas, {(x;,v;), (xx,vx)} constitue une aréte de p(P). Donc {(z1,v1),..., (z;,v;)} est
une clique de p(P) et dong, elle est incluse dans au moins une clique maximale de p(P). Nous la
noterons Cl(vy, v, ..., v;).

Nous montrons maintenant que C! constitue une application injective de 'ensemble des nceuds
cohérents maximalement profonds vers 'ensemble des cliques maximales. Par construction de BT,
si (v1,ve,...,v;) et (v],v5,...,v)) sont deux nceuds maximalement profonds explorés, ils doivent
différer d’au moins une valeur sur une variable. Précisément, ils doivent différer au moins sur le
neceud ou les chemins correspondants se differencient dans I'arbre de recherche, et donc sur les
nceuds correspondants & une certaine variable z; affectée & une certaine valeur sur un chemin,
et a une autre valeur sur l'autre. Comme il n’y a pas d’aréte dans u(P) connectant deux valeurs
d’une méme variable, il ne peut pas y avoir de clique maximale contenant a la fois (v1, ve, ..., v;)
et (v, v5,...,v.,). Donc, Cl est nécessairement une application injective. O
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En utilisant cette propriété, nous pouvons facilement borner le nombre de nceuds figurant dans
un arbre de recherche induit par une recherche de type backtracking, et donc aussi sa complexité
en temps, en termes de propriété liée a sa microstructure. Comme il est d’'usage, nous supposons
qu’un test de contrainte (vérifier si (v;,v;) € R(c;;)) est réalisable en temps constant.

Proposition 4.2. Le nombre de neeuds Ngr(P) figurant dans I’arbre de recherche développé par BT pour
résoudre un CSP binaire P = (X, D, C), vérifie Npr(P) < nd - wu(u(P)). Sa complexité en temps est
en O(m?d - wy (u(P))).

Preuve : Considérons d’abord le nombre de noeuds cohérents. Parce que n'importe quel noeud de
I'arbre de recherche figure a une profondeur au plus égale a n et que le chemin de la racine
a un noeud cohérent contient uniquement des nceuds cohérents, comme corollaire direct de la
Proposition nous obtenons que l'arbre de recherche contient au plus n - wy(u(P)) noeuds
cohérents. Maintenant, par définition de BT, un noeud cohérent posséde au plus d fils (un par
valeur candidate pour la variable suivante), et les nceuds incompatibles n’en ont pas. Il s’ensuit
que l'arbre de recherche a au plus nd - wg (1(P)) noeuds de toute nature.

La complexité en temps se déduit directement puisque chaque nceud correspond a 'extension
de Tl'affectation partielle a une variable supplémentaire x;,1, ce qui implique au plus un test de
contrainte pour chaque autre variable déja affectée (vérifier la satisfaction de c;(;;1) pour chaque
variable x; déja affectée), et comme il n’en existe nécessairement moins de n, on obtient le
résultat. O

On peut constater dans '’énoncé de la Proposition |4.2| ainsi que dans les suivantes, que le
nombre de cliques maximales w (u(P)) pourrait étre remplacé par le nombre de cliques maximales
de taille au plus n — 1. Ceci parce que des qu'un chemin exploré est contenu dans une n-clique,
c’est-a-dire, dans une solution, aucun retour arriere ne se produira ultérieurement sur ce chemin.

Nous analysons maintenant FC et RFL. Il apparait clairement que la proposition [4.1|vaut égale-
ment pour chacun de ces algorithmes. Le nombre de nceuds explorés découle du fait que seuls les
neeuds cohérents sont explorés. La complexité en temps se déduit du fait que le cott de filtrage en
un neeud par FC est nd et par RFL O(ed?) (qui correspond a la meilleure complexité de AC).

Proposition 4.3. Le nombre de neuds Ny (P) figurant dans ’arbre de recherche développé par FC ou
par RFL pour résoudre un CSP binaire P = (X, D, C), vérifie Npc(P) < n - wx(u(P)). La complexité
en temps de FC est en O(n*d - wy(u(P))), et celle de RFL est en O(ned? - w(u(P))).

Il est important de constater que la taille relative des arbres de recherche de BT et FC fournie par
I'analyse classique et celle obtenue par 'approche que nous proposons sont les mémes. Notamment,
dans le pire des cas, I'arbre de recherche de BT est d fois plus grand en nombre de noeuds que celui
de FC sur le méme CSP.

En ce qui concerne les algorithmes comme MAC, son comportement est différent de ceux qui
sont analysés ici, vu que MAC développe un arbre de recherche binaire (contrairement a BT, FC
et RFL) et il ne choisit pas la méme variable (a affecter) dans un méme niveau de I'arbre de
recherche. Par conséquent, MAC ne s’inscrit pas naturellement dans I’évaluation que nous avons
proposée (voir figure[4.2). Dong, il faudrait une preuve différente.

Dans ce manuscrit, nous allons conjecturer, qu’il développe un nombre de nceud borné par le
nombre de cliques maximales dans la microstructure mais sa complexité exacte doit également
étre étudiée.

Conjecture 4.1. La complexité en temps de MAC pour résoudre un CSP P est polynomiale en fonction de
nombre de cliques maximales dans (1(P).

Dans le reste de ce manuscrit, nous utiliserons la notation suivante :
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FIGURE 4.2 — Exemple d’un nceud cohérent maximalement profond (grisé).

Notation 4.1. Nous notons CL ’ensemble des CSP binaires dont la microstructure posséde un nombre
polynomial de cliques maximales.

4.3 Une nouvelle analyse pour les CSP non-binaires basée sur la DR-
microstructure

Nous passons maintenant a I'étude des CSP n-aires. Dans le chapitre précédent, nous avons
illustré plusieurs types de microstructures pour les CSP n-aires. Ici, nous montrons que la micro-
structure la plus adéquate pour étendre notre analyse au cas n-aire est la DR-microstructure car :

— Pour la HT-microstructure, un tel résultat ne peut exister. En effet, la HT-microstructure est
un graphe biparti et donc ses cliques maximales sont toutes de taille 2 puisque les cliques
maximales sont limitées aux arétes. Donc, le nombre de cliques maximales est toujours poly-
nomial.

— Pour la ME-microstructure, un tel résultat ne peut exister, mais pour des raisons différentes.
Par construction, les arétes de 'ensemble E3 = { {(x;,v;), (zj,v;)} | @ # x;} de la défini-
tion [3.11] permettent toutes les combinaisons de valeurs possibles. Ceci rendra le nombre de
cliques maximales exponentiel a 'exception des CSP monovalent (CSP dont la taille de tous
les domaines est 1).

Dong, seule la DR-microstructure est exploitable ici. Nous analysons maintenant la complexité

en temps des algorithmes de type nFC; en termes de nombre de cliques maximales dans cette
microstructure.

4.3.1 Complexité de nBT et nFC

Nous étudions maintenant la complexité des algorithmes de résolution des CSP n-aires. Dans
un premier temps, nous poserons une hypothése sur 'ordre dans lequel ces algorithmes explorent
les variables, puis nous discuterons de cette restriction.

Définition 4.2 (ordre compatible). Soit P = (X, D, C) un CSP. Un ordre total (z1, 22, . ..x,) sur X est
dit compatible avec les contraintes de C s’il y a k contraintes c;,, ¢, ...c;, dans C (1 < k < e) qui
vérifient :

- Uicicr S(ei) = X

— il y a k variables x;,,x;,,...x;, telles que pour tout ¢ dans {1,...,k}, x;, € S(c;,) et

Ulgjﬁfs(cij) = {le | ) :’il,...,iz}.

En d’autres termes, 'ordre est tel que les variables figurant dans la portée d’'une premiere
contrainte ¢;, apparaissent toutes d’abord, puis toutes les variables figurant dans la portée d’'une
certaine contrainte C;, apparaissent ensuite (sauf pour celles qui figurent déja dans ¢;,), etc. Les
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variables z;,,...,x;, dans la définition sont telles que x;; est la derniére variable affectée dans la
portée de c;;. Nous considererons ces variables comme étant des jalons dans l'ordre.
Par exemple, avec la notation de la définition, nous devons avoir S(c;,) = {x1,22,...24, }

et S(c;,) U S(ci,) = {x1,22,... iy, Tiy 41, - - Tip ;- La variable z;, est un jalon (derniére variable
affectée dans la portée de ¢;,) de méme que x;, pour ¢, .

Dans 'hypothése ol un tel ordre sur les variables est utilisé, nous pouvons donner une généra-
lisation de la proposition |4.1|au cas n-aire.

Proposition 4.4. Soit P un CSP n-aire. Supposons que nBT explore les variables dans un ordre compatible
avec les contraintes de C. Alors, il existe une application injective de I’ensemble des nceuds cohérents
maximalement profonds (x;,v;) de I’arbre de recherche tels que x; est un jalon, vers I’ensemble des cliques
maximales de jipr(P).

Preuve : Soit ¢t une affectation correspondant a un nceud tel que défini, et notons x;; pour la
derniére variable affectée dans ¢ (z;, est un jalon par hypothése). De méme, soit ¢ une autre
affectation maximale compatible avec le jalon z; , comme derniere variable. Notons 7" 'ensemble
{t[S(c)] | c € C,S(c) C {w1,...,24}}, Cest-a-dire, 'ensemble de toutes les projections de ¢ sur les
portées de toutes les contraintes totalement affectées par ¢, et idem pour 7”. Alors T (resp. T") est
inclus dans une clique maximale Ci(t) (resp. Ci(t')) de upr(P). Maintenant, supposons j’' > j
(sans perte de généralité). Avec ¢t # ¢, le fait que ¢ soit maximalement cohérent, et le fait que ¢
soit cohérent, permet d’affirmer que ¢’ différe de ¢ d’au moins une variable z, avec ¢ < i;. Ainsi,
cette variable est affectée différemment dans chaque cas, et il existe une certaine contrainte c;,
telle que ¢[S(c;,)] est différent de ¢'[S(c;,)], et donc, ¢ et ¢’ ne peuvent étre inclus dans une méme
clique. Donc, Cl définit une application injective de I'ensemble des affectations considérées vers
I'ensembles des cliques maximales de pupgr(P). O

En utilisant cette propriété, nous pouvons borner le nombre de nceuds dans un arbre de re-
cherche induit par une recherche de type backtracking, ainsi que sa complexité en temps, relative-
ment a la DR-microstructure.

Proposition 4.5. Soit P = (X, D, C') un CSP n-aire. Supposons que nBT utilise un ordre sur les variables
qui est compatible avec les contraintes de C. Le nombre de nceuds N, g1 (P) dans I’arbre de recherche de
nBT sur P vérifie Nypr(P) < nd®-wy(upr(P)). Sa complexité en temps est en O(nea-d* wy(upr(P))).

Preuve : Du fait de la proposition le sous-arbre induit par I'arbre de recherche sur les jalons
contient au plus wx (upr(P)) neeuds. Pour atteindre un jalon a partir du précédent, c’est-a-dire,
pour étendre une affectation de =1, ..., x;, a l'affectation de =1, ...,x;, , (avec les notations de la
définition [4.2), nBT explore au plus a variables (ceci par définition d'un ordre compatible avec
les contraintes). Par conséquent, il explore au plus d* combinaisons de valeurs (nBT n’a aucune
raison pour exclure une affectation avant d’affecter toutes les variables figurant dans la portée
d’une contrainte). Puisqu’'une branche contient au plus n noeuds, et donc finalement n jalons, on
obtient le résultat.

La complexité en temps se déduit directement puisque chaque nceud nécessite au plus e tests
de contraintes, chacun pouvant s’effectuer en O(a) avec une structure de données appropriée. O

Un résultat similaire est valable pour nFC; (i > 2) et nRFL.

Proposition 4.6. Soit P = (X, D,C) un CSP n-aire. Supposons que nFC; (i > 2) et nRFL utilisent
un ordre sur les variables qui est compatible avec les contraintes de C. Le nombre de neeuds Ny pc, (P)
(respectivement Ny, gprr(P) dans 'arbre de recherche de nFC; (resp. nRFL) sur P vérifie N,rc,(P) <
nr - wx(upr(P)) (resp. Nprrr(P) < nr - wg(upr(P))). La complexité en temps de nF'C; et nRFL est
en O(nea - - wy(upr(P))).
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Preuve : Du fait de la proposition le sous-arbre induit par I'arbre de recherche sur les jalons
contient au plus wx(upr(P)) neeuds. Pour atteindre un jalon a partir du précédent, c’est-a-dire,
pour étendre une affectation de 1, ..., ;, a l'affectation de =1, ...,x;, , (avec les notations de la
définition [4.2)), nFC; et nRFL explorent seulement les r tuples autorisés par c lors de 'exploration
des variables dans S(c), plutdt que toutes les d* combinaisons de valeurs (en raison de l'utilisation
de GAQ).

Pour la complexité, nous devons tenir compte du cofit supplémentaire di a l'applica-
tion de GAC, qui est O (e - a - r) a chaque nceud. Ceci nous donne une complexité en
O(nr - wy(upr(P)) x ear) =0(nea - r? - wy(ppr(P))). O

Pour la suite, nous utiliserons la notation suivante :

Notation 4.2. Nous notons DC'L I’ensemble des CSP dont la DR-microstructure posséde un nombre poly-
nomial de cliques maximales.

4.3.2 Complexité sans hypothese sur ’ordre

On pourrait estimer que notre restriction posée sur les ordres d’affectation des variables en
termes de compatibilité avec les contraintes n’est pas respectée par tous les ordres raisonnables.
Par exemple, il n’y a aucune raison en général, pour qu'une heuristique tres usitée telle que dom
/ deg ou dom/wdeg respectent ce type d’ordre. Nous montrons donc ici que ce type de restriction
s’avére nécessaire. Pour montrer cela, nous construisons une famille de CSP qui possedent un
nombre linéaire de cliques dans leur DR-microstructure (linéaire en son nombre de sommets),
mais pour lesquelles nFC5 explore un arbre de recherche de taille exponentielle (dans le nombre
de sommets) pour un certain ordre sur les variables.

Les CSP (X,D,C) de cette famille sont construites comme suit. Avec e le nombre de
contraintes, nous considérons deux variables distinctes x¢ et z{, de X qui seront communes a
toutes les contraintes, et nous aurons X \ {zg,z{} qui est partitionné en e ensembles X,..., X,
(X, sera associé a ¢;). Ainsi, chaque contrainte ¢; € C possede une portée S(c;) = {xo, 2} U X;.
Maintenant, le domaine est {v1,...,v.} pour toutes les variables (d = e). Enfin, les tuples permis
pour une contrainte ¢; sont précisément de la forme ((xo,v;), (24, Vit;),...), pour j =1,... e (les
indices sont pris modulo e) et sans restriction pour les affectations de X;. On note que pour i # 7/,
les restrictions pour les tuples permis par ¢; et ¢;; sur {zg, z(} ne coincident jamais, de sorte qu’il
n’existe aucune aréte dans ppr(P). Ainsi, le nombre de cliques dans ppr(P) est exactement égal
au nombre de sommets |V| = e2*("~2)/¢, Ci-dessous, nous illustrons un exemple de relations qui
satisfont les conditions énoncées précédemment.

R(Cl) R(Cz) R(C3) R(Cc)
o | xG | w1 | - xTo | xH | w2 | v o | ;G | T | - xo | Ty | Te
U1 V2 | V11 | v U1 U3 | V21 | - U1 Vg | V31 | - . V1 | Ve—1 | V1
V2 U3 | V12 | - V2 | U4 | V22 | -+ U2 Us | V32 | *° V2 Ve U2

D’autre part, supposons que nFCs explore toutes les variables dans les ensembles X; et explore
seulement z, et x(, aprés elles. Ainsi, puisque que toutes les valeurs pour z, possédent un support
dans toutes les contraintes, et de méme pour z{, aucune valeur ne sera retirée avant d’atteindre
xo ou ), et donc toutes les e"~2 ~ |V|¢ combinaisons de valeurs seront explorées, c’est-a-dire,
elles seront exponentielles et donc tres supérieures au nombre de cliques figurant dans ppgr(P).
La ﬁgureprésente 'arbre de recherche développé par nFC; s'il instancie z et z(, en dernier.
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T2

T3

)

FIGURE 4.3 — Une partie d’un exemple ou un algorithme comme nFCs; développe un arbre dont le nombre
de nceuds est exponentiel alors que le nombre de clique dans la DR-microstructure est polynomial.

4.4 Quelques classes polynomiales pour le backtracking

Le nombre de cliques dans un graphe peut croitre de facon exponentielle avec la taille du
graphe [Wood, 2007]] et il en est de méme du nombre w4 (G) de cliqgues maximales dans un graphe
G [Moon and Moser, [1965]]. Toutefois, pour certaines classes de graphes, le nombre de cliques
maximales peut étre borné par un polynéme en la taille du graphe. Si la (DR-)microstructure d’'un
(d’une famille de) CSP P appartient a 'une de ces classes, I'analyse que nous avons présentée
dans les sections précédentes permet de conclure que P est résoluble en temps polynomial par des
algorithmes classiques d’énumération, et ce, sans avoir a reconnaitre Uappartenance du CSP a cette
classe.

Dans cette section, nous étudierons plusieurs classes de graphes vérifiant cette propriété et nous
commenterons leur pertinence en termes de problémes de satisfaction de contraintes.

4.4.1 Graphes ”’sans-triangle’’ ou bipartis

Nous rappelons qu'un k-cycle dans un graphe G = (V, E) est une séquence (vy,vs,...vg+1) de
sommets distincts, sauf pour vy = vg1, Vérifiant Vi, 1 < i < k, {v;,v;11} € E.

Définition 4.3. Un graphe sans-triangle (ou triangle-free en anglais) est un graphe non-orienté sans 3-
cycle.

11 est facile de voir que le nombre de cliques maximales dans un graphe sans-Triangle est exac-
tement égal au nombre de ses arétes. En effet, chaque aréte est une clique, et par définition, il ne
peut exister de plus grande clique. Avec notre analyse, nous pouvons affirmer que pour la classe
des CSP dont la (DR-)microstructure est sans-Triangle, les algorithmes (n)BT, (n)FC et (n)RFL sont
des procédures de résolution fonctionnant en temps polynomial. Notons cependant que cette classe
de CSP constitue d’une certaine facon un cas dégénéré, puisque excepté pour les CSP ayant au plus
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deux variables (cas binaire) ou deux contraintes (cas n-aire), les CSP avec (DR-)microstructure
sans-triangle sont incohérentes.

Un autre cas dégénéré est constitué par la classe des graphes bipartis. Un graphe est dit biparti
s’il ne contient pas de cycle impair. Encore une fois, un graphe biparti ne peut contenir de clique
de plus de deux sommets, et donc aucune affectation partielle de plus de trois variables ne sera
considérée par BT (dont la complexité sera ainsi en O(d?)).

Nous passons maintenant a des classes plus intéressantes, qui aussi, contiennent pour I'essentiel
des CSP incohérents, mais pour lesquelles notre analyse fournit une meilleure complexité en temps
que celle offerte par I'analyse classique.

4.4.2 Graphes planaires, toroidaux, et ’embedded”

Définition 4.4 (planaire). Un graphe planaire est un graphe qui peut étre dessiné dans le plan sans que
deux arétes ne se chevauchent.

[[Wood, |2007]] a prouvé que le nombre de cliques d’'un graphe planaire G = (V, E) est au plus
8(|V| —2).

Définition 4.5 (toroidal). Un graphe toroidal est un graphe qui peut étre dessiné sur un tore sans que deux
arétes ne se chevauchent.

Une généralisation de la définition des graphes planaires et toroidaux, notée graphe plongeable,
est donnée dans la définition suivante :

Définition 4.6 (plongeable). Un graphe plongeable (ou < Embedded > en anglais) est un graphe qui peut
étre dessiné sur une surface (sphere,...) sans que deux arétes ne se chevauchent.

[Dujmovic et al.l|2011]] ont montré que tout graphe toroidal possede au plus 8(|V| + 9) cliques
et que tout graphe plongeable dans une surface posséde un nombre linéaire de cliques puisque
majoré par 8(|V|+27) au pire. Puisque la microstructure p(P) (resp. upr(P)) d'un CSP P contient
nd sommets (resp. er sommets), alors si u(P) (resp. upr(P)) appartient a 'une de ces classes de
graphes, alors wx (u(P)) (resp. wy(upr(P))) posséde au plus O(nd) cliques (resp. O(er)).

Gréce aux propositions [4.2}{4.3]et[4.5]4.6] nous obtenons immédiatement le résultat suivant.

Théoreme 4.1. Soit Em qui désigne la classe de tous les CSP dont les microstructures sont planaires,
toroidales, ou plongeables dans une surface. Alors les CSP de Em sont résolus en un temps

O(n*d - wy (u(P)))=0(nd?) par BT ou FC,

O(ned? - wy (u(P)))=0(n*ed?) par RFL,

— O(nead® - wy (u(P)))=0(neard®) par nBT,

O(near? - wy(u(P)))=0(ne*ar®) par nFC; ou nRFL.

Rappelons que cette famille de graphes ne peut contenir en tant que mineur ni une 8-clique
(pour les graphes toroidaux), ou ni une 5-clique ou K35 3 (pour les graphes planaires). Cela a pour
conséquence, en particulier, que tous les CSP binaires (resp. n-aires) dans Em sur au moins 8
variables (resp. contraintes) sont incohérents. On peut donc dire raisonnablement que cette classe
est pour le moins dégénérée. Néanmoins, si 'on se référe a I'analyse classique de la complexité, on
constate que, par exemple, BT résout ces CSP en un temps O(d®), pour le cas ou d est grand, ce
temps est significativement supérieur a O(n3d?).

4.4.3 Graphes CSG

Nous étudions maintenant la classe des Graphes CSG[Chmeiss and Jégou, (1997]] dont nous
avons rappelé sa définition dans le chapitre [2| Ici, nous précisons que les graphes CSG* possédent
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au plus |V|¥ cliques maximales [Chmeiss and Jégou, 1997] et qu’il existe un algorithme de com-
plexité polynomiale en O(|V|>*~1(|V| 4 |E|)) pour les énumérer. L’existence de cet algorithme
confére a la classe des CSP qui ont une (DR-)microstructure CSG* le statut de classe polynomiale
pour toute valeur k fixée. Nous sommes cependant en mesure de montrer que des algorithmes
genériques tels que (n)BT, FC, nFC; ou (n)RFL s’exécutent en temps polynomial sur de tels CSP,
sans méme qu’il soit nécessaire de reconnaitre 'appartenance des CSP traités a cette classe (et
donc sans avoir besoin de calculer la microstructure). A nouveau, ce résultat est issu du nombre

de cliques maximales par 'application des propositions et

Théoreme 4.2. Pour tout entier k fixé, un CSP dont la (DR-)microstructure est CSG* peut étre résolu en
un temps

O(n?*d - wy (u(P)))=0(n*+2d**1) par BT et FC,

O(ned? - wy (u(P)))=0(n**1ed"*2) par RFL,

O(nead® - wy (u(P)))=0(ne**tarkd®) par nBT,

O(near? - wy (u(P)))=0(ne*+Lar**+2) par nFC; ou nRFL.

Nous pouvons constater de plus que les complexités en temps sont méme meilleures que celles
issues de l'algorithme dédié (proposé dans [[Chmeiss and Jégou, [1997]]). Par exemple, celui-ci
calcule la microstructure d’'un CSP binaire et énumeére toutes les cliques maximales ou bien s’arréte
dés qu'une n-clique est trouvée. Ainsi, la complexité en temps est en O((nd)>*~1 (nd + n?d?))
= O((nd)?*). Néanmoins, nous pouvons noter que l'algorithme est défini pour des graphes CSG*
quelconques, alors que les (DR)-microstructures de CSP sont des graphes tres particuliers.

11 semble, en termes de CSP, que les graphes CSG soient généralement moins restrictifs que les
classes précédentes de graphes. Par exemple, il est possible d’avoir des graphes CSG possédant des
n-cliques (resp. des e-cliques) pour toute valeur de n (resp. €), contrairement au cas des graphes
planaires. En particulier, il existe des CSP cohérents possédant une (DR-)microstructure qui est un
graphe CSG”. C’est le cas notamment pour la classe CSG® qui contient exactement les CSP binaires
cohérents de domaines monovalents (une valeur par domaine) ou les CSP n-aires cohérents avec
exactement un tuple autorisé par relation. Néanmoins, les CSP qui ont une (DR-)microstructure
qui est un graphe CSG! peuvent étre cohérents ou non et il est facile de construire un CSP avec
plusieurs solutions, ce qui correspond a une collection de cliques de taille n (cas binaire) ou e (cas
n-aire). En outre, contrairement aux classes des sections précédentes, dans les graphes CSG* (avec
k > 1), il n’y a pas de restriction sur les valeurs de n, d, e, a ou r.

En pratique, les familles de benchmarks Hanoi et Domino, utilisées dans les compétitions CSP
pour tester les solveurs, ont une microstructure triangulée apres application de la cohérence d’arc.
Donc, l'utilisation des algorithmes comme RFL ou MAC permet d’exploiter les classes traitables
que nous avons présentées ici. Toutefois, cet ensemble de classes de CSP doit encore étre étudié en
détail pour évaluer son intérét pratique.

4.4.4 D(CL) vs quelques classes polynomiales

Les classes C'L et DCL se basent toutes les deux sur le nombre de cliques maximales dans
la microstructure. Le nombre de cliques maximales dépend toujours du nombre de solution d’'un
CSP. Dans le cas binaire, nous pouvons avoir un CSP P qui appartient a la foisa CL eta DCL vu
que le nombre de cliques maximales sera polynomial dans la microstructure classique et dans la
DR-microstructure. Cependant, ceci n’implique pas que u(P) et upr(P) appartiennent a la méme
classe de graphe. Autrement dit, nous pouvons avoir un CSP binaire ayant un nombre polyno-
mial de cliques maximales et avec une microstructure triangulée et une DR-microstructure non-
triangulée ou inversement (voir figure et figure [3.14).

Maintenant, nous montrerons que cette classe polynomiale est différente des classes polyno-
miales présentées dans I'état de l'art.
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4.4.4.1 Cas des CSP binaires

Dans cette section, nous comparons (D)C'L aux classes polynomiales relatives aux CSP binaires.
Pour cela, nous utiliserons, comme pour le filtrage par cohérence, les notations suivantes :

Définition 4.7. Etant données deux classes Cy et Co, nous disons que :
— Cy et Cy sont incomparables (notée C1 L Cs) si aucune des deux relations n’est vraie.
— Cq et Cy sont égales (notée C1 = Cs) siC1 C Coy et Cy C Cy.

Nous montrons maintenant que la classe des CSP ayant un nombre de cliques maximales est
différente de certaines autres classes polynomiales connues a savoir BT P (broken-triangle pro-
perty), RC' (row-convex), RRM (renamable right monotone), TREE (CSP arborescents) et ZOA
(0-1-Tous).

Théoréme 4.3. (D)CLNBTP # (et (D)CL L BTP.
(D)CLNRC # 0 et (D)CL L RC.

(DYCLNRRM # 0 et (D)CL L RRM.
(D)CLNTREE # 0 et (D)CL L TREE.
(D)YCLNZOA # (et (D)CL L ZOA.

Preuve : Pour montrer que l'intersection entre (D)CL et ces classes polynomiales est non vide,
il suffit de prendre un CSP binaire monovalent avec trois variables et seulement deux contraintes
(le CSP contient donc une seule contrainte universelle), ce CSP est BT P, RC, RRM , arborescent,
ZOA et aussi (D)CL. Pour montrer que (D)CL est différente des autres classes polynomiales,
nous pouvons considérer un CSP avec n variables, e contraintes, d valeurs par domaines et ayant
un graphe de microstructure complet, il est donc BT P, RC, RRM, arborescent ZOA mais non
(D)CL. L'exemple de la figure [4.4{(a) illustre le cas d’'un CSP binaire (D)C'L (avec quatre cliques
maximales) mais non ZOA (car la valeur 5 est compatible seulement avec deux valeurs de x;)
et[4.4(b) illustre le cas d'un CSP avec six cliques maximales (qui correspondent exactement aux
arétes) et qui ne satisfait ni BT P, ni RRM ni TREFE etni RC. O

Vg .\ /. Uj
T Y
5 @ o 6 o /
Ly P
1 @ o 3 X Lj
‘o . vy
- J N k
Ti Zj Tk
(@) (b)

FIGURE 4.4 — (a) un exemple (D)CL mais non ZOA. (b) un exemple (D)CL mais il n’est ni BT'P, ni
RRM,ni TREFE,ni CCM etni RC.

Nous finissons cette partie par comparer (D)C'L a CCM (Chordal Complement Microstructure)
et PM (Perfect Microstructure).
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Théoreme 4.4. (D) CLNCCM # (et (D)CL L CCM.
(D)CL N PM # 0 et (D)CL L PM.

Preuve : Pour montrer que l'intersection est non vide, nous considérons un CSP binaire P; avec
deux variables z; et x5 telles que D(z1) = {a,a’} et D(z2) = {b,b'} et une seule contrainte c;-
telle que R(c12) = {(a,b), (a’, V'), (a’,b)}. Ce CSP est dans CCM, PM et (D)C L. Pour montrer que
CCM et (D)CL sont différentes, nous considérons I'exemple de la figure qui est (D)CL mais
non CCM. Si nous considérons un CSP P, avec n variables, e contraintes, d valeurs par domaines
et ayant un graphe de microstructure complet, P, est CCM mais non (D)CL. Pour montrer que
PM et (D)CL, nous pouvons considérer le CSP P, qui est PM mais non (D)CL. Sin on considere
un CSP binaire monovalent et incohérent ayant 7 variables et dont le graphe de microstructure est
un cycle de longueur 7, il n’est pas PM mais il est dans (D)CL. O

4.4.4.2 Cas des CSP non-binaires

Pour le cas non-binaire, nous montrons que DC'L est différente de I FUN (Incrementally Func-
tional), M C (Max Closed) et BTW,, (Bounded Tree Width).

Théoréme 4.5. DCLNMC # () et DCL 1. MC.
DCLNBTW, # 0 et DCL 1. BTW},.

Preuve : Pour montrer que l'intersection entre DCL et ces classes polynomiales est non vide,
il suffit de prendre un CSP ternaire monovalent avec deux contraintes c; et cy (telles que
S(c1) NS(cg) # 0), ce CSP est IFUN, MC, BTW,, et aussi DC'L. Pour montrer que DC'L est diffé-
rente des autres classes polynomiales, nous pouvons considérer un CSP acyclique avec n variables,
e contraintes, d valeurs par domaines et telles que les contraintes autorisent toutes les combi-
naisons des valeurs possibles, il est donc M C' et BT'W), mais non DCL. Si on considére un CSP
monovalent avec un graphe de contraintes complet, alors ce CSP est DCL mais non BTWj, et si
on considére 'exemple de la figure[2.16(a), il est DCL (deux cliques maximales) mais non MC. O

Théoreme 4.6. /[FUN C DCL.

Preuve : Un CSP satisfaisant /FFUN a au plus une solution [|[Cohen et al., 2011]], donc une seule
clique maximale. Pour montrer que ’équivalence est fausse, nous considérons un CSP avec deux
solutions, ce CSP n’est pas I[FUN. O

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une analyse de la complexité temporelle des algorithmes
génériques classiques de résolution de CSP dans une perspective nouvelle et surtout différente
des études menées jusqu’a présent. Notre analyse exprime la complexité en termes de nombre de
cliques maximales dans la (DR-)microstructure du CSP a résoudre. Cette analyse révele que BT, FC
et RFL visitent chaque clique maximale de la (DR-)microstructure au plus une fois. Pour MAC, une
preuve différente qui convient a un arbre binaire de recherche devrait étre réalisée.

A partir de cette analyse, nous déduisons des classes polynomiales de CSP qui peuvent étre
résolues par des algorithmes classiques en temps polynomial, sans avoir a reconnaitre que le CSP
figure dans la classe. Aussi, les résultats obtenus apportent un éclairage nouveau sur I'analyse de la
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complexité des CSP. La premiere perspective de ce travail est constituée par I'étude de classes de
graphes possédant un nombre polynomial de cliques maximales. L’étude de [Rosgen and Stewart,
2007]] revét ici un intérét particulier car elle a permis de caractériser précisément ces classes de
graphes sur la base de graphes d’intersection.

Une autre perspective importante consiste a mettre en évidence des liens qui pourraient exister
entre notre analyse et les classes polynomiales obtenues par des approches différentes. Il devrait
étre assez clair notamment que nos classes sont orthogonales aux classes polynomiales basées sur
la structure. Par exemple, il n’existe aucune raison pour qu'un CSP arborescent ne possede pas
un nombre exponentiel de cliques. Plus généralement, les classes basées sur la structure néces-
sitent généralement des algorithmes dédiés, et les algorithmes de backtracking génériques sont de
complexité polynomiales sur elles uniquement s’ils procédent, par exemple, via 'exploitation d’'un
ordre d’affectation des variables spécifique. Par contre, pour les classes définies par un langage de
contraintes, il serait possible que certaines soient capturées par notre analyse, tout comme c’est le
cas pour le probleme de satisfiabilité dans les travaux de [Rauzy, [1995]]. Enfin, les classes hybrides
sont beaucoup plus proches dans I'esprit de notre approche et 'étude en profondeur des liens entre
ces classes et notre analyse constitue donc une perspective naturelle a court terme.

Enfin, une perspective importante porte sur une nouvelle analyse de complexité basée sur un
nouveau parameétre et qui permettrait de capturer plus de classes polynomiales.
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Chapitre 5

BTP : une étude pratique

5.1 Introduction

L’étude des classes polynomiales pour CSP constitue depuis longtemps un domaine de recherche
important qui s’avere aujourd’hui trés actif. Cependant, les travaux réalisés jusqu’a présent se sont
révélés pour l'essentiel théoriques. En effet, ils se cantonnent en général a la définition de classes
de CSP pour lesquels des algorithmes de résolution de complexité polynomiale, sont proposés. La
plupart de ces classes se basent sur des propriétés trés restrictives et elles s’averent donc difficile-
ment exploitables en pratique, et ne sont donc pas exploités au sein de solveurs généraux. L'intérét
pratique des classes polynomiales est ainsi trés limité.

Dans le chapitre [4] nous avons mentionné qu’en effectuant un filtrage par AC, certaines familles
de benchmarks tels que Domino et Hanoi appartiennent a des classes polynomiales connues a
savoir « la classe des CSP ayant une microstructure triangulée ». D'une facon un peu plus générale,
les algorithmes de filtrages qui serviront comme moyen de transformation de CSP, peuvent aider a
la recherche des classes polynomiales car ils suppriment des arétes incohérentes et ne modifient pas
I'ensemble de solutions. En plus, certains algorithmes de filtrages sont de complexité polynomiale.

Dans ce chapitre, nous aborderons la question des classes polynomiales pour CSP d’un point de
vue plus général et nous montrerons la présence des classes polynomiales dans les benchmarks de
la compétition CP 2008. Cette approche consiste a mettre en évidence la présence de ces classes en
utilisant les techniques de filtrage comme celles qui sont généralement exploitées dans les solveurs
a chaque étape de pré-traitement. En outre, nous croyons que cela permet de prouver I'apparte-
nance de certaines classes simplifiées a des classes polynomiales. Ces classes seront appelées classes
polynomiales cachées.

Pour montrer I'intérét de cette approche, nous allons focaliser notre étude sur I'analyse de
la classe BTP : cette classe dispose de plusieurs propriétés intéressantes dans ce contexte. Tout
d’abord, BTP capte plusieurs autres classes polynomiales définies précédemment dans la littérature.
Ensuite, c’est une classe qui peut se présenter plus facilement dans les benchmarks vu qu’elle est
moins restrictive que certaines autres classes. En outre, elle posséde des propriétés algorithmiques
qui devraient faciliter sa manipulation implicite par les solveurs. D’une part, un solveur CSP basé
sur des algorithmes tels que MAC ou RFL peut résoudre n’importe quel CSP satisfaisant BT P
directement et efficacement sans I'aide d’algorithmes spécifiques. D’autre part, l'intérét que recele
ici BTP, outre ses propriétés théoriques en terme d’inclusion d’autres classes, est que cette classe est
close par rapport a la suppression de valeurs et/ou de tuples, c’est-a-dire, tout CSP satisfaisant BTP
le restera aprées application de filtrages par cohérence. D’un point de vue pratique, nous montrons
que des benchmarks, généralement exploités pour les comparaisons de solveurs, appartiennent a

97



CHAPITRE 5. BTP : UNE ETUDE PRATIQUE

BTP ou a une de ses classes cachées.

Dans la deuxiéme partie, nous montrerons comment BTP pourrait étre utilisée pour éliminer
des valeurs par fusion. En effet, la réduction des domaines peut se réaliser soit par les techniques de
filtrage soit par Iélimination des valeurs par substitution ou interchangeabilité. Si les techniques
de filtrages permettent de supprimer les valeurs ne pouvant pas prendre part a une solution, la
deuxiéme méthode consiste a supprimer des valeurs, cohérentes et incohérentes, de domaines de
variables, tout en préservant la satisfiabilité du CSP, afin d’améliorer la complexité de résolution
qui dépend, entre autres, de la taille des domaines.

Ce chapitre sera organisé comme suit. Dans la section |[5.2.1] nous présenterons notre cadre
formel pour les classes cachées et nous I'illustrerons en considérant la classe BT P dans la section
Dans la deuxiéme section, nous commencerons par rappeler certaines méthodes d’élimina-
tion des valeurs. Ensuite, nous proposerons une nouvelle approche, pour les CSP binaires, basée
sur BTP pour fusionner les valeurs n’apparaissant dans aucun triangle cassé tout en montrant I'ef-
ficacité de cette méthode d’un point de vue pratique. Par la suite, nous essaierons de généraliser
cette approche aux CSP d’arité quelconque. Avant de conclure, nous parlerons de la polynomialité
de cette généralisation et de la complétude de la recherche d’un ordre sur les variables garantissant
cette polynomialité. La premiére partie de ce chapitre a été publiée dans [[El Mouelhi et al., |2014]
et la deuxiéme dans [[Cooper et al., 2014].

5.2 BTP et ses classes cachées

Dans cette section, nous présenterons un nouveau cadre théorique pour I'étude pratique des
classes polynomiales. Par la suite, nous montrerons l'utilité de cette étude en I'appliquant sur la
classe BT P et nous montrerons que ceci permettra d’avoir des résultats intéressants.

5.2.1 Classes polynomiales cachées

L’étude des classes polynomiales est de plus en plus développée en programmation par
contraintes surtout d’un point de vue théorique. Mais, il est rare que les classes polynomiales
soient explicitement exploitées en pratique. Dans certains cas, leur traitement requiert des algo-
rithmes ad-hoc et est trop coliteux en terme de temps. Ou, méme si elles peuvent étre facilement
exploitées (par exemple, en temps linéaire), elles n’apparaissent pas vraiment dans les problémes
réels, et dong, il n’est pas facile de les exploiter par des solveurs CSP classiques de 'état de lart.
Ici, nous aborderons cette question grace a I'utilisation de filtrages qui participent a I'efficacité pra-
tique des solveurs comme la cohérence d’arc AC ou des filtrages plus puissants. En effet, certaines
classes polynomiales peuvent parfois étre « cachées » alors qu’elles pourraient étre « découvertes »
par application de filtrages. A cette fin, nous proposerons un cadre général qui peut étre utilisé
pour n'importe quelle classe polynomiale et tout type de transformation de CSP, comme le filtrage
par exemple.

Définition 5.1. Etant donné un CSP P = (X, D,C), T est dite une transformation de P si T(P) =
(Tyar (X)), Taom (D), Teons(C)) vérifie :
- TU(IT(X) g X
- Tdom(D) = {Tdom(D(x,)) cx’ e Tva'r(X) et Tdom(D(x/)) C D(l‘)}
- Ve¢; € C, Teons(c;) vérifie :
® Teons(S(ci)) = S(ci)\{z € X 1@ & Tyar(X)} et
o Teons(R(ci)) € R(ci)] conS(S(CZ))]
— V' € Teons(C) telle que ¢! ¢ C, Trons(R(c')) C Hi,es(c,) Tiom(D(z)).
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Notons que si une contrainte ¢’ de T.,,s(C) n’appartient pas a C, sa relation est une sous-
relation de la relation universelle associée a la portée S(c’) qui est définie implicitement dans P.

Comme transformations classiques de CSP, nous trouvons généralement :

— la transformation par suppression de variables,

— Pélimination de valeurs,

— Tl'ajout de contraintes et

— la suppression de tuples dans les relations de compatibilité de contraintes.

Le filtrage, par exemple, ne correspond pas seulement a la suppression de valeurs, mais aussi a
I'ajout de contraintes avec suppression de tuples comme la cohérence de chemin dans certains cas
(voir chapitre [2] figure [2.9). D’autre part, I'instanciation de variables peut étre considérée comme
un cas particulier de filtrage vu qu'une affectation x; = v; peut étre considérée comme un filtrage
donnant un nouveau domaine Ty, (D(z;)) = {v;}.

Nous pouvons maintenant définir la notion de transformation de CSP pour un cas plus général
et nous allons considérer seulement les transformations définies par la simplification de CSP. Mais
nous pourrions aussi définir les transformations basées sur I'ajout de nouvelles variables et de
nouvelles valeurs dans les domaines, ainsi que I'ajout de tuples dans les relations existantes ou
supprimées.

Enfin, nous signalons que certaines propriétés classiques des transformations, comme la pré-
servation de I'ensemble des solutions ne sont pas nécessaires ici.

Définition 5.2. Etant donnés une transformation T et un ensemble (appelé aussi une classe) de CSP P,
nous avons T(P) = {T'(P) : P € P}.

Donc, étant données une transformation 7" et une classe de CSP C, il est possible qu'un CSP P,
n’appartenant pas a C, apparaisse dans C apres I'avoir transformée par 7. L’appartenance de tels
CSP a C sera donc mise en évidence par T :

Définition 5.3. Erant données une transformation T' et une classe de CSP C, la classe de CSP mise en
évidence par T pour C est CT' = {P : T(P) € C}.

Maintenant, nous pouvons introduire la notion de classe cachée :

Définition 5.4. Etant donnés un ensemble P de CSP, une transformation T et une classe C, P est une classe
cachée de C pour T, si t(P) C C, si c’est P C CT. P est appelée classe polynomiale cachée de C pour T
Si:

— T préserve la cohérence,

— T peut étre réalisée en temps polynomial,

— C est polynomiale.

Dans le cas d'un CSP P € P tel que P est une classe cachée de C pour une transformation ¢,
et si C est une classe traitable, il est donc suffisant d’appliquer le filtrage T pour avoir une version
simplifiée de P qui est traitable. En supposant que le cofit de filtrage T est polynomial, P sera aussi
une classe traitable.

Ce type d’approche est particulierement adapté aux solveurs CSP de I'état de I'art, car ils uti-
lisent généralement des filtrages avant et pendant la recherche.

Proposition 5.1. Pour toutes classes Cy et Cy telles que C1 C Co, et pour toute transformation T', nous
avons CT C CT.

Preuve : Soit P € CI. Par définition, T'(P) € C;. Puisque C; C Co, nous avons T'(P) € Ca, et donc
P e Y. Doncc C T, et nous aurons C¥' C 1. O

Notons que si C; C Co, nous naurons pas forcément C{ C CI. Par exemple, si T’ est une
transformation de CSP binaires qui calcule le CSP minimal de tout CSP binaire, et si C; est la classe
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des CSP binaires minimaux alors que C; est la classe des CSP binaires arc-cohérentes (y compris
les CSP binaires avec des domaines vides), nous avons C; ¢ Cs alors que C{ = C7.

Etudier les transformations permet de détecter la classe des CSP qui deviennent traitables apres
transformations. Pour convenir a la mise en ceuvre dans les solveurs qui exécutent une séquence de
transformations (par exemple le filtrage par AC utilisé par MAC ou RFL), il serait souhaitable d"uti-
liser des transformations qui préservent les propriétés caractérisant la classe polynomiale considé-
rée. En d’autres termes, nous voulons exclure les transformations 7' telles que pour une classe
polynomiale C et un CSP P € C, nous avons T(P) ¢ C.

Cette question a été traitée dans [[Cooper et al |2010] a 'aide de la définition des classes qui
sont closes par rapport a la restriction des domaines (précisément fermées méme apres réduction
des domaines). Nous généralisons cette notion a tout type de transformation.

Définition 5.5. Une classe C de CSP est dite close par rapport a une transformation T si elle est fermée
pour T, c’est-a-dire VP € C,T(P) € C (ou T(C) C C). Une transformation T est dite close si elle définit
une classe de CSP close.

Certaines propriétés peuvent étre directement déduites de cette notion :
Proposition 5.2. Toute classe C de CSP est close par rapport & I'identité (notée 1d), a savoir Id(C) C C.

Dans [|Cooper et al.,2010], ce concept a été utilisé dans le cadre de filtrage de domaines puisque
BTP est close par rapport a tout filtrage de domaines. Au-dela du filtrage, ce concept pourra aussi
étre exploité en tenant compte des suppressions de variables liées aux propriétés structurelles des
réseaux de contraintes. Par exemple :

Proposition 5.3. La classe TREEFE est close par rapport a toute transformation de CSP qui se limite a
supprimer des variables (sommets du graphe de contraintes).

Proposition 5.4. La classe ZO A est close par rapport a la cohérence d’arc.
Proposition 5.5. La classe RC n’est pas close par rapport a la cohérence de chemin.

D’autres propriétés peuvent étre déduites en utilisant la comparaison entre les classes modifiées
par le moyen de transformations.

Proposition 5.6. Si C est close par rapport & une transformation T, alors C C CT.

Preuve : Soit P € C. Comme C est close pour T, T(P) € C, et donc P € CT. O

Corollaire 5.1. Si C est close par rapport a une transformation T, alors C'* C CT.
Preuve : Puisque C C CT et C'¢ = C, nous avons C'¢ C ¢T. O

En considérant le filtrage comme moyen de transformations, nous pouvons déduire des pro-
priétés plus spécifiques comme c’est indiqué dans la proposition suivante :

Proposition 5.7. Soient T et T deux transformations qui sont des filtrages telles que Ty < Ts. Pour toute
classe C qui est close par rapport a Ty et Ty, nous avons CT+ C C™2,

Preuve : soit P € CT', nous montrons que P € C*2. Puisque P € C**, nous avons T;(P) € C. En
plus, puisque T < Ty, To(T1(P)) = T>(P). Donc, comme 7T3(P) € C et comme C est close par
rapport a Ty, To(T1(P)) € C et To(P) = Ty (Ty(P)) € C. Par conséquent P € C*2, O

Nous pouvons noter que cette propriété n’est pas vérifiée pour les relations strictes. En effet,
nous pouvons définir des classes de CSP C qui sont closes par rapport a Ty et T telles que 77 < Tb,
alors que CTt C C™2 est fausse. Par exemple, si C est la classe contenant tous les CSP binaires, et si
Ty = AC et Ty = SAC (T} < Ty), d’apres la propriété 5.6 nous avons ™ = ¢ = C™>.

Bien que certaines propriétés générales ne puissent pas tenir, nous pouvons donner quelques
exemples de ces relations avec des transformations et des classes différentes :
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Exemple 5.1 (C’f1 C ng ). Considérons C1 = Co = BT P qui est close par rapporta’Ty = Idet Ty, = AC.
Nous savons que Ty < Ts et comme nous avons Cfl C CQT2 alors BT P14 - BT PAC,

Exemple 5.2 (CI' C CT). Considérant C; = TREE et Co = BT P. De [Cooper et al.,|2010]], nous savons
que la classe TREE C BTP. En plus, TREFE et BT P sont closes par rapport a T = AC. Nous avons
cr c c?, c’est-a-dire TREEAC C BT PAC,

Exemple 5.3 (C’f1 = C;FZ). Ici nous considérons n’importe quelle transformation de CSP t1 = DCC qui
supprime les sommets d’un couple-cycle d’'un CSP binaire et Ty, = Id. C; = TREFE alors que C; =
CSP, c’est-a-dire, I’ensemble de tous les CSP binaires possibles. Nous avons ClT T C CZT 2, c’est-a-dire
TREEPCC C CSP!? Mais nous avons aussi ng - Cfl donc CSPIY C TREEPCC. Bien sir, si
CSP!? est bien une classe cachée, elle n’est pas une classe polynomiale cachée. Pareillement, TREEPC¢
est une classe cachée mais elle n’est pas une classe polynomiale cachée car DCC ne préserve pas la
cohérence.

L'utilisation de transformations comme DCC' est proche de la notion de backdoor [Williams
et al., 2003]]. Un backdoor est un ensemble de variables défini par rapport a un algorithme particu-
lier de sorte qu’une fois les variables du backdoor affectées, le probleme devient facile a résoudre
par cet algorithme. Par exemple, une fois les variables d’'un coupe-cycle affectées, le sous-probléeme
induit peut étre résolu en temps linéaire par un algorithme comme MAC ou RFL [Dechter and
Pearl, [1987al]. Cette approche est une premiére facon d’exploiter les classes traitables qui sont
cachées ou non.

Dans la prochaine section, nous allons envisager une nouvelle facon d’exploiter les classes
cachées tout en exploitant le filtrage comme moyen de transformation. Bien qu'’il soit possible
d’étudier plusieurs classes polynomiales, notre étude est basée ici sur la classe BTP car elle est
considérée comme une classe polynomiale importante pour les problémes CSP.

5.2.2 Lecasde BTP

Avant d’appliquer les transformations sur la classe BT P, nous montrerons l'intérét de notre
étude en suivant ’évolution des CSP transformés par filtrage. Pour ce faire, nous introduirons les
notions suivantes qui serviront a tester 'appartenance de certains benchmarks a BTP ou a ces
classes cachées.

Définition 5.6 (triangle cassé, variable cassée). Nous disons que nous disposons d’un triangle cassé sur
une paire de valeurs vy, v € D(xy) s’il existe deux valeurs v; € D(x;), v; € D(x;) de deux variables
distinctes z;,x; € X \ {xy} telles que

= (vi,v5) € R(cij),

(vi,v1,) € R(cik),
= (vj,v) € R(cj),
(vi,vy) & R(cir) et

/
= (vj,v;) & R(cjn).
La variable xy, sera dite variable cassée et le triangle cassé sera noté (vj,, v;, vj, v ).

Définition 5.7 (triplet cassé). Si pour un triplet de variables x;, x; et xy, il existe un triangle cassé sur
chaque variable, alors ce triplet est dit cassé.

L’exemple de la figure (a) présente le cas d’'un triangle cassé (v, v;, v;, v)) sur la variable
zk. L'exemple de la ﬁgure (b) présente le cas d’un triplet cassé. Pour la variable z;, le triangle
cassé est (v;, v, vy, v;). Pour la variable z;, le triangle cassé est (v;, v;, v}, v}). Pour la variable zy,
le triangle cassé est (v}, v;, v;, v}).
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FIGURE 5.1 — (a) un triangle cassé, (b) un triplet cassé.

5.2.2.1 Résultats théoriques

Nous commencons tout d’abord par rappeler les relations entre BTP et certaines autres classes
polynomiales en utilisant les notations que nous avons proposées dans la section précédente :
Théoreme 5.1 ([Cooper et al., 2010]). (i) RRM C BTP.

(ii) TREE C BTP.
(iii) DUAL-TREE C BTP.

Ensuite, nous nous intéresserons a la relation entre BT P et certaines de ses classes cachées et
nous concentrerons notre étude sur les transformations basées sur le filtrage.

Théoréme 5.2. (i) BTP C BTPAC C BTPPIC C BT pmazRFC C BT PSAC,

(ii) BTPmaa:RPC _,C_ BTPNIC.

(iii) BT PSAC¢ | BTPNIC,

Preuve : La propriété est notamment vraie pour AC. Donc on a BT P C BTPA¢ d’aprés le
corollaire Si nous considérons le benchmark L, 5 qui représente le probleme de nombres de

Langford|'| nous pouvons noter qu’elle n’est pas BTP mais arc-incohérente et donc elle appartient
a BT PAC. Donc, BT P C BTP4C.

SPC

.

maxRPC > PIC - AC

\

FIGURE 5.2 — Relation entre les cohérences utilisées comme transformation pour identifier les classes
cachées de BTP.

D’apres les propriétés et[5.7]et la relation entre les cohérences illustrées dans la figure[5.2]
nous avons BT PAC¢ C BTPFIC C BTpme=iPC C BT PSAC et BT PMerRPC C pTPNIC,

1. Le benchmark Ly, ,,, du probléeme de nombres de Langford (pour plus de détails, voir probleme 024 de CSPLib [csp|)) consiste a
arranger k ensembles de nombres {1, ..., m} telle que chaque occurrence du nombre 4 apparait 7 fois aprés 1’occurrence précédente.

102



CHAPITRE 5. BTP : UNE ETUDE PRATIQUE

Si on considére le probleme des 4 reines (appartenant a une famille de benchmarks dite
queens), ce benchmark appartient & BT PP¢ mais pas & BT PA¢. Donc BTPA¢ ¢ BTPFIC,
Pareillement si nous considérons le benchmark L3 4 (respectivement L3 5 et L 14) pour montrer
que BTPPIC ,C,_ BTPmazRPC (resp. BTPm.amRPC ,C,_ BTPSAC et BTPmamRPC g BTPNIC).

Lo 5 est dans BT PNTC mais pas dans BT PS4¢. Réciproquement, la figure 3(e) de [Debruyne
and Bessiére, 2001] présente un CSP appartenant a BTPS4C mais pas a BTPNC. Donc
BTP34¢ | BTPNIC, O

Nous notons, comme mentionné dans la preuve précédente, qu’il existe un lien entre BT P et
ses classes cachées grace a la relation qui existe entre les cohérences illustrée dans la figure

Comme rappelé dans la figure nous avons SAC < SPC. Malheureusement, ce résultat ne
peut pas étre exploité ici car BT P n’est pas close par rapport 4 SPC. En effet, 'application de
PC peut supprimer des tuples dans les relations, c’est-a-dire des paires de valeurs (v;, v;) € R(c;;)
qui n’ont pas de support dans la variable xj. Ce faisant, le CSP peut ne plus satisfaire la propriété
apres application d’un tel filtrage. Le théoréme suivant formalise cette assertion :

Théoreme 5.3. BT P n’est pas close par rapport a PC ni SPC.

Preuve : Nous pouvons prouver ce résultat en nous basant sur un contre-exemple de 4 variables,
x1, T2, T3 et z4. La variable x3 doit étre la derniére dans 'ordre pour que cet exemple satisfasse BTP
(au moins apres x; et x3). La figure montre des parties indépendantes de sa microstructure.
Premierement, dans la figure (a), nous avons deux triangles cassés sur x; et xo. Pour cela,
nous avons besoin de huit valeurs (huit sommets dans le graphe de microstructure) et six tuples
binaires (six arétes). Deuxiémement, dans la figure (b), nous avons quatre valeurs, et cing
tuples binaires (cing arétes). Les arétes en pointillés correspondent aux arétes nécessaires pour la
satisfaction de BTP. En considérant 'ordre x4 < z1 < 2o < x3 sur les variables, il est facile de voir
que ce CSP (partielle) satisfait BTP.

(a)

FIGURE 5.3 — (a) deux triangles cassés sur x1 et zs, (b) un motif BTP sur x3 grice aux deux arétes en
pointillés.

Par contre, un filtrage par PC va supprimer tous les tuples puisqu’aucun tuple ne possede un
support dans le domaine de x4, et de plus, BTP sera satisfaite apres filtrage. Donc, nous ajoutons
des valeurs et des tuples de facon a ce qu'aucune aréte de la microstructure ne soit supprimée
apres filtrage par PC a I'exception des arétes en pointillés. De cette facon, les deux triangles cassés
de la figure (a) ne seront pas supprimés et un nouveau triangle cassé sur x3 va apparaitre dans
la figure (b). Par conséquent, il n’y aura pas d’ordre sur les variables x, x5 et x3 permettant
la satisfaction de BTP. Donc, pour chaque aréte (sauf celles en pointillés), nous ajoutons deux
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valeurs, une dans chaque domaine de deux autres variables. Par exemple, pour 'aréte de x; a xs,
nous ajoutons une valeur dans le domaine de z3 et une valeur dans le domaine de x4.
Finalement, nous ajoutons 5 arétes afin de connecter ces quatre valeurs et dans le but d’avoir
une 4-clique (avec six arétes) puisqu’elles satisfont mutuellement PC. En procédant ainsi, nous
avons la garantie qu’aucune de ces six arétes ne sera supprimée par application du filtrage par PC.
Donc, pour les 9 arétes qui ne sont pas en pointillés, nous ajoutons 9 x 2 sommets et 9 x 5 arétes.
Globalement, nous avons une microstructure avec 12+ (9 x 2) = 30 sommets et 114 (9x5) = 56
arétes. Ce CSP satisfait BTP avant filtrage. En effet, il est suffisant de considérer l'ordre
x4 < 1 < me < w3 dans lequel aucun triangle cassé n’apparait. Par construction, un filtrage
par PC va supprimer seulement les deux arétes en pointillés. Donc, BTP ne sera plus satisfaite
puisque la suppression de ces arétes engendrera I'apparition d’un triangle cassé sur x5 par rapport
aux variables x; et x5 alors que les deux triangles cassés sur x; et x, sont préservés. D’ou,
BTP n’est pas close par rapport a PC. Comme le CSP, que nous avons construit, est aussi arc-
cohérent, il est donc fortement chemin-cohérente. Donc BT P n’est pas close par rapport a SPC. O

Comme BT P n’est pas close par rapport & PC, ni SPC, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 5.4. (i) BT P! | BTP®S)PC,
(ii) Pour tout filtrage ¢ € {AC, PIC, maxRPC,SAC, NIC}, BTP® 1 BTP®)PC,
(iii) BT PFC C BT PSPC,

Preuve : Le CSP construit dans la preuve précédente permet d’établir que BT P!¢ ¢ BT P(S)PC,
Elle permet également de montrer que, pour tout filtrage ¢ € {AC, PIC, maxRPC,SAC, NIC},
nous avons BTP® ¢ BTP(®)PC. Réciproquement, le benchmark L, 3 appartient 8 BT PFC
et BT PSPC grace a la suppression des arétes associées a certains tuples. Donc, elle n’appar-
tient pas & BTP'?, ni & BT P® pour tout filtrage ¢ € {AC, PIC,maxRPC,SAC,NIC}. Dot
nous avons BTP!® | BTPWOPC et BTP® 1 BTPSFC. Maintenant nous prouvons que
BT PPC C BTPSPC, Pour cela, nous considérons un CSP P appartenant BT PPC. Par définition,
PC(P) € BTP. 1l est bien connu que SPC(P) = AC(PC(P)) [Lecoutrel |2009]], et comme BT P
est close par rapport 8 AC, SPC(P) € BTP. Par conséquent BT P"¢ C BTP°F¢. O

DUAL-TREE

BTPAC —~ BTP ——> RRM

1 ~ - 1 -

BTPSPC ———— BTPFC TREE

FIGURE 5.4 — Relation entre classes cachées de BTP.

Ces résultats sont résumés dans la figure [5.4| ot un arc de C, a C; (resp. une ligne en pointillés
entre C; et Co) signifie que C; C Cs (resp. C; L Cs).

Enfin, nous considérons la résolution des CSP satisfaisant BT P par des algorithmes classiques
comme MAC ou RFL. Le théoréme 7.6 de [[Cooper et al., [2010] indique que MAC résout un CSP
satisfaisant BT P en temps polynomial. Ceci est valable aussi pour RFL, car on a besoin d’appliquer
seulement AC & chaque étape de la recherche. Ce résultat peut également étre étendu & BT PAC.
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Théoreme 5.5. MAC (resp. RFL) résout tout CSP appartenant & BT PAC en temps polynomial sans avoir
besoin d’appliquer AC avant la résolutionﬂ

Preuve : Nous considérons un CSP P appartenant & BT PA¢. Nous pouvons remarquer que l'af-
fectation d’'une valeur v a une variable x peut étre considérée comme l’élimination de toutes les
valeurs sauf v du domaine de x et qu'aprés suppression des valeurs de P et 'application de AC, le
CSP qui en résulte est nécessairement BTP.

Lors de la résolution du CSP P, MAC choisit une premiére variable =z, il lui affecte une valeur v
et ensuite il applique AC. A cette étape, si aucun domaine n’est vide, nous savons qu’une solution
existe avec l'affectation actuelle et MAC peut la trouver en temps polynomial comme décrit dans
la preuve du théoréme 7.6 de [Cooper et al., 2010]. Si un domaine devient vide, MAC considére
la décision négative = # v et applique de nouveau la cohérence d’arc. S’il n’y a pas de domaine
vide, MAC peut trouver la solution en temps polynomial comme auparavant. Sinon, il n’existe pas
de solution et la recherche s’arréte. Donc, MAC résout P en temps polynomial.

Nous raisonnons d’une facon similaire pour RFL, sauf qu’ici nous avons a considérer, dans le
pire des cas, toutes les valeurs de la premiére variable choisie. O

5.2.2.2 BTP dans les benchmarks

Maintenant, nous nous demandons si certains CSP, souvent exploités comme benchmarks pour
les comparaisons de solveurs, appartiennent a la classe BT P ou a une de ses classes cachées.
Dans cette direction, nous considérons 2681 benchmarks binaires de la compétition CSP 2008
et quelques méthodes de filtrages classiques, a savoir AC, PIC, mazRPC, SAC, NIC et SPC.
Pour chaque benchmark, on vérifie si le CSP d’origine et les CSP obtenus par application du filtrage
considéré appartiennent a BT P. Pour cela, il faut bien évidemment reconnaitre I’existence de CSP
satisfaisant BTP, mais plutdt que d’utiliser I'algorithme décrit dans [[Cooper et al., 2010]], nous
avons utilisé une approche plus simple a mettre en ceuvre et qui est fournie par I'algorithme

Algorithme 3 : Check BTP (P = (X, D, C)) : Booléen

PO «+ (X9,D9,C9)

XO {29 :Va; € X}

DO « {D(?): 29 € XP et D(29) = {1,2,...,n}}

test < vrai

pour i, j et k telles que i # ji # k, j # k et test = vrai faire
si il existe un triangle cassé sur xj, alors

O JO)

ajouter la contrainte ¢ < maz (2, 2§

—

si il existe deux contraintes ¥ < max(acjo, zQ) et xjo < maz(x

L test < faux

o

79

z) alors

NI - - L B 7 I )

10 sitest = faux alors
11 L retourner faux

12 sinon
13 | retourner Résoudre (P = (X, D, C))

Pour chaque triplet de variables, notre approche consiste a tester s’il s’agit d’un triplet cassé, si
c’est le cas l'algorithme s’arréte en nous indiquant que le CSP traité ne satisfait pas BTP. Dans le

2. Nous supposons que MAC n’applique pas AC en pré-traitement et qu’il I’applique seulement aprés chaque instanciation.
3. Voir http ://www.cril.univ-artois.ft/CPAIO8 pour plus de détails.
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cas contraire, nous nous intéressons a la détection d’'un seul triangle cassé pour chaque variable
d’un triplet. Au cours de la recherche, nous considérons un CSP ternaire (toutes les contraintes
sont d’arité trois) PY = (X9, D9, C?) qui aura une solution seulement il existe un ordre sur les
variables pour lequel P satisfait BTP.

Pour construire P, nous associons une variable a:? (€ X©) a chaque variable z; du CSP traité.
Le domaine de chaque variable x? contient des valeurs de 1 a n (le nombre de variables de CSP
P) qui indique la position de z; dans 'ordre. Une contrainte sera créée chaque fois qu'un triangle
cassé est détecté sur une variable (si dans un triplet de variable z;, x; et xj, un triangle cassé
est détecté sur x, on aura une contrainte de type zf, < max(x{,z$) qui se rajoute au probleme
PO). Cet algorithme teste tous les triplets. S’il détecte un triplet cassé, il s'arréte en signalant que
le CSP traité ne satisfait pas BTP. La fonction résoudre (P° = (X, D?,C?)) permet de résoudre
le probléme CSP ternaire P© = (X9, D9, C°). Si P? est satisfiable, alors il existe un ordre sur
les variables pour lequel P satisfait BTP. Sinon, P ne satisfait pas BTP (comme mentionné dans la
preuve du théoréeme 3.2 de [[Cooper et al.,|2010]).

Maintenant, nous présenterons quelques résultats dans des tableaux en utilisant, pour un CSP
donné, les notations qui sont définies ci-dessous :

— #BT : nombre de triangles cassés (Broken Triangle),

— #BTV : nombre de triplets cassés (Broken Triplet of Variables),

— #BV : nombre de variables cassées (Broken Variable),

Pour le calcul de ces paramétres, notre algorithme ne s’arréte pas au premier triplet cassé, il conti-
nue jusqua la fin du traitement de tous les triplets possibles.

Le tableau fournit les résultats sur quelques benchmarks qui appartiennent a BTP ou a une
de ses classes cachées. Nous avons sélectionné quelques benchmarks qui permettent d’illustrer tous
les cas possibles pour BTP. La colonne BTP indique si une instance satisfait (yes) ou non (no) BTP.
La colonne z/y indique pour la famille de benchmark correspondant, le nombre de benchmarks
satisfaisant BTP (valeur x) par rapport au nombre de benchmarks y de la famille.

Benchmark n e d #BT | #BTV | #BV | BTP | z/y
normalized-mps-diamond.xml 2 1 2 0 0 0 yes | 1/49
normalized-hanoi-5_ext 30 | 29 | 243 28 0 28 yes | 5/5
normalized-langford-2-4-ext 8 28 8 5700 56 8 no | 0/4
normalized-composed-25-1-25-0_ext | 33 | 247 | 10 | 171210 727 33 no | 0/10
normalized-domino-100-100 100 | 100 | 100 - 0 100 no | 0/23
normalized-geom-40-2-ext 40 | 78 2 530 55 39 no | 0722
normalized-driver-01c-sat_ext 71 1217 | 4 922 74 67 no | 0/7

TABLE 5.1 — Etude de BTP sur quelques benchmarks.

D’une fagon générale, nous pouvons constater que :
— certains benchmarks satisfont BTP :

e soit du fait de I'existence d’un ordre bien déterminé sur les variables (par exemple, pour
hanoi on a yes dans la colonne BTP et une valeur différente de 0 dans la colonne #BT)

e soit par rapport a tous les ordres sur les variables et donc de I'absence de triangle cassé
(pour diamond on a yes dans la colonne BTP et 0 dans la colonne #BT).

— certaines autres ne satisfont pas BTP car :

e aucun ordre n’existe du fait de la présence d’un triplet cassé (nous pouvons considérer
I'exemple de langford qui a no dans la colonne BTP et une valeur différente de 0 dans
la colonne #BTV)

e il est impossible de trouver un ordre malgré I'absence de triplet cassé (no dans la colonne
BTP et O dans la colonne #BTV, domino est un exemple).
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Pour information, le temps de résolution de ces benchmarks par MAC (pas de leur reconnaissance)
est inférieur & 0,01 secondes.
La ﬁgureprésente un CSP & trois variables qui ne satisfait pas BTP, mais il satisfait BT PAC.
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FIGURE 5.5 — Un CSP appartenant 3 BT PAC.

Sur cette figure, nous remarquons que les arétes en pointillés contribuent a former trois tri-
angles cassés (donc non BTP). Ces arétes disparaitront apres application de la cohérence d’arc.
Ceci peut se manifester dans certains benchmarks comme le montre la table[5.2|pour laquelle nous
avons aussi considéré des benchmarks satisfaisant BTP, pour juger du nombre de triangles cassés

supprimés par AC.

Benchmark n | e #BT apres AC | #BTV apres AC | BTP aprés AC | Nombre
normalized-mps-diamond.xml 211 2 0 0 yes 1/49
normalized-hanoi-5_ext 30 | 29 | 243 0 0 yes 55
normalized-langford-2-4-ext 8 | 28| 8 588 34 no 074
normalized-composed-25-1-25-O_ext | 33 | 247 | 10 169192 121 no 10/10
normalized-domino-100-100 100 | 100 | 100 0 0 yes 15123
normalized-geom-40-2-ext 40 [ 78 | 2 530 55 no 0/22
normalized-driverlogw-Olc-satext | 71 | 217 | 4 155 69 no 077

TABLE 5.2 — Etude de BTP sur quelques benchmarks aprés application de AC.

A partir de la table nous pouvons établir quatre constats prévisibles. En effet, le filtrage par
AC a permis :
— de supprimer certains triangles cassés (voire tous) d’'un benchmark qui ne satisfait pas BTP
initialement mais le devient aprés AC,
— de supprimer des triangles cassés d'un benchmark qui n’est BTP ni avant, ni aprés filtrage
AC.
— de supprimer tous les triangles cassés d’'un benchmark qui satisfait BTP initialement par
rapport a un ordre bien déterminé sur les variables.
On constate enfin qu'il existe des benchmarks qui ne satisfont pas BTP apres AC et pour lesquelles le
nombre de triangles cassés est resté le méme. Cela conduit tout naturellement a 'emploi de niveaux
de filtrage plus puissants qui sont capables de supprimer d’autres triangles cassés. La cohérence
de chemin, par exemple, permet de supprimer des triangles cassés qui ne peuvent jamais étre
supprimés par la cohérence d’arc, ceci se manifeste dans la figure|5.6
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FIGURE 5.6 — Un CSP appartenant 3 BT PFC.

Les arétes en pointillés seront supprimées apres application de PC. L’application de 'arc cohé-
rence ne touchera a aucune aréte de cette micro-structure.

Comme pour AC, PC ne permet pas de supprimer tous les triangles cassés. Nous allons mainte-
nant illustrer un exemple (figure globalement cohérent alors qu’il n’est pas BTP et il n’appar-
tiendra a aucune de ses classes cachées méme en utilisant un filtrage par cohérence plus puissant
que la cohérence de chemin forte comme moyen de transformations.
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FIGURE 5.7 — Un CSP non-BTP méme apres SPC.

La table[5.4]indique le nombre de benchmarks qui appartiennent a8 BT P ou & une de ses classes
cachées considérées et le nombre de benchmarks qui sont cohérents par rapport au filtrage cor-
respondant. On peut noter que, sans aucune transformation, seuls 12 benchmarks sont BT P. En
revanche, grace a I'exploitation des classes cachées, nous pouvons constater que plusieurs bench-
marks appartiennent a une classe traitable. Par exemple, 550 benchmarks (parmi lesquels 47 sont
SAC-cohérents) appartiennent a la classe BT PS4C. Bien sfir, nous pouvons observer que la classe
cachée la plus grande correspond a une classe transformée par le filtrage ayant la puissance la plus
élevée. Ainsi, le plus grand nombre de benchmarks appartenant a une classe cachée est évidem-
ment atteint par NIC et SPC.

La table illustre les noms de certains benchmarks qui appartiennent a BT P ou a une de ses
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classes cachées. Tout d’abord, nous pouvons constater la diversité de ces benchmarks (benchmarks
académiques, aléatoires ou benchmarks du monde réel). Ensuite, les résultats présentés mettent
également en évidence le fait que BT P est une classe traitable hybride. En effet, certains bench-
marks appartiennent & BT P grace a leur structure particuliere (leur graphe de contrainte est acy-
clique) comme hanoi-3 ou graphl12-w0 tandis que certaines autres comme pigeons—20-ord
sont BT P en raison de leurs relations particuliéres.

Finalement, du point de vue résolution, 'appartenance a la classe BTP ou a une de ses classes
cachées peut expliquer 'efficacité de la plupart des solveurs sur ces benchmarks. En effet, dans [Co-
oper et al.L [2010] (théoreme 7.6), il a été démontré que MAC peut résoudre tout CSP satisfaisant
BTP en temps polynomial sans aucun traitement supplémentaire. Ce résultat peut étre facilement
étendu a RFL et plus généralement a tout algorithme qui maintient a chaque nceud un niveau de
cohérence (basée uniquement sur la suppression des valeurs) au moins aussi puissant que la cohé-
rence d’arc. Comme la plupart des solveurs de I’état de I'art exploitent un tel niveau de cohérence,
ils sont capables de résoudre des CSP satisfaisant BTP en temps polynomial. Il en est de méme
pour les CSP appartenant a une classe cachée de BT P dés que le solveur applique la cohérence
appropriée avant la résolution, sauf pour la classe BT PA¢ pour laquelle aucun pré-traitement n’est
nécessaire comme indiqué dans le théoréme Par exemple, MAC et RFL résolvent le benchmark
large—-80-sat sans aucun retour arriére indépendamment de 'ordre sur les variables.

TABLE 5.3 — Quelques benchmarks appartenant a BT'P ou a une de ses classes cachées.

Benchmarks BTP | BTPA° | BrpP!¢ | prpme=RPC | pppSAC | prpNI® | prpSPC
bqwh-15-106-43_ext no no no no no no yes
domino-100-100 no yes yes yes yes yes yes
ehi-90-315-96_ext no no yes yes yes yes yes
ehi-90-315-97_ext no no no yes yes yes yes
fapp17-0300-10 no yes yes yes yes yes yes
graph12-w0 yes yes yes yes yes yes yes
hanoi-3_ext yes yes yes yes yes yes yes
langford-4-8 no no no no no yes yes
large-80-sat_ext no yes yes yes yes yes yes
os-taillard-4-95-0 no no no no yes yes yes
pigeons-20-ord yes yes yes yes yes yes yes
queens-4 no no yes yes yes yes yes
rand-23-23-253-131-48021 _ext no no no no no yes no
rand-2-40-180-84-900-93 _ext no no no no yes no yes
will199GPIA-6 no no no no no yes no

TABLE 5.4 — Nombre de benchmarks appartenant 8 BT' P ou a une de ses classes cachées et le nombre de
benchmarks cohérents par rapport au filtrage considéré.

BTP | BTPAY | BTPF’¢ | prpmerRPC | prpSAC | prpNI¢ | BrpSPC
#Finst. 12 191 400 493 550 900 504
# cons. - 46 7 47 47 83 71

5.3 BTP pour la fusion des valeurs

Dans cette section, nous rappellerons certaines méthodes de fusion de valeurs introduites pré-
cédemment dans la littérature. Ensuite, nous proposerons une nouvelle approche pour la fusion
des valeurs basée sur BTP. Nous finirons par illustrer une étude expérimentale pour mettre en
valeur notre approche.
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5.3.1 Interchangeabilité et substitutuabilité

Ici, nous rappelons quelques méthodes qui consistent a réduire la taille des domaines par la sup-
pression des valeurs. Ces méthodes ont été définies par Freuder dans [[Freuder,|[1991] et elles sont
appelées interchangeabilité et substitutuabilité. Nous commencons par rappeler leurs définitions.

Définition 5.8 (Interchangeable (FI)). Une valeur v; € D(x;) est complétement interchangeable avec v
€ D(x;), si et seulement si :

— toute solution contenant v; reste solution en substituant v; par vg, et

— toute solution contenant v} reste solution en substituant v} par v;.

L’interchangeabilité est une propriété tellement forte qu’elle existe trés rarement en pratique.
Donc, une définition moins restrictive, appelée substitution, a été proposée.

Définition 5.9 (Substitution (Sub)). Etant données deux valeurs v; et vl € D(x;), v; est substituable par
vl, si et seulement si, substituer v; dans toute solution impliquant v} donne une autre solution.

Définition 5.10 (substituabilité de voisinage (NSub)). Etant données deux valeurs v; et v; € D(x;), v} est
substituable de voisinage par v;, si et seulement si, pour toute contrainte c;;, {v; € D(z;) | (v],v;) €
R(cij)} € {vj € D(x;) | (vi,v5) € Rlcij)}

Dans [Karakashian et al., |2010]], Karakashian et al. ont établi les liens entre quelques formes
d’interchangeabilités et de substitutuabilités et ont aussi corrigé quelques relations de [Freuder,
1991]]. Les résultats qui nous intéressent sont donnés dans le théoréeme (la relation « propriété1l
— propriété2 » est utilisée pour exprimer que la propriété1l implique propriété2).

Théoreme 5.6. FI — Sub.
NSub — Sub.
NSub et FI sont incomparables.

5.3.2 Fusion de valeurs pour CSP binaires basée sur BTP

Dans cette section, nous considérons une méthode, basée sur BTP, pour réduire la taille des
domaines tout en préservant la satisfiabilité. Au lieu d’éliminer des valeurs par les opérations
classiques de réduction comme la cohérence d’arc ou la substitution de voisinage, nous allons
fusionner deux valeurs satisfaisant une condition bien particuliére. En fait, nous montrons que
I'absence de triangles cassés sur deux valeurs d’une variable x;, dans un CSP binaire, permet de
fusionner ces deux valeurs dans le domaine de xy, tout en préservant la satisfiabilité.

Cette regle généralise la notion de l'interchangeabilité virtuelle [Likitvivatanavong and Yap),
2013]] ainsi que la substitution de voisinage [Freuder, |1991]]. Dans [[Cohen et al.,|2013]], Cohen et
al ont prouvé que, pour une variable donnée z;, d'un CSP binaire P arc-cohérent, si aucun triangle
cassé (illustré dans la figure ne se produit sur deux valeurs v}, v} € D(z;) et par rapport a
deux affectations de deux autres valeurs des variables x; et z; (avec i # j # k), la variable x; peut
étre éliminée de P sans changer la satisfiabilité de P.

En d’autres termes, si z; (une variable de P) n’est pas une variable cassé quelque soit le triplet
de variables considéré, alors x;, peut étre éliminée du CSP de départ et le CSP obtenu par cette
transformation respectera la satisfiabilité de P.

Ici, nous montrerons que méme lorsque cette regle d’élimination de variable ne peut étre appli-
quée a cause de l'existence d’au moins un triangle cassé sur xy, il se peut qu’il existe deux valeurs
vy, vy € D(xy), sur lesquelles aucun triangle ne s’est produit. Si c’est le cas, nous pouvons effectuer
une opération de réduction de domaine qui consiste a fusionner les valeurs v, et vy/.
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Définition 5.11. Fusionner les valeurs v, v;, € D(xy) d’un CSP binaire consiste a remplacer v}, v;' dans
D(xy) par une nouvelle valeur vy, qui sera compatible avec toutes les valeurs qui sont compatibles avec
au moins une des deux valeurs v, ou v}. Une condition de fusion de valeurs v;, et v)| d’un CSP binaire P
est une propriété T (xy,, v}, vy, ) calculable en temps polynomial de facon que lorsque cette propriété existe,
alors le CSP obtenue apreés fusion de valeurs v}, et v, est satisfiable, si et seulement si, le CSP de départ
est satisfiable aussi.

Nous définissons maintenant formellement la condition de fusion de valeurs sur la base de BTP.

Définition 5.12. La paire de valeurs v}, v} € D(xy,) est sans-TC (ou BT-free) s’il n’existe pas de triangle
cassé sur vy, vy..

Proposition 5.8. Pour un CSP binaire, étre sans-TC (BT-free) est une condition de fusion de valeurs. En
outre, étant donnée une solution de CSP obtenu apres une fusion de valeurs, nous pouvons trouver une
solution au CSP de départ en temps linéaire.

Preuve : FEtant donné un CSP P et P’ le nouveau CSP obtenu apres fusion des deux valeurs v},
et v} en v,. Clairement, si P est satisfiable alors P’ est aussi satisfiable. Il suffit de montrer que
si P’ a une solution s qui affecte vy a xzy, alors P a une solution. Soient s’ et s’ des affectations
identiques a s sauf que s’ affecte v}, a z;, et s” affecte v} & x). Supposons que s’ et s’ ne sont pas
des solutions de P. Alors, il existe deux variables z;, z; € X \ {z} telles que (s[{z;}],v},) ¢ R(cix)
et (s[{z;}],v}) ¢ R(c;i). s est une solution de P, donc on a (s[x;],v;) € R(c;). Par définition de
la fusion, il faut que
- (slxi],v,) € R(ci) ou
(sleil,of)) € Rlea)

et

~ (sl).v}) € Rlejs) ou

= (slz;], v5) € Rlcj).
Comme on a

= (slzi],vy,) & R(cir) et

- (3[{xj}]v ’U]Z) ¢ R(cjk):
alors nous devons forcément avoir

= s[{zs}],vf) € R(cix) et

~ (sl{a;}.v}) € Rlcp).
Finalement, (s'[{z;}], s”[{z;}]) € R(c;;) car s est une solution de P’. Par conséquent, les valeurs
s'{z;}], s"[{x;}],v) et v} forment un triangle cassé (v,s'[{z;}],s”[{x;}],v}), ce qui est contradic-
toire avec 'hypothese de départ. Donc, 'absence d’un triangle cassé sur les valeurs vj, et v; permet
de les fusionner en une seule valeur tout en préservant la satisfiabilité du CSP.

Reconstruire une solution de P d’une solution s de P’ exige tout simplement la vérification
que s’ ou s” est une solution de P. O

Nous pouvons constater que la regle de fusion par BTP donnée par la proposition gé-
néralise la substitution de voisinage [Freuder, |1991] si v} est le voisin substituable par v}, alors
'absence de triangle cassé sur v}, v; et la fusion de v;, et v}/ produit un CSP qui est identique (a
'exception de I'appellation de la valeur vj, par v;) au CSP obtenu en éliminant tout simplement
vy de D(xy). La fusion par BTP généralise également la regle de fusion proposée par Likitvivata-
navong et Yap [Likitvivatanavong and Yap, 2013]]. L’'idée de base derriére leur régle est que si les
deux valeurs vy, et v}/ sont compatibles avec toutes les mémes valeurs de toutes les autres variables,
sauf en ce qui concerne au plus une autre variable, alors nous pouvons fusionner v;, et v}/. Ceci est
clairement pris en compte par la régle de fusion par BTP vu que vj, et v} ont été choisies d’une
facon qui garantit 'absence des triangles cassés sur ces deux valeurs.
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D’apres la proposition I'opération de fusion par BTP préserve non seulement la satisfiabi-
lité, mais nous pouvons également reconstruire une solution en temps polynomial du CSP d’origine
P a partir d’une solution du CSP P™ auquel nous avons appliqué une séquence d’opérations de fu-
sion jusqu’a la convergence vers un point fixe. Il est connu que pour la substituabilité de voisinage,
toutes les solutions du CSP d’origine peuvent étre générées en O(N (de +n?)), ou N est le nombre
de solutions du CSP original [[Cooper, [1997]]. Nous montrons maintenant qu'un résultat similaire
est également valable pour le cas plus général défini par la fusion par BTP.

Proposition 5.9. Soit P un CSP binaire et supposons qu’on dispose de ’ensemble des solutions du CSP
P™ obtenu apres application d’une séquence d’opérations de fusion par BTP. Toutes les N solutions de P
peuvent étre alors déterminées en O(Nn?d).

Preuve : Soit P’ un CSP obtenu apres avoir effectué une seule opération de fusion par BTP sur les
valeurs vy, vy € D(zj) de P. Comme nous avons vu dans la preuve de la proposition compte
tenu de 'ensemble des solutions sol(P’) de P’, nous pouvons générer 'ensemble des solutions
de P en testant pour chaque s € Sol(P’) si s’ ou s” (ou les deux) sont des solutions de P. Cela
nécessite une complexité temporelle O (n) par solution, car il y a au plus n — 1 contraintes a tester
impliquant la variable zj, et au moins I'une des solution s’ ou s” est une solution de P.

Le nombre total d’opérations de fusion par BTP effectuées pour transformer P en P™ est au
plus n(d—1). Par conséquent, le temps total pour générer toutes les N solutions de P de 'ensemble
des solutions de P™ est O(Nn2d). O

(o \
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FIGURE 5.8 — (a) un motif avec un triangle cassé sur les valeurs v;, v} de la variable ;. (b) apres fusion
par BTP des valeurs v}/ et v), de D(xy) en vy, le triangle cassé a disparu.

La version allégée de la substitution de voisinage a la propriété que deux différentes séquences
convergentes d’éliminations par substitution de voisinage produisent nécessairement des CSP iso-
morphes P/, Pi* [[Cooper, [1997]. Or, ceci n’est pas le cas pour la fusion par BTP. Tout d’abord,
et peut-étre d'une maniere surprenante, la fusion par BTP peut avoir comme effet secondaire 1'éli-
mination de certains triangles cassés. Ceci est illustré par un motif a 3 variables représenté dans la
figure L’exemple de la figure (a) contient un triangle cassé (vj, v;, vy, v;) sur les valeurs v;,
v’ de la variable x;, mais apres fusion par BTP des valeurs v, vj| € D(x) dans une nouvelle valeur
vy, comme dans la figure [5.8|(b), ce triangle cassé a disparu. Deuxiémement, la fusion par BTP de
deux valeurs de D(zy) peut créer un triangle cassé sur une variable z; # z;, comme illustré par la
figure Le CSP de la figure (a) ne contient pas de triangle cassé, mais apres la fusion par
BTP de v;,v; € D(z;) dans une nouvelle valeur ¢, un triangle cassé (v, v}/, vy, v;) a été créé sur les
valeurs v;, v, de D(z;).
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La figure[5.5]illustre le cas d’'un CSP qui ne satisfait pas BTP initialement & cause de la présence
d’un triangle cassé sur chaque variable de triplet. Apres fusion par BTP, ce CSP satisfera BTP.

FIGURE 5.9 — (a) un motif sans triangle cassé. (b) apres fusion par BTP des valeurs v; de v de D(z;), un
triangle cassé est apparu sur les valeurs v;, v, € D(z;).

5.3.3 Résultats expérimentaux

811. Pour les autres benchmarks, il faudra plus de temps pour que la fusion par BTP se termine.

Pour tester I'utilité de la fusion par BTP, nous avons effectué de nombreux tests expérimentaux
sur des benchmarks de la compétition internationale CSP 2008. Pour chaque benchmark (sauf les
benchmarks contenant des contraintes globales car notre librairie ne les prend pas en compte),
nous avons lancé la fusion par BTP jusqu'a la convergence vers un point fixe avec un délai de
traitement d’'une heure. Au total, nous avons obtenu les résultats pour 2 547 benchmarks sur 3

| Famille | #-benchmarks | #-valeurs | #-valeurs supprimées | %age supprimées |
BH-4-13 6 7334 3201 44%
BH-4-4 10 674 322 48%
BH-4-7 20 2102 883 42%
ehi-85 98 2079 891 43%
¢hi-90 100 2205 945 43%
graph-coloring/school 8 4 473 104 2%
graph-coloring/sgb/book 26 1 887 534 28%
jobShop 45 6 033 388 6%
marc 1 6 400 6 240 98%
os-taillard-4 30 2932 1820 62%
os-taillard-5 28 6383 2713 43%
rlifapGraphsMod 5 14 189 5035 35%
rlfapScens 5 12727 821 6%
rlfapScensMod 9 9398 1927 21%
autres 1919 1396 28 0,02%

TABLE 5.5 — Résultats expérimentaux sur les benchmarks.
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Tous les benchmarks de la famille hanoi satisfont la propriété BTP (voir table et la fu-
sion par BTP réduit tous les domaines de ses variables & une seule valeur. Aprés avoir établie la
cohérence d’arc, 46 benchmarks deviendront BTP (elles appartiennent & BT P4), nous pouvons,
entre-autres, citer tous les benchmarkss de la famille domino. Nous n’avons pas compté les bench-
marks pour lesquels la cohérence d’arc détecte une incohérence par la production d'un CSP trivial
avec des domaines de variables qui sont vides (et qui satisfait trivialement BTP). Pour tous les
benchmarks de la famille pigeons avec un suffixe —ord, la fusion par BTP réduit de nouveau
tous les domaines a une seule valeur. C’est parce que la fusion par BTP peut éliminer les triangles
cassés, comme nous I'avons signalé a la section |5.3.2} et ceci peut donc rendre un CSP BTP méme
s’il ne I'était pas au départ. Le méme phénomene s’est produit pour un benchmark de 680 variables
de la famille r1 fapGraphsMod ainsi que le benchmark a 3 variables ogdPuzzle.

La table donne un récapitulatif des résultats expérimentaux. Nous n’incluons pas les cas
mentionnés ci-dessus qui sont entiérement résolus par la fusion par BTP. Nous donnons plus de
détails sur les benchmarks ot la fusion par BTP a été le plus efficace. Tous les autres benchmarks
sont regroupés dans la derniére ligne de la table. La table indique :

— le nom de la famille de benchmarks,

— le nombre de benchmarks de cette famille qui ont été testés,

— la moyenne de nombre total de valeurs de cette famille de benchmarks,

— la moyenne de nombre de valeurs supprimées de cette famille de benchmarks (c’est-a-dire le

nombre d’opérations de fusion par BTP effectuées),

— le pourcentage de la moyenne de valeurs supprimées.

Nous pouvons voir que pour certains types de probleme (marc, os-taillard-4, la fu-
sion par BTP est trés efficace et le pourcentage de valeurs supprimées dépasse le 50 %, alors
que pour d’autres (regroupés dans la derniére ligne de cette table) la fusion par BTP a sup-
primé un nombre tres limité de valeurs. Nous signalons aussi que certains benchmarks comme
domino/normalized-domino—-100-100 satisfont BTP apres application de fusion par BTP
alors qu’il ne I’était pas au début. Tous les benchmarks qui sont devenus BTP aprés fusion par
BTP appartiennent aussi & BT P4¢. D’un point de vue théorique, appliquer la cohérence d’arc ou
la fusion par BTP peut donner deux résultats différents. Par exemple, les sommets du motif de la
figure[2.18|(a) seront supprimés apres application de AC alors que la fusion par BTP ne supprimera
aucun sommet.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié expérimentalement la propriété BTP de deux facon diffé-
rentes et nous avons obtenu chaque fois des résultats intéressants. Dans la premiere partie, nous
avons étudié la notion de classe polynomiale cachée en relation avec les méthodes utilisées dans les
solveurs CSP de I’état de l'art. Si le concept de structure cachée a déja été évoqué dans [Williams
et al., [2003]] avec les notions de Backbones et backdoors, ici nous le traitons différemment tout
en introduisant un cadre qui semble plus général. Dans cette direction, nous avons mis en place
un cadre formel pour la définition de la notion de classe cachée découverte par des transformations
de CSP. Ce cadre permet de couvrir le concept de structure cachée proposée dans [[Williams et al.,
2003 mais il contribue également a développer d’autres approches. En particulier, nous avons
étudié la notion de classes traitables détectables apreés filtrage : le filtrage est considéré ici comme
un cas particulier de transformations. Plus précisément, nous avons illustré notre approche avec
la classe BT P [ICooper et al.,|2010] . D’'un point de vue pratique, nous avons montré que certains
benchmarks classiquement utilisés par la communauté, appartiennent a BT P apres I'application
de filtrages classiques (comme AC, SAC, PIC, etc). Du point de vue résolution, des algorithmes
tels que MAC ou RFL fonctionnent en effectuant une séquence de transformations de CSP (affecta-
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tions des valeurs aux variables, filtrage par cohérence d’arc...). Ainsi, il est possible que I'efficacité
de ces solveurs soit due au fait que le CSP obtenu, apres avoir traité certains nceuds de 'arbre de
recherche, appartient a une des classes cachées.

Gréace a cette analyse, il serait également possible de mettre en évidence de nouvelles classes
traitables basées sur 'analyse des CSP facilement résolues par des algorithmes standards, comme le
cas des CSP qui semblent ne pas appartenir explicitement aux classes polynomiales connues. Enfin,
la notion de transformations de CSP a été présentée ici d'une manieére restrictive, car elle est essen-
tiellement définie par des simplifications de CSP. Il serait intéressant de 1’étendre, par exemple en
considérant les transformations qui ajoutent des variables ou des valeurs, ou celles qui utilisent la
relaxation de contraintes. Il est important donc d’étendre cette étude sur des classes polynomiales
autres que BTP et d’utiliser d’autres moyen de transformations de complexité polynomiale. Grace
a une telle analyse, nous pourrions peut-étre définir des nouvelles classes polynomiales qui pour-
raient étre détectables en utilisant ces nouvelles transformations. Par exemple, ce que nous avons
présenté dans la deuxieme section, a savoir la fusion par BTP, peut étre considéré comme une
nouvelle forme de transformation de CSP basée sur la fusion de valeurs. En effet, la fusion par BTP
décrit une nouvelle opération de réduction de domaines pour les CSP binaires qui est strictement
plus forte que la substitution de voisinage. Des tests expérimentaux ont montré que, pour plusieurs
benchmarks I'application de la fusion par BTP jusqu’a la convergence vers le point fixe peut réduire
d’une facon significative le nombre total de valeurs.

Pour le moment, nous ne disposons pas d’un résultat théorique sur l'effet de I'ordre des va-
riables sur le résultat final obtenu aprés application de la fusion par BTP. Donc, il serait intéressant
d’envisager cette piste de recherche et d’étendre ces résultats aux CSP d’arité quelconque.
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Chapitre 6

DBTP : une extension de BTP aux CSP
d’arité quelconque

6.1 Introduction

Dans I’état de I'art, nous avons rappelé que la classe BT P est hybride, c’est-a-dire qu’elle capte
des classes structurelles (comme les CSP binaires de la classe TREE) et des classes relationnelles
(comme les CSP binaires de la classe RRM). Dans le cas binaire, nous avons montré que BTP four-
nit de résultats intéressants en théorie [[Cooper et al.,[2010] et en pratique (chapitre [5). Malheu-
reusement, la définition de BTP couvre seulement les CSP binaires malgré une premiére extension
aux CSP n-aires (lemme 4.6 de[Cooper et al., 2010]) qui n’a pas été développée en théorie, ni en
pratique.

Dans ce chapitre, nous étudions I'extension de la classe polynomiale BT P en utilisant la DR-
microstructure et nous notons DBTP la nouvelle propriété. Nous montrons que DBTP dispose des
propriétés et des résultats proches de ceux de BTP. En effet, nous verrons également que 'ensemble
des CSP satisfaisant DBTP définissent une nouvelle classe polynomiale qui couvre simultanément
des classes structurelles comme les CSP -acycliques ainsi que des classes définies par des restric-
tions de langages. Nous montrerons également que D BT P est incomparable avec plusieurs autres
classes bien connues de la littérature (par exemple ZOA, row-convex ou max-closed. En plus de ces
résultats théoriques, nous prouverons que DBTP constitue une propriété close pour les filtrages
classiques comme notamment la cohérence d’arc. Il semblerait ainsi que DBTP recéle un intérét
pratique puisque les CSP satisfaisant DBTP peuvent étre résolues en temps polynomial par I'usage
d’algorithmes comme MAC et RFL notamment. Une partie de ce travail présentée dans ce chapitre
a été publiée dans [El Mouelhi et al.,|2013al] et une version complete a été acceptée a [El Mouelhi
et al.,|2015]].

6.2 BTP et la DR-microstructure

Dans cette section, nous étudions I'extension de la propriété BTP au cas non-binaire et nous
montrons qu’en nous focalisant sur la DR-microstructure nous obtenons des résultats similaires a
ceux de BTP. Néanmoins, nous verrons que cette extension (qui sera notée DBTP pour Dual Broken
Triangle Property) ne constitue pas pour autant une généralisation de BTP aux contraintes d’arité
quelconque puisque pour le cas particulier des CSP binaires, BT P et DBT P sont formellement
différentes (voir théoréme |6.14)).
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Dans un premier temps, nous présentons la propriété DBTP d’un point de vue relationnel :

Définition 6.1 (Dual Broken-Triangle Property). Un CSP P = (X, D, C) vérifie la Dual Broken Triangle
Property (DBTP) par rapport a un ordre < sur les contraintes si pour tout triplet de contraintes (c;, ¢;, i)
tel que ¢; < cj < cy, pour tout t; € R(c;), t; € R(cj) et ty,t). € R(cy) tels que

= ti[S(ci) N S(cj)] = t;[S(ei) N S(ey)]

— t;[S(c;) N S(cek)] = tr[S(c;) N S(ek)]

= 13[S(cj) N S(er)] = t;[S(c;) N S(ex)]
alors

— soit t;.[S(c;) N S(ex)] = t:[S(e;i) N S(ek)]

— soit t;[S(c;) N S(ex)] = tx[S(c;) NS (ex)]

Nous notons DBT P I’ensemble de ces CSP.

Nous pouvons remarquer que la relation entre deux tuples dans la définition de DBTP est ins-
pirée de la DR-microstructure. En fait, quand l'intersection entre deux portées de deux contraintes
différentes est vide, nous considérons que chaque tuple de la relation associée a la premiére
contrainte est compatible avec tout tuple de la relation associée a la deuxieme contrainte. Au-
trement dit, il s’agit d’'une extension de BTP en se basant sur la DR-microstructure vu qu’elle peut
s’exprimer via 'expression d’une propriété relative a la compatibilité entre triplets de tuples figu-
rant dans des triplets de relations de compatibilité.

Cette propriété peut également étre considérée comme I'expression de BTP appliquée sur la
représentation duale d'un CSP. C’est d’ailleurs en termes d’expression duale que DBTP a d’abord
été exprimée dans [Cooper et al., |2010] puisque dans cet article, les auteurs ont évoqué le fait
qu'un CSP dual, et donc binaire, pouvait vérifier BTP.

C2 C2

(a) (b)

FIGURE 6.1 — Illustration de la propriété DBTP sur trois contraintes c1, co et c3.

La figure [6.1] présente la DR-microstructure du CSP P concernant trois contraintes. Dans la
figure [6.1(a), nous pouvons observer la présence d’un triangle cassé sur cs si nous considérons
lordre ¢; < ¢o < c3 et ainsi, P ne vérifie pas DBTP par rapport a cet ordre. Au contraire, dans la
figure b), si soit ¢; et t4, soit ¢, et t3 (arétes en pointillées) sont compatibles, alors P vérifie
DBTP relativement a 'ordre <.

6.2.1 Propriétés

Comme BTP, DBTP s’appuie sur le concept de Triangle Cassé et constitue cependant une classe
polynomiale trés différente. Il est bien connu que tout CSP P posséde une solution ssi P? (le CSP
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dual de P) posséde une solution. Le théoréme suivant met en évidence les liens entre DBTP et BTP
sur le CSP dual :

Théoréme 6.1. Un CSP P = (X, D, C) vérifie DBTP par rapport & un ordre < sur les contraintes ssi le
dual de P vérifie BTP par rapport a l’ordre <.

Preuve : P vérifie DBTP par rapport a l'ordre <

< pour tout triplet de contraintes (c;, ¢j, cx) tel que ¢; < ¢; < ¢, pour tout ¢t; € R(c¢;), t; €
R(c;) et ty, t;, € R(cy) tels que

= 1S(es) N S(e)] = 1S (e) 0 S(e),

- ti[S(Ci) N S(Ck)] = tk[S(Cz) n S(Ck)] et

= 1,[S(cj) N S(er)] = t5[5(c;) N S(er)]

alors

— soit t}.[S(ci) N S(ex)] = t:[S(ei) N S(ex)],

- soit t;[S(c;) N S(cr)] = te[S(cj) N S(ex)]

& pour tout triplet de variables (z¢,z¢,2{) tel que z{ < =
t; € D(z9) et ty, t) € D(zf) tels que

- (ti,t;) € R(c}y),

— (ti,tr) € R(c%,) et

= (t;,1;) € R(c§y)
alors

d

4 < xf, pour tout t; € D(xf),

soit (t;,t,) € R(c%.),
soit (;,tr) € R(c%,)
& P? vérifie BTP par rapport a I'ordre <. O

Nous pouvons aussi noter que DBTP est trés différente de BTP. En particulier, un CSP binaire
peut vérifier DBTP sans satisfaire BTP. Par exemple, le CSP binaire décrit dans la figure |6.2] est
DBTP par rapport a 'ordre ¢;; < c;i < c;; mais elle n’est pas BTP. Il n’est pas surprenant que DBTP
n’'implique pas BTP car, méme si le CSP original et son expression duale représentent le méme
probléme, leurs structures et microstructures sont trés différentes. Les liens entre DBTP et BTP
seront étudiés de facon plus détaillée dans la partie [6.3|qui leur est dédiée.

Cik Xj
be a b
N
bd df C e
ac N ce d f
Cij Cik X Xk
(a) (b)

FIGURE 6.2 — Un CSP vérifiant DBTP (a) mais pas BTP (b).

Nous montrons maintenant que la classe des CSP vérifiant DBTP constitue une classe polyno-
miale (sous I’hypothése que les contraintes du CSP soient exprimées en extension). Pour cela, et du
fait du théoreme|6.1] les preuves s’appuient sur les mémes schémas que ceux utilisés dans [[Cooper
et al., [2010].

Lemme 6.1. Tout CSP P = (X, D, C) qui vérifie DBTP par rapport a un ordre < sur les contraintes peut
étre résolu en O(e?.a.r?).

119



CHAPITRE 6. DBTP : UNE EXTENSION DE BTP AUX CSP D’ARITE QUELCONQUE

Preuve : La premiere étape consiste a construire le dual de P, ce qui peut étre réalisé en O(e?.a.r2).
Ensuite, comme le dual de P est BTP, nous savons qu’il peut étre résolu en O(e2.7?) [Cooper et al.,
2010]. Ainsi, la complexité globale est en O(e?.a.72). O

Le lemme [6.2] exprime le fait qu'un ordre < sur les contraintes et associé & DBTP peut étre
calculé (le cas échéant) en temps polynomial. En effet, il suffit d’appliquer la méme approche
proposée dans [[Cooper et al.,|2010] pour le calcul d'un ordre sur les variables pour BTP.

Lemme 6.2. Etant donné un CSP P = (X, D, C), déterminer s’il existe un ordre < sur les contraintes tel
que P est DBTP par rapport a < (et le trouver le cas échéant) peut étre réalisé en temps polynomial.

Preuve : Un algorithme possible consiste a calculer d’abord le dual de P, puis a déterminer si un
ordre < tel que le dual de P est BTP existe comme proposé dans [[Cooper et al., 2010]]. Chaque
étape est polynomiale (voir la preuve précédente et [[Cooper et al., [2010]]). Par conséquent, la
complexité globale est polynomiale. O

Du fait de ces deux lemmes, nous pouvons déduire le théoréme suivant :

Théoreme 6.2. DBT P est une classe polynomiale.

6.2.2 Conservation par filtrage et ses conséquences sur la résolution

Nous savons que la propriété BTP est close pour tout filtrage qui supprime des valeurs de
domaines. Ici, nous étudions ce qu’il en est de la propriété DBTP dans le cas de I'application d’'un
algorithme de filtrage sur un CSP satisfaisant DBTP.

Proposition 6.1. DBTP est close pour tout filtrage qui se limite a supprimer des valeurs dans les domaines
ou des tuples dans les relations.

Preuve : Considérons un CSP P vérifiant DBTP par rapport a un ordre donné sur les contraintes. La
suppression d'une valeur du domaine d’une variable = de P conduit a une suppression de tuples
pour les contraintes dont la portée contient x. En d’autres termes, cela revient a supprimer des
valeurs dans les domaines des variables du dual de P. Par conséquent, dans les deux cas, les
suppressions de valeurs ou de tuples dans le CSP d’origine conduisent a supprimer les valeurs des
variables duales. Comme BTP est close pour les cohérences filtrant les domaines, le dual de P,
aprés ces suppressions, vérifie encore BTP. Par conséquent, P demeure DBTP. O

Grace a cette propriété, nous pouvons déduire, comme pour BTP, que DBTP C DBTPAC et
DBTP C DBTPPWC, Cette propriété est donc valable pour tout filtrage de domaine (par exemple
pour la cohérence d’arc généralisée ou la cohérence inverse de chemin), qu’il soit appliqué sur le
CSP original ou son CSP dual. C’est également le cas pour l'inter-cohérence dont I'application est
équivalente a celle de I'application de la cohérence d’arc sur le CSP dual [Beeri et al.,1983]. Par
contre, la propriété n’est pas valable pour la cohérence de chemin car elle rajoute des relations et
évidemment des relations a le CSP d’origine.

Comme MAC [|Sabin and Freuder, [1994]] maintient la cohérence d’arc a chaque étape de la
recherche, nous pouvons définir MPWC comme l'algorithme correspondant au maintien de l'inter-
cohérence (Maintaining PairWise Consistency).

Théoreme 6.3. Si P = (X, D, C) vérifie DBTP, alors MPWC résout P en temps polynomial pour tout
ordre.

Preuve : Comme l'inter-cohérence sur P est équivalente a la cohérence d’arc sur le dual de P
[Janssen et al., |1989]], 'application de MPWC sur P est équivalente a celle de MAC sur le dual
de P. De plus, comme P est DBTP, P? est BTP et ainsi, selon le théoréme 7.6 de [Cooper et al.,
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2010]], MPWC résout P en temps polynomial. O

Finalement, nous pouvons dériver un résultat similaire sur MAC quand 'application de la cohé-
rence d’arc implique I'inter-cohérence. Ici, nous considérons seulement le cas ol I'inter-cohérence
est une conséquence logique de 'application de la cohérence d’arc. En d’autres termes, nous ob-
tenons l'inter-cohérence par application de la consistance d’arc et non par application explicite de
l'inter-cohérence.

Lemme 6.3. Etant donné un CSP P = (X, D, C). Si le probleme P’ obtenu a partir de P par suppression
de valeurs par application de AC n’implique pas de domaines vides et si ’application de AC implique
Uinter-cohérence, alors le dual de P’ est arc-cohérent.

Preuve : considérons P’ le probléme obtenu a partir de P par suppression de valeurs par applica-
tion de AC sans impliquer de domaines vides. Puisque P’ est AC et 'application de AC engendre
l'inter-cohérence, P’ est alors inter-cohérent. Comme l'inter-cohérence d'un CSP est équivalente a
la cohérence d’arc sur son dual [Janssen et al., [ 1989], alors le dual de P’ est arc-cohérent. O

Avant d’énoncer certains autres résultats sur la résolution par MAC des CSP satisfaisant DBTP,
nous rappelons la relation entre la cohérence d’arc et I'inter-cohérence.

Lemme 6.4 (Propriété 8.1 page 146 dans [Jégou, [1991])). Soit P = (X, D,C) un CSP tel que Vc¢;,c; €
C,|S(ci) NS(cy)| < 1. Sile CSP P vérifie la cohérence d’arc, alors il vérifie I'inter-cohérence.

Lemme 6.5. Soit P = (X,D,C) un CSP vérifiant la cohérence d’arc et tel que Vc;,c; € C,|S(c;) N
S(cj)| < 1. Sile CSP P’ obtenu a partir de P en supprimant certaines valeurs et en appliquant AC ne
possede pas de domaine vide, alors son dual vérifie la cohérence d’arc.

Preuve : Considérons P’ obtenu a partir de P en supprimant certaines valeurs et en appliquant
AC, tel qu’il ne possede pas de domaine vide. Puisque P’ vérifie la cohérence d’arc, d’apres le
lemme il vérifie aussi I'inter-cohérence. Ainsi, comme I'inter-cohérence sur P est équivalente a
la cohérence d’arc sur le dual de P [Janssen et al.,|1989]], le dual de P’ vérifie la cohérence d’arc. O

Théoreme 6.4. Si P = (X, D, C) satisfait DBTP et si a chaque étape de la recherche I’application de la
cohérence d’arc implique ’inter-cohérence, alors MAC peut résoudre P en temps polynomial.

Preuve : Si l'application de la cohérence d’arc n’engendre ni un domaine ni une relation vide,
alors le probleme résultant est inter-cohérent et possede au moins une solution. D’apres le
lemme le probleme obtenu apres suppression de valeurs en appliquant AC reste toujours
inter-cohérent. Par conséquent, quand on applique MAC au probléme de départ, nous maintenons
aussi I'inter-cohérence. En plus, comme l'inter-cohérence est équivalente a la cohérence d’arc sur
le probléme dual [Janssen et al., [1989], le théoréme 7.6 de [Cooper et al., 2010]] implique que
MAC résoudra P en temps polynomial vu que le dual satisfait BTP. O

Ce résultat est en particulier vérifié pour MAC quand tout couple de contraintes partage au plus
une variable.

Théoreme 6.5. Si P = (X, D, C) est tel que ¥c;,c; € C,|S(c;) NS(c;)| < 1, et qu’il vérifie la cohérence
d’arc ainsi que DBTP, alors MAC peut résoudre P en temps polynomial.

Preuve : Si apres l'obtention de la cohérence d’arc, aucun domaine, ni relation n’est vide, alors
P vérifie l'inter-cohérence et possede une solution. D’apres le lemme le probleme obtenu
aprés la suppression de valeurs et le filtrage par cohérence d’arc demeure inter-cohérent. Par
conséquent, lors de l'application de MAC sur le probleme initial, nous maintenons également
I'inter-cohérence. De plus, comme l'inter-cohérence est équivalente a la cohérence d’arc sur le
probléme dual [Janssen et al., 1989], le théoreme 7.6 de [[Cooper et al. |2010] fait que MAC
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résout P en temps polynomial puisque le dual est BTP. O

Ce théoréme est bien entendu vérifié pour tout CSP binaire puisque I'intersection des portées
des contraintes est au plus de de taille 1.

Les résultats présentés dans cette section sur MAC sont aussi vrais pour RFL puisqu’il maintient
aussi la cohérence d’arc a chaque nceud de 'arbre de recherche.

6.3 Relations entre DBTP et BTP

La classe DBTP differe nécessairement de la classe BT P puisque DBT P peut contenir des
CSP non-binaires alors que BT P n’a été définie qu’au niveau binaire. Ceci conduit a ne se poser
la question de leur comparaison que dans ce cadre. Comme le montre la figure [6.2], un CSP peut
vérifier DBTP mais pas BTP. Inversement, un CSP peut vérifier BTP sans qu’elle ne vérifie DBTP. Ce
cas est illustré dans la figure (ot les triangles cassés coloriés prouvent que DBTP n’est pas véri-
fiée). Ces résultats étaient prévisibles, puisque, méme si le CSP d’origine et son dual représentent
le méme probleme, leur structure et leur microstructure sont en fait différentes. Ainsi, a partir des
exemples des figures[6.2] et [6.3] nous obtenons :

Xi

a b ¢
2 AN

(b)

FIGURE 6.3 — Un CSP vérifiant BTP (a) mais pas DBTP (b).

Théoréme 6.6. Soit P = (X, D, C) un CSP binaire.
— P vérifie DBTP # P vérifie BTP,
— P vérifie BTP # P vérifie DBTP.

Les résultats précédents reposent sur la présence de triangles cassés dans la microstructure
du CSP ou de son CSP dual. Dans chaque cas, ces triangles cassés concernent des valeurs qui
pourraient étre supprimées par un certain filtrage comme la cohérence d’arc notamment. Ainsi,
comme DBTP et BTP sont closes par rapport aux filtrages de domaines, nous focalisons notre étude
sur les CSP binaires qui satisfont la cohérence d’arc ainsi que 'inter-cohérence (du fait du lemme
[6.5). Sous ces hypotheses, nous déduisons le lemme suivant :

Lemme 6.6. Etant donné un CSP binaire P = (X, D, C) vérifiant la cohérence d’arc, si pour un triplet
(@i, x5, k) de variables, nous disposons d’un triangle cassé, alors il existe deux triangles cassés pour le
triplet (¢;;, cik, c;i) dans le CSP dual.

Preuve : Soient z;, z;, ), € X telles que :
= (vi,v5) € R(cij),
- ('U“vk;) € R(cik)J
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= (vj,v3) € R(¢jn),

= (vi,v,,) € R(ci) et

= (vj,vr) & R(cjn)-
Comme P est inter-cohérent (d’apres lemme [6.5), il existe des valeurs v; € D(x;) et v; € D(z;)
telles que v; # v;, v; # v}, (vj,v},) € R(cir) et (v, vr) € R(cjg)-

ty
t1 5
Pl
Cij Cik
E s 5 ]
Cik

FIGURE 6.4 — Exemple explicatif de la preuve du lemme

Si on pose
- tl == (Uivvj >

- t2 = ('Ui,vk;),
-ty = (v, vp.),
— 13 = (’Uj,’l}é) et
— th = (U;-,Uk).

Ainsi, nous pouvons voir qu’il existe deux triangles cassés (¢4, t3,t1,t2) et (t5,ta,t1,t3) respec-

tivement sur c;;, et ¢ji. O

Par conséquent, quand un triangle cassé pour un triplet (z;, x;, z)) impose la condition z; <
max(x;, x;) sur I'ordre < des variables (car si la variable z;, était la derniére dans 'ordre, le CSP ne
satisferait pas BTP par définition), cela revient a imposer les deux conditions c¢j; < maz(c;j, cix)
et ¢;i; < max(cij, cji) pour le triplet (c;5, ¢ix, ¢ji) sur I'ordre < des contraintes. Il s’ensuit que tout
CSP binaire arc-cohérent et inter-cohérent qui satisfait BTP et dispose de deux triangles cassés pour
deux variables différentes d'une méme triplet de variables ne peut satisfaire DBTP puisque nous
obtiendrions tous les triangles cassés possibles pour le triplet correspondant de contraintes.

Inversement, considérons un CSP binaire avec neuf variables {z,, 3, ..., z;}. Nous définissons
cet exemple en reproduisant plusieurs fois un méme motif qui est tel que chaque valeur apparais-
sant dans une occurrence de ce motif n’apparait dans aucune autre occurrence.

Ce motif consiste en un triangle cassé sur une variable z pour un triplet (z,y, z) (c’est-a-dire
qui impose la condition z < maz(x,y) sur <) et chaque valeur des variables x, y et z est liée a une
valeur donnée d’une variable qui n’est pas impliquée dans ce triplet. Nous reproduisons ce schéma
9 fois de telle sorte que les conditions suivantes soient imposées :

- Zq < max(Tp, Te),

- xp < max(ze,xp),

- e < Max(xe, xg),

- g < max(Tq, Ty),

- T < max(Tq, ),
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- x5 < maz(zq,x.),

- 24 < max(Th, T;),

- xp < maz(xp,xq) et

- x; < maz(xe, xyf).

La figure (b) décrit ce motif pour le triplet (z,, zp, x.), un triangle cassé sur z, (correspon-
dant a la condition z, < max(zp,x.)) et une variable indépendante z. tandis que la figure
(a) décrit la partie correspondante dans le CSP dual. En faisant cela, la microstructure de notre
CSP binaire et celle de son CSP dual ont 9 composantes connexes. On peut noter que ce CSP n’est
pas BTP parce que les 9 conditions rendent impossible la construction d’un ordre approprié sur les
variables. En revanche, il est DBTP (par rapport a l'ordre co, < Coe < Caa < Cof < Coh < Cei < Caf <
Cdh = Cef = Cei = Cgh = Cgi = Caf < Cpc =< Cbd < Cce = Ccg = Cde = Cdg =< Cfi =< Chj = Cqe < Cqg <
Che = Chg = Cod = Cof = Cdi = Cfh = Cai = Chi = Ceg = Ceh = Cfg = Cah = Cep), €t il vérifie la
cohérence d’arc et I'inter-cohérence. Nous avons utilisé a; et as comme valeurs du domaine de la
variable x, et pareillement pour by, bs, c1, ¢, €tc.

€261 a;¢

blel c)
by al
€1
C1
as
by
(@) b)

FIGURE 6.5 — Morceau d’un CSP non BTP mais vérifiant DBTP, la cohérence d’arc et I’inter-cohérence.

Une partie du théoreme suivant se déduit immédiatement de ce qui précede :
Théoréme 6.7. BT PAC N DBTPAC # () et BTPA® 1| DBTPAC.

Preuve : Pour montrer que l'intersection entre les deux classes est non vide, il suffit de considérer
un CSP P monovalent et cohérent a trois variables et trois contraintes. P satisfait BTP, DBTP et
évidemment BT PA¢ et DBT PAC. Pour montrer que les deux classes sont différentes, I'exemple
de la figure |6.5| appartient & DBT PAC mais pas & BT PAC. Si nous considérons I'exemple de la
figure il appartient & BT PA¢ mais pas & DBTPAC. O

Nous pouvons notamment démontrer qu'un CSP binaire chemin-cohérent et DBTP est BTP :

Théoreme 6.8. Si un CSP binaire P vérifie DBTP par rapport i un ordre < sur les contraintes et s’il vérifie
la cohérence de chemin, alors P vérifie BTP quelque soit I’ordre sur les variables.

Preuve : Nous supposons que P ne vérifie pas BTP. Alors, tout ordre sur les variables ne permet
pas d’avoir cette propriété. Nous en choisissons un quelconque (sans aucune précision) et nous
montrerons que ce cas la ne pourra exister. Pour un ordre < sur les variables, il existe un triplet
x; < xj <z tel que Jv; € D(x;),v; € D(xj) et vg, vy, € D(zy),

- (Ui,’Uj) € R(Cij) (on note ¢t; = (Ui, ’Uj)),

— (vi,vk) € R(ci;) (on note to = (vy,vg)),
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- (vj,v},) € R(cji) (on note t3 = (vj,v}.)),
= (vj,vk) & R(cjn) et
= (vi,vy,) & Rlcir).
Comme P vérifie la cohérence de chemin, Jv; € D(z;),v; € D(x;) et vy € D(wy) tel que
- (vf’vg) € R(c;j) (on note t] = (v, v})),
v}, vj) € R(c;;) (onnote t = (v}, v;)),

- (

- (vj,v},) € R(ci) (on note th, = (v}, v})),

- (v;,v}) € R(cix,) (on note ¢ = (v;,v})),

- (v}, vk) € R(c;i) (onnote th = (v}, vy)) et
)

- (vj,v}) € R(cji) (onnote t5 = (vj,vy)).

Par conséquent, il est facile de voir qu’il n’y a aucun ordre sur les contraintes (a cause de la
présence d'un triangle cassé sur chaque contrainte (Z,1,t3,t5) sur c;, (t1,t5,t5,t7) sur ¢;; et
(t3,t1,t2,t3) sur ¢;;) pour que P satisfasse DBTP, et donc chaque fois qu’on choisit un ordre il est
impossible d’avoir DBTP ce qui nous a conduit a déduire que P ne satisfait pas DBTP. Ainsi, nous
obtenons une contradiction et P satisfait BTP. O

Nous étudions maintenant le cas des CSP acycliques pour lesquels [[Cooper et al., 2010] a déja
prouvé que ces CSP binaires vérifient BTP. Nous allons montrer que cela est également vrai pour
DBTP. Soit TREE 'ensemble des CSP binaires dont le graphe de contraintes est acyclique.

Théoreme 6.9. TREE C DBTP.

Preuve : Soit DUAL-TREFE l'ensemble des CSP binaires dont chaque élément est le dual d’'un
CSP de TREE. Comme cela a été montré dans [[Cooper et al.l [2010], DUAL-TREE ¢ BTP. Par
conséquent, TREE C DBTP. O

Ce résultat peut étre étendu aux CSP d’arité quelconque. Pour cela, nous devons considérer la
notion de cyclicité dans les hypergraphes, pour lesquels différents degrés ont été définis [Fagin,
1983)]. Ici, nous nous intéressons en particulier a I'a-acyclicité et a la S-acyclicité. Nous allons
montrer que les CSP f-acycliques vérifient DBTP, alors que ce n’est pas le cas pour les CSP a-
acycliques.

Il a récemment été montré dans [Duris| [2012]] que les hypergraphes $-acycliques peuvent étre
définis en appliquant les deux regles suivantes, qui doivent mener a ’hypergraphe vide :

(1) Siune hyperaréte est vide, elle est retirée de E.

(2) Si un sommet est un de type «nest » (i.e. 'ensemble des hyperarétes le contenant est une
chaine pour la relation d’inclusion), alors il est retiré de H (i.e. il est retiré de V ainsi que des
hyperarétes qui le contiennent).

Théoreme 6.10 ([Duris, [2012]). Un hypergraphe H est B3-acyclique ssi, apres I’application successive des
regles (1) et (2) jusqu’a ce qu’aucune ne puisse l’étre, nous obtenons I’hypergraphe vide.

En utilisant ces définitions, nous pouvons maintenant établir le théoréme suivant :

Théoreme 6.11. Etant donné un CSP (X, D,C), il existe un ordre sur les contraintes <, tel que
Ve, ¢y, ¢ € C tel que ¢; < ¢j < cg, nous avons S(c;) N S(cx) C S(cj) N S(ek) ou S(c;) N S(ex) C
S(c;) N S(c) ssi (X, D, C) posséde un hypergraphe de contraintes B-acyclique.

Preuve : (=) Par contraposition. Nous montrons que si I'hypergraphe de contraintes (X, C) est
B-cyclique, alors, il ne peut exister d’ordre sur les contraintes.

Considérons un hypergraphe de contraintes (X, C') qui est 8-cyclique. Il possede donc un cycle
de Graham, que l'on notera par la séquence d’hyperarétes (cy, ..., ¢, Cm+1). Considérons un ordre
quelconque sur les contraintes <. Nécessairement, parmi les contraintes de ce cycle, il existe une
contrainte maximum c¢;, par rapport a 'ordre <. Considérons ses deux voisines dans le cycle, notées
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¢; et ¢; (avec ¢;,¢; < c¢). Par définition des cycles de Graham, nous savons que S(c;) N S(ck)
et S(¢j) N S(cx) sont incomparables. Aussi, nous n’avons ni S(c¢;) N S(cx) € S(¢;) N S(ex) ni
S(ej) N S(ex) € S(e;) NS(ek), et donc aucun ordre correct sur les contraintes < ne peut exister.

(<) Nous utilisons ici le théoréme Etant donné un CSP $-acyclique (X, D, C) d’hyper-
graphe H qui admet un ordre < correct sur les contraintes, nous allons montrer que :

(1) Une hyperaréte S(c;) est vide ssi H sans S(c;) admet un ordre et est $-acyclique.

(2) Un sommet = de H est un point de type "nest" tel que H admet un ordre ssi H sans = admet
un ordre et est 3-acyclique.

On voit immédiatement que la propriété est vérifiée par I'application de la régle (1). Consi-
dérons donc la régle (2). Supposons que pour un hypergraphe H nous disposons d'un ordre
<. Aussi, Ve;,¢j,c, € C tel que ¢; < ¢; < ¢, nous avons S(c;) N S(cx) € S(c¢j) N S(cx) ou
S(cj) N S(cx) € S(c;) NS(ck). Nous avons 5 cas a considérer :

1. o & S(c;) US(c;) US(ck) : apres la suppression de «, ni S(¢;) N S(cx), ni S(c¢;) N S(cx) n'ont
changé. La propriété est donc vérifiée.

2. & € S(¢;) N S(cj) N S(cx) - apres la suppression de x, ce sommet disparait de chaque inter-
section S(c;) N .S(ck) et S(c;) N S(ck), et ainsi, la propriété est vérifiée.

3. x n'appartient qu’a un seul des ensembles S(c;) ou S(c;) ou S(cx) : donc « n’appartient a
aucune intersection, et donc la propriété est vérifiée apres la suppression.

4. z € S(c;) N S(cj) et x & S(c) : donc x n’appartient ni a S(¢;) N S(cx), ni a S(c;) NS(cx), et
donc la propriété est vérifiée apres la suppression.

5.2 € S(¢;) N S(ex) et o € S(c;) (ou symétriquement = € S(c¢;) N S(cx) et o &€ S(¢;)) =
donc, avant la suppression, nous avions nécessairement S(c;) N S(ck) € S(c;) N S(cx) et
S(ej)NS(ck) € S(ei) NS(ex). Ainsi, apres la suppression de z, nous avons au moins S(c;) N
S(cr) € S(c;) N S(ck)-

Donc, nous avons montré que si nous pouvons réduire tout hypergraphe, ce qui ne contredit
pas la propriété sur 'ordre, et donc, nécessairement, ’hypergraphe d’origine est §-acyclique et
admet un ordre approprié sur les contraintes. O

Nous pouvons noter que ce théoréme explique pourquoi la condition énoncée dans le lemme
4.6 de [|Cooper et al., 2010] (lemme dans ce manuscrit) est vérifiée indépendamment de la
portée des contraintes.

Lemme 6.7. Soit P un CSP (d’arité quelconque) ayant un ensemble des contraintes {c1, ..., c. }. Le dual de
P satisfait BTP par rapport a un ordre < sur les contraintes, si et seulement si, Vc;, c; et c, aveci < j < k,
ona:

(S(ei) N S(er) € Sley) N S(en) v (S(ey) N S(er) € Slei) N Sen)

Ce lemme et le théoreme précédent nous permettent d’obtenir le théoreme [6.12] ol (-
ACYCLIC est 'ensemble des CSP pour lesquels I'(hyper)graphe de contraintes est 5-acyclique.

Théoreme 6.12. TREE C -ACYCLIC C DBTP.

Toutefois, 'équivalence proposée dans le lemme 4.6 [[Cooper et al., 2010] est seulement vérifiée
dans le sens inverse (ce qui ne compromet pas la preuve du théoréme [6.12). Pour s’en rendre
compte, il suffit de considérer un CSP binaire avec 3 variables monovalentes (une seule valeur par
domaine) mutuellement connectées (chaque contrainte admet 'unique tuple possible). Son dual
satisfait BTP bien que le graphe de contraintes ne soit pas -acyclique. Cet exemple de CSP peut
bien entendu étre généralisé a des tailles de domaines et a un nombre de variables quelconques en
reproduisant un motif identique.
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albldl b1C2f1 as b3 d3 a3C4 €3 b5 Cs f5 a6b5 d6

ajbicy azbscs asbscs

aijcie) b2C1f2 b3 C3 f3 a4C3 d4 a5C5¢€5 a5b6 d5
(b)

FIGURE 6.6 — Un CSP a-acyclique (a) qui ne vérifie pas DBTP (b).

Nous montrons maintenant que si a-ACY CLIC est 'ensemble des CSP dont I'(hyper)graphe
de contraintes est a-acyclique, alors les ensembles a-ACY CLIC et DBT P sont incomparables.

Considérons un CSP possédant six variables z,,...xzs et quatre contraintes dont les portées
sont respectivement {z,, y, Tc}, {Ta; T, Ta}, {Ta,Tc, Te} €t {zp, 2,z }. La figure présente
son hypergraphe de contraintes (a) et la microstructure de son dual (b). Nous pouvons constater
que ce CSP est a-acyclique mais qu’elle ne vérifie pas DBTP puisqu’aucun ordre approprié sur les
contraintes ne peut exister. De plus, il est bien connu que 8-ACYCLIC ¢ a-ACYCLIC [Beeri
et al., |1983]]. Donc, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréeme 6.13. a-ACYCLICNDBTP # () et a-ACYCLIC L DBTP.
Dans cette partie, nous avons donc globalement établi le résultat suivant :
Théoréme 6.14. BI'P N DBTP # () et BTP 1 DBTP.

Pour le cas non-binaire, la figure montre les différentes relations qui existent entre DBTP,
BTP et certaines de leurs classes cachées.

DBTPPWC TRIANGULAR  a-ACYCLIC
DBTPAC DBTP 3-ACYCLIC

FIGURE 6.7 — Relation entre DBTP et ses classes cachées dans le cas non-binaire.

Pour le cas binaire, la figure montre également les différentes relations qui existent entre
DBTP, BTP et certaines de leurs classes cachées.

DBTPFWC TRIANGULAR  o-ACYCLIC
DBTPAC DBTP B-ACYCLIC TREE
BT PAC BTP - DBTPFC

FIGURE 6.8 — Relation entre DBTP, BTP et leurs classes cachées dans le cas binaire.
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Dans la partie suivante, nous étudierons le lien entre DBTP et quelques autres classes polyno-
miales.

6.4 DBTP vs quelques classes polynomiales

Dans cette section, nous comparerons DBTP a certaines classes polynomiales connues intro-
duites pour les CSP binaires et n-aires.

6.4.1 Cas des CSP binaires

Comme DBTP et BT P sont deux classes différentes, nous nous concentrons d’abord sur cer-
taines classes polynomiales incluses dans BT P. Ces classes s’appuient sur des restrictions de lan-
gages de contraintes.

Le théoréme suivant montre que les classes polynomiales RC' (row-convex), ZOA (0-1-tous) et
RRM (renamable right monotone) partagent des CSP avec DBTP mais sont cependant différentes.

Théoréme 6.15. DBTPNRC # 0 et DBTP L RC.
DBTPNZOA#0et DBTP L ZOA.
DBTPNRRM # et DBTP 1 RRM.

Preuve : Sil'on considére le CSP binaire de la figure [6.9|(a), il est 0-1-tous, convexe par rangée, et
renommable monotone a droite par rapport aux ordres lexicographiques sur les valeurs et les va-
riables. Cependant, comme le montre la figure[6.9/(b), ce CSP n’est pas DBTP & cause des triangles
cassés suivants :

- ((a1,b2), (b2, c2), (a2, c2), (az,b1)) sur cqp,

- ((a1,c2), (a1,b2), (b2, c1), (az, c1)) sur cq. et

- (b1, c2), (a2,b1), (a2, c2), (az, c1)) sur cye.

Inversement, tout CSP non-binaire DBTP ne peut appartenir a RC, ZOA ou RRM.

Afin de prouver que DBTP intersecte RC, ZOA et RRM, il suffit de considérer un CSP
binaire monovalent a trois variables et trois contraintes qui est cohérent. En effet, ce type de CSP
satisfait a la fois DBT P, RC, ZOA et RRM car ces classes polynomiales (sauf DBTP) couvrent
seulement les CSP binaires. O

ajb,  ab;  azb,

aj ap
b;c,y a6
by €1 byc a6
N . b2C2 %N .
(a) (b)

FIGURE 6.9 — Un CSP appartenant &8 RC, ZO A et RRM (a) mais qui ne vérifie pas DBTP (b).

Certaines classes traitables sont relatives a la microstructure, c’est le cas de CM (chordal mi-
crostructure), CCM (complement chordal microstructure) et PM (perfect microstructure). Nous
montrerons que ces classes sont différentes de DBTP.
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Théoréme 6.16. CM N DBTP # Y et CM L DBTP.

Preuve : Tout CSP binaire cohérent et monovalent a une microstructure triangulée et est DBTP.
Donc, l'intersection entre les deux classes n’est pas vide. Si on considere le CSP décrit par la figure
[6.9](a), il a une microstructure triangulée mais il n’est pas DBTP. Réciproquement, tout CSP DBTP
non-binaire n’appartient pas a CM. O

Théoréme 6.17. CCM N DBTP # (et CCM 1. DBTP.

Preuve : Tout CSP binaire cohérent et monovalent a un complément de microstructure triangulé
et est DBTP. Donc, l'intersection entre les deux classes n’est pas vide. Si on considere le CSP
décrit par la figure[6.9((a), il a un complément de microstructure triangulé mais il n’est pas DBTP.
Réciproquement, tout CSP satisfaisant DBTP non-binaire n’appartient pas a CCM. O

Les graphes triangulés sont aussi parfaits, donc nous pouvons dériver un résultat similaire pour
la classe des CSP ayant une microstructure parfaite [Salamon and Jeavons, |2008]].

Théoréme 6.18. PM N DBTP # () et PM 1 DBTP.
La classe suivante repose sur le nombre de cliques maximales figurant dans la microstructure :
Théoréme 6.19. CL N DBTP # (et CL L DBTP.

Preuve : Tout CSP binaire monovalent et cohérent posséde une seule clique maximale et il est DBTP.
Donc, l'intersection n’est pas vide.

Considérons maintenant 'exemple de la figure [6.3|(b), ce CSP n’est pas DBTP (présence d’'un
triangle cassé sur chaque contrainte) mais il a un nombre polynomial de cliques maximales dans
sa microstructure (3 cliques maximales de taille 3). Inversement, tout CSP non-binaire satisfaisant
DBTP ne peut appartenira CL. O

En ce qui concerne les classes basées sur des structures restreintes, nous avons prouvé dans le
théoréeme que TREE < DBTP.

6.4.2 CSP d’arité quelconque

Nous considérons d’abord certaines classes polynomiales connues basées sur des restrictions de
langages de contraintes comme la classe M C' (max-closed) et TFUN (incrementally functional).

Théoreme 6.20. MC N DBTP # Y et MC L DBTP.

Preuve : La preuve de MC N DBTP # () et de MC ¢ DBTP est similaire a celle du théoreme
En ce qui concerne DBTP ¢ MC, tout CSP ayant deux variables et une contrainte binaire
est DBTP mais pas nécessairement max-closed (voir figure [2.16]). O

Théoréme 6.21. ITFUNNDBTP #(Qet IFUN 1. DBTP.

Preuve : Afin de prouver que lintersection n’est pas vide, nous considérons un CSP avec
quatre variables monovalentes zi,...,x4 et trois contraintes ternaires ci, co et c3 telles que
S(er) = Az, 22,23}, R(e1) = {(vi,v2,v3)}, S(c2) = {w1, 22,24}, Rlc2) = {(v1,v2,04)},
S(cs) = {xa, 3, x4} et R(c3) = {(v2,v3,v4)}. Ce CSP est incrémentalement fonctionnel (en utilisant
la numérotation des variables comme ordre) et DBTP. Le CSP présenté dans la figure |6.10| est
incrémentalement fonctionnel mais pas DBTP. Inversement, tout CSP satisfaisant DBTP ayant
plusieurs solutions ne peut pas étre incrémentalement fonctionnel. O

Nous comparons maintenant DBTP avec la classe polynomiale des CSP ayant un nombre poly-
nomial de cliques maximales dans la DR-microstructure (DCL).
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FIGURE 6.10 — Un CSP incrémentalement fonctionnel (a) mais qui ne vérifie pas DBTP (b).

Théoréme 6.22. DCLNDBTP # () et DCL 1. DBTP.

Preuve : Considérons le premier CSP défini dans la preuve du théoréme La microstructure
de son CSP dual posséde une seule clique maximale et le CSP est DBTP. Ainsi, 'intersection n’est
pas vide. En ce qui concerne I'exemple représenté dans la figure [6.10] elle possede un nombre
polynomial de cliques maximales dans la microstructure de son CSP dual mais n’est pas DBTP.
Inversement, un CSP binaire dont le graphe de contraintes est une étoile et pour lequel chaque
domaine dispose de plusieurs valeurs est DBTP mais posséde un nombre de cliques maximales
dans sa microstructure duale non borné polynomialement. O

Maintenant, nous introduisons une nouvelle classe polynomiale basée sur une restriction du
langage de contraintes.

Définition 6.2 (Triangulaire). Un P = (X, D, C) est dit triangulaire par rapport & un ordre sur les
contraintes < ssiVc;, ¢, ck, ¢; < ¢j < ¢k, Yt € R(¢;),tj € R(cj),ty € R(cg), si
= 1i[S(ei) N S(e;)] = 15[S(ci) N S(cj)] er
— t;[S(c;) N S(ex)] = tr[S(e;) N S(er)).
alors, t;[S(c;) N S(ck)] = tk[S(c;) N S(ek)].
Nous notons T' R ’ensemble de ces CSP.

Théoreme 6.23. Si un CSP P est triangulaire par rapport a un ordre <, alors P vérifie DBTP par rapport
a <.

Preuve : Supposons que P soit triangulaire mais pas DBTP. Alors, il existe trois contraintes c;,
cjeteg, ¢ < ¢ < ¢k, b € R(Ci), t; € R(Cj) et Ifk,t;C € R(Ck) telles que ti[S(Ci) N S(Cj)] =
£[S(ei) N S(ep)ls tlS(e) N S(ew)] = talS(er) N S(ew)ly GIS(e;) N S(er)] = 1,1S(e) N S(ew)),
t.[S(c;) N S(ex)] # ti[S(e;) N S(ex)] et t;[S(¢;) N S(ew)] # tk[S(cj) N S(cx)]. Comme P est
triangulaire par rapport a l'ordre <, nous devons avoir ¢,[S(c;) N S(ck)] = t;[S(c;) N S(ex)] et
t;[S(c;) N S(er)] = t[S(cj) N S(ck)], ce qui n’est pas possible puisque P ne vérifie pas DBTP. O

Théoreme 6.24. TR C DBTP.

Preuve : Le théoréme [6.23| montre que TR < DBTP. Le CSP présenté dans la figure vérifie
DBTP (il existe deux ordre pour que ce CSP satisfasse DBTP cup < Cpe < Cac € Che < Cap < Cqc)
mais n’est pas triangulaire. O

En ce qui concerne les classes basées sur des restrictions de structures, nous avons prouvé
dans les théoremes et que B-ACYCLIC C DBTP, a-ACYCLIC N DBTP # 0 et
a-ACYCLIC 1. DBTP.
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aib bjc;
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FIGURE 6.11 — Un CSP vérifiant DBTP mais qui n’est pas triangulaire.

Une autre classe polynomiale importante basée sur une restriction de structure porte sur la
largeur d’arbre.

Théoreme 6.25. BT'W, C DBTP.
Pourk > 1, BTW,, N DBTP # 0 et BTW), | DBTP.

Preuve : 11 est bien connu que BT'W; est 'ensemble de CSP binaires ayant une structure arbores-
cente. D’apres le théoréme nous avons BTW;, C DBTP.

Pour k > 1, comme BTW; C BTW,, l'intersection BTW;, N DBT P est non vide. Maintenant,
nous considérons un CSP, ayant n variables avec n > 3, dont la largeur arborescent est bornée
par une constante k£ > 2 et qui contient un sous-probléme illustré par la figure [6.10(a). CeCSP a
une largeur arborescente bornée mais ne satisfait pas DBTP. Réciproquement, tout CSP ayant n
variables et une contrainte d’arité n est DBTP mais possede une largeur arborescente non bornée.
Par conséquent, BTW), .. DBTP. O

6.5 (D)BTP et I’(Hyper-)k-Cohérence

Dans cette partie, nous étudions les liens existants entre (D)BTP et I'(hyper-)%-cohérence di-
rectionnelle. Cette étude nous semble naturelle dans la mesure oti, comme évoqué dans [[Cooper
et al.,[2010]], BTP est une propriété moins forte que ’hyper-3-cohérence [Jégoul, |1993b].

Comme 'hyper-3-cohérence qui implique BTP, est trop forte, nous définissons une forme rela-
chée en prenant en compte un ordre sur les contraintes :

Définition 6.3 (Hyper-k-Cohérence Directionnelle). Etant donnés un CSP P = (X, D, C), un ordre sur
les contraintes < et un entier k tel que 1 < k < e, P vérifie ’hyper-k-cohérence directionnelle si pour
tout sous-ensemble de k contraintes tel que ¢y < co < -+ < cx—1 < Ck, OR A

k—1 k—1
M2 R(ea)l(| S(e) N S(er)] € Ren) (| S(e) nS(er)]
i=1 =1

Théoreme 6.26. Si un CSP P vérifie DBTP par rapport a un ordre < et qu’il est hyper-k-cohérent direc-
tionnel par rapport a < pour 2 < k < e, alors P est hyper-(k + 1)-cohérent directionnel par rapport a <.

Preuve : Supposons que P ne soit pas hyper-(k + 1)-cohérent. Alors, il existe un sous-ensemble de
k+1 contraintes tel que ¢; < -+ < ¢ < ¢y1, (b1, ..., k) € R(c1) X ... x R(ck), VEk41 € R(cky1),
Mk t,-[(Uf:1 S(ei)) N S(eky1)] # tkH[(Uf:l S(c¢;)) N S(cky1)]. Considérons les k sous-
ensembles de k contraintes {ci,...c¢j—1,¢j41,..-C Ch1}, pour 1 < j < k. Comme P
est hyper-k-cohérent directionnel, pour 1 < j < k, il existe un tuple ti 41 of R(cxqq) tel
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que My iz GlUirig S(e) N S(en)] = G4al(Uiy iz S(e)) 0 S(ekia)]. Considérons
1 < j < j" <k.Nous avons deux cas :

(@9)] tiﬂ = tf;rl. Alors

= t5:[S(ej) NS (k)] = tiﬂ[S(ij) N S(crr1)] et

= £5[8(c;) N S(ers1)] = 11 [S(e5) N S(ens)]-

Donc XF_, ti[(Ule S(ei)) N S(eky1)] = t{c“[(Uf:lS(Ci)) N S(ck+1)] et nous avons une
contradiction.

()t # tk+1 Nous avons :
= [S(c;) NS(ej)] = t5:[S(e;) N S(ej)],

tj[S(ejr) N S(erqr)] = tk+1[5(c )N S(ek+1)ls
t51S(cs) N S(ekr)] = tiﬂ[s(cj) N S(er+1)),
ty[S(e) N S(ersn)] # B [S(ey) N1 S(ersa)] et

£515(cj) N S(enen)] # tho [S(es) N S(erin)]
Par conséquent P ne vérifie pas DBTP par rapport a < et nous avons encore une contradiction.
Donc, P est hyper-(k + 1)-cohérent directionnel par rapport a 'ordre <. O

Comme l'inter-cohérence correspond a I'hyper-2-cohérence, nous pouvons en déduire ce corol-
laire :

Corollaire 6.1. Si un CSP P vérifie DBTP par rapport a un ordre < sur les contraintes et qu’il est inter-
cohérent directionnel par rapport a <, alors P est hyper-(k + 1)-cohérent directionnel par rapport a <
pourl <k<e.

Donc, un CSP qui est a la fois DBTP et inter-cohérent directionnel par rapport & un ordre donné
sur les contraintes est cohérent. Il s’ensuit également qu'un tel CSP vérifie I’hyper-3-cohérence
directionnel.

De plus, comme I'hyper-(k + 1)-cohérence correspond a la k-cohérence sur le probleme dual,
nous pouvons également en déduire le théoréme et le corollaire suivants en appliquant un raison-
nement similaire dans le cas de BTP et des CSP binaires.

Théoreme 6.27. Si un CSP binaire P vérifie BTP par rapport a un ordre < sur les variables et qu’il est
k-cohérent directionnel par rapport a < pour 2 < k < n, alors P est (k 4+ 1)-cohérent directionnel par
rapport a <.

Corollaire 6.2. Si un CSP binaire P vérifie BTP par rapport a un ordre < sur les variables et qu’il est
k-cohérent directionnel par rapport a <, alors P est (k + 1)-cohérent directionnel par rapport a < pour
1<k<n.

Comme conséquence, un CSP binaire qui est a la fois BTP et DAC (Directionnel Arc cohérent
[Wallacel, [1994]]) par rapport a un ordre donné sur les variables est cohérent.

En ce qui concerne le positionnement de I’hyper-3-cohérence directionnelle par rapport a BTP,
nous pouvons prouver que 'hyper-3-cohérence n’implique pas nécessairement BTP. Par exemple,
nous pouvons considérer un CSP binaire avec six variables {z,,z,...,zs}. Nous définissons ce
CSP en reproduisant plusieurs fois un méme motif tel que chaque valeur apparaissant dans une
occurrence du motif n’apparaisse dans aucune autre de ses occurrences. Ce motif consiste en un
triangle cassé sur une variable z pour un triplet (z,y,z) (i.e. ce qui impose la condition z <
maz(x,y) sur <) et chaque valeur des variables z, y et z est liée a une valeur donnée d’une
variable qui n’est pas impliquée dans ce triplet. Nous reproduisons ce motif six fois de telles sorte
que les conditions suivantes soient vérifiées :
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FIGURE 6.12 — Partie d’un CSP vérifiant I’hyper-3-cohérence directionnelle mais pas BTP.

- Zq < max(Tp, Te),

- xp < max(zq, Te),

- e < Max(Te, xf),

- xg < max(zq, xp),

- T, < max(Tq,Tp)

- zf < max(zq,xp).
La ﬁgureprésente ce motif pour les triplets (z,, xp, . ), un triangle cassé sur z. (correspondant
a la condition z. < maz(z,,xs)) et sur les variables indépendantes z., =4 et z;. En faisant cela, la
microstructure de notre CSP binaire posséde six composantes connexes. On peut noter que ce CSP
n’est pas BTP parce que les six conditions rendent impossibles la construction d’un ordre approprié
sur les variables. Néanmoins, il est hyper-3-cohérent directionnel ainsi qu’arc-cohérent.

et

6.6 DBTP d’un point de vue pratique

Dans cette section, nous allons étudier DBTP d’un point de vue pratique. D’abord, nous mon-
trerons que certains benchmarks utilisés souvent pour tester les solveurs sont DBTP. Ensuite, nous
montrerons que ces benchmarks peuvent étre résolus efficacement par des algorithmes comme
MAC et RFL.

6.6.1 DBTP dans les benchmarks

Vérifier si un CSP P satisfait la propriété DBTP peut étre réalisé en testant I'existence d’'un
ordre < sur les contraintes pour lequel P satisfait DBTP. Pour cela, nous rappelons que la preuve
du lemme propose une méthode qui consiste a calculer le dual de P et tester si un ordre sur
les contraintes pour lequel le dual de P satisfait BTP existe comme dans [[Cooper et al., [2010].
Cependant, en pratique, la construction du dual peut engendrer un cofit prohibitif en mémoire
surtout quand la contrainte admet un nombre important de tuples. De plus, si les contraintes sont
exprimées en intension, le calcul du CSP dual exigera souvent un espace mémoire plus grand que
celui des CSP dont les contraintes sont définies en extension.

Heureusement, nous pouvons éviter de construire le dual en le considérant d'une maniére
virtuelle et en exploitant la caractérisation de DBTP énoncée dans le théoreme En effet, dans
cette caractérisation, nous avons besoin de manipuler seulement les interactions entre les tuples
d’un triplet de contraintes. Ces interactions sont directement exprimées dans le CSP dual mais elles
peuvent étre déduites a la volée en tenant compte de I'intersection entre les tuples de contraintes
différents. La deuxiéme étape peut étre réalisée en construisant et en résolvant le CSP max-closed
avec une variable o; (dont le domaine {1,...,e}) pour chaque contrainte ¢; de P et en imposant
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Benchmark n e d
hanoi/normalized-hanoi-3_ext 6 5 27
hanoi/normalized-hanoi-4_ext 14 13 81
hanoi/normalized-hanoi-5_ext 30 29 243
hanoi/normalized-hanoi-6_ext 62 61 729
hanoi/normalized-hanoi-7_ext 126 | 125 | 2 187

rIfapGraphsMod/normalized-graph12-w0 | 680 | 340 44
rifapGraphsMod/normalized-graph13-w0 | 916 | 458 44

TABLE 6.1 — Liste des benchmarks binaires qui ont été détectés comme étant DBTP.

une contrainte de type o < maxz(o;,0;) pour tous les triplets de contraintes (c;, c;, c;) tels que
Jt; € R(cl) tj € R(cj) et ty,t), € R(ck),

t15(e) N S(ej)l = t5[S(ei) N S(e)ls
ti[S(ci) N S(ck)] = tk[ (ci) N S(ex)),
t1.15(c;) N S(ex)] = t515(c;) N S(ex)l;
t,[5(ci) N S(ex)] # [ (Cz) NS(ck)l e
t3[5(c;) N S(er)] # te[S(c;) N S(er)].

Nous nous intéressons ici aux 7272 benchmarks de la compétition CSP 2008. Dans notre ex-
périmentation, nous avons exclu les benchmarks contenant des contraintes globales car notre bi-
bliothéque CSP ne les prend pas en compte. Pour le reste des benchmarks, et pour des raisons de
temps, nous avons seulement considéré 2530 benchmarkss dont les contraintes sont binaires ou
non-binaires exprimées en extension (par la liste des tuples autorisés ou interdits) ou en intension.

Si nous voulons tester directement l’existence de DBTP, seuls les CSP arborescents ou -
acycliques sont DBTP.

En fait, nous trouvons 7 benchmarks binaires (voir table[6.1)) dont le graphe de contraintes est
arborescent (par exemple tous les benchmarks de la famille hanoi) et 23 benchmarks non-binaires
dont 'hypergraphe de contraintes est 3-acyclique (voir table[6.2)).

L’absence des CSP dans lesquelles la propriété DBTP réside est due dans certains cas a la pré-
sence des valeurs inutiles (incohérentes) dans les domaines ou des tuples inutiles dans les relations.
Pour éviter ce probléme, une solution consiste a simplifier le CSP en appliquant certains niveaux de
cohérence comme la cohérence d’arc. Le choix de la cohérence d’arc peut se justifier de ce niveau
de cohérence par I'exploitation de la plupart des solveurs.

En appliquant la cohérence d’arc, 362 ont été trivialement détectées comme étant D BT PA¢
parce qu’elles étaient arc-incohérentes et avaient des domaines tous vides (nous supposons que le
processus de filtrage ne s’arréte pas quand un domaine devient vide). Nous avons trouvé également
103 benchmarks qui sont 4 la fois arc-cohérents et D BT PAC . Pour les CSP binaires, 36 benchmark
satisfont DBT PAC. Nous pouvons noter que tous les benchmark des familles domino et hanoi
sont DBT PAC. En plus, les benchmarks des familles hanoi et r1fapGraphsMod sont DBTP car
leur graphe de contraintes est arborescent.

Finalement, nous avons observé que les cinq premiers benchmarks de la table 1| sont BT P
et les deux dernieres (de la table avec tous les benchmarks de la table sont BTPAC,
Par contre, tous les benchmarks de la compétition qui satisfont BTP ne sont pas forcément DBTP.
Par exemple, le benchmark fapp/fappl7/normalized-fappl7-0300-10 satisfait BTP mais il
n’est pas DBTP. En regardant les benchmarks non-binaires, nous pouvons facilement constater que
les benchmarks de la famille mknap sont trivialement DBTP vu que chacun d’entre eux contient
seulement une contrainte. Nous pouvons aussi observer que plus que 33% des benchmarks de
la famille primes-« sont DBTPAC et que 10 benchmarks de cette famille le sont car elles ont

et
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Benchmark n e d T
mknap/normalized-mknap-1-0 6 1 2 6
mknap/normalized-mknap-1-2 15 1 2 15
mknap/normalized-mknap-1-3 20 1 2 20
mknap/normalized-mknap-1-4 28 1 2 28
mknap/normalized-mknap-1-5 39 1 2 39
mknap/normalized-mknap-1-6 50 1 2 50

primes-10/normalized-primes-10-20-2-1 100 | 20 | 28 3
primes-10/normalized-primes-10-20-3-1 100 | 20 | 28 4
primes-15/normalized-primes-15-20-2-1 100 | 20 | 46 3
primes-15/normalized-primes-15-20-3-1 100 | 20 | 46 4
primes-20/normalized-primes-20-20-2-1 100 | 20| 70 3
primes-20/normalized-primes-20-20-3-1 100 | 20 | 70 4
primes-25/normalized-primes-25-20-2-1 100 | 20 | 96 3
primes-25/normalized-primes-25-20-3-1 100 | 20 | 96 4
primes-30/normalized-primes-30-20-2-1 100 | 20 | 112 3
primes-30/normalized-primes-30-20-3-1 100 | 20 | 112 4
pseudo/mps/normalized-mps-sentoy 60 1 2 60
pseudo/mpsReduced/normalized-mps-red-blend2 2944 | 196 2 | 2659
pseudo/mpsReduced/normalized-mps-red-est 146 4 2 74
pseudo/mpsReduced/normalized-mps-red-markshare | 230 6 2 80
pseudo/mpsReduced/normalized-mps-red-marksharel-1 280 11 2 130
pseudo/mpsReduced/normalized-mps-red-markshare2 270 7 2 90
pseudo/mpsReduced/normalized-mps-red-markshare2-1 330 13 2 150

TABLE 6.2 — Liste des benchmarks non-binaires qui ont été détectées comme étant DBTP.
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Benchmark n e d
domino/normalized-domino-100-100 100 100 100
domino/normalized-domino-100-200 100 100 200
domino/normalized-domino-100-300 100 100 300
domino/normalized-domino-300-100 300 300 100
domino/normalized-domino-300-200 300 300 200
domino/normalized-domino-300-300 300 300 300
domino/normalized-domino-500-100 500 500 100
domino/normalized-domino-500-200 500 500 200
domino/normalized-domino-500-300 500 500 300
domino/normalized-domino-500-500 500 500 500
domino/normalized-domino-800-100 800 800 100
domino/normalized-domino-800-200 800 800 200
domino/normalized-domino-800-300 800 800 300
domino/normalized-domino-800-500 800 800 500
domino/normalized-domino-800-800 800 800 800
domino/normalized-domino-1000-100 | 1 000 | 1000 100
domino/normalized-domino-1000-200 | 1 000 | 1 000 200
domino/normalized-domino-1000-300 | 1 000 | 1 000 300
domino/normalized-domino-1000-500 | 1000 | 1 000 500
domino/normalized-domino-1000-800 | 1000 | 1 000 800

domino/normalized-domino-1000-1000 | 1000 | 1000 | 1 000
domino/normalized-domino-2000-2000 | 2 000 | 2 000 | 2 000
domino/normalized-domino-3000-3000 | 3 000 | 3000 | 3 000
domino/normalized-domino-5000-5000 | 5000 | 5000 | 5000

marc/normalized-large-80-sat_ext 80 | 3160 80
marc/normalized-large-84-sat_ext 84 | 3486 84
marc/normalized-large-88-sat_ext 88 | 3828 88
marc/normalized-large-92-sat_ext 92 | 4186 92
marc/normalized-large-96-sat_ext 96 | 4560 96

TABLE 6.3 — Liste des benchmarks binaires qui ont été détectés comme étant D BT PAC.
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un hypergraphe de contraintes (-acyclique. Par conséquent, le reste des benchmarks de cette fa-
mille satisfait DBT PA¢ grice au contenu de leurs relations. Donc, la famille primes—» illustre
parfaitement le fait que DBT P est une classe hybride.

La table présente la liste des familles dans lesquelles aucun benchmark ne satisfait DBTP,
il s’agit de 1640 benchmarks. Les autres benchmarks qui ne sont pas DBTP appartiennent a des
familles dans lesquelles il existe au moins un benchmark qui satisfait DBTP ou bien qui a un état
inconnu (pour dépassement du temps prévu pour le test).

Pour conclure, les benchmarks qui sont DBT P (ou DBT PAC) présentent 4% des benchmarks
considérés et 18% si nous considérons les benchmarks arc-incohérents et qui sont trivialement
DBT PAC. Ceci prouve que cette classe polynomiale est exploitable en pratique et que les bench-
marks DBTP peuvent expliquer leur efficacité de résolution (voir la sous-section suivante).

6.6.2 Liens avec la résolution

Généralement, les CSP appartenant a une classe polynomiale sont résolues en temps polyno-
mial par un algorithme dédié a cette classe. Ici, notre but n’est pas de présenter un algorithme
de résolution spécifique a DBTP, mais d’exploiter la propriété DBTP pour expliquer pourquoi cer-
tains CSP sont résolus en temps polynomial par des algorithmes classiques comme MAC [Sabin
and Freuder, [1994]] ou RFL [[Nadel, [1988]]. Nous nous focalisons évidemment sur les CSP qui sont
DBTP et arc-cohérents.

Pour les CSP binaires qui sont DBT PAC et arc-cohérents, le théoréme énonce que MAC
résout ces benchmarks en temps polynomial. En pratique, MAC s’avere trés efficace vu qu'’il résout
tous les benchmarks de la table [6.1] sans faire de retour-arriére.

Pour les CSP non-binaires, les 54 benchmarks satisfaisant DBTP de la famille primes—~* sont
aussi résolues par MAC sans backtrack (a I'exception de deux benchmarks qui exigent un seul
backtrack). Pour les 10 benchmarks, la cardinalité maximale des intersections entre les portées
des contraintes ne dépasse pas 1. Donc, le théoreme [6.5|est appliqué, ce qui explique la résolution
efficace de ces benchmarks par MAC. Par contre, ce théoréme concerne seulement le cas ol la cohé-
rence d’arc du CSP engendre son inter-cohérence. D’autres cas pourraient exister et dépendraient
des caractéristiques des relations. Pour 38 benchmarks, I'application de la cohérence d’arc implique
I'inter-cohérence a chaque niveau de recherche et donc MAC a pu les résoudre en temps polyno-
mial comme énoncé dans le théoréme Pour 6 benchmarks, I'application de la cohérence d’arc
n’entraine pas l'inter-cohérence du CSP. Donc, 'appartenance a DBTP ne suffit pas comme raison
pour expliquer sa résolution efficace. Le benchmark pseudo/mps/normalized-mps—sentoy
et les trois premiers benchmarks de la famille mknap sont résolus efficacement sans backtrack.
Comme elles ont une seule contrainte, alors les conditions du théoréme sont vérifiées, ce qui
explique l'efficacité de la résolution. Par contre, pour les autres benchmarks de la famille mknap
ou les benchmarks de la famille pseudo/mpsReduced, MAC ne réussit pas a les résoudre effica-
cement bien qu’ils soient DBTPAC. Ceci est dii au fait que les relations sont données en intension
(et donc ne respecte pas notre hypothese de travail) et au fait que leurs contraintes ont une arité
importante. Si la violation de cette hypothese n’a souvent pas de conséquence sur l'efficacité de
MAC vis-a-vis des benchmarks DBT P (tous les benchmarks de la table et la table ont des
contraintes définies en intension), ce n’est pas le cas ici.

Finalement, nous notons que nous pouvons avoir les mémes résultats en utilisant RFL au lieu
de MAC et que les théorémes|[6.4] et [6.5| restent aussi vrais pour RFL.

137



CHAPITRE 6. DBTP : UNE EXTENSION DE BTP AUX CSP D’ARITE QUELCONQUE

Benchmark n e d
primes-10/normalized-primes-10-40-2-1 | 100 | 40 | 28
primes-10/normalized-primes-10-40-3-1 | 100 | 40 | 28
primes-10/normalized-primes-10-60-2-1 | 100 | 60 | 28
primes-10/normalized-primes-10-60-2-3 | 100 | 60 | 28
primes-10/normalized-primes-10-60-2-5 | 100 | 60 | 28
primes-10/normalized-primes-10-60-3-1 | 100 | 60 | 28
primes-10/normalized-primes-10-80-2-1 | 100 | 80 | 28
primes-10/normalized-primes-10-80-2-3 | 100 | 80 | 28
primes-10/normalized-primes-10-80-2-5 | 100 | 80 | 28
primes-10/normalized-primes-10-80-3-1 | 100 | 80 | 28
primes-10/normalized-primes-10-80-3-3 | 100 | 80 | 28
primes-15/normalized-primes-15-40-2-1 | 100 | 40 | 46
primes-15/normalized-primes-15-40-2-3 | 100 | 40 | 46
primes-15/normalized-primes-15-40-3-1 | 100 | 40 | 46
primes-15/normalized-primes-15-60-2-1 | 100 | 60 | 46
primes-15/normalized-primes-15-60-2-3 | 100 | 60 | 46
primes-15/normalized-primes-15-60-3-1 | 100 | 60 | 46
primes-15/normalized-primes-15-60-3-3 | 100 | 60 | 46
primes-15/normalized-primes-15-80-2-1 | 100 | 80 | 46
primes-15/normalized-primes-15-80-2-3 | 100 | 80 | 46
primes-15/normalized-primes-15-80-3-1 | 100 | 80 | 46
primes-15/normalized-primes-15-80-3-3 | 100 | 80 | 46
primes-20/normalized-primes-20-40-2-1 | 100 | 40 | 70
primes-20/normalized-primes-20-40-3-1 | 100 | 40 | 70
primes-20/normalized-primes-20-60-2-1 | 100 | 60 | 70
primes-20/normalized-primes-20-60-2-3 | 100 | 60 | 70
primes-20/normalized-primes-20-60-3-1 | 100 | 60 | 70
primes-20/normalized-primes-20-80-2-1 | 100 | 80 | 70
primes-20/normalized-primes-20-80-2-3 | 100 | 80 | 70
primes-20/normalized-primes-20-80-3-1 | 100 | 80 | 70
primes-25/normalized-primes-25-40-2-1 | 100 | 40 | 96
primes-25/normalized-primes-25-40-3-1 | 100 | 40 | 96
primes-25/normalized-primes-25-60-2-1 | 100 | 60 | 96
primes-25/normalized-primes-25-60-2-3 | 100 | 60 | 96
primes-25/normalized-primes-25-60-3-1 | 100 | 60 | 96
primes-25/normalized-primes-25-80-2-1 | 100 | 80 | 96
primes-25/normalized-primes-25-80-2-3 | 100 | 80 | 96
primes-25/normalized-primes-25-80-3-1 | 100 | 80 | 96
primes-30/normalized-primes-30-40-2-1 | 100 | 40 | 112
primes-30/normalized-primes-30-40-3-1 | 100 | 40 | 112
primes-30/normalized-primes-30-60-2-1 | 100 | 60 | 112
primes-30/normalized-primes-30-60-3-1 | 100 | 60 | 112
primes-30/normalized-primes-30-80-2-1 | 100 | 80 | 112
primes-30/normalized-primes-30-80-3-1 | 100 | 80 | 112
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TABLE 6.4 — Liste des benchmarks non-binaires qui ont été détectées comme étant D BT PAC .
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binaire non-binaire
BH-4-4 frb50-23 aim-100
bqwh-15-106 frb56-25 aim-200
bqwh-18-141 frb59-26 aim-50
coloring geom dubois
composed-25-1-2 graphColoring/mug pret
composed-25-1-25 graphColoring/sgb/book | pseudo/aim
composed-25-1-40 | graphColoring/sgb/games
composed-25-1-80 QCP-10
composed-25-10-20 QCP-15
composed-75-1-2 QCP-20
composed-75-1-25 QWH-10
composed-75-1-40 QWH-15
composed-75-1-80 QWH-20
ehi-85 rand-2-30-15-fcd
ehi-90 rand-2-40-19
fapp/fapp17 rand-2-40-19-fcd
fapp/fapp18 Rand-2-50-23
fapp/fapp19 rand-2-50-23-fcd
fapp/fapp20 tightness0.1
frb30-15 tightness0.2
frb35-17 tightness0.35
frb40-19 tightness0.5
frb45-21

TABLE 6.5 — Liste des familles de benchmarks binaires et non-binaires pour lesquelles aucun benchmark
n’est DBTP.
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6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu une classe polynomiale hybride (BTP) dont les CSP y
appartenant peuvent étre résolues en temps polynomial par des algorithmes de type MAC en utili-
sant les différentes microstructures présentées dans le chapitre précédent. Nous avons montré que
DBTP parait étre la meilleure extension de BTP en terme de simplicité et de résultats similaires a
BTP. Nous avons prouvé que DBTP est incomparable avec plusieurs classes polynomiales connues
(notamment BTP) et qu’elle inclut des classes polynomiales a la fois structurelles et relationnelles
(a savoir les CSP §-acycliques et les CSP Triangulaires). Ensuite, nous avons mis en évidence les
liens existants entre (D)BTP et la k-cohérence ainsi que I'hyper-k-cohérence directionnelle. D’'un
point de vue pratique, nous avons montré comment DBTP peut étre utilisé pour expliquer 'effica-
cité des solveurs vis-a-vis de ces CSP.

Une premiére extension devrait consister en 1’étude des liens entre DBTP et d’autres classes
polynomiales non prises en compte dans cette contribution. Puis, dans le méme esprit, nous es-
sayerons de I'étendre au probleme SAT et de tester si nous aurions des résultats aussi intéressants.
Nous pourrions aussi explorer la possibilité de définir d’autres extensions de BTP en nous basant
sur les autres microstructures de CSP non-binaires présentées dans le chapitre [3| Pour cela, il fau-
dra étudier leurs propriétés d'une maniére profonde, comme ce que nous avons fait pour BTP, et
voir si des liens entre ces extensions pourraient exister. Quelques résultats préliminaires sur ces
extensions ont été envisagés dans [El Mouelhi et al.,|2013b].
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Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a ’étude des classes polynomiales pour le pro-
bleme de satisfaction des contraintes d’arité quelconque. Nous avons principalement comme ob-
jectif de combler le fossé qui existe entre une étude théorique assez riche et des résultats pratiques
efficaces des solveurs. En effet, nous avons dans un premier temps proposé des classes polyno-
miales qui peuvent étre exploitées efficacement par les algorithmes de résolution classiques a base
de backtrack. Dans un second temps, nous avons réalisé une étude expérimentale, dans le cas bi-
naire, sur la propriété BTP et dans le cas non-binaire sur son extension DBTP, ce qui a permis de
déduire que BTP est une propriété intéressante pour la résolution et la simplification des problémes
réels.

Nos contributions peuvent étre partagées en deux parties (comme elles étaient présentées dans
ce manuscrit). Une premiere partie (partie 2) qui porte sur 'extension de la notion de microstruc-
ture aux CSP d’arité quelconque et leur exploitation pour I'étude des classes polynomiales. Cette
partie est composée de deux chapitres (chapitre 3| et chapitre [4). Dans le chapitre [3| nous avons
proposé des extensions de la notion de microstructure aux CSP d’arité quelconque. Les différentes
microstructures que nous avons introduites sont des graphes et sont basées sur les codages binaires
des CSP non-binaires a savoir le codage dual, le codage par variables cachées et le codage double.
Le choix des graphes plutét que des hypergraphes (comme le suggérait Cohen dans|Cohen| [[2003]])
peut se justifier par plusieurs arguments dont la simplicité et surtout I'existence d’'une littérature
relativement riche comparativement a celle existant pour les hypergraphes. Nous avons montré
comment ces microstructures peuvent étre utilisées pour étendre certaines classes polynomiales
comme Zéro/Un/Tous pour obtenir des résultats assez similaires au cas binaire. La poursuite de ce
travail nécessite d’étudier les extensions de certaines autres classes polynomiales, rappelées dans
I'état de l'art, en utilisant plus particulierement ces microstructures. Cela pourrait permettre de
confirmer qu’une de ces microstructures peut étre la plus adéquate pour I’étude des classes poly-
nomiales en particulier et le probleme CSP en général. Sinon, il serait intéressant de trouver une
vraie généralisation de la notion de microstructure qui sera basée sur les graphes.

Dans le chapitre [4 nous avons présenté une nouvelle évaluation de la complexité des algo-
rithmes Backtrack, Forward Checking et Real Full Lookahead. Cette nouvelle analyse consiste a
exprimer la complexité de ces algorithmes en fonction du nombre de cliques maximales contenues
dans la microstructure. Nous avons, tout d’abord, montré que les CSP binaires ayant un nombre
polynomial de cliques maximales dans leur microstructure peuvent étre résolus en temps poly-
nomial par les algorithmes précédents. Ensuite, nous avons étendu les résultats obtenus pour le
cas binaire aux CSP non-binaires en utilisant une microstructure introduite dans le chapitre
En théorie de graphes, il existe certains types de graphes ayant un nombre polynomial de cliques
maximales comme les graphes planaires, les graphes triangulés, les graphes plongeables dans une
surface et les graphes C'SG* qui sont une généralisation des graphes triangulés. Les travaux futurs
devraient étudier d’autres parameétres graphiques (ou non graphiques) qui permettraient de mieux
analyser la complexité des algorithmes de résolution. Il serait également nécessaire de valider cette
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étude par une partie expérimentale compleéte. Aussi, il serait intéressant de proposer de nouvelles
classes de graphes qui respecteraient les conditions énoncées dans ce chapitre et qui permettraient
de mieux capturer les problemes du monde réel. En ce qui concerne MAC dont le comportement
est différent de celui des algorithmes BT, FC et RFL, il faudrait vérifier si un résultat similaire a
celui de ces algorithmes pourrait étre prouvé.

La seconde partie de nos contributions (partie 3 de la thése) porte sur ’exploitation pratique
de la propriété BTP. Cette partie se décline en deux chapitres (chapitre [5] et chapitre [6). Dans le
chapitre 5] nous avons tout d’abord introduit le concept de classe polynomiale cachée. Ce concept
est basé sur la transformation d’'un CSP par I'ajout ou la suppression des valeurs, variables ou
contraintes. Des techniques trés utilisées en pratique permettent de réaliser ce genre de transfor-
mation, par exemple les filtrage par cohérence locale. Nous avons mis I'accent dans cette étude
sur la classe polynomiale BTP et nous avons montré que plusieurs benchmarks de la compétition
CSP 2008 sont captés par cette classe apres application d’un filtrage comme AC, PC, SAC, NIC,
PIC, RPC, SPC... Ces classes polynomiales sont donc appelées classes cachées puisque le CSP de
départ n’y appartient pas. Ensuite, nous avons étudié la propriété BTP mais cette fois pour fusion-
ner certaines valeurs dans les domaines des variables d'un CSP binaire. En fait, nous avons prouvé
que tout couple de valeurs d’'une méme variable n’appartenant a aucun triangle cassé peut étre fu-
sionné en préservant la satisfiabilité du CSP. Nous avons testé cette nouvelle méthode de fusion sur
les benchmarks et nous avons obtenu des résultats assez intéressants en termes de pourcentage de
valeurs supprimées. Une premiére perspective consiste a appliquer I'étude sur les classes cachées
sur d’autres classes polynomiales en utilisant d’autres moyens de transformation ou en rendant la
définition de transformation moins restrictive. Une deuxiéme perspective est constituée par I'étude
d’une généralisation de la fusion par BTP aux CSP d’arité quelconque voire méme au probléme
SAT. Aussi, il faudrait voir si un résultat théorique sur 'ordre des variables pourrait étre déduit
afin de confirmer l'unicité du résultat final obtenu par la fusion par BTP. Une troisiéme perspective
pourrait soit étudier I'influence de fixer un ordre (sur les variables) sur le nombre total de valeurs
supprimées, soit proposer une version plus allégée (voire méme différente) de la définition actuelle
qui permettrait de supprimer plus de valeurs en temps plus optimal.

Le chapitre [6] est consacré a I'extension de la propriété BTP aux CSP d’arité quelconque. Notre
extension, appelée DBTP, permet d’obtenir des résultats similaires aux résultats obtenus pour le
cas binaire. Par exemple, BTP permet de capturer les CSP binaires arborescents et notre extension
permet de capturer tout CSP -acyclique d’arité quelconque. Comme pour BTP, les CSP apparte-
nant a cette nouvelle classe peuvent étre résolus efficacement par des algorithmes de type MAC
et RFL. Nous avons également établi le lien entre (D)BTP et la cohérence globale. Apres, nous
avons montré que DBTP est différente de BTP et des autres classes polynomiales connues dans
’état de I'art. Enfin, nous avons mis en évidence 'existence de cette propriété en pratique puisque
certains benchmarks satisfont ses conditions. Les benchmarks appartenant a cette classe peuvent
étre résolus en temps polynomial par une version généralisée de MAC ou de RFL et pour certains
sans retour arriére. Une premiére extension de ce travail peut étre réalisée en envisageant une
autre extension de BTP aux CSP d’arité quelconque en utilisant d’autres microstructures n-aires. Il
serait également intéressant d’étudier une forme allégée de BTP, qui conserverait I’essentiel de ses
propriétés (contrairement & min-of-max extendable), et qui permettrait ainsi de capturer plus de
benchmarks et de justifier, encore plus, I'efficacité des solveurs. La poursuite de ce travail nécessite
d’identifier les conditions pour lesquelles des algorithmes non étudiés dans ce chapitre (comme
BT, FC et autres) seront polynomiaux sur des CSP satisfaisant BTP ou DBTP.

Enfin, dans cette these nous avons introduit des nouveaux concepts qui ont été utiles d'une part
pour étudier des classes polynomiales pouvant étre exploitées en pratique par les algorithmes de
I’état de I'art, et d’autre part pour expliquer I'efficacité des solveurs vis-a-vis de certains problémes
réels. Les travaux que nous avons présenté permet d’amoindrir le fossé entre théorie et pratique
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mais d’autres pistes devraient étre explorées pour continuer ce que nous avons commenceé.
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RESUME

Classes Polynomiales pour CSP : de la Théorie a la Pratique.
Résumé :

Les travaux de recherche de cette these portent sur 'analyse des classes polynomiales et leur
applicabilité pour la résolution pratique de problemes de satisfaction de contraintes (CSP) a do-
maines finis. Les travaux s’articulent en deux parties principales. Dans la premiére partie, nous
proposons dans un premier temps plusieurs formes de microstructures pour les CSP d’arité quel-
conque. Il s’agit 1a d’outils théoriques qui doivent faciliter '’étude des classes polynomiales quand
les contraintes ne sont pas uniquement binaires. Dans un second temps, nous proposons de nou-
velles classes polynomiales de CSP dont la mise en évidence doit permettre d’'une part de contribuer
a l'explication, pour partie, de l'efficacité pratique des solveurs de ’état de I’art, mais aussi, d’offrir
des perspectives d’intégration simple dans ces solveurs. Cela passe notamment par la définition de
nouvelles classes polynomiales traitables directement par les solveurs, sans recours comme c’est
le cas traditionnellement, a des algorithmes ad hoc. Ces nouvelles classes polynomiales sont liées
notamment au nombre de cliques maximales présentes dans les microstructures de CSP binaires ou
non binaires. Dans la derniére partie, nous nous intéressons a la présence d’instances appartenant a
des classes polynomiales dans les benchmarks classiques utilisés par la communauté CP. Nous étu-
dions en particulier la classe BTP et une extension de BTP que nous proposons pour les contraintes
d’arité quelconque. Nous introduisons pour cela un cadre formel et nous développons le concept
de classe polynomiale cachée que nous exploitons ensuite d'un point de vue expérimental.

Mots clés : CSP, classes polynomiales, résolution pratique.
Tractable Classes of CSP : from Theory to Practice.

Abstract :

The research of this thesis focuses on the analysis of polynomial classes and their practical
exploitation for solving constraint satisfaction problem (CSP) with finite domains. Our work is
organized into two main parts. In the first part, we propose several types of microstructures for
CSPs with arbitrary arity. This is a theoretical tools designed to facilitate the study of polynomial
classes when the constraints are non-binary. After that, we propose a new polynomial classes of
CSPs whose the highlighting should allow on the one hand to explain the effectiveness of solvers
of the state of the art and on the second hand to provide the opportunities for easy integration in
these solvers. These would include the definition of new polynomial classes, tractable by solvers
without using of an ad hoc algorithms as in the traditional case. These new tractable classes are
related to the number of maximal cliques in the microstructure of binary or non-binary CSP. In
the last part, we focus on the presence of instances belonging to polynomial classes in classical
benchmarks used by the CP community. We study in particular the BTP property and its extension
DBTP to CSP with arbitrary arity. We introduce a formal framework and we develop the concept of
hidden tractable class that we exploit from an experimental point of view.

Keywords : CSP, tractable classes, practical solving.
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