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Introduction générale

Le problemesAaT, pour «Boolean SATisfiability problesn est un probleme de décision qui vise a dé-
cider si une formule mise sous forme normal conjonctive CNENJUNCTIVE NORMAL FORM) admet
une valuation sur un ensemble de variables propositicesellii la rend vraie. Depuis plusieurs années,
des progrés remarquables ont été obtenus sur le doubleg@lamtbdélisation et et de la résolution. Sur
le plan de la modélisation, de nombreux problémes issuesvdesdlomaines peuvent maintenant étre
modélisés sous forme de problenss. Par exemple, la vérification formelle et plus particulréent
BMC « Bounded Model Checkling=( ( )) a été parmi les premiéres applications a étre
encodé ersAT avec le succés que I'on connait. Nous pouvons aussi citeedtdop des dépendances
dans les paquets d’'une distribution linus ( )) ou dans les plugins du logiciel Eclipse
( ( )). Aprés la phase d’encodage &, il est possible d’essayer de résoudre
les instances industriellesaT obtenues en utilisant de nombreux solveurs existant dassianunauté.
Prenons I'exemple précédent, a chaque fois qu’un plugimsistilé ou mis a jour dans Eclipse, le solveur
SAT4J ( )est appelé afin de déterminer s'il n'y a pas de conflits eesephquets in-
stallés et déterminer quels sont les autres plugins némessan effet, de nouvelles applications issues
de domaines variés comme la cryptographie, la configurateoproduit, la déduction automatique, la
planification et le bio-informatique peuvent aujourd’htiieémodélisées et résolues par des approches
SAT.

Sur le volet résolution, comme le problémsaT est le premier probléme démonthéP-complet
( ( )), son caracterév P-complet reste toujours le verrou théorique majeur. Mala n& pas
empéché la mise en ceuvre de méthodes de résolution effi@epsis plusieurs années, grace aux
avancées scientifigues dans le domaine, nous avons maihtem@meilleure compréhension de Ia na-

ture de la difficulté des problémese( phénoméne de longue tratheavy tailed ( ;
), ensemble de variables essentiebaskdoor ( ), etbackboné
( ) ), une structure de données plus efficaces\atched literals ( ), ( ),
des techniques d’apprentissage a partir des écti¢es( ( ),
( ), ( ), ( )), des nouveaux paradigmes algorithmiquiess (
la randomization et les redémarragées( ( ))). La naissance des solvewssT modernes

(nomméscocl, pour Conflict Driven Clauses Learning) a permi de résoudgeinistances industrielles
de plusieurs centaines de milliers de variables et de mdlide clauses en seulement quelgues min-
utes. Ces résultats spectaculaires sont accompagnésdayssblémes ouverts. Pour s’attaquer a ces
problémes, la résolution paralléle constitue une bonnectiim de recherche. L'avénement récent de
nouvelles architectures multicoeures a accentué l'intdséa vis du parallélisme qui s’'est traduit par
I'apparition d’'une génération de solveurs paralléles{ ( ), ( ),

( ), (2010).

C’est dans ce contexte que s'inscrit cette theése. Notretilgst de proposer de nouvelles approches
originales en utilisant des architectures multicceursdit@teurs pour élargir la classe des problésyes
que I'on peut résoudre en pratique.

La thése est divisée en deux parties. Tout d’abord, nousduigons I'état de I'art du problénsaT.
Dans le premier chapitre de la partie état de I'art, nous dosies bases de la théorie de la complex-
ité ainsi que les définitions essentielles et formelles diblpmesAT. Dans le deuxiéme chapitre, les
descriptions des approches principales de résolution ahigmesAT seront données. Nous détaillons
les différents composants des solvess modernes : les solveursDcL dans le troisieme chapitre. Fi-
nalement, nous présentons dans le quatrieme chapitredescaps paralléles de résolution du probléme
SAT.
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Dans la deuxiéme partie, nous présentons des contribugionégrant dans le cadre de la résolution
paralléle et séquentielle du problémer. Notre premiére contribution consiste a trouver un compgsom
entre la diversification et I'intensification dans le cades dolveursAT paralléles de type portfolio. Il
consiste a lancer plusieurs solvearscL en paralléle et de les laisser résoudre en mode collabetatif
compétitif. Pour faire cela, nous avons nous utilisonch#éecture maitre/esclave. Le role du maitre est
de fournir des informations pertinentes a I'esclave powuiigler vers une certaine partie de I'espace de
recherche. Nous avons exploré aussi les différentes tgigsl@ue nous avons implémenté au dessus de
I'architecture devMvANYSAT ( ).

La seconde contribution s’integre aussi dans le cadre desusesAT paralléles de type portfolio.
Nous proposons d’'ajuster dynamiquement la configuratian dolveur lorsqu’il est établi qu'un autre
effectue un travail similaire. Pour cela, nous avons déoré nouvelle mesure permettant d’estimer si
deux unités de calculs explorent de la méme maniére I'espcecherche développé.

La troisieme contribution consiste en la mise en ceuvre datraégie de réduction de la base des
clauses apprises. Inspiré par un critére simple mais effit@arder les clauses apprises aléatoirement).
Nous avons proposé une amélioration de la stratégie detré@dwte la base des clauses apprises en
étudiant deux composantes importantes : les clauses draap@t la fréquence de réduction. Nous nous
basons ensuite sur ces deux criteres pour définir une seatégliversification dans un cadre paralléle.

Dans le huitiéeme chapitre, nous présentons une nouvelloelpp nommée « contrble virtuelle »
qui a pour objectif de partitionner I'espace de recherchetd®ue moteur séquentiel dans un solveur
paralléle, en utilisant les chaines d’'équivalences. Gaifoche consiste a distribuer des contraintes
complémentaires aux moteurs séquentiels d'un solveuti@erat vérifier leurs cohérences pendant la
recherche. Au lieu de forcer le moteur séquentiel a expléespace de recherche comme dans le cas
du paradigme diviser pour régner en utilisant les cheminguittages, notre approche ne force pas les
moteurs de résolution mais leur fourni un cadre et les lagsgdorer librement I'espace modulo les
contraintes définies par des chaines d’équivalences.

Enfin pour terminer ce manuscrit, une conclusion génératie @tombreuses perspectives ouvrant
des voies de recherches future sont présentées.
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Premiere partie

Satisfiabilitée propositionnelle : Modeles et
Algorithmes



Introduction

Le problemesaT, probléme de décision qui vise a savoir si une formule dedayjiee proposition-
nelle mise sous forme normale conjonctive posséde unedia@iwrai, est le premier probléme a avoir
été montréN P-complet ( ( ), il occupe un réle central en théorie de la complexité. tabp
[éemesAT est un probleme générique, de nombreux probléemes provdiartes domaines tels que les
probléme de modéle checking, la déduction automatiqueladfipation, la bio-informatiquetc. peu-
vent étre réduits au problénsT. Depuis plusieurs années, de nombreux algorithmes ontrépdse
pour résoudre ce probléme, la résolutiem( ( ) ( ), 'énumération ( ( ),
la procédurePLL ( ( ), et avec I'avénement des solvesrsr modernes cbclL (Conflict
Driven, Clause Learning des instances industrielles de centaines de milliersadahles et de millions
de clauses peuvent étre résolues dans quelque minutes.

Cette partie se compose de quatre chapitres. Le premieitrehapt consacré a la présentation de
problemesaT. Pour commencer, nous définissons le formalisme de la legigopositionnel. Une fois
le formalisme est défini, nous introduisons quelque notid@msomplexité afin de situer au mieux le
problémesAT et son intérét théorigue. Nous donnons ensuite certairtatans, définitions et propriétés
utiles a la compréhension de la suite de ce manuscrit.

Dans le deuxieme chapitre, les méthodes de résolutionrsootiuites, nous présentons les différents
méthodes pour résoudre le problésrg et les composantes qui ont conduit a I'élaboration des sy
SAT modernes.

Le troisieme chapitre est consacré au prouveEcL, nous détaillons les briques importants dans un
solveursAT moderne de type CDCL. Plus précisément, le redémarragelyse de conflits, la propa-
gation unitaire et I'heuristigugsiDs sont présentés dans ce chapitre.

A la fin de cette partie, un chapitre consacré a la résolutaraligéle du probléemsAT est introduit.
Aprés avoir rappelé I'intérét du parallélisme, nous intiedns le concept d’architecture multi-cceurs et
les deux types d'approchediyiser pour régneiet portfolio) utilisé afin de résoudre le problérsar.
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E CHAPITRE a pour but de fournir aux lecteurs les briques élémentaieda tbgique proposition-
C nelle. Dans un premier temps, nous définissons de maniarelfierce qu'est le probleme de la
satisfiabilité d’'une formule propositionnelle (en d’autret le problemesaT). Aprés ces définitions,
nous donnons quelques notions de complexité de maniereuk witeer I'importance théorique et pra-
tigue de ce probléme. Nous terminons ce chapitre par une aeaidifférents types de problémes encodé
al'aide de la logique propositionnelle. Ces problémesi aiodés sont le plus souvent nommeés instances
et sont utilisés pour I'évaluation des prouvears.

1.1 Le probleme SAT

Le probléme de la satisfiabilité d’'une formule propositiehau « probléemesAT » est un probléme
de décision visant a savoir s'il existe une valuation surnseeble de variables propositionnelles telle
gu’une formule propositionnelle donnée soit logiquemaat . La résolution du problemgAT est trés
importante en théorie de complexité (il représente le @mblN P-complet de référence ( )
et a de nombreuses applications @anification classiquevérification formelle bioinformatique et
jusqu’a la configuration d'un ordinateur ou d'sgstéme d’exploitatiortc. Afin de mieux comprendre
ce probléme, nous introduisons d’abord quelques notiors ldgique propositionnelle.

1.1.1 Logique propositionnelle
Syntaxe

Nous commencgons par définir les principaux €léments syquasi de la logique propositionnelle.
Pour spécifier la syntaxe, il est nécessaire de définir diakes atomes pouvant étre utilisés pour for-
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muler des énoncés :

Définition 1.1 (atome) Une proposition atomique (ou atome) est une variable bowlégrenant ses
valeurs dans I'ensembfeaux ,vrai ou0,1oul,T.

Définition 1.2 (langage propositionnel)Soit Prop un ensemble fini de symboles propositionnels ap-
pelés également variables ou atomes. Pour chaque sousiblesg de Prop, Propy,, désigne le lan-
gage propositionnel construit & partir des symboles\edes parenthése§(” et”)”, des constantes
booléenne$ aux (L) etvrai (T), et des connecteurs logiques pour la négationA est utilisé pour

la conjonction,V pour la disjonction,= pour l'implication, < pour I'équivalence ets pour le ou
exclusif. Une suite finie d'éléments du langage est une ssioie

Définition 1.3 (formule propositionnelle) L'ensemble des formules propositionnelles est le plug peti
ensemble d’expressions tel que :
— les atomesd. et T sont des formules ;
— si F est une formule alors.F est une formule ;
— si F et 7’ sont des formules alors :
— (F A F') est une formule ;
— (F Vv F') estune formule;
— (F = F') estune formule;
— (F & F') estune formule ;

Définition 1.4 (littéral). Un littéral est une variable propositionnelle (littéral positif) ou sa négation
—z (littéral négatif). Les deux littéraux et -z sont dits complémentaires. On note égalemehbu/ le
littéral complémentaire dé.

Définition 1.5 (littéral pur (monotone)) Un littéral ¢ est dit pur (monotone) pour une formufesi et
seulement & apparait dans? et —¢ n'apparait pas dans-.

Nous fixons quelques notations supplémentaires usuellégssun littéral alorsl| désigne la vari-
able correspondante. Pour un ensemble de littéauk désigne I'ensemblél € £. Etant donnée une
formule propositionnelleF appartenant a#py, on note)V(F) 'ensemble des variables proposition-
nelles apparaissant daiset £L(.F) I'ensemble des littéraux apparaissant d&nhsC(F) est dit complet
ssi pour tout € L(F), on al € L(F).

Sémantique

Définition 1.6 (interprétation) Une interprétationZ en calcul propositionnel est une application asso-
ciant a toute formule propositionnell& une valeurZ(F) dansf aux ,vr ai . L'interprétation Z(F)
d’'une formuleF est définie par la valeur de vérité donnée a chacun des atomé&s @(F) se calcule
par l'intermédiaire de régles suivantes :

1. Z(T)=vrai;

2. Z(L)=faux;

3. I(~F) =vrai ssiZ(F) = f aux

4. Z(FANG)=vrai ssiZ(F)=ZI(G)=vral
5 Z(F Vv G)=faux ssiZ(F)=ZI(G)=faux
6. Z(

I(F = G)=faux ssiZ(F)=vrai etZ(g) = f aux
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7. Z(F & G) = vrai ssiZ(F)=Z(G)

LinterprétationZ d’une formuleF est dite compléete s$iz € V(F), on a soitZ(x) = vrai , soit
Z(x) = faux ;elle est dite partielle sinon.

Remarque 1.1. Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’aucune informatiosshapportée sur la nature
de l'interprétation, elle est considérée comme compléte.

On représente souvent une interprétatiooomme un ensemble de littérauxe., =z € Z siZ(z) =
vrai ,—x € ZsiZ(x) =faux .On noteS(F) 'ensemble des interprétations d'une formufie Si F
posséde exactementvariables propositionnelles alojS(F)| = 2". Nous définissons la distance entre
deux interprétationg etZ’ deS comme suit :

Définition 1.7 (distance de hamming entre deux interprétatior®)ientZ et 7' deux interprétations
d’une formule propositionnellé. La distance entr& etZ’ est la distance de Hamming entre eux, notée
Disy(Z,Z"), est définie patEy(Z,7')| tel queEy(Z,7') = {x € Vr telle queZ(z) # Z'(x)}.

Exemple 1.1. SoientF = a V (bAc¢), T = {a,b,c} etZ' = {=a,-b,c}; Ey(Z,I') = {a,b} et
Disy(I,T') = 2.

Définition 1.8 (modéle) Une interprétationZ satisfait une formule” si Z(F) = vrai . On dit alors
queZ est un modeéle dé . Inversement, sL(F) = f aux , on dit queZ falsifie 7 et queZ est un
contre-modele d& (ou nogood), et qu'on note communément —.F.

On noteM (F) 'ensemble des modeéles d’une formute

Définition 1.9 (impliquant premier) SoitF une formuleCNF etZ un modele deF, Z est appelé impli-
quant premier deF si pour toutx € Z, Z \ x n’est pas un modeéle d&.

Définition 1.10 (formule satisfiable) Une formule propositionnelle- est satisfiable si elle admet au
moins un modele, i.eM (F) # 0.

Définition 1.11 (formule insatisfiable) Une formule propositionnelle- est dite insatisfiable s'il elle
n'admet pas de modeéle, i.84(F) = (.

Définition 1.12 (tautologie) Une formule propositionnellé est une tautologie si toute interprétation
de F est un modeéle dé&, i.e., M (F) = S(F)

Définition 1.13 (conséquence logiqueBoientF, G deux formules propositionnelles, on dit giieest
conséquence logique dE, noté F = G, ssiM (F) C M(G). F etG sont équivalentes sst |= G et
g EF.

Remarque 1.2. De la définition d’une interprétation on déduit les équivales suivantes(F = G) =
“FVGet(FeG) =(F=G) A(G=F).

Nous introduisons maintenant un théoréme trés importanhows permet d’énoncer un résultat
fondamentale en démonstration automatique (preuve gaauide).

Théoréme 1.1(déduction) Soit F et G deux formules propositionnels; = G ssiF A =G est une
formule insatisfiable.

Ce théoréme montre que prouver l'implication sémantiquetggivalent a montrer I'inconsistance
d’une formule. La plupart des algorithmes de démonstragistomatique autour du problénsaT ex-
ploitent ce théoréme.
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Formes normales

Dans cette section nous nous intéressons aux difféeremeg$onormales. Nous commengons par
introduire la notion de clause :

Définition 1.14 (clause) Une clause est une disjonction finie de littéraux. Une claneseontenant pas
de littéraux complémentaires est dit fondamentale, sitierest dite tautologique.

Définition 1.15 (différentes variantes de clause§oitc une clause , elle est dite :

— (UNITAIRE) ssi elle contient seulement un seul littéral.

— (BINAIRE) binaire ssi elle contient exactement deux littéraux.

— (POSITIVE, NEGATIVE, MIXTE) positive (resp. négative) si elle ne contient que des &ttRmposi-
tifs (resp. négatifs). Une clause constituée de littéransitifs et négatifs est appelée clause mixte.

— (VIDE) La clause vide, notée, est une clause ne contenant aucun littéral. Elle est panttiéin
insatisfiable.

— (CLAUSE TAUTOLOGIQUE) elle contient un littéral et son complémentaire. Elle estgéfinition
vraie.

— (CLAUSE HORN, CLAUSE REVERSEHORN) Une clause Horn (resp. reverse-Horn) est une clause
qui contient au plus un littéral positif (resp. négatif).

Définition 1.16 (Différents types d’instancesBoit F une instancesAT, F est une instance :
— k-SAT si toutes les clauses contiennent exactenkentN littéraux. Hormis1-SAT et 2-SAT
( ), le probléme:-sAT est généralemenV P-complet;;
— HornsAT (respectivement Reverse-HosnaT) si toutes les clauses dg sont Horn (respective-
ment reverse-horn). En ce qui concerne le test de satist@abilun ensemble de clauses de Horn
ou reverse-horn, plusieurs auteurs ont montré que la rémwiest polynomiale voir méme linéaire

(1989, (1992, (1999;

Définition 1.17 (terme) Un terme est une conjonction finie de littéraux.

Définition 1.18(formes normales)Nous distinguons deux formes normales particulieres pEgiptopo-
sitions :
— (FORME CNF) Une formuleF est SOU$ORME NORMALE CONJONCTIVE(CNF) si et seulement
si F est une conjonction de clauses.
— (FORME DNF) Une formuleF est SOUSORME NORMALE DISJONCTIVE(DNF) si et seulement
si F est une disjonction de termes.

Exemple 1.2.Les formuled(a VvV b) A ((—c) Vd)] et[(aAb) V ((—c) Ad)] sont respectivement sous forme
normale conjonctive et disjonctive.

Dans la suite de ce manuscrit, lorsgu’il est fait référengredformule propositionnelle, sauf mention
contraire, il s'agit d’'une formule sous forme CNF.

Propriété 1.2. Toute formule de la logique propositionnelle peut étre riéésous une forme normale.

Une approche permettant de transformer en temps et espaedrdi toute formule booléenne sous
forme quelconque en une formule sous forme normale comyenétuivalente du point de vue de la
satisfiabilité est proposée pas ( ).
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1.1.2 le problémesAT

Nous donnons maintenant la définition concréte du probléateet quelque régles fondamentales
pour simplifier la formule CNF.

Tout d’abord, nous introduisons le probléme de décision :

Définition 1.19 (Probléme de décisionlUn problemdlI de décision est une question mathématiqguement
définie portant sur des paramétres données sous forme ntabipuinformatiquement et demandant une
réponse : « Oui» ou « Non ». C'est-a-dire que I'ensemblg des instances dH peut étre scindé en
deux ensembles disjoints :

1. Y11 : 'ensemble des instances telles qu'il existe un prograr@meésolvants et répondant « Oui» ;
2. Ny : I'ensemble des instances pour lesquelles la réponse esheN

Définition 1.20 (probléme de décision complémentair&oitII un probléme de décision, le probleme
complémentairdI® dell est un aussi un probleme de décision tel que :

Dy = ch—[ etYg = Nﬁ

De nombreux problémes informatique peuvent étre réduisdpoeblemes de décision. Un probléme
dont la réponse n’est ni « Oui » ni « Non » peut étre simplemransformé en un probléme de décision :
« Existe-t-il une solution au probléme ? »

Définition 1.21 (problémesaT). Le probléemesAT est un probléme de décision qui consiste a décider si
une formule sous forme normale conjoncti@NF) admet ou non un modéle.

Exemple 1.3.Soit une formule booléenne mise sous fo@NF F = (aVbVc)A(—aVb)A(=bVe)A(—eV
a), est-ce que la formulg admet au moins un modéle ? La réponse est oui : I'interprétafi = a, b, ¢
satisfait la formuleF. En plus,Z est le seul modéle dg, donc la nouvelle formul& A (—a V —bV —¢)
est insatisfiable.

Plusieurs techniques qui permettent de transformer umeuler CNF ont été introduite. Ces tech-
niques visent soit a ajouter ou supprimer de la redondante lda formules CNF.

La premiére approche présenté ici, c’est sans aucun doue tle regles les plus fondamentales de
la logique propositionnelle : la régle de résolution.

Définition 1.22 (résolution) Soient deux clauses = (z V ;) ete; = ((—z) V ;) contenant respec-
tivementz et —z, une nouvelle clause = «; V a; peut étre obtenue par la suppression de toutes les
occurrences du littérat et~z dansc; etc;. Cette opération, notéez, ¢;, ¢;], est appelée résolution et
la clause produite- est appelée résolvante.

Exemple 1.4.Soientc; = (aVbVc) etey = (—aVeVd) deux clauses, nous avons:, ¢, ca] = (bVeVad).

Proprieté 1.3. SoientF une formuley la résolvante de; etc; deux clauses d& contenant respective-
mentx et —z. Les deux propriétés suivantes sont vraies :
-GN ET

- F=FAr

Une autre regle importante est la réglefdsion qui consiste a remplacer les multiples occurrences
d'un littéral par une seule occurrence de ce littéral.

11
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Définition 1.23 (fusion). Sic; = {z1,2z2,,...2n, L, Y1, Y2, -, Ym, L, 21, 22, -, 2k, L} €St une clause dans
une formuleF, alors ¢; peut étre remplacée par, = {x1,22,, ... Zn, Y1, Y2, ooy Yy 215 22, vy Zky L}
Cette opération est appelée fusion.

Les deux régles ci-dessus sont des regles pour suppriméittéiesix dans les clauses. Nous intro-
duisons maintenant deux techniques permettent la sujppmeds clauses de la formule.

Définition 1.24 (subsumption) Une clausec; subsume une autre clausg ssic; C ¢;. Dans ce cas,
¢ = ¢

Exemple 1.5.Soientc; = (21 V 22) etea = (21 V 22 V 23) deux clauses, la clausg subsume la clause
Co.

Définition 1.25 (auto-subsumption)Une clauser; auto-subsume une autre clausessi la résolvante
dec; etc; subsume;

Exemple 1.6. Soiente; = (x1 V z2) etey = (- V 22 V x3) deux clauses, la résolvante deetc; :
r = (z9 V x3) subsume la clause, alors ¢, est auto-subsumée pay.

Définition 1.26 (clause redondanteBoiec une clause dans une formuBNF F, ¢ est dite redondante
SsiF\ ¢ ke

L'application de ces techniques (subsumption et autotguption) permettent de détecter de clauses
redondantes, la suppression de clauses redondantes mkrrsenhplifier la formule en préservant sa
satisfiabilité.

Le problémesAT est le problemeV P-Complet de référence ( ). Pour mieux comprendre
son intérét sur le plan théorigue, nous allons présentaratems de complexité dans la section suivante.

1.2 Théorie de la complexité des algorithmes

Cette section a simplement pour objectif de situer le prabl8AT dans la hiérarchie polynomiale.
Nous donnons seulement des notions et propriétés néessdaour plus de détails sur la théorie de la
complexité, des ouvrag€es ( ), ( ), ( ) peuvent
étre consultés.

La complexité d’'un algorithme pour résoudre un problemeiestmesure des ressources nécessaires
pour son exécution. Les ressources qui sont prises en camiptée temps et I'espace mémoire informa-
tique. La théorie de la complexité des algorithmes étudimétiement la quantité de ressources néces-
saires pour I'exécution d’'un algorithme ainsi que la diffi€untrinséque des problémes calculables. Plus
précisément, I'objectif de cette théorie est d’étudievdlétion des ressources nécessaires pour résoudre
un probléme en fonction de la taille des données fourniesgge Formellement dit, étant donnée un
algorithmeA, la théorie de la complexité s'intéresse a estimer le temg®space mémoire nécessaire
au calcul deél(n) en fonction de:, oun est la taille de la donnée d’entrée.

Deux types de complexités sont distingués lors qu'on ablardaestion de la complexité de maniére
générale : la complexité temporelle et de la complexitéiaigatgénéralement, le temps de calcul est
considéré comme la ressource la plus significative pouuéwdd complexité d'un algorithme. Dans ce
manuscrit, lorsqu’il est fait mention de complexité et samgition contraire, il est admis que c’est de la
complexité temporelle qu'il s’agit.
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1.2.1 Généralité

De maniéere générale, soient un algoriths@our résoudre un probléme, reta taille de la donnée
d’entrée, on notd 4 (n), une fonction sur I'entier positif, le temps nécessaireegdtution du algorithme
A pour la donnée de taille. D’'ou le temps nécessaire est une définition précise commertgore
d’'opérations élémentaires qui ne dépend pas de la viteegédlition de la machine ni de la qualité du
code écrit par le programmeur.

Exemple 1.7. Supposons que le probléme posé soit de trouver un nom dansnuaise du personnel
qui consiste en une liste de tailletriée alphabétiquement. Pour résoudre ce probléme, itexikisieurs
méthodes différentes. Considérons I'approche la plusenajue nous nommong, qui consiste a par-
courir I'annuaire dans l'ordre a partir du premier nom jus@utrouver le nom recherché. Pour cette
méthode, plusieurs cas peuvent arriver :
— Le meilleur cas arrive si le nom recherché est juste le pgemdm dans I'annuaire, dans ce cas,
Tan) =1
— Le pire cas arrive si le nom recherché situe au dernier damnlaire, dans ce cag4(n) =n
— Le cas moyen dépend de la répartition probabiliste des éhésndans I'annuaire. Dans le cas
d’'une distribution uniforme, le nombre moyen d’'opératigrmur trouver le nom recherché est
Ta(n) = 3.

Définition 1.27 (complexité algorithmique)Soitn la taille de la donnée en entré¢(n) une fonction
définie sur I'entier positif. Un algorithmel est de complexité(f(n)) dans le pire des cas s'il existe
certaines constanteset V, tel que :

Vn > No; Ta(n) < ¢ x f(n)

C’est-a-dire7 4(n) croit au plus aussi vite qu&n).
Exemple 1.8. L'algorithme utilisé dans I'exempl&.7 est de complexit®(n).

Définition 1.28 (algorithme polynomial) Un algorithme A exécuté sur une entrée de tailleest dit
polynomial s'il existe un entieirtel que.A est de complexité d@(n?).

Exemple 1.9. Supposons que le nombre d’opération nécessaire a la tersoinal’un algorithmeA sur
une entrée de taille est exactemer2n? — n — 7, alors A est un algorithme polynomial. Au lieu de dire
A est enO(n?), nous écrivons communéméiit(n) = O(n?).

Notons bien que la notion de complexité est utilisée poucifipéune borne supérieure sur la crois-
sance de la fonction. Elle n'est pas donnée de maniére exaghservation importante est que si la
fonction du temps d’exécution est quadratique, alors sicubb la taille d’entrée, le temps d’exécution
va augmenter a quatre fois du temps actuel, et ceci ne dépsrikpa vitesse d’exécution de la machine.

Définition 1.29 (algorithme exponentiel)Un algorithme. 4 exécuté sur une entrée de tailkeest dit
exponentiel s'il existe un réel strictement supérieur & et un polyndmef(n) en n tel queA est de
complexité ded (/™).

En pratique, il y a évidement une différence de temps deutisnlentre les algorithmes polynbmiaux
et les algorithme exponentiels. Pour donner un ordre d'stgdes différentes complexités, le tableau ci-
dessus présente les différents types de complexités delas d’exécution.

Les différences de temps nécessaires a la résolution diepres avec des complexités différentes
peuvent étre vues clairement dans le tableduelles peuvent étre phénoménales. Plus précisément, les
problémes d’'une complexité exponentielle ou factoriefietsmpossible a résoudre sur I'ensemble des
données de taille raisonnable (n>250).
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Complexité Type de Complexité | Temps pour = 10 | Temps pourn = 250 | Temps pourn = 1000
o) constante 10ns 10ns 10ns
O(log(n)) logarithmique 10ns 20ns 30ns
O(y/n) racinaire 32ns 158ns 316ns
O(n) linéaire 100ns 2.5us 10us
O(nlog(n)) linéarithmique 100ns 6ps 30us
O(n?) quadratique (polynomial 1ps 62515 10ms
O(n?) cubique (polynomial) 10us 156ms 10s
O(e™) exponentielle 10us 10"%ans > 10'ans
O(n!) factorielle 36ms > 10'%ans > 10'%ans

TABLE 1.1 — Evolution du temps de calcul en fonction de la compéeditun algorithme et de la taille
des données. Les temps d’exécutions sont estimés sur la'loaseccés mémoire d)ns par étape.

1.2.2 La machine de Turing

Les machines de Turing ne sont pas des machine matéridlEssent une abstraction des ordina-
teurs. Une machine de Turing se compose d’'une partie dedbemtr d’'une bande infinie sur laquelle se
trouvent écrits des symboles. La partie de contrdle estiitoés d’'un nombre finie d’états possibles et
de transitions qui régissent des calculs de la machine. yrabales de la bandes sont lus et écrits par
l'intermédiaire d'une téte de lecture. La partie de comtnfdprésente le microprocesseur. Un élément
essentiel est que le nombre d'états est fini. Ceci prend epteogue les microprocesseurs possedent un
nombre déterminé de registres d’'une taille fixe et que le merdb configuration possible est fini. La
bande représente la mémoire de I'ordinateur. Ceci compeam&moire centrale ainsi que les mémoires
externes telles les disques durs. La téte de lecture repeétebus qui relie le microprocesseur a la
mémoire. Contrairement a un ordinateur, la mémoire d’'unehina de Turing est infinie. Ceci prend
en compte qu'on peut ajouter des disques durs a un ordindéefacon (presque) illimitée. Une autre
différence entre une machine de Turing et un ordinateurwst’'grdinateur peut accéder a la mémoire
de maniére directe (appelée aussi aléatoire) alors queela¢électure de la machine de Turing sont
décrites par les transitions de la machine.

Nous donnons maintenant la définition précise d’'une madafenituring :

Définition 1.30 (la machine de Turing)La mise en ceuvre concréte d’'une machine de Turing est réalisé
par les éléments suivants :

1. Un «ruban » divisé en cases consécutives. Chaque caserdamy symbole parmi un alphabet
fini : “T". L'alphabet contient un symbole spécial « blanc’#”, et un ou plusieurs autres sym-
boles. Le ruban est supposé étre de longueur infinie versuatgaou vers la droite, en d’autres
termes la machine doit toujours avoir assez de longueur Bampour son exécution. Les cases
non encore écrites du ruban contiennent le symbole « blanc »;

2. Une «téte de lecture/écriture » qui permet de lire et diécies symboles sur le ruban, et de se
déplacer vers la gauche ou vers la droite du ruban;

3. Un «registre d'état ¥¢” qui mémorise I'état courant de la machine de Turing. Le nabétats
possibles est toujours fini et il existe un état spécial appeadtat de départ » qui est I'état initial
de la machine avant son exécution ;

4. Une «fonction de transitions’” qui indique a la machine quel symbole écrire, comment déplac
la téte de lecture’(G” pour gauche!’ D" pour droite), et quel est le nouvel état, en fonction du
symbole lu sur le ruban et de I'état courant de la machine. iuae action n’existe pour une
combinaison donnée d’'un symbole lu et d'un état courant,dahime s'arréte.
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1.2. Théorie de la complexité des algorithmes

De maniére formelle,

Une machine de Turing1 est un septuplé®, >, T', E, qo, F, #) ouU :

— @ est 'ensemble des états de controle. C’est un ensembiefini, ¢, } ;

— Y estl'alphabet d’entrée. C’est un ensemble fini de symbaleseajcontient pas le symbole blanc :
#. Cet alphabet est utilisé pour écrire la donnée initiale Eubande ;

— I' est I'alphabet de la bande. C’est un ensemble fini qui comptens les symboles qui peuvent
étre écrits sur la bande. Ceci inclut bien sdr I'alphabetmtige Y et le symbole blang# ;

— E est un ensemble fini de transition de la forfpea, ¢, b, =) ou p et q sont des états; etb sont
des symboles de bandeaetst un élément d&,D. Une transition(p, a, ¢, b, z) est aussi notée
(p,a — q,b,7);

— qo est I'état initial. C'est un état spécial d@ dans lequel se trouve machine au début d’un calcul ;

— I est I'ensemble des états finaux appelés aussi état d’ac¢mapta

— # est le symbole blanc qui, au départ, remplit toutes les jpositde la bande autres que celles
contenant la donnée initiale.

L'ensembleF de transition est aussi appelé fonction de transition etases.

Définition 1.31 (machine de Turing déterministeYyne machine de Turing : (Q, X, T, E, qo, F, #)
est déterministe si pour tout étadans( et tout symbole dansT, il existe au plus une transition de la
forme(p,a — ¢,b, ).

Définition 1.32 (machine de Turing non-déterministd)a seule différence entre une machine de Turing
déterministe et une machine de Turing non-déterministéepsur la fonction de transition. Lorsque la
machine est déterministe, la fonctidassocie a chaque pairg,(a) I'unique triplet(g, b, x), s'il existe, tel
que(p,a — ¢, b, x) soit une transition. Lors que la machine est non-déterrtenisa fonctions associe

a chaque pairép, a) 'ensemble des triplet§y, b, ) tels que(p, a — ¢, b, ) soit une transition.

En dépit de la contradiction apparente des termes, une necld Turing déterministe peut étre
considéré comme un cas particulier de machine de Turingdéterministe : c’est le cas pour lequel
I'ensemble des triplets;(b, ) possible est un singleton.

1.2.3 Classes de complexité des probléemes de décision

La machine de Turing peut étre utilisée pour définir des elase problemes selon leur difficultés
intrinséques, ce que I'on appelle complexité des probl&mas des algorithmes).

La théorie de la complexité vise a savoir si la réponse a ubl@mee peut étre donnée trés efficace-
ment ou au contraire étre inatteignable en pratique et awithéavec des niveaux intermédiaires de
difficulté entre les deux extrémes; pour cela, elle se fonnlaise estimation théorique des temps de
calcul et de besoin de mémoire informatique. Dans le but @éeixndomprendre comment les problemes
se placent les uns par rapport aux autres, la théorie de Iplerité établit des hiérarchies de difficultés
entre les problémes algorithmiques, dont les niveaux qupelas des « classes de complexité ».

Dans ce manuscrit, comme indiqué précédemment, nous neiméusssons qu’'a la complexité
temporelle.

Classes de complexité

Définition 1.33(classeP). La classeP (pour polynomial) regroupe I'ensemble des problémes de déc
sion qui peuvent étre résolus en temps polynomial par unéimace Turing déterministe.
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Chapitre 1. Problématique, Définitions et Notations

Par définition, la classE contient les problémes de décision polynomiaux : les probkqu’on peut
résoudre a I'aide d’'un algorithme déterministe en tempgrhial par rapport a la taille de I'instance.
Nous allons définir similairement une classe plus vaste :

Définition 1.34 (classeN P). La classe deN P regroupe I'ensemble des probléemes de décision qui
peuvent étre résolus en temps polynomial par une machinarifeggThon-déterministe.

Définition 1.35 (classeC'oN P). La classeC'oN P regroupe I'ensemble des probleme de décision dont
les problémes complémentaires appartiennent a la clasBe

Comme indiqué précédemment, une machine de Turing détisten@st une machine de Turing non-
déterministe particuliére, nous obtenons tout de suitedprj@té suivante :

Propriété 1.4. Nous avons P C N PetP C CoNP.

Définition 1.36 (C-difficile et C'-complet) SoitC' une classe de complexité (comieN P, etc.). On
dit gu’un probléme est'-difficile si ce probléme est au moins aussi difficile que teagproblémes dans
C'. Un problemeC-difficile qui appartient &' est ditC-complet.

Afin de définir une véritable classification des probléemesyddon de réduction polynomial est
utilisée. En fait, la notion de réduction permet de « savairun probléme est aussi difficile qu’un autre.

Définition 1.37 (réduction polynomial) SoientlI etII' deux problemes de décision, une réductiodlde
alIl’ est un algorithme polynomial transformant toute instane&ltlen une instance dd. Ainsi, si l'on
a un algorithme pour résoudrd, on sait aussi résoudrd’

Remarque 1.3. Quand on parle de problem@-difficile ou C-complet, on s’autorise uniqguement des
réduction dand OGSPACE

La relation de réduction étant réflexive et transitive, déénit un préordre sur les problémes.

On aN P-completC N P-difficile, par contre un problemé&/ P-difficile n'est pas nécessairement
dansNP.

Si un problemeN P-complet est dans la clasge (N P-completnP # (), alorsP = NP. Mais
malheureusement ou heureusement, personne n’'a trougoiithine polynomial pour un probléeme
N P-complet. En outre, personne n’a pu prouver qu'il n'exists.p

Elle constitue I'une des questions ouvertes fondamentkdda théorie de la complexité.

1.3 Lévaluation empirique

Le caractéreN P-complet du problémesAT est toujours un verrou théorique majeur, les perfor-
mances des différents algorithmes proposés afin de réstmigreblémesATt sont généralement éval-
uées sur un ensemble de formule ou d’instarses Mais comparer les différents prouveurs entre eux
est une tache difficile. Il est trés difficile de détermineravdnce les performances d’'un algorithme
sur un probléme donné. Pour évaluer des performances flaedis algorithmes (ou prouveurs) et pour
encourager la recherche d’algorithme toujours plus perdmits, des compétitionss§t Race sAT Com-
petition et SAT Challengg sont organisées. Les algorithmes sont comparés avec sierirees limitées
(temps et mémoire) sur un large panel de problémes SAT (bmsréhou instances SAT) de différents
types@léatoire, élaboré, industrielle. Dans la suite de ce manuscrit, lorsque des expérimensasiont
présentées, les instances sont issues de ces différenipgtitions.
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1.4. Conclusion

1.3.1 Instances aléatoires

Historiguement, la motivation d’'étudier les instancesi#es sont pour mieux comprendre la dureté
des instances « typiques ». Dans ( ) les auteurs ont proposé I'analyse des instances
aléatoires dé-SAT.

Définition 1.38(instance aléatoire-SAT). Une instance aléatoire de SAT est une formulsAT Fy(n, m),
avecm clauses sun variables, tous ses clauses sont choisi aIéatoiremenééﬁ(lz) clauses de taille
k, ou les clauses sont construites en tirant uniforménkdittéraux distincts parmi I'ensemble dés< n
littéraux du probleme.

Plusieurs générateurs d’instances aléatoires sont gFsposnco( ), mais le générateur d'in-
stance aléatoirk-SAT est le plus étudié. Daris ( ), les auteurs ont donné un constatation
que pourk > 3, il existe un intervalle du rapport entre le nombre de claetse nombre de variable,
r =, dans lequel c'est difficile décidersi une instance aléatoire @esAT et satisfiable ou pas. Nous
pouvons alors prévoir la difficulté de tels instances.

Par exemple, pouk = 3, sir < 4, une assignationrai peut étre trouvée presque facilement
pour tous les instances ; et paur- 4.5, quasi tous les instances sont insatisfiables. Peurd.25, une
affectationvrai peut étre trouvée pour une moitié des instances, et auttanedeur, le colt de calcul
pour trouver une affectatiovrai , si ¢ca existe, est maximise.

1.3.2 Instances élaborés

Les instances élaborés sont souvent les instances acadsntigmme les problémes de coloration
de graphes, des pigeons et dereines. Ces instances sont souvent créées a la main en tegaob-
léme initial comme un probléme de satisfaction de conteaiaiT. Ces instances ont leur propriétés
mathématiques dont la difficulté est difficile & prévoir

1.3.3 Instances industrielles

Les instances industrielles sont issues de problémestifasigels que les problémes de vérification
de circuits intégrés ( ), Vérification formelle bornéé ( ) et plani-
fication ( ). Ces instances n’ont pas réellement de caractéristiogiagttant de
prévoir leur difficultés, mais elles ont souvent leurs stres intrinseque.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le proble@wmB-complet de référence : le problersar. A
cause de sa difficulté théorique, les performances desithigas doivent étre évalué empiriquement, et
le choix des instances (base de tests) est alors trés impdd@us avons présenté trois catégories d'in-
stances : les instances aléatoires, les instances élaideasinstances industrielles. Dans les prochains
chapitres nous présentons plusieurs paradigmes poumnlatiéa de ce probleme.
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DE NOMBREUX algorithmes ont été proposés pour résoghe Les principes a la base de ces méth-

odes sont trés variés : résolutisn ( ) ( ), énumératiort ( ),

( ), ( ), recherche local ( ), ( ), dia-
grammes binaires de décisidrkers ( ), ( ), ( ), algorithmes géné-
tiques et évolutionnistes ( ), ( ), ( ) etc.

En générale, les méthodes pour la résolution pratique dilgarm@sAT se divisent en trois catégories :
les approches incomplétes, les approches complétes gidesches hybrides.

Les techniques basées sur la recherche locale qui estnesniaimt le plus connue de tous les ap-
proches incomplétes pour la résolution de problésne Elles ont été initialement développées pour
résoudre des probléeme d’optimisation combinatoire (@nolel du voyageur de commerce, sat a dos,
etc). Elles font partie de la famille des métaheuristiques at 8sues de la recherche opérationnel. Un
des inconvénients majeurs de ce type d'approches sontaepi&int limités a la recherche d’'un modéle
sans garantir son obtention (sauf adaptation particylid@me considérant un temps infini. Elles s'ap-
puient sur un parcours non systématique et souvent stigimagte I'espace de recherche. Le principe
de base des méthodes de recherche local consiste a se dfydétieusement dans I'espace des con-
figurations en améliorant la configuration courante. DartakedesAT, les configurations sont des in-
terprétations compléetes de la CNF et 'amélioration se pryéerme de nombre de clause falsifiées par
les interprétations. Alors, les méthodes de recherchéd@eamettent de trouver des interprétations pas
nécessairement modeéles de la formule mais de bonne quafittdits temps de calcul raisonnable. Et
elles s’averent plus efficace sur les instances aléatoires.

Les algorithmes complets permettent, en un temps fini, derméier la consistance de n’'importe
guelle formule exprimée sous forme CNF. lls s’appuient géleénent sur un parcours en profondeur
d’'un arbre de recherche, ou chaque nceud correspond a iatisig d’'une variable et chaque chemin
correspondant a une interprétation partielle des vasatdda formule. L'objectif est donc de déterminer
un chemin de la racine a une feuille - lequel représente ueepirétation compléte des variables de la
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2.1. Preuve par résolution

formule qui satisfait 'ensemble des contraintes du prolgléu de déterminer qu'il n’existe pas un tel
chemin. Le nombre d'étapes nécessaire pour ce type d'digueiest proportionnel au nombre d'inter-
prétations possibles, et est donc d’ordre exponentiel reetifin du nombre de variables de la formule. |l
est par conséquent quasiment impossible d’obtenir unesépgdans une durée raisonnable si la taille du
probléme devient trop grande.

L'idée des approches hybrides qui combine les algorithneagcherche local et les approches com-
pléetes est d'exploiter les forces de I'une pour atténuerfdddesses de l'autre, le but est obtenir un
algorithme au moins efficace que les deux approches pripasésgent.

Dans ce manuscrit, nous nous concentrons sur les approchgsétes. Nous présentons dans ce
chapitre une évaluation des méthodes de résolution, delav@ipar résolution au prouvewssT mod-
erne.

2.1 Preuve par résolution

Le principe de résolution de ( ) est I'application la plus fondamentale de la logique
propositionnelle. Appliqué a une formule, il nous permeétiblir une dérivation :

Définition 2.1 (dérivation par résolution)SoientF une formuleCNF et ¢ une clause, on dit que est
une dérivation par résolution & partir d& s'il existe une séquence = [c1,co,...,c, = ¢] tel que
Vi € (1,k], soit (1)¢; € F, soit (2)c, = n[z, ¢;, ¢cj] avecl <4, j < k.

Toute dérivation par résolution d’'une clause vide= L) a partir deF est appeléeéfutation ou
preuve Dans ce casF est insatisfiable.

Les trois regles présenté précédemment (¥dir2 1.1.2 1.1.2 permettent d’établir une méthode de
démonstration automatique compléte pour la résolutiorregée de résolutiori.1.2seul est compléte
pour la réfutation.

Il est commun de représenter la séquence de dérivation ggmaphe de résolution, ce graphe est un
DAG (graphe dirigé acyclique).

Définition 2.2 (graphe de résolution)SoientF une formule et la clause que I'on souhaite dériver. Un
graphe de résolution est un arbre tel que :

— chaque feuille est étiquetée par une clauseqde

— chaque nceud qui n'est pas une feuille a deux fils et est &@par une résolvante des clauses
qui étiquettent ses fils;

— laracine de I'arbre est la clause dérivée

Exemple 2.1.SoientF = {(pV—-rV-t), (tV—q),(¢Vr)} eta = (pVtV-q). LaFigure2.1représente
sous forme arborescente la séquence de dérivatiox —r \V —t), (tV =q), (p V —rV —q), (g V1), (t V
r), (pVtV gl
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Chapitre 2. Méthodes de résolution
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FIGURE 2.1 — Graphe de résolution.

Malgré sa simplicité, la résolution est difficile a mettre @uvre efficacement, car le nombre de
résolvantes a effectuer est souvent exponentiel, I'espagroire requis devient alors tres élevé et les
temps de calculs prohibitifs. De nombreuses restricti@sgbs sur la structure de la preuve par résolution
ont été proposées, elles sont généralement plus faciletéeraatoeuvre. Parmi elles, nous pouvons citer :

la résolution réguliere ( ), ( ), ( ) le principe de cette approche
repose sur la construction d’'un arbre de preuve par résaluéguliére. Un arbre de résolution est dit
régulier s'il n'existe pas de chemin d’'une feuille a la r&cou une variable est éliminée plus d’'une fois
par résolution, en d’'autre termes sur chaque branche dh@mdg résolution, 'ensemble des variables
sur lesquelles on a effectué la résolution est sans répétitiinstance est prouvée insatisfiable si et
seulement s'il existe un arbre de preuve par résolutionlig¥gu

la résolution étendue : ( ) c’est une extension de la résolution a laquelle on ajoute la
regle suivante : a chaque étape de la construction de lag@réwst possible d’ajouter des lemmes a la
formule, sous la forme d’une nouvelle variableassociée aux clauses qui codgnt= (41 V ¢5) (i.e.

(y Vi), (y VL) et(—y VLl V—ly)), oul; etly sont deux littéraux apparaissant précédemment dans
la preuve. Tout en étant d’apparence une regle tres sinigjeut de nouvelles variables permet a la
résolution étendue d'étre trés efficeCeok ( ) ;

la résolution linéaire : cette méthode a été indépendemment proposéecpaiand( ),

( ) et ( ). Cette approche est un raffinement de la résolution clasgigrme-
ttant de réduire significativement le nombre de résolutredendantes produites. Le principe consiste a
restreindre la séquence de résolution afin de ne considéeedap dérivations linéaires. Une dérivation
linéaire A, d’'un ensemble de clausgs est une séquence de clauses, as, ..., ay,) telles quen; € F

et chaquev;; 1 est une résolvante de (le plus proche parent de;. ;) et d’'une clause’ telle que (i)
€ F,ou (i) f estun ancétre; dea; ouj < i;

la résolution unitaire : ( ), ( ) la résolution unitaire, est un cas
particulier de la résolution ou une des clauses a résoutimeslause unitaire. Bien évidemment cette
méthode n’est pas compléte en générale, mais elle est cenpoler les clauses de Horn;

Une autre méthod@.1 proposée pabavis et Putnam ( ) est I'une des premieres méthodes
de résolution dédiée au probersgr. Son principe est basé sur I'application de la résolutiommoe
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2.2. Enumération

Algorithme 2.1: DP
Données. une formule CNEF
Résultat: vrai sila formule est consistant&aux sinon
Début
tant que (Vr # () faire
2 =ChoisirVariable Vr);
Vr=Vr —2x;
F—F—(Fo UFy);
F +— FUnx, Fpy, Foul;
si() € F alors retourner faux ;

N o g b~ W N R

retourner vrai ;
9 Fin

[ee]

principe d’élimination de variables. En effet, étant domn@e variabler, soit 7, (respectivemenf_,)
I'ensemble de clauses dE contenant le littérak: (respectivement-z). La procédureD P consiste a
générer toutes les résolvantes possible ejreet -, notén|x, F,, F-.|. Les deux sous-ensembles
F, et F_, sont ensuite omis d& et remplacés pay[x, F,, F-.|. On note donc, qu'a chaque étape, le
sous-probléme généré contient une variable en moins, mawmbre quadratique de clauses supplé-
mentaires. Par application successivel?lB, un nombre exponentiel de clauses peut étre ajouté dans
le pire des cas. Cette méthode est connue pour étre compléteneet de répondre a la question de la
satisfiabilité ou a l'insatisfiabilité d’un problénsaT sous forme CNF, suivant qu’elle ait produit durant
ce processus une clause vide ou pas.

Dans la pratique, les méthodes basées sur la résolutiorirésmarement utilisées dans leur forme
originale ( ( ), ( )). Cependant, une forme limitée deP
est a la base d’'un des meilleurs pré-traitements de formNE,Ta méthode « SatElite b
( ), intégré dans la plupart des solvears modernes. Cette forme limitée applique la résolution pour
éliminer une variable uniquement si la taille de la formukugmente pas. En pratique, cette technique
permet d’éliminer un nombre non négligeable de variables tacas des instances issues d’applications
réelles.

2.2 Enumération

L'idée de base des algorithmes énumératifs est la conistnudtun arbre binaire de recherche ou
chaque nceud représente une sous-formule simplifiée parprétation partielle courante.

Définition 2.3 (arbre binaire de recherche§oitF une formuleCNF, contenant I'ensemble des variables
propositionnellesVr = z1,xo, ..., z,, 'arbre binaire de recherche correspondantja est un arbre
binaire ou :

— chaque chemin de la racine & un nceud de I'arbre corresponednterprétation partielle der.

— chaque arc est étiqueté par un littéralou -z € V. La brancher; (respectivementz;) corre-
spond a l'affectation de; avr ai (respectivemeritaux );
les littéraux étiquetant les arcs issue d’'un méme noeudemwaleurs opposées ;
— sur chaque branche de I'arbre, chaque variable apparaé seule foi.

Définition 2.4 (arbre complet) Soit 7 une formuleCNF et V~ I'ensemble des variables apparaissant
a F. L'arbre binaire de recherche correspondantaest dit complet si et seulement si, en plus des
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Chapitre 2. Méthodes de résolution

conditions exigées sur les arbres binaire de recherchegebahemin de la racine a une feuille de
I'arbre correspond a une interprétation compléte sur I'emible des variables dg.

Définition 2.5 (branche fermée)Une branche d’'un arbre binaire de recherche correspondaniné
formule CNF F est dite fermée si et seulement s'il existe un n@uel que l'interprétation partielle
correspondante a celle-ci falsifie une des clausesFdet tel que les interprétations partielles de tout
nceud ancétre d& ne falsifie aucune clause de

Définition 2.6 (arbre fermée) Un arbre binaire de recherche correspondant a une forn@iF F est
dit fermé si et seulement si toutes ses branches sont fermées

Pour prouver qu'une formule CNFF est satisfaite il suffit de trouver une feuille qui produit un
modéle, c’est a dire une interprétation compléte qui satisEnsemble des clauses de la formute
Pour prouver l'insatisfiabilité d’'un ensemble des claugéait montrer que I'arbre correspondant est un
arbre fermé. Comme l'arbre compott feuilles, cette méthode n’est pas efficace du tout en pmatiqu

Exemple 2.2.SoitF = {(a VbV ¢),(ma VD), (=bV ¢),(—c Va),(-aV =bV —c)} un ensemble de
clauses, I'ensemble des variables ¥gt= {a, b, c} et I'arbre binaire de recherche correspondant/a
ou I'heuristique de branchement utilisée est I'ordre lejraphique, est illustré dans la figug&e2

FIGURE 2.2 — Arbre binaire de recherche correspondant a I'ensedghtdauses de I'exempk2

2.3 Algorithme de Quine

L'algorithme de ( ) est une amélioration de la méthode des arbres sémantignedadjue-
lle on réalise a chaque nceud de I'arbre binaire une évatuptidielle de la formule, donc chaque nceud
représente une sous-formule simplifiée par l'interprétapartielle courante. Si une évaluation partielle
permet de conclure directement a I'incohérence de la sousufe simplifiée, alors il n’est pas néces-
saire de continuer la construction de I'arbre au dela de agln@a nous permet de couper les branche
alors dans certains cas, I'arbre sémantique construih $ellgorithme de Quine peut étre nettement in-
férieur a I'arbre sémantique complet. La méthode de Quidéeritddans I'Algorithme2.2, est basé sur la
proposition suivante :

Proposition 2.1. F est insatisfiable si et seulement/s; et F|, sont insatisfiables.
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2.4. Procédure DPLL

Algorithme 2.2 : QUINE

Données. F un ensemble de clauses

Résultat: vrai sila formule est consistant&aux sinon
1 Début

2 | si(F =0) alors retourner vr ai ;

3 | si(L € F)alors retourner f aux;

4 | ¢ <— HeuristiqueDeBranchement (F);
5 | retourner (QUINE(F,) ouQUINE(F-,) )
6 Fin

Exemple 2.3. Considérons la formule de I'exemp?e2. L'arbre binaire construit implicitement par la
méthode de Quine est illustré dans la Figar&.

/\

{ ®),(=bVec),(=bV-c) } (bVe),(=bVe), (=) }
(), (me) }

FIGURE 2.3 — Arbre construit par la méthode de Quine sur 'ensemblelalises de I'exempz 2

2.4 Procédure DPLL

En 1962, Martin Davis, George Logemann et Donald Lovelaral/( ( )) ont proposé une
procédure appeléePLL qui est une amélioration de la procédurme

Avant de présenter I'algorithmepPLL, nous présentons d’abord la propagation unitaire, quiwst |
des procédés clés dans les algorithmes de résolutisadet qui est sans conteste la plus utilisée.

2.4.1 Propagation Unitaire

La propagation unitaire{J), aussi connue sous le nom de propagation de contraintdSelnmes
(BCP) est I'équivalent sémantique de la résolution unitairepPLaeprésente la forme de simplification
la plus utilisée et sans doute la plus utile des approchegpaePLL. Son principe de fonctionnement
est le suivant : tant que la formule contient une clause ejtaffecter son littéral arai . Cela repose
sur la propriété élémentaire suivante :

Propriété 2.2. Soit 7 une formuleCNF. Siz est un littéral unitaire deF, alors F est satisfiable si et
seulement sF,, est satisfiable.
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D'ou F, = {clc € F,{z,~w}Nc=0}U{c\ {-z}lc € F,~x € c}, est la formule obtenue en
éliminant les clauses contenanet en supprimantz des clauses le contenant. Cette notion est étendue
aux interpretations p = {x1, ..., z, } une interprétation, on défink,, = (...((Fz,)|zs)--|x,- L& Prop-
agation unitaire est I'application de cette simplificatjoequ’a ce que la base de clauses ne contienne
plus de clauses unitaires ou jusqu’'a I'obtention d’'une s#avide (contradiction). Formellement, nous
avons :

Définition 2.7 (propagation unitaire)Soit 7 une formuleCNF, nous notonsF* la formule obtenue a
partir de F par application de la propagation unitaire=* est définie récursivement comme suit :

1. 7* = F si F ne contient aucune clause unitaire :
2. ’* = 1 si F contient deux clauses unitaireset -z ;
3. F* = (F|,)" tel que x est le littéral qui apparait dans une clause unitaer

Propriété 2.3. Un ensemble de clausésest satisfiable si et seulement/si est satisfiable.

Définition 2.8 (déduction par propagation unitaireoit 7 une formuleCNF etz € V(F). On dit que
x est déduit par propagation unitaire d€, notéeF ., z, si et seulement $iF A —z) = L. Une clause
c est déductible par propagation unitaire dg si et seulement sk A¢c =, L.i.e,(FA¢)* = L.

Propriété 2.4. Soit F une formuleCNF etz € £(F), un littéral pur z peut étre propagé &r ai en
préservant la satisfiabilité.

Définition 2.9 (séquence de propagation§goit F une formuleCNF, P = (x;, o, ..., x,) représente
la séquence de propagations obtenue a partir Beelle queVz; € P la clause unitaire(x;) €
‘F.‘{$1,:L‘2,...,:L‘i_1}

Définition 2.10 (séquence de décisions-propagatioryientF une formule et: un littéral de F, 8§ =
((x),x1,a,...,x,) représente la séquence de décisions-propagations obfearué&pplication de la
propagation unitaire sur la formuléF A x) telle que(xy, xo, ..., x,) €st une séquence de propagations
obtenue a partir d¢.F A z).

A partir de la séquence de propagation et de la séquence dodéepropagations, nous pouvons
construire une pile de propagatiéfi = {Sg, 81, 82,...,8,}, d'ou§, est une séquence de propagations
obtenue a partir deF , et 8; est une séquence de décisions-propagations obtenue deafi en

considérantzy, V1 < i < n,8; est une séquence de décisions-propagations obtenue radegd# A
i—1

/\ ;)" en considérant le littéral;.

j=1

Exemple 2.4.SoientF = {(—aVb), (-bVec), (-dV —e),(eV f),(eV-fVg), (-hV—i),(a),(IV-e)}
une formule ed = [d, h] une séquence de décisions. La pile de propagations obterés baffectation
des littéraux de la séquence de décisionsiest {(a,b,c), ((d), e, f,—g), ((h), i) }.

Ensuite nous pouvons introduire pour un littéfale la pile de propagation les notions de niveau de
propagation#iv(¢)), de clause raison-¢ison(¢)) et d’explication éxp(¢)).

Définition 2.11 (niveau de propagation)SoientF une formule 3 = {8¢,81,82,...,8,} la pile de

propagations obtenue a partir d€ en appliquant la séquence de décisi¢ng o, . . ., x,| respective-
ment en nivead, 2, ... ,n et/ un littéral de F. Si3§; € H tel quel € §; alorsniv(¢) =i, niv(f) = co
sinon.
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Exemple 2.5.Considérons la formule et la séquence de décisions de ljgedtrl. Nous avongiv(a) =
0, niv(—i) = 2 etniv(l) = oo.

Définition 2.12 (clause raison) Soient* une formuleZ une interprétation partielle obtenue par prop-
agation a partir deF en appliquant la séquence de décisions [z1, zo,...,x,] €tl un littéral de F.
Sit € ¢ alors raison(¢) = L, sinonraison(l) € F telle quel € raison(¢) et pour tous les autres
littéraux y € raison(¢),Z(y) = L ety précédel dans l'interprétationZ.

Remarque 2.1. 1l est possible d’associer plusieurs clauses raison a uérki propagé. Néanmoins, il
est usuel de n’en considérer gu’une seule.

Définition 2.13 (explication) SoientF une formuleZ une interprétation partielle obtenue par propa-
gation a partir deF en appliquant la séquence de décisions [x1, xo, ..., x,]| €tl un littéral deF. Si

¢ € ¢ alorsexp(f) = 0, sinonexp(¢) = {—x tel quex € raison(¢) avecraison(¢) une clause raison
de/}.

Remarque 2.2. Comme pour les clauses raison il n'y a pas unicité de I'exgtian de la propagation
d’un littéral.

Exemple 2.6.Considérons la formule et la séquence de décisions de ljghechdl. Nous avonsaison(g) =
(e V—=fV—g)etexp(g) = {-e, f}.

2.4.2 ProcéduredbPLL

La méthodeppPLL décrit par I'algorithme2.3 est basé sur une recherche systématique dans I'espace
de recherche. Elle peut étre vue comme l'algorithme de Qaiee une étape supplémentaire d’'inférence
a chaque nceud de I'arbre : la propagation des litéraux tastédl’autre processus de filtrage sont pos-
sible hyperbin resolutiori ( ), simplification par littéraux purstc, mais sont trés rarement
applicables de maniére efficace en pratique). A chaque ritaterprétation partielle courante est éten-
due par un littéral de décision et par une séquence de priqagiaLe choix de la prochaine variable a
affecter est fait suivant une heuristigue(choix de la variable figurant le plus souvent dans les clauses
les plus courtes). La différence entre les deux procédurest DPLL réside dans le fait que la premiére
proceéde par élimination de variables en remplacant le pnolinitial par un probleme plus simple mais
plus large, et la seconde procéde par le principe, agggglération qui consiste a choisir un littérélde
F et a décomposer la formulE en deux sous-formules A ¢ et F A —¢. DPLL est une méthode de type
"choix+propagation”.

Algorithme 2.3 : DPLL
Données. F un ensemble de clauses
Résultat: vrai sila formule est consistantgux sinon
1 Début
F <— SIMPLIFICATION( F);
si (F=0)ou(L € F) alors retourner (F =) ou (L & F);
¢ +— HeuristiqgueDeBranchement (F);
retourner (DPLL(F A ¢) ouDPLL(F A —f))
Fin

o 0 b~ W N
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Chapitre 2. Méthodes de résolution

Exemple 2.7. Soit la formule suivanteZ = (—z1 V x2) A (mz2 V 3) A (mzg V 24) A (mxp V —zyg). La
figure2.4illustre 'importance de la propagation unitaire dans une@gédureDPLL. En effet, dans le cas
deDPLL (figure de droite) une décisiam suivie de la propagation unitaire est suffisante pour réflae
décision d'affecterr; avr ai . Dans le cas de I'algorithme de Quine (figure de gauche), ws-sobre
a été développé avant de réfuter une telle décision.

L

Quine(sans propagation) DPLL (avec propagation)
FIGURE 2.4 — La comparaison entre la méthode de Quine etrde

L'exemple ci dessous illustre le fonctionnement de I'aldone bPLL sur I'instance de I'exemple
2.2 Les branches issues de littéraux unitaires et purs ne ssrexplorées.

Exemple 2.8. Considérons la formule de I'exemp®2 L'arbre décrit par I'algorithmebpPLL pour
'ensemble de clauset est représenté dans la figues. Cet arbre n'admettant pas de feuilles représen-
tant I'ensemble vide de clauses,est démontrée inconsistante.

{ (b),(“b\/C),(ﬁb\/“C { (bvc)v(ﬁbvc)v(ﬁc) }

/ v N &

Branche coupée Branche coupée

{ (9 (=) } (littéral unitaire) (ittéral unitaire) {00 }
cou w/ Z bou %/ %
n Branche coupée Branche coupée
(littéral unitaire) (littéral unitaire)

FIGURE 2.5 — Arbre de recherche construit par I'algorithoreLL sur l'instance de I'exemplg.2

Par sa simplicité, la procédureLL est I'une des plus utilisés pour résoudr et est actuellement
la plus performante en pratique. Un point crucial quant fidacité de la procédurerLL est le choix
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de la variable de décision. Ce choix est fait via une heqtisti Cette heuristique de branchement a une
incidence directe sur la taille de I'arbre de recherche ret ggésenté plus en détail par la suiteZef.3.

De nombreuses améliorations ont été apportées a la preceédur, elles concernent généralement un
ou plusieurs des points suivants :

1. Heuristigue de branchement
2. simplification de la formule

3. traitement des échecs.

2.4.3 Heuristiques de branchements

Du fait de la relation forte entre I'ordre d'affectation desiables et la taille de I'arbre de recherche
développé, une "bonne" heuristique de branchement estdasnte pour I'efficacité d’'un algorithme
de recherche. En effet, I'arbre de recherche exploré peigrvde maniére exponentielle en fonction de
I'ordre avec lequel les variables sont affectées ( ). Cependant, sélectionner a chaque
point de choix la variable qui permet de conduire a I'obmiil’'un arbre de taille minimal est aussi un
problémeNP-difficile ( ).

Au vu de la complexité théorique pour I'obtention de la Vialgade branchement optimale, il apparait
dés lors raisonnable d’estimer le plus précisément p@asaibhide d’une heuristique cette variable plutbt
que de la calculer précisément. Cette heuristique, poeiefficace, doit permettre de diminuer la hauteur
de I'arbre de recherche. De plus, un compromis entre le ter@passaire au choix de la variable et le
nombre de nceuds économisés doit étre effectué. En effetheuméstique trop gourmande en temps,
méme si elle réduit considérablement la taille de I'arbreedberche, peut étre moins performante qu’une
heuristique beaucoup moins colteuse en temps mais quiegarmpus de nceuds.

Ces dernieres années de nombreuses heuristiques ont ptségee dans la littérature. Ces heuris-
tigues fonctionnent en deux étapes, la premiére étapele’ebbix de la variable a affecter, lorsque une
variable est choisie comme point de choix la deuxiéme étsipa ehoix de valeur de vérité.

Heuristique de choix de variables

Nous distinguons en général trois type d’heuristiques déxale variables : 1) les approches syntax-
igues qui permettent d’estimer le nombre de propagationgdteit de I'affectation d’une variable ; 2) les
approches prospectives (de type « look-ahead ») qui edsdgelétecter et d’éviter de futures situations
d’échecs; 3) les approches rétrospectives (de type « laok-b) qui essayent d’apprendre a partir des
situations d'échecs. Ces trois classes correspondent|gmdeux premiéres, aux améliorations apportés
a I'étape de simplification de la formule et pour la derniéuetraitement des échecs. Nous dressons
ci-dessous une liste non exhaustive de quelques méthodeshmcune de ces classes d’heuristiques.

Heuristiques « syntaxiques » Les heuristiqgues de branchements syntaxiques peuvenuéseomme
des algorithmes gloutons dont le but est de sélectionnamlgsbles qui, une fois affectées, générent le
plus de propagations possibles ou permettent de satiffgitas de clauses. Toutes ces heuristiques sont
basées sur I'utilisation d'une fonction d’agrégation pettant d'estimer I'effet de I'affectation d'une
variable libre. Parmi ces approches, citons :
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BOHM : Cette heuristique, proposée par ( ), consiste a choaisir la vari-
able qui, pour l'ordre lexicographique, maximise le vectda poidsH;(z), Ha(z), ..., H,(x) avec
H;(z) est calculé de la maniére suivante :

Hi(z) = a x max(h;(x), hi(—z)) + B x min(h;(x), h;(—x)) (2.2)

ou h;(x) est le nombre de clauses de tailleontenant le littérak. Les valeurs dev et 8 sont choisies
de maniére heuristique. Dansy( ( ), les auteurs suggérent de fixer= 1 et

8 =2

MOM : LheuristiqueMomM « Maximum Occurences in Clauses of Minimum Sizproposée par
( ) sélectionne la variable ayant le plus d'occurrences dasslauses de plus petites
tailles. Une variable: est choisie de maniere a maximiser la fonction suivante :

(f*(@) + f*(m2)) x 28 + (@) x f*(-a) (2.2)

ou f*(x) est le nombre d'occurrences du littéradans les clauses les plus courtes non satisfaites. La
valeur dek, tout comme le fait de décider qu'une clause est courte,@sié@k de maniere heuristique.

Cette heuristique a été amélioré a plusieurs reprises,saiyast par exemple d’équilibrer les arbres
produits par l'affectation d’une variable-( ( ), ( ),

(1999, (1999).

Jw : L'heuristique de branchement proposée fxar ( ) est basée sur le méme
principe que I'heuristiquemoM. Les auteurs introduisent deux heuristiques, lesquetias analysées
dans ( ( ), ( )), afin de fournir un poids aux variables. Le poids d'un
littéral ¢ de F est calculé a I'aide de la fonction suivanté(?) = > 271,

acF|lea

La premiére heuristique (JW-OS) proposée consiste a #laer le littéral/ qui maximise la fonc-
tion J(¢) et la seconde (JW-TS) consiste a identifier la variablgui maximiseJ(z) + J(—x), et a
affecter la variable: a vrai, siJ(z) > J(—z), et de I'affecter a faux sinon.

Heuristiques de type dook-ahead » Les heuristiques de typeleok-ahead» consistent a anticiper le
résultat de I'affectation d’'une variable non encore affeca I'aide de méthodes de filtrages (telles que
la propagation unitaire). En d’autres termes, ce type dtaghes effectue une exploration de I'arbre de
recherche en largeur, localement et temporairement. [Raraslol une contradiction est détectée pendant
la simplification d’une formuleF par le littéral/, le littéral —¢ est propagé au niveau courant. De cette
maniére, le nombre de variables éligibles pour la prochaam@able de branchement est réduit. Ce type
de méthodes fonctionnent surtout sur les problemes la ppréatissage porte peu. Nous présentons ici
une liste sommaire d’heuristiques de branchements basées soncept :

PU: Les heuristigues basées sur la propagation unitairgH ( ), ( ),

( ) utilisent la puissance de la PU afin de sélectionner plusig#ent la prochaine
variable & instancier. Cette méthode permet, contrairedn€heuristiquemom, de considérer les prop-
agations unitaires produites en cascade. Pour chaquéblealiare = de la formule,}“; et ]—"I’;x sont
calculés, la variable choisie est celle pour IaunHjs‘ﬂ + |Vf‘:z| est minimal. Cette méthode est plus
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discriminante, mais aussi plus colteuse gaa. Pour pallier ce probléme, les méthodes qui I'exploitent
réduisent son utilisation a un sous-ensemble des variableinstanciées ou a la partie haute de I'arbre
de recherchel( ( ).

BSH: L'heuristiqueBsH (Backbone Search Heurisjiproposée par ¢ ) et
implémenté dans le solvekcNFs est fondée sur la notion deckboné. Plus précisément, I'heuristique
proposée sélectionne les variables ayant le plus de chéaqmeadtenir atbackbonePour cela, le score
score(x) = BSH(z) x BSH(—z) de chaque variable non assignée est calculé et la variableui
maximisescore(z) est sélectionnée comme prochain point de choix. La vaeurd’un littéral ¢ est
calculée a l'aide de I'Algorithm@.4tels que B(¢) représente 'ensemblegy;, o, . .., o, } des clauses
binaires tel que/l < ¢ < n le fait de falsifiera; implique quel est satisfait; représente le compteur
permettant de contréler le nombre de récursions possibles.¢) (respectivementer(¢)) donne le
nombre de clauses binaires (respectivement ternairesggast une occurrence de

Etant trés gourmande en ressources, cette heuristiqueuh@a étre utilisée avec un nombre im-
portant de récursions. Ce constat implique que le réglag®ipteur: est trés important. Afin de régler
cette valeur de maniére dynamique, les auteurs proposéaitel@arier celle-ci en fonction de la hauteur
du nceud considéré dans I'arbre de recherche. En effet,ysiieg choix effectués en haut de I'arbre ont
un impact trés important sur la profondeur moyenne, il senabhérent que la valeur deen haut de
I'arbre soit plus élevée qu’en bas.

Algorithme 2.4 : BSH(F : CNF,i : entier,/ : littéral)
194+—1—1;
2 calculerB(¢);
siz = 0alors retourner Y (2 x bin(—u) + ter(—u)) x (2 x bin(—v) + ter(—w)) ;
3 (uvv)eB(£)
retourner Y. BSH(-u) x BSH(—w);
4 (uVvv)eB(X)

Heuristiques de type «look-back » Les heuristiques de type «look-back » tirent parti des échear
revenir a des points de choix pertinents€lligent backtrackinyou pour conserver une information clef
provenant d’'une longue phase de recherche et de déduatioreg{strement deogoodsou pondération
des variables). Une méthode basée sur ce concept, conpmtelérer les variables apparaissant dans les
derniers conflits. Cette approche permet, en particulefpdaliser la recherche sur les parties difficiles
du probléeme. Parmi les heuristiques s’appuyant sur ceipargtons :

pondération des variables conflits : I'heuristiquevsiDs (« Variable State Independent Decading

Sum»), proposée par ( ), est I'heuristique de branchement la plus utilisée dassnfe

plantations modernes deLL. Cette heuristique associe un compteur a chaque variaptdéartivité

Lorsqu’un conflit survient, une analyse du conflit @#) permet de déterminer la raison du conflit et les
variables en cause dans ce conflit voient leurs activitésantge. Au prochain branchement, la variable
ayant la plus grande activité est alors choisie comme Jaridd décision. En effet, puisque celle-ci est
la plus impliquée dans les conflits, elle est donc jugée fioete contrainte. De fagon a étre précis, il
est important de signaler que la pondération des varialsiedesplus et plus forte au fur et & mesure

1. Un littéral appartient abackboned’'une formule si et seulement s'il appartient a tous les rresdéde la formule.
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le nombre de conflits augmente et I'activité des variablésietsée périodiquement par une certaine
constante.

Le fait de pondérer plus fort les nouveaux conflits permet mglggier les variables récemment
intervenues dans les conflits et le fait de diminuer I'at#ivious permet d'éviter le débordement de
mémoire.

pondération des clauses conflits : cette approche proposée par ( ) est 'ancétre
de VSIDS. Elle est issue du constat suivant : lorsqu’uneselaa été montrée insatisfiable dans une
branche particuliere de I'arbre de recherche, il est ingpartjue cette information ne soit pas négligée
par la suite. Effectivement, il peut s’avérer intéressantliercher a retrouver cette inconsistance le plus
rapidement possible dans les autres branches de I'arbezderche. Une maniére de réaliser ceci est de
donner une priorité plus importante aux littéraux appaeaisdans la clause menant a I'échec. Pour cela,
a chaque fois qu'une variable propositionnelle conduit & imeonsistance, la clause ayant amenée au
conflit voit sont poids augmenter d’une certaine valeur. Bsavantages de cette méthode est de pouvoir
étre combinée facilement avec d’'autres heuristiques debesment telles guaomM ou Jw. En effet, les
poids induit sur les clauses peuvent étre facilement téaésfaux variables ;

Heuristiques de polarité

Bien gu’étant aussi importante que I'heuristique de ch@wariables, la deuxiéme étape d’heuris-
tique de branchement, I'heuristique de choix de polaritésesvent passée sous silence lors de la de-
scription des solveursaT. Quand une variable est choisie comme un point de choixyillta associer
une valeur de vérité, ce choix est important puisqu’il dirig recherche. De part de la complexité algo-
rithmique, ce choix est effectué pour I'instant de la mamiBeuristique. Nous citons ici quelques unes
des plus connues :

false/true : C’est une heuristique de phase trés simple. Il consiste jaumuaffecter la variable a la
valeur fausse/vrai{x/x).

Jw :dans ( ( )), les auteurs proposent une mesureprenant en compte des
informations sur le probléme (taille et nombre de clausedermnt la variable), pour sélectionner la
polarité du prochain point de choix (choisirsi w(z) > w(—z), -« sinon). La fonction permettant

de donner un score a une variable proposée par les auteusllestiécrite lors de la présentation de
I'heuristique du méme nom (cf. équati@m.3;

progress saving : dans ( ) les auteurs observent, de maniere expérimen-
tale, que dans le cadre d'une approche utilisarialektracking les solveurs effectuaient beaucoup de
travail redondant. En effet, lorsqu’un retour-arriére efétctué, le travail accompli pour résoudre les
sous-problémes traversés avant d'atteindre le conflit @stup Pour éviter cela, les auteurs proposent
de sauvegarder la derniere polarité obtenue pendant landEhdans une interprétation compléte notée
Z. Ainsi, lorsqu’'une nouvelle décision sera prise, la vddate verra attribuée la méme polarité que
précédemment (choisirsiz € Z, - sinon). De cette maniére, I'effort pour satisfaire un sprableme

déja résolu auparavant sera moins important. Le principshehantage de cette approche est de ne pas
assez diversifier la recherche. Afin de pallier ce problémege ( ) propose d’« oublier » une partie

de l'interprétationz.
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occurence : I'heuristigueoccurencea été proposé pé ( ) et a été implémenté dans

le solveurLYsSAT. D’ou les auteurs mesurent le poids d’un littéfglar le nombre d’occurrencéocc(?)

de celle-ci dans les clauses apprises (chdisir#occ(f) > #occ(—f), —£ sinon). Cette heuristique a

pour objectif de balancer le nombre de littéraux positivdittéraux négatives afin de effectuer plus de
résolution.

2.4.4 Analyse de conflits et retour-arriere non chronologige

Une des caractéristiques de I'algorithmeLL est qu’il remonte I'arbre de recherche jusqu’au noeud
de décision précédent I'échec lorsqu’un conflit est attéion des problémes majeurs du retour-arriére
chronologique réside dans la non prise en compte des raggonent mené au conflit. L'analyse de
conflits remédie a ce probléme en tenant compte des décaslmrggine du conflit. Cette analyse permet
d’effectuer un retour-arriére non chronologique, et d&vide redécouvrir les mémes échecs. En effet,
ce processus permet d’effectuer un retour-arriére a uranive< n sans nécessairement essayer toutes
les possibilités entre le niveau du confliet le niveaun. Ce type d’'approches a été étudié et appliqué
dans le nombreux domaines de I'lA, comme dans les systénresidéien de vérité ATMSK
( ), ( ), les problémes de satisfaction de contrairtes ( ( ),

( ), ( )) et en programmation logiques( ( ), etc.
Elles se distinguent essentiellement par les techniquiestatpour analyser les échecs et pour éviter de
rencontrer les mémes situations au cours de la rechercims. [D@adresAT ce n'est qu’en 1996 et par
I'intermédiaire de ( ) que I'analyse de conflit est introduit.

L'analyse du conflit permet d'identifier dans l'interprétat courante un sous-ensemble de décisions
et propagations (appelé ensemble conflit) a I'origine deélidvdtion de la clause vidg
( ). Ce sous-ensemble permet de déterminer la derniére aiécians la branche courante a
I'origine du conflit. Un retour-arriere non chronologiqust ensuite effectué pour remettre la valeur de
vérité de cette variable.

Exemple 2.9. Soit F une formuleCNF définie comme suite :

(Cl) (wl Vv 562)

(Cg) (.%'2 V 1‘3)

(63) (—|561 V —x V y)
F=< (ca) (mx1VaV=2)

(c5) (—z1V-zV2)

(c¢) (mz1VaV-z)

(c7) (—xy1V—yV-z)

Le fait d'un retour-arrieére non chronologique est représelans la figur@.6.
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Chapitre 2. Méthodes de résolution

1
{z1 = vrai

,x=vrai ,z=vrai }

) oL . .
{ry=vrai ,z=vrai ,y=vrai ,z=vrai }

FIGURE 2.6 — Un retour-arriére non chronologigue.

, T3 = Vrai etr = vrai , la propagation unitaire

,T9 = Vrai
(clausecs) et la clauser; devient vide (tous les

Aprés avoir affectér; = vrai
(clausecs), z = vrai

permet de propagey = vrai

littéraux sont &aux ). Dans ce cas, I'ensemble de conflit est I'ensemble deshlasi@ui ont menés

au conflit{xz; = vrai ,x = vrai ,y = vrai ,z = vrai }. Notons quers etxs ne participent

pas au conflit. L'algorithme teste ensuite I'autre valeuvésté dex. Supposons qu’apres avoir affecté
y =

x afaux , l'algorithme détecte un nouveau conflit et que I'ensemigdeahflit est{z; = vrai
}. Du moment qu'on a testé de maniére exhaustive les valeuvgrité dez, le

vrai ,z = vrai
retour-arriere non chronologique peut maintenant se fairaiveau der; qui est affecté daux etle
processus est réitéré. Nous pouvons remarquer que, ciettd'dtgorithme est en mesure de sortir du

conflit sans essayer les décisions intermédiairest 3.
Le retour-arriere non chronologigue permet d'éviter gédgment les mémes conflits ou "trash-

ing" (qui consiste a explorer de facon répétitive les ménwes-arbres). Il peut toutefois répéter les

mémes erreurs dans le futur. On peut remédier a ce problénagpetant les clauses représentant le

conflit ("nogood"). Cette clause est obtenue par la négatioterme construit par analyse de conflits
(mx1 V —xo...—xy). L'ajout de cette clause, connue sous le noncldeise apprisglearnt clausg
(2009,

( ) (L997,
( ), permet a chaque fois qu'une contradiction est détectiélerdifier et d’ajouter une clause im-
pliquée par la formule. De plus, conserver cette clause lpauite de la recherche permet a la propaga-
tion unitaire de découvrir de nouvelles implications lesdps permettent d’éviter de considérer la méme

situation d’échec plusieurs fois.
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2.5 SolveursAT moderne

Dans la suite, nous donnons une bréve description d’'unwwodsar moderne. Une description plus
formelle sera donnée dans le chapitre suivant (cf chapjtre

Les progrés récents obtenus dans le cadre de la résolutitique du probléemsAT font générale-
ment référence a I'efficacité remarquable des solvears(appelé solveursAT moderne). La mise en
ceuvre des solveusaT modernes est rendue possible (liste non exhaustive) grace fneilleure com-
préhension de la nature de la difficulté des problemesphénoméndeavy tailed Gomeset al. (1997
2000), backdoor(Williams et al. (2003), etbackbongDequen et Duboi§2004)), a I'exploitation des
propriétés structurelleisg¢. dépendances fonctionnellesrEgoireet al. (2005)), a la mise en ceuvre effi-
cace des techniques d’apprentissage a partir des éctiecsues-Silva et Sakallg(19969, Bayardo Jr.
et Schrag(1997), Zhanget al. (2001), Beameet al. (2004), a l'introduction de nouveaux paradigmes
algorithmiques i(e. la randomization et les redémarragézo(neset al. (1999)), a la mise en ceuvre
d’heuristiques adaptatives dirigés par les conflitsouxet al. (1999) et a la proposition de structures
de données efficaceisd. watched literal§Zhang(1997), Zhanget al. (2001))).

La figure2.7illustre un schéma général d’un solveaT moderne.

Redemaragf

‘ Simplifications‘

‘ Analyse de conflit$

Moteur DPLL

| Watched Litérals
Apprentissage

FIGURE 2.7 — SoleveusAT moderne

C’est la combinaison de ces principes et leurs intégratansein de I'algorithmeoPLL qui ont
conduit & I'élaboration des solveusaT modernes I(larques-Silva et Sakalla(19969, Zhanget al.
(2001, Beameet al. (20049).

2.6 Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre la résolution pratiqpeotlEmesAT ainsi que la mise au point
d’'algorithmes performants pour le résoudre. Ces algogthoe recherche reposent pour la plupart sur
la procédurepPLL et sur une analyse a partir des échecs rencontrés. Cetysaual conflits et appren-
tissage denogoodsqui en découle ont permi d’augmenter significativement iagance des prouveurs
SAT permettant aussi de résoudre des probleMé&scomplets. Nous allons voir dans la section suivante
une description plus formelle des solvesrsr modernes.
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DANS CE CHAPITRE nous présentons d’abord I'architecture générale d’'uvesmicbcL ainsi que
ces principales composantes.
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3.1. L'architecture générale

3.1 Larchitecture générale

Algorithme 3.1 : SolveurcbcL

Données F une formule sous CNF
Résultat: SAT or UNSAT

1A« / = base de donnée de clauses apprises * [
2 I, +— 0; / = interprétation partielle * [
3dl+— 0; [ = niveau de décision * [
4 tant que (true) faire

5 | a <— PropagationUnitaire( FUA, L),

6 | Si(a=null)alors

7 x «— HeuristigueDeBranchement( FUA, L),

8 si (toutes les variables sont affectéed)rs retourner SAT ;

9 ¢ +—ChoisirPolarité( T);

10 dl «— dl + 1,

1 7, +— L, u {1},

12 si FaireReduction() alors ReductionClausesApprises (A);

13 | sinon

14 sidl = 0 alors retourner UNSAT ;

15 B +—AnalyseConflit( FUA, L, ), /* une clause apprise * [
16 bl +—AnalyseConflit( FUA L, ) ; /* niveau de saut arriere * [
17 A +— AUBB;

18 RetourArriere( FUA, T, bl), /* mise a jour de I, */
19 si (FaireRedémarrage() ) alors Redémarrage( Z,,dl) ;

L'algorithme 3.1 définit le schéma général d’'un solveur de tygecL. Un tel solveur procéde par
décision+propagation. Un littéral de décision (lignesst)adfecté suivant une certaine polarité (ligne 9)
a un niveau de décisionll). Si tous les littéraux sont affectés, ald@rsest un modeéle d& (lignes 8).

A chaque fois qu'un conflit est atteint par propagation urgtdigne 13-19), il est possible de prouver
I'inconsistance de la formule (ligne 14) si le niveau de giéci est 0. Si ce n'est pas le cas,nogoods
est calculé en utilisant une analyse de ce conflit (ligne l&5)lus souvent selon le schéma « Fivge »

(« Unique Implication Point » ( )), permettant de déduire d'un littéralaurait da étre
affecté a un niveau plus haut dans I'arbre de recherche.v@auncorrespond au niveau backjumpbl

et est calculé (ligne 16). Un saut arriére arriere est alffesteié a ce niveau et le littéral au niveau
backjump(ligne 18).

Au bout d’un certain nombre de conflits, les solvearscL effectuent des redémarrages (Vair
( ) par exemple) qui consistent & recommencer une nouvelierelre, en utilisant une nouvelle in-
terprétation, depuis la racine de I'arbre de recherchedlit®). Afin d'étre efficace, la base des clauses
apprises peut étre réduite selon une heuristique lorsdleeciest considérée comme trop volumineuse
(ligne 12).

Ces différentes composantespagation Unitaire, Heuristique de Branchement, Apfissage, Ré-
duction des clauses apprises, Heuristique de polarité,ridegue de redémarrage etcsont néces-
sairement corrélées. Par exemple, I'heuristique de beameht et I'heuristique de polarité dirigent le
propagation unitaire. La propagation unitaire va ensustedaire I'apprentissage, et I'apprentissage en
revanche peut influencer I'affectation de variable.

35



Chapitre 3. Prouveurs SAT moderne

Afin de mieux comprendre les interactions entre les diff@@mromposantes d’'un solveabcl,
nous présentons ces éléments dans un diagramme (voir §gire

‘ Simplification ‘

formule simplifiée

heurlsthue\
Propagation unitair
‘ bag # Redémarrage
Watched litérals |
heur|st|que
conflit point fixe N
clause apprise décision

Apprentissage Reductlon clauses appris| ‘ Sélection variable ‘
PP g PP ‘ Heuristique de PoIaritF
clause vide générée interprétation compléte
UNSAT ‘ ‘ SAT ‘

FIGURE 3.1 — Interaction des composantes d’'un solvencL.

Ce diagramme commence par une composante important desissaT moderne qui est le pré-
traitement de la formule.

3.2 Prétraitement de la formule

Le problémesAT a été prouvéV P-complet ( ), C'est-a-dire que pour une formule compor-
tantn variables tous les algorithmes connus a ce jour ont une exitplenO(2") dans le pire de cas.
Ce temps d’exécution dépend du nombre de variables maisupasabre de clauses. En théorie, réduire
le nombre de variables implique une diminution de la comfdedans le pire de cas. Cependant, en
pratique, le temps de calcul n'est pas entierement cortét@mbre de variables. Le nombre de clauses
influence fortement les performances de la propagatiormivaitinsi que la fréquence d’apprentissage
de clauses et les retours-arriéres. Donc, éliminer deablas en ajoutant des clauses ne garantie pas une
accélération de la résolution.

Les méthodes de prétraitement ont alors pour but de simrgéiffermule par la réduction du nombre
de variables si cette opération n'augmente pas la tailla ttemule. Des approches de prétraitement peu-
vent étre séparées en deux catégories. La premiére cordesrechniques qui conserve I'équivalence
par rapport a la formule originale, la deuxiéme garantiguement I'équi-satisfiabilité. Des approches
telles que la propagation unitaire, la subsumption @el&subsumptiosonservent I'équivalence
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3.2. Prétraitement de la formule

( ) et ne seront pas décrites dans cette partie. Elles sornitja@es dans la plupart des al-
gorithmes de prétraitemeft ( ) et permettent de supprimer des clauses et des littéraux
redondants.

En plus de la propagation des littéraux purs et unitairesadebreuses techniques de prétraitement
ont été introduites et utilisées. Parmi elles, nous citons i

Elimination de variables : Lélimination de variables, implémentée dansT&LITE
( ), { ), est une technique qui consiste a supprimer des variablés d
formule initiale.

L'élimination d’'une variable est obtenue par I'applicatide la résolution sur toutes les clauses ou
cette variable apparait. Cette technique peut entraireé&tion d'un nombre exponentiel de nouvelles
clauses (exponentiel dans le nombre de variables de la feyr#\fin de limiter cette explosion combina-
toire, les algorithmes de prétraitement n’appliquentecélimination que si la suppression d’'une variable
n'augmente pas la taille de la formule.

La formule obtenue par élimination de variables par régmiute préserve pas I'équivalence logique
mais uniquement I'équivalence pour la satisfiabilifé. ( ) ont montré que tout modéle de
la nouvelle formule peut étre étendue pour obtenir un madigla formule originale.

Elimination des clauses bloquées : Une clausex € F est dite bloquée si elle contient un littéral
blogué. Un littéral € « est bloqué sva’ € F telle que—/¢ € o larésolvante)[¢, o, o] est tautologique

( ), ( ). Les clauses bloquées sont des clauses redondantesdaepen
éliminer une clause bloguée de la formule initiale ne carespas I'équivalence de la formuilé
( ). La suppression des clauses bloquées est effectuée uisojotention d’'un point fixe. Notons
que l'ordre de suppression n'a aucune importance puisqueéthode est confluent&
( ). De plus, puisque supprimer 'ensemble des clauses bésqon& pas de réelle influence sur
les performances des solveurs, les méthodes de prétraiterotilisent pas les littéraux possédant de
nombreuses occurrences ;

Elimination de clauses tautologiques dissimulées : L’élimination de clauses tautologiques dissimulées,
proposée palr ( ), est basée sur I'extension des clauses par ajout de lixéampelés lit-
téraux dissimulés. L'ajout d'un littéraf € Lr a une clausex € F est possible st/ € « tel que

(¢ v =) € F\ {a}. Cette extension est appliquée jusqu’a I'obtention d’umipbixe. Les auteurs
montrent que si la clause obtenue par I'ajout de tels liltéont tautologiques alors elles peuvent étre
supprimées de la formule initiale. Notons que I'applicatole cette technique permet d’obtenir une for-
mule équivalente a la formule initiale ( ). L'ajout d'un littéral dissimulé est I'opération
opposé deself-subsumption

Elimination des équivalences : Selon la théorie de la complexité, le problésyer étant exponentiel
en fonction du nombre de variables de la formule, réduire meumbre permet d’augmenter la vitesse
de résolution. Pour effectuer cela, une méthode simpleistena supprimer les littéraux équivalents.
De tels littéraux peuvent étre détectés simplement pardaerehe de cycles dans le graphe d'impli-
cations obtenu a l'aide de clauses binaires de la formule. dltire méthode permettant de trouver les
équivalences consiste a utiliser la technique de probidgcemparer 'affectation des littéraux.
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Chapitre 3. Prouveurs SAT moderne

Probing :  Le probing est une technique, proposée par ¢ ), permettant la
simplification d’'une formule par I'application de la prodign unitaire sur les deux polarités d’'une
méme variable. Les auteurs proposent trois approches tiannd'extraire des informations des inter-
prétations partielles ainsi obtenues. La premiére cansistérifier que I'application de I'une des deux
polarités ne conduit pas a une interprétation incohéreeteui permet le cas échéant de propager I'un
des deux littéraux. Afin d'illustrer les deux autres métlsod@onsidérons une formulg, une variable¢
de F, I, = (F,)* etZ, = (F-,)" les deux interprétations partielles obtenues par I'appbo de la
propagation unitaire. La seconde approche consiste ageofes littéraux qui apparaissent dans les deux
interprétations partielles. En effet, supposons que Z, N Z_, alors F |= (z V () et F = (z VvV —f)?

et doncF = z. La derniere approche est celle qui nous intéresse pulgpermet de détecter des
équivalences. Pour cela, il suffit de vérifier s'il n’existsple littéraux apparaissant de maniére complé-
mentaire dang, etZ_,. En effet, soitx tel quex € Z, etz € 7y alors(¢ = x) et(—~¢ = —z) et donc
(e x);

Vivification : Vivification proposée par ( ) est une technique visant a raccourcir les
clauses de la formule. Elle consiste & supprimer des litkéda la clause en se basant sur la propagation
unitaire.

La réduction d’'une clause = (¢; V ¢, VvV --- V £,,) de F est obtenue en appliquant la propagation
unitaire sur les littéraux complémentairesadpisqu’a obtention de I'un des cas suivant :

1. Fi{~t1,~ts,...~4;} F+ L aveci < n. Dans ce cas la clause peut étre remplacée par la clause
o = (1 ViyV--- VL), En effet, puisque l'interprétatiofi-¢1, =45, . .., —¢;} falsifie F la clause
o/, elle peut étre ajoutée a la formule initiale. Comiesubsumey, il est possible de remplacer
apard’;

2. ]—“‘{%17%27____7%2.} =« £ tel quel; € aeti < j < n.Ici, le fait quUeF (s, o, -0} Fx {j nous
permet d'inférer la clause’ = (¢; vV ly V- - - V £; V ¢;) laquelle subsume. De la méme maniére
gue pour le premier cas, la clausgeut étre remplacée paf;

3. }‘Hﬁglﬁg%:_ﬁgi} =, 0 tel quel; € aeti < j < n. Dan; ce cast|{—¢, —ts,....~t;} _|:* —l; nous
permet d'inférer la clause’ = (¢1V{yV ---V {;V —L;). Puisqueg’ self-subsumer il est possible
de remplacer la clause parn[/;, o, o'].

Ce role primordiale des techniques de simplifications arimré inconstestablement au succes des
solveurs SAT modernes. Ce qui a ouvert une autre voie de naeheisant a utiliser ces techniques
pendant la recherche. En effet, pendant le processus dati@sda formule originale se retrouve trans-
formée a cause des clauses apprises de facon générale &udEs ainitaires de maniére particuliére.
Des lors appliquer les différentes techniques de simplifinaitées auparavant aprés I'apprentissage de
clauses unitaires permet d’améliorer la résolution dulprob SAT.

3.3 Les structures de données paresseuses ("Watched litésg

Comme nous l'avons souligné auparavant, la propagatidaitaiest un processus fondamental des
solveurssAT. Dans les solveurs SAT modernes?80u temps de calcul est consommé par la propagation
unitaire. Afin d'améliorer I'efficacité de la propagationitaire, de nombreux progrées algorithmiques ont
été effectués ces dernieres années, le principal est satesa®ui proposé pat ( ).

2. SiF; =« walorsFia-, =« L etdoncF =, (- V x)

38



3.4. Apprentissage : analyse de conflit basée sur I'analysgrdphe d'implications

Les auteurs introduisent une structure de données diteeggmarse » qui permet un traitement de la
propagation unitaire d’'une complexité moyenne sous-lieé&n effet, la constatation est d’autant plus
évidente qu’un littéral ne peut étre propagé tant qu'au sdeux littéraux de cette clauses ne sont pas
affectés. Les auteurs ont proposé donc de garder deux pairgar deux littéraux de chaque clause,
appelés wvatched littérals>. A chaque fois que I'un de ces littéraux est affecté a faupoiateur est
déplacé vers un autre littéral qui n’est pas faux. Lorsqseéix littéraux pointent le méme littéral, cela
implique que ce littéral est unitaire et pourra étre propagitérét de ces structures est double, elles
permettent d'un coté de capturer la propagation unitafieagement et de I'autre de ne visiter que les
clauses concernées par les affectations actuelles.

DansPicosat ( ), l'auteur propose de fixer les deux pointeurs sur les deamjars lit-
téraux de chaque clause. A chaque fois qu’un de ces deuwaliélevient faux, au lieu de déplacer le
pointeur, le solveur cherche dans le reste de la clause un ld@téral non affecté a faux et effectue une
permutation. L'un des avantages majeurs de cette strustusitue en sa capacité a ne parcourir, lors
d’'une affectation d'un littérat, que les clauses dans lesqueltesest pointé. Il est également important
de noter qu’aucune mise a jour n'est nécessaire lors durrataere.

— commengons par considérer l'interprétatiofi; }
ENEYENEN

N N E S EN

— supposons que l'interprétation maintenant{est;, —xs} :
[2a | @ [ [as]

B YR

— supposons que l'interprétation maintenant-est, —x3, —x4 :
AR [oalo [on] @3 |
1 xo est propagé

=

Cependant, cette structure de données paresseuse pasaedesht quelgues inconvénients : comme
les clauses n’étant pas considérées dans leurs intéglalitésation d’heuristiques syntaxiques ne sont
plus possibles car ils requiérent une connaissance caandgifinstance aprés affectation(s). On gagne
en vitesse en perdant de l'information. Seules les heguis sémantiques peuvent étre appliquées avec
les structures de données paresseuses, la structure dénpeatiétant pas connue.

3.4 Apprentissage : analyse de conflit basée sur I'analyse dwaphe d’'im-
plications

L'apprentissage est la différence principale entre lesguiarepLL etCcDCL. Le retour-arriere non
chronologique permet d'éviter partiellement les mémedlitcorou « trashing ». Mais il peut toutefois
répéter les mémes erreurs dans le futur. L'utilisation thwrearrieére non chronologique dans les solveurs
modernesDCL est alors couplé avec le mécanisme d’apprentissage. Laicaistn de ces techniques
assure a la propagation unitaire d’étre plus robuste a ehajparition d’'un nouveau conflit et permet au
solveur de ne pas répéter les mémes échecs. L'apprentdsagtauses a partir des conflits est effectué
via un processus appeléaalyse de conflitgui analyse la trace de la propagation unitaire sur un graph
connu sous le nom dgraphe d’'implications
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Chapitre 3. Prouveurs SAT moderne

3.4.1 Graphe d'implications

Le graphe d'implication est un graphe dirigé acycligpag). C’'est une représentation capturant les
littéraux affectées durant la recherche, que ce soit lEsdiix de décision ou des littéraux propagées.
Pour effectuer cela, un nceud est associé a chaque litteratéad vrai par l'interprétation courante. En-
suite, une aréte entre un nceudt un nceug est créée si I'affectation dea vrai a impliqué I'affectation
dey avrai ¢ € exp(y)). Le graphe d'implications se définit formellement de la r@ensuivante :

Définition 3.1 (graphe d'implications) SoientF une formule ef une interprétation partielle. Le graphe
d’implications associé & etZ est§ = (N, A) tel que :

— N = {z € 7}, c’est-a-dire un nceud pour chaque littéral fiede décision ou propagé ;

- A={(z,y)telquez € I,y € T etz € exp(y)}.

Exemple 3.1. Soit la formuleF suivante :

a1 =x1 VX ag = a3V sV g ay = 29V 19V 11 a0 =212 V T4
Qo = 19 V 3 a5 = TgVrrVaeg ag=xgV 211V 210 a1 =x12V 26V 15
ag =29V gV xy g = "T4VarsVirg a9 =2T12V X3 a1 =213V x4V 26

a13 = 214 V 15 V 16

T= {<(_'w%)7 x%? _'w%)? ((.%"21), _‘1%7 x%>v <(_‘x%)v ﬂx%? _'xg>7 <(—|$4110), wzlllv _‘xéll27 _%.41137 x%él? wzll57 x%6>}

est l'interprétation partielle obtenue par propagation Beséquence de décisioiszy, x4, 727, £10).

Le niveau de décision courant est 4. Nous représentons ge i@espectivement vert) les littéraux de la
formule falsifiées (respectivement satisfait) par l'ipigtationZ. L'interprétation Z falsifie la formule
(clausea3). La figure3.2représente le graphe d’'implications obtenu a partir@et de I'interprétation

T.

Niveaul @ Niveau?2 Niveau3 Niveaud

z T4 g 210

FIGURE 3.2 — Graphe d’'implication obtenue a partir de la formuleietdrprétation partielle de I'exem-
ple 3.1 Les nceuds de décision sont affichés en haut et sont regégamtdes nceuds carrés. Les nceuds
cercles représentent les littéraux affectés par propagainitaire. Pour chacun d’entre eux, la clause
responsable de cette affectation est annotée. Le conflibgeet sur la variable: 5.

3.4.2 Génération des clauses assertives

Dans cette section, nous définissons formellement le sclkiéapparentissage classique utilisé dans
les solveurssaT modernes. Dans les définitions suivantes, on consi@@éwme formule CNFZ une
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3.4. Apprentissage : analyse de conflit basée sur I'analysgrdphe d'implications

interprétation partielle telle queF|z)* = L etG = (N, A) le graphe d'implications associé. Supposons
que le niveau de décision courant est puisque 'on a atteint un conflit, le graphe d’'implicatiofs
comporte deux nceuds représentant deux littéraux comptéires) notong, —z, on aniv(z) = m ou
niv(—z) = m. Alors il est possible d’analyser le graphe afin d’extra@e littéraux responsables de ce
conflit. Généralement, cette analyse est basée sur le sahénfidnique Implication Point Un uip est

un nceud du dernier niveau de décision qui domine le conflimEtbement, nous avons :

Définition 3.2 (nceud dominant un niveaupoientF une formule,Z une interprétation partielle et
G = (N, A) le graphe d’'implications généré a partir d€ etZ. Un nceud: € N domine un nceugl € N
si et seulement siiv(z) = niv(y) etvz € N, avecniv(z) = niv(z), tous les chemins couvrentety
passent par.

Exemple 3.2. Considérons le graphe d'implications associé a I'exen®le Le nceud-z1, domine le
nceudr4 tandis que le nceugy4 ne le domine pas.

Définition 3.3 (point d’'implication unique @1P)). SoientF une formuleZ une interprétation partielle
conflictuelle el§ = (N, A) le graphe d'implications généré a partir d€ en fonction de&Z. Le nceud:
est un point d’implication unigque si et seulement siomine le conflit.

Remarque 3.1.Lesulp peuvent étre ordonnés en fonction de leur distance au cdndlipremier point
d’'implication unique E-uiP pour « First Unique Implication Point ») estdip le plus proche du conflit
tandis que le dernieuiP (L-uIP pour « Last Unique Implication Point ») est le plus éloignést-a-dire
le littéral de décision affecté au niveau du confilit.

Exemple 3.3. Reprenons le graphe d’implicatiorts = (N, A) généré dans I'exemple.1 Les nceuds
—z12,T11 €tz 10 représentent respectivement le premie®, le secondyip et le dernierulip.

La localisation d’'unuip permet de fournir une décision alternative provoquant lenéonflit. A
I'heure actuelle, les prouveusht modernes utilisent pour la plupart la notion gl 1p afin d’extraire
un nogood ( ). Cette clause est générée en effectuant des résolvantedemnclauses
responsables du conflit (utilisées durant la propagatidaive) en remontant de celui-ci vers la variable
de décision du dernier niveau jusqu’a I'obtention d’'unaistacontenant un seul littéral du dernier niveau
de décision (IU1P). Ce processus est nommeé preuve par résolution basée sonféts :

Définition 3.4 (preuve par résolution basée sur les confli&)ient” une formule ef une interprétation
partielle conflictuelle obtenue par propagation unitaiténe preuve par résolution basée sur les conflits
R est une séquence de clauges, o, . . . , o)) qui satisfait les conditions suivantes :
— 01 = 1|z, raison(z), raison(—z)|, tel que{z, ~z} est un conflit ;
— pour touti € 2..k, o; est construit en sélectionnant un littérale o;,_; pour lequelraison(y)
est défini. On a alorg € 0,1 ety € raison(y), deux clauses pouvant entrer en résolution. La
clauseo; est définie comme; = [y, o;_1, raison(y)]
— Enfin,o}, est une clause assertive.

Notons que chaque; est une résolvante de la formulé: par induction,o; est la résolvante entre
deux clauses qui appartiennent?& pour chaquel > 1, o; est une résolvante enteg_; (qui, par
hypothése d’'induction, est une résolvante) et une clausg.dehaques; est aussi uimpliquéde F,
c'est-a-dire F |= o;.

Ce processus permet d’'extraire une clause ne possédamt sguililittéral du dernier niveau. Cette
clause est nommeée clause assertive et est définie formell@m@me suit :
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Définition 3.5 (clause assertive)SoientF une formuleZ une interprétation partielle obtenue par prop-
agation unitaire etn le niveau de décision courant. Une clausele la forme(5 Vv x) est dite assertive
si et seulement §i(«) = L, niv(z) = m etVy € B, niv(y) < niv(z). Le littéral = est appelé littéral
assertif

Il est important de souligner que dans le cadre des sohsarsnodernes, les littéraux utilisés pour
la résolution lors de la génération d’une preuve par résolldasée sur les conflits sont uniguement des
littéraux du dernier niveau de décision. De plus, le lift@ssertif obtenu a partir de la clause assertive
générée par le biais de ce processus est un point d'implicatiique (c’est ce processus qui est effec-
tué par la fonctioranalyseConflit ). Afin d’obtenir unF-ulIP il est nécessaire que la preuve par
résolution soit élémentaire, ce qui est défini formellentamhme suit :

Définition 3.6 (preuve élémentaire)SoientZ une formule,Z une interprétation partielle obtenue par
propagation unitaire etR = (o1, 09,...0,) une séquence de résolution basée sur les conflits. La
séquence de résolutidR est élémentaire si et seulementfsi < n tel que (o1, 09, ...0;) Soit aussi

une preuve par résolution basée sur les conflits.

Exemple 3.4.Considérons de nouveau la formuteet I'interprétation partielleZ de I'exemple3.1 La
preuve par résolution basée sur les conflits est la suivante.

o1 = nlzie, o2, n3] = w‘llg V -z, Vv ﬁ:c‘l%

oy = nlriz,on,an] = —adVal,Valy vl
o3 = nlr,02,a9] = —xF Vi, Vs

o1 = nriz,03,a10] = —wg Vg

o5 = nlx12,04,08] = —w% V mg V ﬂx‘lll

o6 = nlri,os a7 = —agVag Vv

Les littéraux assertifs des clauses assertivgss et og représentent respectivement le premiep, le
secondulip et le dernieruip.

La clause assertive correspondantlad UIP ainsi générée est apprise par le solveur et permet non
seulement d’éviter a I'avenir d’atteindre a nouveau ceeéchmais aussi d’effectuer un retour arriére. En
effet, la connaissance de cette clause falsifiée permdirdiaf que le littéral assertif doit &tre propagé
plus t6t dans I'arbre de recherche. Ce calcul effectué dd'de la fonctiorcalculRetourArriere
est basé sur la propriété suivante :

Propriété 3.1 (clause assertive et retour arrier§oienta = (5 V z) une clause assertive déduite a
partir de 'analyse du conflit tel que= max{niv(y) tel quey € 5}. Il est correct d’effectuer un retour
arriere au niveau et de propager le littérak.

Exemple 3.5. Considérons la clause assertive= (—x2 V x1,) générée a partir de la formulé et
l'interprétation partielleZ de I'exemple3.1 Le niveau de backtrack calculé a partir de cette clause est
égal a2 et l'interprétation partielle obtenue aprés avoir effegtun retour arriére et avoir propagé le
littéral assertif esZ = {((—x1), z3, ~2d), ((23), =22, 22, 22,)}.

Plusieurs extensions du schéma d'analyse de conflits glessint été proposées. Par exemple,
dans ( ), les auteurs proposent d’étendre le graphe d’implicatiem utilisant des
clauses unitaires satisfiates, généralement ignoréededsectsema classique. Ce nouveau schéma permet
d’améliorer, sous conditions, le niveau du retour arri€’autres approches ( ),

(i ), ( ) et ( ) ont été proposées permettant
d’obtenir d’autres extensions.
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3.5. Heuristiques de réduction de la base de clauses apgprise

Les clauses générées a partir du schéma d’analyse de ceofiitstockés dans une base appelée
base de clauses apprises. Cependant le nombre des clanéeegéest connu pour étre exponentiel. Dés
lors la mémoire et la propagation unitaire se retrouvergcads par I'explosion du nombre de clauses.
Pour remédier a cela, la base de clauses apprises dans\esarsgAT modernes est régulierement
réduite. La stratégie de réduction de la base de clausesepmst généralement décrite comme suit :
a chaque clause apprise est associé un score (selon ue guiéidentifie son importance). A chaque
réduction, les clauses sont triées selon leur scores etdeses considérées peu importantes seraient
enlevées. Néanmoins, cette stratégie est heuristiqueueapener a supprimer des clauses essentielles
pour la suite, ce qui peut s’avérer dramatique. En effetseorer un grand nombre de clauses peut
dégrader l'efficacité de la propagation unitaire, mais gopsmer trop peut affaiblir la puissance de
'apprentissage. Par conséquent, identifier les bonnesetaapprises (c’est-a-dire importantes pour la
preuve), définir une bonne frégquence de nettoyage et le modbclauses apprises a supprimer sont
de véritables challenges. Nous présentons dans le sedii@ante des critéres permettant d'évaluer la
qualité des clauses apprises et des stratégies de netiyd@base des clauses apprises.

3.5 Heuristiques de réduction de la base de clauses apprises

L'analyse de conflits et 'apprentissage ont permis d’aanétide maniere significative I'algorithme
DPLL ( ). Cependant, comme le font justement remarquer, il estsaéce
saire de gérer I'accroissement de la base de clauses apprisisque de ralentir considérablement le
processus de propagation unitaité ( ). Pour éviter cela, tous les solvelsat mod-
ernes réduisent la base de clauses appnsesi¢tionClausesApprises ) & I'aide d’une fonction
heuristique.

Algorithme 3.2 : Stratégie de réduction
Données A L'ensemble de clauses apprises de taille
Résultat: A’ L'ensemble de clauses apprises de taill@
1 sifaireReduction() alors
TrierLesClausesApprises ; / = Selon les criteres définis * [
limit = n/2;
ind = 0;
tant que ind < limit faire
clause = Alind] ;
Si clause.size() > 2 alors
| EliminerLaClLause ;

o N o g b~ WN

9 sinon
10 LGarderLaCIause :

11 retourner A ;

L'algorithme 7.1 présente le schéma d’'une stratégie de réduction.
Généralement, les stratégies de réduction de la base deslapprises procedent en trois parties :
3.5.1 Les clauses a conserver/enlever (lesquelles ?)

la premiére et aussi la partie la plus étudiée, consistauadrales critéres pour juger de la qualité des
clauses. La plupart des approches conservent systématquées clauses de taille deux et les clauses
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considérées comme raison d'un littéral propagé au mometiappel a la fonction réduction. Pour
ce qui est des clauses binaires, le faite de les conservatéfaut peut étre expliqué par le faite que
les solveurs SAT modernes ont un comportement polynomrialesuformules constituées uniquement
de clauses binaires. En ce qui concerne les clauses raison®st pas par soucis d’efficacité mais
plus par nécessité qu’elles sont conservées. En effetyisugpune clause apprise intervenant dans le
processus de propagation unitaire ne permet plus d’asucenstruction du graphe d'implications et
par conséquent I'analyse de conflits.

Dans la littérature, divers critéres ont été proposés péfinid quelles sont les clauses susceptibles
d’étre pertinentes pour la suite de la recherche. Parmi i&ses, trois ont montré des résultats pra-
tiques intéressants. La premiere, la plus populaire, estebaur la notion dfirst fail. Ce critere, basée
sur I'heuristiquevsiDs, considere gu'une clause souvent impliguée dans les eflitjugée plus per-
tinente. Le second est basée sur la mesure proposée’ddas @ ) et appeléa.BD
(Litetal Block Distancg Le troisieme critére appelgsm a été proposé dans ( ).
Nous détaillons ces diverses procédures ci-dessous.

vsSIDS : Dans le solveumINISAT ( ) une activité est associée a chaque clause
apprise. Cette activité est calculée de la méme maniérehpugistigue de choix de variablesips, et
consiste a augmenter le poids des clauses participant aagstus d’analyse de conflits. Afin de priv-
ilégier les clauses récemment touchées, comme pour I8tewe de choix de variablesips, il est
nécessaire de tenir compte de leur ages. Pour effectueldeslalveur gére deux variablesric initial-

isée al etdecay < 1. Lorsqu’'une clause est utilisée dans le processus d’analg<onflits I'activité

de celle-ci est augmentée de la valéue. Ensuite, aprés avoir mis a jour I'activité de I'ensembls de
clauses ayant participées au conflit, la variableest augmentée telle quec = inc =+ decay.

LBD : Le second critére est basée sur une mesure identifiée’dars ( ) et appelée
LBD dans ( ). Initialement, cette mesure correspond au nombre de umvea
différents intervenant dans la génération de la clausasmppgtormellement la valewsd d’'une clause
se calcule comme suit :

Définition 3.7 (distanceLBD (« Literal Block Distance»)). SoientF une formuleq une clause ef une
interprétation partielle associant un niveau d’'affectatia chaque littéral dev. Alors la valeur de.BD
de « est égal au nombre de niveaux de décision différents désalitx de la clauser.

Dans ( ), les auteurs montrent expérimentalement que les clayaesane
faible valeur de.BD sont importantes pour la suite de la recherche. Partant densat, ils proposent
d'utiliser cette mesure afin de donner un poids aux clauspgsag. Pour cela, lorsqu’'une clause est
générée par analyse de conflits son score est initialiséelavaleur da.BD courante, c’est-a-dire cal-
culée par rapport a I'interprétation courante. Ensuitéhagoe fois qu’elle est utilisée dans le processus
de propagation unitaire son poids est ajusté dans le casrmulalle valeur deBD calculée vis-a-vis
de l'interprétation courante est inférieure a la valeuuele.

PSM: Le troisieme critére est basée sur une mesure proposéeipar ( ). Cette mesure
est basée sur la notion geogress saving (@ ), elle est dynamique et corre-
spond a la distance de hamming entre I'interprétation caarat les polarités des variables de la clause
apprise. Formellement la valeur dem d’une clause se calcule comme suit :

Définition 3.8 (mesurersm). Etant donnée une clauseet une interprétation complefe représentant
I'ensemble des polarités associé a chaque variable, nofisisgonsPsmz (o) = |Z N a.
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Dans ( ), les auteurs montrent expérimentalement que les clayseg ane
faible valeur deesm sont importantes pour la suite de la recherche. Partant dersgat, ils proposent
d'utiliser ce critére afin d’estimer I'importance de claaggrise. Les valeurs desm pour chaque clause
apprise est calculé et ajusté a un certain fréquence.

3.5.2 Lafréquence de la réduction(Quand ?)

Un autre point important concerne la fréquence avec lagjleethase de clauses apprises est nettoyée.
Cette fréquence, calculée de maniére heuristique (fanfaiceReduction ), et si elle est mal gérée,
peut conduire arendre le solveur incomplet. En effet, ear@ment & la méthoderLL, 'approchecDbcL
a besoin des clauses apprises afin de se souvenir de I'espaeehgrche qu’elle a déja exploré. Ceci
impliqgue que supprimer une clause peut amener le solveurcdy@ plusieurs fois le méme espace
de recherche et donc a visiter encore et encore le méme carfitjamais s'arréter. Afin de pallier ce
probléme et de garantir la complétude de la méthode, il egtssaire que l'intervalle de temps atteigne
une taille telle que I'ensemble des clauses apprises po@msngénérées dans cette intervalle permet
d’assurer la terminaison de I'algorithme quelque soientlauses supprimées précédemment. A I'heure
actuelle deux approches sont principalement utiliséeslafgérer cette intervalle. La premiére approche,
implémentée dangINISAT ( ), consiste a appeler la fonction de réduction de la base
de clauses apprises une fois que la taille de celle-ci anatigicertain seuil. Ce seuil initialisé1d3 de
la taille de la base de clauses initiale est augmentée a en@quis0, ..., 100 x 1.5™ conflits de10%.

La deuxiéme approche est la stratégie implantée dans lels@vucosE ( ).
Elle consiste a réduire la base de clauses apprises lorsauerbre de conflits obtenu depuis le dernier
nettoyage est supérieurt800 + 300 x z ou x représente le nombre d’appels a la fonction de réduction.

3.5.3 Le nombre de clauses a conserver/enlever (Combien ?)

Dans la plupart de solveursaTt de I'état de l'art, lorsque la fonction de réduction est d@pe
I'ensemble des clauses apprises sont triées selon lesedifécritéres, et un certain seuil est calculé
a partir des criteres utilisés (par exemple dangiSAT, un seuil calculé par le compteur d’augmentation
et la taille de la base est définie ), et la moitié des claugasdss comme moins importantes plus les
clauses qui ont des valeurs en dessous du seuil sont supgrimé

En effet, il n'y pas de justification ou preuve qui nous perdetiéfinir le nombre optimal de clauses
a garder. Dés lors décider du nombre exacte de clauses & gastieune question ouverte.

Dans le chapitré, nous allons montrer un point de vue global sur les trois tijues importantes :
(Lesquelles, Combien et Quand ?) et aussi les comporterdestdifférentes combinaisons des ces trois
parties.

3.6 Heuristigues de Redémarrage

Les premiers choix effectués lors d’une recherche complirieprépondérants. En effet
( ) ont montré expérimentalement qu’exécuter la méme appreahle méme probleme mais avec
des ordonnancements de variables différents conduit sedgsstde résolution totalement hétérogenes.
Ces expérimentations ont permis d’identifier un phénomémguber nommé phénomeéne de longue
traine (« heavy tail ») ( ), ( ), ( ) ( ).
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Ce constat a été la base de l'introduction des redémarragedes solveursaT modernes. il consiste
a démarrer une nouvelle recherche a priori avec un nouvet alel variables. La plupart des solveurs
effectuent un redémarrage aprés qu’un certain seuil deselapprise (ou de conflits) est atteint. Le
parcours de I'espace de recherche change d'un redémarfageé@ Cela est di soit a I'aspect aléatoire
présent dans les algorithmes de recherche, soit au changdmka formule d’entrée augmentée par les
clauses ou les deux a la fois.

Une autre observation faite daiRs ( ) montre qu'en général la taille des
clauses apprises en haut de I'arbre de recherche est en neogkrs petite qu’en bas de I'arbre.

Dans la suite nous présentons les stratégies de redénmitemgplus souvent utilisées (fonction
redémarrage ). Ces stratégies se décomposent en deux catégories. L&prestasse regroupe les
stratégies de redémarrages statiques. La seconde clgssape les approches dynamiques visant a
exploiter différentes informations en cours de recherdirede déterminer le moment d’effectuer un
redémarrage.

3.6.1 Stratégies de redémarrages statiques

Les stratégies de redémarrages statiques ont toutes enwotarfait d'étre prédéterminées. Ces
politiques reposent le plus souvent sur des séries mathraat Voici quelques stratégies de redémar-
rages utilisées par différents solveurs :

Intervalle fixe : Cette premiére stratégie somme toute trés naive consigppéler la fonction de

redémarrage tous les conflits. Elle est utilisée dans différents solveurs tels EGE ( ),

ZCHAFF ( ) (version 2004) BERKMIN ( ) et EUREKA
( ) avec respectivement = 16000, = 700, x = 550 etz = 2000 ;

Suite géométrique : Le solveurmINISAT 1.13 ( ) est le premier solveur & avoir
démontré I'efficacité de la stratégie de redémarrage géauétsuggérée pai ( ). Ce solveur
commence par initialiser le premier intervalle de conflitoasé alimite = 100. Ensuite, lorsque le
nombre de conflit atteint la valelimite, un redémarrage est effectuée et la valeur limite est augmen
de50% (limite = limite x 1.5);

Luby :Lasérie de Luby a été introduite dans ( ) et a été utilisée pour la premiere comme
stratégie de redémarrage dans le sol@NISAT ( ). Cette stratégie évolue en fonction d’'une
série qui estde laformel;1,2,1,1,2,4,1,1,2,4,8,1,1,2,....Puisqu’il est trés improbable de trouver

une solution aprés un seul conflit, cette série est mulégdar un facteur. Formellement, I'intervalle entre
deux redémarragesett; . est effectué aprés x t; conflits tels que: est une constante représentant le
facteur multiplicateur et

. k-1 sidk € Ntel quei = 28 — 1
" \tiige-141, Ssinon

Cette stratégie a quelques caractéristiques théorigt&essantes. En effet, les auteurs montrent dans
( ) que cette approche est logarithmiquement optimale Itasgqune information sur le
probléme n’est fournie. Ainsi a I'heure actuelle elle estatrie le choix des solveurs modernes tels que
RSAT 2.0 ( ) et TINISAT ( ) qui l'utilise avecu = 512, ainsi
qUEMINISAT 2.1 ( ) et PRECOSAT ( ) qui I'utilise avecu = 100;
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La figure3.4montre I'évaluation de la série de luby avee- 512.

La serie de Luby (base 512)
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FIGURE 3.3 — La série de luby avac= 512

Inner-outer : Cette stratégie a été implémentée dans le solvetDSAT ( ). Elle est sim-
ilaire & la stratégie de redémarrage Luby (alternance dénradtages rapides et lents) et consiste a
maintenir une série géometrique extérieuretér) dont le but est de fixer la borne maximale que peut
atteindre une série géométrique intérieurener). Formellement, considérorida valeur courante de la
Série intérieure et la valeur courante de la série extérieure. Lorsque le noddoenflits obtenus depuis
le dernier redémarrage atteint la valépun redémarrage est effectué @rend la prochaine valeur de la
série intérieure. Ensuite, dans le casian o la série intérieure est réinitialisée eprend la prochaine
valeur de la série extérieure.
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La serie inner-outer
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FIGURE 3.4 — La série géométrique inner-outer avecer {100,110,...,100 % 1.1"},outer

{100,110,...,100 % 1.1}
L'impact de toutes ces différentes stratégies de redégesraur le comportement d'un solvesaT

(20079.

moderne ont été étudiée daiis

3.6.2 Stratégies de redémarrage dynamiques
Depuis quelques temps, des stratégies de redémarragemidyea sont proposées. Elles tentent
d’exploiter différentes informations issues de la recherfta taille des résolvantés
( ), la profondeur moyenne de l'arbre et des sauts arrigees ( ), le nombre
)) afin de déterminer quand effectuer un

récent de changements de valeurs de variables: (
redémarrage. Nous présentons dans la suite une liste nanstiie de ces différentes approches :

Variation de la phase : Cette approche proposée paere ( ) est 'une des premiéres politiques

de redémarrages dynamique. L'idée est d'étudier I'agdiéla recherche afin de décider si un redé-

marrage est nécessaire. Cette agilité est calculée pahfsnde l'interprétation compléete représentant

le progress savindvoir 82.4.3. L'agilité est initialisée a zéroaility = 0). Ensuite, lorsqu’une nou-

velle variable est affectée, sa nouvelle polarité est émdsi la polarité de la variable est différente de
I'ancienne alors 'agilité est augmentée, sinon elle estimiée. Afin de simuler une forme deag-

ing » sur l'affectation des variables, I'agilité est diminuée pn certain facteud compris entre 0 et 1
(agility = agility x d). Ce méme facteur est aussi utilisé afin d’augmenter Itégitirs de la mise a
jour de celle-ci ¢gility = agility + (1 — d)). De cette maniere, il est assuré que la valeur de la variable
agility est comprise entre 0 et 1. La politique de redémarrage ¢eradizrs a considérer une stratégie
de redémarrage statique utilisant cette notion d’'agilitfsque le nombre de conflits a atteint la valeur
préconisée par la politique de redémarrage statiquelitédagourante est comparée avec un certain 3euil

_ 1 _ 1 ’ Ari
3. d = 5555 €ts = 7 pour 'analyse expérimentale
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3.7. Conclusion

s et si elle dépasse ce seuil le redémarrage n'est pas effédinéle régler ce seuik; ( ) émet
I'hypothése qu’une agilité élevée implique que le solveasirseisceptible de réfuter le probléme et donc
gu'il ne faut pas effectuer de redémarrage. Inversemem,agilité basse implique une stagnation et
redémarrer la recherche permet d'aider le solveur a s'@gtagu sous arbre courant jugé difficile ;

hauteur des sauts : Cette politique de redémarrage a été proposée-jpan ( ) et a

été implémentée dans le solvamsaT. Elle est basée sur I'évolution de la taille moyenne deaursto
arriére(le moyenne des hauteur des sauts de chaque reiete arL'idée est de délivrer pour de grandes
(respectivement petites) fluctuations de la taille moyeataseretours arriére (entre le redémarrage courant
et le précédant) une plus petite (respectivement grandedirvde coupure. Cette fonction est calculée
comme suit x; = 100,z = 100 etz; = y; x |cos(1 + r;)|, aveci > 2, « = 1200, y; représente la

moyenne de la taille des retours arriére au redématage- % Siy;_1 > y; etr; = y?’jl sinon.

GLUCOSE : la plupart des politiques de redémarrages sont essentiefit basées sur le nombre de
conflits afin de déterminer si un redémarrage doit étre effect ( ) proposent
une nouvelle approche qui dépend non seulement du nombmenélé,anais aussi des niveaux de déci-
sion afin de déterminer si uadémarragedoit étre effectué. Afin d’étudier les différents mécanisrdes
solveurssAT modernes, les auteurs ont mené un ensemble d’expérinmergatine des conclusions de
celles-ci est que, sur une grande majorité d’'instances)ivesux de décisions décroissent tout au long
de la recherche et que cette décroissance semble reliéd’effieacité (ou inefficacité) des solveurs
CDCL ( ). Ainsi la politique de redémarrage proposée par les asiesgaie de
favoriser la décroissance des niveaux de décision durastieerche : si ce n'est pas le cas, alors un redé-
marrage est effectué. Pour cela, le solveuucose ( ) calcule la moyenne
(glissante) des niveaux de décision sur les 100 dernieffitsofSi cette derniere est plus grande que

fois la moyenne de tous les niveaux de décision depuis letdiéda recherche alors un redémarrage est
effectué;

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les solseurmoderne et ses différentes composantes.
Depuis la naissance des solvessr modernes, des améliorations sur ces composants essemtiels
eu un impact significatif sur sa performance. Chaque conmp@sde I'influence directe sur la perfor-
mance du solveur et aussi sur les interactions entre leégeliffs composants. Ces derniéres années, des
progrés importants ont été réalisé dans les solvearsmoderne. Cependant, les derniéres évaluations
et compétitions internationalesAT Race etsAT competition) montrent qu’une catégorie d'instances
restent toujours difficiles pour les solveurs actuels. DEnsontexte, avec la vulgarisation des architec-
tures multi-caeurs, les approches paralléles offrent uaie yerspective pour s'attaquer a ces instances.
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L ES PERFORMANCESIes solveursAT séquentiels n’ont pas cessé d’augmenter durant ces derniér
années, surtout dans la résolution d’'instances indussidbnt la taille peut dépasser des centaines
de milliers de variables et des millions de clauses. Cettduéion est due non seulement a I'algorith-
migue bien entendu, mais également a I'augmentation dédagnce de calcul. Cependant, de nombreux
problémes industriels restent hors de portés de tous lessslcontemporains. Par conséquence, de nou-
velles approches sont nécessaires pour résoudre cexestdifficiles. Ces derniéres années, grace aux
nouvelles architectures multi-cceurs, les approches adutés paralléle du problémsAT gagnent en
intérét.

4.1 Motivation

La loi de Moore ( ) a été exprimée dans « Electronics Magazine » par Gordon é/loor
un des trois fondateurs d’Intel. Constatant que la comiled@s semi-conducteurs proposeés en entrée
de gamme doublait tous les ans. En 1975, Moore réévalua detwé en prédisant que le nombre de
transistors des microprocesseurs sur une puce de silicauhlela tous les deux ans. Dérivée de ces
affirmations, la célebre loi de Moore s’énonce maintenamgiai

Définition 4.1 (Loi de Moore) Le nombre de transistors au sein d’un processeur doublers lies deux
ans.

Bien qu'il ne s’agit pas d'une loi physigue mais juste d’'um&r@polation empirique, cette prédiction
s'est révélée jusqu’a présent étonnamment exacte. Entleet®001, la densité des transistors a doublé
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chaque 1.96 année. La figuel® montre la croissance du nombre de transistors dans les priero
cesseurs Intel par rapport a la loi de Moore, en vert, la &abgpothése (qui est le plus souvent diffusée)
voulant que ce nombre double tous les 18 mois.

Nombre de
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10h0.000.000 Ttapum 2 (9 Mo)

L -
-
Ttaniumn 2 (1,5 Mo)e /
100 000 000 2P pentivm 4 HIT
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= — Loi de Moore ------- Double tous les 18 mois Processeurs Intel

FIGURE 4.1 — Loi de Moore et réalité

En générale, on peut dire que la puissance des micropracssteuble tous les deux ans. Entre le
début de la micro-informatique et peu aprées les années 2@0tkrme de puissance peut étre traduit
par nombre de transistors mais aussi par des fréquencesa®fmement des microprocesseurs. Cela
concerne le nombre d'instruction traitées dans un lapsmesedonné. Par conséquent, sans effort de
programmation supplémentaire, il était possible d’aceélén programme séquentiel en changeant sim-
plement le processeur qui I'exécute. Depuis environ 200&,aause de I'échauffement trop important
des microprocesseurs a des fréquences approchant les #SHabriquants de microprocesseurs tra-
ditionnels ont des difficultés a proposer des microproegssau silicium au-dela de cette vitesse de
fonctionnement. Mais la loi de Moore est toujours vraiesil ®ujours possible d’augmenter le nombre
de cceurs de calcul au sein d'un méme microprocesseur. Cesgrbcesseurs multi-coeurs.

Définition 4.2 (architecture multi-caeurs)Une architecture multi-coeurs peut-étre vue comme un en-
semble de processeurs ayant la possibilité de communiaqussneble. Chaque processeur peut étre vu
comme une unité de calcul permettant d’exécuter une sethe @la fois.

Les programmes séquentiels ne sont donc plus accéléré parugmentation de la fréquence. En
effet, les solveursAT séquentiels sont issues du modéle de programmation séju€ets programmes

4. Image issue de la page Wikipédia frangaise concernamti ldel Moore. Sous licenc€réative Commons paternité
partage a l'identique
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sont désignés pour n'étre exécutés que par un seul cceuraté édin de pleinement profiter des nou-
velles avancées de I'architecture multi-coeurs, il estsegiee d'évaluer les solveusaT, il faut penser
paralléle.

4.2 SolveurssaT en parallele

Avant de présenter les solvelgaT paralléles modernes, nous présentons tout d’abord qusetaque
cepts de base nécessaires a la compréhension des diffésbmisrs paralléles mais également quelques
notions pour évaluer les performances des solveprsparalléles. En ce qui concerne les aspects tech-
nologiques liés au parallélisme, nous choisissons de niepasésenter. Néanmoins, la thése/de

( ) peut étre consulté pour de plus amples détails.

Définition 4.3 (parallélisme) Le parallélisme en Informatique donne la possibilité d@mxér plusieurs
instructions simultanément.

Définition 4.4 (unité de calcul, exécution)Jne seule unité de calcul peut exécuter une seule tache, c'es
une exécution séquentielle unités de calculs peuvent exécuteidches distinctes simultanément : c’est
une exécution paralléle.

Définition 4.5 (temps d’exécution) Le temps d’exécution est le temps écoulé entre le lancerment d
programme et I'obtention du résultat. Pour différents typle programmes, on a:

— Tseq - le temps d’exécution d’'un programme séquentiel.
— T)/m) * le temps d’exécution en parallele surprocesseurs, c’est a dire I'instant ou le dernier
processeur a terminé son travail(, est le cas particulier ow = 1).

Définition 4.6 (accélération) L'accélération, notéedcc(n) surn processeurs, représente le nombre de
fois que le programme a été accéléré par son exécution gdeadit est donnée par la formule suivante :
T
Acc(n) = #2249,
(n) T//(n)
Définition 4.7 (efficacité) L'efficacité d’'un programme paralléle, not&f f (n) pour une exécution sur

n processeurs, est définie péy f(n) = ’4%("). Ce nombre est I'accélération pondérée par le nombre

de processeurs utilisés. Il représente donc la qualité dpdeallélisation en fonction du nombre de
processeurs.

Bien que le problémseAT n’'est pas facilement parallélisable (car une caractqustimportante de ce
probléme est qu'il est trés dur de prédire a I'avance le tendiggssaire a I'exploitation d’'une espace de
recherche), deux types d'approche pour résogdieen paralléle sont principalement utilisés a I'heure
actuelle.

Le premier est basé sur le principaliviser pour régnew. Il consiste a partager le travail entre
'ensemble des processus. Le second est de pygoolio, et vise a mettre en compétition plusieurs
approches sur le méme probléme. Ce dernier est trés faciddgtéeran place et est particulierement bien
adapté aux approches paramétrables. Dans la suite, naenfmés sommairement I'application de ces
deux modéles pour la résolution parallélesia.

4.2.1 Approche de type diviser pour régner

Le principe de ce type d'approches consiste a diviser pssgrement un probléme en plusieurs sous-
problémes et les distribuer aux différents processus.istexieux techniques basées sur le principe de
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4.2. SolveursAT en paralléle

division. La premiére consiste a diviser I'instance oradé Elle peut s’avérer trés utile surtout sur les
instances de trés grande taille. La deuxiéme vise a décampespace de recherche.

Les figures4.2 et4.3 montrent la différence entre ces deux types de divisions@Eah3 on trouve
une présentation détaillée.

E
4/’£

@‘@@‘C

FIGURE 4.2 — Présentation schématique de la division de l'instabes coeurs représentent les solveurs
séquentiels. lls prennent en charge chacun une partie dentafe (ici un quart).
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FIGURE 4.3 — Présentation schématique de la division de I'espacectierche. Chaque cceur représente
un solveur séquentiel. lls prennent en charge chacun laderavec un chemin de guidage.

Une décomposition de I'espace de recherche est faite &l'didne notion appelée chemin de
guidage.

Définition 4.8 (chemin de guidage)Un chemin de guidage est représenté par un ensemble de souple
{{l1, A1), (€2, A2), ... (€n, An) }, OUL; estun littéral & propager eX; indique si I'un des sous-arbres issu
de/; n'est ni en cours de traitement ni traité. Chaglgpeut étre représenté par une variable booléenne
qui est égale al si les deux sous-arbres sont traités (ou en cours de traitgne¢ T sinon.

Une représentation du chemin de guidage est donné dansra4igu

Les chemins de guidages sont utilisés pour connaitre lesatwes qui doivent étre explorés, mais
aussi assigner du travail aux processeurs. La résolutiongfobléme a I'aide de cette approche consiste
alors a résoudre I'ensemble des chemins de guidages. Pautarequ’une unité de calcul est oisive,
un chemin de guidage est lui est assigné par le biais d’'un degles d’équilibrage de charge présenté
précédemment. Lorsque I'ensemble des chemins de guidageegmoré le solveur peut conclure sur la
satisfiabilité de la formule.

Nous donnons ici une liste non exhaustive de solveurs dediyimer pour régned. 1
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Chemin de guidage :

(X171)7(X271)7(_‘X370) / \

*kk Branches visitées *k

+++ ! Calcul en cours
? ? ? :Sous-arbres a explorer

FIGURE 4.4 — Un exemple de chemin de guidage

Solveur | Algorithme de base Architecture Heuristique paralléle

PSato Sato workstation équilibrage de charges

//Satz Satz workstation équilibrage de charges

PaSat zchaff workstation | équilibrage de charges, échange de clalses
GradSat zchaff workstation | équilibrage de charges, échange de clalses
MiraXT minisat multicceur | équilibrage de charges, échange de clauses
PMinisat minisat multicceur | équilibrage de charges, échange de clauses
MTSS minisat multicceur | équilibrage de charges, échange de clauses

TABLE 4.1 — Divisé pour régner darsar

PSATO Introduit par ( ), il est le premier solveur paralléle a introduire la notatn
chemin de guidage. Il est basé sur le solveur séquentiel SEEBDsfiability Testing Optimizgd

( ) et utilise un modéle maitre-esclaves pour partager ldsetid e processeur maitre est chargé
de fournir aux processeurs esclaves les sous-arbres duiitent explorer. Afin de pouvoir toujours
alimenter les processeurs esclaves, le processeur magte parfois son exécution de maniére a créer
de nouveaux chemins de guidage. Pour cela, un ou plusieazegseurs esclaves sont stoppés pour leur
demander de retourner leur chemin courant. A partir de cemtts et de la méme maniére que celle
présentée précédemment, plusieurs nouveaux cheminsréést c

//SATZ  Ce solveur. ( ; ) est un parallélisation du solveunt

( ). Congu au tour d’'une architecture de type maitre-esclavesutz utilise un équilibrage de
charges dynamique par vol de travaitrk stealing et a l'initiative du demandeur. Cette parallélisation
permet d'évaluer la charge de travail de chaque processla/esfin de mieux répartir les charges de
travail. Grace a la regle de branchement puissante Adiz,Saucun phénomeéne de ping-pong n'a été
observé dang/Satz.

PASAT Ce solveur est le premier a permettre I'échange de clauspkigmu traditionnel chemin de
guidage ( ), ( ). Par la force des choses, il a aussi été le premier
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confronté aux problémes liés a ce type d’échanges, a sawarhbre et la taille des clauses a échanger.
En effet, les clauses pouvant étre apprises étant nomlisréesgonentiel dans le nombre de variables
de la formule) et souvent de grande taille, il est nécessbagapliquer une politique de limitation des
clauses échangées. Le critere choisi afin de réaliser ddianesion de la taille de la clause.

Par la suite, plusieurs approches basées s@AT ont été proposées. Par exempilss,

( ) proposent une approche nommérABSAT congue pour étre exécutée sur une grille de
calcul. GRADSAT utilise un modele maitre/esclave ou le maitre distribueavail parmi les esclaves et
ou chaque esclave correspond a un SOIZEHAFF ( ). Les clauses apprises par les
esclaves sont gérées par le maitre a I'aide d’'une base déewuiistribuée de telle maniére que seules
les clauses d’une taille inférieure a une certaine constsomt partagées.

MIRAXT Ce solveur ( ) est un re-implémentation amélioré du solveurri

( ) qui est capable de lancé sur l'architecture multicoeunse kkontient pas de maitre comme
les autres solveur paralléles. Il utilise Master Control Object(MCOYui control les communications
entre les threads. DansIRA XT, les clauses sont en lecture seule, il utilise un autresire paresseuse
nomméWatched Literals Reference List(WLRigur la mise a jour de la formule pendant la résolution.

PMINISAT  Ce solveur, introduit par ( ), est une parallélisation simple deNISAT

2.0 ( ) congu pour étre exécuté sur une machine a mémoire parlaggehemins

de guidage sont conservés au sein d’'une base commune, alle atitnentée par des chemins de guidage
générés par la plus longue exécution dans l'arbre. Les gsaseécupérent un chemin de guidage depuis
cette base lorsqu’ils en ont besoin. La particularité deateesr est qu'il exploite les connaissances
sur les chemins des processus pour améliorer la qualitélaeses échangées. L'idée provient du fait
que certaines clauses ne sont utiles que localement damsusragbre. En effet, bien que les clauses
puissent étre de grande taille, elles peuvent devenir pdtisep et par conséquent plus intéressantes
aprés un certain nombre d'affectations. Ce principe peen®® INISAT d'étendre le partage de clauses
du moment que celles-ci deviennent petites dans un cedatexte de recherche.

MTSS Dans ce solveuMulti-Threaded SAT Solver(MTSS) ( ), les auteurs ont
proposé des algorithmes pleinement collaboratifs tri@rdiensemble sur un méme objet de grande taille
avec I'arbre de guidage qui est un objet totalement paealtahis ou le travail par nceud est séquentiel.
Cet objet est mis a jour par deux types de processus : le riglgacantie la complétude et la terminaison
de l'algorithme et les pauvres qui aident a la résolution dhbi@me. Les nouveautés apportées par ce
solveur , sont les différenciations de ces deux types deepsns et leur collaborations pour explorer
I'arbre de recherche qui crée I'arbre de guidage, ainsi guymssibilité d'ajouter des taches spécifiques
aux processus pauvres. Le solveur effectue éventuelleeneithange de rble entre les processus riches
et pauvres.

4.2.2 Approche de type portfolio

Les approches de type portfolio consistent a mettre en cmmme plusieurs solveurs séquentiels
ayant chacun sa propre stratégie de recherche. Le choitrdéigges a assigner aux différents solveurs
est une question intéressante. Elle vise essentiellenantjae I'ensemble des stratégies soient complé-
mentaires et orthogonales.

Certaines approches permettent I'échange d’informagonie les différentes unités de calculs. Ces
informations représentent le plus souvent des clausesdrepar analyse de conflits et permettent
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d’améliorer les performances du systéme au-dela de larpgafce de chaque solveur considéré indi-
viduellement. Cette approche est a I'heure actuelle laleued maniére de résoudre le problégrg en

® © © O

©® ® ©® ®

] H

FIGURE 4.5 — Présentation schématigue du solveur paralléle depiyrifolio. Chaque cceur représente

un solveur séquentiel (les stratégies de recherche sdétatitiées). lls prennent en charge chacun la
formule originale. Les lignes continues représententéderion d’'un solveur. Les carrés symbolisent

les redémarrages tandis que les fleches en pointillés epiedd le partage d'informations entre les

différents solveurs (ici les clauses apprises).

Nous donnons ici une liste non exhaustive de solveurs depgpéolio.

MANYSAT  MANYSAT ( ) a été le premier solveur paralléle de type portfolio, il
inclue toutes les composantes importantes des sohgursnodernes (propagation unitaireatched
litterals, VSIDS, analyse de conflits, redémarrage, efie)solveur tente de tirer avantage de la sensi-
bilité aux réglages des paramétres des solvemsL. En effet, changer la politique de redémarrages
ou I'heuristique de choix de variables peut conduire a dégrau a améliorer les performances d’'un
solveur. Partant de ce constat les auteurs proposent dtexguusieurs versions du SOIVEMINISAT

2.02 ( ) avec des parametres différents tout en partageant entesties unités de
calculs les clauses apprises. La premiére place obtenmgaysAT dans la catégorie paralléle de la
SAT Racede 2008 et a la compétitiopaT de 2009 a été un facteur important dans le développement des
approches de type portfolio.

PLINGELING Dans ( ), l'instance originale est dupliquée par un cceur maitretedistribué
aux esclaves. Les stratégies utilisées par les esclavesajgment, graines aléatoires, heuristiqgue de
branchement, etc) sont différenciés. L'échange de claagpsses est fait par le maitre et est restreint
aux clauses unitaires.
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SARTAGNAN Dans ( ), plusieurs solveurs séquentiels sont exécutés en paralles
solveurs sont différenciés par rapport a heuristique démedrage et les paramétres & Ds. Une

partie des solveurs appliquent le processus de résolutinantique ( ) ou exploitent les
points de référence ( ). Les autre solveurs essaient de simplifier la base dessdaprises
en remplagant ou éliminant des variables.

ANTOM Dans { ), les solveurs séquentiels sont différenciés sur I'heuris
tigue de décision, I'heuristique de redémarrage et laipoétde réduction de la base des clause apprises,
etc.

Afin d’obtenir une approche portfolio efficace, il est im@ort que les différents solveurs mis en
concurrence adoptent des stratégies de recherche ddféseet complémentaires. Pour faire cela, les
auteurs ont différenciés leur solveurs sur les stratég@esdémarrage, de choix de variables, de choix
de polarité, et d'apprentissage (notre proposition derslifier les stratégies de nettoyage de la base de
clauses apprise sera présenté en chapjtre

Nous détaillons ici dans tabledw? les heuristiques utilisé dans le solveusNYSAT 1.1.

| Stratégie | ¢ \ Cy \ C3 \ Cy |
Redémarrage dynamic™ dynamic— | geom(100,1.5) dynamic™
Heuristique VSIDS (98%)| VSIDS (98%)| VSIDS (98%)| VSIDS (97%)
Polarité progress saving progress saving false occurence
Apprentissage first-uip first-uip | first-uip étendu first-uip
Partage de clauses taille < 8 taille < 8 taille < 8 taille < 8

TABLE 4.2 — Stratégies des différents solveurs séquentielségilians le solvemANYSAT 1.1.

4.3 Défis du problémesaT en parallele

Dans la compétitiorsAT 2011, un solveur (ou un shell) s’appelle ppfolia ( ) a relancé
la course en résolution paralléle du problésag en gagnant plusieurs médailles. L'auteur propose une
approche naive qui consiste a choisir 5 solveurs séquemtidés exécuter en paralléle sans possibilité
d’échange.

Il y a donc encore un long long chemin a parcourir. Les solquaralléle, a priori, sont loin de
maturité.

Dans ( ), les auteurs ont présenté 7 défis de la résolution paraliele
problémesAT, nous citons ici 5 qui nous semblent les plus intéressants.

4.3.1 cbcL + Recherche Locale?

Comme nous avons présenté précédemment, les solveurglearaht leur algorithmes de base, la
plupart sont actuellement basés sur les solveorsL. Dans les solveursDcCL, environ80% du temps
est passé a effectuer la propagation unitaire, qui estitlificparalléliser. L'accélération de ces solveurs
paralléles par rapport au solveurs séquentiels est palteeipent obtenu par la décomposition de I'espace
de recherche et la diversification en combinant les diff@®heuristiques des solveurs séquentiels.

Rappelons la victoire du solveur ppfolio dans la derniémmmétition, une combinaison entre les
algorithmes complets et les algorithmes incomplet sermibéessante.
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4.3.2 Equilibrage de charge

Afin d’élaborer un algorithme paralléle efficace, il y a unesfion primordiale a considérer, c'est la
distribution de la charge entre les processeurs, plusphéiement I'équilibrage de charge a la volé.

Définition 4.9 (partage de charge)_e partage de charge est la technique pour distribuer ledilaaux
unités de calcul disponibles.

Le partage de charge idéal est d’équilibrer la taille dessobres explorés par chacun des pro-
cesseurs. Cela permet des appels récurrents au maitre @terdi de nouveaux chemins de guidage
et par conséquents de diminuer le temps consacré au pagagd@ahes. MaisSAT est un probleme
dont la résolution a I'étape est dépendante des calculs a I'étape 1, la parallélisation est plus diffi-
cile, de plus, si on prend la représentation en arbre bimkErla procédurepLL, il est impossible de
prédire exactement le temps que prendra le calcul d’'un adare: Ces points obligent les chercheurs de
la communaut&AT a prendre en compte la problématique de I'équilibrage degeha

Définition 4.10(équilibrage de charge) 'équilibrage de charge est la technique de distribuer dwéil
a toutes les unités de calculs disponibles, et ce, de maéagrgable afin de minimiser le temps ou les
unités de calculs sont oisives.

Une piste possible est d'étendre les techniques de réglatgenatique. Ces approchés
( ) utilisent des techniques « d’apprentissage » pour élahore fonction prédictive qui estime le
temps de calcul en fonction des caractéristiques d’unanostet des parametres du solveur. Cette fonc-
tion peut étre entrainée et testée sur un grand nombreatices représentatives et puis utilisé a config-
urer le solveur. Linconvénient de cette approche est datit disposer d’'un grand nombre d’instances
représentatives.

4.3.3 Décomposition

Pour les algorithmes paralleles, c’est naturel de pensdércandposer le probleme original en un
ensemble de sous-problémes, la plupart des solvarsaralléles sont basés sur les algorithmes de
recherche, dont on peut les identifier en deux types de déxsitigm :

— Décomposition de I'espace de recherche ;
— Décomposition de l'instance.

Dans la premiére catégorie, comme nous l'avons présentijtlest de distribuer les chemins de
guidages qui représentent des sous-espace de recherclaetirAdp I'expérience passée, trouver une
bonne décomposition de ce type est trés difficile a cause diffilzulté de prédire la dureté de chaque
sous-probléme.

Dans la seconde catégorie, I'instance originale est divisén aveugle » tel qu’aucune information
supplémentaire sur le probléme n’est connu. Ce type de deémsition est trés important et nécessaire
guand l'instance originale est trés grande. Trouver unerd@osition optimale qui équilibre les tailles
des sous-problémes n’'est pas difficile pour le probl&me cependant se restreindre au seul critére de
la taille, n'est pas suffisant pour avoir des sous-probleandifficultés similaires. Et encore, trouver une
décomposition d’une instance qui minimise le nombre deatsdes partagés est une question difficile.

Bien évidemment, pour ces deux types de décompositiont k&t I'art n’est pas suffisant, des algo-
rithmes de décomposition plus performants sont nécesgaingr les deux catégories.
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4.4. Conclusion

4.3.4 Pré-traitement

Dans les années passeées, plusieurs techniques de priémaitdes formulesAT ont été proposées
(i.e. ( )). Ces approches ont considérablement amélioré les pmafares des solveurs
séquentiels. Nous pensons que de nouvelles techniquesdrmipement pour la résolution paralléle
du problémesaT sont indispensables. Par exemple, on a probablement élirop de clauses avant
la décomposition, en plus, le pré-traitement dans le comtdy paralléle devrait prendre en compte
la spécificité des approches paralléles, surtout le typeedendposition utilisée. Par exemple, pour la
décomposition d’une instance, au lieu de minimiser lagadtale de la formule, minimiser le nombre de
variables partagées entre les sous-problémes.

Pour les formules extrémements larges, il peut-étre iniiplesde pré-traiter la formule. Dans ce
contexte la, nous considérons que le pré-traitement esi ausléfi pour les solveurs paralléles.

4.3.5 Echange de clauses apprises

Les solveurssaT moderne générent des clauses apprises pour éviter de l@siteéme espace de
recherche. Les solveurs paralléles partagent/échangsrtl@uses apprises entre les unités de calculs.
Comme le nombre de clauses apprises peut étre exponemiteledaire des cas et par conséquent ralentir
la vitesse (la propagation unitaire) du solveur, des gjieséd’échanges ont été proposées pour commu-
niquer efficacement entre les processeurs.

Parmi les stratégies les plus répandues, on peut citer panme celles basées sur I'échange de
clauses ayant une taille inférieure a une limite fixée. Pample dansiANYSAT, seules les clauses de
tailles inférieures a 8 sont échangées. DRNSIGELING, le solveur ne partage que les clauses unitaires.
Afin de permettre un échange tout le long de la recherche, ldans ( ), les auteurs ont
proposé une stratégie dynamique pour incrémenter ou denewtomatiquement la quantité de clauses
partagées entre deux processeurs. En plus I'efficacitéldeses de petites taille fait de cette politique
un critére simple mais efficace.

Dans ( ), les auteurs ont proposé de renforcer I'efficacité d’égkaen combi-
nant les deux critérassD etPsM et la taille pour identifier les clauses a partager.

A priori, la stratégies d’échanges entre les processelvenicdtre compatible avec la stratégie de
réduction de la base. Dés lors adapter la stratégie de agtogux différentes stratégies d'échange
semble une voie intéressante a explorer.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux types d'alg@sttpour résoudre le problénsar

en paralléle sur des machines ayant une architecture owmaliirs : 'approche diviser pour régner (en
utilisant le chemin de guidage pour l'instant) et I'appregbortfolio. D’'une part, les solveurs de type

portfolio semblent plus performants que les solveurs de tigiser pour régner selon les résultats des
derniéres compétitions. D’autre part, sur les instan@sslarges ou trés difficiles, les approches diviser
pour régner présentants de bonnes propriétés de sc@abiitt plus intéressantes (une nouvelle ap-
proche de type diviser pour régner sera présenté dans larelpQuelques pistes a explorer sont aussi
discutées.
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Conclusion

Le probléemesAT est un probléme central en intelligence artificielle, quesai¢ d’'un point de vue
pratique (planification, vérification formelle, bio-infoatique, etc) que d’un point de vue théorique (pre-
mier probléme & avoir été montré NP-complet). D’'un point die pratique les performances des solveurs

n’'ont cessé d'évoluer ( ), permettant de résoudre des problémes de plus en plustems
(des millions de variables et de contraintes). Cette éarlutst due, conjointement, a I'avénement des
solveurssAT modernes ( ) (watched litera) vsIDS, apprentissage) et a l'augmenta-

tion de la puissance de calcul (doublant tous les deux amge Mpoque est témoin d’une « révolution »
technologique, qui réside dans l'arrivée des architestparalléles, permettant d’ouvrir de nouvelles
perspectives.

Deux types d'approche pour résoudiar en paralléle sont principalement utilisés a I'heure atduel
D’'une part, les approches de type « diviser pour régner »istens a partager I'arbre de recherche
(« chemin de guidage) ( ). D’autre part, les approches de type portfdtia
( ) mettent les solveurs en concurrences, permettant aingisgdeidre une formule a l'aide de dif-
férentes stratégies. Parmi elles, les approches de typlmosont démontrées empiriquement plus
performantes a I'heure actuelle.

Dans la partie suivante, nous présentons nos contribugjonsonsiste a améliorer les performance
des solveursAT paralléles.
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Deuxieme partie
Ameéliorations des prouveurs
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ANS CE CHAPITRE nous explorons les principes de diversification et d'isifération dans le cadre
de la résolution paralléle du problérsaT de type portfolio. Les deux concepts qui jouent des

réles importants dans certains algorithmes de recherclmmpiis la recherche local, semblent étre le
point clé des solveursAT paralléles. Pour étudier ce compromis, nous définissons rdées pour les
unités de calcul. Certaines d’entre elles, appelées matitdeur propres stratégies de recherche, et ont
pour but d'assurer la diversification de la recherche. D&atésignées comme « Esclaves » ont pour
objectifs d'intensifier les stratégies de leur maitres gaiazant un sous-espace adjacent. Plusieurs ques-
tions importantes sont soulevées dans ce cadre. Quell@sniations les maitres devraient-ils envoyer
aux esclaves pour intensifier la stratégie de recherche 2Kedftéquence une unité subordonnée devrait
recevoir ces informations ? Et finalement, quelle archirecmaitre-esclave est la meilleure ?

5.1 Introduction

Plusieurs solveursaT paralléles ont été proposés ces derniéres années. Lesmesulveurs a
voir le jour sont basés sur le principe « diviser pour régneCes solveurs divisent soit 'espace de
recherche en utilisant, par exemple, les chemins de gusdsmjela formule elle méme en utilisant des
techniques de décomposition. Le probléme majeur derr@s@pproches a considérer, c’est le probléme
d’échange des clauses apprises entre les processeursititesssalveursAT paralléles de type portfolio
ont été étudiés récemment. lls évitent le probleme de bligion de la charge entre les processeurs
en laissant plusieurs solveup®LL travailler ensemble en mode compétition/coopération @ le
premier a résoudre le probléme. Chaque moteur (solveurenégl) dispose de la formule originale,
I'espace de recherche n’'est plus divisé ni décomposé. Adittelefficace, le portfolio doit utiliser des
moteurs diversifiés (possédant des stratégies diffélereta permet d’éviter la redondance des sous-
espaces visités. Cependant, afin de rendre I'échange deslalus efficace, la diversification doit étre
limité afin de maximiser I'impact de I'’échange de clauses.
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5.2. Vers une bonne stratégie d'intensification

Une guestion donc importante est comment maintenir unedbdistance entre les espaces de recherche
explorés par les différentes unités de calcul. Cela esvalguit & trouver un bon compromis entre la di-
versification et l'intensification. La réponse a cette goestiépend fortement des problemes. Pour les
problemes difficiles, il est préférable d'intensifier laliecche, alors que sur les instances plus faciles, la
diversification permettrait de trouver une solution plusiément.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. La presaétion détaille les différentes techniques
pour intensifier une stratégie de recherche. La deuxieém@oseexplore les différents compromis de
diversification/intensification dans un solveur de typdfptio. La troisiéme section présente les résultats
expérimentaux. Nous finirons par une conclusion et cedgieespectives dans la quatrieme section.

Les résultats reportés dans ce chapitre ont fait I'objeagriblication ( ( )).

5.2 Vers une bonne stratégie d’intensification

L'intensification de la recherche par une architecture ma@sclave consiste a permettre au maitre
de manipuler la recherche de I'esclave. Dans notre cascoakiste a imposer a I'esclave de se diriger
vers un sous-espace de recherche en lui envoyant une éttipn partielle. Des lors la question posée
est quelle est l'interprétation partielle a envoyer a llage et a quelle fréquence.

Tout d’abord, nous considérons un systeme composé de ddiés aie calcul, respectivement un
maitre(M) et un esclave(S) (voir figukel). Le role du maitre est d’'invoquer I'esclave pour I'intditsi-
tion de sa recherche (le fleche bleu pointillé dans la fi§ute Par I'intensification, le but est de forcer
I'esclave a explorer « differemment » I'espace de recheatiteur de celui exploré par le maitre. Les
clauses apprises du maitre et de I'esclave sont partagédetadeux sens (la ligne noire dans la figure
5.1)

S ) Maitre

M Y E Esclave
— Transfert de clauses

---» Intensification

FIGURE 5.1 — Topologie d'intensification

Afin d’explorer difféeremment autour d’un espace de recherdbnné, nous avons considéré dif-
férentes types d’informations. Supposons que le maitcasellement dans I'étéy, = (F, Das, I'ay),
d’ou F est l'instance originale];; est I'ensemble de décision, Bf; est la base des clauses apprises.
Dans la suite, & partir d'un état donné, nous analysons testéaistiques des trois informations que le
maitre peut transférer a I'esclave.

Nous utilisons la figur&.1pour illustrer ces caractéristiques. La figure représemtgtat couranb,,
qui correspond aux branches vers le dernier cokflita liste des décisions dans la derniére branche est
x1, T2,. .., Tn,. LES boites donnent une vue partielle du graphe d’impbeatiobtenu sur lek dernier

conflits générés apres avoir affecté les dernieres deésisign «,, ,, ..., etx,,. Les clauses apprises
sont respectivemenity, V ax), (ax—1Vag_1), ..., et(a; Vay) d'olag, ax_1, ..., €ta; sont les littéraux
assertives correspond aux Fitse —ay, —ax_1, ..., et—a;.
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Chapitre 5. Stratégies de la diversification et de l'intdiasition

5.2.1 Laliste de décisions courante : decision list

La premiére information que nous avons testé est I'ensed@selécisions de I'interprétation courante
D (decision lisj. En utilisant cette liste de décisions, I'esclave peutstwire 'ensemble ou un sous-
ensemble de I'affectation partielle courante du maitres $awondition que toutes les clauses assertives
générées par le maitre soient envoyées a I'esclave. Erisgaisde ne pas envoyer a I'esclave les activ-
ités des variables, on s’assure que ce dernier va expldféretihment I'espace de recherche.

5.2.2 L'ensemble de littéraux assertives : asserting set

La seconde information que nous avons utilisé est la séquénc=< ay,ai_1,. .., a1 >(a@sserting
sed, 'ensemble de littéraux assertives des clauses appaisa® d'arriver a I'état courant,,. Cette
séquence est ordonné selon leur date de création (du detnigremier conflit). En branchant sur la
séquenced ), en utilisant la méme polarité, I'esclave peut construire affectation partielle contenant
les littéraux assertives plus récents générés par le mBiigpelons qu'un littérat; est dans la clause
apprisea V a; du maitre. Comme l'esclave va brancher syrla future analyse du conflit sur pour-
rait générer des clauses apprises contenant Plus généralement, forcer I'esclave a brancher sur la
séquenced;; va lui permettre de produire des clauses apprises pluspetéis (des clauses apprises
générées par I'esclave ont des littéraux complémentanessias clauses apprises générées par le maitre
et cela va renforcer la résolution entre eux). C’'est évidemtnun processus d'intensification, puisque
les clauses apprises de I'esclave contiennent les litdesuplus importants du maitre, et grace aux lit-
téraux complémentaires entre les clauses apprises dieratite I'esclave, une preuve de résolution plus
intéressante pourrait étre construite.

5.2.3 Laséquence d’ensemble des littéraux conflits : conflisets

La derniére information que nous avons utilisée est la s&xpude I'ensemble des littéradk, =<
Sk,Sk_1,---,81 > rencontrés pendant I'analyse de conflits du maitenflict sets L'ensembles;
représente I'ensemble de littéraux rencontrés pendamli/ae du dernier conflit. Plus précisément, les
littéraux danss;, correspondent aux nceuds situés entre le conflit et le Fipst-a;, dans le graphe d'im-
plications (voir la figure8.1). En plus, le littéral du conflit et le littérata; sont aussi dans;,. On peut
définir sy, =< Yk, Yoy - - - » Yk,, > OU Y1 représente le littéral FiratP —ay, et yx, et correspondent
au littéral du conflit comme il apparait dans l'interpréiatpartielle. Le but d’envoyer cette séquence de
I'ensemble de littéraux est d'intensifier la recherche eigéeant I'esclave autour du méme conflit.

Nous pouvons remarquer que, les séquentgst C), pourraient contenir des littéraux redondants.
Cela ne pose aucun probléme, puisque I'escla\affecte les littéraux dans I'ordre défini et il choisit
toujours les littéraux non affectés.
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5.2. Vers une bonne stratégie d'intensification

(Oél V CL1) —aq (

L

FIGURE 5.2 — Une vue patrtielle de 'arbre de recherche du maitre

Afin de comparer la pertinences des stratégies d'intensditmdéfinies précédemment, nous avons
effectué les expérimentations suivantes sur les instassaes de la compétition SAT 2009, catégorie
industrielle. Nous avons utilis®ANYSAT avec deux unités de calcul (voir figukel), et les clauses
apprises de taille inférieure ou égale a 8 sont partagéemdige M transfére a I'esclavé’ les infor-
mations lorsqu'il effectue un redémarrage. Pour le mdifieAfin de permettre a I'esclave d’'étre proche
de son maitre associée, la fréquence d’envoi de I'informatie branchement est petite et constitue par
conséquent la stratégie de redémarrage de I'esclave.

La figure5.3illustre la comparaison empirique en utilisant les troiatggies d’'intensificationde-
cision list asserting seet conflict sets Nous pouvons observer que diriger la recherche en utflisa
conflict setglonne le meilleur résultat. Le nombre d’instances résatnegilisantdecision listasserting
setet conflict setssont respectivement 201,207 et 212. Dans la suite de cetichapbus allons utiliser
conflict setcomme la stratégie d’'intensification de référence.
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FIGURE 5.3 — La comparaison de trois stratégies d'intensification

5.3 \ers un compromis intensification/diversification

Dans cette section, nous allons explorer le compromis datddversification et I'intensification.
Nous utilisons I'architecture d@ANYSAT qui est représentée par une clique de quatre unités de calcul
liés par I'échange des clauses apprises jusqu’a la taille8.unités représentent un ensemble de straté-
gies entierement diversifiés. Afin de renforcer l'intensificn, nous proposons d’étendre I'architecture
et partitionner les unités de calcul entre les maitres etdetaves. Si nous permettons I'échanges des
clauses apprises entre les esclaves, nous avons au tatebségurations possibles. Elles sont représen-
tées dans la figurg.4. Dans la figure, les lignes en pointillés représentent liedioas entre les maitres
et esclaves. Remarquons que quand un maitre dirige plastsataves, le maitre alterne son guidage
entre les esclavas. a tour de rdle. En plus, quand une configuration contient ungusieurs chaine(s)
d’esclaves, (voir (d), (f) et (g) dans la figure), I'intensition d'un esclave de niveadwest déclenché par
I'esclave de niveau — 1.
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(d) (e) ()

clause sharing

________ ~ intensification

€3]

FIGURE 5.4 — Les topologies des diversification/intensification

Ces configurations représentent tous les compromis destigation/intensification possible qu’on
peut implémenter au dessus de I'architecturevd@lYSAT. La section suivante présente leurs perfor-
mances respectives y compris le solvBIANYSAT original.

5.4 Expérimentations

Afin de trouver la topologie la plus performante, nous testdans cette section toutes les topolo-
gies présentées dans la section précédente (implémentésausdde I'architecture deANYSAT) sur
I'ensemble d’'instances issues de la compétition SAT 208@&gorie industrielle.

L'ensemble de nos tests sont effectués sur un cluster Quradhatel XEON X5550 avec 32Gb de
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mémoire et 2.66 GHz de fréquence. Pour chaque instancenfist€PU est limité a 4 heures qui corre-
spond a 1 heure de temps limite pour chaque unité de calctie N&@itre/Esclave et leur configuration
différentes sont implémentés SMANYSAT classique. Ce solveur est aussi utilisé comme une base de
comparaison. Nous avons utilisénflict setxomme la stratégie d’intensification.

La table 5.1 résume nos résultats. La premier colonne présente legeatifés méthodes,e., le
solveurMANYSAT classique (la premiére ligne) @RNYSAT étendu avec I'une de nos sept topologies de
diversification/intensification (voir Figurg.4). Dans la seconde colonne, le premier nombre représente
le nombre total d'instances SAT résolues par les méthodexiges, le deuxiéme nombre (entre paren-
thése) indique le nombre d’instances satisfiables résplarelesclave. La troisieme colonne représente
les informations similaires pour les problemes insatigmbla colonne 4 indique le nombre total d'in-
stances résolues, encore une fois, le nombre d'instanselsies par I'esclave est donné entre parenthése.
Finalement, les deux derniéres colonnes présentent tesgment le temps total (cumulé) et le temps
moyen en secondes. Le temps moyen est calculé sur I'ensele®R92 instances. Une heure est utilisée
pour les instances non résolues.

Cette table montre que la plupart des extensions baséesosuiopologies sont meilleures que
MANYSAT classique. Ce solveur a résolu 212 instances tandis queileume topologie résout 221.
Remarquablement, toutes les topologies sont capablesdedr® plus de problemes insatisfiables que
MANYSAT. Ce résultat attendu montre que l'intensification est phwrsriable pour les instances insatis-
fiables. En effet, notre stratégie d'intensification augiada pertinence des clauses apprises échangées
entre les maitres et les esclaves. Comme les instancesfiagdes sont principalement résolues par
résolution, 'amélioration de la qualité des clauses amsriaméliore la performance sur les instances
insatisfiables.

Méthode [ # SAT | # UNSAT | Total | Tot. temps (sc.)| Moy. temps |

ManySAT 87 125 212 329378 1128
Topo. (@) || 86 (7)| 133 (49)| 219 (56) 311590 1067
Topo. (b) || 84 (28)| 130 (73)| 214 (101) 324800 1112
Topo. (c) || 89(23) | 132 (74)| 221 (97) 307345 1052
Topo. (d) || 87 (25)| 132 (67)| 219 (92) 315537 1080
Topo. (€) || 86 (45) | 131 (109)| 217 (154) 323208 1106
Topo. () | 82 (44) | 128 (102)| 210 (146) 339677 1163
Topo. (g) || 80 (45) | 127 (107)| 207 (152) 343800 1177

TABLE 5.1 — Compétition SAT 2009, Catégorie Industrielle : résslglobaux

D’aprés les résultats comparatifs obtenus par nos diffésanpologies, il semble qu'équilibrer glob-
alement le nombre de maitres et d’esclaves est le choix $gjydlicieux (topologie b, ¢ et d). Parmi ces
stratégies, associer a chaque maitre un esclave se révadlleure topologie (c).

La table 5.2 présente les résultats obtenus par notre meilleure tojgol@y comparativement a
MANYSAT classique sur trois familles de problémes. Nous pouvonstatar que notre topologie (c)
est meilleure quUeIANYSAT sur tous ces probléemes. Plus intéressant encore, notratlaige permet
de résoudre deux instances ouvertes (9dIx_vliw_at_b ag8,9dIx_vliw_at_b_ig9), qui étaient prouvé
comme insatisfiables pour la premiére fois en 2009.

La figure5.5, présente la comparaison du temps cumulé eminey SAT classique et la topologie (c)
sur I'ensemble des instances. Sur les instances facilesydmmes (résolues en moins de 10 minutes),
les deux algorithmes ont un comportement similaire. Cepetidjuand les problémes deviennent plus
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5.4. Expérimentations

TABLE 5.2 — Compétition SAT 2009, Catégorie Industrielle : résglien temps (en secondes) sur trois

Instance | Statut | ManySAT | Topologie (c) ]|
9dIx_vliw_at_b_igl UNSAT 87.3 10.6
9dIx_vliw_at_b_ig2 UNSAT 226.3 27.1
9dIx_vliw_at_b_ig3 UNSAT 602.8 103.2
9dIx_vliw_at_b_ig4 UNSAT 1132 163.5
9dIx_vliw_at_b_ig5 UNSAT 2428 313.1
9dIx_vliw_at b _iq6 UNSAT - 735.6
9dIx_vliw_at_b_iq7 UNSAT - 991
9dIx_vliw_at b _ig8 UNSAT - 1822.7
9dIx_vliw_at_b_iq9 UNSAT - 2670.1
velev-pipe-sat-1.0-b10 SAT 4.4 3.6
velev-engi-uns-1.0-4nd| UNSAT 5 4.9
velev-live-uns-2.0-ebuf|| UNSAT 6.7 6.8
velev-pipe-sat-1.0-b7 SAT 48.3 6.2
velev-pipe-o-uns-1.1-6|| UNSAT 65.2 30.8
velev-pipe-0-uns-1.0-7|| UNSAT 149.9 118.2
velev-pipe-uns-1.0-8 UNSAT 274.5 82.7
velev-vliw-uns-4.0-9C1|| UNSAT 297.2 235.4
velev-vliw-uns-4.0-9-i1|| UNSAT — 1311.6
goldb-heqc-termimul || UNSAT 23.8 4.3
goldb-heqc-il0mul UNSAT 36.3 23.5
goldb-heqc-alu4mul UNSAT 49.9 40.9
goldb-heqc-dalumul UNSAT 384.1 33.6
goldb-heqc-frglmul UNSAT 2606 83.1
goldb-heqc-x1mul UNSAT - 246.9

familles de problemes

difficiles, notre nouvelle architecture améliore sengit#at les performances, en résolvant 9 instances

en plus.
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FIGURE 5.5 — SAT Compétition 2009, Catégorie Industriels : tempawé

5.5 Conclusion

Nous avons exploré les principes de diversification et éfisification dans le cadre de la résolution
paralléle du problemsAT de type portfolio. Les deux concepts jouent un rble impdrtiams certain
algorithmes de recherche y compris la recherche local,rablesmt étre le point clé des solveusaT
paralléles. Pour étudier le compromis entre la diversificagt I'intensification, nous avons défini deux
réles pour les unités de calcul. Certaines d'entre elles & propres stratégies de recherche, ont
pour but d'assurer la diversification et sont classifiés cemnMaitres ». Le restes, classées comme
« Esclaves » ont pour but d’'intensifier les stratégies deslmaitres.

Plusieurs questions importantes ont été soulevées et pesses ont été apportées. La premiére,
du coté maitre, quelles informations devraient étre ere®ydix esclaves pour intensifier la stratégie de
recherche du maitre ? Il semble que passer I'ensemble talix collectés pendant la derniére analyse
de conflit donne le meilleur résultat. Cette stratégie visiriger I'esclave vers les variables fortement
liés aux conflits du maitre, celui-ci permet aux maitres eteaclaves de partager les clauses les plus
pertinentes mais dans des ordres différents.

La seconde question est a quelle fréquence une unité sutr@ealevrait recevoir ces informations ?
Nous avons décidé d’explorer la politique de redémarragmaliire et a mettre a jour les informations
transférés aux esclaves. Nous avons montré que transf@érioales courtes les informations aux es-
claves, permet a I'esclave de rester connecté au sousecspploré par le maitre.

Finalement, nous avons répondu a la question de trouverilkeane structure Maitre/Esclave. Nos
expérimentations ont montré que équilibrer le nombre deresakt d’esclaves ainsi que le nombre
d’esclaves du maitre donne les meilleurs résultats. Encpber, notre meilleure topologie résout 9
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instances en plus dans la catégorie industrielle par rappomeilleur solveumMANYSAT. Les résultats
ont montré aussi l'intérét de l'intensification sur les péshes insatisfiables. Remarquablement, notre
nouvelle stratégie permet de résoudre deux instancesteawar 2009.

En perspective, nous souhaitons adapter dynamiquemepiiere de maitre/esclave suivant I'in-
stance a résoudre. Nous aurons ainsi une architecturealtofidlogie est évolutive au cours du temps.
Nous pensons que I'aspect adaptatif sera plus efficace godynologie statique.
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DANS CE CHAPITRE nous proposons une nouvelle heuristique pour la polatiffedtation d’'une
variable, dans le cadre d'un solvesikT paralléle (voir chapitref). La polarité selon laquelle le
prochain point de choix sera affecté est un processus ianates solveursAT modernes, en particulier
pour les solveurs de type portfolio. En effet, ces solveorg souvent basés sur une approche de type
coopération/compétition. Dans ce cas, la polarité peetudttisée pour diriger le solveur dans I'espace
de recherche. Nous proposons un critére basé sprolgress savingfin d’évaluer si deux solveurs
explorent le méme espace de recherche. Une fois ce critéd, étous I'utilisons pour attribuer une
heuristique de polarité aux différents solveurs de mardgreamique. Des résultats prometteurs ont été
obtenus et montrent I'intérét de notre approche sur I'édfimn de polarité dynamique dans le cadre de
solveurssAT paralleles de type portfolio.

6.1 Introduction

Les solveurssAT modernes sont trés sensibles aux réglages de leurs paganmitiaux
( ). Par exemple, sur certaines instances, changer les paesmglatifs a la frequence des redémar-
rages ou a I'heuristigue de choix de polarité peut forteraéfatter les performances d’un solveur. Dans
ce contexte, une approche de type portfolio permet d’'erédiifférentes versions d’'un méme solveur
sur une méme instance, profitant ainsi au maximum des cépafsat solveursAaT modernes.

Afin d’obtenir une approche portfolio efficace, il est néedrgsque les différents parametres utilisés
pour configurer les solveurs tendent a rendre les solveunglémentaires entre eux. Une des difficultés
de ce type d’'approche est de paramétrer les différentsigghde telle maniére que deux solveurs n'-
effectuent pas la méme tache. En effet, dans ce cas, l'undalesunités de calcul effectue un travail
inutile et redondant. Le probléme est qu'il est impossibdepdévoir,a priori, le comportement d’'un
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solveur par rapport a ses parametres initiaux. Pour palleer probléme, nous proposons dans cet article
une mesure permettant d’estimer le comportement d’'un solis-a-vis d’'un autre. Cette mesure est
basée sur la notion daogress saving ( ). Lintuition est que l'interpré-
tation représentant lprogress savingeut étre vue comme une image de la recherche en cours et une
intention d’affectation pour la suite de recherche. Deecetaniere, deux solveurs peuvent étre consid-
érés comme proches s'ils explorent de la méme maniere Eespa recherche. Une fois cette mesure
définie, celle-ci est utilisée pendant la recherche powstajudynamiguement I'heuristique de choix de
polarité. Cet ajustement a pour but d’éloigner deux solkeonsidérés comme trop proches.

Le chapitre est organisé de la facon suivante. Nous présemt@bord notre mesure permettant
d’estimer si deux solveurs effectuent un travail redonddne fois notre mesure définie, nous étudions
de maniére expérimentale la distance entre les différaiewws présents dangsaNysAT 1.1. Aprés
analyse des résultats nous proposons un schéma d’ajustdenkhneuristiqgue de polarité. Finalement,
nous étudions expérimentalement I'impact de I'appligatiun tel schéma dans le cas de trois approches
portfolio (MANYSAT 1.1, le solveurportfolio appeléMANYIDEM qui utilise des solveurs séquentiels
possédant une architecture identiqu&enyYSAT 1.5).

Cette contribution a donné lieu a deux publicatichs ( 1b). Une partie de résultats
est aussi présenté dans ( ).

6.2 Estimer la distance entre deux solveurs

Comme précisé précédemment, les solveurs paralléles deptytfolio sont souvent basés sur le
principe de compétition/coopération. Ainsi dans le solv@aNYSAT, la phase de coopération peut étre
assimilée au transfert de clauses apprises. Tandis queatse e compétition peut étre associée aux
différentes stratégies choisies (redémarrage, hewrestilg polaritéetc) sur chacun des solveurs. Con-
trairement a la partie coopérative, la maniére dont lesesmd/entrent en compétition est choisie de
maniére statiqgue au début de la recherche. Ce type d'apprelpermet ni d’identifier ni de traiter le
cas ou deux solveurs effectuent le méme travail. En effetnené deux solveurs ont des stratégies dif-
férentes, il n'est pas sdr qu'ils entrent en compétitiopelit méme arriver des cas ou I'opposé se produit,
c'est-a-dire que les deux solveurs vont entrer en phase @wcation. Cette coopération se traduit par
un déséquilibre entre les deux phases et donc le plus sop&eunh travail redondant de la part d'un des
deux solveurs.

Pour éviter ce genre de situation, et ainsi préserver umsaiie type compétition/coopération, une
méthode permettant d'ajuster dynamiquement I'heuristida choix de la polarité est proposée. Cette
méthode consiste a d'abord estimer si deux unités de cadelasl vont entrer dans la méme espace
de recherche, si c’est le cas, notre méthode va essayeroigaa¥ en ajustant dynamiquement leur
heuristiqgues de choix de la polarité. Pour faire cela, unsumepermettant d’estimer la distance entre
deux solveurs est d’abord introduite. Puis, afin d’étudierdmportement des solveurs vis-a-vis de notre
mesure, nous avons effectué un ensemble d’expérimergation

6.2.1 Distance entre deux solveurs

Afin de savoir si deux solveurs sont en train d'effectuer ontweffectuer le méme travail, nous
définissons la notion d’'intention comme étant I'interptiéta compléte obtenue a partir de I'heuristique
de choix de polarité associée a un solveur.

73



Chapitre 6. Ajustement dynamique de I'heuristique de figdar

Définition 6.1. SoientF une formuleCNF et S un solveur utilisant une heuristique de choix de polarité
définie par la fonctionf. L'intention est définie comme :

P ={y € Lrtelquef(z) =yetx € Vr}.

Linterprétation complét@® peut d’'une certaine maniere étre vue comme I'espace derohehgue le
solveur souhaite atteindre. De cette maniére, nous powsupposer que deux solveurs sont proches dans
I'espace de recherche s'ils ont I'intention d’explorer |éme espace. A partir de la notion d’intention, il
est possible de définir une mesure permettant d’estimestardie entre deux solveurs. Cette mesure est
notéx.

Définition 6.2. SoientX une formuleCNF, (C;, P;) et (C;, P;) deux solveur€; et C; avec leurs inten-
tions respective®; et P;. La distance entre deux solveurs, note@st alors définie comme :

_ |PinP;]

Remarquons que deux solveurs sont proches, d’apres nosigensi leurs interprétations représen-
tant leurs intentions respectives ont une faible distaecdamming.

6.2.2 Evolution de la distance entre différents solveurs

Afin d’étudier I'évolution de la distance entre différentdhv&urs deux a deux, nous avons exécuté
le solveurMANYSAT 1.1 (voir 4.2.2 pour la description) en récupérant la distance entre Idérdifts
solveurs tous les 5000 conflits. Les courbes de la fiuteetranscrivent, de maniére représentative, le
comportement des différents solveurs les uns envers lessaut
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Difference

Difference

FIGURE 6.1 — Comparaison deux a deux de la distance entre diffésehteurs exécutés en paralléle.
L'axe des abscisses représente le nombre de conflits aftimgé par 5000) et I'axe des ordonnées
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représente le résultat de notre mesure. Pour une meilisibiité toutes les courbes ont été lissées.
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Nous pouvons constater que les solveurs se divisent en d¢égaries :

— la premiere catégorie regroupe les courbes ol le cceur paraip pas, c'est-a-dire les courbes
entre les cceurs 1-2, 1-3 et 2-3. Nous pouvons voir que lesscbeRret 3 sont trés proches les uns
des autres. Ceci est facilement explicable pour les cceur2,1étant donné qu'ils utilisent tous
deux la méme heuristique de choix de polarfiéofress saving En ce qui concerne le coeur 3,
nous pensons que cela est di au choix de la polarité inittalelp progress savingla phase étant
affectée a « faux » au départ) ;

— la seconde catégorie regroupe les courbes ou le coeur Aitpparus observons que la distance
entre le cceur 4 et n'importe quel autre coeur (courbes 1-4324% est toujours supérieure au cas
ol le ceeur 4 n'est pas présent dans le calcul de la distanaebén1-2, 1-3, 2-3). Ceci peut en
partie étre expliqué par le choix de la stratégie d’afféatatie polarité du coeur 4. En effet, si nous
considérons les unités de calcul 1 et 2, nous pouvons natdoggu’ils apprennent une nouvelle
clausea par analyse de conflit, elle est falsifiée par l'interprétattouranteZ (correspondant au
progress savinglu solveur, c’'est-a-dire a son intention). Sans perte dérgété, supposons que
le cceurl apprend la clause. Cette clause est ensuite transférée au coeur 4 et le nondure d’
currences des littéraux appartenant ast incrémenté. Puisque I'heuristique de choix de polarité
du cceur 4 est basée sur le nombre d’occurrences des littdtiaterprétation représentant son
intention va avoir tendance a satisfaire les clauses pégsagar les coeurs 1 et 2. Par conséquent,
le solveur 4 s’éloigne du cceur 1 a chaque fois qu'il récup@ede ses clauses. En ce qui con-
cerne le cceur 3, étant donné que son intention est prochéleleles coeurs 1 et 2, il est facile de
comprendre pourquoi la distance qui le sépare du cceur 4axder

6.2.3 Ajustement dynamique de la polarité

Aprés l'analyse du comportement des différents solveute exux, nous avons choisi de définir
une nouvelle heuristique de polarité. Puisque les solvpewyent étre trés proches dans I'espace de
recherche nous avons décidé d'ajouter du « bruit » pour ¢égrélr les uns des autres. Pour cela, lorsque
deux cceurs sont détectés comme « trop proches », nous shosid'inverser la polarité d’'un des deux
coeurs. Pour éviter que deux solveurs proches n'inversemtéene temps leur polarité, I'ajustement se
fait de maniéere unidirectionnelle, c’est-a-dire qu'unlisges deux solveurs ajuste sa polarité. De plus,
afin de ne pas ralentir de maniere excessive la vitesse dawspleet ajustement ne sera pas fait de
maniere systématique. La figuBe2 décrit le transfert de messages et I'ajustement de la pblantre
deux solveurs. A chaque point de contrdle, représentésegdosianges, le ceejidemande au ceeus'ils
sont proches. Le coeutui répond par « oui » ou par « non » en fonction du résultatrabtn mesurant
sa distance avec le ccepia I'aide de la mesure définie précédemment. Dans le cas opdasé est
négative, le cceur utilise son heuristique de choix de polarité initiale. Densas d’une réponse positive,
le cceur; utilise son heuristique de polarité de maniere inverséeeRample, supposons que le cceur b
ait comme heuristique de polarité I'heuristigiadse Dans ce cas, tant qu'un nouveau point de contrble
n'est pas atteint, le solveur affecte les prochains poiatstubix a vrai. Au prochain point de contréle,
I'heuristique de polarité peut de nouveau étre réajustégarGeessus est répété tant qu’une solution n'a
pas été trouvée ou que le probléme n’a pas été réfuté.
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FIGURE 6.2 — Ajustement dynamique de la polarité d'un solveur vigsad'un autre.

6.3 Expérimentations

Afin d’étudier I'impact de cet ajustement, nous avons conldsi expérimentations suivantes. Dans
un premier temps, nous avons choisi d'isoler I'heuristigieechoix de polarité vis-a-vis des autres
parameétres du solveur. Pour cela, hormis I'heuristiquehdéxade polarité, tous les cceurs utilisent des
architectures identiques (politique de redémarrageyaeale conflits et heuristique de choix de vari-
ables). Dans la seconde, nous avons intégré directemaatméthode au solvemrANYSAT 1.1. Enfin,
nous étudions I'apport de notre schéma d’'ajustement dess@JeurMANYSAT 1.5.

Avant d’entamer les expérimentations, il nous a fallu défim schéma d’application pour notre
méthode. En effet, dans la section précédente nous ne géfisipas formellement le cadre selon lequel
notre ajustement doit étre effectué.

Tout d’abord, a la vue des résultats obtenus concernardlliétion de la distance entre les solveurs
pris deux a deux, notre méthode n’est pas appliquée sur le4@eceur utilisant I'heuristique de polarité
occurencg Ensuite, afin d’éviter des problémes de cycle dans le pottal’ajustement de polarité notre
approche n’est pas non plus appliquée au cceur 1. La fiyBrechématise la maniere selon laquelle
I'ajustement des coeurs 2 et 3 est effectué. Nous avons aliajester le coeur 2 et le cceur 3 dans le
cas ou ils sont proches du cceur 1, c’est-a-dire lorsi{@e, C2) < 0.1 ou §(C1,C3) < 0.1 et que
0(C1,C2) > 0.1. En ce qui concerne les points de contréle, nous avons alteitsds effectuer tous les
5000 conflits. Cette valeur a été fixée expérimentalement.

FIGURE 6.3 — Schéma d’ajustememiaNYSAT 1.1.
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L'ensemble des résultats expérimentaux reportés dars settion ont été obtenus sur un Quad-
core Intel XEON X5550 avec 32Gb de mémoire. Le temps CPU mstélia 900 secondes par unité
de calcul. Pour ces expérimentations nous avons utilis2d2snstances industrielles de la compétition
SAT 2009 { ). Toutes les instances sont pré-traitées a I'aide AEESITE

( ). Du fait du non déterminisme des solveurs paralleles, whaplveur a été lancé trois
fois sur toutes les instances. Les résultats reportés mantexécution qui a résolu le plus d’'instances
(protocole utilisée lors de la compétiti@aT de 2009).

6.3.1 Ajustement de I'heuristique de choix de polarité de1ANYIDEM

Comme précisé précédemment, afin d’isoler I'heuristiquehd& de polarité des autres composantes
des solveursAT modernes, nous avons choisi d’utiliser un solveur, nommgYIDEM , avec une archi-
tecture identique pour I'ensemble des caeurs. Chaque wndglculs utilise une politique de redémarrage
définie par la suite déuby(128), I'heuristique de choix de variable egsIDS, le schéma d’apprentis-
sage est le firstHp et les clauses sont échangées si leur taille est inférie@eEa ce qui concerne
I'heuristique de choix de polarité nous avons conservédatiplémentée dans la version initiale de
MANYSAT 1.1 (voir tableaut.2). MANYIDEM résout 72 instances satisfiables et 111 insatisfiablesstandi
JUEMANYIDEM avec notre technigue d’'ajustement résout 74 instancesdiahles et 120 insatisfiables.
La figure 6.4 donne le nombre d’instances résolues (axe des abscissém)ation du temps (axe des
ordonnées) panANYIDEM avec et sans méthodes d'ajustement.

lOOO T T T T T T T T T
MANYIDEM ——
MAMNYIDEM+ajustement —s—
900 E
800 | :
700 E
e 00 | 1
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@ 500 :
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jo R
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200 :
100 - E
0 .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

nombre d'instances résolues
FIGURE 6.4 — Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonctiagardps (ordonnée) pour le solveur

paralléle avec architecture identique intégrant ou pagnethnique d'ajustement d’heuristique de choix
de polarité.
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FIGURE 6.5 — Corrélation entre le temps mis par chacune des deuwonest{/ANYIDEM etMANYIDEM

+ ajustement) pour résoudre une instance donnée. Un peimp@&MANYIDEM, tempSMANYIDEM

+ ajustement) reporté sur le graphique correspond au aéslitenu par chacun des solveurs sur une
instance.

A la vue du nombre d’instances résolues (183 peaKYIDEM et 194 pouMANYIDEM avec notre
technique d’ajustement), nous pouvons conclure que netfentque permet d’améliorer les perfor-
mances du solveur. De plus, comme le montre le nuage de pénta figure6.5, I'ajout de notre
méthode permet toujours de résoudre de maniére plus effieadestances insatisfiables. Concernant
les instances satisfiables nous pouvons noter que, ménme @ilets sont cette fois ci plus éparpillés,
notre approche est plus compétitive.

6.3.2 Ajustement de I'heuristique de choix de polarité detANYSAT 1.1

Dans cette partie, nous évaluons le gain apporté par natiaitpie d'ajustement de polarité dans le
cadre du solveumANYSAT 1.1 ( ). Ce dernier résout 73 instances satisfiables et 120
instances insatisfiables. Les figu&$ et 6.7 reportent les résultats obtenus paxNYSAT 1.1 utilisant
ou non notre technique d’ajustement de la polarité. Cesi@tes montrent clairement que I'ajout de
notre méthode au sein du solvesT paralleleMANYSAT 1.1 permet d’améliorer sa compétitivité (81
instances satisfiables et 123 instances insatisfiablesied30Si nous étudions plus finement les résultats
a I'aide du nuage de points, nous nous rendons compte que ealans le cas ou les architectures sont
identiques, notre méthode permet au solveur de résoudseeffiluacement les instances insatisfiables
(les points ont tendance a se trouver en dessous de la diagdea ce qui concerne les instances satis-
fiables, les résultats expérimentaux montrent que notreoape permet de résoudre sensiblement plus
d’instances (plusieurs points agglutinés sur la droite 900 signifiant que le solveumANYSAT 1.1
sans notre technique n’a pas été capable de résoudre).
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1000 T
MANYSAT 1.1 ——

MANYSAT 1.1+ajustement —s—
900

800
700 F
600
500

400 -

temps (secondes)

300 -

200 -

100

0 50 100 150 200
nombre d'instances résclues

FIGURE 6.6 — Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonctigardps (ordonnée) pour le solveur
paralleleMmANYSAT 1.1 intégrant ou pas notre technique d’ajustement de p@lari
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FIGURE 6.7 — Corrélation entre le temps mis par chacune des deuxod@th{/ANYSAT 1.1 et
MANYSAT 1.1 + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Unhrppiorté sur le graphigue cor-
respond au résultat obtenu par chacun des solveurs surstaada.
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6.3. Expérimentations

6.3.3 Ajustement de I'heuristique de choix de polarité detANYSAT 1.5

MANYSAT 1.5 ( ) est une extension deaNYSAT 1.1 dans laquelle deux coeurs maitres
(coeur M1 et coeurM?2) invoquent périodiquement deux esclaves (cé&luet coeur€2) dans le but
d’intensifier une certaine partie de I'espace de recherebie e chapitre5). Ce solveur est basé sur
le principe d'intensification/diversification. Afin d’évadr la robustesse de notre approche nous avons
incorporé notre stratégie d'ajustement de polarité au deimANYSAT 1.5. Néanmoins, puisque la
structure du solveur est différente de cellenleNysAT 1.1, nous avons défini une nouvelle topolo-
gie d'ajustement. Cette derniere, reportée sur la figudeconsiste a ne considérer que les unités de
calcul maitre (c’est-a-diré11 et M2) dans le processus d’ajustement. Nous avons choisi dajiest
cceurM2 dans le cas ou il est proche du cadun (§(M1, M2) < 0.1).

5(M1, M2)

GG

FIGURE 6.8 — Schéma d’ajustement &&NYSAT 1.5.

Les figures6.9 et 6.10illustrent les résultats obtenus panNYSAT 1.5 (79 instances satisfiables et
124 instances insatisfiables résoluesyiaNysAT 1.5 avec notre technique d’'ajustement (79 instances
satisfiables et 127 instances insatisfiables résoluesyr#i fait que I'ajout de notre méthode ne permet
pas d’améliorer sensiblement les performances du solwadivSAT 1.5, nous pouvons observer gu’en
ce qui concerne la résolution des instances insatisfiabteatiance précédemment observée se confirme.
En effet, le nuage de point (figu@10 indique que la plupart des points représentant les instanc
insatisfiables se trouvent sous la diagonale.
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FIGURE 6.9 — Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonctigardps (ordonnée) pour le solveur
parallelemANYSAT 1.5 intégrant ou pas notre technique d’ajustement de p@lari
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Chapitre 6. Ajustement dynamique de I'heuristique de figdar
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FIGURE 6.10 — Corrélation entre le temps mis par chacune des deulkoded (IANYSAT 1.5 et
MANYSAT 1.5 + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Unhrppiorté sur le graphigue cor-
respond au résultat obtenu par chacun des solveurs surstaada.

6.3.4 Reésultats classés par famille d’instances

Les résultats expérimentaux reportés dans les sectionédmétes ont permis de mettre en exergue
le fait que I'ajout de notre stratégie d'ajustement dynaraige choix de polarité au sein de différentes
versions du solvetmANYSAT permettait d’améliorer globalement leur efficacité. Dagtsecpartie, nous
tentons d’étudier plus finement le comportement de notreogppe en analysant les résultats obtenus sur
certaines familles d’instances.

Les Tables$.1et6.2reportent les résultats obtenus sur certaines famillesal#gmes sélectionnées
parmi 'ensemble des instances industrielles de la comu#t2009. Les configurations deANYSAT
testées sont notées avec un-<« lorsque notre technique d’ajustement a été implémentéas ldou-
vons tout d’abord observer que notre technique d’ajustémpemmet d’améliorer les performances de
MANYSAT sur plusieurs classes d’instances. De plus, il faut noter dans la plupart des cas, lorsque
notre approche permet d’'améliorer les performances d’er&gan devANYSAT, elle améliore aussi les
autres versions (vliw_unsat_2.0, q_query_3, AProVE, Ceétte particularité permet de confirmer les
résultats obtenus précédemment. En effet, dans le cadeerdsdlution paralléle il est tres difficile, &
cause du non déterminisme, d’'étre catégorique lors delysmales données expérimentales. Il est pos-
sible qu'avec de la « chance » un solveur soit considéré comailleur qu’un autre sans pour autant
I'étre réellement. Néanmoins, a la vue des résultats répatans cette section, nous pouvons affirmer
gue les gains observés dans les études expérimentaledgméEsne peuvent étre imputées au hasard.
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SAT || MANYIDEM | MANYIDEM + || MANYSAT1.1 | MANYSAT1.1+ || MANYSAT1.5 | MANYSAT 1.5+
velev-live-uns-2.0-ebuf N 8.2 5.8 7.1 5.6 4.3 4.4
velev-pipe-uns-1.0-8 N 825.1 177.4 472 249.2 55.7 48.8
velev-pipe-o-uns-1.1-6 N 114.3 52.5 78.9 30.3 9.5 9.5
manol-pipe-g10bidw N 28.2 20.9 26.3 19.6 21.4 19.8
manol-pipe-c10nidw_s N 10.6 6 9.5 8.9 14 8.9
manol-pipe-f10ni N 204.5 204.9 88.5 77 122 90.9
manol-pipe-fob N 92.8 67.1 37.8 38.6 68.1 50.7
goldb-heqc-i10mul N 168.4 102.6 46.2 41.2 26 29.9
goldb-heqc-term1imul N 22.9 19.2 22.2 21.2 8.6 5.8
goldb-heqc-dalumul N 383.9 268 582.1 374.2 47.6 58.6
mizh-sha0-35-3 Y 5.2 28.4 227 38.6 157.2 55
mizh-sha0-36-4 Y — — — 138.1 — 844.8
gus-md5-06 N 9.3 7.6 9 7.9 10.1 10.9
gus-md5-05 N 3.1 2.6 2.9 2.6 3.6 2.7
gus-md5-09 N 361.6 330.4 376 318.5 376.9 316.2
partial-10-13-s Y - 672.9 779.5 733 - -
partial-10-15-s Y - 458.3 326.5 548.4 - 414.9
dated-5-17-u N 244.7 160.6 154.2 125.1 139.7 155.4
dated-5-15-u N 146 102.9 87.4 122.9 102.5 88.1
uts-106-ipc5-h33-unknown N 12.4 9.8 15.9 115 15.7 13.4
sortnet-8-ipc5-h19-sat Y - 837 - 880.2 - -
cube-11-h13-unsat N 121.7 68.2 142.3 91.2 201.8 104.4
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_igl N 179.2 57.4 76.6 36 10 5.5
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at b ig2 N 453.1 153.9 335.8 145.7 30 21.3
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_ig3 N - 651.7 840.9 299 96.9 51.6
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_ig4 N - 649.3 - 393.9 170.2 128.8
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at b ig5 N - - - 928.5 331.9 196.5
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_ig6 N - - - - 508.3 349.8
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at b_ig7 N - 674.4 - - 803.4 707.9

TABLE 6.1 — Résultats obtenus par différentes versions du solwenIy SAT intégrant ou non la stratégie d’ajustement dynamique drufistique

de choix de polarité. Les temps reportés dans ce tableawsprinés en secondes.
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SAT || MANYIDEM | MANYIDEM + || MANYSAT1.1 | MANYSAT1.1+ || MANYSAT1.5 | MANYSAT 1.5+
AProVEO7-16 N 101 78.7 78.4 74.3 65.3 77.3
AProVEQ7-27 N 716.1 529.7 349 288.1 482.6 498.2
AProVE09-06 Y 15 6 16.9 3.7 269.5 60.2
AProVEQ09-20 Y 27.1 12.2 24.7 13.7 111 26
vmpc_29 Y — - — 153.7 927.2 464
vmpc_34 Y - - - 142.1 - 405.4
minandmaxor032 N 5.4 2.7 2.9 2.8 3 2.7
minxorminand032 N 7.9 1.3 2.5 2.2 4.8 4.3
minxorminand064 N 253.4 12.3 24.9 22.5 98.1 89.4
minxor128 N - 112 78.9 74.7 144 146.3
maxxororand032 N - 588.7 168.5 142.1 83.7 89.8
minxorminand128 N - 291.7 350.1 291.2 - —
g_query_3 1L200_coli.sat N 185 145.3 150.4 94.1 104.2 1145
g_query_3 145 _lambda N 109.8 85.6 80.9 72.3 92 1151
g_query 3 L80 coli.sat N 127.9 44.7 28.5 30.9 89 62.4
g_query_3 144 lambda N 108.1 94.8 98.9 80.9 94.6 83.1
g_query 3 L150 coli.sat N 214.2 148.7 137.5 156.1 118.3 98.5
Biolnstances/rpoc_xits_07 N 313.1 236.1 150.3 131.1 399.5 283.4
UR-10-5p0 N 14.2 6.3 8.5 8.3 8.8 6.7
UR-10-5p1 Y 4.8 3.1 3.1 1.4 6.1 4
UTI-20-10p0 N - 909.7 833.9 802.8 272 328.2
ACG-20-10p0 N - 656.9 - 845.7 - 830.3
UCG-20-10p1 Y 841.8 673.4 - 651 652.4 553.2
ACG-20-10p1 Y - - - - 920.8 789.8
UTI-20-10p1 Y - 784.8 - — 681.7 638
cmu-bmc-longmultl5s N 5.6 4.9 5 4.9 7 6.8
post-cbmc-aes-ee-r2-noholés N 311.6 235.5 112.5 128.7 211.8 205.5
post-cbomc-aes-d-r2-noholes N 362.1 212.2 122.6 126.8 234.7 203.2
post-c32s-gcdm16-22 Y 79.4 41.9 50.7 43.3 28.5 26.9

TABLE 6.2 — Résultats obtenus par différentes versions du solwen¥ SAT intégrant ou non la stratégie d’ajustement dynamique drufistique
de choix de polarité. Les temps reportés dans ce tableawsprnimés en secondes.
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6.4. Conclusion

6.4 Conclusion

Des travaux basés sur I'utilisation de I'heuristique deapt# pour régler certaines composantes
des solveursAT modernes ont déja été menés par le passé. Ainsi, dems ( ), une politique
de redémarrage basée sur I'heuristique de polargress savin@ été proposée. Dans ce chapitre,
nous avons présenté une nouvelle mesure basée sur ce @nipettant d’'estimer la distance entre
deux unités de calcul. Cette mesure a ensuite été utilisé®e Idacadre d’'un solveur paralléle de type
portfolio en ajustant dynamiquement I'heuristique de polarité déérdntes unités de calcul afin de
diversifier la recherche. Les résultats expérimentaux,&émenr I'ensemble des instances industrielles
de la compétitiorsAT 2009, ont montré que notre méthode améliore sensiblemepeldormances du
solveurMANYSAT 1.1. En ce qui concerne I'ajout de notre approche dans lesollANYSAT 1.5, nous
ne pouvons pas conclure qu’il y a un réel gain. Puisque leesoMANYSAT 1.5 est un solveur ayant
une structure qui effectue un compromis entre la diversifinaet I'intensification ( ).
Néanmoins, a la vue des résultats (sur les instances imdigsty il semble que notre approche soit trés
prometteuse.

Plusieurs perspectives s’ouvrent naturellement a la vueedeésultats. Tout d’abord, nous envis-
ageons d’'étudier le comportement de notre approche suntessdamilles d’instances (instances aléa-
toires et académiques). De plus, il semble que la fréquesioa Equelle I'ajustement est effectué influe
sur les performances. Il semble donc nécessaire d'étulisifipement ce phénoméne et de définir une
stratégie dynamique pour régler ce paramétre. Nous pemsona suite étudier d’autres criteres d'a-
justement. En effet, au lieu de se limiter a inverser I'h&tiguie de choix de polarité comme nous I'avons
fait, une autre approche peut consister a en changer canpat pendant la phase de recherche. De
cette maniére uportfolio d’heuristiques de polarités est envisageable. Une autsp@etive consiste
a utiliser les informations fournies par la notion d’intent pour controler les flux de clauses apprises
transitant entre les différents coeurs d’un solveur pdeallé

Pour terminer, nous envisageons d’étudier notre approghel’autres solveurs de typeortfolio
(PLINGELING ( ), CRYPTOMINISAT// ( ), etc) et plus particulierement sur le solveur
paralléleportfolio déterministe proposé pér: ( ). En effet, considérer une telle approche
permet de simplifier fortement le protocole expérimentaglgtout de supprimer le critére « chance »
intrinseque a l'utilisation de telles méthodes.
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"APPRENTISSAGEde clauses est un composant important des solveurs SAT nexderoutefois

le nombre de clauses apprises peut étre exponentiel daire ldgs cas. Pour gérer ces clauses,
plusieurs politiques de nettoyage ont été proposées bpséempalement sur la suppression de clauses
jugées non pertinentes pour la suite de la recherche. Datisagdtre nous donnons, tout d'abord, une
comparaison des différentes stratégies proposées déérktlire avec une stratégie simple basée sur un
choix aléatoire des clauses a supprimer. Nous proposoogede nouveaux criteres permettant de juger
de la pertinence d’'une clause par rapport a un état de largeheNous abordons ensuite, la question
de la fréquence de nettoyage afin de gérer le temps de vie dlanse apprise dans une stratégie de
nettoyage. Dans la section expérimentations, nous compatabord les performances des différentes
stratégies (des combinaisons de criteres et des différdréquences définie précédemment), et nous
sélectionnons ensuite les stratégies de réduction corepl&imes a intégrer dans un solveur paralléle de
type portfolio.

7.1 Introduction

Au cours de ces deux derniéres décennies le probléme SATrmément gagné en intérét, avec
I'arrivée d’une nouvelle génération de solveurs. Ces swhjeappelés solveurs CDCL (Conflict Driven,
Clause Learning) ( ), ( ), ont pour la premiére fois été capables
de résoudre des instances conséquentes codant des pbetaeie réelle. Leur architecture est basée
sur les composants suivants : des heuristique de choix dles VSIDS (Variable State Independant,
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7.2. Motivation

Decading Sum) ( ), des redémarrages ( ), ( ), et des
structures de données efficaces (ex. Watched literalg)cpiad’apprentissage de clausés

( ), ( ), ( ). D’un point de vue théorique, Knot
Pipatsrisawat et Adnan Darwiche (@ ) ont récemment prouvé que lI'appren-

tissage de clauses tel gu'il est fait dans les démonsteafAF modernes permet de simuler la résolution
générale. Ce résultat montre que I'apprentissage de slaesd les démonstrateurs de type DPL:

( ) aussi puissants que la résolution générale. Mais en pegtigpt apprentissage peut induire
certains problemes. En effet, le nombre de clauses ap@ste®nnu pour étre exponentiel dans le pire
des cas. Dés lors de point de vue technique, il faut trouvemu®yens efficaces de gérer ce gros vol-
ume de clauses. Pour maintenir une base des clauses aplaritsée polynomiale permettant aussi un
colt raisonnable pour la propagation unitaire, un enseiblstratégies a été proposé pour supprimer
périodiguement les clauses supposées inutiles pour k& deita recherche. Parmi ces stratégies, deux
ont montré des résultats pratiques intéressants. La premignmée CSIDSJlause State Independent,
Decaying Sum la plus populaire, est basée sur la notiorfids fail. Cette stratégie considére que les
clauses ne participant pas aux conflits récents devraiems@pprimées. La seconde est basée sur une
mesure nommée LBDL{teral Block Distancg ( ). Cette mesure correspon-
dant au nombre de niveaux différents intervenant dans lérgéan de la clause apprise. Les auteurs
considérent alors que les clauses ayant un LBD élevé sdilegpour la suite de la recherche et qu’elle
peuvent donc étre supprimées. Plus récemment, une notegitestique dynamique pour la gestion de
la base de clauses apprises est proposée Adans ( ). Cette approche s’appuie sur le
principe d’activation et de désactivation de clauses. tttannée une étape de la recherche, elle utilise
une fonction pour activer certaines clauses supposééasqrads et pour en désactiver d’'autres. Le main-
tien d'une base pertinente de taille polynomiale est ctymar I'efficacité de I'apprentissage dans les
solveur SAT. En effet, conserver un grand nombre de clausesgyoir des conséquences néfastes sur
I'efficacité de la propagation unitaire.

Dans ce chapitre nous donnons, tout d’abord, une compardes différentes stratégies proposées
dans la littérature avec une stratégie simple basée suraix aléatoire des clauses a supprimer. Nous
proposons ensuite de nouveaux critéres permettant dedadempertinence d’'une clause par rapport a un
état de la recherche. Ces critéres seront utilisés ensditedes différentes fréquences de réduction pour
définir les différentes fagons de gérer la base des claupesesm Avant de conclure et donner quelques
perspectives, nous donnons les résultats expérimentderusbsur les instances de la compétition SAT
2011.

7.2 Motivation

Les solveurscbcel, disposent d’'une fonction appeléeduceDB Cette fonction, bien que souvent
omise de la description des démonstrateurs CDCL, est pautaciale pour leurs performances. En
effet, conserver un grand nombre de clauses peut altéfiicd@té de la propagation unitaire, tandis que
supprimer trop de clauses peut rendre I'apprentissagécaes. Par conséquent, identifier les bonnes
clauses apprises.€. importantes pour la dérivation de la preuve) est un véetatlallenge. La pre-
miére mesure proposée pour qualifier la qualité d’une clappese CSIDS utilise I'idée sous-jacente a
I'heuristique VSIDS. Plus précisément, une clause apggseonsidérée comme utile pour la preuve, si
elle apparait frequemment impliqué dans les conflits r&céite telle stratégie suppose qu’une clause
utile dans le passé le sera dans le futur. Plus récemmentnawmnelle mesure, nommée LBD, a été
utilisée pour estimer la qualité d’'une clause apprise. plémentation de cette mesure dans un solveur
CDCL (le solveur GLUCOSE ( )) a permis d’en améliorer sensiblement les
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performances. Cette nouvelle mesure est basée sur le dalogimbre de niveaux de décision apparais-
sant dans une clause apprise lors de sa génération. Lessaot¢walémontré expérimentalement que les
clauses possédant un faible LBD sont plus souvent utilipéadant la recherche que les clauses ayant
un LBD élevé. Plus récemment, les auteurs’de ( ) ont proposé une heuristique dy-
namique de gestion de la base de clauses apprises, ilslg# uti critere nommé PSM (Progress Saving
based Measure), les clauses apprises avec une petite dalBx8M ont de fortes chances d’étre utilisées
dans la propagation unitaire ou d’étre falsifieées. Au cargraine clause avec un grand PSM a plus de
chance d'étre satisfaite par plus d’un littéral et doncrd’@tutile pour la suite de la recherche.

Algorithme 7.1 : Stratégie de réduction

Données A L'ensemble de clauses apprises de taille
Résultat: A’ L'ensemble de clauses apprises de taille

1 sifaireReduction() alors
2 | TrierLesClausesApprises ; / = Selon les criteres définis */
3 | limit =n/2,

4 | ind =0

5 | tant queind < limit faire

6 clause = Alind] ;

7 si clause.size() > 2 alors
8 | EliminerLaCLause  ;
9 sinon

10 | GarderLaClause —;

11 ind + +;

12 retourner A ;

L'algorithme 7.1 présente le schéma d’une stratégie de réduction.

Notons bien que la stratégie de suppression des clausdsdiqitier la fréquence des suppressions,
le nombre et le type de clauses a supprimer. Dans ce chamitus, nous focalisons sur l'identification
des clauses apprises pertinentes et I'évaluation desrpenfices en variant la fréquence de réduction.
Nous garderons le méme nombre de clauses a supprimer quedersie référence.

Pour avoir un point de vue global sur les différentes stiatége gestion de la base de clauses
apprises et leurs efficacités, nous menons une premiéreimgnéation sur les instances de la derniére
compétition internationale SAT 2011. Nous comparons lasxdaratégies de suppression de clauses
apprises les plus connues CSIDS et LBD avec une stratégpesiie type RNDOM qui attribue une
activité aléatoire aux clauses. Les trois stratégies suagtiées dans le solveur Minisat2.2. De fagon
similaire aux approches de réduction classique, I'ensemés clauses apprises est tout d’abord trié par
ordre croissantrésp. décroissant) selon leurs activitéssp. LBD, PSM). Une fois les clauses triées
la base de clauses apprises est réduite de moitié. Commdgoattres stratégies, nous conservons
toujours les clauses binaires, et nous n'avons pas charfggéleence de nettoyage de la base. Toutes nos
expérimentations (pour celles dans la suite aussi) ont étéas sur un cluster Quad-Core Intel XEON
X5550 avec 32Gb de mémoire. 300 instances ont été utilisfles,sont issues de la compétition SAT
2011, catégorie industrielle. Pour 'ensemble des exmtations le temps CPU est limité a 1 heure.

Pour chaque solveur, nous indiquons le nombre d'instarésedues (#Résolues) ainsi que le nombre
d’instances résolues satisfiables (#SAT) et insatisfigllddlSAT). Nous donnons aussi la moyenne du
temps nécessaire pour résoudre une instance (tps moy)mips tmoyen est calculé sur I'ensemble des
300 instances, 3600 secondes est utilisé pour chaquedastan résolue.
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FIGURE 7.1 — Nombre d’instances résolues en fonction du temps paaiVeur Minisat2.2 intégrant les
différentes stratégies de I'état-de-I'art et la stratégpenDOM.

Minisat2.2
Stratégies| #Résolues (#SAT-#UNSAT) tps moy
RANDOM 182 ©2-90) 1670.12s
CSIDS 184 (88-96) 1673.83s
LBD 193 ©2-101) 1596.66s
PSM 189 (88-101) 1628.84s

TABLE 7.1 — Comparaison des stratégies de état-de-I'art avec twgge RARNDOM intégrée dans

MiniSAT2.2

La Figure7.1montre les résultats obtenus dans la limite du temps aétoris

Les Tableaux'.1détaillent les résultats obtenus. On peut aisément censfat la stratégie LBD est
la meilleure. La surprise provient du résultat de la stiatégnple RRNDOM. En effet, contrairement a
notre prédiction, la stratégieARDOM apparait compétitive en résolvant seulement 2 instanceoiessm
gque CSIDS et 7 instances de moins que PSM. De plus, cettégiraimple, arésolue le plus d'instances
satisfiables (92). Cette observation souléve la questidieffieacité et de la pertinence des stratégies
proposées dans la littérature. Ceci nous conforte dans objectif de chercher d’autres critéres plus

pertinents.

Dans la section suivante, nous présentons de nouveauwesrigi permettent d’évaluer la pertinence
des clauses apprises a partir d’'un état de recherche.
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Chapitre 7. Stratégies d’élimination des clauses apprises

7.3 Nouveaux criteres d’identification de I'importance d'une clause ap-
prise

Comme précisé précédemment, les solveurs SAT de type CD@leptétre reformulés comme un
systeme de preuve par résolutisn ( ), ( ). Le principal
inconvénient des méthodes basées sur la résolution géresilié a leur complexité en espace. D'un
certain point de vue, les solveurs SAT modernes peuventvé@ge&omme une méthode de preuve par
résolution avec une stratégie de suppression de claugeriBgquence, la complétude des solveur SAT
modernes est fortement liée a la politique de suppressiatadees et aux redémarrages. Par exemple,
supposons que la stratégie de nettoyage de la base de clqumeses soit trés agressive, dans ce cas
il nous serait impossible de garantir la complétude du swmlv@éfinir quelle clause serait utile pour
la preuve est une question importante pour l'efficacité dbgears. Répondre a une telle question est
cependant difficile d’'un point de vue calculatoire et est péoche du probléme qui consiste a trouver
une preuve de taille minimale. Pour apporter une solutioe probléme nous définissons des criteres
permettant d’évaluer la pertinence d'une clause appris®@t évaluons expérimentalement leurs effi-
cacités.

7.3.1 Représentation d’une clause apprise

Une clause apprise peut étre représentée commees*.:tibz:ﬁ1 w; \/acg3 V... zi ou x;j signifie que
le littéral ; est falsifieé au nivead;. Il faut noter que les niveaux des littéraux d’'une méme dawasient
au cours de la recherche. En utilisant cette informatioradyigue, nous allons définir deux critéres,
basés sur les niveaux des littéraux dans une clause appriseestimer la pertinence de cette clause.

7.3.2 Lactivité basé sur le niveau du saut arriére

Chaque fois qu’'une clause apprise est générée, elle petnsethzeur d’effectuer un retour en ar-
riere & un certain niveau de I'arbre de recherche. Dans apieoche, le niveau de saut arriere : BTL
(BackTrack Level) est utilisé pour estimer I'importance duwilause apprise. Une clause est considérée
pertinente si elle permet au solveur d’effectuer un sautre@ra au niveau le plus haut possible (le plus
proche de la racine). Lintuition est basée sur les faitgamis. D’abord, les littéraux de décision choisis
en haut de I'arbre de recherche correspondent aux varikdsgsus pondérés selon VSIDS et donc les
plus importantes. Deuxiémement, chaque clause apprisersiiérée pertinente si elle nous permet de
couper des branches en haut de I'arbre de recherche. Enpdffethaut est le niveau de backtrack, plus
la clause apprise partage des variables avec la partie dehplute de la branche, et donc plus elle sera
utilisée pour couper I'espace de recherche.

Notre critere est défini comme suit : pour chaque clause sgrau moment de sa génération, nous
lui associons une valeuBT'L(c), le niveau du saut arriere. Pour toutes les clauses appeisis valeur
de BTL peut étre mise-a-jour comme suit : si une clause apprest utilisée pour propager un littéral
au niveau, eti < BT'L(c), alors nous adaptor8T'L(c) = i. De cette fagon, nous gardons son niveau
le plus haut, ou la clause a été la raison d'un littéral prépag

Pour analyser et valider cette hypothese, un ensembleétiexpntations ont été menées. La Figure
7.2reporte, pour quelgues instances représentatives, lereatiebfois ol une clause avec une certaine
valeur de BTL a été utilisée durant le processus de promagatiitaire. Dans cette expérimentation,
lorsqu’une clause provenant de la base de clauses apprises est utilisée danséssus de propagation
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7.3. Nouveaux criteres d'identification de I'importanceige clause apprise
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FIGURE 7.2 — Nombre de fois qu’une clause est utilisée par PU enifomcdie BTL

unitaire nous incrémentons(B71'L) (qui correspond au nombre de fois ou une clause avec une telle
valeur de BTL est utilisée pour propager un littéral).

D’aprés la figurer .2, les clauses apprises possédant une petite valeur de B€ldémabscisses) sont
plus souvent utilisées dans le processus de propagatiend@s ordonnés) que les clauses possédant
une grande valeur de BTL. En analysant plus en détail ceségsnmous pouvons constater que les
clauses les plus utilisées ont une valeur de BTL inférieud.aNlbbus pouvons donc affirmer, puisque
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Chapitre 7. Stratégies d’élimination des clauses apprises

'expérimentation a été menée sur un trés large panel diiests, que pour la majorité des instances
considérées la distribution de la valeur de BTL ressembiella des deux courbes en haut de la figure
7.2

7.3.3 Ladistance basée sur les niveaux

Pour une clause apprise= ' V 22 vV 2 Vv ...zin, elle a deux Iittérauxr;?' et x;’“ qui sont de
niveau plus haut (respectivement plus bas) dans l'arbreecigerche, telle quezir € c,i,, > i; et
Vaim € ¢, i, < i. Nous définissons la distance d’une clause apprise commeRist(c) = ij, — i;;
ou iy eti; sont respectivement les niveaux plus bas et plus haut diérali dans la clause Ce critere
est intéressant, supposons qu’on a une clausex{® Vv 235 v 23°, BTL(c) = 45 et Dist(c) = 0.
Selon le critére BTL, cette clause est considérée peu impi@rtpuisqu’elle a une valeur BTL grande.
Cependant si on affectaitr; en haut de I'arbre de recherche par exemple au niveau 1 ctadtee: a de
fortes chances d’étre utilisée pour propager un littéraliaeiau 1, donc jugée importante dans ce cas la.
Cette différence entre le niveauxax etmin d’'une clause, évalue I'étendue des littéraux de la clauses
sur la branche courante.

Si on considére que le critere BTL qui représente le pou\aiired de couper la branche de l'arbre
de recherche d'une clause apprise, alors le critésgANCE signifie le pouvoir potentiel de cette clause.

On peut également constater que pour chaque clause apprisetoujours.BD(c) < Dist(c)+ 1.

7.4 Fréquences d’élimination

Comme nous 'avons présenté dansS une stratégie d’élimination doit répondre aux trois goast
suivantes :

— Quelle type de clauses a supprimer ou a conserver ?
— Avec quelle fréquence doit-on réduire la base des claygesas ?
— Combien de clauses a supprimer ?

Nous avons déja défini deux nouveaux critéres pour idenkifteclauses apprises pertinentes. Nous
allons maintenant analyser I'impact de la fréquence dectémude la base des clauses apprises sur les
performances des solveurs SAT.

La fréquence de réduction est importante, puisqu’elle ainfigeence directe sur la durée de vie
d’'une clause apprise. On peut noter que I'importance d'laugse peut évoluer au cours de la recherche.
Une clause apprise est par exemple “1- empowerment” au ntoteesa génération, alors qu’elle peut
ne plus I'étre aprés la génération d’autres clauses agytise ( ). Une clause
actuellement considérée comme peu importante pourrait &éoe nécessaire par la suite ou inversement.
En général, une réduction agressive permet de garder uaglbatauses apprises plus petite et maintenir
une vitesse du propagation unitaire, mais elle risque alessiever des clauses apprises nécessaires. En
revanche, une réduction prudente ne réduisant pas soweasé de clauses apprises afin d’éviter de
supprimer des clauses pertinentes pourra avoir pour effedldntir le processus de propagation unitaire
et donc de dégrader les performances du solveur.

Dans cette section, nous allons présenter trois diffésefinégluences afin de gérer l'intervalle entre
deux réduction.
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7.5. Expérimentations

7.4.1 Fréquence de Minisat - FrégMiniSAT

La premiere approche que nous avons choisi est celle impk&melanaiINISAT
( ) qui est le solveur le plus utilisé actuellement. Sa fomctie réduction de la base des clauses
apprises est appelée une fois que la taille de celle-ci dépas certain un seuil, ce seuil est initialisé
a1/3 de la taille de la base de clauses initiale. Ce seuil est angnue10% lorsque le nombre de
clauses apprises est supériedi0a x 1.5 oun représente le nombre d’augmentations. Les différentes
constantes sont fixées expérimentalement.

7.4.2 Fréquence de Glucose - FréqGlucose

La deuxiéme fréguence gue nous avons choisi est la stratégig¢e dans le solvewLUCOSE
( ). Elle consiste a appeler la fonction de réduction de la basdauses apprises
lorsque le nombre de conflits obtenu depuis le dernier agbsugpérieur &000 + 300 x n, n représente
le nombre d’appels a la fonction de réduction.

Avec cette fréquence, la fonction de réduction de la baséadees apprises sera appelée plus souvent
que celui avec la fréquence 1.

7.4.3 Une fréquence prudente - FrégPrudent

Nous avons présenté une fréquence classique (la fréquenidéngat) et une fréquence qui réduit
la base de clauses apprises plus souvent (la fréquence des8juMaintenant, nous allons définir une
fréquence prudente . Nous voulons qu’'avec cette frequémfrnction de réduction de la base de clauses
apprises soit appelée moins souvent, les clauses appeises gardées plus longtemps qu’auparavant.
Donc, une suite géométrique est définie. La fonction de tétuest appelée lorsque le nombre de
nouveaux conflits est supérieud@00 x 1.2", n représente le nombre de réductions.

Avec cette fréquence de réduction, la durée de vie d’'uneselapprise est plus longue.

Dans la section suivante, nous présentons une comparasgedormances de ces trois fréquences
de réduction.

7.5 Expérimentations

Dans cette section nous allons d’abord comparer, du cotéerég|, I'évaluation des performances
de nos nouveaux critéres avec celles de I'état de I'art ecdetbinant avec les différentes fréquences de
réduction présentées auparavant. Ensuite, en analyseoigiémentarité de ces stratégies, nous allons
en sélectionner 4 et les intégrer dans le solveur paraliédey SAT.

Notons que pour toutes les stratégie dans cette sectionnaitié des clauses apprises de la base
sera supprimée a chaque réduction.

7.5.1 Intégration dansMINISAT
Comparaison avec la fréquence delINISAT

Nous comparons d'abord nos critéres BTL @SDANCE et les 3 critéres de I'état de I'art implé-
mentés dansiINISAT avec sa propre fréquence de réduction. La seule différanast le critere de
suppression.
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Chapitre 7. Stratégies d’élimination des clauses apprises

Minisat2.2-F1
Stratégies | #Résolues (#SAT-#UNSAT) tps moy
CSIDS 184 (88-96) 1673.83s
LBD 193 (92-101) 1596.66s
PSM 189 (88-101) 1628.84s
BTL 196 (90-106) 1566.56s
DISTANCE 197(93-104) 1561.94s

TABLE 7.2 — Comparaison des critéeres de I'état-de-I'art intégadss MiniSAT2.2 avec FrégMiniSAT

Le tableau7.2 montre les résultats obtenus. Pour chaque critére, noiguams le nombre d'in-
stances résolues (#Résolues) ainsi que le nombre d'iesta@solues satisfiables (#SAT) et insatisfiables
(#UNSAT). Nous donnons aussi la moyenne du temps néceggaireésoudre une instance (tps moy).
Le temps moyen est calculé sur 'ensemble des 300 instaB6886,secondes sont utilisées si I'instance
n'est pas résolue en moins d’'une heure.

La comparaison de differents strategies
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FIGURE 7.3 — Comparaison avec les critéres de I'état-de-I'arigiree dans MiniSAT2.2 avec FrégMin-
iISAT

La Figure7.3contient les courbes permettant de comparer le nombreatioss résolues en fonction
du temps pour les cing criteres.

Il est claire que nos critéres BTL et ®rANCE sont nettement meilleurs que les trois critéres de I'état
de l'art. Avec le critere DSTANCE, le solveurMINISAT résout 197 instances (93 SAT et 104 UNSAT),
ce qui est meilleur que les autres critéres, il est aussule ralpide des cing. L'autre critére BTL résout
seulement une instance de moins, est classé deuxiéme ésbla fe plus d’'instance UNSAT.
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| Instance | Statues| CSIDS| LBD | PSM| BTL | DISTANCE |
1dIx_c_ig60_a UNSAT - | 3035.65s| 2429.80s| 2723.88s| 2590.26s
aes 32_3_keyfind_1 SAT | 2130.30s - | 1963.30s - 1449.90s
aes 64 1 keyfind_1 SAT - | 1288.76s - | 799.09s| 1564.16s
AProvEO07-01 UNSAT - - - | 2825.70s -
AProVvE11-06 UNSAT - | 2791.03s - | 3370.17s| 3540.33s
clauses-8.renamed-as.sat05-1964 SAT - | 1780.53s| 2066.48s| 1766.75s| 1625.50s
combl.shuffled UNSAT | 848.69s - | 2317.59s| 1864.37s| 2592.90s
dated-10-17-u UNSAT - - | 3423.48s - -
eg.atree.braun.11.unsat UNSAT - | 3083.93| 2048.45s| 1458.61s| 3013.13s
gss-22-s100.cnf SAT | 3095.01s - | 629.62s| 2583.88s| 1908.97s
gss-27-s100 SAT - - - - 1192.10s
homer16.shuffled UNSAT - | 3308.22s - | 2886.15s| 3071.66s
hwmcc10-timeframe-expansion-k45-pdtvissoapl-tsgitidNSAT | 3565.70| 3572.95s - | 3344.66s| 3098.14s
ibm-2002-30r-k85 SAT | 2576.60s| 878.50s| 564.26s - -
k2mul.miter.shuffled-as.sat03-355 UNSAT - | 1792.10s| 1848.91s| 1360.50s| 1327.10s
minandmaxorl128 UNSAT | 2905.08s - | 2503.78s| 3015.67s| 3054.23s
myciel6-tr.used-as.sat04-320 UNSAT - - - | 2087.45s -
ndhf_xits_19 UNKNOWN SAT 853.62s - - - 881.75s
partial-10-15-s SAT - | 3241.60s - | 2942.34s| 3030.63s
rbcl_xits_08 UNSAT UNSAT - - - | 2998.96s| 3368.38s
SAT_dat.k100 UNSAT - | 1750.18s| 3027.93s| 2197.12s| 1177.55s
SAT_dat.k85 SAT | 2318.61s| 819.24s| 527.44s - -
sha0_36_5 SAT - | 263.98s| 97.29s| 25.61s| 1019.84s
slp-synthesis-aes-bottom13 UNSAT | 1300.07s| 1582.12s| 1580.53s - 2077.62s
slp-synthesis-aes-bottom14 UNSAT - - | 2434.34s - -
slp-synthesis-aes-top25 SAT - - - | 2216.92s| 1857.59s
slp-synthesis-aes-top26 SAT - | 1166.29s| 3594.68s| 245.80s 186.58s
smtlib-gfbv-aigs-VS3-benchmark-S2-tseitin UNSAT - - - | 3002.81s -
smtlib-gfbv-aigs-servers_slapd_a vc149789-tseitin SAT - | 1532.45s| 2945.79s - 2298.02s
sortnet-8-ipc5-h19-sat SAT 1142.01s| 3240.23s - | 1479.28s -
vmpc_34.renamed-as.sat05-1926 SAT - 92.57s - - -
x1mul.miter.shuffled-as.sat03-359 UNSAT - | 1780.10s| 2338.86s| 2202.49s| 1848.80s

TABLE 7.3 — 2011 SAT Compétition, Industriel : temps (s) résulfatsitéres avec FrégMiniSAT
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Chapitre 7. Stratégies d’élimination des clauses apprises

Le tableau7.3liste les instances complémentaires pour les cing critessnstances qu’au moins 1
critere n'a pas résolu en une heure. Nous pouvons constaemgme nos deux critéres sont meilleurs
sur le plupart des instances, il n’y a pas de critére qui dertuns les autres sur I'ensemble des instances.

Cette constatation nous inspire I'idée de différencierbases de clauses apprises dans un solveur
paralléle de type portfolio.

Comparaison avec la fréquence deLUCOSE

Pareillement, une comparaison avec FreqGlucose est péésdsns cette section.

Minisat2.2-F2
Stratégies | #Résolues (#SAT-#UNSAT) tps moy
CSIDS 189 ©06-93) 1605.96s
LBD 189 (92-97) 1588.82s
PSM 188 (89-99) 1594.60s
BTL 189 (91-98) 1584.00s
DISTANCE 190 (92-98) 1550.03s

TABLE 7.4 — Comparaison des criteres de I'état-de-I'art intégegiss MiniSAT2.2 avec FréqgGlucose

La comparaison de differents strategies
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FIGURE 7.4 — Comparaison des critéres de I'état-de-I'art intédeiss MiniSAT2.2 avec FréqGlucose
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Instance | Statues | CSIDS| LBD | PSM| BTL | DISTANCE |

aaailO-planning-ipch-pathways-17-step21 SAT 2126.04 55.02 - - 206.05
aes-32-5-keyfind-1 SAT 1129.55 - - - -
aes-64-1-keyfind-1 SAT 2606.06| 2327.37 - - -
AProVEOQ7-01 UNSAT - - | 3206.55| 2933.43 -
blocks-blocks-36-0.120-NOTKNOWN UNSAT - | 3478.98 - - 2550.87
blocks-blocks-37-1.130-NOTKNOWN UNSAT 3517.98| 1910.20 - - 1496.18
cube-11-h14-sat SAT 1757.42 - - | 782.77 590.40
dated-10-17-u UNSAT - - | 1825.41 - -
dated-5-13-u.cnf UNSAT - - | 2332.84 - -
gripperl3u.shuffled-as.sat03-395 UNSAT - | 1575.17 - | 1244.71 710.96
gss-21-s100 SAT 3271.08 - | 3077.73| 2320.47 506.91
gss-22-s100 SAT 69.73| 472.93 - | 1107.17 3207.63
homer16.shuffled UNSAT - - - - 2260.10
hwmcc10-timeframe-expansion-k45-pdtpmsgoodbakeifits UNSAT - | 1995.61 - | 2391.16 1064.98
hwmcc10-timeframe-expansion-k45-pdtvissoapl-tseitin UNSAT - | 3243.20| 3233.72| 1612.17 -
k2fix-gr-rcs-w8.shuffled UNSAT 3180.65 - - - -
k2mul.miter.shuffled-as.sat03-355 UNSAT - | 2100.93| 1956.63| 1771.42 1869.98
manol-pipe-f7idw UNSAT - 95.47 61.26| 295.92 336.50
ndhf-xits-19-UNKNOWN SAT 6.43 - - - -
partial-10-13-s SAT 1771.31 - | 2196.03| 1830.95 -
rbcl-xits-08-UNSAT UNSAT 3635.23 - | 2365.47| 1862.45 -
slp-synthesis-aes-bottom14 UNSAT - - | 2920.47 - -
slp-synthesis-aes-top25 SAT 2197.26 - | 509.53 - -
slp-synthesis-aes-top26 SAT 1117.29| 2247.04 - | 739.55 1818.63
smtlib-gfbv-aigs-servers-slapd-a-vc149789-tseitin SAT - | 2324.69 - | 1336.71 -
total-10-17-u.cnf UNSAT - - | 2338.94 - -
UTI-20-10p0 SAT 1733.27| 1833.82 - | 2194.24 1029.27
UTI-20-10p1 SAT 2641.94| 3109.10| 2992.80 - 2722.77
valves-gates-1-k617-unsat UNSAT 2484.23 - | 3547.32| 3330.46 3061.67
vmpc-35.renamed-as.sat05-1921 SATISFIABLE - | 1039.86 - - 1081.87
x1mul.miter.shuffled-as.sat03-359 UNSAT - | 1457.99| 1673.87| 2318.90 1559.67

L6

TABLE 7.5 —2011 SAT Compétition, Industriel : temps (s) résulkatsitéres avec FrégGlucose
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Chapitre 7. Stratégies d’élimination des clauses apprises

Selon le tablea.4 et la figure7.4, on peut voir que les cing critéres, avec une fréquence assez
agressive, ne présentent pas beaucoup de différence ningbreal’instances résolues, ni en temps
moyen de calcul. Notre critérelBTANCE gagne légérement.

Un tableau d’instances non résolues par au moins un criteraans d’'une heure est également
présenté dans le tabledLb.

Comparaison avec la fréquence prudente

Enfin, nous comparons les cing criteres avec FréqPrudemengus avons défini, une fréquence
géomeétrique qui garde les clauses apprises avec une dugiepiue.

Minisat2.2-F3
Stratégies | #Résolues (#SAT-#UNSAT)) tps moy
CSIDS 192 (91-101) 1611.71s
LBD 197 05102) 1556.56s
PSM 191 (92-99) 1571.07s
BTL 196 (94-102) 1577.00s
DISTANCE 198(93-105 1514.18s

TABLE 7.6 — Comparaison avec les critéres de état-de-I'art iagdans MiniSAT2.2 avec FrégPrudente

La comparaison de differents strategies
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FIGURE 7.5 — Comparaison avec les critéres de état-de-I'art iagdans MiniSAT2.2 avec FrégPrudente
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| Instance | Statues| CSIDS| LBD | PSM| BTL | DISTANCE |
1dIx-c-ig60-a UNSAT | 3206.73| 2813.92 - | 3436.87 2634.37
aaailO-planning-ipch-pathways-17-step21 SAT - | 756.03 - - -
aes-32-3-keyfind-1 SAT - - - - 591.76
blocks-blocks-36-0.120-NOTKNOWN UNSAT | 2403.13| 1715.15| 3158.90 - 1784.68
combl.shuffled UNSAT - - - | 2954.96 -
countbitswegner128 UNSAT | 2136.86 - - - 3508.15
dated-10-17-u UNSAT - | 2618.69| 3003.15| 2789.20 3141.32
EOON23 UNSAT | 3310.27 - - - -
gss-22-s100 SAT - | 3159.91| 2718.74| 683.57 17.78
minandmaxor128 UNSAT | 3514.65 - - - 3338.13
partial-10-13-s SAT | 2818.97 - | 1115.42| 3431.45 675.89
partial-10-17-s SAT 419.12| 1172.38 - - -
rand-net70-60-10.shuffled UNSAT - | 3069.46 - | 3316.71 -
SAT-dat.k100 UNSAT | 2003.30 - - - 2313.22
SAT-dat.k45 UNSAT | 2232.89| 3344.81| 2615.65 - 2607.74
SAT-dat.k80 UNSAT - | 2709.82 - | 3442.28 2130.63
slp-synthesis-aes-bottom13 UNSAT - | 2787.32| 1492.55| 1250.91 1520.85
slp-synthesis-aes-bottom14 UNSAT - - | 1671.14| 2279.33 -
slp-synthesis-aes-top25 SAT - | 3349.29 - | 3203.53 -
slp-synthesis-aes-top26 SAT | 3560.77| 1142.51| 1637.56| 2310.26 -
smtlib-gfbv-aigs-countbits128-tseitin UNSAT | 2919.24 - - | 2828.20 -
smtlib-gfbv-aigs-servers-slapd-a-vc149789-tseitin SAT - | 2384.60 - | 2393.91 -
smtlib-gfbv-aigs-VS3-benchmark-S2-tseitin UNSAT - | 2814.92 - - 2509.34
sokoban-sequential-p145-microban-sequential.050- SAT - - - | 3484.32 -
NOTKNOWN

sokoban-sequential-p145-microban-sequential.070- SAT - - | 982.25 - -
NOTKNOWN

TABLE 7.7 — 2011 SAT Compétition, Industriel :

temps (s) résultatsiteres avec la fréquence prudente
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| Instance | Statues| CSIDS| LBD | PSM| BTL | DISTANCE |
sortnet-8-ipc5-h19-sat SAT - - | 486.70| 2459.10 1452.44
transport-transport-city-sequential-35nodes-10@03siz SAT - | 1306.71| 3009.81 - -
4degree-100mindistance-4trucks-14packages-200836kd.

NOTKNOWN

transport-transport-three-cities-sequential-14nddi¥0size- SAT | 3366.22 - - - 2488.22
4degree-100mindistance-4trucks-14packages-2008x8k=d.

NOTKNOWN

UR-20-10p0 UNSAT - | 3629.93 - - 3319.50
UR-20-10p1 SAT - - - - 3470.02
vmpc-32.renamed-as.sat05-1919 SAT 195.77| 532.27 - - 15.12
vmpc-34.renamed-as.sat05-1926 SAT - - - | 1492.39 -
vmpc-35.renamed-as.sat05-1921 SAT - | 2532.44 - - -
x1mul.miter.shuffled-as.sat03-359 UNSAT - - | 3608.71| 2517.59 1729.90

TABLE 7.8 — 2011 SAT Compétition, Industriel : temps (s) résultatsitéres avec la fréquence prudente
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7.5. Expérimentations

Cette fois, notre critére BTANCE est encore le meilleur, il résout 198 instances au total @B}
105 UNSAT) (voir le tableawr.6). Il est aussi le plus rapide (voir la Figure5). Cependant, le critére
LBD a aussi une bonne performance, il résout seulement wgtanice de moins et plus d’instances

SAT(95).
De maniere similaire, une list& (7 et 7.8) des instances non résolue par au moins un critére en une
heure est donné.

7.5.2 Intégration dansSMANYSAT

L'une des principales forces des solveurs paralléles de pgptfolio réside dans le choix des straté-
gies diversifiantes. A partir des résultats obtenus jusprédent, se baser sur les stratégies de nettoyage
pour construire un portfolio est une perspective intérgssau vue de la complémentarité remarqué a
travers les résultats expérimentaux.

En analysant les performances des stratégies que nous@émentées précédemment, nous avons
choisi les 4 stratégies suivantes : CSIDS, LBD, BTL esTANCE avec la fréquence FreqgPrudente qui
nous apparait la plus approprié. Nous allons maintenaégiat ces quatre stratégies danmsNySAT
(chaque cceur utilise une stratégie différente).

Stratégies #Résolues (#SAT-#UNSAT) tps moy
Manysat2.0 213 (99-114) 1339.63s
Manysat2.0+4bases 219 (103-116) 1267.07s

TABLE 7.9 — Comparaison de Manysat2.0 et Manysat2.0 avec deggéeade réduction différentes

La comparaison du temps CPU
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FIGURE 7.6 — Comparaison de Manysat2.0 et Manysat2.0 avec deggiémtle réduction différentes
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Chapitre 7. Stratégies d’élimination des clauses apprises

La figure 7.6 et le tableaur.9 montrent que diversifier les stratégies de nettoyage deda bas
clauses apprises, est un bon moyen permettant d’obtenigdekats nettement améliorées.

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une composante trégiamigodes solveurs SAT modernes a
savoir la stratégie de réduction de la base des clausesepp¥otivé par les résultats compétitifs d’une
comparaison entre un critére simple (aléatoire) et ceuiségipar les solveurs de I'état de I'art, nous
avons introduit deux nouveaux critéres permettant d'iflenies clauses pertinentes pour la suite de la
recherche.

Ces deux critéres (plutbt statigues méme s'ils peuventaftités dynamiquement) visent a garder
les clauses qui permettent d’élaguer I'espace de rechexeecritéres sont basés sur les niveaux d’af-
fectations des littéraux de la clause apprise. Cela perittktndfier les clauses apprises qui pourront
étre utilisées dans le processus de propagation en hawrteel'de recherche.

Afin de justifier la pertinence de nos critéres, nous avonsu® a une évaluation des stratégies
de réduction avec les différentes fréquences. Nous avameméé expérimentalement que nos deux
nouveaux critéres sont meilleurs que ceux de I'état de I'art

Nous avons montré aussi qu’en diversifiant les stratégiestieyages de la base de clauses apprises
dans un solveur parallele de type portfolio, la performaicsolveur est bien meilleure.

En perspective, nous envisageons de mener une étude petmit&lr le nombre de clauses apprises
a éliminer a chaque étape. Dans le cadre parallele, leseslaapprises sont échangées en fonction de
la taille. Trouver d’autres criteres pour déterminer lemusks les plus pertinentes a échanger est une
perspective prometteuse.
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Approche controle virtuel basée sur les Cha
d’équivalenc
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DANS CE CHAPITRE hOUS proposons une stratégie qui consiste a encadrerdasiidans un solveurs
paralléle en divisant virtuellement I'espace de rechemlee les chaines d'équivalences. Par rap-
port a la vraie division avec les chemins de guidage, laidiigirtuel grace aux chaines d’équivalences
est moins contraignante : le contrdle virtuel. Nous ne fosgaas le solveur a suivre la direction des con-
traintes ajoutées. Au lieu d’attacher des contraintes e nous souhaitons seulement satisfaire des
contraintes distribuées aux threads. Cela nous permebdeetr un compromis entre la contrble forcé
par le chemin de guidage et un contréle moins contraignamt lpsolveur séquentiel. C’est un controle
plus léger par rapport a I'approche diviser pour régner.

L'idée de notre nouvelle approche est de combiner les agastde I'approchéiviser pour régner
et ceux de I'approchportfolio ( ), ( ).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Nous usaas d’abord la motivation ayant con-
duit a la naissance de notre stratégie, ensuite nous poésembtre stratégie appeléentrdle virtue) qui
encadre les threads en utilisant les chaines d’'équivalesuiee littéraux. Avant de conclure et donner
quelques perspectives, des résultats expérimentaurpmélies sont donnés afin d'évaluer le comporte-
ment de notre nouvelle approche.

8.1 Motivation

Il existe principalement deux types de solvear paralléles. Le premier type de solveurs est basé le
principe dediviser pour régnerll s’agit de soit diviser I'espace de recherche en utiliggar exemple le
chemin de guidagesoit décomposer la formule originale en sous formules iledglus réduites.

La deuxiéme approche est de typertfolio. Ce type de solveur utilise un portfolio complémen-
taires d’algorithmes séquentiels congus grace a une raimsdivariation dans les principales stratégies
de résolution. Ces stratégies sont combinés au partagdaleses apprises dans le but d’'améliorer la
performance globale. lls évitent le probléme de distridnutile la charge entre les processeurs en lais-
sant plusieurs moteursPLL travailler ensemble en mode compétition/coopération ptrerle premier a
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Chapitre 8. Approche contrble virtuel basée sur les Chattiéguivalence

résoudre le probleme. Chaque moteur (solveur séquentighille sur la formule originale, I'espace de
recherche n’est plus divisé ni décomposé.

Les deux types de solveurs ont leur avantages et les déageant

La difficulté intrinséque au solveur de typesiser pour régnerest I'équilibrage de charge entre les
unités de calculs. En plus, les sous arbres de recherclsgsli@il'aide du chemin de guidage conduisent
a I'exploration des espaces de recherche non liées. Getairéduire I'impact de I'échange des clauses
apprises.

D’un autre coté, I'inconvénient du solveur de typertfolio est sa scalabilité. Une fois le nombre de
threads (la taille du portfolio) devient grande, il sera tiidficile de trouver des stratégies bien différen-
ciées et performantes pour tous les moteurs.

8.2 Le contrdle virtuel avec chaines d’équivalences

Les méthodes de diviser pour régner consistent a imposehemin de guidage aux threads, cela
force chaque thread a suivre son chemin regu. Un grand iBo@wt de ce type de méthodes est
I'échange des clauses apprises entre les threads, puisquehmque thread, il faut bien distinguer les
clauses apprises réduites seulement par la formule olegaiacelles par la formule originale avec les
clauses dans le chemin de guidage.

Notre méthode, le contrdle virtuel, consiste a ajouter ¢tegraintes au solveur mais le solveur ne les
utilise pas dans le processus de propagation unitaire.

Algorithme 8.1 : Le contrdle virtuel
Données. F une formule sous CNF
Résultat: SAT or UNSAT
1 JFy +— CréerContraintes() ; / = I'ensemble de contraintes ajouté * [
2 VirtuelControle «—— true;
3 tant que (true) faire

4 | PropagationUnitaire() ;
5 | si(pas de conflitplors
6 si (VirtuelContrdle ==true) alors VirtuelPropager() ;
7 si (il y a virtuel conflit) alors
8 MettreAJourVirtuelControle() ;
9 si (VirtuelContréle ==false) alors break ;
10 AnalyseVirtuelConflit() ;
11 au lieu de propager un littéral on prend une nouvelle détisiarque la décision ;
12 RetourArriére() ;
13 PrendreUneDécision :
14 si (toutes les variables sont affectéad)rs retourner SAT ;
15 | sinon
16 MettreAJourVirtuelContréle() ;
17 sidl = 0 alors retourner UNSAT ;
18 AnalyseConflit() ;
19 (ajoute la clause apprise a la base) ;
20 si (la decision est marquélors AnalyseVirtuelConflit() ;
21 RetourArriere() ;
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8.2. Le contrble virtuel avec chaines d’'équivalences

L'algorithme 8.1 désigne notre méthode contrdle virtuel intégré dans uresotvbcL. Nous com-
mencons d’'abord par créer les contraintes a ajouter auwsdligne 1). Pour faire cela, nous avons choisi
d’'ajouter des chaines d’équivalences.

2 Threads

4 Threads

2n—1 Threads

Tpn—1 = Tn
2™ Threads

FIGURE 8.1 — Lattribution des chaines d'équivalences

S'’ily a quatre unités de calcul, nous allons choisir 3 vdesab, x5, z3, et les contraintes ajouté au
4 threads seront respectivement :

1 21 =22, 20 = 73,

N

T = T2, T # T3,
3. 71 # T9,72 = 13
4. x1 # w2, %2 # 3.

Dans le cas de 8 threads, le nombre de variables a contrdlemtld. Les contraintes ajoutés a
chaque thread seront respectivement :

1. Tl = T2, = T3,T3 = T4

] = X2,T = X3,T3 F T4,
1 = X2,To F X3,T3 = T4,
T = X2, Ty # T3,T3 # T4,

T # X2, Ty = 3,3 = T4
Tl # T, Ty = X3, T3 F T4,

Tl # X2, T F T3,T3 = T4,

N o g s~ WD
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Chapitre 8. Approche contrble virtuel basée sur les Chattiéguivalence

8. 11 # 12,79 # T3, T3 # T4,

La figure8.lillustre dans le cas général, comment nous distribuonshiaies d’équivalences aux
threads. Notons qu’'avec lI'augmentation du nombre de titded chaines d’équivalences deviennent
plus longue. Ce qui peut poser un probléme de synchronisd®iour éviter ce genre de probléemes, nous
proposons ici une autre méthode de distribution des comsi

T1,T92,XT3 Ty, T5,Te| e Tp—92,Tpn-1,Tn

FIGURE 8.2 — Schéma de groupe de 4 cceurs

Comme indigué dans la figu2, nous divisons les threads en petit groups de 4 threadscRague
groupe, 3 variables sont sélectionnées pour le contréieeljret la synchronisation seront fait entre les
4 threads.

Une fois les contraintes sont crées, nous les ajoutons aeadh et avec un boolé&firtuelContréle
pour démarrer et arréter le contrdle (ligne 2 ). Il faut najee dans notre méthode, les contraintes
ajoutées ne participent pas au processus de propagati@iremniNotre objectif est de définir un cadre
de recherche pour chaque solveur séquentiel dans le porthfin d’assurer que chaque moteur ne
sort pas du cadre que nous avons défini, avant que le solvepirenae une décision, nous vérifions
la satisfaction de toutes les contraintes ajoutées (lign&'é y a des contraintes falsifiées (ligne 7-
12), nous allons analyser ce conflit virtuel, a partir du pestisAnalyseConflitVirtuelComme c’est un
conflit virtuel provoqué par les contraintes ajoutés, naipauvons pas propager le littéral assertif, mais
nous choisissons ce littéral comme un littéral de décistocette décision, nommédécision propagée
est attribuée une raison et sera marquée comme propagéslgirient.

Notons que le processus “AnalyseConflitVirtuel” ajoute slEngraphe d’'implications un autre type
de littéraux. Il y aura 3 types de littéraux : les littéraupgpagées avec raisons , les décisions sans raisons
et les décisions propagées avec raisons.

Quand un vrai conflit est rencontré (ligne 16-21), nous éffes d’'abord le processus d’analyse de
conflits afin d’apprendre une clause apprise classiquejetter a la base des clauses apprises. Ensuite
dans le cas ou la décision du niveau de conflit est marqués giff@aectuons également I'analyse du conflit
virtuel. Cela nous permet d’améliorer parfois le niveauateur arriere.

Nous allons expliquer en détail dans la section suivantedeselles fonctions de notre algorithme
de contr6le virtuel.

8.3 Les fonctions importantes dans la stratégie de controhartuel

Dans ce chapitre, nous allons détailler notre méthode dedtervirtuel qui combine les avantage
des approches diviser pour régner et portfolio. Notre agpmr@ermet d’encadrer la recherche comme les
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8.3. Les fonctions importantes dans la stratégie de comtvtuel

approches diviser pour régner et échanger des clausesespliibrement comme dans un cadre portfolio.

8.3.1 Encadrer la recherche : Créer des Contraintes pour chgue thread

Ce processus consiste a :

1. sélectionner les variables a contréler

2. créer des contraintes complémentaires a partir desblesiaélectionnés, attribuer les clauses aux
threads

Pour chaque thread, on ajoute une variable booléenne afigrddreniser le contrble entre les
threads. Dans un premier temps, les variables sont sélaéés dans un certain ordre. Comme indiqué
précédemment, les contraintes distribuées aux threatidesohaines d’équivalences de la forne b.
Deux clauses binaires vV b et b \V a seront ajoutés pour chaque équivalence: b afin d’encadrer la
recherche de chaque thread. Comme les clauses attribuédseads ne participent par au processus de
propagation unitaire, nous pouvons échanger les claugesepcomme dans un cadre portfolio.

8.3.2 Synchronisation : Mettre a jour le contrdle virtuel

Cette fonction consiste a reproduire les contraintes ettgpmiser le contrdle pour les threads.

Une fois les contraintes ajoutées sont réfutées par undhsea booléen VirtuelContrble est mis a
faux et le solveur procede a I'arrét du contr6le et contiruetherche. Dés qu'il reste qu’un seul thread,
il fait le contrble ou le contrble est effectué pendant urtaiernombre de conflits. Le thread 1 (nous
I'avons sélectionné pour effectuer la synchronisation ¢gnéeer de nouvelles contraintes et démarrer un
nouveau contréle de son groupe. Cette fonction est powtdim appelée a chaque redémarrage.

8.3.3 Analyse de Conflits Virtuels

Le processus AnalyseConflitVirtuel est le processus diesaadie conflit avec certaines modifications.

Comme indiqué précédemment, pour chaque thread, les twasrajoutées ne sont pas utilisées
par le processus de propagation unitaire. Nous vérifion@quehfois avant de prendre une décision, la
satisfaction des contraintes ajoutées. Une fois qu’'un itafluel est rencontré, nous allons analyser
ce conflit virtuel, apprendre une clause apprise et undittéssertive. Au lieu de propager le littéral
assertive, nous allons prendre une décision sur ce ligtal associer une raison, ce genre de décisions
nous les appelongécision propagée

Si la décision courante est une décision propagée, I'amadgspoursuit jusqu’au niveau dont la
décision est une décision classique, mais pas une décisipagee. Ceci vient du fait que les contraintes
distribuées aux threads ne participent pas a la propagatéis on veut les utiliser pour encadrer les
threads.

Une fois qu’on rencontre un vrai conflit ou un conflit virtuelhe vérification des décisions sera
effectuée pour déterminer si toutes les décisions (de m®¢asqu’au niveau courant) sont des décisions
propagées. Le booléen VirtuelContrdle sera mis a faux ainérdéle virtuel sera arrété.
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Chapitre 8. Approche contrble virtuel basée sur les Chattiéguivalence

8.4 Expérimentations

Afin d’étudier I'impact de notre approche, nous avons immété notre approche dans le solveur
Manysat2.0 et lancé les expérimentations sur 4 , 8 et 32dkrea

L'ensemble d’expérimentations (sur 4 et 8 threads) ont &ééms sur un bi-processeurs Quad-Core
Intel XEON X5550 avec 32Gb de mémoire. Les résultats sur Bgats ont été lancé sur une machine
de 8 processeurs, chaque processeur est un Quad-Core, Hmenposséde 256Gb de mémoire. 300
instances ont été utilisées, elles sont issues de la cdimpéBAT2011, catégorie industrielle. Pour
I'ensemble des expérimentations le temps est limité a 30itednsoit 1800 secondes.

Manysat2.0 Manysat2.0+VC
Nb. threads| #Résolues (#SAT-#UNSAT) #Résolues (#SAT-#UNSAT
4 threads 196 (97-99) 193 (97-96)
8 threads 208 (100-108) 208 (103-105)
32 threads 224 (107-117) 223 (108-115)

TABLE 8.1 — Comparaison de scalabilité entre Manysat2.0 et Mé&gsatégrant notre approche de
contréle virtuel

Le tableawB.1 montre le résultats de Manysat2.0 et notre approche dedtewirtuel. Notons qu’en
augmentant le nombre de threads, notre méthode semble ttivepé

la comparaison de scalabilite

2000 T T T T T T T
2.0-4cores —+—
WC-4cores

1gog | 2:0-Bcores —%— - i o]
WC-8Bcores —8— : S L |
2.0-32cores : i i |

VC-32cores —8—

1600

1400

1200

1000

temps (secondes)

100 120 140 160 180 200 220 240

#instances resolues

FIGURE 8.3 — Nombre d’instances résolues en fonction du temps

La figure8.3illustre I'évolution intéressante des performances ektamysat2.0 et Manysat2.0 in-
tégrant notre méthode de contrdle virtuel. Au départ, avkcelhds, le contrble virtuel est loin derriére
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8.5. Conclusion

Manysat2.0, il s’approche quand dans le cas de 8 threadsaktrfient avec 32 threads, le virtuel contréle
devient meilleur que Manysat2.0.

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre , nous avons présenté une nouvelle appdechartitionnement de I'espace de
recherche en utilisant les chaines d’équivalence dans luawsgaralléle. Notre approche différe des
autres méthodes de type diviser pour régner. En effet, nogatates ne sont pas ajoutées vraiment
au solveur (le processus de propagation n'utilise pas lagantes ajoutées), et les solveurs ne sont
pas dirigés mais contrlés par les contraintes distribuEette méthode nous permet non seulement
de diviser I'espace de recherche mais aussi de laisser elthcpad a faire sa recherche librement et
échanger leurs clauses apprises comme dans le cadreiportfol

Plusieurs perspectives intéressantes s’ouvrent pourdeaux futurs. Premiérement, une fois les
contraintes sont réfutées par un thread, c’est vraimennuige de ne pas ajouter vraiment la négation
des contraintes réfutées a la formule. Cette question itamstne perspective a court terme. De plus,
le choix des variables pour créer les contraintes a ajoubersalveurs et la fréquence de changement
des contraintes pendant la recherche sont trés importantest directement influencer la qualité de la
division. Etudier plus finement ces deux points constitue pgrspective prometteuse.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thése, nous nous somme intéressé a la résolat@iele des probléemes de satisfiabil-
ité d'une formule propositionnellesfT), qui est un probléme central en théorie de la complexité, en
intelligence artificielle et en démonstration automatique

Aprés avoir introduit dans la premiére partie, les diffésgorincipes nécessaire a la compréhension
de cette thése, nous avons proposé dans la deuxieme péigierdes améliorations dans le cadre de la
résolution paralléle du problénsaT.

Nous avons d’abord exploré les principes de diversificagibd'intensification dans le cadre de la
résolution paralléle du problénsaT de type portfolio. Les deux concepts jouent un réle impariams
certain algorithmes de recherche comme la recherche |atademble étre le point clé du solvewsst
paralléle. Pour étudier ce compromis de diversificatiorlietahsification, nous avons défini deux roles
pour les unités de calcul, certaines d’entre elles, désigieémme maitre, ont leur propres stratégies
de recherche, et ont pour but d'assurer la diversificatidautes classifiés comme « Esclaves » ont
pour but d'intensifier les stratégies de leurs maitres. Nwoss proposé différents types d’'informations
gu’'un maitre peut utiliser pour diriger un eslave. Notreulgd est que forcer I'esclave a brancher sur
les variables du graphe d'implications dans un ordre dgnpéamet d’améliorer significativement le
solveur paralléle ManySAT.

Nous avons ensuite proposé une méthode permettant diajysmiquement I'heuristique de choix
de polarité des moteurs séquentiels dans le cadre d'unwsalleetype portfolio. Nous nous sommes
appuyés sur les heuristiques de choix de polarité de chagieumséquentiel afin de déterminer si
deux d’entres eux effectuent une tache similaire. Lorsuer'telle situation se produit, nous proposons
simplement d'inverser I'heuristique de choix de polarit ldin des deux moteurs séquentiels. Nous
espérons ainsi diversifier au mieux I'espace de recherattegwa par les différents cceurs.

Notre troisieme contribution concerne la gestion de la ld@sgdauses apprises dans les solveus
séquentiels. Nous avons proposé deux nouveaux criteresdaemiifier les clauses apprises pertinentes.
Nous avons aussi étudié deux autres guestions importasssude stratégie de réduction : la fréquence
de réduction et le nombre de clauses supprimées a chaquetioddl expérimentation nous a mon-
tré que les stratégies peuvent s'avérer complémentaiass Bvons alors proposé d'utiliser différentes
stratégies de réduction de la base de clauses apprisespauoteurs séquentiels dans un solveur paral-
léle du type portfolio.

La derniére contribution de cette thése a porté sur la pridgosi'une nouvelle approche de par-
titionnement de I'espace de recherche en utilisant lemebkai’équivalences dans un solveur paralléle.
Contrairement aux autres méthodes basées sur I'ajout dates, dans notre approche, les contraintes
ne sont pas ajoutées a la formule. En effet, afin d'évitergiedrer par analyse de conflits beaucoup
de clauses dépendantes des contraintes ajoutées, damgtoches ces contraintes sont uniguement
utilisées pour contrdler la propagation.

Ces différentes contributions ouvrent de nombreuses eetigps. Premiérement, dans le cadre d’ap-
proches de type portfolio, au sujet de la diversificationet'idtensification, nous souhaitons adapter
dynamiquement le nombre de maitres/esclaves ainsi quedekogies selon la difficulté d’'une instance
donnée. Il semble que, pour les instances plus difficilespcsr plusieurs esclaves a un méme maitre
permetterait d'obtenir de meilleurs performances surrietainces insatisfiables. En revanche, diminuer
le nombre d'esclaves permet d’'étre plus efficace sur learinoss satisfiables. En ce qui concerne l'a-
justement dynamique de I'heuristique de choix de polaiitéemble que la fréquence selon laquelle
I'ajustement est effectué influe sur les performances.tlhkss nécessaire d'étudier plus finement ce
phénomene et de définir une stratégie dynamique pour réglegirametre.
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Concernant la gestion de la base de clauses apprises,td®imeuveaux criteres pour déterminier le
nombre de clauses apprises a éliminer a chaque réductidiest®s important et intéressant a explorer.
Il est aussi intéressant d'utiliser des critéres diffé&sgaaiur contrdler plus finement I'’échange des clauses
apprises entre les différentes unités de calcul.

Finalement, la derniére contribution portant sur le partitement de I'espace de recherche de chaque
moteur séquentiel dans un solveur paralléle en utilisanthaines d'équivalence, il serait intéressant de
poursuivre le travail sur le choix des variables pour crésrcbntraintes.

L'échange d'informations est une question incontournalales les solveurs paralléles, une fois le
nombre des unités de calcul dans un solveur devient graxahdhges des clauses entre les threads sera
trés colteux (une clique dethreads aveo > 100, on peut imaginer!). Alors, concevoir une architecture
puissante et efficace pour I'échange des clauses presEaréus, la fagcon d’échange des clauses entre
les threads comme nous avons indiqué dans Chapést aussi une piste tres intéressant a découvrir.
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Voici un index

Disy(Z,Z),9
Ey(T,T'), 9
exp(l), 24

P, 73

PSM, 44
raison((), 24

, 19

algorithme exponentiel, 3
algorithme polynomiall3
arbBin,21

atome,7

backbone?28
BOHM, 27
BSH, 28

classeCoN P, 16
classeN P, 16
classeP, 15
clause9
assertive4l
bloguée 36
raison,24
clause redondanté?2
complexité algorithmiquel 3

déduction9

différents variant de clauses,
distance de hamming),

DPLL, 25

explication,24

formes normaleslO
formule insatisfiable9
formule propositionnelle7
formule satisfiable9
fusion, 11

graphe d’'implications39
graphe de résolutiori9

Index

heuristique
look-ahead28
look-back,29
syntaxique27

impliquant premier9
intention,73
interprétation8

Jw, 28

la machine de Turindl4
langage propositionner,
littéral, 8

blogué,36
littéral pur,8

machine de Turing déterminist&5
machine de Turing non-déterministey
mesurePswm, 44

modele,9

MOM, 28

noeud dominan9
nogood,40

point d'implication unique40
polarité

Jw, 30

false,30

occurence30

progress saving30
preuve

élémentaired4l

basée sur les conflitdP
probing,37
probléme

2-sat,10

de décision10

k-sat,10
problémesar, 11
probléme de décision complémentaité,
PU, 28
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Index

QUINE, 22

réduction de la bases de clauses apprises
LBD, 43
PSM, 43
VSIDS, 43
résolution
étendue?20
linéaire,20
réguliére,20
unitaire, 20
redémarrage
GLUCOSE 48
hauteur des sautd48
intervalle fixe, 45
Luby, 45
suite géométrique4s
variation de phasel7
reduction polynomiall6
resolution,11

SATELITE, 36
subsumptionl1l

tautologie,9
terme,10

VSIDS, 29
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Résumé

Cette thése porte sur la résolution séquentielle et phralé probléme de la satisfiabilité proposi-
tionnelle (SAT). Ce probléeme important sur le plan thécgiadmet de nombreuses applications qui vont
de la vérification formelle de matériels et de logiciels ariptographie en passant par la planification et
la bioinformatique.

Plusieurs contributions sont apportées dans cette thaggreimiére concerne I'étude et lI'intégration
des concepts d'intensification et de diversification dasstdveurs SAT paralléle de type portfolio.

Notre seconde contribution exploite I'état courant de tdneeche partiellement décrit par les récentes
polarités des littéraux « progress saving », pour ajustdirigier dynamiquement les solveurs associés
aux différentes unités de calcul.

Dans la troisieme contribution, nous proposons des anaélimis de la stratégie de réduction de la
base des clauses apprises. Deux nouveaux critéres, pamtditientifier les clauses pertinentes pour la
suite de larecherche, ont été proposés. Ces criteres #mdagnsuite comme parameétre supplémentaire
de diversification dans les solveurs de type portfolio.

Finalement, nous présentons une nouvelle approche de iiperdoour régner ou la division s’ef-
fectue par ajout de contraintes particulieres.

Mots-clés: SAT, cDCL, résolution paralléle, portfolio, diviser pour régner

Abstract

In this thesis, we deal with the sequential and parallellutism of the problensAT. Despite of
its complexity, the resolution AT problem is an excellent and competitive approach for sgltire
combinatorial problems such as the formal verification aflinare and software, the cryptography, the
planning and the bioinfomatics.

Several contribution are made in this thesis. The first doution aims to find the compromise of
diversification and intensification in the solver of typetfmiio. In our second contribution, we propose
to dynamically adjust the configuration of a core in a poitf@arallel sat solver when it is determined
that another core performs similar work. In the third cdnmition, we improve the strategy of reduction
of the base of learnt clauses, we construct a portfolioeggatf reduction in parallel solver. Finally, we
present a new approach named "Virtual Control" which is siritiute the additional constraints to each
core in a parallel solver and verify their consistency dgigearch.

Keywords: SAT, cDcL, parallel solver, portfolio, divider and conquer
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