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Avant-propos
et

Organisation du mémoire

CE mémoire a pour objectif de présenter les principaux travaux de rechercheque j’ai réalisés depuis
ma thèse. Ceux-ci ont été conduits au sein du CRIL et plus précisément ausein de l’axe «Algorith-

mique pour l’inférence et la prise de décision». Il est donc naturel que nombre de ces travaux soient le
fruit d’étroites collaborations avec Éric GRÉGOIREdirecteur du CRIL et Lakhdar SAÏS responsable de
cet axe. Rares sont les travaux de recherche qui s’accomplissent dans la solitude, aussi ai-je trouvé nor-
mal de les associer à ce manuscrit dès le début. Je désire également y associer l’ensemble des personnes
avec qui j’ai eu la chance de travailler, discuter, échanger, ... au CRILlors de réunions (le plus souvent
informelles) ou lors de colloques et autres assemblées. Parmi ces personnes, une mention spéciale va aux
doctorants que j’eus ou ai l’honneur de co-encadrer depuis presque dix ans : David ANSART, Richard
OSTROWSKI, Olivier FOURDRINOY, Cédric PIETTE et Jean-Marie LAGNIEZ. Sans toutes ces personnes
explicitement nommées ou juste évoquées, ce document n’aurait pas vu le jour et c’est pour elles que le
termenoussera employé tout au long de ce mémoire.

Avant de débuter la rédaction de ce manuscrit, j’ai naturellement feuilleté denombreux mémoires
d’habilitation à diriger des recherches. La grande majorité d’entre eux sedécompose en trois parties :
synthèse des travaux de recherche, curriculum vitae, sélection de publications. N’ayant pas trouvé de
présentation plus originale, j’ai donc également adopté cette « trilogie ».

La première partie de ce mémoire est donc une synthèse de mes activités scientifiques. La forme et
l’organisation de cette partie centrale du mémoire ont fait l’objet de longues hésitations et ont à maintes
reprises été modifiées. La structuration retenue se veut somme toute naturelleet se décompose en quatre
chapitres.

Le premier chapitre présente le contexte de mes travaux, décrit les problèmes abordés et définit les
termes et les notations les plus utilisés dans ce mémoire. Les deux chapitres suivants traitent principa-
lement de mes contributions : le premier développe mes travaux surSAT et le second mes travaux sur
des problèmes connexes àSAT. SurSAT, après un bref état de l’art, je décris mes travaux autour de trois
thèmes : l’hybridation de solveurs, l’exploitation de propriétés structurelleset les techniques de simpli-
fication. Le chapitre intitulé « Au-delà deSAT » regroupe mes contributions sur des problèmes tels que
la recherche de noyaux incohérents dans le cadre propositionnel et dans le cadre plus général de réseaux



2 Avant-propos et organisation du mémoire

de contraintes, la résolution de problèmes exprimés à l’aide de logiques non monotones et du premier
ordre, la compilation de bases de connaissances, la résolution des formules booléennes quantifiées. Dans
le dernier chapitre, j’énonce quelques perspectives de recherche.

Cette organisation a largement inspiré le titre du mémoire. Cependant, elle ne permet pas toujours de
bien mettre en exergue les contributions par rapport à l’état de l’art. À cettefin, les paragraphes traitant
exclusivement de mes contributions sont signalés par un trait vertical dans la marge, comme illustré sur
ce paragraphe. De plus, les références à des publications où je suis auteur ou co-auteur apparaissent en
caractère gras dans le texte.

La seconde partie du manuscrit est constituée de mon curriculum vitae. Il se décompose en cinq
parties détaillant respectivement :

1. mon état civil et mes parcours universitaires et professionnels ;

2. mes activités liées à la recherche ;

3. celles liées à l’enseignement ;

4. mes responsabilités administratives ;

5. ma liste de publications.

La troisième et dernière partie du mémoire regroupe une sélection de publications qui me semblent
les plus significatives et les plus représentatives de mes travaux de recherche. Le choix a été fait de
manière à couvrir les différents aspects abordés dans la première partie de ce manuscrit.



Partie I
Synthèse des travaux

de recherche
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Chapitre

1
Problématique et

Notations

L A complexité croissante des systèmes et des problèmes qu’engendre le développement des nouvelles
technologies, pose au monde industriel, économique et académique de nouveaux défis en termes

de prise de décision, de planification et d’organisation. Dans ce contexte, le caractère combinatoire et
complexe de nombreux problèmes posés rend les approches issues de l’intelligence artificielle parti-
culièrement prometteuses pour répondre à ces nouveaux challenges. En effet, face à cette complexité
croissante des problèmes, un objectif majeur demeure la mise en œuvre de systèmes simples, génériques
et efficaces.

La logique propositionnelle offre un cadre propice à cette mise en œuvre. En effet, de nombreux
problèmes pratiques peuvent se représenter de manière simple en logique propositionnelle. Il reste que la
déduction en calcul propositionnel n’admet, à l’heure actuelle, aucun algorithme général et efficace dans
tous les cas. En effet, elle repose directement sur le test de cohérence d’une formule propositionnelle1,
c’est-à-dire surSAT (problèmeNP-complet de référence). S’agissant de la résolution de problèmes
NP-complets, le défi pour la communauté scientifique est de repousser aussi loin que possible la taille
des instances qui peuvent être résolues en pratique. Mes travaux quiconcernent principalement l’algo-
rithmique pourSAT et la résolution de problèmes autour de celui-ci, s’inscrivent pleinement dans cet
objectif.

L’objet de ce chapitre n’est pas de réaliser un état de l’art sur ce domaine mais juste de définir
formellement les problèmes adressés dans ce mémoire et d’introduire les notations utilisées dans le reste
du manuscrit. En effet, vu le nombre important de travaux de recherche réalisés depuis de nombreuses
années surSAT, il serait prétentieux de vouloir réaliser un inventaire complet. Ceci dépasserait largement
le cadre de cette synthèse. Nous nous limitons à un exposé des travaux importants et/ou en relation directe

1F � f si et seulement si(F ∧ ¬f) n’est pas satisfiable.
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avec nos travaux de recherche. Pour un état de l’art plus complet surle domaine, le lecteur intéressé
pourra se référer à deux ouvrages récents : un en français [Saï08], l’autre en anglais [BHvMW09].

1.1 SAT

Une variable propositionnelleou booléenneest une variable qui prend des valeurs de vérité. En
logique classique, ces valeurs de vérité sont réduites à deux valeurs qui peuvent être représentées par
{faux, vrai}, {0, 1} ou encore{⊥,⊤}. On désigne parlittéral une variable propositionnelle ou sa néga-
tion. Pour une variablex, x représente le littéralpositif et ¬x le littéral négatif. Pour un littéralℓ, son
littéral complémentaire ou opposé est notéℓ.

Uneclauseest une disjonction finie de littéraux. Nous représentons indifféremment une clause par la
disjonction de ses littéraux(ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ ... ∨ ℓn) ou par l’ensemble de ses littéraux{ℓ1, ℓ2, ..., ℓn}.

Une formule propositionnelle mise sousforme normale conjonctive(CNF) est une conjonction finie
de clauses. Comme pour les clauses, uneCNF peut se noter soit par la conjonction de ses clauses(α1 ∧
α2 ∧ ... ∧ αn), soit par l’ensemble de ses clauses{α1, α2, ..., αn}.

Uneaffectationou interprétationI d’un ensembleX de variables propositionnelles est une fonction
I : X −→ {faux, vrai}. Lorsqu’elle n’est définie que pour un sous-ensemble des variables,elle est
dite partielle ou incomplète. Un littéralℓ (respectivement¬ℓ) de X est vrai dansI si et seulement si
I(ℓ) = vrai (respectivementI(ℓ) = faux). Une interprétation se représente par l’ensemble2 des littéraux
vrais. Une clauseα est satisfaite par une interprétationI si et seulement siα ∩ I 6= ∅. Une CNF Σ
est satisfaite par une interprétationI si et seulement siI satisfait toutes les clauses deΣ (c’est-à-dire
∀α ∈ Σ, α ∩ I 6= ∅). La CNF est dite alorssatisfiable3 et I est appelée une solution ou unmodèledeΣ.

SAT (forme abrégée du problème de satisfiabilité4 d’une formule propositionnelle mise sous normale
conjonctive) est un problème de décision qui consiste à déterminer si uneCNF admet ou non au moins
un modèle. Ce problème constitue un problème fondamental à la fois théoriquement et pratiquement.
Théoriquement car il occupe un rôle central en théorie de la complexité où ilreprésente le problèmeNP-
complet de référence [Coo71]. Pratiquement, car de nombreux problèmes en informatique s’y ramènent
ou le contiennent naturellement (démonstration automatique, base de données déductives, VLSI, etc.).

Exemple 1. Soit uneCNF Σ = (b∨ c)∧ (a∨ b∨¬c)∧ (a∨¬b)∧ (¬c∨¬a). Σ est satisfiable et admet
M = {a, b,¬c} comme modèle.

SoitΣ′ = Σ ∧ (¬a ∨ ¬b ∨ c). Σ′ n’admet aucun modèle, on dit alors queΣ′ est non satisfiable5.

1.2 Définitions de base et notations

Quelques définitions fondamentales et notations utilisées dans le reste du document sont introduites
dans cette partie. Pour plus de clarté, nous avons préféré les regrouper dans cette section. Les notations
spécifiques sont introduites au moment de leur utilisation.

2 Afin de lever les ambiguïtés que pourrait causer l’utilisation des différentes notations ensemblistes, nous utilisons des
lettres latines minuscules pour désigner des variables ou des littéraux, deslettres latines majuscules pour les interprétations, des
lettres grecques minuscules pour les clauses et des lettres grecques majuscules pour lesCNFs.

3Le terme «satisfiable» est un anglicisme couramment utilisé dans la littérature traitant deSAT. Néanmoins, on trouve
dorénavant sa définition sur certains dictionnaires en ligne (www.mediadico.com) : « satisfiable: (adjectif) terme qualifiant
une fonction propositionnelle vraie dans certains cas déterminés ».

4Nouvel anglicisme, pour lequel une définition peut être trouvée sur le même site, mais également sur le site
www.larousse.fr : « satisfiabilité: (nom féminin) caractère d’une proposition satisfiable ».

5L’anglicisme «unsatisfiable» est parfois employé dans la littérature pour qualifier une instance non satisfiable. On trouve
même également sa version francisée avec l’orthographe «insatisfiable». N’ayant pas trouvé de définitions pour ces termes
dans les différents dictionnaires testés, nous évitons leur emploi dans cedocument.

www.mediadico.com
http://www.mediadico.com/dictionnaire/definition/satisfiable/1
www.larousse.fr
http://www.larousse.fr/dictionnaires/francais/satisfiabilit�
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ALGORITHME 1.1 : UnitPropagation()
input : Σ uneCNF
output : Σ∗ la formuleΣ close par propagation unitaire
begin1

while ((∃{ℓ} ∈ Σ) and (⊥ 6∈ Σ)) do2

Σ←− Σ|ℓ ;3

/ * Supprime de Σ toutes les clauses contenant ℓ * /

/ * et toutes les occurrences ℓ dans les clauses restantes * /

end4

return Σ;5

end6

1.2.1 Clauses : propriétés

Une clauseα est diteunitairesi elle est réduite à un seul littéral, c’est-à-dire|α| = 16. L’unique
littéral composant une clause unitaire est qualifié delittéral unitaire. De la même manière, uneclause
binaireest de taille deux, c’est-à-dire|α| = 2 et plus généralement une clause de taillen est qualifiée de
clausen-aire. La clause videne peut être satisfaite, elle est notée⊥ et elle s’assimile à la valeur de vérité
faux.

Une clauseα est diteunisatisfaitepour une interprétationI si et seulement si|I ∩ α| = 1.
Une clause est dite deHorn (respectivementreverse-Horn) si et seulement si elle possède au plus

un littéral positif (respectivement négatif). Une clause est ditepositive(respectivementnégative), si et
seulement si tous ses littéraux sont positifs (respectivement négatifs).

Une clauseα subsumeune clauseβ si et seulement siα ⊆ β.
Deux clausesα et β serésolventsi et seulement si il existe un littéralℓ tel queℓ ∈ α et ℓ ∈ β. La

clause(α \ {ℓ}) ∪ (β \ {ℓ}) est appeléerésolvanteenℓ deα etβ, nous la notons
⊎

ℓ[α, β].
Une clauseα est ditetautologique, c’est-à-dire universellement satisfaite, si et seulement si il existe

une variablex telle quex ∈ α et¬x ∈ α.

1.2.2 Simplification d’uneCNF

Pour uneCNF Σ, VΣ désigne l’ensemble des variables propositionnelles deΣ. L’ensemble des litté-
raux apparaissant dansΣ est notéLΣ (|LΣ| ≤ 2× |VΣ|).

SoientΣ une CNF etℓ un littéral deLΣ, nous notonsΣ|ℓ l’ensemble de clausesΣ simplifié par l’af-
fectation du littéralℓ àvrai, Σ|ℓ = {α \ {ℓ}|α ∈ Σ et ℓ 6∈ α}. Par extension, nous notonsΣ|{ℓ1,ℓ2,...ℓn} =
(...((Σ|ℓ1)|ℓ2)...|ℓn

) la CNF Σ simplifiée par l’ensemble de littéraux{ℓ1, ℓ2, ..., ℓn}.
Soit ℓ un littéral unitaire deΣ, c’est-à-dire{ℓ} ∈ Σ. Σ est satisfiable si et seulement siΣ|ℓ est

satisfiable. Cette propriété permet de simplifier laCNF dès lors qu’elle possède une clause unitaire.
Cette simplification est appeléepropagation unitaire. Nous notonsΣ∗ la CNF close par propagation
unitaire.

Un littéralℓ est ditmonotoneoupurpour uneCNF Σ si et seulement siℓ ∈ LΣ etℓ 6∈ LΣ. Autrement
dit, le littéral ℓ apparaît uniquement positivement (ou négativement) dans les clauses deΣ. À l’instar
des littéraux unitaires, siℓ est pur pourΣ, alorsΣ est satisfiable si et seulement siΣ|ℓ est satisfiable.

6La taille d’une clause correspond à la taille de l’ensemble des littéraux de la clause, c’est-à-dire au nombre de littéraux de
la clause. De la même manière, la taille d’uneCNF Σ, notée|Σ|, représente la taille de l’ensemble des clauses deΣ, c’est-à-dire
le nombre de clauses deΣ.
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ALGORITHME 1.2 : PurePropagation()
input : Σ uneCNF
output : Σ� la formuleΣ close par propagation des littéraux purs
begin1

while (∃ℓ ∈ LΣ t.q. ℓ 6∈ LΣ) do2

Σ←− Σ|ℓ ;3

/ * Supprime de Σ toutes les clauses contenant ℓ * /

end4

return Σ;5

end6

Cette simplification est nomméepropagation des littéraux purs. Nous notonsΣ� la CNF Σ close par
propagation des littéraux purs etΣ� celle close à la fois par la propagation des littéraux unitaires et purs.

Les algorithmes1.1et1.2décrivent respectivement l’algorithme de propagation unitaire et propaga-
tion des littéraux purs.

1.2.3 Conséquence logique et restriction

La conséquence logique (�) et SAT sont naturellement liés. En effet une formuleΦ est une consé-
quence logique deΣ (notéΣ � Φ) si et seulement si tout modèle deΣ est un modèleΦ. Autrement dit,
pour vérifier queΦ est une conséquence logique deΣ, il suffit de s’assurer que la formule(Σ ∧ ¬Φ)
n’admet pas de modèle. Dans le cas, oùΣ et Φ sont desCNF, cela revient à résoudre|Φ| instances de
SAT : Σ � Φ ⇐⇒ (∀α = (ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ ...∨ ℓn) ∈ Φ, (Σ∧ (l1)∧ (l2)∧ ...∧ (ln)) n’admet pas de modèle).
Lorsqu’une formuleΣ n’admet pas de modèle nous notonsΣ � ⊥.

La conséquence logique restreinte à la propagation unitaire, notée�∗, limite le processus de dé-
duction à la propagation unitaire. Formellement, pour deux CNFΣ et Φ, Σ �∗ Φ ⇐⇒ (∀α =
(ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ ... ∨ ℓn) ∈ Φ, (Σ|∗

{l1,l2,...,ln}
contient la clause vide). La propagation unitaire d’une formule

Σ nécessite un algorithme linéaire en temps (O(|Σ|)), par conséquentΣ �∗ Φ peut être calculée en un
temps polynomial (O(|Φ| × (|Σ|+ ǫ) où ǫ est la taille de la plus longue clause deΦ).

1.3 Quelques problèmes gravitant autour deSAT

L’objectif de cette partie du chapitre n’est pas de lister exhaustivement lesproblèmes liés directement
à la résolution deSAT, la liste serait bien trop longue, mais de présenter des problèmes sur lesquels nous
avons travaillé et qui sont donc évoqués dans les prochains chapitres.

1.3.1 MAXSAT et #SAT

De nombreux problèmes dérivent directement deSAT, les plus célèbres sont certainement les pro-
blèmesMAXSAT et#SAT qui sont respectivement les problèmes d’optimisation et de comptage associés
à SAT. Formellement,MAXSAT est le problème de décision consistant à déterminer, pour uneCNF Σ
et un entier naturelk donnés, s’il existe une interprétation qui satisfait au moinsk clauses deΣ. En
pratique, le problèmeMAXSAT consiste à déterminer le plus grandk, c’est-à-dire trouver l’interpréta-
tion satisfaisant le plus de clauses.#SAT quant à lui est un problème de dénombrement qui consiste à
déterminer le nombre de modèles d’uneCNF.
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1.3.2 MUS et MSS

Lorsqu’uneCNF n’admet pas de modèle, la non-satisfiabilité de laCNF peut être due à un sous-
ensemble de clauses. La recherche d’unMUS (« Minimally Unsatisfiable Subformula») fournit une
explication minimale (en terme du nombre de clauses nécessaires) de la non-satisfiabilité de la formule.
Formellement, unMUS Γ d’une CNFΣ est un ensemble de clauses tel que :

– Γ ⊆ Σ ;
– Γ n’admet pas de modèle ;
– ∀α ∈ Γ, Γ \ {α} est satisfiable.

Exemple 2.SoitΣ = (a)∧(¬c)∧(¬b∨¬a)∧(b)∧(¬b∨c). Σ possède deuxMUS : Γ1 = {a, b,¬b∨¬a}
etΓ2 = {¬c, b,¬b ∨ c}

Une CNF peut posséder un nombre exponentiel deMUS. En effet, uneCNF de n clauses peut

contenir jusqu’àC
n
2
n MUS dans le pire cas. Vérifier si un ensemble de clauses est unMUS ou non

appartient à la classe de complexitéDP-complet7 [PW88] et vérifier si un ensemble de clauses fait partie
de l’ensemble desMUS d’une CNF appartient à la classe de complexité

∑p
2-difficile8 [EG92].

Le concept dual auxMUS est la notion deMSS (« Maximal Satisfiable Subformula») d’uneCNF.
Formellement, unMSS Ω d’uneCNF Σ est un ensemble de clauses tel que :

– Ω ⊆ Σ ;
– Ω est satisfiable ;
– ∀α ∈ Σ \ Ω, Ω ∪ {α} n’admet pas de modèle.

Les ensembles complets deMUS et MSS d’une CNF se déduisent naturellement l’un de l’autre. En
effet, le calcul des ensembles intersectants minimaux9 de l’ensemble desMUS fournit l’ensemble des
CoMSS de laCNF. Un CoMSS représente l’ensemble complémentaire de clauses d’unMSS dans la
CNF.

Exemple 3. Si l’on considère l’ensemble de clausesΣ défini dans l’exemple2, il admet cinqMSS :
{¬b ∨ ¬a, b,¬b ∨ c}, {¬c,¬b ∨ ¬a, b}, {a,¬c,¬b ∨ ¬a,¬b ∨ c}, {a, b,¬b ∨ c} et{a,¬c, b}.
Et donc cinqCoMSS : {a,¬c}, {a,¬b ∨ c}, {b}, {¬b ∨ ¬a,¬c} et{¬b ∨ ¬a,¬b ∨ c}.

Les problèmesMAXSAT et de recherche deMUS ou deMSS d’une instance deSAT sont évidem-
ment corrélés puisque la valeur cherchée pourMAXSAT correspond à la taille du plus grandMSS de
l’instance.

1.3.3 QBF

Le problèmeQBF (« Quantified Boolean Formula») est une généralisation deSAT dans laquelle un
quantificateur(existentiel (∃) ou universel (∀)) peut être appliqué à chaque variable de la formule. Nous
parlons de généralisation car une instance deSAT peut être vue comme une instance deQBF où toutes
les variables sont quantifiées de manière existentielle.

Une formuleQBF est dite sousforme normale prénexesi et seulement si elle est de la forme
Q1x1,Q2x2, ...,QnxnΨ avecQi ∈ {∀,∃} etΨ uneCNF. Ψ est appelée lamatriceetQ1x1,Q2x2, ...Qnxn

le préfixe. La formule suivante est une formuleQBF sous forme normale prénexe :∀x∃y∃z(x∨¬y)∧(z).

7Un problèmeP appartient à la classe de complexitéDP s’il peut être écritP = P1 ∩ P2 avecP1 ∈ NP etP2 ∈ CoNP.
8Ensemble des problèmes appartenant à NP à condition de disposer d’unoracle lui-même NP.
9Soit S un ensemble d’ensembles,S∩ est un ensemble intersectant, «hitting set» en anglais, deS si et seulement si il

contient au moins un élément de chacun des ensembles deS : ∀s ∈ S, s ∩ S∩ 6= ∅. Il est minimal si et seulement si il n’existe
pas d’ensemble intersectantS ′

∩ deS tel queS ′

∩ ⊂ S∩. Ce problème est équivalent au calcul des transversaux minimaux pour
un hypergraphe. Il a été largement étudié ainsi que ses applications à lalogique et à l’intelligence artificielle [EG02].
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Toute formuleQBF peut se ramener à une forme normale prénexe, nous nous limitons donc à cette repré-
sentation. Il est d’usage de regrouper dans des ensembles les variables contiguës de même quantificateur.
La QBF s’écrit alors :Q1X1,Q2X2, ...QkXkΨ avec∀i 6= j ∈ [1..k], Xi ⊆ VΨ, Xi ∩ Xj = ∅ et⋃

i∈[1..k]

Xi = VΨ.

Le problèmeQBF est un problème de décision qui consiste à déterminer si une telle formuleQBF
sous forme normale prénexe est valide. La validité d’uneQBF Q1x1,Q2x2, ...,QnxnΨ se définit récur-
sivement de la manière suivante :

– si le préfixe est vide alors laQBF est valide si et seulement si la matrice est satisfiable ;
– sinon :

– siQ1 = ∀ alors laQBF est valide si et seulement si les deuxQBF Q2x2, ...,QnxnΨ|x1
et

Q2x2, ...,QnxnΨ|¬x1
sont valides ;

– si Q1 = ∃ alors la QBF est valide si et seulement si au moins l’une des deuxQBF
Q2x2, ...,QnxnΨ|x1

ouQ2x2, ...,QnxnΨ|¬x1
est valide.

Exemple 4. La formuleQBF ∀x∃y∃z(x∨¬y)∧ (z) est valide, alors que∃x∃y∀z(x∨¬y)∧ (z) ne l’est
pas.

À l’instar deSAT qui représente le problème de référence pour la classe de complexitéNP-complet,
le problèmeQBF est le problème canonique pour la classePSPACE-complet10. Cela sous-entend que
ni la validité d’uneQBF, ni même l’exactitude d’une solution donnée ne peuvent être vérifiées en temps
polynomial via un algorithme déterministe. D’ailleurs, représenter de manière succincte les solutions
d’une instanceQBF demeure un problème pour lequel nous n’avons pas de solution satisfaisante.

1.3.4 CSP

SAT s’inscrit dans le cadre plus général des problèmes de satisfaction de contraintes. Un problème de
satisfaction de contraintes (CSP, « Constraint Satisfaction Problem») est un couple
P = 〈V, C〉 où :

1. V est un ensemble fini den variables {v1, . . . , vn} tel que chaque variablevi ∈ V possède un
domainenotédom(vi), qui contient l’ensemble des valeurs possibles devi ;

2. C est un ensemble fini dem contraintes{ c1, . . . , cm} tel que chaque contraintecj ∈ C porte sur
un sous-ensemble de variables deV que l’on notescp(cj).

Une contraintecj se définit soit à l’aide d’unerelation de compatibilité, notéeR(cj), qui contient l’en-
semble destuples de valeurs autorisées, soit à l’aide de la relation duale que nous notonsR(cj) et qui
contient l’ensemble destuples de valeurs interdites.

Exemple 5. Soit la contrainte mathématiquex < y − 1 avecdom(x) = {0, 1}, dom(y) = {1, 2, 3} :
scp(x < y − 1) = {x, y}, R(x < y − 1) = {(x = 0, y = 2), (x = 0, y = 3), (x = 1, y = 3)} et de
manière dualeR(x < y − 1) = {(x = 0, y = 1), (x = 1, y = 1), (x = 1, y = 2)}.

Dans le cas particulier deSAT, V est égal à l’ensemble des variables propositionnelles de laCNF, les
variables possèdent toutes le même domaine: {faux, vrai}, C correspond à l’ensemble des clauses de la
CNF, la portée de la contraintec est égale à l’ensemble des variables de la clausec, sa relation d’incom-
patibilité ne contient qu’un seul tuple de valeursR(c) = {(∀x ∈ scp(c), x = faux si x est positif, vrai
sinon)}.

10PSPACE représente l’ensemble des problèmes qui peuvent être résolus sur une machine de TURING en utilisant un espace
polynomial en fonction de la taille de l’entrée.
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FIGURE 1.1 : Représentations graphiques d’unCSP binaire
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Résoudre unCSP P = 〈V, C〉 consiste à vérifier siP admet au moins une solution, c’est-à-dire une
affectation de valeur pour chaque variable deV telle que chaque contrainte deC est satisfaite. SiP
admet au moins une solution, alors il est dit satisfiable.

Tout CSP peut s’écrire sous la forme d’un CSPbinaire, c’est-à-dire un CSP où chaque contrainte ne
porte que sur deux variables. Un CSP binaire est souvent représentépar sonréseau de contraintes. Ce
réseau de contraintes est un graphe non orienté où les nœuds sont les variables et où il existe une arête
entre deux variables si et seulement si elles appartiennent à la portée d’une même contrainte. Les arêtes
sont étiquetés par les contraintes. Mais il peut être également utile de représenter unCSP par songraphe
de micro-structure, qui est un graphen-parti (pour unCSP à n variables) regroupant au sein de chaque
« partie » les valeurs du domaine de chaque variable et reliant par une arête chaque couple interdit (ou
autorisé) de valeurs par les contraintes du problème. Dans les graphes de micro-structure présentés dans
ce document, nous choisissons de représenter les tuples interdits duCSP.

Exemple 6. Soit V = {i, j, k, l, m} où chaque variable possède le même domaine{1, 2, 3}. Soit C
l’ensemble des sept contraintes mathématiques suivantes :C = {(i < j), (j < k), (k < i), (k 6= l), (j ≥
l), (m 6= l + 1), (m + i < 5)}. Les représentations graphiques duCSP P = 〈V, C〉 sont illustrées dans
la figure1.1.

Lorsqu’unCSP n’admet pas de solution, il possède au moins unMUC « Minimally Unsatisfiable
Core ». Un MUC est un sous-ensemble de contraintes d’unCSP non satisfiable et tel que tous ses
sous-ensembles propres soient satisfiables. C’est la transposition desMUS du cadreSAT aux problèmes
CSP. Formellement, soientP = 〈V, C〉 etP ′ = 〈V ′ ⊆ V, C′ ⊆ C〉 deuxCSP. P ′ est unMUC deP si et
seulement si :

– P ′ n’admet pas de solution ;
– pour toutCSP P ′′ = 〈V ′′ ⊆ V ′, C′′ ⊂ C′〉, P ′′ est satisfiable.



12 Chapitre 1. Problématique et notations

Exemple 7. Dans l’exemple précédent,P n’admet pas de solution et il contient unMUC P ′ = 〈{i, j, k},
{(i < j), (j < k), (k < i)}〉.

Tout comme dans le cadre deSAT, extraire unMUC d’un CSP est un problèmeNP-difficile.
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Chapitre

2

SAT

SAT a fait l’objet de nombreuses recherches durant ces vingt dernières années, trop nombreuses pour
avoir la prétention d’en faire l’inventaire complet au travers de ce mémoire. Aussi, en plus de la

présentation de nos travaux, nous présentons uniquement quelques résultats importants qui ont influencé
la communauté et en particulier nos recherches ces dernières années.

Nos travaux ont essentiellement porté sur la proposition de nouveaux modèles et/ou algorithmes pour
SAT dans le but d’étendre la classe des problèmes traitables en pratique. Depuis la thèse de doctorat,
nous pouvons distinguer trois grandes orientations dans nos travaux concernant la résolution pratique de
d’instances deSAT :

1. la mise au point d’un algorithme hybride, c’est-à-dire combinant recherche locale et algorithme
complet énumératif ;

2. la détection et l’exploitation de propriétés structurelles ;

3. la proposition de nouvelles techniques de simplification.

C’est donc naturellement que ce chapitre se structure en trois parties principales, chacune traitant un
aspect énoncé ci-dessus.

2.1 Hybridation de solveurs

De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudreSAT. Les principes à la base de ces mé-
thodes sont également variés : résolution [Rob65, KK71, Lov78], réécriture [Boo54, Sha40], énuméra-
tion [DLL62, JW90, MSS96, MMZ+01], comptage du nombre de solutions [Iwa89], recherche locale
[SLM92], programmation linéaire en nombre entiers [BJL86, Hoo88, BP92, BP93], diagrammes binaires
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de décision [Ake78, Bry92, US94], algorithmes génétiques et évolutionnistes [Hao95, GMR02, LSH06],
etc.

En pratique afin de déterminer si uneCNF admet ou non un modèle, deux de ces principes sont
plus usités que les autres car ils s’avèrent plus efficaces sur un grandnombre d’instances. Ces deux
grandes familles d’algorithmes sont : les algorithmes énumératifs reposant leplus souvent sur la célèbre
procédure de Martin DAVIS, Hilary PUTNAM , George LOGEMANN et Donald LOVELAND [DLL62],
abrégée enDPLL et les algorithmes de recherche locale. Ces deux types de méthodes s’opposent sur
bien des points : l’une estcomplète11 l’autre non ; l’une est capable de résoudre des instances satisfiables
aléatoires de grande taille alors que l’autre peine à résoudre des instances de500 variables de ce type ;
l’une se base sur une exploration systématique de l’espace de recherche, l’autre sur une exploration
stochastique ; etc. L’idée de combiner ces approches semble donc naturelle afin d’exploiter les forces de
l’une pour atténuer les faiblesses de l’autre, le but étant d’obtenir un algorithme au moins aussi efficace
que les deux approches prises séparément. La réalisation d’un tel algorithme est un des dix challenges
proposés à la communauté par Bart SELMAN et al.en 1997 [SKM97] :

« CHALLENGE 7 : Demonstrate the succesful combination of stochastic search and systematic
search techniques, by the creation of a new algorithm that outperforms thebest previous examples of
both approaches.»

En 2003, Henri KAUTZ et Bart SELMAN dressaient un bilan des avancées réalisées sur ces dix chal-
lenges [KS03] et constataient que ce challenge restait ouvert.

Nous avons proposé différents modèles d’hybridation et développé plusieurs algorithmes suivant ces
modèles. Nous les détaillons ci-après (voir §2.1.3). Auparavant nous faisons un rapide tour d’horizon
des méthodes utilisées pour l’hybridation, à savoirDPLL ainsi que ses variantes modernes de typeCDCL
et les méthodes de recherche locale.

2.1.1 L’algorithme DPLL de 1962 à nos jours

L’histoire de l’algorithmeDPLL [DLL62] ne commence pas en 1962 mais en 1960. En effet, cet
algorithme copie une partie du modèle algorithmique proposé dans l’algorithme derésolution dirigéepar
Martin DAVIS et Hilary PUTNAM [DP60], communément appeléDP. DPLL emprunte àDP :

– ses critères d’arrêt :
– l’absence de clause indiquant que l’instance est satisfiable ;
– l’apparition de la clause vide signifiant que l’instance n’admet pas de modèle;

– ses simplifications par les littéraux unitaires et purs ;
– le fait de réduire d’une variable laCNF à chaque étape, permettant ainsi de réduire la complexité

du problème à traiter petit à petit.
Ces emprunts expliquent certainement pourquoi les algorithmesDP etDPLL ont souvent été confondus
dans la littérature et également pourquoi le nom de Hilary PUTNAM est également associé àDPLL alors
qu’il ne figure pas dans la liste des auteurs de l’article introduisantDPLL [DLL62].

La différence entre les deux algorithmes se situe dans la manière d’éliminer les variables. Dans
DP, une variable est supprimée en générant toutes les résolvantes qu’il est possible de construire en
sélectionnant cette variable comme pivot de la résolvante. Ceci permet de supprimer toutes les clauses
contenant un littéral issu de cette variable. L’inconvénient majeur de l’algorithmeDP est sa complexité
spatiale exponentielle due à cette génération de résolvantes. Pour y remédier, la procédureDPLL se

11Une méthode est dite complète pourSAT si et seulement si elle est capable de décider en un temps fini de la satisfiabilité
de l’instance, que celle-ci soit satisfiable ou non. Ces algorithmes sont exponentiels dans le pire cas. À l’inverse, les méthodes
incomplètes sont, le plus souvent, incapables de prouver qu’une instance n’admet pas de modèle mais peuvent uniquement
prouver qu’une instance est satisfiable. Ces algorithmes s’exécutentle plus souvent en temps polynomial par rapport à la taille
de laCNF.
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ALGORITHME 2.1 : DPLL
input : Σ uneCNF
output : vrai si Σ est satisfiable,faux sinon
begin1

Σ∗←− UnitPropagation(Σ);2

if (⊥ ∈ Σ∗) then return faux;3

Σ�←− PurePropagation(Σ∗);4

if (Σ� = ∅) then return vrai;5

v←− DecisionHeuristic(Σ�);6

if (DPLL(Σ�|v)) then return vrai;7

else returnDPLL(Σ�|¬v);8

end9

fonde sur le principe deséparation. L’idée est qu’une formuleΣ est satisfiable si et seulement siΣ|v est
satisfiable ouΣ|¬v est satisfiable,∀v ∈ VΣ. Il s’agit donc d’un algorithme de recherche en profondeur
d’abord dans un arbre binaire où chaque nœud correspond à une sous-formule. Les feuilles correspondent
aux critères d’arrêt de l’algorithmeDP, à savoir une formule vide indiquant que toutes les clauses sont
satisfaites, ou une formule contenant la clause vide indiquant une contradiction et l’absence de modèle
dans cette branche de l’arbre. Si l’algorithme termine en ayant décrit un arbre possédant uniquement
des feuilles contenant la clause vide, alors laCNF n’admet pas de modèle. L’intérêt de cette méthode
réside principalement dans sa complexité spatiale qui n’est pas exponentielle, comme dans la procédure
DP, mais polynomiale. Encore aujourd’hui, de nombreux solveurs (satz[LA97], kcnfs[DD04], eqsatz
[Li00], grasp[MSS96], chaff[MMZ+01], minisat[ES04], etc.) utilisent ce modèle algorithmique.

Les algorithmesDP et DPLL partagent également le fait de simplifier la formule par les littéraux
unitaires et purs à chaque étape. Si la simplification par les littéraux unitaires est toujours réalisée car
elle permet des coupes substantielles dans l’arbre de recherche, celle des littéraux purs est moins utilisée
dans les solveurs modernes qui utilisent des structures de données (voir § Les structures de données
paresseuses) ne leur permettant pas de détecter aisément qu’un littéral est pur.

Un point crucial quant à l’efficacité de la procédureDPLL est le choix de la variable pour la règle
de séparation. Ce choix est fait via une heuristique. Cetteheuristique de branchementa fait l’objet de
nombreuses études ([Gol79], [JW90], [Fre95], [DABC96], [LA97], [GN02], [DD04], etc.). La variable
ainsi choisie est appeléevariable (ou littéral) de décision.

La procédureDPLL est décrite dans l’algorithme2.1. Les algorithmes de propagation unitaire et de
littéraux purs sont décrits dans les algorithmes1.1et1.2pages7et8. La procédureDecisionHeuris-
tic diffère suivant les implantations deDPLL. Cette fonction est discutée dans la prochaine section.

Heuristiques de branchement

Le choix de la prochaine variable à affecter constitue un facteur déterminant pour l’efficacité de
la procédureDPLL. Un arbre de recherche peut être exponentiellement plus « grand » (ennombre de
nœuds) en fonction de l’ordre des variables affectées. Cependant, sélectionner la variable optimale à
brancher à un certain niveau de l’arbre est un problèmeNP-difficile [Lib06].

Les heuristiques de branchement cherchent à estimer la variable optimale à affecter. Elles ont fait
l’objet de nombreux travaux ces dernières années ([Gol79], [JW90], [Fre95], [DABC96], [LA97], [DD01],
[GN02], etc.). Il demeure que toutes ces heuristiques admettent un objectif commun :déterminer la va-
riable qui, par son affectation, va engendrer le plus grand nombre de propagations (unitaires) et fournir
ainsi la sous-formule la plus simple à résoudre. Nous illustrons nos proposavec quatre heuristiques qui
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sont ou ont été à l’origine de nombreuses autres et demeurent parmi les plus utilisées.

La première est l’heuristique nomméeMOMS pour «Maximum Occurrences in clauses of Minimum
Size» [Gol79]. Comme son nom l’indique, l’idée est simplement de choisir la variable qui apparaît le plus
souvent dans les clauses les plus courtes. En effet, leur affectation varaccourcir un maximum de clauses
et on peut espérer ainsi favoriser l’application de la règle de propagation unitaire. Cette heuristique a été
améliorée à plusieurs reprises, essayant par exemple d’équilibrer les arbres produits par les affectations
[JW90, DABC96, DB96].

Le principal inconvénient deMOMS est que l’approximation ne porte que sur les clauses unitaires
engendrées directement lors de l’affectation, celles produites par cascade des propagations ne sont pas
prises en compte. Pour pallier cet inconvénient, il a été proposé d’utiliser directement la propagation
unitaire comme unité de mesure [Fre95]. Un sous-ensemble de variables{v1, v2, ..., vn} est choisi. Pour
chacune de ces variables,Σ|∗vi

etΣ|∗¬vi
sont calculés, la variable choisie est celle pour laquelle|VΣ|∗vi

|+

|VΣ|∗¬vi
| est minimal. Cette heuristique est appeléeUP pour «Unit Propagation» dans la littérature. Le

choix du sous-ensemble de variables à tester peut être fait suivant l’heuristiqueMOMS mais d’autres
critères de sélection se sont avérés plus efficaces [LA97].

Une troisième heuristique se base sur la notion debackbone[DD01]. Un littéral appartient au back-
bone d’une formule si et seulement si il appartient à tous les modèles de la formule. Cette heuristique
tente de choisir une variable du backbone du sous-ensemble de clauses courant. Elle a un très bon com-
portement sur les instances du modèle de génération standardkSAT aléatoire12.

La dernière heuristique que nous évoquons est actuellement la plus utiliséedans les implantations
modernes deDPLL. Cette heuristique estime l’implication de chacune des variables dans les conflits
rencontrés, c’est-à-dire les branches contenant la clause vide. Cetteheuristique connue sous le nom
de VSIDS (« Variable State Independent Decaying Sum») [MMZ+01] associe un compteur à chaque
variable. Ce compteur est appeléactivitéde la variable. Lorsqu’un conflit survient, une analyse de conflits
(voir § Apprentissage et backjumping) permet de déterminer la raison du conflit et les variables en cause
dans ce conflit. Ces variables voient alors leur activité augmenter. L’heuristique consiste à choisir la
variable ayant la plus grande activité. Cette heuristique est particulièrement adaptée aux implantations
utilisant des structures de données dites paresseuses (voir §Les structures de données paresseuses) pour
lesquelles les heuristiques de typeMOMS sont impossible à utiliser. À notre connaissance, tous les
solveurs modernes de typeCDCL (« Conflict Driven Clause Learning») utilisent cette heuristique ou
une variante. Le problème de cette heuristique est que les choix faits en haut de l’arbre, c’est-à-dire
lorsqu’aucun conflit n’a été rencontré, sont complètement aléatoires. Or ces choix sont certainement les
plus importants et influent considérablement sur la taille de l’arbre de recherche. C’est en partie pour
ces raisons que les solveurs actuels utilisent une politique deredémarrageque nous présentons dans
le prochain paragraphe. Pour être complet surVSIDS, il faut signaler que les activités des variables
sont divisées périodiquement par une constante afin « d’oublier » des zones de conflits rencontrés dans
d’autres parties de l’arbre de recherche. Enfin, il est à noter que cette notion d’activité de variables est
antérieure àVSIDS [BSG98, BGS99].

12Ce modèle de génération a été longuement étudié [CS88] et exhibe un phénomène de seuil en dessous duquel toutes les
instances générées sont satisfiables et au dessus duquel toutes les instances générées n’admettent plus de modèle. Les instances
générées au seuil sont particulièrement difficiles à résoudre. Ce seuil est estimé en pratique à4,25 pour les instances3SAT
aléatoires. Une instancekSAT est une instance pour laquelle toutes les clauses sont de taillek. La valeur théorique du seuil fait
également l’objet de nombreux travaux [DBM00].
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Les redémarrages

Lesredémarrages(« restarts») ont été introduits dans [GSK98] avec l’idée que si la recherche échoue
depuis un certain nombre de temps, que l’on évalue en nombre de retours-arrière13 (« backtracks»),
alors il est peu probable que la recherche aboutisse en un temps raisonnable et ceci certainement car
des mauvais choix ont été réalisés au début de la recherche. Afin de remettre en question ces choix plus
rapidement, l’algorithme est relancé avec la formule initiale tout en conservant certaines valeurs (les
scores pourVSIDS par exemple) ou les clauses apprises (voir §Apprentissage et backjumping) afin
d’effectuer des choix plus judicieux au début de l’arbre.

L’introduction de ces redémarrages peut conduire à perdre la complétude de la méthode. Aussi le
nombre de backtracks autorisés augmente d’un redémarrage à l’autre, permettant ainsi de définir diffé-
rentes politiques de redémarrage. Ces politiques reposent sur différentes séries mathématiques, la plus
fréquemment utilisée est certainement la série dite de LUBY [LSZ93] qui est de la forme :1, 1, 2, 1, 1,
2, 4, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 4, 8, ...14. Différentes stratégies de redémarrage ont été étudiées dans [Hua07].

Apprentissage et backjumping

Un conflit dans l’algorithmeDPLL est la présence de deux littéraux unitaires opposés qui vont
conduire inéluctablement à la clause vide par propagation de l’un de ces deux littéraux. Les implan-
tations modernes analysent les raisons de ce conflit afin de déduire une clause diteassertivequi est
ajoutée à l’ensemble de clauses et qui peut conduire à un retour-arrière non chronologique que l’on ap-
pellebackjumping. On dit alors que la recherche est guidée par les conflits et par les clauses apprises et
on donne alors le nom deCDCL (« Conflict Driven Clause Learning») à l’algorithme.

La clause assertive est obtenue en remontant legraphe d’implicationsà partir des deux littéraux
unitaires opposés. Ce graphe acyclique est une représentation des clauses à l’origine des propagations
unitaires. Les nœuds de ce graphe sont des littéraux et il existe une arêteentreℓ et les littérauxx1, x2,
...,xn si et seulement si il existe une clause(ℓ∨ x1 ∨ x2 ∨ ...∨ xn) où lesxi sont affectés à unniveau de
décision15 inférieur ou égal à celui deℓ. Partant des deux littéraux opposés dans le graphe d’implication,
on calcule initialement la résolvante entre les clauses ayant forcé la propagation de ces littéraux opposés.
Puis à partir de cette première résolvante, appeléeclause conflit, une nouvelle résolvante est calculée
en utilisant comme pivot un littéral pour lequel la raison de la propagation estdéfinie, c’est-à-dire pour
lequel il existe des prédécesseurs dans le graphe. Les arêtes arrivant sur ce littéral sont toutes étiquetées
par la même clause, la résolvante entre la clause conflit et cette clause est calculée et devient la nouvelle
clause conflit. Le processus s’arrête lorsque la clause conflit ne contient qu’un seul littéral du niveau de
décision courant. La clause conflit est alors appelée clause assertiveet le littéral en question lefirst UIP
(« First Unique Implication Point»).

SoientΣ une CNF et I une interprétation partielle construite surVΣ telle queΣ|I contienne la
clause vide et que(α ∨ ℓ) soit la clause assertive calculée à partir de ce conflit avec le littéralℓ comme
first UIP. Soienti = max(δ(x)|x ∈ α), c’est-à-dire le niveau de décision maximum des littéraux de
la clause assertive différents du firstUIP et I ′ ⊆ I tel que tous les littéraux deI ′ aient un niveau de

13Un retour-arrière ou «backtrack» correspond à l’inversion de la valeur de vérité la variable choisie via l’heuristique de
branchement dansDPLL. Cela correspond à la ligne8 de l’algorithme2.1.

14Formellement,ti le ie élément de la série de LUBY se définit comme suit :

ti =



2k−1 si ∃k ∈ N
∗ tel quei = 2k − 1

ti−2k−1+1 si ∃k ∈ N
∗ tel que2k−1 ≤ i < 2k − 1

15À chaque nœud de l’arbre de recherche les littéraux affectés (le littéral de décision et les littéraux propagés) sont étiquetés
avec le même niveau de décision. Ce niveau est initialisé à0 à la racine de l’arbre, incrémenté à chaque nouveau point de
décision et décrémenté à chaque backtrack. Pour un littéralℓ, on note son niveau de décisionδ(ℓ).
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décision inférieur ou égal ài. Clairement par construction de la clause assertive, nous avonsΣ|′I �∗ {ℓ}.
Ceci permet donc d’effectuer un backjumping jusqu’au niveau de décision i et de considérer la nouvelle
interprétationI ′ ∪ {ℓ}.

Ces mécanismes d’ajout de clauses et de retour-arrière non chronologique ont fait et font encore
l’objet de nombreux travaux ([MSS96], [BJS97], [ZMMM01], [BKS04], [SBK05], etc.).

Un problème majeur de cette technique concerne le nombre de clauses assertives apprises. Dans
l’absolu, l’algorithme est capable d’apprendre une clause pour chaque conflit détecté et le nombre de
conflits peut être exponentiel en fonction du nombre de variables de l’instance. Plusieurs techniques ont
été proposées dans le but de ne conserver qu’un nombre polynomial declauses apprises. On cherche
bien entendu à garder les clauses qui ont les valeurs informatives les plus importantes, c’est-à-dire celles
qui réduiront par la suite le plus possible l’espace de recherche. L’une de ces techniques consiste à ne
conserver que les clauses apprises qui ont une taille inférieure ou égale à une longueur donnée [MSS96].
Cependant, la technique, la plus utilisée dans les solveurs actuels, reposesur l’utilisation d’un compteur
pour chacune des clauses apprises. Celui-ci voit sa valeur augmentéede1 dès que la clause à laquelle
il est associé, produit une propagation unitaire [GN07]. Régulièrement, la base des clauses apprises est
purgée des clauses dont la valeur du compteur est petite.

Dans [BKS04] les auteurs ont prouvé que les approches de typeCDCL, couplées avec un nombre non
limité de redémarrages, peuvent fournir des preuves exponentiellement plus courtes que les approches
n’utilisant pas l’apprentissage.

Les structures de données paresseuses

Dans les solveurs basés surDPLL, plus de80% du temps de calcul est consommé par la propagation
unitaire. Il était donc primordial de disposer d’une structure de données adaptée permettant d’augmenter
de manière substantielle l’efficacité de cette procédure. Lintao ZHANG et al.[ZMMM01, ZM02], partant
du constat qu’il suffit qu’une clause dispose de deux littéraux non affectés pour ne pas être unitaire,
proposent de ne conserver uniquement que deux pointeurs vers deux littéraux de chaque clause. Ces
littéraux sont appeléswatched literals. Lorsque l’un de ces littéraux est affecté àfaux le pointeur est
déplacé vers un autre littéral de la clause qui n’est pasfaux. Lorsqu’il n’est pas possible de trouver deux
watched literalsdans une clause, cela signifie que cette clause est unitaire. L’intérêt de cette structure est
triple :

1. capturer la propagation unitaire ;

2. réduire le nombre de clauses à modifier lors de l’affectation d’une variable16 : si x est mise àvrai
seules les clauses pour lesquelles le littéral¬x est un des deux watched literals sont mises à jour ;

3. accélérer le mécanisme de retour-arrière : aucune mise à jour sur les clauses n’est nécessaire lors
d’un «backtrack» ou «backjump».

Néanmoins, ce type de structure de données réduit considérablement l’ensemble des heuristiques de
branchement qu’il est possible d’utiliser. En effet, toutes les heuristiques, telles que MOMS, qui se basent
sur le nombre exact d’occurrences des littéraux ne peuvent plus être utilisées. De ce fait, l’utilisation des
watched literals va souvent de paire avec l’heuristiqueVSIDS.

CDCL : un DPLL moderne

La communauté de recherche surSAT est partagée quant à la filiation des approchesCDCL etDPLL.
Néanmoins, les deux algorithmes décrivent un arbre binaire de recherche (plusieurs pour unCDCL
utilisant les redémarrages), utilisent tous deux la propagation unitaire pourfixer des littéraux, se fondent

16D’où le nom de structure de données paresseuse.
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ALGORITHME 2.2 : CDCL
input : Σ uneCNF
output : vrai si Σ est satisfiable,faux sinon
begin1

I ←− ∅ ; / * ensemble des littéraux de décision * /2

nb⊥ ←− 0 ; / * nombre de conflits rencontrés * /3

while (true) do4

UnitPropagation (Σ|I ) ;5

if (⊥ ∈ Σ|∗I) then / * un conflit est détecté * /6

if (I = ∅) then return faux ; / * clause vide produite à la racine * /7

nb⊥ ←− nb⊥ + 1 ;8

γ ←− ConflictAnalysis(Σ,I); / * calcul de la clause assertive * /9

Σ ←− Σ ∪ {γ}; / * ajout de la clause assertive * /10

if (RestartPolicy(nb⊥)) then11

bjl ←− 0 ; / * redémarrage : backjump à la racine de l’arbre * /12

else13

/ * niveau de backjump calculé en fonction de γ. |I| égal au * /

bjl ←−max{δ(ℓ)|ℓ ∈ γ et δ(ℓ) 6= |I|}; / * niveau de décision courant * /14

end15

I ←− {ℓ ∈ I|δ(ℓ) 6 bjl}; / * backjump au niveau bjl * /16

else ifΣ|∗I = ∅ then return vrai ; / * modèle trouvé * /17

else18

v ←− DecisionHeuristic(Σ); / * une décision doit être prise * /19

I ←− I ∪ {v} ; / * passage au niveau de décision supérieur * /20

end21

end22

end23

tous deux sur le principe de séparation et réalisent tous deux des retours-arrière (chronologiques pour
l’un, pas forcément pour l’autre). Pour notre part, cela suffit à affirmer que les approches ditesCDCL sont
les dignes héritières de l’antique procédure deDPLL. Les détracteurs de cette affirmation se contenteront
uniquement de comparer les algorithmes2.1et2.2pour n’y trouver aucune ressemblance !

2.1.2 La recherche locale pourSAT

Les techniques à base derecherche localeont été développées initialement afin de résoudre des
problèmes d’optimisation combinatoire. Elles font partie de la famille des métaheuristiques et sont issues
de la recherche opérationnelle. Leur application à la recherche d’un modèle pourSAT s’est faite dans
les années 90 [SLM92, Gu92, Mor93, JSD96]. Ces méthodes sont, le plus souvent, incomplètes dans le
sens où elles sont limitées à la recherche d’un modèle sans garantir son obtention. Elles sont donc, sauf
adaptation particulière, incapables de démontrer qu’une formule n’admet pas de modèle. En effet, elles
s’appuient sur un parcours non systématique et souvent stochastiquede l’espace de recherche.

Le principe de base des méthodes de recherche locale consiste à se déplacer judicieusement dans
l’espace des configurations en améliorant la configuration courante. Dans le cas deSAT, les configu-
rations sont des interprétations complètes de laCNF et l’amélioration se juge en terme de nombre de
clauses falsifiées par les interprétations. Grossièrement, étant donnée une interprétation, un algorithme
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de recherche locale va explorer unvoisinagede cette interprétation afin d’en découvrir une interprétation
satisfaisant plus de clauses que l’interprétation courante. Si une telle interprétation existe, elle est choisie
comme nouvelle interprétation courante. Dans le cas contraire, on se trouvedans une situation qualifiée
deminimum localet unestratégie d’échappementest utilisée pour déterminer la nouvelle interprétation
courante.

Les méthodes de recherche locale diffèrent essentiellement par le voisinage et la stratégie d’échap-
pement qu’elles utilisent. Généralement le voisinage utilisé est réduit aux interprétations qui diffèrent de
l’interprétation courante par un seul littéral, c’est-à-dire les interprétations se trouvant à une distance de
HAMMING de1 de l’interprétation courante. C’est le cas par exemple de l’algorithmeGSAT présenté
dans [SLM92]. L’algorithme WSAT [SKC93, SKC94] réduit encore ce voisinage aux interprétations
distantes de1 pour lesquelles le littéral qui diffère de l’interprétation courante appartient à une clause
donnée. Il existe de nombreuses stratégies d’échappement. Parmi elles,citons :random walk[SKC93],
break-out method[Mor93], novelty[MSK97] et variantes (novelty+[Hoo99], novelty++ [LH05]), survey
propagation[MPZ02, MZ02], rsaps[HTH02], adaptative noise[Hoo02], g2wsat[LH05] et ses variantes
(adaptg2wsat[LWZ07]), etc.

En 1997, en collaboration avec Éric GRÉGOIREet Lakhdar SAÏS nous avons proposé un algorithme
de recherche locale reposant surGSAT et adaptant la méthode tabou [Glo89, Glo90] au cadreSAT
[MSG97c]. Dans cet algorithme, appeléTSAT17 pour «Tabu search forSAT », le tabou, c’est-à-dire
l’interdiction de choisir telle ou telle configuration, ne porte pas sur les interprétations mais sur les va-
riables. Le réglage de la longueur de la liste taboue, c’est-à-dire la duréedurant laquelle une configuration
est interdite, demeure un paramètre fondamental des méthodes taboues. Nous montrons expérimentale-
ment que dans l’algorithmeTSAT, la longueur optimale de cette liste est une fonction linéaire du nombre
de variables pour les instanceskSAT aléatoires au seuil. Une des motivations qui a conduit à l’élaboration
de ce travail est l’élaboration d’une technique atténuant le caractère aléatoire des méthodes de recherche
locale, dans le but de mieux appréhender leur comportement dans les situations d’échec comme de suc-
cès.

La plupart des algorithmes de recherche locale reposent sur le modèle algorithmique deWSAT.
Celui-ci peut-être décrit de la manière suivante, étant donné un nombre maximum de mouvements égal
à#flips×#tries où#flips et#tries représentent respectivement le nombre de modifications auto-
risées depuis une configuration initiale et le nombre de configurations initialestestées :

– choisir (le plus souvent aléatoirement) une interprétation initialeI ;
– choisir (le plus souvent aléatoirement) une clauseα falsifiée parI ;
– choisir la nouvelle interprétationI ′ telle queI \ I ′ = {ℓ} avecl ∈ α ;
– remplacerI parI ′ ;
– répéter les trois derniers points tant queI n’est pas un modèle ou que le nombre de réparations

autorisées n’est pas atteint auquel cas l’algorithme peut recommencer depuis la première étape
jusqu’à#tries fois.

Cet algorithme est décrit dans l’algorithme2.3. L’opération d’inversion de valeur d’une variable qui
permet de passer de l’interprétation courante à une de ses voisines, estappeléeflip.

2.1.3 Hybridation d’algorithmes pour SAT

Depuis que l’hybridation d’algorithmes systématiques et stochastiques pourSAT a été élevée au titre
de défi pour la communauté (voirchallenge 7page14) de nombreux schémas de combinaison ont vu
le jour. Citons par exemple la résolution alternée [ZZ96], walksatz[HLDV02], complete local search
(cls) [FR04], UnitWalk [HK05], hbisat [FH07, FH08], gunsat[AS07b], hinotos[LMS08], hybridGM

17La première version de cet algorithme fut présentée en 1995 sous l’appellation «twsat : tabu walk forSAT » [MSG95].
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ALGORITHME 2.3 : WSAT
input : 2 entiers :#flips et#tries et uneCNF : Σ
output : vrai si un modèle a été trouvé,faux sinon
begin1

for i = 1 to #tries do2

I ←− SelectInitialInterpretation(Σ);3

for j = 1 to #flips do4

if (I � Σ) then return vrai ;5

α ←− ChooseClause(Σ,I) ;6

ℓ ←− RepairStrategy(Σ,I,α) ;7

I ←− (I \ {ℓ}) ∪ {ℓ} ; / * flip * /8

end9

if (I � Σ) then return vrai ;10

end11

return faux12

end13

[BHG09], etc.
Il est possible d’essayer d’établir une classification des hybridations suivant trois catégories.

1. La première catégorie regroupe les solveurs pour lesquelsDPLL constitue la base du solveur. Dans
ce cas, la recherche locale est utilisée la plupart du temps pour guiderDPLL [Cra93, MSG98,
FF04, HD04]. Toutes ces approches utilisent la recherche locale pour calculer le prochain point de
choix. Certaines de ces approches tentent de concentrer la recherche sur des parties non satisfiables
de l’instance [MSG98], d’autres sur la partie satisfiable [BHG09, FF04]. De plus, cette étape peut
être réalisée avant la recherche [Cra93], à chaque noeud de l’arbre de recherche [MSG98] ou
dynamiquement suivant certains critères [FGMS05].

2. La seconde catégorie d’hybridation consiste à utiliser une méthode complète pour venir en aide
à la recherche locale [HLDV02, JL02]. Dans [HLDV02], DPLL est utilisé pour trouver des dé-
pendances entre les variables. La recherche locale est ensuite appelée sur un sous-ensemble de
variables. Tandis que dans [JL02] (notons que cette méthode est utilisée dans le cadre desCSP),
l’approche complète est utilisée pour effectuer un filtrage sur une interprétation partielle. Si celle-
ci n’admet pas de solution, une autre interprétation partielle est calculée à l’aide de la recherche
locale. Les méthodes proposées dans [FR04, AS07b] utilisent la résolution au sein de la recherche
locale pour prouver qu’une instance n’admet pas de modèle.

3. Finalement, la dernière catégorie regroupe les méthodes où les deux approches sont utilisées indé-
pendamment [FH07, LMS08]. La méthode proposée dans [LMS08] est une amélioration de celle
proposée dans [FH07]. Dans ces approches, la recherche locale est utilisée pour trouver une so-
lution. Après un temps donné, si aucune solution n’est trouvée, un solveur CDCL est exécuté sur
l’ensemble des clauses insatisfaites par l’interprétation courante de la recherche locale. S’il est
prouvé que la sous-formule n’admet pas de modèle, le problème est aussiprouvé comme insatis-
fiable. Ces méthodes sont des variantes modernes de l’algorithme de résolution alternée proposé
dans [ZZ96].

La figure2.1est une illustration de cette tentative de classification. L’axe des abscissesreprésente le type
de recherche sur laquelle la méthode repose. Il s’étend deDPLL le plus à gauche jusqu’àWSAT le plus
à droite. L’axe des ordonnées correspond à la capacité des méthodes àrésoudre les instances suivant
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FIGURE 2.1 : Tentative de classification de quelques méthodes hybrides
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la satisfiabilité de celles-ci.WSAT sur ce graphique se trouve au point le plus haut, étant incapable de
résoudre des instances non satisfiables. Cette classification reste extrêmement subjective et peut prêter à
discussions. Elle demeure dans ce mémoire uniquement dans le but de permettre aux lecteurs de mieux
appréhender ces méthodes.

Par ailleurs, les schémas reposant sur un modèle d’algorithme de recherche locale auquel est greffé
un algorithme systématique afin de pouvoir prouver la non satisfiabilité de laCNF testée, apportent des
réponses à un second challenge proposé à la communauté dans [SKM97] :

« CHALLENGE 5 : Design a practical stochastic local search procedure for proving unsatisfiabi-
lity. »

Enfin, il est à noter que l’introduction des redémarrages (voir §Les redémarrages) dans les approches
DPLL est également parfois considérée comme un premier pas vers un schéma decombinaison entre
méthodes systématiques et stochastiques. De notre point de vue, nous pensons que c’est aller un peu
vite en besogne et proposons des schémas où l’imbrication des méthodes est forte permettant à chacune
d’entre elles d’exploiter des informations de l’autre.

Dans [MSG98], en collaboration avec Éric GRÉGOIRE et Lakhdar SAÏS, nous avons proposé un
schéma d’hybridation où une méthode de recherche locale est appelée à chaque nœud de décision de
l’arbre deDPLL. La recherche locale essaye de prolonger l’interprétation partielle construite parDPLL
vers un modèle. Autrement dit, les variables qui sont affectées par décision ou propagation lors deDPLL
ne sont pas considérées dans la stratégie de réparation de la méthode de recherche locale. Lorsque la
méthode de recherche locale échoue, elle retourne àDPLL sa prochaine variable de décision. Cette
variable est celle qui est apparue le plus souvent dans les clauses falsifiées durant la recherche locale. Un
poids est associé à chaque clause, dès qu’elle est falsifiée son poids augmente de1. Dès lors, le score
d’une variable est égal à la somme des poids des clauses où elle apparaît. Cette stratégie d’associer un
poids à chaque clause et d’en augmenter son importance dès lors que la clause est falsifiée a été introduite
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ALGORITHME 2.4 : DP+RL
input : Σ uneCNF
output : vrai si Σ est satisfiable,faux sinon
begin1

Σ∗←− UnitPropagation(Σ);2

if (⊥ ∈ Σ∗) then return faux;3

Σ�←− PurePropagation(Σ∗);4

if (Σ� = ∅) then return vrai;5

if (LocalSearch(Σ�,Wcla)) then return vrai; / * Wcla poids des clauses * /6

else7

foreachv ∈ VΣ� do w(v) ←−
∑

v∈c Wcla(c) ;8

v ←− v ∈ VΣ� tel quew(v) est maximal ;9

if (DPRL(Σ�|v)) then return vrai;10

else returnDPRL(Σ�|¬v);11

end12

end13

par Paul MORRISdans [Mor93] afin d’extraire sa méthode de recherche locale des minima locaux. Elle
est également très similaire à la récente heuristiqueVSIDS pour DPLL qui augmente le poids d’une
clause dès lors qu’elle est intervenue dans la réfutation. Dans cette combinaison la recherche locale et
DPLL s’échangent et exploitent des informations :DPLL obtient de la recherche locale sa prochaine
variable décision ou éventuellement un modèle alors que la recherche localetravaille sur la sous-formule
obtenue à partir de l’interprétation partielle calculée parDPLL et dans laquelle toutes les propagations
ont été réalisées. Cette hybridation, sans pour autant surpasser les performances des meilleursDPLL et
des meilleures recherches locales de l’époque, s’est avérée très performante. En effet, elle a permis de
résoudre des instances qui posaient des problèmes aussi bien àDPLL qu’à la recherche locale. Ce modèle
algorithmique, illustré dans l’algorithme2.4, fut l’un des premiers schémas d’hybridation efficace et
demeure encore aujourd’hui une référence.

L’un des objets de la thèse d’Olivier FOURDINOY [Fou07] que j’ai co-encadrée avec Éric GRÉGOIRE

et Lakhdar SAÏS, fut la poursuite du développement de cet algorithme via deux pistes :

1. réduire le nombre d’appels à la méthode de recherche locale ;

2. améliorer la pertinence des poids associés aux clauses.

Si la méthode de recherche locale fournit souvent une variable de décision qui permet de réduire la
taille de l’arbre de recherche développé parDPLL, elle demeure extrêmement coûteuse en temps. Aussi
nous avons proposé dans[FGMS05], d’appeler la recherche locale uniquement lorsque cela semblait
pertinent. Une fois encore deux critères de pertinence ont été retenus et étudiés : la profondeur dans
l’arbre deDPLL et le temps écoulé (ou l’espace de recherche parcouru) depuis le dernier appel à la
recherche locale. Concernant les poids des clauses, nous avons montré qu’il était inutile de pondérer
les clauses au début de la recherche locale. Cela nous a conduit à proposer différentes stratégies de
pondération. L’une de ces stratégies consiste à ne pondérer les clauses que dans les minima locaux. Nous
exploitons et raffinons cette stratégie pour extraire desMUS (voir § 3.1).

Jusqu’alors les hybridations que nous avons réalisées, portaient surl’algorithme classique deDPLL
et une méthode de recherche locale. En collaboration avec Jean-Marie LAGNIEZ, Gilles AUDEMARD et
Lakhdar SAÏS, nous nous sommes intéressés à intégrer des techniques issues des approchesCDCL avec
les méthodes de recherche locale. Nous avons exploré deux voies :
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ALGORITHME 2.5 : CDLS
input : 2 entiers :#flips et#tries et uneCNF : Σ
output : vrai si un modèle a été trouvé,

faux s’il est prouvé que l’instance ne peut pas admettre de modèle,
échoué sinon

begin1

for i = 1 to #tries do2

I ←− SelectInitialInterpretation(Σ);3

for j = 1 to #flips do4

if (I � Σ) then return vrai ;5

if (∃ℓ ∈ L{α∈Σ|I∩α=∅} permettant une descente18) then I ←− (I \ {ℓ}) ∪ {ℓ} ;6

else7 / * minimum local atteint * /

α ←− ChooseClause(Σ,I) ; / * choisit aléatoirement une clause8

parmi les clauses falsifiées * /

β ←− ConflictAnalysisLS(Σ,I,α); / * stratégie de réparation9

basée sur l’analyse de conflits * /

if (β = ∅) then return faux ;10

Σ ←− Σ ∪ {β} ;11

end12

end13

if (I � Σ) then return vrai ;14

end15

return faux16

end17

1. adapter le concept d’analyse de conflits à partir d’un graphe d’implications au cadre de la recherche
locale et exploiter cette analyse pour s’extraire des minima locaux ;

2. utiliser une approcheCDCL pour gérer une liste de variables taboues pour la recherche locale ;
cette dernière fournissant auCDCL des clauses susceptibles d’appartenir à unMUS afin de construire
au plus vite une réfutation.

Dans[ALMS09b], nous proposons une adaptation du concept d’analyse de conflits introduit dans les
approchesCDCL. Les conflits sont naturellement représentés par les clauses falsifiées par l’interprétation
courante de la recherche locale. En revanche, se pose le problème de construire le graphe d’implications
et de calculer une clause assertive sans savoir si tel ou tel littéral est décidé ou propagé ou encore sans
connaître son niveau de décision. Pour ce faire, nous construisons une nouvelle interprétation partielle
à partir de l’interprétation complète courante issue de la recherche locale. Cette interprétation partielle,
appeléeinterprétation dérivée, est obtenue en choisissant un littéral à l’identique de l’interprétation cou-
rante et en réalisant les propagations engendrées par ce choix. Un littéral est ainsi choisi jusqu’à ce
qu’une propagation entraîne un conflit ou une divergence entre l’interprétation complète et sa dérivée.
Dans le premier cas, il est alors possible de réaliser une analyse de conflits à l’identique des approches
CDCL. Dans le second cas, lorsqu’il existe un littéralℓ sur lequel les deux interprétations divergent, il
suffit d’ajouter artificiellement une raison à¬ℓ19. Une fois cet ajout réalisé, il est de nouveau possible

18Teste s’il existe une variable telle que l’inversion de sa valeur de vérité dans I permet de diminuer le nombre de clauses
falsifiées deΣ.

19Ceci se fait en considérant une clause non satisfaite par l’interprétationdérivée que l’on rend unitaire en¬ℓ par l’affectation
des autres littéraux de la clause.
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ALGORITHME 2.6 : ConflictAnalysisLS()
input : Σ uneCNF, I une interprétation complète deVΣ, α une clause deΣ telle queI ∩ α = ∅
output : β une clause assertive deΣ, I modifiée afin de satisfaireβ
begin1

∆ ←− ∅ ; / * ensemble des littéraux en conflit avec α * /2

foreachβ ∈ Σ|β ∩ I = {ℓ} avecℓ ∈ α do ∆ ←− ∆ ∪ {k|k ∈ β \ {ℓ}} ;3

dl ←− 0 ; / * niveau de décision simulé * /4

I ′ ←− ∅ ; / * Interprétation partielle dérivée de I * /5

I ′p ←− ∅ ; / * Liste des littéraux unitaires propagés par Σ|∗I′ * /6

while ((⊥ ∈ Σ|∗I′) and ((I ′ ∪ I ′p) ⊂ I)) do7

∆ ←− ∆ \ (I ′ ∪ I ′p) ;8

dl ←− dl + 1 ; / * on simule une nouvelle décision * /9

I ′ ←− I ′ ∪ {ℓ} tel queℓ ∈ ∆ ;10

I ′p ←− UnitPropagation(Σ|I′)
20;11

end12

if (⊥ 6∈ Σ|∗I′) then13

β ←− ConflictAnalysis(Σ, I ′) ; / * calcul de la clause assertive * /14

I ←− I \ {x} ∪ {x} avecx first UIP ;15

else16

y ←− y ∈ LΣ tel quey ∈ (I ′ ∪ I ′p) ety ∈ I ; / * littéral qui diffère entre17

l’interprétation partielle dérivée et l’interprétation c omplète * /

γ ←− γ ∈ Σ telle que(y ∈ γ) etγ ∩ (I ′ ∪ I ′p) = ∅ ;18

foreach ℓ ∈ γ do19

if (ℓ 6= y) and (ℓ 6∈ (I ′ ∪ I ′p) then I ′ ←− I ′ ∪ {ℓ} ;20

end21

β ←− ConflictAnalysis(Σ, I ′) ; / * calcul de la clause assertive * /22

foreach ℓ ∈ (I ′ ∪ I ′p) \ I do I ←− I \ {ℓ} ∪ {ℓ} ;23

end24

return β ;25

end26

d’effectuer une analyse de conflits traditionnelle. Dans les deux cas, la clause assertive calculée lors
de l’analyse de conflits est ajoutée à laCNF. Cette analyse, illustrée dans l’algorithme2.6, est réali-
sée lorsqu’un minimum local est atteint par la méthode de recherche locale. L’objectif premier de cette
méthode hybride est d’utiliser l’analyse de conflits pour s’extraire des minimalocaux. Pour ce faire, les
littéraux de l’interprétation dérivée qui diffèrent de l’interprétation courante, ainsi qu’un littéral de la
clause assertive sont flippés. Il est à noter que cet algorithme, nomméCDLS « Conflict Driven for Local
Search» (voir algorithme2.5) conserve le caractère incomplet des méthodes de recherche locale mais est
capable de prouver la non-satisfiabilité d’une instance si la clause assertive produite est vide. Il apporte
ainsi une réponse auchallenge 5. Nous l’avons comparé expérimentalement à différentes approches de
recherche locale, hybrides, ouCDCL. Sans égaler les approchesCDCL sur les instances industrielles,
notre approche se montre plus efficace que tous les autres solveurs surce type d’instances. Il permet ainsi
d’apporter également un élément de réponse à un autre des dix challenges proposés dans [SKM97].

« CHALLENGE 6 : Improve stochastic local search on structured problems by efficiently handling

20La fonctionUnitPropagation (voir algorithme1.1) est modifiée pour retourner la liste des littéraux qu’elle a propagés.
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ALGORITHME 2.7 : SatHyS
Input : Σ une formule CNF et un entier#flips
Output : vrai si Σ est satisfiable,faux sinon
begin1

while (true ) do2

Ic ←− SelectInitialInterpretation(Σ) ;3

Ip ←− ∅ ;4

Iu ←− ∅ ;5

for j = 1 to #flips do6

if (Σ|Ic
= ∅) then return vrai ;7

if (∃ℓ ∈ L{α∈Σ|Ic∩α=∅} permettant une descente) and (ℓ 6∈ (Ip ∪ Iu)) then8

Ic ←− (Ic \ {ℓ}) ∪ {ℓ} ;9

else10

/ * Minimum local : appel au CDCL * /

α ←− ChooseClause(Σ,I) ; / * Clause choisie parmi les clauses11

fausses de plus grand degré d’appartenance à un MUS * /

Ip ←− Ip ∪ {x} tel quex ∈ α ; / * satisfaction de α * /12

Ic ←− (Ic \ {x}) ∪ {x} ; / * flip de x * /13

Iu ←− UnitPropagation (Σ|Ip
)21; / * calcul des propagations * /14

if (⊥ ∈ Σ|∗Ip
) then15

γ ←− ConflictAnalysis(Σ,Ip) ;16

if (γ = ⊥) then return faux ;17

Σ ←− Σ ∪ {γ} ; / * ajout de la clause assertive * /18

bjl ←−max{δ(ℓ)|ℓ ∈ γ et δ(ℓ) 6= |Ip|} ; / * niveau du backjump * /19

Ip ←− {ℓ ∈ Ip|δ(ℓ) 6 bjl} ; / * backjump au niveau bjl * /20

Iu ←− {ℓ ∈ Iu|δ(ℓ) 6 bjl} ;21

end22

end23

end24

end25

end26

variable dependencies.»
L’approcheCDLS, bien que capable de montrer qu’une instance n’admet pas de modèle, reste in-

complète. Dans[ALMS09a], nous avons proposé un modèle algorithmique hybride combinant approche
CDCL et recherche locale qui demeure complet bien que reposant principalement sur une méthode de
recherche locale. Le processus de recherche consiste à se déplacer d’une interprétation à une interpréta-
tion voisine jusqu’à obtenir une solution ou jusqu’à ce que la preuve de l’absence de modèle soit faite. À
chaque étape, on essaie de réduire le nombre de clauses falsifiées (phase de descente). Lorsqu’un mini-
mum local est atteint une approche de typeCDCL est appelée. Cette approche sélectionne comme littéral
de décision un littéral appartenant à une clause falsifiée par l’interprétation courante de la recherche lo-
cale. La clause est choisie en fonction de son degré22 présumé d’appartenance à unMUS de l’instance.

21Comme précédemment, la fonctionUnitPropagation (voir algorithme1.1) est modifiée pour retourner la liste des
littéraux qu’elle a propagés.

22Lorsqu’une clause est falsifiée par une interprétation courante, si onsuppose que l’instance ne possède qu’un seulMUS,
son degré d’appartenance est égal à1

n
oùn est le nombre de clauses falsifiées par l’interprétation courante. Chaque fois qu’une
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TABLE 2.1 : Nombre d’instances résolues comparativement àSatHyS

Crafted Industrial Random
sat ¬sat sat ¬sat sat ¬sat

adaptg2wsat [LWZ07] 326 0 232 0 1111 0
rsaps [HTH02] 339 0 226 0 1071 0
WSAT (random walk) [SKC94] 259 0 206 0 1012 0
cls [FR04] 235 75 227 102 690 0
hybridGM [BHG09] 290 0 209 0 1114 0
SatHyS [ALMS09a] 340 174 473 266 930 17
minisat [ES04] 402 369 588 414 609 315

L’approcheCDCL fixe ce littéral de manière à satisfaire la clause et effectue la propagation unitaire.
L’ensemble des littéraux fixés par leCDCL devient tabou pour la méthode de la recherche locale, c’est-
à-dire qu’elle ne peut plus flipper les variables de cet ensemble. Si la décision prise par l’approcheCDCL
conduit à un conflit, une clause assertive est ajoutée à laCNF. Si le niveau du conflit est nul, l’instance
est prouvée ne pas admettre de modèle. L’approcheCDCL fournit donc à la recherche locale une liste de
variables taboues et concentre sa recherche sur la preuve de la non-satisfiabilité de l’instance en privilé-
giant des clauses que la recherche locale a jugées susceptibles d’appartenir à unMUS. Cet algorithme,
nomméSatHyS, a été comparé à différentes approches de recherche locale, hybrides etCDCL. Bien
que son développement soit récent et loin d’être mature, les résultats obtenus par cet algorithme sont par-
ticulièrement remarquables. En effet, si les performances des approchesCDCL pur ne sont pas encore
atteintes, elles sont approchées et celles des autres méthodes (de recherche locale et hybrides) sont dépas-
sées. Un extrait des résultats obtenus sur l’ensemble des instances soumises aux dernières compétitions
SAT est fourni dans la table2.1. On voit clairement queSatHyS obtient des résultats très honorables sur
les catégories d’instances industrielles, là où les autres approches reposant sur une recherche locale sont
à la peine.

2.2 Exploitation des propriétés structurelles

Une autre voie pour étendre la classe des problèmes traitables en pratique est d’exploiter la nature des
problèmes à résoudre. Plus précisément, l’objectif est de détecter et d’exploiter les propriétés structurelles
intrinsèques du problème qui sont souvent masquées par le formalisme propositionnel. Parmi ces pro-
priétés structurelles, nous pouvons citer lessymétries[BS94], lesbackdoors[WGS03], lesclasses poly-
nomiales[Héb08], lesautarkies[MS85, VG99, Kul00], les redondances [Lib05, Lib08a, Lib08b, BR00],
etc.

Nous avons travaillé sur quatre aspects ayant trait aux propriétés structurelles :
– les dépendances fonctionnelles ;
– les redondances ;
– les classes polynomiales ;
– les autarkies.

2.2.1 Les dépendances fonctionnelles

La représentation sous forme normale conjonctive de problèmes issus d’applications réelles ne per-
met pas une représentation simple et concise des connaissances ; alors qu’à l’inverse la logique proposi-

clause apparaît falsifiée dans un minimum local, son degré d’appartenance à unMUC est augmenté de1
n

.
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tionnelle, lorsqu’elle est utilisée dans sa totalité, permet de représenter simplement une grande variété de
connaissances tout en préservant la structure de la connaissance. Les informations structurelles souvent
perdues lors de la transformation enCNF peuvent s’avérer utiles pour la résolution [KMS97, RSB99].

Nous nous sommes intéressés à la détection et à l’exploitation deportes booléennesdans uneCNF.
Une porte (booléenne) est une expression de la formey = f(x1, x2, ..., xn) où f est un opérateur lo-
gique parmi{∨,∧,⇔} et oùy et xi sont des littéraux propositionnels. Ces portes que l’on rencontre
fréquemment dans des instancesSAT codant des problèmes industriels comme la vérification de circuits,
se traduisent sous formeCNF de la manière suivante :

– y = ∧(x1, x2, ..., xn) peut être représenté par l’ensemble de clauses :






(y ∨ x1 ∨ x2 ∨ ... ∨ xn)
(¬y ∨ x1)
(¬y ∨ x2)
...
(¬y ∨ xn)

,

traduisant le fait que la valeur dey est entièrement déterminée par les valeurs dexi s.t.i ∈ [1..n] ;

– y = ∨(x1, x2, ..., xn) représente l’ensemble de clauses






(¬y ∨ x1 ∨ ... ∨ xn)
(y ∨ x1)
(y ∨ x2)
...
(y ∨ xn

;

– y =⇔ (x1, x2, . . . , xn) représente lachaîne d’équivalences(aussi appeléeformule bicondition-
nelle) y ⇔ x1 ⇔ ...⇔ xn, qui est équivalente à2n clauses.

Par la suite, nous considérons les portes de la formey = f(x1, x2, ..., xn) où y est une variable ou
la constante booléennevrai. En effet, une clause peut être représentée par une porte de la formevrai =
∨(x1, x2, ..., xn). De plus, une porte¬y = ∧(x1, x2, ..., xn) (respectivement¬y = ∨(x1, x2, ..., xn))
est équivalente ày = ∨(x1, x2, ..., xn) (respectivementy = ∧(x1, x2, ..., xn)). À partir de la propriété
sur les chaînes d’équivalences, énonçant que, dans une chaîne d’équivalences, les négations peuvent être
supprimées par paires, il est possible de réécrire toute chaîne d’équivalences en une chaîne équivalente
contenant au plus une négation. Ceci permet de réécrire chaque portede la formey =⇔ (x1, x2, ..., xn)
en une porte oùy est un littéral positif. Par exemple, la porte¬y =⇔ (¬x1, x2, x3) est équivalente à
y =⇔ (x1, x2, x3) et¬y =⇔ (¬x1, x2,¬x3) est équivalente par exemple ày =⇔ (x1, x2,¬x3).

Une variable propositionnelley (respectivementx1, . . . , xn) est unevariable de sortie(respective-
ment sontdes variables d’entrée) d’une porte de la formey = f(x′

1, x
′
2, ..., x

′
n), oùx′

i ∈ {xi,¬xi}.
Une variable propositionnellez est unevariable de sortie (dépendante) d’un ensemble de portessi

et seulement siz est une variable de sortie d’au moins une porte de cet ensemble. Unevariable d’entrée
(indépendante) d’un ensemble de portesest une variable qui n’est variable de sortie d’aucune porte de
cet ensemble.

Une porte est satisfaite sous une interprétation si et seulement si les parties gauche et droite de la porte
sont toutes les deux àvrai ou àfaux sous cette interprétation. Une interprétation satisfait un ensemble de
portes si et seulement si chaque porte de cet ensemble est satisfaite sous cette interprétation. Une telle
interprétation est appelée modèle de cet ensemble de portes.

À notre connaissance, jusqu’alors seules les chaînes d’équivalences ont été étudiées et utilisées au
sein d’un solveur de typeDPLL : eqsatz[Li00]. Cette adaptation desatz[LA97], fait une recherche
syntaxique de chaînes d’équivalences de taille deux ou trois et grâce à cette détection, fut l’une des
premières méthodes à résoudre les instancesparity-32 proposées par Joost WARNERS et HansVAN

MAAREN [WvM99] qui représentaient un challenge pour la communauté [SKM97] :
« CHALLENGE 2 : Develop an algorithm that finds a model for the DIMACS 32-bit parity pro-

blem.»
Dans l’objectif d’apporter une nouvelle solution à ce challenge, nous nous sommes intéressés à la
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détection des portes∧, ∨ et de chaînes d’équivalences de longueur quelconque. En collaboration avec
Éric GRÉGOIRE, Richard OSTROWSKIet Lakhdar SAÏS, nous avons exhibé, dans[OGMS02], une pro-
priété concernant ces portes permettant de limiter le nombre de tests syntaxiques nécessaires à cette
reconnaissance.

Propriété 1. Toutes les clauses produites par résolution entre deux clauses issues dela représentation
clausale d’une même porte sont tautologiques.

Partant de cette propriété, nous avons proposé un algorithme en deux étapes pour détecter les portes
dans uneCNF :

1. isoler un sous-ensemble de clauses susceptibles d’appartenir à la même porte, c’est-à-dire pour
lesquelles les résolvantes sont tautologiques ;

2. et identifier syntaxiquement la porte à partir de ce sous-ensemble.

Une fois les portes identifiées, les clauses représentant des portes sont remplacées par les portes corres-
pondantes afin d’obtenir une formule hybride. UnDPLL adapté à la résolution de cette formule hybride a
été développé et s’est montré extrêmement efficace quant à la résolution de certaines instances et particu-
lièrement des instancesparity-32, résolvant ces instances jusqu’à plus de130 fois plus rapidement que le
solveureqsatz(temps de prétraitement inclus). La formulation hybride obtenue permet à la fois d’exploi-
ter les propriétés structurelles de la formule initiale mais également de diviser endeux parties l’ensemble
des variables de la formule. En effet, les variables apparaissant uniquement en sortie des portes peuvent
être exclues des stratégies de décision. Par exemple, toujours sur les instancesparity-32xs, nous avons
pu restreindre l’ensemble des variables de décision à uniquement32 variables, réduisant ainsi l’espace
de recherche à232 au lieu de23176 !

Il est parfois délicat de scinder en deux ensembles disjoints l’ensemble des variables d’entrée et de
sortie d’une formule. En effet, il peut exister des cycles dans les définitions des variables, par exemple :
{x = ∧(y, z), y = ∨(x,¬t)}. Dans ce cas, il faut déterminer un ensemble de variables coupe-cycle
qui seront associées aux variables d’entrée. Dans l’exemple précédentx peut jouer ce rôle, l’ensemble
des variables d’entrée devenant{x, z, t}. Trouver l’ensemble minimal de variables coupe-cycle est un
problèmeNP-difficile, des heuristiques devront être employées pour son calcul. Nous avons proposé et
comparé différentes heuristiques dans[GMOS05]. Il est à noter que cet ensemble de variables d’entrée
correspond à unstrong backdoorcomme défini dans [WGS03].

Même si la détection de portes proposée s’avère relativement efficace en pratique, il demeure que
l’étape de reconnaissance syntaxique peut être prohibitive sur certaines instances. Dans[GMOS05],
nous exploitons la propriété suivante afin de détecter les portes :

Propriété 2. SoientΣ uneCNF, ℓ ∈ LΣ et α ∈ Σ telle queα = {ℓ, ℓ1, ℓ2, ..., ℓn}. Si {l1, l2, ..., ln} ⊆
UP (Σ|ℓ)

23 alorsΣ � (ℓ = ∧(l1, l2, ..., ln)).

En fonction du signe du littéralℓ, les portes∧ et ∨ peuvent être détectées. Cette propriété permet
également de découvrir des équivalences binaires (a = ∧(b) étant équivalent àa ⇔ b). Par ailleurs,
il est possible de détecter des portes qui ne l’auraient pas été par la méthode syntaxique. Par exemple,
l’ensemble de clauses{(y∨¬x1¬x2,¬x3), (¬y∨x1), (¬x1∨x4), (¬x4∨x2), (¬x2∨x5), (¬x4∨¬x5∨
x3)} code la portey = ∧(x1, x2, x3) qui n’est pas détectable sous cette représentation avec la méthode
syntaxique (la condition nécessaire, mais non suffisante, d’appartenance à une porte n’est pas satisfaite :
toutes les résolvantes ne sont pas tautologiques). Une nouvelle techniquede recherche de portes consiste
donc à vérifier la propriété2 pour chaque littéral apparaissant deLΣ. Il est à noter que ce traitement

23Nous désignons parUP (Σ) l’ensemble des littéraux propagés durant le processus de simplification par les littéraux uni-
taires deΣ.
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FIGURE 2.2 : Résultats deLSAT lors de la première phase de la compétition internationaleSAT’2003
sur les instances dites «crafted».
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s’appuie sur la propagation unitaire qui est un processus linéaire en temps et demeure donc polynomial
par rapport à la taille deΣ.

Cette technique de détection a été implantée en tant que prétraitement au sein d’un solveur de type
DPLL. Ce solveur, appeléLSAT , a été soumis à la compétition internationaleSAT organisée en 2003
(http://www.satcompetition.org/). Il a obtenu des résultats très remarqués comme l’illustre
la figure2.2 extraite des résultats officiels de la compétition. Une description complète deLSAT peut
être trouvée dans la thèse de Richard OSTROWSKI [Ost04] que j’ai co-encadrée.

Ces travaux sur la détection de dépendances fonctionnelles à l’aide de portes ont été appliqués à la
recherche locale dans [PTS07]. Dans la suite de nos travaux concernant l’exploitation de propriétés struc-
turelles, nous avons poursuivi notre idée d’exploiter la propagation unitaire pour simplifier la formule et
notamment pour tester la redondance d’une clause dans uneCNF.

2.2.2 La u-redondance

Les redondances dans les formules propositionnelles ont fait l’objet denombreuses études [Lib05,
Lib08a, Lib08b]. Concernant la représentationCNF, cette redondance s’exprime essentiellement au ni-
veau des clauses. On dit qu’une clauseα estredondantepour uneCNF Σ si et seulement siΣ \ {α} � α
[BR00]. Clairement, décider si une clause donnée est redondante pour un ensemble de clauses estCoNP-
complet. Néanmoins, les clauses redondantes jouent un rôle fondamental dans l’efficacité des solveurs
SAT. Ceci est notamment attesté par l’ajout des clauses assertives dans les méthodesCDCL qui sont par

http://www.satcompetition.org/
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ALGORITHME 2.8 : U-Irredondancy()
input : Σ uneCNF
output : uneCNF u-irredondante minimale en terme de taille obtenue à partir deΣ
begin1

foreachα = {ℓ1, ℓ2, ..., ℓn} ∈ Σ triées par ordre décroissant de tailledo2

Σ ←− Σ \ {α} ;3

if (⊥ 6∈ UnitPropagation(Σ|{ℓ1,ℓ2,...,ℓn}
)) then Σ ←− Σ ∪ {α} ;4

end5

return Σ;6

end7

construction redondantes. L’intérêt de ces clauses redondantes n’est donc plus à démontrer. Néanmoins,
certaines redondances peuvent également « polluer » l’ensemble de clauses au point de rendre l’instance
plus difficile à résoudre. De ce point de vue, nous avons étudié l’impact des redondances modulo la
propagation unitaire.

Une clauseα est diteu-redondantepour uneCNF Σ si et seulement siα ∈ Σ et Σ \ {α} �∗ α.
Contrairement au test de redondance qui est exponentiel dans le pire cas, le test d’u-redondance est
linéaire en temps. Par extension, uneCNF est diteu-irredondantesi et seulement si∀α ∈ Σ, α n’est pas
u-redondant.

En collaboration avec Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE et Lakhdar SAÏS nous avons étudié
l’impact des clauses u-redondantes sur l’efficacité des solveurs modernes. Pour ce faire, nous avons pro-
posé, dans[FGMS07a], un nouveau prétraitement permettant de supprimer de l’ensemble de clauses les
clauses u-redondantes. Ce prétraitement, détaillé dans l’algorithme2.8délivre une formule u-irredondante.
De manière évidente, une formule u-irredondante ne contient aucune clause subsumée. Par ailleurs, nous
avons montré également que si le processus de test de suppression desclauses u-redondantes commence
par les clauses les plus longues, la formule obtenue est à la fois minimale en termedu nombre de clauses
mais également en terme du nombre de littéraux par clause. Les résultats expérimentaux ont montré qu’il
était plus souvent bénéfique de supprimer ces clauses que de les conserver, permettant parfois de résoudre
certaines instances non résolues sans ces suppressions. Néanmoins,le coût de cette transformation peut
s’avérer prohibitif, nous avons donc proposé de ne tester que les clauses non Horn ou non binaires ou
satisfaisant un critère heuristique estimant la probabilité d’u-redondanced’une clause.

Ces travaux ont été étendus par Cédric PIETTE [Pie08] qui propose de laisser les solveurs décider de
l’utilité des clauses u-redondantes en ne les supprimant pas mais en les plaçant dans la zone des clauses
apprises par le solveur. Dans la section suivante, nous utilisons cette u-redondance afin de plonger des
instances dans des fragments polynomiaux.

2.2.3 Classes polynomiales modulo la u-redondance

Il existe de nombreuses classes polynomiales24 pourSAT (HORNSAT [Hor51], 2SAT [Coo71], les
instances HORN-renommables [Lew78], les formules bien imbriquées [Knu90], les différentes hiérar-
chies [YD83, GS88, DE92], les restrictions sur les occurrences [Tov84], les clauses q-HORN [BCHS90],
QUAD [Dal96], etc.

Étant donnée uneCNF quelconque et une classe polynomiale reposant sur des critères syntaxiques
(HORN, reverse-HORN, clauses positives, négatives, binaires, etc.) il est possible de diviser l’ensemble

24Une classe polynomiale est un ensemble d’instances, pour lequel il existe un algorithme d’appartenance à cet ensemble et
un algorithme de résolution qui s’exécutent tous deux en temps polynomial.
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FIGURE 2.3 : Traitement d’une clause lors du test d’appartenance à la classe U-HORN

α = (¬a ∨ ¬b ∨ c ∨ d ∨ e)

Σ |=∗ {¬a ∨ ¬b}? Σ← Σ ∪ {¬a ∨ ¬b}
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des clauses en deux : le premier contenant les clauses pour lesquelles le critère syntaxique est satisfait ;
le second contenant les clauses restantes. Cette dernière partie est appelée lefragment non polynomial
de l’instanceSAT.

L’idée principale est de réduire le fragment non-polynomial d’une instanceSAT via la propagation
unitaire. Plus précisément, si l’ensemble des clauses du fragment non-polynomial est u-redondant, alors
il est possible de le supprimer et de plonger ainsi l’instance dans une classe polynomiale existante. Nous
nommons par U-C les nouvelles classes polynomiales ainsi construites, avecC une classe polynomiale
reposant sur des critères syntaxiques.

Dans[FGMS07b], nous nous sommes particulièrement intéressés à réduire le fragment non-HORN

d’uneCNF et donc à la définition de la classe polynomiale U-HORN . Lorsqu’une clause du fragment
non-polynomial s’avère ne pas être u-redondante, il est tout de même possible de plonger cette clause
dans le fragment polynomial en réduisant sa partie positive. Pour ce faire, on teste si chaque sous-clause
de HORN constructible à partir de cette clause est une conséquence logique restreinte à la propagation
unitaire. Si c’est le cas, la clause initiale peut être remplacée par une sous-clause de HORN. D’autre
part, afin de réduire au maximum la partie positive de la clause, on vérifie également que les clauses
totalement négatives obtenues à partir des sous-clauses de HORN précédemment testées ne sont pas des
conséquences logiques restreintes à la propagation unitaire de laCNF. Si c’est le cas, il est alors possible
d’effacer (par simple résolution) le littéral dans la clause initiale, permettant ainsi de réduire la partie po-
sitive de la clause. La figure2.3synthétise les différents tests subis par une clause non-HORN, tandis que
l’algorithme 2.9 fournit un algorithme polynomial de détection d’appartenance à la classe U-HORN25.
Nous avons exécuté cet algorithme de détection sur1600 instances issues des dernières compétitionsSAT
(http://www.satcompetition.org), 127 instances se sont révélées être U-HORN, soit près de
8%. Nous pensons qu’il est fort probable que de nombreuses autres instances appartiennent à d’autres

25La formule obtenue étant HORN, l’algorithme de résolution est donc la propagation unitaire. Si elle produitune clause
vide, l’instance n’admet pas de modèle, sinon elle est satisfiable.

http://www.satcompetition.org


2.2. Exploitation des propriétés structurelles 33

ALGORITHME 2.9 : isU-Horn()
input : Une instance SATΣ
output : true si Σ est U-HORN ; false
begin1

Σ′ ←− {α|α est une clause de HORN deΣ} ;2

foreachα ∈ Σ telle queα = {¬n1, . . . ,¬nn′ , p1, . . . , pp′} avecn′ ≥ 0 etp′ > 1 do3

if (Σ �∗ (¬n1 ∨ · · · ∨ ¬nn′)) then Σ′ ←− Σ′ ∪ {(¬n1 ∨ · · · ∨ ¬nn′}} ;4

else5

Σ′′ ←− ∅ ;6

α′ ←− α ;7

foreachpi ∈ α do8

if (Σ �∗ (¬n1 ∨ · · · ∨ ¬nn′ , pi)) then9

if (Σ |=∗ (¬n1 ∨ · · · ∨¬nn′ ∨¬pi)) then Σ′ ←− Σ′ ∪{(¬n1 ∨ · · · ∨¬nn′)} ;10

else Σ′′ ←− Σ′′ ∪ {(¬n1 ∨ · · · ∨ ¬nn′ ∨ pi)} ;11

end12

else if(Σ |=∗ (¬n1 ∨ · · · ∨ ¬nn′ ∨ ¬pi)) then α′ ←− α′ \ {pi};13

end14

if ((¬n1 ∨ · · · ∨ ¬nn′) 6∈ Σ′) then15

if (Σ′′ = ∅) then Σ′ ←− Σ′ ∪ {α′};16

else Σ′ ←− Σ′ ∪ Σ′′;17

end18

end19

end20

Σ′ ←− U-Irredondancy(Σ′) ;21

return isHORN(Σ′) ;22

end23

classes polynomiales de type U-C.
L’utilisation de la conséquence logique restreinte à la propagation unitaire comme mécanisme de

déduction permet ici de produire un algorithme demeurant polynomial en temps. Nous avons appliqué
une idée similaire au concept d’autarky afin de généraliser cette notion touten conservant ce caractère
polynomial.

2.2.4 Les autarkies

La notion d’autarky a été introduite dans [MS85]. Une autarky est une interprétation partielleI
d’une CNF Σ telle queΣ|I ⊆ Σ. Un cas particulier d’autarky est l’ensemble des littéraux purs de la
formule. Cette notion d’autarky a été utilisée au sein d’un solveurSAT afin d’en accroître son efficacité
[JOR88, VG99, Kul00].

Dans[GMS09], en collaboration avec Éric GRÉGOIREet Lakhdar SAÏS, nous proposons de rempla-
cer le test d’inclusion par un test de conséquence logique restreinte à la propagation unitaire, définissant
ainsi le concept d’autarky généralisé modulo la propagation unitaire. Plusprécisément, une interpréta-
tion partielleI d’uneCNF Σ est une autarky généralisée modulo la propagation unitaire si et seulement
si il existe I ′ ⊂ I telle queΣ|I′ �∗ Σ|I . Si I ′ 6= ∅, on qualifie cette autarky de locale. Nous exhi-
bons des propriétés concernant ces autarkies permettant d’intégrer efficacement leur détection au sein
d’un algorithme de typeDPLL ou CDCL. Nous montrons également que la recherche de ces autarkies
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peut engendrer unbackjumpplus important que le processus d’analyse de conflits traditionnelle (voir
§Apprentissage et backjumping).

2.3 Techniques de simplification

Prétraiter uneCNF avant sa résolution est devenu une étape fondamentale pour l’efficacitéde sa
résolution. Un grand nombre de préprocesseurs ont été proposés ces dernières années. L’un des pre-
miers algorithmes de prétraitement efficace, est la3-Resolution, intégré notamment aux solveurscsat
[DABC96] et satz[LA97]. Celui-ci consiste à ajouter à la formule toutes les résolvantes de taille infé-
rieure ou égale à 3, jusqu’à saturation. De plus, les clauses subsumées sont détectées et supprimées de
la CNF. Un préprocesseur moins gourmand en ressources a ensuite été proposé dans [Bra01]. Du nom
de 2-sim, il a été développé afin d’améliorer l’efficacité des solveurs sur les problèmes industriels, qui
contiennent souvent un grand nombre de clauses binaires. Sommairement,l’idée est donc d’utiliser ces
clauses binaires pour construire un graphe d’implications, à partir duquel des clauses unitaires sont dé-
rivées par le calcul de la fermeture transitive. Si de telles clauses sont produites, elles sont propagées et
ce procédé est itéré jusqu’à ce qu’un point fixe soit atteint. Le préprocesseurhyprea généralisé2-simen
utilisant l’hyper-résolution pour déduire de nouvelles clauses binaires [BW04]. De plus, cet algorithme
détecte et substitue les littéraux équivalents de manière incrémentale. La procédureDP, basée sur l’éli-
mination de variables par résolution, a également été considérée comme prétraitement d’une CNF. Sa
complexité exponentielle en espace a obligé l’adoption d’un schéma plus faible, comme celui proposé
dansniver [SP05]. Ce schéma consiste à éliminer les variables par résolution uniquement si ce calcul ne
conduit pas à augmenter le nombre de littéraux de la CNF. Ce prétraitement a ensuite été amélioré par
l’utilisation d’une nouvelle règle de substitution et designaturesde clauses [EB05]. Le préprocesseur
résultant, nommésatelite, est depuis utilisé comme étape préliminaire de la plupart des solveurs actuels.

Notre contribution aux algorithmes de prétraitement a déjà en partie été présentée en section2.2.1
où un prétraitement des formulesCNF permettant d’exhiber des dépendances fonctionnelles sous la
forme de portes logiques est décrit. Les prétraitements présentés dans cette partie du document peuvent
également être appliqués dynamiquement au cours de la recherche dans un objectif de simplification.
Néanmoins, pour des raisons évidentes d’efficacité, il est souvent préférable de les appliquer uniquement
sur la formule initiale, c’est-à-dire à la racine de l’arbre de recherche.

2.3.1 Clauses nf-bloquées

Dans la section2.2.2, nous avons étudié les clauses u-redondantes et montré que leur suppression
plongeait de nombreuses instances dans des classes polynomiales (voir §2.2.3). Nous nous sommes in-
téressés à un autre type de clauses particulières : lesclauses bloquées.

Le concept de clause bloquée a été introduit par Oliver KULLMANN [Kul96]. Une clauseα est dite
bloquée pour uneCNF Σ si et seulement si il existe un littéralℓ deα tel que toutes les résolvantes enℓ
deα sont tautologiques. Une telle clause ne peut participer à aucune réfutation, il en découle queΣ est
satisfiable si et seulement siΣ \ {α} est satisfiable.

Exemple 8. SoitΣ =






α1 : (a ∨ b ∨ c)
α2 : (¬a ∨ ¬b)
α3 : (¬b ∨ c)
α4 : (b ∨ ¬c)





la clauseα1 est bloquée par le littérala.

Dans [OGMS02], en collaboration avec Éric GRÉGOIRE, Richard OSTROWSKI et Lakhdar SAÏS

nous avons étendu la notion de clause bloquée en celle declause nf-bloquée. Une clause est ditenon
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fondamentalepour uneCNF, si elle est tautologique ou si elle est subsumée par une autre clause de la
CNF. Une clauseα est nf-bloquée pour uneCNF Σ, s’il existe un littéralℓ deα tel qu’il n’existe pas
de résolvante enℓ26 ou toutes les résolvantes sont non fondamentales. Très clairement, comme pour les
bloquées, siα est nf-bloquée dansΣ, alorsΣ est satisfiable si et seulement siΣ \ {α} est satisfiable.

Exemple 9. Soit Σ =






α1 : (a ∨ b ∨ c)
α2 : (¬a ∨ b ∨ d)
α3 : (b ∨ c ∨ d)
α4 : (¬b ∨ c ∨ ¬d)
α5 : (a ∨ b ∨ ¬c)






la clauseα1 est bloquée par le littérala. α1 peut donc

être supprimée, ce qui permet de nf-bloquerα2 par le littéralb. Si l’on poursuit les suppressions, la
clauseα3 devient nf-bloquée pard et enfin les deux clauses restantes peuvent également être supprimées
puisqu’elles possèdent chacun un littéral pur (¬d pour α4 et a pour α5). Nous obtenons l’ensemble
vide de clause et avons ainsi prouvé queΣ est satisfiable. Prétraiter les instances afin de supprimer les
clauses nf-bloquées, est un processus qui a été intégré au solveurLSAT (voir §2.2.1) afin de supprimer
un maximum de clauses de la partie clausale restante après la détection des portes.

Pour être complet, sur les clauses nf-bloquées, il faut noter que les notions de clauses u-redondantes
et nf-bloquées sont indépendantes :

– il existe des clauses nf-bloquées non u-redondantes (α1 dans l’exemple précédent) ;
– il existe des clauses u-redondantes non nf-bloquées (toujours depuis l’exemple9, si l’on ajoute les

clausesα6 = (a ∨ ¬d) etα7 = (¬a ∨ ¬d), α1 n’est plus nf-bloquée mais devient u-redondante) ;
– il existe des clauses nf-bloquées et u-redondantes (cette fois, il faut ajouterα′

6 = (e ∨ ¬d) et
α′

7 = (¬e ∨ ¬d), pour obtenirα1 nf-bloquée et u-redondante en même temps).

2.3.2 Production de sous-clauses à l’aide de la propagationunitaire

La propagation unitaire est un mécanisme fréquemment exploité dans l’algorithmique deSAT, comme
heuristique [LA97], prétraitement [GMOS05], traitement local [DABC96], etc. Nous proposons de l’ex-
ploiter afin de produire des sous-clauses, c’est-à-dire des clauses subsumant les clauses de la formule.
Pour ce faire, nous proposons une extension du graphe d’implications tel qu’il est utilisé dans les solveurs
SAT modernes.

Le graphe d’implications associé à uneCNF Σ et une interprétation partielleI, dépend à la fois de
l’ordre d’affectation des littéraux deI mais également des choix réalisés lors des propagations unitaires.
En effet, plusieurs clauses peuvent être à l’origine de l’implication par propagation unitaire d’un même
littéral, comme l’illustre l’exemple suivant.

Exemple 10.Soit la formuleΣ = {α1 = x1∨¬x5, α2 = ¬x1∨x2, α3 = ¬x1∨x3, α4 = ¬x2∨x4, α5 =
¬x2∨¬x3∨x4}. Les figures2.4aet2.4bmontrent deux graphes d’implications résultant de l’affectation
dex5 ; le littéralx4 pouvant être produit de deux manières différentes.

Il en découle que les clauses produites par résolution et leur nombre dépendent du graphe d’im-
plications considéré. Afin de s’affranchir de cet inconvénient, nous avons introduit la notion degraphe
d’implications completqui peut être vu comme l’union des graphes d’implications. Ce graphe permet
de générer l’ensemble des clauses résolvantes. De cet ensemble, nousne retenons que les clauses qui
subsument au moins une clause de l’instance originale dans le but de la substituer.

Ce travail est le fruit d’une collaboration avec Sylvain DARRAS, Laure DEVENDEVILLE, Gilles DE-
QUEN, Richard OSTROWSKI et Lakhdar SAÏS. Dans[DDD+05a, DDD+05b], nous envisageons une

26ℓ est un littéral pur dans ce cas.
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FIGURE 2.4 : Dépendance des graphes d’implications à l’ordre de propagation
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application dynamique, c’est-à-dire à chaque nœud de l’arbre de recherche, mais nous ne l’avons ex-
périmenté qu’en prétraitement. Pour ce faire, chaque littéral de la formule est propagé successivement.
Dans le cas où le processus de propagation génère la clause vide, on déduit le littéral opposé ; dans le
cas contraire, le graphe d’implications est exploité pour réduire les clauses deΣ. Ce processus est répété
jusqu’à ce qu’aucune nouvelle sous-clause ne puisse être produite. Les résultats expérimentaux montrent
que non seulement cette technique permet de raccourcir un grand nombrede clauses mais également de
fixer de nombreux littéraux. Cette simplification de la formule originale a un effetextrêmement bénéfique
pour la résolution de l’instance.

Ce travail a été revisité et étendu dans le prétraitement appelévivificationproposé dans [PHL08].

2.3.3 Recherche complémentaire

Les méthodes de simplification présentées cherchent à faciliter la résolution d’une CNF en lui ap-
portant des modifications syntaxiques : retrait, ajout, substitution de clausesou de littéraux. Nous nous
intéressons dans cette section à une simplification de l’arbre de recherchesans manipulation syntaxique.

Dans[OMSG03], le principe de recherche complémentaire initialement proposé par Paul PURDOM

[Pur84] est revisité, analysé et appliqué de manière originale et productive. Leprincipe de la recherche
complémentaire peut s’énoncer de la façon suivante : soientΣ une formule CNF, etℓ ∈ VΣ. Σ peut
être réécrite de manière équivalente comme(ℓ ∨ Φ) ∧ (¬ℓ ∨ Ψ) ∧ Γ où Φ = {c\{ℓ}|ℓ ∈ c et c ∈ Σ},
Ψ = {c\{¬ℓ}|¬ℓ ∈ c et c ∈ Σ} et Γ = {c|{ℓ,¬ℓ} ∩ c = ∅ et c ∈ Σ}. Sous cette écriture,Σ est
satisfiable si et seulement siΣ|ℓ est satisfiable ouΣ|¬ℓ ∧ ¬Ψ est satisfiable. En effet, comme l’illustre la
figure2.5, s’il est prouvé queΣ|l ne peut pas admettre de modèle alors, la formuleΨ ∧ Φ ∧ Γ ne peut
pas être satisfiable et il est inutile d’explorer de nouveau cette formule dans l’autre partie de l’arbre de
recherche.

Comme le fait remarquer Paul PURDOM, la recherche complémentaire joue un rôle important d’un
point de vue théorique sauf que pour être exploitée il faut ajouter explicitement des contraintes obtenues à
partir de la négation d’une sous-formuleCNF dont la transformation en formuleCNF est coûteuse. Cette
contrainte de mise en œuvre pratique a été citée par Giorgio GALLO et Giampaolo URBANI [GU89] :
« Purdom’s branching criterion succeeds in reducing the size of the search tree but a price must be paid.
In fact, the formula must be transformed into the standard form of set of clauses, which might be quite
costly.». Répondant à cette limitation pratique, nous proposons une mise en œuvre efficace du principe
de recherche complémentaire dans les algorithmes de typeDPLL. En outre, cette mise en œuvre introduit
une nouvelle manière de dériver des littéraux unitaires.
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FIGURE 2.5 : Principe de la recherche complémentaire
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∨

Ψ ∧ Γ ∧ Φ
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Φ ∧ Γ ∧ ¬Ψ
∨

Φ ∧ Γ ∧Ψ

Partant simplement du fait que¬Ψ est vrai si et seulement siΨ ne l’est pas, il est possible d’éviter
aisément l’ajout de¬Ψ. En effet, lorsque l’ensembleΨ est satisfait (c’est-à-dire que toutes les clauses
contenant¬ℓ sontsursatisfaites27) la formule¬Ψ est insatisfiable. Par conséquent, il suffit simplement
d’empiler des pointeurs sur les clauses où¬l apparaît et de vérifier au cours de la recherche dans le
sous-arbreΣ|¬ℓ si ces clauses sont sursatisfaites. Ce test est réalisé en maintenant pourchaque clause le
nombre de littéraux qui la satisfont. Ainsi la formule¬Ψ est considérée sans être ajoutée explicitement
àΣ|¬ℓ.

Un autre aspect important est la possibilité de déduire des littéraux unitaires.Lorsque toutes les
clauses deΨ sont satisfaites exceptée une, il est alors possible d’impliquer la négation des littéraux non
affectés de cette clause. Dans[OMSG03], nous montrons les gains obtenus quant à la résolution de
nombreuses instances par un algorithmeDPLL, lorsque le principe de recherche complémentaire et la
nouvelle règle de production de littéraux unitaires sont appliqués.

27Une clauseα est ditesursatisfaitepour une interprétationI si et seulement si|I ∩ α| > 1.
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Chapitre

3

Au-delà de SAT

DE nombreux travaux surSAT reposent sur la localisation de contraintes difficiles à satisfaire ou
souvent falsifiées qui sont heuristiquement jugées comme responsablesde la non-satisfiabilité de

l’instance. C’est donc naturellement que nous avons essayé d’appliquer la même stratégie pour la réso-
lution de problèmes autour deSAT.

Les premières contributions discutées dans ce chapitre concernent uneapplication directe de cette
stratégie à la recherche de noyaux incohérents, encore appelésMUS, au sein d’une instance deSAT. Puis
ce problème est transposé au niveau desCSP où desMUC et desMUST sont recherchés. La stratégie
décrite ci-dessus et l’algorithmique s’y rapportant sont ensuite appliqués à la résolution de problèmes
exprimés à l’aide de logiques non monotones ou du premier ordre. Enfin nous concluons ce chapitre par
la présentation de notre contribution aux problèmes de la compilation de bases de connaissances et à la
résolution d’instancesQBF.

3.1 Calcul de noyaux : cadre propositionnel

Lorsque le résultat du test de satisfiabilité d’une formule propositionnelle s’avère positif, la plupart
des solveurs fournissent un modèle de la formule. En revanche, lorsqu’une méthode complète établit
qu’une formule n’admet pas de modèle, elle ne délivre généralement aucune explication quant aux rai-
sons de ce résultat. Or, il est possible que seules quelques clauses soient réellement contradictoires,
rendant l’ensemble de la formule incohérente. De ce point de vue, la localisation au sein de la formule
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ALGORITHME 3.1 : AOMUS
input : Σ uneCNF
output : l’approximation d’unMUS deΣ
begin1

stack ←− ∅ ;2

while (LocalSearchWithScoredCriticalClauses(Σ) ne trouve pas de modèle)3

do
push(stack,Σ) ;4

Σ ←− Σ \ {α|score(α) < (min(score) + #flips
|Σ| )} ;5

end6

repeatΩ ←− pop(stack) until CDCL(Ω) ;7

return Ω ;8

end9

des raisons de sa non-satisfiabilité peut se révéler utile dans nombre de domaines. Une telle informa-
tion, de nature diagnostique, peut être fournie par la localisation de sous-formules minimallement non
satisfiables (ouMUS pour «Minimally Unsatisfiable Subformulae») d’uneCNF.

3.1.1 Extraction d’un MUS

De nombreux algorithmes ont été proposés ces dernières années pour extraire une sous-formule non
satisfiable d’uneCNF. La plupart de ces algorithmes n’assurent pas la minimalité. Parmi ces approches,
citons la méthodeadaptative[Bru03], amuse[OMA+04], zcore[ZM03], etc. Concernant la minimisation
de la formule, des techniques dédiées ont été développées commezminimal[ZM03], mup [Hua05] ou
miniunsat[vMW08]. Cependant l’efficacité de ces algorithmes de minimisation dépend fortementde
l’approximation fournie en entrée. Nous nous sommes intéressés dans un premier temps aux algorithmes
d’approximation et avons proposé une utilisation originale et efficace de larecherche locale pour localiser
les sources d’incohérence.

Dans[MSG98] nous utilisons la recherche locale à chaque décision deDPLL pour déterminer la
variable à affecter. La variable retenue est celle qui est apparue le plus souvent dans les clauses les plus
falsifiées durant la recherche locale (voir §2.1.3). L’hypothèse qui a conduit à cette heuristique est : «les
clauses les plus souvent falsifiées appartiennent auxMUS de laCNF ». L’un des objets de la thèse de
David ANSART [Ans05] que j’ai co-encadrée, portait sur le raffinement de cette hypothèse.Cette étude a
permis d’introduire la notion declauses critiques. Cette notion a très largement été enrichie et exploitée
dans la thèse de Cédric PIETTE [Pie07] que j’ai également co-encadrée.

Une clauseα d’uneCNF Σ est ditecritiquepour une interprétationI si et seulement siα ∩ I = ∅
et∀ℓ ∈ α,∃α′ ∈ Σ telle queα′ ∩ I = {ℓ}. Autrement dit,α est falsifiée parI et il existe, pour chaque
littéral ℓ deα, une clause unisatisfaite parℓ. Ces clauses unisatisfaites sont ditesliéesàα.

Exemple 11. Soient la formuleΣ = {(a ∨ ¬b), (¬b ∨ c), (¬a ∨ ¬b ∨ ¬c), (¬a ∨ b ∨ ¬c), (a ∨
c, a∨ b), (¬a∨ b∨ c)} et l’interprétationI = {a, ¬b, ¬c}. Sous cette interprétation, la clause falsifiée
(¬a∨b∨c) est critique. Ses clauses liées sont(a∨b) et(a∨c) pour¬a, {¬b∨c} pourb et(¬a∨b∨¬c)
pourc.

Les clauses critiques présentent des propriétés intéressantes quant àl’extraction deMUS. Dans
[GMP06a], en collaboration avec Éric GRÉGOIREet Cédric PIETTE, nous montrons que pour chaque
clause d’unMUS, il existe une interprétation qui la rend critique. Par ailleurs, lors de l’exécution d’un
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ALGORITHME 3.2 : OMUS
input : Σ uneCNF
output : unMUS deΣ
begin1

Ω ←− AOMUS(Σ) ;2

foreachα ∈ Ω do3

if (CDCL(Ω \ {α})) then Ω ←− Ω \ {α} ;4

end5

return Ω ;6

end7

algorithme de type recherche locale, lorsqu’un minimum local est atteint, noussommes assurés que
toutes les clauses falsifiées sont critiques et donc qu’au moins une clauseparMUS est critique. De ces
propriétés, nous proposons un algorithme nomméAOMUS (« Approximate OneMUS ») et basé sur la
recherche locale pour approximer unMUS. Le principe est d’attribuer un score à chaque clause ; ce score
est augmenté dès lors qu’une clause est critique ou liée à une clause critique pour une interprétation par-
courue par la méthode de recherche locale. À chaque itération, les clauses ayant obtenu les plus faibles
scores sont supprimées jusqu’à ce que la recherche locale délivre unmodèle. Les clauses précédemment
supprimées sont de nouveau ajoutées jusqu’à ce que l’instance n’admetteplus de modèle.AOMUS est
détaillé dans l’algorithme3.1.

L’approximation fournie parAOMUS peut ensuite être minimisée avec une des méthodes citées
précédemment. Nous utilisons un méthode ditedestructricequi consiste à tester chaque clause et à la
supprimer si laCNF privée de cette clause demeure non satisfiable. Dans[GMP08a], nous discutons des
différentes méthodes de minimisation. L’algorithmeOMUS (« OneMUS »), présenté dans l’algorithme
3.2calcule unMUS, d’uneCNF fournie en entrée de l’algorithme.

Les expérimentations conduites surAOMUS montrent que l’approche est extrêmement compétitive
fournissant, dans la très grande majorité des cas, une meilleure approximation (en terme de taille) com-
parativement aux autres méthodes de la littérature et ceci plus rapidement.

3.1.2 Extraction d’un MUS particulier

Les algorithmes permettant l’extraction d’unMUS d’uneCNF retournent n’importe quelMUS de
l’instance. Or dans certaines applications, il est nécessaire d’identifierun MUS particulier, comme le
plus petitMUS en terme de taille. La recherche du plus petitMUS a fait l’objet de plusieurs études
notamment dans [LMS04, MLA +05, ZLS06]. Dans[GMP09a] nous nous sommes intéressés au calcul
d’un MUS contenant au moins une clause d’un sous-ensemble de clausesdonné.

Nous proposons dans[GMP09a] une approche originale pour répondre à ce problème, sans calculer
tousles MUS deΣ. Pour contourner la très haute complexité dans le pire cas de cette requête,le problème
est exprimé dans un cadre à gros grains où desclustersde clauses de laCNF sont formés, puis considérés
comme les éléments de base de la formule et examinés selon leur niveau de conflits mutuels. Le cadre est
ensuite progressivement raffiné en divisant les clusters les plus prometteurs et en élaguant ceux qui ont
été prouvés inutiles jusqu’à ce que la quantité de ressources allouées soitépuisée ou jusqu’à ce qu’une
solution soit retournée. Le niveau de conflits mutuels entre clusters est mesuré grâce à une forme de
valeur de SHAPLEY [Sha53], célèbre dans la communauté de la théorie des jeux et appliquée à la mesure
de l’incohérence dans [HK08].
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3.1.3 Calcul de tous lesMUS

Si la méthode proposée précédemment ne nécessitait pas le calcul de tous les MUS, il est parfois
nécessaire de calculer cet ensemble dont la taille peut être exponentielle enfonction du nombre de clauses
de la CNF. Peu de méthodes et surtout peu de méthodes (relativement) efficaces ont été proposées,
citons tout de même [dlBSW03, BS05]. La méthodecamus[LS05, LS08], proposée récemment par
Mark LIFFITON et Karem SAKALLAH , donne les résultats les plus probants. Elle repose (comme d’autres
méthodes) sur l’exploitation de la dualité entre lesMUS et lesMSS. Cette méthode se décompose en
deux étapes distinctes :

– le calcul de l’ensemble desMSS. Pour cela, la méthode utilise un solveurSAT moderne et re-
cherche successivement tous les MSS de tailles|Σ| − 1, |Σ| − 2, etc.

– à partir desMSS calculés et plus précisément desCoMSS, l’ensemble desMUS est produit en
cherchant tous les ensembles intersectants minimaux. Ce problème est équivalent au calcul des
transversaux minimaux d’un hypergraphe pour lequel de nombreux algorithmes ont été proposés.

Dans[GMP07a, GMP09b] nous nous sommes intéressés à améliorer la première phase de l’algo-
rithme. Nous avons proposé une amélioration qui repose sur une hybridation de la méthode calculant
les MSS avec une méthode de recherche locale. La méthode de recherche locale fournit à la méthode
complète desCoMSS candidats trouvés au cours de l’exploration stochastique de l’espace derecherche.
Afin de sélectionner des « bons » candidats, le concept de clauses critiques est une nouvelle fois utilisé.
En effet, pour une interprétation, si toutes les clauses falsifiées ne sontpas critiques, alors clairement ces
clauses ne peuvent pas constituer unCoMSS. D’autre part, il est inutile de conserver un candidat qui
serait un sur-ensemble d’un candidat nouvellement calculé. Pour ce faire, nous avons adapté la technique
proposée dans [Zha05], pour le calcul des ensembles de clauses subsumées, afin de n’enregistrer que
les CoMSS candidats minimaux. Une fois l’ensemble de candidats calculés, ceux-ci sont directement
fournis àcamusqui peut ainsi éviter le calcul de certains de cesCoMSS. En effet, lorsque l’algorithme
calcule lesMSS de taille |Σ| − i, il peut directement ajouter tous lesCoMSS candidats qui ne sont
pas des sur-ensembles desCoMSS déjà calculés (c’est-à-dire ceux de taille inférieure ài). Cela permet
d’éviter des tests «NP-complets » et «CoNP-complets » et offre donc un gain substantiel confirmé par
les expérimentations réalisées.

3.1.4 Approximation de l’ensemble desMUS

Lorsque le calcul de l’ensemble exact desMUS s’avère hors de portée des algorithmes, par exemple
parce que l’ensemble desCoMSS est trop grand, il peut être intéressant de disposer d’un algorithme
approximant cet ensemble.

Dans [GMP07b], nous proposons un algorithmeASMUS (« Approximate Set ofMUS »), basé
sur la procédureOMUS pour fournir une approximation de l’ensemble desMUS d’une CNF. Partant
du constat qu’il suffit de supprimer une clause à unMUS pour qu’il devienne satisfiable, une approche
naïve consiste à supprimer une clause de laCNF appartenant auMUS délivré parOMUS. Un nouveau
MUS peut alors être recherché ; ce processus est itéré jusqu’à ce que laCNF réduite devienne satisfiable.
Une telle approche délivre l’ensemble exact deMUS si et seulement si chaque paire deMUS possède
une intersection vide. Cependant, lesMUS ont souvent une intersection non vide et supprimer une clause
de cette intersection supprime les deuxMUS. Nous proposons une heuristique qui consiste à supprimer
les clauses pour lesquelles le nombre minimal de clauses fausses lorsqu’elles étaient falsifiées durant la
recherche locale, est maximal. Cette heuristique repose sur le fait que lorsque l’on se trouve dans un
optimum global, c’est-à-dire une solution pour le problèmeMAXSAT, les clauses fausses appartiennent
aux intersections desMUS. Choisissant les clauses suivant le critère inverse, nous espérons supprimer
un minimum deMUS lors du retrait de la clause.ASMUS est détaillé dans l’algorithme3.3. Il est clair
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FIGURE 3.1 : Ensemble deMUS impossible à calculer viaASMUS
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ALGORITHME 3.3 : ASMUS
input : Σ uneCNF
output : une approximation de l’ensemble desMUS deΣ
begin1

SMUS ←− ∅ ;2

while (CDCL(Σ) = false) do3

Ω ←− OMUS(Σ) ;4

SMUS ←− SMUS ∪ {Ω} ;5

α ←− la clause deΩ dont le nombre minimum de clauses falsifiées en même temps6

qu’elle durant la recherche est maximal ;
Σ ←− Σ \ {α} ;7

end8

return SMUS ;9

end10

que cet algorithme fournit une approximation et que dans certaines configurations, il lui est impossible
de calculer tous lesMUS. Par exemple, sur la formuleΣ = {(a), (¬a), (¬a ∨ b), (¬b), (a ∨ ¬c), (c)},
il ne pourra délivrer qu’au maximum3 des4 MUS de la formule, la première suppression de clause
supprimant au minimum2 MUS de la formule, comme le montre la figure3.1où lesMUS sont regroupés.

Dans[GMP06b], l’ensemble calculé parASMUS est appelécouverture incohérente(« inconsistant
cover»). Formellement, elle se définit comme un ensemble deMUS tel que l’instance privée de l’union
desMUS de la couverture est satisfiable. La couverture est ditestrictesi et seulement si l’intersection
deux à deux de chacun desMUS est vide. Une couverture stricte permet de calculer les causes indé-
pendantes, c’est-à-dire non corrélées, d’incohérence au sein d’une même formule. Ceci peut avoir du
sens dans certaines applications comme par exemple, la détection de pannes simultanées d’un système
complexe. L’algorithmeICMUS (voir algorithme3.4) calcule une telle couverture.

3.2 Calcul de noyaux : cadreCSP

Tout comme dans le cadre propositionnel, lorsqu’un solveurCSP prouve qu’une instance n’admet
pas de solution, aucune information n’est délivrée quant à la raison de l’incohérence. Or celle-ci peut-être
due à un sous-ensemble de contraintes qui rend l’ensemble du réseau decontraintes en totalité incohérent.
Le calcul des sous-ensembles de contraintes minimalement incohérents (MUC) permet de localiser les
éléments en conflit afin, par exemple, de diagnostiquer la cause de l’incohérence et éventuellement la
réparer.
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ALGORITHME 3.4 : ICMUS
input : Σ uneCNF
output : une couverture incohérente stricte deΣ
begin1

ICMUS ←− ∅ ;2

while (CDCL(Σ) = false) do3

Ω ←− OMUS(Σ) ;4

ICMUS ←− ICMUS ∪ {Ω} ;5

Σ ←− Σ \ Ω ;6

end7

return ICMUS ;8

end9

Plusieurs approches ont par le passé été proposées dans le but de détecter desMUC. Tout d’abord, les
approches générales de [HL99] et [dlBSW03], proposées dans d’autres contextes, permettent l’obtention
de tous lesMUC par l’exploration d’un arbre «CS». Celui-ci consiste à énumérer et tester la cohérence
des sous-problèmes duCSP traité pour en extraire l’ensemble de sesMUC. Malheureusement, l’explo-
sion combinatoire du nombre de sous-problèmes d’unCSP ne permet à cette méthode que de pouvoir
traiter de très petits problèmes en pratique.

Plus spécifiquement au cadreCSP, plusieurs travaux visent à identifier des ensembles (minimaux)
conflictuels de contraintes afin d’effectuer des retours en arrière intelligents, tels que le «dynamic back-
tracking » [Gin93, JDB00] ou le « conflict-based backjumping» [Pro93]. Toutefois, seules quelques
méthodes spécifiques à l’extraction d’unMUC ont été proposées. Notons par exemple les approches de
[MT02] et quickexplain[Jun01, Jun04] qui permettent d’obtenir une explication de l’incohérence basée
sur les préférences de l’utilisateur. Mentionnons également la bibliothèquepalm[JB00] de la plate-forme
de programmation par contrainteschoco[Lab00], qui est un outil permettant par exemple d’expliquer
pourquoi il n’existe aucune solution contenant une valeur particulière àun CSP donné. De plus, en cas
d’inconsistance du problème,palm est capable d’en extraire un sous-problème non satisfiable, mais la
minimalité de celui-ci n’est pas garantie. L’approche baptiséedc(wcore), introduite dans [HLSB06] amé-
liore une précédente méthode [BDTW93] introduite dans le contexte du diagnostic de pannes. Elle a été
prouvée plus efficace que le systèmequickxplain, et semble être une des méthodes les plus performantes
en pratique pour extraire unMUC. Notre contribution à l’algorithmique d’extraction deMUC porte sur
l’amélioration de cette technique.

3.2.1 Extraction d’un MUC

La méthodedc(wcore)se décompose en deux étapes, nomméeswcoreet dc. La première extrait un
ensemble conflictuel de contraintes sans que la minimalité ne soit garantie, alorsque la seconde délivre
un MUC à partir de cet ensemble.wcoreutilise l’exploration faite par un algorithme classique de satis-
faction de contraintes de type «branch and bound» et marque toutes les contraintes qui ont été utiles
pour réduire la taille d’un domaine d’une variable lors du maintien de l’arc-consistance. Ces contraintes
sont marquées commeactives. À la terminaison de l’algorithme, les contraintes non marquées peuvent
être supprimées et l’algorithme fournit un sous-ensemble de contraintes enconflit. Il est évident que
le sous-problème extrait par cette approche peut différer en fonction des affectations partielles traver-
sées, qui sont dirigées par l’heuristique de choix de variables. En pratique,wcorejouit de l’efficacité de
l’heuristique dynamiquedom/wdeg [BHLS04] qui permet de concentrer la recherche sur des zones sur-
contraintes. Cette opération peut être répétée sur le sous-problème obtenu afin d’en extraire un éventuel
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nouveau sous-problème. De cette façon,wcoreconsiste en une boucle où sont itérés des appels à un al-
gorithme complet de recherche tant que le nombre de contraintes actives décroît. De plus, les compteurs
de l’heuristiquedom/wdeg sont conservés d’un appel à l’autre, de manière à se concentrer progressive-
ment sur une petite zone de l’espace de recherche, et ainsi réduire le nombre de contraintes actives. En
pratique, la conservation de ces compteurs se montre extrêmement efficacepour la découverte de petits
ensembles conflictuels de contraintes.

Notre première contribution à la recherche d’unMUC dans le cadreCSP vise à améliorer les perfor-
mances dewcore. Pour ce faire, nous retardons le mécanisme de retour-arrière, dans un double objectif :
identifier plus de contraintes actives et affiner les poids utilisés dans l’heuristiquedom/wdeg . Alors
que l’algorithme utilisé effectue un retour-arrière dès qu’une contrainte est violée, nous préconisons de
poursuivre le filtrage en cours. Ceci permet de ne pas choisir arbitrairement le premier échec rencontré
alors que des échecs situés au même niveau de propagation peuvent êtreobtenus. Cette stratégie a déjà
été appliquée à d’autres contextes que la recherche d’un MUC, comme parexemple dans [SV94]. Les
résultats expérimentaux montrent que le surcoût de calculs engendré parcette stratégie est compensé par
la qualité du sous-ensemble de contraintes obtenu qui devient plus simple à minimiser.

Notre seconde contribution porte sur l’algorithme de minimisation. Dans [HLSB06] les auteurs pré-
conisent une stratégie totalement dichotomique pour réduire le sous-ensemble de contraintes obtenu par
wcoreen unMUC. Nous pensons que l’hypothèse, déjà vérifiée dans le cadre propositionnel, consistant
à dire que les contraintes les plus souvent violées ont plus de chances d’appartenir à unMUC, permet à
une approche de type « destructrice »28 de délivrer unMUC rapidement. Même si cette approche dans
le pire des cas possède une complexité algorithmique plus importante que la stratégie dichotomique,
elle devrait fournir en pratique de bons résultats. En effet, si les contraintes sont testées dans l’ordre
décroissant du nombre de fois où elles ont été violées, nous pouvons espérer, selon l’hypothèse faite,
qu’un maximum des premiers tests soient des tests prouvant la satisfiabilité de l’ensemble, tests sou-
vent moins coûteux que des tests prouvant l’absence de solution. Ainsi nous préconisons une stratégie
qui combine l’approche dichotomique et l’approche destructive où la dichotomie est utilisée uniquement
pour délivrer le premier sous-ensemble de contraintes. Les expérimentations conduites ont confirmé que
cet algorithme de minimisation se montre plus efficace que la stratégie dichotomique.Par ailleurs, cette
stratégie combinée à l’approche jusqu’au-boutiste dewcoreoffre de bien meilleures performances que
DC(wcore).

Ces travaux réalisés conjointement avec Éric GRÉGOIRE, Cédric PIETTE et Lakhdar SAÏS ont été
publiés dans[GMPS06, GMP08b].

3.2.2 Extraction d’un MUST

Restaurer la satisfiabilité d’unCSP peut être effectué à travers la réparation de chacun de sesMUC.
Une façon naturelle de « casser » l’incohérence due à unMUC passe par la suppression de l’une de
ses contraintes. Cependant, une telle suppression peut apparaître commeun acte destructeur. Alternati-
vement, il peut être préférable d’affaiblir une ou plusieurs contraintes, plutôt que de les supprimer. Une
façon d’effectuer une telle opération est de fournir à l’utilisateur certains tuples interdits tels que leur
autorisation suffit à restaurer la satisfiabilité.

Dans cet objectif, dans[GMP07c], en collaboration avec Éric GRÉGOIREet Cédric PIETTE, nous
introduisons le concept deMUST. UnMUST (« Minimally Unsatisfiable Set of Tuples»), d’unCSP non
satisfiable, est un ensembleT non satisfiable de tuples interdits tel que tout sous-ensemble deT est satis-
fiable. On retrouve avec lesMUST, les problèmes inhérents aux ensembles minimalement incohérents.

28Cette approche consiste à tester si pour chaque contrainte, leCSP est toujours non satisfiable une fois cette contrainte
retirée. Dans l’affirmative, la contrainte est supprimée duCSP et les tests se poursuivent sur ce nouveauCSP ; dans la négative,
la contrainte est conservée.
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FIGURE 3.2 : MUST et tuples partagés
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(c) Graphes de micro-structure des deux MUST

Il ne suffit donc pas de supprimer un tuple d’unMUST d’un problème pour restaurer la cohérence d’un
CSP. En effet, on peut prouver facilement qu’il existe dans le pire cas un nombre exponentiel deMUST
au sein d’unCSP n’admettant pas de solution, et que cesMUST peuvent avoir une intersection vide.
Par ailleurs, toutMUC possède au moins unMUST, mais il peut exister desMUST faisant intervenir
des contraintes n’appartenant à aucunMUC !

Malgré ces résultats négatifs, lesMUST forment bien un concept viable pour exprimer les causes
de l’incohérence d’unCSP. En effet, nous avons montré que siP est unMUC de m contraintes,
alors il existe au moinsm tuples tels qu’autoriser l’un d’entre eux restaure la satisfiabilité deP . Ces
tuples sont appelés lestuples partagés. La figure3.2 représente le graphe de micro-structure duMUC
〈{v1, v2, v3}, {(v1 6= v2), (v2 + v3 = 2A), (v1 = v3)}〉 avecdom(vi) = {A, B} les 2MUST qu’il
contient et les tuples partagés. Afin de restaurer la cohérence d’unMUC en relâchant des contraintes, il
suffit donc d’identifier l’ensemble de ces tuples partagés. À partir d’unCSP, l’algorithme procède donc
en deux étapes : l’identification d’unMUC à l’aide de la technique présentée dans la section précédente
et le calcul d’unMUST (et de tuples partagés) au travers l’algorithmeOMUS (voir 3.1.1) développé dans
le cadre propositionnel. En effet, nous avons établi que les concepts deMUST et MUS correspondent
dès lors que l’on utilise un codage de type «direct encoding» [dK89] sans les clauses «at most one».
Par ailleurs, durant la recherche d’unMUS dès lors qu’une clause est la seule à être falsifiée pour une
interprétation donnée, cette clause est marquée car elle correspond forcément à un des tuples partagés du
MUC. Les expérimentations conduites ont montré qu’il était possible d’extraire desMUST, souvent très
petits, comparativement à l’ensemble initial de tuples duCSP et que l’approche était capable en pra-
tique de fournir les tuples à relâcher (les tuples partagés) afin de restaurer la cohérence sans supprimer
de contraintes.
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3.3 Algorithmique de SAT appliqué aux logiques non monotones et du
premier ordre

3.3.1 Méthode complète pour des bases de connaissances propositionnelles non mono-
tones

Nous avons proposé une nouvelle approche pour calculer de façon effective des inférences au sein
d’une logique propositionnelle non monotone simple, fondée sur un concept de modèles préférés. L’ap-
proche que nous proposons est originale à deux égards au moins. Premièrement, elle se base sur des
techniques de recherche locale tout en préservant la complétude logique. En second lieu, elle est effi-
cace d’un point de vue expérimental pour une classe importante de grandes bases de connaissances non
monotones. Plus précisément, nous étendons à un cadre non monotone desrésultats heuristiques liés à
la résolution pratique du problème de satisfiabilité d’un ensemble de clauses (SAT). De fait, la procé-
dure de preuve employée se base sur l’utilisation d’une méthode de recherche locale pourSAT et sur
une heuristique efficace lorsque cette recherche locale n’a pu exhiberun modèle. Nous l’employons au
sein d’un formalisme de représentation permettant des règles de raisonnement par défaut avec priorités
exprimées à l’aide de propositions d’anormalités à la MCCARTHY. Un domaine d’applications typique
concerne les formes de raisonnement révisable qui peuvent être tenues au sujet d’un modèle d’un sys-
tème ou d’un appareillage complexe, où les propositions d’anormalité sont utilisées pour représenter les
défaillances possibles de composants et où un nombre limité de pannes peuvent survenir simultanément
[MSG97a, GMS98, GMS02].

3.3.2 Coopération consistante et non-monotonie

Notre expérience dans le cadre de la détection et de la localisation des inconsistances nous a conduit
à envisager l’extension et l’application de ces techniques pour résoudre les problèmes liés à la fusion et
à l’interaction des bases de connaissances dans un cadre de travail coopératif. En effet, le problème de
maintien de la consistance lorsque l’on fait interagir différentes sources d’informations est fondamental
dans de nombreuses applications : bases de données distribuées, systèmes multi-agents, travail coopératif,
etc.

Dans ce cadre, nous avons montré que les techniques que nous avons développées dans le cadre de
SAT peuvent être utilisées pour localiser les inconsistances qui peuvent apparaître lors de la fusion de
bases de connaissance. Une partie de cette étude est publiée dans le journal « International Journal of
Cooperative Information Systems» [MSG97b].

3.3.3 Application au premier ordre fini

Les progrès obtenus dans la résolution deSAT conduisent naturellement à l’extension et l’applica-
tion de ces techniques dans le cadre de la logique du premier ordre fini. Uneapproche naïve consiste
à appliquer les algorithmes deSAT sur une instanciation complète de la formule du premier ordre.
Cette méthode peut provoquer une explosion combinatoire. Afin de l’éviter,il est possible d’exploiter
le schéma d’instanciation proposé dans [BSG01] qui s’est avéré viable pour le test de cohérence d’une
base de connaissances du premier ordre fini (restreint aux interprétations de HERBRAND) construite
incrémentalement.

Dans[GM02], en collaboration avec Éric GRÉGOIRE, nous avons revisité cette technique pour des
bases stratifiées suivant un pré-ordre indiquant une préférence sur les connaissances. Nous avons notam-
ment montré qu’il était possible de calculer une sous-base maximalement cohérente préférée, comme
définie dans [BCD+93].
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3.4 Compilation des bases de connaissances

Afin de pallier la complexité théorique de la déduction logique en calcul propositionnel, plusieurs
approches ont été proposées. Elles s’appuient sur différents principes, en particulier :

– restriction du langage utilisé, les clauses de HORN, par exemple, ou de la relation de déduction
employée comme par exemple la résolution bornée ;

– approximation de la base de connaissances ou de la relation de déduction ;
– compilation. L’idée est de construire une structure de donnéesΣ̂ (une compilation de la base

initiale Σ) qui se comporte commeΣ pour l’interrogation mais nécessite seulement un temps
polynomial (en fonction de|Σ̂|).

En collaboration avec Yacine BOUFKHAD, Éric GRÉGOIRE, Pierre MARQUIS et Lakhdar SAÏS, nous
nous sommes particulièrement intéressés à ce dernier principe. Nous avons proposé une approche ori-
ginale de compilation préservant l’équivalence logique avec la base de connaissances initiale. Cette ap-
proche est appeléecouverture traitable29. Elle a été formalisée dans un cadre général. Deux cas spéci-
fiques ont été considérés :

1. les interprétations partielles sont utilisées pour « raboter » ou simplifier la base de connaissances
en un ensemble de formules traitables (simplifications traitables)[MM96] ;

2. les interprétations partielles sont utilisées de manière à dériver un ensemble de formules HORN-
renommables (hyper-impliquants).

Dans le second cas, nous avons prouvé que la taille de la couverture eststrictement inférieure à celle
d’une couverture par les impliquants premiers. Il faut noter qu’en pratique les formules traitables ne
sont pas représentées, seules les interprétations partielles (obtenues par la procédure deDPLL) nous per-
mettant de les obtenir sont réellement sauvegardées. Des résultats expérimentaux ont montré l’efficacité
d’une telle approche par rapport à l’interrogation directe de la base de connaissances. Un gain exponen-
tiel en temps et en espace est obtenu par rapport à l’approche par impliquants premiers [CC96, Sch96].
Ce travail a été publié dans[BGM+97].

3.5 QBF et symétries

Depuis quelques années, la résolution de formules booléennes quantifiées (QBF) est un domaine de
recherche en plein essor. Plusieurs facteurs contribuent à cet intérêt. D’une part, de nombreux problèmes
en intelligence artificielle (planification, raisonnement non monotone, vérification formelle, etc.) peuvent
se réduire à des formules booléennes quantifiées. D’autre part, les progrès réalisés sur la résolution pra-
tique deSAT permettent de résoudre des instances de plus en plus grandes et difficiles. C’est pourquoi de
nombreux solveursQBF ont vu le jour ces dernières années, citons par exempleqube[GNT01], quan-
tor [Bie05], skizzo[Ben05], etc. La plupart étendent des résultats obtenus sur la résolution d’instances
deSAT. Notre contribution à la résolution de formules booléennes quantifiées portesur la définition, la
recherche et l’exploitation des symétries pour ces formules.

De nombreuses tâches et problèmes combinatoires contiennent des symétries. La résolution de tels
problèmes conduit à répéter, parfois de nombreuses fois, l’étude de situations ou de sous-problèmes
équivalents. L’exploitation des symétries permet une réduction significative de l’espace de recherche. Ce
paradigme a fait l’objet de nombreuses études, notamment surSAT et CSP. Nos travaux portent sur
l’extension de ce paradigme auxQBF.

Formellement, une symétrieσ pour uneQBFQ1X1,Q2X2, ...,QnXnΨ est une permutation surLΨ

telle que∀ℓ ∈ LΨ, σ(¬ℓ) = ¬σ(ℓ), σ(Ψ) = Ψ et∀i ∈ [1..n]σ(Xi) = Xi. Notons que chaque symétrie

29Une couverture traitable est une disjonction de formules pour lesquelles ladéduction logique peut être réalisée en temps
polynomial



3.5. QBF et symétries 49

sur laQBF est également une symétrie sur laCNF Ψ. Par contre, la réciproque est fausse. La détection
des symétries peut donc s’opérer comme dans le cadreSAT sauf qu’il faut s’assurer que les permutations
respectent les ensembles préfixes. Pour ce faire, nous étendons le concept de graphe coloré proposé dans
[ARMS02] pour la détection de symétries au travers de la recherche d’automorphismes de graphes. Cette
extension consiste à colorier les sommets littéraux appartenant au même ensemblepréfixe par la même
couleur, afin de n’autoriser les permutations qu’à l’intérieur de ces ensembles. Dans le cadre deSAT,
l’exploitation des symétries se fait le plus souvent par l’ajout de prédicats cassant les symétries, appelés
les «Symmetry Breaking Predicates (SBP)». Dans le contexte des formules booléennes quantifiées, il
est impossible d’ajouter ces prédicats à la matrice. En effet, ces prédicats peuvent se présenter sous la
forme d’une clause où tous les littéraux sont universellement quantifiés, ce qui aurait pour effet de rendre
la formule non valide. Ces prédicats ne sont donc pas ajoutés à la matrice mais stockés dans uneCNF
annexe sur laquelle les propagations unitaires sont maintenues. Lors de larésolution d’uneQBF, chaque
affectation faite sur la QBF est également réalisée sur l’ensemble SBP. Si un littéral ℓ universellement
quantifié est propagé grâce aux prédicats, alors la brancheℓ est supposée être vraie et le solveurQBF
propageℓ pour affirmer cette hypothèse (si un modèle est trouvé avecℓ alors la symétrie indique qu’il
en existe également un avecℓ). Lorsqueℓ est existentiellement quantifié, la brancheℓ est considérée
comme incohérente, comme il est fait dans le cadre deSAT. Les résultats expérimentaux conduits lors
de cette étude ont montré que l’exploitation proposée des symétries permettait d’accroître l’efficacité
des solveursQBF. Mais surtout que de nombreuses instancesQBF utilisées commebenchmarkspar
la communauté contiennent des symétries : près de70% des instances non aléatoires de l’évaluation
QBF’03 (http://www.qbflib.org/index_eval.php).

Ce premier travail sur les symétries pourQBF, réalisé en collaboration avec Gilles AUDEMARD et
Lakhdar SAÏS, publié dans[AMS04], a été étendu par Saïd JABBOUR dans sa thèse [Jab08].

http://www.qbflib.org/index_eval.php
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Chapitre

4
Perspectives de recherche

NOUS présentons dans ce chapitre quelques perspectives de recherche aux travaux que nous avons
réalisés. Ces perspectives s’entendent à plus ou moins long terme. Les pistes à plus court terme

sont identifiables par le niveau de détails techniques fournis. En effet, ces détails représentent un bon
indicateur de la maturité de ces perspectives. Néanmoins, pour la majorité d’entre elles, ces pistes sont
envisagées à moyen terme.

Nous reprenons la même structuration que lors de la présentation des travaux dans les deux chapitres
précédents et ajoutons de nouvelles voies sur lesquelles nous envisageons de travailler à l’avenir.

4.1 SAT

4.1.1 Hybridation

L’hybridation de solveurs est au cœur de notre contribution que cela soitsurSAT ou sur les problèmes
au-delà deSAT. Nous pensons donc poursuivre les développements entamés il y a maintenant plus de
dix ans sur ce sujet.

Concernant l’hybridation des méthodes de résolution pourSAT, nos dernières contributions portent
sur l’intégration des techniques d’analyse de conflits et d’apprentissage de clauses au sein des méthodes
de recherche locale. Les premiers développements que nous avons réalisés dans ce sens sont extrêmement
encourageants puisque les méthodes hybrides développées obtiennentde bien meilleures performances
que toutes les autres méthodes hybrides testées et dépassent également les approches classiques de re-
cherche locale. Néanmoins, les méthodes jusqu’alors développées n’atteignent pas les performances des
meilleures approchesCDCL. Cette différence de performance mesure tout l’effort qu’il reste à fournir
sur le développement de nouvelles techniques hybrides. Les pistes que nous envisageons d’explorer dans
l’avenir sont multiples sur ce domaine.
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La construction du graphe d’implications dans les méthodes de recherche locale, telle que nous
l’avons proposée dans[ALMS09b] passe par une étape de reconstruction explicite d’un arbre de re-
cherche à laDPLL. Avec Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ et Lakhdar SAÏS, nous cherchons à
éviter la reconstruction de cette arborescence. Pour ce faire, nous envisageons d’exploiter les notions de
clauses critiques et liées afin de construire un chemin de clauses critiques àpartir duquel une nouvelle
clause pourra être produite par résolution et le littéral à flipper déterminé.

Une seconde piste sur laquelle nous envisageons de travailler est l’exploitation au sein d’un solveur
hybrideSAT des récents progrès faits sur le calcul deMUS. En effet, les algorithmes de calcul deMUS
que nous avons développés reposent sur une exploitation forte de la recherche locale afin d’identifier les
clauses susceptibles d’appartenir à unMUS. Il s’avère que sur certaines instances nos algorithmes vont
plus vite à délivrer une approximation d’unMUS que les meilleures approchesCDCL à prouver que
l’instance dans sa globalité n’admet pas de modèle. Ce résultat renforce nos convictions sur la qualité
de l’information que peut délivrer une méthode de recherche locale pourla résolution d’instances non
satisfiables. Nous envisageons de développer une technique hybride où des sous-ensembles de clauses
délivrés par la méthode de recherche locale sont testés par une approcheCDCL. Cette technique proche
deAOMUS différera par la manière de construire les sous-ensembles de clauses testés et par une plus
forte coopération des deux solveurs avec notamment la transmission de clauses apprises.

On constate aujourd’hui une explosion du nombre de cœurs dans les processeurs. Il est évident que les
futurs solveurs devront exploiter l’ensemble de la puissance de calcul offerte par ces processeurs. Nous
revenons dans la section4.1.5sur l’adaptation des solveurs à ces nouvelles architectures. Cependant, il
est clair que ces avancées technologiques incitent à utiliser et à faire coopérer différentes méthodes. Nous
pensons donc développer des algorithmes hybrides dédiés à ces architectures « multicore ».

4.1.2 Méthode de recherche locale

L’un de nos premiers travaux de recherche portait sur les méthodes de recherche locale pourSAT
et plus précisément sur la mise-en-œuvre d’un algorithme tabou pourSAT [MSG97c]. Sur ce type par-
ticulier d’algorithmes, qui se retrouve au cœur d’un bon nombre de nos autres recherches (hybridation,
calcul de noyaux, etc.), nous envisageons d’explorer deux nouvelles pistes.

La première piste consiste en l’adaptation àSAT du concept de recherche à voisinage variable
[MH97, HM09]. Le voisinage dans les méthodes de recherche locale pourSAT est réduit aux interpré-
tations qui diffèrent de l’interprétation courante par un seul littéral. Ce littéral appartient à au moins une
clause falsifiée par l’interprétation courante. Le voisinage pourSAT est donc réduit à un sous-ensemble
des interprétations distantes de 1, en terme de distance de HAMMING . L’idée des méthodes à voisinage
variable est d’étendre ce voisinage, en explorant les interprétations distantes de 2, 3, ... jusqu’à trouver
une interprétation voisine qui améliore la configuration courante en terme du nombre de clauses falsi-
fiées. Afin de contrôler l’explosion combinatoire des interprétations voisines, nous envisageons, une fois
de plus, d’exploiter les concepts de clauses critiques et liées. Le voisinage de 2 sera calculé parmi les
interprétations qui diffèrent de l’interprétation courante par deux littéraux appartenant respectivement à
une clause critique et à une clause liée à cette clause critique. Puis les clauses liées à cette dernière clause
seront explorées pour construire le voisinage de distance 3, le processus se répétant jusqu’à trouver une
meilleure interprétation ou qu’un cycle apparaisse dans les littéraux choisis.Dans ce dernier cas, diffé-
rentes stratégies peuvent être étudiées : revenir en arrière sur un choix de littéral, sur le premier littéral
ou effectuer une analyse de conflits afin d’apprendre une clause. Cette étude est en cours de réalisation
avec Jean-Marie LAGNIEZ.

Toujours concernant l’amélioration des méthodes de recherche locale pour SAT, nous explorons une
seconde manière d’étendre le voisinage. Au lieu d’explorer un voisinagequi va chercher à satisfaire
au moins une clause parmi les clauses falsifiées, nous proposons d’explorer les interprétations voisines



4.1. SAT 53

telles que toutes les clauses critiques et liées sont satisfaites. Cette méthode quipeut s’apparenter à
la méthode d’inversion proposée par Thierry CASTELL dans sa thèse [Cas97] où lorsqu’un minimum
local est atteint, l’algorithme flippe l’ensemble des variables ce qui a pour effet de « sur-satisfaire »
toutes les clauses falsifiées. Notre objectif est de déterminer l’interprétationqui satisfait obligatoirement
l’ensemble de ces clauses fausses et qui falsifie le moins de clauses au total. Pour ce faire, nous pensons
exploiter certaines propriétés des clauses critiques et liées dans un minimum local.

4.1.3 Exploitation des propriétés structurelles

Concernant l’exploitation de propriétés structurelles, jusqu’alors nos travaux ont concerné les ap-
proches complètes de typeDPLL. Nous envisageons une exploitation de ces propriétés et notamment
des portes booléennes dans des algorithmes de recherche locale. Dans[PTS07]30, les auteurs ont uti-
lisé l’approche que nous avions proposée dans[OGMS02] afin d’utiliser les dépendances fonctionnelles
de la formey = f(x1, x2, ..., xn) avecf ∈ {⇔,∨,∧} au sein d’un algorithme de recherche locale.
Ces dépendances servent à scinder en deux l’ensemble des variables. Cette approche applique une res-
triction du processus de recherche locale à un ensemble de variables indépendantes obtenu à partir des
portes extraites de la formuleCNF. La comparaison expérimentale réalisée de leur approche concerne
une catégorie d’instances (parity, ssa) qui n’encodent pas de problème réel. Les seules instances is-
sues d’applications réelles considérées dans le papier sont les instances bart pour lesquelles l’approche
proposée est mille fois plus lente qu’une approche classique de recherche locale, alors que l’objectif
était de rendre les approches de recherche locale plus efficaces surles instances structurées. Nos der-
niers résultats sur l’extraction de portes[GMOS05], combinés à la technique proposée dans [AS07a]
au sujet des transformations polynomiales de formules CNF sous forme de circuit combinatoire ouvrent
de nouveaux horizons pour une exploitation effective des dépendances fonctionnelles au sein d’un algo-
rithme de recherche locale. En effet, ces approches permettent l’obtention de dépendances fonctionnelles
même si la formuleCNF ne contient pas syntaxiquement ce type de structures. Ceci étend sensiblement
notre précédente approche syntaxique à la base de la technique récompensée àIJCAI’07. Cette diffé-
rence fondamentale nous permet d’envisager un traitement plus large d’instancesSAT structurées. Deux
catégories de variables pouvant être dérivées des portes seront également considérées : les variables dé-
pendantes dont l’exploitation équivaut à la manipulation de sous-formules et les variables de l’ensemble
coupe-cycle dont l’assignation conduit à un graphe associé acyclique.

Une autre voie pour étendre nos travaux sur la recherche de portes concerne la production de nou-
velles clauses permettant de détecter par un moyen syntaxique ou sémantique des portes jusqu’alors non
identifiées. Étant donné un ensemble de clauses, nous envisageons d’enrichir cet ensemble avec de nou-
velles clauses particulières. Ces nouvelles clauses devront être déduites de préférence par un processus
polynomial comme par exemple la déduction logique réduite à la propagation unitaire. L’objectif est en
quelque sorte d’essayer de compléter une porte afin de la détecter plus facilement. Une partie de ce travail
est en cours d’étude avec la collaboration de Cédric PIETTE et de Lakhdar SAÏS.

Par ailleurs, une fois la formule réécrite sous forme d’un ensemble de portes booléennes, celle-ci
peut être assimilée à un circuit logique. Or de nombreux travaux existent dans le domaine particulier
de la conception et la vérification de circuits [Puc90, Che06] et particulièrement de nombreuses études
ont été conduites sur des techniques de simplifications de circuits (voir par exemple [KS02]). Il nous
semble intéressant de mettre en rapport ces travaux avec les nôtres afin d’exploiter de nouvelles propriétés
structurelles combinant les opérateurs⇔, ∧ et∨.

L’utilisation d’un formalisme étendu à base de portes booléennes ouvre un problème plus général
qui est la recherche d’un bon compromis entre la représentation d’un problème et l’efficacité des algo-

30Ce papier a reçu un «Best paper award» lors de la conférenceIJCAI’07.
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rithmes associés. Ce problème est bien connu mais très actuel dans le cadreSAT. En effet, le codage de
problèmes enCNF reste aujourd’hui le modèle le plus utilisé, car il permet d’allier la simplicité de la re-
présentation et l’efficacité des algorithmes. Il reste que ce codage peutdans certains cas donner lieu à des
formules de tailles extrêmement importantes. Certaines instances dépassent lacapacité de la mémoire
disponible et même dans le cas où l’instance peut être mémorisée, le temps de lecture peut se révéler
aussi prohibitif. L’obstacle n’est donc pas la difficulté éventuelle de l’instance mais juste sa taille ! Ce
problème de représentation constitue un sujet d’étude que nous souhaitons développer.

Même si la représentation sous forme clausale est conservée, le codagede problèmes est une étape
indispensable à la résolution efficace de celui-ci. Souvent, la manière de modéliser un problème (par
exemple, déterminer quels objets représenter et quels types de relations entre ces objets) influe considé-
rablement sur la difficulté de résolution du problème. Dans le cadre des applications, il est important de
considérer à la fois les améliorations au niveau de l’algorithmique et au niveau du codage. Un bon codage
est celui qui favorise une résolution efficace. On sait par exemple quela notion de clauses redondantes
a une influence sur l’efficacité des algorithmes de résolution. Cet aspectde modélisation des problèmes
en CNF n’a que peu ou pas été développé dans nos activités de recherche passées, mais est un point
particulièrement intéressant sur lequel nous désirons apporter une contribution future.

4.1.4 Techniques de simplification

La taille des problèmes résolus par les solveursSAT modernes (jusqu’à plusieurs millions de va-
riables et de clauses) démontre clairement que le caractèreNP-complet de ce problème demeure es-
sentiellement un verrou théorique, mais ne constitue pas un obstacle à la mise enœuvre de techniques
algorithmiques le plus souvent efficaces en pratique. Au-delà de cette efficacité pratique, d’autres ins-
tances demeurent hors de portée de toutes les techniques de résolution dont nous disposons à l’heure
actuelle. On peut alors se demander comment caractériser la sous-formulereprésentative de la difficulté
réelle d’une instance deSAT. La mise en œuvre de techniques de simplification ou de pré-traitements
polynomiaux capables de réduire sensiblement la taille des instancesSAT peut être vue d’une certaine
manière comme un moyen permettant d’approcher la sous-formule représentative de la difficulté réelle
de l’instance. Dans la continuité de nos travaux antérieurs concernant lamise en œuvre de techniques de
simplification efficaces, notre étude s’articulera selon deux parties complémentaires.

Dans la première partie, nous souhaitons développer des techniques capables de réduire en premier
lieu la partie non traitable de la formule (n’appartenant pas à une classe polynomiale donnée), en dé-
finissant des opérateurs de réduction efficaces. L’objectif est de fournir une approche, de préférence
polynomiale, permettant de plonger la formule dans un fragment traitable cible.Un premier pas dans ce
sens a été réalisé avec, par exemple, la suppression de clauses u-redondantes mais d’autres techniques de
simplification exploitant la structure des formules sont également à considérer.

Dans la seconde partie, une voie que nous souhaitons explorer est issue de la constatation suivante :
éliminer des variables, des clauses, ou encore en produire de nouvellespeut amener sur certaines classes
d’instances à des formules encore plus difficiles à résoudre ! Nous souhaitons proposer différents types
de mesure de pertinence d’une variable ou d’une clause relativement à laformule pour maximiser l’ap-
port de son élimination ou de son ajout en terme d’efficacité. Cette étude ambitieuse peut conduire au
développement de techniques capables d’éliminer des clauses « superflues » ou redondantes et de les
remplacer par des clauses plus « pertinentes ».

4.1.5 Multicore

Les architectures multi-cœurs sont la réponse offerte par les sociétés deconception de processeurs
pour accroître les performances des nouveaux ordinateurs. En effet, dans l’état actuel des connaissances,
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la course au «Ghz » a atteint ses limites et, dans le but d’offrir des performances toujours supérieures,
les « fondeurs » ont multiplié le nombre d’unités de calcul au sein d’un même processeur, permettant
ainsi à fréquences équivalentes d’effectuer plusieurs calculs à la fois. Les processeurs dits «dual core»
sont aujourd’hui les plus répandus, les «quad core» représentent près du tiers des nouvelles ventes et
les processeurs de nouvelles générations intégreront 6, 8, 16, 32, ...1024 cœurs. Le problème relaté par
beaucoup d’experts est que les fabricants de processeurs font évoluer leurs puces multi-cœurs trop vite
et que l’industrie du logiciel a du mal à suivre. Afin de ne pas aggraver ce constat, il est important que
les logiciels développés dans le cadre de la recherche intègrent directement ces évolutions. L’adaptation
des programmes aux architectures multi-cœurs est d’autant plus vitale lorsqu’il s’agit de traiter des ap-
plications qui ont besoin d’une quantité énorme de ressources de calculcomme la résolution d’instances
deSAT.

La recherche sur l’adaptation logicielle des solveursSAT a fait l’objet de quelques études récentes
[SLB05, SV06, LSB07, SM08, HJS08, HJS09b, HJS09a, OU09] mais de nombreux progrès restent à
accomplir. En particulier, le solveur appelémanysata permis de montrer que l’utilisation d’approches
coopératives et orthogonales est nettement plus appropriée dans le contexte de solveursSAT modernes
sur architecture multi-cœurs.manysatprofite de la principale faiblesse des approchesCDCL : leurs sen-
sibilités aux paramètres de réglage. Par exemple, l’évolution des paramètresliés à la stratégie de redé-
marrage ou à l’heuristique de choix de variable peut changer complètement l’exécution d’une résolution
sur un problème particulier. Dans un contexte multi-cœur, ce solveur profitede ce manque de robus-
tesse pour exécuter différentes instances d’un solveur sur un problème particulier. Chaque instanciation
du solveur devra exploiter un ensemble de paramètres différents et leur combinaison devra représenter
un ensemble de stratégies orthogonales. Les éléments suivants peuvent être utilisés pour différencier
chacune des stratégies :

– la stratégie de choix de variables ;
– la stratégie de choix de valeurs ;
– la stratégie de redémarrage avec notamment de nouvelles politiques dynamiques ;
– etc.

Afin de permettre au solveur de retenir la meilleure stratégie possible, le partage des clauses apprises a
été introduit dansmanysatet s’avère être fondamental dans la réalisation de nouveaux solveurs multi-
programmés. Ce partage d’information doit faire l’objet d’études approfondies tant sur la nature de l’in-
formation à partager entre les cœurs que sur la manière de partager efficacement cette information entre
les cœurs (utilisation de mémoire cache partagée, envoi asynchrone, ...). Clairement, les clauses parta-
gées et les différentes stratégies utilisées interagissent. Un objectif de ce travail consiste donc à faire des
avancées à la fois théoriques et pratiques sur ces questions fondamentales.

Un autre point autour demanysatconcerne la capacité de ce solveur à utiliser un plus grand nombre
de cœurs. Pour l’instant ce solveur a été essentiellement testé sur des architecturesquad coreet le pa-
ramétrage de chaque instanciation de solveur est réalisé manuellement. Il serait intéressant de régler
automatiquement ces paramètres et ceci pour un nombre de cœurs plus important et pouvant même va-
rier au cours de la résolution. L’objectif est d’obtenir un solveur pour lequel « l’extensibilité »31 et la
« reconfiguration automatique»32 soient réelles.

Une seconde manière d’envisager l’utilisation de plusieurs unités de calculsimultanément est la réa-
lisation de solveurs type «portfolio ». Les solveursSAT sont capables de traiter des problèmes avec des
centaines de milliers de variables ou plus. Toutefois, il semble que chaque catégorie de solveur possède
ses instances privilégiées. Les approches de typeCDCL se montrent particulièrement performantes sur
les benchmarks industriels, alors que les approches de type recherchelocale stochastique ou de type

31« scalability» en anglais.
32« reconfigurable computing» en anglais.
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« look-ahead» (commeLSAT [OMS03] ou kcnfs[DD04]) le sont sur des instances aléatoires et «ar-
tisanales»33. Notre objectif est donc de concevoir un solveur multi-cœur qui comprendun portfolio de
différents types de techniques («lookback», « lookahead», recherche locale, filtrages, etc.). Le défi
est de déterminer le meilleur portfolio pour une instance donnée, et d’intégrer dynamiquement les tech-
niques retenues dans un solveur multi-programmé. Ce travail peut être vu,au moins dans une certaine
mesure, comme une extension de l’approche introduite danssatzilla[XHHLB08].

4.2 Au-delà deSAT

4.2.1 Calcul de noyaux : cadre propositionnel

Dans le cadre de la recherche de noyaux incohérents pourSAT, nous avons développé de nouveaux
algorithmes, souvent basés sur l’hybridation de techniques complètes et de recherche locale stochastique,
permettant d’approximer ou de calculer exactement unMUS, l’ensemble des MUS d’une formule ou un
sous-ensemble desMUS caractérisant toutes les zones disjointes d’incohérence. Ces travaux offrent de
nombreuses perspectives.

Une grande partie des techniques mises au point utilisent de nouvelles heuristiques dédiées à l’extrac-
tion d’ensembles de contraintes minimalement inconsistants. Si les notions mises enjeu ont été étudiées
précisément, certaines d’entre elles peuvent sans doute être étendues ou généralisées. Par exemple, le
concept de clause critique permet de prendre en considération un voisinage partiel des interprétations
parcourues par une recherche locale. Il peut sembler intéressant d’étudier l’utilité d’un voisinage plus
grand pour la capture deMUS.

Ces différents algorithmes qui se révèlent très efficaces en pratique comparativement aux techniques
existantes nous permettent d’envisager leur exploitation et leur extension àd’autres fins. Notamment,
le problème du calcul du plus petitMUS (SMUS « Smallest Minimally Unsatisfiable Subformula»),
parfois nécessaire dans certaines applications, n’est possible aujourd’hui que pour des instances de taille
raisonnable. Un premier objectif concerne le développement des techniques permettant d’augmenter de
manière significative les performances des approches actuelles reposant essentiellement sur le principe
du «branch and bound».

Enfin, le calcul desMUS, l’obtention du nombre maximal de clauses qu’il est possible de satis-
faire (MAXSAT) ou encore le calcul de modèles préférés ou minimaux sont des problèmes fortement
connexes. Un objectif réside donc dans la proposition d’algorithmes exploitant les derniers travaux sur
lesMUS pour la résolution pratique de ces problèmes.

4.2.2 Calcul de noyaux : cadreCSP

Le concept deMUST introduit dans nos travaux sur la localisation de l’incohérence dans desCSP
offre un cadre propice à de nombreux travaux futurs. Une première voie de recherche sur laquelle nous
désirons travailler est la détection deMUST directement sur l’ensemble duCSP et non sur unMUC
de celui-ci. Nous avons vu qu’unCSP pouvait contenir desMUST qui n’appartenaient à aucunMUC
du CSP. Il s’agira dans un premier temps de caractériser ces ensembles particuliers de tuples interdits
afin d’éviter leur calcul ou au contraire de les exploiter à d’autres fins. En effet, il pourrait également
être intéressant d’étudier dans quelle mesure lesMUST peuvent offrir un nouveau schéma de filtrage de
CSP ou permettre de raffiner les algorithmes de filtrage existants.

Une autre piste réside dans l’adaptation du concept de couvertures incohérentes à la fois au niveau
desMUC mais également au niveau desMUST. L’étude de la pertinence de ces ensembles pour la

33« crafted» en anglais.
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restauration de la cohérence constitue un sujet d’études intéressant sur lequel nous désirons travailler. Des
premiers travaux dans ce sens ont été réalisés en collaboration avec ÉricGRÉGOIREet Cédric PIETTE.

4.2.3 Compilation des bases de connaissances

Nos travaux sur la compilation de bases de connaissances reposent principalement sur la procédure
DPLL. Nous pensons qu’une voie naturelle pour améliorer les performances des algorithmes proposés
réside dans l’utilisation d’heuristiques de branchement spécialisées. Parexemple, lors du calcul d’une
couverture de simplifications traitables, il serait intéressant de déterminer dans quelle mesure il est pos-
sible de mettre en œuvre une heuristique favorisant l’apparition de formulestraitables. Par ailleurs, seul
un nombre restreint de classes traitables a été considéré dans les algorithmes proposés. Une autre amé-
lioration possible serait d’exploiter un plus large panel de classes traitables.

4.3 Applications

Les termes «applications» et «problèmes réels» ont très souvent été utilisés au cours de cette
synthèse. Outre l’intérêt d’utiliser les instances issues d’applications réelles comme base de tests pour
l’évaluation pratique des techniques de résolution développées, il me paraît important de considérer les
applications depuis la phase de modélisation jusqu’à la résolution en passantpar l’étape de codage. En
plus du lien étroit entre ces différentes phases, cette approche permet souvent d’exhiber de nouvelles
directions de recherche. En effet, les applications permettent de montrer non seulement les limites des
méthodes de résolution, mais également les difficultés de représentation. Celamontre l’importance d’une
telle perspective. Je reste cependant conscient des difficultés et du travail nécessaire pour faire un pas
significatif dans cette direction. Néanmoins, j’envisage une telle démarche pour mes travaux futurs.





Partie II
Curriculum vitae





Sommaire

État civil
Fonction actuelle
Coordonnées professionnelles
Parcours professionnel
Cursus universitaire

Notice Individuelle

État civil

Bertrand Mazure
Né le 30 janvier 1973 à Hénin-Beaumont (Pas-de-Calais, France)
Nationalité française, marié, un enfant.

Fonction actuelle

Maître de Conférences Classe Normale (section CNU 27 informatique)
Lieu d’exercice : UFR des Sciences, Université d’Artois, Lens.
Laboratoire de rattachement : Centre de Recherche en Informatique de Lens (UMR8188)

Coordonnées professionnelles

b CRIL-CNRS UMR8188
Université d’Artois
UFR des Sciences JEAN PERRIN, bâtiment B, bureau P301
rue Jean Souvraz, SP18
F-62307 Lens

T +33 (0)3 21 79 17 87

v +33 (0)3 21 79 17 70

@ bertrand.mazure@cril.fr

m http://www.cril.fr/~mazure

mailto:bertrand.mazure@cril.fr
http://www.cril.fr/~mazure


62 .Notice Individuelle
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recherche

Thèmes de recherche

L’un des axes majeurs de recherche en Informatique et plus précisément en Intelligence
Artificielle concerne la représentation des connaissances et le raisonnement à partir de ces
connaissances. Une approche « classique » repose sur les concepts de la logique mathéma-
tique. Le problème est qu’en informatique, on attend des résultats pratiques : la déduction doit
être programmée et produire ces résultats en temps raisonnable. C’est dans ce cadre très
général que s’inscrivent mes travaux de recherche.

En fait, de nombreux problèmes pratiques peuvent se représenter de manière simple en lo-
gique propositionnelle. Cependant il reste que le SAT34 est NP-complet. La déduction en calcul
propositionnel n’admet pas, à l’heure actuelle, d’algorithmes généraux et efficaces dans tous
les cas. Tant que la conjecture P = NP n’a pas été prouvée ou réfutée, on ne saura pas s’il
existe des algorithmes efficaces, c’est-à-dire de complexité en temps au pire polynomiale, pour
résoudre ce problème ainsi que ceux qui s’y rapportent naturellement ou qui le contiennent
(démonstration automatique, programmation logique, bases de données déductives, vérifica-
tion de circuits, ...).

L’objectif principal de mon travail porte sur l’élargissement de la classe des problèmes trai-
tables aux moyens de nouvelles techniques, heuristiques ou algorithmes permettant d’accélé-
rer en pratique les traitements, ou encore par la découverte de restrictions pour lesquelles on
peut garantir une résolution polynomiale en temps.

Mes travaux de recherche s’articulent autour des thèmes suivants :
➣ représentation des connaissances et démonstration automatique ;

34Problème de décision portant sur la satisfiabilité d’un ensemble de contraintes construites sur un ensemble fini de symboles
propositionnels et exprimées sous forme clausale.
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➣ résolution pratique de problèmes NP-complets ;
➣ logique propositionnelle : modèles et algorithmes ;
➣ SAT (satisfiabilité d’une formule booléenne mise sous forme normale conjonctive) ;
➣ formules booléenne quantifiées (QBF) ;
➣ problèmes de satisfaction de contraintes (CSP) ;
➣ compilation de bases de connaissances ;
➣ localisation et traitement de l’incohérence ;
➣ logiques non monotones ;
➣ travail coopératif et fusion des connaissances ;
➣ validation des systèmes à bases de connaissances.

J’effectue ma recherche au sein de l’axe « Algorithmique pour l’inférence et la prise de déci-
sion » du CRIL (Centre de Recherche en Informatique de Lens, UMR 8188) et je suis titulaire
d’une PEDR (Prime d’Encadrement Doctoral et de Recherche) depuis octobre 2001 (renouve-
lée en octobre 2005).

Activités d’évaluation de la recherche

❏ Membre du Comité National de la Recherche Scientifique (section 07)
depuis 2008

❏ Membre extérieur de la CSE (section CNU 27) de l’Université de Picardie
de 2004 à 2008

❏ Membre de la CSE (section 25-26-27) de l’Université d’Artois de 2001 à
2007

❏ Membre du comité de sélection (section 27) de l’Université d’Artois de-
puis 2009

❏ Membre du comité de programme

➣ des conférences internationales IEEE-IRI (The IEEE International
Conference on Information Reuse and Integration) depuis 2004
et ICTAI (International Conference on Tools with Artificial Intelli-
gence) depuis 2008

➣ du workshop international « Advances in Propositional Deduc-
tion » lors de la conférence ECAI’96

➣ des conférences nationales JNPC’97 (Journées Nationales sur la
résolution Pratique de problèmes NP-complets) et RJCIA’00 (Ren-
contres nationales des Jeunes Chercheurs en Intelligence Artifi-
cielle)



Participation à des projets de Recherche 65

❏ Rapporteur en 2003 pour le « Research Grants Council » de Hong-Kong

❏ Relecteur pour

➣ les revues internationales Information Sciences et Journal of Arti-
ficial Intelligence Research

➣ pour les conférences internationales IJCAI’03, IJCAI’07, ICTAI’03,
ICTAI’04, ECAI’06, MICAI’06, SAT’05, SAT’06 et SAT’07

➣ pour les conférences nationales JNPC’03, RFIA’04 et COSI’07

❏ Examinateur aux thèses de Olivier FOURDRINOY (Université d’Artois), Cé-
dric PIETTE (Université d’Artois), Richard OSTROWSKI (Université Artois),
David ANSART (Université d’Artois) et Bernard JURKOWIAK (Université de
Picardie)

Participation à des projets de Recherche

2009 – . . . Projet de type BQR (Bonus Qualité Recherche) de l’Université d’Artois :
« Utilisation de la programmation par contraintes multi-cœurs pour repré-
senter et manipuler des préférences » [porteur du projet]

2009 – . . . ANR Blanc UNLOC « Local Search and Unsatisfiability »

2006 – . . . Membre du GDR I3-IAF (Thème no1 Intelligence Artificielle Fondamentale
du Groupement De Recherche (Information - Interaction - Intelligence)

2006 – 2008 Projet du programme PESSOA (partenariat franco-portugais Hubert CU-
RIEN), « MUSICA : Algorithmes pour l’identification et le calcul de sous
formules minimales inconsistantes », en partenariat avec le groupe SAT du
laboratoire INESC, Lisbone, Portugal

2004 – 2008 Projet « TIC : Traitement Intelligent des Connaissances » de l’axe TACT
(devenu TAC) du CPER Nord/Pas-de-Calais

2003 – 2004 AS STIC : « Algorithmique et problématique expérimentale pour l’évalua-
tion de formules booléennes quantifiées » (AS CNRS STIC 83 du RTP 11
« Information et Intelligence : Raisonner et Décider »)

2002 – 2004 Action Universitaire Intégrée Luso–Françaises, projet « OpenSAT : a plat-
form open source for SAT » en partenariat avec le groupe SAT du labora-
toire INESC, Lisbone, Portugal

2001 – 2009 Projet « Composants intelligents de connaissances » du groupement d’in-
térêt scientifique IRCICA

1998 – 2006 Projet « Algorithmes pour l’inférence et la satisfaction de contraintes »,
groupe de travail 1.2 du groupement de recherche I3 (Information - Inter-
action - Intelligence)

1995 – 2000 Projets Ganymède and Ganymède II of the CPER Nord/Pas-de-Calais on
« Communication Avancée et Activités Coopératives »
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1995 – 1996 Projet « RESSAC : Aspects algorithmiques de la résolution de problèmes
exprimés à l’aide de contraintes » of the PRC-IA

Co-encadrement de thèses

2008 – . . . Jean-Marie LAGNIEZ « Recherche locale pour SAT et UNSAT » Direction :
Lakhdar SAÏS, co-encadrant : Gilles AUDEMARD

2005 – 2007 Cédric PIETTE « Contributions à la détection de formules minimalement
inconsistantes » Direction : Éric GRÉGOIRE

2003 – 2007 Olivier FOURDRINOY « Autour de l’hybridation des méthodes de résolution
pour SAT » Direction : Éric GRÉGOIRE, co-encadrant : Lakhdar SAÏS

2001 – 2004 Richard OSTROWSKI « Reconnaissance et exploitation de propriétés struc-
turelles pour la résolution du problème SAT » Direction : Éric GRÉGOIRE,
co-encadrant : Lakhdar SAÏS

2000 – 2005 David ANSART « Utilisation et extensions de l’algorithmique pour SAT pour
la résolution de différents problèmes d’intelligence artificielle » Direction :
Éric GRÉGOIRE

Encadrement de stages de Master Recherche ou DEA

2008 Soufien GHINI « SAT : nouvelles formes de représentation et de résolution »

2008 Jean-Marie LAGNIEZ « Recherche locale pour SAT et UNSAT »

2005 Cédric PIETTE « Méta-heuristiques pour la détection de noyaux minimale-
ment inconsistants »

2004 Jérome DEGAVE « Symétries et QBF »

2003 Olivier FOURDRINOY « Hybridation des méthodes de résolution pour SAT »

2001 Richard OSTROWSKI « Résolution de formules booléennes générales »

Distinction scientifique

2003 Compétition SAT’03 : solveur « LSATv2.0 » classé premier dans la catégo-
rie d’instances « handmade » lors des phases qualificatives et second lors
de la phase finale

Autres responsabilités liées à la recherche

❏ Membre du groupe fondateur de l’IRCICA de Lille (Institut de Recherche
sur les Composants Matériels et Logiciels pour l’Information et la Commu-
nication Avancée)
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❏ Membre du comité d’organisation des « Premières Journées Françaises
en Programmation par Contraintes » (JFPC’05 fusion des congrès JNPC
et JFPLC) qui se sont tenues à Lens en juin 2005

❏ Membre du comité d’organisation et responsable des publications de
« the 22st IEEE-International Conference on Tools with Artificial Intelli-
gence » (ICTAI 2010) qui se tiendront à Arras en octobre 2010

❏ Membre du bureau et secrétaire (jusqu’en 2009) de l’Associa-
tion Française pour la Programmation par Contraintes (AFPC :
http://www.afpc-asso.org/)

http://www.afpc-asso.org/
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Synopsis

J’exerce une activité d’enseignement depuis 1995 au travers des différentes fonctions que
j’ai occupées : vacataire, moniteur de l’enseignement supérieur, ATER et maître de confé-
rences.

L’ensemble de ces enseignements a été réalisé à l’U.F.R. des Sciences Jean PERRIN de
l’Université d’Artois. Le public concerné est donc constitué d’étudiants en filière scientifique
et aux spécialités et niveaux variés. Il s’étend d’étudiants de l’ancien DEUG « Sciences de la
vie », aux étudiants de master recherche informatique deuxième année « Systèmes intelligents
et applications ».

Depuis dix ans, ces enseignements représentent un volume horaire (équivalent TD) de près
de 250 heures par an.

Synthèse des enseignements

❏ Bureautique, utilisation de la suite Office DEUG SV 2e année
TP

❏ Initiation à l’algorithmique DEUG MIAS 1re année et SM 2e année
CM/TD/TP

❏ Programmation Pascal DEUG MIAS 2e année
CM/TD/TP

❏ Introduction à UNIX et à la programmation shell Licence Informatique 3e année
CM/TD/TP

❏ Introduction à la programmation C Licence Informatique 3e année
CM/TD/TP
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❏ Introduction à la programmation Lisp Licence Informatique 3e année
TP

❏ Introduction à la programmation Prolog Licence Informatique 3e année
TP

❏ Introduction à la programmation Java Licence Informatique 3e année
TP

❏ Algorithmique avancé Licence Informatique 3e année
TD/TP

❏ Programmation avancée en C Licence Informatique 3e année
CM/TD/TP

❏ Réseaux Master Informatique 1re année
CM/TD/TP

❏ Systèmes d’exploitation centralisés Master Informatique 1re année
CM/TD/TP

❏ Systèmes d’exploitation distribués Master Informatique 1re année
CM/TD/TP

❏ Introduction à la programmation Fortran Master de Physique 1re année
CM/TD/TP

❏ Satisfaction et optimisation de contraintes Master Informatique Recherche 2e année
CM

❏ Introduction à la programmation Perl Master Informatique Professionnel 2e année
CM/TD/TP

❏ Administration des systèmes Master Informatique Professionnel 2e année
d’exploitation et des réseaux CM/TD/TP

Les intitulés en gras, représentent les cours dont j’ai la responsabilité actuellement.

Encadrement de stages

En plus des encadrements de thèse et de master recherche détaillés précédemment (voir
page 66), j’ai encadré des stages de TER au niveau master informatique 1re année. Les sujets
de ces stages portaient sur :

➣ Programmation de différents algorithmes pour SAT

➣ Algorithmes pour la détection de symétries pour SAT

➣ Réalisation d’une application distribuée pour l’analyse et le stockage d’informations
provenant d’expérimentations d’isoélectrofocalisation

➣ Étude de l’efficacité de la k-résolution sur les benchmarks modernes

➣ La recherche à voisinage variable dans les algorithmes de recherche locale pour
SAT
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Autres responsabilités liées à l’enseignement

❏ Correspondant « Apogée » pour la filière Informatique de l’UFR des
Sciences de l’Université d’Artois, jusqu’en 2007

❏ Membre de la commission de validation d’études de l’UFR des Sciences
de l’Université d’Artois pour la filière Informatique
Président de cette commission pour le master Informatique 1re année

❏ Gestion et administration du matériel de travaux pratiques des deuxième et
troisième cycles informatique de l’UFR des Sciences de l’Université d’Ar-
tois

❏ Participation annuelle aux journées portes ouvertes et aux journées « Fête
de la Science » organisées à l’UFR des Sciences de l’Université d’Artois
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Fonctions électives

2008 – . . . Membre élu de la section 07 du Comité National de la Recherche Scienti-
fique

2007 – . . . Membre élu du conseil d’UFR de la Faculté des Sciences de l’Université
d’Artois

2006 – . . . Membre élu du conseil du bureau et secrétaire (jusqu’en 2009) de l’As-
sociation Française pour la Programmation par Contraintes (AFPC :
http://www.afpc-asso.org/)

2009 – . . . Membre élu du Comité de Sélection (section CNU 27) de l’Université d’Ar-
tois

2001 – 2007 Membre élu de la CSE (sections CNU 25-26-27) de l’Université d’Artois

2000 – . . . Membre élu du conseil de laboratoire du CRIL

Autres Responsabilités

❏ Membre de la commission budgétaire de l’UFR des Sciences de l’Univer-
sité d’Artois

❏ Correspondant informatique pour l’UFR des Sciences auprès de la division
informatique de l’Université d’Artois

❏ Administrateur des serveurs informatiques du CRIL situés à la Faculté des
Sciences de Lens

❏ Administrateur du cluster de calcul (608 unités de calcul) du CRIL sur lequel
sont organisées les compétitions internationales sur SAT, Pseudo-booléen
et CSP

❏ Responsable de la cellule informatique du CRIL en charge :
➣ du parc informatique du CRIL (faculté des sciences)
➣ du cluster de calcul
➣ et des achats informatiques du CRIL

http://www.afpc-asso.org/
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Liste des Publications

Synthèse

❏ 6 articles parus dans des revues d’audience internationale avec comité de
rédaction (EJOR, IJAIT, Information Sciences, Annals of Math/AI, IJCIS,
Constraints)

❏ 2 articles publiés dans des revues d’audience nationale avec comité de
rédaction (revues I3 et RIA)

❏ 1 chapitre dans le livre « Problème SAT : progrès et défis »

❏ 29 communications à des manifestations d’audience internationale avec
actes et comité de lecture (dont IJCAI, ECAI, AAAI, CP, ICTAI, SAT, ...)

❏ 16 communications à des manifestations d’audience nationale avec actes
et comité de lecture (dont RFIA, JFPC, JNPC, ...)

❏ 6 communications à des manifestations avec comité de lecture, sans acte
ou avec actes électroniques

Revues Internationales avec comité de rédaction

[1] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Using local search to find MSSes and MUSes »,
European Journal of Operational Research , vol. 199, no3, pages 640-646,
décembre 2009.
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[2] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« On Finding Minimally Unsatisfiable Cores of CSPs »,
International Journal on Artificial Intelligence Tools (IJAIT), vol. 17, no4,
pages 745 - 763, août 2008.

[3] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Local-Search Extraction of MUSes »,
Constraints , vol. 12, no3, pages 325-344, septembre 2007.

[4] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE,
« About the incremental validation of first-order stratified knowledge-based
decision-support systems »,
Information Sciences (IS), vol. 142, Elsevier, pages 117-129, 2002.

[5] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« Boosting complete techniques thanks to local search »,
Annals of Mathematics and Artificial Intelligence (AMAI), vol. 22, pages
309-322, 1998.

[6] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« An efficient technique to ensure the logical consistency of cooperative
agents »,
International Journal of Cooperative Information Systems (IJCIS), vol. 6,
no1, pages 27-36, 1997.

Revues Nationales avec comité de rédaction

[7] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Extraction d’ensembles minimaux conflictuels basée sur la recherche lo-
cale »,
Revue d’Intelligence Artificielle (RSTI- RIA), vol. 22, no2, pages 161-181,
avril 2008.

[8] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« MUST et couvertures de MUST pour l’explication et la réparation de CSP
incohérents au niveau »,
Information-Interaction-Intelligence (Revue I3), vol. 8, no2, pages 181-202,
2008.

Chapitre d’ouvrage

[9] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Sous-formules minimales insatisfaisables »,
chapitre 8 de « Problème SAT : progrès et défis », Lakhdar SAÏS éditeur,
Hermes, 2008.
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Conférences d’audience internationale avec comité de
lecture et actes

[10] Gilles AUDEMARD, Jean-marie LAGNIEZ, Bertrand M AZURE, Lakhdar
SAÏS,
« Learning local search »,
dans 21st International Conference on Tools with Artificial Intelligence (IC-
TAI’09), IEEE Computer Society, novembre 2009 (à paraître).

[11] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Local autarkies searching for the dynamic partition of CNF formulae »,
21st International Conference on Tools with Artificial Intelligence (ICTAI’09),
IEEE Computer Society, pages to appear, novembre 2009.

[12] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Does this set of clauses overlap with at least one MUS ? »,
22nd International Conference on Automated Deduction (CADE 22), LNCS
5663, pages 100-115, août 2009.

[13] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« On Approaches to Explaining Infeasibility of Sets of Boolean Clauses »,
The 20th IEEE International Conference on Tools with Artificial Intelligence
(ICTAI’08), pages 74-83, novembre 2008.

[14] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« MUST : Provide a Finer-Grained Explanation of Unsatisfiability »,
13th International Conference on Principles and Practice of Constraint Pro-
gramming (CP’07), LNCS 4741, pages 317-331, septembre 2007.

[15] Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Reducing hard SAT instances to polynomial ones »,
2007 IEEE international conference on Information Reuse and Integration
(IEEE-IRI’07), pages 18-23, août 2007.

[16] Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Eliminating Redundant Clauses Sat Instances »,
dans The Fourth International Conference on Integration of AI and OR
Techniques in Constraint Programming for Combinatorial Optimization Pro-
blems (CP-AI-OR’07), LNCS 4510, Springer, pages 71-83, mai 2007.

[17] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Boosting a Complete Technique to Find MSS and MUS thanks to a Local
Search Oracle »,
International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI’07), pages
2300-2305, janvier 2007.
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[18] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Tracking MUSes and Strict Inconsistent Covers »,
Sixth ACM/IEEE International Conference on Formal Methods in Computer
Aided Design (FMCAD’06), pages 39-46, novembre 2006.

[19] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE, Lakhdar SAÏS,
« A New Heuristic-based albeit Complete Method to Extract MUCs from
Unsatisfiable CSPs »,
the IEEE International Conference on Information Reuse and Integration
(IEEE-IRI’2006), pages 325-329, septembre 2006.

[20] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Extracting MUSes »,
17th European Conference on Artificial Intelligence (ECAI’06), pages 387-
391, août 2006.

[21] Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Exploring Hybrid Algorithms for SAT »,
12th International Conference on Logic for Programming, Artificial Intelli-
gence and Reasoning (LPAR’05), pages 33-37, décembre 2005 (papier
court)

[22] Sylvain DARRAS, Gilles DEQUEN, Laure DEVENDEVILLE, Bertrand M A-
ZURE, Richard OSTROWSKI, Lakhdar SAÏS,
« Using Boolean Constraint Propagation for Sub-clause Deduction »,
11th International Conference on Principles and Practice of Constraint Pro-
gramming (CP’05), LNCS 3709, Springer Verlag, pages 757-761, octobre
2005.

[23] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Richard OSTROWSKI, Lakhdar SAÏS,
« Automatic extraction of functional dependencies »,
Theory and Applications of Satisfiability Testing : 7th International Confe-
rence (SAT 2004), Revised Selected Papers, (SAT’04 Revised Selected
Papers), LNCS 3542, pages 122-132, 2005.

[24] Gilles AUDEMARD, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Dealing with Symmetries Quantified Boolean Formulas »,
Seventh International Conference on Theory and Applications of Satisfiabi-
lity Testing (SAT’04), pages 257-262, 2004.

[25] Éric GRÉGOIRE, Richard OSTROWSKI, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Automatic extraction of functional dependencies »,
Seventh International Conference on Theory and Applications of Satisfiabi-
lity Testing (SAT’04), 2004.

[26] Richard OSTROWSKI, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« Eliminating redundancies SAT search trees »,
15th IEEE International Conference on Tools with Artificial Intelligence (IC-
TAI’03), pages 100-104, novembre 2003.
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[27] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Using failed local search for SAT as an oracle for tackling harder A.I.
problems more efficiently »,
the Tenth International Conference on Artificial Intelligence : Methodology,
Systems, Applications (AIMSA’2002), LNCS 2443, Springer Verlag, pages
51-60, septembre 2002.

[28] Richard OSTROWSKI, Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas »,
the Eighth International Conference on Principles and Practice of
Constraint Programming (CP’02), LNCS 2470, Springer Verlag, pages 185-
199, septembre 2002.

[29] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« System Description : CRIL Platform for SAT »,
the 15th Intl. Conf. on Automated Deduction (CADE-15), LNCS 1421,
Springer Verlag, pages 124-128, juillet 1998.

[30] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Logically-complete local search for propositional nonmonotonic know-
ledge bases »,
the 7th Intl. Workshop on Nonmonotonic Reasoning (NMR’98), pages 37-
45, juin 1998.

[31] Yacine BOUFKHAD, Éric GRÉGOIRE, Pierre MARQUIS, Bertrand M AZURE,
Lakhdar SAÏS,
« Tractable cover compilations »,
15th International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI’97),
pages 122-127, août 1997.

[32] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« Tabu Search for SAT »,
the 14th American National Conference on Artificial Intelligence (AAAI’97),
pages 281-285, juillet 1997.

[33] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« Checking Several Forms of Consistency Nonmonotonic Knowledge-
Bases »,
9th European Conferences on Symbolic and Quantitative Approaches to
Reasoning with Uncertainty (ECSQARU’07), LNAI 1244, Springer Verlag,
pages 122-130, juin 1997.

[34] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« Local search for computing normal circumstances models »,
the International Conference on Computational Intelligence (ICCI’97),
LNCS 1226, Springer Verlag, pages 55-56, avril 1997.
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[35] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« A comparison of two approaches to inconsistency detecting »,
the European Symposium on Intelligent Techniques (ESIT’97), mars 1997.

[36] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« A Powerful Heuristic to Locate Inconsistent Kernels Knowledge-Based
Systems »,
International Conference on Information Processing and Management of
Uncertainty in Knowledge-Based Systems (IPMU’96), pages 1265-1269,
juillet 1996.

[37] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« Detecting Logical Inconsistencies »,
the Fourth International Symposium on Artificial Intelligence and Mathema-
tics (AI/Math’96), pages 116-121, janvier 1996.

[38] Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS, Éric GRÉGOIRE,
« TWSAT : a new local search algorithm for SAT : performance and analy-
sis »,
the Workshop of CP’95 on Solving Really Hard Problems (Wks-SRHP-
CP95), pages 127-130, septembre 1995.

Conférences d’audience nationale avec comité de lecture
et actes

[39] Gilles AUDEMARD, Jean-marie LAGNIEZ, Bertrand M AZURE, Lakhdar
SAÏS,
« Analyse de conflits dans le cadre de la recherche locale »,
Journées Francophones de la Programmation par Contraintes (JFPC’09),
pages 215-224, juin 2009.

[40] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Localiser des sources d’incohérence spécifiques sans les calculer
toutes »,
Journées Francophones de la Programmation par Contraintes (JFPC’09),
pages 95-104, juin 2009.

[41] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Explication et réparation de l’incohérence dans les CSP : de la contrainte
au tuple »,
16ème congrès francophone Reconnaissance des Formes et Intelligence
Artificielle (RFIA’08), pages 258-267, janvier 2008.

[42] Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Réduction d’instances de SAT vers des instances polynomiales »,
16ème congrès francophone Reconnaissance des Formes et Intelligence
Artificielle (RFIA’08), pages 388-396, janvier 2008.
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[43] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Une nouvelle méthode hybride pour calculer tous les MSS et tous les
MUS »,
3èmes Journées Francophones de Programmation par Contraintes
(JFPC’07), pages 143-150, juin 2007.

[44] Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Suppression des clauses redondantes dans des instances SAT »,
3èmes Journées Francophones de Programmation par Contraintes
(JFPC’07), pages 28-37, juin 2007.

[45] Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Cédric PIETTE,
« Extraction de sous-formules minimales inconsistantes »,
2nd Journées Francophones de Programmation par Contraintes
(JFPC’06), pages 201-208, juin 2006.

[46] Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE, Bertrand M AZURE, Lakhdar SAÏS,
« Heuristique d’ordonnancement des variables pour SAT »,
Congrès de la Société Française de Recherche Operationelle et d’Aide à
la Décision (ROADEF’06), janvier 2006.

[47] Sylvain DARRAS, Gilles DEQUEN, Laure DEVENDEVILLE, Bertrand M A-
ZURE, Richard OSTROWSKI, Lakhdar SAÏS,
« Utilisation de la Propagation de Contraintes pour la Production de Sous-
Clauses »,
Premières Journées Francophones de la Programmation par Contraintes
(JFPC’05), pages 69-78, juin 2005.
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Synopsis

Cette partie regroupe les publications qui me semblent les plus significatives et les plus représenta-
tives de mes travaux de recherche.

Le choix a été fait de manière à représenter les différents aspects abordés dans la synthèse (voir
partieI).

– SAT

– Recherche locale: « Tabu Search for SAT» [MSG97c]

– Hybridation de solveurs:

– «Boosting Complete Techniques thanks to Local Search» [MSG98]

– « Integrating Conflict Driven Clause Learning to Local Search» [ALMS09a]

– Exploitation des propriétés structurelles:

– «Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas» [OGMS02]

– «Automatic extraction of functional dependencies» [GMOS05]

– Techniques de simplification: « Reducing hard SAT instances to polynomial ones» [FGMS07b]

– Au-delà deSAT

– Calcul de noyaux dans le cadre propositionnel:

– «Local-Search Extraction of MUSes» [GMP07b]

– «Using local search to find MSSes and MUSes» [GMP09b]

– Calcul de noyaux dans le cadre CSP: « MUST : Provide a Finer-Grained Explanation of Unsa-
tisfiability » [GMP07c]

– Compilation de bases de connaissance: « Tractable Cover Compilations» [BGM+97]
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90 .Tabu Search for SATTabu Search for SAT �Bertrand Mazure Lakhdar Sa��s �Eric Gr�egoireCRIL { Universit�e d'Artoisrue de l'Universit�e SP 16F-62307 Lens Cedex Francefmazure,sais,gregoireg@cril.univ-artois.frAbstractIn this paper, tabu search for SAT is investi-gated from an experimental point of view. Tothis end, TSAT, a basic tabu search algorithm forSAT, is introduced and compared with Selman etal. Random Walk Strategy GSAT procedure, inshort RWS-GSAT. TSAT does not involve the ad-ditional stochastic process of RWS-GSAT. Thisshould facilitate the understanding of why simplelocal search methods for SAT work. It is shownthat the length of the tabu list plays a criticalrole in the performance of the algorithm. More-over, surprising properties about the (experimen-tal) optimal length of the tabu list are exhibited,raising interesting issues about the nature of hardrandom SAT problems.IntroductionSAT, i.e. checking the satis�ability of a boolean for-mula in conjunctive normal form, is a canonical NP-complete problem (Cook 1971). Moreover, it is a fun-damental problem in mathematical logic, automatedreasoning, arti�cial intelligence and various computerscience domains like VLSI design.Recently, there has been a renewal of interest in un-derstanding the nature of the di�culty of SAT (see e.g.(Chv�atal & Szemer�edi 1988; Dubois & Carlier 1991;Mitchell, Selman, & Levesque 1992)). At the sametime, several authors have proposed new {but amaz-ingly simple and e�cient{ algorithms allowing for abreakthrough in the class of computer-solvable SAT in-stances (see e.g. (Selman, Levesque, & Mitchell 1992;Gu 1992; Selman, Kautz, & Cohen 1993; DIMACS1993)).More precisely, a class of very hard SAT instanceshas been characterized. This class is made of randomgenerated K-SAT instances whose probability of beingsatis�able is close to 0.5 and are located at the criticalpoint of a phase transition. These problems are mostoften beyond the reach of the most e�cient techniques� Copyright c 1997. American Association for Arti�-cial Intelligence (www.aaai.org). All rights reserved.

derived from conventional algorithms, like Davis andPutnam's procedure (Davis & Putnam 1960). In orderto address them, two families of algorithms have beendesigned recently. The �rst one is made of logicallycomplete techniques that aim at proving the inconsis-tency of SAT instances (see e.g. (Dubois et al. 1996;Crawford & Auton 1993)). The second one is formedof incomplete techniques based on local reparationsthat attempt to �nd a model for SAT instances. Sev-eral authors have proposed very simple local searchalgorithms that prove surprisingly good in solvinghard large satis�able problems (Selman, Levesque,& Mitchell 1992; Selman, Kautz, & Cohen 1993;Gent & Walsh 1993).In this paper, tabu search for SAT is investigatedfrom an experimental point of view. To this end,TSAT, a basic tabu search algorithm for SAT, is in-troduced and compared with Selman et al. RandomWalk Strategy GSAT, in short RWS-GSAT (Selman,Kautz, & Cohen 1993). TSAT proves extremely com-petitive in the resolution of many problems, in particu-lar hard random K-SAT instances at the critical pointof the phase transition. Actually, the FTP availableGSAT already contained a basic tabu option but hasnot been described in the literature to our best knowl-edge. Moreover, no investigation of the �ne-tuning ofits essential parameters had ever been conducted.In the next section, the canonical K-SAT �xed-clause-length random generation model is reviewed,with emphasis on the phase transition. Then, Selmanet al. RWS-GSAT algorithm is presented. TSAT isthen motivated and presented. Extensive experimen-tations are conducted about the optimal lengths of thetabu list with respect to several criteria, leading tosurprising �ndings. A comparison between the perfor-mance of RWS-GSAT and TSAT is then conducted.These results were �rst presented for a very restrictedaudience in 1995 (Mazure, Sa��s, & Gr�egoire 1995). Asa conclusion, some promising ideas for further researchare given.
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Figure 1: phase transition phenomenaHard random SAT instancesSAT consists in checking the satis�ability of a booleanformula in conjunctive normal form (CNF). Let us re-call here that any propositional formula can be trans-lated into a CNF that is equivalent for SAT, thanksto a linear time algorithm (see e.g. (Siegel 1987)). ACNF formula is a set (interpreted as a conjunction) ofclauses, where a clause is a disjunction of literals. Aliteral is a positive or a negated propositional variable.An interpretation of a boolean formula is an assign-ment of truth values to its variables. A model of aformula is an interpretation that satis�es the formula.Although SAT is NP-complete, theoretical and ex-perimental results show good average-case perfor-mance for several classes of SAT instances (see e.g.(Franco & Paull 1983)).However, hard random instances of SAT have beenobserved at a phase transition. Let us illustratethis phenomenon in the usual K-SAT �xed-clause-length model (see e.g. (Chv�atal & Szemer�edi 1988;Cheeseman, Kanefsky, & Taylor 1991; Crawford & Au-ton 1993; Dubois & Carlier 1991; Mitchell, Selman, &Levesque 1992)), a random generation model where thenumber of literals per clause is a given value K and thesign of each literal is also randomly generated (with a0.5 probability).In Figures 1 and 2, we see the phase transition ob-served by many authors. The probability of satis�a-bility decreases abruptly from 1 to converge towards 0in a phase transition as the c=n ratio increases (wherec represents the number of clauses and n the numberof variables). The location of the phase transition de-pends on the length of clauses and on the number ofvariables. In Figure 1, we see how the curves move tothe right as this length increases. In Figure 2, we see
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Figure 2: 3-SAThow the curves straighten when the number of vari-ables increases. It has been shown experimentally thatinstances at these phase transitions where the probabil-ity of being satis�able is 0.5 are really hard problems.Actually, it has been proved that these problems areexponential for resolution (Chv�atal & Szemer�edi 1988).Random Walk Strategy GSATLet us now briey review Selman et al. GSAT algo-rithm (Selman, Levesque, & Mitchell 1992). This al-gorithm performs a greedy local search for a satisfyingassignment of a set of propositional clauses. The algo-rithm starts with a randomly generated truth assign-ment. It then changes (\ips") the assignment of thevariable that leads to the largest increase in the totalnumber of satis�ed clauses. Such ips are repeated un-til either a model is found or a preset maximum num-ber of ips (MAX-FLIPS) is reached. This process isrepeated as needed up to a maximum of MAX-TRIEStimes.In the sequel, we shall consider a more recent ande�cient version of GSAT, i.e. Random Walk StrategyGSAT (in short RWS-GSAT)(Selman, Kautz, & Cohen1993). This variant of GSAT selects the variable tobe ipped in the following way: it either picks withprobability p a variable occurring in some unsatis�edclause or follows, with probability 1� p, the standardGSAT scheme, i.e. makes the best possible local move.Clearly, this very simple algorithm is logically in-complete and belongs to the local search proceduresfamily. However, it is surprisingly e�cient in demon-strating that CNF formulas are satis�able, in particu-lar K-SAT instances at the phase transition.



92 .Tabu Search for SATProcedure GSATInput: a set of clauses S, MAX-FLIPS, MAX-TRIESOutput: a satisfying truth assignment of S, if foundBeginfor i := 1 to MAX-TRIES doI := a randomly generated truth assignmentfor j := 1 to MAX-FLIPS doif I satis�es S then return Ix := a propositional variable such thata change in its truth assignmentgives the largest increase (possiblynegative) in the number of clausesof S that are satis�ed by II := I with the assignment of x reversedend-forend-forreturn ``no satisfying assignment found"End Figure 3: GSAT algorithm: basic versionRestricting randomnessLet us stress that the Random Walk Strategy intro-duces an additional level of randomness in basic GSATand thus makes an analytical study of GSAT moredi�cult to conduct. Another randomness propertyof GSAT lies in the selection of the variable to beipped. Indeed, as Selman et al. stress it: \Anotherfeature of GSAT is that the variable whose assignmentis to be changed is chosen at random from those thatwould give an equally good improvement. Such non-determinism makes it very unlikely that the algorithmmakes the same sequence of changes over and over (Sel-man, Levesque, & Mitchell 1992)".Moving further towards the goal of avoiding recur-rent ips, we investigate the use of tabu search (Glover1989; 1990) for SAT by experimenting with an algo-rithm of our own, called TSAT. TSAT makes a sys-tematic use (no aspiration criteria) of a tabu list ofvariables in order to avoid recurrent ips and thus es-cape from local minima. This technique was also ex-pected to allow for a better and more uniform cover-age of the search space. Let us stress that this use ofa tabu list is systematic during the search process inthe sense that the tabu list is updated each time a ipis made. TSAT keeps a �xed length {chronologically-ordered FIFO{ list of ipped variables and preventsany of the variables in the list from being ipped againduring a given amount of time. Accordingly, the tabulist contains variables and, for e�ciency reasons, doesnot keep track of forbidden interpretations, explicitly.The e�ciency of most local search procedures de-pends heavily on a good setting of their parameters.For instance, Selman et al. suggest speci�c values
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AAAI’97 93problems Nb. RWS-GSAT TSATn c inst. time (sc.) ips solved ratio time (sc.) ips solved ratio100 430 500 .18 2803 88% 31.85 .11 1633 93% 17.60200 860 500 1.99 18626 73% 255.85 .73 9678 74% 130.78400 1700 500 15.03 204670 100% 2046.70 11.51 145710 100% 1457.10600 2550 500 19.59 250464 62% 4013.85 13.92 167236 65% 2580.80800 3400 500 140.61 1809986 67% 26854.39 99.45 1143444 71% 16150.341000 4250 500 369.88 4633763 57% 81009.84 292.10 3232463 62% 51802.292000 8240 50 3147.26 26542387 16% 1658899.19 3269.15 29415465 40% 735386.63Table 1: TSAT vs. RWS-GSATsize depends only on the number n of involved vari-ables according to the above equation).The above tests for 4-SAT (100 instances for eachnumber of variables ranging from 50 to 600 (by stepsof 50)) and similar values for the optimal lengths havebeen obtained.TSAT vs. RWS-GSATExtensive experimental comparisons between RWS-GSAT and TSAT have been conducted for 3-SAT in-stances at the phase transition. Both algorithms havebeen implemented in a common platform written inC under Linux for Pentium PC, available from theauthors. Our local implementation of Random WalkGSAT proves as e�cient as Selman's one.Both algorithms are best compared with respect tothe percentage of solved problems and with respectto the number of performed ips. Let us stress thatthe tabu list is implemented as a circular list whoseFIFO access is made in constant time. Time andnumber of ips in the Table 1 are average ones forsolved instances. The percentage of solved problemsis actually relative to the 50% (which is an approx-imation) of tested instances that are expected to besatis�able since they are selected at the phase tran-sition. The (average cumulated ips for solved in-stances)/(percentage of solved problems) ratio is alsogiven in order to conduct a fair comparison whenone of the algorithms solves more instances than theother one. MAX-TRIES is 5, MAX-FLIPS is n2 andp = 0:5 for RWS-GSAT. These two last values arethe (experimentally) best ones for GSAT with respectto random 3-SAT problems (Parkes & Walser 1996;Selman, Kautz, & Cohen 1993).Table 1 summarizes the results and shows the goodperformance of TSAT. Let us stress that the givennumber of ips corresponds to the cumulated numberof performed ips during the successive tries. However,most of the time, TSAT just required one try.Let us note that the competitiveness of TSAT in-creases with the number of variables. This is illustrated
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Figure 5: Results for 3-SAT instances at the phasetransition obtained by RWS-GSAT and TSATin Figure 5). Results for 2000 variables are the mostsigni�cant ones but could not have been inserted in thediagram because of the huge di�erence (see Table 1).ConclusionTSAT, a basic tabu search algorithm for SAT, has beenproposed and compared with Selman et al. RandomWalk Strategy GSAT procedure. TSAT makes a sys-tematic use of a tabu list and takes out one of therandomness properties of RWS-GSAT. TSAT provesvery competitive in the resolution of many problems,in particular hard random K-SAT instances. Quitesurprisingly, the optimal length of the tabu lists forthese random problems proves (experimentally) lin-ear with respect to the number of variables. Thislinearity was quite unexpected, as well as the factthat the length does only depend on the number ofvariables. This �nding is certainly worth further re-search. Intuitively, the length of the tabu list couldbe related to some extent to the height of local ex-trema. We are currently working on that, tryingto relate this feature to the nature of really hard
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96 .Boosting Complete Techniques thanks to Local SearchAnnals of Mathematics and Arti�cal Inteligence 22 (1998) 319{331 319
Boosting complete techniques thanks to local searchmethodsBertrand MAZURE, Lakhdar SA�IS and �Eric GR�EGOIRECRIL { Universit�e d'Artois, rue de l'Universit�e SP 16, F-62307 LENS C�edex, FranceE-mail: fmazure,sais,gregoireg@cril.univ-artois.frIn this paper, an e�cient heuristic allowing one to localize inconsistent kernelsin propositional knowledge-bases is described. Then, it is shown that local searchtechniques can boost the performance of logically complete methods for SAT. Moreprecisely, local search techniques can be used to guide the branching strategy oflogically complete Davis and Putnam's like techniques, giving rise to signi�cantperformance improvements, in particular when addressing locally inconsistent prob-lems. Moreover, this approach appears very competitive in the context of consistentSAT instances, too.Keywords: SAT, NP-completeness, local search methods, logical inconsistency,logical completeness1. IntroductionA fundamental problem in logical knowledge-based representation and au-tomated theorem proving systems lies in the di�culty of checking and handlingforms of inconsistency. In particular, any local contradiction in a standard logicalknowledge-based system makes it wholly inconsistent: any piece of information(and its contrary) can be inferred from it under sound and complete standardrules of deduction.At the same time, checking in the general propositional case whether aformula is satis�able or not -namely, the SAT problem-, can be extremely time-consuming. Indeed, although theoretical and experimental results show goodaverage-case performance for several classes of SAT instances (see e.g. [10]), SATis NP-complete [3].Recently, there has been a renewal of interest in understanding the natureof the di�culty of SAT (see e.g. [2] and [9]). At the same time, several authors



vol. 22 de Annals of Math. and AI 97320 B. Mazure et al. / Boosting complete . . .have proposed new -but amazingly simple and e�cient- algorithms allowing for abreakthrough in the class of computer- solvable consistent SAT instances (see e.g.[17], [18], [7] and [14]). However, since these algorithms are based on local searchtechniques, they are logically incomplete in that they cannot be used directly toprove in a de�nitive manner that a formula is inconsistent.Actually, the most e�cient complete techniques (like those derived fromDavis and Putnam's one -in short DP- [6]) that are used to prove that a formulais inconsistent exhibit a somewhat limited practical scope with respect to reallylarge and hard unsatis�able SAT instances. Moreover, we cannot hope for suchlogically complete techniques to exhibit a polynomial behaviour in all situationsunless P = NP.In this respect, the contribution of this paper is twofold. The behaviourof local search algorithms has been analysed in the context of inconsistent SATinstances. Some recurrent phenomena have been pointed out when locally in-consistent problems were considered, i.e. problems whose inconsistency can berelated to one of their subparts. In this context, two main results have beenderived.� First, an e�cient heuristic has been discovered, allowing one to localize the in-consistent kernels in many locally inconsistent problems. This result is clearlyof prime importance since inconsistent knowledge in real-life applications isoften based on contradictions that are just local.� This heuristic can boost the performance of complete techniques, in partic-ular when dealing with large inconsistent SAT instances. More precisely, bycombining this heuristic with the power of local search methods and with thecompleteness of standard SAT techniques, very good results are obtained withrespect to classes of both consistent and inconsistent hard SAT instances.The paper is organized as follows. First, some technical background aboutSAT and local search methods is briey recalled. Then, it is shown that thesesearch methods can help us to localize the inconsistent kernels of large SATinstances. Families of algorithms combining logically complete techniques withlocal search methods are then proposed. The experimental performance of a basiccombination schema is illustrated on hard problems taken from standard bench-marks [7]. The scope of these results is then discussed before further promisingpaths of research are motivated.



98 .Boosting Complete Techniques thanks to Local SearchB. Mazure et al. / Boosting complete . . . 3212. Technical BackgroundSAT consists in checking the satis�ability of a boolean formula in conjunctivenormal form (CNF). A CNF formula is a set (interpreted as a conjunction) ofclauses, where a clause is a disjunction of literals. A literal is a positive or negatedpropositional variable.An interpretation of a boolean formula is an assignment of truth values toits variables. A model is an interpretation that satis�es the formula. Accordingly,SAT consists in �nding a model of a CNF formula when such a model does existor in proving that such a model does not exist.Recently, there has been a renewal of interest in designing e�cient methodsfor hard SAT instances. On the one hand, several authors have improved logicallycomplete techniques like DP. However, these techniques remain of a somewhatlimited practical scope with respect to really large and hard SAT instances. Inthe sequel, we shall refer to improved versions of DP: namely, a version makinguse of the FFIS heuristics (i.e. First-Fail In Shortened Clauses) by [16] and C-SAT [8], which appeared to be the most e�cient complete technique for SAT atthe last DIMACS challenge [7].On the other hand, logically incomplete techniques based on local searchhave been shown particularly e�cient in proving large and hard consistent prob-lems. Let us now briey recall one of these methods, namely Selman et al.'sGSAT algorithm [17], [18]. This algorithm performs a greedy local search for asatisfying assignment of a set of propositional clauses. The algorithm starts witha randomly generated truth assignment. It then changes (\ips") the assignmentof the variable that leads to the largest increase in the total number of satis�edclauses. Such ips are repeated until either a model is found or a preset maximumnumber of ips (MAX-FLIPS) is reached. This process is repeated as needed upto a maximum of MAX-TRIES times.In the sequel, we shall consider two more recent variants of GSAT:� First, the Random Walk Strategy GSAT [18], which outperforms basic GSATprocedures. This variant of GSAT selects the variable to be ipped in thefollowing way: it either picks with probability p a variable occurring in someunsatis�ed clause or follows, with probability 1�p, the standard GSAT scheme,i.e. makes the best possible local move.� Second, TSAT [14], which departs from basic GSAT by making an optimizeduse of a tabu list of variables in order to avoid recurrent ips and thus escape



vol. 22 de Annals of Math. and AI 99322 B. Mazure et al. / Boosting complete . . .Algorithm 1. GSAT: basic versionProcedure GSATInput : a set of clauses S, MAX-FLIPS, and MAX-TRIESOutput : a satisfying truth assignment of S, if foundBeginfor i := 1 to MAX-TRIESI := a randomly generated truth assignment;for j := 1 to MAX-FLIPSif I satis�es S then return I;x := a propositional variable such that a change in its truthassignment gives the largest increase (possibly negative)in the number of clauses of S that are satis�ed by I;I := I with the truth assignment of x reversed;end for;end for;return \no satisfying assignment found";End.from local minima. More precisely, TSAT keeps a �xed length -chronologically-ordered FIFO- list of ipped variables and prevents any of the variables in thelist from being ipped again during a given amount of time. TSAT provesvery competitive in most situations [14].These very simple logically incomplete algorithms, which belong to the localsearch procedures family, are surprisingly e�cient in demonstrating that CNFformulas are consistent.3. Using GSAT-like Techniques to Detect and Locate LocalInconsistenciesIn this section, it is shown that GSAT-like techniques can be used to lo-calize inconsistent kernels of SAT instances, although the scope of such logicallyincomplete algorithms was generally expected to concern consistent problems,only.



100 .Boosting Complete Techniques thanks to Local SearchB. Mazure et al. / Boosting complete . . . 323The following test has been repeated very extensively and the followingresults have been obtained extremely often.When TSAT (or any other GSAT-like algorithm) is run on a SAT instance,the following phenomenon can be observed when the algorithm fails to prove thatit is consistent. A trace of TSAT is recorded: for each clause, taking each ip as astep of time, the number of times during which this clause is falsi�ed is updated.A similar trace is recorded for each literal occurring in the SAT instance, countingthe number of times it appears in the falsi�ed clauses. Intuitively, it seemed tous that the most often falsi�ed clauses should normally belong to an inconsistentkernel of the SAT instance if this instance is actually inconsistent. Likewise, itseemed to us that the literals that exhibit the highest scores should also take partin this kernel. Actually, these hypotheses prove experimentally correct extremelyoften.This phenomenon can be summarized as follows. When GSAT-like algo-rithms are run on a locally inconsistent SAT instance, then the above countersallow us to split the SAT problem into two parts: a consistent one and an unsatis-�able one. For example, the clausal representation of the well-known inconsistentpigeons-holes problems [19] (8 pigeons; 56 variables and 204 clauses) has beenmixed with the 8-queens problems (64 variables and 736 clauses), each problemmaking use of its own variables. The representation of each problem contains twokinds of clauses: namely, the positive ones (i.e. made of positive literals, only)and the binary negative ones (i.e. made of two negative literals). For example,the basic representation of the pigeons-holes problem asserts, on the one hand,that each pigeon should be in one hole (by means of positive clauses), and, on theother hand, that two pigeons cannot share a hole (using negative clauses). Thenumber of times the di�erent clauses have been falsi�ed is shown in Figure 1. Asigni�cant gap can be seen between the scores of the pigeons-holes clauses andthe scores of the 8-queens ones. Actually, the two parts of the mixed problem areclearly identi�ed.Moreover, in this speci�c case, for each part of the clausal representation(for example, the positive clauses of the pigeons-holes problem), the concernedclauses exhibit extremely close scores. In the diagram, the medium score are men-tioned (actually, the four mentioned scores belong to [17189..18003], [639..828],[182..230] and [1..38], respectively for TSAT with MAX-TRIES = 20 and MAX-FLIPS = (number of variables)2 . The span of these intervals shortens when thecomputing resources given to TSAT are increased). These close scores show us
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Figure 1. 8-Pigeons-holes + 8-Queens problemsthat TSAT also exhibits the complete symmetry of each part of the representationof the pigeons-holes and queens problems. Actually, the trace of GSAT-relatedalgorithms allows us to detect symmetries in SAT instances.For less symmetrical and non-symmetrical problems, a signi�cant gap be-tween the scores of two parts of the clausal representation is still obtained, di�er-entiating a probable inconsistent kernel from the remaining part of the problem.Let us stress that this phenomena also appear when both the consistent and theinconsistent parts of the SAT instance share the same variables.Strangely enough, it appears thus that the trace of GSAT-like algorithmsdelivers the probable inconsistent kernel of locally inconsistent problems andsometimes allows us to detect and locate the presence of symmetries in SATinstances.4. A Direct Approach: Focus on the KernelThe most straightforward use of the above discovered feature to solve locallyinconsistent problems is the following one. Use GSAT-like algorithms to circum-scribe the probable inconsistent kernel. Then, apply complete techniques to thiskernel to prove its unsatis�ability and thus, consequently, the inconsistency of theglobal problem. The scores delivered by the GSAT-like algorithm can be used toguide the branching strategy performed by the complete technique, by selecting



102 .Boosting Complete Techniques thanks to Local SearchB. Mazure et al. / Boosting complete . . . 325the literals with the highest scores �rst.Obviously, this simple schema can only be used when the discovered probableinconsistent kernel is of manageable size and when the gap between the score ofthe clauses of the kernel and the score of the remaining clauses is large enough.Also, the clauses can be sorted according to their decreasing scores; incrementalcomplete techniques can be applied on them until unsatis�ability is proved. Inthis respect, clauses outside the discovered kernel could also be taken into account.A somewhat similar approach has been de�ned independently in [5].5. A Basic Combination SchemaLet us now describe a basic algorithm using GSAT-like procedures to guidethe branching strategy of logically-complete algorithms based on DP.TSAT [14] is run to deliver the next literal to be assigned by DP. This literalis selected as the one with the highest score as explained above. Such an approachcan be seen as using the trace of TSAT as an heuristic for selecting the next literalto be assigned by DP, and a way to extend the partial assignment made by DPtowards a model of the SAT instance when this instance is satis�able. Eachtime DP needs to select the next variable to be considered, such a call to TSATcan be performed with respect to the remaining part of the SAT instance. Thisalgorithm is given in Algorithm 2.Algorithm 2. DP + TSAT: basic versionProcedure DP + TSATInput : a set of clauses SOutput : a satisfying truth assignment of S, if foundor a de�nitive statement that S is inconsistentBeginUnit propagate(S);if the empty clause is generated then return (false);else if all variables are assigned then return (true)else beginif TSAT( S ) succeeds then return (true)else beginp := the most often falsi�ed literal during TSAT;return (DP+TSAT( S^p) _ DP+TSAT(S^:p));
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6. Experimental Results1In this section, experimental results about the application of the above newlogically complete algorithm to many classes of problems are presented. Let usstress that our goal in conducting these tests was simply to check the feasibilityof using GSAT-like techniques to guide DP. In this respect, a basic form of com-bination has been tested, which can be improved in many directions as this willbe described in the next section.First, DP+TSAT has been run and compared with DP + FFIS and C-SAT(with default option) on various large inconsistent problems from the DIMACSbenchmarks [7]. This benchmark consists of various SAT instances: problemsfrom real-life applications, academic and random ones, many of them being outof reach of the most e�cient techniques, in particular complete ones. In Table 1,a signi�cant sample of our extensive experimentations is given, showing the ob-tained dramatical performance improvement, in particular for classes of inconsis-tent SAT instances. Also, very good results are obtained for consistent instances;indeed, DP+TSAT is as e�cient as local search techniques since DP+TSAT be-gins with a call to them. Extensive results on DIMACS benchmarks are given inthe appendix.Let us comment a few examples from Table 1.The BF1355-638 problem (2177 variables and 4768 clauses) is an actualproblem from circuit fault analysis proposed by Allen Van Gelder and YumiTsuji. C-SAT and DP+FFIS failed to prove that this problem is inconsistent,within 73H and 17H CPU time, respectively. On the other hand, DP+TSAT1All the algorithms mentioned in this paper are implemented in a common platform, availablefrom the authors, written in C under Linux 1.1.53 (except that we reused C-SAT, the originalDIMACS'93 implementation by Dubois). We have thus implemented the TSAT, DP+TSATand DP+FFIS procedures, this latter one being at least as e�cient as Rauzy's original one.All experimentations have been conducted on 133 Pentium PCs.



104 .Boosting Complete Techniques thanks to Local SearchB. Mazure et al. / Boosting complete . . . 327Table 1DIMACS problems2Instances Sat Size Inc. Ker.3 C-Sat DP+FFIS DP+TSATVar. Cla. Var. Cla. time assign. choices time assign. choices timeAIM series:1 6-no-3 No 100 160 51 57 13s32 3E+07 2E+06 214s71 178 16 0s261 6-yes1-2 Yes 100 160 *** *** 0s00 495858 30052 4s39 77 6 0s082 0-no-1 No 100 200 18 19 313s24 4E+07 2E+06 349s52 46 5 0s102 0-yes1-1 Yes 100 200 *** *** 8s54 706388 31274 7s41 81 8 0s151 6-no-1 No 200 320 52 55 20116s30 *** *** >8h 240 16 0s581 6-yes1-3 Yes 200 320 *** *** >7h *** *** >9h 232 11 0s322 0-no-3 No 200 400 35 37 >20h *** *** >15h 120 10 0s422 0-yes1-1 Yes 200 400 *** *** >8h 2E+09 7E+07 21859s45 291 27 1s211 6-no-1 No 50 80 20 22 0s19 12072 895 0s09 72 8 0s061 6-yes1-1 Yes 50 80 *** *** 0s07 1540 84 0s01 37 6 0s052 0-no-1 No 50 100 21 22 0s30 54014 2759 0s43 52 5 0s052 0-yes1-1 Yes 50 100 *** *** 0s19 2878 176 0s03 11 3 0s03BF series:0432-007 No 1040 3668 674 1252 463s67 9E+08 6E+06 19553s44 115766 870 85s251355-075 No 2180 6778 82 185 88035s05 317628 2047 18s88 4602 28 26s231355-638 No 2177 4768 83 154 >73h *** *** >17h 6192 32 32s572670-001 No 1393 3434 79 139 11s45 *** *** >25h 490692 4822 519s40SSA series:0432-003 No 435 1027 306 320 1s70 133794 1570 1s79 1338 16 0s802670-130 No 1359 3321 552 669 2053s72 *** *** >33h 2E+07 79426 8040s642670-141 No 986 2315 579 1247 3689s65 3E+08 2E+06 6350s77 1E+07 92421 6639s447552-038 Yes 1501 3575 *** *** 195s75 *** *** >13h 29 1 0s347552-158 Yes 1363 3034 *** *** 97s59 1639 78 0s19 12 1 0s297552-159 Yes 1363 3032 *** *** 98s82 1557 84 0s21 12 1 0s257552-160 Yes 1391 3126 *** *** 159s75 1457 76 0s18 1 1 0s30takes 32 sec. only.The AIM200-1 6-yes1-3 problem (200 variables and 320 clauses) by [13] is a3-SAT instance. All AIM problems exhibit exactly one model when satis�able.DP+TSAT proves within 0.32 sec. that the above mentioned AIM problem issatis�able while DP + FFIS and C-SAT gave up after 9 and 7H, respectively.The AIM200-2 0-no-3 problem (200 variables and 400 clauses) by [13] isan inconsistent 3-SAT instance. DP+TSAT takes 0.42 sec. to prove that thisproblem is inconsistent, whereas we gave up with DP+FFIS and C-SAT after 15and 20 H, respectively.2 In the table, \> n H" means that we gave up after the problem had not been solved within nhours of CPU time.3 \Inc. Ker." in the table means \Inconsistent Kernel".



vol. 22 de Annals of Math. and AI 105328 B. Mazure et al. / Boosting complete . . .7. Natural OptimizationsAlthough the above mentioned results are extremely positive, it should beclear that the tests were only conducted for checking the feasibility of mixing localsearch techniques with logically complete methods. We did not try to optimize theway this mixing is performed. Further signi�cant performance improvements canbe expected by �ne-tuning the parameters of the involved local search techniquesand by de�ning an optimal balance between the time spent by DP and by thelocal search techniques. More precisely, the following natural optimizations canbe envisioned.� In DP+TSAT, the literal that exhibits the highest score in the trace of TSATwas selected to guide DP. In this respect, a call to TSAT is performed eachtime DP needs to select a literal to assign. At the opposite, just one call toTSAT can be made and decreasing scores of literals can be used to guide DPat each step. Between these two extreme points of view, an optimal attitudemust be found, limiting the number of calls to GSAT-like algorithms. Thisoptimal balance should depend on both the form of the trace given by thisGSAT-like algorithm and on the point reached in the search tree by DP.� A second possible optimization lies in the �ne-tuning of the local search pa-rameters with respect to the remaining problem left by DP.8. Actual Scope of These TechniquesClearly, the results presented in this paper concern consistent and locallyinconsistent problems, i.e. problems whose inconsistency can be related to one oftheir subparts. Let us de�ne the dual concepts of local and global inconsistencyfor SAT instances.De�nition 1. A SAT instance S is globally inconsistenti�S is inconsistent and 8S0 � S : S0 is consistent.When an inconsistent SAT instance S is not globally inconsistent, it is saidto be locally inconsistent.



106 .Boosting Complete Techniques thanks to Local SearchB. Mazure et al. / Boosting complete . . . 329In this paper, locally inconsistent SAT instances have been considered. In-deed, such a form of inconsistency is of prime importance in actual applications.Very often, inconsistency is due to the accidental presence of a few pieces of con-tradictory information about a given subject. Clearly, several measures of localityfor inconsistency can be de�ned, making use of e.g. the (size of the inconsistentkernel)/(size of the SAT instance) ratio. We are currently analyzing how theform and properties of the trace of local search techniques can be experimentallyrelated to graded notions of locality for inconsistency. Let us stress that the tech-niques presented in this paper do not require this ratio to be negligible, as theratio of the combination of the pigeons-holes and 8-queens problems illustratesit. Also, the size of the kernel need not be small.In Table 1 and in the Appendix, we give the size of (one of) the globallyinconsistent kernels for each inconsistent problem that DP+TSAT managed tosolve. To obtain this information, �rst we used the trace of TSAT to get a �rstinconsistent kernel using a dichotomy-like approach. Then, using complete meth-ods, we reduced the kernel to a subpart that we proved to be globally inconsistent.Let us stress that most often this resulting kernel proved to be close to the initialone, showing once again the relevance of the heuristic described in this paper.As expected, DP+TSAT managed to prove inconsistent problems, whereone globally inconsistent kernel is of moderate size. Let us note that sometimesDP+FFIS and C-SAT did not manage to solve them: see for example the AIM-200-2 0-no-3 where the size of one globally inconsistent kernel is just made of 37clauses refering to 35 variables. Interestingly enough, DP+TSAT also gave riseto performance improvement with respect to problems involving a large globallyinconsistent kernel: see for example the bf0432-007 problem that DP+TSATproved to be inconsistent, addressing a globally inconsistent kernel made of 1252clauses making use of 674 variables.Obviously, large globally inconsistent problems are the most di�cult to han-dle; they are often generated in an arti�cial manner since they are scarce in reallife applications (see e.g. the pigeons-holes problem [4], Tseitin and Urqhart's for-mulas [19], etc.). Really signi�cant progress in dealing with large globally incon-sistent problems requires a better understanding of their nature and properties.However, the results presented in this paper also apply to globally inconsistentproblems; at least to some extent, as we have illustrated it earlier when we dis-cussed the size of the discovered inconsistent kernels of DIMACS benchmarks.Also, when DP+TSAT (which is once again a rough non-optimized combination



vol. 22 de Annals of Math. and AI 107330 B. Mazure et al. / Boosting complete . . .schema) did not give rise to better CPU-time on globally inconsistent problemslike Dubois' ones, it allowed smaller search trees to be generated. In the samevein, we hope that some progress could be made with respect to hard randomproblems. In particular, we hope that some little progress could be obtainedin the treatment of inconsistent K-SAT instances at the transition phase in the�xed-length clause model [9], at least, as far as locally inconsistent instances arestill actually under consideration. On the other hand, we are very optimisticin making good progress in solving inconsistent random K-SAT instances at theright of the transition phase.9. ConclusionThe contribution of this paper is twofold. On the one hand, an e�cientheuristic-based technique has been proposed, allowing one to detect and locatelocal inconsistencies in sets of propositional clauses. We think that such a tech-nique should be useful with respect to many computer science domains. For ex-ample, this should make the handling of local inconsistencies in logical knowledgebases possible. On the other hand, using local search techniques, the feasibilityof boosting complete techniques to prove SAT instances has been demonstrated,in particular large locally inconsistent ones that were out of reach of previousapproaches. Moreover, the technique presented in this paper also appears com-petitive for solving classes of consistent SAT instances. Additionally, furtherpossible optimizations that could lead to additional signi�cant performance im-provements have been discussed.AcknowledgementsThis work has been supported by the Ganym�ede II project of the Contatde Plan Etat/Nord{Pas-de-Calais, by the MESR (Minist�ere de l'EnseignementSup�erieur et de la Recherche) and by the IUT de Lens. We express our gratitute toour colleague J.-L. Coquid�e for his help in providing us with access to computingfacilities at the IUT de Lens, allowing our extensive tests to be performed.References[1] P. Cheeseman and B. Kanefsky and W.M. Taylor, Where the Really Hard Problems are,in: Proc. IJCAI-91, pp. 163-169, 1991.
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vol. 22 de Annals of Math. and AI 109332 B. Mazure et al. / Boosting complete . . .AppendixIn the next table:� \Inc. Ker." means \Inconsistent Kernel".� \> n H" means that we gave up after the problem had not been solved withinn hours of CPU time,� \***" in:- \Inc. Ker." column means that the instance is satis�able,- other columns means that the method fails to solve the instance,� \???" in Inc. Ker. column means that DP+TSAT fails to detect an inconsis-tent kernel. Table 2DIMACS problemsInstances Sat Size Inc. Ker. C-Sat DP+FFIS DP+TSATVar. Cla. Var. Cla. time assign. choices time assign. choices timeDubois series:dubois10 No 30 80 30 80 0s22 20564 2063 0s15 8728 641 1s30dubois11 No 33 88 33 88 0s44 41044 4111 0s31 21800 1691 3s34dubois12 No 36 96 36 96 0s87 82004 8207 0s59 25228 1835 4s48dubois13 No 39 104 39 104 1s79 163924 16399 1s18 47236 3091 8s69dubois14 No 42 112 42 112 3s67 327764 32783 2s49 99888 7693 14s39dubois15 No 45 120 45 120 7s39 655444 65551 5s15 147180 9507 26s45dubois16 No 48 128 48 128 15s22 1E+06 131087 10s09 303108 20733 65s97dubois17 No 51 136 51 136 31s70 3E+06 262159 19s69 348068 23167 76s86SSA series:0432-003 No 435 1027 306 320 1s70 133794 1570 1s79 1338 16 0s802670-130 No 1359 3321 552 669 2053s72 *** *** >33h 2E+07 79426 8040s642670-141 No 986 2315 579 1247 3689s65 3E+08 2E+06 6350s77 1E+07 92421 6639s446288-047 No 10410 34238 ??? ??? >24h *** *** >24h *** *** >24h7552-038 Yes 1501 3575 *** *** 195s75 *** *** >13h 29 1 0s347552-158 Yes 1363 3034 *** *** 97s59 1639 78 0s19 12 1 0s297552-159 Yes 1363 3032 *** *** 98s82 1557 84 0s21 12 1 0s257552-160 Yes 1391 3126 *** *** 159s75 1457 76 0s18 1 1 0s30BF series:0432-007 No 1040 3668 674 1252 463s67 9E+08 6E+06 19553s44 115766 870 85s251355-075 No 2180 6778 82 185 88035s05 317628 2047 18s88 4602 28 26s23
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This article introduces SATHYS (SAT HYbrid Solver), a novel hybrid approach for propositional
satisfiability. It combines local search and conflict drivenclause learning (CDCL) scheme. Each
time the local search part reaches a local minimum, the CDCL is launched. For SAT problems
it behaves like a tabu list, whereas for UNSAT ones, the CDCL part tries to focus on minimum
unsatisfiable sub-formula (MUS). Experimental results show good performances on many classes of
SAT instances from the last SAT competitions.

1 Introduction

The SAT problem, namely the issue of checking whether a set ofBoolean clauses is satisfiable or not, is
a central issue in many computer science and artificial intelligence domains, like theorem proving, plan-
ning, non-monotonic reasoning, VLSI correctness checking. These last two decades, many approaches
have been proposed to solve large SAT instances, based on logically complete or incomplete algo-
rithms. Both local-search techniques [29, 28, 18] and elaborate variants of the Davis-Putnam-Loveland-
Logemann DPLL procedure [6] [27, 8], called modern SAT solvers, can now solve many families of
hard SAT instances. These two kinds of approaches present complementary features and performances.
Modern SAT solvers are particularly efficient on the industrial SAT category while local search performs
better on random SAT instances.

Consequently, combining stochastic local search (SLS) andconflict driven clause learning (CDCL)
solvers seems promising. Note that it was pointed as a challenge by Selmanet al. [30] in 1997. Such
methods should exploit the quality and differences of both approaches. Furthermore, the perfect hybrid
method has to outperform both local search and CDCL solvers.A lot of attempts have been done last
decade [4]. These different attempts will be discussed in section 3.

In this paper, we propose another hybridization of local search and modern SAT solver, named
SATHYS (SAT HYbrid Solver). The local search solver is the main one. Each time it reaches a local
minimum, the CDCL part is called and assigns some variables.This part of our solver is expected to
have different behaviours depending on the kind of formula to solve. In case of a satisfiable one, the
CDCL part can be seen as a tabu list [12] in order to protect good variables and avoid to reach the
same minimum quickly. On the other hand, for unsatisfiable formulas, it tries to focus the search on
minimum unsatisfiable sub-formulas (MUS) [9, 14, 15], allowing to concentrate on a small part of the
whole formula. Like this, the CDCL component of SATHYS is used as a strategy to escape from local
minimum.

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 introduces different notions necessary for
understanding the rest of the paper. Section 3 discusses different hybrid methods. Section 4 gives the

∗supported byANR UNLOC projectANR08-BLAN -0289-01



LSCS’09 115

2 Integrating Conflict Driven Clause Learning to Local Search

insights of our method. In section 5, we give the details and algorithms of SATHYS. Before a conclusion,
section 6 provides different experiments.

2 Preliminary definitions and technical background

2.1 Definitions

Let us give some necessary definitions and notations. LetV = {x1...xn} be a set of boolean variables,
a literal ℓ is a variablexi or its negation ¯xi . A clause is a disjunction of literalsci = (ℓ1∨ ℓ2...∨ ℓni ).
A unit clause is a clause with only one literal. A formulaΣ is in conjunctive normal form (CNF) if it
is a conjunction of clausesΣ = (c1∧ c2...∧ cm). The set of literals appearing inΣ is denotedVΣ. An
interpretationI of a formulaΣ associates a valueI (x) to variables in the formula. An interpretation is
completeif it gives a value to each variablex∈ VΣ, otherwise it is saidpartial. A clause, a CNF formula
and an interpretation can be conveniently represented as sets. A modelof a formulaΣ, denotedI |= Σ,
is an interpretationI which satisfies the formulaΣ i.e. satisfies each clause ofΣ. Then, we can define
the SAT decision problem as follows: is there an assignment of values to the variables so that the CNF
formulaΣ is satisfied?
Let us introduce some additional notations.

• The negation of a formulaΓ is denoted̄Γ

• Σ|ℓ denotes the formulaΣ simplified by the assignment of the literalℓ to true. This notation is
extended to interpretations: LetP = {ℓ1, ..., ℓn} be an interpretation,Σ|P = (...(Σ|ℓ1)...|ℓn) ;

• Σ∗ denotes the formulaΣ simplified by unit propagation;

• |=∗ denotes logic deduction by unit propagation:Σ |=∗ l means that the literalx is deducted by unit
propagation fromΣ i.e. (Σ∧ ℓ̄)∗ = ⊥ . One notesΣ |=∗ ⊥ if the formula is unsatisfiable by unit
propagation.

• η [x,ci ,c j ] denotes theresolventbetween a clauseci containing the literalx andc j a clause con-
taining the opposite literal¬x. In other wordsη [x,ci ,c j ] = ci ∪ c j\{x,¬x}. A resolvent is called
tautologicalwhen it contains opposite literals.

2.2 Local Search Algorithms

Local search algorithms for SAT problems use a stochastic walk over complete interpretations ofΣ. At
eachstep(or flip), they try to reduce the number of unsatisfiable clauses (usually called a descent). The
next complete interpretation is chosen among the neighbours of the current one (they differ only on one
literal value). A local minimum is reached when no descent ispossible. One of the key point of stochastic
local search algorithms is the method used to escape from local minimum. For lack of space, we can not
provide a general algorithm of local search solver. For moredetails, the reader will refer to [19].

2.3 CDCL solvers

Algorithm 1 shows the general scheme of a CDCL solver (due to lack of space, we can not provide
details for all subroutines). A typical branch of a CDCL solver is a sequence of decisions, followed by
propagations, repeated until a conflict is reached. Each decision literal (lines 18–20) is assigned at a given
decision level (dl), deducted literals (by unit propagation) have the same decision level. If all variables
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Algorithm 1 : CDCL solver
Input : a CNF formulaΣ
Output : SAT or UNSAT
I = /0 ; /* interpretation */1

dl = 0 ; /* decision level */2

xc = 0 ; /* number of conflicts */3

while (true) do4

γ = BCP(Σ,I );5

if (γ!=null) then6

xc = xc +1;7

β =conflictAnalysis(Σ,I ,c);8

bl = computeBackjumpingLevel(γ,I );9

if (bl < 0) then return UNSAT;10

Σ = Σ∪{γ};11

if (restart()) then bl = 0;12

backjump(Σ,I ,bl);13

dl = bl;14

else15

if (all variables are instanciated)then16

return SAT;17

ℓ = chooseDecisionLiteral(Σ);18

dl = dl +1;19

I = I ∪{ℓ};20

21

end22

are assigned, thenI is a model ofΣ (lines 16–17). Each time a conflict is reached by unit propagation
(thenγ is the conflict clause) A nogoodβ is computed (line 8) using a given scheme, usually the first-UIP
(Unique Implication Point) one [31] and a backjump level is computed. At this point, It may have proved
the unsatisfiability of the formulaΣ. If it is not the case, the nogoodβ is added to the clause database and
backjump is done (lines 11–14). Finally, sometimes CDCL solvers enforce restarts (different strategies
are possible [20]). In this case, one backjump in the top of the search tree.

2.4 Muses

Minimum unsatisfiable sub-formulas (MUS) of a CNF formula represent the smallest explanations for
the inconsistency in term of the number of clauses. MUS are very important in order to circumscribe and
highlight the source of contradiction of a given formula. Formally, one has:

Definition 1 LetΣ be a CNF formula. A MUSΓ of Σ is a set of clauses such that:

1. Γ ⊆ Σ;

2. Γ is unsatisfiable;

3. ∀∆⊂ Γ,∆ is satisfiable.
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d̄∨e

a

b̄
ā∨b

b∨ c̄
a∨ c̄∨d

d̄

a∨ c̄∨e

Figure 1: All MUS of the formulaΣ (example 1)

Example 1 Let Σ = {d̄∨ e, b∨ c̄, d̄, ā∨ b, a, a∨ c̄∨ e, ā∨ c∨ d, b̄} be a CNF formula. Figure 1
represents all MUS ofΣ.

Due to unsatisfiability of MUS, one has the following property:

Proposition 1 LetΣ be an unsatisfiable CNF formula,Γ a MUS ofΣ.

∀I an interpretation overVΣ, ∃c∈ Γ such thatI 6|= c

Let us consider a CNF formulaΣ and a complete interpretationIc. We say that the literalℓ satisfies
(resp. falsifies) a clauseβ ∈ Σ if ℓ ∈Ic∩β (resp.ℓ ∈Ic∩ β̄). We noteL +

Ic
(β) (resp.L −

Ic
(β)), the set

of literals satisfying (resp. falsifying) a clauseβ . The following definitions were introduced in [13].

Definition 2 (once-satisfied clause)A clauseβ is saidonce-satisfiedby an interpretationIc on literal
z if L +

Ic
(β) = {z}.

Definition 3 (critical and linked clauses) Let Ic be a complete interpretation. A clauseα is critical
wrt Ic if |L +

Ic
(α )|= 0 and∀ℓ ∈ α , ∃α ′ ∈ Σ with ℓ̄ ∈ α ′ and |L +

Ic
(α ′)|= 1. Clausesα ′ are linked toα

for the interpretationIc.

Example 2 Let Σ = (ā∨ b̄∨ c̄)∧ (a∨ b̄)∧ (b∨ c̄)∧ (c∨ ā) be a formula andIc = {a,b,c} an interpre-
tation. The clauseα1 = (ā∨ b̄∨ c̄) is critical. The other clauses ofΣ are linked toα1 for Ic.

The following properties was proposed and exploited in order to compute MUS by [13].

Proposition 2 In a minimum (local or global), the set of falsified clauses are critical.

Proposition 3 In a minimum (local or global), at least one of clause of each MUS is critical.

3 Related Works

As it was suggested in the introduction, a lot of different approaches have been proposed to combine
local search and DPLL based ones. One can divide such hybridizations in three different categories
depending on the kind of the main solver. First, the main solver can be the SLS one. In that case, DP is
used in order to help SLS [26, 5, 1, 17]. All of these approaches use the local search component as an
assistance for the heuristic choice for variable assignment. Some of them try to focus the search on the
unsatisfiable part of the formula [26], others on the satisfiable one [2, 1]. Furthermore, this step can be
achieved before the search [5] or dynamically at each decision nodes [26].
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DP LS

SAT

UNSAT
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•[26] •[11, 23]

Figure 2: Classification

The second category of hybridizations is the opposite, thatis, the SLS solver is the core of the method
and the DPLL one helps it [16, 22]. In [16], the DPLL solver is used in order to find dependencies
between variables. Then, the local search framework is called on a subset of variables (the independent
ones). Whereas, in [22] (note that this method is for constraint satisfaction problems), the local search
engine is used to find a promising partial interpretation.

Finally, the last category contains hybrid solvers where the both engines work together [11, 23]. The
second method is an improvement of the first one. The local search tries to find a solution. After some
time, it stops and sends all falsified clauses by the current interpretation to the CDCL part. This last
one has the responsibility to find a model to this sub-formula. If it proves unsatisfiable, then the whole
instance is unsatisfiable too.

We propose in Figure 2 a classification of all of these approaches. The X-axis corresponds to the
kind of search. For example, DPLL is at the left, whereas walksat is at the right. The Y-axis corresponds
to the ability to solve SAT and/or UNSAT formulas. Then, walksat is at the top of the classification.
Methods introduced above are located in this graph. Of course, this classification is subjective and and it
can be subject of discussion. It is here to help the reader to understand all of these approaches.

4 Intuition

In this section, we provide insights of our hybrid approach SATHYS. They are related to the satisfiability
or unsatisfiability of the formulas. First note that the SLS engine is the core of our method. Then, the
Local search part tries to find a solution. When a local minimum is reached, the CDCL part of the
solver is launched. It works like a tabu list in case of satisfiable formula and tries to focus on MUS for
unsatisfiable ones. Let us explain the main differences now.

4.1 SAT instances

Much research has been done on meta-heuristics. Among them,Tabu search was introduced in 1986
by Glover [12] and extended to the SAT case in 1995 [25]. The main idea of tabu search consists, in a
given position (interpretation), in exploring neighboursand choosing as the next position the one which
minimises the objective function.
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It is crucial to note that such an operation could increase the objective function value: it is the case
when all neighbours have a greater value. Then, this mechanism allows to escape from local minimum.
However, the main drawback is that at the next step, one goes back in the same local minimum. To avoid
this, heuristic needs memory for the last explored positions to be forbidden. These positions aretabu.

Already explored positions are stored in a queue (usually called tabu list) of a given length which is
a parameter of the method. This list must contain complete positions, which can be prohibitive. To go
round this, one can store only previous actions, associatedto values of the objective function. The length
parameter is very important. A lot of work have been done to provide optimal length, statically [26] or
dynamically [3].

We propose to keep the set of tabu variables by using a partialinterpretation computed with unit
propagation engine. When a variable becomes tabu, it is assigned in the CDCL solver part and propa-
gated. Then, resulting interpretation is used as a tabu list. There are two advantages: firstly, the length
of the tabu list is dynamic, it depends of unit propagation and backjumping. Secondly, unit propagation
allows to catch some functional dependencies in the tabu list.

4.2 UNSAT instances

First of all, note that if an instance is unsatisfiable then, whatever is the complete interpretation, a falsified
clause exists. Furthermore, if an instance is unsatisfiable, then it contains at least one MUS. This MUS,
i.e. a subset of clauses of the formula, is often smaller thanthe global formula and, then, can contain
less variables. Then, in the case of unsatisfiable formula, it is advantageous to focus the search on such
variables.

In the frame of MUS detection, Grégoireet al. [13, 15] shown that local search provides good
heuristics, concerning inconsistent kernel detection. These methods use properties 2 and 3 in order to
balance clauses which could be part of a MUS.

The proposed method in this paper is based on this principle.When a local minimum is reached,
property 2 assures that the set of clauses falsified by current interpretation are critical. Given that such
clauses could be part of a MUS, we choose one of them to make it totally true. Therefore only the
variables of a kernel are expected to be taken into account.

5 Implementation

As explicated in the previous section, the core of our solverSATHYS is the local search component. It is
based on an iterative search process that in each step moves from one point to a neighbouring one until
discovering a solution. At each step it tries to reduce the number of falsified clauses. When it is not
possible, a local minimum is reached. In that case, the CDCL part is called. It chooses a falsified clause
and assigns all of its literals such that the clause becomes totally valid. All literals of the chosen clause
are decision nodes. Of course unit propagation is achieved.In this manner, it escapes from the local
minimum and the SLS part of the hybrid solver can be used again. Note that all variables assigned by the
CDCL part are fixed and can not be flipped by the SLS solver. Of course, during the CDCL process, a
conflict can occur. In that case, conflict analysis is performed, a clause is learnt and a backjump is done.
Then, some of fixed variables become free and can be flipped again. This conflict analysis makes the
solver able to prove unsatisfiability.

Algorithm 2 takes a CNF formulaΣ in parameter and returns SAT or UNSAT. It is based on WSAT-
like algorithms. Two variables are used. A complete interpretationIc for the local search engine (ini-
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Algorithm 2 : SATHYS
Input : Σ a CNF formula
Result: SAT if Σ is satisfiable, elseUNSAT
while (true) do1

Ic← Init(Σ);2

Ip← /0;3

for j ← 1 to MaxFlipsdo4

if Ic |= Σ|Ip
then5

return SAT;6

Γ = {α ∈ Σ|Ip
| Ic 6|= α} /* set of falsified clauses */;7

while Γ 6= /0 do8

α ∈ Γ;9

if ∃x∈ α allowing a descentthen10

f lip(x);11

break;12

else13

Γ← Γ \{α};14

if Γ = /0 then /* local minimum */15

α ∈ Σ|Ip
such thatIc 6|= α ;16

if ( f ix(Σ,Ic,Ip,α )=UNSAT)then17

return UNSAT;18

tialised randomly) and a partial interpretationIp for the CDCL part (initialised to the empty set). In
order to forbid to flip fixed literals by the CDCL part (the literals ofIp), the SLS solver deals withΣ|Ip

.
If the current complete interpretation is a model ofΣ|Ip

then SATHYS finishes and returns SAT (lines
5–6). Otherwise, if it exists a neighbour ofIc which allows to decrease the number of falsified clauses,
it becomes the current complete interpretation (lines 8–14). If it is not the case, then a local minimum
is reached (line 15). In that case, a falsified clause is randomly chosen and the functionfix is called in
order to fix new literals (lines 15–17). This function is explained below. It modifies interpretationsIc

andIp by fixing new variables and (if a conflict occurs during boolean propagation) freeing other ones.
At this step, the CDCL solver can prove the unsatisfiability.Of course, if it is the case the search is done
(line 17–18).

This whole process is repeated a given number of times (MaxFlips, line 4). After that, the solver
tries to go in another area of the search space. Then, the process can continue until finding an answer.

Functionfix is described in Algorithm 3. It works like a very simple CDCL solver. It takes a clause
α in input. It takes also in input the complete interpretationIc and the partial oneIp and modifies
them. It returnsUNSAT if the unsatisfiability is proven, andUNKNOWNotherwise. The main goal
of this function is to fix new variables. To achieve this, it tries to totally satisfy the clauseα . First of
all, the set of decision denotedE is initialized. Whenever it is not empty and a conflict does not occur,
a new decision variable is chosen and added to the partial interpretation and boolean unit propagation
(BCP) is performed (lines 3–6). If a conflict occurs, then theprocess is stopped. A conflict analysis is
done and the partial interpretation is repaired (backjumping). At this step the unsatisfiability can be
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Algorithm 3 : fix
Input : α a clause
Output : Σ a CNF,Ic a complete interpretation,Ip a partial interpretation
Result: UNSATif unsatisfiable is proven,UNKNOWNotherwise
γ← /0;1

E ← {x| x̄∈ α};2

while (E 6= /0) and(α = /0) do3

Ip←Ip∪{x} tel quex∈ E ;4

γ← BCP();5

E ← E \{x∈ E | x∈Ip or x̄∈Ip};6

if γ 6= /0 then7

β =conflictAnalysis(Σ,Ip,γ);8

bl =computeBackjumpingLevel(γ,Ip);9

if (bl < 0) then return UNSAT;10

Σ← Σ∪{β};11

ρ←{x∈Ic| x̄∈Ip};12

Ic←Ic\{x̄| x∈ ρ}∪ρ;13

return UNKONWN;14

proved. Otherwise, the obtained nogood is added to the clause database (lines 7–11). Then, the complete
interpretationIc is updated with the help of the partial one (note thatIp andIc can not differ).

6 Experiments

Experimental results reported in this section were obtained on a Xeon 3.2 GHz with 2 GByte of RAM.
The CPU time is limited to 1200 seconds.

Our approach is compared with:

• three SLS methods:

1. classicalWSAT [29], i.e. using random walk strategy

2. RSAPS[21]

3. ADAPTG2 [24]

• two recent hybrid methods submitted at the last SAT competition in 2009:

1. HYBRIDGM [2]

2. HYBRID1 [24]

• and two complete methods:

1. CLS a local search method completed by adding resolution process [10]

2. MINISAT [8] a well-known CDCL solver.

Instances used are taken from the last SAT competitions (www.satcompetition.org). They are
divided into three different categories: crafted (1439 instances), industrial (1305) and random (2172).
All instances are preprocessed with SatElite [7].
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Crafted Industrial Random
sat unsat sat unsat sat unsat

ADAPTG2 326 0 232 0 1111 0
RSAPS 339 0 226 0 1071 0
WSAT 259 0 206 0 1012 0
CLS 235 75 227 102 690 0
SATHYS 322 191 466 309 341 14
HYBRIDGM 290 0 209 0 1114 0
HYBRID1 329 0 277 0 1126 0
MINISAT 402 369 588 414 609 315

Table 1: SATHYS versus some other SAT solvers

Table 1 summarizes the obtained results on this large numberof instances. For more details on this
experimental part, the reader can refer tohttp://www.cril.fr/∼lagniez/sathys. For each
category and for each solver we report the number of solved instances. Of course,MINISAT a state-of-
the-art CDCL based complete solver is only considered to mention the gap between local search based
techniques and complete modern SAT solvers on industrial and crafted instances. On random satisfiable
instances, local search techniques generally outperform complete techniques.

Before analysing more precisely the table of results (Table1), remark that only three solvers are able
to solve unsatisfiable instances (MINISAT , CLS and SATHYS). The recent hybrid methods submitted at
the last SAT competition cannot prove inconsistency in the allowed time.

On the crafted instances, SATHYS is very competitive and solves approximately the same number
of satisfiable instances asRSAPS, ADAPTG2 and the recent hybrid methods. Furthermore, SATHYS
solves much more instances thanWSAT, its built-in solver. Concerning unsatisfiable crafted instances, as
expected our approach is less efficient thanMINISAT but it is proved highly more efficient thanCLS.

Concerning industrial instances, SATHYS solves two times more satisfiable instances than SLS and
hybrid methods. Once again, on unsatisfiable industrial instances, your solver is better thanCLS but less
efficient thanMINISAT .

These results show that conflict analysis allows to solve efficiently structured SAT and UNSAT in-
stances.

Finally, for the random category, we can note that SATHYS is unable to solve unsatisfiable problems.
As pointed byMINISAT results, learning is not the good approach to solve random instances. As a sum-
mary, unfortunately our approach cannot reach the minisat performance. However the solver SATHYS
is much more efficient than local search based algorithms andhybrid methods. It significantly improves
WSAT, its built-in solver. Even ifMINISAT is the best solver on crafted and industrial instances, these first
results are very encouraging and reduce the gap between local search based techniques and DPLL-like
complete solvers.

The figures 3, 4 and 5 give the classical cactus plot. For each tested method, the X-axis corresponds
to the number of formulas and the Y-axis corresponds to the time needed to solve them if they were ran
in parallel. When a method does not appear in the curve, that means that this method is not able to solve
instance of this instances category. In these figures, we have distinguished satisfiable and unsatisfiable
instances for each categories.
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Figure 3: Crafted instances
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7 Conclusion

In this paper a new integration of local search and CDCL basedSAT solvers is introduced. This hybrid
solver represents an original combination of both engines.The CDCL component can be seen as a new
strategy for escaping from local minimum. This is achieved by the assignment of opposite literals from
the falsified clause. In the case of satisfiable SAT instances, such assignments are supposed to behave
like a tabu search approach, whereas for unsatisfiable ones,they try to focus on a small sub-part of the
formula, which is minimally unsatisfiable (MUS). SATHYS, the resulting method, obtains very good
results for a large category of instances. This new method can be improved in different ways. As it was
pointed in the experimental section, our solver allows for more diversification and less intensification.
First attempts have been done to correct this. Finally, we aim at designing a solver which would focuses
only on an approximation of the MUS.
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130 .Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulasReovering and exploiting strutural knowledgefrom CNF formulasRihard Ostrowski, Éri Grégoire, Bertrand Mazure, and Lakhdar SaïsCRIL CNRS � Université d'Artoisrue Jean Souvraz SP-18F-62307 Lens Cedex Frane{ostrowski,gregoire,mazure,sais}�ril.univ-artois.frAbstrat. In this paper, a new pre-proessing step is proposed in theresolution of SAT instanes, that reovers and exploits strutural knowl-edge that is hidden in the CNF. It delivers an hybrid formula made oflauses together with a set of equations of the form y = f(x1; : : : ; xn)where f is a standard onnetive operator among (_, ^,,) and where yand xi are boolean variables of the initial SAT instane. This set of equa-tions is then exploited to eliminate lauses and variables, while preservingsatis�ability. These extration and simpli�ation tehniques allowed usto implement a new SAT solver that proves to be the most e�ient ur-rent one w.r.t. several important lasses of instanes.Keywords: SAT, Boolean logi, propositional reasoning and searh1 IntrodutionReent impressive progress in the pratial resolution of hard and large SATinstanes allows real-world problems that are enoded in propositional lausalnormal form (CNF) to be addressed (see e.g. [20, 10, 27℄). While there remainsa strong ompetition about building more e�ient provers dediated to hardrandom k-SAT instanes [8℄, there is also a real surge of interest in implement-ing powerful systems that solve di�ult large real-world SAT problems. Manybenhmarks have been proposed and regular ompetitions (e.g. [6, 1, 22, 23℄) areorganized around these spei� SAT instanes, whih are expeted to enodestrutural knowledge, at least to some extent.Clearly, enoding knowledge under the form of a onjuntion of propositionallauses an �atten some strutural knowledge that would be more apparentin a full propositional logi representation, and that ould prove useful in theresolution step [21, 12℄.In this paper, a new pre-proessing step is proposed in the resolution of SATinstanes, that extrats and exploits some strutural knowledge that is hiddenin the CNF. It delivers an hybrid formula made of lauses together with a set



CP’02 1312of equations of the form y = f(x1; : : : ; xn) where f is a standard onnetiveoperator among f_, ^,,g and where y and xi are Boolean variables of the initialSAT instane. Suh an hybrid formula exhibits a twofold interest. On the onehand, the strutural knowledge in the equations ould be exploited by the SATsolver. On the other hand, these equations an allow us to determine equivalentvariables and implied ones, in suh a way that lauses and variables an beeliminated, while preserving satis�ability. These extration and simpli�ationtehniques allowed us to implement a new SAT solver that proves to be themost e�ient urrent one w.r.t. several important lasses of instanes.The paper is organized as follows. After some preliminary de�nitions, it isshown how suh a kind of equations an be extrated from the CNF, using agraph of lauses. Then, the task of simplifying the set of lauses using theseequations is addressed. Experimental results showing the e�ieny of the pro-posed approah are provided. Finally, promising paths of researh are disussedin the onlusion.2 Tehnial preliminariesLet L be a Boolean (i.e. propositional) language of formulas built in the standardway, using usual onnetives (_, ^, :, ), ,) and a set of propositional vari-ables. A CNF formula is a set (interpreted as a onjuntion) of lauses, where alause is a disjuntion of literals. A literal is a positive or negated propositionalvariable. An interpretation of a Boolean formula is an assignment of truth val-ues ftrue; falseg to its variables. A model of a formula is an interpretation thatsatis�es the formula. Aordingly, SAT onsists in �nding a model of a CNFformula when suh a model does exist or in proving that suh a model does notexist. Let 1 be a lause ontaining a literal a and 2 a lause ontaining the op-posite literal :a, one resolvent of 1 and 2 is the disjuntion of all literals of 1and 2 less a and :a. A resolvent is alled tautologial when it ontains oppositeliterals. Let us reall here that any Boolean formula an be translated thanks toa linear time algorithm in CNF, equivalent with respet to SAT (but that anuse additional propositional variables). Most satis�ability heking algorithmsoperate on lauses, where the strutural knowledge of the initial formulas is thus�attened.Other useful de�nitions are the following ones. An equation or gate is of theform y = f(x1; : : : ; xn) where f is a standard onnetive among f_, ^, ,gand where y and xi are propositional variables. An equation is satis�ed i� theleft and right hand sides of the equation are simultanousely true or false. Aninterpretation of a set of equations is a model of this set i� it satis�es eahequation of this set.The �rst tehnial goal of this paper is to extrat gates from a CNF formula.A propositional variable y (resp. x1; : : : ; xn) is an output variable (resp. are



132 .Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas3input variables) of a gate of the form y = f(x1; : : : ; xn). An output variable isalso alled de�nable.A propositional variable z is an output variable of a set of gates i� z is anoutput variable of at least one gate in the set. An input variable of a set of gatesis an input variable of a gate whih is not an output variable of the set of gates.Clearly, the truth-value of an y output variable depends on the truth value ofthe xi input variables of its gate. Moreover, the set of de�nable variables of a CNFformula is a subset of the so-alled dependent variables as de�ned in [15℄. Knowingoutput variables an play an important role in solving the onsisteny status ofa CNF formula. Indeed, the truth value of suh variables an be obtained bypropagation, and e.g. they an be omitted by seletion heuristis of DPLL-likealgorithms [4℄. In the general ase, knowing n0 output variables of a CNF formulausing n variables allows the size of the set of interpretations to be investigatedto derease from 2n to 2n�n0 .Unfortunately, extrating gates from a CNF formula an be a time-onsumingoperation in the general ase, unless some depth-limited searh resoures orheuristi riteria are provided. Indeed, showing that y = f(x1; : : : ; xi) (wherey; x1; : : : ; xi belong to �), follows from a given CNF �, is oNP-omplete [15℄.3 Gates extrationTo the best of our knowledge, only equivalent gates were subjet of previousinvestigation. Motivated by Selman et-al. hallenge [24℄ about solving the parity-32 problems, Warners and van Maaren [26℄ have proposed an approah thatsueeds in solving suh lass of hard CNF formulas. More preisely, a two stepsalgorithm is proposed: in the �rst one, a polynomially solvable subproblem (aset of equivalent gates) is identi�ed thanks to a linear programming approah.Using the solution to this subproblem, the searh-spae is dramatially restritedfor the seond step of the algorithm, whih is an extension of the well-knownDPLL proedure [4℄. More reently, Chu Min Li [18℄ proposed a speialised DPLLproedure alled EqSatz whih dynamially searh for lists of equivalent literals,lists whose length is lower or equal to 3. Suh an approah is ostly as it performsmany useless syntatial tests and su�ers from restritions (e.g. on the length ofthe deteted lists).In this paper, in order to detet hidden gates in the CNF formula, it isproposed to make use of an original onept of partial graph of lauses to limitthe number of syntatial tests to be performed. Moreover, this tehnique allowsgates y = f(x1; : : : ; xn) (where f 2 f,;_;^g and where no restrition on n is apriori given) to be deteted.De�nition 1 (Graph of lauses)Let � be a CNF formula. A graph of lauses G = (V ; E) is assoiated to �s.t.



CP’02 1334 a =, (b) lausal�����������!form � 1 : (:a _ b)2 : (a _ :b) � assoiated��������!graph 1 2Ta =, (b; ) lausal������!form 8>><>>: 1 : (a _ b _ )2 : (:a _ :b _ )3 : (:a _ b _ :)4 : (a _ :b _ :) 9>>=>>; assoiated��������!graph 12 34T TTT T TFig. 1. Clausal and graphial representations of , gates� eah vertex of V orresponds to a lause of �;� eah edge (1; 2) of E orresponds to a pair of lauses 1 and 2 of � ex-hibiting a resolvent lause;� eah edge is labeled either by T (when the resolvent is tautologial) or R(when the resolvent is not tautologial).Example 1 (Graph of lauses)� =8>><>>: 1 : (a _ b _ :)2 : (:a _ b _ d)3 : (:a _ b _ :)4 : (a _  _ :e) 9>>=>>; graph of lauses������������! G = 12 34R TRR R
De�nition 2 (Partial graph of lauses)A partial graph of lauses G0 of a CNF formula � is the graph of lauses Gof � that is restrited to edges labelled by T.Example 2 (Partial graph of lauses)� =8>><>>: 1 : (a _ d _ e)2 : (:a _ :b _ :)3 : (a _ b _ :)4 : (:a _ b _ ) 9>>=>>; partial graph����������!of lauses G0 = 12 34 TT T

In Figure 1, both graphial and lausal representations of an equivalenegate y = , (x1; : : : ; xn) (n = 1 and n = 2) are given. In the general ase anequivalene gate will be represented by a partial graph that is a lique sine anypair of lauses gives rise to a tautologial resolvent.In Figure 2, both graphial and lausal representations of gates a = ^(b; ; d)and a = _(b; ; d) are provided.



134 .Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas5a = ^(b; ; d) lausal������!form 8>><>>: 1 : (a _ :b _ : _ :d)2 : (:a _ b)3 : (:a _ )4 : (:a _ d) 9>>=>>;a = _(b; ; d) lausal������!form 8>><>>: 1 : (:a _ b _  _ d)2 : (a _ :b)3 : (a _ :)4 : (a _ :d) 9>>=>>;
377775assoiated��������!graph 12 3 4T TTFig. 2. Clausal and graphial representations of ^ and _ gatesLet us note that graphial representations of gates _ and ^ are idential sinetheir lausal representations only di�er by the variables signs. We also note thatone lause plays a pivotal role and exhibits tautologial resolvents with all lausesin the lausal representation of a _ or ^ gate. This property also applies for gateswhose number of involved literals is greater than 3:y = _(x1; : : : ; xn) lausal�����!form 8>><>>: (:y _ x1 � � � _ xn)(y _ :x1): : :(y _ :xn) 9>>=>>;It is also easy to hek that any resolvent from any pair of lauses from asame gate is tautologial. Aordingly, the lauses from a same gate (,, _ and^) are onneted in the partial graph of lauses. Thus, a neessary (but notsu�ient) ondition for lauses to belong to a same gate is to form a onnetedsubgraph. An example showing that suh a ondition is not su�ient is given inExample 2.Building the graph of lauses is quadrati in the size of the set of lauses �but the representation of the graph an be too muh spae-onsuming. Aord-ingly, �nding gates will be performed in a dynami manner (without representingthe graph expliitly) by heking for eah lause  whih lauses of � exhibittautologial resolvents with . This step an be ahieved using two staks:� a stak of lauses sharing literals with ;� a stak of lauses ontaining opposite literals to the literals of .At this step, the initial CNF formula is redued to an hybrid formula, i.e. a setof equations together with initial lauses not taking part in these equations. Forthe uniformity of the representation eah suh remaining lause  : (x1_� � �_xn)an be interpreted as a or gate of the form true = _(x1; : : : ; xn) with its outputvariable assigned the value true (but we shall sometimes still all them lauses,indi�erently).



CP’02 13564 Exploiting strutural knowledgeIn this setion, it is shown how suh an obtained representation an even besimpli�ed, and how its intrinsi properties an lead to more e�ient satis�abilityheking algorithms (by eliminating variables and lauses).First of all, the n0 output variables of the set of gates are learly �xed bythe remaining input variables. Aordingly, DPLL-like satis�ability algorithms[4℄ an restrit their searh to input variables only.Moreover, in the following it is shown how some properties of gates an alloweven more variables and equations to be eliminated.4.1 Equivalene gatesFirst, let us reall that when only equivalene gates are involved, then they anbe solved in polynomial time [9℄. These lasses of formulas are known as hainsof bionditionals. In the following, some basi properties of equivalene gates arepresented. For more details, see, Dunham and Wang's paper [9℄. For ommodity,we use hains of bionditionals instead of equivalenes gates.Property 1 (about , gates [9℄)1. , is ommutative and assoiative.2. (a , a , B) (resp. (:a , a , B)) with B a hain of bionditionnals isequivalent to B (resp :B).3. :(a, b, ) is equivalent to (:a, b, )4. (:a, :b, :) is equivalent to (:a, b, ).5. (l , A1); (l, A2); : : : ; (l , Am) is SAT i� (A1 , A2); : : : ; (Am�1 , Am)is SAT.It is easy to see that the �rst four equivalene gates properties apply on hybridformulas.As a onsequene of the �rst property, any variable in an equivalene gatean play the role of the output variable of this gate. Currently, we have seleteda very simple way for hoosing output variables of equivalene gates. An outputvariable of an equivalene gate is seleted among the set of output variablesalready de�ned for other gates. When the intersetion of this set and the set ofvariables of the equivalene gate is empty, the output variable is seleted in arandom way in the set of variables involved in the equivalene gate. Properties1.2. and 1.5. an lead to the elimination of variables and thus to a redution ofthe searh spae. Property 1.4. shows that negation an be eliminated in pairsin hains of bionditionals (i.e. at most one literal of a hain of bionditionals isa negative one).Let us now give new simpli�ation properties of equivalent gates in the on-text of hybrid formulas (set of gates).



136 .Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas7Property 2Let � be a set of gates (i.e. an hybrid formula), B � � a set of equivalenegates, b 2 B s.t. its output variable y ours only in B and �0 the set of gatesobtained by the substitution of y with its de�nition and removing b from �, then� is satis�able i� �0 is satis�ableRemark 1The previous property is a simple extension of property 1.5 to set of gates.Property 3Let � be a set of gates, any equivalene gate of � ontaining a literal whih doesnot our elsewere in �, an be removed from � without loss of satis�ability.Consequently, eah literal in an equivalene gate must our at least twie in theformula.4.2 �And� & �or� gatesIn the ase of _ and ^ gates, the following property an be used to ahieve usefulsimpli�ations.Property 4 (_ and ^ gates)� a = f(b; ; b) with f 2 f_;^g is equivalent to a = f(b; )� a = _(b; ;:b) (resp. a = ^(b; ;:b)) is equivalent to a (resp. :a)� :a = _(b; ; d) (resp. :a = ^(b; ; d)) is equivalent to a = ^(:b;:;:d)(resp. a = _(:b;:;:d))� Property 2 and 3 hold for _ and ^ gates.4.3 Simpli�ation of the remaining set of lausesLet � be the remaining set of lauses (that an be interpreted as true =_(x1; : : : ; xn) equations). Many pratial approahes to SAT fous on the re-dution of the number of variables of the instane to be solved, in order toredue the size of the searh spae. In this paper, we also try to redue thenumber of involved lauses. As we shall show it, this an lead to the elimina-tion of variables, too. Interestingly, reduing the number of lauses and variablesinvolved in � , leads to a redution of the number of input variables.In the following, two types of simpli�ation are proposed. The �rst one is de-rived from an extension of the de�nition of bloked lauses, as proposed in [13,14, 9℄. The seond one takes its roots in the pre-proessing step of many e�ientimplementations of the DPLL algorithm [4℄: the introdution of onstant-lengthresolvents in a C-SAT-like spirit [7℄. Let us note that, we an use other use-ful simpli�ation tehniques (see for example reent works by Brafman [3℄ andMarques-Silva [19℄) to ahieve further redution on the CNF part of the formula.



CP’02 1378Generalization of the bloked lause oneptDe�nition 3 (Bloked lause [13℄)A lause  of a CNF formula � is bloked i� there is a literal l 2  s.t. for all0 2 � with :l 2 0 the resolvent of  and 0 is tautologial.From a omputational point of view, a useful property attahed to the on-ept of bloked lause is the following one.Property 5 (Bloked lause [13℄)Let  be a lause belonging to a CNF formula � s.t.  is bloked. � is satis�ablei� �nfg is satis�able.Example 3 (Bloked lause)The following lause 1 is bloked by the literal a.� =8>><>>: 1 : (a _ b _ )2 : (:a _ :b)3 : (:b _ )4 : (b _ :) 9>>=>>; is SAT i� �nf1g =8<: 2 : (:a _ :b)3 : (:b _ )4 : (b _ :) 9=; is SATThe onept of bloked lause an be generalized as follows, using the de�-nition of non-fundamental lause.De�nition 4 (Non-fundamental lause)A lause  belonging to a CNF formula � is non-fundamental i�  is eithertautologial or is subsumed by another lause from �.From this, the onept of bloked lause is extended to nf-bloked lause.De�nition 5 (nf-bloked lause)A lause  belonging to a CNF formula � is nf-bloked i� there exists a literall from  s.t. there does not exist any resolvent in l, or s.t. all resolvents are notfundamental.Property 5 an be extended to nf-bloked lauses.Property 6 (nf-bloked lause)Let  be a lause belonging to a CNF formula � s.t.  is nf-bloked. � is sati�ablei� �nfg is satis�able.Corollary 1Bloked lauses and lauses ontaining a pure literal are nf-bloked.The following example illustrates how the elimination of lauses an allowthe onsisteny of a CNF formula to be proved.



138 .Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas9Example 4 (nf-bloked)8>>>><>>>>: 1 : (a _ b _ )2 : (:a _ b _ d)3 : (b _  _ d)4 : (:b _  _ :d)5 : (a _ b _ :) 9>>>>=>>>>; 1 nf-bloked by a�����������!nf-bloked lause 8>><>>: 2 : (:a _ b _ d)3 : (b _  _ d)4 : (:b _  _ :d)5 : (a _ b _ :) 9>>=>>;8>><>>: 2 : (:a _ b _ d)3 : (b _  _ d)4 : (:b _  _ :d)5 : (a _ b _ :) 9>>=>>; 2 nf-bloked by b�����������!bloked lause 8<: 3 : (b _  _ d)4 : (:b _  _ :d)5 : (a _ b _ :) 9=;8<: 3 : (b _  _ d)4 : (:b _  _ :d)5 : (a _ b _ :) 9=; 3 nf-bloked by d�����������!bloked lause � 4 : (:b _  _ :d)5 : (a _ b _ :) �� 4 : (:b _  _ :d)5 : (a _ b _ :) � 4 nf-bloked by d�����������!pure literal � 5 : (a _ b _ :) 	� 5 : (a _ b _ :) 	 5 nf-bloked by a�����������!pure literal SATAs it an be done when pure literals are involved, this tehnique an lead tothe elimination of variables. Indeed, it is always possible to nf-blok a lause.To this end, we just have to add to the CNF all resolvents of the lause w.r.t. agiven literal of this lause.Property 7Any lause  from a CNF formula � an be nf-bloked, introduing additionallauses in �.In order to eliminate a variable, we just have to nf-blok all lauses whereit ours. From a pratial point of view, suh a tehnique should be limited tovariables giving rise to a minimum number of resolvents (e.g. variables whih donot our often). This idea is lose to the elimination tehnique proposed in [5℄and has been revisited in [25℄.More generally, a onept of redundant lause an be de�ned as follows.De�nition 6 (Redundant lause [2℄)A lause  belonging to a CNF formula � is redundant i� �nfg � .From a pratial omputational point of view, looking for redundant lausesamounts to proving that � ^ : is inonsistent. Aordingly, it should not besearhed for suh lauses in the general ase. However, it is possible to limit thesearh e�ort, e.g. by looking for impliates lauses or literals by unit propagation[16℄.



CP’02 13910De�nition 7 (u-redundant lause)A lause  from a CNF formula � is u-redundant i� the unsatis�ability of� ^ : an be obtained using unit propagation, only (i.e. �nfg �Unit ).Clearly, the set of u-redundant lauses of a CNF formula is a subset of the setof redundant lauses of this formula. Using Example 4, the relationship betweenboth nf-bloked and u-redandant lauses an be illustrated :� nf-bloked lauses an be non u-redundant. (See lause 1 in Example 4)� u-redundant lauses an be non nf-bloked. (In the same example, if theinitial CNF formula is extended with a lause 6 : (a_:d) and 7 : (:a_:d),then lause 1 beomes u-redundant but is not nf-bloked anymore).� Clauses an be u-redundant and nf-bloked at the same time. (In the sameexample, extending the initial CNF formula with both lauses 06 : (b _ )and 07 : (b _ :), lause 1 remains nf-bloked and beomes u-redundant)Limited form of resolution Many reent e�ient implementations of DPLL[4℄ ontain a preproessing step introduing limited-length resolvents (the max-imal length being generally �xed to 2), whih inreases the performane of thesolver. However, the number of resolvents possibly introdued in this way anbe prohibitive. Aordingly, we propose to limit the introdution of lauses toresolvents allowing lauses to be eliminated.De�nition 8 (Subsuming resolvent)Let � be a CNF formula, a subsuming resolvent is a resolvent from twolauses from � that subsumes at least one lause of �.Taking subsuming resolvents into aount entails at least two diret usefulonsequenes from a omputational point of view. First, the subsuming resolventis a shorter lause. Indeed, a subsuming lause is shorter than the subsumed one.From a pratial point of view, we just need to eliminate one or some literalsfrom the subsumed lause to get the subsuming one. Seondly, the eliminationof suh literals in the lause an lead to the suppression of a variable, or makeit a unit literal or a pure literal. In all three ases, the searh spae is learlyredued aordingly.Example 5Clauses (a _ b _ ) and (a _ :) generate the resolvent (a _ b), whih subsumesthe ternary lause and allows the literal  to be eliminated.5 Implementation and experimental resultsIn this setion, some preliminary -but signi�ant- experimental results are pre-sented. All algorithms have been programmed in C under Linux. All experimen-tations have been onduted using a 1 Ghz Pentium III proessor, with 256 MBRAM, under Mandrake Linux 8.2.



140 .Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas11instane #C #V #, # _ ^ #C� #V� time(s)par8-1- 254 64 56 15 30 31 0.00par8-1 1149 350 135 15 30 31 0.07par16-1- 1264 317 270 61 184 124 0.08par16-1 3310 1015 560 61 184 124 0.25par32-1- 5254 1315 1158 186 622 375 0.38par32-1 10277 3176 2261 186 622 375 0.64barrel5 5383 1407 1065 152 1163 430 0.3barrel6 8931 2306 1746 254 2013 821 0.53barrel7 13765 3523 2667 394 3195 1337 0.96barrel8 20083 5106 3864 578 4763 2158 1.80ssa7552-125 3523 1512 1033 154 1270 501 0.33ssa2670-130 3321 1359 859 254 1352 530 0.26ssa0432-001 1027 435 225 43 244 124 0.1bf1355-348 7271 2286 1082 383 3533 962 0.46dubois100 800 300 200 0 0 0 0.052dlx__m_ex_bp_f2_bug091 55424 5259 0 4053 7575 5214 4.50dlx1_ 1592 295 0 209 139 291 0.01dlx2__bug18 19868 2047 0 1567 1312 2039 0.92dlx2_ 12812 1516 0 1063 1137 1508 0.391dlx__m_ex_bp_f 3725 776 0 542 378 755 0.052dlx_a_m_ex_bp_f 24640 3250 0 2418 1627 3223 0.942dlx__m_ex_bp_f 41704 4583 0 3534 2159 4538 2.88Table 1. Number of extrated equations and time spent for the extrationBefore we implemented the solver, we addressed the a priori feasibility ofthe equations extration tehnique, at least w.r.t. standard benhmarks. Indeed,although it is naturally expeted that gates do exist in suh benhmarks, thesegates have never been exhibited. Moreover, despite the fat that the use ofthe partial graphs limits the number of syntatial tests to be performed, theextration tehnique ould appear too muh time-onsuming from a pratialpoint of view.The results given in Table 1 answer these issues for benhmarks from the lastSAT ompetitions [6, 1, 22, 23℄. For every tested instane, we have listed:� the number of lauses (#C) and of variables (#V ) of the initial instane;� the number of disovered gates, using two separate ategories: equivalene(#,) and _ and ^ gates (# _ ^);� the size of the set � of remaining lauses (#C� & #V� );� the time spent by the extration proess.The results from Table 1 are really promising sine they show that thereexist many gates in many lasses of benhmarks and that the time spent to�nd them is negligible (far less than 1 seond, inluding the time spent to loadthe instane). Moreover, the size of the set � of remaining lauses after theextration proess is redued in a signi�ant manner (on average, the numberof lauses is divided by a fator ranging from 2 to 10) and an even be zero forertain types of instanes (e.g. Dubois100).However, the set of variables from � and of the equations are not disjoint.We thus then foused on determining the number of variables that are reallynon de�ned, i.e. the variables that are never output ones. Table 2 provides thenumber of non de�ned variables (or input variables #Vnd) for several instanes,



CP’02 14112 instane #C #V #V� #Vnd time(s)par8-1 1149 350 31 8 0.00par16-1 3310 1015 124 16 0.05par32-1 10277 3176 375 32 0.10ssa0432-001 1027 437 106 63 0.00ssa2670-140 3201 1327 444 196 0.01ssa7552-001 3614 1534 408 246 0.02bf2670-001 3434 1393 439 210 0.02bf1355-160 7305 2297 866 526 0.06bf0432-001 3668 1040 386 294 0.022dlx__m_ex_bp_f2_bug091 55424 5259 5214 1170 4.45dlx1_ 1592 295 291 82 0.01dlx2__bug18 19868 2047 2039 477 0.92dlx2_ 12812 1516 1508 448 0.381dlx__m_ex_bp_f 3725 776 755 214 0.02dlx_a_m_ex_bp_f 24640 3250 3223 807 0.972dlx__m_ex_bp_f 41704 4583 4538 1012 2.87Table 2. Number of unde�nable variablesnotably for �parity� instanes. These instanes were seleted beause solvingthem is reognized as a hallenge in the researh ommunity about SAT [24℄.The results are quite surprising sine only 32 variables are not de�ned w.r.t. the3176 ones in the par32-1 instane. This means that the truth value of the 3144other variables depends only on these 32 variables obtained by the extrationtehnique. Aordingly, the searh spae is redued from 23176 to 232 !These abstration and simpli�ation tehniques have been grafted as a pre-proessing step to the DPLL proedure [4℄, using a branhing heuristis à laJeroslow-Wang [11℄. This algorithm, alled LSAT runs a DPLL-like algorithmon � and heks during the searh proess if the urrent interpretation beingbuilt does not ontradit any deteted gate. In the positive ase, a baktrakstep is performed. This new algorithm has been ompared with the last versionsof the most e�ient SAT solvers, namely Satz [17℄, EqSatz [18℄, Zhaff [27℄.The obtained results are given in Table 3 (time is given in seonds)1.These results show that LSAT is really more e�ient that those solvers formany instanes. Moreover, LSAT solves some instanes in less than 1 seond,whereas the other solvers took more than 16 minutes to give an answer.6 Future workThis work opens promising paths for future researh. Indeed, the urrent versionof the LSAT solver is just a basi prototype that runs a DPLL proedure on theremaining lauses and heks that the urrent interpretation does not ontraditthe other equations. Clearly, suh a basi prototype an be improved in severaldiretions. First, it would be interesting to develop DPLL-spei� branhingheuristis that take all the equations into aount (and not only the remaininglauses). It would also be interesting to explore how the algorithm ould exploit1 In the table, > n means that the instane ould not be solved within n seonds.



142 .Recovering and exploiting structural knowledge from CNF formulas13instane #C #V SAT Satz EqSatz Zha� LSATpar8-1 1149 350 yes 0.05 0.01 0.01 0.01par8-2 1149 350 yes 0.04 0.01 0.01 0.01par8-3 1149 350 yes 0.07 0.01 0.01 0.01par8-4 1149 350 yes 0.09 0.01 0.01 0.01par8-5 1149 350 yes 0.05 0.01 0.01 0.01par16-1 3310 1015 yes 8.96 0.19 0.47 0.05par16-2 3310 1015 yes 0.48 0.20 0.88 0.05par16-3 3310 1015 yes 16.79 0.22 4.07 0.02par16-4 3310 1015 yes 11.15 0.17 0.82 0.06par16-5 3310 1015 yes 1.59 0.18 0.41 0.03par32-1- 5254 1315 yes >1000 540 >1000 6par32-2- 5254 1315 yes >1000 24 >1000 28par32-3- 5254 1315 yes >1000 1891 >1000 429par32-4- 5254 1315 yes >1000 377 >1000 16par32-5- 5254 1315 yes >1000 4411 >1000 401par32-1 10227 3176 yes >1000 471 >1000 27par32-2 10227 3176 yes >1000 114 >1000 7par32-3 10227 3176 yes >1000 4237 >1000 266par32-4 10227 3176 yes >1000 394 >1000 3par32-5 10227 3176 yes >1000 5645 >1000 471barrel5 5383 1407 no 86 0.38 1.67 0.19barrel6 8931 2306 no 853 0.71 8.29 0.55barrel7 13765 3523 no >1000 0.96 21.55 6.23barrel8 20083 5106 no >1000 1.54 53.76 412dubois10 80 30 no 0.03 0.08 0.01 0.01dubois20 160 60 no 26.53 0.03 0.01 0.01dubois30 240 90 no >1000 0.05 0.01 0.01dubois50 400 150 no >1000 0.08 0.01 0.01dubois100 800 300 no >1000 0.06 0.06 0.01Urquhart3 578 49 no >1000 >1000 190 0.02Urquhart4 764 81 no >1000 >1000 >1000 0.03Urquhart5 1172 125 no >1000 >1000 >1000 0.06Urquhart15 11514 1143 no >1000 >1000 >1000 0.42Urquhart20 18528 1985 no >1000 >1000 >1000 0.64Urquhart25 29670 3122 no >1000 >1000 >1000 1.05Table 3. Comparison of LSAT, Satz, EqSatz and Zha�the intrinsi properties of eah type of equation.In this paper, the simpli�ation proess of ^, _ gates and lauses has been de-sribed, but not yet implemented in the urrent LSAT version. On many lassesof formulas (e.g. formal veri�ation instanes) ontaining a large part of suhgates, we attempt further improvements using suh simpli�ation properties.More generally, it might be useful to extend this work to the simpli�ation andresolution of general Boolean formulas. Finally, this work suggests that to modelreal-world problems, one might diretly use more general and extended booleanformulas.7 ConlusionIn this paper, a tehnique of extration of equations of the form y = f(x1; : : : ; xn)with f 2 f_;^;,g from a CNF formula has been presented. This extrationtehnique allows us to rewrite the CNF formula under the form of a onjuntionof equations. These equations lassify variables into de�ned ones and unde�nedones. The de�ned variables an be interpreted as the output of the logial gates
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146 .Automatic extraction of functional dependenciesAutomati extration of funtional dependeniesÉri Grégoire, Rihard Ostrowski, Bertrand Mazure, and Lakhdar SaïsCRIL CNRS � Université d'Artoisrue Jean Souvraz SP-18F-62307 Lens Cedex Frane{gregoire,ostrowski,mazure,sais}�ril.univ-artois.frAbstrat. In this paper, a new polynomial time tehnique for extrating funtional de-pendenies in Boolean formulas is proposed. It makes an original use of the well-knownBoolean onstraint propagation tehnique (BCP) in a new preproessing approah thatextrats more hidden Boolean funtions and dependent variables than previously pub-lished approahes on many lasses of instanes.Keywords: SAT, Boolean funtion, propositional reasoning and searh.1 IntrodutionReent impressive progress in the pratial resolution of hard and large SAT instanes al-lows real-world problems that are enoded in propositional lausal normal form (CNF) tobe addressed (see e.g. [11, 7, 18℄). While there remains a strong ompetition about buildingmore e�ient provers dediated to hard random k-SAT instanes [6℄, there is also a realsurge of interest in implementing powerful systems that solve di�ult large real-world SATproblems. Many benhmarks have been proposed and regular ompetitions (e.g. [4, 1, 14, 15℄)are organized around these spei� SAT instanes, whih are expeted to enode struturalknowledge, at least to some extent.Clearly, enoding knowledge under the form of a onjuntion of propositional lauses an�atten some strutural knowledge that would be more apparent in more expressive proposi-tional logi representation formalisms, and that ould prove useful in the resolution step [13,8℄. In this paper, a new pre-proessing step is proposed in the resolution of SAT instanes,that extrats and exploits some strutural knowledge that is hidden in the CNF. The teh-nique makes an original use of the well-known Boolean onstraint propagation (BCP) proess.Whereas BCP is traditionally used to produe implied and/or equivalent literals, in this pa-per it is shown how it an be extended so that it delivers an hybrid formula made of lausestogether with a set of equations of the form y = f(x1; : : : ; xn) where f is a standard on-netive operator among f_, ^g and where y and xi are Boolean variables of the initial SATinstane. These Boolean funtions allow us to detet a subset of dependent variables, thatan be exploited by SAT solvers.This paper extends in a signi�ant way the preliminary results that were published in[12℄ in that it desribes a tehnique that allows more dependent variables and hidden fun-tional dependenies to be deteted in several lasses of instanes. We shall see that the setof funtional dependenies an underlie yles. Unfortunately, highlighting atual dependentvariables taking part in these yles an be time-onsuming sine it oinides to the problemof �nding a minimal yle utset of variables in a graph, whih is a well-known NP-hard prob-lem. Aordingly, e�ient heuristis are explored to ut these yles and deliver the so-alleddependent variables.The paper is organized as follows. After some preliminary de�nitions, Boolean gates andtheir properties are presented. It is then shown howmore funtional dependenies than [12℄ anbe dedued from the CNF, using Boolean onstraint propagation. Then, a tehnique allowingus to deliver a set of dependent variables is presented, allowing the searh spae to be reduedin an exponential way. Experimental results showing the interest of the proposed approahare provided. Finally, promising paths for future researh are disussed in the onlusion.



SAT’04 (revised selected papers) 1472 Eri Grégoire et al.2 Tehnial preliminariesLet B be a Boolean (i.e. propositional) language of formulas built in the standard way, usingusual onnetives (_, ^, :, ), ,) and a set of propositional variables.A CNF formula � is a set (interpreted as a onjuntion) of lauses, where a lause is aset (interpreted as a disjuntion) of literals. A literal is a positive or negated propositionalvariable. We note V(�) (resp. L(�)) the set of variables (resp. literals) ourring in �. Aunit lause is a lause formed with one unique literal. A unit literal is the unique literal of aunit lause.In addition to these usual set-based notations, we de�ne the negation of a set of literals(:fl1; : : : ; lng) as the set of the orresponding opposite literals (f:l1; : : : ;:lng).An interpretation of a Boolean formula is an assignment of truth values ftrue; falseg toits variables. A model of a formula is an interpretation that satis�es the formula. Aordingly,SAT onsists in �nding a model of a CNF formula when suh a model does exist or in provingthat suh a model does not exist.Let 1 be a lause ontaining a literal a and 2 a lause ontaining the opposite literal:a, one resolvent of 1 and 2 is the disjuntion of all literals of 1 and 2 less a and :a. Aresolvent is alled tautologial when it ontains opposite literals.Let us reall here that any Boolean formula an be translated thanks to a linear timealgorithm into CNF, equivalent with respet to SAT (but that an use additional propositionalvariables). Most satis�ability heking algorithms operate on lauses, where the struturalknowledge of the initial formulas is thus �attened. In the following, CNF formulas will berepresented as Boolean gates.3 Boolean gatesA (Boolean) gate is an expression of the form y = f(x1; : : : ; xn), where f is a standardonnetive among f_, ^, ,g and where y and xi are propositional literals, that is de�ned asfollows :� y = ^(x1; : : : ; xn) represents the set of lauses fy_:x1 _ : : :_:xn;:y_x1; : : : ;:y_xng,translating the requirement that the truth value of y is determined by the onjuntion ofthe truth values of xi s.t. i 2 [1::n℄;� y = _(x1; : : : ; xn) represents the set of lauses f:y _ x1 _ : : : _ xn; y _ :x1; : : : ; y _ :xng;� y =, (x1; : : : ; xn) represents the following equivalene hain (also alled bionditionalformula) y , x1 , : : : , xn, whih is equivalent to the set of lauses fy _ x1 _ : : : _xn; y _ :x1 _ : : : _ :xn;:y _ x1 _ :x2 _ : : : _ :xn; : : : ;:y _ :x1 _ : : : _ :xn�1 _ xng.In the following, we onsider gates of the form y = f(x1; : : : ; xn) where y is a variable orthe Boolean onstant true, only.Indeed, any lause an be represented as a gate of the form true = _(x1; : : : ; xn). Moreover,a gate :y = ^(x1; : : : ; xn) (resp. :y = _(x1; : : : ; xn)) is equivalent to y = _(:x1; : : : ;:xn)(resp. y = ^(:x1; : : : ;:xn) ). Aording to the well-known property of equivalene hainasserting that every equivalene hain with an odd (resp. even) number of negative literals isequivalent to the hain formed with the same literals, but all in positive (resp. exept one)form, every gate of the form y =, (x1; : : : ; xn) an always be rewritten into a gate where yis a positive literal. For example, :y =, (:x1; x2; x3) is equivalent to y =, (x1; x2; x3) and:y =, (:x1; x2;:x3) is equivalent to e.g. y =, (x1; x2;:x3).A propositional variable y (resp. x1; : : : ; xn) is an output variable (resp. are input variables)of a gate of the form y = f(x01; : : : ; x0n), where x0i 2 fxi;:xig.A propositional variable z is an output (dependent) variable of a set of gates i� z is anoutput variable of at least one gate in the set. An input (independent) variable of a set ofgates is an input variable of a gate whih is not an output variable of the set of gates.



148 .Automatic extraction of functional dependenciesAutomati extration of funtional dependenies 3A gate is satis�ed under a given Boolean interpretation i� the left and right hand sides ofthe gate are simultaneously true or false under this interpretation. An interpretation satis�esa set of gates i� eah gate is satis�ed under this interpretation. Suh an interpretation is alleda model of this set of gates.4 From CNF to gatesPratially, we want to �nd a representation of a CNF � using gates that highlights amaximalnumber of dependent variables, in order to derease the atual omputational omplexity ofheking the satis�ability of �. Atually, we shall desribe a tehnique that extrats gatesthat an be dedued from �, and that thus over a subset of lauses of �. Remaining lausesof � will be represented as or-gates of the form true = _(x1; : : : ; xn), in order to get a uniformrepresentation.More formally, assume that a set G of gates whose orresponding lauses Cl(G) are logialonsequenes of a CNF �, the set �unovered(G) of unovered lauses of � w.r.t. G is the setof lauses of �nCl(G).Aordingly, � � �unovered(G) [ Cl(G).Not trivially, we shall see that the additional lauses Cl(G)n� an play an important rolein further steps of dedution or satis�ability heking.Knowing output variables an play an important role in solving the onsisteny statusof a CNF formula. Indeed, the truth-value of an y output variable of a gate depends onthe truth value of the orresponding xi input variables. The truth value of suh outputvariables an be obtained by propagation, and they an be omitted by seletion heuristis ofDPLL-like algorithms [3℄. In the general ase, knowing n0 output variables of a gate-orientedrepresentation of a CNF formula using n variables allows the size of the set of interpretationsto be investigated to derease from 2n to 2n�n0 . Obviously, the redution in the searh spaeinreases with the number of deteted dependent variables.Unfortunately, to obtain suh a redution in the searh spae, one might need to addressthe following problems:� Extrating gates from a CNF formula an be a time-onsuming proess in the generalase, unless some depth-limited searh resoures or heuristi riteria are provided. Indeed,showing that y = f(x1; : : : ; xi) (where y; x1; : : : ; xi belong to �) follows from a given CNF�, is oNP-omplete.� when the set of deteted gates ontains reursive de�nitions (like y = f(x; t) and x =g(y; z)), assigning truth values to the set of independent variables is not su�ient todetermine the truth values of all the dependent ones. Handling suh reursive de�nitionsoinides to the well-known NP-hard problem of �nding a minimal yle utset in a graph.In this paper, these two omputationally-heavy problems are addressed. The �rst oneby restriting dedution to Boolean onstraint propagation, only. The seond one by usinggraph-oriented heuristis.Let us �rst reall some neessary de�nitions about Boolean onstraint propagation.5 Boolean onstraint propagation (BCP)Boolean onstraint propagation or unit resolution, is one of the most used and useful lookaheadalgorithm for SAT.Let � be a CNF formula, BCP (�) is the CNF formula obtained by propagating all unitliterals of �. Propagating a unit literal l of � onsists in suppressing all lauses  of � suhthat l 2  and replaing all lauses 0 of � suh that :l 2 0 by 0nf:lg. The CNF obtainedin suh a way is equivalent to � with respet to satis�ability.The set of propagated unit literals of � using BCP is noted UP (�). Obviously, we havethat � � UP (�). BCP is a restrited form of resolution, and an be performed in linear time.



SAT’04 (revised selected papers) 1494 Eri Grégoire et al.It is also omplete for Horn formulas. In addition to its use in DPLL proedures, BCP is usedin many SAT solvers as a proessing step to dedue further interesting information suh asimplied [5℄ and equivalent literals [2℄[9℄. Loal proessing based-BCP is also used to deliverpromising branhing variables (heuristi UP [10℄).In the sequel, it is shown that BCP an be further extended, allowing more general fun-tional dependenies to be extrated.6 BCP and funtional dependeniesAtually, BCP an be used to detet hidden funtional dependenies. The main result of thepaper is the pratial exploitation of the following original property: gates an be omputedusing BCP only, while heking whether a gate is a logial onsequene of a CNF is oNP-omplete in the general ase.Property 1. Let � be a CNF formula, l 2 L(�), and  2 � s.t. l 2 . If nflg � :UP (� ^ l)then � � l = ^(:fnflgg).Proof. Let  = fl;:l1;:l2; : : : ;:lmg 2 � s.t. nflg = f:l1;:l2; : : : ;:lmg � :UP (� ^ l).The Boolean funtion l = ^(:fnflgg) an be written as l = ^(l1; l2; : : : ; lm). To provethat � � l = ^(l1; l2; : : : ; lm), we need to show that every model of �, is also a model ofl = ^(l1; l2; : : : ; lm). Let I be a model of �, then1. l is either true in I : I is also a model of � ^ l. As f:l1;:l2; : : : ;:lmg � :UP (� ^ l), wehave fl1; l2; : : : ; lmg � UP (� ^ l), then fl1; l2; : : : ; lmg are true in I . Consequently, I isalso a model of l = ^(l1; l2; : : : ; lmgg);2. or l is false in I : as  = fl;:l1;:l2; : : : ;:lmg 2 � then I satis�es  = f:l1;:l2; : : : ;:lmg 2�. So, at least one the literals li; i 2 f1; : : : ;mg is true in I . Consequently, I is also amodel of l = ^(l1; l2; : : : ; lmgg)Clearly, depending on the sign of the literal l, and-gates or or-gates an be deteted. For ex-ample, the and-gate :l = ^(l1; l2; : : : ; ln) is equivalent to the or-gate l = _(:l1;:l2; : : : ;:ln).Let us also note that this property overs binary equivalene sine a = ^(b) is equivalent toa, b.Atually, this property allows gates to be deteted, whih were not in the sope thetehnique desribed in [12℄. Let us illustrate this by means of an example.Example 1. Let �1 � fy _ :x1 _ :x2 _ :x3;:y _ x1;:y _ x2;:y _ x3g.Aording to [12℄, �1 an be represented by a graph where eah vertex represents a lauseand where eah edge orresponds to the existene of tautologial resolvent between the twoorresponding lauses. Eah onneted omponent might be a gate. As we an see the �rstfour lauses belong to a same onneted omponent. This is a neessary ondition for suha subset of lauses to represent a gate. Suh a restrited subset of lauses (namely, thoseappearing in the same onneted omponent) is then heked syntatially to determine if itrepresents an and/or gate. Suh a property an be heked in polynomial time. In the aboveexample, we thus have y = ^(x1; x2; x3).Now, let us onsider, the following example,Example 2. �2 � fy_:x1 _:x2 _:x3;:y_x1;:x1 _x4;:x4 _x2;:x2 _x5;:x4 _:x5 _x3g.Clearly, the graphial representation of this later example is di�erent and the above teh-nique does not help us in disovering the y = ^(x1; x2; x3) gate. Indeed, the above neessarybut not su�ient ondition is not satis�ed.Now, aording to Property 1, both the and-gates behind Example 1 and Example 2 anbe deteted. Indeed, UP (�1 ^y) = fx1; x2; x3g (resp. UP (�2 ^ y) = fx1; x4; x2; x5; x3g) and



150 .Automatic extraction of functional dependenciesAutomati extration of funtional dependenies 59 2 �1, (resp. 0 2 �2),  = (y _ :x1 _ :x2 _ :x3) (resp. 0 = (y _ :x1 _ :x2 _ :x3)) suhthat nfyg � :UP (�1 ^ y) (resp. 0nfyg � :UP (�2 ^ y)).Aordingly, a preproessing tehnique to disover gates onsists in heking the Property1 for any literal ourring in �. A further step onsists in �nding dependent variables of theoriginal formulas, as they an be reognised in the disovered gates. A gate learly exhibitsone dependent literal with respet to the inputs whih are onsidered independent, as far asingle gate is onsidered. Now, when several gates share literals, suh a haraterisation ofdependent variables does not apply anymore. Indeed, forms of yle an our as shown inthe following example.Example 3. �3 � fx = ^(y; z); y = _(x;:t)g.Clearly, �3 ontain a yle. Indeed, x depends on the variables y and z, whereas y dependson the variables x and t. When a single gate is onsidered, assigning truth values to inputvariables determines the truth value of the output, dependent, variable. As in Example 3,assigning truth values to input variables that are not output variables for other gates is notenough to determine the truth value of all involved variables. In the example, assigning truthvalues to z and t is not su�ient to determine the truth value of x and y. However, in theexample, when we assign a truth value to an additional variable (x, whih is alled a yleutset variable) in the yle, the truth value of y is determined. Aordingly, we need to utsuh a form of yle in order to determinate a su�ient subset of variables that determinesthe values of all variables. Suh a set is alled a strong bakdoor in [17℄. In Example 3, thestrong bakdoor orresponds to the set of fxg [ fz; tg. In this ontext, a strong bakdoor isthe union of the set of independent variables and of the variables of the yle utset. Findingthe minimal set of variables that uts all the yles in the set of gates is an NP-hard problem.This issue is investigated in the next setion.7 Searhing for dependent variablesIn the following, a graph representation of the interation of gates is onsidered. More formally,A set of gates an be represented by a bipartite graph G = (O [ I; E) as follows:� for eah gate we assoiate two verties, the �rst one o 2 O represents the output of thegate, and the seond one i 2 I represents the set of its input variables. So the number ofvertex is less than 2�#gates, where #gates is the number of gates;� For eah gate, an edge (o; i) between the two verties o and i representing the left andthe right hand sides of a gate is reated. Additional edges are reated between o 2 O andi 2 I if one of the literals of the output variable assoiated to the vertex o belongs to theset of input literals assoiated to the vertex i.Finding a smallest subset V 0 of O s.t. the subgraph G0 = (V 0 [ O;E0) is ayli is awell-known NP-hard problem.Atually, any subset V 0 that makes the graph ayli is the representation of the set ofvariables, whih together with all the independent ones, allows all variables to be determined.When V 0 is of size , and the set of dependent variables is of size d, then the searh spaeis redued from 2n to 2n�(d�), where n is the number of variable ourring in the originalCNF formula.We thus need to �nd a trade-o� between the size of V 0, whih in�uenes the omputationalost to �nd it, and the expeted time gain in the subsequent SAT heking step.In the following, two heuristis are investigated in order to �nd a yle-ut set V 0. The�rst-one is alled Maxdegree. It onsists in building V 0 inrementally by seleting verties withthe highest degree �rst, until the remaining subgraph beomes ayli.The seond one is alled MaxdegreeCyle. It onsists in building V 0 inrementally byseleting �rst a vertex with the highest degree among the verties that belong to a yle. Thisheuristi guarantees that eah time a vertex is seleted, then at least one yle is ut.



SAT’04 (revised selected papers) 1516 Eri Grégoire et al.In the next setion, extensive experimental results are presented and disussed, involvingthe preproessing tehnique desribed above. It omputes gates and uts yles when neessaryin order to deliver a set of dependent variables. Two strategies are explored: in the �rst one,eah time a gate is disovered, the overed lauses of � are suppressed; in the seond one,overed lauses are eliminated at the end of the generation of gates, only. While the �rst onedepends on the onsidered order of propagated literals, the seond one is order-independent.These two strategies will be ompared in terms of number of disovered gates, of the size ofthe yle utsets, of dependent variables and of the �nal unovered lauses.8 Experimental resultsOur preproessing software is written in C under Linux Redhat 7.1 (available at :http://www.ril.univ-artois.fr/�ostrowski/Binaries/llsatprepro).All experimen-tations have been onduted on Pentium IV, 2.4 Ghz. Desription of the benhmarks an befound on SATLib (http://www.satlib.org).We have applied both [12℄ and our proposed tehnique on all benhmarks from the lastSAT ompetition [15, 16℄, overing e.g. model-heking, VLSI and planning instanes. Com-plete results are available at :http://www.ril.univ-artois.fr/�ostrowski/result-llsatprepro.ps. In the follow-ing, we illustrate some typial ones. On eah lass of instanes, average and standard deviationresults are provided with respet to the orresponding available instanes.In Table 1, for eah onsidered lass, the results of applying both [12℄'s tehnique and thetwo new ones desribed above (in the �rst one, overed lauses are not suppressed as soonas they are disovered whereas they are suppressed in the seond one) in terms of the meannumber of disovered gates (#G). The results learly shows that our approah allows oneto disover more gates. Not surprisingly, removing lauses onduts the number of detetedgates to derease.Family of InstanesName (#Inst.,#V[min-Max℄,#C[min-Max℄) [12℄'stehnique#G Our approahNo l. remov. Cl. remov.#G #G #C remov.Bloks (3,484[283-758℄,27423[9690-47820℄) 10[3℄ 236[134℄ 18[5℄ 271[142℄Logistis (8,994[116-3016℄,12706[953-50457℄) 380[265℄ 437[417℄ 169[213℄ 630[585℄Pipe (6,1642[834-2577℄,18624[6695-33270℄) 1312[679℄ 1407[697℄ 1240[639℄ 13898[9083℄Fats (13,3178[2218-4315℄,48737[22539-90646℄) 713[147℄ 1601[541℄ 497[170℄ 1731[510℄Parity (30,1044[64-3176℄,3614[254-10325℄) 568[828℄ 510[594℄ 328[455℄ 663[870℄Qg (10,969[512-1331℄,33747[9685-64054℄) 310[91℄ 1828[652℄ 298[80℄ 1708[601℄Ca (7,637[26-2282℄,1835[70-6586℄) 419[547℄ 459[592℄ 414[542℄ 1233[1615℄Dp (11,1427[213-3193℄,3580[376-8308℄) 1117[856℄ 1468[1211℄ 915[812℄ 2534[2298℄Bm2 (5,1952[316-4089℄,6908[1002-13531℄) 895[714℄ 1025[850℄ 744[623℄ 2082[1824℄Rand (6,2217[2000-2500℄,6568[5921-7401℄) 2133[236℄ 2444[381℄ 2103[252℄ 6212[692℄Ezfat (40,1441[193-3073℄,9169[1113-19785℄) 40[18℄ 268[127℄ 68[33℄ 68[33℄Med (3,761[341-1159℄,20154[5556-36291℄) 66[32℄ 316[162℄ 14[5℄ 319[164℄Avg-heker (4,917[648-1188℄,28661[17087-40441℄) 324[105℄ 1098[375℄ 304[101℄ 1092[373℄nw/n/fw (13,3997[2756-5074℄,15829[10886-20123℄) 89[40℄ 468[136℄ 125[38℄ 125[38℄Am (4,2011[433-4264℄,6925[1458-14751℄) 989[835℄ 772[585℄ 393[276℄ 927[625℄Cnf (2,2424[2424-2424℄,14812[14812-14812℄) 2336[0℄ 3280[0℄ 2301[6℄ 13703[149℄Table 1. #G: Number of gates deteted (average[standard deviation℄)In Table 2, we took the no-remove option. We explored the above two heuristis for uttingyles (Maxdregre and MaxdegreeCyle). For eah lass of instanes, we provide the averagenumber of deteted dependent variables (#D), the size of the yle utsets (#CS) and thesize of the disovered bakdoor (#B), and the umulated CPU time in seonds for disoveringgates and omputing these results. On some lasses, the bakdoor an be 10% of the numberof variables, only.In Table 3, the remove option was onsidered. The number of gates is often lower thanwith the no-remove option. On the other hand, the size of the yle utset is generally lowerwith the remove option.Aordingly, no option is preferable than the other one in the general ase. Indeed, �ndinga smaller bakdoor depends both on the onsidered lass of instanes and the onsideredoption.



152 .Automatic extraction of functional dependenciesAutomati extration of funtional dependenies 7Family of Instanes (#V[min-Max℄) Maxdregre MaxdegreeCyle#D #CS #B #D #CS #BBloks (484[283-758℄) 38[13℄ 198[123℄ 353[215℄ 39[9℄ 197[124℄ 352[216℄Logistis (994[116-3016℄ 113[158℄ 245[218℄ 441[532℄ 143[164℄ 214[194℄ 410[522℄Pipe (1642[834-2577℄) 980[768℄ 265[219℄ 582[201℄ 764[449℄ 481[192℄ 798[348℄Fats (3178[2218-4315℄) 738[237℄ 813[256℄ 1964[604℄ 487[124℄ 1064[362℄ 2216[623℄Parity (1044[64-3176℄) 243[388℄ 84[46℄ 573[528℄ 287[410℄ 40[21℄ 528[505℄Qg (969[512-1331℄) 303[202℄ 228[236℄ 228[236℄ 11[6℄ 521[194℄ 521[194℄Ca (637[26-2282℄) 290[434℄ 130[142℄ 344[403℄ 265[341℄ 155[206℄ 369[481℄Dp (1427[213-3193℄) 513[463℄ 451[485℄ 725[625℄ 551[496℄ 412[343℄ 686[498℄Bm2 (1952[316-4089℄) 662[716℄ 27[22℄ 886[874℄ 660[696℄ 30[10℄ 888[893℄Rand (2217[2000-2500℄) 1777[301℄ 357[339℄ 440[343℄ 1152[134℄ 981[111℄ 1064[115℄Ezfat (1441[193-3073℄) 28[35℄ 66[45℄ 1370[1073℄ 55[27℄ 39[18℄ 1343[1060℄Med (761[341-1159℄) 205[102℄ 110[72℄ 110[72℄ 14[4℄ 302[157℄ 302[157℄Avg-heker (917[648-1188℄) 209[357℄ 606[283℄ 606[283℄ 276[94℄ 539[187℄ 539[187℄nw/n/fw (3997[2756-5074℄) 39[48℄ 151[47℄ 3899[854℄ 94[24℄ 96[23℄ 3844[855℄Am (2011[433-4264℄) 327[263℄ 97[68℄ 413[241℄ 298[206℄ 126[99℄ 441[287℄Cnf (2424[2424-2424℄) 472[564℄ 1801[564℄ 1953[564℄ 1170[2℄ 1103[2℄ 1255[2℄Table 2. Size of bakdoor with no remove optionFamily of Instanes (#V[min-Max℄) Maxdegree MaxdegreeCyle#D #CS #B #D #CS #BBloks (484[283-758℄) 18[4℄ 0[0℄ 373[219℄ 18[4℄ 0[0℄ 373[219℄Logistis (994[116-3016℄ 135[147℄ 25[48℄ 419[539℄ 152[178℄ 7[13℄ 401[509℄Pipe (1642[834-2577℄) 1020[735℄ 219[215℄ 543[223℄ 956[513℄ 282[124℄ 606[283℄Fats (3178[2218-4315℄) 488[127℄ 0[0℄ 2214[621℄ 488[127℄ 0[0℄ 2214[621℄Parity (1044[64-3176℄) 318[426℄ 0[0℄ 497[480℄ 318[426℄ 0[0℄ 497[480℄Qg (969[512-1331℄) 122[99℄ 138[87℄ 410[189℄ 181[60℄ 80[25℄ 351[140℄Ca (637[26-2282℄) 317[433℄ 94[113℄ 317[392℄ 302[388℄ 109[151℄ 332[434℄Dp (1427[213-3193℄) 724[643℄ 149[151℄ 513[357℄ 728[641℄ 145[143℄ 509[353℄Bm2 (1952[316-4089℄) 680[706℄ 1[1℄ 868[883℄ 680[705℄ 1[1℄ 868[884℄Rand (2217[2000-2500℄) 1591[418℄ 495[396℄ 625[401℄ 1200[129℄ 886[102℄ 1016[111℄Ezfat (1441[193-3073℄) 48[23℄ 10[5℄ 1350[1064℄ 49[23℄ 9[5℄ 1349[1064℄Med (761[341-1159℄) 14[4℄ 0[0℄ 302[157℄ 14[4℄ 0[0℄ 302[157℄Avg-heker (917[648-1188℄) 302[100℄ 0[0℄ 512[181℄ 302[100℄ 0[0℄ 512[181℄nw/n/fw (3997[2756-5074℄) 73[14℄ 40[22℄ 3864[857℄ 95[24℄ 18[10℄ 3842[856℄Am (2011[433-4264℄) 367[254℄ 0[0℄ 373[239℄ 367[254℄ 0[0℄ 373[239℄Cnf (2424[2424-2424℄) 1988[12℄ 285[12℄ 437[12℄ 2210[6℄ 63[6℄ 215[6℄Table 3. Size of bakdoor with remove optionHowever, in most ases, the remove option and theMaxdegreeCyle heuristi lead to smallerbakdoors.We are urrently experimenting how suh a promising preproessing step an be grafted tothe most e�ient SAT solvers, allowing them to fous diretly on the ritial variables of theinstanes (i.e. the bakdoor). Let us stress that our preproessing step has been implementedin a non-optimized way. However, it shows really viable thanks to good obtained omputingtime (less than 1 seond in most ases), so time is omitted in di�erent tables.9 Future worksLet us here simply motivate another interesting path for future researh, related to the atualexpressiveness of disovered lauses. Atually, our gate-oriented representation of a Booleanformula exhibits additional information that an prove powerful with respet to further stepsof dedution or satis�ability heking. To illustrate this, let us onsider Example 2 again.From the CNF �, the gate y = ^(x1; x2; x3) is extrated. The lausal representation of thegate is given by fy _ :x1 _ :x2 _ :x3;:y _ x1;:y _ x2;:y _ x3g.Clearly, the additional lauses f:y _ x2;:y _ x3g are resolvents from �, whih an onlybe obtained using two and six basi steps of resolution, respetively. Aordingly, the gaterepresentation of � involves non-trivial binary resolvents, whih an ease further dedutionor satis�ability heking steps. Taking this feature into aount either in lausal-based orgate-based dedution of satis�ability solvers should be a promising path for future researh.Also, some of the disovered gates represent equivalenies (x , y), substituting equivalentliterals might lead to further redutions with respet to the number of variables.Another interesting path for future researh onerns the analysis of the obtained graphand the use of e.g. deomposition tehniques. To further redue the size of the bakdoor, wealso plan to study how tratable parts of the formula (e.g. horn or horn-renommable ) an beexploited.
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Abstract

This last decade, propositional reasoning and search has
been one of the hottest topics of research in the A.I. com-
munity, as the Boolean framework has been recognized as
a powerful setting for many reasoning paradigms thanks
to dramatic improvements of the efficiency of satisfiability
checking procedures. SAT, namely checking whether a set
of propositional clauses is satisfiable or not, is the techni-
cal core of this framework. In the paper, a new linear-time
pre-treatment of SAT instances is introduced. Interestingly,
it allows us to discover a new polynomial-time fragment of
SAT that can be recognized in linear-time, and show that
some benchmarks from international SAT competitions that
were believed to be difficult ones, are actually polynomial-
time and thus easy-to-solve ones.

1 Introduction

These last decade, propositional reasoning and search
has been one of the hottest topics of research in the A.I.
community, as the Boolean framework has been recognized
as a powerful setting for many reasoning paradigms thanks
to dramatic improvements of the efficiency of satisfiabil-
ity checking procedures. SAT, namely checking whether a
set of propositional clauses is satisfiable or not, is the tech-
nical core of this framework. In the paper, a new linear-
time pre-treatment of SAT instances is introduced. Inter-
estingly, it allows us to discover a new polynomial-time
fragment of SAT that can be recognized in linear-time, and
show that some benchmarks from international SAT com-
petitions that were believed to be difficult ones, are actu-
ally polynomial-time and thus easy-to-solve ones. Many ap-
proaches have been proposed to solve hard SAT instances.
Direct approaches have focused on the development of -
logically complete or not- algorithms. Local-search tech-
niques (e.g. [21]) and elaborate variants of the Davis-

Loveland-Logemann’s DPLL procedure [8] (e.g. [18, 12])
allow many families of difficult instances to be solved. In-
direct approaches aim at solving instances, using either ap-
proximation or compilation techniques (see e.g. [7, 3, 20]).
In particular, compilation techniques, which were devel-
oped in the more general framework of propositional de-
duction, aim at transforming the set of Boolean clauses
into a deductively equivalent form that belongs to a poly-
nomial fragment, making use of a -possibly exponential-
transformation schema and by ensuring that the compiled
form remains tractable in size. Finally, other approaches
have concentrated on discovering and studying fragments
of SAT that can be recognized and solved in polynomial
time (see e.g. [10, 5, 2, 4]). The contribution of this pa-
per pertains to these three families of approaches. A new
pre-treatment of SAT instances is introduced: it can be per-
formed before some direct approaches are run. It can be
interpreted as an attempt to compile the SAT instance into
an easier-to-solve one. However, contrary to usual com-
pilation techniques, the transformation process remains a
polynomial-time one, and no guarantee is provided that the
resulting set of clauses belongs to a polynomial fragment.
However, this pre-treatment can prove valuable in showing
that some instances are actually polynomial ones or in mak-
ing the further solving step become more efficient. Finally,
a new polynomial fragment of SAT, called U-Horn SAT
(Horn modulo Unit propagation), is put in light. Interest-
ingly, it can be recognized using the proposed polynomial-
time pre-treatment. In other words, SAT instances that can
be mapped to Horn SAT using our approach belong to the
U-Horn SAT fragment. Roughly, this pre-treatment is as
follows. The focus is on the unit propagation mechanism
(in short UP), which is a linear-time deductive mechanism.
Given a polynomial fragment (e.g. the Horn one), any SAT
instance can be divided into two subsets of clauses: the first
one contains clauses that belong to the targeted polynomial
fragment whereas the second cone contains clauses that do
not belong to it. For each of these latter clauses, we at-
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tempt to discover one sub-clause belonging to the polyno-
mial fragment, using UP. In case of success, this sub-clause
can replace the initial one, and increase the size of the poly-
nomial subset. In case of failure, we also check whether the
clause itself is an UP consequence of the instance or not.
The paper is organized as follows. In the next section, the
basic formal background is provided, together with the de-
scription of propositional fragments that will be mentioned
in the paper. Then, the pre-treatment is described, before
extensive experimental studies are reported and analyzed.
Then, it is shown how this approach extends some previous
related works and other SAT-related approaches exploiting
the unit propagation mechanism.

2 Technical background

Let L be a standard Boolean logical language built on a
finite set of Boolean variables, noteda, b, c, etc. Formu-
las will be noted using upper-case letters such asC. Sets
of formulas will be represented using Greek letters likeΓ
or Σ. An interpretation is a truth assignment function that
assigns values from{true, false} to every Boolean variable.
A formula is consistent or satisfiable when there is at least
one interpretation that satisfies it, i.e. that makes it become
true. An interpretation will be noted by upper-case letters
like I and will be represented by the set of literals that it sat-
isfies. Actually, any formula inL can be represented (while
preserving satisfiability) using a set (interpreted as a con-
junction) of clauses, where a clause is a finite disjunction of
literals, where a literal is Boolean variable that can negated.
Clauses will be represented by the set of literals that they
contain. For example, the clauseC = a ∨ b ∨ ¬c ∨ ¬d will
be represented by the set{a, b,¬c,¬d}. A clause is said to
be positive (resp. negative) if it contains no negative (resp.
positive) literal. The size of a clause is the number of lit-
erals in it. Unit clauses contain exactly one literal whereas
binary ones contain at most two literals. The empty clause
is denoted by⊥. A clauseC is a sub-clause of a clauseD
iff C ⊆ D. For example, the resolvent ofC1 = (p∨α) and
C2 = (¬p∨β) is defined asRes(C1, C2) = (α∨β) (Reso-
lution rule); it is a logical consequence ofC1 andC2. SAT is
the NP-complete problem that consists in checking whether
a set of Boolean clauses (also called CNF) is satisfiable or
not, i.e. whether there exists an interpretation that satisfies
all clauses in the set or not. A central deductive mechanism
in this paper is the unit propagation mechanism (in short
UP). UP is a linear time process that recursively simplifies
a SAT instance by propagating the constraints expressed by
unit clauses. LetΣ be a SAT instance,UP (Σ) is defined
as the formula obtained by unit propagation. A clauseC is
a UP consequence ofΣ; notedΣ |=∗ C, iff UP (Σ ∧ ¬C)
allows to derive the empty clause. A clauseC′ is called a
sub-clause ofC if C′ ⊂ C. A sub-clauseC′ of C is called

maximal if |C| − |C′| = 1. Some fragments ofL exhibit
polynomial-time algorithms for SAT. Among them, let us
mention the Horn fragment, which is made of Horn clauses
only. A Horn (resp. reverse Horn) clause contains at most
one positive (resp. negative) literal. Binary and renam-
able Horn clauses also form polynomial fragments: renam-
able Horn clauses are clauses that can be transformed into
Horn ones by systematically replacing some negative liter-
als by new Boolean variables. Let us also mention Dalal and
Etherington’s hierarchy of classes [5] and the class of Q-
Horn [2] formulas, which strictly contains all binary, Horn
reverse, and renamable-Horn clauses. All of them can be
recognized and solved in polynomial time. A polynomial
fragment ofL of special interest in this paper is Quad, in-
troduced by Dalal [4]. Quad is based on a tractable frag-
ment calledRoot. A formula Σ is in classRoot, if either
(1) Σ contains the empty clause, or (2)Σ contains no pos-
itive clause, or (3)Σ contains no negative clause, or (4) all
clauses ofΣ are binary. A formulaΣ is in class Quad[4] if
either (1)UP (Σ) belongs to Root, or (2) for the first max
sub-clauseC′ of the first clauseC ∈ UP (Σ) for which
UP (Σ ∧ ¬C′) is in class Root: (a) eitherUP (Σ ∧ ¬C′)
is unsatisfiable, or (b) the formula(Σ \ {C}) ∪ {C′} is in
class Quad. As mentioned by Dalal, Quad depends on the
considered ordering of clauses. Different orderings might
lead to different Quad classes.

3 A new pre-treatment

The central idea is to reduce the non-polynomial frag-
ment of the SAT instanceΣ through the use of UP.Σ can be
divided in two parts. The first one is formed by polynomial-
time detectable clauses w.r.t. a given polynomial fragment,
like Horn, reverse-Horn or strictly positive formulas, etc.
The second one contains the remaining clauses. When the
second part is empty,Σ is polynomial. Different forms of
sub-clause deduction can be defined depending on the tar-
geted polynomial class. For example, if binary clauses are
considered then sub-clause deduction of binary clauses will
concern clauses whose length is larger than two. In the fol-
lowing, we instantiate this general approach by selecting the
Horn fragment as the polynomial target. First, let us intro-
duce some necessary definitions.

Definition 1 (U-Horn clause)
LetC = {¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pp}, with n ≥ 0 andp >
1 a clause ofΣ. C is called a U-Horn clause ofΣ iff ∃C′ =
{¬n1, . . . ,¬nn, pi} a sub-clause ofC, s.t. Σ |=∗ C′ or
Σ |=∗ {¬n1, . . . ,¬nn}.

Property 1 If C ∈ Σ is a U-Horn clause andC′ ⊂ C is a
Horn clause s.t.Σ |=∗ C′ thenΣ is satisfiable if and only if
(Σ \ {C}) ∪ {C′} is satisfiable.



158 .Reducing hard SAT instances to polynomial ones

The above property states that when a clauseC of Σ is U-
Horn, it can be replaced inΣ by a Horn clause without any
change in the satisfiability status ofΣ.

Definition 2 (U-redundant [13])
A clauseC of Σ is called U-redundant iffΣ \ {C} |=∗ C .

Property 2 If C ∈ Σ is a U-redundant clause thenΣ is
satisfiable iffΣ \ {C} is satisfiable.

Thus, U-redundant clauses can be safely removed fromΣ.
Let us now introduce two properties, leading to the intro-
duction of two new additional reduction operators, namely
U -NRes andU -PRes, respectively.

Property 3 Let C = {¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pp} be a
clause of Σ. If Σ |=∗ {¬n1, . . . ,¬nn} or ∃pi ∈
C s.t. Σ |=∗ {¬n1, . . . ,¬nn, pi} and Σ |=∗

{¬n1, . . . ,¬nn,¬pi}, thenΣ |= {¬n1, . . . ,¬nn}.

Definition 3 (U-NRes)
When a clauseC = {¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pp} ofΣ satis-
fies Property 3,U -NRes(C) is defined as{¬n1, . . . ,¬nn}.

Property 4 Let C = {¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pp} be
a clause of Σ. If ∃pi ∈ C s.t. Σ 6|=∗

{¬n1, . . . ,¬nn, pi} andΣ |=∗ {¬n1, . . . ,¬nn,¬pi}, then
Σ |=∗ {¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pp}.

Definition 4 (U-PRes)
When a clauseC = {¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pp} of Σ sat-
isfies Property 4 w.r.t. the literalspi to pj , U -PRes(C) is
defined as{¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pi−1, pj+1, . . . , pp}.

Based on the previous properties, a new tractable class
called U-Horn SAT is extracted. Algorithm 1 describes how
this class can be recognized.

After all Horn clauses have been recorded inΣ′, all re-
maining clausesC are tested successively (line 3). Ac-
cording to Property 3, when the negative part ofC is UP-
derivable fromΣ, this negative part is considered as an addi-
tional Horn clause and recorded inΣ′ (lines 5 and 6). Else,
the second part of Property 3 is implemented in lines 10 to
12. The tests of lines 10 and 15 translate Property 4. In
order to obtainU -PRes(C), the tests in lines 17 to 19 al-
low the insertion withinΣ′ of the smallest clause (w.r.t. its
number of positive literals). In line 20, a call is made to a
procedure described in [13] to get rid of redundant clauses
modulo PU. Finally, the initial formulaΣ is U-Horn if and
only if the simplified formulaΣ′ is Horn.

4 Experimental results

In order to assess the practical interest of this pre-
treatment, a variant of Algorithm 1 (without line 16) has

Algorithm 1 : isU-Horn
Input : a SAT instanceΣ
Output : true if Σ is U-Horn;false otherwise
begin1

Σ′ ← {C|C ∈ Σ s.t. isHorn(C)};2

forall C ∈ Σ s.t.C = {¬n1, . . . ,¬nn, p1, . . . , pp},3

with n ≥ 0 andp > 1 do4

if Σ |=∗ {¬n1, . . . ,¬nn} then5

Σ′ ← Σ′ ∪ {{¬n1, . . . ,¬nn}};6

else7

Σ′′ ← ∅ ; C′ ← C;8

forall pi ∈ C do9

if Σ |=∗ {¬n1, . . . ,¬nn, pi} then10

if Σ |=∗{¬n1, . . . ,¬nn,¬pi} then11

Σ′ ← Σ′ ∪ {{¬n1, . . . ,¬nn}} ;12

else13

Σ′′←Σ′′∪{{¬n1, . . . ,¬nn, pi}};14

else ifΣ|=∗{¬n1, . . . ,¬nn,¬pi}then15

C′ ← C′ \ {pi};16

if {¬n1, . . . ,¬nn} 6⊂ Σ′ then17

if Σ′′ = ∅ then Σ′ ← Σ′ ∪ {C′};18

elseΣ′ ← Σ′ ∪ Σ′′;19

Σ′ ← redundancyUP (Σ′);20

return isHorn(Σ′);21

end22

been implemented and experimented. Due to computational
reasons, it does not manipulate two CNF (Σ and Σ′) as
shown in Algorithm 1 but makes use of a same CNFΣ.
Consequently, the reduced CNF depends on the order ac-
cording to which the clauses are considered, and running
the program once does not guarantee that all possible sim-
plifications are made, whereas Algorithm 1 ensures this
last point. To perform all possible simplifications, the pro-
gram must be iterated until no new Horn clause is produced.
The program has been run on various benchmarks from the
DIMACS depository [9] and from the last SAT competi-
tions (www.satcompetition.org). All experimenta-
tions have been conducted on an Intel(R) Xeon(TM) CPU
3.00GHz with 2Go of memory under Linux CentOS release
4.1. Interestingly enough, some instances were reduced to
polynomial-time ones, running the program just once. In
Table 1, all instances belonging to the U-Horn class are
given: 99 instances belonging to U-Horn class have been
found within (almost) 1600 tested instances. For each in-
stance, its name, its size (#var. and #cla.), the number of
propagations (#UP) and the time spent in seconds to reduce
the instance to U-Horn are given. When the program is it-
erated until no new Horn clause is produced, 28 additional
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CNF instances # var. # cla. #UP time (s.) CNF instances # var. #cla. #UP time (s.)
aim-100-1 6-yes1-4 100 160 179 0 IBMFV 2004 rule batch. . .

aim-100-2 0-yes1-2 100 200 456 0 IBM. . .04 SAT dat.k15 15300 65598 397812 0.25
aim-100-6 0-yes1-1 100 600 2502 0 IBM. . .05 SAT dat.k15 25128 134922 1708357 1.22
aim-100-6 0-yes1-2 100 600 2534 0 IBM. . .15 SAT dat.k100 226970 893496 2432156 2.46
aim-100-6 0-yes1-3 100 600 777 0 IBM. . .15 SAT dat.k15 30790 119911 184301 0.19
aim-100-6 0-yes1-4 100 600 568 0 IBM. . .15 SAT dat.k20 42330 165416 252596 0.26
aim-200-6 0-yes1-2 200 1200 6113 0.01 IBM. . .15 SAT dat.k25 53870 210921 329216 0.33
aim-200-6 0-yes1-4 200 1200 696 0 IBM. . .15 SAT dat.k30 65410 256426 413391 0.42
aim-50-2 0-yes1-2 50 100 218 0 IBM. . .15 SAT dat.k35 76950 301931 506031 0.5
aim-50-2 0-yes1-3 50 100 250 0 IBM. . .15 SAT dat.k40 88490 347436 606086 0.6
aim-50-2 0-yes1-4 50 100 156 0 IBM. . .15 SAT dat.k45 100030 392941 714746 0.71
aim-50-6 0-yes1-1 50 300 516 0 IBM. . .15 SAT dat.k50 111570 438446 830681 0.83
aim-50-6 0-yes1-2 50 300 692 0 IBM. . .15 SAT dat.k55 123110 483951 955361 0.99
aim-50-6 0-yes1-3 50 300 440 0 IBM. . .15 SAT dat.k60 134650 529456 1087176 1.07
aim-50-6 0-yes1-4 50 300 1621 0 IBM. . .15 SAT dat.k65 146190 574961 1227876 1.22
cnf-r1-b3-k1.2 660004 5281 56944 0.21 IBM. . .15 SAT dat.k70 157730 620466 1375571 1.38
cnf-r1-b4-k1.1 397893 7089 105048 0.18 IBM. . .15 SAT dat.k75 169270 665971 1532291 1.53
cnf-r1-b4-k1.2 922148 6818 60079 0.29 IBM. . .15 SAT dat.k80 180810 711476 1695866 1.69
cnf-r2-b2-k1.2 406052 6064 54402 0.15 IBM. . .15 SAT dat.k85 192350 756981 1868606 1.88
cnf-r2-b3-k1.2 668180 9169 100807 0.27 IBM. . .15 SAT dat.k90 203890 802486 2048061 2.06
cnf-r2-b4-k1.1 406052 12784 178182 0.25 IBM. . .15 SAT dat.k95 215430 847991 2236821 2.26
cnf-r2-b4-k1.2 930282 12464 175575 0.37 IBM. . .22 SAT dat.k10 18919 77414 596987 0.4
jnh10 100 850 6737 0.02 IBM. . .22 SAT dat.k15 29833 122814 1249118 0.96
jnh11 100 850 11187 0.02 IBM. . .22 SAT dat.k20 40753 168249 1845706 1.48
jnh12 100 850 5323 0.01 iso-brn005.shuffled 1130 9866 13572 0.02
jnh13 100 850 4940 0.01 f19-b21-s0-0 746 3517 23805 0.03
jnh14 100 850 3362 0.01 f27-b10-s0-0 193 1113 8268 0.01
jnh15 100 850 7544 0.01 f27-b1-s0-0 193 1113 9401 0.01
jnh18 100 850 16943 0.03 f27-b2-s0-0 193 1113 5614 0.01
jnh19 100 850 10836 0.02 f27-b3-s0-0 193 1113 8716 0.01
jnh202 100 800 4641 0.01 f27-b4-s0-0 193 1113 5992 0.01
jnh203 100 800 18563 0.03 f27-b5-s0-0 193 1113 5626 0.01
jnh208 100 800 16108 0.03 f27-b8-s0-0 193 1113 7702 0.01
jnh20 100 850 8478 0.02 f27-b9-s0-0 193 1113 8684 0.01
jnh211 100 800 3030 0.01 f83-b11-s0-0 1000 43900 318968 0.74
jnh214 100 800 12131 0.02 f83-b14-s0-0 1000 43540 811348 1.61
jnh215 100 800 10558 0.02 f83-b17-s0-0 1000 43900 180456 0.37
jnh216 100 800 12821 0.02 par8-1-c 64 254 5613 0
jnh2 100 850 2201 0 par8-1 350 1149 9224 0
jnh302 100 900 246 0 par8-2 350 1157 7641 0
jnh303 100 900 13452 0.03 par8-4-c 67 266 6216 0
jnh304 100 900 1720 0 par8-4 350 1155 10248 0.01
jnh305 100 900 5348 0.01 par8-5 350 1171 7978 0
jnh307 100 900 2211 0 pitch.boehm 1192 6361 656 0.01
jnh308 100 900 15155 0.03 qg5-10.shuffled 1000 43900 318968 0.69
jnh309 100 900 2460 0.01 qg6- 10.shuffled 1000 43540 811348 1.62
jnh310 100 900 3054 0.01 qg7-10.shuffled 1000 43900 180456 0.37
jnh4 100 850 5955 0.01 3col205 5.shuffled 40 176 774 0
jnh5 100 850 4151 0.01 3col205 6.shuffled 40 176 656 0
jnh8 100 850 4749 0.01 3col205 7.shuffled 40 176 903 0
jnh9 100 850 3099 0.01 3col205 9.shuffled 40 176 438 0

Table 1. U-Horn instances

instances are reduced to U-Horn. They are given in Table
2 where “removed cla” (resp. “removed var”) represents
the ratio (in percents) of clauses (resp. variables) removed
by the method and where “#lit” represents the total number
of litterals that have been removed. Even when this pre-
treatment does not conduct the instance to be reduced to a
polynomial-time one, the global size of the instance is often
decreased in a significant manner, whereas its polynomial
subpart is increased accordingly. Interestingly, this reduc-
tion appears valuable from a global problem-solving point
of view. In Table 3, the time required to solve instances us-
ing Minisat [12] with the time spent by a combination of the
pre-treatment with Minisat are compared. In this table, the
columns “Minisat” represent the time consumed by Minisat

to solve the original instance (“original”) and the simplified
one (“simplified”); and the columns “%profit” represents
the gain (in percents) obtained by the pre-treatment when
the simplification time is taken into account either together
with the satisfiability checking time (“total”) or not (“par-
tial”).

5 Related works

The U-Horn SAT class exhibits a limited similarity with
Dalal’s Quad fragment [4]. Indeed, both approaches make
use of a sub-clauses deduction procedure, using unit prop-
agation inference rules. However, the approach in this pa-
per differs from Dalal’s one in several ways. First, it re-
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instance size removed
CNF Instances #var. #cla. cla var #lit. #UP time (s.)
een-tipb-sr06-par1 163647 484831 94% 95% 252004 68362283 38.98
ezfact1610.shuffled 193 1113 26% 34% 335 5614 0.01
ezfact163.shuffled 193 1113 37% 44% 479 5992 0.01
f32-b2-s0-0 40 176 70% 69% 178 941 0
f32-b4-s0-0 40 176 85% 77% 163 919 0
f33-b9-s0-0 80 346 88% 80% 391 5867 0
f6-b2-s2-20 478 1007 95% 92% 532 14216 0
IBM FV 2004 rule batch03 SAT dat.k30 29079 118925 44% 55% 31075 1393665 1.07
IBM FV 2004 rule batch05 SAT dat.k10 15399 81447 87% 93% 33203 1252239 0.76
IBM FV 2004 rule batch05 SAT dat.k20 34863 188452 74% 82% 72024 7798669 5.49
IBM FV 2004 rule batch05 SAT dat.k25 44598 241982 67% 75% 86760 18851484 16.38
IBM FV 2004 rule batch05 SAT dat.k30 54333 295512 60% 67% 99477 31503131 26.84
IBM FV 2004 rule batch06 SAT dat.k15 17501 75616 43% 49% 18130 1278040 1.07
IBM FV 2004 rule batch06 SAT dat.k20 23826 103226 71% 78% 41764 12961178 10.17
IBM FV 2004 rule batch10 SAT dat.k15 40278 159501 33% 35% 26022 8285670 6.89
IBM FV 2004 rule batch1 11 SAT dat.k10 28280 111519 47% 49% 25573 58410957 42.46
IBM FV 2004 rule batch18 SAT dat.k10 17141 69989 48% 55% 19878 13050828 8.7
IBM FV 2004 rule batch19 SAT dat.k10 21823 83902 24% 31% 13250 298260 0.26
IBM FV 2004 rule batch19 SAT dat.k15 34697 134023 17% 22% 14917 508638 0.47
IBM FV 2004 rule batch19 SAT dat.k20 47577 184178 17% 23% 23258 14607263 12.98
IBM FV 2004 rule batch20 SAT dat.k10 17567 72087 36% 41% 14004 5226452 3.63
IBM FV 2004 rule batch21 SAT dat.k10 15919 65180 35% 39% 11897 267966 0.21
IBM FV 2004 rule batch21 SAT dat.k15 25213 103881 25% 28% 13564 471438 0.39
IBM FV 2004 rule batch21 SAT dat.k20 34513 142616 26% 30% 21454 9624852 7.38
IBM FV 2004 rule batch22 SAT dat.k25 51673 213684 24% 27% 28739 30219471 22.32
IBM FV 2004 rule batch23 SAT dat.k10 18612 76086 41% 48% 16035 69713 0.09
IBM FV 2004 rule batch27 SAT dat.k10 6477 27070 62% 70% 10054 3826810 2.15
rip08.boehm 471 263 92% 59% 145 8728 0.01
x6dn.boehm 521 1255 86% 84% 1022 137818 0.07

Table 2. Reduction of SAT instances using several runs

mains independent from the considered literals ordering.
Secondly, a single polynomial fragment is considered in-
stead of several ones in Dalal’s work, which as a conse-
quence does not deliver a linear-time pre-treatment. Fi-
nally, the use of other treatments based on the removal of
redundant clauses [13] and of other reductions operations
in our pre-treatment makes the two classes incomparable
ones. Obviously enough, the idea of pre-treating SAT in-
stances is not a new one. Many modern SAT solvers include
some pre-treatment techniques. For instance, C-SAT [11]
made a restricted use of resolution as a polynomial-time
pre-treatment, and some DPLL algorithms start with local
search runs that, when they fail to prove consistency, are ex-
ploited in the further complete search [17]. More recently,
Satellite, which is the pre-treatment used in one of the state-
of-the-art satisfiability solver, simplifies the instance using
variable elimination [1]. Due to its linear-time character,
the unit propagation algorithm has been exploited in sev-
eral ways in the context of SAT, in addition to being a key
component of DPLL-like procedures. For example, C-SAT
and Satz used a local treatment during important steps of
the exploration of the search space, based on UP, to derive
implied literals and detect local inconsistencies, and guide
the selection of the next variable to be assigned [11, 16]. In
[15], a double UP schema is explored in the context of SAT
solving. In [19, 14], UP has been used as an efficient tool to
detect functional dependencies in SAT instances. The UP
technique has also been exploited in [6] in order to derive

subclauses by using the UP implication graph of the SAT
instance, and speed up the resolution process.

6 Conclusions and perspectives

In this paper, a new linear-time pre-treatment technique
for SAT instances has been introduced. It is based on the
efficiency of the unit propagation algorithm, which is ex-
ploited in order to attempt to increase the polynomial sub-
part of the targeted SAT instances. Interestingly enough,
benchmarks from the SAT competitions that were so far
believed to be hard-to-solve problems have been proved to
be polynomial SAT instances, and solved accordingly. As
such, the pre-treatment is also valuable in that it often in-
creases the efficiency of the satisfiability checking global
process. We plan to extend this technique w.r.t. other poly-
nomial fragments of SAT in the future.
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techniques thanks to local search.Annals of Mathematics
and Artificial Intelligence, 22:309–322, 1998.

[18] M. W. Moskewicz, C. F. Madigan, Y. Zhao, L. Zhang,
and S. Malik. Chaff: Engineering an efficient SAT solver.
In Proceedings of the 38th Design Automation Conference
(DAC’01), pages 530–535, 2001.

[19] R. Ostrowski, B. Mazure, L. Saı̈s, andÉ. Grégoire. Elimi-
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Abstract

SAT is probably one of the most-studied constraint satisfaction problems. In
this paper, a new hybrid technique based on local search is introduced in order to
approximate andextract minimally unsatisfiablesubformulas (in short, MUSes) of
unsatisfiable SAT instances. It isbased onan original counting heuristic grafted to
a local search algorithm, which explores the neighborhood of the current interpre-
tation in an original manner, making use of a criti cal clause concept. Intuitively, a
criti cal clause is a falsified clause that becomes true thanks to a local search flip
only when some other clauses become false at the same time. In the paper, the
criti cal clause concept is investigated. It is shown to be the cornerstone of the ef-
ficiency of our approach, which outperforms competing ones to compute MUSes,
inconsistent covers and sets of MUSes, most of the time.

1 Introduction

SAT is probably one of the most-studied constraint satisfaction problems: it consists
in checkingwhether a set of Boolean clauses admits at least one truth assignment that
satisfies all clauses. There is a large and very active CSP-related research community
involved with both thetheoretical andexperimental algorithmic studiesof SAT, and its
applicationto variouscomputer-sciencedomains(see e.g. http://www.SATlive.org).

In this paper, a new hybrid technique based on local search (in short, LS) is in-
troduced to approximate and extract minimally unsatisfiable subformulas (in short,
MUSes) of unsatisfiableSAT instances. ExtractingMUSescan provevaluablein many
applications, because it circumscribes what is wrong with an instance. For example,
when we check the logical consistency of knowledge-bases, we prefer knowingwhich
pieces of information are contradicting one another rather than only knowing that the
whole base is contradictory. MUSes provide such a kind of information, as they rep-
resent thesmallest explanations-in termsof thenumber of involved constraints- of in-
feasibilit y. Indeed, many application domainslikemodel-based diagnosis, knowledge-
basevalidation or VLSI correctnesschecking, requiresuch explanationsto bedelivered
in case of infeasibilit y.

1
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Interestingenough, our techniqueisbased onan original counting heuristic grafted
to a local search algorithm, which explores the neighborhood of the current interpre-
tation in an original manner, making use of the critical clause concept. Intuitively, a
critical clause is a falsified clause that becomes true thanks to a local search flip only
when some other clauses becomefalse at the same time. In the paper, this concept is
investigated. It is shown to be thekey to the efficiency of our approach, which outper-
formscompeting onesto approximate andcomputeMUSesmost of thetime. Although
it isbased onaheuristic and local search, our techniqueiscomplete in thesense that it
alwaysdeliversaMUS for any unsatisfiableSAT instance.

In the second part of the paper, the technique is extended to the issue of extract-
ing strict inconsistent covers, which consists of a set-theoretical union of independent
MUSes that would allow the SAT instance to become satisfiable if this set were re-
moved from the instance. Such a concept is introduced as a viable trade-off between a
number of MUSes that can be exponential in the sizeof the instance, and the need to
provide a computational approach that deliversenoughinfeasibilit y causes in order for
theunsatisfiabilit y to be fully explained.

The paper is organized as follows. In the next section, the necessary technical
backgroundis provided, and the MUS and inconsistent cover concepts are presented
formally. Then, the complexity properties of computing MUSes are recalled, and our
study is positioned with respect to the major related works. In section 4, the crucial
notion of critical clause is introduced and analyzed. In section 5, the new approach
to approximateor compute one MUS is presented. Extensive experimental results are
given in section 6. Next, the approach isextended to computestrict inconsistent covers.
Before we conclude, section 8 shows how the approach can be extended to compute
setsof MUSes, or even compute all MUSesof aSAT instance.

2 MUSes and Inconsistent Covers

Let L be astandard Boolean logical languagebuilt onafiniteset of Boolean variables,
denoted a, b, etc. Formulas will be denoted using upper-case letters such as C. Sets
of formulas will be represented using Greek letters like Γ or Σ. An interpretation is
a truth assignment function that assigns values from {true, false} to every Boolean
variable. A formula is consistent or satisfiable when there is at least one interpretation
that satisfies it, i.e. that makes it become true. An interpretation will be denoted by
upper-case letters like I and will be represented by the set of literals that it satisfies.
Actually, any formula in L can be represented (while preserving satisfiabilit y) using
a set (interpreted as a conjunction) of clauses, where a clause is a finite disjunction of
literalsandwhere aliteral isBoolean variablethat can benegated. SAT isthe canonical
NP-complete problem that consists in checking whether a set of Boolean clauses is
satisfiable or not, i.e. whether there exists an interpretation that satisfies all clauses in
theset or not.

Let usalso recall theSAT-related optimization problem, namely max-SAT.

Definition 1 Given a SAT instanceΣ, max-SAT consists in finding amaximal number
of clausesof Σ that can besatisfied under a same interpretation.

2
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When aSAT instanceisunsatisfiable, it exhibitsat least oneminimally unsatisfiable
subformula, in short oneMUS.

Definition 2 A MUSΓ of a SAT instanceΣ is a set of clauses s.t.
1. Γ ⊆ Σ
2. Γ is unsatisfiable
3. Every proper subset of Γ is satisfiable

In thefollowing, another crucial concept is thenotion of (strict) inconsistent cover.

Definition 3 Two sets of clauses are independent iff their intersection is empty. One
(strict) inconsistent cover IC of an unsatisfiableSAT instanceΣ isa set-theoreticunion
of (independent) MUSesof Σ s.t. Σ\IC is satisfiable.

It should be noted that a same unsatisfiable instance can exhibit several different
strict inconsistent covers. For example, let Σ = {a, b,¬a ∨ ¬b,¬a, c,¬c ∨ a}. Σ
contains 3 MUSes: MUS1 = {a,¬a}, MUS2 = {a, b,¬b ∨ ¬a} and MUS3 =
{¬a, c,¬c ∨ a}. Σ contains 2 strict inconsistent covers, namely IC1 = MUS1 and
IC2 = MUS2 ∪MUS3.

Althougha strict inconsistent cover does not provide us with the set of all MUSes
that may bepresent in a formula, it encodesaseriesof minimal explanationsfor unsat-
isfiabilit y that are sufficient to explain enoughsources of infeasibilit y in order for the
whole formula to regain satisfiabilit y if they were all fixed.

A straightforward result is that astrict inconsistent cover enablesus to get a lower-
bound of the number of clauses that are assigned false in a max-SAT solution of an
unsatisfiableSAT instance.

Property 1 Let Σ be an unsatisfiable SAT instance. Let IC be a strict inconsistent
cover of Σ. Let |IC| be the number of independent MUSes contained in IC. For any
interpretationI of Σ, at least |IC| clausesof Σ arefalse under I.

Proof By definition, strict inconsistent coverscontain MUSeswith empty intersection.
Since at least one clauseper MUSisassigned false under any interpretationI, at least
|IC| clausesare thus falsified under I. �

3 Computational Complexity and Related Works

The worst-case complexity of computingMUSes is high. Indeed, checking whether a
set of clauses is a MUS or not is DP-complete [26], and checking whether a formula
belongs to the set of MUSes of an unsatisfiable instanceor not, is in Σp

2 [10]. More-
over, the number of MUSes can be exponential in the size of the instance. Indeed,
the cardinality of the set of MUSes of an n-clauses instanceis Cn/2

n in the worst case.
However, let us stressthat the number of MUSes remains often tractable in real-li fe
situations. For example, in model-based diagnosis[15], based onexperimental studies,
it is often assumed that single faults occur, which are often expressed througha small
number of MUSes.

3
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Recently, several approaches have been proposed to approximate or compute
MUSes. Unfortunately, they concernspecific classesof clausesor they remain tractable
for small i nstances only. Amongthem, Bruni [6] has shown how a MUS can be ex-
tracted in polynomial time throughlinear programmingtechniquesfor clausesexhibit-
ingaso-called integral point property. However, only restrictive classesof clausesobey
such aproperty (mainly Horn, renamableHorn, extended Horn, balanced andmatched
ones). Other studies about the computational complexity and the algorithmic proper-
ties of extracting MUSes for specific classes of clauses can be foundin [2, 8, 11]. In
[5], Bruni has also proposed an approach that approximates MUSes by means of an
adaptativesearch guided byclauseshardness. ZhangandMalik havedescribed in [28]
a way to extract MUSes by learning nogoods involved in the derivation of the empty
clause by resolution. In [21], Lynce and Marques-Silva have proposed a complete
and exhaustive technique to extract one smallest MUS of a SAT instance. Together
with Mneimneh, Andraus and Sakallah [24], the same authors have also proposed an
algorithm that makesuse of iterativemax-SAT solutions to computesuch smallest un-
satisfiable subsets of clauses. Oh and her co-authors have presented in [25] a Davis,
Putnam, Logemannand LovelandDPLL-oriented approach that is based ona marked
clause concept to allow one to approximateMUSes. LiffitonandSakallah haveshown
how MUSescan be computedthroughthedual concept of maximally satisfiablesubsets
[20]. In [12], this latter approach hasbeen successfully hybridized with an appropriate
local search technique, in order to get some strategic informationallowing both NP et
CoNPtests to be avoided, reducing theglobal computingtimemost often.

In [23], a heuristic was also proposed to approximateMUSes, based onthe exper-
imental finding that clauses that are most often falsified during a failed local search
often belong to MUSes. It has also been used to improve the performanceof DPLL-
like complete algorithms[7]. To some extent, the study presented in this paper can be
understoodasa powerful variant andextension of this former technique.

4 A New Heur istic to Detect MUSes

In [23], it was first shown how local search can be helpful for approximatingMUSes.
Thebasic ideais that clausesthat areoften falsified duringa failed local search for sat-
isfiabilit y belongmost probably to MUSes, when the instanceisactually unsatisfiable.
When the score of a clause is the number of times it has been falsified during a failed
local search (in short, failed LS), discriminating the clauses with a high score can de-
liver a goodapproximation of the set of MUSes. Such a heuristic has been studied in
an extensivemanner in [22] and [23]. It hasalso been extended in several ways to ad-
dressdecisionand optimization problemsthat belongto higher levelsof thepolynomial
hierarchy (see e.g. [13, 4, 14, 3]).

In the following, the SAT instance is assumed to be unsatisfiable. The aforemen-
tioned heuristic can requireus to increment thescoreof clauseseven when they do not
actually belong to any MUS. Unlesswe solve the problem of finding MUSes itself,
we can only rely on some heuristic indications about the extent to which a currently
falsified clause could or could not belongto aMUS. In thisrespect, we claim that some
relevant partsof theneighborhood of the current interpretationcan be checked and pro-

4
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vide more informationabout whether a currently falsified clause C should be counted
or not. The ideais to take thestructureof C into account and to increment thescoreof
C only when it cannot be satisfied without conducting other clauses to be falsified in
their turn. We shall seethat this technique implements definitions that approximate a
property that is intrinsic to clausesbelongingto MUSes.

To ill ustrate this concept, let usconsider the followingexample. Let ∆ = {a∨ b ∨
c,¬a ∨ b,¬b ∨ c,¬c ∨ a,¬a ∨ ¬b ∨ ¬c}. ∆ is unsatisfiable and is its own MUS. Let
I = {a, b, c} be an interpretation. Under this interpretation, only the ¬a ∨ ¬b ∨ ¬c
clause is falsified. In thefollowing, theonce-satisfied clause concept will proveuseful.

Definition 4 A clauseC isonce-satisfied under aninterpretationI iff exactly only one
literal of C is satisfied under I.

In the above example, the clauses¬a∨b,¬b∨c and¬c∨a areonce-satisfied under
I = {a, b, c}.

Definition 5 A clause C falsified under the interpretation I is critical w.r.t. I iff the
oppositeof every literal of C belongs to a clause that is once-satisfied under I. These
once-satisfied clauses that arenot tautological onesare called linked to C.

In the example,¬a∨¬b∨¬c isboth falsified under I andcritical w.r.t. I; itsrelated
linked clausesare theonce-satisfied ones¬a ∨ b, ¬b ∨ c and¬c ∨ a.

The roleof thesedefinitions iseasily understoodthanksto the following property.

Property 2 Let C be a critical clause w.r.t. an interpretation I, then any flip from I

to I ′ such that C is satisfied under I ′ will conduct I ′ to falsify at least one clause that
was satisfied under I.

Proof If C is critical then for each literal l of C, ∃ C′ s.t. C′ is once-satisfied w.r.t. I

and l̄ belongs to C′. C is falsified under I, thus l is false under I and l̄ is true under
I. l̄ is the only satisfied literal of C′, accordingly if the value of l is reversed then C′

becomesfalsified. �

In order to discriminate clauses belonging to MUSes, the ideais to increment the
scoresof critical clausesduringthesearch, together with their linked (satisfied) clauses,
rather than increment thescoresof all falsified clauses. Such a technique can be easily
grafted to a LS algorithm and the updates can be easily computed. Actually, it imple-
ments definitions that approximate aproperty that is obeyed by clauses belonging to
MUSes.

Property 3 Let I be an interpretation giving an optimal result for max-SAT on an
unsatisfiable instanceΣ. Then, any falsified clause C under I belongs to at least one
MUS of Σ andiscritical w.r.t. I. Moreover, at least oneonce-satisfied clause linked to
C also belongsto a MUS of Σ.

Proof Any falsified clause under I belongs to a MUS because I is optimal w.r.t. the
number of satisfied clauses and at least one clause of each MUS cannot be satisfied.

5
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Thefact that any falsified clauseunder I iscritical isproved thanksto Property 5 since
I is a global mimimum. I is optimal with respect to the number of satisfied clauses,
thus at most one clause per MUS is falsified. Also, if one flip allows us to satisfy one
of theses clauses, another clause of the MUS becomes falsified. Accordingly, at least
oneonce-satisfied clause linked to afalsified clauseunder I belongsto aMUSof Σ. �

Countingcritical clausesduringa local search runcan thusbe interpreted as trying
to find an approximation of a MUS in the sense that clauses and their linked ones are
considered during the whole search, and not w.r.t. an interpretation delivering a solu-
tion of max-SAT. Indeed, being a critical clause is neither a necessary nor a sufficient
condition to belong to a MUS. As the following example ill ustrates, a critical clause
w.r.t. an interpretation that is not an optimal one w.r.t. max-SAT for an unsatisfiable
formulamight not belongto a MUS. Let ∆ = {a ∨ d,¬a ∨ ¬b,¬d ∨ e, f,¬e ∨ ¬f}.
Clearly, ∆ is satisfiable. ¬e ∨ ¬f is falsified under I = {a, b, d, e, f} and is crit-
ical w.r.t. I. Moreover, a clause from a MUS that is falsified under a given inter-
pretation I is not necessary critical w.r.t. I, as the following example shows. Let
∆ = {a ∨ d, b,¬a ∨ ¬b,¬d ∨ e, f,¬e ∨ ¬f}. Clearly, ∆ is a minimal unsatisfiable
set of clauses. ¬a ∨ ¬b is falsified under I = {a, b, d, e, f}. However, it is not critical
w.r.t. I. Fortunately, the following property ensures that all clauses from a MUS can
bescored by theheuristic.

Property 4 Let Γ be a MUS. For all clauses C ∈ Γ, there exists an interpretation I

s.t. C is critical w.r.t. I.

Proof Let Γ be aMUS and C be a clause s.t. C ∈ Γ. By definition of a MUS, Γ \ C

is satisfiable. Let M be amodel of Γ \ C. Let us prove that C is critical w.r.t. M .
First, C is falsified. Indeed, if C is not falsified then Γ exhibits a model M . This is
impossiblebecauseΓ isaMUS. Second, C iscritical. Indeed, if any variableoccurring
in C is flipped w.r.t. M , then at least one clause of Γ becomes unsatisfied sinceΓ is
unsatisfiable. That meansthat thisnew unsatisfied clausewasonce-satisfied andlinked
to C. Accordingly, C is critical w.r.t. M . �

Thisproperty ensures that any clause that takespart to a MUS can be critical w.r.t.
at least one interpretation. As such, this property does not guaranteethat our scoring
heuristic will allow us to exhibit all clauses belonging to MUSes. Indeed, it does not
indicate that a LS run will necessary increment the score of all such clauses at least
once since LS does not necessary visit all i nterpretations. However, the following
property and its corollary provideuswith agoodindication that LS will probably visit
interpretationswhere clausesbelongingto MUSesare critical. Indeed, it iswell -known
that LS is in general attracted by local minima. Property 5 ensures that all falsified
clausesare critical in local or global minima.

Definition 6 A local minimum is an interpretation s.t. no flip can increase the num-
ber of satisfied clauses. A global minimum (or max-SAT solution) is an interpretation
delivering amaximal number of satisfied clauses.

6
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Property 5 In (local or global) minima, all falsified clausesare critical.

Proof If avariableoccurringin a falsified clausew.r.t. aminimum isflipped, then this
clause is satisfied and at least one previously satisfied clause becomes falsified, since
in minima no flip can increase the number of satisfied clauses. That means that this
new unsatisfied clause was once-satisfied. Accordingly, the initial falsified clause was
critical. �

A corollary ensures that at least one clauseper MUSis critical in such minima.

Corollary 1 In (local or global) minima, at least one clauseper MUSiscritical.

Let us ill ustrate the possible role of critical clauses in computing MUSes through
an example.

Example1 Let Σ bea SAT instancesuch that :

Σ =























































a ∨ b ∨ c, ←
¬b ∨ e,

¬a ∨ b ∨ c,←
¬a ∨ ¬b, ←
a ∨ d,

b ∨ ¬c, ←
¬d ∨ e,

a ∨ ¬b, ←
¬e ∨ ¬f

Σ isunsatisfiableand hasa uniqueMUS. Clausesthat formthisMUS arepostfixed
by an arrow. Let I = {¬a,¬b, c, d, e, f} be the current interpretation explored by a
local search run. b∨¬c and¬e∨¬f are theonly clausesof Σ that are falsified under
I. Each falsified litteral is underlined. If a counting heuristic considers all falsified
clauses in order to approximateandcomputea MUS, then these two clauseswill have
their counters incremented although only b ∨ ¬c belongsto theMUS. Considering the
neighborhood of the current interpretation using the critical clause concept enables
us to score the right clause only. In fact, b ∨ ¬c is critical w.r.t. I whereas the other
falsified clause is not. Indeed, if we turn it to true by flipping c in I, then a ∨ b ∨ c

becomes falsified, as it was once-satisfied w.r.t I. A similar phenomenon happens if
we flip b. Let us stressthat these two once-satisfied linked clauses also belongto the
unique MUS of Σ. On the contrary, ¬e ∨ ¬f can be satisfied by performing one flip
without falsifying any another clause. It should thusnot bescored in order to augment
itsprobableMUS-membership status.

5 Approximating and Computing oneMUS

In the following, it is shown that a meta-heuristic based onscoring critical clauses is
viable in order to approximate or compute MUSes. Actually, due to implementation

7
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Algor ithm 1: AOMUS algorithm
Input: an unsatisfiableSAT formulaΣ
Output: an Approximation of OneMUSof Σ
begin1

stack ←− ∅ ;2

while (LS + Score(Σ) fails to find amodel) do3

push(Σ) ;4

Σ←− Σ \ LowestScore(Σ) ;5

repeat6

Σ←− pop() ;7

until Σ isUNSAT ;8

return Σ ;9

end10

Algor ithm 2: fine-tune procedure
Input: an approximation of aMUS of Σ
Output: a MUS extracted from Σ
begin1

foreach clause c ∈ Σ sorted accordingto their scoresdo2

if Σ \ {c} is unsatisfiable then3

Σ←− Σ \ {c} ;4

return Σ ;5

end6

efficiency constraints, weupdatethescoresof critical clausesonly. Updatingthescores
of their linked clauses does not lead to dramatic performanceimprovements, at least
w.r.t. our selected LS algorithm and tested benchmarks.

The main ideais as follows. Let Σ be an unsatisfiable SAT instance. While local
search fails to find a model of Σ, we remove clauses of Σ that have the lowest scores.
We record the obtained sub-formulas on a stack. Next, the unsatisfiabilit y of the last
subformula where LS fails to find a model is checked. If this subformula is unsatisfi-
able, then it isan approximation of a MUS of Σ. Otherwise, thisunsatisfiabilit y check
is repeated onthe lastly recorded supersets of clauses, successively, until one such set
isproven unsatisfiable. Thisalgorithm is called AOMUS (ApproximateOneMUS) and
isdescribed in Algorithm 1.

Then an exact MUS can be obtained by a step-by-step minimization of the upper-
approximation until the remainingclausesare proven to form a MUS (see[16, 17] for
alternative methods that do not exploit information delivered by a previous LS). This
processis called fine-tune and is described in Algorithm 2. The order according
to which clausesare tested can beguided by the scoreof each clause.

Let us stressthat thisapproach iscompletein thesensthat it will alwaysdeliver one
MUSfor any unsatisfiableinstance. The combination of AOMUSwith thefine-tune

8
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Algor ithm 3: OMUS algorithm
Input: an unsatisfiableSAT formulaΣ
Output: One MUSof Σ
begin1

Σ←− AOMUS(Σ) ;2

Σ←− fine-tune(Σ) ;3

return Σ ;4

end5

procedure is called OMUS (find One MUS) and is described in Algorithm 3. Its effi-
ciency directly dependsonthequality of theupper-approximation. In thenext section,
experimental results show that the approximation delivered by AOMUS is often of a
good quality, because avery small set of clauses is removed by thefine-tune step
and in consequence avery small number of unsatisfiabilit y tests are performed (when
a clause belongsto theMUS, the test amounts to a satisfiabilit y check).

Actually, we refined this basic procedure in the following manner. Assume that
the current computed subformula is actually unsatisfiable; whenever a unique clause
remains falsified during the LS run, we are sure that this clause belongs to all MUSes
of thiscurrent subformula.

We mark these clausesasprotected andthey cannot be removed from Σ thereafter.
Moreover, thisinformationiskept all alongtheprocessbecauseit can provevery useful
during the minimization procedure. After the approximation is computed, the ideais
to remove each clause to check whether it partipates to the infeasibilit y cause of the
formulaor not. However, protected clausesdo not need to be tested, becausewe know
that removing one of them restores satisfiabilit y. Furthermore, when the remaining
falsified clausescontain protected clausesonly, they form one exact MUS. In thiscase,
thefine-tunestep can be omitted sincewe already have extracted an exact MUS of the
formula.

In [19], the clausesof an unsatisfiableCNF formula are classified accordingto their
rolein inconsistency. Specifically, clausesthat belongto every resolutionrefutationare
called necessary, andremovingany of those clausesfrom theformula enablesto regain
satisfiabilit y. To some extent, this concept of necessary clause can be related to the
protected one, since this latter one consits in marking, in an incomplete way, clauses
such that all the constraintscan besatisfied except them. Hence, removingany of them
enables to regain satisfiabilit y of the current generated subformula: protected clauses
are thus necessary clauses of this subformula and belongto any of its MUSes, and to
any MUS of itsunsatisfiablesubsets.

It appears that this refinement provesuseful for many instances’ and allows a dra-
matic efficiency gain for both theAOMUS andOMUS procedures.

The parameters that were selected for these methods are as follows. As a case
study,Walksat [18] with theRnovelty+ optionwaschosen astheLSprocedure. The
following parameterswerefine-tuned based onextensive testson variousbenchmarks.
After each flip of the LS, the score of critical clauses is increased by the number of
their linked clauses. This technique allows us to take the length of critical clauses

9
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into account, since the number of linked clauses depends on the length of the critical
clause in terms of the number of involved literals. Now, clauses whose score is lower
than (min-score + #Flips

#Clauses ) aredropped, wheremin-score is the lowest score for a
clauseof Σ; #Flips and#Clauses arethenumber of performedflipsandthenumber
of clauses in Σ, respectively.

This procedurewas tested extensively on variousunsatisfiable instances from sev-
eral difficult benchmarks from DIMACS [9] and from the annual SAT competitions
[27], and compared with other published approachesto computeMUSes, as described
in thenext section.

6 Experimental Results

Our algorithms have been implemented and compared with previously proposed ap-
proacheson numerousbenchmarks. All experimentshavebeen conducted onPentium
IV, 3Ghz with 1 Go of memory under linuxFedoraCore 4. Time-out indicates that no
result hasbeen obtained within 1 hour CPU time.

First, AOMUS hasbeen compared to thethe currently best algorithmsthat extract an
unsatisfiablesubformulathat is not guaranteed to be aminimal one. Second, the focus
has been onmethods that extract exact MUSes. Except for Bruni’s results which are
just sizeresultsthat wehave extracted from [5], the experimental sizeof thediscovered
smallest unsatisfiabilit y subsetsareprovided, together with theCPU timein secondsto
get them.

Thus, thefirst part of our experimental studyconcernsapproximatemethods, namely
procedures that provide unsatisfiable subformulaswithout ensuring that they are min-
imal ones. First, AOMUS has been compared to a possible variant, where Score is the
basic heuristic from [23], which simply counts the number of times a clause is falsi-
fied. Not surprisingly, our approach proves more efficient. We have also compared
our approach with zCore, the core extractor of zChaff [28]. zChaff is currently
one of the most efficient SAT solvers. We have also ran Lynce and Marques-Silva’s
procedure [21], the AMUSE algorithm [25], and have taken Bruni’s [5] experimental
results into account. For Bruni’s technique, we only mention the experimental results
obtained by the author, sincethis system is not available. Althougha comparisonwith
Bruni’s technique is thusdifficult to achievefrom an experimental side, it appears that
Bruni’s techniquehasbeen experimented onsmall i nstances, only. A typical sampleof
experimental resultsarereported in Table1, which ill ustrateshow AOMUS provesmore
competitivewith respect to both therequired run-timesandthequality of thedelivered
approximationsof MUSes, in thesense that smaller-sizesapproximationsareobtained
most often.

zCore proves quite efficient for single-MUS instances but fails to deliver good
resultswhen several MUSesarepresent. Indeed, zCore doesnot concentrateonfind-
ing one MUS, but on finding proofsof unsatisfiabilit y. AMUSE also behavesvery well
on some benchmarks but proves often lesscompetitive when very large and difficult
multi -MUSes instances are considered, both with respect to run-time results and the
quality of the obtained approximation. For example, let usconsider the FPGA switch-
box series of problems. The fpga_11_* instances have various sizes, in terms of

10
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Table1: ApproximateOne MUS(AOMUS) vs. previousapproaches

Instance #var #cla AMUSE [25] Bruni [6] zCore [28] Scoring like [23] AOMUS
#cla Time #cla #cla Time #cla Time #cla Time

fpga10_11 220 1122 561 73.93 - 561 28.51 561 18.26 561 13.06
fpga10_12 240 1344 663 104.28 - 672 71.27 561 30.11 561 16.9
fpga10_13 260 1586 561 74.61 - 793 166.99 561 51.67 561 25.95
fpga10_15 300 2130 561 80.61 - 1065 570.3 561 128.05 561 44.18
fpga11_12 264 1476 738 928.40 - 738 112.53 738 66.8 738 65.49
fpga11_13 286 1742 870 1971.77 - 871 504.97 738 180.66 738 56.71
fpga11_14 308 2030 856 1200.37 - 1015 1565.6 738 415.32 738 69.55
fpga11_15 330 2340 738 1008.08 - Timeout 738 568.79 738 52.14
aim100-1_6-no-2 100 160 54 0.07 54 54 0.05 53 0.27 53 0.38
aim100-2_0-no-1 100 200 19 0.05 19 19 0.09 19 0.22 19 0.19
aim200-1_6-no-3 200 320 83 0.06 86 83 0.07 83 0.37 83 0.44
aim200-2_0-no-3 200 400 37 0.08 37 37 0.23 37 0.39 37 0.49
aim50-1_6-no-4 50 80 20 0.06 20 20 0.04 20 0.16 20 0.16
aim50-2_0-no-4 50 100 21 0.07 21 21 0.14 21 0.21 21 0.22
2bitadd_10 590 1422 929 148.27 - 815 343.48 1212 42.752 806 189.47
barrel2 50 159 79 0.22 - 77 0.04 100 0.35 77 0.36
jnh10 100 850 119 0.09 161 68 0.88 128 9.35 79 42.25
jnh20 100 850 141 0.11 120 102 0.23 104 21.68 87 48.93
jnh5 100 850 151 0.09 125 86 0.39 140 12.653 88 46.2
jnh8 100 850 156 0.09 91 90 0.22 162 28.964 69 90.53
SGI_30_80_16_90_1 480 30464 Timeout - Timeout Time out Timeout
homer06 180 830 415 34.96 - 415 15.96 415 10.97 415 9.04
homer07 198 1012 506 37.66 - 506 21.6 415 12.59 415 10.67
homer08 216 1212 506 52.42 - 606 44.46 554 23.43 415 19.79
homer09 270 1920 832 217.15 - 960 141.48 415 93.19 504 60.9
homer10 360 3460 1096 195.87 - 940 624.11 1614 148.27 503 466.94
homer11 220 1122 561 324.13 - 561 23.44 561 41.68 561 15.6
homer12 240 1344 672 575.54 - 672 76.19 708 25.92 564 41.03
homer13 260 1586 793 930.83 - 793 152.13 579 67.38 561 76.66
homer14 300 2130 793 999.18 - 1065 714.03 561 347.19 561 28.03
homer15 400 3840 1546 3426.76 - Timeout 677 247.84 561 1048.28
homer16 264 1476 Timeout - 738 115.49 738 78.44 738 61.31
homer17 286 1742 Timeout - 871 369.11 870 127.43 738 68.28
linvrinv2 24 61 51 0.07 - 51 0.05 57 0.17 53 0.11
linvrinv3 90 262 253 0.09 - 250 0.15 250 0.41 244 0.32
linvrinv4 224 689 689 4.15 - 689 22.19 689 21.35 657 19.11
marg5x5 105 512 Timeout - Timeout Time out Timeout

More extensiveresultsare available at http://www.cril.fr/∼piette

both the numbers of involved variables and clauses, but all of them contain the same
738-clauses MUS. AMUSE and zCore get into trouble when they need to focus on
this MUS when the selected instances are large. Actually, the returned subformula is
just asuperset of thisMUSandtherun-timesincreasedramatically with thesizeof the
instance. On the contrary,AOMUS alwaysdelivers thisMUS within a reasonable time.

The second part of our experiments has been devoted to exact methods. To the
best of our knowledge, only one algorithm has been previously proposed in order to
compute one exact MUS. It is called zminimal and is based on the zCore proce-
dure. Actually, it computes an upper-approximation of a MUS thanks to a zCore
call , and then reduces it usingstep-by-step tests, likeour finetune procedure. Both
approacheshavebeen compared and typical experimental resultsaregiven in Table 2.

Once again, our approach provesvery competitive compared to zminimal, since
it wasable to deliver a MUSwithin a reasonabletime for all considered famili esof in-
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Table2: ComputeOneMUS(OMUS) vs. zminimal
Instance #var #cla zminimal OMUS

#cla Time #cla Time
fpga10_11 220 1122 561 49.83 561 13.75
fpga10_12 240 1344 643 548.77 561 17.03
fpga10_13 260 1586 643 3406.71 561 31.89
fpga10_15 300 2130 Timeout 561 68.17
fpga11_12 264 1476 738 105.61 738 66.3
fpga11_13 286 1742 Timeout 738 84.74
fpga11_14 308 2030 Timeout 738 304.4
fpga11_15 330 2340 Timeout 738 85.2
aim100-1_6-no-2 100 160 53 0.10 53 0.38
aim100-2_0-no-1 100 200 19 0.06 19 0.23
aim200-1_6-no-3 200 320 83 0.23 83 0.83
aim200-2_0-no-3 200 400 46 0.09 37 0.54
aim50-1_6-no-4 50 80 20 0.05 20 0.17
aim50-2_0-no-4 50 100 28 0.06 21 0.27
2bitadd_10 590 1422 Timeout 716 268.5
barrel2 50 159 77 0.09 77 0.44
jnh10 100 850 67 0.31 79 42.9
jnh20 100 850 99 0.21 87 75.76
jnh5 100 850 86 0.17 86 46.87
jnh8 100 850 85 0.16 67 99.07
SGI_30_80_16_90_1 480 30464 Timeout Timeout
homer06 180 830 415 15.64 415 9.3
homer07 198 1012 415 540.26 415 19.19
homer08 216 1212 552 572.69 415 24.65
homer09 270 1920 Timeout 415 81.23
homer10 360 3460 Timeout 415 513.11
homer11 220 1122 561 23.94 561 16.32
homer12 240 1344 561 1426.21 561 62.34
homer13 260 1586 Timeout 561 78.51
homer14 300 2130 Timeout 561 30.64
homer15 400 3840 Timeout 561 1104.13
homer16 264 1476 738 328.20 738 62.91
homer17 286 1742 Timeout 738 87.4
linvrinv2 24 61 51 0.07 51 0.17
linvrinv3 90 262 240 0.83 240 0.63
linvrinv4 224 689 651 666.98 651 133.21
marg5x5 105 512 Timeout Timeout

More extensiveresultsare available at http://www.cril.fr/∼piette

stances, whereaszminimal could not providesuch a result within 1 hour CPU time
for the largest and hardest benchmarks. It should be emphasized that the step-by-step
proceduresof bothzminimal andOMUS aresimilar ones. Thus, the experimental re-
sults can be explained as follows. First, AOMUS deliversapproximationsthat are often
of a really better quality than the approximations obtained using zCore. It follows
that the OMUS minimization step requires a fewer number of calls to NP and CoNP
procedures. Moreover, the approximationsdelivered byAOMUS are often built usinga
smaller set of variables, making the subsequent calls to complete methods more effi-
cient. Second, as explained above, AOMUS also delivers a set of so-called ‘protected’
clauses, which do not need to be further tested sinceit is already known that they be-
longto theMUS. Accordingly, a lot of testscan be avoided. In fact, onsomeproblems,
all clauses were found protected and nofurther test was needed to conclude that one
exact MUS hasalready been extracted usingAOMUS.

Let us stressthat theMUSesdiscovered by thesetwo approachesarenot necessary
the same ones (see e.g. thehomer series). Moreover, OMUS extracts smaller MUSes
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Algor ithm 4: ICMUS algorithm
Input: an unsatisfiableSAT formulaΣ
Output: a strict Inconsistent Cover of Σ
begin1

IC ←− ∅ ;2

whileΣ is unsatisfiabledo3

MUS ←−OMUS(Σ) ;4

IC ←− IC ∪MUS ;5

Σ←− Σ \MUS ;6

return IC ;7

end8

thanzminimal does, most often.

7 Extracting Str ict Inconsistent Covers

Theselast years, several approacheshave also been proposed to computeall MUSesof
a SAT instance(e.g. [1, 20]). Unfortunately, these computational approaches remain
often intractablesince, among other things, the number of MUSes in a formula can be
exponential in the sizeof the formula. In this section, a novel methodis introduced to
compute independent MUSes, i.e. MUSes that do not share any clause. The ideamoti-
vating this approach is that independent MUSes expressindependent−uncorrelated−
causes of unsatisfiabilit y inside asame formula. This lead us to the concept of strict
inconsistent cover of an unsatisfiable instance.

Althoughan inconsistent cover doesnot provideus with the set of all MUSes that
may be present in a formula, it gives us a series of minimal explanations for infea-
sibilit y that are sufficient to explain and potentially repair enoughsources of unsat-
isfiabilit y in order for the whole formula to regain satisfiabilit y. Moreover, formulas
can have MUSes that are very small with respect to the sizeof the formula; dropping
or repairing such MUSes can sometimes be sufficient to regain satisfiabilit y. Since
strict inconsistent covers are composed of independent MUSes, one way to obtain a
strict inconsistent cover is to compute asingleMUS, then remove it from the formula,
and repeat these operations until the remaining subformula becomes satisfiable. This
methodis called ICMUS (find a strict Inconsistent Cover of MUSes) and described in
Algorithm 4.

In Table 3, some typical experimental results are provided. Unsurprisingly, a lot
of instances exhibit very small i nconsistent covers in terms of the number of involved
clauses. For example, let us consider the ezfact16_2 instance. This formula con-
tains1113clauses, and possessesoneMUSthat iscomposed of 41clauses. ThisMUS
is in fact a strict inconsistent cover because its removal restores the satisfiabilit y of the
formula. The industrial-related formulaterm1_gr_rcs_w3 exhibits a strict incon-
sistent cover made of 11 small MUSes. Thanks to this result, we can deducethat all
interpretationsfalsify at least 11 clauses. Indeed, as shown in Property 1 astrict incon-
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Table3: Inconsistent coversfor different classesof formulas

Instance #var #cla Time #MUSes in the IC (#var,#cla) for each MUS
dp02u01 213 376 1.19 1 (47,51)
dp03u02 478 1007 362 1 (327,760)
23.cnf 198 474 2.68 1 (165,221)
42.cnf 378 904 9 1 (315,421)
fpga10_11_uns_rcr 220 1122 56 2 (110,561) (110,561)
fpga11_12_uns_rcr 264 1476 128 2 (132,738) (132,738)
ca002 26 70 0.61 1 (20,39)
ca004 60 168 1.11 1 (49,108)
ca008 130 370 5.26 1 (110,255)
term1_gr_rcs_w3 606 2518 6180 11 (12,22) (21,33) (30,58) (12,22) (12,22) (12,22)

(12,22) (12,22) (12,22) (24,39) (21,33)
C220_FV_RZ_14 1728 4508 28 1 (10,14)
C220_FV_RZ_13 1728 4508 46 1 (9,13)
C170_FR_SZ_96 1659 4955 18 1 (81,233)
C208_FA_SZ_121 1608 5278 21 1 (18,32)
C168_FW_UT_851 1909 7491 83 1 (7,9)
C202_FW_UT_2814 2038 11352 304 1 (15,18)
jnh208 100 800 14 1 (76,119)
jnh302 100 900 63 2 (27,28) (98,208)
jnh310 100 900 184 2 (12,13) (90,188)
ezfact16_1 193 1113 203 1 (37,54)
ezfact16_2 193 1113 104 1 (32,41)
ezfact16_3 193 1113 207 1 (63,128)
3col40_5_3 80 346 4.64 1 (64,136)
fphp-012-010 120 1212 57 1 (120,670)

sistent cover enablesus to get an lower-bound of theunsatisfied clauses in a max-SAT
solution of an unsatisfiable instance. Indeed, the extracted MUSes do not share con-
straintsandweknow that all i nterpretationsfalsify at least one clauseper MUS. Let us
also note that inconsistent coversonfpga formulas suggest the presenceof a form of
symmetry in this typeof instances.

8 Approximating theSet of All MUSes

Based on the OMUS procedure, we now addressthe problem of computing the set of
MUSes of unsatisfiable instances, also called clutter by Bruni [6]. Since aMUS can
be “broken” by removing oneof itsclauses, anaive approach consists in removing one
clause of a MUS after this latter one has been discovered by theOMUS procedure, and
then in iterating the process. Such an approach would deliver the right result when
any pair of MUSes exhibits an empty intersection. However, MUSes can have non-
empty intersections. Accordingly, when we remove a clause from a MUS, we actually
break all MUSes containing it. To prevent this drawback from occurring as much
as possible, we should prefer dropping clauses that belong to a minimal number of
MUSes. Accordingly, we have investigated the following heuristic.

As max-SAT is intended to deliver a minimal number of unsatisfied clauses, the
remaining unsatisfied clauses in a max-SAT solution must belong to intersections of
MUSes as much as possible. Accordingly, for each clause, we record the minimum
number of clauses that have been falsified at the same time during a failed LS. After
a MUS is detected, the clause in the MUS with the highest score is removed from the
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Algor ithm 5: ASMUS algorithm
Input: an unsatisfiableSAT formulaΣ
Output: an Approximation of theSet of MUSesof Σ
begin1

S ←− ∅ ;2

whileΣ is unsatisfiabledo3

MUS ←− OMUS(Σ) ;4

S ←− S ∪ {MUS} ;5

c←− a clauseof MUS s.t. c has thehighest score (in termsof6

c←− minimum of number of falsified clauses);7

Σ←− Σ \ {c} ;8

return S ;9

end10

instance.
We call this approach ASMUS (ApproximateSet of MUS) and describe it in Algo-

rithm 5. Clearly, ASMUS is incomplete. However, it delivers very goodresults with
respect to current existingapproaches, as ill ustrated by our experimental investigations
summarized in Table 4. For these experimentations, the time-out was set to 20000
s. AleatX_Y _Z instances are standard generated (unsatisfiable) random ones, with
X variables and Y clauses. XAIMY _Z instances are the mere concatenations of X

AIMα_β instances, whereα = Y
X andβ = Z

Y .
We have compared the ASMUS method with the complete algorithm proposed in

[20] from an experimental point of view. Table 4 shows that both approaches appear
to deliver the exact sets of MUSes on the simple “aim” benchmarks, using similar
run-times. On moredifficult instances like Aleat30_75_*, ASMUS almost extractsall
MUSesand its computationtime is in general better than the completemethod one.

Moreover, Liffiton and Sakallah’s algorithm can get into trouble for larger in-
stances, since aformula can exhibit an exponential number of MUSes and since their
approach aims at computing all MUSes individually, only after having computed all
maximally satisfiable subformulas, which can be intractable. On the opposite, our ap-
proximation technique does not suffer from such a drawback and exhibits an anytime
property sinceMUSes are directly computed one after the other. For example, let us
consider theAleat20_70_2 random instance. It exhibits 70 clauses and these con-
straints form more than 114 000MUSes. Due to the very small size of this formula,
[20] hasbeen ableto compute all MUSes. For larger instancesinvolvingmany MUSes,
like dp02u01 (213 atoms, 376 clauses), the set of MUSes could not be computed
within 20000seconds, while our approach extracted 14MUSes in 26seconds.

9 Conclusions

In this paper, we have introduced a novel local search counting heuristic that proves
useful for extracting minimal explanations of unsatisfiabilit y of SAT instances. It is
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Table4: Findingasmany MUSesaspossible.
Instance #var #cla L.&S. ASMUS

#MUS Temps #MUS Temps
aim100-1_6-no-1 100 160 1 0.18 1 0.31
aim200-1_6-no-1 200 320 1 0.14 1 0.68
aim200-1_6-no-2 200 320 2 0.22 2 0.76
aim200-2_0-no-3 200 400 1 0.12 1 0.56
aim200-2_0-no-4 200 400 2 0.26 2 0.88
Aleat20_70_1 20 70 127510 6.9 6 4.9
Aleat20_70_2 20 70 114948 10.8 13 8.7
Aleat30_75_1 30 75 11 59.82 7 2.2
Aleat30_75_2 30 75 9 26.84 8 2.9
Aleat30_75_3 30 75 10 12.84 10 3.7
Aleat50_218_1000 50 218 Timeout 67 173
Aleat50_218_100 50 218 Timeout 39 126
2AIM100_160 100 160 2 0.21 2 0.69
2AIM400_640 400 640 2 14.9 2 3.1
3AIM150_240 150 240 3 73.84 3 1.46
4AIM200_320 200 320 Timeout 4 2.82
dp02u01 213 376 Timeout 14 26.12
Homer06 180 830 Timeout 2 17.47

based on a concept of critical clause, which sheds light on several forms of falsified
clausesduringalocal search run. Roughly, a critical clauseisa falsified clausethat can
besatisfied thanksto a local search flip only when someother clausesbecomefalsified
at the same time. To some extent, a clause that is falsified but that is not critical is
thusa clause that doesnot really participate in the infeasibilit y of the instance, sinceit
can be satisfied without leading other clauses to becomefalse in their turn. Themain
propertiesof thiscriticial clause concept havebeen analyzed formally. Wehaveshown
that it playsa crucial rolein anew heuristic-basedapproach to approximateor compute
MUSes. Accordingly, our experimental results show thevery good performanceof this
new approach that tracks MUSes according to the traceof a failed local search run
for satisfiabilit y checking. We have also introduced astrict inconsistent cover concept.
This concept allows us to avoid computing all MUSes when the goal is to explain
enoughinfeasibilit y causes that would allow the instanceto regain satisfiabilit y if they
were all repaired. Accordingly, our heuristic-based approach has been extended to
addressthe search for inconsistent covers. Once again, the approach proves efficient
onmany difficult benchmarks. In the future, weplan to explorehow the critical clause
concept could berefined in order to further improvetheperformanceof our algorithms.
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Abstract

In this paper, a new complete technique to compute Maximal Satisfiable Subsets (MSSes)
and Minimally Unsatisfiable Subformulas (MUSes) of sets of Boolean clauses is intro-
duced. The approach improves the currently most efficient complete technique in several
ways. It makes use of the powerful concept of critical clauseand of a computationally in-
expensive local search oracle to boost an exhaustive algorithm proposed by Liffiton and
Sakallah. These features can allow exponential efficiency gains to be obtained. Accord-
ingly, experimental studies show that this new approach outperforms the best current exist-
ing exhaustive ones.

Key words: SAT, MSSes, MUSes, satisfiability, hybrid algorithm

1 Introduction

This last decade, the SAT problem, namely the issue of checking whether a set
of Boolean clauses is satisfiable or not, has received much attention from the AI
research community. Indeed, SAT appears to be a cornerstonein many domains,
like e.g. nonmonotonic reasoning, automated reasoning, model-based diagnosis,
planning and knowledge bases verification and validation. However, only knowing
that a SAT instance is unsatisfiable is often not satisfactory since we might prefer
knowing what goeswrongwith the instance when this latter one is expected to be
satisfiable.

In this respect, the MUS (Minimally Unsatisfiable Subformula) concept can be cru-
cial since a MUS can be seen as an irreducible cause for infeasibility. Indeed, a
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MUS is an unsatisfiable set of clauses such that any of its subsets is satisfiable. It
thus provides one explanation for unsatisfiability that cannot be made shorter in
terms of the number of involved clauses. Restoring the satisfiability of an instance
cannot be done without fixing all its MUSes.

Unfortunately, a same instance can exhibit several MUSes. Actually, the number
of these MUSes can be exponential since an-clauses SAT instance can exhibit
Cn/2

n MUSes in the worst case. Moreover, computing MUSes is intractable in the
general case. Indeed, checking whether a set of clauses is a MUS or not is DP-
complete [1] and checking whether a formula belongs to the set (clutter) of MUSes
of an unsatisfiable SAT instance or not, is inΣp

2 [2]. Fortunately, the number of
MUSes remains often tractable in real-life applications. For example, in model-
based diagnosis [3], it is often assumed that single faults occur most often, which
can entail small numbers of MUSes.

A dual concept is the notion ofMaximal Satisfiable Subset(MSS) of a SAT in-
stance, and the complement of a MSS in a SAT instance is calleda CoMSS. The
complete set of MUSes or MSSes is an implicit encoding of the other [4]. Specif-
ically, a CoMSS is a hitting set of the set of MUSes and represent minimal sets of
clauses that should be dropped in order to restore consistency. In this paper, we are
interested in exhaustive approaches to compute these threecorrelated concepts in
the full Boolean clausal framework.

Recently, several approaches have been proposed to approximate or compute MUSes
and MSSes, both in the Boolean framework and for other types of constraints. Some
of them concern specific classes of clauses or remain tractable for small instances,
only. Among them, let us mention the approach in [5], where itis shown how a
MUS can be extracted in polynomial time through linear programming techniques
for clauses exhibiting a so-called integral property. However, only restrictive classes
of clauses obey such a property (mainly Horn, renamable Horn, extended Horn,
balanced and matched ones). Let us also mention [6][7][8], which contain stud-
ies of the complexity and the algorithmic aspects of extracting MUSes for specific
classes of clauses. In [9], an approach is proposed that approximates MUSes by
means of an adaptative search guided by clauses hardness. In[10] a technique is
described, that extracts MUSes by learning nogoods involved in the derivation of
the empty clause by resolution. In [11], a complete and exhaustive technique to
extract smallest MUSes is introduced. In [12], a DPLL-oriented approach has been
presented that is based on a marked clauses concept to allow one to approximate
MUSes. In [13], Grégoire, Mazure and Piette have proposed aheuristic-based in-
complete approach to compute MUSes, which outperforms competing ones from a
computational point of view.

Interestingly, in [14] the same authors have introduced a concept of inconsistent
covers to circumvent the possible intractable number of MUSes, and presented
a technique to compute them. Roughly, an inconsistent coverof an unsatisfiable

2
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SAT instance represents a set of MUSes that covers enough independent causes
of inconsistency that would allow the instance to regain consistency if they were
repaired. Although an inconsistent cover does not provide us with the set of all
MUSes that may be present in a formula, it does however provide us with a series
of minimal explanations of inconsistency that are sufficient to explain and poten-
tially ”fix” enough causes of inconsistency in order for the whole instance to regain
consistency.

These latter techniques are incomplete ones in the sense that they do not necessarily
deliver all MUSes. However, in some application domains, itcan be necessary to
find the set ofall MUSes, because diagnosing infeasibility is hard, if not impossible,
without a complete view of its causes [4]. Obviously enough,such techniques can
only remain tractable provided that the number of MUSes remains itself tractable.
Likewise, the number of MSSes and CoMSSes can be exponentialin the worst case.
It should be noted that many domains in Artificial Intelligence like belief revision
(see e.g. [15]) involve conceptual approaches to handle unsatisfiability that can
require the complete sets of MUSes, MSSes, and CoMSSes to be computed in the
worst case, even when additional epistemological ingredients like e.g. stratification
are introduced in the logical framework.

In this paper, the focus is on complete techniques. We introduce a new complete
technique to compute all MUSes, MSSes and CoMSSes of a SAT instance, pro-
vided obvious tractability limitations. It improves the currently most efficient com-
plete technique, namely Liffiton and Sakallah’one [4] (in short L&S), which in turn
was shown more competitive than previous approaches by Bailey and Stuckey [16],
and by de la Banda, Stuckey and Wazny [17], which were introduced in somewhat
different contexts.

Our approach exhibits two main features. First, it is a hybridization of the L&S
complete approach with a local search pretreatment. A localsearch technique is
indeed used as an oracle to find potential CoMSSes of the SAT instance, which
are themselves hitting sets of MUSes. We show that such a hybridization can yield
exponential efficiency gains. Second, the efficiency of the approach relies on the
crucial concept of critical clause, which appears to be a powerful ingredient of our
technique to locate MUSes.

The rest of the paper is organized as follows. First, the reader is provided with
the necessary background about SAT, MUSes and the dual concepts of MSSes and
CoMSSes. Then, Liffiton and Sakallah’s exhaustive approachis briefly presented.
In Section 4, we show how this technique can be valuably hybridized with a local
search pretreatment, making use of the critical clause concept. It is shown how
this pretreatment can be theoretically valuable from a computational point of view.
In Section 5, we compare this new approach with Liffiton and Sakallah’s one on
various benchmarks.

3
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2 Background

In this section, the reader is provided with basic notions about SAT, MUSes, MSSes
and CoMSSes.

Let L be a standard Boolean logical language built on a finite set ofBoolean vari-
ables, noteda, b, c, etc. The∧, ∨, ¬ and⇒ symbols represent the standard con-
junctive, disjunctive, negation and material implicationconnectives, respectively.
Formulas and clauses will be noted using upper-case letterssuch asC. Sets of for-
mulas will be represented using Greek letters likeΓ or Σ. An interpretation is a
truth assignment function that assigns values from{true, false} to every Boolean
variable. A formula is satisfiable when there is at least one interpretation (called
model) that satisfies it, i.e. that makes it becometrue. An interpretation will be
noted by upper-case letters likeI and will be represented by the set of literals that
it satisfies. Actually, any formula inL can be represented (while preserving satis-
fiability) using a set (interpreted as a conjunction) of clauses, where a clause is a
finite disjunction of literals, where a literal is a Boolean variable that is possibly
negated. SAT is the NP-complete problem that consists in checking whether a set
of Boolean clauses is satisfiable or not, i.e. whether there exists an interpretation
that satisfies all clauses in the set or not.

When a SAT instance is unsatisfiable, it exhibits at least oneMinimally Unsatisfi-
able Subformula, in short oneMUS.

Definition 1 A MUSΓ of a SAT instanceΣ is a set of clauses s.t.

(1) Γ ⊆ Σ
(2) Γ is unsatisfiable
(3) ∀∆ ⊂ Γ, ∆ is satisfiable

Example 2 Let Σ = {a, ¬c, ¬b ∨ ¬a, b, ¬b ∨ c}. Σ exhibits two MUSes, namely
{a, b, ¬b ∨ ¬a} and{¬c, b, ¬b ∨ c}.

A dual concept is the notion ofMaximal Satisfiable Subset(MSS) of a SAT in-
stance.

Definition 3 A MSSΓ of a SAT instanceΣ is a set of clauses s.t.

(1) Γ ⊆ Σ
(2) Γ is satisfiable
(3) ∀∆ ⊆ (Σ \ Γ) s.t.∆ 6= ∅, Γ ∪ ∆ is unsatisfiable.

The set-theoretical complement of a MSS w.r.t. a SAT instance is called aCoMSS.

Definition 4 The CoMSS of a MSSΓ of a SAT instanceΣ is given byΣ \ Γ

4
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Example 5 Let us consider the formulaΣ from the previous example.Σ exhibits
five MSSes:{b}, {¬c, a}, {¬c,¬b ∨ c}, {¬b ∨ c,¬b ∨ ¬a}, {¬c,¬b ∨ ¬a}

As shown by several authors [4], these concepts are correlated. Mainly, a CoMSS
contains at least one clause from each MUS. Actually, a CoMSSis an irreducible
hitting set of the set of MUSes. In a dual way, every MUS of a SATinstance is
an irreducible hitting set of the CoMSSes. Accordingly, as emphasized by [4], al-
thoughMINIMAL-HITTING-SET is a NP-hard problem, irreducibility is a less
strict requirement than minimal cardinality. Actually, a MUS can be generated in
polynomial time from the set of CoMSSes.

3 Liffiton and Sakallah’s Exhaustive Approach

Liffiton and Sakallah’s approach [4] to compute all MUSes (inshort L&S) is based
on the strong duality between MUSes and MSSes. To the best of our knowledge,
it is currently the most efficient one. First it computes all MSSes before it extracts
the corresponding set of MUSes. Here, the focus is on L&S firststep since we shall
improve it and adopt the second step as such.

L&S is integrated with a modern SAT solver and takes advantage of it. Roughly,
everyith clauseCi = x1∨ ...∨xm of the SAT instance is augmented with a negated
clause selector variableyi to yieldC

′

i = x1∨ ...∨xm∨¬yi. While solving these new
clauses, assigningyi to falsehas the effect of disabling or removingCi from the in-
stance. Accordingly, a MSS can be obtained by finding a satisfying assignment with
a minimal number ofyi variables assignedfalse. The algorithm makes use of a slid-
ing objective approach allowing for an incremental search.A bound on the number
of yi that may be assigned tofalse is set. For each value of the bound, starting at
0 and incrementing by 1, an exhaustive search is performed for all satisfiable as-
signments to the augmented formulaC

′

i , which will find all CoMSSes having their
size equal to the bound. Whenever one solution is found, it isrecorded, and a corre-
sponding clause forcing out that solution (and any supersets of it) is inserted. This
blocking clause is a disjunction of theyi variables for the clauses in that CoMSS.

Before beginning the search with the next bound, the algorithm checks that the
new instance augmented with all the blocking clauses is still satisfiable without any
bound on theyi variables. If there is no such satisfying assignment, the entire set of
CoMSSes has been found and the algorithm terminates.

The second part of the algorithm computes the complete set ofMUSes from the set
of CoMSSes in a direct way. The approach that we shall introduce will include this
second step as such.

5
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4 Local Search and Critical Clauses

In this section, it is shown how the aforementioned exhaustive search algorithm can
be improved in a dramatic manner by hybridizing it with an initial local search step,
which provides valuable oracles for the subsequent exhaustive search process. We
shall call the new approach HYCAM (HYbridization for Computing All Muses).

First, let us motivate our approach in an intuitive manner. Clearly, a (fast) initial lo-
cal search run for satisfiability on the initial instance might encounter some actual
MSSes. Whenever this phenomenon happens, it can prove valuable to record the
corresponding CoMSSes in order to avoid computing them during the subsequent
exhaustive search. Moreover, rather than checking whetherwe are faced with an ac-
tual MSS or not, it can prove useful to record the corresponding candidate CoMSS
that will be checked later during the exhaustive search. Obviously enough, we must
study which interpretations encountered during the local search process yield can-
didate MSSes and criteria must be defined in order to record a limited number of
potentially candidate CoMSSes only. In this respect, a concept of critical clause will
prove extremely valuable in the sense that it allows us to state necessary conditions
for being a CoMSS that can be checked quickly. When all the remaining candidate
CoMSSes are recorded, the incremental approach by Liffiton and Sakallah allows
us to exploit this information in a very valuable and efficient way. Let us describe
this in a more detailed manner.

A local search algorithm is thus run on the initial SAT instance. The goal is to record
as many candidate CoMSSes as possible, based on the intuitive heuristics that local
search often converges towards local minima, which could translate possibly good
approximations of MSSes. A straightforward approach wouldconsist in recording
for each visited interpretation the set of unsatisfied clauses. Obviously enough, we
do not need to record supersets of already recorded candidate CoMSSes since they
cannot be actual CoMSSes as they are not minimal with respectto set-theoretic
inclusion. More generally, we have adapted the technique proposed by Zhang in
[18] to sets of clauses in order to record the currently smaller candidates CoMSSes
among the already encountered series of sets of unsatisfied clauses. Now, crucial
ingredients in our approach are the concepts of once-satisfied and critical clauses.
Moreover, we have also exploited the following concept of critical clause, which
has already proved valuable for locating MUSes and inconsistent covers using an
incomplete technique based on local search [13][14].

Definition 6 A clauseC is once-satisfied by an interpretationI iff exactly one
literal of C is satisfied byI. A clauseC that is falsified by the interpretationI is
critical w.r.t. I iff the opposite of each literal ofC belongs to at least one once-
satisfied clause byI.

Intuitively, a critical clause is thus a falsified clause that requires at least another

6
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Algorithm 1 : Local Search approximation
Input : a CNF formulaΣ
Output : Set of candidate CoMSS
begin

candidates←− ∅ ;
#fail←− 0 ;
I ←− generate random interpretation() ;
while (#fail < PRESET#FAILURESAUTHORIZED) do

newcandidates←− FALSE ;
for j = 1 to #FLIPSdo

Let ∆ be the set of falsified clauses byI ;
if ∀C ∈ ∆, C is critical and ∆ is not implied incandidates then

removeAllSetImplied(∆,candidates) ;
candidates ←− ∆ ∪ candidates ;
newcandidates←− TRUE ;

flip(I) ;
if not(newcandidates) then #fail←− #fail + 1;

return candidates ;
end

clause to be falsified in order to become satisfied, performing a flip. The follow-
ing proposition shows how this concept allows us to eliminate wrong candidates
CoMSSes.

Proposition 7 Let Σ be a SAT instance and letI be an interpretation. LetΓ be a
non-empty subset ofΣ s.t. all clauses ofΓ are all falsified byI. When at least one
clause ofΓ is not critical w.r.t.I, thenΓ is not a CoMSS ofΣ.

PROOF. By definition, when a clauseCf of Γ is not critical w.r.t.I, there exists
at least one literalc ∈ Cf whose truth-value can be inversed (i.e. flipped) without
falsifying any other clause ofΣ. Accordingly,Γ is not minimal and cannot be a
CoMSS ofΣ. �

In practice, testing whether all falsified clauses are critical or not can be performed
quickly and prevents many sets of clauses to be recorded as candidate CoMSSes.

Using these features, the local search run on the initial SATinstance, as described
in Algorithm 1, yields a series of candidate CoMSSes. This information proves
valuable and allows us to boost L&S complete search.

L&S is incremental in the sense that it computes CoMSSes of increasing sizes,
progressively. Aftern iterations have been performed, all CoMSSes of cardinality
lower or equal thann have been obtained. Accordingly, if we have recorded can-
didate CoMSSes containingn + 1 clauses, and if they are not supersets of already

7
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obtained CoMSSes, we are sure that they are actual CoMSSes. In this respect, we
do not need to search them, and their corresponding blockingclauses can be in-
serted directly. Moreover, we do not need to perform the SAT test at the end of the
n-th iteration, since we are then aware of the existence of larger CoMSSes.

It is also easy to show that the insertion of these blocking clauses can allow both
NP-complete and CoNP-complete tests to be avoided. Let us illustrate this on an
example.

Example 8 LetΣ be the following SAT instance.

Σ =






c0 : (d)

c1 : (b ∨ c)

c2 : (a ∨ b)

c3 : (a ∨ ¬c)

c4 : (¬b ∨ ¬e)

c5 : (¬a ∨ ¬b)

c6 : (a ∨ e)

c7 : (¬a ∨ ¬e)

c8 : (b ∨ e)

c9 : (¬a ∨ b ∨ ¬c)

c10 : (¬a ∨ b ∨ ¬d)

c11 : (a ∨ ¬b ∨ c)

c12 : (a ∨ ¬b ∨ ¬d)

Σ is an unsatisfiable SAT instance made of13 clauses and making use of5 vari-
ables. It exhibits3 MUSes, which are illustrated in Figure 1, and admits19 MSSes.
Assume that both L&S and HYCAM are run on this instance. Its clauses are aug-
mented by the¬yi negated clause selector variables. Assume also that the lo-
cal search performed by HYCAM provides 4 candidate CoMSSes:{c5}, {c3, c2},
{c0, c1, c2} and{c3, c8, c10}.

If the branching variables are chosen based on the lexical order, thena andb are
assigned totrue andc5 is falsified. Thus, L&S tries to prove that this clause forms
a CoMSS, which requires a NP-complete test (because it has tofind a model of
Σ\{¬a∨¬b}∪{a, b}). On the contrary, when HYCAM is run, the blocking clause
y5 is added before the first iteration of the complete algorithmis performed, sincey5

is the clause selector variable ofc5 and since the local search has already delivered

8
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c3 : (a ∨ ¬c)
c1 : (b ∨ c)

c11 : (a ∨ ¬b ∨ c)
c9 : (¬a ∨ b ∨ ¬c)

c5 : (¬a ∨ ¬b)

c2 : (a ∨ b)

c10 : (¬a ∨ b ∨ ¬d)

c12 : (a ∨ ¬b ∨ ¬d)

c0 : (d)

c4 : (¬b ∨ ¬e)
c6 : (a ∨ e)

c7 : (¬a ∨ ¬e)
c8 : (b ∨ e)

Fig. 1. MUSes of Example 8

this CoMSS. In consequence, whena andb are assignedtrue, the DPLL-algorithm
backtracks immediately as the{y5,¬y5} unsatisfiable set has been obtained, with-
out requiring any further NP-complete test.

Similarly, the introduction of additional clause selectorvariables by HYCAM can
reduce the number of CoNP-complete tests. For example, let us assume thate is
the first branching variable, thate is assignedfalse and that the next variables are
selected according to the lexical order. Whena andb are assignedtrue, L&S tries
to prove that{c5} is a CoMSS. Since¬e is tautological consequence ofΣ\{¬a ∨
¬b} ∪ {a, b}, no model exists forΣ\{¬a ∨ ¬b} ∪ {a, b,¬e}. Clearly, such a test is
in CoNP. Thanks to the previously delivered candidate CoMSSes, HYCAM avoids
this part of the search space to be explored. Indeed, since weknow that{c5} is a
CoMSS, whena andb are assignedtrue, no further CoNP tests are performed with
respect to this partial assignment.

In fact, from a computational point of vue, the preliminary non-expensive local
search eliminates nodes in the search tree, avoiding both NPand CoNP tests.

The HYCAM algorithm is depicted in Algorithm 2.

5 Experimental Evaluation

HYCAM has been implemented and compared to L&S from a practical point of
view. For both algorithms, the complete search step is basedon the use of MiniSat
[19], which is currently one of the best modern SAT solvers. As a case study, we
used Walksat [20] for the local search pretreatment. The number of flips and tries of
Walksat is related to the number of candidate CoMSS already found. For each try,
a small number of flips is performed. If no new candidate is found during a try then
a counter is incremented. When this counter exceeds a threshold (experimentally

9
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Algorithm 2 : The HYCAM algorithm
Input : a CNF formulaΣ
Output : All MSSes ofΣ
begin

cand←− LS approximation(Σ) ; /* algorithm 1 */
Σy ←− addSelectorClauses(Σ) ;
k ←− 0 ;
MSS ←− ∅ ;
while SAT(Σy) do

removeAllSetImplied({Σ\C|C ∈MSS},cand) ;
Σy ←− addBlockingClausesOfSize(k,cand) ;
MSS ←− MSS ∪ {Σ\C|C ∈ cand and|C| = k} ;
MSS ←− MSS ∪ SAT with bound(k,Σy) ;
k ←− k + 1 ;

return MSS ;
end

set to30), we consider that no new candidate could be found by the local search.
This way to end the local search pretreatment offers a good trade-off between the
number of candidates found and the time spent. Besides, for all experiments, the
time consumed by the local search step was less than5% of the global time. All
our experimental studies have been conducted on Intel Xeon 3GHz under Linux
CentOS 4.1. (kernel 2.6.9) with a RAM memory size of 2Go. In the following, a
time-out limit has been set to 3 CPU hours.

First, in Table 1, we report experimental results about the computation of MSSes
on pigeon-hole and xor-chains benchmarks [21], which are globally unsatisfiable
in the sense that removing any one of their clauses makes the instance become
satisfiable. Obviously enough, such instances exhibit a number of CoMSSes equals
to their number of clauses, and the size of any of their CoMSS is one. A significant
time gap can be observed in favor of HYCAM. The efficiency gainratio is even
more significant when the size of the instance increased. Forthese instances, the
local search run often succeeds in finding all CoMSSes, and the complete step
often reduces to an unsatisfiability test. On the contrary, L&S explores many more
nodes in the search space to deliver the CoMSSes.

In Table 2, experimental results on more difficult benchmarks from the annual SAT
competition [21] are described. Their number of MSSes is often exponential, and
computing them often remains intractable. Accordingly, wehave limited the search
to CoMSSes of restricted sizes, namely we have set a size limit to 5 clauses. As
our experimental results illustrate, HYCAM outperforms L&S. For example, let
us considerrand net40-30-10. This instance contains 5831 MSSes (with the
size of their corresponding CoMSSes less than 5). L&S and HYCAM deliver this
result in 1748 and 386 seconds, respectively. For theca256 instance, HYCAM
has extracted 9882 MSSes in less than 5 minutes whereas L&S did not manage to

10
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Instance (#var,#cla) #MSSes L&S (sec.) HYCAM (sec.)

hole6 (42,133) 133 0.040 0.051

hole7 (56,204) 204 0.75 0.33

hole8 (72,297) 297 33 1.60

hole9 (90,415) 415 866 30

hole10 (110,561) 561 7159 255

x1 16 (46,122) 122 0.042 0.041

x1 24 (70,186) 186 7.7 0.82

x1 32 (94,250) 250 195 28

x1 40 (118,314) 314 2722 486

Table 1
L&S vs. HYCAM on globally unsatisfiable instances

produce this result within 3 hours. Let us note that HYCAM also delivers CoMSSes
made of 5 clauses after its computation is ended since we knowthat all sets of 5
falsified clauses recorded by the local search run and that are not supersets of the
obtained smaller CoMSSs are actually also CoMSSes.

In Table 3, experimental results on hard instances to compute the complete set
of MSSes and MUSes are reported. As explained above, both L&Sand HYCAM
approaches require all MSSes to be obtained before MUSes arecomputed. By al-
lowing complete sets of MSSes to be delivered in a shorter time, HYCAM allows
the complete set of MUSes to be computed for more instances and in a faster man-
ner than L&S does. Obviously enough, when the number of MSSesor MUSes are
exponential, computing and enumerating all of them remain intractable.

For instance, L&S was unable to compute all MSSes of thephp-012-011 in-
stance within 3 hours CPU time, and could thus not discover its single MUS. HY-
CAM extracted it in 2597 seconds. On all instances exhibiting unique or a non-
exponential number of MUSes, HYCAM was clearly more efficient than L&S. For
example, on thedlx2 aa instance, L&S and HYCAM discovered the 32 MUSes
within 3.12 and 0.94 seconds, respectively. Let us note thatthe additional time spent
to compute all MUSes from the set of MSSes is often very small unless of course
the number of MUSes is exponential.

11



vol. 199(3) de EJOR 195

Instance (#var,#cla) #MSSes L&S (sec.) HYCAM (sec.)

rand net40-25-10 (2000,5921) 5123 893 197

rand net40-25-5 (2000,5921) 4841 650 174

rand net40-30-10 (2400,7121) 5831 1748 386

rand net40-30-1 (2400,7121) 7291 1590 1325

rand net40-30-5 (2400,7121) 5673 2145 402

ca032 (558,1606) 1173 4 1

ca064 (1132,3264) 2412 59 3

ca128 (2282,6586) 4899 691 18

ca256 (4584,13236) 9882 time out 277

2pipe (892,6695) 3571 130 36

2pipe 1 ooo (834,7026) 3679 52 30

2pipe 2 ooo (925,8213) 5073 148 61

3pipe 1 ooo (2223,26561) 17359 5153 2487

am 5 5 (1076,3677) 1959 68 57

c432 (389,1115) 1023 4 1

c880 (957,2590) 2408 28 3

bf0432-007 (1040,3668) 10958 233 98

velev-sss-1.0-cl (1453,12531) 4398 1205 513

Table 2
L&S vs. HYCAM on various difficult SAT instances

6 Conclusions and Future Research

Computing all MSSes, CoMSSes and MUSes are highly intractable issues in the
worst case. However, it can make sense to attempt to compute them for some real-
life applications. In this paper, we have improved the currently most efficient ex-
haustive technique, namely Liffiton and Sakallah’s method,in several ways. Our
experimental results show dramatic efficiency gains for MSSes, CoMSSes and
MUSes extracting. One interesting feature of the approach lies in its anytime char-
acter for computing MSSes. MSSes of increasing sizes are computed gradually.
Accordingly, we can put a bound on the maximum size of the CoMSSes to be ex-
tracted, limiting the computing resources needed to extract them. To some extent,
both L&S and HYCAM prove more adapted to extract complete sets of MSSes
and CoMSSes than complete sets of MUSes. Indeed, the procedure involves com-
puting MSSes (and thus CoMSSes) first. In this respect, we agree with Liffiton

12
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Instance (#var,#cla) #MSSes L&S HYCAM #MUSes MSSes→MUSes
(sec.) (sec.) (sec.)

mod2-3cage-unsat-9-8 (87, 232) 232 3745 969 1 0.006

mod2-rand3bip-unsat-105-3(105, 280) 280 2113 454 1 0.008

2pipe (892, 6695) 10221 298 226 > 211 000 time out

php-012-011 (132, 738) 738 time out 2597 1 0.024

hcb3 (45, 288) 288 10645 6059 1 0.006

1dlx c mc ex bp f (776, 3725) 1763 10.4 6.8 > 350 000 time out

hwb-n20-02 (134, 630) 622 951 462 1 0.01

hwb-n22-02 (144, 688) 680 2183 811 1 0.025

ssa2670-141 (986, 2315) 1413 2.83 1.08 16 0.15

clqcolor-08-05-06 (116, 1114) 1114 107 62 1 0.007

dlx2 aa (490, 2804) 1124 3.12 0.94 32 0.023

addsub.boehm (492, 1065) 1324 35 29 > 657 000 time out

Table 3
L&S vs. HYCAM on computing all MUSes

and Sakallah that an interesting path for future research concerns the study of how
MUSes could be computed progressively from the growing set of extracted MSSes.

Many artificial intelligence research areas have studied various problems involving
the manipulation of MUSes, MSSes and CoMSSes, like model-based diagnosis,
belief revision, inconsistency handling in knowledge and belief bases, etc. These
studies are often conducted from a conceptual point of view,or from a worst-case
complexity point of view, only. We believe that the practical computational pro-
gresses as such as the ones obtained in this paper can prove valuable in handling
these problems practically. In this respect, future research could concentrate on
deriving specific algorithms for these AI issues, exploiting results like the ones
described in this paper.
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[14] É. Grégoire, B. Mazure, C. Piette, Tracking mus and strict inconsistent cover, in:
Proceedings of International Conference on Formal Methodsin Computer-Aided
Design (FMCAD’06), San Jose, CA, USA, 2006, pp. 39–46.
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Abstract. In this paper, a new form of explanation and recovery technique for the
unsatisfiability of discrete CSPs is introduced. Whereas most approaches amount
to providing users with a minimal number of constraints that should be dropped in
order to recover satisfiability, a finer-grained alternative technique is introduced.
It allows the user to reason both at the constraints and tuples levels by exhibiting
both problematic constraints and tuples of values that would allow satisfiability
to be recovered if they were not forbidden. To this end, the Minimal Set of Un-
satisfiable Tuples (MUST) concept is introduced. Its formal relationships with
Minimal Unsatisfiable Cores (MUCs) are investigated. Interestingly, a concept
of shared forbidden tuples is derived. Allowing any such tuple makes the cor-
responding MUC become satisfiable. From a practical point of view, a two-step
approach to the explanation and recovery of unsatisfiable CSPs is proposed. First,
a recent approach proposed by Hemery et al.’s is used to locate a MUC. Second, a
specific SAT encoding of a MUC allows MUSTs to be computed by taking advan-
tage of the best current technique to locate Minimally Unsatisfiable Sub-formulas
(MUSes) of Boolean formulas. Interestingly enough, shared tuples coincide with
protected clauses, which are one of the keys to the efficiency of this SAT-related
technique. Finally, the feasibility of the approach is illustrated through extensive
experimental results.

Keywords: CSP, constraint networks, explanation, unsatisfiability, MUC, MUS,
MUST.

1 Introduction

In this paper, we are concerned with unsatisfiable finite CSPs, namely finite Constraint
Satisfaction Problems for which no solution exists. Recent approaches to explain such a
form of unsatisfiability have been defined at the constraints level. For example, Hemery
et al. [1] have proposed an approach called DC(wcore) to detect Minimally Unsat-
isfiable Cores (MUCs) of CSPs, i.e. unsatisfiable subsets of constraints of the initial
CSP that are such that dropping any one the constraints allows the resulting subset to
become satisfiable. In this paper, a finer-grained alternative technique is introduced.
Indeed, dropping constraints can be too much destructive. Finer-grained information
could be provided to the user, allowing him (her) not only to pinpoint the causes of

C. Bessiere (Ed.): CP 2007, LNCS 4741, pp. 317–331, 2007.
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unsatisfiability at the constraints level, but also detect the tuples of values that are for-
bidden by the constraints and that would lead to satisfiability if they were allowed by
those constraints.

In this respect, the contribution of this paper is twofold. On the one hand, a Minimally

Unsatisfiable Set of Tuples (MUST) concept is introduced: it is aimed at encompassing
the aforementioned notion of tuples that can allow satisfiability to be regained. The for-
mal relationships between MUSTs and MUCs are investigated. Interestingly, a concept
of shared forbidden tuples is derived. Allowing any shared tuple makes the correspond-
ing MUC become satisfiable. On the other hand, a two-step approach to the explanation
and recovery of unsatisfiable CSPs is proposed. A specific SAT encoding of a MUC
allows MUSTs to be computed by taking advantage of the best current technique to
locate Minimally Unsatisfiable Sub-formulas (MUSes) of Boolean formulas. Interest-
ingly enough, shared tuples coincide with protected clauses [2], which are one of the
keys to the efficiency of this SAT-related technique.

Accordingly, the paper is organized as follows. First, some basic definitions about
CSPs and MUCs are provided. In section 3, MUSTs are introduced and linked to MUCs
in section 4. Next, an original two-step approach to explain and recover from unsatis-
fiable CSPs is described. In section 5, a SAT-related approach to compute MUSTs and
shared forbidden tuples of a MUC is introduced. The feasibility of the approach is il-
lustrated through extensive experimental results in section 6. Section 7 compares the
contribution presented in this paper with the current existing works. In the conclusion,
some interesting paths for future research are described.

2 Background: CSPs and MUCs

In this section, the reader is provided with basic concepts about CSPs and MUCs.

Definition 1. A finite Constraint Satisfaction Problem (in short, CSP) is a pair P =

〈V ,C〉 where

1. V is a finite set of n variables {v1, . . . , vn} s.t. each variable vi ∈ V has an as-

sociated finite instantiation domain, denoted dom(vi), which contains the set of

possible values for vi,

2. C is a finite set of m constraints {c1, . . . , cm} s.t. each constraint cj ∈ C involves a

subset of variables of V, called scope and denoted V ar(cj), and has an associated

relation R(cj), which contains the set of tuples allowed for the variables of its

scope.

Definition 2. Solving a CSP P = 〈V ,C〉 consists in checking whether P admits at least

one solution, i.e. an assignment of values for all variables of V s.t. all constraints of

C are satisfied. If P admits at least one solution then P is called satisfiable else P is

called unsatisfiable.

In this paper, it will prove useful to adopt an alternative but equivalent definition for
CSPs, expressed in terms of forbidden tuples of values.
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(a) Constraint Network (b) Micro-structure

Fig. 1. Graph-representations of Example 1

Definition 3. Let 〈V, C〉 be a CSP and let c ∈ C s.t. V ar(c) = {v1

c , . . . , vl
c}. A forbid-

den tuple of values is a member of dom(v1

c ) × · · · × dom(vl
c) s.t. R(c) is not satisfied.

The set of forbidden tuples of values for a constraint c is denoted T (c).

Accordingly, CSPs can be redefined as follows.

Definition 4. A finite CSP is a pair P = 〈V ,C〉 where

1. V is a finite set of n variables {v1, . . . , vn} s.t. each variable vi ∈ V has an as-

sociated finite instantiation domain, denoted dom(vi), which contains the set of

possible values for vi,

2. C is a finite set of m constraints {c1, . . . , cm} s.t. each constraint cj ∈ C involves a

subset of variables of V , called scope and denoted V ar(cj), and is given a relation

T (cj), which contains the set of tuples forbidden for the variables of its scope.

Accordingly, P will also be denoted 〈V, {(V ar(c1), T (c1)), (V ar(c2), T (c2)), . . . ,
(V ar(cn), T (cn))}〉.

Definition 5. A constraint c ∈ C of the CSP P = 〈{v1, . . . , vn}, C〉 is falsified by an

assignment A ∈ dom(v1)×· · ·×dom(vn) iff the projection of A on V ar(c) is included

in T (c).

In the following, (forbidden) tuple will be a shorthand for forbidden tuple of values,
and binary CSPs will be considered only, namely CSPs where constraints involve two
variables. Using binary CSPs do not restrict the impact of our works, since it is well-
known that every discrete CSP can be reduced into a binary one, in polynomial time.

Example 1. Let V be {i,j,k,l,m} where each variable has the same domain {1,2,3}.
Let C be a set of 7 constraints. In Figure 1(a), the CSP P = 〈V , C〉 is represented by
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a so-called constraint network, namely a non-oriented graph, where each variable is a
node and each constraint is an edge, labelled with its corresponding relation. It is also
useful to represent a CSP by its micro-structure, which is a graph where the values
of each variable are listed, and edges between values represent forbidden tuples. The
micro-structure of this example is depicted in Figure 1(b).

When a CSP is infeasible, it exhibits at least one Minimally Unsatisfiable Core, or
MUC. A MUC is a subpart of a CSP that is unsatisfiable and that does not contain any
proper subpart that is also unsatisfiable.

Definition 6. Let P = 〈V, C〉 and P ′ = 〈V ′, C′〉 be two CSPs. P ′ is an unsatisfiable

core, in short a core, of P iff

1. P ′ is unsatisfiable

2. V ′ ⊆ V and C′ ⊆ C

P ′ is a Minimal Unsatisfiable Core (MUC) of P iff

1. P ′ is a core of P

2. there does not exist any proper core of P ′

Example 2. In the previous example, P is unsatisfiable. Indeed, P contains the MUC
P ′ = 〈V, {i < j, j < k, k < i}〉: no assignment of values for i, j and k can be
found such that these three constraints are satisfied, and dropping any constraint leads
to satisfiability.

Computing one MUC for an unsatisfiable CSP is an NP-hard problem. More precisely,
checking whether a constraint belongs to a MUC or not is in Σ

p
2

[3]. Moreover, the

number of MUCs inside a CSP can be exponential in the worst-case; it is in O(C
m/2

m ),
where m is the number of constraints in the CSP. It should be noted that MUCs can
share non-empty intersections. Several techniques have been proposed in the literature
to compute MUCs, the DC(wcore) approach introduced recently by Hemery et al. [1]
is claimed by its authors to be the most efficient one, most often.

3 MUSTs

Restoring the satisfiability of a CSP can be achieved through restoring the satisfiability
of each of its MUCs. A natural way to break the unsatisfiability of a MUC is to drop
any of its constraints. However, dropping some constraints as a whole can appear too
much destructive. On the contrary, we might prefer to weaken one or several constraints,
instead of removing them. One way to do that is to provide the user with some forbidden
tuples that should be allowed in order to recover satisfiability.

Let us introduce the following MUST concept and study to which extent it can be a
first good step in that direction. A MUST (Minimally Unsatisfiable Set of Tuples) of an
unsatisfiable CSP P is an unsatisfiable CSP P ′ that is such that the sets of forbidden
tuples of its constraints are subsets of the corresponding sets w.r.t. P and such that
allowing any of the tuples of P ′ will render P ′ satisfiable.
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Fig. 2. Graphical representations of Example 3

Definition 7. Let P = 〈V, {(V ar(c1), T (c1)), . . . , (V ar(cm), T (cm))}〉 be an unsat-

isfiable CSP. The CSP P ′ = 〈V, {(V ar(c1), T
′(c1)), . . . , (V ar(cm), T ′(cm))}}〉 is a

MUST (Minimally Unsatisfiable Set of Tuples) of P if and only if :

1. P ′ is unsatisfiable

2. ∀i s.t. 1 ≤ i ≤ m, T ′(ci) ⊆ T (ci)
3. ∀i s.t. 1 ≤ i ≤ m, ∀ T ′′(ci) ⊂ T ′(ci),

〈V, {(V ar(c1), T
′(c1)), ..., (V ar(ci), T

′′(ci)), ..., (V ar(cm), T ′(cm))}〉 is satisfi-

able

Hence, a MUST can be interpreted as a tentative way to explain infeasibility at a lower
level of abstraction than the constraints one does. At this point, it is important to note
that this definition for a MUST of a CSP P does not require that allowing one of the
forbidden tuples of the MUST will make P become satisfiable. Indeed, it is easy to
prove that an unsatisfiable CSP can exhibit an exponential number of MUSTs in the
worst case and that their set-theoretic intersection can be empty. Thus, the removal of
one forbidden tuple might not be enough to regain satisfiability. Furthermore, as the
following example shows, tuples contained in a MUST might even not take part into
the actual cause of the infeasibility of the CSP.

Example 3

Let P = 〈V, C〉 s.t. V = {v1, v2, v3}, with dom(v1) = dom(v3) = {A}, dom(v2) =
{A, B}, and C = {c1 = ({v1, v2}, {(A, B)}), c2 = ({v2, v3}, {(A, A), (B, A)})}.
In Figure 2, both the graph and the micro-structure of this CSP are given. Clearly,
P is unsatisfiable and exhibits only one MUC, made of the c2 constraint, since this
one prevents any assignment from being valid between v2 and v3. On the contrary,
considering a lower level of abstraction, we see that P exhibits two MUSTs, namely:

– PM1
= 〈V, {({v1, v2}, {(A, B)}), {({v2, v3}, {(A, A)})}}〉

– PM2
= 〈V, {({v2, v3}, {(A, A), (B, A)})}〉

PM1
is a MUST that contains tuples from both constraints. It does not correspond to

any MUC of P . PM2
is a MUST that is also a MUC of P . Moreover, PM1

contains the
only forbidden tuple linking v1 and v2, which does not participate to the unsatisfiability
of P .
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Although these results might sound negative, in the next section it is shown that
MUSTs form an adequate concept to explain unsatisfiability at the tuples level, provided
that MUSTs are considered within MUCs.

4 MUSTs Within MUCs

It is well-known that any unsatisfiable CSP exhibits at least one MUC (which can be
the CSP itself). Unsurprisingly, any unsatisfiable CSP also exhibits at least one MUST.
Indeed, MUCs are unsatisfiable CSPs, which ensures that at least one MUST can be
extracted from any MUC of a CSP.

Proposition 1. At least one MUST can be extracted from any unsatisfiable CSP.

Proof. Let P = 〈V, C〉 be an unsatisfiable CSP. Assume that P does not contain any
MUST. Thus, P itself is not a MUST: hence there exists a forbidden tuple of P s.t.
allowing it gives rise to another unsatisfiable CSP containing no MUST, namely ∃c ∈
C, ∃t ∈ T (c) such that P 1 = 〈V, (C\c) ∪ (V ar(c), T (c)\t)〉 is also unsatisfiable, and
does not exhibit any MUST. Iterating this reasoning, it is easily proved by induction
that this would lead to the existence of a CSP P ′ = 〈V, ∅〉 that should be unsatisfiable,
whereas such a CSP is clearly satisfiable. �

Moreover, stronger relations link MUCs and MUSTs, as shown by the following propo-
sition.

Proposition 2. Let P be a MUC that contains m constraints. There exists at least m

tuples s.t. allowing any one of them makes P regain satisfiability. These tuples belong

to all MUSTs of P .

Proof. Since P = 〈V, C〉 is a MUC, whenever any of its m constraints ci is dropped,
the resulting CSP is satisfiable. Let A be an assignment that satisfies P ′ = 〈V, C\ci〉.
ci is violated by A: indeed, in the opposite case, P would be satisfiable and would
not be a MUC. The projection of A on V ar(ci) is included in T (ci), according to
definition 5. Thus, removing this forbidden tuple is sufficient to make P feasible. The
same argument can be used for any of the m constraints of P . Thus, there exists at least
m tuples such that omitting one of them makes the MUC regain feasibility. Clearly,
these tuples necessarily belong to all the sources of unsatisfiability, and consequently
to every MUST of the MUC. Hence, the set-theoretic intersection of all MUSTs of P

contains at least m tuples. �

In this respect, some tuples allow the unsatisfiability of the MUC to be “broken”, simply
by allowing any of them. These tuples necessarily belong to all sources of unsatisfiabil-
ity of the MUC, and consequently to every MUST of the MUC. Accordingly, it is thus
not possible to discover two MUSTs of a MUC with an empty set-theoretic intersection.
Tuples belonging to every MUST of a MUC P will be called shared tuples of P .

Definition 8. Let P be a MUC. The shared tuples of P are the forbidden tuples belong-

ing to all MUSTs of P .
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Fig. 3. Micro-structure of Example 4

Allowing any shared tuple allows the corresponding MUC to be broken. Moreover,
computing a MUST of a MUC P delivers a super-set of the set of shared tuples.

Example 4. Let a CSP P = 〈{v1, v2, v3}, {c1, c2, c3}〉 s.t.

1. ∀i ∈ {1, 2, 3}, dom(vi) = {A, B}
2. c1 = ({v1, v2}, {(A, B), (B, A)})
3. c2 = ({v2, v3}, {(A, B), (B, A), (B, B)})
4. c3 = ({v1, v3}, {(A, A), (B, B)})

The micro-structure of P is given in Figure 3. Let us note that P is a MUC since P is
unsatisfiable and dropping any of its constraints yields a satisfiable CSP. P exhibits two
MUSTs; their micro-structures are given in Figure 4. By considering the set-theoretic
intersection of those MUSTs, one can obtain the shared tuples of P . The shared tuples
are represented using boldface edges in Figure 5, while the other tuples are represented
using dotted lines. Clearly, allowing one shared tuple allows us to restore the satisfi-
ability of both MUSTs and their corresponding MUC. However, allowing any other
forbidden tuple of these MUSTs does not guarantee the satisfiability of the initial MUC
to be restored. This example also shows us that the CSP formed with the shared tuples
of a MUC is not necessarily unsatisfiable.

These last results plead for a two-step policy for the explanation of unsatisfiability in
terms of MUCs, MUSTs and shared tuples. Indeed, looking for MUSTs in the general
case does not seem the most promising approach since MUSTs can coincide with no
MUC at all. On the contrary, an interesting approach would require to search for MUCs
as a first step. MUCs provide explanations of unsatisfiability that are expressed in terms
of a minimal number of constraints. The user can drop one such constraint to break
the unsatisfiability of the MUC. Alternatively, he (she) could rather search for MUSTs
corresponding to the discovered MUC. More precisely, if he (she) manages to discover
shared tuples, the user would be provided with a set of forbidden tuples that is such that
allowing just one such tuple is enough to break the unsatisfiability of the MUC. In such
a way, the user would be given the ability to weaken problematic constraints instead
of dropping one whole constraint. Such a policy is to be iterated until all (remaining)
MUCs of the resulting CSP have been addressed.

Several algorithms have been proposed to compute one MUC. Thus, the next issue
that is to be addressed is how both MUSTs and shared tuples could be computed within
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Fig. 4. Micro-structure of the two MUSTs of Example 4

Fig. 5. Shared tuples of Example 4

a MUC. In the following, it is shown that, modulo a specific SAT encoding, shared
tuples exactly coincide with so-called protected clauses [2], which play a central role
in the efficiency of the currently most efficient technique to compute MUCs in the
Boolean case, namely MUSes (Minimally Unsatisfiable Sub-formulas). In this respect,
a Boolean translation of MUCs that allows us to benefit from the efficiency of this
powerful computational technique will be provided.

5 Using OMUS to Compute MUSTs and Shared Tuples

Computing a MUST could be performed through several traditional techniques from
the CSP and the operational research domains, such as the destructive, additive or
dichotomic minimization procedures [4]. However, those approaches would deliver
MUSTs, only. The computation of shared tuples would require either a linear num-
ber of additional step-by-step tests of satisfiability, or to consider all solutions of each
relaxation obtained by removing one constraint from the computed MUC. On the con-
trary, an approach allowing both a MUST and shared tuples to be computed at the same
time is introduced in this section.
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When one MUC has been obtained trough e.g. Hemery et al.’s DC(wcore) tech-
nique [1], it is translated inside the Boolean framework in such a way that the compu-
tation of MUSTs and shared tuples of the MUC is achieved through the computation
of MUSes, namely minimally unsatisfiable sets of clauses of a CNF formula. The se-
lected translation schema is a form of direct encoding [5] that consists in encoding each
domain value of each variable by a different Boolean variable Cvi

. Accordingly, the
number of variables in the Boolean framework is given by the sum of the sizes of the
domains of the variables of the MUC. Let P = 〈V, C〉 be a MUC, the following clauses
are then created.

1. at-Least-one clauses ensure that at least one possible value for each variable vi is
selected in a solution
Cv1

∨ Cv2
∨ ... ∨ Cvm

∀v ∈ V with dom(v) = {v1, v2, ..., vm}

2. at-Most-one clauses ensure that at most one value is selected for each variable
¬Cva

∨ ¬Cvb
∀v ∈ V ∀(va, vb) ∈ dom(v) × dom(v)

3. Conflict clauses encode forbidden tuples
¬Cvi

∨ ¬Cvj
∀c ∈ C ∀(vi, vj) ∈ T (c)

This form of encoding has been adopted because it allows a forbidden tuple to
be translated into a unique clause. Moreover, the “at-Most-one clauses” are actually
not added to the generated formula. Indeed, those clauses have been proved optional
[6]; moreover, omitting them enables us to ensure that minimality is preserved in both
frameworks. Thus, each MUS of the generated Boolean formula corresponds to a
MUST of the infeasible CSP. Computing one MUST amounts to computing one MUS
in this Boolean framework, provided that every at-Least-one clauses belong to the
MUS.

More precisely, we make use of the OMUS technique by Grégoire et al. [2], which
is currently one of the most efficient complete techniques to discover one MUS inside
an unsatisfiable SAT instance. One key to the efficiency of this approach is the concept
of protected clauses. Interestingly enough, protected clauses appear to encode shared
tuples.

The OMUS technique is based on the so-called critical clause concept, which is a
clause that is falsified under a given assignment of values and that is such that satisfying
it by a minimal change of the assignment will always conduct at least another clause
to be falsified in its turn. Roughly, the OMUS technique is a two-step approach. First, a
superset of a MUS is computed by iterating the computation of the number of times each
clause is critical during local search runs and by dropping clauses with the lowest scores.
Second, a fine-tune process allows an exact MUS to be delivered. Interestingly, each
time there is just one clause that is not satisfied w.r.t. some variables assignment during
the local search run, it is marked and never be dropped from the formula. These clauses
are called protected, and belong to all MUSes of the Boolean formula. According to this
encoding, protected clauses coincide with shared tuples of the translated MUC. These
tuples are thus delivered together with the MUST, without any computing overhead.
Furthermore, the first step of this local-search-based algorithm sometimes delivers an
unsatisfiable set of protected clauses, which forms a MUS, and the second step of the
algorithm is avoided.
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Algorithm 1. direct_encode

Input: a CSP: 〈V, C〉
Output: a set of clauses Σ viewed as a CNF formula
begin1

Σ ←− ∅ ;2

foreach vi ∈ V do3

Σ ←− Σ
⋃

{
∨

∀j∈dom(vi)

xij} ; /* “At-least-one” clauses */
4

foreach c ∈ C do5

foreach t ∈ T (c) do6

Σ = Σ
⋃

{
∨

∀(vi∈V ar(c) and j∈dom(vi))
s.t. j is the forbidden value of vi in t

¬xij} ;

7

return Σ ;8

end9

Algorithm 2. mus2must

Input: a MUS: Σ and a MUC: 〈V, {(V ar(c1), T (c1)), ..., (V ar(cm), T (cm))}〉
Output: a MUST: 〈V, {(V ar(c1), T

′(c1)), ..., (V ar(cm), T ′(cm))}〉
begin1

foreach c ∈ C s.t. C = {(V ar(c1), T (c1)), ..., (V ar(cm), T (cm))} do2

T ′(c) ←− ∅ ;3

foreach t ∈ T (c) do4

if ((
∨

∀(vi∈V ar(c) and j∈dom(vi))
s.t. j is the forbidden value of vi in t

¬xij) ∈ Σ) then

5

T ′(c) ←− T ′(c) ∪ {t};6

return 〈V, {(V ar(c1), T
′(c1)), ..., (V ar(cm), T ′(cm))}〉 ;7

end8

6 Experimental Studies

In order to assess the practical value of these techniques, an algorithm called MUSTER
(MUST-ExtRaction) has been implemented and run on various benchmarks from the
last CSP competition [7]. This software makes thus use of (a C variant of) Hemery
et al.’s DC(wcore) technique to extract a MUC from the considered CSP. Then, the
MUC is converted into a Boolean clausal formula according to the aforementioned
direct-encoding described in Algorithm 1. A MUS is then computed thanks to Grégoire
et al.’s OMUS procedure [2]. As described above, there is a one-to-one correspondence
between this MUS and a MUST from the CSP; this latter one is delivered, together with
detected shared tuples, using a simple translation procedure described in Algorithm 2.
The MUSTER method is summarized in Algorithm 3.

All experiments have been conducted on a Pentium IV, 3Ghz under Linux Fedora
Core 5. A significant sample of results are given on Table 1, which contains 3 main
columns, namely Instance, Extracted MUC and Extracted MUST. The first column
provides information about the considered unsatisfiable CSP: namely, the benchmark



210 .MUST : Provide a Finer-Grained Explanation of Unsatisfiability

MUST: Provide a Finer-Grained Explanation of Unsatisfiability 327

Algorithm 3. MUSTER

Input: a CSP: 〈V, C〉
Output: a MUST: 〈V, {(V ar(c′1), T

′′(c′1)), ..., (V ar(c′m), T ′′(c′m))}〉
begin1

〈V, C′〉 ←− DC(wcore)(〈V,C〉) ; /* 〈V, C′〉 is a MUC s.t. C′ ⊆ C */2

/* and C′ = {(V ar(c′1), T (c′1)), ..., (V ar(c′m), T (c′m))} */

ΣCNF ←− direct_encode(〈V, C′〉) ;3

ΣMUS ←− OMUS(ΣCNF) ; /* ΣMUS ⊆ ΣCNF */4

〈V, {(V ar(c′1), T
′′(c′1)), ..., (V ar(c′m), T ′′(c′m))}〉 ←− mus2must(ΣMUS , 〈V, C′〉);5

/* ∀ 1 ≤ i ≤ m T ′′(c′i) ⊆ T (c′i) */

return 〈V, {(V ar(c′1), T
′′(c′1)), ..., (V ar(c′m), T ′′(c′m))}〉 ;6

end7

name, the number of involved constraints and the number of forbidden tuples that the
constraints represent. In the second one, the main information about the MUC computed
by DC(wcore) is given: namely, the number of constraints of the MUC, the number of
tuples that they represent, and the computing time in seconds that was spent. Finally, the
third main column provides the main information about the computed MUST: namely,
its number of tuples, the number of discovered shared tuples, and the computing time
in seconds that was spent. A time-out was set to 3 hours of CPU time.

First, let us note that a MUST was extracted within a reasonable amount of time for
most benchmarks, which represent hard to solve problems. For instance, a MUC made
of 13 constraints is discovered for the composed-75-1-2-1 CSP, which contains
624 contraints. This MUC forbids 845 tuples. Actually, this set can be reduced to just
344 tuples, which form one MUST of the benchmark. Moreover, the user is provided
with a set of 104 tuples such that if one of these latter tuples is allowed, then the unsat-
isfiable part of the CSP represented by the MUC is fixed. Similar results were obtained
for e.g. scen11_f10, which is an instance of the famous Radio Link Frequency As-
signment Problem (RLFAP). This latter benchmark involves almost 800,000 forbidden
tuples. However, only some of these them really participate to the unsatisfiability of
the CSP. Indeed, a MUC that contains less than 5,000 tuples is exhibited, and this one
has been reduced into a MUST made of 3,077 tuples. In this MUST, allowing one tu-
ple among the 2,728 discovered shared ones is enough to allow the MUC to regain
feasibility.

Obviously enough, due to the high-level computational complexity of the addressed
problem, we cannot expect our approach to solve all problems within a reasonable
amount of time. For example, although a MUST was extracted for the Queen-Knight
problem qk_8_8_5_add, MUSTER was not able to deliver any of its shared tuples,
although we know that these latter tuples are contained in the 10149 tuples that form the
computed MUST. Let us also note that the same MUC and MUST have been discovered
for both qk_8_8_5_add and qk_8_8_5_mul problems. This is easily explained:
those problems result from various combinations between the 8 queens problem and 5
knights one. Since the 5 knights problem is not feasible, a same explanation of unsatis-
fiability can be delivered for all combinations of this problem with other CSPs.



CP’07 211

328 É. Grégoire, B. Mazure, and C. Piette

Table 1. Extracting a MUST

Instance Extracted MUC Extracted MUST

name #con #tuples #con #tuples time (s) #tuples #st1 time (s)

composed-25-1-2-0 224 4,440 14 910 10.72 354 119 13.08
composed-25-1-2-1 224 4,440 15 975 9.09 339 59 17.47
composed-25-1-25-8 247 4,555 9 585 8.85 259 116 6.25
composed-75-1-2-1 624 10,440 13 845 66.42 344 104 10.85
composed-75-1-2-2 624 10,440 14 910 66.74 376 48 14.44
composed-75-1-25-8 647 10,555 16 1,040 59.09 461 51 23.69
composed-75-1-80-6 702 10,830 11 715 61.48 278 55 8.17
composed-75-1-80-7 702 10,830 16 1,040 379.85 420 75 17.23
composed-75-1-80-9 702 10,830 12 780 86.16 306 89 9.01
qk_10_10_5_add 55 48,640 5 47,120 19.68 24,855 0 3081.1
qk_10_10_5_mul 105 49,140 5 47,120 1.29 24,855 0 2812.99
qk_8_8_5_add 38 19,624 5 18,800 3.33 10,149 0 544.7
qk_8_8_5_mul 78 19,944 5 18,800 0.66 10,149 0 531.24
graph2_f25 2,245 145,205 43 4,498 427.36 2470 1,516 426.05
qa_3 40 800 15 583 0.32 203 152 8.32
dual_ehi-85-297-14 4,111 102,234 40 1,145 3.35 311 142 40.26
dual_ehi-85-297-15 4,133 102,433 35 1,083 4.03 310 172 25.85
dual_ehi-85-297-16 4,105 102,156 36 1,032 4.68 301 159 29.05
dual_ehi-85-297-17 4,102 102,112 43 1,239 4.83 348 172 42.21
dual_ehi-85-297-18 4,120 102,324 33 972 3.48 271 141 30.4
dual_ehi-90-315-21 4,388 108,890 37 1,120 3.16 354 129 35
dual_ehi-90-315-22 4,368 108,633 41 1,218 4.57 410 187 43.69
dual_ehi-90-315-23 4,375 108,766 29 835 2.86 251 131 12.23
dual_ehi-90-315-24 4,378 108,793 31 974 4.57 315 167 25.42
dual_ehi-90-315-25 4,398 108,974 38 1,106 3.89 375 179 30.41
scen6_w2 648 513,100 7 8,020 53.78 4,872 2,953 1107.39
scen6_w1_f2 319 274,860 21 21,146 488.64 - - time out

scen11_f10 4,103 738,719 16 4,588 164.27 3,077 2,728 438.26
scen11_f12 4,103 707,375 16 4,588 122.12 3,053 2,728 419.83

Finally, let us comment on the number of shared tuples. Proposition 2 ensures that a
MUC made of m constraints contains at least m shared tuples. However, the number of
shared tuples is often larger in practice. For example, a MUC made of 43 constraints is
extracted from graph2_f25: so, at least 43 shared tuples could have been expected.
Actually, 1,516 such tuples were delivered, enabling the user to just select one con-
straint among 43 ones, and then just select and allow one tuple among an average of 35
candidate ones, to regain feasibility.

7 Related Works

The approach introduced in this paper can be interpreted as a refinement of explanation
techniques that provide users with MUCs in case of unsatisfiability. There have been

1 #st: #shared tuples.
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only a few research results about extracting MUCs from CSPs, or MUSes in the Boolean
case. In this respect, the approach in this paper takes advantage of one of the most often
efficient technique to compute MUCs [1] and of the currently most efficient technique
compute MUSes [2], in order to deliver MUSTs and shared tuples.

In the CSP framework, there have been several other works about the identification
of (minimal) conflict sets of constraints (e.g. [8]) that are recorded during the search
in order to perform various forms of intelligent backtracking, like dynamic backtrack-
ing [9] [10] or conflict-based backjumping [11]. In [12] a non-intrusive method was
proposed to detect them. However, there have been few research works about the prob-
lem of extracting MUCs themselves. A method to find all MUCs from a given set of
constraints has been presented in [13] and in [14], which corresponds to an exhaus-
tive exploration of a so-called CS-tree but is limited by the combinatorial blow-up in
the number of subsets of constraints. Other approaches are given in [15] and in [16],
where an explanation that is based on the user’s preferences is extracted. Also, the PaLM
framework [17], implemented in the constraint programming system Choco [18], is an
explanation tool that can answer for instance the question: why is there no solution that
contains the value vi for some variable A? Moreover, in case of unsatisfiability, PaLM
is able to provide a core, but this one is not guaranteed to be minimal. The DC(wcore)
approach that is used in this paper appears to improve a previous method introduced in
[19] to extract a MUC, that was proposed in the specific context of model-based diag-
nosis. It also proves more competitive than the use of the QuickXPlain [12] method
to compute MUCs.

In the Boolean framework, the problem of extracting a MUS from an unsatisfiable
CNF formula has also received much attention. In [20], Bruni has proposed an ap-
proach that approximates MUSes by means of an adaptative search guided by clauses
hardness. Zhang and Malik have described in [21] a way to extract MUSes by learning
nogoods involved in the derivation of the empty clause by resolution. In [22], Lynce
and Marques-Silva have proposed a complete and exhaustive technique to extract one
smallest MUS of a SAT instance. Together with Mneimneh, Andraus and Sakallah [23],
the same authors have also proposed an algorithm that makes use of iterative max-
SAT solutions to compute such smallest unsatisfiable subsets of clauses. Oh and her
co-authors have presented in [24] a Davis, Putnam, Logemann and Loveland DPLL-
oriented approach that is based on a marked clause concept to allow one to approximate
MUSes. Let us also mention a complete approach by Liffiton and Sakallah [25], re-
cently improved by a non-standard use of local search [26], that attempts to compute
the exhaustive set of MUSes of a propositional formula.

Finally, let us note that the problem of finding an Irreductible Infeasible Subsys-

tem has also been the subject of specific research efforts in mathematical programming
[4][27].

8 Conclusions and Perspectives

These results open many interesting research perspectives.
An unsatisfiable CSP can exhibit several MUCs that can share non-empty set-

theoretic intersections. Regaining feasibility through permitting shared tuples thus
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requires the MUSTER process to be iterated until all remaining MUCs in the resulting
CSP have been addressed. Clearly, the order according to which MUCs are addressed
influences the tuples that are delivered to the users. In this respect, it could be fruitful
to develop order-independent techniques that directly deliver sets of tuples that would
make the CSP feasible if these latter tuples were allowed. In this respect, recent results
by Grégoire et al. [28] that allows covers of MUSes to be computed, i.e. sets of MUSes
that cover all basic infeasibility causes, could be exploited in that direction. The con-
cept of shared tuples would have to be revised accordingly, and specific computational
techniques would have to be devised in order to compute that.

Although it appears to be highly competitive in practice, our technique to compute
shared tuples remains uncomplete since it does not guarantee that all shared tuples will
be delivered. Another interesting path for future research would consist in developping
complete techniques that guarantee, modulo a possible exponential blow-up, the com-
putation of all shared tuples.

In this paper, basic formal results about MUSTs have been provided. Clearly, much
more can be done in this respect. Variant definitions coud be provided, in particular
variants that would not rely on the MUC concept to address infeasibility.

Also, several MUSTs can be inter-dependent within a CSP: studying the formal prop-
erties of their relationships is also a promising path for future research.
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In this paper, a new approach to equivalence-pre-serving compilation, called tractable covers, is intro-duced. In short, a tractable cover of � is a �nite setT of tractable formulas � (disjunctively considered) s.t.� � T . Tractable covers of � are equivalence-preservingcompilations of �: a clause c is a logical consequence of� i� for every � in T , c is a logical consequence of �.Since � is tractable, each elementary test � j= c can becomputed in time polynomial in j�j + jcj. The pointis to �nd out tractable �s that concisely represent (i.e.cover) the largest sets of models of �, so that jT j remainslimited. To some extent, the present work could then berelated to other model-based approaches to knowledgerepresentation and reasoning, like [Khardon and Roth,1996].First, a general framework is presented, which can takeadvantage of most tractable classes, simultaneously. Inmany respects, it generalizes the prime implicants covertechnique recently used for compilation purpose [Schrag,1996]. Then, the focus is laid on tractable covers thatcan be computed and intensionally represented thanks to(partial) interpretations. Two speci�c cases are consid-ered. In the �rst one, partial interpretations are usedto shape the KB into formulas from several possibleclasses. In the second one, they are used to derive renam-able Horn formulas. The last one is proved less space-consuming than prime implicants covers [Schrag, 1996]for every KB. Since tractable covers of � are equivalence-preserving compilations, their size may remain exponen-tial in j�j unless NP � P=poly [Selman and Kautz,1994], which is very unlikely. However, experimental re-sults show that the new approaches can prove e�cientw.r.t. direct query answering and o�er signi�cant timeand space savings w.r.t. prime implicants covers.2 Formal PreliminariesA literal is a propositional variable or a negated one. Aclause (resp. a term) is a �nite set of literals, represent-ing their disjunction (resp. conjunction). A Horn (resp.reverse Horn) clause contains at most one literal that is



IJCAI’97 217positive (resp. negative). A binary clause contains atmost two literals. A KB � is a �nite set of propositionalformulas, conjunctively considered. V ar(�) is the setof variables occurring in �. Every KB can be rewritteninto a conjunction of clauses (into CNF for short) whilepreserving equivalence. A KB � is said renamable Horni� there exists a substitution � over literals l built upfrom V ar(�), s.t. �(l) = �l and �(�) is Horn.Interpretations and models are de�ned in the usualway. Let us stress that, quite unconventionally, (partial)interpretations will be represented as terms, i.e. as satis-�able sets of literals (vs. sets of variables). An implicantof a KB � is a partial interpretation � s.t. � j= �. Aprime implicant of � is an implicant � of � s.t. for allimplicants � of � s.t. � j= �, we have � j= �. The setof all prime implicants of � (up to logical equivalence) isnoted PI(�). A prime implicant cover of � is any subsetS of PI(�) (disjunctively considered) s.t. S � �.3 Tractable Cover Compilations3.1 The General FrameworkFirst, let us make precise what classes of tractable for-mulas will be considered:De�nition 3.1 A list Cs of classes C of tractable propo-sitional formulas (w.r.t. cover compilation) is s.t.:� There exists a polytime algorithm TRACTABLE? forchecking whether any formula � belongs to C.� There exists a polytime algorithm QUERY ? for checkingwhether � j= c holds for any � in C and any clause c.� For every C in Cs, for every formula � of C and everyterm p, there exists C0 in Cs s.t. (� ^ p) 2 C0.Since classes of tractable formulas are not �ni-te sets in the general case, they are intensionallyrepresented by ordered pairs of decision procedureshTRACTABLE?; QUERY ?i.Interestingly, the great majority of classes of formu-las tractable for SAT (the well-known propositional sat-is�ability decision problem) are also tractable for covercompilations. Especially, this is the case for the Horn, re-verse Horn, binary, renamable Horn, q-Horn and nestedclauses classes.We are now ready to de�ne the notion of a tractablecover of a propositional KB.De�nition 3.2 Given a CNF-KB � and a �nite list Cs ofclasses of tractable formulas w.r.t. cover compilation (repre-sented intensionally), a tractable cover of � w.r.t. Cs is a�nite set T of satis�able formulas (disjunctively considered)s.t.:� For every �i 2 T , there exists C in Cs s.t. �i belongsto C, and� T � �.In the following, we will assume that Cs contains atleast the class ft s.t. t is a termg. This ensures that there

always exists at least one tractable cover of �, namely aprime implicants one.In this paper, we focus on tractable covers that can beintensionally represented, using (partial) interpretations.The corresponding explicit covers can be generated on-line from the intensional ones in polynomial time.3.2 Carver-Based Tractable CoversA �rst way to derive covers consists in simplifying theKB using partial interpretations. For any partial inter-pretation p = fl1; : : : ; lng, the KB � simpli�ed w.r.t. pis the set �p = (((�l1 )l2) : : :)ln , where �l = fcnf:lg s.t.c 2 � and c \ flg = ;g.De�nition 3.3 Given a CNF-KB � and a �nite list Cs ofclasses of tractable formulas (represented intensionally):� A carver of � w.r.t. Cs is a partial interpretation p s.t.there exists C in Cs s.t. �p belongs to C and �p issatis�able.� A carver-based tractable cover of � w.r.t. Cs is a setPC of carvers of � w.r.t. Cs (disjunctively considered)s.t. (PC ^ �) � �.� A carver-based cover compilation of � is a pair C =h�; PCi, where PC is a carver-based tractable cover of� w.r.t. Cs.Interestingly, the space required to store a carver p isalways lower or equal to the space needed by the corre-sponding tractable formula � = p ^ �p (with a O(j�j)factor in the worst case). At the on-line query answeringstage, the price to be paid is a O(j�^ pj) time complex-ity overhead per carver p but this does not question thetractability of query answering.As an example, let � = f�x1_ �x2_ �x3_x4; x1_x2_x4gand let Cs contain the Horn and the binary classes. Theset PC = ffx1g; f�x1gg is a carver-based tractable coverof � w.r.t. Cs since �fx1g = f�x2 _ �x3 _ x4g is Hornand �f�x1g = fx2 _ x4g is binary. If Cs reduces to therenamable Horn class, f;g is a carver-based tractablecover of � w.r.t. Cs since � belongs to the renamableHorn class.Clearly enough, carver-based cover compilations areequivalence-preserving compilations:Proposition 3.1 Let � be a CNF-KB, C = h�; PCi be acarver-based cover compilation of � and let c be a clause.� j= c i� for every p in PC, ((p j= c) or (�p j= c)), whichcan be decided in time polynomial in jCj+ jcj.Although the class(es) to which �p belongs can bepolynomially recognized on-line for each carver p of PC,in practice, they are determined once only at the o�-linecompiling stage. Accordingly, each carver p found duringthe compiling process is indexed with a reference label(p)to the concerned class in Cs. A signi�cant amount oftime in on-line query answering can be saved via suchindexing.Interestingly, carver-based cover compilations can leadto exponential space savings w.r.t. prime implicants



218 .Tractable Cover Compilationscover compilations for some KBs. An extreme case con-sists of tractable KBs � that remain invariant undercarver-based cover compilation but are such that everyprime implicant cover is exponential in the size of �.3.3 Hyper-Implicant CoversFormulas in covers must be tractable and exhibit asmany models of � as possible. Interestingly, severalclasses C of tractable formulas admit model-theoreticcharacterizations and features that can be exploited. Forthe binary, Horn, reverse Horn, renamable Horn classes,among others, class membership is equivalent to the ex-istence of some speci�c interpretation(s). Formally, aCNF-KB � is renamable Horn [Lewis, 1978] i� there ex-ists an interpretation p over V ar(�) s.t. for every clausec of �, at most one literal of c does not belong to p. In-terestingly, the renamable Horn class includes both theHorn, reverse Horn, and satis�able binary KBs as propersubsets.As the semantical characterizations above indicate it,literals that belong both to p and to � play a centralrole that we can take advantage of. In order to derivesatis�able renamable Horn formulas, every clause c of �is shortened using a model p = m of �: only the literalsoccurring in m are kept, plus an additional literal of c(when possible). In this way, every shortened clause issuch that every literal ofm (except possibly one) belongsto it. Accordingly, the resulting set of clauses, calledhyper-implicant of �, is satis�able and renamable Horn.Formally, let m be a model of �. For every clausec in �, let cm be the clause consisting of the literalscommon to c and m. Let P (�;m) denote the set ofclauses of � s.t. for every clause c in P (�;m), c and cmare identical. Let N(�;m) be � n P (�;m). For everyclause c in N(�;m), let lmc denote a literal of c s.t. lmcbelongs tom. Obviously, several candidates lmc may existin the general case.De�nition 3.4 Given a CNF-KB �:� A hyper-implicant of � (w.r.t. to a model) m of � is aformula �m = ( ^c2P (�;m) c) ^ ( ^c2N(�;m)(cm _ lmc )).� A hyper-implicant cover H of � is a set of hyper-implicants of � (disjunctively considered) s.t. H � �.Importantly, the size of any hyper-implicant �m of �is strictly lower than the size of �, except when � isrenamable Horn.Hyper-implicant covers are equivalence-preservingcompilations:Proposition 3.2 Let � be a CNF-KB, H be a hyper-implicant cover of � and c be a clause. � j= c i� for ev-ery hyper-implicant �m of H, we have �m j= c. This can bedecided in time linear in jHj + jcj.Assuming that the clauses in � = fc1; : : : ; cng are to-tally ordered, hyper-implicant covers can be represented

intensionally by � and sets of pairs hm; [lmc1 ; : : : ; lmcn ]iwhere m is a model of � and lmci (i 2 1::n) is false ifci 2 P (�;m) and is the literal of ci nm which is kept,otherwise. Each �m can be derived on-line from � andhm; [lmc1 ; : : : ; lmcn ]i in linear time.As an example, let � = fx1 _ x3 _ x4; x1 _ �x2 _x3; x1 _ x2 _ �x3 _ �x4; �x1 _ �x2 _ �x3 _ �x4; �x1 _ x2 _ �x3 _x4g. The hyper implicant cover represented by � andthe two pairs hfx1; �x2; �x3; x4g; [x3; x3; x2; �x1; �x1]i andhf�x1; x2; x3; �x4g; [x1; �x2; �x3; �x2; x4]i, contains two hyper-implicants: fx1 _ x4 _ x3; x1 _ �x2 _ x3; x1 _ �x3 _ x2; �x2 _�x3 _ �x1; �x3 _ x4 _ �x1g and fx3 _ x1; x3 _ �x2; x2 _ �x4 _�x3; �x1 _ �x4 _ �x2; �x1 _ x2 _ x4g.Intuitively, any hyper-implicant �m of � is a conciserepresentation of some prime implicants of �. To bemore speci�c, the prime implicants of � which are en-tailed by m are prime implicants of �m.Proposition 3.3 For every model m of �, let PIm(�) bethe set of prime implicants of � s.t. for every � in PIm(�),we have m j= �. Then, PIm(�) � PI(�m).Consequently, �m covers every model of � covered bya prime implicant of � entailed by m.Hyper-implicants covers are economical representa-tions w.r.t. prime implicants ones. Not withstandingthe fact that hyper-implicants of � are smaller than �,the number of hyper-implicants in a cover is lower thanthe number of implicants in a cover:Proposition 3.4 For every prime implicant cover of � con-taining t prime implicants there exists a hyper-implicant coverof � containing at most b t+ 12 c hyper-implicants.In the example above, the hyper-implicant cover con-tains 2 formulas, while the smallest prime implicantcover of � consists of 6 prime implicants. Actually, ex-periments show signi�cant savings w.r.t. the sizes of theprime implicants covers for most KBs (cf. Section 5).4 Computing Compilations(Partial) interpretations giving rise to intensionally-represented tractable covers are computed using system-atic search, thanks to a Davis/Putnam-like procedureDPTC. This procedure is closely related to Schrag's DPPIalgorithm [Schrag, 1996]. Cs is empty for the hyper-implicant case.DPTC(�,Cs):1 PC  ;;2 DP*(�,Cs,;);3 Return(h�,PCi).DP*(�,Cs,p):1 If not PRUNING(�,p) then2 UNIT_PROPAGATE(�,p);3 If ; 2 � then return;4 If (p � �)



IJCAI’97 2195 then PROCESS_IMPLICANT(p,�,Cs)6 return;7 l CHOOSE_BEST_LITERAL(�);8 DP*(�; Cs; p [ flg);9 DP*(�; Cs; p [ f:lg).The CHOOSE BEST LITERAL branching rule and UN-IT PROPAGATE procedures are standard Davis/Putnamfeatures. In our experiments, the branching rule by [Du-bois et al., 1996] is used. The main role of DP* is to�nd implicants of � in the whole search tree. PRUNINGand PROCESS IMPLICANT depend on the considered ap-proach. From the found implicants, (partial) interpre-tations (carvers and implicit representations of hyper-implicants) are derived thanks to PROCESS IMPLICANT;they are collected into the global variable PC.4.1 The Carver-Based CasePRUNINGC(�,new_p):1 If there exists p 2 PC s.t. (new_p � p)2 then return(true) else return(false).PROCESS_IMPLICANTC(new_p,�,Cs):1 Carver  DERIVEC(new_p,�,Cs);2 For every p 2 PC do3 If (p � Carver) then remove p from PC;4 Put Carver in PC.DERIVEC(p,�,Cs):1 Prime  ONE_PRIME(p,�);2 For every literal l 2 Prime do3 For every hTRACTABLE?; QUERY ?i in Cs do4 If TRACTABLE?(�Primenflg)then Return(DERIVEC(Primenflg;�,Cs));5 Return(Prime).Whenever an implicant p of � is found, a prime im-plicant Prime of � s.t. p � Prime is extracted from p,thanks to the ONE PRIME procedure. ONE PRIME consid-ers every literal l of p successively, check whether l is nec-essary (i.e. if there exists a clause c of � s.t. c\p = flg),and remove l from p if l is not necessary (see [Castell andCayrol, 1996][Schrag, 1996] for details). These prime im-plicants are then tentatively simpli�ed; all the literals ofeach Prime are considered successively; for every literall of Prime, �Primenflg is checked for tractability usingthe recognition procedures given in Cs. If �Primenflg isfound tractable, l is ruled out from Prime and is keptotherwise. Once all the literals of Prime have been con-sidered, the resulting simpli�ed Prime (indexed by thelabel of the corresponding class in Cs) is checked againstthe set PC of carvers collected so far. Only maximalcarvers w.r.t. � are kept in PC. Interestingly, the set PCof carvers stored during the traversal of the DP searchtree is used to prune this tree, thanks to the PRUNINGCprocedure; indeed, whenever a candidate (partial) in-

terpretation new p is elected, it can be immediately re-moved if new p entails one of the current carvers.Clearly enough, both the literal ordering and therecognition procedure ordering used in DERIVEC cangreatly inuence the cover generated in this way.4.2 The Hyper-Implicant CasePRUNINGH(�,new_p):1 If there exists p 2 PC s.t. (�new p � �p)2 then return(true) else return(false).PROCESS_IMPLICANTH(new_p,�,_):1 Model  DERIVEH(new_p,�);2 For every p 2 PC do3 If (�Model � �p) then remove p from PC;4 Put Model in PC.DERIVEH(p,�):1 Model  p;2 For every variable v 2 V ar(�) do3 If (fvg \ p = ;) and (f:vg \ p = ;)4 then put v with its most frequentsign in � to Model;5 Return(Model).Each time an implicant p of � is found, a modelModel of � s.t. Model � p is derived from p. The vari-ables that do not occur in p are added with the signoccurring the most frequently in �. When �Model iscomputed for the �rst time, a list [lmc1 ; : : : ; lmcn ] is at-tached to Model. The DERIVEH procedure is both sim-pler and more e�cient than DERIVEC (roughly, it is notmore time-consuming than the prime implicant extrac-tion achieved by ONE PRIME). The tractable formulas �pcorresponding to the models p collected in PC are usedto prune the search tree (PRUNINGH). Only the ps givingrise to the logically weakests �p are kept in PC. Sincethe renamable Horn formulas �Model and �p stem fromthe same KB �, checking whether (�Model j= �p) canbe performed in a very e�cient way.Both the literals chosen to extend the found impli-cants to models p of �, and the literals lmc selected inclauses of �p may have a signi�cant impact on the hyper-implicants �p that are generated.5 Experimental ResultsIn contrast to SAT, only few benchmarks for knowledgecompilation can be found in the literature (with the well-developed experimental framework of [Schrag, 1996] asan exception). Actually, no comprehensive analysis ofwhat should be the nature of meaningful benchmarks forevaluating compilation approaches has ever been con-ducted. Clearly, benchmarks must be hard for queryanswering since the goal of knowledge compilation isto overcome its intractability. However, in contrast to[Schrag, 1996], we do not focus on hard SAT instances,



220 .Tractable Cover Compilations�P �P jPjproblems #var #cla �C �C jCj�H �H jHj5.08 | 5376adder 21 50 2.09 | 10440.20 78.75 3052.00 | 172history-ex 21 17 0.75 1000.00 2340.14 11.66 770.66 125.00 255two-pipes 15 54 0.60 125.00 2340.12 20.00 1920.47 45.45 441three-pipes 21 82 0.42 <1 3730.27 17.50 2840.36 23.80 675four-pipes 27 110 0.25 18.51 5280.20 29.16 3800.51 26.31 861regulator 21 106 0.29 20.83 5300.17 29.99 4222.16 | 297selenoid 11 19 1.40 | 1150.20 17.49 940.85 <1 312valve 13 50 0.66 <1 2970.16 21 246Table 1: Experimental results.only. Hard SAT instances (with respect to current algo-rithms) should be considered hard for query answeringsince at least one query (namely, the empty clause) isdi�cult. However, easy SAT instances can exhibit hardqueries that di�er from the empty clause.Accordingly, we tested the tractable covers and theprime implicants approaches w.r.t. many KBs, including\standard" structured problems, taken from [Forbus andDe Kleer, 1993], and random k-SAT problems [Duboiset al., 1996], varying the #cla(use)=#var(iable) ratiofrom the easy to the hard regions. Each KB � has beencompiled using the 3 techniques. Then, 500 queries havebeen considered. In order to check the usefulness of thecompilation process, we also answered these queries from�, using a direct, uncompiled, Davis/Putnam-based ap-proach [Dubois et al., 1996]. For each problem � andeach compilation technique, the ratios � = QC=QU and� = C=(QU �QC) have been computed. QC (resp. QU )is the time needed by the compiled (resp. uncompiled)approach to answer all the queries, and C is the compi-lation time. � (resp. �) tells us how much query timeimprovement we get from compilation (resp. how manyqueries are required to amortize the cost of compilation).
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Figure 2: Sizes of the compilations.Table 1 reports some results of our extensive experi-ments. For each problem [Forbus and De Kleer, 1993], itlists results for the prime implicants, carvers, and hyper-implicants covers, successively. Especially, it gives theratios � and � and the size (in literals) of the corre-sponding cover. The size of any tractable cover compi-lation is the size of � plus the size of the set of (partial)interpretations used as an implicit representation. Forthe carver-based approach, only the Horn, reverse Hornand binary classes have been considered. For the hyper-implicant approach, simpli�cation of the cover (i.e. lines2 to 4 of the PROCESS IMPLICANTH procedure) has notbeen implemented.Results obtained on 50 variables random 3-SAT prob-lems, where the ratio #cla=#var varies from 3.2 to 4.4,are reported on the two next �gures. 50 problems have



IJCAI’97 221been considered per point and the corresponding scoresaveraged. Figure 1 (resp. Figure 2) gives aggregate val-ues of ratios � (resp. sizes in literals) obtained for eachcompilation technique. � = 1 separates the region forwhich compilation is useful from the region for which itis not.At the light of our experiments, tractable covers provebetter than prime implicants covers, both for structuredand random k-SAT problems. Signi�cant time savingsw.r.t. query answering and signi�cant space savingsare obtained. Especially, tractable covers prove usefulfor many KBs for which prime implicants covers aretoo large to o�er improvements w.r.t. query answer-ing. More, the tractable cover approach allows the com-pilation of KBs which have so huge prime implicantscovers P that P cannot be computed and stored. Thiscoheres with the theoretical results reported in [Bouf-khad and Dubois, 1996], showing that the average num-ber of prime implicants of k-SAT formulas is exponentialin their number of variables.6 ConclusionBoth theoretical and experimental results show thetractable cover approach promising and encourage us toextend it in several directions. A �rst issue for furtherresearch is how to determine e�ciently the best suitedclasses of tractable formulas for a given KB �. On theexperimental side, an extensive evaluation of the carver-based technique equipped with more expressive tractableclasses must be done. Extending the hyper-implicant ap-proach to other tractable classes, especially the q-Hornone [Boros et al., 1994], is another interesting perspec-tive. Finally, fragments of tractable covers of � can serveas approximate compilations (lower bounds) of � in thesense of [Selman and Kautz, 1991; 1994; del Val, 1995;1996]. Since the tractable cover approach allows disjunc-tions of tractable formulas from several classes, betterapproximations could be obtained.References[Boros et al., 1994] E. Boros, P.L. Hammer, and X. Sun.Recognition of q-horn formulae in linear time. DiscreteApplied Mathematics, 55(1):1{13, 1994.[Boufkhad and Dubois, 1996] Y. Boufkhad and O. Du-bois. Length of prime implicants and number of solu-tions of random r-cnf formulas. (submitted), 1996.[Castell and Cayrol, 1996] T. Castell and M. Cayrol.Computation of prime implicates and prime impli-cants by the davis and putnam procedure. In Proc.ECAI'96 Workshop on Advances in Propositional De-duction, pages 61{64, Budapest, 1996.
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Résumé

Ce mémoire présente une synthèse des travaux de recherche que j’ai accomplis depuis ma thèse, il y
a maintenant près de 10 ans. Mes activités de recherche ont pour objetla résolution pratique du problème
NP-complet de référence, à savoirSAT, et de problèmes liés à celui-ci.

Le premier chapitre présente le contexte de mes travaux, décrit les problèmes abordés et définit les
termes et les notations les plus utilisés dans ce mémoire. Les deux chapitres suivants traitent principa-
lement de mes contributions : le premier développe mes travaux surSAT et le second mes travaux sur
des problèmes connexes àSAT. SurSAT, après un bref état de l’art, je décris mes travaux autour de trois
thèmes : l’hybridation de solveurs, l’exploitation de propriétés structurelleset les techniques de simpli-
fication. Le chapitre intitulé « Au-delà deSAT » regroupe mes contributions sur des problèmes tels que
la recherche de noyaux incohérents dans le cadre propositionnel et dans le cadre plus général de réseaux
de contraintes, la résolution de problèmes exprimés à l’aide de logiques non monotones et du premier
ordre, la compilation de bases de connaissances, la résolution des formules booléennes quantifiées. Dans
le dernier chapitre, j’énonce quelques perspectives de recherche.

L’ensemble de cette synthèse est comme de coutume suivi d’un curriculum vitae et d’une sélection
de publications.

Mots-clés:SAT, Hybridation, Noyaux incohérents,CSP, QBF.
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