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Introduction générale

Depuis plusieurs années, le probleme de la satisfiabilipggsitionnelle (décider si une formule boo-
Iéenne mise sous forme normale conjonctive admet ou nonalnation qui la rend vraie) a fait I'objet
de nombreux travaux ayant abouti a des progres remarqusiniés double plan théorique et pratique.
Sur le plan théorique les découvertes du double phénomeéseuduet de longue traine (“heavy tail”)
respectivement sur les instances aléatoires et indlstriebnstituent sans aucun doute les résultats les
plus importants permettant d’'affiner notre compréhensmiadlifficulté relative de SAT et d’expliquer
les progrés récents dans la résolution pratique de ce pneblee premier met en évidence la ou les
instances sont les plus difficiles. En particulier, la ré8oh d'instances aléatoires insatisfiables géné-
rées dans la phase de transition constitue a I'heure aetueNrai défi pour les algorithmes de SAT (cf.
challenge 1 [ELMAN et al. 1997]). Le second met en évidence I'existence de preuvesesopour de
nombreuses instances industrielles. En d’autres ternfééredites exécutions (ou ordres des variables)
du méme algorithme peuvent conduire a des variations irapts en temps d’exécution. Aujourd’hui,
résoudre une instance aléatoire insatisfiable au seuil Geva@lable et 2975 clauses nécessiterait un
temps d’exécution prohibitif qui se chiffre a plusieursroges de temps CPU. Alors que la résolution
efficace d’'instances industrielles de plusieurs centaleawilliers de variables et de millions de clauses
par les solveurs SAT modernes est maintenant une réalité&ffen au-dela des domaines d’applica-
tions traditionnels de SAT comme la vérification formelledileuits, de nouvelles applications issues
de domaines variés comme la cryptographie, la configurateoproduits, la planification, et méme la
bio-informatique sont maintenant résolues par des appsoSIAT.

Ce bref apercu démontre clairement que le caractére NP-lgothpprobléme SAT reste un verrou
théorigue majeur, mais ne constitue nullement un obstatdendise en ceuvre de techniques algorith-
migues efficaces en pratique. Cette évolution historiqums ¢earésolution de SAT a contribué au regain
d’intérét dans la résolution de problémes autour de SAT renglus difficiles. Le probleme de la satis-
fiabilité maximale (Max-SAT), le comptage du hombre de sohd (#SAT) et la résolution de formules
booléennes quantifiees (QBPS PAC E — Complet)) en font partie. Ce dernier probléeme qui est défini
comme une généralisation de SAT ou les variables sont diéastiexistentiellement] ou universelle-
ment ) est plus difficile que SAT et occupe lui aussi une place eémtitans cette classe de complexité.
Le probléme QBF se définit donc comme une extension natutel®AT. Au-dela des aspects théoriques
suscités par la recherche d’algorithmes pour le résoudeeagplications dans plusieurs domaines (pla-
nification, raisonnement non monotone, vérification fotenaliagnostic etc.) ont motivé son étude. Ces
motivations ne s’arrétent pas la, car les progrés fulgur@alisés dans la résolution du probléeme SAT
constituent une base non négligeable pour la résolutiorrahigme QBF. L'adaptation des algorithmes
de SAT en QBF a permis une évolution et un regain d’'intérét peyprobléme. Il reste que la taille des
instances QBF résolues est comparable a celle des instdA¢agsolues il y a une dizaine d’années.

Finalement pour dresser un bilan, les solveurs SAT et QBEsLbse moderniser. Malgré les résultats
négatifs de complexité, la résolution de ces deux problenwesinu des avancés importantes. Il demeure
gue de nouveaux pas doivent étre franchis pour permettéstdution d’instances encore plus difficiles
et plus grandes.
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C’est dans ce contexte que s’inscrit cette thése, notreiiftgst de proposer de nouvelles approches
originales pour élargir la classe des problémes que I'ont gEmoudre en pratiqgue pour ces deux pro-
blémes fondamentaux SAT et QBF.

La thése est organisée en deux parties.

Dans la premiére partie, aprés un rappel de la logique pitapoelle et SAT, nous donnerons une
description des principales approches de résolution dolgmes SAT en relation direct avec nos contri-
butions dans le cadre de cette these.

Le deuxiéme chapitre présente plusieurs contributionschérsa CDCL (Conflict Driven Clauses
Learnind'), une des composantes clés des solveurs SAT moderneséabion 2.3). Tout d'abord, nous
montrons qu’a partir du graphe d’implications, les clausesertives obtenues en utilisant le principe du
premier point d'implication uniqueFirst Unique Implication Poirt(First UIP) sont optimales en terme
de sauts ou de retours-arriere. Puis nous proposons umesiext§ AUDEMARD et al. 2008a] du graphe
d’'implications contenant des arcs additionnels appelés iawerses. Ces arcs sont obtenus en tenant
compte des clauses satisfaites qui sont habituellementégn par I'analyse du conflit. Cette exten-
sion capture plus fidélement I'ensemble du processus degatipn et ouvre de nouvelles perspectives
pour les approches fondées sur CDCL. Entre autres avantagies extension du graphe d’implication
conduit & un nouveau schéma d’analyse des conflits qui éepés arcs ajoutés et permet des retours-
arriere plus haut dans I'arbre de recherche. Les résulkgisrienentaux montrent que l'intégration de
notre schéma d’analyse des conflits généralisé au sein deusslles plus efficaces améliore sensible-
ment leurs performances.

Dans le troisiéme chapitre, un nouveau schéma d’appraggssour SAT est proposé. L'originalité
de cette approche réside dans sa capacité a opérer de tiigpage a chaque nceud de I'arbre de re-
cherche et pas uniquement lors d’'un conflit. Ceci contragte goutes les approches d’apprentissage
traditionnelles qui généralement se référent a I'analgseotflit. Pour rendre cet apprentissage possible,
des clauses pertinentes, extraites a partir de la parisfastet de la formule, sont utilisées conjointe-
ment avec le graphe d'implications classique pour dérieanalivelles explications plus puissantes pour
un littéral donnée. Basé sur cette extension, un premig@msahappelé apprentissage a partir des suc-
ces “Success Driven Clause Learning” (SDCL) est proposé.rBsultats expérimentaux montrent que
I'intégration de SDCL dans un solveur SAT moderne comme $4inpermet d’obtenir des résultats in-
téressants particulierement sur les instances satidiable

Dans le quatrieme chapitre, un nouveau solveur paralléleyBIAT pour une architecture multicore
est présenté. La conception de ManySAT tire parti des pabes faiblesses des solveurs SAT modernes,
a savoir leurs sensibilités aux réglages des paramétrearstrhanques de robustesse. ManySAT utilise
un portfolio complémentaire d’algorithmes séquentielsgs grace a une minutieuse variation dans les
principales stratégies de résolution. Ces stratégieogotiales sont combinées au partage de clauses
dans le but d’améliorer les performances globales de MahySAci contraste avec la majorité des sol-
veurs paralléles existants, qui généralement utilisgpaufadigme "diviser pour régner”. Les résultats des
expérimentations sur plusieurs classes d'instances SdUstrielles, et le premier rang (“gold medal”)
obtenu par ManySAT lors de la compétition SAT Race 2008 dsganen Chine, montrent clairement le
potentiel gu'il y a derriére la philosophie de conceptiomdére solveur paralléle.

Nous proposons dans le cinquiéme chapitre une nouvellégeptation sous forme de graphe d’'une
formule CNF [AUDEMARD et al. 2008b]. Elle étend le graphe d’implications généralemdiisé dans
le cas des clauses binaires (2-SAT) au cas général. Chaaumeabst représentée comme un ensemble
d’'implications conditionnelles. Dans notre cas, par icggiion conditionnelle on exprime I'assertion sui-
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Introduction générale

vante : un littéral: implique b sous la conditiorC' ou C' est une conjonction de littéraux. Dans le cas
2-SAT, C est un ensemble vide. Cette notion d'implication conditigie, nous permet pour des clauses
de taille quelconque de rester dans le cadre d'une repeggenen termes de graphes valués, au lieu
d’'une représentation en hypergraphes, généralement ifficieda manipuler. Une clause est donc ex-
primée par une implication conditionnelle qui est elle mé&moédée par un arc étiqueté par un ensemble
de littéraux, appeléontexte, ou conditiarCette nouvelle représentation permet d’étendre quelones
priétés algorithmiques intéressantes utilisées dansdle ctu fragment traitable 2-SAT (voir la section
5.4.1). Parmi elles, la résolution classique est reformalé utilisant la fermeture transitive d’'un graphe.
Les (plus courts) chemins entre les nceudsta donnent une fagon originale de calculer les conditions
(minimales) sous lesquelles un littérakst impliqué. Cette nouvelle représentation offre de neonbr
avantages et diverses utilisations intéressantes. Dazlte de ce chapitre, trois utilisations concrétes
de cette représentation de formules CNF quelconques eh@esamt présentées et validées expérimen-
talement. La premiere concerne I'extraction des ensen2efAT “strong backdoors”. Dans la seconde,
nous exploitons cette représentation pour la génératiostehces SAT difficiles. Alors que dans la troi-
siéme, nous dérivons une nouvelle technique de pré-traitedes formules CNF.

Dans la deuxiéme partie, le chapitre six présente une eateds la logique propositionnelle vers la
logique QBF. Ensuite, nous ferons un tour d’horizon desrélynes de résolution du probléeme QBF.

Dans le septieme chapitre, nous proposons de supprimeyneitries dans les formules QBF. Si
dans le cas SAT, le fameux SBP (symmetry breaking predicatdde plus utilisé pour supprimer les
symétries. Dans le cas QBF, nous proposons deux approchesygprimer les symétries.

La premiére approche [#DEMARD et al. 2007b] constitue une extension du SBP de SAT vers QBF.
Nous montrons dans ce cadre le fondement de cette extensigorpiste, en plus du SBP classique, a
ajouter de nouvelles contraintes appelées QSBP (quardifiadhetry breaking predicates) et un nouvel
ordre des variables universelles qui interviennent dassyeétries est calculé via un graphe appelé
graphe de précédence.

La deuxieme approche [#DEMARD et al. 2007a] proposée dans ce chapitre peut étre vue comme
une approche duale de la premiere. En effet si dans le cadfel&Ainterprétations symétriques ne
peuvent étre considérées que comme des contre-modeéledatmide, dans le cas QBF et grace a la
présence des variables universelles, nous verrons queadames conditions, nous pouvons considérer
certaines interprétations symétriques comme des modeélés fdrmule. Dans ce cadre la formule est
transformée en une formule CNF/DNF. La forme CNF de la foemadt constituée de la matrice de la
QBF originale augmentée par le SBP classique projeté symaldies existentielles des symétries. Et la
partie DNF est un ensemble de modéles prédéfini. Enfin unsftramation de la CNF/DNF vers CNF
est proposée. Des résultats expérimentaux sur un largé giarstances symétriques montrent l'intérét
de supprimer les symétries dans le cas QBF.

Enfin, une conclusion générale et des nombreuses pergsetiminent ce mémoire.
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1.1 Logique propositionnelle

1.1.1 Syntaxe

Définition 1 (atome) Une proposition atomique (ou atome) est une variable bowiégrenant ses va-
leurs dans I'ensembléfaux, vrai} ou encore{0, 1} ou encore{ L, T}.

Définition 2 (langage propositionnel) Soit 7 un ensemble fini de symboles propositionnels appelés
également variables ou atomes. Pour chaque sous-ensemtieP, Py, désigne le langage propo-
sitionnel construit a partir des symboles e des parenthéses “(” et “)”, constantes booléennes faux
(T)etvrai (L), etdes connecteurs logiques(non), A (et), v (ou), — (implique),— (équivalence).
Une suite finie d’éléments du langage est une expression.

Définition 3 (formule propositionnelle) L'ensemble des formules propositionnelles est le plus @edi
semble d'expressions tel que

1. un atome;T et L sont des formules;
2. siF est une formule alors:.F est une formule;
3. siF et 7' sont des formules alors

(@) (F A F')estune formule;

(b) (F Vv F')estune formule;

() (F — F')estune formule;
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(d) (F < F) estune formule;

Définition 4 (littéral) Un littéral est une variable propositionnelle (littéral positif) ou sa négatior-x
(littéral négatif). Les deux littéraux et —x sont dits complémentaires. On note égalemenfou ) le
littéral complémentaire dé

Nous fixons quelques notations supplémentaires usuellésess un littéral alorgl| désigne la va-
riable correspondante. Pour un ensemble de litté3uX désigne I'ensemblél | I € L}. Etant donnée
une formule propositionnell& appartenant &), , on noteV(F) I'ensemble des variables proposition-
nelles apparaissant dasiset £L(F) I'ensemble des littéraux apparaissant d&nsC(F) est dit complet
ssi pour tout € L(F), ona-l € L(F).

1.1.2 Sémantique

Définition 5 (interprétation) Une interprétationp en calcul propositionnel est une application asso-
ciant a toute formule propositionnell& une valeurp(F) dans{ faux,vrai}. L'interprétation p(F)
d’'une formuleF est définie par la valeur de vérité donnée a chacun des atomés g(F) se calcule
par l'intermédiaire des regles suivantes :

. p(T) =wrai;
p(L) = faus;
(—J—") = vrai SSip(F) = faux;
(FAG) =vraissip(F) =p(G) =vrai;
- p(F ) fauz ssip(F) = p(G) = faux;
. p(F = G) = faux ssSip(F) = vrai etp(G) = faux;
. p(]: — G) = vrai SSip(F) = p(G).

\Joum_b_oo[\.an—\
b

Linterprétationp d’'une formuleF est dite totale ssiz € V(F), on a soitp(z) = vrai, Soitp(x) =
fauzx; elle est dite partielle sinon. On représente souvent utegpirétationp comme un ensemble de
littéraux, i.e,x € p sip(z) = vrai, -z € psip(z) = faux.

On noteS,(F) I'ensemble des interprétations d’une formifieSi F possede exactementariables
propositionnelles alorsS,(F)|=2".

Définition 6 (modéle) Une interprétationp satisfait une formuleF si p(F) = vrai. On dit alors quep
est un modéle d&, et qu’on notep = F. Inversement, $(F) = fauz, on dit quep falsifie F et quep
est un contre-modéle d€ (ou nogood), et qu'on note communémet —F.

On notelM,(F) 'ensemble des modeles d’'une formute

Définition 7 (impliquant premier) Soit F une formule CNF ep un modeéle deF. p est appelé impli-
quant premier deF si pour toutx € p, p — {x} n’est pas un modeéle d&

Définition 8 (formule satisfiable) Une formule propositionnell& est satisfiable si elle admet au moins
un modeélep, i.e, M,(F) # 0.

Définition 9 (formule insatisfiable) Une formule propositionnellé” est dite insatisfiable s'il n’existe
pas d'interprétationp satisfaisant? i.e, M,(F) = ()

2
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Définition 10 (tautologie) Une formule propositionnellé= est une tautologie si toute interprétation de
F estun modele d& i.e, M,(F)= S,(F).

Définition 11 SoientF, G deux formules propositionnelles, on dit géest conséquence logique &
notéeF k= G, ssiM,(F)C M,(G). F etG sont équivalentes s&i |= G etG = F

Remarque 1 De la définition d’'une interprétation on déduit les équivales suivantes X — G) =
CFV@etF =g =F =G NG—F);

1.1.3 Formes normales

Définition 12 (clause) Une clause est une disjonction finie de littéraux. Une claneseontenant pas de
littéraux complémentaires est dite fondamentale, sintenesit dite tautologique.

Définition 13 (forme CNF) Une formuleF est sougorme normale conjonctive (CNF3}i et seulement
si F est une conjonction de clauses.

l;€c

F=ANN1

ceF

Il est naturel de considérer une formule CNF comme un engedabtlauses et chaque clause comme
un ensemble de littéraux.

Définition 14 (différentes variantes de clauses)

— (clause unitaire)Une clause: est dite unitaire (mono-littéral) ssi elle contient seu&hun seul
littéral.

— (clause binaire)Une clause: est dite binaire ssi elle contient exactement deux littérau

— (clause de Krom)Jne clause de Krom est une clause qui contient au plus deésalitx.

— (clause positive, négative, mixt€n appelle clauseositivresp. une clauseégativg une clause
qui ne contient pas de littéraux négatifs (resp. positifh)e clause constituée de littéraux positifs
et négatifs est appelée clausexte.

— (clause vide)Une clause vide, notéel, est une clause ne contenant aucun littéral. Elle est par
définition insatisfiable.

— (clause tautologique)Jne clause: tautologique est une clause contenant un littéral et son-com
plémentaire. Elle est par définition vraie.

— (clause de Horn, clause reverse-Hort)ne clause de Horn (resp. clause reverse Horn) est une
clause qui contient au plus un littéral positif (resp. néfjat

p est un modéle d'une formule CNF si et seulement si chaque clauseBest satisfaite par au
moins un littéral de : Vc € F, 3z € (F) tel quez € cetx € p.

Définition 15 (forme DNF) Une formuleF est sousforme normale disjonctive(DNF)i et seulement
si F est une disjonction de monémes. Un mondme est une conjouetilittéraux.

pEF

F=VAW

li€p
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1.2 Probleme SAT

1.2.1 Définition du probleme

Définition 16 (probléme SAT) SoitF une formule CNF. Le probléme SAT est un probléme de décision
qui consiste a déterminer g admet ou non un modéle.

Exemple 1 Donnée : Une formule booléenne mise sous forme CNF :

x1 VoV 1‘3) A
-1V T9) A
i) \/.%'3) VAN
(—|563 \/Il)

E
T

Question : Est-ce que la formulE admet au moins un modéle ?
Réponse : Pour cet exemple, la réponse est oui : I'affectatio= vrai, ro = vrai, x3 = vra: satisfait
la formule . CommeF admet une seul modéle, orffan (—x; V —zo V —x3) est insatisfiable.

Le probléme SAT est le probléme NP-complet de référenceofiC1971]. Par sa simplicité, la forme
CNF est généralement la forme normale standard des sol@ATrsEn effet, de nombreux problémes
s'expriment naturellement comme une conjonction de coniea simples : les clauses. La technique de
transformation de Tseitin [JEITIN 1968], peut étre utilisée pour transformer linéairemeuntadormule
propositionnelle en une formule CNF équivalente pour l&s&abilité, grace a l'introduction de va-
riables supplémentaires pour représenter les sous-fesmiDe la méme maniére, cet ajout de nouvelles
variables peut aussi servir a transformer une formule CNiherformule3 — S AT dont les clauses sont
toutes de longuew (une restriction de SAT qui reste NP-compléte).

Vu le nombre important de travaux de recherche réalisé defpunombreuses années sur SAT, il est
trés difficile, voir impossible, d’effectuer un inventacemplet. Ce qui dépasserait le cadre de cette thése.
Je me limiterai & une description des travaux en relaticectBravec mes contributions de recherche. Le
lecteur intéressé par un panorama plus complet peut seeeparrécent livre traitant du probleme SAT
[SAIS 2008].

1.2.2 Classes polynomiales

Une classe polynomiale est un ensemble de formules quidessible de reconnaitre et de résoudre
en temps polyndmial. Une classe polynomiale admet d’aythust d’intérét gu’elle recouvre une large
classe de problémes réels. Outre l'intérét théorique dgpeed’étude, un autre bénéfice concerne I'ex-
ploitation de ces classes pour mieux traiter le cas générallfo & URBANI 1989, BACCHUS 2002].
Parmi les « nombreuses » classes polynomiales du probleMe2SPAT [Cook 1971] (instances for-
mées de clauses binaires) et Horn-SAT (instances forméekdses ayant au plus un littéral positif)
restent sans aucun doute parmi les plus intéressantesfdinles clauses binaires se retrouvent trés
fréqguemment dans les problémes réels, un traitement pléatisur les clauses binaires améliore consi-
dérablement I'efficacité des algorithmes de résolution.s@haussi que les clauses de Horn sont a la
base des langages de programmation logique, etc. On retemsuite les formules Horn-renommables
(des formules qui se réduisent a Horn par un renommage dadéesidittéraux) et les g-Horn (une gé-
néralisation de Horn-SAT et 2-SAT). Il existe bien d'autodasses polynomiales comme par exemple
celles exhibées par l'introduction de différentes formesh@rarchies d’'instances, par des restrictions
sur le nombre d’occurrences etc.
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1.2.3 Algorithmes de résolution de SAT

De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudrelSgerait présomptueux de prétendre
réaliser un inventaire complet de ces méthodes. Les paadpla base de ces méthodes sont trés va-
riés : résolution [RBINSON 1965], réécriture [BOLE 1854, SIANNON 1938], énumération [BVIS et
al. 1962], comptage du nombre de solutions4MA 1989], recherche locale EEMAN et al. 1992], pro-
grammation linéaire en nombres entiers [C.EABR & L OWE 1986, BENNACEUR 1995], diagrammes
binaires de décision [RERS 1978], algorithmes génétiques et évolutionnistesHbEUX et al. 2002],
etc.

Preuve par résolution

L'une des regles les plus fondamentales de la logique pitigoselle est sans aucun doute la regle
de résolution (Robinson [®BINSON 1965]).

Définition 17 (résolvante) Soientc; etc; deux clauses contenant respectivemest -z, on définit la
résolvante entre; etc; surx, notéen|z, ¢;, ¢;], comme la clause = ¢; U ¢; — {x, ~z}.

Propriété 1 Soient’ une formule; la résolvante de; etc; deux clauses dé contenant respective-
mentx et —z. Les deux propriétés suivantes sont vraies :

—cAciFr

- F=FUr

Larégle de résolutiorest le processus de dérivation d’une résolvante a partiede dauses conte-
nant deux littéraux complémentaires.

Définition 18 (dérivation par résolution et réfutation) Une dérivation par résolution d’une clause
a partir de F est une séquence = [c1,co,...,cp = c] etVl < i < k, soit (1)¢; € F, soit (2)
¢ =[x, ci, c;] avecl < k,j <.

Toute dérivation par résolution d’'une clause vide={ 1) a partir deF est appeléeéfutation ou
preuve Dans ce casF est insatisfiable.
La résolution est un systéme de preuve complet pour la té&fota

Définition 19 (subsumption)Une clause:; subsume:s ssic; C co. On a ausst; F co.

Une autre regle souvent omise, appéiésion consiste a remplacer les multiples occurrences d'un
littéral par une seule occurrence de ce littéral.

L'application de la subsumption et de la fusion a chaqueeétdm la résolution rend le systéeme
complet. Si la formule est insatisfiable, on obtient une savide ; sinon, un point fixe (toute nouvelle
résolvante est subsumée par une clause existante) est, atda formule est donc satisfiable.

D’autres systémes de preuve par résolution existent. i@grpus puissants comme la résolution
étendue [BEITIN 1968] et d’autres plus faibles comme la résolution unitdiiee preuve parésolution
unitaire est une preuve par résolution ou I'une des claugesu c; (point 2 ci-dessus) est une clause
unitaire{z}. Nous rappelons au passage que la résolution unitaire rgté&te pour les clauses de Horn.

Malgré sa simplicité, la résolution est difficile a mettrecenvre efficacement. Elle nécessite souvent
une complexité en espace élevée. De nombreuses ressittasges sur la structure de la preuve par
résolution ont été proposées. Elles sont généralementauliliss a mettre en ceuvre comme la résolution
Tree-Like, linéaire, réguliére, ou encore la résolutiom ®avis Putnam (DP [Bvis & H. 1960]). Par
exemple, la résolution Tree-like utilise les clauses d&svexactement une fois dans la preuve et elle est

5
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Algorithm 1 : Algorithme DP

Input: une CNFF;

Output: vrai si F est satisfiable fauzx sinon
1 while (V= # 0) do

2 x = ChoisirVariableVr);
3 Vr=Vr—{a}

4 F— F—(Fo UF2);
5 F«— FUnx,Fp, Fsl;
6 if (0 € F) then

7 return faux;

8 end

9 end

10 return vraz

équivalente a une procédure DPLLADS et al. 1962] optimale. La résolution linéaire exige que chaque
clausec; dans une dérivation par résolutian= [c1, co, . . . , ¢] €st soit une clause de la formule initiale,
soit une résolvante entrg_; etc; avecj < i — 1.

Procédure DP

L'algorithme 1 proposé par Davis et PutnamaiDs & H. 1960] est I'une des premiéres méthodes
de résolution dédiées au probléme SAT. Son principe estdwad@pplication de la résolution comme
principe de I'élimination des variables En effet, étant m&& une variable, soit F, (respectivement
F.,) 'ensemble de clauses d€ contenant le littérak (respectivementz). La procédureDP consiste
a générer toutes les résolvantes possibles éntet -, notén(z, F,, F-,). Les deux sous-ensembles
F, et F, sont ensuite omis d& et remplacés pay(z, F,., F-,). On note donc, qu'a chaque étape, le
sous-probléme généré contient une variable en moins, ma®mbre quadratique de clauses supplé-
mentaires.

Cette méthode est connue pour étre compléte et permet dedrépd la question de la satisfiabilité
ou a l'insatisfiabilité d’un probléeme SAT sous forme CNFyvamit qu’'on a produit durant ce processus
une clause vide ou pas. Cependant l'inconvénient majeuetie méthode est son aspect exponentiel
dd au nombre de résolvantes produites qui peut exploserr&igye, cette technigue dans sa forme
originale est rarement utilisée {84 & D ECHTER 2000, CHATALIC & SIMON 2001]. Cependant, une
forme limitée deDP est a la base d'un des meilleurs pré-traitements de form@ig, la méthode
“SateELite” [EEN & BIERE 2005], intégrée dans la plupart des solveurs SAT modernetse @rme
limitée applique la résolution pour éliminer une variabiquement si la taille de la formule n’augmente
pas. Ce qui est le cas pour un nombre non négligeable de lemridbns le cas des instances issues
d’'applications réelles.

Exemple 2 Soit F une formule CNF définie comme suit :

(Cl) (.%'1 V .%'2)

(c2) (w2 V x3)

(c3) (—x1V -z Vy)
F=21 (¢g) (mz1VaIV2)

(c5) (mz1V-xV2)

(cg) (—z1VaV-z)

(c7) (mz1 VYV -z)
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L’élimination de la variablex; par la procédure DP décrite précédemment, nous permet efobt
la formule 7’ suivante :

SIS

f/

SIS}

SN O S

AAA/_\,_\,_\
@)
— — — — —

Enumeération

L'idée de base des algorithmes énumératifs (ou de retaoidgr@archronologique) est la construction
d’un arbre binaire de recherche ou chaque nceud représemtous-formule simplifiée par I'instancia-
tion partielle courante. A chaque noeud de I'arbre, une blaride décision est choisie et affectée a une
valeur de véritérai ou fauzx. Le choix de la prochaine variable a instancier fait I'olgatgénéral d’une
heuristique. Deux cas peuvent se présenter, soit on a@fieates les variables sans contradiction (pas
de clause fausse) et la formule est satisfiable, soit on @nénécune contradiction (clause vide), et dans
ce cas un retour-arriére chronologique est effectué (epnscause de la valeur de vérité de la derniére
variable de décision). La formule est déclarée insatisfiabte retour-arriére est effectué au-dela de la
premiére décision. Ce schéma d’énumération est génénaleppelé algorithme de Quine.

FiG. 1.1 — Retour arriére chronologique

La figure 1.1 schématise I'algorithme énumératif de Quine.cOmmence donc par affectef a
vrai puis on explore le sous-espace a partir de ce nceud pusguyu’on réfute cette décision. Ceci
montre donc que l'affectatiom; = wvrai ne fait pas partie d'une solution du probléme. En d'autres
termesF|,, estinconsistant. Notons, cependant, que I'algorithme wia€’est pas capable d’atteindre
une contradiction, jusqu'a ce qu'il affecte aussi les \@daxs, x3 et z4. Cette algorithme n'utilise
aucune forme de déduction ou d'inférence. Lorsque l'atgore de Quine détecte une contradiction
avec l'interprétation{z1, x2, x3, 24} il effectue un retour-arriére et affecter, qui, elle aussi méne vers
une contradiction. On effectue un retour-arriére chrogiolee au niveau des et on teste~z3 et ainsi
de suite jusqu’a réfuter la décision = vrai.
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Propagation Unitaire

La propagation unitaire (PU), aussi connue sous le nom deagaiion de contraintes booléennes
(BCP), est I'équivalent sémantique de la résolution urgdtdia PU est 'un des procédés clés dans les
algorithmes de résolution de SAT et qui est sans contestadaifilisée. Son principe de fonctionnement
est le suivant : tant que la formule contient une clause wajtaffecter son littéral ara:.

Formellement, soitF|, = {c|c € F,{z,~z} Nc = 0} U{c\{-z} | c € F,~z € ¢}, la
formule obtenue en éliminant les clauses contenaat en supprimantz des clauses le contenant.
Cette notation est étendue aux interprétations : goit {z1,...,z,} une interprétation, on définit

-7:|p = ( .. ((‘7:|:v1)|:v2) cee |:vn)

Définition 20 (propagation unitaire) On noteF* la formule obtenue & partic par application de la
propagation unitaire 7* est définie récursivement comme suit : ) = F si F ne contient aucune
clause unitaire. (2)F* =L si F contient deux clauses unitairds:} et {—z}, (3) autrement,F* =
(F|z)* tel quex est le littéral qui apparait dans une clause unitaire de

Définition 21 (déduction par propagation unitaire) Soit F une CNF etz € V(F). On dit quex est
déduit par propagation unitaire d&, notéeF |, z, si et seulement $iF A —x)* =_L. Une clause: est
déductible par propagation unitaire dg, si et seulement sk A¢ =, L i.e, (FAE)* =L

Définition 22 (littéral pur) Soit 7 une CNF etz € L(F). x est appelé litéral unitaire deF si -z
n'apparait pas dans les clauses d@e

Propriété 2 SoitF une CNF et € L(F).
un litéral pur x peut étre propagé arai en préservant la validité.

Procédure DPLL

Dans cette section, nous présentons la procédure de Datis®, Logemann et Loveland (commu-
nément appelée DPLL) [&v1s et al. 1962]. L'algorithme DPLL est basé sur une recherche sydtgoa
de I'espace de recherche. IL peut étre vu comme l'algoritdm@uine avec une étape supplémentaire
d’inférence a chaque nceud de I'arbre : la propagation désdlitx purs et des mono-littéraux. A chaque
nceud, l'interprétation partielle courante est étendueupdittéral de décision et par une séquence de
littéraux propagés. Le choix de la prochaine variable actdfeest fait suivant une heuristique (e.g. choix
de la variable figurant le plus souvent dans les clauses lssqalurtes). La différence entre les deux
procédures DP et DPLL réside dans le fait que la premiéreedmpar élimination de variables en rem-
placant le probléme initial par un sous-probléme plus laat@s que la seconde procéde par séparation.
Pour une formuleF contenant la variable, on aF est satisfiable ssF|, ou F|_, est satisfiable. DPLL
est une méthode de type “choix+propagation”.

Exemple 3 Soit la formule CNF suivante :

(Cl) (—|561 V 562) VAN
F_ (Cg) (—%'2 vV 1‘3) A

(63 (‘@3 V 564) VAN

(64) (—%'1 vV —\.%'4)

La figure 1.2 illustre I'importance de la propagation unitidans une procédure DPLL. En effet,
dans le cas de DPLL (figure de droite) une décisignsuivie de la propagation unitaire est suffisante
pour réfuter la décision d’affecter; a vrai. Dans le cas de I'algorithme de Quine (figure de gauche),
un sous-arbre a été développé avant de réfuter une tellsidéci
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1.2. Probléme SAT

sans propagation avec propagation

FIG. 1.2 — Quine vs DPLL

Par sa simplicité, la procédure DPLL est I'une des plussdtids pour résoudre SAT et est actuelle-
ment la plus performante en pratique. Les deux points cléstle procédure sont la simplification et
I'heuristique de branchement utilisée. La premiére pedadtansformer la formule en une formule plus
simple équivalente pour SAT ; la seconde a une incidencetdiur la taille de I'arbre de recherche.
De nombreuses améliorations lui ont été apportées, eltesecoent généralement un (ou plusieurs) des
points suivants :

1. choix de la prochaine variable a affecter ;

2. simplification de la formule ;

3. traitement des échecs.

Les améliorations a l'origine des solveurs SAT modernesrggarésentées dans la section 1.2.3

Heuristiques de Choix de Variables

Du fait de la relation forte entre I'ordre d’affectation demiables et la taille de I'arbre de recherche
développé, une « bonne » heuristique de branchement esnitéate pour I'efficacité d’un algorithme
de recherche. De nombreuses heuristiques ont été proptdasgeda littérature, jusqu’a récemment, la
plupart d’entre elles sont définies par des arguments dguiax comme la longueur des clauses, le
nombre d'occurrences, etc. Ces heuristiques ont cess@ difisées depuis I'apparition des solveurs
SAT modernes. Nous donnons ci-dessous (liste non exhalgtirelques unes de ces heuristiques.

Heuristigue MOMS L'heuristigue MOMS (Maximum Occurrences in Clauses of Minm Size)
[Davis et al. 1962] est I'une des heuristiques les plus simples. Elleciélme la variable ayant le
plus d'occurrences dans les clauses les plus courtes. @e sehqustifie par le fait qu’elle favorise la
propagation des littéraux unitaires.

Heuristigue JW L'heuristique Jeroslow-Wang (JW)gE&osLow& WANG 1990] est basée également
sur la longueur des clauses. Elle donne aussi plus de poidgagiables apparaissant dans les clauses
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Algorithm 2 : Algorithme DPLL

Fonction DPLL(F);
if Gce Fle=(u)); /l propagations des clauses unitaires
then
return DPLL(F|y);
end
if 3ce Fle=1); /I Réfutation
then
return faux
end
xz < variable non affecté d&;
if DPLL(F|z) = vrai; /I Division
then
return vrai ; I/l Satisfiabilité
end
else
return DPLL(F|-z) ;
end

© 00 N O O b~ W N P
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les plus courtes. Contrairement a I'heuristique MOMS, uttigtiqueJW tend a I'équilibrage du poids du
littéral positif et négatif.

- JW(x) =ax H(z) x H(-z) 4+ H(x) + H(—x)
- H(:C) = ZcET,xEc 2_|C‘

ou |c| est la taille de la clauseet « une constante. La variablesélectionnée par I'heuristiquB/V est
celle qui maximise/W (x)

Heuristique UP Les heuristiqueMOMSet JW sélectionnent une variable en fonction de I'état courant
du processus de recherche. Il semble encore plus intétaksadlectionner une variable en prévoyant a
I'avance son influence sur le processus de la rechercheauristigueUP (pour Unit Propagation) [L&
ANBULAGAN 1997] est basée sur ce principe et prédit I'évolution de lenfde si une variable particu-
liere est sélectionnée. Cette étude de I'influence de laMarest calculée via la procédure de propagation
unitaire. Pour une variable non affectéde la formuleF étudiée(F|,)* et(F|-,)* sont calculées indé-
pendamment permettant ainsi d’estimer le poids de la Variapar le calcul de la réduction de la taille
de la formule sur les deux branches. Ce traitement permst desiéduire certains littéraux impliqués
ou de détecter des inconsistances locales. Cette méthactfme surtout sur les problémes aléatoires
la ou I'apprentissage porte peu et a été intégrée sous dé/Bzames dans les solveurs basés sur le “loo-
kahead” [LU & ANBULAGAN 1997, DEQUEN & D uBOIS 2006, ZHANG et al. 2001] en choisissant par
exemple un sous-ensemble de variables a tester (par extrsitéraux apparaissant dans des clauses
binaires) [LU & ANBULAGAN 1997].

Simplifications

Une technigue de simplification est intéressante si ellmpenon seulement de réduire le nombre de
nceuds de I'arbre de recherche, mais également le tempscdé &ad plus de la propagation des littéraux
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purs et unitaires, de nombreuses technigues de simplificafit été introduites et utilisées, soit comme
pré-traitement & la formule, soit au cours de la recherchemiRelles, on peut citer par exemple :

— larésolution restreintejui consiste a ajouter des résolvantes de taille bornéée @ehnique est
trés souvent utilisée comme pré-traitement a la formulesahpt en particulier de détecter cer-
taines inconsistances locales, et de mieux traiter cegailasses de formules RFKHAD 1996].

On peut également citer I'hnyper-résolution binaire intribel par Bacchus dans fgcHuUs 2002]

et la production de sous-clauses en utilisant la propaganitaire [DARRAS et al. 2005]. Fina-
lement les deux meilleurs pré-traitements actuellemasgms dans les solveurs SAT modernes
“SatELite"[EEN & BIERE 2005] et “ReVival'[PETTE et al. 2008] se basent aussi sur I'utilisa-
tion d'une forme de résolution limitée. SatELite est baséusie opération classique d’élimina-
tion de variables par résolution i.e, procédure DP limitéélimination d’'une variable est ef-
fectuée uniqguement si cette opération n'augmente paslla d& la formule [ BBARAYAN &
PRADHAN 2004]. SatELite exploite aussi des propriétés struceselle la formule : les dépen-
dances fonctionnelles [REGOIRE et al. 2005]. ReVival est basée sur un traitement des redon-
dances par propagation unitaire. Le test de redondancergaagation unitaire d’'une clause est
capturé par un graphe d’implication qui est lui méme utiisér déduire une sous-clause.

— Lestraitements locaux par propagation unitaioat été introduits dans CSAT par Olivier Dubois et
al. [DuBols et al. 1996]. Ces traitements, appliqués pendant la résolutemmettent de produire
par propagation unitaire des littéraux impliqués ou dealétales inconsistances locales.

— L'exploitation des classes polynémiakas cours de la résolution a fait I'objet de nhombreux tra-
vaux. Parmi les restrictions polynémiales connues, 2-3ATaen SAT restent les plus exploitées
dans le cadre général KELO & URBANI 1989, BUNO & BUNING 1993, BorOsS et al. 1994,
LARRABEE 1992]. Ceci s’explique en partie par le fait que dans de nembproblémes réels,
certaines contraintes peuvent étre codées par des clanagedou des clauses de Horn.

Analyse de conflits et retour-arriere non chronologique

L'un des problémes majeurs du retour-arriere chronolayigside dans la non prise en compte des
raisons qui ont mené au conflit.

L'analyse des conflits remédie a ce probleme en tenant codgstelécisions a 'origine du conflit.
Cette analyse permet d’effectuer un retour-arriere nowreilogique, et d'éviter de redécouvrir les
mémes échecs. En effet, ce processus permet d'effectuestomr-arriere a un niveath < n sans
nécessairement essayer toutes les possibilités entneekeunilu conflit, et le niveaun.

Ce type d’approches a été étudié et appliqué dans de nombtozoaines de I'l|A, comme dans les
systemes de maintien de vérkdMS [M CALLESTER 1980, SALLMAN & SUSSMAN 1977], les pro-
blémes de satisfaction de contrainte€[fHTER 1989, GNSBERG 1993, SHIEX & V ERFAILLIE 1993]
et en programmation logique fBJYNOOGHE 1980]. Elles se distinguent essentiellement par les tech-
niques utilisées pour analyser les échecs et pour évitexrd®ntrer les mémes situations au cours de la
recherche.

L'analyse du conflit permet d’identifier dans l'interprébat courante un sous-ensemble de décisions
(appelé ensemble conflit) a I'origine de la dérivation deldaise vide [&. & SCHRAG 1997]. Ce sous-
ensemble permet de déterminer la derniére décision damaratie courante a I'origine du conflit. Un
retour-arriere non chronologique est ensuite effectud pemettre en cause la valeur de vérité de cette
variable.

Dans I'exemple 2, aprés avoir affect¢ = vrai, ro = vrai, 3 = vrai etz = vrai, la propagation
unitaire permet de propager = vrai (clausecs), z = vrai (clausecs) et la clauses; devient vide
(tous les littéraux sont gaux). Dans ce cas, I'ensemble conflit est 'ensemble des vasabli ont
mené au conflifx; = vrai,x = vrai,y = vrai,z = vrai}. Notons quers et zs ne participent pas
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au conflit. L'algorithme teste ensuite I'autre valeur deitééde . Supposons qu’aprés avoir affeat@
faux, 'algorithme détecte un nouveau conflit. et que I'ensendoleflit est{z; = vrai,z = vrai,z =
vrai}. Dumoment qu'on a testé de maniére exhaustive les valewsrié dex, le retour-arriére non
chronologique peut maintenant se faire au niveaudgui est affecté Faux et le processus est réitéré.
Nous pouvons remarquer que, cette fois, I'algorithme eshesure de sortir du conflit sans essayer les
décisions intermédiaires, ou z,.

Le retour-arriére non chronologique permet d’'éviter giegment les mémes conflits ou “trashing”.
Il peut toutefois répéter les mémes erreurs dans le futupgdhremédier a ce probleme en ajoutant des
clauses représentant le conflit (“nogood”). A chaque folsmgi contradiction est détectée, cela présente
une opportunité d'identifier une clause impliquée par la Gi¢Fmettant a la propagation unitaire de
réaliser de nouvelles propagations. Cette clause est eosmus le nom delause apprisgconflict-
driven clause) [MRQUES SILVA & SAKALLAH 1996, ZHANG et al. 2001, BEAME et al. 2004, K.
& SCHRAG 1997]. L'ajout de clauses a la base permet donc a la propagatiitaire de découvrir de
nouvelles implications et permettra de ne pas répéter lesemn&onflits dans le futur. Dans I'exemple,
apreés l'affectation de;, = vrai etx = vrai, 'algorithme détecte une contradiction et peut donc @&out
la clause(—x; vV —z). Cette clause n'appartient pas a la formule originale casda cas contraire on
aurait déduit le littéral unitaire:x et évité ainsi le conflit.

Solveurs SAT modernes

Les progrés récents obtenus dans le cadre de la résoluttique du probléeme SAT font générale-
ment référence a l'efficacité remarquable des solveurs 8ppdlés solveurs SAT modernes). La mise en
ceuvre des solveurs SAT modernes est rendue possible @istexhiaustive) grace a une meilleure com-
préhension de la nature de la difficulté des problémes (déngmeéndieavy taileqGomMEeset al. 1997],
backdoor[WILLIAMS et al. 2003], etbackbondDEQUEN & D uB0OIs 2006]), a I'exploitation des pro-
priétés structurelles (e. g. dépendances fonctionnel&EeEOIRE et al. 2005]), & la mise en ceuvre
efficace des technigues d'apprentissage a partir des éifleEsQUES SILVA & SAKALLAH 1996, k.

& SCHRAG 1997], a l'introduction de nouveaux paradigmes algoritjues (e.g. laandomizationet
lesredémarrage§GOMES et al. 1998]), & la mise en ceuvre d’heuristiques adaptativesédisigpar les
conflits [BRIsoux et al. 1999] et & la proposition de structures de données efficacgsyatched literals
[ZHANG 1997, ZHANG et al. 2001]).

Dans la suite, nous donnons une bréve description des éeassentiels d'un solveur SAT moderne.
Une description plus formelle sera donnée dans le chapitre 2

Apprentissage L'utilisation du retour-arriere non chronologique darsdelveurs modernes est couplé
avec le mécanisme d’'apprentissage. La combinaison de desiqees assure la propagation unitaire
d’étre plus robuste a chaque apparition d’'un nouveau catffiermet au solveur de ne pas répéter les
mémes échecs. L'apprentissage des clauses a partir deiscesifleffectué via un processus appelée
analyse de conflitsqui analyse la trace de la propagation unitaire sur un graphnu sous le nom de
graphe d’implication Ce graphe, connu pour étre acyclique, est une représentis clauses ayant été
a l'origine de la propagation des littéraux unitaires.

La clause a apprendre est dérivée a partir du graphe d’iatjgit notéer, = (—d V «), ou « est
une disjonction de littéraux. Elle est obtenue par un pmuesie résolution entre la clause conflit et
I'ensemble des clauses impliquant les littéraux de célléa clause finale obtenue est appetéguse
assertive Cette derniére est ajoutée a la base des clauses. Ellefgrdagarticularité de contenir un
littéral du dernier niveau de décision appétééral assertive—d et les autres littéraux de ont des
niveaux inférieurs au niveau courant. Le processus cend@ic a effectuer un retour-arriére au niveau
maximal des littéraux de et a propagend a ce niveau appeldiveau assertivd_e processus qui consiste
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Algorithm 3: Algorithme CDCL
Input: une formule CNFF;
Output: vrai if F si satisfiable ;f auz sinon
1 begin
currentLevel = 0;
simplifier(F);
while (vrai) do
con f1 = propagate();
if (confl # NULL)then
if (currentLevel==0)then return fauz;
(¢, back Jump Level)=analyze-conflict();
addlearntf);
currentLevel = backJumpLevel,
bactrackback JumpLewvel);
end
else
currentLevel++;
v = pickvariable();
if (v ==undef)then
return vraz
end
end
20 end
21 end

© 0 N o g b~ W N

e e T =
© © N o U~ WN B O

a ajouter les clauses a la formule originale est communéooemiu sous le nom dpprentissage dirigé
par les confltYM ARQUES SILVA & SAKALLAH 1996, ZHANG et al. 2001, BEAME et al. 2004, R. &
SCHRAG 1997, \NG et al. 2005].

L'algorithme 3 décrit globalement le principe de fonctienment d’un solveur moderne. La fonction
simplifier permet de propager les clauses unitaires. L'algorithmenoente par choisir une variable et
décide de la propager grace a la fonctmopagate ce processus est répété jusqu’a ce que l'algorithme
trouve une solution ou un conflit. En cas de conflit, I'algumie analyse le conflit via la fonctiamalyse-
conflit Cette analyse permet d’extraire une nouvelle clausetagsgui sera ajoutée a la base de nogoods
et un niveau assertif qui correspond au niveau du retoigrari_'algorithme effectue un saut a ce niveau
et affecte grace a la propagation unitaire le littéral agser

Dans [BEAME et al. 2004], les auteurs montrent que la recherche basée sur DPgli etilise
le principe d’apprentissage de clauses peut générer uneepexponentiellement plus courte qu’'une
recherche ne se basant pas sur le principe I'apprentissage.

Le Redémarrage Lamajorité des solveurs SAT modernes ont une stratégiedderarrage, qui consiste
a démarrer une nouvelle recherche et a priori avec un noudet aes variables. Cette stratégie a été
proposée par [GMES et al. 1998]. La plupart de ces solveurs effectuent un redémaipges qu’un
certain seuil de clauses apprises (ou de conflits) est attaiparcours de I'espace de recherche change
d’'un redémarrage a l'autre, dQ soit a I'aspect aléatoiregarédans les algorithmes de recherche, soit au
changement de la formule d’entrée augmentée par les clappéses ou les deux a la fois.

L'argument majeur derriére I'adoption du redémarrage estiy® expérimentalement en utilisant
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plusieurs ordres de variables. Les résultats ont montrévarnation énorme en terme d'efficacité sui-
vant I'ordre considéré qui peut varier de plusieurs ordeeg@dndeur. Une autre observation faite dans
[RYVCHIN & STRICHMAN 2008] montre qu’en général la taille des clauses apprisémende I'arbre
de recherche est en moyenne plus petite qu’en bas de I'arbre.

Différentes politiques de redémarrage ont été proposé&esnmédent. Un survol de la majorité de ces
politiques est décrit dans [BhNG 2007]. On décrit brievement ici les plus connues parmi elles

1. Série arithmétique paramétrée pay : ce sont des stratégies ol un redémarrage est effectué aprés
chaquer conflits et qui augmente deaprés chaque redémarrage. Quelques valeurs de référence :
Zchaff 2004z = 700, dans BerkMinz = 550, dans Siegae = 16000 et dans EUREKA [MDEL
et al.2006]x = 2000. Dans tous ces solveurs I'incrément est fixé (.e,0).

2. Série géométrique parametrée pay : ce sont des stratégies dans lesquelles on a un redémarrage
chaquez conflits. La valeur der est multipliée par le facteuy a chaque redémarrage. Dans
MINISAT 2007 par exemple = 100 ety = 1.5.

3. Luby [LuBY et al.1993a, RVCHIN & STRICHMAN 2008] série paramétrée par. est une stra-
tégie qui évolue grace a la suite de nombres suivante 1, 111,122, 4,1,1,2,1,1, 2,4, 8, 1...
multipliés par la constante (appelée unité de calcul). Formellement, spite i¢™¢ nombre de
cette sériet; est défini récursivement comme suit :

o k-1 sidke N,i=2F—1
T tisgko1yy Sidke N2l < <2k

Cette derniere stratégie a quelques caractéristiquesdhés intéressantes dans la classe des algo-
rithmes aléatoires appelésisVegas mais son adaptation au cas SAT est récente et il n’existe pas
d’explications théoriques a son succeés dans les solveu@ GD qu’aujourd’hui elle est devenue

le choix des solveurs modernes comme Rs&APSRISAWAT & D ARWICHE 2007a] ou Tinysat
[HuANG 2007] ou récemment MiISAT.

Pour compléter cette famille de stratégies, il faut notéit gyiste d’autres stratégies qui consistent
a faire un redémarrage non pas au sommet de I'arbre de reehexais & un niveau plus basv[iCE et
al. 2001] dans I'arbre de recherche et qui tiennent compte adwlodé I'évolution de la recherche sur les
branches de I'arbre de recherche plutét que la taille dbréglui-méme.

Toutes les stratégies décrites précédemment sont donesbasé un compteur global du nombre
de clauses apprises et, par conséquent, elles mesurembtgegpréalisés au cours de la résolution du
probléme. En supposant que la motivation pour le redémaragde prévenir le solveur au cas ou il se
trompe de branche.

Heuristique VISDS Si les heuristiques citées précédemment ont donné quealgsidtats intéressants
sur des instances particuliéres, la majorité d’entre sltes coliteuses et quelques unes présentent I'in-
convénient d'étre liées seulement aux occurrences déslitt dans les clauses. L'évolution des heuris-
tiques classigues a été marquée par I'apparition d’héguiss dynamique dirigée par les conflits et dont
le colt de calcul est négligeable et qui présente la paatitéld'étre indépendantes de l'interprétation
courante.

Dans [BrIsoux et al. 1999], les auteurs proposent d’associer une actiyité chaque clause A
chaque fois qu’un conflit est détecté (un littéral et son démgentaire ont été capturé par la propagation
unitaire). Les deux clauses impliquées dans le conflit wdeurs activités incrémentées. Ensuite I'acti-
vité du littéral a choisir est calculée en modifiant I'hetigise JW comme suit :
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= J(x)=J(@x)+ J(—z)+ax J(x) x J(-x).
- J(l) = Zce.’f-—,mec ﬁc * 27'6‘

L'activité d’un littéral se trouve donc liée a ces occurresiclans les clauses réduites, mais aussi via
I'activité de ¢, a son apparition dans les conflits. Cette heuristique estldes premiéres a associer
I'activité d’un littéral a son apparition dans les clausesftits.

En 2001 dans [BANG et al. 2001], les auteurs proposent une heuristique appelée V8I&tble
State Independent Decaying Sum). Cette heuristiqgue asaatiaque variable un compteur (activité). A
chaque fois qu’une clause est violée, toutes les variakelesite clause voient leurs compteurs incrémen-
tés d’'un facteur additionnel. A chaque décision, la vagatdcumulant la meilleure activité est choisie.
Cette heuristigue dont le co(t est dérisoire est facile drenatjour est dirigée par les conflits. Les va-
riables apparaissant le plus dans les conflits sont jugégsue pertinentes. Une autre généralisation de
cette heuristique a été proposée dans le solveur BerkMinfBERG & N ovikov 2002]. Le principe
est d’augmenter I'activité de toutes les variables rerréastlors de la génération de la clause assertive.
Cette derniére est la plus utilisée actuellement. Rest@sgatier un compteur a chaque variable ne per-
met pas de décider de la valeur de vérité a choisir lors d'é@mgsmn. Pour pallier ce probléme, dans
[PIPATSRISAWAT & D ARWICHE 20073a] les auteurs proposent d’enregistrer la valeur devaffectée
a toutes les variables lors du retour-arriere ou du redémgeurrA chaque nouvelle décision, la variable
choisie est affectée a sa derniére valeur de vérité enégiste mécanisme déja exploité dans le cadre
du probleme de satisfaction de contrainte (CSPs) a momréffioacité sur plusieurs classes d’instances
de problemes SAT.

Le mécanisme d’apprentissage permet de stocker des clpesesttant d'éviter les conflits déja
enregistrés. Cependant avec la progression de la rechéadadle de la formule croit rapidement et la
pertinence de toutes les clauses apprises est mise en Baunsela majorité des solveurs modernes un
mécanisme de réduction de la base est mis en place. Il m@s@ipprimer une partie des clauses ap-
prises de temps a autre. Reste a savoir quelles clausesdapprimer. Un lien direct a été trouvé entre
I'heuristique VSIDS et cette opération. Comme pour lesaldes, celle-ci consiste a associer a chaque
clause un compteur (activité). A chaque conflit, toutes lagses apprises participant a la construction
de la clause assertive voient leurs compteurs incrémehtés.de la réduction de la base de clauses
apprises, les clauses ayant les activités les plus faiblesssipprimées. Cependant, aucune étude n'a
montré jusqu’a maintenant le pourcentage optimal de ctaaseipprimer. Dans MISAT [EEN & S6-
RENSSON2003] par exemple, au moins la moitié des clauses est supprionsque la base de nogoods
est jugée trop excessive en taille par rapport a la formudgnade.

Les structures de données paresseuses (“Watched literaJs” Pour capturer la propagation unitaire,
auparavant les structures de données étaient moins reblsteux grandes avancées dans le domaine
des heuristiques de branchement et I'apprentissage,degenu indispensable de disposer de structures
de données moins colteuses, plus robustes et capablestdecaplle-ci avec un codt minimal. Dans
les solveurs modernes, 80% du temps de calcul est consommte grapagation unitaire. Ce qui ren-
dait I'optimisation de ces structures primordiale. La gimavancée dans ce domaine a été proposée par
[ZHANG et al. 2001]. En effet, la constatation est d’autant plus évideotan littéral ne peut étre pro-
pagé tant qu’au moins deux littéraux de cette clause ne senaffectés. Les auteurs ont proposé donc
de garder deux pointeurs sur deux littéraux de chaque ¢lappelésvatched literalg(voir figure 1.3).

A chague fois que I'un de ces littéraux est affectgaaux le pointeur est déplacé vers un autre littéral
qui n'est pasfaux. Lorsque les deux littéraux pointent le méme littéral, delplique que ce littéral

est unitaire et pourra étre propagé. L'intérét de ces strestest double, elles permettent d’'un cété de
capturer la propagation unitaire et de l'autre de ne vigjter les clauses concernées par les affectations
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actuelles. Dan®icosat I'auteur propose de fixer les deux pointeurs sur les deuxigrs littéraux de
chaqgue clause. A chaque fois qu’'un de ces deux littérawedefaux, au lieu de déplacer le pointeur,
le solveur cherche dans le reste de la clause un autre llitténaaffecté af aux et effectue une permu-
tation. L'un des avantages majeurs de cette structure s ait sa capacité a ne parcourir, lors d’'une
affectation d'un littérak:, que les clauses dans lesquelies est pointé. Il est également important de
noter gu’aucune mise a jour n'est nécessaire lors du retoigre.

|

état initial Ty || 2o || 23| 24
]
p={-x4} 1 || 2 || x3 | 74
|
p = {—wy4, "2} 1 || 22 || 23| T4
|
p = {1y, "9, 21} 1| @2 || x3| 24
t x3 est propagé

Fic. 1.3 —watched literals

1.3 Problemes autour de SAT

Le nombre de probléemes qui gravitent autour de SAT accefitapdrtance du probléme SAT et
élargit ses champs d’'applications. Méme si ces problémesgeméralement beaucoup plus difficiles
gue SAT, ils bénéficient régulierement de transferts outdiesions de résultats obtenus dans le cadre
SAT.

Nous rappelons certains des problémes qui suscitent udtimi®@issant ces derniéres années.

Définition 23 (MaxSAT) MaxSAT est le probléeme d’optimisation associé a SAT. Il s’agit, pooe
formule CNF donnéé de déterminer le nombre maximal MaxSA&J) e clauses d& qui peuvent étre
satisfaites.

Remarque 2 Pour une formule CNFEF satisfiable composée declauses, on a MaxSAF) = n.

On peut noter aussi que méme restreint aux formules 2-SA&noare 2-SAT monotone, le probléme
MaxSAT reste un probléme NP-Difficile. MaxSAT est un casipalier du probléeme MaxSAT pondéré
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(“Weighted MaxSAT"). En effet, pour Weighted MaxSAT, un gsiest associé a chaque clause, I'objectif
est de maximiser la somme des poids des clauses satisfaites.

Définition 24 (#SAT) Soit 7 une formule CNF#SAT est le probléme qui consiste a déterminer le
nombre de modéles dg.

Le probléme de dénombrement de solutions #SAT est un prebtrComplet. Au-dela de l'intérét
pratique que revét la connaissance du nombre de solutiame dhstance, la résolution du probléme
#SAT trouve des applications dans différents domainesmtelligence artificielle tels que le diagnostic,
I'inférence dans les réseaux bayésiens, etc.
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Ce chapitre présente plusieurs contributions au schéma . ¢DEonflict Driven Clauses Learnifiy
une des composantes clés des solveurs SAT modernes (ilims2@). Tout d'abord, nous montrons
gue, a partir du graphe d'implication, les clauses assrtbbtenues en utilisant le principe du premier
point d'implication unique First Unique Implication Poirit (FUIP) sont optimales en terme de retours-
arriere. Puis nous proposons une extensiondBMARD et al. 2008a] du graphe d'implication contenant
des arcs additionnels appelés arcs inverses. Ces arcdxenti® en tenant compte des clauses satisfaites
gui sont habituellement ignorées par I'analyse du confltt€extension capture plus fidélement I'en-
semble du processus de propagation et ouvre de nouvellggegtves pour les approches fondées sur
CDCL. Entre autres avantages, notre extension du graphglitiation conduit & un nouveau schéma
d’analyse des conflits qui exploite les arcs ajoutés et pedas retours-arriére plus haut dans I'arbre
de recherche. Les résultats expérimentaux montrent quiédtiation de notre systéme d'analyse des
conflits généralisé au sein de solveurs les plus efficacebaegensiblement leurs performances.

2.1 Introduction

La structure de données principale d'un solveur basé surlC&C€le graphe d’'implication qui en-
registre les différentes propagations faites durant Iatroation de I'interprétation partielle. Ce graphe
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d'implication permet d’analyser les conflits. Il est udlipour effectuer du retour-arriérebgicktracking)
intelligent, pour apprendre des nogoods et pour mettrerdgsypoids des variables dans les heuristiques
dynamiques de type VSIDS [vbKEWICZ et al. 2001, GOLDBERG & N ovikov 2002]. Il est important

de noter que ce graphe est construit de maniere incomplagdonne qu’une vue partielle des implica-
tions entre les littéraux. Regardons par exemple ce quisseparsque un littéral est déduit a un niveau
donné. Cette déduction est faite parce qu’'une clause, pan@e(—z; V —z2 V y), est devenue unitaire
sous l'interprétation courante. Cette derniére contiemicdes affectations, = vrai etzs = vrai qui

ont eu lieu a des niveaux inférieurs ou égaux au niveau dedtftion dey. Lorsquey est impliqué, la
raison de cette implication est enregistrée, on ajoute dargraphe d'implication des arcs enirgety

et entrer, ety. Supposons maintenant que Vv —y) soit une autre clause de la formuig,est donc une
conséquence de I'affectation gell serait correct d’ajouter I'ar¢y, x1) au graphe d'implication, mais
cela n'est pas le cas. En effet, seule la premiére explitdtimuse) rencontrée d’'un littéral déduit est
enregistrée dans le graphe. Cette stratégie est donc famtetdpendante de I'ordre des clauses dans la
formule. Nous proposons une extension du graphe d'impdicatans lequel un littéral déduit peut avoir
plusieurs explications. Contrairement au cas traditigries arcs peuvent aller en arriére par rapport aux
niveaux d’affectations, c’est le cas par exemple si nousutaps l'arc(y, z;) puisquey a un niveau
supérieur (il est propagé apres) celuiade Ces arcs particuliers sont appedgss inverses

Nous proposons donc une extension forte du graphe d'intjdicabasée sur la notion de graphe
d’'implication généralisé que nous venons de présenter dgémeainformelle. Nous commencgons par
prouver que pour un graphe d’'implication donné, la clausdlitassertive générée en utilisant le principe
du premier UIP Unique implication pointest optimale en terme de sauts. Nous formalisons ensuite la
notion de graphe d’implication étendu et étudions sonsatiion lors de I'analyse de conflits. Les arcs
arriere permettent de détecter des raisons pour des \egidbldécision, ce qui ne peut étre fait avec un
graphe d’'implications classique. Cela ouvre de nouvellspectives pour les solveurs de type CDCL.
Les arcs inverses peuvent servir a minimiser les clausestiass déduites du graphe d’implication
classique ou & améliorer la hauteur du retour-arriére iLsatit. Ces arcs peuvent également étre utilisés
comme raisons alternatives lors de la génération de laclassertive.

Le reste du chapitre est organisé comme suit. Aprés queltgfestions et notations utiles pour la
suite, le graphe d'implication classique et son utilisatpmur générer des nogoods sont formellement
présentés. Nous prouvons ensuite I'optimalité en termesadede la clause assertive générée. Ce ré-
sultat d'optimalité explique définitivement l'intérét diliser le premier UIP. Il nous conforte également
dans l'idée que pour améliorer ce schéma d'analyse destsowiti a besoin d’'étendre le graphe d'im-
plications. Nous proposons ensuite le graphe d’implicatibtenu grace a I'ajout de nouvelles clauses
(implications) issues de la partie satisfiable de la formNleus prouvons qu’une telle extension peut
nous aider a améliorer la hauteur des sauts (des retoigseamu a réduire la clause assertive. Avant de
conclure ce chapitre, nous proposons une premiere intégrdé notre approche aux solveurs de type
CDCL comme Rsat [PATSRISAWAT & DARWICHE 2007b] ou Minisat [EN & SORENSSONZ2003].
Cette nouvelle approche est validée expérimentalemeniesunstances SAT industrielles issues des
récentes compeétitions SAT.

2.2 Quelques notations préliminaires

Nous introduisons maintenant des notations et remarquesntEogiques associées aux solveurs
SAT basés sur la procédure de Davis Logemann Loveland, codrment appelée DPLL [&vi1s et
al. 1962]. DPLL est une procédure de recherche de tppeKtrack. A chaque noeud les littéraux affectés
(le littéral de décision et les littéraux propagés) somjugtés avec le mémmveau de décisignnitialisé
a 1 etincrémenté a chaque nouveau point de décision. Leundedécision courant est le niveau le plus
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élevé dans la pile de propagation. Lors d'un retour-arr{&oacktrack), les variables ayant un niveau
supérieur au niveau du backtrack sont désaffectées etdawnige décision courant est décrémenté en
conséquence (égal au niveau du backtrack). Au nivedinterprétation partielle courante peut étre
représentée comme une séquence décision—propagaticnfodmé((z? ), xﬁﬁ , xﬁw, .. ,x};nk> telle que
le premier littéralz, correspond au littéral de décisien affecté au niveauet chaqueczj de I'ensemble
1 < j < ny représente les littéraux unitaires propagés a ce mémeunivea

Soitz € p, on notel(z) le niveau d’'affectation de, d(p, ) = x six est le littéral de décision affecté
au niveau. Pour un niveau donng p’ représente la projection geaux littéraux affectés au niveau .

2.3 Analyse des conflits : approche classique (CDCL)

2.3.1 Graphe d’'implications

Le graphe d'implication est une représentation captueswéariables affectées durant la recherche,
gue ce soit des variables de décision ou des variables prepagette représentation est utile pour
analyser les conflits. A chaque fois qu’un littégedst propagé, on garde en mémoire la clause a l'origine
de cette propagation, clause que I'on ns?te(y). La cIaus%(y) estdonc de laformér; V- - -V, Vy)
ou chaque littéral:; est faux sous l'interprétation courantéi (€ 1...n p(z;) = faux) etp(y) =
vrai. Quand un littéraly n’est pas obtenu par propagation unitaire mais qu'’il cpoad a un point de
choix, %(y) est indéfini, que I'on note par conventiofu(y) =L.

Lorsqueﬁg(y) #.1, on note paexp(y) 'ensemble{z | z € E?z(y) \ {y}}, appelé 'ensemble des
explicationsdey. Autrement dit, stla(y) = (z1 V- -+ V x,, V y) alors les explications sont les littéraux
T; qui constituent la condition sous Iaqual:TeL(y) devient une clause unitaife }. Notons que pour tout
ional(z;) <l(y), i.e, toutes les explications de la déduction ont un nive&rieur a celui de.

Quand%(y) est indéfini,exp(y) est égal a I'ensemble vide. Les explications peuvent, ratee-
ment, étre vues comme un graphe d’implication dans leqaak&mble des prédécesseurs d’'un nceud
correspond aux explications du littéral correspondant :

Définition 25 (Graphe d’'implication) SoientF une formule CNF ep une interprétation partielle. Le
graphe d'implication associé &, p etexp est(N, &) tel que :
- N = p, i.e, il existe exactement un seul noeud pour chaque liftéeadiécision ou impliqué ;
—&={(z,y) |z €py€pzeexgy)}

Exemple 4 On considére une formul€ contenant, entre autres, les clauses suivanfesy {ci,...,co}):
(c1) weV -z V-2 (c2) —xi Vs Vs
(63) T12 V 16 V T2 (64) -4 VX9V X1
(65) —xs VvV xioV I (CG) T10 V T3
(c7) x10V -5 (co) —x3V w19V 18
(Cg) x17V x1VxsVasVas

Soitp l'interprétation partielle suivante = {(... —z} ... ~2i){((z3) ...~z .. {(zd) ... 235 .. ) ...
((z31)...)}. Le niveau de décision courant éstLe graphe d'implicatiorg/ associé &F etp est sché-
matisé dans la figure 2.1 (notez que seule une partie du gragthaffichée).
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—x17(1)

FIG. 2.1 — Graphe d'implicatiog’s = (V, €)

2.3.2 Génération des clauses assertives

Dans cette section, on décrit formellement le schéma déaptisisage classique utilisé dans les sol-
veurs SAT modernes. Dans les définitions suivantes, onaémsF une formule CNFp une interpré-
tation partielle telle quéF|,)* = L etG% = (N, &) le graphe d’implication associé. Supposons que
le niveau de décision courant est puisque I'on a atteint le conflit, il existe donc un littératel que
{z,mz} C N etl(z) = moul(—z) = m. L'analyse du conflit est basée sur I'application de la nétsmh
(par z) sur la clause devenue fausse et en remontant dans le grappéadtion, et ceci en utilisant les
clauseqexp(y) V y) a chaque nceud € N. Le processus s'arréte lorsqu’il ne reste plus qu’un hitér
2 du dernier niveau d’affectation. On appelle ce processpsdave par résolution basée sur les conflits.
Définissons formellement les différents concepts de classertive, de preuve par résolution basée sur
les conflits et de point d'implication uniqu&xique Implication Poirit

Définition 26 (Clause assertive)Une clausec de la forme(« Vv x) est dite une clause assertive ssi
plc) = faux,l(x) = metVy € a,l(y) < l(x). x est appelé littéral assertif, qu'on notetd(c). On
définit égalementump(c) = max{l(—y) | y € a}.

Définition 27 (Preuve par résolution basée sur les conflitsiyne preuve par résolution basée sur les
conflits est une séquence de clauseg, o9, . .. o) qui satisfait les conditions suivantes :

1. 01 =z, &Z,(z),ﬂg(ﬂz)], tel que{z, -z} est un conflit.

2. pour touti € 2..k, o; est construit en sélectionnant un littérale o; 1 pour quuelﬁg(y) est
défini. Ona alorgy € 0, 1 ety € ag,(y), deux clauses pouvant entrer en résolution. La clagse
est définie commely, o; 1, %@)] ;

3. Enfin,o; est une clause assertive

Notons que chaque; est une résolvante de la formuté: par induction,o; est la résolvante entre
deux clauses qui appartiennent?& pour chaquel > 1, o; est une résolvante enteg_; (qui, par
hypothése d’induction, est une résolvante) et une clausgé.dehaques; est aussi uimpliquantde
F, c'est-a-dire :F = o0,. Une autre remarque importante est que dans les solveursr®Agrnes, les
littéraux y utilisés dans la condition 2 de la définition 27 sont restseénceux du niveau courant.
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Définition 28 (Preuve élémentaire) Une preuve par résolution basée sur les conftits (o1, 09, ... o)
est dite élémentaire s§i < k tel que(oy, o9, ... 0;) Soit aussi une preuve par résolution basée sur les
conflits.

En utilisant les définitions 27 et 28, on peut désormais défisi concepts du point d’implication
unique Unique Point Implication(UIP)) et du premier UIP :

Définition 29 (Point d’'Implication Unique (UIP)) Un nceudr € NV est un UIP ssi il existe une preuve
par résolution basée sur les conflits;, o9, ...,0%) telle quez € oy eti(x) est égal au niveau de
décision courantyn (Notez query, est assertive, et a exactement un sedk la sorte).

Définition 30 (Premier UIP) Un noeudr € N est un premier UIP ssi il est obtenu a partir d'une
preuveélémentairei.e, 3(o1,09,...,0%) Une preuve par résolution basée sur les conflitsitg. oy, et
l(x) =m.

Définition 31 (Dernier UIP) Le dernier UIP est défini comme étant le littérp, m), i.e, le littéral de
décision au niveau du conflit.

Pour illustrer les définitions précédentes, considérorsuaenu I'exemple 4.

Le parcours du graphg/- nous permet de générer trois clauses assertives correspiomi trois
UIPs possibles (voir figure 2.1). lllustrons la preuve paothétion basée sur les conflits qui conduit a la
premiére clause assertive correspondant au premier UIP (voir coupe 1 de la figure 2.1).

— 01 = nfz18, €8, Co) = (w17 V =2} V —xd V 22 V —xdy)

— oy =[xy, 01,05) = (21, V-2 Va2 vV —ady vV 22 v ad)

— 03 =1lws5,09,07] = (w17 V 22§V~ V ~ag V afy)

— 04 = Ay = nfxs,03,c6) = (w1, V —3y vV 2k V 2i))

Comme on peut le voikr, permet de déduire une premiére clause assertive (qu'onleyapégale-
ment A1) car tous ses littéraux sont affectés avant le niveau aetapté uni1o) qui est affecté au
niveau courant 5¢o1, o9, 03, 04) €St une preuve élémentaire par résolution basée sur legsa@tfhz
est le premier UIP.

Si on continue un tel processus, on obtient en plus les dewse$ assertives, = (21, V =23, v
—z2V-x3Va3), correspondant au second URS ; et Az = (21, V—adyV—adv-aivai,valiv-al)),
correspondant au 3iéme UIP4?,) mais également dernier UIP puisqug est la derniére variable de
décision (voir coupes 2 and 3 dans la figure 2.1).

Propriété 3 (Clause assertive et retour-arriére) Soitc = (« V x) une clause assertive déduite a partir
de l'analyse du conflit et = maz{l(-y) | y € a}. On peut sans danger faire un retour-arriére au
niveaui et considérer la nouvelle interprétation partiepe U {z}

Propriété 4 Soitc = (a Vv z) une clause assertive déduite a partir de I'analyse du coeflii =
mazx{l(-y) | y € a}. alorsx peut étre déduite par réfutation au niveau.e, (F A7), F=.«L.

Preuve : L'affectation de tous les littéraux € « a faux conduit exactement au méme conflit par propa-
gation unitaire.

La propriété précédente montre que le littéral assertif @a déduit par réfutation au nivealCela
signifie que si on décide de tester par propagation unitarkague niveau un ensemble de littéraux
(lookahead local), alors on peut détecter ce conflit biemtadatteindre un niveau plus bas dans I'arbre
de recherche.
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La vraie difficulté, cependant, réside dans la maniére @getéhner efficacement les littéraux a pré—
traiter par propagation unitaire. Une tentative de rép@nesette question est donnée dans les approches
proposées par Dubois et al [IBois et al. 1996] et par Li et Anbulagan [L& A NBULAGAN 1997].

Cette propriété simple montre que les solveurs SAT modesrporent un arbre de recherche bi-
naire, et peuvent étre considérés comme une variante dedédure DPLL. Ce point de vue n’est pas
partagé par tous les membres de la communauté SAT.

2.4 Preuve d'optimalité du schéma “First UIP”
Exemple 5 On considére une formul& contenant, entre autres, les clauses suivanfes) {ci,...,c9}):

(c1) xeV -z V-zie (c2) —z11 Va3 Vs
(63) x12 V 16 V T2 (64) —x4 V Zo V 121
(65) —xs VvV xio VI (66) 10 V T3

(c7) x10V 5 (co) —w3V w19V 218

(Cg) x17V x1VxsVasVas
Soitp linterprétation partielle suivantey = {(... ~z{ ... ~xi)((22) ... 2. ) (@) .. 23y .. ) ...

((z31)...)}. Le niveau de décision courant €stLe graphe dimplicationG}- associé aF et p est
schématisé dans la figure 2.2 (notez que seule une partieafhingrest affichée).

—x17(1)

FIG. 2.2 — Graphe d'implicatiog/- = (N, €)

Pour motiver notre extension, nous prouvons dans cettmsagate propriété fondamentale concer-
nant I'optimalité de la clause assertive générée graceeamipr UIP du schéma d’apprentissage : il est
optimal en terme de niveau de backjumginGette simple propriété montre pourquoi le premier UIP
habituellement considéré dans les schémas d'apprerdisdagsique est plus puissant que les autres
UIPs.

Soit c une clause, on notkevels(c) 'ensemble des différents niveaux présents dans la clguse
levels(c) = {l(z) |z € c}.

LAprés discussions privéesi[Sa & SAKALLAH 1996], il apparait que ce résultat fait partie du folklordaleommunauté,
mais, d’aprés nos connaissances, il semble que ce soitrtagreefois que cela est formellement établi
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Propriété 5 Dans une preuve par résolution basée sur les confiifs. .., cx) on a pour touti < k,
levels(c;) C levels(citq).

Preuve : Chaqueo;;; est obtenu a partir de; en sélectionnant un littéral € o; qui n’est pas
un littéral de décision et en le remplacant par I'ensembleeteexplicationgzp(z). Ces explications
contiennent toujours d’autres littérayxel quel(y) = I(z).

Propriété 6 Soitc = («, z) une clause assertive obtenue par preuve par résolutionesconflit et dans
laquellez est le premier UIP. Le niveau du backjumpingcdest optimal : toute autre assertive clause
obtenue par résolution sur les conflits est telle guewp(c’) > jump(c).

Preuve : Il peut étre démontré que toutes les clauses assertivesnaoitie premier UIP ont le méme
niveau du backjump (en général, il peut y avoir plusieurasaa de telle sorte, mais leurs ensembles de
niveaux peuvent étre incomparables). Seit, ..., ") une résolution basée sur les conflitsdleSoit
1 'index de la premiére clause assertive dans cette preusmni2c; est une clause assertive, on a
Jump(c) = jump(c;) et en utilisant la propriété 5, onjamp(c;) < jump(c).

Notons que le premier UIP est le seul qui garantit ces deuxtpoioptimalité. On peut construire
aisément des exemples dans lesquels n'importe quelleeckmsertive associée a un UIP autre que le
premier a un niveau de backjump strictement plus faible g du premier UIP.

2.5 eCDCL : un cadre étendu pour I'analyse de conflits

2.5.1 Graphe d'implications étendu

On montre dans cette section comment les arcs provenanladisgs satisfaites peuvent étre ajoutés
au graphe d'implication et peuvent étre exploités avanisg@ent. En particulier, ces arcs permettent
parfois d'améliorer le niveau du backjump. Comme montrésdansection précédente, c’'est quelque
chose d'impossible si I'on considére le graphe d'impligatclassique.

lllustration  Dans les solveurs SAT modernes, seule la premiére ctayge) rencontrée et impliquant
un littéralx est prise en compte dans I'analyse. Or ce méme littéral peLin@pliqué par d’autres clauses
et peut donc posséder plusieurs explications. Cependardaraieres sont ignorées dans les solveurs.
Ceci est dd principalement & une question de performandest jGstement ces clauses qui représentent
des arcs particuliers dans le graphe d’'implication (quiorg pas représentées jusqu’a maintenant) qui
nous intéressent et qui constituent la base de notre travalil

Pour expliquer notre idée considérons a nouveau la forfaudle I'exemple 5 On considére exacte-
ment la méme interprétation partielle et on définit la nolevieirmule 7’ comme suit 7' 2 {¢1, ..., co}U
{c10, 11, c12} aveceyg = (—x19 V 238), c11 = (T19 V T10) €tciz = (m217 V 210)-

Les trois clauses ajoutées sont satisfaites par I'inteapod p. c1o est satisfaite paeg affecté au
niveau2, ci; est satisfaite par le littéral,y affecté au nivead quand & elle est satisfaite par I'affec-
tation de—x17 au niveaul. Ceci est décrit dans le graphe d’implication étendu de l&i@.3 grace aux
arcs en pointillé. lllustrons maintenant I'utilité de r&Extension proposée. Considérons une nouvelle
fois la clause assertiva, qui correspond au premier UIP classique.

On peut générer la clause assertive forte suivante :

— c13 = nas, Ar, cr0] = (27 V ~wiy V 23,)

2Un notion de graphe d’implication étendu dans lequel plrsielauses "explicatives" sont maintenues pour chacéeslit
a déja été introduite dans la littératuregBvE et al. 2004]. Néanmoins, Le but de ce travail était théorique ajoesle notre
est de montrer que les arcs arriére ont un intérét pratique
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— c1q = nlw19, C13, c11) = (27 V 23))

— A§ =17, c14, c12] = 28
Dans ce cas on saute au nivéeet on affectery avrai. En effet 7 = x1p.

Comme on peut le voi\] subsumeA;. Si on continue le processus, on obtient d’autres clauses
assertives forted§ = (—z3 Vv a3) etA§ = (—ai Vi, Vol v -23,) qui subsument respectivemehs et
Ajz. Cette premiére illustration permet d’obtenir une nowvebie pour minimiser la taille de la clause
assertive.

—x18(5)

€3 (x —x2(5)
x18(5)

-x5(5)

FIG. 2.3 — Graphe d'implication étend@s’, = (N, &)

Si nous jetons un coup d'ceil aux clauses utilisées dans phgra'implication classiqué’- (figure
2.2), elles ont toutes les propriétés suivantes ¥d)e N la clausec = (exp(z) V z) est satisfaite
par seulement un littéral i.ey(x) = vrai etVy € exp(z), On ap(y) = vrai et (2)Vy € exp(x),
l(—y) < l(x). Maintenant dans le graphe d’implication étendu (figur@ 8 clauses ajoutées satisfont
la propriété (1) et, en plus, la propriété (Zy € exp(x) avecl(—y) > I(z).

Expliquons brievement comment ces arcs supplémentairdsobtenus. Habituellement, la propa-
gation unitaire ne garde pas de trace des implications ajgsant dans la sous-formule satisfaite par
I'interprétation. Dans cette extension, on prend en congous-formule satisfaite pour déduire de
nouvelles implications. Revenons a notre exemple, quardédnitx,9 au niveau 3, on découvre I'im-
plication dexg (qui est le littéral de décision du niveau 2). De maniére Igin@, pour—zqy déduit au
niveau 5, on "redécouvre"” les déductiang (faites au niveau 3) etx; (faites au niveau 1).

Notre approche tient compte de ces déductions "redécasveitiotez quelque chose d’inhabituel :
les points de choix peuvent également avoir des arcs estfaotnmezrs dans I'exemple), ce qui est
impossible avec un graphe d’implication classique.

Avant d'introduire formellement la définition du grapherdjlication étendu, on va introduire le
concept d'implication arriére (arc arriére).

On maintient en plus de la clause classiqifﬁ(m) une nouvelle clausgl:z(m) de la forme(z Vv
y1 V-V y,). Cette clause est sélectionnée de la fagon suivaiate = faux pour touti € 1...n;
p(x) = vrai; et 3i. l(y;) > I(x). Cette clause peut étre indéfinie dans certains cas (ce qutn
(c_l:z(x) =1). Plusieurs clauses de cette forme peuvent étre trouvéeschaque littéral. Dans ce cas,
une seule est sélectionnée arbitrairement : on peut pardeemoisir de considérer la premiére trouvée.
(on peut toutefois définir des variantes si on veut tenir dende toutes ces clauses, dans cecTza(csn)
est I'ensemble des clauses ; mais le but ici n’est pas deajgpe cette variante).

On note paézp(x) 'ensemble{y |y € %(m) \ {x}}, et, par souci de clarté, parp(x) 'ensemble
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précédemment notérp. Un graphe d’'implication étendu est défini comme suit (nstque ce graphe
n'est pas acyclique dans le cas général) :

Définition 32 (Graphe d’'implication étendu) SoitF une formule CNF et une interprétation partielle
ordonnée. On définit le graphe d'implication étendu assacketp commeis’. = (NV,EUE’) tel que,
~N=p
- E={(z,y) |z epycparcepy)} & ={(x,y) |z €pycpzcérpy)}

2.5.2 Génération de clauses assertives étendues

Dans cette section, nous décrivons une premiére extenegsigte de I'approche CDCL utilisant le
graphe d’implication étendu. Notre approche fait unesation originale des arcs arriére afin d’effectuer
des sauts arriere intelligents plus importants, c’'esir@-dlaméliorer le niveau du backjumping généré
par la clause assertive. lllustrons tout d’abord l'idéagipale derriere cette extension. Notre approche
est réalisée en trois étapes. Dans la premiére étape (1ptause assertive, ditg = (—z'v—y3v-z7V
—a?) est apprise a partir du schéma d’apprentissage classeieehu de décision actuel est donc égal a
9. Commep(o1) = fauz, habituellement on effectue un retour-arriére au niveaup(o;) = 7. Dans la
seconde étape (2), notre approche vise a éliminer le littéraa partir des; en utilisant un arc arriére du
graphe étendu. Expliquons a présent cette deuxiéme etlietraesformation. Soit = (27Vv—-u?v—v?)
tel quep(z) = vrai, p(u) = vrai et p(v) = vrai. La clausec est un arc arriére i.e, le littéralaffecté
au niveaur est impliqué par les deux littérauxet v affectés respectivement au niveaet 9. A partir
dec et ded, une nouvelle clause; = 7[z,c,01] = (—z! v =u? v =y v = v —a?) est générée par
résolution. On peut remarquer que la nouvelle clauseontient deux littéraux du niveau de décision
actuel 0). En troisieme étape (3), en utilisant le graphe d'impi@atlassique, on peut faire une preuve
par résolution basée sur les conflits a partizggour trouver une nouvelle clause assertiyeavec un
seul littéral du niveau de décision actuel.

Notons que cette nouvelle clause assertiygeut dégrader le niveau du backjumping. Pour éviter
cet inconvénient majeur, I'arc arriéeeest choisi sous conditions : i) les littéraux dgqui sont du niveau
de décision actuel{) sont déja visités durant la premiére étape. et i) tousué®sa littéraux de: sont
affectés avant le niveali(niveau dez). Dans ce cas, on garantit que la nouvelle clause asseatigfadt
la propriété suivantejump(os) < jump(oy). Plus intéressant encore, le littéral assertibgest—a.

On peut réitérer le processus précédant sur la nouvellse@ssertives pour éliminer les littéraux
de s affectés au niveagump(os).

Afin d'introduire formellement notre approche, nous intrisns dans ce qui suit le concept d’'arc
arriere joint pour étendre la résolution basée sur les ¢efhssique.

Définition 33 (Arc arriére joint) Soitw = (o1,09,...0%) Une preuve par résolution basée sur les
conflits. Une clause € F est appelée arc arriere joint de ssi les conditions suivantes sont satis-
faites :

1. c est I'arc arriere associé a un des littéraux dg dont le niveau est le niveau du backjumping :
—
dz € o tg. ¢ = cla(T) etl(x) = jump(oy) ;
2. Yy € ¢, soitl(y) = m soitl(y) < jump(oy).
Quand il existe un arc arriére joimtpour une preuve de résolution basée sur les conflitsela
signifie qu’on peut I'utiliser pouétendrecette preuve : on obtient la clausg, | = 7|z, oy, c|, & partir

de laquelle on commence une nouvelle preme= (o1 ...0,) (Intuitivementc "joint" 7 et«’). Cet
ensemble de séquences est appelé preuve de résolutianjasée sur les conflits :
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Définition 34 (preuve par résolution jointe) Une preuve par résolution jointe basée sur les conflits est
une séquence de clausgs . ..o, 011, ...0,) telle que

— (o7 ...0k) estune preuve de résolution basée sur les conflits ;

— 0k+1 = N[z, ok, ], tel quec est un arc arriére joint ;

— Les clausesy o, . ..o, sont utilisées comme preuve de résolution basée sur lestsond, elles
respectent les conditions (2) et (3) de la définition 27.

Clairement, & partir de la définition 34, on peut dériver unavelle clause assertive. L'étape de
jointure (appliquer la résolution enteg, et ¢) produit une nouvelle clause telle que le littéral qui a le
plus haut niveau est éliminé. A partir de la nouvelle clauseégéer;. . 1, on peut dériver par résolution
(en utilisant les arcs du graphe d’'implication classique) autre clause conflit,. Pour étre sur que la
nouvelle clause, admette un niveau de backjump inférieur ou égal@p(ci ), une nouvelle condition
sur I'arc arriére joint est introduite :

Définition 35 Soitm = (o1, 09,...0%) UNe preuve par résolution basée sur les conflits. On définit
resLit(m) comme étant 'ensemble des littéraux du dernier niveau disidéd m utilisés dans les réso-
lutions der

Propriété 7 Soitn® = (07 ... 0%, 011, ... 0,) UNE preuve par résolution jointe basée sur les conflits tel
quek est la position de I'arc arriére joint. SiVx € ctq.l(z) = m, alorsz € resLit(m) U {A(og)}
alors jump(o,) < jump(oy).

Preuve : esquissons la preuve. Commgest une preuve par résolution basée sur les contfiits;
(aVyVuz)avecA(oy) = z etl(—y) = jump(oy), est une clause assertive. Sans perte de généralité,
sSuUpposons quez € a,l(—z) < I(—y). Commer® est une preuve par résolution basée sur les conflits,
de = (B V —y) un arc inverse joint et;1 = N[y, ox,c] = (o V fV z). Maintenant, a partir dey., 1,
on applique la résolution uniquement sur 'ensemble d&&ditx3; = [ N resLit(m;). Comme ces
littéraux sont précédemment utilisés dans la preuve patutisn 71, alors a partir deri1 on peut
dériver en suivant les mémes arcs (par résolution) la classertives, de la forme(a Vv G\ V x)
ou(aV p\f VyVx). Dans le premier cagump(o,) < jump(oy). Par hypothése et définition de
(voir condition 2), on déduit que les littéraux deet 5\ 3; sont affectés & un niveau inférieui (@y).
Dans le deuxiéme cas, le littéralqu’on veut éliminer der;, apparait dans,. Par conséquent, les deux
clauses assertives admettent le méme niveau de backjusnjiy)g Supposons que la clause assertive
o} contient plusieurs littéraux avec le méme niveau guBans ce cas, en éliminant un seul littéral, on
obtient le méme niveau de backjumping.

A partir de la propriété 7, nous avons montré comment anaklierniveau du backjumping en éli-
minant le littéral du niveau du backtrack. Naturellementard la clause assertive contient plusieurs
littéraux du niveau du backtrack, on peut réitérer le preggsur la nouvelle clause assertive pour élimi-
ner d’autres littéraux. Néanmoins, ceci peut poser caxtaitifficultés que nous détaillons dans la section
2.6.1.

Plus intéressant encore, quand tous les littéraux du niegalus grand sont éliminés, on peut itérer
le processus sur les littéraux du nouveau plus grand nivesaing faire plusieurs backjumping successifs
a partir d'un seul conflit. Néanmoins, en pratique, un tetpssus itératif peut nécessiter beaucoup de
ressources.
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2.6 Mise en ceuvre en pratique

2.6.1 Améliorer la qualité du saut arriére

Notre but est donc de faire un saut arriére plus importans dlarbre de recherche que celui dé-
duit par la clause assertive. A cette fin, nous devons supprgriice a des arcs arriére tous les litté-
raux présents dans la clause assertive et appartenant ae nidgau de backjump. Saff, = {z; €
cla|level(x;) = b} cet ensemble. Deux problémes se posent alors :

— Tout d’abord, la recherche d'arcs arriere pour tous leéréitix deS, va induire un co(t non
négligeable dans notre algorithme. Ce surco(t peut viterdeprohibitif vu le nombre de clauses
présentes dans les instances industrielles.

— Ensuite, les arcs arriére qui vont étre ajoutés a chaque neade S, du graphe d’'implication
peuvent le rendre cyclique. Ceci est un probléeme majeur gpieut étre évité qu’en recherchant
des arcs arriere particuliers.

Pour pallier ces problémes, nous proposons, dans une peemiégration, une restriction sur les

arcs arriere. Nous détaillons ceci dans la section suivante

Solveurs SAT modernes : premiére intégration

Avant de décrire les restrictions opérées pour intégreariesarriére dans le schéma d’apprentissage,
nous souhaitons rappeler que cette intégration peut &eetwde sur n'importe quel solveur de type
CDCL. Nous souhaitons rappeler également les composasgeste&lles constituant les solveurs SAT
modernes : (1) I'analyse du conflit, (2) I'heuristique VIS{enant en compte I'activité des littéraux),
(3) 'apprentissage des clauses assertives, (4) la poditde redémarrage. Lintégration proposée est la
suivante :

1. Analyse du conflit A chaque conflit, 'apprentissage classique est appliquée clause assertive
o1 = (a Vy' Vv a™), avece le littéral assertif ef = jump(oy), est générée grace a une preuve
par résolution basée sur les conflits (en utilisant le premier UIP). Avant d’effectuer le retour-
arriére au niveau, on essaie d'utiliser la preuve de résolution jointe basgdes conflits afin de
générer une nouvelle clause assertiyeDans notre implémentation, cette extension est seulement
appliquée sir; contient un seul littéral du niveau En général, on peut réitérer le processus pour
tous les littéraux du niveail Une autre restriction est que I'arc inverse doit conteps littéraux
du niveaun ou de niveay tel quej < ii.e,z € resLit(o1) U {A(01)}. Sans cette restriction,
on peut générer d’autres clauses assertives qui peuverplés ou moins intéressantes en terme
du niveau de backjumping.

2. Activité des littéraux les activités des littéraux introduits par I'arc arrieomsaussi pondérées.

3. Apprentissagées deux clauses assertives sont ajoutées a la base deslsogoo

2.6.2 Réduire la taille des clauses assertives

Nous avons vu dans les sections 2.6.1 pourguoi la suppnedsmtous les littéraux du dernier point
de choix était compliquée et comment nous proposions d'yédien Nous envisageons dés a présent
une autre facon de pallier ce probléme. Le but est de se cwacsnr les arcs inverses binaires (de taille
2). D’'une part, parce que la détection d’arc inverse binegterelativement facile, de I'autre, parce que
si un arc inverse est exploitable, nous sommes sars de edduaille de la clause assertive.
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Solveurs SAT modernes : seconde intégration

Détection des arcs inverses binaires Expliquons tout d’abord pourquoi, dans les solveurs maakern

la détection des arcs arriére binaires est une opératiorcaiteuse. Soifx; V x2) une clause binaire.
Les deux littéraux de cette clause seront domatthéspar les structures de données paresseuses. S'il
est nécessaire de visiter cette clause durant la propagatitaire, alors I'un des littéraux egtiuzx. Si
l'autre littéral estvrai, c’'est qu'il a été déja propagé et donc cette clause est boytlement un arc
inverse. La détection ne nécessite donc pas de surco(t teétpeuirectement réalisée durant la phase
de propagation.

Exploitation des arcs inverses binaires Comme expliqgué précédemment, les arcs inverses exploi-
tables sont des arcs qui mettent en relation un littéral dialase assertive et un littéral des nceuds visités
durant le processus de I'analyse de conflit. Au lieu de saardeg pour un littéral tous les arcs inverses
I'impliquant, on va associer a chaque littéral un deuxieiméral a(l) = /1. A chaque fois qu’un littéral
est impliqué par un arc inverse, [, est écrasé et remplacé par le nouveauddit = I5. Ceci permet
de garder le littéral le plus bas dans la chaine de propagadtine fois un conflit détecté et la clause
assertive construite, un parcours simple de cette derp&nmaet de vérifier si les littéraux en question
sont susceptibles d'étre exploités. Reste qu’on ne peuiregdu’une partie de la clause constituée de
littéraux qui, ensemble, ne créent pas de cycles dans lagrap

Dans les solveurs modernes, a chaque fois qu'un littéraingsliqué, il est ajouté dans la pile.
supposons que I'on ajoute a cette pile un littéral qui estiqnp par un arc inverse. Cette pile peut donc
avoir plusieurs occurrences du méme littéral. $ait littéral apparaissant dans un arc inverse, ce littéral
apparait dans la raison d'un littéraldu graphe d’'implication. Silors de la propagation on a déten
arc inverse de la form@ Vv —y) ouy est un littéral du graphe d’implication, alofs été impliqué une
premiére fois en haut de I'arbre et une deuxieme fois au nideaconflit. Le littéral possede donc deux
niveaux, le niveau réel (celui du graphe d’implication slgee) et un niveau virtuel correspondant a son
arc inverse (notén). Dans ce cas, sh < [(x) alors le littérall peut étre omis de la clause assertive.
Cette restriction, qui n'a pas encore été implémentée, magigas de capturer tous les arcs inverses.
Néanmoins, le surco(t induit pour réduire la taille de laistaassertive est quasi inexistant.

2.7 Expérimentations

Les résultats expérimentaux reportés dans cette sectitnobtenus sur un Xeon 3.2 GHz (2Go
RAM) et ont été réalisés sur un large éventail d’instanc88)&sus de la Sat-Race'8&t de la compé-
tition SAT’07 # (uniquement les instances industrielles). Toutes leamtsts sont simplifiées a I'aide du
pré-processeur SatELite fi & B IERE 2005]. Le temps CPU est limité a 1800 secondes et les résultat
sont reportés en secondes. Nous avons implémenté I'appproposée dans la section 2.6.1 aux sol-
veurs Minisat [EN & SORENSSON2003] et Rsat [FPATSRISAWAT & D ARWICHE 2007b] et proposons
une comparaison entre les solveurs originaux et leur veétiendue (appelés Minidaand Rsét).

Les deux graphiques (échelle logarithmique) de la figuredtrent les comparaisons entre Minisat
(figure du haut) et Rsat (figure du bas) par rapport a leuraeiendue. Chaque point correspond a une
instance. L'axe des abscisses (resp. des ordonnées)mmrceau temps CPUW, (resp.t,) obtenu sur
le solveur étendu (resp. original). Chaque point au-de@ssp. au-dessous) de la diagonale indique
que le solveur étendu est plus rapide (resp. plus lent) gwerkion originale sur l'instance donnée.
La figure 2.4 montre clairement que I'utilisation des arageee améliore les performances de Minisat.

Shttp ://fmv.jku.at/sat-race-2006/
“http ://www.satcompetition.org

29



Chapitre 2. Un cadre étendu pour I'analyse de conflits

Cela semble beaucoup moins le cas pour Rsat, mais il esttampate noter que Rdatest capable de
résoudre 5 instances de plus que Rsat original (alors quesaffinrésout une instance de moins que
Minisat original).

La figure 2.5 montre le temk (figure du haut) et le temps cumulér” (figure du bas) nécessaires
pour résoudre un nombre donné d'instancégi(stances). T représente le nombre d'instances résolues
ent secondes'T représente la méme chose mais en cumulant les temps ddigsdRsaf’ et Minisaf®
permettent de résoudre efficacement nombreuses instaogEdérées.

Enfin, la table 2.1 exhibe les résultats obtenus sur une élthlameprésentatif des instances. Pour
chaqgue instance, on reporte le temps CPU nécessaire auérenif solveurs.

Rappelons que nous appliquons notre méthode uniquememtciudse assertive contient un seul
littéral du niveau de backjumping. C’est pour cela quelisdtion des arcs arriere permet d’améliorer le
saut arriére entre 1% et 10 % des conflits. Malgré ce faiblegemtiage, notre extension est clairement
utile et montre le potentiel des arcs arriére. De plus, staices classes d'instances le temps CPU est
amélioré de plusieurs ordres de grandeur. Reat clairement le meilleur sur les familldsn , Velev ,
total etsimon alors que Minisdt a de trés bons résultats sur les familfeanol , vmpc, gold ,
APro.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une généralisatiomadita de I'analyse du conflit. Cette
généralisation est obtenue par une extension originaleraphg d'implication classiqguement utilisé
dans les solveurs CDCL. Cette extension, motivée par lestaés d’'optimalité de la clause assertive
(Premier UIP) en terme de niveau du backjump, est obtenuemsid®rant des clauses (appelées arcs
inverses) qui proviennent de la partie satisfaite de la fdenPlusieurs schémas d’apprentissage peuvent
étre définis a partir de cette extension. Une premiére artepossible de I'apprentissage qui améliore
les clauses assertives classiques en terme de retounsednielligents montre le grand potentiel de ce
nouveau cadre. Malgré les différentes restrictions, stégmation au sein des solveurs Minisat et Rsat
montre des améliorations intéressantes sur les instandeastiielles des deux derniéres compétitions
SAT'07 et SAT-race’06. Nous avons déja abordé les travatiguiés aux arcs inverses dans la section
2.6.2. Notons aussi que nous envisageons de définir d’asttheésnas d’apprentissage, par exemple en
considérant les arcs inverses comme une alternative aetmegud de I'arbre de recherche. En d’autres
termes, le but serait d’améliorer les différentes résabmménérées lors des "preuves par résolution
basées sur les conflits" en termes de profondeur de backjgngpiou de taille de clause. Enfin, nous
envisageons d’exploiter les arcs arriere pour minimiseclauses assertives de facon générale.
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instance SAT?] Rsaf Rsat.|| Minisat” | Minisat
AProVEOQO7-02 N — — 683.21| 782.07
AProVEOQ7-21 N 1406.02 - 511.14| 505.41
AProVEOQ7-22 N 232.68| 208.17 136.19| 316.98
clauses-6 Y 171.21| 331.93 810.24| 564.78
cube-9-hl1l-sat Y 1282.38 — 774.78| 472.25
dated-5-15 N 958.61| 1074.07 —| 1752.71
goldb-heqc-frg2mul N 187.42| 219.99 281.12| 468.28
goldb-heqc-i8mul N 1108.60| 1324.17| 941.759| 1105.80
goldb-heqc-term1imul N — | 1250.23 - -
ibm-2002-19r-k100 Y 95.94| 126.84 157.31| 368.49
ibm-2002-21r-k95 Y 64.68| 125.04 268.14| 229.77
ibm-2002-26r-k45 N 3.96 19.65 0.84| 751.33
IBM_04_30_dat.k8 Y 1042.88 —|| 1682.10 -
IBM_2004_30_SAT dat.k100 Y 784.22 - - -
IBM_2004_30_SAT_dat.k55| Y 231.99| 532.94 - -
IBM_2004 30 SAT dat.k60| Y 1698.74| 1070.30 595.85 -
IBM_2004_30_dat.k80 Y 925.87 - - -
IBM_2004_30_dat.k85 Y 1042.88 — || 1682.10 -
IBM_2004_30_dat.k90 Y 1051.16 - - -
manol-pipe-c7nidw N 254.00| 193.00| 1469.20 -
manol-pipe-f7idw N 1624.76 — || 1010.01 -
manol-pipe-g10bidw N - — || 1313.43 -
manol-pipe-g10id N 73.73| 131.10 209.71| 1539.87
mizh-md5-47-3 Y 107.98| 469.35|| 1111.21| 333.34
mizh-md5-47-4 Y 135.36| 1125.72 267.50| 1544.60
mizh-sha0-35-4 Y 278.60| 365.84| 1153.66| 1323.37
partial-5-13-s Y 546.21| 1514.82 - -
schup-12s-guid-1-k56 N 524.18| 626.08 322.68| 907.43
simon-s02b-dp11ul0 N 515.00| 1003.18 284.89| 244.64
simon-s02b-r4b1k1.1 Y 1002.87| 1620.79 458.83| 400.30
total-10-17-s Y 98.98| 413.28 - -
total-10-19-s Y 74.46 — — —
total-5-17-s Y 14.59 67.85| 1384.98 -
velev-pipe-sat-1.1-b7 Y 70.85| 238.16 224.04 —
velev-pipe-uns-1.0-9 N 764.74| 941.76 - -
velev-pipe-uns-1.1-7 N 733.14 - - -
vmpc_30 Y 176.49 - - -

TAB. 2.1 — Quelques résultats comparatifs
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Dans ce chapitre, un nouveau schéma d'apprentissage pduesproposé. L'originalité de cette
approche réside dans sa capacité a opérer de I'appremtiaseigaque nceud de I'arbre de recherche et
pas uniquement lors d’un conflit. Ceci contraste avec tdateapproches d’apprentissage traditionnelles
gui généralement se référent a I'analyse de conflit. Poudrecoet apprentissage possible, des clauses
pertinentes, extraites a partir de la partie satisfaitead®rimule, sont utilisées conjointement avec le
graphe d'implication classique pour dériver de nouvelbgslieations plus puissantes pour un littéral
donné. Basé sur cette extension, un premier schéma apppekntgsage a partir des succes (“Success
Driven Clause Learning (SDCL)") est proposé. Des résubafgerimentaux montrent que l'intégration
de SDCL dans un solveur SAT moderne comme Minisat permetahabdes résultats intéressants par-
ticulierement sur les instances satisfiables.

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous occupons de lI'apprentissagelesm solveurs SAT. Notre but est de
montrer qu'il est possible d’apprendre non seulement arpes échecs (ou conflits) mais aussi a par-
tir des succeés. Comme l'apprentissage renvoi a I'analyseodéits, le cadre proposé ici differe des
approches classiques d'apprentissage au cours de lacbehsen connues dans le cadre SAT et CSP.

Usuellement, a un nceud donné de l'arbre de recherche, lorsfitiéral = est affecté par propa-
gation unitaire au niveaij la clause a l'origine de la propagation, usuellement apihplication, est
intégrée dans le graphe d’'implication. Cette clause est lerine(c — ) ol « est I'explication de la
propagation du littéral unitaire au niveau. Il estimportant de noter que I'explicatianinclut au moins
un littéral affecté au niveai

L'approche que nous proposons ici vise & découvrir de n@ssekplications pour I'implication de
x incluant seulement des littéraux des niveaux précédgntsif. En d’autres termes, notre approche est
capable de découvrir gu’un littéral affecté au nivégoeut étre déduit dans les niveaux supérigus:.
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3.2. Apprentissage a partir des succées

En pratique, ces nouvelles raisons quand elles sont apdtaEes le graphe d'implication peuvent
ameéliorer le processus d'analyse de conflit lui-méme.

Le chapitre est organisé comme suit. Apres la présentadiarotte approche d’'apprentissage a partir
des succés dans la section 3.2, une premiéere intégratienetasolveurs SAT modernes est ensuite pro-
posée (section 3.3). Finalement avant de conclure, nossiigns les premiers résultats expérimentaux
démontrant les performances de notre approche.

3.2 Apprentissage a partir des succes
Dans cette section, nous montrons comment de nouvelleisaxphs pour I'implication des littéraux

(littéraux propagés unitairement) peuvent étre généligasesinterprétation partielle ne méne pas a un
conflit. Ces nouvelles capacités offertes par cette apprecht motivées dans I'exemple suivant.

3.2.1 Motivation

Exemple 6 Soit la formuleF contenant les clauseg:, ..., cy} suivantes :
(1) zeV-x11 V12 (c2) -2 VsV (e3) x12 V216 V 122
(04) x4 V2oV X1 (05) sV xig VT (C@) T10 V T3
(07) 10 V 5 (Cg) x17V x1Vxg3 VsV as (010) xeg V x10 V X18

En considérant l'interprétation courante

p = {(..mx. bW ((2d) .oy ) (2) . 2dy . ) . ((28)) .. ) ). Le graphe d'implication
associé a cette interprétation est donné dans la figure 3.1.

-x17(1)
-x6(1 x4(3) 6
X
cl —X12( \
c4 é co
C3x —x2(5 —x10( x1(5) c8
x11(5 x2( " X18(5)
c2(C2 x16(5 x3(5)
c7
—x13( -x5(5

FIG. 3.1 — Graphe d'implicatiog’- de 'exemple 6

L'interprétation partielle p ne conduit pas a un conflit au niveau de décision actuel (éga).a
Nous pouvons remarquer que la clausg n’est pas mémorisée dans le graphe d’implicati@h car
elle contient deux littérauxzio et z1g affectés arai. Notons également que le littéralg est affecté
par propagation unitaire au niveadigrace a la clauses. lllustrons maintenant comment nous pouvons
déduire une nouvelle implication exprimant le fait qtyg aurait du étre propagé au niveal En partant
dela ClaUSQ—l?L(xlg), les résolvantes suivants sont générées :

— oy =nlw1,cs,05] = (@17 V mag V agy V ~ad v a v aly)

— oy =301, c6] = (w17 V g V afy V 2B V afy)

35



Chapitre 3. Apprentissage a partir des succes

- Ué = A,1 = 77[56570-53 cr] = (I%7 N —u’Eg N x?O \ x?B)

La clauseA’ contient deux littéraux du dernier niveau de propagatidnqui sontzg etz et tous
ces littéraux sont affectés fuur saufz,g. Maintenant, si nous appliqguons une résolution de pluseentr
Al eteyg = (z6 V —x19 V 718) € F, nous obtenons une nouvelle clause assetife= (z} V 21, Vv
—z2 V 294). Cette derniére clause exprime que le littéra} affecté au nivead aurait pu étre affecté au
niveauz2.

En effet, commé&’ = A7 et les deux littéraux:s et x7 (resp. le littéral—xg) sont affectés a faux
au niveaul (resp. niveaw2), on déduit que le littérak s affecté au nivead aurait pu étre propagé au
niveau2 grace a la raisonA7.

A partir de I'exemple précédant et contrairement au schdassique d’apprentissage, nous pouvons
déja faire les remarques suivantes :
— o4 n'est pas une clause conflit igo5) = vrai
— le littéral 213 n'est pas réfuté i.e, la clause dédut¢ mentionne que:;s devrait étre affecté a la
méme valeuwrai au nivea au lieu du niveals

3.2.2 Présentation Formelle

Donnons a présent une présentation formelle du schémardiagsage a partir des succés. Dans
toutes les définitions et propriétés suivantes, on corsi#eune formule CNFp une interprétation
partielle telle qugF|,)* # L etm le niveau de décision courant.

Définition 36 (clause binaire assertive)Une clause: = (a'V x V y) est dite clause binaire assertive ssi
pla) = fauz, l(a) < metl(z) = l(y) = m.

Définition 37 (preuve par résolution générant une clause assgtive binaire) Soitz un littéral tel que
- .. , . ;s . . .

[(x) = m etcla(x) est définie. Une preuve par résolution générant une clausertéage binairern,(x)

est une séquence de clauges, o9, . . . o) satisfaisant les conditions suivantes :

1 01= %(:ﬂ)

2. o;, pouri € 2..k, est construite en sélectionnant un littégak o;_1. La clauser; est définie donc
commen[y, o;1, cla()];

3. o;, est une clause binaire assertive.

Comme le littéralz € o1 peut étre éliminé par résolution, oncee 0. En effet, si cette élimination
est possible, cela signifie q@(x) et%(f) sont definis. Ceci contredit I'nypothesé|,)* # L. De
plus,z est 'unique littéral der; affecté avrai

Dans la section 2.4, nous avons montré que le littéral @ssegénéré en utilisant I'analyse de conflit
peut étre déduit par propagation unitaire au nivea : est le niveau du saut arriére (ou backjumping)
associé a la clause assertjveVv z) i.e, 7| i |=. z. De fagon similaire, pour une clause assertive binaire
(aVyVz),laclause binair¢y \V x) (voir la propriété 8) peut étre aussi déduite par propagatiotaire
au niveau = [(«).

Propriété 8 Soit m,(z) = (o1,09,...,0%) Une preuve par résolution générant une clause assertive
binaire telle quer;, = (o V y V x) olii = I(«). Nous avonsF| ; =" (y V z)

Preuve : Par définition de la preuve par résolution générant une elaasertive binairer,(z) est
dérivée en traversant le graphe d’implication associE et p a partir du nceud:. Il est évident que
I'affectation —y au niveau méne a la propagation du littéral En effet, toutes les clauses utilisées dans
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3.3. Intégration de I'approche SDCL dans un solveur SAT mreale

la preuve par résolution générant une clause assertiveindz) contiennent seulement des littéraux
dea et des littéraux propagés au niveau de décision counaiin conséquence, on ,; A -y =~ .
DoncF|, A -~y A -z =" L

lllustrons la propriété 8 en utilisant I'exemple 6. A padi la clause assertive binaisg = (z1, v
—z2 Vv 29, V 23), il est facile de montrer que la clauge], v z9;) peut étre déduite par propagation
unitaire au niveac i.e, 7| » =" (10 V 1g). A partir de la formuleF et p, on peut voir que la formule
F|,2 contient les clauses suivantgrio V 1), (710 V 23), (T10 V =@5), (-21 V 23 V 25 V 218) } (VOIr
le graphe d’implicatiorg’;,). Donc, on aF | 2 A—z19 =" x15. Par conséquent’| . A—zigA—-zig = L.

Pour dériver une nouvelle raison pour I'implication d’uttdral x donné on procéde en deux étapes.
Dans la premiére étape, nous générons une preuve par i@sajgnérant une clause assertive binaire
m(z) = (01,02,...,0r = (a Vy V z)), et dans une seconde étape nous éliminpds o}, par réso-
lution. Ce processus de résolution est appelé preuve paElutiés générant une clause assertive, et est
formellement défini ci-dessous :

Définition 38 (preuve par résolution générant une clause assgtive) Soit, (x) une séquence de clauses, . . .

7, (x) est une preuve par résolution générant une clause asseitelke satisfait les deux conditions sui-
vantes :

1. (01,...,06-1 = (e VyVx)) estune preuve par résolution générant une clause asséitiagre
2. dc= (B V —y V x) € F une clause assertive binaitg, = n[y, ox_1,c] = (yVz)ouy = aUf.

Il suit de la définition 36 que tous les littéraux dest 3 sont affectés & aur avant le niveaun. Par
conséquent, la résolvantg est une clause assertive unitaire. Cela signifie que lorsgue) existe, on
déduit que le littérak propagé au niveaw aurait di étre propagéwai au niveavk < mouk = [(7).
La propriété suivante fait état de ce résultat.

Propriété 9 Soitx un littéral tel quel(z) = met%(x) existe. Sity(z) = (o1, ...,05-1,0% = (YVT))
est une preuve par résolution générant une clause assettve 7| ;; =" z oli = I().

Preuve : Premiérement, commg, ...,o0x_1) €St une preuve par résolution générant une clause
assertive binaire, la résolvantg_; est de la formda VvV y V x) oul(«) < i. En utilisant la propriété 8,
on peut deduire qu&|,; =" (yVx), alorsF|, A—x =" y. De plus, par définition de, (), la résolvante
oy est obtenue par résolution syentreo,_; etc € F de la forme(g v —y Vv ) oul(5) < i. Comme
Vz € B p(z) = fauz,donc(—y V z) € F, etF|, A~z " —y. Par consequent |, A ~x =" L.

Dans la propriété 9, nous avons montré que le littérgleut étre déduit par propagation unitaire
au niveau. Cependant, vérifier si chaque littéral non affecté pewt @duit par propagation unitaire a
chaque nceud de I'arbre de recherche est coliteux. Dansitans&gvante, on montre comment quelques
unes de ces déductions peuvent étre obtenues a la volédisanutnotre approche d’apprentissage a
partir des succes.

3.3 Intégration de I'approche SDCL dans un solveur SAT modemne

Nous présentons dans cette section comment I'approche $@LEtre utilisée pour améliorer en
pratique les implications d’un solveur SAT moderne. Laimrétion du solveur SAT est esquissée dans
I'algorithme 4. Cet algorithme est basé sur I'algorithme@algorithme 3 vu dans le chapitre 1). Nous
rappelons néanmoins les diverses fonctions qui y sontpacées :

— propagate: effectue la propagation unitaire et retourfeux en cas de conflit etra: sinon.
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Chapitre 3. Apprentissage a partir des succes

Algorithm 4 : Procédure SDCL

Input: A CNF formulaF;

Output: vrai if F est satisfiablef aux sinon
1 begin

2 currentLevel = 0;

3 while (vrai) do

4 if (!propagate())then

5 if (currentLevel==0)then return faux;
6 c=(a Vv ~d)=analyze();

7 learn(c);

8 backJumpLevel #(«);

9 bactrack(backJumpLevel+1);

10 newJumpLevel = learnFromSuccess(backJumpLevel+1);
11 bactrack(newJumpLevel);

12 end

13 else

14 currentLevel++;

15 if (!decide())then

16 return vrai

17 end

18 end

19 end

20 end

— analyze: retourne la clause apprigecalculée en utilisant le schéma classique d’apprentissage
(voir chapitre 1). Le littéral assertif est dénaté

— learn: ajoute une clause apprisei la base des clauses apprises

— learnFromSuccessapplique le schéma d’apprentissage, a partir des suagsemé dans 'algo-
rithme 5

— backtrack: retour-arriere au niveau donné en paramétre.

— decide: sélectionne et affecte le littéral de décision suivantfdretion retournerai, sila formule
est satisfaite (tous les littéraux sont affectés);@ix sinon.

Comme on I'a vu dans la section précédente, I'apprentisagugatir des succes peut étre appliqué
a chague nceud de I'arbre de recherche. En d'autres termas;ipaque littéral unitairg propagé a un
certain niveau, on peut appliquer le schéma d’apprentissage a partir degsypour déduire une impli-
cation a un niveau précédentCependant, une application systématique peut réduingeldsrmances
des solveurs. Dans l'algorithme 4, on applique I'appreatie a partir des succes (ligne 10) seulement
lorsqu’un conflit est détecté i.e, si 'appelpéopagate()retournefaux. Plus précisément, on utilise le
schéma classique d’analyse de conflit (ligne 6). La clausertagec générée est ajoutée a la base des
clauses apprises (ligne 7). L'algorithme effectue doncataur-arriére au niveaktick JumpLevel + 1
(ligne 9) et I'apprentissage a partir des succes est senteappliqué a ce niveau particulier. En restrei-
gnant SDCL aux littérauy propagés au niveakuckJumpLevel + 1, on assure que chaque nouveau
niveau d’'implication: pour y est inférieur ou égal au niveau de retour-arriére courantndlveau ni-
veau (appeléewJumpLevel) est calculé en choisissant le meilleur niveau (le plug)peti’algorithme
effectue un retour-arriere a ce niveau (ligne 11). Si la @docelearnFromSuccesse trouve pas de
nouvelles implicationspewJumpLevel est égale aback.JumpLevel (niveau de la clause assertive
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classique), et I'algorithme suit le schéma classique dapssage.

La fonction learnFromSuccess est détaillée dans I'algorithme 5. Premieremenresp.U) dé-
signe le littéral de décision (resp. I'ensemble des litigraropagés a ce niveau) affecté au niveau
currentLevel (initialisé abackJumpLevel + 1) (ligne 3 et ligne 4). Pour chaque littéral € U, si
on dispose d'une clause assertive binaire de la farme (3 vV y vV z) € F telle quep(f) = faux,
p(x) = p(y) = vrai est détecté, alors une preuve par résolution générant ansechssertive, () =
(01,...,0k) est opérée (voir ligne 7). La nouvelle implicatien de x est ajoutée & la base des clauses
apprises (ligne 8) et leewJumpLevel est mis a jour (ligne 9). Tandis que les littéraux propagés a c
niveaubackJumpLevel+ 1 sont traités, le meilleur niveau d’'implicationdw Jump Level) est retourné
(ligne 10), et I'algorithme 3 peut effectuer un retour-are & ce nouveau niveau (ligne 11).

Durant le retour-arriére, toutes les décisions ebdkg: JumpLevel et lenewJumpLevel sont en-
registrées. La fonctiodecide() les sélectionne en priorité dans le but de maintenir apprativement
le méme branchement.

Algorithm 5: Learn_from_success
Input: currentLevel : niveau d’'application de I'apprentissage par succes
Output: newJumpLevel : niveau d'implication le plus haut calculé

1 begin

2 newJumpLevel = currentLevel-1;

3 y = decisionLiteral(currentLevel);

4 U=UPLiterals(currentLevel);

5 while (Vx € U) do

6 if Gc=(BVyVe)eFtq.p(B) = fauz, p(z) = p(y) = vrai) then

7 Soitm,(x) = (01,...,0k-1 = (@ V-yVx),0r) U0, = (v V) =1y, 0k_1,] Q.
v=aUp;

8 learn(py,);

9 newJumpLevel = min({),newJumpLevel);

10 end

11 return newJumpLevel;

12 end

La figure 3.2 illustre la différence entre un branchement C& gauche) et SDCL (a droite). Soit
(a V —d) la clause assertive obtenue par I'analyse de conflit classians I'approche CDCL, I'algo-
rithme effectue un retour-arriére au nivéauk JumpLevel = [(«) et affecte le littéral assertifd. Dans
I'approche SDCL, I'algorithme, effectue un retour-arei@u niveawack JumpLevel + 1 et applique le
processus d'apprentissage a partir des succes sur toitsdiesik propagés a ce niveau (littéraldans

la figure). Toutes les nouvelles implications pour cesrhitig sont enregistrées dans la base des clauses
apprises. Supposons que le meilleur niveau de retour@fiew.Jump Level) correspond a la nouvelle
implication pourw. L'algorithme effectue un retour-arriere au niveatw JumpLevel et affecte le litté-
ral w et les autres littéraux grace a la mémorisation de I'imglica Finalement, la recherche continue
en affectant en priorité les littéraux de décision ehtré: JumpLevel etnewJumpLevel seulement et
dans l'ordre tant que c’est possible.

3.4 Expérimentations

Les premieres expérimentations ont été menées sur un pal&6dproblémes industriels issus des
deux derniéres compétitions SAT-Race’06 et SAT'2007. @sls instances testées sont précédées par
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newJumpLevel —
< (u)... > <w.>
) ) < (u)... >
/ /
< (v)...
( ) '\ < (U) >
backJumpLevel — backJumpLevel —» )
< (y)..w... > <-d.. > < (y)..w... > 4

Fic. 3.2—-CDCL Vs SDCL

un pré-traitemenSatELite[EEN & B IERE 2005]. Le temps limite de calcul est fixé a 1800 secondes
et les résultats sont reportés en secondes. Nous avonsmeni I'extension SDCL (section 3.3) dans
MINISAT et nous avons effectué une comparaison entinel 8AT classique et MNISAT modifié par cette
approche. Ces tests ont été menés sur un cluster Xeon 3.2Z352 RAM).

Les figure 3.3 et 3.4 (échelle logarithmique) illustrent woenparaison des résultats daNVBAT
et MINISAT +SDCL sur des instances satisfiables et insatisfiablesatgaent. L'axe des x (resp. y)
correspond a MNISAT +SDCL (resp. MNISAT). Chaque instance est associée a un point de coordonnées
(tz, ty) qui représente les temps de calcul obtenus par les deuxcdygsrsur I'instance donnée.

La figure 3.3 montre que sur les instances satisfiables, rémtigsage a partir des succés permet
d’accélérer le processus de résolution par rapportiudAT. La majorité des points de la figure sont
situés sur la diagonale i.e,IMISAT +SDCL est meilleur. Ces résultats ne sont pas surprenantota
approche visait a corriger le niveau et non pas la valeur déévees littéraux impliqués. Ce qui est
différent de I'analyse de conflit classique, ou on modifie foisle niveau d’affectation (niveau assertif)
et la valeur de vérité du littéral assertif. D’'un autre c@@yr les instances insatisfiables (voir figure 3.4),
il N’y a pas de séparation claire entre les performances &i@s approches.

Les figures 3.3 et 3.4 (figure du bas) montrenteleps mis par un solveur pour résoudre un certain
nombre d’instances. Cette vision globale confirme que reypggroche est meilleure sur les instances
satisfiables en terme de temps de calcul. Au contraire simséances insatisfiables, la différence entre
les performances est moins flagrante mais en moyenneskir +SDCL est |égérement meilleur.

Finalement, la table 3.1 résume quelques résultats obfmarugliNISAT +SDCL et MINISAT, pour
chaque famille d’'instances. Pour chaque famille (premi@tenne), on reporte le nombre d’instances
(deuxiéme colonne), la moyenne du temps de calcul sur leanicss résolues et le nombre d’instances
résolues (entre parenthéses). Les résultats sont donndessulasses (SAT) et (UNSAT) et sur toutes
les instances (SAT-UNSAT). Pour chaque famille, les maifierésultats en terme de temps moyen ou de
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3.5. Conclusion

SAT UNSAT SAT-UNSAT
familles #inst. | Minisat+SDCL | Minisat || Minisat+SDCL | Minisat || Minisat+SDCL | Minisat
mizh_* 10 501(10) 720(10) || — - 501(10) 720(10)
manol_* 20 - - 336(17) 344(14)|| 336(17) 344(14)
partial_* 20 1272(1) - - - 1271(1) -
total_* 20 262(7) 94(4) 66(3) 66(3) 20310) 82(7)
vmp_grieu_* || 12 462(4) 801(4) || - - 462(4) 801(4)
APro_* 16 13(1) 2(1) 323(7) 557(9) 284(8) 502(10)
dated_* 20 160(9) 151(9) 135(2) 661(3) 156(11) 27912)
clause_* 4 2334) 303(4) || - - 2334) 303(4)
cube * 4 891(1) 4721) 59(1) 60(1) 475(2) 266(2)
gold_* 7 - - 597(4) 5774) 597(4) 5774)
safe_* 4 13(1) 841(1) || - - 13(2) 841(1)
ibm_* 20 98(10) 121(10) | 36(9) 102(9) 69(19) 112(19)
IBM_* 35 12954) 1113(3) || 3311) 359(1) 11025) 924(4)
simon_* 6 1492) 277(2) 204(3) 12§3) 182(5) 188(5)
block_* 2 - - 27(2) 27(2) 27(2) 27(2)
dspam_* 2 - - 315(2) 34(2) 315(2) 34(2)
schup_* 2 71(2) 100(12) 666(1) 907(1) | 3682) 504(2)
sort_* 5 3121) 1339(1) || 1232(2) 11311) || 7722) 1235(2)
velev_* 12 - 2(2) 25(3) 19(3) 25(3) 15(4)

TAB. 3.1 — Un apercu des résultats

nombre d'instances résolues sont mises en gras pour plishilité. Comme on peut le remarquer sur
ces résultats MiISAT +SDCL obtient de meilleurs résultats en général sur dedl&srsatisfiables. Sur
la famille sa fe — x par exemple, SDCL permet un gain de prés de deux ordres deéegnan

Pour résumer, cette premiéere intégration de SDCL sur uresplinoderne est assez prometteuse
car elle a mis en lumiére une question principale sur I'itéie I'ordre d’affectation dans les solveurs
modernes. Cette approche est complémentaire au schérsaetasd’apprentissage dans la mesure ou
elle offre une alternative, qui, combinée a CDCL, permetmancela a été dit de corriger I'interprétation
courante.

3.5 Conclusion

Dans cette partie, un nouveau cadre d'apprentissage & gestisucces est proposé. Ce nouveau
schéma d’apprentissage permet de dériver de meilleurdgcatipns pour la propagation unitaire des
littéraux. Ceci peut étre vu comme une méthode de réarraggethe I'interprétation courante. Alors que
dans les solveurs SAT la partie satisfaite de la formulegegirée, I'approche suggére gue ces clauses
connectées au reste de la formule peuvent étre exploitéesageusement durant la recherche. Notre
premiére intégration de SDCL dans un solveur modernaN($AT) montre son intérét a améliorer le
temps de calcul sur certaines classes de problémes iradsisinitéressant encore, on a montré une rela-
tion entre la preuve par résolution générant une clausetiasset la déduction basée sur la propagation
unitaire. Comme notre approche essaye de réarrangerigtation courante, nous envisageons d’ap-
profondir la question du role joué par les redémarrages cagsntexte. Finalement, étendre ce schéma
pour récupérer d'autres formes de consistance plus foredagpropagation unitaire nous semble étre
une piste de recherche importante & mener pour résoudreatdémes difficiles.
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Dans ce chapitre, un nouveau solveur paralléle ManySAT poararchitecture multicore est pré-
sentée. La conception de ManySAT tire parti des principfdésesses des solveurs SAT modernes, a
savoir leurs sensibilités aux réglages des parametresirst feanque de robustesse. ManySAT utilise
un portfolio complémentaire d’algorithmes séquentielsgus grace a une minutieuse variation dans les
principales stratégies de résolution. Ces stratégieogutiales sont combinées au partage de clauses
dans le but d’'améliorer les performances globales de MamyS£ci contraste avec la majorité des sol-
veurs paralléles existants, qui généralement utilisgmatadigme "diviser pour régner”. Les résultats des
expérimentations sur plusieurs classes d’instances Sd\strielles, et le premier rang (“gold medal”)
obtenu par ManySAT lors de la compétition SAT-Race 2008misg®e en Chine, montrent clairement le
potentiel qu'il y a derriére la philosophie de conceptiomdére solveur paralléle.

4.1 Introduction

77z

Ces derniéres années, des progrés importants ont été&sdadisles solveurs SAT modernes dans la
résolution d’'instances industrielles dont la taille pe@passer des centaines de milliers de variables et
des millions de clauses. Cependant, les derniéres é\aigqitAT-Race) et compétitions internationales
(SAT competition) montrent clairement une stagnation dfansélioration des approches existantes. Les
gains de performances obtenus peuvent étre qualifiés denalary devient tres difficile d’améliorer
les performances des solveurs de type Zchaff. De nombralbtgmmes industriels restent hors de portée
de tous les solveurs existants. Conséquence, de nouvpflescaes sont nécessaires pour résoudre ces
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instances difficiles. Dans ce contexte, et a la lumiére derdahaine génération d’architectures des
ordinateurs, qui dans quatre ou cing ans peut contenir dedndi de cores, la conception de solveurs
SAT multicore est une excellente perspective de rechelChte direction est clairement d'actualité.

Une évaluation des solveurs paralléles a été organisée G (3AT-Race 2008, Chine). Un numéro

spécial de la revue internationale sur la satisfiabilité&léda résolution paralléle est en cours.

Dans ce chapitre nous détaillons ManySAT, un nouveau sopvatalléle, vainqueur de la derniere
compétition Sat-Race 2008 (Track parall&le).a conception de ManySAT tire avantage de la faiblesse
des solveurs SAT modernes : leurs sensibilité aux réglageparamétres. Pour les instances, changer
les parametres relatifs a la politique de redémarrage éRgsu celle du choix de la prochaine variable
a affecter peut complétement changer les performancessdivaur. Dans le contexte de machines mul-
ticores, on peut aisément tirer avantage de ce manque dstesba en construisant un portfolio qui
exécute différentes incarnations d’un solveur séquestiela méme instance. Chaque solveur contient
un paramétrage particulier et leur combinaison devraitésgmter un ensemble de stratégies orthogo-
nales et complémentaires.

En outre, les solveurs peuvent échanger des connaissdircesaaéliorer la performance du sys-
téeme au-dela de la performance de chaque solveur indiviBoekr accentuer la robustesse de ManySAT,
un partage des clauses apprises est ajouté. Techniquareengést implémenté de maniére a minimiser
les accés a la base partagée des clauses.

Dans la suite, nous décrivons et nous discutons commeng ésanySAT. Nous donnerons quelques
détails des stratégies importantes des solveurs SAT mesledous donnerons ensuite les choix retenus.
Des expérimentation sur les instances de la SAT-Race 200&lsanées. Nous discuterons ensuite des
travaux connexes en SAT paralléle et nous donnons quelgusegqttives.

4.2 Stratégies dans les solveurs SAT modernes

Les solveurs SAT modernes [dsKEWICZ et al. 2001, EEN & SORENSSON2003] sont basés sur la
procédure de recherche DPLLARIS et al. 1962] combinée avec (i) politique de redémarrage (s
et al. 1998, KauTz et al. 2002], (ii) heuristiqgue de choix de variables (comme VSII8SKEWICZ
et al. 2001], et (iii) 'apprentissage [BrARDO, JR. & SCHRAG 1997, MARQUES SILVA & SAKAL -

LAH 1996, MoskEwICZ et al. 2001].

Les solveurs SAT modernes sont basés sur diverses vasiat#ns ces trois importantes stratégies. Il
faut noter que ce type de solveurs sont spécialement efficarales instances "structurées" issues d'ap-
plications industrielles. Sur ces problémes, Selman gGabMES et al. 2000] ont identifié un phéno-
meéne longue traine (cheavy tailed) i.e, différents ordres de variables souvent ménent a diéseatices
énormes des temps de calcul. Ceci a motivé entre autresotlinttion des stratégies de redémarrage
dans les solveurs modernes, qui tentent de découvrir un tare de variables. VSIDS et autres va-
riantes d’heuristiques, pour ne citer que celles-ci, oétigtroduites pour éviter le "trashing" et pour
diriger la recherche vers la partie la plus contrainte destance. Les redémarrages et VSIDS jouent un
rble complémentaire dans le sens ou ils tendent respediveandiversifier et a intensifier la recherche.
L'analyse de conflits "Conflict Driven Clause Learning (CDCest le troisieme composant permettant
d’effectuer un retour-arriére non-chronologique. A chatpis qu’un conflit est détecté (au nivedwne
clause assertive est apprise grace au schéma de résolasiérstr le parcours du graphe d’implication.
Ce parcours est utilisé aussi pour mettre a jour I'activié littéraux mis en cause, permettant a I'heuris-
tique VSIDS de choisir toujours la variable la plus activehagque point de décision. La clause apprise,
appelée clause assertive, est ajoutée a la base des clapsseset I'algorithme effectue un retour a
un niveau { < ). L'enregistrement de la valeur de vérité ("progress sgyiest une autre amélioration

Shttp ://www-sr.informatik.uni-tuebingen.de/sat-ra2@08/index.html
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intéressante, introduite récemment dan®APSRISAWAT & D ARWICHE 2007a] et implémenté dans le
solveur Rsat. Il peut étre vu comme une nouvelle stratég@hdx de la valeur de vérité (polarité) d’'un
littéral. Plus précisément a chaque retour-arriére d'waaii a un niveau inférieuy, la valeur de vérité
des littéraux affectés ou propagés entre ces deux niveauméssorisée. Cette polarité est utilisée dans
la recherche arborescente pour éviter une résolutiongépiéts mémes sous-problémes. Il est clairement
admis qu’une Iégére variation dans ces stratégies peutizend des variations dans les performances
des solveurs.

4.3 Architecture multicore

Une architecture multicore peut étre vue comme un ensenebpeatesseurs qui communigquent via
une mémoire partagée. En théorie, 'accés a cette mémaitmiésrme, i.e, peut étre effectué simulta-
nément. En pratique, I'utilisation des mécanismes de cdahs les unités de calcul crée des problémes
gui peuvent ralentir I'accés a la mémoire.

Notre solveur est construit sur ce modéle de mémoire patdgécommunication entre les solveurs
du portfolio est organisée via une structure dédiée ou fatfEn de lecture peut étre faite simultanément,
et les mises a jour sont contrélées par des mécanismes oeillage de bas niveau.

4.4 ManySAT : un solveur SAT parallele

ManySAT est un solveur DPLL incluant toutes les stratég@aroe la propagation unitaire, I'heu-
ristique VSIDS, I'analyse de conflits, etc. En plus du sché&masique d'analyse des conflits (schéma
First UIP), ManySAT inclut I'extension proposée dans lepitra 2. Dans la suite, nous décrivons et
expliquons certains des choix de stratégies retenus pooySA.

4.4.1 Politique de redémarrage

Notre objectif est d'utiliser des politiques de redémagragmplémentaires pour définir la coupure
(“cutoff”) du redémarrage:; i.e, le nombre de conflits maximum a rencontrer avant d'affercun re-
démarrage a la ieme exécution. On a décidé d'utiliser @ifftas politiques de redémarrage : le Luby
[LuBy et al. 1993b] avec un facteur de 512, une politique géométriquesicjaer; = 1.5 x x;_1 avec
x1 = 100 [EEN & SORENSSON2003] et une politique arithmétique lente de la forme= z; 1 + 16000
avecx; = 16000.

Pour compléter le portfolio des politiques de redémarrage, nouvelle politique dynamique a été
introduite. Cette politiqgue est basée sur I'évolution d@alke moyenne du retour-arriére. Tout d’abord,
une telle information est un bon indicateur de la portion désisions erronées durant la recherche.
Ensuite, elle peut étre vue comme une mesure intéressamgerelative difficulté du probléme. Notre
nouvelle fonction est construite de la fagcon suivante, pewgrandes (respectivement petites) fluctuations
de la taille moyenne des retours-arriére (entre le redégearcourant et le précédant), il délivre une plus
petite (respectivement grande) valeur de la coupure. Etldéfinie comme suitz; = 100, z2 = 100,
etz; = o x [cos(1+ )|, i > 2 ol = 1200, y; représente la moyenne de la taille des retours-arriere
au redémarrage r; = % Siyi1> Y, = yg’_il sinon.

Ces politiqgues sont présentées dans la figure 4.1, ou les der® a 3 implémentent les politiques
suivantes respectivement : géométrique, dynamiquenadiique, et Luby512. Remarquons que la figure
utilise une échelle logarithmique sur I'axe dest la courbe représentant le redémarrage dynamique est
obtenue sur I'exécution d’une instance représentative.
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FiG. 4.1 — Stratégies de redémarrage

4.4.2 Heuristiques

Nous avons décidé d’augmenter le niveau du bruit aléatssecé a I'heuristique VSIDS [Ms-
KEwICZ et al. 2001] du core 0 vu que sa politique de redémarrage est la @his.|En effet, ce core
tend & intensifier la recherche, et augmenter légerememtiedbéatoire permet de mieux diversifier la
recherche.

4.4.3 Polarité

La polarité du core 0 est liée au nombre d’occurrences ditérdil dans les clauses apprises. A
chaque fois qu’'on génére une clause, le nombre d'occurseteechaque littéral est incrémenté de 1.
Pour maintenir une base d’apprentissage plus contragieolarité de est mise &arai si #occ(l) est
plus grand que dtc(—l) ; et a faux sinon. Par exemple, en affectant la polarité/@devrai, on favo-
rise I'apparition des clauses contenaiitdans les clauses futures. Cette approche tend a équildrer |
polarité de chaque littéral dans la base des clauses apptisei a pour effet d’augmenter le nombre
de résolvantes possibles entre les clauses de la base dssscipprises. Comme la politique du core 0
tend a intensifier la recherche, il est important de maintame base de clauses de meilleure qualité (plus
contrainte). Cependant, pour les politiqgues de redémamagjde, core 1 et core 3, la mémorisation des
polarités (“progress saving”) est préférable dans le bigadregarder les solutions des sous-problémes
indépendants lors des redémarrages ou du retour-arriguieleéRcore 2, une politique statique (affectation
toujours af aux d’'une variable de décision) est appliquée.

4.4.4 Apprentissage

Les cores 1 et 2 implémentent le schéma classique d’apgsagt basé sur le graphe d’implication.
Pour les cores 0 et 3 le graphe d'implication classique estiét[AUDEMARD et al.2008a] (voir chapitre
2). Comme expliqué dans le chapitre 2, des arcs inversegmgutés au graphe d’implication classique.
Ces arcs additionnels sont utilisés pour améliorer le niwkaretour-arriére.
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Chapitre 4. Résolution parallele de SAT

4.4.5 Partage de clauses

Chaque core échange des clauses apprises si leur taillepassgépas une taille limite = 16.
Cette limite est obtenue aprés de nombreux tests exhavis@fist a déterminer la limite optimale prin-
cipalement sur des instances industrielles (SAT-Race)20@8figure 4.2 montre les performances de
ManySAT sur 4 cores pour différentes tailles d’échangssr un panel d’instances industrielles.
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FiG. 4.2 — Différentes limites pour la taille des clauses écbang

La Table 4.1 résume les choix effectués pour les différesttaségies du solveur parallele ManySAT.

4.5 Evaluation

ManySAT a été construit au-dessus de minisat 2.0N[E SORENSSON2003]. SatELite [EN &
BIERE 2005] est appliqué en pré-traitement. Tous les cores regbonc la méme formule simplifiée
en entrée.

La figure 4.3 donne les résultats obtenus sur les instanclEs KT race 2008 par ManySAT avec
et sans échanges. La valeur limite de la taille des clausdixés a 16. L'axe des abscisses donne le
nombre d’instances résolues instances en moins deemps(s) (axe des ordonnées). La figure montre
clairement de meilleures performances de notre approctal@la mais aussi de I'importance de la
politique de partage de clauses.

4.6 Travaux précédents

Nous présentons dans cette section les approches les plugesopour la résolution parallele d'un
probléme SAT.

PSATO [ZHANG et al. 1996] est basé sur le solveur séquentiel SATO (Satisfialikisting Opti-
mized) [ZHANG & STICKEL 1994]. Comme SATO, il utilise une structure de donnée aduamte pour
représenter les clauses. PSATO utilise la notion de chedd@ngchercheguiding-path¥ pour diviser
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Stratégies Core 0 Core 1l Core 2 Core 3
Redémarrage Géométrique Dynamique (Fast) Arithmétique Luby 512
1 = 100 x1 = 100, z2 = 100 x1 = 16000
xr; = 1.5 X x;_1 xr; = f(yi,l,yi),i >2 | x; =x;_1 + 16000
Siy; > yi-1
Fyim) =
z% X |cos(1 4+ #=+)]
sinon
f(Yi-1,9i) =
o= X |eos(1 + 2=
a = 1200
Heuristique VSIDS (3% rand.) | VSIDS (2% rand.) VSIDS (2% rand.) | VSIDS (2% rand.)
Polarité Progress saving faux Progress saving
if #oce(l) >#oce(—l)
l =ovrai
elsel = faux
Apprentissage CDCL étendu CDCL CDCL CDCL étendu
partage de clauses|| size 16 size 16 size 16 size 16

TAB. 4.1 — ManySAT (SAT-Race 2008)

I'espace de recherche. Ces chemins sont représentés pasemlde de clauses unitaires ajoutées a la
formule originale. L'exploration est organisée sur le med®&aitre/esclave. Le maitre organise la re-

cherche en adressant les chemins de recherche aux solisastrpas d'interactions avec les autres. Le

premier qui a fini sa tache arréte I'exécution du programnéguilibrage des taches entre les solveurs

est effectué par le maitre.

Parallel satz [JRKOWIAK et al. 2001] est une parallélisation du solveur séquentiel skéstlbasé
sur le modéle de communication maitre/esclave et tend aillégge de la charge de travail. Le maitre
partage la charge de travail en attribuant le premier sdug-aestant du solveur esclave le plus chargé a
un solveur esclave libre.

Gradsat [(HRABAKH & W OLSKI 2003] est basé sur zChaff. Il utilise aussi le modéle mattave
et la notion de chemins de recherche pour diviser I'espacedrche et pour répartir dynamiquement
la charge entre les solveurs. Un systéme de partage de £lappéases est mis en place. Les clauses
d’'une taille inférieure a une constante prédéfinie sontagées. Le solveur intégre une clause quand il
effectue un retour au niveau 1 (le plus haut niveau dansréarb

[BLOCHINGER et al. 2003] utilise une architecture similaire a Gradsat. Cepahdin client intégre
une clause dans sa base si elle n'est pas subsumée par lenaeenecherche courant. En pratique, le
partage de clauses est implémenté par des agents mahobi€-agents

Nagsat [[ORMAN & SEGRE 2002] est un solveur SAT paralléle. Il implémemi@gging une notion
issue du prouveur de théoréme DALI. Nagging contient unnmattun ensemble de clients appeiéag-
gers Dans Nagsat, le maitre intégre un algorithme DPLL standaed un ordre de variables statique.
Lorsqu’un nagger devient paresseuy, il demandeagpointqui correspond a I'état courant du maitre.
Lorsqu'il regoit un nagpoint, il applique une transfornoati(e.g., un changement d’ordre des variables
restantes), et commence sa propre recherche dans le sduléape correspondant.
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FIG. 4.3 — ManySAT avec et sans échange

Dans [BOHM & SPECKENMEYER 1996], la formule initiale est divisée dynamiguement enssou
formules disjointes. Chaque sous-formule est résolue gpapliveur séquentiel qui tourne sur un pro-
cesseur particulier. L'algorithme utilise des structutesionnées optimisées pour modifier les formules
booléennes. En outre, I'équilibrage des algorithmes dgté@ipour parvenir a une répartition uniforme
de la charge de travail entre les processeurs.

[LEwIs et al. 2007] construit pour des architecture multicores a mémuargagée. |l utilise I'ap-
proche “diviser pour régner” ol toutes les taches partageatunigue formule représentant la formule
originale augmentée par les clauses apprises. Lorsqulansecest apprise par une tache, il utilise un
Verrou pour permettre une mise a jour de la base commune.

[CHU & STUCKEY 2008] utilise une approche classique de “diviser pour régmesée sur les che-
mins de recherche. Cependant, il exploite les connaissaurees chemins pour améliorer la qualité des
clauses apprises. En effet, les clauses peuvent étre diegrtailles, mais en prenant en considération la
connaissance du chemin de recherche d’une tache pantiguliée clause peut devenir plus petite et par
conséquent plus intéressante. Ceci permetfansat d’étendre le partage de clauses du moment que les
clauses de grandes tailles deviennent petites dans lextedfene autre recherche.

4.7 Conclusion

Nous avons présenté ManySAT, un solveur SAT paralléle gplioitle avantageusement les archi-
tectures multicores. ManySAT est fondé sur une compréberag la principale faiblesse des solveurs
SAT modernes séquentiels liée a leur sensibilité aux réglaigs paramétres. Comme résultat, Many-
SAT utilise un portfolio d'algorithmes séquentiels et cdémpentaires qui coopérent pour améliorer la
performance globale du solveur. La conception de ManySABrobeaucoup appris sur la combinaison
de stratégies (non)similaires dans un portfolio. Danstigrfaous étudierons cet aspect d’'un point de vue
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théorique et pratique afin d’'améliorer la coopération darmésolution paralléle de SAT.
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Nous proposons dans ce chapitre une nouvelle représentatis forme de graphe d’une formule
CNF [AUDEMARD et al.2008b]. Elle étend le graphe d'implication généralemeitisatdans le cas des
clauses binaires (2-SAT) au cas général. Chaque clausepeésentée comme un ensemble d'implica-
tions conditionnelles. Dans notre cas, par implicationditionnel on exprime I'assertion suivante : un
littéral a implique b sous la conditiorC' ou C' est une conjonction de littéraux. Dans le cas 2-SAT,
est un ensemble vide. Cette notion d'implication conditielie nous permet pour des clauses de tailles
guelconques de rester dans le cadre d'une représentatiennees de graphes valués, au lieu d'une re-
présentation en hyper-graphes, généralement plus difficihanipuler. Une clause est donc exprimée
par une implication conditionnelle qui est elle méme codgreun arc étiqueté par un ensemble de litté-
raux, appelé&ontexte, ou conditiarCette nouvelle représentation permet d'étendre quelpumsiétés
algorithmiques intéressantes utilisées dans le cade dmémt traitable 2-SAT (voir la section 5.4.1).
Parmi elles, la résolution classique est reformulée ersanit la fermeture transitive d’'un graphe. Les
(plus courts) chemins entre les nceutdls et « donnent une fagon originale de calculer les conditions
(minimales) sous lesquelles un littérakst impliqué. Cette nouvelle représentation offre de nennbr
avantages et diverses utilisations intéressantes. Dazlte de ce chapitre, trois utilisations concrétes
de cette représentation de formules CNF quelconques ehaysamt présentées et validées expérimenta-
lement. La premiere concerne I'extraction des ensemb®&T2strong backdoors. Dans la seconde, nous
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exploitons cette représentation pour la génération dimsgis SAT difficiles. Alors que dans la troisiéme,
nous dérivons une nouvelle technique de pré-traitemenfodeslles CNF.

5.1 Introduction

Il est bien connu que I'efficacité des algorithmes de résgmiuest dépendante de la représentation
utilisée. En d’'autres termes, un calcul ou une opératiomengil est de complexité polynomiale, d'un
point de vue pratique, peut présenter des différences lestan termes d’efficacité. Il est donc im-
portant de bien choisir la représentation qui réduit au mari la complexité des opérations les plus
fréquemment utilisées. Un compromis est donc a trouveedatreprésentation et I'efficacité des opé-
rations associées. Dans le cadre SAT, la formule boolée@nérgle exprimant un probléme donné est
traditionnellement transformée (avec I'ajout de varialdapplémentaires) sous forme normale conjonc-
tive (CNF) équivalente pour la satisfaisabilité. Cependarcodage sous forme CNF induit une perte des
connaissances structurelles qui sont mieux expriméestiamses formalismes et qui peuvent permettre
une résolution plus efficace j0OTz & SELMAN 1997, QREGOIREet al. 2005, THIFFAULT et al. 2004].
Pour exploiter ces connaissances structurelles, desuuragaents ont été proposés. Quelques uns uti-
lisent la forme étendue des formules booléennes (non CNFE-FRULT et al. 2004], contraintes pseudo
booléennes [IXON & GINSBERG 2002]) pour le codage des formules. Tandis que d'autrey/essa
de récupérer et/ou déduire des propriétés structurellestii ges formules CNF (symétries [(AuL et
al. 2003a], dépendances fonctionnelleRE&OIRE et al. 2005], équivalences [L2003]). Finalement,
différents graphes ont été élaborés pour présenter ou isedél bien méme résoudre des instances SAT.
Ce dernier type d'approche est motivé par la visualisatestductures [81z & D IERINGER 2005], la
décomposition [BRwICHE 2004], la propagation [u et al. 2003], I'apprentissage (a partir du graphe
d’'implication) [MARQUES SILVA & SAKALLAH 1996, MoskewiIcz et al. 2001].

Dans ce chapitre, un nouvelle représentation en grapheagsigge. Elle étend de maniére originale
le graphe d’'implication pour les formules binaires (2-SAl)cas général. Comme indigué au début de
ce chapitre, chaque clause est représentée par un enséimiplécdtions (conditionnelles) et codée avec
différents arcs étiquetés avec un ensemble de littérawst@he extension naturelle de la représentation
en graphes des clauses binaires. Au-dela de I'étude (oexteltision) de certaines opérations classiques
(e.g. preuve par résolution) du cas CNF aux graphes (emetare transitive du graphe), notre but est
de montrer d’autres utilisations ou cette nouvelle reprigmn est clairement appropriée.

Dans la suite de ce chapitre, aprés la définition de notrealleureprésentation d’'une formule CNF
en graphes, une description formelle de ses caractégstigst détaillée. Plus particulierement la réso-
lution est reformulée en utilisant la fermeture transitikegraphe. Trois utilisations pratiques de cette
représentation sont ensuite proposées. La premiére cenlecalcul des ensembles strong backdoors,
la seconde concerne l'utilisation de ce graphe pour géaéweinstances SAT difficiles et finalement une
technique de pré-traitement des formules CNF. Nous temmsipar une étude expérimentale menée sur
des instances issues des derniéres compeétitions SAT.

5.2 Graphe-SAT : une nouvelle représentation de formules CN

Comme mentionné dans l'introduction, notre représemnigtieut étre vue comme une extension du
graphe d’'implication souvent utilisé pour représenterfdanules 2-SAT [AsPVALL et al. 1979] au cas
général.

Avant d'introduire notre approche, nous rappelons cefpeésentation en graphe dans le cas des
clauses binaires.
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Définition 39 (Représentation Graphe-2-SAT )SoitF une formule 2-SAT. Le graphe associé& gest
défini comméxr = (S, F), ou

- S={z,~zlx € L(F)}

- E={(-z,y), (~y,z)|(x Vy) € F}

L'algorithme polynomial utilisé pour déterminer la saisfbilité d’une formule 2-SATF est basé
sur I'application de la fermeture transitive de-, tr(Gx) = (S, E') et sur la vérification de I'existence
ou non d'un littéralz € S tel que(x,—z) € E' et (—x,x) € E’. Si un tel littéral existe alors- est
insatisfiable sinoiF est satisfiable.

Evidemment, le calcul de la fermeture transitive du grafheest équivalent & la saturation gepar
résolution. En effet, poufz, y) et (y, z) de E un nouvel ar¢z, z) est généré et ajouté au graphe. Une
telle application correspondras(y, (—z V y), (-y V z)) = (-z V 2).

Pour une formule CNF quelconque, une représentation tlatyreut étre obtenue en utilisant un
hyper-graphe ou les nceuds sont représentés par les Wtétales hyper-arétes correspondent aux
clauses. L'inconvénient de cette approche réside danfficuiié a traiter les hyper-graphes.

Dans ce qui suit, nous généralisons le graphe d'implicadies formules 2-SAT pour des formules
propositionnelles quelcongques. Cette généralisatiohasste sur la notion d'implication conditionnelle.

Définition 40 Soit c une clause telle qué| > 2. Un contexte (ou condition), associé ac est une
conjonction de littéraux telle quen. C cet|c—{-n.}| = 2, i.e, quand le contextg. est vrai, la clause
¢ devient une clause binaire.

Exemple 7 Soitc = (a V =bV ¢V d) une clause. Un contexte possible associéeatn. = (b A —c). La
clausec peut étre réécrite commé—a A n.) — d).

Pour une clause de taillek, on a|n.| = k — 2. Le contexte associé a une clause binaire est vide,
tandis que pour les clauses ternaires, le contexte estt r@dun seul littéral. Le nombre des contextes
possibles de est égal a@ Une clause: peut étre réécrite eh(k — 1) différentes fagons. Quand
k = 1, la clause est unitaire, aucun contexte n’'est possible.

En utilisant la clause de I'exemple 7, on obtient six contextes possibles de taiké douze réécri-
tures différentes de.

Définissons maintenant le graphe représentatif d’'une flar@F.

Définition 41 (Représentation Graphe-SAT) SoitF une formule CNF. Nous définissoig- = (S, E, v)
comme étant le graphe SAT associ& défini comme suit

- S={z,~zlx € L(F)}

- E={a=(-z,y,v(a)|Fc € F,e=(xV-m.Vy)etv(a) =n.}

Exemple 8 Soit la CNF suivante :

(01) (.%'1 V X2 \/1‘3)

(c2) (—z1 V)
F=< (c3) (—x1Vu)

(c4) (—z2 V)

(c5) (—x3 V)

La figure 5.1, montre le graph@ de la formuleF

Dans la suite, pour des raisons de clarté, on note parfais €aquetéa = (z,y,v(a)) comme
a = (z,y). On note aussila(a) = (—z V —w(a) V y) comme étant la clause associée a

De maniére évidente, la définition 41 généralise le graphssitjue 2-SAT. En effet, si tous les
contextes sont vides, i.e, toutes les clauseg d®nt binaires, alors tous les arcs@e sont étiquetés
avec un ensemble vide de littéraux.
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{—as}

FIG. 5.1 — Graphe SAT: » associé la formule”

5.3 Pontages algorithmiques : CNF / Graphe-SAT

5.3.1 Résolution & Fermeture Transitive

Dans cette section, nous démontrons I'équivalence entésédution classique et la fermeture tran-
sitive du graphe. Nous commencons par introduire quelgégsitions nécessaires et nous considérons
dorénavant uniquement les formulé&ssans clauses tautologiques. De pltdg; = (5, A, v) indique le
graphe associé A.

Définition 42 SoitGx = (S, A,v) un graphea; = (z,y,v(a1)) € A etas = (y,2,v(az)) € A. Nous
définissonsr(a;, az) = as tel queas = (z, z,v(a1) Uv(az)\{z, -z}).

Dans la définition ci-dessus, I'élimination e, —z} du contexte associéd garantit que la clause
cla(ag) ne contient pas plusieurs occurrences du méme littéral.uCeogrespond a I'application de la
régle de fusion.

Exemple 9 Soita; = (z,y, {—z,e}) etas = (y, 2, {z, f}). Les deux clauses codées respectivement par
ay etag sonte; = (—xVzV—-eVy)etey = (-yV-xV-fVz). Onobtientr(a;,as) = (x, z, {—e,~f})
etcla(tr(ar,a2)) = (-xzV —e V —f V z). Cette derniére clause ne contient pas de littéraux redoteda
En utilisant la résolutionyes(ci, c2, y) on obtient dones = (—x V 2V —e V -z V = f V 2).

En appliquant la régle de fusion sug, on élimine une occurrence de: etz. On obtientres(cy, ca,y) =
cla(tr(ai,a2)) = (mx vV —-eV fVz)

Propriété 10 Soitc; = (x Ve, Vy) € F,oeo = (-y Ve, Vz) € F,ar = (z,y,m,) € Aet
az = (x,y,mc,) € A. Nous avonsges(cy, c2,y) = cla(tr(ai,az))

La preuve de la propriété 10 est une conséquence directeéfinitions 41 et 42.
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Définition 43 (chemin) Un cheminp(z,y) entre z ety dansGx, est défini comme suitp(x,y) =
[Tiy, iy, - -, 7, ) tEl quer;, =z etw;, =yetl <j <k (v, ,,v;) € A

Nous definissong, = (U, ;< v((zi;_,,2;;)) le contexte associé(z, y)

ettr(p(x, y)) = t’l“(. .- (tr((xiwxlé)’ (xizvxis)) s (wik—l’xik) s )’

comme étant la fermeture transitive associgg# y).

Définition 44 (chemin fondamental) Soitp(z,y) = [« = z;,, 4, ..., x;, = y| un chemin entre: et
y. p(x,y) est dit fondamental ssi il satisfait les deux conditionvauies :

1. n, ne contient pas un littéral et son oppose.
2. x ¢y ety ¢y

La propriété suivante montre qu’a partir d’'un chemin fondatalp(z, y) on peut dériver une résol-
vante fondamentale en utilisant la fermeture transitive.

Propriété 11 Le chemirp(x,y) est fondamental ssia(tr(p(x,y))) est une clause fondamentale.

Preuve : Pour un chemin fondamentalz, y), 7, ne contient pas deux littéraux opposés. Comme
cla(tr(p(z,y)) peut étre réécrite sous forme= (—z vV —n, V y), r est clairement une clause fondamen-
tale. En effet, d’apres la définition 44, ne contient pas un littéral et son opposé (premiére comjligo
x € -, ety ¢ —n, (seconde condition). L'inverse est aussi vrai. Supposaesig(tr(p(x,y))) n'est
pas fondamentale. Comme(p(z,y)) = (z,y,np), la clausecla(tr(p(z,y)) = (~z V —n, V y) n'est
pas fondamentale. Ce qui montre que la premiére ou la deexddmdition de la définition 44 n’est pas
satisfaite.

Dans ce qui suit, nous décrivons comment la résolution igiaspeut étre appliquée en utilisant la
fermeture transitive.

Définition 45 SoitGr = (S, A,v) le graphe associé &. Nous définissong (G ) comme le graphe
(S, A’,0") tel que :Vz € S, Vy € S tel quedp(z,y) un chemin fondamental entreet y dansG r,
A= AU{tr(p(z,y))}-

Définition 46 Nous définissons la fermeture transitive d’'un graghe, notéeGéf, comme le graphe
tr¥(Gr) tel quetr*(Gr) = trkT1(Gx) oltrk représentek fois I'application detr.

Il est important de noter que dans le cas 2-SAT, une seulécafiph de la transitivité est suffisante
pour atteindre le point fixe (un graphe fermé par trans&)viEn introduisant, les valuations ensemblistes
sur les arcs, la fermeture transitive qui est polynomialesda cas 2-SAT devient exponentielle dans le
cas général.

Propriété 12 SoitF une formule CNFF est insatisfiable ssik tel quetr* (Gr) = (S, A',v') etz € S
tel que(z, —z,0) € A’ et(—z,z,0) € A’

Preuve : Notre graphe est complet, i.e, chaque clause est cb@ée 1) fois. Comme montré précé-
demment, I'application dér sur les arcs dé;+ est équivalente a I'application de la résolution entre les
clauses de-. La preuve peut étre dérivée de la preuve de la complétuddaifutation de la résolution
classique.

Dans la propriété 12, nous avons montré comment appliquesklution classique sur le graphe.
Evidemment, d’autres techniques SAT (e.g. élimination algable, propagation unitaire) peuvent étre
reformulées en utilisant ce méme graphe. Notons que ce gra@ht avoir plusieurs caractéristiques
intéressantes. L'un des principaux avantages est que éndépce entre les clauses est mieux exprimée
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en utilisant une telle représentation. Une telle proprattacturelle est connue pour étre déterminante
dans l'efficacité des solveurs SAT. Plus intéressant entgraphe SAT peut étre vu comme un graphe
d’états, ou chaque état représente un littéral et une ti@msintre les deux états et s, est représentée
par une conditiorv((s1, s2)) (un ensemble de littéraux). Plusieurs problémes inténesgreuvent étre
reformulés plus facilement. Par exemple, le calcul du ptugtcchemin entre un littéral et son opposé,
i.e, le calcul des conditions minimales pour qu’un littgraisse étre impliqué.

Dans la section suivante, trois exploitations possiblesale graphe sont décrites.

5.4 Graphe-SAT : Applications

Comme mentionné dans l'introduction, différentes représgt@ns sous forme de graphe d’'une for-
mule CNF ont été proposées dans la littérature. Elles oniné@duites pour différentes utilisations,
comme par exemple pour apprendre des clauses dans lesrsdd&Lde type CDCL (voir chapitre 1),
simplifier les formules CNF [BRAFMAN 2001], résoudre des instances aléatoires 3-SAT (survgyapro
gation) [BRAUNSTEIN et al. 2005] et la visualisation de la structure des formules CNIKZS& D IE-
RINGER 2005].

Dans la définition d& ', chaque clause est représenték — 1) fois. Une telle représentation mul-
tiple d’une clause donnée est nécessaire pour que la feiertednsitive soit compléte pour la réfutation.
Pour des formules de grandes tailles, la représentatioplétendu graphe est impraticable.

Suivant a quelle fin ce graphe est utilisé, des restrictidilssupeuvent étre définies. Par exemple,
si on représente chaque clause avec seulement un seul graple obtenu est équivalent a la formule
CNF originale.

Nous devons seulement nous rappeler que dans ce cas cerégnklvantes pouvant étre obtenues en
employant la fermeture transitive du graphe ne peuventgihasdérivées a partir de ce graphe restreint.

5.4.1 Ensembles 2-SAT strong backdoors

Dans cette section, nous allons montrer comment la repgedsensous forme de graphe peut étre
utilisée pour le calcul des ensembles strong backdoors.

Par ces connexions a la difficulté des instances SAT, lamakio(strong) backdoors introduite par
Williams-et al dans [WLLIAMS et al. 2003] a suscité depuis un réel intérét. Un ensemble de Vesiab
forme unbackdoord’une formule, si il existe une affectation de ces varialwxdant la formule sim-
plifiée traitable en temps polynomial. Un tel ensemble datbies est appelétrong backdoorsi, pour
toute affectation de ces variables, le reste de la sousdlersst traitable polynomialement. Ce type de
structure est relié a la notion de variables indépendaites{z et al. 1997, QUNCHIGLIA et al.2002]
et a 'ensemble coupe cycle introduit pour le probléme dsfaation de contraintes [ECHTER 1989].

Rappelons que le calcul de I'ensemble strong backdooramalrgst un probleme NP-difficile. En
pratique, une approximation d’'un strong backdoors deetaillisonnablé constitue un vrai challenge a
I'heure actuelle.

Des travaux précédents ont été effectués dans ce but. RPaplexd’approche proposée dansH&
GOIREet al.2005] essaye d’extraire un ensemble de portes (fonctioni@bones) a partir d’'une formule
CNF donnée et, en exploitant les dépendances entre lebleatiain strong backdoors est calculé. Le
principal inconvénient de cette approche est que de nomlpmblémes ne contiennent pas de telles
propriétF"™és structurelles (fonctions booléennes). Récemment, [MansREN & N ORDEN 2005] un
concept de fraction reverse Horn d’'une formule CNF est pgépi une importante corrélation entre la
densité des instances aléatoires 3-SAT et les performalesesolveurs SAT est mise en évidence. Dans
[LYNCE & M ARQUES-SILVA 2004], la relation entre la complexité des instances alé&st8-SAT insa-
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tisfiables et les ensembles strong backdoors est étudigealiire approche a été proposée récemment

par Paris et al.[RrIs et al.2006]. Elle est basée sur le calcul d’'un renommage permeteamaximiser

la taille de la sous-formule de Horn. Une approximation ddewoue en adaptant une méthode de re-

cherche locale pour calculer le meilleur renommage. Lengtimackdoors est ensuite calculé a partir de

la sous-formule non Horn. Les ensembles strong backdotesiad sont appelés Horn strong backdoors.
Comme notre représentation sous forme de graphe est unmligatéon du graphe d’implication

2-SAT, les ensembles strong backdoors que nous proposcrelalder sont considérés par rapport au

fragment polynomial 2-SAT, i.e, 'ensemble de variabiggel que pour toute affectationdes variables

de B, la formule simplifiée pap appartient au fragment polynomial 2-SAT.

Notons que pour calculer les ensembles 2-SAT strong bac&dibsuffit de considérer une restriction du

graphe. Chaque clause deest représentée avec seulement un seul arc@an©n noteG'; le graphe

restreint associé &, appelé graphe unique.

La propriété suivante montre comment on peut utiliser I@lgeauniqueG?: pour calculer les ensembles

2-SAT strong backdoors.

Propriété 13 SoitF une formule et = (S, A, v) son graphe associé.
B = Ugea{V()|l € v(a;)} estun ensemble 2-SAT strong backdoors.

Preuve : Pour prouver cette propriété, il suffit de montrer que pouteaiffectatiorp de B, F|, est une
formule 2-SAT. Chaque are; = (z,y,v(a;)) € A code une clause = (—z V —w(a;) V y) € F. Pour
chaque clause € F, toutes les variables d€a;) apparaissent darn3. Par conséquent, sqitsatisfait
au moins un littéral danswv(a;), soit tous les littéraux dansv(a;) sont faux. Ainsi, la formule est soit
2-SAT, non satisfaite ou satisfait®. est donc un 2-SAT strong backdoors.

Rappelons que notre objectif principal est I'approximatae I'ensemble strong backdoors 2-SAT
minimal. Pour arriver a cette fin, on utilisg%- le graphe unique d&. De plus, comme une clause
de taillek peut étre codée de plusieurs fagons, nous avons besoin & chmarc parmi les(k — 1)
possibles. Pour construit€y-, a chaque étape une nouvelle clause (z Vv . V y) € F de taillek est
traitée et un nouvel are = (z,y,v(a)) ouv(a) = -, est ajouté au graphe. Premiérement, tous les
littéraux dec appartenant aux précédents contextes sont inclusidapsDeuxiemement, les littéraux
ety sont choisis parmi les littéraux restants (ceux qui appseait le moins dans). De plus, la propriété
suivante est utilisée pour réduire la taille de I'ensemb®AT strong backdoors.

Propriété 14 SoientB un ensemble 2-SAT strong backdoors d’'une formule EN§Eb € B. SiVe € F
tel queb € cou—b € ¢, |V(c) N B| > |c| — 2, alors B — {b} est un 2-SAT strong backdoors.

La preuve de la propriété 14 est évidente. Cette derniénenesppe fait qu’une variable de I'ensemble
2-SAT strong backdoors peut étre éliminée si elle appaeaitement dans les clauses avec au plus un
littéral n'appartenant pasi, i.e, I'élimination de telles variables aboutit a des cksusontenant au plus
deux littéraux qui ne sont pas daBs

L'algorithme 6 décrit notre approche pour le calcul du 2-$#bng backdoors. Comme nous cher-
chons des ensembles 2-SAT strong backdoors, toutes leeslainaires d& sont supprimées (ligne 2)
et, en utilisant I'neuristique décrite précédemment, &pbeG'%- est construit sur I'ensemble des clauses
restantes. Un premier ensemiffeest calculé (ligne 4) et réduit en utilisant la propriétéiéng 5 a 10).

5.4.2 Génération d’instances SAT difficiles

Dans cette section, nous montrons comment utiliser la septation Graphe-SAT pour générer des
instances difficiles . Notre construction est basée sualetsée du chemin(a, —a) a partir d’un littéral
a vers son opposéa. Notons que lorsque I'ensemble des contextes cumulés g derp est vide,
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Algorithm 6 : Approximation d’'un ensemble 2-SAT strong backdoors
Input: une formule CNFEF
Output: un ensemble 2-SAT strong backdod?s

1 begin

2 Supprimer les clauses binaires fle

3 Créer le graph&'s = (S, E)

4 B=U,epV(a)

5  foreachc € Fdonb(c) = |{z & cN B}
6 foreachu € B do

7 bool remove=vrai

8 foreach (c € Flu € cor —u € ¢) do
9 if (nb(c) = 2) then remove = faux
10 end

11 if removethen B = B — {u}

12 end

13 end

alors—a est un littéral impliqué, i.esla(tr(p(a, —a))) = —a. Cependant, décider de I'implication d’'un
littéral ou trouver I'ensemble de conditions minimales psan implication est un probléme difficile.
Pour générer des instances SAT difficiles, notre idée denaisonstruire un graphe particulier codant
une instance CNF ou I'implication dea est triviale a obtenir sur la représentation Graphe-SATsmai
difficile a calculer pour les solveurs SAT. Le générateur igoies proposons combine de fagon originale
la représentation sous forme de graphe et une regle detiéadhés connue appelédper-résolution

Définition 47 Soitcs = (y1 V y2 V -+ V ) UNe clause, appelée side clausefgtune formule CNF
(1 Va)A(—y2 Va)A--- A (—yn V a), OUa est une sous-clause. En appliquant I'hyper-résolution
sur ¢, et F,, qu’on notera hr¢,, F3), on peut dériver la sous-clause appelée hyper-résolvante. La
formule F;, N ¢, est appelée une hyper-formule.

L'hyper-résolution peut étre définie en utilisant la résiolu classique. En effety peut aussi étre
dérivée de:; et F, en utilisantm différentes étapes de résolution classiques.

Dans la définition suivante, nous introduisons une nouvelten appelédayper-résolution étendye
qui étend I'hyper-résolution. L'hyper-résolution étergaeut étre vue comme une application de I'hyper-
résolution en plusieurs étapes.

Définition 48 Soientc, = (y1 V y2 V -+ V yp,) UNe side clause et. = (x; V a2 V -+ V i) une
clause telles qué < k£ < m + 1. Soitc, = ci, Acpy, A -+ A cp,_, une formule CNF telle que
ch, = (Vo Vag)A- - -A(ﬁy% Vi Vag)etey, | = (ﬁym,%ﬂ Ve Vo)A Aoy, Ve Vo).
Nous définissons I'hyper-résolvante étendue entret ¢, comme : brés, ;) = hr(... hr(hr(cs, cp,),
Chy)- - - Ch,_,) = ¢ NOus appelons]™* (xy, 2, ... x5) = ¢s A ¢, Une hyper-formule étendue.

Il est important de noter que dans la définition 48, pour 2, I'hyper-résolution étendue correspond
a la régle de I'hyper-résolution suivantéw:(cs,cp,) = (1 V 22) OUcs = (y1 Vya V -+ V yp,) €t
chy = (Ve V). (cym Vo V).

La figure 5.2 illustre la définition 48. Un exemple d’hyperrffaule étendueBy’(x;, 2, z3) et sa
représentation graphique y sont donnés. Sur la partie gaieha figure, la side clause posséde un fond
gris et, les autres clauses 8&"(z1, x2, x3) sont représentées en utilisant la représentation graphie-S

59



Chapitre 5. Graphe SAT : une nouvelle forme de représemtatio

i.e, chaque arc de; ax; avecl < i < 3 est étiqueté avec un littéral different de la side clausepdréie
droite de la figure 5.2 donne les différentes clauses fajsantie de la formule3s;”.

Remarque 3 En appliquant la résolution entre la side clause etiteslauses restantes, on peut dériver
la nouvelle clause, = (x; V x2 V x3) qui représente l'implication suivante-z; — (z2 V z3)). Une
telle résolvante:, peut étre obtenue avec une étape de I'hyper-résolutiordéten

yl\/yg...\/y%\/y%ﬂ\/...\/ym

zlV -y Vag

\ 1V Y2V x

(wwl . w] e o ] ) 21V —ym V 2
2
T1V 2ym g Vg

é xl V —Ym V 23

FiG. 5.2 — Une hyper-formule étendug]* et 'ensemble de clauses associé

Nous souhaitons construire un graphe en connectant les-foypeules étendues de maniere hié-
rarchique. La formule déduite doit posséder le littéralimpliqué par I'’hyper-résolution étendue. Le
graphe associé a notre formule est schématisé dans la figuiedns cette figure, les carrés de couleur
grise représentent les side clauses. Pour raison de dartiétéral z; introduit au niveaus est notér:.

En commencant a partir du littéral nous utilisons un processus de construction incrémerialeti-
lisant I'hyper-résolution étendue, a chaque étape on gamenceud supplémentaire jusqu’a atteindre le
niveaul. A ce niveau la résolvante générée obtenue par hyper-ti&soktendue est de tailler 1. Dans

la figure 5.3, la résolvante obtenue est.(/ z} Va? V-V :cf). A partir de ce niveau, a chaque nouvelle
étape, on élimine un nceud. Le dernier est le nceud asseciéface nceud, la résolvante générée-ast
Clairement, a partir de ce graphe on peut dériver le littérapar hyper-résolution étendue. Cependant,
le nombre d’'étapes de résolution classique est exponentieNous formalisons cette construction dans
la définition 49.

Définition 49 Nous définissong " (a) = F™(a) AP F™(a) I'ensemble de clauses obtenu avec la
représentation graphe-SAT patrtielle de la figure 5.3. Cleagarré gris représente une hyper-formule
étendueBy". 7" est appelée formule diamond.

La propriété suivante assure que le littéralest impliqué par I'ensemble de clausgg (a).
Propriété 15 SoitF;"(a) une formule diamond. Nous avof$* (a) F —a

Preuve : Ebauche de la preuve : rappelons tout d’abord que pour urerfigpmule étendue
By (1,2, x3) on peut dériver la clauser; V x2 V z3) (OU —z1 — x2 V x3) par hyper résolution
étendue. En partant du littéral (haut) vers le littéral-a (bas) et en appliquant une hyper résolution
étendue a chaque étape, on va générer les implicationsgsva — =3 vV 23,0 — 2l vaivad ..,
a — :U%X%Q V x%xl—z eta — —a

A partir de cette propriété, il est facile de générer desaimsts SAT insatisfiables en générant la
formule 7" (a) A F/"(—a). Cependant, nous avons observé que ces instances sontéeal gaailes a
résoudre. Afin de générer des instances difficiles, notrérgé&ur, appelé générateur diamond, considére
deux graphes différents, un pour I'implication d’un litiés et I'autre pour I'implication d’'un deuxiéme
littéral b.
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et DE@DE OO

Level2 x 1 —1

FiG. 5.3 — Formule diamond;™ () : une hiérarchie d’hyper-formules étendues
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Générateur Diamond

Les formules généregg™ sont une conjonction de deux formules diamdfjd(a) A F;™ (b) olia etb
sont deux littéraux differents. L'ensemble de variableg/gleest I'union de deux ensembles de variables
disjoints S et V. L'ensembleS représente I'ensemble des variables utilisées pour eorestes sides
clauses (carrés gris dans la figure 5.3)\étreprésente le reste des variables (sous forme de cerclgs dan
la figure 5.3). Les formule%;" (a) et F;" (b) sont générées en utilisant les ensembles de varighleg\
{b} etS UN\ {a} respectivement.
Les formuleF;"(a) et F;"(b) sont générée comme dans la figure 5.3. A chaque nivgau
— tous les littéraux correspondant aux side clauses (¢a@téseuds internes (cercles) sont générés
de facon aléatoire a partir de I'ensemble des littérauxtifmaissociés & et a partir de I'ensemble
complet des littéraux associés\& {a, b} respectivement.
— Les deux ensembles de littéraux associés aux nceuds mthrmaveau etk — 1 sont disjoints.
Comme on peut le voir dans la section 5.5, le générateur didmpermet de générer des instances
insatisfiables de petite taille mais difficiles a résoudm obtre, dans notre générateur seules les hyper-
formules étendues de la fornigf® (voir définition 49) sont considérées. Par conséquentnigamnces
générées contiennent seulement des clauses dedtatlte. En utilisant d’autres types d’hyper-formules
étendues, on peut générer des instances de plus grandeQailpénérateur est disponible &itip:
[Iwww.cril.fr/~jabbour

5.4.3 Graphe & pré-traitement

Le pré-traitement des formules CNF est une étape de singidictres importante pour I'efficacité
des solveurs SAT. Plusieurs techniques de pré-traitem@nété proposées. Citons les plus récentes
comme "SatELite" qui utilise la technique de I'éliminatide variables [EN & BIERE 2005] intégrée
dans la plupart des solveurs SAT modernes et "hypre" unrpitéient basé sur I'hyper résolution
binaire [BaAcCHUS & W INTER 2003]. Plus réecemment, un autre pré-traitement efficacé préposé par
Piette et al.[EETTE et al. 2008]. Ce pré-traitement, appelé ReVivAl, produit des stdaases en opérant
sur les redondances de la formule.

Dans cette section, nous proposons un nouveau pré-traitdvmasé sur une représentation graphe
SAT partiel d’'une formule CNF. Cette représentation cairsidin seul ordre pour chaque clause (ordre
lexicographique). Cet ordre est utilisé pour générer uhaeypour chaque clause.

Définition 50 (Graphe SAT partiel) SoitF une formule. Nous définissons le graphe paxigl comme
suit :
- S ={z,~z|lx e L(F)}
— E = J,crarcs(c), tel quearcs(c) pourc = (1 V a2 V .. V z,,) est défini comme suit .
- (1<i<n):a; = (z,zi1,v(a;)) etv(a;) ={z;|]1 <j<netj#ietj#i+1}et
— (i=mn):ay, = (Tn,z1,0(ay)) etv(a,) = {2, ..., Tn-1}

Exemple 10 SoitF = (z1 Va2V as) A (—z1 Va)A(—ze V) A (—zs VvV a) une formule CNF. Le graphe
SAT partieIG’} est représenté dans la figure 5.4. Comme on peut le remapuear/es clauses binaires,
le graphe obtenu (graphe SAT partiel) est le méme avec etrsamiction (graphe SAT), i.e, une clause
binaire est représentée par deux arcs dans les deux typesfgbes.

Le graphe SAT partiel est un bon compromis entre une repig@smmcompléte (tous les arcs associés
a une clause) et une représentation unique (un seul arcqaame}l Comme expliqué dans les sections
précédentes, I'utilisation de I'opération de transiéviur un chemin du graphe, permet de générer fa-
cilement des résolvantes. L'application de la saturatianlg résolution classique revient a appliquer la
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{3}

. {1}
=

FIG. 5.4 — Graphe SAT partigl’ associé a la formulg (exemple 10)

{~a2}

fermeture transitive du graphe. En conséquence, un teépsas est clairement exponentiel dans le pire
des cas.

Décrivons maintenant I'étape principale de notre prédnaént utilisant le graphe partiel représen-
tatif d’'une formule CNFF. Le but de cette étape est de générer une résolvante fontidenda taille
limitée. A chaque itération une nouvelle clause: (z1 V 22 V --- V x,) de F est sélectionnée et trai-
tée comme décrit dans I'algorithme 8. Pour chagues c (ligne 4), un arcw = (z;,z;,v(a)) € G-
est choisi tel queres(c, (—x; V —w(a) V z;),z;) est fondamentale (ligne 4 a 11). Plus précisément, la
nouvelle résolvante est générée suivant les aresdeUne telle résolvante est composée des ensembles
de littéraux cumulésn{uds) et contextesf). Un arca est choisi tel quees(c, cla(a), x;) est fonda-
mentale (ligne 5 et 6). Si un tel arc existe, le contex{eesp.nuds) est augmenté de(v) (resp.{z;})
(ligne 7) sinonx; est simplement ajouté a I'ensemble des nceuds (ligne 9) éstavante obtenue est
fondamentale (test ligne 8). Dans le dernier cas, si auclase fondamentale n'a pu étre générée, le
pré-traitement s’arréte (ligne 11).

Avant de donner les différentes formes d’hyper résolutimys définissons ci-dessous la forme la
plus générale d’hyper résolution.

Définition 51 (Hyper-résolution générale) Soientc; = (z1 V z2 V - -- V x,,) une side clause et;, =
{(=z1 V ay),...,(—z, V ay,) un ensemble de clauses, efipour 1 < i < n sont des sous-clauses. La
résolvanteJ; <;<, a; est appelée une hyper résolvante générale,det ¢, (notéehrg(cs, cp) ).

La figure 5.5 nous donne une représentation graphique désedifes formes de I'hyper résolution.
Pour une formule contenant une clause= (z; V z2 V x3) et un ensemble de clauses binaifés=
{(mz1 V ), (—ze V y), (-3 V y)}, le littéral y est généré par I'algorithme 7. A partir de la clause
c et des arcs qui codertt. Dans ce cas, I'application de notre algorithme correspexattement a
I'application de I'hyper résolution binaire suret C' [BACCHUS & WINTER 2003] (voir figure 5.5.d).
Pour I'ensemble de claus€s = {(—z; V -1V y), (-z2 V -1 V y), (-xs3 V -0 V y)}) (voir figure
5.5.c), notre algorithme génére par hyper résolution lasgd@—n Vv y). Pour 'ensemble de clauses
C={(—z1V"Vuy),(—x2V-"Vya),(-x3V-nVuys)} (voir figure 5.5.b), notre algorithme génere
par hyper résolution étendue la clayse) v y; V y2 V y3). Dans la figure 5.5.b, nous présentons I'hyper
résolution générale entreetC' = {(—z1 V-1 V1), (tz2 V-2 Vya), (mz3 V-3 Vys)}. Larésolvante
obtenue est—n; V -y V -3 V y1 V y2 V ys3).
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FiG. 5.5 — Hyper-Res générale /Hyper-Res étendue/ Hyper-RgpédrtRes Bin : une comparaison

Pour une formuleF, notre pré-traitement (algorithme 8) consiste a itérdgtisithme 7 pour chaque
clausec € F. Le processus est réitéré sur la résolvante générée (pael'a hypResGen Algorithme
7) tant qu’elle est fondamentale et que sa taille ne dépasseme valeur maximale (maxRes) fixée a
'avance.

5.5 Expérimentations

Toutes les expérimentations menées dans cette sectioreadiafisées sur un Xeon 3.2 GHz (2 GB
RAM). Ces expérimentations ont été menées afin de validetifigsentes utilisations faites a partir de
notre représentation sous forme de graphe. Nous commepaogsaluer la taille de 'ensemble 2-SAT
strong backdoors généré (section 5.4.1) sur diversestedades derniéres compétitions SAT. Ensuite,
nous testons le générateur d’instances difficiles (se&idr2) en utilisant divers solveuétat de I'art
Enfin, notre pré-traitement (section 5.4.3) est utilisédag instances des derniéres compétitions SAT et
également sur les instances SAT générées par notre gémédbéenond.

5.5.1 Calcul d’ensembles 2-SAT Strong Backdoors

La table 5.1 présente une comparaison entre notre approcheglculer 'ensemble 2-SAT strong
backdoors (algorithme 6) et celle calculant I'ensemblertitrong backdoors proposée récemment dans
[PARIS et al. 2006]. Pour chaque instance, le nombre de variables (#\WWohabre de clauses (#C)
et la taille de I'ensemble 2-SAT (resp. Horn) strong backd@®mnt indiqués. Le temps nécessaire au
calcul de I'ensemble strong backdoors n’est pas indiqué s@xcéde jamais 10 secondes. Les résultats
montrent clairement que notre algorithme calcule des ebsnstrong backdoors de plus petite taille
gue celui proposé dansA4RIs et al. 2006]. Dans certains cas, le gain est trés important (veiségies
mm= , equilarge-  *,iso- =*,series- *).Parailleurs, dans de nombreux cas, les ensembles strong
backdoors générés sont de trés petite taille (seqefiarge  etiso ). Bien entendu, les plus mauvais
résultats sont obtenus sur les instances aléatoires (géd@c). Pour conclure, notre représentation
graphe-SAT fournit une facon trés intuitive mais efficacarpmalculer des ensembles strong backdoors.
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Algorithm 7 : HypResGen : une étape du pré-traitement

Input: GP(V, E) la représentation en graphe @e
ceF
Output: ¢.¢s Une clause résolvante
1 begin
n=~0
nuds = ()
foreachz; € cdo
if 3a = (z;,25,v(a)) € Etelquex; & netv(a) Nnuds = ) et—x; & cet—w(a)Ne =10
then
return n =nUwv(a), nuds = nuds U {z;}
else if(x; & n et—x; & nuds)
then nuds = nuds U {x;}
else
return null
else
return null
Cres = Nuds U —1
end
16 return cyes
17 end

© 00 N O O b~ W DN

e < =
O M W N R O

Algorithm 8: HyReGenPre : un pré-traitement par hyper-résolution igémé

Input: F la formule CNF etG? le graphe SAT partiel associé ;
Output: F' la formule pré-traitée;

1 begin

2 F— F;

3 foreachc € F do

4 fin «— fauzx

5 while ( (—fin) et (c| < maxRes) do
6 ¢ < hyResGen(GP,c);

7 if (¢ == null) thenreturn fin «— vrai
8 elseF — F' Ug;

9 end

10 return F';

11 end

12 end
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instance #V #C Horn BD| 2SAT BD
clauses-4-1967 267767823658 —160747 (22%
clauses-2-1966 75528226124 29357 (38%) 17945 (23%
depotsl_ks99i-4010 161 445 32 (19%) 31 (19%)
equilarge_12-519 4487| 18555 2582 (57% 367 (8%)
equilarge_13-520 4496| 18591 2595 (57% 373 (8%)
equilarge_11-518 4574 18903 2635 (57% 374 (8%)
ferry6_ks99i.renamed-sat05-399y 1425 14454 657 (46%) 539 (35%
ferry8_ks99a.renamed-sat05-4004 1259| 15206 573 (45%) 471 (37%
linvrinv7-566 1274| 4166| 631 (49%) 467 (36%
linvrinv8-567 1920, 6337 961 (50%) 705 (36%
linvrinv5-564 450| 1426, 221 (49%) 167 (37%
is0-brn100-3025 3587 5279 372 (10% 349 (9%)
is0-brn009-2934 1770 4540, 318 (17 %) 187 (10%
is0-icl009-3243 2251 5177 442 (19 %) 512 (22%
is0-ukn006-3387 1906 4188 407 (21%) 453 (23%
is0-icl008-3242 2136] 5938 461 (21%) 545 (25%
mm-2x3-8-8-s.1-476 1148 8088 621 (54%) 132 (11%
mm-2x3-8-8-sh.1-475 2326/ 80891 1661 (71%) 926 (39%
mod2-rand3bip-unsat-120-1-2624 120 320 85 (69%) 50 (41%)
mod2c-rand3bip-unsat-120-3-2340 160 640, 126 (78% 86 (53%)
mod2c-rand3bip-unsat-150-1-2368 200 800| 154 (77%) 111 (55%
mod2c-rand3bip-unsat-105-2-23¢4 140 560, 109 (77% 78 (55%)
mod2c-rand3bip-unsat-120-1-2338 160 640| 126 (78% 90 (56%)
mod2-rand3bip-unsat-150-2-2655 150 400/ 106 (70% 61 (40%)
par32-3-c 1325| 5294 698 (52%) 199 (15%
par32-1-c 1315 5254 696 (52%) 202 (15%
par32-4-c 1333| 5326| 703 (52%) 202 (15%
par32-5-c 1339 5350 708 (52%) 202 (15%
parl6-5-c 341) 1360 189 (55% 70 (20%)
parl6-1-c 317| 1264 176 (55% 68 (21%)
pmg-12-UNSAT-3940 190 632 136 (71% 77 (40%)
pmg-14-UNSAT-3942 577| 1922| 408 (70%) 232 (40%
pmg-11-UNSAT-3939 169 562| 122 (72% 65 (38%)
pmg-13-UNSAT-3941 409| 1362 291 (71%) 163 (39%
series18 6410| 32421 1665 (25%) 1122 (17%
series16 4546| 22546 1189 (26%) 870 (19%
strips-gripper-08t14-1156 1966| 23326 826 (42%) 773 (39%
strips-gripper-16t31-1146 8904(222172| 4176 (46%) 3788 (42%
strips-gripper-18t35-1147 11318/ 316416 5331 (47%) 4835 (42%
strips-gripper-10t19-1143 3390| 53008 1475 (43%) 1400 (41%
satellite3_v01a-3989 303| 7840 226 (74%) 210 (69%

TAB. 5.1 — 2-SAT vs Horn strong backdoors




5.5. Expérimentations

De plus, ces résultats montrent que I'utilisation du fragnpelynomial 2-SAT permet de déterminer des
ensembles strong backdoors plus intéressants que le fraginen-SAT.

5.5.2 Evaluation du Générateur Diamond

Notre générateur permet d’obtenir differentes classesstdinces;” suivant les valeurs utilisées
pourm (taille de la side clause) et polifniveau). Dans nos expérimentations, deux classes dicssa
G/ et G} ont été considérées. Pour chacune d’entre elles, le nonebrévelaux {) varie entre 14 et
24. Pour unm fixé et! différentes formules ont été générées en variant le nondraidables. Pour un
nombre de variables, niveau et taille de la side clause dpd0€ instances ont été générées. Afin de véri-
fier la difficulté des instances générées, trois solvétasde I'artont été considérés. Les deux premiers
sont deux solveurs de types CDCL (Conflict Driven Clause hieg) : ZCHAFF (versionMARCH_EQ
2007.3.12) et NNISAT (version 2.0). Le dernier est MRCH_EQ (version 010), un solveur de type look-
ahead. Une comparaison de ces trois solveurs sur les iestanaposées est effectuée.

T
“zchaff’ —+—
"minisat” ------
“march_eq" ---%---

100 g T
. “zchaff* ——
X, “minisat" ---x---
A "march_eq" - %---

80

60 [

% problemes
*
,)(//'

9% problemes

40 TN

20

niveau niveau

am=414 b.m=5

FiG. 5.6 — Pourcentage d’instances résolues par rapport aauiive

La figure 5.6 donne un pourcentage des instances résoluefgam des trois solveurs pour diffé-
rents niveaux. La figure 5.6.a montre les résultats obteausmp = 4. Il est clair que la difficulté des
instances générées est proportionnelle a la valeur duwnivéapartir du niveau = 16, les instances
générées deviennent trés difficiles pour les trois solvéusiveaul = 23 aucun des solveurs considé-
rés n'arrive a résoudre une instance. Notons que, a ce hilesdnstance générées contiennent moins de
6000 clauses et que le nombre de variables n’excéde pasR0060xn = 5 (figure 5.6.b), les instances
générées sont plus difficiles qu'au niveau= 4. En effet, au nivead = 20, ZCHAFF et MARCH_EQ
résolvent 5% des instances. alors queNMAT résout 15%. Ici le nombre de variables est inférieur a
1700.

Pour un niveau donné, on voulait connaitre I'impact du navde variables sur la difficulté des
instances générées. Comme montré sur la figure 5.7n(ca 4), on observe un phénomene de seuil
guand le nombre de variables augmente. En effet, pour uaunigdenné, il existe une valeur critique du
nombre de variables ou I'instance considérée avec cettenast la plus difficile. Ce nombre est proche
de 600 pour le nivead = 15 (figure 5.7.a) et proche d&0 pour le nivead = 16. Nous pouvons aussi
observer que MISAT est le meilleur solveur sur ces instances eHZFF est celui qui obtient les plus
mauvais résultats. Ce phénoméne de seuil est observé aussepinstance§y comme on peut le voir
sur la figure 5.8. Dans ce cas, le point critique est proch&sf@evariables pour le niveali= 15 alors
gu'il est proche d&80 pour le niveau = 16.
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a.l=15

FiG. 5.8 — Temps de résolution( = 5)
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5.5. Expérimentations

Les tables 5.2 et 5.3 montrent que notre générateur perrobtedir des petites instances SAT et
UNSAT. Le temps moyen indiqué dans ces figures tient seuleg@npte du temps obtenu lorsque
les instances sont résolues. Pour un niveaonné, on arrive a produire des instances satisfaisables
intéressantes et qui sont difficiles pour les trois solvéalde 5.2), mais aussi des instances insatisfiables
difficiles comme I'exhibe la table 5.3.

ZCHAFF MINISAT MARCH_EQ

niveaul | nbinst. || nbrésolues temps moyen| nb résolus| temps moyen| nb résolues temps moyen
15 63 58 68 63 37 60 118
16 78 65 92 78 113 62 218
17 84 67 96 84 139 67 169
18 68 45 137 68 199 59 327
19 52 37 240 52 241 35 247
20 30 1 326 30 421 18 359
21 8 1 872 8 440 7 289
22 3 - - - - 3 1035

TAB. 5.2 — Petites instances SAT difficiles (= 4, 5)

ZCHAFF MINISAT MARCH_EQ
niveaul | nbinst. || nb résolueg temps moyen/| nb résolues time moyen|| nb résolues| temps moyen
14 106 106 67 106 5 106 40
15 91 70 155 91 55 85 214
16 67 23 592 67 254 44 523
17 26 0 - 26 834 3 1203
18 4 0 - 4 1383 - -

TAB. 5.3 — Petites instances UNSAT difficiles (= 4, 5)

Les expérimentations menées montrent qu’'on obtient déanicss intéressantes a étudier et qui
constituent un vrai challenge pour les solveurs SAT existan

5.5.3 Evaluation du pré-traitement

Dans cette section, une évaluation expérimentale du gitéttient proposé est montrée sur les ins-
tances générées en utilisant le générateur Diamond et sumstances des derniéres compétitions SAT.
Nous commencons par évaluer I'impact de ce pré-traitemer2@00 instances générées par le généra-
teur Diamond en faisant varier la taille de la side clausg (e niveau {) et le nombre de variables (voir
section 5.5.2).

La figure 5.9 compare les résultats des trois solveurs tasgset sans ce pré-traitement. Chaque
scatter plot donné dans la figure 5.9 illustre les résultamsparatifs des trois solveurs sur chaque ins-
tance. L'axe des abscisses (resp. des ordonnées) cordeapdamps de calcul: (resp.ty) obtenu par
chaque solveur sur l'instance originale (resp. instantenle aprés le pré-traitement). Chaque coordon-
née(tx,ty) correspond donc & une instance SAT. Les points au-dessedterement au-dessous) de
la diagonale indiguent que la formule originale est résplus rapidement, i.éx < ty (respectivement
moins rapidement, i.éx > ty) que la formule simplifiée. Ce processus de pré-traitemerdiare si-
gnificativement les performances des trois solveursKEH_EQ, ZCHAFF and MINISAT). Notons que
les instances ou les performances diminuent corresponagotitairement aux instances satisfaisables.
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FIG. 5.9 — Comparaison des temps de calcul avec et sans peteait sur les formules diamond
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5.5. Expérimentations

Finalement, le plot de la figure 5.10 est obtenu comme suikeltdes abscisses représente le nombre
d'instances résolues par un solveur donné et I'axe des pédanle temps nécessaire pour résoudre ce
nombre d'instances. Dans la figure on tient compte de I'ebtgedes instances générééﬁ etgf ). llest
clair que ZZHAFF et MARCH_EQ ne sont pas tres efficaces sur ce type d’instancesi9T semble étre
le plus performant parmi les trois solveurs. En ajoutantéetpitement, les performances changent de
fagon spectaculaire. Chaque solveur est capable de réspludrd’instances avec les nouvelles clauses
ajoutées a la base et obtenues par pré-traitement (e.g:3us8p instances pour MRCH_EQ). En outre,

dans ce cas, WRCH_EQ devient le meilleur solveur.
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FiG. 5.10 — Nombre d'instances résolues par rapport au temps CPU

Nous avons également expérimenté notre pré-traitemenestinstances SAT des derniéres compé-
titions. La taille des instances étant tres grande, noussaitmité le pré-traitement & 10% des clauses de
I'instance et nous avons fixé la taille maximum des résob&fitax Res) a 100.

La table 5.4 montre une comparaison expérimentale du solelisat [EEN & SORENSSON2003]
avec et sans notre pré-traitement. Nous comparons égalememé-traitement avec SatELite, consi-
dérée comme l'une des meilleures techniques de pré-tmiterhe temps de calcul est donné en se-
condes et limité a 900 secondes. Pour chaque instance, mtigaons le nombre de variables (#V), le

nombre de clauses (#C), le nombre de clauses ajoutées &laléooriginale (#CA), le temps d( au preé-
traitement (pré-traitement) et le temps total (pré-tragat + résolution) mis par Minisat et panMsAT
+SatELite. Ici aussi, les résultats sont prometteurs ettrannhclairement I'intérét de faire ce genre de
pré-traitement. Par exemple, notre pré-traitement pedaetsoudre 12 instances de plus que Minisat

classique. L'utilité de telles résolvantes est clairemarg en évidence (e.gtrips-gripper- *
homer- * etseries- ). Bien évidemment, concernant les instances facilese np#-traitement deé-

croit les performances de Minisat. De plus, notre préemadgint soutient la comparaison avec SatELite
gue ce soit sur des instances aléatoiresd) ou structuréesvfnpc).
71



Chapitre 5. Graphe SAT : une nouvelle forme de représemtatio

Minisat || Minisat Minisat
instance SAT #V #C | #CA || preproc| +preproc + SatELite
mod2-sat-280-1.as.sat05-2263 Y 280 1120 183 0.76 574 - -
mod2-sat-240-1.as.sat05-2203 Y 240 960 162 0.73 250 - -
mod2-sat-270-1.as.sat05-2248 Y | 270 1080 180 0.76 510 - -
mod2-sat-260-2.as.sat05-2234 Y | 260 1040 190 0.74 657 - -
mod2c-sat-210-2.as.sat05-2474 Y | 297 2092 341 1.14 488 - 319
mod2c-sat-180-2.05-2429 Y | 252 1784 303 1.08 204 411 7
mod2c-sat-170-3.05-2415 Y | 240 1724 276 1.04 286 368 64
mod2-unsat-150-1.05-2654 N | 150 400 79 0.52 160 189 784
mod2-unsat-135-2.05-2640 N | 135 360 71 0.50 336 || 828.83 -
mod2-unsat-135-1.05-2639 N | 135 360 70 0.51 529 603 -
mod2-sat-250-1.05-2218 Y | 250 1000 169 0.72 699 753 849
fclgcolor-08-05-06.as.sat05-1273 N | 116 1362 96 0.77 36 66 86
fphp-012-011.05-1228 N | 132 1398 15 0.78 889 651 -
gensys-icl009.as.sat05-3135 N | 926| 17577| 1375 6.63 759 - 584
gensys-icl008.as.sat05-3134 N | 960| 17640| 1482 6.74 889 - 763
gensys-icl006.05-2718 N | 1321 7617 | 2360 70.78 189 2032 108
gensys-ukn001.05-2678 N | 1886 7761 | 2260 70.57 655 728 81
gensys-ukn006.05-3349 N 874 | 16339 1203 5.56 410 365 242
gt-020.as.sat05-1305 N | 400 7050 770 2.33 821 - -
gt-018.as.sat05-1292 N | 324 5066 577 1.81 18 127 128
grid-pbl-0060.05-1342.05-1342 N | 3660 7142 | 1483 3.98 350 192 1
homer11.shuffled N 220 1122 28 0.71 48 59 70
homer09.shuffled N 270 1920| 1920 5.18 57 70 52
lisa21_0_a Y | 1453 7967 | 1401 2.92 32 77 1
php-012-012.as.sat05-1158 Y | 144 804 23 0.63 66 210 1
strips-gripper-14t27.as.sat05-1145 Y | 6778 | 93221 53 48.00 199 - -
strips-gripper-12t23.as.sat05-1144 Y | 4940 | 148817 38 26 167 - 69
vmpc_34.as.sat05-1958 Y | 1156 | 194072| 21109 53.00 60 - -
vmpc_26.as.sat05-1946 Y | 676| 86424| 9612 22.00 209 306 -
vmpc_27.as.sat05-1947 Y | 729| 96849 10729 24.00 596 254 182
clgcolor-16-11-11.05-1245 Y | 472 | 15427| 1300 2.15 4.17 64 1
clgcolor-08-05-0605-1249 N 116 1114 94 4.8 48 85 45
series16 Y | 4546 | 22546| 4298 10.43 51 316 142
clus-1200-4800-003.03-1082 Y | 1200 4800 | 1004 5.82 85 197 303
clus-1200-4800-003.as.sat03-1087 Y | 1208 4800 982 6.17 77 174 221

TAB. 5.4 — Comparaison entre IMISAT, MINISAT + pré-traitement et MUISAT + SatELite
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5.6. Conclusion

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une nouvelle reftiserde formules CNF sous forme de
graphe. Elle étend le graphe d'implication 2-SAT. Cettevadle représentation offre des perspectives
intéressantes. La structure de la formule (dépendanceslestariables) est clairement mieux exprimeée.
Nous avons montré que la résolution peut étre appliquée saphg en utilisant la notion de fermeture
transitive du graphe. Nous avons étudié trois fagons dibgsl ce graphe. Une technique d’extraction
d’ensembles 2-SAT strong backdoors est proposée, anmdlidea résultats précédemment obtenus.

Un générateur particulier d’instances SAT a été proposgsmtant de cette représentation sous
forme de graphe. Nous avons mis en évidence sur ces instaneeselation expérimentale entre la
distribution des variables et la niveau du graphe.

Un pré-traitement des formules booléennes sous forme CNpregosé étendant I'hyper-binaire
résolution. L'intégration de ce pré-traitement montre am&lioration des résultats du solveurNvsAT
sur une large collection d’'instances.

Finalement, cette nouvelle représentation sous forme ajghgroffre des perspectives intéressantes
pour les recherches futures. Parmi elles, nous envisagimmslculer les conditions minimales sous
lesquelles un littéral est impliqué (le plus court chemitreenin littéral et son opposé). Nous comptons
également exploiter ce graphe pour extraire des informatsar la fagon de faire de la résolution.

73



Chapitre 5. Graphe SAT : une nouvelle forme de représemtatio

74



Deuxieme partie

QOBF

75



6

Formules Booléennes Quantifiees
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Dans ce chapitre, nous introduisons les formules bool&egnantifiées (QBFs). Aprés une descrip-
tion formelle de la syntaxe et de la sémantique des QBFs, pasentons un panorama complet des
techniques de résolution associées. Ces techniques peitvempartitionnées en deux catégories : les
approches énumeératives et les symboliques. Pour la preicééégorie, nous décrivons les solveurs ba-
sés sur I'approch€ — DPLL qui est une adaptation de I'algorithme DPLL pour SAT. L'atdgion de
I'apprentissage est discuté en détail, plus particuli@mriapprentissage a partir des solutions qui est un
cas spécifique aux QBFs. Pour les approches symboliques,dommons l'inventaire de ces techniques
gui sont généralement basées sur la transformation d’'utev@B une simple formule propositionnelle.
On distingue deux approches principales : I'éliminatiorvaeables par Q-résolution comme pour le cas

SAT et I'utilisation des fonctions de skolem.

6.1 Syntaxique

Définition 52 (Q PROPp) SoitP le langage de la logique propositionnelle classique.

L'ensembleQ PROPp de formules booléennes quantifiées est défini inductivetngatrtir de I'en-

semble des symboles Beauquel on ajoute les quantificateuvset 3 comme suit :

1. les constantes booléennesii (ou T) et faux (ou L) appartiennent & PRO Pp

2. chaque variable d@ appartient 8Q PRO Pp.
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6.1. Syntaxique

3. siF et 7' appartiennent &) PROPp , alors (=F),(F AF'),(FVF),(F = F),(F & F)
appartiennent &) PROPp .

4. siF appartient &9 P RO Pp etx appartient &P, alorsVx(F) etz (F) appartiennent & P RO Pp.

Chaque formule booléenne quantifiée est obtenue en apptiquranombre fini de fois les régles
précédentes.

Exemple 11 La formule suivante est une QBFEF. = Jy; (((Vz1(—z1 Vy1)) V ((mz1) V y1)) A (y1 V
((m21) A z1)))

Proposition 1 SoientF, ' des formules d& PRO Pp, x ety des variables dé. On a les propriétés
suivantes :

1. Siz ¢ V(F), alorsVzF = JaF = F.

Vo (VyF) = Vy(VaF)

dz(FyF) = Jy(FaF)

Ve(FAF) = (VaF) A (Vo F')

Jx(FVF) = (32F) Vv (FzF')

JxF = ~(Va(~F))

Sixz ¢ V(F), alorsVz(FV F')=F Vv (VaF')
Siz ¢ V(F), alors3z(FAF') = F A (FzF')

© N o O A~ WD

En général, nous n'avons ¥ic(F vV F') = (VaF) vV (VaF'), ni Jx(F A F') = (FzF) A (FzF')
(contre-exemple F = z et F’ = —x).
S'il est possible d'inverser deux quantificateurs iderggjet successifs, a l'inverse, il n'est pas pos-
sible d’'inverser deux quantifications successives de ealiffierente en préservant la sémantique. Ainsi,
Va(JyF) est une conséquence logique &g VxF) mais les deux formules ne sont pas équivalentes
(contre-exempleF = Vz3y(—z V y) A (x V —y)).

Les occurrences de variables propositionnella$une QBFF peuvent étre partitionnées en trois en-
sembles : les occurrences quantifiées, liées et libres Hes occurrenceguantifiéessont celles appa-
raissant dans une quantification, i.e, juste aprés un dicatdiurv ou 3. Dans toute sous-formule de
VaF (resp.3zF), toutes les occurrences dedansF sontliées; de telles occurrences desont dites
dans la portée de la quantificaticte Va (resp.3x). Enfin, les occurrences restantes dansontlibres.
Une variablex € P estlibre dansF si et seulement st a une occurrence libre darts

Exemple 12 Considérons 1aQBF de I'exemple précédent® = Jy; (((Vz1(—z1 V y1)) V ((mz1) V
y1)) A (y1 V ((—z1) A 21))) La premiére occurrence dg dansF est quantifiée, la seconde occurrence
dex; dansF est liée et la troisieme occurrence est libgg.et z; sont les variables libres d&.

Définition 53 (forme polie)Une QBFF est dite polie si est seulement si chaque occurrence liéeed’'u
variable z dansF est dans la portée d’un unique quantificateur et chaque éeifiée n'a pas d'occur-
rence liée.

Définition 54 (forme prénexe)lUne QBFF est dite sous forme prénexe si elle est sous la forme
Q171 ... Qpr, MouQ; € {V,3} et M une formule non quantifiée (formule propositionnelle).

Définition 55 (QBF fermée)Une QBF F est dite fermée si et seulement si elle ne contient pas de
variable libre.
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Chapitre 6. Formules Booléennes Quantifiées

Pour une formule booléenne quantifi&epolie, prénexe et fermée qui s'écrit sous la formg =
A X19Xs... Q, X, M.

- 01 X19:X,...Q9,X, est appelé Ipréfixe
— M est appelée saatrice
Parfois on noter& X M pour désigner la QBB X195 X5 ... 9, X, M

Exemple 13 La formule QBF suivante est polie, prénexe et fermée.

(yg Va1V xeV y3) VAN (xg V a2 V —|y3) VAN
F = 3yiFyaVae Vaedys . (i V oy Voys) A (Y2 V ys) A
(—y1 V22 Vys) A (mxy Vg Voxg)

Etant donnée une formule QBF polie, prénexe et fermée, nous pouvons grouper sous le méme
guantificateur I'ensemble des variables qui se suivent Bapefixe et dont les quantificateurs associés
sont identiques. Le préfixe de I'exemple 13 pourra donc é&trié gous la formely; yoVa1zo3ys. Dans
ce cas le préfixe d& sera une alternance de quantificateurs existentiels eeéngelg portant sur un
sous-ensemble disjoint de variablés st polie) :

1. 9, e{v,3}

2. F=Q1X10:X5... 0, X, M

3. Vx,NVx, =0telque(i,j) € [L...n]% eti # j
4. Q;# Qir1,i€[l...n—1]

Chaque quantification de la forng& X; est appelégroupe de quantificatewsu quantificateur tout court.
Q; est appelé Iguantificateur externet Q,, le quantificateur interne

On définit V(F) = U;eq,..ny Xi 'ensemble des variables dg. Pour une variable: € V(F)
tq. z € X, on définitmngéx) = k etq(z) = Qy désigne son quantificateur associé. Les variables
apparaissant dans le méme groupe de quantificateur ont le maém.
L'ensemble des variables quantifiées universellemetf st désigné par
VY(F) = {z|z € V(F), q(z) = V} et celui des variables quantifiées existentiellement aétnt( F) =
{zle € V(F), q(z) = 3}

Définition 56 (KkQBF ) Soitk un entier. Une KQBF est une QBF dans laquelle les quantificateont
appliqués a k ensembles disjoints de variables et dans leges quantificateurs sont alternés. Parfois,
nous ajoutons un indice dénotant le type du quantificateptus externe de la formule.

Exemple 14 (3QBF)

SoientX7, X, et X5 des ensembles disjoints de variables d’une formule prtipaselle M tels que
V(M) = X1 U X U X3. Laformule3 X;VX,3X3M est une3QBF.

Définition 57 (QCNF) Une formuleF = QX ... Q,X, M est dite sous forme QCNF si sa matrice
est sous forme normale conjonctive.

Définition 58 Une variablez est ditemaximale(resp. minimale dans un ensembl& si z € S et
Yy € S, onarang(y) < rang(z) (resp.rang(y) > rang(x)).
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Définition 59 (Littéral existentiel, universel, monotone) Soit ' = 91X, ... 9,X, M une formule
QBF etV(F) I'ensemble de ces variables(F) = U,cq.. ) £(X;) 'ensemble total des littéraux de
F, OUE(XZ) = {xi, —|$i|£CZ' € Xz}

— un littéral est ditexistentiel(respectivemeniiniverse) ssi sa variable correspondante est quanti-
fiée existentiellement (respectivement universellement)

— Un littéral = est ditmonotonesi est seulement siz n'apparait pas dans la matrice d&

6.2 Sémantique

Définition 60 (affectation) Pour une QBFREF = QX M, et un littéralz € V(F), l'affectation du littéral
x noté.F|, consiste a supprimer d#&1 toutes les clauses contenant une occurrence, @supprimer-x
de toutes les clauses ou il apparait et a éliminer la varigblede son groupe de quantificateur associé.

Pour un ensemble de littéragx, z2 . .. 2, }, Fliz, 2s...2,} désigne la formule QBF réduite par I'affec-
tation de 'ensemblézy, x5 ...z, }.

Exemple 15 Considérons la QBF suivante :

(1 V@1 V 22 V —y3)A

F = Jy1 Ve JyaVoadys { (Y2 V22 V y3)

j:‘xl = Hygvmﬂyg(yg V a9 V yg).

La notion de validité d’une formule QBF est plus complexe finifque celle d’'une formule proposition-
nelle. En effet, la validité (satisfiabilité) d’'une formul@BF consiste a trouver un ensemble de modéles
propositionnels de sa matrice satisfaisant certainesittmmsl Cet ensemble est appelé politique totale
[CosTEMARQUIS et al.2006]. Elle est décrite récursivement dans la définitiomédis il est nécessaire
d’introduire auparavant quelques notations.

Soit S I'ensemble des affectations sur 'ensemble des varia3(€5). La In-projection (resp. Out-
projection) d’'un ensemble d’affectatiorfssur un ensemble de variablés C V(F), est dénotée par
S[X] (resp.S\X). Elle est obtenue en restreignant chaque affectation itéxalx appartenant &
(resp. dan®’(F)\ X). Lensemble des affectations possibles Zuest dénoté pa2*. Une affectation
des variables d& est dénotée par 'ensemble de littéramx De la méme maniére, la In-projection et
la Out-projection peuvent aussi s’appliquer sur 'ensenugs littérauxz’. Si 3y’ est une affectation des
variables d& tq. Y N X = (), alors%/.S décrit 'ensemble d'interprétations obtenu en concaténan
avec chaque interprétation ¢ Finalement,M(2") dénote la formuleM simplifiée par I'affectation
partielle @ .

Définition 61 (politique totale) Soit 7 = 91 X4,...,9,X, M une formule booléenne quantifiée et
m = {my,...,m,} un ensemble de modéles de sa matfider est une politique totale de la QBF si
et seulement st vérifie récursivement les conditions suivantes :

1. n=0,etM=T

2. siQ) =V, alors[X;] = 2%, etvZ'; € 2%1, 7\ 2’} est une politique totale de
Q2 X2,..., Qn Xy M(T1)

3.siQ; =3, alor57r[)_(>1] = {71} et7\ 2 est une politique totale d@> X, ..., Q, X, M(T )
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Remarque 4 Soitw une politique totale dé = 91X, ..., 9,X, M. SiQ; = V alors on peut réécrire
7 comme J— cox, {71.(m\7'1)} etsiQ) = 3, alorsw[X1] = {1} etw peut étre réécrite sous forme

{@1.(x\71)}

Probleme QBF

Définition 62 (probléme QBF) SoitF une formule QCNF. Le probléme QBF est un probléme de déci-
sion qui consiste a déterminer 8iadmet une politique totale.

Exemple 16 Considérons la QBF suivante :

(y1 Vo1V =y V —ys)A
F = Fy1Ve1IysVroed
Y1vr13Yyavro ys{ (yg\/.%'g\/yg)

La figure 6.1 montre une politique satisfaisant la formgéle

FiG. 6.1 — Politique totale de la QCNF

6.3 Regles de simplification

Comme dans le cas SAT, il existe plusieurs opérateurs vasairhplifier les formules booléennes
quantifiées. La majorité de ces simplifications est opérédesiformules QBF dont la matrice est sous
forme normale conjonctive. Dans la suite, seules les QCNiE sonsidérées. Quelques unes de ces
simplifications visent a réduire la base des clauses, ennglithles littéraux universels maximaux, les
littéraux monotones ou encore en inversant des quantificate

Réduction universelle

Définition 63 réduction-universelle
SoitF = QX M une formule QCNF et une clause dév telle que :
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6.3. Regles de simplification

1.z ecetg(zx)=V
2. Yy € ¢, q(y) = Jonarang(y) < rang(x)

alors z peut étre supprimé deen préservant I'équivalence avec la formule originale.tEeipération
est appeléeéduction-universelle

Propriété 16 SoientF formule booléenne quantifiée &t la formule obtenue en appliquant la réduction-
universelle aux clauses d€. F et F’ sont équivalentes.

En appliguant la réduction universelle a toute formule QCRF~= 9:X; ... 9,X,M, on peut
déduire que le guantificateur le plus intel@g peut étre considéré comme existenég) = 3.

Q-résolution

La Q-résolution, décrite dans [BIING et al. 1995] par H. Kleine Bliing, M. Karpinski et A. Flogel,
est une adaptation aux QBFs du célebre principe de résoldéidrobinson [RBINSON 1965].

La Q-résolutionest définie par I'application de la résolution classiquedurx clauses contenant
deux littéraux existentiels complémentaires suivie d’téwuction-universelle sur la résolvante générée.
La Q-résolution suffit a prouver la validité ou la non vakdd'une formule QBF.

Comme pour le cas SAT, la Q-résolution est difficile a mettreomuvre en pratique. Cependant, il
existe des variantes de résolution qui ont été adaptéessaQBE comme I'hyper-résolution binaire
[SAMULOWITZ & BACCHUS 2006].

Littéraux Monotones

Dans le probleme SAT, un littéral monotoneoeut étre affecté ara: pour simplifier la formule en
préservant la validité de la formule CNF associée. Ce psusegeut étre réitéré durant la recherche. En
effet, une affectation partielle des variables de la foempéut engendrer I'apparition de littéraux mono-
tones. L'exploitation dynamique des littéraux monotonestpas appliquée dans le cadre du probléme
SAT. En effet, aucune évaluation expérimentale n'a mordréeificacité [GUNCHIGLIA et al. 2004].
Lorsqu'il s’agit des formules booléennes quantifiées, tgppgation des littéraux monotones peut étre
bénéfique en dépit du colt de la détection&ECHIGLIA et al. 2004, G\DOLI et al. 1998]. Ceci peut
étre expligué pour les raisons suivantes. Dans le contest€Q®BF, les variables universelles augmentent
considérablement la taille de I'espace a considérer. Sitiésaux monotones permettent de couper des
branches qui devaient étre explorées, on peut éventugltgreaser que ce colt sera amorti. En outre, les
littéraux monotones sont traités differemment que danadeSAT. L'affectation des littéraux monotones
existentiels est similaire au cas SAT. Au contraire, pouliittéral universel monotong, I'affectation est
faite sur la décision qui contraint le plus la formule, a sava:.

Exemple 17 Considérons la QBF suivante.

(1 V —wa) A (y1Vys) A
V oy Voya) A (my1 vV ys) A

_ 1 5 (y1 1
F = FnyaVanradysys (—y1 Vys) AN (Vo VazV-ys) A

(y2 V1 Vo Viyy)

le littéral o est monotone dang. La formuleF’ obtenue apres simplification est la suivante :

(w1 V —x2) A (y1Vys) A
F = Iy Vei1223ysya (i V-oxiVys) A (—yV-ys) A
(—y1 V y3) AN (y1VaaVasV-yy) A
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Chapitre 6. Formules Booléennes Quantifiées

Fausseté & vérité triviales

La fausseté et la vérité triviales référencées dansfGHIGLIA et al. 2001b] sont deux approches
de pré-traitement permettant par simples opérations storfaule de répondre a la question de la
(non)validité d’'une formule QBF. Ces deux approches prehae compte la composition de la formule
et essayent de la diviser en sous-parties afin de trouveramhelitions suffisantes pour la (non)validité
de la QBF. Bien que ces deux approches puissent étre wilthdmnt la recherche, elles ne sont pas
actuellement intégrées dans les solveurs QBF.

SoitF = 91X ... 9, X, M une QBF. On peut partitionne¥! en trois sous-formules :
— £(3) contient les clauses det dans lesquelles seules les occurrenceBer) apparaissent
— U(V) contient les clauses det dans lesquelles seules les occurrenceBder) apparaissent
— R(3,V) contient le reste des clauses.

La formule F est réécrite sous la forme2; X ... Qx X, E(3) AU(Y) AR(F,V)

Exemple 18 Considérons la formule de I'exemple 17.
Ona:

(—y1 V y3)
&= (y1 Vy3)
(—y1 V —y3)

UW)={ (21V )

(y1V —z1 V ya)
R(H,V) = (y1 Vo VgV —|y4)
(y2 Va1 VaaVys)

Propriété 17 (fausseté triviale surVY(F)) UneQBF est non-valide i’ (V) # () ould’(V) est obtenue
en supprimant dé{(V) toutes les clauses tautologiques.

Cette propriété est assez simple a vérifier. En effét’6¥) # (), par application de la réduction-
universelle, toute clause @¢€(V) est réduite a la clause vide.

Propriété 18 (fausseté triviale surV?(F)) Une formule booléenne quantifiée est insatisfaisable si
£(3) est insatisfaisable.

Cette propriété constitue une condition suffisante poupfavalidité d’'une QBF.

Propriété 19 (vérité triviale) Une QBFF est valide s€(3) A R'(3,V) est satisfiable olR'(3,V) est
obtenue en supprimant de(3, V) tous les littéraux universels.

Exemple 19 pour la formule de I'exemple 17,

(1 Vys) A (paVys) A
EDAREBY) =4 WmV-w) A (nVy) A
(y2Vys) A (g Voys) A
L'interprétation {y1, y2, y3, y4} €st un modele d&(3) A R'(3,V). Par conséquent, la formule QBF

F estvalide.
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6.4. Algorithmes de résolution pour QBF

Inversion de quantificateurs

Dans [RNTANEN 1999, RNTANEN 2001], J. Rintanen met en ceuvre une méthode d’élagage de I'es
pace de recherche exploré par les solveurs QBF basés sur Oersion de quantificateurs. L'idée
est la suivante : étant donnée une QBF de la foR¥gv X F, il est intéressant de considérer égale-
ment la QBFYX;3Y1 F qui est une conséquence logiqued§ VX, F. En réalité seule la contraposée
nous intéresse. En effet, 3¥1VX 1 F = VX3V 1 F, alors—(VX,3V1 F) = —(3Y1VX,F). Ainsi pour
certaines valeurs des variables Hg, il n'existe pas de valeurs possibles pagrqui préservent la va-
lidité de VX,3Y;F. Ces mémes valeurs falsifieafX; VY7 F. De cette maniere, on évite d'explorer de
mauvaises branches.

6.4 Algorithmes de résolution pour QBF

La plupart des solveurs QBF, (e.g.Htz 2002b, GUNCHIGLIA et al. 2001d]) sont des adaptations
de la procédure DPLL au QBFs. Toutefois, d’autres approekistent. Elles sont généralement basées
sur les techniques de transformation comme la Q-résoluioia skolemization. Lorsque I'on passe
du probléme SAT au probleme QBF, deux difficultés principa@joutent au probléme. La premiére
est l'universalité d’'un sous-ensemble de variables qusnahlige a considérer pour chacune d’entre
elles les deux valeurs de vérité possibles. Ce qui induitauggnentation de la taille de I'espace de
recherche. La seconde réside dans I'ordre partiel desblesiamposé par le préfixe. Cet ordre rajoute
une complexité supplémentaire a I'efficacité des heutisscde choix de variable. La premiére propriété
(universalité) est liée intrinéquement aux QBFs et doitcddime adoptée d’'une certaine fagon par tous
les solveurs QBF. La seconde propriété peut étre contouenékiverses tentatives ont été menées pour
s’affranchir de I'ordre partiel sur les variables. Dansuies nous présentons tout d’abord un algorithme
de recherche pour les formules booléennes quantifiées.|@ritlame est une procédure DPLL pour
SAT légerement modifiée pour le cas QBF. Cet algorithme esliard@ dans la section 2.3 grace a
l'introduction de 'apprentissage, composant essentgsdes solveurs QBF modernes. Ensuite nous
présentons les principales techniques de transformation.

6.4.1 DPLL pour QBF

Comme décrit dans le chapitre 1, une procédure DPLL classgtiune fonction récursive qui pro-
gresse par affectation de variables (décision et propagatitaire) et implémente un mécanisme clas-
sigue de retour-arriéere en cas d'échec. L'algorithme 9 @@BF fonctionne sur le méme principe. Il
recoit en entrée une formule QBF et progresse par affentatle variables. Le choix de ces variables est
partiellement déterminé par I'ordre du préfixe mais poundiamble des variables d’'un méme groupe de
quantificateurs, le choix peut étre effectué via une hequet L'algorithme, commence par affecter une
variable du groupe de quantificateurs le plus externe (H)neropage ensuite les clauses unitaires. En
cas de conflit, deux cas sont a distinguer. Si la derniéretafien est une variable existentielle, un retour-
arriere est effectué pour tester I'autre valeur de vérigih@ 6). Dans le cas d’'une variable universelle,
si un modéle est trouvé, alors l'algorithme effectue unuetnriere pour tester I'autre valeur de vérité
(ligne 7), sinon, le test de l'autre valeur de vérité n'est piectué. Notons qu’en cas de retour-arriére
chronologique a partir d’'un conflit, la variable de branckeime peut étre qu’existentielle. Cependant
en cas de retour & partir d’'un succes (solution trouvée)daables de branchement sont des variables
universelles.
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Algorithm 9: Algorithme @ — DPLL pour QBF

Input: une QCNFF;

Output: vrai si F est satisfiable, faux sinon;
1 begin
2 if (F == () then return vras ; /I retourner vrai si la QBF est vide
3 if (L € F)thenreturn faux ; /I contient une clause falsifié
4 Choisir une variable: ; /I quantificateur le plus externe
5 Résultat =Q — DPLL(F|.)
6
7
8

if (¢(z) =3 et Rultat = faux) then Résultat =0 — DPLL(F|-z)
if (¢(z) =V et Rsultat = vrai) then Résultat =Q — DPLL(F|-.)
end

6.4.2 Apprentissage

Les solveurs QBF modernes utilisent deux schémas de rataare non chronologique : I'analyse
de conflits et I'analyse de solution. Si le premier est siim@lau cas SAT, le deuxiéme est une nouvelle
technique propre au cas QBF qui est décrite plus en détaslldasuite. Premiérement nous introduisons
une extension de l'algorithme 9 qui est complet pour la regtiee L'extension est basée sur le méca-
nisme d’apprentissage des conflits et des solutions. LaigobdQ — C'SDCL ("Conflict and Solution
Driven Clause Learning"résultante est décrite par I'algorithme 10. L'analyse deflits permet d’ex-
traire de nouvelles clauses permettant d'éviter les inééaions déja prouveées invalides. L'analyse de
solutions permet, quant a elle, de ne pas re-visiter les m@&mnoeléles déja découverts. L'algorithme 10
est plus sophistiqué dans la mesure ou I'apprentissageieaté fois a partir des conflits et des modéles
trouvés. Les solveurs QBF modernes opérent sur deux fosmilee sous forme normale conjonctive
représentant les clauses apprises a partir des conflitaugtd’ sous forme normale disjonctive repré-
sentant les cubes obtenus lors des analyses de solutiansilyse de conflits et des solutions ouvre de
nouvelles perspectives dans la mesure ou elle permet deadaltaille de I'espace de recherche grace
aux informations (clauses et cubes) collectées.

Analyse de Conflits

L'analyse de conflits est une technique classique qui, viatechnique de résolution permet de gé-
nérer de nouvelles clauses dites clauses apprises. Cstiatién est effectuée en utilisant le graphe
d’'implication représentant un ensemble de littéraux adioe du conflit et leurs implications. La dis-
cussion détaillée de cette technique est décrite dans feteh@. Cette technique permet d'identifier,
pour l'interprétation courante, I'origine du conflit.

Dans le cas QBF, cette analyse differe Iégérement du cas 8&0s& des variables universelles. Deux
points principaux sont a distinguer. Le premier concerneake ou I'analyse de conflit produit comme
littéral assertif un littéral universel. Dans ce cas, umpeg retour-arriére est effectué au premier niveau
du littéral assertif, 'analyse du conflit est réitérée jiggl'obtention d’'un littéral assertif existentiel.
Pour le cas d’'un littéral assertif existentiel, un seuluetarriere est effectué, et la recherche continue.

Le deuxiéme point principal concerne I'analyse elle mémeeffet, dans le cas SAT, les clauses
utilisées dans le schéma d’apprentissage codent des atiplis avec un seul littéral a vrai. Cette ca-
ractéristigue garantit que la clause assertive obtenueumedire tautologique. Au contraire dans le cas
QBF, il arrive que la clause assertive soit tautologiquauren convaincre, considérons une formule
QBF F = QX M satisfaisant les deux conditions suivantes :
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6.4. Algorithmes de résolution pour QBF

— 3{61,62} € M tel quec; = (y1 VarV y2) etcy = (—|y1 V -z V yg)
— le préfixe deF est de la form&Q X = (... 3y Ve Jys .. .).

Supposons qu’a un niveaudonné, une décision a propagg.. Dans ce cas; est propagé (clause
c1, grace a la réduction-universelle) et la clausse trouve falsifiée. Pour parcourir le graphe d'implica-
tion, le schéma de résolution doit opérer une résolutioreenetc,. Or cette résolvante est tautologique.
Pour contourner ce probléme des adaptations sont doncsaéess Une premiére réponse consiste-
rait a abandonner le schéma d’apprentissage et a effeatuigmple retour-arriére chronologique. Dans
[ZHANG & M ALIK 2002b], les auteurs proposent une définitiomomgue distanceemblable au schéma
d’analyse de conflit mais qui permet de prendre en comptedidtion de clauses tautologiques.

Analyse de Solutions

Les retours-arriére a partir des solutions (ou succes)damtonséquences de I'analyse de solutions.
L'analyse de solution (e.g., FANG & M ALIK 2002a, GUNCHIGLIA et al.2006, LETz 2002a]) est une
technique propre au cas QBF. Elle est déclenchée lorsquagielm de la matrice est détecté. Bien que la
notion de cube a été déja étudiée avant dans plusieurs xrfaaNG & M ALIK 2002b, GUNCHIGLIA
et al. 2006, LETz 2002a], nous donnons ici une formalisation de ce concept.

Commencons par définir 'opératedr, entre deux ensembles consistants de littéraux. Un ensemble
c de littéraux est dit consistant gl tel quel € c alors—i ¢ c¢. On dit qued <, ¢ si et seulement si
¢ C ¢ (¢ estun sur-ensemble @dgetVi € ¢\c on aq(l) < umaz(c) odumax(c) est le quantificateur
universel deF le plus interne contenant un littéral de

Définition 64 (CuBe) On appelleCuske d’'une formule QBFF, un ensemble consistant de littératix
tel que pour tout ensembiéavecd <, c on aF|. est valide.

Propriété 20 Les propriétés suivantes sont vérifiées :
— Sic est un ensemble de littéraux satisfaisant chaque clausg, @ors c est un cube.
— Sic est un cube et un littéral existentiel maximal dansalors ¢ = ¢\{e} est un cube.
- Si

1. ¢ etey sont deux cubes tels qu'il existe un unique littéral unigktsavecu € ¢; etu € co,
et

2. u est maximal dansg; et —u est maximal dans,,
alors ¢y U ca\{u, —u} est un cube.

La propriété 20 capture I'essentiel du processus d’apissae de solutions appliqué durant la re-
cherche. Cela est illustré dans I'exemple suivant. Suppoga’on dispose de la formule QBF suivante :

Jy1Va1TyaVaeJys(—yr V ys) A (my2 Ve Vys) A (mya V x1) A (—ys V —xy)

Soit p une affectation (interprétation) satisfaisant toutesclasses defF. p affecte les valeurs sui-
vantes aux variables d&(F) :

p(y1) = fauz, p(x1) = fauz, p(y2) = fauz, p(xs) = vrai, p(ys) = fauz.

En considérant le premier point de la propriété 2@st un cube. Cependant, étant donné un gube
différents cubes valides peuvent étre extraitg.deéeci est di au fait qu'une clause peut étre satisfaite par
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Algorithm 10: Algorithme Q — CDCS L avec apprentissage

Input: une QCNFF;
Output: vrai si F est satisfiable, faux sinon;

1 begin

2 simplifier(F);

3 if (L € F)then

4 return faux ; /I clause vide appartient a F
5 end

6 if (F==0); /I toutes les clauses sont satisfaites

7 then

8 return vras

9 end

10 conflit = null;

11 solution = null;

12 while (1) do

13 if (conflit!=null) ; /I cas(1l) conflit
14 then

15 (assert_level, clausely]) = analyze_conflit();

16 if (clause[y] == 0) then

17 return faux ;

18 end

19 backtrack(btlevel) ; /I backtrack au niveau assertif
20 ajouter_clause(ause[y]);

21 propagerf) ; /Iy est le littéral assertif

22 end

23 if (solution !=null) ; /I cas(2) solution
24 then

25 (assert_leveleube[y]) = analyze_solution();

26 cubelz] = cubely] U cube[-y)\{y, ~y};

27 ajouter_cubefube[z]) ; Il =z littéral minimal dans cube|z]
28 if (cubelz] == L) then

29 returnvras ;

30 end

31 backtrack(assert_level); /I backtrack au niveau assertif
32 propager{z);

33 end

34 else

35 ChoisirVariableg) ; /I cas(3) nouvelle décision
36 propagert);

37 end

38 end

39 end
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plusieurs littéraux du modéle. Dans ce cas on peut extraifmpliquant premiep;p, i.e, un cube de-

tel que chaque sous-ensemblepge n'est pas un cube d€. Un modélep peut admettre plusieurs im-
pliquants. L'algorithme 10 calcule donc I'un d’entre euxesinémorise dans la base des solutions (ligne
19). En pratique, il est plus intéressant d'éliminer legid@ux universels minimaux (les plus internes)
car cela permet un retour-arriére plus intéressant dars ¢ a@e recherche.

Dans le cas général, les solveurs essayent de minimiseoia le hombre total des littéraux du cube
et le nombre des littéraux universels ABULowITz & BACCHUS 2006]) apparaissant dans le cube.
Plus le nombre de littéraux universels dans un cube est phig le nombre d’affectations a vérifier
pour les littéraux universels I'est aussi. Minimiser le fwmtotal des littéraux du cube et le nombre des
littéraux universels revient & maximiser le nombre deérhitix existentiels maximaux.

Cette méthode est motivée en pratique par le fait que lésditk existentiels maximaux satisfont plus
de clauses.(e.g., B1uLowITz & BACCHUS 2006, S\MULOWITZ & BACCHUS2005]) et peuvent donc
étre supprimés du cube (deuxiéme point de la propriété 2asDexemple précédent, I'interprétation
{z1,y2, x2, ~ys3} satisfait la matrice d&. Aprés élimination des littéraux existentiels maximauxob-
tient le cube réduit suivantc; = {1, y2,z2}. Aprés le calcul d’'un premier cubg, et I'élimination des
littéraux existentiels minimaux, I'algorithme effectue retour-arriére sur la variable universelle la plus
interne dec, en sautant les différentes variables intermédiaires dfixerqui ne sont pas mentionnées
dans le cube.

Comme montré dans la propriété 20 (troisieme point) un cob&eoant une affectation d’un littéral
universelz peut étre combiné avec un autre cube contenant son comghliireer: pour obtenir un
nouveau cube dans un processus proche de la résolutionudesidigne 24). En particulier, si le littéral
universel le plus interne dans le cube a déja son autre vaéeuérité prouvée vraie (un autre modéle a
été trouvé avec l'autre valeur de Vvérité), le solveur peutliiner ces deux cubes et éliminer ce littéral.
La symétrie apparente entre la résolution de clauses esails cubes est détaillée dansKECHIGLIA
et al. 2006].

Revenons a notre exemple et supposons que le solveur appligqetour-arriere a partir des solutions
sur le cube, i.eq; = {x1,y2, x2}. Le littéral universel le plus interne de la clausexstComme on doit
trouver deux modeéles avec les deux valeurs de vérité,dee solveur défait ces décisions jusqu’a Il
force ensuitezs a faux (—z2) et dans ce cas il va essayer de résoudre la sous-forfijgle, ., .1
Supposons que cette nouvelle recherche aboutisse a lepsglusuivante :

p'(y1) = fauz, p'(x1) = fauz, p'(y2) = fauz, p'(z2) = fauwz, p'(ys) = vrai

A partir de cette solutiop’, on extrait un impliquant premier de la forme = {—x1, ya, ~z2}. A
ce point, pour les deux valeurs de véritéageon a trouvé un modéle. En appliquant la résolution entre
ces deux modéles, etcq, on obtient un nouveau culkg = {—xz;} ou le littéral existentiel interng,
(maximale) est éliminé. Le cubg exprime la validité de la sous-formule|_,, .

Pour plus de détails le lecteur peut se référer AUNEHIGLIA et al. 2001c, HANG et al. 2001,
LETZ 2002a, GUNCHIGLIA et al.2006].

6.5 Transformations : de QBF vers SAT

Dans le cas général, toutes les autres approches pour liatigsae formules booléennes quantifiées
sont basées sur I'élimination de quantificateurs. En désuErmes, ces méthodes tentent de convertir un
probléme QBF en un probléme SAT. L'une de ces transformaighbasée sur la procédure de résolution
de Davis et Putnam, et une autre est basée sur la skolemipatioz obtenir une formule CNF purement
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propositionnelle.

Dans un premier temps on décrit comment I'élimination deatdes est utilisée pour supprimer le
préfixe. Ensuite, différentes extensions de ce schémausasant discutées et finalement nous verrons
comment transformer une QBF en une formule booléenne CNHleant les fonctions de skolem.

6.5.1 Elimination de variables dans les QBF

Le schéma d’élimination de variables dans le cas QBF estasimia I'algorithmeDP. Cette tech-
nique restreint son application aux variables existdetel

En effet cette méthode débute par I'élimination des vaemlaxistentielles du groupe de quantifi-
cateurs le plus internel), = 3). Une fois ces variables éliminées, le quantificateur les phierne
9,_1X,_1 devient universel®,,_1 = V). En appliquant la:duction — universelle aux clauses de la
formule obtenue, on peut tout simplement supprimer desekade la formule les occurrences des va-
riables deX,,_;. Cette technique est appliquée jusqu’a atteindre le diiatgur le plus extern€, X
. Si ce dernier est existentiel alors la formule obtenuetrdetre gu’'une simple formule proposition-
nelle. Dans le cas contraire une simple application de laatémh-universelle permet d’aboutir au méme
résultat. Cependant, comme dans le cas SAT, le nombre deesl@énérées tout le long du processus
d’élimination peut étre exponentiel.

6.5.2 Résolution et extension

Dans [BERE 2004], I'élimination de variables existentielles est caméle avec I'extension des va-
riables universelles dans le but de réduire la taille dedatile résultante. Une variable appartenant au
quantificateur universel le plus interne QeX F est évaluée a ces deux valeurs de vérité (étape d’ex-
tension). Pour étendre une variable universellppartenant au quantificateur universel le plus interne
0,_1X,_1, il est nécessaire de générer une copie de I'ensemble dablearexistentielles qui le suit
dans le préfixeQ,, X,,. Dans le méme temps, une copie de toutes les clauses cantesamriables
de X,, est générée en substituant dans chacune de ces clauses vhgghle par sa copie correspon-
dante. SoitS; I'ensemble des clauses originalesS¢t’ensemble de clauses contenant la copie. Donc la
variable universelle: sélectionnée pour I'opération d’extension est affectéed dansS; et a faux
dansS;. L'étape d’extension applique la réduction suivans |, et Sj|-.. Par conséquent, la formule
propositionnelle résultanté” aprés I'extension de est égale &\S; U (S1] U S1|-z)-

Enfin, la copie des variables existentielles est ajoutéauantdicateur le plus interne et la variable
est tout simplement éliminée dg,_1.X,,_1. Pour illustrer cette opération considérons la formule QBF
suivante ¥x13y;(z1 V y1). L'extension der méne vers la nouvelle formule non simplifiée suivante :

Jy1 3y (vrai V y1) A (fauz V y).

Cette méthode d’extension d’'une seule variable peut épbgaige a chaque variable appartenant
au groupe de quantificateurs universelles le plus int&@pe, X, ;. Par conséquent, il est possible
d’éliminer toutes les variables universelles en itéraexténsion dans le but d’obtenir a la fin de ce
processus une simple formule booléenne. Cette derniésatisfiable si et seulement si la formule QBF
originale est satisfiable.

Quantor [BERE 2004] est I'un des solveurs modernes basé sur le princigienibétion et d’exten-
sion de variables (“resolve and expand”). |l utilise uneristigue sophistiquée pour alterner la résolu-
tion et I'extension de variables. Le schéma essaye d’esten@(t de la résolution et de I'extension et
applique la moins colteuse parmi elles en terme d'espaass Babut, I'heuristique est utilisée pour
choisir une variable universelle a étendre ou une variakitentielle a éliminer par résolution dans le
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but de minimiser la taille de la sous-formule résultante pkrs, un raisonnement sur les équivalences
et la subsumption est utilisé pour minimiser encore plusilietde la formule propositionnelle résul-
tante. Finalement, un algorithme SAT moderne est invoqué msoudre la formule CNF obtenue. Sur
quelques famille d'instances, Quantor s'avere trés efficha plus, il peut résoudre des instances qui ne
sont résolues par aucun des solveurs basés sur la rechésgendant, a l'inverse, les solveurs basés sur
la recherche sont capables de résoudre des classes digsigue Quantor n'arrive pas a résoudre (ceci
est dO particulierement a des problemes d’espace mémbireifzANO et al. 2006].

Récemment, [BBECK & B UNING 2007] introduit un pré-traitement basé sur Quantor. Le hotp
pal de ce pré-traitement est de simplifier la théorie en eyapiola technique d’élimination de variables
et I'extension des universels de telle sorte que la tailladermule résultante soit de taille raisonnable
(e.g., au plus deux fois la taille de la QBF originale). Le duifpré-traitement est donc d’éliminer le plus
possible de quantificateurs afin de minimiser I'impact ddixeéet essayer de réduire la taille de I'arbre
de recherche. Les résultats empiriques ne sont pas comgléteonvaincants en raison des résultats pas
trés satisfaisants sur les instances structurées. Cagtehidpproche semble prometteuse et mérite d'étre
explorée davantage.

6.5.3 Elimination symbolique des quantificateurs

Dans [RN & VARDI 2004], I'élimination symbolique des quantificateurs estaduite. La tech-
nique n'est pas seulement basée sur le procédure de résotiggiDavis-Putnam, mais aussi sur la re-
présentation sous forme d&3DD [ICHI MINATO 1996] des clauses dE. Les variables sont éliminées
en commencant par les plus internes. L'élimination desabets existentielles est basée sumialti-
résolution [CHATALIC & SIMON 2000]. La multi-résolution effectue toutes les résoluipossibles sur
une variabley en une seule opération via des opérations sur la représensatus formeZBDD des
clauses.

Cependant, di a la représentation sous fofDD le colt de I'application de la multi-résolution
ne dépend pas du nombre de clauses mais plut6t de la tailledhge de ces clausesHETALIC &
SIMON 2000].

Avec cette représentation il est possible d’opérer un graimabre de résolutions en une seule étape.
Cependant un grand nombre de résolvantes peut étre prddutefois, cela nécessite que DD
sous-jacent admette une taille raisonnable. Par consgaiida représentation ne permet pas d'obtenir
un ensemble de clauses plus compact, I'application de l&-négblution reste inefficace fATALIC &
SIMON 2000]. L'algorithmeQMRESintroduit dans [RN & VARDI 2004] opére sur une représentation
sous forme de&ZBDD des clauses. En commencant par le quantificateur le plunég,, toutes les
variables existentielles(,, sont éliminées par multi-résolution. Ensuite, celles gti@as universelle-
ment et appartenant au groupe de quantificat@ursX,,—1 sont supprimées de la formule en appliquant
la réduction-universelle.

L'algorithme est basé principalement sur les deux opératsuivants : 'opérateux qui génere a
partir de deux ensembles de clausg®t S, I'ensembleS = {c|Jc; € S1,3cs € So, ¢ = 1 Uca}.

Et 'opérateur+ qui, appliqué aux deux ensembles de claugest S, consiste a appliquer la sub-
sumption sur I'ensemblé§ de sorte que pour toute clause S il n’existe pas de clausé c c telle que
c € §. L'opérateurx peut étre utilisé pour opérer la multi-résolution sur lesxdensembles distincts de
clauses.

Etant donné urZBDD f, f.f et fo dénotent les ensembles suivarfts = {clc vV = € f} et
fo ={clev-z € f}. fi {20} rEPrésente 'ensemble de clauses qui ne contientini~x. La procédure
compléte est décrite brievement dans I'algorithme 11. Essltats expérimentaux observés QMRES
sont compétitifs sur des ensembles particuliers d’ingsfiNARIZZANO et al. 2006].
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Algorithm 11: Multi-Résolution pour QBF en utilisant deSBDD
Input: F une QBF;
S est la représentation sous forl @& DD des clauses dE;
V est la liste des variables detelle queg(zit+1) < q(z;) ;
Output: vrai si la QBF est valide;

1 begin

2 for i=1ton)do

3 if (x; est existentielle)hen

4 S — (S~ X 8) + 8t /I Multi-résolution sur les
existentielles

5 end

6 else

7 S — (Sx; +S$?) + 8y /I Elimination des universelles

8 S «— propagation_unitaire(S);

9 end

10 end

11 return (S # 0)

12 end

6.5.4 QBF et fonctions de skolem

SK1zz0o [BENEDETTI 2004, BENEDETTI 2005b] est un solveur QBF basé sur la skolemizatiorofS
LEM 1928]. La formule QBF est étendue a une formule logique déortipérieur dans le but de rendre
toutes les fonctionnalités disponibles. En particuli@mpproche requiert des symboles de fonctions et
des quantifications sur ces fonctions. Premiérement cepiessivité permet de se dispenser de toutes
les variables existentielles qui sont remplacées par émations de skolem correspondantes. Par consé-
quent, la formule résultante ne contient que des quantditauniverselles et les fonctions de skolem.
Dans I'étape suivante, les fonctions de skolem seront & leurs remplacées par des conjonctions de
formules propositionnelles. Ces formules propositiolesetapturent les fonctionnalités des fonctions de
Skolem et codent la signification de la formule originalep&sdant, la formule propositionnelle résul-
tante n’est pas sous forme normale conjonctive. Pour Iafitamer sous cette forme afin de la résoudre
avec un solveur SAT standard, ceci requiert I'introductittnvariables et de clauses supplémentaires.
Une fois cela accompli, la QBF sera convertie avec succes singole probleme SAT. Si la formule
propositionnelle résultante est (UN)SAT cela implique tpudéormule originale QBF est (non)valide.
Notons cependant que ce processus peut croitre expotentaet la taille de la formule SAT obtenue
[BENEDETTI 2004].

Pour détailler ce processus décrit brievement avant, oa dadrire étape par étape via un exemple.
Supposons qu’on dispose de la QBF suivante :

VmN:nglylElyg(xl V x2 V yl) A\ (—wl V yz).

Comme mentionné auparavant, la premiére étape consistepdacer les variables quantifiées exis-
tentiellement par leurs fonctions de skolem correspomdar@haque variable existentielle doit étre rem-
placée par une nouvelle et unique fonction de skolem. Ealé chaque fonction de skolem dépend des
variables universelles qui la précédent dans le préfixesDatre exemple, on a deux variables existen-
tielles. Par conséquent, on doit introduire deux nouvédiastions de skolem. On note p&rla fonction
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de skolem associéea et s5 celle associée g. L'arité des deux fonctions de skolem est deux (a savoir
les deux universels; etxs). L'arité dess peut encore étre réduite car n'apparait pas dans les clauses
ou les occurrences dg apparaissent. Pour plus de détails sur la fagon de rédudinknsion des fonc-
tions de skolem, le lecteur peut se référer aflBDETTI 2004]. Dans notre exemple donc, on obtient les
deux fonctions de skolem (21, z2) etsy(z2). Dans I'étape suivante, on peut remplacer les occurrences
des variables quantifiées existentiellement par leurdifamede skolem correspondantes dans la formule
originale pour obtenir la formule suivante :

381382V$1V$2(SE1 V xo V 81(561, xz)) VAN (—wl V SQ(IQ))

Notons que pour le moment on ne connait pas exactement l& fdenfa fonction de skolem mais
seulement son existence. La transformation de la form@éedaente en une formule purement propo-
sitionnelle requiert premierement pour chaque fonctiorsktdem I'addition de variables quantifiées
existentiellement et de clauses. Dans le contexte de QBEuehfonction de skolem est paramétrée par
un ensemble de variables universelles et le résultat de foetttion est une valeur booléenne. Premieé-
rement, on doit introduire pour chaque variable existatmutant de nouvelles variables existentielles
gue le nombre de combinaison possibles des variables salles de sa fonction de skolem correspon-
dante. Pour chaque combinaison possible, on utilise unigbl@runique pour représenter la valeur de la
fonction de skolem associée a cette combinaison. Revennag&exemple. On doit introduire quatre
nouvelles variables quantifiées existentiellement peuat deux existentielles pous :

valeurs de la fonctions; valeurs de la fonctions,
YL = si(z1,22) Ys, = s2(1)

ygl = 51(—-w1, 72) ZJEQ = s9(—)

Y2 = s1(z1, ~w2)

yd = s1(-a1, ~a0)

Notons que chaque nouvelle variable existentielle intitedest ajoutée au groupe de quantificateurs
le plus externe.

Maintenant, on va présenter chaque fonction de skolem mafanmule propositionnelle en utilisant
les nouvelles variables additionnelles. Dans la formulgppsitionnelle, on utilise chaque affectation
d’'un paramétre comme un indicateur de la valeur de la fonat®skolem évaluée avec les paramétres
correspondants. Dans notre exemple, on a la correspondaiveate :

(71 A 22) — ys

_ (~w1 Axg) = YR

81(561,$2) - (551 A _‘552) _ ygl
(

-z A xg)  — y;ll

1

X —
oalrnr) = { Sy S
52

Pours; (z1,z2) toutes les prémisses dans chaque implication sont faussepté pouz; A ~zo —
y3, ). Par conséquent, on capture le fait que la valeus ¢te; , z5) correspond a celle d¢ . Bien évidem-
ment, ce codage propositionnel n’est pas sous forme claesglar conséquent, il doit étre transformé
en un ensemble de clauses :
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(21 Vo Vyl) A
_ (z1 Vw2 V) A
s1(wy,m2) = (mx1 VgV ygl) A
(acl VgV y§1)
(_‘1'1 \ y%z) A
($1 \/ygz)

Maintenant, on peut substituer chaque fonction de skolensg&rme propositionnelle correspon-
dante. Ici on montre la substitution dedans la clausé—x; V s2(z1)) :

so(z1,z2) = {

—xy V(21 V ys,) A (21 V Y3,))
Cette substitution doit étre convertie sous forme CNF commaetré dans la formule suivante :
(m21 V221 Vyg,) A (man Ve Vg, < (-an Vyg,)

Il est important de noter que cette conversion sous forme @&Hoit pas faire intervenir des va-
riables additionnelles. Sinon sil'on ajoute des variakbdastentielles supplémentaires a la formule, elles
doivent étre ajoutées dans le quantificateur existentiglug interne. Par conséquent, les variables uni-
verselles ne peuvent pas étre éliminées par réductioretseiNe et donc la formule finale restera toujours
une formule QBF ce qui n'est pas le but escompté derriere tatisformation. Le principal probléme a
présent est la conversion qui peut faire croitre considiémadnt la taille de la formule SAT résultante.

Néanmoins, sous forme clausale, des simplifications péwa@sidérablement réduire la taille de
la formule. (e.g., I'application de la réduction univetsedes clauses et I'élimination des tautologies).
Dans notre exemple on obtient seulerrmlqtaprés ces deux opérations. La formule résultante ne contien
aucune variable universelle dés lors que I'on appliquedacton universelle (toutes les variables exis-
tentielles de la formule précédent les variables univiaselPar conséquent, la formule simplifiée est
une formule CNF qui contient seulement des variables dfigadi existentiellement. On utilise ensuite
un solveur SAT moderne (e.g., [MSKEWICZ et al. 2001]) pour résoudre la formule sous forme CNF
correspondante.

SKizzo est basé sur I'approche présentée mais utilise d’'autrésitpees pour la conversion vers
CNF et pour simplifier la formule propositionnelle résut@anCertaines de ces techniques sont basées
sur le raisonnement symbolique. Malgré ces simplificatitmsonversion d’une fonction skolemisge
en une formule booléenne CNF engendre une augmentatioiécatde de la taille de formule.

Les résultats expérimentaux d&i3zo montrent que cette approche est compétitive sur un large
panel de benchmarks EXi1zzANO et al. 2006]. Notons que ce solveur particulier propose un mélange
de différentes techniques (e.g., recherche, raisonnesyemtbolique, résolution SAT) pour résoudre un
probléme QBF.

6.5.5 QBF et codage en BDD

Dans [AUDEMARD & SAIS 2005], les auteurs proposent une méthode pour résoudrertesiiés
booléennes quantifiées en utilisant BBD. En effet, considérons la matric€. Les auteurs proposent
de se passer du préfixe. Une recherche des modélesdeeffectuée sans tenir compte du préfixe, cette
relaxation sur I'ordre des variables permet au solveur S#iEé& d’effectuer une simple recherche de
modéles et donc d'étre plus efficace. A chaque fois qu'un hecelgt trouvé, un impliquant premier est
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extrait et codé dans IBDD et la recherche d’autres modeéles est effectuée. Des ap&sate simplifica-
tions sont effectuées dynamiquement suBD en cours de résolution permettant ainsi de répondre a
la question de la validité de la QBF.
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Dans ce chapitre, nous proposons de supprimer les symé#nesles formules QBF. Si dans le cas
SAT, le SBP (symmetry breaking predicates) est le plussétitiour supprimer les symétries. Dans le cas
QBF, nous proposons deux approches différentes pour I@sisngy.

La premiére approche [#DEMARD et al. 2007b] constitue une extension du SBP de SAT vers QBF.
Nous montrons dans ce cadre le fondement de cette extensi@ornpiste en plus du SBP classique a
ajouter de nouvelles contraintes appelée QSBP (quantiiadngtry breaking predicates) et un nouvel
ordre des variables universelles qui interviennent dassyenétries est calculé via un graphe appelé
graphe de précédence.

La deuxieme approche [#OEMARD et al. 2007a] proposée dans ce chapitre peut étre vue comme
une approche duale de la premiére. En effet, si dans le cakirdeS interprétations symétriqgues ne
peuvent étre considérées que comme des contre-modéledatmide, dans le cas QBF, et grace a la
présence des variables universelles, nous verrons que¢stdaines conditions, nous pouvons considérer
certaines interprétations symétriques comme des modélésfdrmule. Dans ce cadre, la formule est
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transformée en une formule CNF/DNF. La forme CNF de la foemast constituée de la matrice de la
QBF originale augmentée par le SBP classique projeté surddies existentielles des symétries. La
partie DNF est un ensemble de modéles prédéfinis. Enfin unsgfdaranation de la CNF/DNF vers CNF
est proposée. Des résultats expérimentaux sur un largé@mstances symétriques montre l'intérét de
supprimer les symétries dans le cas QBF.

7.1 Introduction

Résoudre les formules booléennes quantifiées est devenanuairte de recherche attractif et im-
portant durant les derniéres années. Cet intérét grantlissad( au fait que plusieurs problemes issus
de l'intelligence artificielle (Al) (planification, raisarment non monotone, vérification formelle etc.)
peuvent étre réduits aux QBFs, ce qui est considéré commeléeme canonique de la classe de com-
plexité PSPACE. Une autre raison expliquant cet intérétieédans les progrés impressionnants réalisés
dans la résolution du probléme SAT. Plusieurs solveurs @npdposés récemment pour la résolution
du probléeme QBF (e.g. [GNCHIGLIA et al. 2006, ZHANG & M ALIK 2002a, LETz 2002a, BENE-
DETTI 2005a, 3mMuLOWITZ & BACCHUS 2005]). La majorité sont des extensions des solveurs SAT.
Ceci n'est pas surprenant, du moment que le probleme QBFhesextension naturelle du probléme
SAT, ou les variables sont quantifiées avec les deux quantéfics classiques etV. Une formule CNF
classique est une QCNF ou toutes les variables sont quastiidstentiellement. La présence de quan-
tificateurs universels accroit la difficulté du probleme deision (passant de NP-Complet & PSPACE-
Complet). Cependant, un tel accroissement en terme de eritéptlans le pire des cas rend le langage
QBF plus expressif et plus approprié pour I'encodagecinctde quelques problémes issus du monde
réel. Une lecon a retenir & partir des progres de la résalditigprobléeme SAT est que le complexité dans
le pire des cas n’est pas un obstacle pour résoudre efficateimgrandes instances issues des applica-
tion liées au monde réel. En effet, plusieurs de ces proldémetiennent des propriétés structurelles qui
peuvent étre bénéfiques pour I'étape de résolution. Lestsmé&onstituent I'une de ces particularités
structurelles. Elles sont reconnues comme trés impodguer de nombreux problémes combinatoires
intraitable (par exemple, Probléme de Satisfaction de@omnés (CSP), SAT et coloriage de graphes) et
peuvent étre d’'un grand intérét dans le contexte QBF.

Le but de ce travail est d’étendre les approches d’élinonadie symétries de SAT au cas QBF. L'éli-
mination des symétries est largement étudiée dans le derdexprobléme de satisfaction de contraintes.
L'ajout d'un ensemble de contraintes, appelérS"symmetry breaking predicates"), est I'approche
la plus utilisée pour supprimer les symétries. Les syngsient éliminées en ajoutant de nouvelles
contraintes (clauses dans le cas CNF) a la formule origicaieme une étape de pré-traitement. L'un
des avantages majeurs de cette approche est gu’elle epeimdiinte des solveurs considérés. Dans le
cas QBF, la présence des quantificateurs universels retelesdension plus complexe a réaliser. En
effet, le P peut contenir des clauses ne contenant que des littéraumtifigguniversellement. Ajouter
conjonctivement ce & a la formule QBF peut mener vers une formule non valide aloeslg formule
originale est valide. Un premier essai pour étendre s &ix QBFs est présenté dansy®eMARD
et al. 2004]. Les auteurs proposent une approche QBF-SAT hybtidensemble 8p est séparé de la
formule QBF. Cependant cette approche dépend du solvesidésé et demande a étre adaptée pour
chaque solveur QBF.

Nous proposons dans la suite deux approches pour élimimeryiaétries dans les QBFs. Les deux
approches partagent la méme idée a savoir la réécriturefderale QBF en une formule asymétrique
qui est équivalente pour la validité a 'originale. Dans tamiere méthode (basée sur les modéles), et
contrairement au cas SAT ol les interprétations symésigageuvent étre considérées comme modéles,
nous montrons comment on peut transformer la QBF en y ajpdeEsimodéles prédéfinis ainsi qu’un
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SBP limité aux variables existentielles de I'ensemble des dyie®e Dans la seconde (basée sur les no-
goods), on présente comment a I'aide de la transformatiquréfixe et d’ajout de nouvelles contraintes
QsBPen plus du 8P classique, on pourra éliminer les symétries dans le cas QBF.

Une validation expérimentale de ces deux approches estréesdans la section 7.4. on montre
gue, sur de nombreux problémes, nos approches permettienir des améliorations significatives.
Finalement quelques pistes prometteuses sont discutgEslagonclusion.

7.1.1 Symétries et SAT

Avant de présenter notre cadre de suppression de symditess nécessaire de rappeler quelques
notions sur les symétries. Bien s(r, les symétries ont égeraent étudiées dans plusieurs domaines,
SAT [CRAWFORD 1992, BENHAMOU & SAIS 1994, ALouL et al. 2003b], CSP [©HEN et al. 2005,
ZHENG 2005], planification [Bx & L oNG 1999] et coloriage de graphes4RANI et al. 2006].

Tout d’abord, introduisons quelques définitions de la tikédes groupes. Un grougé€, o) est un
ensemble finG muni de 'opérateur binaire associatif. G x G — G admettant un élément neutre et
un inverse. Evidemment, I'ensemble des permutatiBnsur un ensembld’ associé a I'opérateur de
compositiono, noté(P, o), forme un groupe.

En outre, chaque permutatierpeut étre représentée par un ensemble de cyeles. ¢,,) ou chaque
cyclec; estune liste d’éléments de (l;, ... 1;, ) telle quevl < k < n;, 0:(l;,) = liy, €toi(l,,) =l
Nous définissonso| = > . . |ci| oU |¢;| est le nombre d’éléments dg. Dans cette partie, on ne
considére que les symétries contenant des cycles binameffet, dans la majorité des cas, les symétries
peuvent étre représentées par un ensemble de cycles bir@@gendant, les deux approches proposées
ici peuvent étre étendues aux symétries avec des cyclegldathitraire.

Soit F une formule CNF, et une permutation su€(F). Nous pouvons étendre la définition de la
permutations @ F comme suit o(F) = {o(c)|c € F} eto(c) = {o(l)|l € c}.

Deux types de symétries peuvent alors étre définis en logqoigositionnelle : les symétries sé-
mantiques et les symétries syntaxiques. Etant donnée ameiltiaF, une symétrie sémantique est une
permutationo sur L(F) telle ques(F) = F ou F et F sont équivalentes pour la logique proposition-
nelle i.e,F |= o(F) eto(F) = F. Cette définition générale est difficile & exploiter en pyai. Il est en
effet nécessaire de vérifier 'équivalence de deux formules symétries syntaxiques, qui peuvent étre
considérées comme un cas spécial des symétries sémargeueent étre définies comme des permu-
tation o sur £(F) laissantF invariante i.eg(F) = F. La détection de telles symétries est équivalente
au probléme classique d’isomorphismes de graphesWWEoRD 1992], qui fait partie des problémes
ouverts dans la théorie de la complexité et qui n’est pasiwcponr étre NP-complet.

Aucun algorithme polynomial n’a été trouvé pour résoudrepabléme. Cependant, il existe des
méthodes trés efficaces pour détecter les symétries sygnésxcomme on peut le voir dans la section
7.2.

Les symétries syntaxiques ont été initialement définieskpahnamurthy dans [KISHNAMUR-
THY 1985]. La définition de la symétrie dans RgKsHNAMURTHY 1985] est restreinte aux variables de
la symétrie (permutation sur un ensemble de variables) &t &éndue aux symétries de littéraux dans
[BENHAMOU & SAIS 1994].

Définition 65 ([BENHAMOU & SAIs 1994]) SoientF une formule CNF et une permutation des litté-
raux deF, o est une symétrie d€ ssi elle satisfait les conditions suivantes :

— o(—z) = —o(z), Vo € L(F)

—o(F)=F

A partir de la définition précédente, une symétrigéfinit une relation d’équivalence sur 'ensemble
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des interprétations possibles. Pour tester la satistiabin a besoin uniquement de tester une interpré-
tation par classe d'équivalence.

Proposition 2 SoitF une formule CNF et une symétrie d&. p est un modele d& si et seulement si
o(p) est aussi un modéle de.

Plus intéressant encore, a partir de la proposition 2 on getitionner 'ensemble des modéles et
I'ensemble des nogoods en classes d’équivalences. Aingiesinterprétatiorp n’est pas un modele
(nogood), on peut déduire d’autres nogoods (€(g)). Eliminer les symétries consiste donc a éliminer
toutes les interprétations symétriques sauf une. L'apmrda plus utilisée pour éliminer les symétries
consiste a ajouter des contraintes (clauses) - appeléamisiry breaking predicates” ou “lex leader
constraints” - a la formule originale f&A\WFORD 1992, GRAWFORD et al. 1996, WALSH 2006]. D’autres
techniques de suppression de symétries ont été proposéexdmple, dans [BNHAMOU & SAIS 1994,
BENHAMOU & SAiDI 2007], les symétries sont détectées et exploitées dynamiept. A chaque nceud
de l'arbre de recherche si I'affectation d’'un littérald vrai méne vers un conflity et ses littéraux
symeétriques sont affectés simultanémerfzax. Contrairement & I'approches® qui n’élimine que les
symétries de la formule initiale (également appelées syeséylobales), cette derniere approche détecte
et exploite d'autres types de symétries (appelées syradngales). Les symétries locales sont également
référencées dans la littérature comme symétries condédlt@s [GENT et al. 2005].

Comme mentionné précédemment, nos travaux se limitentyangtsaes globales et a leur suppres-
sion. Les deux approches qu’on va présenter peuvent éiisgtei comme une technique de simplifica-
tion (pré-traitement) et sont donc indépendantes du spluiisé ensuite pour la résolution.

Avant d’introduire la définition générale duss8, illustrons l'idée derriére cette technique sur un
exemple. Soitr = (1, 1) une symétrie d'une formule CNF qui contient seulement un seul cycle.
Supposons qué& admetp = {z1, —y1,...} comme modéle, done(p) = {—x1,y1,...} est aussi un
modele deF. Pour éliminer la symétrig, il suffit d'imposer un ordre entre; et y; en ajoutant la
contrainter; < y; qui peut étre exprimée par la clause= (—x; V y;) a la formuleF. Nous obtenons
une nouvelle formuleF = F U ¢ qui préserve I'équivalence pour la validité. Le modglee F est
éliminé et considéré maintenant comme un contre-modél&.depus les autres modeles dequi ne
satisfont pas la clause binaire ajoutée sont aussi élim@eite idée est généralisée dans la définition 66
pour une symétrie contenant un ensemble arbitraire desycle

Définition 66 SoientF une CNF eto = (z1,y1)(22,¥2) ... (Tn,yn) UNe Ssymétrie deF. Alors le
“symmetry breaking predicates"§gpr), notésbp(o), associé & est défini comme une conjonction de
contraintes de la fagon suivante :

sbp(o) =

La propriété suivante montre que I'approcherPSréserve I'équivalence pour la validité entre la
formule originale et celle générée.

Proposition 3 Soit 7 une formule booléenne et une symétrie de-. Alors F et (F A sbp(o)) sont
équivalentes pour la validité.
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Dans le but de limiter I'explosion combinatoire de la tramsfation clausale des prédicats, une variable
supplémentairey; est ajoutée par cycler;, y;) pour exprimer I'égalité entre; et ley;. Cependant, I'un
des inconvénients majeurs de cette approche est la taiBBdgui est exponentiel dans le pire des cas.
Récemment, des réductions intéressantes de la taillsdwi® été obtenues dans [AuL et al. 2006].

7.1.2 Symétries et QBF

Nous pouvons maintenant définir les symétries dans le caFe Qéfinissons tout d’abord I'exten-
sion de permutations dans le cas QBF. Les permutationsritgivendre en compte le préfixe de la QBF.
SoitF = Q;X; ...,9,X, M une QBF et une permutation dé€(F), alors
o(F) = Qi10(X1)...9n0(X,)o(M). La définition 65 peut étre étendue au cas QBF comme suit :

Définition 67 SoitF = 91X1,..., 9,X, M une formule booléenne quantifieeest une permutation
des littéraux deF. o est une symétrie d€ ssi

— o(—x) = —o(x), Vo € L(F)

—o(F)=FieoM)=MetVie{l,... n}o(X;) = X.

La définition précédente restreint les permutations eagrgdriables du méme groupe de quantificateurs.
Par conséquent, chaque symétrie’'une QBF.F est aussi une symétrie de la formule booléeprie
L'inverse n'est pas vrai. Lensemble des symétries/dest un sous-ensemble des symétriedde

Comme les variables, dans le cas QBF, peuvent étre quastiftdeexistentiellement ou universel-
lement, on distingue trois types de symétries. La défingigimante fait I'inventaire de ces trois types de
symeétries.

Définition 68 Soit 7 une QBFo une symétrie d&- et c = (z,y) un cycle des. Un cyclec est dit
universel (resp. existentiel) ssiety sont universellement quantifiés (resp. existentiellemeantifiés).
Une symétries est dite universelle (resp. totalement universelle) dsi @bntient au moins un cycle
universel (resp tous les cycles sont quantifiés universelidt). Autrement, elle est dite existentielle.

Comme pour SAT (voir proposition 2), la proposition suivaekhibe une propriété importante qui
permet de réduire I'espace de recherche.

Proposition 4 Soito une symétrie d'une QBF = 91 X4,..., 92, X, M, 7 est un ensemble d'inter-
prétations sun’(F). 7 est une politique totale d&, ssio(7) est une politique totale dé&.

Preuve :
Pour la preuve de la propriété précédente, on réécrit lexprd&.F sous la forme :
F=%X,,. .., 01 X1 M.

Par induction sur, on montre que si est une politique totale aloes(w) est également une politique
totale deF. Pourn = 1, on ne considére que le cas @4 = 3 (le quantificateur le plus interne
est existentiel). Dans ce cas toutes les variable$ d®nt existentiellement quantifiées Etpeut étre
considérée comme une simple formule booléenrie.) est donc aussi un ensemble de modéles (cas
propositionnel des symétries). Maintenant supposonsajpeposition soit vraie poun — 1, montrons
gu'elle est vraie poun, c’est-a-direr est une politique totale pouF = Q1 X,,..., 9,X, M. Nous
devons considérer deux cas :

1. Q, = V : par définition d’'une politique totalez’,, € 2%~ (7\Z’,) est également une poli-
tique totaleQ,, 1X,,_1,..., Q1 X1 M (7 ,). Par hypothéses(r\ 7 ,,) est une politique totale de
Qn1Xn_1,...,0XIM(T,).VZ, € 2%+ Nous avons aussi(z,,) € 2X». Par conséquent

+ {o(@y).0(m\ 7))} = o(r) est une politique totale d.
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2. Q, =13:(n[X,]) = {7,} etr\ 7, estune politique totale d@,, 1 X,,_1,..., Q1 XIM(T,).
En utilisant I'hypothése d’induction(w\Z’,,) est aussi une politique totale.
Donco () = o(7',).0(x\ @ ) est une politique totalé .

L'implication dans I'autre sens peut étre prouvée de la memen en utilisant . 0

Exemple 20 Soit la QBF suivante

(—%'1 V —x9 V 1‘3) A (—\.%'1 V —x9 V .%'4) A

F L1T23X3T4 { (-%'1 V —xg V —%'4) AN (1'2 V xg V _\.%'4) N

Les permutations; = (x1,22)(z3)(z4) €toa = (x1)(x2)(x3,x4) Sont des symétries d€. Dans la
suite de I'exemple, nous supprimons les littéraux qui nenpgent qu’avec eux-mémes (comrpet x4
dansoy). La formuleF est satisfiable.
e, ™ = {(—z1, "2, x3, 24), (0x1, T2, T3, T4), (X1, X2, T3, TX4), (T1, T2, T3, 24)} €St UNE pOIi-
tique totale deF. Nous pouvons Vvérifier qua (m) etoy () sont aussi des politiques totales #e
0'1(71') = {(—\.%'2, —xr1, X3, —\.%'4), (—\.%'2, r1, X3, .%'4), (.%'2, —xr1,T3, —\.%'4), (1‘2, r1,x3, 1‘4)}
0'2(71') = {(—\.%'1, X9, X4, —\.%'3), (—\.%'1, 9, T4, .%'3), (.%'1, X9, T4, —\.%'3), (1‘1, Io, X4, 1‘3)}

Dans le contexte des formules booléennes, les symétrigsipieitre considérées comme une relation
d’équivalence sur I'ensemble des interprétations de Imtide booléenne, induisant ainsi des classes
d’équivalence, qui contiennent des modéles ou nogoodsotiamde symétrie dans les QBF étend cette
notion d'équivalence a des ensembles d'interprétatiohsiqQe classe d’équivalence contient soit des
politiques totales, soit le contraire.

7.2 Détection de symétries : de SAT a QBF

Différentes techniques pour détecter les symétries dan®itmules booléennes ont été proposées.
Quelques unes d’entre elles traitent directement la fagrbabléenne [BNHAMOU & SAIS 1994].

Une autre technique communément utilisée consiste a eduprobléme de détection de symétries
a celui de recherche d’isomorphismes de graphes (i.e,grabte déterminer s'il existe une bijection
entre deux graphes donnés)HEGNVFORD 1992, RAWFORD et al. 1996]. Le probleme d’'isomorphisme
de graphe est un probléme ouvert dans la théorie de la coitépl®ans notre contexte, nous traitons
principalement du probléme d’automorphisme de graphe tfoeiver une bijection qui lie un graphe
a lui-méme) qui est un cas particulier d'isomorphisme delgea. De nombreux algorithmes ont été
proposés pour calculer les automorphismes de graphes.enisonnons NuTy [McKAy 1990] un
des plus efficaces.

Récemment, Aloul et al. [RouL et al.2003b] ont proposé une technique intéressante qui tranefor
la formule CNF.F en un graph&- + dans lequel les sommets sont coloriés. Cette coloratiomgstr-
tante lors de la recherche d’automorphismes, puisque deursts de couleurs différentes ne pourront
pas étre permutés entre eux. La translation est faite deriéeneasuivante et est illustrée dans I'exemple
21.

Chaque variable est représentée par deux sommets, uneplittérbl positif et I'autre pour son
opposé. Une couleur gris foncé est associée a ces sommets.

Une aréte relie deux littéraux opposés.

Chaque clause non binaire est représentée par un sommetldarcgris clair, et une aréte relie
cette clause a tous les littéraux qui la composent.

Chaque clause binaite Vv I5 est représentée par une aréte double entre les sorhnetts.
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Exemple 21 Soit M la formule CNF de I'exemple 20.a. La figure 7.1 représenteréplge Gog =
(V,E) ouV contient2 x |£L(M)| = 8 sommets (couleur gris foncé) associé£@\1) et 4 sommets
(couleur gris clair) correspondant aux clauses.t¢. L’ensemble des arrétds relie les littéraux a leurs
opposés (e.dx1, —x1) etles clauses aux littéraux qui la composent (icg, —z1), (c1, 7x2) et(cy, z3)).
Trois automorphismes laissent invariant ce graghe, a; = (1, x2)(x3)(x4) [(c1)(c2)(c3,cq)], a2 =
(z1)(z2)(x3,24)[(C1,2)(c3)(ca)], €Las = (21, x3) (22, 24)[(c1, c3)(c2, cq)]. CeUX-CI cOrrespondent aux
symétriesrq, o9 etog, obtenues par projection dg, as andag sur les littéraux.

Il n'est pas difficile d’étendre la transformation précémenux formules QBF. Toutefois, il faut
prendre en compte le préfixe de la formule QBF (voir la secaridtple la définition 67) et donc em-
pécher les permutations entre les littéraux de groupes detifjoateurs distincts. Pour ce faire, nous
ajoutons une couleur par groupe de quantificateurs et inmsdaaméme couleur aux sommets du méme
groupe. Ensuite, nous recherchons les automorphismesagbeay (a I'aide de Nauty par exemple) sur
le graphe résultant. L'exemple 22 illustre cette transtion.

a. DeCNF au graphe b. De QBF au graphe

FiG. 7.1 — Réduction du graphe

Exemple 22 Soit F = Vzixodx3z4M la formule QBF de I'exemple 20. La figure 7.1.b montre son
graphe associé~ . Ici, on a 3 couleurs, une pour les clauses non binaires (glésr), une pour le
premier groupe de quantificateurs universel (blanc), etldmitre pour le groupe existentiel (gris foncé).
Cette formule QBFF a deux symétriese;, o) et (z3, z4). La symétrie(xy, x3)(z2,x4) de M (voir
exemple 21) n’est pas une symétfier; etxs n'appartiennent pas au méme groupe de quantificateurs.

Les deux prochaines sections détaillent les deux méthageaays introduisons pour supprimer les
symétries dans les QBF.

7.3 Suppression des symétries dans les QBF

Pour générer le &, il faut choisir un ordre des variables afin d'ordonner lesley. Par conséquent,
le SBP correspondant dépend de 'ordre imposé. Dans le cas SAGéleérateurs classiques utilisent
I'ordre lexicographique défini comme suit :

Définition 69 (ordre lexicographique) Soito = {(x1,41),- -, (zn, yn)} Uun ensemble de cycles.est
ordonnée lexicographiquement (lex-ordonné en plus casit); > 0, z; < |y;| 1 <i < netz; < ;41
1<i<n

Dans le cas QBF, un tel ordre doit respecter I'ordre pantigldsé par le préfixe. En effet, les cycles
doivent étre ordonnés suivant l'ordre du préfixe, et pourchgdes appartenant au méme groupe de
guantificateurs on dispose d’une liberté pour les ordonner.
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Définition 70 SoitF = 91X, ...9;X; ... 9,X, M une QBF ety une symétrie dé-. Nous définis-
sonsc[X;] comme{o;|o; = (z;,y;) € o,|z;| € X;,|y;| € X;}. En respectant I'ordre du préfixe,
la symétriec peut étre réécrite comme’ = {0} ...0}...0,,} tel queo, = o[X;]. o’ est appelée
p-ordonnée.

Exemple 23 Soit

(—|561 V xo V $3) VAN (561 V —xo V $4) VAN
F = AxsxeVriredTsay (.%'3 V 1‘5) VAN (1‘4 V 1‘6) A
(z1V —z5) A (w2 V —~xg)

F admet une symétrie. La génération de cette symétrie avec I'ordre lexicogrgpki donner =
{(z1,x2)(x3,z4) (x5, z6)}. REOrdonnéer en respectant le préfixe d€ cela donnes = {0}, 02,03}
aveco; = o[X1] = (z5,2¢), 02 = 0[Xa| = (x1,22), 03 = 0[X3] = (x3,24). La forme p-ordonnée de
o esto = {o1,09,03} = {(x5,x6)(x1,22) (3, 24)}

Dans la suite du chapitre les symétries sont considéréedgmaées.

Avant de proposer nos deux méthodes pour supprimer les sggéans les QBF, nous souhaitons traiter
le cas des symétries existentielles et monter aussi pousoppression des symétries universelles par
ajout de contraintes ) est un probléme non trivial.

Pour les symétries existentielles, Iersclassique [RAWFORD et al. 1996] peut étre transformé
linéairement sous forme CNF grace a des variables supptaimenquantifiées existentiellement. L'en-
semble obtenu peut étre ajouté conjonctivement a la foramiginale en préservant sa validité. Ceci est
formalisé dans la proposition 5.

Proposition 5 Soient7 = QXM une formule booléenne quantifiéecetine symétrie existentielle de
F. Alors F est valide si et seulement@iX (M A sbp(c)) est valide.

Preuve : Commeo est une symétrie existentielle, 4ép(o) généré contient seulement des littéraux
existentiels. Par conséquent, la preuve est similairel@ delcas SAT [RAWFORD et al. 1996]. 0

Comme illustré dans I'exemple 24, ajouter conjonctivenlen®sp classique dans le cas QBF ne
permet pas de préserver I'équivalence pour la validité.

Exemple 24 Soit la QBF suivante :

(.%'1 V —\.%'2)

F = Vriy13rays (y1V —y2)
(—%'1 V =y VayV yg)

La permutationo = {(z1,y1)(z2,y2)} est une symétrie d&. Supprimer la symétrie- en utilisant
I'approche traditionnelle induitsbp(o) qui contient deux contraintess; < y1) et(z; = y1) — (x2 <
y2). Sous forme CNF lebp(o) est 'ensemble de claus€s-x1 Vy1)A(—x1V-zaVy2) Ay V-zeVys) b
Comme la clausé-x; Vy; ) est totalement universelle, la nouvelle QBF obtefilie= Va1y; 3xoys MA
sbp(o) est non valide alors que la formule originale est valide.

Les deux approches que nous proposons pour éliminer lestrggsnéniverselles répondent a la
difficulté posée par I'exemple 24. Ces deux approches intsett des variables supplémentaires dans
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le but de réécrire la formule originale. Le résultat est done formule asymétrique équivalente a la
formule originale pour la validité. Avant de décrire chaguwte ces approches nous commencgons par
illustrer brievement leurs similitudes et leurs différeac

Considérons tout d’abord I'exemple 24. Les deux interpicita partiellesp; = {z1, —y1} etps =
{—z1,y1} sont symétriques. Supposons que la variablgoit affectée avant;. Dans les deux approches
I'une de ces interprétations doit étre éliminée (par exemp). Les deux approches simulent différentes
éliminations. Plus précisément, la QBF et IBPSont réécrits tels que pour la premiére approche (res-
pectivement la deuxieéme) la formug(p;) est considérée satisfiable (respectivement insatisfiable)
partir de cette dualité et pour raison de simplicité, la péeenapproche est appelée approche basée sur
les modelesM-QsB), alors que la seconde est appelée approche basée sur besladgg QSB).

7.4 Approche basée sur les modeles (M-QSB)

7.4.1 M-QSB : Transformation générale

Nous commengons notre raisonnement en ne prenant en comgptesysymétries totalement uni-
verselles. Comme expliqué précédemment, pour une QBF dgAné QXM et une symétrier =
(z1,y1) totalement universelle avec un seul cycle, 'une des detetprétationsp; = {x1,—y1} ou
p2 = {—x1,y1} doit étre éliminée. Dans I'approci-QSB et contrairement au cas existentiel, comme
x1, y1 sont quantifiés universellement, on peut considérer I'wesediux interprétations comme modéle
de M. Cette propriété intéressante ne peut étre utilisée daasIBAT ou les interprétations symétriques
non parcourues sont considérées comme étant en conflitaaf@eriule originale.

Donc au lieu de trouver un mécanisme pour impliqueg vrai lorsquer; est avrai, —sbp(o) est
ajoutée disjonctivement &1 permettant d’obtenir ainsi une nouvelle form#& = QX M’ telle que
M = (MV =sbp(o)). Laformule F™ est équivalente & pour la validité. En effet, commép(o)(p1)
est afaux, la nouvelle matriceM’ est trivialement satisfaite pai, i.e, p; est un modele daA’. Pour
I'interprétationps, le sbp(o)(p2) est avrai et les deux formuledA’(p2) et M (p2) représentent la méme
formule.

La majorité des solveurs QBF modernes basés sur DPLL opeénensuformule QBF sous forme
CNF/DNF. La formule CNF est la base de clauses augementéesgaauses apprises durant la recherche
(formule DNF). La DNF est un ensemble de cubes obtenus a dadianalyses de solutions permettant
d’éviter les modéles déja trouvés. Dans ce cas, l'inteaicdt po est ajoutée préalablement a la DNF.
L'algorithme de recherche disposera donc d’'un modéle firédé

Dans la proposition suivante, on généralise cette idée footie symétrie totalement universelle de
taille quelconque.

Proposition 6 SoitF = QX M une formule QBF et une symétrie totalement universelle BeF =
QX M est satisfiable si et seulementSi* = QXM V —sbp(o) est satisfiable.

Preuve :
—) : Il est évident que chaque modeéle 8¢ est aussi un modeéle det vV —sbp(o). Par conséquent, une
politique totale deF est aussi une politique totale @eX (M V —sbp(o)).

) : Soit7 une politique d&) X (M V —sbp(o)), on construit une politique’ pour F. Soitp € 7, deux
cas doivent étre distingués :
- pEM,alorst’ =7'Up
—p = M, donc,p = —sbp(o), 3¢ = (x;,y;) € o ou c est universel ep est de la forme
(x1,..., 2, Y, - .). Commer est une politique totale d&1\ —sbp(o) alors3p’ € w de la forme
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(x1,..., i, Yi,...) tel quep’ E MV —sbp(o) etp’ = —sbp(o). Par conséquen’ = M et
o(p) E Mouo(p)etde laformgry,...,x;, i, ...). Doncr’ = 7’ Uo(p).
Par construction, il est clair que est une politique totale dg. O

Exemple 25 Soit

(wl V x2 V —|y2) AN (wl V —x9 V y2) VAN

= 3
7= vy, { (-1 Vo Vya) A (S Ve Vo)

La formuleF admet la symétrie = (z1, ~x1). Comme&z,, —x;) estun cycle universel, ebp(o) =
(1), nous avons F™ = FV-sbp(o) = F V. En transformantF™ sous forme clausale on obtient :
F™M =Vri3xoys (1‘1 V xo V —\yg) N (.%'1 V —x9 V yg)

Le probléme survient lorsque la symétsieontient a la fois des cycles universels et des cycles existe
tiels. Dans ce cas, la nouvelle formu&" = QX (M V —sbp(c)) décrite dans la proposition 6 n’est pas
équivalente & pour la validité. Considérons en effet un contre exemplé&. &e- (x1,y1) ... (Tn, Yn)
une symeétrie telle que[X;] = (x1,y1) etQ; = 3. Si on affecter; avrai ety; a fauz, alors lesbp(o)
devient faux et (M Vv —sbp(o)) est satisfiable. Nous concluons donc que toutes les fornftilgsi
admettent une symétrie= (z1,y1) ... (zn, yn) telle ques[X;] = (z1,y1) et Q; = 3 sont satisfiables.
Cette derniére affirmation est clairement fausse.

Résumons les deux propriétés prouvées jusqu’a présemtuRewsymétrier de F = QX M, sitous les
cycles der sont existentiels (respectivement universels) afort (QX (M A sbp(o)) (respectivement
(QX (M V —sbp(o))) sont équivalentes pour la validité.

Pour les symétries contenant & la fois des cycles univezselsstentiels, la nouvelle QBF est obte-
nue en alternant les sous-parties des deux formulés/ —sbp(o)) et (M A sbp(o)).

Définition 71 SoitF = 91 X7 ... @, X, M une QBF et une symétrie d&. Nous définissons | X;
commeJ, ;o[ X;]. Aussio T X; est définie par\(o | X;)

Il est important de noter que, étant donnée une syméttigalement universelle (respectivement
existentielle), deF, sbp, | x, C sbp(c). Dans la proposition suivante, on montre qu’étant donnée un
symétrie existentielle (respectivement universelle)n peut décider d’éliminer une partie de la symétrie
o | X; en préservant la satisfiabilité.

Proposition 7 SoientF = 91X, ... 9, X, M (ou encoreQ X M) une QBF et une symétrie dé&-. Si
o est existentielle (respectivement totalement univexsalbrs 7 et Q X (M A sbp,| x, ) (respectivement
QX (M V =sbp, x,) sont équivalentes pour la validité.

Définition 72 Soient7 = 91X, ... 2,X,M une QBF ets une symétrie deF. Nous définissons
sbp(o)[X;] comme suit :

— sbp(0)[X1] = sbps | x,

— sbp(0)[Xi] = (sbpo | x,)\(5bPox, ), > 1

A partir de la définition ci-dessus, il est facile de voir qiensemble{sbp(c)[X1]... sbp(o)[X,]}
est une partition debp(o).
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Exemple 26 SoientF = V.X;3Y; M une formule QBF telle qu&; = {x1,y1,x2,y2} etYs = {z3,y3}
eto = {(x1,y1)(x2,y2)(z3, y3)} une symétrie de& .
sbp(o)[X1] = x1 <y
(r1=y1) =22 < Y2
sbp(o)[Xa] = (1 =w1) A (z2 =12) > 23 < Y3

En utilisant les définitions précédentes, on peut maintetécrire la formulation de la suppression
des symétries basée sur les modéles pour les QBF comme suit :

Proposition 8 SoientF = 91X ... Qp-1X,—13X, M une QBF et = {o; ...0,} une symétrie de
Ftellequevl <i<no;, =o0[X;]. F" = Q1 X1 ... 3Xn (... (M Asbp(0)[Xy])V —sbp(o)[Xn-1]) A
sbp(0)[Xn—2]) V... o M') tel queo = A et M’ = sbp(c)[X1] (respectivement = V et M’ =
—sbp(0)[X1]) si Q; = 3 (respectivemen; = V). F et 7™ sont équivalentes pour la validité.

Preuve : Distinguons deux cas :

— Q; = V:commeo[X;] est totalement universelle, on déduit gleet 91X ... 9, X, (M V
—sbp(0)[X1]) sont équivalentes par rapport a la validité (voir propogi® et 7).
Soit o[X1] = (z1,y1)...(@p,yp) € = (1 = Y1) A ... A(xp = Yp). Sim = vrai
alors {o3...0,,} est une symétrie d&.X> ... 9, X, M et aussi une symétrie d@ X (M V
—sbp(o)[X1]). En considérant[ X5 avecn; = vrai, QX M est équivalente &
QX (M V =sbp(o)[X1]) A (—m V sbps, ). A partir de la définition 72, On peut aisément conclure
quesbp(o)[Xs2] = (—m1 V sbps,). La preuve se construit ainsi en itérant le méme raisonnemen

— @7 = 3: lapreuve est obtenue avec le méme raisonnement O

Exemple 27 Considérons la formulé= donnée dans I'exemple 23 est réécrite sous formeZ™ =
Jz1y1Vaay23wsys (M Asbp(o)[Xs]) V —sbp(o)[Xa]) Asbp(a)[X1]) telle quesbp(o)[X1] = z1 < w1,
sbp(0)[Xa] = (v1 = y1) — 22 < yo €tsbp(0)[X3] = (21 =y1) A (z2 = y2) — 3 < y3

La proposition 8 peut aisément étre généralisée a un ensataldymétries = {s!,... "} en consi-
dérant les projections de toutes les symétriesSdmir X; i.e, S | X; = UlSjSk o/ | X;. Une telle
généralisation peut étre obtenue en remplacant une symépar 'ensemble des symétriésdans la
définition 72 et la proposition 8.

SoientF = QXM une formule booléenne quantifiée ®t= (z1,y1)... (zn,yn) UNE Symétrie
universelle deF. Soitp une affectation de tous les littéraux apparaissant dans-espremiers cycles
deo. Supposons quesatisfait(x; = y1)A(x2 = y2) ... A(x;—1 = y;—1), 'approche proposée distingue
les deux cas suivants :

1. g(x) = 3: Siz; = vrai alorsy; doit étre affecté arai (impliqué)
2. q(x) =V : Siz; = vrai ety; = faux alors on doit satisfairé{ sous cette interprétation.

Dans le deuxiéme cas, en prenant en compte tous les cyclesaais der, un certain nombre d'inter-
prétations peuvent étre considérés comme des modelag.dees interprétations sont collectées dans
un ensemble que I'on not&(o) et que I'on définit ci-dessous.

Définition 73 Soient7 = QXM une formule booléenne quantifiée,= (z1,v1),..., (xn,ys) UNe
symétrie deF etn; = (x1 = y1) A ..., (xi—1 = yi—1) A x; A —y;. Nous définisson§(o) comme suit :
E(0) = Uzr_nlplni(p) = vrai, q(z;) =V}

Dans le but d’éliminer les symétries d& on veut satisfaire les deux cas précédents, i.e, propager
les littéraux existentiels grace abp(c) et considérer toutes les interprétationséde) comme modeéle
de M.

104



7.4. Approche basée sur les modéles (M-QSB)

Définition 74 SoientF = 91X ... Q,X,M une formule booléenne quantifiéecet= (z1,41),...,
(Zn, yn) Une symétrie d&. Soitsbp(o) = U,_, , {sbp(o) | X;|Q; = 3}
on définit : F™ = QX [M A sbp>(a)] V E(o)

Propriété 21 F™ et F sont équivalentes pour la validité.
lllustrons cette construction en considérant la formlde I'exemple 20.
Exemple 28

(—%'1 V —x9 V 1‘3) A (—\.%'1 V —x9 V .%'4) A

= =
F = Vriwadrsry { (wl V —z3 V $4) AN (562 VsV —|£C4) AN

o = {(z1,22)(x3,x4)} €st une symétrie d€. Dans la figure 7.2, comme; etz sont universels,
lorsquex; est avrai etxo & faux alors le solveur arréte la recherche sur cette branche enaléot
F™ comme satisfaite grace a I'ajout du modele= {z1, ~z2}.

T T
Fic. 7.2 — Arbre de recherche d&™

On peut noter chaque cube 8éo0) est optimale. En effet, en réordonnant chaque modeéle de cet
ensemble, on peut remarquer que ces modeéles ne contieraeiepsariable existentielle minimale.
Pour utiliser cette forme, il faut disposer d’un solveur Qigk prend en compte une formule de la forme
CNF/DNF [ZHANG 2006, \BHARWAL et al.2006, SEPHAN 2006] ou implémenter une procédure qui
intégre les cubes prédéfinis a la lecture de la QBF. Dans tisestivante, nous proposons une autre
facon permettant de transformer la forme CNF/DNF obtenugnerformule purement CNF.

7.4.2 M-QSB : Transformation clausale

Dans la propriété 21, nous avons montré que les form@EsVt et 7™ = QX [MAsbp™ ()] VE(o)
sont équivalentes pour la validité. Cependant, transfol@[M A sbp>(c)] V €(o) sous forme CNF
peut augmenter considérablement la taille de la formuldtase. Nous proposons de rééctfé’ sous
la forme QX (M V —r) A gsbp(o,r). Cette nouvelle formule a pour but d'implique& faux lorsqu’on
est sur des interprétations symétriques et a vrai pour geendéutiliser le sbp? (o). Pour réaliser ceci,
nous définissongsbp(o, ) de la maniére suivante :
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Définition 75 Soito = (z1,41) - - . (Tu, Yu) - - - (Tn, yn) UNE Symétrie de- telle quevi > u, (z;,y;) est
un cycle existentiek{le rang du dernier cycle universel dg. Soit :

a; = (1 =Y)Ao (Tim1 = Yiz1)-

La fonctiongsbp(o,7) = U, <;<,, 45bps, tel queo; est définie comme suit :

l1.1<i<u
- Q) =V
o (moy V —a Vy; Vo)
qup(O-Z’ T) o { (—|Oéi V Z; Vv —Y; Vv ’I“)
- Q) =3
N (may V =z Vy;)
qsbp(oi,r) = { (= Vo V= V)
2.1 =u
(_‘au V oz, VoY V _'70)
gsbp(o;,r) = (may V z, V)
(may, V= (Ty < yy) VT)
3.1>u

gsbp(o;) = { (may V =z Voyg)
Finalement nous avons la proposition suivante.

Proposition 9 SoitF = QX M une QBF et une symétrie dé-, alors F et 7™ = QX 3Ir (M V —r)A
gsbp(o, ) sont équivalentes pour la validité.

Proposition 10 SoitF = QXM une QBFg une symétrie d& et 7 = QX 3r (MV—r)Agsbp(o,r)
La nouvelle formule QBF obtenue en supprimant la symétrlee nombre des clauses ajoutées (respec-
tivement variables) est en(5|0|) (respectivemen®d(|o| 4 1)) ou|o| est le nombre de cycles de

Gréce a l'introduction de nouvelles variables quantifiégstentiellement, la taille dubp(o) clas-
sique est linéaire en la taille de la symétrie. Dans le pissods, pour une symétrie totalement universelle
o= (x1,y1)---(n,yn), ON introduit une variable et quatre clauses par cycle. Baséquent, la taille
degsbp(o,r) estenO(5n).

Exemple 29 Considérons la QBF
F = V1,1, 72, Y2323, y3M eto = (x1,y1)(x2,y2) une symétrie de.
F™M =V, y1, T2, yo3aq, ag, 7 (M V 1) A qsbp(o, r). L'expression desbp(o, r) est la suivante :

(1‘1 \/yl\/al) A (—|041\/.%'2\/y2\/042) A
(—wl V =y V Oél) AN (—|Oél V —xo V ys V 042) AN
gsbp(o,r) = (rzyVyr Vor) A (mag VoxpVoagVya Vor) A
(x1 V -y V) AN (g Vyr Vg VyV-or) A
(may V-oagVr) A (—mag Vg Vo) A
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la variablea; (respectivemendy) est introduite pour exprimer que; = y1) (respectivementix; =
y1) A (22 = y2)).

Exemple 30 SoientF = Fx1,y1Vxo, yo3xs, y3M une formule QBF et une symétrie deF, o =
(z1,41), (x2,y2). En utilisant la formuleysbp(o, r), les différentes valeurs deen fonction des variables
de 'ensembldz, 22, y1, y2} Sont représentées dans la figure 7.3.

11 est existentiel,

il est propageé
interprétation

(21, ~1) est elimine

Interprétations 1)
considerees comme modéles&le) ‘

-r T

FiG. 7.3 — Arbre de recherche (exemple 30)

Dans ce qui suit, on va montrer comment généraliser la wamsttion précédente a un ensemble
arbitraire de symétries.
Soit F une QBF etS = {s!...o"} 'ensemble de ces symétries. On associe pour chaque sgswétri
une variable unique’ pour I'éliminer. La suppression de I'ensemble des symgti&S est obtenue en
générant une formule QBF équivalente définie ci-dessous.

Définition 76 Soient” une QBF etS = Sy U S5 'ensemble de ces symétries tel diye(respectivement
S3) désigne I'ensemble des symétries universelles (respentint existentielles). Nous définissons
Fm=QX3r (MV —r)A QSBF(Sy, )\ SBP(S3)
- R = UO’"LESV Ti
-r= /\oiGSv(ri)

- QSBP(SV7 74) = /\oiGSv qup(0i7 7ai)

— SBP (53) est leSBP classique correspondant .

Proposition 11 SoientF une QBF etS I'ensemble de ses symétrigs.est satisfiable si et seulement si
F™ est satisfiable.

Dans la suite, on propose quelques simplifications utiles potre transformation et qui sont utili-
sées lors de notre évaluation expérimentale.
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SoientF = Q1 X1 ... 2, X, M une QBF etS = {s! ... 0P} 'ensemble des symétries detel que
V(S) C{X;U---UX,}. Sicestune clause d&1 tel queV(c) C X; U---UX;_1i.e,V(c)NV(S) =0
alors il n'est pas nécessaire d'ajouter a c. En effet, sil est une affectation de toutes les variables de
Ui<j<i_1 X; alorsVo € S, o est une symétrie d&(I).

La formule 7™ obtenue permet d’'éviter des affectations isomorphes. INéars, I'ajout de-r a chaque
clause deM empéche quelques propagations utiles. Par exemp(e, \siy) est une clause alo(s: V

y V —r) est la nouvelle clause d€™. Lorsquex est affecté § auzx, alorsy est propagé dang, ce qui
n'est pas le cas dang™. En outre, dans le pire des cas,;ysest affecté afaux, —r est propagé. Le
solveur peut alors passer beaucoup de temps a vérifierfigistance de la sous-formule restante avant
de réfuter I'affectation dg a fauw.

L'ajout de —r a toutes les clauses deef peut donc rendrec™ plus difficile a résoudre que l'instance
originale. Le temps d’exécution dans plusieurs cas pass@elgues milliemes de secondes a quelques
milliers. Pour Quantor [BERE 2004] par exemple, qui est basé sur I'extension et la résalua mémoire
vive se retrouve vite saturée du fait queappartient au groupe de quantificateurs le plus interne. Le
solveur sKizzo [EENEDETTI 2004] arrive légérement mieux a s’en sortir. Quant aux swh/basés sur

la recherche, I'ajout der a toutes les clauses bloque, on I'a vu, des propagatiores @ilrend donc la
résolution plus complexe que prévu.

Mais revenons a notre transformation. Le but est de propagex vrai lorsque I'on est sur une
branche symétrique et d’'arréter ainsi la recherche en dérsit que nous avons trouvé un modeéle.
Nous pouvons donc restreindre le nombre de clauses quedimsidere valides sans changer la validité
de la formule. Ce qui veut dire que I'on peut ajouter a un sous-ensemble des clauses originales. La
guestion qui suit, est de savoir a quelles clauses on vaesjout La réponse a cette question n'est pas
évidente.

Nous avons choisi de n'ajoutefrr qu'aux clauses non binaires pour permettre, a priori, diitércla
propagation.

D’autres limitations concernent les littéraux monotoreps ('apparaissent que positivement ou né-
gativement dans la formule initiale). Considérons une fdenQBFF = 9, X; ... 9, X, M avec une
symétriec = (z1,41) ... (zn, yn). Supposons qu'il existe un cycle,,, y,,) de o tel quex,, ety,
sont monotones. Dans ce cas, en suppriralgs deux littéraux,,, ety,, ne sont plus monotones dans
la nouvelle formule générée. Comme les littéraux monotgmesnt un rbéle important dans la résolu-
tion des QBFs [BUNCHIGLIA et al.2004], ceci peut avoir un impact sur I'efficacité des solgeour
contourner ce probléme, nous proposons les deux possstslitivantes. La premiére, consiste a éliminer
le cycle(z,,, y) deo et a propaget,, ety,, suivant leurs quantification. La seconde consiste a réduire
la symétrieo aux sous-ensembl€$z1,y1) . .. (Tm—1,Ym—1)}- NOUS avons opté pour cette seconde op-
tion dans nos expérimentations. Finalemeng; est de la formdz, —z) telle quex est universel, alors
x est requantifié existentiellement et la clause (—x) est ajoutée conjonctivement a la matrice.

7.5 Approche basée sur les nogoods (N-QSB)

Dans cette section, nous introduisons la seconde apprbakée elle sur les nogoods, utilisée pour
supprimer les symétries d'une formule QBF. Contrairemdiaipgroche basée sur les modéles, les affec-
tations symétriques associées aux littéraux universatcemsidérées comme des nogoods de la formule
QBF. Pour cela, en plus due8 classique utilisée pour supprimer les symétries exishesi (voir la pro-
position 5, de nouvelles contraintes S(hommés @BP) sont générées pour les symétries universelles.
En d’autres termes, la QBF originale est réécrite de tellei@na que les littéraux universels peuvent étre
impliqués pour éliminer des affectations symétriques. havelle formule QBF est construite en chan-

108



7.5. Approche basée sur les nogoods (N-QSB)

geant les quantifications de certaines variables unidesset en ajoutant de nouvelles variables. Ces
variables modifiées vont étre associées a de nouvelledigsgianiverselles et leur relation sera décrite
dans le @BPgénéré. De plus, pour garder I'équivalence entre la forrmitiale et la nouvelle formule
asymeétrique, un nouvel ordre du préfixe sera calculé.

Commencons, tout d’abord, par illustrer cette approche awe formule QBF contenant une seule
symétrie universelldzq,y;). Notre but est d’éliminer l'interprétatioq. .. zq, -y ...} qui est syme-
trique &{... —x1,y; ...} comme le montre la figure 7.4.a. En d’autres termes, quand vrai (cas 1)
nous forgongy; a étre vrai. Comme; est universellement quantifié cela impliquera une incossce.
Pour rendre cette implication possible, nous proposonsdager la quantification dg en la rendant
existentielle. De plus, quanch est faux (cas 2), les deux affectatiops= vrai ety; = faux doivent
étre considérées. Pour rendre possible ces deux cas, rimduisons une nouvelle variablg. Cette
variable joue le méme role que dans le cas 2, alors qu’elle ne sert a rien dans le cas 1. Geéiadisé
grace ala contraintez; — (y; < ;) qui est donc le @sprde la symétrie. La figure 7.4.b illustre le
comportement de I'approche N-QSB.

y; est existentiel
il est propagagé
grace au sbp

Y I Iﬁyl

y1 Simule un universel
gréace au; et des contraintes additionnelles

21 = (Y1 < Y)

a. Comportement espéré b. Comportement réel

FIG. 7.4 — LapprocheV — QS B : un exemple illustratif

Nous commencons par décrire formellement cette approchel@aas d’'une seule symétrie, puis
nous généralisons aux cas des symétries quelconques.

7.5.1 N-QSB : Elimination d’une seule symétrie

Définition 77 SoientF une formule QBFy une symétrie d& etc = (z,y) un cycles. Nous nommons
z (resp.y) le in-littéral dec (resp. out-littéral).

Comme nous I'avons montré dans l'introduction de I'appeatians le cas d’une symétrie univer-
selle, les out-littéraux peuvent voir leur valeur imposée lp p. Pour contourner ce probleme, les
out-littéraux vont étre requantifiés existentiellement@des rangs supérieurs a ceux des in-littéraux
associés dans les cycles. La définition suivante formatike c

Définition 78 Soito = {(z1,41) - - (Tk, Yk) - - - (Tn, yn)} @vecl < k < n une symétrie universelle
p-ordonnée. Nous définisso@sBP (o) = U{gsbp(c(yk)),1 < k < n,y, universe} comme leQsBpP
associé & . Le QsBP (o) est construit en utilisant les deux étapes suivantes :

109



Chapitre 7. Symétries et QBFs

1. Ajout de variables auxiliaires : pour chaque cycle unse#(z;, ;) € o, on associe une nouvelle
variable universelley, au out-littéral y;. Le quantificateur universel dg est substitué par un
guantificateur existentiel.

2. Génération de nouvelles contraintes :
— Si(x1,y1) estun cycle universel aloigsb(o(y1)) = {21 — (y1 < v4)}

— Pour toutk > 1, si (xg, yx) est un cycle universel alorgsbp(o(yy)) contient les contraintes
suivantes :

— 2 — (yr < y},) Sizk # Yk
— ((mzj ANyj) — (ye < yp)),Vitelquel < j <k

Exemple 31 Soitoc = (z1,x2) une symétrie d’'une formule QBF telle queq(z1) = g(z2) = V.
D’apreés la définition duQsBp, le quantificateur de:; est substitué par un quantificateur existentiel. On
associe ar, une nouvelle variable,. gsbp(o(z2))= (—z1 — (9 < z4)). On peut remarquer aussi
quesbp(o(x2)) A gsbp(o(2)) < (22 = (21 V 2}))

Pour une symétrie = {(x1,v1) ... (2, yi) ... (zn,yn)}, NOUS associons pour chaque variaple
telle queg(y;) = V¥, une variabley,. Entre les variables;, y; ety; on définit un nouvel ordre. La définition
suivante en fait état.

Définition 79 Soit F = O1X:...9;X;... 9, X, Mune QBFo = 01...0;...0, telles quevi €
{1...m} une symetrie universelle p-ordonnée. $aoél queQ; = Veto; = o[ X;] = (z1,41) - .- (Tn,Yn)
etY’ = {y] ...y, } 'ensemble des variables ajoutées. Nous définissons ureaauang d&/ ar(c;) U
Y’ comme suit ¥(zx, yi) € 0,

— rang(zy) < rang(y;) < rang(yy) tel quel < k < n et

Cette relation qui vient d’étre introduite peut étre exgransous forme d’un graphe orienté appelé graphe
de précédence.

Définition 80 SoitF = 91X;...9;X;...9,X, M une QBFo = {0y...0;...0,} Uune symétrie
universelle et p-ordonnée tel qies {1...m} et soito; = o[X;] = {(z1,41),... (xn,yn)} tel que
Q; = V. Nous définissong, (V, A) le graphe de préceédence associg;aavec; = ¥ comme suit :

-V= Ulgkgn{xk,ymy;}

- A= Ulgkgn{(xkhy;g)? (y;c’yk?)}

L'étape suivante consiste a transformer le quantificadgux’; afin de respecter la définition diB S
Ce dernier doit respecter les conditions sur I'ordre que Vient d’introduire liant les anciennes variables
du groupeX; aux variables auxiliaires. La méthode du tri topologiqueutiisée a cette fin.

Dans le cas d'une symétrie singuliére, un tel graphe estigagc La figure 7.5, représente le graphe
de précédence de; = o[X;] tel queQ; = Veto; = {(z1,41)...(2n,yn)}. Un ordre possible des
variables est le suivanfzy ... x,yiy1 - . . YhYn)
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OO GO GO GO

]

® ®

FiG. 7.5 — Graphe de précédencede

Définition 81 SoitF = 91X;...9;X;...9,X, M une QBFo = {0y...0;...0,} une symétrie
universelle p-ordonnée. Poyre {1...m} o; = o[X;] = {(z1,%1), .- (zn,yn)}. Chagque groupe de
quantificateurs); X; de F est réécrit comme suit :

1. SiQ; =Veta[X;] #0
— alors @, X’ = VX;\V(0;)z1 ... 2,3eVy; Ty1 . . . Yy, 3y, (voir figure 7.5)
— tel queX’ = X; U{y] ...y}

2. sinonQ’ X’ = Q; X; avecX| = X

JF est donc réécrit comme

Fr=09)X]...9\X]...Q, X M A SBP(c) A QsBP(0)

La variablee est ajoutée pour contraindre I'ensemfle, ...z, } a étre affecté avant I'ensemble
{y} ...y, } dans le premier cas de la définition 81.

lllustrons cette construction en considérant la fornmtlde I'exemple 20. La nouvelle QBF est définie
par :
F" =V Vo dxexszy M™ avec :

(—wl \/—|562\/563) AN (
(—\.%'1 V =29 V 1‘4) A (—%'1 V —x3 V .%'4)
M = (x1 VgV -mxy) A (z2V -z Vay)
(ke Vg Vy) A (x1V -z Vah)
(x1 Vg V )

> > > >

Nous imposons entre les variables z- et ), la relation de précédence suivante :

rang(z1) < rang(zy) < rang(xzs2). La figure 7.6 représente I'arbre de recherche de la nouGaIE

Fr.

Lorsquez; est affecté a vrai, a partir de la clauser{ V z2) on déduit quer, est vrai aussi. Sk,

est affecté a faux, le quantificateur original de est déduit par substitution. Ceci est garanti grace a
I'ajout de la contrainte-z; — (z2 < %) qui peut s'écrire sous la forme de conjonction des deux
clauses (1 V —xg V 24) A (21 V 29 V —z4y) exprimant le fait que lorsque; est affecté a fauxy, et

x4, deviennent équivalents. Comme le rangzdequantifié universellement est inférieur au rangade
quantifié quant a lui existentiellement, on peut tout simy@at remplacer les occurrencesagepar x/,

et Oterz, du préfixe. Ce qui permet de retrouverde (représenté par’,) d’origine. La combinaison du
SBP et du BBP permet de préserver la validité de la formule d'origine.
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FIG. 7.6 — Arbre de recherch&™ de I'exemple 20

Propriété 22 Soit 7 une QBF ety une symétrie, alorg est valide si et seulement&f* est valide.

Preuve : La QBF F™ est obtenue en ajoutant I8 correspondant aux symétries existentielles, et
le SBP et le QsBP pour les symétries universelles conjonctivement a la fé&en@BF originale et en
réécrivant son préfixe. Pour montrer que les deux QBFs sanvagntes il suffit de montrer que la
nouvelle formule respecte exactement la définition ée.$our les symétries existentielles le résultat
est immédiat. Considérons donc que notre symétrie estrgeile et p-ordonnée.

Soitoc = {o1...0;...0n} telle que{o; ...o;_1} existentielles et; universelle ave§o; ...0;_1} =
{(z1,y1) ... (xh—1,yk-1)} €toj = {(@k, Yk) - - . (xn, yn)}. Nous distinguons deux cas :

-V(l<i<(k—1)ona:x; =vy;.

Dans ce cas notre symétrie nous permet encore d’effectserodgures dans I'arbre de recherche.

Aprés avoir affecté I'ensembl&,; \Var(oy), on affecte 'ensembléz, ...z, }. Supposons que

Tp = ...Tkys—1 = vrai €tzis = fauzr. D'aprés la définition du 8P, y, = ... yk1s—1 = vrai.

Puisquezy s = faux, d'apres la définition du &8P, ;. . < yr1, €t On peut remplacer les

occurrences dgy;; pary; ..

— siy;., = vrai le SBP devient vrai (ne permet plus de couper des branches) et leantila
définition du GBPVj > (k + s) | y; < y;. Dans ce ca@’ X} = Q; X;.

— Siy;,., , = faux on passe aux valeurs affectésa .1 ...z,

- ﬂ(le,yjl) [(k=1)<j <n et(le # yj1)'

— siz;, = faux ety;, = vrai. Le SBP devient Vrai et d'apres le §BP, y}l < y;, pour tout
i > (j —1). Dans ce ca®; X} = Q;Xj.

— Siz;, = vrai ety;, = faux, dans ce cas il exist® < j; tel quex;, = faux ety;, = vrai.
Dans ce cas d'aprés lesRp pour toutk < i <n, y; < y; et Q. X! = Q; X;. O

7.5.2 N-QSB : Elimination d'un ensemble de symétries

Dans la section 7.5.1, la transformation d’une formule naemant qu’une seule symétrie est expli-
citée. Quand une formule QBF contient plusieurs symétliesaitement se complique du fait que ces
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symétries ne peuvent étre supprimées les unes indépenddmeseautres en utilisant I'approche décrite
dans la section précédente. Les interactions entre césatifes symétries nous imposent d’effectuer des
modifications qui les prennent en compte.

lllustrons ces interactions entre les symétries en coraiti€exemple d’'une formule QBFF ayant
deux symétriew et o’ telles ques[X;] = {(x1,24)} eto’[X1] = {(x3,24)} avecQ; = V. Le QSBP
généré a partir de la premiére (resp. deuxiéme) symétrieagst> (x4 < z)) (resp.—x3 — (x4 <
z}))). Nous pouvons voir, que les deux symétries partagent leertlittéralz,. Comme expliqué
précédemment, pour un cycle universel donné, &sexprime les conditions sous lesquelles le out-
littéral et son littéral auxiliaire correspondant sont igglents. En considérant les deux symétries
et o/, on peut constater aisément qug est équivalent &, seulement si aucune des deux symétries
ne peut impliquerc4. Pour 'ensemble des deux symétries, |1eBR est donc donné par la formule :
(—x1 A —x3) — (x4 < ) qui peut étre vue comme umerrélation entre les deux symétries.

Dans le cas général, en présence de plusieurs symétriégséral est équivalent a son correspondant
seulement si ce littéral ne peut étre impliqué par aucuneylegtries.

Définition 82 SoitF une QBF, et
o={01...0i...on} ete’ ={o]...00...00,}
deux symétries d&. Soitk € {1...m} tel que
- Q;=V,

- (wlmyk) € U[Xi]1

- (x;g7y;g) € OJ[Xi] )

— Yk = Y, = Yko»

qsbp(o(yky)) = {1 = (Yro < Ypy)) - N — (Yo < Y, )} €L
= qsbp(0’(yky)) = {B1 = Wko < Ypo)) -+ B = (Uko < Ypo) }-

Nous définissons I'opérateur binairgexprimant lacorrélation entreo eto’ par rapport ay,
comme suit :

{larAp) = (=) o (a1 ABM) = (Yko © Yiy)
n(a(yko)’ J/(yko)) =
(an AB1) = (Wky © Yiy) -+ (an A Bum) = (Yky < V)

Définition 83 SoitS = {o'...0"} I'ensemble des symétries d’une QBF. Pour une variable X}
telle queQ@;. = V Nous définissons :

— S[y] = {07, 3z € X, tel que(z,y) € o7 [Xi]} = {o* .../ 1SWIIY,
— QsBP(S[y]) = n(n...n(gsbp(a’™),a’?),..., oISWI ).

- V(S)=UJWV(e"),1 <i<n)
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= V(87) = U(z € V(5),q(x) =)

Propriété 23 SoitS = {o'... 0"} 'ensemble des symétries d’'une QBF= Q M. La nouvelle ma-
trice de M™ est définie comme suit :

MAC N serl)A( N\ QseR(S[Y))

I<i<n yeV(SY)

7.5.3 N-QSB : Transformation du préfixe

Dans la section 7.5.1, nous avons vu comment réécrire lexerdfune formule QBF contenant
une seule symétrie. Dans le cas de plusieurs symétriespdegsus consiste a construire le graphe de
précédence correspondant a I'ensemble des symétries ptiguap le tri topologique pour déterminer
un ordre possible des variables. Ceci est illustré dansigte 32.

Exemple 32 SoientF = 9, X; ... 9, X,, M une QBFg eto’ deux symétries d& telles que :
- Q1 =V,
— o[Xi] = {(z1, 22) (23, 24) (w5, 26) } €1
— o'[X1] = {(x1,23) (w2, 25) (24, 26)}

Le graphe de précédence associé et o’ est représenté dans la figure 7.7.

/@ —4@ ____________ _>@_ ____________ >@\

D@ _________ @ @ ----

FIG. 7.7 — Graphe de précédenceddéX;] etoy[X;] (exemple 32)
Le quantificateurQ] X est réécrit sous forme devizyIaVrhahIwoxsVaatIvsxsVaeg3ee

7.5.4 Out-littéraux positifs et négatifs

Pour préserver I'équivalence (pour la validité) entre larfole QBF originale et celle construite,
regardons maintenant le dernier probléme d0 aux interactmtre les différentes symétries. Comme
illustré dans I'exemple suivant, le probleme se pose quaedvariable apparait comme un out-littéral
positif (x) dans une symétrie et négatif«{) dans une autre.

Exemple 33 SoientF = 91X, ... 9;X; ... 9,X, M une QBFg eto’ deux symétries d& telles que
olXi] = {(z1,24)} eto’[X;] = {(z2, m24)}, Qi = V.
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En utilisant notre approche, le groupe de quantificat€yrs; est réécrit sous la forme
V(X;\V(0,0"))Vei122 FaVa)Fzy. Le sbp(c) généré contient la clause= (—x1 V z4). Pouro’ son
sbp(o’) correspondant contient la clause= (—xz2 VV —x4). La variable universelle 4 est substituée par
une autre quantifiée quant a elle existentiellement. Enquopit la régle de la Q-résolution {BIING et
al. 1995] entrer et on obtient une clause = (—x; V —x5) totalement universelle. Par conséquent, la
formule QBF obtenue est insatisfiable. Trouver un nouvelieeoqui permet d’éviter ce probléme est une
tache trés difficile. Dans I'exemple 33, un tel probleme e évité en considérant par exemple I'ordre
x1 < x4 < x9aulieu de I'ordre lexicographigue. Une autre possibildésiste a appliquer I'opération de
composition entre les symétries. Plus précisément, endéast la nouvelle symétri¢’ = coo’ oo =
{(z1,~x2)} obtenue par I'opération de composition. Si en plusrde ¢/, on considere aussi’, alors
la résolvante précédente générée en utilisant la Q-résolntest plus totalement universelle. En effet,
commeuxz, est un out-littéral, son quantificateur universel est sulgsipar un nouveau quantificateur
existentiel. Donc la résolvantecontient le littéral-z4 re-quantifiée existentiellement. Finalement, le
groupe de quantificateu@; X; peut étre réécrit sous la form@ X! = Vx,3aVahIzeVa) Iz, & partir
du graphe de précédence associé & eto”.

La discussion précédence nous donne une idée de la maniéésaledre dans le cas général le
probléme posé par 'ensemble de symétries contenant delesayniversels de la formig, x) et (z, —x).
Dans les expérimentations, le probléme est évité en utilisarestriction suivante.

Définition 84 SoitF = 91X ... 9, X,, M une QBFy € Wy (F) etS I'ensemble des symétries de
Nous définissonsy] | v = {0 | ylo € S[y|}. Pouro = {(z1,11),.-., (@k,y) ..., (Tn,yn)}, ON
définite | v = {(z1,v1),...,(xx—1,yx—1)}. La restriction deS par rapport ay est définie comme
rt(S,y) = {olo € S,oly] = 0,0[~y] = 0} US[y] U (S[-y] | —y). Pour 'ensemble de variables
Vv(]:) = {2}1, - ,UWV(]:”}, on définitrt(S, Vv(]:)) = ’I“t(. .. Tt(S, 2}1), 1)2) e U|Vv(7:)\) ce )

Notons que si5[y] = 0 ou S[—y] = 0, alorsrt(S,y) = S. Naturellement, pour un ensemble de symé-
tries S donnée, la nouvelle formule QBF est générée en utilisdist Vi, (F)). De cette fagon, la formule
obtenue est équivalente a la formule originale pour la itélid

7.5.5 Complexité

Soito une symétrie d’'une QBF &' N F'(gsbp(c)) la CNF représentantsbp(o). La complexité du
pire des cas d€' N F(gsbp(c)) est enO(|o|?). Considéronsy = {o1,...,0,} aveco; = (v, ),
1 < i < n, le pire des cas survient quand tous les cycles dent universels. Dans ce caspp(o) =
Ur<i<n @50p(0i(i))- lasbp(o)l = 32 1<i<y, lasbp(o(yi))l- lasbp(a(y:))| est égale &(i — 1) +2 = 2
(voir définition 78). Donclgsbp(o)| = >, -,<,, 2i qui est égale &(n + 1). Plus intéressant encore, en
utilisant les mémes variables introduites p6UN F'(sbp(o)), la taille dugsbp(o) devientlinéaire. Mal-
heureusement, a cause des corrélations entre les diféreynétries, lgsbp(S) associé a I'ensemble
des symétries d§ est enO(|Sy|) ou |Sy| est le nombre des symétries universelles. Comme le nombre
de symétries peut étre exponentiel, la taille dse@est exponentielle dans le pire des cas.

Notons gu’en pratique, dans I@8classique on introduit des variables auxiliaires pour mibtene
taille linéaire. En utilisant ces mémes variables additeles pour la génération dus@r, la taille de ce
dernier devient linéaire.

7.6 Expérimentations

Les résultats expérimentaux indiqués dans cette sectitnostenus sur un Xeon 3.2 GHz (2 GB
RAM) sur un large panel d'instances symétriques disporshlef GIUNCHIGLIA et al. 2001a]. Cet en-
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semble d'instances QBF contient différentes familles cerbim , toilet ,k _*, FPGAtip . Nous
réalisons ces expérimentations avec différents solvemsr[SAMULOWITZ & BACCHUS2005], Xizz0
[BENEDETTI 2005a],

NCQUBE [GIUNCHIGLIA et al. 2006] etSEMPROKL ETZ 2002a]. Nous limitons le temps de calcul a
1800 secondes (30 minutes) et la mémoire vive est limitéatqualle a 1 giga-octet.

Avant tout, notons que la détection de symétries et le mégand’élimination sont calculés effica-
cement. La médiane du temps de calcul dw @ncluant la détection de symétries) est inférieure a 60
secondes. Pour 80% des problémes il est inférieur & 3 sexdBdelement 2% des instances passent la
limite des 10 secondes.

Commencons par quelques remarques sur les différentasdest Quelques unes sont assez faciles
(environ 150 sont résolues en moins d’une seconde par togslleurs (avec ou sans l18i) et proche
de 100 instances testées sont vraiment trés difficiles (@solues par aucun des solveurs). De plus, la
moitié des benchmarks contiennent seulement des symétistentielles.

Dans la section suivante, on donne un résumé des résultatsustpar les différents solveurs lors de
ces expérimentations.

7.6.1 Résumé des résultats

Latable 7.1 indique le nombre d’'instances (nb) pour chaguoelie. Pour chaque solveur, le nombre
d’instances originalesX), le nombre d’instances résolues en utilisant I'approdhe QSB (F™) et le
nombre d’'instances résolues par I'approdiie— Q.SB ((F™)) en moins de 1800 secondes sont aussi
indiqués.

Excepté pour les 3 famillesip =, blif * etTOILET*), I'ajout des prédicats d’élimination de sy-
métries n'améliore pas les performancesNd€UBE. Pour tous les autres solveurs, Is&p améliore
les performances des solveurs sur de nombreuses instdrsmable également d’apres les expérimen-
tations que la méthode-QsB produit de bons résultats par rapport a I'approehess. Ce résultat n'est
pas surprenant dés lors que la transformation sous formeR@eN approchev-QsB ne refléte pas la
meilleure utilisation qui peut étre faite de cette méthode.

NCQUBE SK1zzo SQBF SEMPROP
Familles nb F| Fr|F™ F | Fr | F™ F|Fr|F™ F|Fr|Fm
biu 23| 23 9| 11 1 0 4 0 0 0 1 8 8
sort 82| 33| 13| 17| 29| 30| 31| 15| 12| 14| 33| 29| 30
lut 8 6 6 6 8 8 8 5 7 6 6 7 7
asp 104 || 104 | 96| 103| 76| 90| 82 0 0 0|l 104 | 104 | 103
tip 125 41| 43| 44| 15| 16| 16| 10| 10| 10| 10| 10, 10
X 100 99| 99| 99| 70| 71| 72| 76| 80| 76| 88| 88| 88
blif_ 32 20| 21| 21| 21| 21| 20| 16| 18| 18| 17| 18, 18
chain 12 12| 12 7 12| 12| 12 9| 12 5 12| 12| 12
TOILET 8 6 7 7 8 8 8 8 6 8 6 6 6
toilet_ 111 111|109| 111 112|111 121} 109 | 102 | 109 || 110| 111 | 111
k_ 220 135| 135| 134 || 187 | 187 | 186 | 106 | 108 | 105 || 134 | 142 | 131
BLOCKS 4 3 2 2 3 4 3 4 4 4 0 0 0

TAB. 7.1 — Familles d'instances
Dans les sections suivantes des résultats sur chacun déatsbtenus sont détaillés.
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7.6.2 Comparaison des résultats

Les tables 7.2, 7.3, 7.4 et 7.5 sont construites comme guit. ¢haque instance (quelques noms ont
été raccourcis par souci de lisibilité), on indique le tempslétection des symétries (T), la validité (SAT),
le nombre des symétries universell&$, (e nombre de symétries existentielléd, (le temps nécessité
par chacun des solveurs pour résoudre les trois formulearges (originaler, 7™, F™) sont indiqués.

Comme on peut le prévoir, en cas d’amélioration majeurds celest dle principalement a la pré-
sence de cycles universels (ebiu * ou tt toilet*). Concernant les solveurs considérés, sexfDUBE
n'obtient pas les résultats escomptés. On pense que leuiOgBE élimine les littéraux monotones
pourraient étre a I'origine. Il faut noter aussi que I'orélrgosé par le préfixe peut décroitre I'impact de
certaines symétries. En effet, sur certaines familles cemont *, qui contiennent généralement une
seule symétrie universelle, ordonner celle-ci suivantte partiel du préfixe place le premier cycle uni-
versel autour d400™¢ rang, ce qui ne permet pas d'utiliser efficacement les cyslegrsels. En plus,
la taille du @BPU SBP est autour de 4000 clauses alors que la formule originaléertirseulement
8000 clauses. Ce qui explique les mauvais résultats de lariidajles solveurs sur cette famille excepté
SK1zzO0.

Cependant pour la familleiu *, les cycles universels se positionnent principalemens tisspre-
miers rangs, en plus nombreuses sont les symétries de la fofm-z;). Ce qui permet de supprimer du
quantificateur plusieurs variables universelles. Cecligup les bons résultats dEMPRORU XK12Z0
par exemple. Les instancebain * qui sont généralement faciles pour la plupart des solvearablent
étre plus dures powsQBF. Toutefois, supprimer les symétries en utilisant I'apper-QSB permet a
SOBFde toutes les résoudre.

7.7 Conclusion

Dans ce chapitre, deux nouvelles approches duales pourirmgnges symétries dans les instances
QBF ont été présentées. Notre pré-traitement supprimeyieétaes d’'une formule QBF et génére une
nouvelle formule équivalente pour la validité qui ne comtigas de symétries. A travers des expérimenta-
tions, on a montré que sur de nombreuses instances QBHRifiélion des symétries permet d'améliorer
les performances des solveurs utilisés sur de nombreustesides. L'approche-QsB est une adapta-
tion du fameux "symmetry breaking predicates" au cas QBapjrochev-QsB quant a elle supprime
les sous-parties existentielles des symétries en ajolatauus-partie existentielle du SBP et celle cor-
respondant a la sous-partie universelle est traduite soosefde modéle et est ajoutée disjonctivement
a la formule. Dans les choix expérimentaux on a opté, dapprtchem-QsB, pour la transformation
vers une forme conjonctive. Si I'approcive QsB présente I'avantage de ne pas affecter I'ordre du pré-
fixe, au contraire I'approche-QsB introduit un nouvel ordre du préfixe. Un tel changement peaira
des conséquences sur les choix heuristigues des solveurdeB symétries elles-mémes, on a opté pour
I'ordre lexicographique car il garantit I'acyclicité dugphe de précédence. Cependant, on peut noter que
I'ordre lexicographique ne constitue pas toujours le raaillordre. D’un autre c6té, I'approchve-QsB
sous sa form€&NF souffre du probléeme du littéral ajouté aux clauses de ladberoriginale. Les résul-
tats expérimentaux montrent que la suppression des spséains les QBF améliore les performances
des solveurs sur de nombreux problemes.

Contrairement au cas SAT, ou la majorité des instances sigmés$ sont fortement symétriques (e.g.
chaines d’équivalences, probléme des pigeons, etc.) lpstelm calcul aprés suppression des symétries
avoisine les quelgues secondes. Dans le cas QBF, raregsamthnces fortement symétriques et I'ordre
du préfixe peut avoir un grand impact sur I'efficacité de laéyia. En effet, comme on peut le prévoir,
on aimerait avoir plus des symétries sur des variables rg@iles plutdét que sur les variables existen-
tielles d0 au fait que les deux branches d’une variable vs@lle doivent étre parcourues en général et le
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Instance | pT|[V] 3| SAT] F | N-QsB| M-QsB |
ken.flash04.C-d2 1.821|| 0 1 N —| 875.00| 875.00
ken.flash08.C-d2 1901 O 1 Y —| 1718.00| 1718.00
ken.flash06.C-d3 337 0 1 Y 4.93 3.123 3.13
ken.flash06.C-d4 6.23| 0 1 N 52.78 12.00 12.00
sortnetsort7.AE.008 | 4.20|| 1| 177 N 37.68 - -

sortnetsort6.AE.003 | 0.13 || 1| 49 Y 0.45 - -

sortnetsort7.v.009 020 1 0 Y — | 618.00 —

sortnetsort8.v.003 005 1 0 N 100.77 42.00 24.38
sortnetsort6.v.004 002 1 0 N 244.00 85.70| 171.00
lut4 AND_fXOR 0.04 3 8 N 370.00 0.34 1.10
toilet_ ¢_10_01.19 0.08 | 2 0 Y 392.00 —| 124.00
toilet ¢ 10 01.17 0.08 | 2 0 N 133.00| 706.00 22.00
TOILET7.1.iv.13 0.03| 2 0 N 995.00| 196.00| 140.00
TOILET6.1.iv.11 0.03 2 0 N 21.70 2.22 2.12

TOILET7.1.iv.14 0.03| 2 0 Y 103.00 3.17 3.21

TOILET10.1.iv.20 0.13 ] 2 0 Y - 0.94| 241.00
nusmv.tcas2.B-f2 4761 0 7 N 959.00| 934.00| 934.00
nusmv.guidance2.C-f3 6.77 || O 1 Y 310.00| 292.00| 292.00
cmu.gigamax.B-d3 0.90| 2 3 Y - —| 417.00
cmu.gigamax.B-f2 068 1 2 Y 201.00| 143.00| 196.00
k_ph_p-10 028 0 1 N 91.00 34.18 34.18
k_path_n-5 0.02 3 1 Y 12.00 3.18 19.92
C880.blif0.101.0001 | 0.12| 0| 14 N — | 1054.00| 1054.00
C5315.blif_0.100.200Q0 2.24|| 2| 35 Y - 0.09 -

C5315.blif_0.100.2001 2.24|| 2| 35 Y - 0.11 -

C499.blif_0.101.0000 | 0.17|| O 2 N 165.00 89.00 89.00
BLOCKS3i.5.3 0.05] 0 1 N || 1083.00f 307.00| 312.00

TAB. 7.2 — Résultats obtenus avecQUBE
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Instance | pT || V] 3[SAT| F | N-QsB| M-QsB |
biu.p010-OPF02-c08 | 12.87|| 48 | 43 Y - - 1.26
biu.p010-IPF05-c10 | 12.74|| 48 | 43 Y - - 84.38
sortnetsort5.AE.003 0.06|| 4| 34 Y — | 571.00| 500.00
sortnetsort9.v.012 100 1| O Y || 1616.00 56.83| 805.00
sortnetsort9.v.011 0.85 11 0 Y || 1229.00 47.78| 1018.00
sortnetsort7.v.007 0.12|| 1| O Y 102.00 35.63 13.06
lut4 AND_fXOR 0.04|| 3| 8 N 10.10 0.74 8.66
toilet_ ¢_10_01.19 0.08|f 2| O N 338.00| 142.00 68.11
toilet ¢ 10 01.18 0.07|fl 2| O N 97.87 75.16 19.69
toilet ¢ 10 _01.17 0.06|f 2| O N 26.45 21.01 9.21
S-edau-17 224| 2| 0O N 794.00 14.22| 134.00
S-edau-15 217|| 2| O N - —| 101.00
S-adeu-43 2301l 2| O N 680.00| 207.00| 900.00
S-adeu-18 239 2| O N 190.00 425| 712.00
ken.flash06.C-f4 6.37|| 0| 3 N || 1220.00 93.72 93.72
ken.flash06.C-f3 3.43| 0| 3 N 539.00 52.73 52.73
cmu.gigamax.B-f3 152 2| 3 N 274.00| 294.00| 249.00
x20.19 0.03|f 0| 2 Y 99.32 85.39 85.00
x25.14 0.04| 0] 2 Y 643.00| 355.00| 355.00
C880.blif 0.101.0001| 0.10| 0| 14 Y 462.00| 440.00| 440.00
C5315.blif_0.101.0000 3.57| 0| 36 N 6.97 4.62 4.59
k _path n-12 0114 7| 1 Y 10.57 1.10 10.27
k_path_p-10 0.05| 3| 1 N 11.16 0.86 2.76
k _path p-13 0114 7| 1 N 9.85 1.16 10.32
k _path p-16 011 3| 1 N 11.11 9.73 0.2
k_branch_n-8_ stricted| 0.77|| 1| 1 Y — | 824.93 -
k_branch_p-14 3.36| 0] 1 N 49.81 43.31 43.31
k grz n-17 0.05|| 0| 8 Y 91.48 71.73 71.73
k grz_n-18 0.06| 0|11 Y —| 105.00| 105.00
k ph_n-17 467 0| 1 Y 196.00| 174.00| 174.00
k ph n-18 6.65| 0| 1 Y 203.00| 188.00| 174.00
k ph_p-11 0.48| 0] 1 N || 1282.00| 1224.00| 1224.00
k ph_n-19 790| O] 1 Y —| 138.00| 138.00

TAB. 7.3 — Résultats obtenus aveki8z0
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| Instance | pT | V] 3[SAT| F | N-QsB | M-QsB |
lut4 2 f1 001 1| 6 Y - 8.81 -
lut4 2 fXOR 001 3| 6 Y 172.00 0.07 8.95
lutd AND f1 0.02| 0| 7 Y || 1200.00| 508.00| 507.92
lut4_3 fAND 0.12| 11|10 Y 3.65 1.45 6.30
lut4 AND_fXOR 0.04( 3| 8 N —| 16.83| 17.09
sortnetsort8.v.009 0.35 11 0 Y || 1288.00 — | 169.00
sortnetsort7.v.007 0.12 11 0 Y 339.00( 975.00( 11.28
sortnetsort6.v.004 0.02 11 0 N — | 648.00 —
sortnetsort7.v.003 0.03 11 0 N 562.00| 123.00| 136.00
CHAIN18v.19 1.07| 18| O Y 265.00 0.11| 40.08
CHAIN19v.20 1.40) 19| O Y 593.00 0.12 -
CHAIN17v.18 0.821|| 17| O Y 121.00 0.09 | 263.00
CHAIN20v.21 1.71) 20| O Y || 1353.00 0.13 -
C5315.blif0.101.0000| 3.57|| 0| 36 N —| 811.00| 811.00
C5315.blif0.101.0001| 3.12|| 0| 36 Y —| 22.86| 22.86
k_path_p-6 002 3| 1 N 159.00| 98.77| 450.00
k_branch_n-4_stricted 0.09| 1| 1 Y 179.00| 95.65| 323.00
k ph_n-14 1.45)| 0| 1 Y — | 349.00| 349.00
k grz_n-13 0.03|f 0| 6 Y 142.00| 133.00| 133.00
k grz n-14 0.04( O] 8 Y 215.00| 199.00| 199.00
TOILET7.1.iv.13 003 2| O N 568.00| 18.50| 53.64
TOILET16.1.iv.32 1.28| 4| O Y 433.00 - 0.53
toilet_ ¢ 08_01.14 004 3| O N 13.32 2.97 3.85
toilet ¢ 08 01.15 004 3| O N 31.27| 11.06| 17.67
toilet ¢ 10 01.14 004 2| O N 17.81| 20.17 2.23
toilet_ ¢ 10 _01.15 005 2| O N 31.02| 111.00 7.01
toilet ¢ 10 01.16 006 2| O N 275.00| 598.00| 33.01
toilet_ ¢ 10 _01.17 006 2| O N || 1642.00 — | 156.00

TAB. 7.4 — Résultats obtenus aveQBF



7.7. Conclusion

| Instance | pT| V]| 3]SAT] F | N-QsB | M-QsB |
biu.p005-OPF03-c09 4611 14| 1 Y - 47.79| 10.61
biu.p010-IPF05-c07 6.56| 27| 1 Y - 50.75| 13.14
biu.p010-OPF02-c10 12.84 || 48 | 43 Y - 26.93 0.59
lut4_3 fAND 0.12)| 1] 10 Y 28.60 8.81 0.35
lut4_ AND_fXOR 0.04|| 3| 8 N - 1.63 2.33
toilet ¢ 10 _01.20 0.08| 2| O N || 1468.00 5.00 1.35
toilet_ ¢ 10 _01.19 0.08| 2| O N || 1444.00 0.40| 274.00
toilet ¢ 10 01.18 0.07| 2| O N 592.00 0.30| 83.94
toilet_ ¢ 10 _01.17 0.06| 2| O N 160.00 0.25| 24.58
TOILET7.1.iv.13 0.03| 2| O N 75.42 14.03| 13.30
TOILET7.1.iv.14 0.03]| 2| O Y 7.10 11.54| 11.93
sortnetsort5.AE.006 0.26| 7|67 N 396.00 - -
sortnetsort7.v.004 0.05 1] 0 N — | 1203.00 —
C5315.blif 0.10 1.00 0 1 3.12| 0| 36 Y — | 809.00| 809.00
k_path_n-18 022 9| 1 Y —| 887.00 -
k_path_n-19 0.26) 10| 1 Y 613.00 29.89 -
k _path p-13 011 7| 1 N 640.00 45.94 | 379.00
k_path_p-20 0.26) 10| 1 N —| 435.00 -
k_branch_n-10 1.04 0| 1 Y || 1056.00| 994.00| 994.00
k grz_n-13 0.03|| 0| 6 Y 425.00| 362.00| 362.00
k grz_p-13 0.03|| 0| 4 N 431.00| 406.00| 406.00
k_branch_n-8_stricted 077 1| 1 Y 57.71 52.30| 54.816
k_branch_p-11 140 0| 1 N 355.00| 345.00| 345.00
T-adeu-29 190 2| O N 1.17 1.44 1.04
T-adeu-40 176 2| O N 2.96 1.41 1.59
k_ph_n-10 025 0| 1 Y || 1052.00| 660.00| 660.00

TAB. 7.5 — Résultats obtenus avGEMPROP
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Chapitre 7. Symétries et QBFs

fait d’éliminer une branche universelle ne peut que béreificia recherche. Cependant la pertinence des
symétries universelles peut étre mise en cause par I'ondprdfixe. En effet, réordonner les symétries
suivant I'ordre du préfixe peut renvoyer les cycles univerada fin de la symétrie et la présence des
cycles existentiels en début de la symétrie. Ceci décreffidacité des cycles universels. Sur quelques
instances il arrive que le premier cycle universel appaaids des dizaines de cycles existentiels ce qui
rend la propagation d’'une variable universelle (requa&jfpeu probable.

7.8 Travaux futurs

Si les deux approches ont apporté des réponses a quelqeti®asiessentielles et plus précisément
a l'utilité des symétries dans le cas QBF, plusieurs voisterg a explorer. Tout d’abord sur le plan
pratique, I'approch@1-QSsB a été testée sous sa forme conjonctive, reste a voir lespaniees de cette
approche sous sa forme CNF/DNF. Ensuite, en cas de sym@étiissvoulons voir si la pondération de
ces variables par une heuristique de choix de variablesgwit un impact sur la recherche et sur la
pertinence des symétries.

En ce qui concerne I'approche-QsB, une question a été relevée et qui concerne la présence des
out-littéraux positifs et négatifs. Des premiéres pistesatherches ont été données pour traiter ce cas.
Cependant une étude plus approfondie de la faisabilité ket cemplexité du probléme sont a explorer.

Finalement, une question naturelle concerne les symdities-mémes. En effet, comme définies,
les symétries d’'une QBF = QX M sont les symétries qui laissent le préfixe invariant. Consgge
les symétries d'une QBF, comme définies, est un sous-ensetalsl symétries da1. Généraliser le
mécanisme de suppression des symeétries d'une QBF au casragrgae n’est pas facile. En effet, soit
la formule QBF suivante :

F = V:Ulflyl(xl V yl) VAN (—|561 V —|y1).
La formule F admets = (z1,y;) comme symétrie. Le SBP correspondant est le suivaii(o) =
(—z1 V y1). Ce sbp est constitué d’'une seule clause qui n'est pas natateuniverselle. Cependant

ajouter cette clause& la rend non valide alors qu’elle est valide. Eudier commeéitiser les symétries
de la matrice d’'une QBF qui ne sont pas des symétries de la @Be perspective intéressante.
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Conclusion générale

Dans cette thése nous nous sommes intéressés a la résadetaaux problémes fondamentaux a
la fois sur le plan théorigue mais aussi sur le volet appficda satisfiabilité propositionnelle (SAT)
et les formules booléennes quantifiées (QBF). Chacun dédépnes occupe une place de choix dans
une classe de complexité importante : la classe des probl&liReComplets pour SAT et la classe des
problémes PSPACE-Complets pour QBF. Face a une telle cgitdplies contributions apportées dans
cette thése visent a élargir un peu plus la classe des prebl&rmitables en pratique” et donc a renforcer
la dimension applicative de ces deux problémes.

Dans le cadre du probléeme SAT, nous avons d’abord formalipéogivé I'optimalité en terme de
sauts du schéma classique d’analyse de conflits (CDCL) stpatticuliérement de la clause assertive
généreée suivant le principe du “First UIP”. Ce résultat ¢ctenavec la question du choix entre les diffé-
rents UIPs. Il renforce aussi tout I'intérét a proposer deveties extensions pour espérer apprendre des
clauses de meilleure qualité. C'est I'objet de notre seearwhtribution : la proposition de deux nou-
veaux schémas d’apprentissage permettant d’étendre demnariginale les approches actuelles. Dans
le premier, nous avons proposé une extension du grapheldatipn classique qui intégre de nouvelles
clauses, appelées arcs inverses, habituellement ignpaéds schéma classique, car issues de la partie
satisfiable de la formule. Nous avons également montré damadre comment on peut utiliser cette
extension ou arcs inverses pour améliorer le niveau desrestoriere, mais aussi pour réduire la taille
de la clause assertive produite.

Le second schéma d’'apprentissage est une nouvelle facpprdiare de nouvelles informations
sur le processus de recherche en cours sans nécessairgimetiteaqu’un conflit soit rencontré. C'est
pour cette raison que nous avons appelé ce nouveau schéppaeditissage “Learning from success”.
Ce schéma a pour but de découvrir de nouvelles implications les littéraux propagés. En d'autres
termes, pour un littéral propagé de maniére classique aamiynotre approche est capable d’apprendre
de nouvelles raisons exprimant que ce littéral aurait di@opagé au niveau< 7. Nous avons ensuite
proposé une premiére intégration de notre approche darsolesurs SAT pour corriger les niveaux
d'implications des littéraux et réarranger ainsi I'interfation partielle courante. Ces nouvelles implica-
tions induisent par effet de bord, une amélioration de lditgudu graphe d’implication classique et donc
de I'apprentissage a partir des conflits.

Notre troisieme contribution a concerné la résolution fEleade SAT. Contrairement aux approches
existantes, généralement basées sur le principe de “dpise régner”, dans la conception de notre sol-
veur parallele ManySAT, nous avons exploité les pointsdailbles solveurs SAT modernes : le manque
de robustesse (ou stabilité) et la sensibilité aux régldgeparamétres. La méthode que nous avons pro-
posée est basée sur un portfolio de stratégies compléma=ngaiec une politique de partage de clauses.
Ces stratégies bien choisies avaient pour but de coopéuetnpover une preuve plus courte. ManySAT
est un solveur multicore, il utilise différentes stratégike redémarrage, d’apprentissage, d’heuristiques
pour les variables et les littéraux (choix de la polaritéh @2ut noter aussi qu’'une autre contribution
(mentionnée mais non developpée dans ce rapport) sur tagpelde redémarrages est intégré dans Ma-
nySAT. Cette nouvelle politique dynamique se base sur desireg pertinentes de la hauteur moyenne
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Conclusion générale

des sauts-arriere et des arbres de recherche pour détetaniadeur du “cutoff”. Le solveur ManySAT
a été classé premier solveur paralléle (“gold medal”) a faidee SAT-Race 2008 organisée en Chine.

La derniére contribution sur SAT a porté sur la propositiamchouveau cadre de représentation
de formules CNF en graphe. La représentation graphe-SAhoug avons proposée étend la représen-
tation bien connue des formules 2-SAT en graphe. Cette Hleuaprésentation est un graphe valué.
Les nceuds représentent les littéraux et les arcs étiquatédep ensemble de littéraux (contexte) re-
présentent les clauses. Cette représentation capture raistructure des formules et des dépendances
entre les littéraux. Dans ce cadre nous avons montré I'élance entre la résolution classique et la fer-
meture transitive du graphe. Pour montrer l'intérét deecettuvelle représentation, nous avons ensuite
proposé et développé différentes utilisations ou apjdinatpossibles : le calcul d’ensembles “2-SAT
strong backdoor”, la génération d'instances SAT difficée$a simplification de formules CNF.

Pour la partie QBF, nous avons proposé deux approches ppprimer les symétries dans les for-
mules booléennes quantifiés. Notre but est de permettrecareuss de disposer de procédures indépen-
dantes, capables de supprimer les symétries de la formaie Erésolution (en pré-traitement). Cette
question est difficile et les approches proposées danstiétte sont les seules a I'heure actuelle capable
d’éliminer les symétries par ajout de contraintes suppléaiees.

La premiere approche permet de transformer la QCNF en uneuferCNF/DNF. La projection des
symétries sur les quantificateurs existentiels est traduitun SBP et est ajoutée conjonctivement a la
formule et celle des universels est transformée en un edealelmodeéles ajouté disjonctivement a la
formule.

La seconde approche est une extension du SBP classique @BEa€ette extension a été motivée
par le fait que le SBP utilisé dans le cas SAT ne peut étresétdians le cas QBF dans sa forme clas-
sigue. Pour répondre aux contraintes posées par le préfiee ket présence de variables universellement
guantifiées, nous avons introduit, en plus du SBP classidgieouvelles contraintes que nous avons
appelées QSBP, et nous avons utilisé une représentatioraghegde précédence et un tri topologique
pour déduire un nouveau préfixe a la formule QBF.

Perspectives

Ce travail ouvre de nombreuses perspectives pour de fuawauix de recherche :

— Solveurs SAT modernedl s'agit sans conteste de proposer une formalisation endale stra-
tégies de résolution de I'essence d’'un solveur SAT moddraesucceés des solveurs modernes
est sans doute lié a une alchimie presque parfaite entr@fepasantes suivantes : heuristique,
redémarrage et apprentissage. Toutefois, on pourra éttertade voir que sur les instances in-
dustrielles, la majorité des instances sont résolues ensnaig 15 minutes, mais décu du fait que
méme si on fixe le temps limite de résolution a une ou deux hdritemps CPU, le nombre d'ins-
tances de plus que les solveurs modernes peuvent résotidmaiggent médiocre. Un palier est
donc atteint selon notre point de vue. Certaines des sieatéig¢veloppées dans le cadre des sol-
veurs SAT modernes doivent étre repensées pour résoudieecagdgorie importante d’instances
industrielles difficiles. La mise en place d’'une nouvelletmoée de résolution plus constructive
est un important challenge que nous souhaitons étudier.

Les schémas d’'apprentissage proposés constituent un&pgegponse a ce probléme. Ces sché-
mas au-dela de I'amélioration du niveau de retour-arriérdenla réduction de la clause assertive
constituent des fagons “intelligentes” d’'introduire dedaolution. Les voies ouvertes par le graphe
d’'implication étendu n’ont pas été épuisées et plusiewtepisont a explorer dans ce cadre au-dela
des limitations posées par la recherche des arcs inverses.

— Graphe-SATENfin, dans la partie graphe, la représentation sous fornggagne ouvre de nom-
breuse perspectives. Dans ce cadre, on veut voir dans ¢acsuitment définir une distance entre
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les naeuds, capable de donner une approximation des plusawoemins (en terme de résolution)
entre un litéral et son complémentaire. La réponse a cedistign nous permettra d’avoir une ap-
proximation des variables du “backbone”. Une importanteation de recherche concerne la mise
en ceuvre de nouvelles classes polyndmiales en utilisanuhzetie représentation en graphe-SAT.
Résolution paralléle de SAT et QBR.e solveur parallele proposé constitue aussi une vraie ré-
ponse aux difficultés des solveurs modernes. Néanmoingptasgquestions restent en suspens.
Les résultats de la compétition Sat-Race 2008 ont montiénquortfolio de solveurs bien choisi
peut étre meilleur que les approches paralléles majanitant basées sur le principe de “divi-
ser pour régner’ mais aussi par rapport aux meilleurs stdvBAT séquentiels. Il est clair que
I'association en paralléle de deux stratégie performangesnéne pas forcément a une straté-
gie performante dans le cadre du paralléle et vice versasAlomment rendre deux stratégies
complémentaires et orthogonales a la fois, est une quediffacile qui mérite d’étre étudiée. De
maniére générale, mettre en ceuvre un cadre formel pourdiutiés paralléle de SAT est une
perspective trés importante pour nous. Travailler surdaltdion paralléle des QBF pourrait étre
une réponse aux challenges posés dans ce domaine. Danseencad souhaitons étendre et/ou
utiliser la philosophie a 'origine de la conception de M8#&J au cas de paralléle QBF.

Learning dans QBE bien évidemment, une adaptation du nouveau cadre d'andg<onflits
(graphes d’'implications étendus) au cas QBF ne peut queémefique car I'existence de littéraux
universels peut conduire a des gains plus substantiels.

Symétries en QBFE nous avons proposé des réponses quant a la suppressiomdgisy en
QBF. Mais plusieurs questions restent a étudier. La prenuéncerne I'ordre des variables. On a
opté dans I'implémentation pour des raisons justifiées poure lexicographique, cependant cet
ordre ne constitue pas I'ordre optimal pour une recherchauver un “bon” ordre des variables
n'est pas une question aisée. La question dépasse le cadreBRR:ffet, proposer le meilleur
ordre pour I'élimination des symétries est une questiortranen SAT et CSP aussi. L'ordre
utilisé influence directement les éventuels bénéfices guedeut tirer a supprimer les symétries.
Deuxiémement, concernant les symétries elles-mémes,avons défini une symétrie d’'une QBF
comme une symétrie qui laisse le quantificateur invariagppendant il existe d’autres symétries
entre les variables de quantificateurs différents qu’orebgples symétries inter-quantificateurs.
La question est comment supprimer ces symétries.
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Résumé

Cette these traite de deux problemes combinatoires difficilla satisfiabilité propositionnelle - SAT (NP-
Complet) et la résolution de formules booléennes quarsifi€@BF (PSPACE Complet). Dans le cas SAT, nous
présentons tout d’abord deux extensions efficaces du scbl@éssque d’analyse des conflits, communément ap-
pelé CDCL “Conflict Driven Clause Learning”. En intégrantra®iveaux arcs (ou implications) au graphe d’impli-
cation classique, cette premiére extension permet d’'ane¢lia hauteur des sauts lors du retour-arriére. La seconde
extension permet de déduire de nouvelles raisons poutté@slix impliqués et permettre ainsi un réarrangement
de l'interprétation partielle courante. Ensuite un nouvsalveur paralléle ManySAT est décrit. ManySAT utilise
un portfolio complémentaire d’'algorithmes séquentielsqus grace a une minutieuse variation dans les princi-
pales stratégies de résolution. Ces stratégies sont céswau partage de clauses dans le but d’améliorer les
performances globales. Enfin, une nouvelle représentstionforme de graphe d’une formule CNF est présentée.
Elle étend le graphe d’implication utilisé dans le cas dgrnant polynomial 2-SAT en associant des valuations
(ensembles de littéraux, appelés conditions) aux arcseda@ution classique est reformulée en utilisant la ferme-
ture transitive du graphe. Trois utilisations concréteseatée nouvelle représentation sont présentées. La premier
concerne le calcul d’ensembles 2-SAT “strong backdoorgh$la seconde, nous exploitons cette représentation
pour la génération d’instances SAT difficiles. Alors que simtroisi€me, nous dérivons une nouvelle technique
de prétraitement des formules CNF.

Dans le cas QBF, nous présentons deux approches dualesupquinser les symétries. La premiére consiste
a reformuler les interprétations symétriques en pré-nesdél’on peut ajouter préalablement a la QBF en plus
du SBP (“Symetry Breaking Predicates”) restreint aux cyebeistentiels permettant d’obtenir une formule mixte
CNF/DNF. La deuxiéme approche est une extension du SBRguasde SAT vers QBF. Elle est réalisée grace
a une transformation du préfixe de la formule et & I'ajout (Rrs @lu SBP classique) de nouvelles contraintes
appelées QSBP (“Quantified Symetry Breaking Predicates”).

Mots-clés: Satisfiabilité (SAT), Formules Boolénnes Quantifiées (QEymétries, Résolution Paral-
lele.

Abstract

In this thesis we deal with two hard combinatorial problentropositional Satisfiability - SAT (NP-
Complete) and Quantified Boolean formulae - QBF (PSPACE det@p In SAT, we first present two extensions
of conflict analysis scheme obtained thanks to additiorzals®s generally ignored in classical implication graph.
In the first extension, an extended implication graph is psagl and used to improve the backjumping level of the
classical asserting clauses. The second extension allewes extract new and strong reasons for the implication
of a given literal. An original approach for correcting theplication levels of some propagated literals is then
derived. After, we present ManySAT a parallel SAT solvereTesign of ManySAT benefits from the main weak-
nesses of modern SAT solvers, their sensitivity to parantateng and their lack of robustness. ManySAT uses
a portfolio of complementary sequential algorithms obddithanks to a careful design or variation in the main
solver strategies. These orthogonal strategies combiitbatlause sharing aims to improve further the ManySAT
overall performance. Finally, a new graph representatfd@NF formula is presented. This representation extend
the classical 2-SAT implication graph with additional 1ieé edges, called conditional implications. Classical
resolution is then reformulated using the transitive clesaf the graph. Three applications are described. The first
one concern the computation of 2-SAT strong backdoor sethel second, we exploit this graph representation to
generate hard SAT instances while in the third one we demexmaand efficient pre-processing technique for CNF
formulae.

In the QBF context, we present two dual approaches to bremkngfries. The first approach concerns the
transformation of the QBF to a new satisfiability equival®@F formula in CNF/DNF form. The DNF contains
models, whereas the CNF represent the constraints obtiaynie projection of the SBP on the existential quanti-
fiers. The second approach is an adaptation of the clas#i@a@BP to the QBF case. In this approach, a new prefix
is generated and additional constraints, called QSBP ‘tifiethsymmetry breaking predicates”, are conjunctively
added to the classical SBP.

Keywords: Satisfiability (SAT), Quantified Boolean Formulas (QBF)n8yetry, Parallel Resolution
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