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Introduction

N 1950,LE MATHEMATICIEN ALAN TURING publiait un article [97] qui donnait naissance a ce
E que 'on allait appeler plus tardititelligence artificielle Il posait la question «Les machines
peuvent—elles penser ?» et proposait, pour tenter d'y dgponn jeu nomme «le jeu de I'imitation».
Ce jeu consiste a prendre un homme (A), une femme (B) et usigroe joueur (C). Les personnes
A et B étant cachées, C doit deviner a l'aide de questions sfuagfemme et qui est 'homme. La
personne B, contrairement a A, doit faciliter la thche de @NATURING proposait de remplacer A
ou B par un ordinateur et de regarder si le joueur C gagnastfpkilement ou non.

Son article est agrémenté d’argumentations concernanigangble de neufs objections (philo-
sophigue, mathématique . ..) que n'allaient pas manqueoieal les nombreux détracteurs (comme
Hubert DREYFUS[39]) pensant que ce test ne serait jamais satisfait. QUAIBR TURING, il ima-
ginait que 50 ans plus tard, un ordinateur serait capabieit@li suffisamment bien un des deux
joueurs, pour que la personne C n'ait pas plus de 70% de chdrqaocéder a I'identification exacte
de I'homme et de la femme au bout de 5 minutes. On arrive adijouiraux termes de ces 50 ans et
le test de TRING est loin d'avoir été satisfait. Les ordinateurs n’ont pasoga un comportement hu-
main. Pour autant, de nombreuses recherches ont pernagmesravancées dans ce que I'on appelle
I"intelligence artificielle

Aujourd’hui, on peut définir intelligence artificiellecomme I'ensemble des disciplines dont le
but est d’imiter le comportement intelligent humain. Cippar exemple, la traduction automatique,
la démonstration automatique, la reconnaissance des $oteneompréhension de la parole, la mo-
délisation de forme de raisonnement incertaine, temporell

Une des disciplines de recherche en intelligence artifécaincerne la représentation et le traite-
ment des connaissances. Le langage choisi doit avoir unel@expressivité et doit, en méme temps
étre efficace, c’est a dire que les méthodes de déductioniéesaloivent étre rapides. Malheureuse-
ment, ces deux criteéres sont difficilement cumulables.

Une des logiques les plus utilisées jusqu’ici a été la logigtopositionnelle. Ce langage pos-
séde un grand nombre de qualités. Il est trés simple maisghei@représenter une grande variété de
connaissances. De nombreuses autres logiques peuveatsyer. De plus, cette logique est déci-
dable. C’est a dire qu'il existe toujours un algorithme fi@rit en un temps fini qu’une formule de la



Introduction

logique propositionnelle est satisfaisable ou pas.

Un autre atout de la logique propositionnelle est le proklé&ar qui en est directement issu
et auquel nous nous intéressons dans la premiére partietdetsese. Le problemgAT consiste a
déterminer si une formule propositionnelle mise sous fonmemale conjonctive est satisfaisable.
Ce probleme a été le premier a étre démontré, par Stepbex 29], comme étantpP—complet.
Beaucoup d’autres problémes qui s'y raménent naturelleor@npu étre classifiés par la suite. De
nombreuses études, théoriques et pratiques, ont porté pusllémesAT. Elles ont permis de créer
des algorithmes, souvent basés sur I'algorithme énurhdeabavis et PUTNAM [35, 34] de plus en
plus efficaces.

Tous ces avantages ne doivent quand méme pas faire oubdiéa ttansformation d’un probleme
en logique propositionnelle peut poser des problémes. IBgarices de trés grandes tailles peuvent
étre générées. De plus, on peut perdre la structure du pmebigtial qui est pourtant un élément tres
utile pour améliorer les performances des algorithmes guiéeoulent. C’est pour ces diverses rai-
sons que, dans la deuxieme partie de cette thése, nous moogesa@galement intéressés a la logique
du premier ordre.

La logique du premier ordre est plus expressive et plus sermie la logique propositionnelle.
Elle a été initialement introduite par les mathématiciemd’gtilisent toujours pour représenter I'en-
semble des objets dont ils se servent. Elle a ensuite is&ies informaticiens par sa capacité a
représenter et a manipuler les connaissances.

La recherche de modéles pour des théories de la logique duegrerdre est un probleme impor-
tant. Les modéles peuvent servir pour trouver des contxessgles de conjectures [48]. En effet, la
maniére la plus simple pour prouver gu’un théoréme est fata’en exhiber un contre—exemple. Ce
dernier peut alors étre utilisé pour comprendre les raider$nexactitude du théoréme et permettre
ainsi sa correction. De plus, le raisonnement humain neispda uniguement d’une maniere syn-
taxique (la forme de la formule) mais utilise également la@gétique (le sens de la formule). On se
sert beaucoup des modeéles pour mettre en place des déntionstrB’ailleurs, par le passé, certains
générateurs de modéles ont servi de complément a des déatenst de théoremes, qui ne traitent
eux que de la syntaxe des théories [89, 21].

La recherche de modeéles finis s’avere également d’'un graécktn Contrairement a la logique
du premier ordre qui est indécidable, la recherche de medi@is est un probléme décidable. En in-
formatique une grande majorité des structures utiliséesfisnes. Certains problémes n'apparaissent
d’ailleurs que sous une forme finie comme les graphes, lafg@dion de programmes. . .

Pour autant, les recherches concernant les générateuisdgdas finis ont été bien moindres que
celles portant sur le problensaT. Il apparait aussi que contrairement au probl&meou la méthode
DP sert souvent de méthode de base, les générateurs de mouiglesriit souvent tres différents, par



le formalisme adopté et par I'exploration de I'espace deeethe.

L'objet de ce travail est de proposer de nouveaux algorithpaeir améliorer, d'une part les mé-
thodes énumératives de résolution du probl&me et de I'autre, les générateurs de modéles finis de
théories de la logique du premier ordre.

La premiére partie de ce mémoire est consacrée a la logigpegtionnelle. Nous commencgons
dans le chapitre 1 par définir les concepts nécessairesculadale cette partie. Nous accompagnons
cette étude d'un état de I'art succint autour du problé&me

Nous proposons dans le chapitre 2 une nouvelle méthode éativa&ue nous appeloasaL et

qui utilise d’'une fagon optimale la propagation des mortérkux. Nous introduisons un algorithme
de production de littéraux. Cet algorithme est appelé a whdgis que la propriété classique des
mono-littéraux utilisée dans la méthode devis et PUTNAM [34] ne s’applique pas. Le but de
ce travail est double : d’'une part, améliorer I'efficacité deéthodes d’énumération par I'utilisation
efficace et optimale de la propagation des mono-littéraux @laguer au mieux I'arbre de recherche.
De l'autre, présenter un algorithme robuste qui permetaliguer les limites des méthodes complétes
sur la résolution des problémssT difficiles.

Le chapitre 3 est consacré a une expérimentation de la meétfvad . Une étude détaillée baseée
sur les instances aléatoires y est menée. Elle a mis en éedaistructure de I'arbre de recherche
lors de la résolution d’instances difficiles. Dépassé umtaite profondeur de I'arbre de recherche,
uneavalancheale propagations de mono-littéraux est observée. La dématioimvAaL de notre mé-
thode vient de cette avalanche de propagations. La fin deaggtmhest consacrée a la comparaison
deAvAL avec diverses méthodes parmi les plus efficaces existastaétiérature.

La deuxiéme partie de cette thése porte sur la génératiordeles finis pour les théories multi—
types de la logique du premier ordre. Dans son premier aleapious donnons les définitions né-
cessaires a une bonne compréhension ainsi qu’une desarijgs différents générateurs de modéles
finis qui ont été proposés dans le passé.

Nous avons travaillé particulierement sur les génératdainsodéles finis qui considérent les théo-
ries multi-types comme des problémes de satisfaction deaintes particuliers. Nous nous sommes
focalisés sur deux points capitaux dans la génération délesfinis : la propagation des contraintes,
et I'étude de la détection et de I'élimination des symétiieprobléme a résoudre.

Le chapitre 5 est dédié a la propagation des contraintesagir@position d’heuristiques pour les
générateurs de modéles finis. La premiére approche est #rafisinent qui modifie la syntaxe de la
théorie d’entrée. Cette technique calcule une nouvellerib@quivalente a celle de départ qui permet
d’effectuer plus de propagations unitaires.
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La deuxiéme approche se traduit par un algorithme de typek«dbead» qui supprime pendant le
processus de recherche du modéle fini les valeurs des dont g férents termes qui sontincompa-
tibles avec l'instantiation courante. Ceci permet de néediiespace de recherche du modéle en cours
de construction. Cette méthode induit une heuristique de &yP (Unit Propagation) [43, 65, 78]
gue nous utilisons pour mieux choisir les prochains terniastantier.

Dans la derniére approche, nous introduisons des nouvellasstiques pour les générateurs de
modéles finis. En étudiant les dépendances qui existerdg E#rdifférents symboles fonctionnels,
nous créons un graphe de dépendance. Il est exploité parndéer les symboles fonctionnels qu'l
faut interpréter en premier lieu, donnant naissance aqusheuristiques de type «échec d’abord».

Le deuxieme point d'intérét de cette partie est développé tkachapitre 6 et consiste en 'étude
des symétries pour la génération de modéles finis. Les #gonlti-types, de par leur formulation,
contiennent un grand nombre d’'isomorphismes. Les générgade modeéles finis n'exploitent pas de
facon optimale les propriétés de symétrie et perdent taantage que peut ramener leur utilisation.
Il faut donc supprimer une grande partie de ces isomorplsgar avoir un générateur de modéles
finis efficace.

Nous débutons le chapitre 6 en définissant les notions detdggmpour les théories multi-types
de la logique du premier ordre et en rappelant les diversgmigues utilisées pour supprimer des
symétries. Nous introduisons ensuite deux stratégiedrdiftes mais complémentaires de traitement
des isomorphismes.

Nous avons mis au point une heuristique, nommeérX(«eXtended Least Number Heuristic»).
C’est une extension de I'heuristiquatH qui supprime plus de symétries triviales. Elle est utilisab
des que la théorie possede une fonction unaire. Cette netimsdmence par générer les interpréta-
tions canoniques (non symétriques) de cette fonction enldivus détectons ensuite statiquement des
interprétations isomorphes. L'espace de recherche estréoluit sans sur—codt de temps comme le
fait 'heuristiqueLNH utilisée par les générateurs de modeles f&mEs [106] etFMSET[15].

Bien gu'intéressantes, les symétries supprimées par lesstiguesLNH et XLNH disparaissent
rapidement en avancant dans la solution. Ces deux stratiéggeent donc de nombreuses interpré-
tations isomorphes. Nous avons montré de nouvelles ptéprigoncernant les symétries et avons
étudié un algorithme qui permet de les détecter et de ledigaptynamiquement. Nous montrons
que les symétries supprimées par les heuristigyeset XLNH sont des cas particuliers de ce cadre
d’étude et peuvent étre combinées avec.

Le but du chapitre 7 est d’expérimenter les différentes puk et heuristiques décries dans les
chapitres 5 et 6. Nous commencons par étudier leurs conmpente Dans un second temps nous
faisons une comparaison de ces stratégies avec des génertistant dans la littérature. Les expé-
rimentations sont faites sur une large variété de problemes

Bien entendu, nous terminons ce mémoire par une conclusiémoguons différents axes de
recherches futures.
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Chapitre 1

Logique propositionnelle et problemesAT

A LOGIQUE PROPOSITIONNELLEesSt la maniére la plus simple pour représenter des connais-
L sances. Elle a été introduite il y a prés de 150 ans par Gearge B[53]. Malgré son apparente
simplicité, la logique propositionnelle permet de reprégeune grande quantité de connaissances.
Elle a pour objet I'étude des formes de raisonnement dordlidité est indépendante de la structure
des propositions, et résulte uniquement de leurs propriéédre vraies ou fausses.

Le problémesAT est issu de la logique propositionnelle. Il consiste a déitegr si une formule
propositionnelle mise sous forme clausale est satisfi@isal pas. La plupart des démonstrateurs
automatiques exploitent le théoréme de déduction. lisetit au moins un test de satisfaisabilité pour
montrer qu’une information peut étre déduite a partir d’'usemble de connaissance (voir section
1.1.3). Le problemsAT s’est révélé important a ce titre.

Il occupe également une place particuliére et centraleigasproblemesip—complets. En effet,
il a été le premier a étre démontré comme tel par Steptlmokd29]. De plus, de nombreux autres
problemes qui s’y rameénent naturellement ont pu étre diésgiar la suite.

Toutes ces raisons ont fait que, au cours de ces 50 derniaréss les recherches portant sur le
problémesAT ont été nombreuses et variées. En 1997, Junfaul W. RIRDOM, John RRANCO et
Benjamin W. WAH ont écrit un article extrémement détaillé (134 pages et B&rences) passant en
revue les diverses techniques algoritmiques mises au pouttrésoudre le problénsaT [54]. Plus
récemment, un «special issue» du “journal of Automated &®e@ng” a publié une dizaine d’articles
pour situer I'état des travaux sur le problésyer en I'an 2000 [52].

Il semblerait illusoire dans ce chapitre de vouloir résulfersemble de ces recherches. C'est
pourquoi, apres avoir défini les différents concepts né&iessspour la suite de la lecture, nous nous
limiterons aux quelques méthodes et heuristiques qui émééemment étudiées.
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1.1 Lalogique propositionnelle

Nous définissons ici la logique propositionnelle en prétisaut d’abord la syntaxe puis la sé-
mantique du langage.
1.1.1 Syntaxe

Définition 1.1 Le langage de la logique propositionnelle est construitréirme I'alphabet constitué
de:

Un ensembl® de variables propositionnelles

Les parenthéses «(» et «)»

Les opérateurs, appelés également connecteurs; oy «/ », et «\», implique «», équi-
vaut «—».
les 2 constantes «Vrai» et «Faux», que I'on peut noter sgalepar «True» et «False»] =

et «L.» ou encore «0» et «1».

Définition 1.2 (Formule) L'ensemble des formules du calcul propositionnel est les atit en-
semble d’expressions tel que :

— Les variables propositionnelles et les constarites et «|_» sont des formules.

— SiF estune formule alorsF et(F) sont des formules.

— SiF et@G sontdes formules alods vV G, F NG, F — G, F < G sont des formules.

Définition 1.3 Soitv € V une variable propositionnelle, on appeligéral la variablev (littéral
positif) ou sa négationw (littéral négatif).

1.1.2 Sémantique

Définition 1.4 Une interprétatiod est une fonctiod : V — {Vrai, Fauz}. On généralise une
interprétation a 'ensemble des formules de la logique ps@wnnelle de maniére inductive :

— I(Vrai) = Vrai etl(Faur) = Faux

— I(—F) = Vrai si et seulement di( F) = Faux

— I(FV G) =Vrai sietseulement di(F) = Vrai oul (G) = Vrai

— I(F ANG) = Vrai sietseulement di(F) = Vrai etI(G) = Vrai

L'interprétation d’'une formule est donc définie par l'iniegtation des variables qui la composent.
Elle peut également étre définie comme I'ensemble de liti€iraterprétés a vrai. Nous introduisons
maintenant diverses notions nécessaires pour la suiteleetlae :

Définition 1.5
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— Une interprétatiod est dite partielle, si il existe au moins une variablpour laquellel (v)
n’est pas défini. Dans le cas contraire, elle est dite complét

— Linterprétationl satisfait la formuleg’ (I est un modéle d&') siI(F) = Vrai. On note ceci
I|=F.

— Linterprétationl falsifie la formuleF' (I est un contre modéle d€) si I(F) = Fauz. On
note cecil ~ F'.

— Une formuleF’ est consistante si elle admet au moins un modeéle. Dans l®n&sice, elle est
inconsistante.

— Une interprétatioii satisfait un ensembl€ de formules si elle satisfait toutes les formules de
I'ensembleF. On note cecl |= F

— Un ensemble d'interprétations satisfait une fornitilg toutes les interprétations de I'ensemble
satisfont la formuld’.

1.1.3 Conséquence logique

Définition 1.6 Une formuleF implique sémantiquement une formdlgnotéF = G) si tout modeéle
deF estun modele d€'. On dit aussi qué&r est une conséquence sémantiqué’de

Définition 1.7 Un littérall est impliqué par une formulE si et seulement &' |= 1. Dans ce cas le
littéral [ est vrai dans les modéles e

Exemple 1.1
Soit la formuleF = (=1 A 22) V (mz1 A 23) = —21 A (22 V 23). Le littéral =z, est un littéral
impliqué par la formuléer. 0

Théoréme 1.1 (déduction)Soient deux formuleE etG. F' |= G si et seulement &' A =G est une
formule inconsistante.

Le théoréme 1.1 est trés important pour la déduction aufqaetll montre que prouver I'im-
plication sémantique revient a prouver l'inconsistanasmd’ formule. La grande majorité des algo-
rithmes de démonstration automatique exploitent ce tinéere
1.1.4 Forme conjonctive normalecNF

Définition 1.8 On appelleclause propositionnellene disjonction de littéraux.

On peut représenter les clauses (propositionnelles) comme@semble de littéraux. Les clauses
sont notées, . .., ¢,. La définition suivante introduit quelques notions utileacernant les clauses.

Définition 1.9
— On appelle clause unaire ou mono—littéral une clause rtegant qu’un seul littéral.
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On appelle clause binaire, une clause contenant 2 ligtérau

On appelle clause—aire une clause contenant exactemelttéraux.

La clause vide, appelée aussi contradiction, est nbtée encored.

On notéc| le nombre de littéraux de la clause

Une clause de Horn est une clause ne contenant qu’un sérdllpositif.

Un littéral pur d’'un ensemble de clauskt®st un littéral qui n’apparait que positivement ou
négativement dart.

SoitC un ensemble de clauses. On nbtel'’ensemble des littéraux apparaissant dans

Définition 1.10 Une formuleF est dite sous forme normale conjonctive (foronr) si et seulement
si F' est une conjonction de clauses, i.e., une conjonction gerdigons de littéraux.

On représente souvent une forme normale conjonctive padimble des clauses qu’elle contient.

Proposition 1.1 Toute formule de la logique propositionnelle peut étre réésous une forme nor-
male conjonctive.

Cette transformation peut se faire en temps et en espacé(aata variables propositionnelles)
polyndmial. Un algorithme est donné par Pierre &L dans [87].

Définition 1.11 La clause:; sous—somme ou subsume la clacssi tout littéral dec; est un littéral
deCQ .

Lorsque I'on teste la consistance d’'une form#emise sous formecNF, les clauses sous—
sommeées peuvent étre supprimées car elles sont des conséglmyiques des clauses qui les sous—
somment.

Exemple 1.2

Soit les deux clauses = (z1 V —x9) etey = (1 V —z9 V x3). La clauser; sous—somme la clause
co. l'interprétation partielld = {x;} estun modéle de;, c’est aussi un modéle deg. La réciproque
est fausse : I'interprétatiofl = {3} est un modele de, mais pas de; . O

Définition 1.12 Deux clauses, etcy se résolvent si et seulement si il existe un littétel quel € ¢,
et-l € ca. Laclausd(ci — {l}) U (ca — {—l}) est appelée résolvante kedec; etc,.

Nous soulignons maintenant quelques aspects conceraapttt sémantique associé aux for-
mules mises sous formenF. Une clause: est satisfaite par une interprétatiérsi au moins un des
littéraux dec est vrai dang. Une formule mise sous forme conjonctive normale est satis$i toutes
les clauses qui la composent sont satisfaites. Le test ddassdbilité d’'une formule sous forme
CNF par une interprétation est donc simple. Il est & la base dolgmesAT que nous introduisons
maintenant.
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1.1.5 Le problemesaATt

Définition 1.13 (le problemesAT) SoitV un ensemble de variables propositionnelleE etne for-
mule mise sous formeNF. Le problémesat (forme abrégée du probléeme de satisfaction d’une
formule de la logique propositionnelle mise sous forme radenconjonctive) s’énonce comme sulit :

«Existe—t—il une interprétation des variables\We&ui satisfait la formuleF’, i.e., qui satisfait
I'ensemble des clauses de?»

Le problémesAT est trés important. De nombreux problémes sont facilenegrésentables par
la logique propositionnelle et de nombreux algorithmesététproposés pour résoudre le probléme
SAT. De plus, il occupe un rdle central en théorie de la compdelia été le premier a étre démontré
comme étant un probleme—complet par Stephend®k [29]. Le livre de GAREY et JOHNSON[49]
fournira au lecteur une étude détaillé de la théorie derlecomplétude.

Définition 1.14 (k—-SAT) Soit un entier naturdt, k—SAT est un problemesAT ou toutes les clauses
contiennent exactemehtittéraux.

3-SAT est la forme la plus simple d&T qui resteNP—complet. Hormis, 2sAT, il existe diverses
classes dsAT qui sont polynomiales. Citons par exemple , H@n+(probleme ou toutes les clauses
sont des clauses de Horm),r—SAT (probléme ou les clauses possédetittéraux et ou chaque
variable apparait au plusfois).

Bien que le problemsAT appartienne a la classe des problemescomplets, de nombreuses mé-
thodes de résolution ont été proposées et fournissent siééat§ satisfaisants dans la pratique. Elles
peuvent se départager en deux grandes classes, les métiumeplétes et les méthodes completes.

Méthodes incomplétes

Les méthodes incomplétes utilisent un parcours stocheestig 'ensemble des interprétations en
réparant l'interprétation courante de maniére a réduinefabre de clauses non satisfaites. Citons par
exempleGsAT [84] une des premieres méthodes a base de réparationssiocsde [70] également
basée sur la réparation locale et utilisant une liasludes variables afin d’éviter des réparations
redondantes. Un état de I'art sur les méthodes de répatatiate est fait dans [54] et dans la these
de Bertrand MzURE [69]. Les méthodes incomplétes, bien que trés efficaces¢pendent que
partiellement a la question de satisfaisabilité d'uneansesAT. Lorsqu’elles ne parviennent pas a
prouver la consistance d’'une instance, seules des corgsatoncernant la satisfaisabilité peuvent
étre avancées, ce qui est insuffisant.
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Méthodes complétes

Les méthodes complétes examinent la totalité de I'espacedaterche, elles répondent entie-
rement au probléeme de satisfaisabilité d'une instance. @ebmneux algorithmes existent dans la
littérature : programmation linéaire [60, 85], programimafparalléle [54, 94]...Mais la plupart des
méthodes compléetes sont des améliorations de la procédubawvils et PUTNAM (DP) [35, 34], que
nous nous attachons a définir dans la section suivante.

1.2 Algorithmes énumératifs poursAT

Une des premiéres méthodes énumératives permettant delréde problemeAT fut proposée
par QUINE [79]. Cette méthode, décritelans I'algorithme 1.1 choisit une variable et I'élimine en
effectuant toutes les résolutions possibles avec cetigblar

Algorithme 1.1 Procédure de Quine

Fonction Quine( : Ensemble de claused’;ensemble de variable) : Booléen
Retourne : Vrai sC' est satisfaisable, Faux sinon.

Début

Si C contient la clause vid&lors Retourner Faux

SiV = ( Alors retourner Vrai

Choisirz €¢ V

Retourner QuindC A z) V (C A —x),V — {z})

Fin

En 1960, Martin Dwvis et Hillary PUTNAM proposaient une amélioration de I'algorithme de
QUINE basée également sur le principe de résolution [35]. Etastdolteuse en mémoire, cette mé-
thode a été trés peu étudiée par le passé. Récemment, dedaidpacités grandissantes des ordina-
teurs, des implantations efficaces ont été proposées.dqitmrexemple la méthodeREsde Philippe
CHATALIC et Laurent 8VON [24] et la méthod®R proposée par Irina IRH et Rina DETCHER[81].

La plupart des méthodes basées sur l'algorithme daPet PUTNAM viennent en fait de I'amé-
lioration de I'algorithme présenté pamri2s, LOGEMANN et LOVELAND (DLL) en 1962 [34]. C'est
donc abusivement que les méthodes basés sur l'algorithmese trouvent dans la littérature nom-
mées sous le nom der. C'est a cette version de 'algorithme denDs et PUTNAM gue nous nous
intéressons.

Nous introduisons maintenant des notations nécessaivedgpsuite de la lecture.

Tout au long de ce mémoire nous décrivons les algorithmesfsome de pseudo—pascal
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Notation 1.1 Soit C' un ensemble de clauses/etn littéral. On noteCy;, I'ensemble de clauses
résultant de :
— La suppression de toutes les clauses ou apparait le litiereest—a—dire la suppression de
toutes les clauses satisfaites pgar
— La suppression du littérakl dans toutes les clauses ou il apparait (clause raccourcie).
On peut généraliser cette opération a un ensemble de liit€a en appliqguant ces deux régles a
tous les littéraux de&€, I'ensemble résultant étant no€g:.

L'algorithme 1.2 décrit la procédure de. C’est une procédure de type «backtrack» ou les so-
lutions sont construites et évaluées incrémentalemelat.ulise la propriété des mono-littéraux,
caractérisée par la proposition 1.2, et la propriété desdix purs, caractérisée par la proposition
1.3. Ces deux propriétés permettent de simplifier 'ensemblclauses courant.

Algorithme 1.2 Procédure DP
Fonction bP(C : Ensemble de clauseg jnterprétation) : Booléen
Retourne : Vrai sC est satisfaisable pdr Faux sinon.
Début
Propagation_Unitairé{, I) %% Algorithme 1.3
Si C contient la clause vidAlors retourner Faux
Si C = () Alors retourner Vrai
v = Choisir_Variable() %%Algorithme 1.4
SiDP(Cyy}, I U {v}) = Vrai Alors retourner Vrai
Sinonretourner DPCy_,}, I U {-v})

Fin

Proposition 1.2 SoitC' un ensemble de claused ene clause unitaire d€', alorsC' est satisfaisable
si et seulement &' A {I} est satisfaisable.

Proposition 1.3 SoitC' un ensemble de clausesietn littéral pur deC, alors C est satisfaisable si
et seulement si' A {I} est satisfaisable.

Le résultat de la proposition 1.2 permet de faire la propagatnitaire : une clause ne conte-
nant qu’un seul littéral ne peut étre vraie que si le littérakst vrai. Cette opération donne lieu a
la procédure décrite dans l'algorithme 1.3. Le résultatedprbposition 1.3 permet d’affecter a vrai
tous les littéraux purs de I'ensemble de clauses. CetteatipBrréduit le nombre de clauses, mais
pas la longueur de celles—ci. Contrairement a la propagatiitaire, la simplification par les litté-
raux purs n’est pas incluse dans tous les algorithmes basé®.sNous ne donnons pas le schéma
algorithmique propageant les littéraux purs, il est seivibla celui de I'algorithme 1.3.
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La procédur®p est présentée selon un schéma récursif, les conditionrgtisant soit I'obtention
d’'un modéle ('ensemble de clauses devient vide), soitéabon de I'inconsistance (détection d’'une
clause vide dans I'ensemble de clauses). Cette procédrgeysaimplicitement un arbre binaire de
recherche dont :

la racine est I'ensemble de clauses de départ

les branches sont étiquetées par les littéraux affectés.

Les nceuds sont les ensembles de clauses simplifiés pargiiétation courante.

Les feuilles sont étiquetées par la clause vide (échecppligmsemble vide de clauses (suc-
ces).

Algorithme 1.3 Propagation unitaire

Procédure Propagation_Unitaire(Mar: Ensemble de clauses ; Vainterprétation)
Début
Si(O ¢ C) et (il existe un mono-littérdl dansC)
Alors
Supprimer toutes les clauses@deu apparait
Supprimer—[ de toutes les clauses ou il apparait %%Correspond au cacy;d
Propagation_Unitairé{, U {l})
Fin

Une des étapes importantes de la procédunzrdest le choix de la prochaine variable a instancier
lorsque toutes les simplifications de I'ensemble couraatai@uses ont été effectuées (propagation
des mono-littéraux et des littéraux purs). Cette étapewnr@®int de choix dans I'arbre de recherche.
Ce sont ces nceuds qui sont généralement comptabiliséaédisg veut connaitre la taille de l'arbre
exploré par une méthode donnée. La section 1.3 présentpugsalnes des heuristiques frequemment
utilisées.

1.3 Heuristiques

La sélection de la variable a interpréter lors d’'un point beix va étre un des critéres détermi-
nants de I'efficacité d’'une procédure de tygre Le but d’'une heuristique de choix est de proposer la
meilleure variable possible par rapport a un critére dobimé&. bonne heuristique permet de créer les
sous-problémes les plus simples possibles. L'algorith#hednne le schéma général d’'une procédure
de choix heuristique.

we est la fonction de poids. Elle est dépendante de I'ensenthleant des clauses. L'acuité de
la variable sélectionnée dépend de la complexité plus omsriniportante de la fonction de poids.
H est la fonction d’évaluation. Elle admet généralement garaents le poids d’'une variable et de
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Algorithme 1.4 choisir_Variable

Fonction Choisir_Variable(' : ensemble de clause)

Retourne : Une variable non instanciée

Début

Pour Chaque Variablev de C faire Score{) = H (w¢ (v), we(—w))
Retourner la variable de score le plus élevé.

Fin

son opposé. Cette contrainte équilibre I'arbre de recleetchprocéduréhoisir_Variable qui est

proposée dans le schéma I'agorihmique 1.4 retourne unablarill est tout a fait possible qu’elle

renvoie un littéral, afin de commencer par parcourir le «eaib des deux sous—arbres associé a la

variable. Bien sQr, cette alternative n’est intéressangepur pour des instances satisfaisables.
Nous décrivons d’abord les heuristiques de choix de typ®’s, puis celles de typep.

1.3.1 Heurisitique de type «Maximum Occurences in Minimun &e Clauses»

Beaucoup d’heuristiques utilisent la stratégie dite dédkec d’abord» («first fail» en anglais).
Elle consiste a sélectionner la variable qui permet diadhes le plus rapidement possible I'incon-
sistance, ce qui a pour effet de réduire la profondeur dérkade recherche. Le nombre d’occu-
rences d’un littéral dans I'ensemble de clauses est détampour les heuristiques de type «échec
d’abord». Plus un littéral apparait, plus il y a de clausdisfsdtes lorsqu’il est affecté et plusily a
de clauses raccourcies lorsqu'il est falsifié (branche ¢émentaire). L'apparition dans les clauses
binaires est également favorisé. Le raccourcissemenadse&s binaires implique I'apparition de nou-
veaux mono-littéraux et donc de nouvelles propagatiortaives. Ce principe est connu sous le nom
d’heuristiquemoM’s «Maximum Occurences in Minimum Size clauses» (maximum alicences
dans les clauses les plus petites) [41, 43, 57].

Nous décrivons maintenant la fonction de poids proposé mireR EROSLOW et Jinchang
WANG [57] (noté aw). Elle calcule le poids d’'un littéral en fonction de la probabilité que I'in-
terprétation falsifie les clauses ou appatait

Soientn le nombre de variables propopositionnelles d’'un I'ensendlel clause€’ etc € C. Le
nombre total d'interprétations e&t. Le nombre d'interprétations qui falsifient la clausest2"~/<,

1

La probabilité qu’une interprétation falsifie la clausest donc2"2_n'“' = 5r7. On en déduit alors la

fonction de poids du littérdl eton a :

on—lel 1
wel)= D, = D g

ceC |lec ceC |iec

L'heuristique proposée paE&osLow et WANG consiste simplement a affecter le littéral qui
maximise cette fonction de poids. JohrobKER et B. VINAY ont proposé d’autres heuristiques
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associées a cette fonction de poids [55]. Par exemple, ristejue «Two—SidedeROSLOWWANG
rule» qui choisit la variable qui maximisewc (v) + we(—v).

Dans la section 1.5, nous introduisons d’'autres heuristigle typevom’s. Nous introduisons
maintenant les heuristiques de typrequi ont été proposés plus récemment.

1.3.2 Heuristiques de typeJp

Les heuristiguesP (pour «Unit Propagation») [43, 65, 78] utilisent le pouvde la propa-
gation unitaire afin de déterminer plus efficacement la powh variable & instancier. Soieat
une variable et 'ensemble de clauses courant. On calepagation_Unitaire(Cy,;) (resp.
Propagation_Unitaire(Cy-,})). Le poids du littéralr (respectivementz) dépend alors d€'y,,
(respectivement’;_, ). L'utilisation de la propagation unitaire dans le chobuhistique possede un
double avantage :

— La meilleure variable n’est pas déterminée en fonctioriedesémble courant de clauses, mais

en fonction de ce qu’il deviendrait si celle—ci était affset

— Indépendamment, si 'une ou I'autre des propagationaineg induisent la clause vide alors

on considére l'autre littéral comme unitaire. Nous dévptoys cette notion de littéral impliqué
dans le chapitre 2.

Cette heuristique possede un co(t calculatoire éleve, &isades qui I'exploitent réduisent son
utilisation a un sous—ensemble des variables non insesmcé a la partie haute de I'arbre de re-
cherche.

La stratégie qui consiste a propager différentes con@si@h un nceud donné est connue sous le
nom de «look—ahead» (que I'on peut traduire par «voir pluss)o Elle est également utilisée pour
mettre en valeur des contraintes cachées.

1.4 Instances difficiles

A I'opposé des instancesAaT structurées issues de la planification, de la preuve deitsydu
existe des instances générées aléatoirement. Ces irsi@@agoires sont intéressantes car les mé-
thodes énumératives présentent des difficultés pour lesdés.

Une instancé—sAT aléatoire est définie par son nombre de variablesson nombre de clauses
c. On détermine alors cette instance en générant aléataitéese clauses parmile2*(?) possibles.

De nombreuses études [32, 51] ont été menées sur ces irstdrorg fait apparaitre un phénomeéne
de seuil. C’est sur certaines propriétés de graphes aléstael que le probléme de la connexité,
qu’ont été découverts les premiers phénomeénes de seuilagmatique.

Un phénoméne de seuil est observé quand la probabilité guitopriété soit satisfaite passe de
presque 0 a presque 1 en fonction de I'évolution de certarsnpétres. De plus le passage de 0 a 1
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se fait brusquement. Le seuil est caractérisé par les watimg paramétres qui délimitent la zone de
transition pour des instances de taille infinie.

Le seuil apparait sur les problemessAT lorsque I'on regarde la probabilité gu’une instance soit
satisfaite en fonction du rappdjt La figure 1.1 montre ce phénomeéne pour le problensa8-Nous
observons que lorsqug < 4 les instances sont quasiment toutes satisfaisables etogue p> 4.7
les instances sont presque toutes insatisfaisables. @mnveldgalement que la rapidité de la transition
augmente avec I'augmentation du nombre de variables.

1

; ' ' "50 vars" —+—
X\ "150 vars" ---x---
* "250 vars" ---%---

0.8

% sat

04

02

Figure 1.1. Phénomene de seuil pour SaT aléatoires.
Moyenne sur 200 instances résolues par un algoritinmelassique

Le théoréme 1.2 formalise la notion de seuil pour les probEmsAT aléatoires. Il a été introduit
par Ehud RIEDGUT [46, 47] qui a donc prouvé que la fenétre de la phase de timmsénd vers
0 lorsque le nombre de variables tend vers l'infini. Par agntrn’a pas prouvé que la valeur du
seuil était fixe, celle—ci peut donc osciller en fonction duniore de variables. Les meilleures bornes
connues délimitant le seuil de 8AT sont 3.26 comme borne inférieure [1] et 4.506 comme borne
supérieure [40]. Le théoreme 1.3, prouvé pavBTAL et REED [26], donne la valeur du seuil pour
2-SAT.

Théoréme 1.2 Soit Sy (v, r) la probabilité qu’une instancé—sAT dew variables et de- x v clauses
soit consistante. Pout > 2, il existe une fonctiom (v) tel que quelque soit > 0,

lim Si(v,ri(v) —€e) =1 et lim Sg(v,rr(v) +€) =0
V—00 V—00
Théoréme 1.3 Pour 2-SAT, la valeur du seuil est égale A(autrement dit;, (v) = 1).

Les expérimentations ont également mis en avant que lauliffice résolution des instances
k—SAT aléatoires n’est pas uniforme [27]. Un pic de difficulté estésau niveau du seulil, 1a ou la
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probabilité d’avoir une instance consistante es%dea figure 1.2 illustre ce phénomeéne. La difficulté
est mesurée en fonction du nombre d’appels a la procé&sresir_Variable de la fonctiondbp
(algorithme 1.2).

nombres de noeuds

civ

Figure 1.2. Difficulté des instances 3AT aléatoires (200 variables)
Moyenne sur 200 instances résolues par un algoritimmelassique

L'intérét de telles instances est la facilité avec laguelides génére. On peut les utiliser pour
expérimenter de nouvelles méthodes et heuristiques. Begqs méthodes efficaces sur ces instances
se révélent généralement efficaces sur des instancesiséest

En 1997, &ELMAN et al. ont proposé une liste de 10 challenges pour la résoldg problémes
SAT [83]. Le premier s’énonce ainsi : «Prouver I'inconsistademe instance 3sAT aléatoire de 700
variables situé dans la région du seuil (en temps raisoapabA ce jour, ce challenge n’a toujours
pas été relevé! Actuellement, les meilleures méthodes Biegppour 3SAT sont capables de ré-
soudre des instances 8i¢0 variables en temps raisonnable (moins de deux heuidslis décrivons
d’ailleurs certaines de ces méthodes dans la prochainiersect

1.5 Quelques méthodes énumératives

Nous allons présenter quelgues méthodes basées suritlatgeide Dywis et PUTNAM, qui, dans
la littérature, sont parmi les plus efficaces. Bien enteti@st impossible de dresser une liste qui soit
exhaustive. Citons, par exemple les méthodrasp [88], tableau [32],RELSAT [11], zChaff [75]
qui donnent également de trés bons résultats.

2A I'heure ou ces lignes sont écrites, OlivieuBols et Gilles DEQUEN proposent une nouvelle heuristique resolvant
des instances difficiles de 700 variables en 26 jours [42]
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1.5.1 Le systemeosIT

La méthodePosIT est réalisée par#EEMAN [43, 44]. Elle inclut un pré—traitement, qui per-
met ensuite de garantir que chaque variable apparait atsr@dois positivement et au moins 3 fois
négativement. La procédure de choix de la variable utilismélange d’heuristiquepr et une généra-
lisation de I'heuristique deerosLOwet WANG. En effet, la fonction de poids d’un littéraproposé

par FREEMAN est :

wiy= 3 —

ceClec vl
Ou ~ est une constante. Plgsest grand plus I'apparition des littéraux dans des clausgsetites
tailles prend de I'importance.HEEMAN a fixé~y a 5. Ainsi, 'apparition d’un littéral dans une clause
de taillet équivaut a 5 apparitions dans des clauses de taillé.
L'heuristique de branchement comporte 4 étapes :
— Calculer le score de chaque variable. Créer le sous—etséhdes variables de plus grand
score. La fonction d’évaluation donnée p&®eEMAN est :H(z) = 1024 x w(z) x w(—z) +
w(z) + w(—z).
— Utiliser I'heuristiqueup.
— Supprimer dé5 les variables ayant eu un mauvais score avec la propagatitaire.
— Choisir la variable d& maximisant I'heuristique dew généralisée.

1.5.2 LesystétmeATz

La méthodesATz a été proposée par Chu Min et AMBULAGAN [65, 66]. A ce jour,SATZ est
I'un des meilleurs algorithmes de résolution des instaaté&gtoires difficiles situé dans la région du
seuil. Chu Min L vient de proposer une nouvelle version, bapts&rz123 [63] qui améliore encore
les performances sur ces instances.

La méthodesATz inclut :
— Un pré—traitement qui crée des résolvantes de tailleievféx ou égale a 3. Chaque résolvante

créée peut servir a nouveau pour créer d’autres résolydmf@ecessus étant maintenu jusqu’a
saturation. Deux conditions sont également imposées :
— Larésolvante de 2 clauses binaires n’est créée que sistilmaire.
— Larésolvante d’'une clause binaire et d'une clause terma@sst créée que si elle est binaire.
— Une heuristique de typer
Les variables candidates a I'heuristique sont celles qtifi@ét le prédicatProp, que nous

définissons ci—dessous :

Définition 1.15 Soitx une variable et 'ensemble de clauses courant. On nBitep(zx, 1), le prédi-
cat vrai lorsque: apparait positivement et négativement dans les clausegdsret apparait au moins
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i fois dans ces clauses binaires. On note alors le préBieat, () le premier de ces trois prédicats
qui sélectionne au moins 10 variables.

1. Prop(z,4)
2. Prop(z,3)
3. Vrat

Le prédicatProp, a été déterminé empiriquement. Il permet de satisfaire il@rerimportant.
En effet, le nombre de variables qui vérifient le prédiPabp, est d’autant plus grand que I'on se
situe en haut de I'arbre de recherche. C’est une carad@esintéressante puisque c’est dans cette
partie que le choix des variables est le plus important. bation poids d’un littéral est donnée par
le nombre de clauses binaires créees par la propagati@irerdel dansC'. La fonction d’évaluation
H est celle proposée parREEMAN [44].

La nouvelle version dsaTz [63] difféere de I'ancienne par la possibilité de pouvoirliger de
la propagation unitaire sur deux niveaux (sur deux littéreansécutifs). Si les poids(z) etw(—z)
sontd’ordre de grandeur différent, la fonction d’évaloafi/ ne sélectionne pas cette variable comme
prochaine variable a instancier (symétrie de I'arbre daesthe). Cependant, gi(x) est beaucoup
plus grand quev(—z) alors il est probable qué€’,, soit inconsistant. La méthode1z123 tente
de démontrer l'inconsistance de cet ensemble de clausesmpageant les variables (noi¢ qui
apparaissent positivement et négativement dans les nes\edduses binaires dg,,. En d'autres
termes, on calcule’y, ., etCy, ;. Si ces deux ensembles de clauses sont inconsistants’glars
I'est aussi et on peut ainsi affecter: comme un littéral unitaire.

1.5.3 Le systemeATO

SATO a été réalisé par HantaoiANG et Mark SrickeL [100, 101]. Les auteurs se sont focalisés
sur la structure de données a utiliser pour coder efficacelsmalauses. Elles sont codées sous forme
d’arbres. C’est John BKLEER qui a utilisé cette structure en premier pour le problé&ase[36].

Chaque nceud de l'arbre est soit :

— Larbre vide, noté panil

— La marque d’obtention de clause, notée

— Un quadruplek v, p,n,r >, ouv représente I'index d’'une variablg,un arbre représentant

les clauses ou apparait positivement, un arbre représentant les clauses@pparait néga-
tivement etr un arbre représentant les clauses ou n'apparait.pas
Les variables sont triées par ordre lexicographique declagavers les feuilles. Lexemple 1.3 montre
une telle structure.

Exemple 1.3
Soit 'ensemble de clausééz; V z2), (—z1 V —z2)} L'arbre codant les clauses est



1.5 Quelques méthodes énumératives 21

<z, < xo,0,n1l,nil >, < xo,nil, 0, nel >, nil >

et est explicité par la figure 1.3. O

To T2 nil

o nil nil nil nil

2
Figure 1.3. Exemple d’arbre de clauses avesTo

|

Un algorithme qui fusionne deux arbres est donné. Son agimtavec cette structure de données

procure les avantages suivants :

Suppression des clauses dupliquées pendant la constrdeti’arbre.

Suppression des clauses sous-sommeées pendant la cioistilied’'arbre.

Calcul rapide de certaines résolvantes.

Propagation unitaire efficace. Etant donné que les vasadnt triées lexicographiquement,
un seul parcours de 'arbre est nécessaire pour toute urse plegpropagation. Pour supprimer
les clauses satisfaites par un littétdl suffit de mettre anil les sous—arbres correspondant
al vrai. La recherche des nouveaux mono-littéraux se faituantgnt dans les sous—arbres
correspondant au littérall.

En plus de cette structure de données, les auteurs propossgsteme de saut arriere («backjum-
ping» ou «look—back» en anglais) afin de mémoriser les ascenflits et d’éviter des affectations

connues pour étre vouées a I'échec. Il est a noter que darartce intitulé «Look-Ahead versus
Look-Back for satisfiability problems», Chu Minl [[66] compare les techniques de «look—ahead» et
de «look—back». Pour lui, la technique du saut arriere esilénsi les variables sont affectées dans le

“bon ordre”.

1.5.4 Le systemesAT

La méthodecsAT a été proposée par YacineBFKHAD et Olivier DUBOIS, les détails peuvent
étre obtenus dans [41, 18]. Initialement, les auteurs ompgweé plusieurs méthodes, spécialisées
soit dans la recherche d’'une solution soit dans la preuvestdinces insatisfaisablessAT est plus
spécialisée dans la preuve d’'inconsistance mais obtiet¢dgnt de bons résultats pour les instances

satisfaisables.
Tout d’abordcsAT utilise un pré—traitement qui intégre :
— Larecherche de symétries de bases. Une étude des diverithatps de détection et d'utilisa-

tion des symétries est effectuée dans le chapitre 6.
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— Le calcul de résolvantes. Seules les résolvantes deitdi#léeure ou égale aux clauses qui se
résolvent sont créees.
L'heuristique de branchement est calculée grace a la famctiévaluation suivante H(z) =
1.5 xmin(F(z), F(—z))+ F(z) + F(-x), ouF(l) dépend du poids des opposés des littéraux inclus
dans les clauses binaires ol appdrdia fonction de poids est égale a :

w(l) =Y —In(l - ﬁ)
lee
Les auteurs proposent également une étape dite de «localgsing» exécutée avant un point de
choix. Elle consiste a propager un littéral, et, si la clatide apparait, a traiter son opposé comme un
mono-littéral. Cette étape est limitée a un sous—enseneblitéraux apparaissant dans les clauses

binaires.

1.5.5 \Vers des algorithmes ciblés

Récemment, diverses implantations ciblées delB et PUTNAM ont été réalisées dans le but de
pouvoir résoudre des instances particuliéres du probiexme

Un des challenges proposés p@&LBAN et al. dans [83] concernait la résolution des instances
par32du challeng®imACS [38] en un temps raisonnable. Ces instances comportentamd giombre
de clauses d’équivalences. Chu Min & réaliséEQSATz [64] pour tenter de relever ce challenge.
EQSATZ est une version deATz complétée par une recherche de clauses d’équivalence depar
regles de simplification sur ces clauses.

Définition 1.16 (clause d’équivalence)Soitl; ..., [ k littéraux. Une clause d’équivalence de lon-
gueurk peut étre écrite comme suit :

Lhelhbhbe. .ol

La transformation sous formenF d’une clause d’équivalence de longuéunécessit@* ! clauses
CNF. Par exempld; «> 5 estéquivalente aux deux claugés Vv —ls), =(l; Via)}. Ici, le codage sous
forme CNF accroit exponentiellement le nombre de clauses nécessaeelus, les équivalences qui
peuvent apparaitre pendant la recherche entre les dif§élittéraux sont cachées par la forrmsF
et ne sont donc pas exploitées. Chu Minsouligne que dans le cas de clauses d’équivalence trans-
formées ercNF trés peu de mono-littéraux sont propagés, ce qui expligdiéfieulté des méthodes
classiques pour résoudre les problémpas32

D’autres implantations de A¥is et PUTNAM sur des formes normales généralisées ont été réali-
sées. Citons PeterAlBMGARTNER et Fabio MassAcci[10] qui ont proposé une version dexds
et PUTNAM traitant des formules qui contiennent des ou exclusifs. clmsses apparaissent, entre
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autres, dans des problemes de vérification, de planificaflitans encore, la méthodecSAT pro-
posée par Tommi A.UNTTILA et llkka NIEMELA [59] qui représente les formules par des circuits
booléens. Un circuit booléen est un graphe orienté acyelguUes nceuds sont les portes et les feuilles
les variables propositionnelles.

Ces méthodes ont vu le jour pour plusieurs raisons. Toubdthlil est difficile de concevoir une
méthode qui soit efficace pour toutes les instarszgas La section 3.5 met ce point en avant. De plus,
la transformation sous formeAT fait perdre les propriétés intrinséques des problemes plardén
ne peux pas profiter de sa structure pour améliorer le chairgigues des variables a instancier.
Nous rencontrerons a nouveau ces difficultés lorsque noudrens générer des modeles finis de
théories du premier ordre (partie 2).

1.6 Conclusion

Ces dernieres années, les problemes aléatoires ont eu esee gnfluence sur les recherches
ayant trait au problemsgAT. Il y a eu, d’'un coté, des recherches théoriques cherchatteandiner la
valeur du seuil pour 3AT; et de l'autre, des recherches pratiques avec la propositadgorithmes
de résolution de plus en plus efficaces.

C’est ce coté pratique qui nous intéresse le plus et qui nodgsa a nous poser certaines ques-
tions. Pour quelles raisons le premier challenge de Baris3N [83] n’a—t—il toujours pas été relevé ?
Comment réduire le nombre de noeuds nécessaires pour réstrglinstances aléatoires difficiles ?
C’est pour répondre a ce type de questions que nous propdsmssie chapitre suivant une mé-
thode énumérative. Son but est de propager le plus de mttéeadix possible afin d’arriver le plus
rapidement possible a l'inconsistance.
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Chapitre 2

La méthode AvAL

OUS INTRODUISONS DANS CE CHAPITREINE méthode énumérative basée sur I'algorithme de
N DAvis et PUTNAM. Cette méthode améliore la procédure classiquerden essayant de maxi-
miser les propagations unitaires faites pendant la rebkeRour ce faire, un algorithme de produc-
tion de littéraux est implanté. Il est appelé dés que I'erddermourant de clauses ne contient plus
de mono-littéraux. La combinaison de cet algorithme deymrtidn de littéraux et de la méthode
donne lieu a la méthode/aL . Cette appellation est due a I'observation d’'un phénomé&natinche
de mono-littéraux produits lors de la résolution de prol@gmléatoires situé dans la région du seuil.
En essayant de faire apparaitre a faible co(t des monoalittécachés, notre méthode minimise le
nombre de points de choix et donne lieu a un algorithme rebusins sensible aux heuristiques. Les
travaux de cette partie ont été publiés aux «journées raésmle résolution pratiqgue des problemes
NP—complets»INP9 [5] et a «International conference on Computational tegiL00 [6].

2.1 Production des mono-littéraux

Apreés la propagation de toutes les clauses unitaires etwdelés littéraux purs, la procédure
DP choisit et affecte une variable, créant un point de choixsdarbre de recherche. Seulement,
il est probable que des littéraux puissent étre impliquéd (& définition 1.7) par I'ensemble de
clauses courant. Nous pouvons considérer ces littéraurneoties mono-littéraux «cachés». Si nous
arrivons a les détecter, nous évitons certains points d& daas I'arbre de recherche. Pour essayer de
produire un littéral, il suffit de tester I'inconsistanceid’ensemble de clauses (théoreme de déduction
1.1). Cette opération nécessite une surcharge de tralmiést donc restreinte : le test de consistance
est réduit a la propagation unitaire et seuls les littérappasaissant dans les clauses binaires sont
candidats a la production. Ces derniers ont le plus de chdiétre produits.

Soient! l'interprétation courante &t’; 'ensemble des clauses simplifiées pdvoir la notation
1.1). Pour montrer qué est impliqué parC; (C; [ [), nous devons prouver l'inconsistance de
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Cr N {~l}. Deux cas sont alors possibles :

— SoitCr A {—l} = O et dans ce cabest produit patC; et peut étre considéré comme un
mono-littéral.

— SoitCr A {—l} |~ 0O, alorsl ne peut étre produit paf;. Mais cet échec met en valeur des
littéraux qui ne peuvent pas étre impliqués par 'ensemélelduse€’;. Il est donc inutile de
les considérer pour la production.

L'efficacité de notre algorithme de recherche des littérmpliqués est due en grande partie a

I'élimination de ces variables inutiles. Formellementusavons :

Proposition 2.1 Soit By I'ensemble des clauses binaires @¢ et L, 'ensemble des littéraux de
Br. Soitl € Lp,, SiCr U{-l} = ajeqr,.. ny €1CT U{-l} £ O alors

Vie{l,...,n}telquea; € Lp,, CrU{a;} DO
Autrement dityi € {1,...,n} Cr F~ —a;.

Preuve Soitl € Lp,, tel queCy U {-l} = ajeqr,.. ) €1CT U {=l} [£ O. Supposons qu'il existe
j € {1,...,n} tel queC; U {a;} = O (Cr = a;). On a alorsC; U {-l} U {a;} = O. Mais
CrU{=i} U{=a;} = O, etdoncCr U {-l} |= O. Ce qui est en contradiction avec I'hypothese.
Par conséquent € {1,...,n} C £ —a;. O

Les littéraux—ay, ..., —a,, opposés des littéraux propagés durant I'échec de praxtudél, ne
peuvent pas étre des conséquences logiqués.deest donc hors de propos de les considérer comme
candidats a la production. Le résultat de la propositiore8tlutilisé dans I'algorithme de recherche
des littéraux impliqués, notéLl, (algorithme 2.1). Le vectewandidat [I]=Vrai exprime le fait
que le littérall est candidat a la production. L'étape d'initialisation siste a considérer comme can-
didats tous les littéraux apparaissant dans les clausasdsnEnsuite, nous choisissons un candidat
potentiel et propageons son opposé en mettant a jour la masgdidat des opposés de littéraux
propagés. Et recommencons le processus si cette propagatipas impliqué la clause vide. Nous
montrons le fonctionnement de I'algorithrrel dans I'exemple 2.1.

Exemple 2.1

Soit 'ensemble de claus€s= {(z; V —z2 V =x3), (r1 V 22), (—z2 V x3) }. Lensemble des littéraux
apparaissant dans les clauses binaire§ gst {1, 22, ~x2, z3}. L'état du vecteurandidat estle
suivant :

Littéral 1 xr9 —T9 xrs3
Candidat| Vrai | Vrai | Vrai | Vrai

Si nous essayons de produitg, nous obtenon€’ U {—z3} = —zo,z1 etC U {—z3} = O.
D’aprés la proposition 2.1, nous avofis) {—z2} = O etC U {z;} = O, les littérauxzs, z2 et—z;
ne peuvent étre produits pat Le vecteurcandidat devient :
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Algorithme 2.1 Recherche des littéraux impliquésL()

Fonction RLI(C : ensemble de clause$ ; interprétation)
Retourne : un littéral si C' =1
O0si Al € Lg, telqueC [=1

Début
Pour tout [ € Lp, Faire Candidat[] = Vrai
Pour tout [ € Lp, tel que Candidaf] = Vrai

Faire %%Essayer d'impliquet
Candidat]] = Faux
I'=TU{~l}
Tantque (Cp # 0) et @ € Cr) et @z € L¢,, tel quex est un mono-littéral)
Faire %% Propagation unitaire
I'=Tu{z}
Candidatfpx]=Faux
Si (O € Cpr) Alors Retourner %%l est implgiué pac’
Retourner O
Fin
Littéral 1 To | mxo | 23

Candidat| Vrai | Faux | Vrai | Faux

Nous essayons de produitg, on a alors”’ U{—z1} | z9, z3, d. Doncz; estun littéral impliqué
parC' et la procédur&Ll peut le retourner comme mono-littéral. O

L'algorithme RLI déduit un littéral parmi ceux apparaissant dans les cldisesres. Sa termi-
naison, sa correction et sa complétude sont données paofassitions suivantes.

Proposition 2.2 SoitC I'ensemble des clauses courant | en littéral apparaissant dans une clause
binaire. SirLI produit! (RLI(C) = 1) alorsC = C U {l}.

Preuve Soit/ un littéral produit parLi. Alors, (C U {-l}) = O.
MaisC = (CU{l}) vV (C U{=l}). Onadona” = C U {i} et la correction d&L| est prouvée. o
Proposition 2.3 SiCt est I'ensemble courant de claused#tle sous ensemble de clauses binaires,
alors l'algorithmeRLI termine et sa complexité dans le pire des cas est en

O(|Lp,| x |Lc,|)

Preuve QuandrLi essaie de produire un littéra(C; = [ ?), elle propage dans le pire des das
mono—littéraux. Si n’est pas productible{; [~ ), la procédurerL! essaie de produire un autre
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littéral parmi ceux apparaissant dahg,. Le pire des cas intervient alors quand tous les littéraux
propageés par I'échec de production/d€’; |~ [ ) n'appartiennent pas B, .

Dans ce cagLI essaie de produire tous les littéraux/dg, . Donc, la complexité dans le pire des cas
estenO(|Lp,| % |Lc,|). '

La méthodecsAT [41] inclue une étape dite de «local processing». Durarte égtape, une re-
cherche de littéraux impliqués par 'ensemble de clausefage de maniére similaire. Pour plus
d’efficacité les auteurs restreignent cette recherche ausr&nsemble de littéraux apparaissant dans
les clauses binaires (ceux qui ont le plus d’occurenceshdlprennent pas en compte que certains
candidats (littéraux de la proposition 2.1) ne peuventigimiqués, bien que Yacine®JFKHAD ait
remarqué la présence de ces littéraux inutiles dans sa[tt&se

2.2 La méthodeAavaL

La combinaison de I'algorithme de recherche des littéraapliqués RL1), décrit précédemment,
et de la procédure deAvis et PUTNAM définit la méthode énumérativeAL .

La différence entreavAL et DP est due a la recherche de littéraux impliqués lorsque limbse
de clauses courant ne contient ni de littéraux purs ni de Adt@aux explicites. En propageant les
littéraux impliqués, la méthodavaL évite certains points de choix que parcourt. De la méme
maniére que l'algorithmep est une amélioration de I'algorithme @@ INE par I'ajout des proprié-
tés de littéraux purs et unaires, la méthedeL peut étre considérée comme une amélioration de
I'algorithme de Dwis et PUTNAM par I'ajout de la propriété des littéraux impliqués.

Quand l'algorithmerLI réussit a produire un littéral, celui—ci est considéré cemm mono—
littéral, son affectation supprime un nceud de I'arbre dbeezhe. En cas d’échec dans la production,
nous choisissons, a I'aide d’'une heuristique, la prochaedmi@ble a instancier, ce qui crée un point
de choix dans I'arbre de recherche. L'exploitation der#té produits parLi tend a minimiser le
nombre de ces points de choix pour une heuristique donnglgolithme 2.2 schématise la méthode
AVAL . De méme que pour l'algorithme dealds et PUTNAM, le premier appel avAL est initialisé
avecl = () etC = Cj. L'exemple 2.2 montre le fonctionnement de la méthade. .

Exemple 2.2

SoitC I'ensemble de clauses suivant :
{(m22, 3, 4), (w2, ~23, ~24), (21,73, 74), (z2, 73, 774),
(mx1,~wo,x3),  (—x1, T2, "T3), (71,22, 23), (mz1, ~wo, ~13),
(mz1,-w3,24), (721, -w3,274), (T1,773,74), (—2, 3, ~74),
(33173327_‘5173)’ (_‘51717_‘51727_‘5173)1 (_‘51717_‘3727_‘5174)}

La figure 2.1 montre le comportement des méthautest AvAL lors de la recherche de la satis-
faisabilité de I'ensemble de claus€s Le symbole « » désigne l'inconsistance;le désigne I'ob-
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Algorithme 2.2 La méthodeavaL

Fonction AVAL( C : Ensemble de clauseg |nterprétation) : Booléen

Retourne : Vrai sC est satisfaisable pdr Faux sinon.

Début

Propagation_Unitairé{, I) %% Algorithme 1.3
Si C contient la clause vidAlors retourner Faux

Si C' = () Alors retourner Vrai

g=rli() %% Algorithme 2.1 ou 2.3
Siq # 0 Alors Retourner AVALCY,;, T U {q}) %%Littéral impliqué
v = Choisir_Variable() %% Algorithme 1.4

SiAVAL( Cyy,y, I U {v}) = Vrai Alors retourner Vrai
Sinonretourner AVAL(C-, I U {-w})
Fin

tention d’'un modéle. L'algorithmeL! détecte deux littéraux impliqués (indiqué par (rli)) suuke
tentatives . L'arbre généré pavAL est sensiblement plus petit et ne contient qu’un seul noguid al
que celui deop en contient 3. O

TR N
N\ N ]
3 s

DP AVAL

Figure 2.1. Arbres de recherche générés par les méthagest AVAL

Dans la section suivante, nous donnons une nouvelle vedgidialgorithmeRL! qui prend en
compte le fait que la méthoadwAaL I'appelle & chaque noeud de 'arbre de recherche.

2.3 Une version dynamique derL|

L'algorithme classiqueLl essaie de produire un littéral & chaque nceud de I'arbre Hdengte en
utilisant la propagation unitaire. Il n’évite alors pas @mtain travail inutile. Entre deux nceuds consé-
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cutifs, la structure de I'ensemble des clauses ne changepigement peu : peu de clauses binaires
sont créees et peu sont supprimées. Dés lors, il est protb@lbéeommencer les mémes propagations
vouées a I'échec qui vont supprimer les mémes candidatdeimutyn large travail redondant peut
ainsi étre effectué. L'exemple 2.3 confirme ces propos.

Exemple 2.3
Soit C' I'ensemble de clauses suivant :

C={(r1VzaVas),(zy VeV -xs3),(x1V-xy), (24 V—zs5)}

L'ensemble des littéraux apparaissant dans les clausasésrest. p = {x1, x4, x4, 75 }.
Voici la liste des propagations faites durant le premiercshpgL lors de I'essai de production dg,
-4 et—xs.

- CU{~z1} = x4y

- CU{z4} E 1

- CU{z5} = 24,71
Aucun littéral n’est produit. Supposons que la méthede. choisisse et interpréte a vrai la variable
z3. Le systéme de clauses courant devient :

0{13} = {331 V xro,T1 V Ty, T4 \Vi —@5}

L'ensemble des littéraux des clauses binaires deviént,:zo, ~z4, 14, 725}.
Et les propagations faites par le nouvel apprLasont :
= Clpyy U{m1} = 24, 275, T2
= Cigyy Uiz} F
- Cpy U {z5} = 24,21
= Crpy U{-m2} Em
L'examen de cette seconde liste améne des remarques :
1. Le test de production de, (C{,,; U {—z1}) duplique la premiere liste et la compléete par le
littéral 5. Ceci est d0 a la présence de la nouvelle clause biraivezs.

2. Les tests de production de:, et —z5 sont les mémes que ceux de la premiére étape.

3. LalgorithmeRLi effectue un nouveau test de production, €aest un nouveau candidat a la
production. O

Pour éviter les redondances dues a la reproduction delittédtéja produits au nceud précédent,
nous avons modifié I'algorithmeL1. Nous mémaorisons, tout au long de la recherche, les prapagat
faites par chaque test de production, créant ainsi des ligte nous appelons listes de production.
Nous essayons de produire uniquement :
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— Les littéraux que I'on a essayé de produire par le passé ehtjudans leur liste de production,
des littéraux ayant des nouvelles occurrences dans leseddinaires (comme le littéraj
de I'exemple 2.3). Ceci est du au fait que nous limitons ledesconsistance a la propagation
unitaire.

— Les littéraux qui n'ont pas déja essayé d'étre produitsosit deur opposé n’'apparait dans
aucune liste production (comme le littérgl de I'exemple 2.3).

L'algorithme 2.3 décrit cette nouvelle procédure que noxsa appel&Li_INC (version incré-

mentale derLI).

Algorithme 2.3 Une version incrémentale de I'algorithme de rechercheittésdux impliqués

FonctionrLI_INC(C' : ensemble de clauseg ; interprétation)
Retourne : un littéral si C' = 1
O0si Al € Lg, telqueC [=1

Début
Pour Chaque nouvelle clause binaiie/ v
Faire
Si (App[—u]>0) %% Continuer les listes ou apparait
Alors
Pour Chaque liste_productionf:] commencant pat/
Faire
Si Continue_propagation{,C',I)=Inconsistancélors retourner
Si(App[-v]>0) %% Continuer les listes ou apparait
Alors
Pour Chaque liste_productionp] commencant panl
Faire
SiContinue_propagation{,C,I)=Inconsistancélors Retourner
Pour Chaquew € Lp, tel que Appfw]=0 %%Création des nouvelles listes de productions.
Faire
Si Propagationtw,C,I)=Inconsistancélors Retournen
Retournel)
Fin

L'algorithmeRLI_INC garde en mémoire différentes données:
— L'ensemble des listes de productions
— le nombreapp[u] qui est égal au nombre d’'apparitions du littégadans les listes de produc-
tion. Ainsi,siApp [x]=0 alors le littéral-u est candidat & la production. Au début de I'arbre de
recherche le vecteWpyp est initialisée & pour tous les littéraux.
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— liste_production(u) contient 'ensemble des listes de production dans lesegrelappa-
rait.

Il utilise également différentes fonctions et procédures :

— La fonctionContinue_propagation(/,C,I) continue la liste de production commengant
parl et incrémente la marquepp de tous lesnouveauxlittéraux propagés. Pareillement a
Propagation elle retourne la clause vide en cas d’'inconsistance.

— La fonctionPropagation(—w,C,I) crée une nouvelle liste de production (commencant par
—w) et incrémente la marquipp de tous les littéraux propagés. Dans le cas ou I'ensemble
de clauses résultant est inconsistant alors la clause stadeteurnée. Cette procédure possede
un schéma algorithmique relativement semblable a la proeddopagation Unitaire de
l'algorithme 1.3.

Ainsi, l'algorithme RLI_INC scrute en premier lieu les clauses binaires nouvellemédies: ||
continue alors les listes de productions qui peuvent étraptétées et peuvent ainsi produire un
mono-littéral caché. Si tel n'est pas le cas, il essaie ddymre les littéraux ayant des occurences
dans des clauses binaires et encore candidats a la pradudtios montrons son comportement dans
I'exemple qui suit.

Exemple 2.4

Reprenons I'exemple 2.3 et utilisons maintenant I'aldwnié 2.3 pour essayer de produire des mono—
littéraux cachés. Nous avons

C={(r1VzaVas),(zVreV-xs3),(x1V-xy), (T4 V—x5)}

L'ensemble des littéraux apparaissant dans les clausasésrest z,, —z4, x4, ~z5}.
Le premier appel reste bien sOr inchangé. Nous mémorisarigstes de propagations faites par la
procédurePropagation lors de I'essai de production des littératy —z4 et —zs.
- CU{~z1} = x4y
- CU{z4} E 1
- CU{z5} = 24,71
Aucun littéral n’est produit. Nous donnons I'état du vectepp.

Littéral 1 X2 T3 X4 T | X1 L9 X3 T4 T
Apparitons| 2 0 0 2 1| 1 0 0 1 1

Nous interprétongs a Vrai. Le systéme de clauses courant est :

C{x3} = {.’1,‘1 Vxo, 1V T4, x4V —|x5}

L'ensemble des littéraux appartenant a des clauses ksrdesgent {x1, xo, ~x4, 4, 725 }. Et I'en-
semble des nouvelles clauses binaires €6t V z2)}.
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App[—z1] est non nul, donc nous devons compléter les listes de ptiothum il apparait, ici seulement
la premiere. En appelant la procédgtatinue_propagation(—wi, Cy,,},{73}), On obtient :

— Cgyy U{-m1} | —24, 275, T2
App[—x2] est nul, donc nous essayons de produiseL'appel dePropagation(—z2, Cy,y, {3})
donne:

= Clgyy U{-m2} F 11

On retrouve bien les listes de productions que nous avotisééa dans I'exemple 2.3 sachant
gue deux d’entre elles sont restées identiques et n'ontyphesoin d’étre réactualisées. 0

L'algorithme de recherche des littéraux impliqués néd¢essie plus grande quantité de mémoire
dans sa version incrémentale (algorithme 2.3) que dansrsemneale base (algorithme 2.1). L'algo-
rithmeRLI utilise un tableau d’entiers, sa complexité en mémoire e$bddre deO(n). La nouvelle
version incrémentaleLl_INC nécessite toujours un tableau d’entiers, mais doit égalegeder en
mémoire les listes de productions ainsi que les listes dafipns des littéraux dans les listes de
productions. La complexité en mémoire est donc de 'ordr@ ¢i€?).

2.4 Le choix des littéraux

De méme que le choix heuristique d’'un littéral est importéars une procédure énumérative de
type DP (voir section 1.3), le choix du littéral que I'on essaie deduire est important pour I'effica-
cité des algorithmes 2.1 et 2.3 de recherche des littérapkqgogés. Une premiére approche envisa-
geable consiste a sélectionner en premier lieu les litkéagant le plus d’occurences dans les clauses
binaires. Cette stratégie propage le plus de littérauxiplesset peut permettre d’atteindre le plus
rapidement possible I'inconsistance. Le probleme de cé&alside dans I'obligation d’ordonner, a
chaque nceud, les littéraux en fonction de leurs nombre dieoces dans les clauses binaires. Le
gain potentiel induit par cette stratégie risque d’'étréesSiement compromis par le temps nécessaire
au tri des littéraux.

Nous avons donc utilisé une autre approche qui consistdiseutau mieux le «pouvoir» de la
proposition 2.1. A chaque appel de la procédrire, nous essayons d’éliminer le plus de littéraux
impossibles & produire. Nous savons qu'un littéral n’easplandidat a I'implication lorsque son
opposé a été propageé lors d’'un échec de production. Suppgsemous limitions la propagation de
la méthoderLI aux clauses binaires. Dans ce cas, un littéral est supprnié liste des candidats
uniquement si son opposé est propagé, et donc si il appiadétiene clause binaire. Bien que cette
hypothése sur la limitation de la propagation soit fausseisrallons utiliser cette remarque afin
d’optimiser I'impact de la proposition 2.1 sur I'algoritierLi. Les littéraux binaires purs, ceux qui
n'apparaissent que positivement ou négativement danddeses binaires, ont donc peu de chance
d’étre supprimés de I'ensemble des candidats, nous lesisboihs donc en premier comme candidats
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a la production. La section 3.4 montre I'impact d’une tettat®gie sur I'algorithme de recherche des
littéraux impliqués.

2.5 Conclusion

Nous avons proposé deux versions de I'algorithme de rebbeles littéraux impliquésLi. L'une
classique, 'autre prenant en compte les résultats acqrssde la construction de l'interprétation.
Ces procédures détectent des mono—littéraux «cachés»eqoeur pas propager la procéduwe
La combinaison de I'un de ces deux algorithmes avec la méthedlonne naissance a la méthode
AVAL . C'est lors des expérimentations, menées dans le chapitr@n$, que nous explicitons cette
appellation.
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Chapitre 3

Expérimentations

"OBJECTIF DE CE CHAPITREESt de faire une étude expérimentale de I'algorithme deereble
des littéraux impliquégL! et de la méthodavaL . Nous commengons par comparer les pro-
cédures VIS et PUTNAM et AVAL , ensuite, nous observons le comportement de I'algorithene d
recherche des littéraux impliqués lors de la résolutiongddnces aléatoires difficiles situé dans la ré-
gion du seuil. Cette partie met en évidence l'influence deddyction de littéraux sur la méthode
et montre le comportement des méthodes énumératives |dasréigolution de problemes aléatoires
difficiles. Enfin, nous comparons les méthodesL , POSIT[43], SATO [101] etSATZ[66] sur les pro-
blémes aléatoires situés dans la région du seuil et sur dbtepres structurés issus des challenges
DIMACS [38] et Beijing [13].
Toutes les expérimentations faites dans ce mémoire sdisggaur urk 611 cadencé a 400 MHz
avec 128 Mo d&AM, fonctionnant sous un systeme Linux 2.4. Les temps sontragpren secondes.

3.1 Comparaison des méthodesP et AVAL

Nous avons comparé les méthodes énumérativels et DP sur des instances aléatoires situées
dans la region du seuif (= 4.25). Deux heuristiques ont été utilisées :

— L'heuristique de BROsLoOwet WANG généralisé par REEMAN que nous avons défini dans la

section 1.5.1. Nous la dénotons par les initiales.

— L'heuristique basé sur la fonction de poids utilisée dassT(voir section 1.5.4), dénoté par

les initialescs.

Les résultats des tableaux 3.1 et 3.2 ont été obtenus sur agenme de 100 instances. lIs
montrent que pour les deux heuristiques utilisées, la ndéthenL parcourt moins de nceuds (tableau
3.1) et est plus rapide (tableau 3.2) que la métimrleCela confirme I'efficacité de l'algorithme de
recherche des littéraux impliqués et l'intérét de le corabiavecDpr. De plus, le gain croit au fur
et a mesure que le nombre de variables augmente, donnairegpiog de résoudre des instances de
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Nombre de variable$ 100| 150| 200|  250]

DP + JWF 1651|1297 9332| 65208
AVAL + JWF 18 101 573 3327
DP+CS 328 | 3291 | 29425| 243 819
AVAL +CS 21 133 860 5233

Tableau 3.1.Comparaison entrep et AVAL (Noeuds)

Nombre de variables 100| 150 | 200 250 |

DP + JWF 0.01]0.12| 1.1| 9.8
AVAL + JWF 0.01| 0.1| 0.8] 6.5
DP+CS 0.04| 056| 6.3| 64
AVAL +CS 0.01/0.24| 1.2| 10

Tableau 3.2.Comparaison entrepr et AvAL (Temps)

grandes tailles. L'utilisation de I'algorithnaLi réduit le nombre de points de choix d’'une heuristique
donnée. La méthodevAL qui en découle peut donc remplacer efficacenmentomme algorithme
de base des méthodes énumératives.

La déduction des littéraux semble prometteuse. Il est itapbd’étudier dans le détail son com-
portement lors de la résolution, notamment de regarderaaonde réussite.

3.2 Taux de réussite dans la production de littéraux

Le tableau 3.3 montre que 90 % des appels a I'algorithme deatiédRLI fournissent un littéral
impliqué par I'ensemble de clauses. C'est pour cette rais@’espace de recherche de la méthode
AVAL est sensiblement plus petit que celui de la méthoreldl est intéressant de noter que plus le
nombre de variables augmente, plus le pourcentage dalitdroduits augmente.

Nombre de variables | 100 | 140| 180 | 220 | 260 |

Nb d’appels &RLI 170| 860 | 3795| 14 136| 62672
Nombre de succes da.l | 152 | 784 | 3494 | 13 105| 58 372
pourcentage de succes 89 | 91 92 92 93

Tableau 3.3.Pourcentage de succeés de I'algorithmrel

La figure 3.1 donne le pourcentage de réussite de l'algoetkion en fonction de la profondeur
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de l'arbre de recherche sur des instances aléatoires des2f@bles. Les résultats obtenus sont tres
intéressants. La majorité des échecs de production sadssh haut de I'arbre de recherche (sous la
profondeury; = 25). Apres avoir dépassé cette profondeur, tous les appedsisSent et la méthode
AVAL consiste uniguement en la propagation des mono-littétdneavalanchede mono-littéraux
propagés est créee des les premieres réussites de I'aigeRt| permettant de terminer la recherche
en temps linéaire. La dénominatiamaL est tirée de cette avalanche de mono-littéraux obsenge lor
de la résolution de problémes aléatoires situés dans larrélgi seuil.

100

4

80 B

60 - 1

40 g

% reussite appel rli

0 I I I I
0 50 100 150 200 250

profondeur

Figure 3.1.Réussite des appelsral en fonction de la profondeur de I'arbre de recherche
(250 variables)

Ce phénoméne d’avalanche de mono-littéraux est égalerhsete dansp, mais il est moins
marqué et commence beaucoup plus tard (a un niveau pluspijadans I'arbre de recherche. Ceci
explique les différences d’efficacité entoe et AVAL . Plus tot arrive I'avalanche, plus efficace est
I'algorithme. Ces résultats peuvent laisser penser quonee minimale du nombre de nceuds qu’une
procédure énumérative doit parcourir pour une heuristatprnée est atteinte grace a la procédure
AVAL . Bien que cela ne soit pas évident, cette remarque s'agplgalement a I'heuristiquep.

En effet, lorsque Chu Min Lproposa la méthodseATz, il proposa également diverses variantes
dépendant du nombre de variables candidates a la propagatitaire [65]. La procédure notée
SATA examine toutes les variables. C'est la variante qui patdeumoins de nceuds et qui peut
étre considérée comme la réunion de I'heuristigeesans propagation des littéraux impliqués et de
l'algorithmeRLl.

Connaissant la zone des appelria qui réussissent, il semble judicieux de déterminer ou se
trouve la majorité de ceux—ci. La figure 3.2 fournit ces régrsements. Elle donne le nombre d’appels
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a la procédureLi en fonction de la profondeur de I'arbre de recherche (igtside 250 variables).
Les barres représentent le nombre d’appets iala ligne le nombre d’appels réussis. On remarque
gu’en hautde I'arbre de recherche (sous une profongjesr 25) il y a peu d’appels a cette procédure.
C’est la partie la plus difficile de I'arbre de recherche, lalon effectue la plupart des points de
choix. De plus, dans cette région, les appels ne fourniggentrés rarement un littéral impliqué car
I'ensemble des clauses contient tres peu de clauses lsin@iest entre les profondeurs 25 (s§j) et

100 (soit5’=) que se trouve la majorité des appelsia et dans la plupart des cas ceux—ci aboutissent
et fournissent un littéral impliqué.

Dépassee la profondeur 100 (sgit) le nombre d’appels est négligeable. Il n’y a plus que des
mono-littéraux a propager pour terminer la recherche.t@esr cette raison que la figure 3.1 pré-
sente un aspect irrégulier et décroissant apres la profor2® (soit;) , le nombre d’appelgLi
étant infime (par exemple, a la profondeur 200, on fait en moge.09 appels ALI), un échec de
production a beaucoup d’influence sur le pourcentage dsitéus

5000 T

500 | - /“’\\ i
= I |
\ |
2500 | | % 1

2000
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Figure 3.2.Localisation des appelsRLI (250 variables)

Il est clair que certains parameétres, notamment le nombmadises binaires, favorisent la pro-
duction de littéraux. Nous étudions maintenant l'influedeeces paramétres sur I'implication des
littéraux.

3.3 Seuil de production des mono-littéraux

Le nombre de clauses binaires présentes dans I'ensemblawd®es courant a un grand impact
sur la production de littéraux. Plus il y a de clauses bisaiptus la probabilité de succés dans la
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recherche de littéraux impliqués est grande. Comme lespeainces de la méthodeaL dépendent
de l'efficacité de l'algorithmerLl, il est important de connaitre le nombre de clauses bina#&ess-
saires pour produire un littéral. En théorie, le seuil déstasabilité pour les problemes aléatoires
de 2-sAT est égal a 1 (voir théoreme 1.3). La procédrire doit donc pouvoir réussir a produire un
littéral quand le nombre de clauses binaires est égal au modavariables non instanciées.

Mais en pratique, la production de littéraux est garantecaw nombre plus petit de variables
que de clauses. La figure 3.3 présente le pourcentage dessietalgorithmerLi en fonction du
rapport entre le nombre de clauses binaires de 'ensemlaladses courant et le nombre de variables
non interprétées. Ces résultats ont été obtenus sur unenmoge 100 instances sur des problemes
aléatoires de 250 variables situés dans la région du seuilourbe obtenue est similaire a celle de la
figure 1.1 caractérisant le seuil de satisfaisabilité deblpmesi—sAT. Un phénoméne de transition
est donc observe. Lorsque peu de clauses binaires exigntyn rapport < 0.6), la production
échoue car il y a trop peu de clauses binaires. Au—dessus dgppert, I'algorithmerLi produit
toujours un littéral. De plus, la phase de transition estiepCes résultats peuvent étre exploités pour
améliorer la procédureL! afin d'évaluer la probabilité de produire un littéral en foowe du nombre
de clauses binaires présent dans I'ensemble de clauses.

% reussite appels

Figure 3.3. Seuil de production (250 variables)

Nous avons jusqu’ici proposé une étude sur la localisatgsagpels a I'algorithmeL et sur le
nombre de littéraux produits. Mais pour que cet algorithoiewgilisable d’'un point de vue informa-
tique il doit étre efficace. Nous étudions, dans la prochs@wion, sa complexité en moyenne.
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3.4 Complexité de I'algorithmeRLlI

Dans cette section, nous regardons de plus prés la congplgxita procédur&Li que nous
déterminons en fonction du nombre de propagations urstaiieisieurs questions se posent :

— La complexité dans le pire des cas estHNLp,| x |L¢,|), mais quelle est la complexité en

moyenne sur les problemes aléatoires ?

— Les performances de I'algorithme de déduction incrém@ridasont—elles meilleures que celles

de l'algorithme non incrémental ?

— Un choix stratégique des littéraux a produire influe—twlla complexité en moyenne de l'al-

gorithmeRrLi ?

Ces différentes questions trouvent leurs réponses avegueefB.4. Les résultats sont obtenus
sur une moyenne de 200 instances situés dans la régionléifitci abscisses, nous avons le nombre
de variables et en ordonnées le nombre de propagations meydaites par appel aux différentes
procédureRLi. La courbe du haut correspond a la procéduredans sa version non incrémentale
(algorithme 2.1), celle du milieu correspond a la versiobase ou I'on essaie de produire en premier
les littéraux binaires purs et la plus basse correspond @rfaon incrémentaleLl_INC. (algorithme
2.3).

160

T T
“choix" —+—
"normal” ---x---
“incremental” ---*--- /,/X

120 | P i

80

propagation par appel
X

40

20 Il Il Il Il Il Il Il Il
80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

nb variables

Figure 3.4. Complexité des différents algorithmesi

Lors de la résolution de problémes aléatoires, ces troiséoitres ont une complexité linéaire
par rapport au nombre de variables. C'est cette complerié@ire, bien meilleure que la complexité
dans le pire des cas, qui permet d'utiliser I'algorithma a tous les points de choix de I'arbre de
recherche.
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La version incrémentale possede une meilleure complexéédagversion de base avec un gain qui
croit avec le nombre de variables, 26 % pour 100 variable$ % Bour 250 variables. Laugmentation
de la différence vient du fait que plus le nombre de variab&simportant, moins la structure de
I'ensemble de clauses differe entre deux nceuds consécutifs

Favoriser les littéraux purs comme candidats a la productanne une complexité en moyenne
similaire a celle de la version incrémentale. Il met en évidequ’un choix judicieux est tout aussi
important qu’un nouvel algorithme, tout en étant beaucdup pimple a mettre en oeuvre. Le pro-
bleme qui survient alors est que les littéraux produits angrhndes chances d'étre des littéraux
binaires purs qui ne vont pas propager d’autres mono-dittérmais seulement satisfaire un certain
nombre de clauses binaires. Le nombre d’appels a la proe@duest donc plus important. Le choix
des littéraux a la production nécessite donc un comprontig @m choix aléatoire et un choix des
littéraux binaires purs.

Aprés avoir observé de prés le comportement de l'algorithmeet de la méthodevAL , il reste
a savoir si cette derniére peut rivaliser avec d’'autres atleth qui ont déja montré leur efficacité.

3.5 Comparaison avesATZ, SATO et POSIT

La comparaison est faite sur des probléemes aléatoiresgitards la région du seuil et sur les
challenge®IMACS et Beijing. Nous pourrions baser notre comparaison sur uregrande variété
d’'instances et de méthodes, mais le temps de calcul et lhé&ymtdes résultats serait alors trop
importants. Le sitsATEX de Laurent 81oN [25] qui est consacrée a la comparaison de nombreuses
méthodes, semble étre une voie prometteuse pour répondrgas de problemes.

Durant toute cette section, la méthoglaL est agrémentée d’'un pré—traitement comme celui de
SATZ qui favorise la création de clauses binaires. Comme la mtazfude littéraux échoue souvent
dans la partie haute de I'arbre de recherche (profondegniénfre a7 de la figure 3.2), nous utilisons
dans cette région I'heuristiguer appliquée a tous les littéraux ayant des occurrences dankleses
binaires. Apres cette profondeur, nous utilisons I'heigiee MOM’ S proposée par JOhnREEMAN
dans [43]. De plus, La méthoad®AL est combinée avec I'algorithme 2.1 de recherche des litkéra
impliqués. Méme si la complexité en moyenne est meilleuee slgorithme incrémental, le colt de
maintenance des listes de production est trop élevé etrigsstde calculs générés par cette version
sont, pour l'instant, trop importants.

3.5.1 Instances aléatoires

Nous avons genére des probleniesAT aléatoires situés au voisinage du seglil=t 4.25). Le
nombre de variables varie dé0 2400 par pas dé0. Les résultats sont obtenus sur une moyenne de
200 instances jusqu300 variables et de 100 instances au—dela. Le tableau 3.4 mestrésultats
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obtenus par les quatre méthodes.

Nb de variables 100 | 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400
AVAL | Temps| 0.03 | 0.12 | 0.77 5.3 42 262 2390
Neeuds| 14 | 71 | 378 | 2178 [ 13769] 69709 | 502499
SATZ | Temps| 0.03 | 0.1 0.4 2.5 154 88 602
Nceuds| 18 | 111 | 590 | 3089 | 17 942] 87060 | 521399
POSIT | Temps| 0.007| 0.07 | 0.52 | 4.2 | 33 | 187 | 10911
Nceuds| 39 | 261 | 1489 | 10118| 66 789| 327 709| 2 904 226
sato | Temps| 0.06 | 2.5 | 100 | 2680 | >7200| >7200 | >7200
Nceuds| 212 | 1488|9537|57110| - - :

Tableau 3.4.Comparaison sur les Problemes Aléatoires

De toutes les méthodes/aL est celle qui parcourt le moins de nceuds. La métlsade montre
que l'utilisation de I'heuristiqu&/P sur des variables judicieusement sélectionnées permet parn
courir qu’un nombre restreint de noeuds. Par contre les rdéfirosSiTet surtoutsATO ont un espace
de recherche de trés grande taille. Dans le casatte, cela tend a montrer que l'utilisation du «ba-
ckjumping» est une mauvaise stratégie sur les instanca®aks.

La comparaison sur le temps de calcul montre une grandeat@galla méthodsATz qui, & notre
connaissance, est la méthode la plus efficace pour la ré&soldiinstances aléatoires. La méthode
POSITest un peu plus rapide queAL . La méthodesATO est incapable de résoudre des instances de
300 variables en moins de deux heures. La maintenance aadéuse d’arbre (introduite a la section
1.5.3) posséde un codt calculatoire trop élevé.

Chu Min LI et Sylvain GERARD [67] montrent, par une étude expérimentale sur les protdéme
aléatoires, que la taille de I'arbre de recherche d’'une aulénumérative qui choisirait a chaque
noeud la meilleure variable serait de I'ordre2§&/22-18)-14 pour 300 variables. Les deux méthodes
SATZ (taille de I'arbre de I'ordre de(v/21-22)) et avaL (taille de I'arbre de I'ordre de(v/2!:81)) ne
sont pas trop éloignées de cette complexité minimale dsariildes approches différentes. Par contre,
ces résultats sont trés éloignés de la taille théorique rimpi égale 2(v/326:2539) que proposent
Paul BEAME et al. dans [12].

Grace aux nombreux travaux entrepris ces derniéres anhgass semble que les méthodes énu-
mératives de type Bris et PUTNAM ont atteint une complexité minimale. Le challenge @& I$AN
semble impossible a résoudre avec de telles méthodes (biendel, sans I'aide de moyens calcu-
latoires), cet avis est également partagé par Chu MietLSylvain GERARD [67]. Peut étre que
I'élaboration de méthodes sensiblement différentes pirome, un jour, de relever ce challenge.
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AVAL SATZ POSIT SATO
Classe de problemes#M || #S | Temps | #S | Temps| #S | Temps| #S | Temps

aim-50 24 | 24| 75 24| 031 || 24| 0.08 | 24| 0.13
aim-100 24 | 24| 1.8 24| 159 (24| 6.6 ||24| 0.21
aim-200 24 | 24| 22 24| 0.09 || 12|86401|| 24| 0.71
dubois 13 || 9 | 36475| 10| 31415 9 |38807| 13| 0.8
hole 5 5 84 5 101 5 176 5 292
ii8 14 || 14 4.8 14 2.6 14| 0.35 || 14| 0.98
ii16 10 || 10| 101 | 10| 656 9 | 7230 | 10| 45

ii32 17 || 17| 383 16 | 7445 || 17| 117 17 8
jnh 50 || 50 6.4 50 6.2 50| 0.15 || 50 1.7
par8 10 || 10| 035 || 10| 04 | 10| 0.01 || 10| 0.17
parl6 10 || 10| 92 10| 1443 | 10| 17 10| 302
ssa 8 7 | 9000 || 8 | 421 8 15 8 2.6

Tableau 3.5.Comparaison sur le challengeimACS

3.5.2 ChallengepIMACS et Beijing

Les problémes du challengemAcs® [38] sont des problémes difficiles a résoudre par les mé-
thodes énumératives. Certaines méthodes ont vu le jourrgsaudre des instances ouvertes de ce
challenge (voir la descriptiorQSsATz dans la section 1.5.5). Les instances sont regroupéesgsaecl!

Le temps de résolution est limité & deux heures (7200 sesprides résultats sont donnés par la table
3.5. La colonnéfM indique le nombre de probléemes d’une classe. La colét8le nombre d’ins-
tances résolues par une méthode. Enfin, la coldemepsdonne le temps total de résolution d’'une
classe.

Les résultats obtenus par la méthakero sont meilleurs que ceux des trois autres méthodes.
Exceptées les classBsiboiset ssg la méthodewAL résout toutes les instances des classes avec des
temps satisfaisants. Les méthodesz et PosITdonnent également des résultats satisfaisants. Ceci
tend a montrer l'intérét de mettre au point des méthodesaetf sur les problemes aléatoires qui
s'averent également efficaces sur des instances strusturée

Les instances du challenge Beijing [13] sont listées imfligilement. Les résultats, répertoriés
dans le tableau 3.6, sont donc couplés au nombre de nceudsaiées pour la résolution. Le temps de
résolution maximal est toujours limité a deux heures. Leho@tavAL résout quatorze problémes sur
seize,SATZ en résout treizeROSIT huit etSATO en résout 11. Les résultats obtenus sur ce challenge
sont donc également satisfaisants. Notons que la méthade est la seule capable de résoudre le
probleme2bit_add_ 10

'Nous avons omis certaines instances du challengeacs commepar32



44

Expérimentations

AVAL SATZ POSIT SATO
Probléme Temps Nceuds|| Temps| Nceuds|| Temps| Ncoeuds|| Temps Noeuds
2bitadd_10 1400 | 1909173 - - - - - -
2bitadd_11 2.6 4814 60 60498 0.29 970 - -
2bitadd_12 15 28814| 0.01 57| 0.03 38 - -
2bitcomp_5 0.01 15| 0.01 6| 0.01 35| 0.02 65
2bitmax_6 0.02 13| 0.02 71 0.01 14 || 0.02 93
3bitadd_31 - - - - - - - -
3bitadd_32 - - || 1670 | 297652 - - - -
3blocks 1 16| 0.92 12 0.8 608 | 0.26 141
4blocks 533 18821 458 | 116826 - - || 4139 | 1597 477
4blocksb 5.2 97 4 8 30 8643 0.53 37
e0ddr2-10-by-5-1| 31 60 59 27 - - 5.1 530
e0ddr2-10-by-5-4| 97 1191 61 32| 1628 | 38200| 2.2 176
enddr2-10-by-5-1j| 28 50 - - - - 2.9 213
enddr2-10-by-5-8| 16 11 65 31 - - 2.4 183
ewddr2-10-by-5-1 17 11 90 44 78 298 2.6 197
ewddr2-10-by-5-8/ 80 157 74 40 - - 2.8 176

Tableau 3.6.Comparaison sur le challenge Beijing

3.6 Conclusion

Bien entendu, aucune des méthodes comparées n’est syigifanatnt meilleure que les autres.
L'heuristique choisie, le pré—traitement ou les technigde «back—jumping» et de «look—ahead»
donnent de plus ou moins bons résultats suivant I'instamés@udre. Il semble irréaliste de pouvoir
créer un solveur de problemssT qui soit efficace pour toutes les instances. C’est pour caiten
gqu’'apparaissent des algorithmes ciblés sur des instarzgsylieres comme ceux que nous avons
introduits dans la section 1.5.5.

Les résultats obtenus montrent également qu'il n’est pésliste de vouloir combiner I'algo-
rithme de recherche des littéraux impligués avec la méthodep a tous les nceuds de I'arbre de
recherche. De plus I'étude expérimentale que nous avonéerfearnit un certain nombre de rensei-
gnements qui pourraient servir a optimiser la localisaties appels a cet algorithme. Cette étude a
également mis en avant des arguments quant a la difficultéleleer le challenge deeEMAN et al.
[84].
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Chapitre 4

Génération de modeles finis en logique du
premier ordre

A LOGIQUE DU PREMIER ORDREpOsseéde un pouvoir d'expression plus élevé que la logique
L propositionnelle. Elle a été introduite en premier lieu legrmathématiciens pour répondre a
leurs besoins. Elle permet d’ailleurs de représenter tesigbjets dont ils se servent. Elle a ensuite
intéressé les informaticiens par son aptitude a représetndemanipuler les connaissances.

Nous nous intéressons a la recherche de modéles finis potirédefes du premier ordre. Diffé-
rents points de vues rendent les modéles intéressantsdatatrd, le raisonnement humain ne peut
se faire sans l'aide de modéles. Ainsi, on s'aide toujouns @xemple pour rechercher des démons-
trations de théoremes. De plus, les modéles peuvent egplanon—validité de conjectures, et servir
ensuite a proposer des versions corrigées de ces congdiunf@n, la recherche de modeles finis est
un probléme décidable. Il suffit de tester toutes les inétgtions possibles de la théorie pour en
exhiber un modele ou pour montrer son inconsistance. Maistoat ne nous dispense pas d'étre en
face d’'un problemeair—complet et donc difficile.

En premier lieu, nous définissons dans ce chapitre la logiguzemier ordre multi-types. Nous
donnons ensuite une description de divers générateurs délesdinis.

4.1 Lalogique des prédicats

Comme nous l'avons fait pour la logique propositionnell@ysicommencons par définir la syn-
taxe de la logique du premier ordre avant de passer a la s@wanNous introduisons dans ces
définitions la présence de types, autrement nommeés sortes.

4.1.1 Syntaxe

Définition 4.1 Le langage de la logique des prédicats est construit a piertialphabet contenant :
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Les parenthéses «(» et «)», Un ensemble de connecteurs«-mnoou «/», et «\», implique
«—», équivalent «»» et les quantificateurs universélxet existentiel <»

Un ensemblé& de types (sortes) disjoints.

Un ensembl® de variables. Chaque variable posséde un type.

Un ensemblé- de symboles fonctionnels. Un symbole fonctionfiel'arité k est spécifié par
sa signaturg : s1, 82,...,8; — s 0Us1, s9, ..., Sk, s Sont des types d&. Les constantes sont

des fonctions d’arité 0.
— Un ensembl&® de symboles relationnels appelés aussi prédicatseSi un prédicat d’'arité
alorsp est spécifié par sa signatyre si, sa, . .., s 0US1, S2, . . . , S, Sont des types ds.

Définition 4.2 (Terme) L'ensemble desermesde la logique du premier ordre est le plus petit en-
semble d’expressions tel que :

— Les variables sont des termes

— Sity,to, ..., t; sont des termes ¢tun symbole fonctionnel d’arité alorsf (t1, ta, . .., tx) €st

un terme.

Notation 4.1 ¢ étant un terme, on notert(¢) le type unique du terme

L'exemple suivant va servir de base pour expliciter lesdéhtes notions introduites dans cette sec-

tion.

Exemple 4.1
— Le typepersonne
— les prédicats
— est_femme : personne quireprésente I'affirmation gu'une personne est une femme.
— est_homme : personne quireprésente I'affirmation qu’une personne est un homme.
— est_grand_mére : personne quireprésente l'affirmation qu’une personne est une grand—
mere.
— Les fonctionsmére : personne +— personne, pére : personne > personne Ui re-
présentent la mere et le pere d’une personne.
Dans ces conditions, le termere (mére (x)) désigne donc la grand—mére maternelleede 0O

Définition 4.3 (Atome) L'ensemble destomesest le plus petit ensemble d’expressions tel que :
Sity,ta,...,t, Sont des termes gptun prédicat d’arité; alorsp(ty,to, ..., t;) est un atome.

Exemple 4.2
Reprenons I'exemple 4.1. Voici deux atomes :
— est_femmme (mére(x))

— est_homme (pére(x)) 0
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Définition 4.4 (Formule) L'ensemble desormulesde la logique du premier ordre est le plus petit
ensemble d’expressions tel que :

— Vrai (T) etFaux (L) sont des formules.

— Les atomes sont des formules.

— SiA, B sont des formules alorsA, (A), A — B, AV B, A ++ B etA A B sont des formules.
Si A est une formule et une variable alorgz A etdz A sont des formules.

Les formules de la form&(t1,to, ..., t,) et=P(t1,ts,...,t,) Sont appelées des littéraux (positif et
négatif).

Exemple 4.3

Reprenons une nouvelle fois 'exemple 4.1, voici trois fokes différentes :
V x est_femmme (mére(x))

V x est_homme (pére(x))

Vx est_grand_mére(x) <> Jy,z (x = mére(y)) A (y = mére(z) Vy = pére(z)) O

Définition 4.5 (theorie) Une théorieT de la logique du premier ordre est caractérisée par le qua-
druplet(S,F,P,A) dans lequelS est 'ensemble des types de la théodecelui des symboles
fonctionnels eP celui des prédicats. Et enfid, est une formule.

Nous introduisons maintenant les notions de substitugdmBunifications qui seront utiles lors
de la définition de I'aspect sémantique des théories du premnilre.

Définition 4.6 (Substitution) On appelle substitution le remplacement d’'une variatppar le terme
t, on note une telle substitution pat/ t). Si A est une formule on note aloss(z/ t) la formule
obtenue en remplacant daagoutes les occurences deart.

Si ety sont deux substitutions disjointes, on ndteJ ¢, leur composition.

Définition 4.7 (Unification) Etant donné un ensemble de formués= {A,..., A,} on appelle
unificateur deA toute substitution telle que

Ar(9) = Ax(9) = -+ = An(9)

Exemple 4.4

Soit Ay = p(z,2), A2 = p(f(y),g(a)) et A3 = p(f(w),z). ona alorsy = (z/ f(u)) U (y/ u) U
(z/ g(a)) estun unificateur de;, A, et As.

En effet, on a bien A;(9) = A1 (9) = A3(9) = p(f(u),g(a)) 0
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4.1.2 Sémantique

En logique propositionnelle, l'interprétation d’une fanta est déterminée par l'interprétation des
variables propositionnelles qui composent cette formilelogique des prédicats, I'interprétation
d’'une formule sera déterminée par I'interprétation dorméesymboles fonctionnels et aux prédicats.
Nous ne considérons que des modeles finis, c’est a dire deslesogour lesquels les domaines
associés aux types sont finis.

Définition 4.8 SoitT = (S,F,P,A) une théorie du premier ordre. On associe a chaque fype
de S un domaineD; de taille finie. L'interprétatiori associe alors a chaque symbole fonctionnel
f :s1,89,...,8; — s, une fonction deD,, x ... x Ds, dansD; et a chaque symbole relationnel

p:S1,82,...,8 une fonctionDs, x ... x Dy, + {Vrai, Fauzr}.

On généralise, par induction, une interprétation aux terraex atomes et aux formules du pre-
mier ordre de la fagon suivante :
1. Généralisation aux termes

Sity,...,tr sontdes termes alof$f (t1,to, ..., tx)] = I[f]1(L[t1],- -, I[tk])

2. Généralisation aux atomes
Sip estun prédicat d’arité etiq, ..., t; sontdes termes alors
Ilp(te, ..., tk)] = I[p](I[t1], . .., I[t2])
Sit; etty sont deux termes de méme type aldg = t2] = Vrai si et seulement sift;] =
I[ts].
3. Généralisation aux formules

Si A et B sont deux formules alors
— I[Vrail = Vrai etI[Fauz] = Fauz.
A] = Vrai si et seulement di[A] = Faux

U

I[AV B] = Vrai si et seulement di[A] = VraiouI[B] = Vrai.
ITA A B] = Vrai si et seulement di[A] = Vrai etI[B] = Vrai.
I[A — B] = Vrai si et seulement di[A] = Faux oul[B] = Vrai
I[A < B] = Vrai si et seulement Sil[A] = I[B])

I[3zA] = Vrai siil existee € Sort(x) tel quel[A(z/ e)] = Vrai.
1]

V2 A] = Vrai sipour toute € Sort(z) I[A(x/ e)] = Vrai.

La définition suivante généralise des notions déja inttedupour la logique propositionnelle
(définition 1.5).

Définition 4.9
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— Une interprétation est dite partielle, si il existe au nsaim terme terminal qui n’est pas inter-
prété, dans le cas contraire elle est complete.
— Une interprétationi satisfait la formuleA (I est un modele dd) siI(A) = Vrai. On le note
I A.
— Une interprétatior falsifie la formuleA (I est un contre modéle d&) silI(A) = Faux. On
notel = A.
— Une formuleA est consistante (satisfaisable) si elle admet au moins welaoDans le cas
contraire, elle est inconsistante (insatisfaisable).
Exemple 4.5
Soit la théorie suivant& = ({S}, {h},0, A) oUA = (Vz,h(z,z) = z) A (VzVy, h(h(z,y), ) = y).
On associe & le domaineD,, = {0,...,n — 1} et Lorsquen = 4 cette théorie possede plusieurs
modeles dont un est donné par l'interprétatigrsuivante :

I,|0 1 2 3
00 2 3 1
113 1 0 2
2|11 3 2 0
312 0 1 3
Ceci correspond aux affectations(0,0) = 0, h(0,1) = 2, etc... 0

Dans la section suivante nous introduisons des notatiotissetonventions qui facilitent la pré-
sentation et la lecture des algorithmes et des méthodesangedefinissons dans la suite de cette
partie.

4.1.3 Conventions et notations

Tout d’abord, nous considérons les prédicats comme desidosaont le domaine d’arrivée est
le type booléen qui est alors un nouveau type intégré a celaxttéorie. Ainsi, on réduit une théorie
T=(S,F,P,A) autripletT = (S§,F UP, A).

On considere un domaine deindividus comme I'ensemble despremiers entiers. Les types
sont disjoints et les signatures des fonctions sont conilugg a donc pas de confusion entre les
différents individus.

Définition 4.10 (Terme Terminal) Soit f : s1, s2,..., s, +— s un symbole fonctionnel, on appelle
terme terminal ou cellule («ground cell» en anglais) un teda la formef (e, es, ..., e;) oUVi €
{1,... ,k}, e; € Dy,.

Etant donné un ensemble de domaines finis, la définition dhieeprétation consiste a donner
une valeur & chaque terme terminal. Elle est facilemenésgmtable par dgables d’opérationsle
chaque symbole fonctionnel et de chaque prédicat.
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Dés lors qu'il n’y a pas d’ambiguité sur l'interprétatiden question nous notorfge, ..., e;) =
e en lieu et place dé(f(ey,...,er)) = e (C'est ce que nous avons fait dans I'exemple 4.5).

Enfin, nous autorisons la présence d'éléments de domaimsdekatermes. Ce qui nous permet
de prendre en compte des formules telles'guef (z,0) = 0.

4.1.4 Formes normales conjonctives

Définition 4.11 Une formuleF est dite sous forme normale conjonctive si elle est de ladorm
n n
F = /\ V:Ei \/ Lij
i=1  j=1

Ou lesL;; sont des littéraux. Les claus@sr; V;’Zl Li;) sont également appelées axiomes.

On peut omettre les quantificateurs dans la représentaiformhulescNF car toutes les variables
sont quantifiées universellement. Toute formule sous fanreest indifférement notée comme une
conjonction ou comme un ensemble de clauses, comme ceteoastpour la formeNF de la logique
propositionnelle.

Toute formule possede une formule mise sous forme clausaleigst équivalente. Cette trans-
formation nécessite, entre autre, une étapskaddemisationElle consiste a remplacer les quantifica-
teurs existentiels3» par des nouveaux symboles fonctionnels que I'on nommessadionctions de
skolem. Pour plus de détails sur les formules de skolem tedepourra se référer a [37].

La mise sous forme clausale d’'une formule peut nécessiteaugmentation exponentielle de sa
taille. Des algorithmes utilisant les techniques de renagerpermettent d’obtenir des transforma-
tions polynomiales en taille. Par exemple, un algorithmenagd lorsque la formule ne posséde pas
le connecteur «» est donné par Thierry®y DE LA TOUR [19].

Théories équationnelles

Les théories équationnelles sont un sous—ensemble deidméodu premier ordre. Le seul pré-
dicat autorisé est celui de I'égalité. On a souligné que nelpose pas de probléemes car on peut
coder les prédicats comme des fonctions particulieres.li® plles ne possedent qu’un seul type.
Les formules sont sous forme normale conjonctive. Certgémserateurs de modéles finis que nous
introduisons dans la prochaine section utilisent les ibéa@quationnelles comme théories d’entrée.

4.2 Quelques générateurs de modeles finis

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 1, les méthodes dautiésodu problémesAT sont
souvent basées sur l'algorithme deMds et PUTNAM. De nombreuses améliorations de cet algo-
rithme ont été proposées : recherche d’heuristiques eff&aechnique de «look ahead», structure de
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données, etc...Al'opposé, les recherches sur la génédgionodeles finis ont donné lieu a de nom-

breuses méthodes différentes par leur formalisme et parebqloration de I'espace de recherche.

Nous nous proposons maintenant d’en détailler quelques-parmi les plus connues. Durant ces
rappels, nous expliquons brievement quelles stratégigsusitisées par les générateurs de modeéles
finis pour supprimer des symétries. Nous détaillerons ptaBopdement ces stratégies dans le cha-
pitre 6.

4.2.1 LaméthodemACE

Le générateur de modéles fingCE a été proposé par William BICUNE dans [71]. La méthode
MACE transforme, tout d’abord, une théorie de la logique du peeraidre en instanceAT de la
logique propositionnelle. Les étapes de la transformatio  résumées dans la figure 4.1. Le systeme
MACE est également constitué d’'une procédure de résolutionsumdsavis et PUTNAM.

formule 1" ordre——= formule clausale—— formule pIate—>3cIauses propositionnelle

~
-
~ _ 4
~
~

AL
Modele1°" ordre = Modele propositionnel

Figure 4.1. Transformation d’une théorie damgace

Les étapes de génération de modéles sont les suivantes :

1. Latransformation en forme clausale du premier ordreutear utilise pour cela le démonstra-
teur de théoremeTTER [72].

2. L'applatissement des clauses et la suppression des $gsrbactionnels en introduisant des
nouveaux prédicats. La suppression d'un symbole foncéibfd’arité & se fait en introduisant
un nouveau prédicdty d'aritek + 1 :f(z1,...,2) = y & Pr(x1,...,zk,y). De nouvelles
clauses sont introduites de fagcon & assurer la totalit@eicité des images. L'applatissement
des clauses se fait en réécrivant les terfg$ ! ne contenant pas I'égalité p&iz] V ¢ # .
L'égalité o = 3 est transformée en deux clauses# =V 5 = z) et(a =z V 8 # x).

3. La génération de la forme clausale propositionnelle
4. Le calcul de modeéles de la forme clausale propositioarilutilisant la méthodep.

5. Latransformation de tout modéle obtenu en un modele duiprerdre.

Exemple 4.6

L'algorithme de transformation en formutat (étape 2) transforme I'axiomgg(z), ) = e en deux
clauses:

!le termet apparait comme argument du prédiéat
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- _'Pg(xay) \% —IPe(Z) \% Pf(y,ZE,Z)
- ﬁPg(fE,y)\/Pe(Z)\/_'Pf(y,fE,Z) 0

Le générateunACE s'est révélé efficace dans la pratique. Nous l'utiliserons tles expérimenta-
tions afin de voir I'impact au niveau du temps et de I'espaaedeerche d’'une méthode transformant
en logique propositionelle des théories du premier ordre.

Une méthode similaire, nomméedwGEN, a été proposée par Sun\K et Hantao ZANG [61].

Les deux auteurs choisissent également de traiter leselséhr premier ordre par des procédures de
décision de la logique propositionnelle. Les raisons qurivoquent sont que le problémsaT est le
coeur des probléemeasP—complets, et beaucoup de problemes peuvent facilementétwertis en
instance du problémeaT. De plus, il existe une grande variété de procédures deidécdsponibles
pour SAT.

lIs utilisent également le démonstrateamTER pour transformer une formule en forme clausale.
Lors de la suppression des symboles fonctionnels, un cisydiar est appliqué lorsqu’une fonction
de skolemf n’apparait que dans une seule claG4¢(x)) : si le domaine d¢ (z) est{a1,...,a,},
on peut alors remplacér(f(z)) parC(a1)V...VC(a,). Cette exception supprime un grand nombre
de clauses lors de la transformation en logique proposiéthe.

4.2.2 LaméthoderMSET

La méthoderMsSET «Finite Model Search for Equational Theories», a été réalizar Belaid
BENHAMOU et Laurent HENOCQUE[15]. FMSET est limitée aux théories équationnelles. Cette mé-
thode essaie de concilier le pouvoir d’expression de laglogidu premier ordre avec l'efficacité de
propagation de la logique propositionnelle.

La génération comporte un pré—traitement qui consistengfivamer la théorie équationnelle en
un ensemble de clauses simples, c’est a dire en un ensembligudes ou tous les littéraux ont un
degré égal a 1. Quand elle est appliquée a des clauses delorigicette transformation permet de
n’obtenir que des clauses de horn. Elle fonctionne de laénasuivante :

1. les littéraux de la formét; = to) deviennent((t; # wvar[tl]) V (t2 = var[t1])) A ((t2 #
var(ts]) V (t1 = varts]))
2. les littéraux de la forme-t; # t9) deviennen{(¢t; # var[ti]) V (t2 # var[ti])) A ((t2 #
var(ts]) V (t1 # var(ts]))
3. f(t1,...,tx) = zdevient(t; # var[t1]) V...V (tx # varlty])V (f(var[ti], ..., var(ty]) = 2).
4. f(ty,...,tg) # zdevient(t; # var[t1])V...V (tx # var(ty])V (f(var[ti], ..., var[ty]) # z).
var|t] désigne une nouvelle variable remplacant le terme si a@laentient un symbole fonctionnel

ou désigné si t est une variable. Nous montrons ci—dessous un exemple téllegransformation
qui est sensiblement identique a celle qu'opescE.
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Exemple 4.7
Soit 'axiome f (f (z,v), z) = f(z, f(y, z)) représentant I'associativité de la fonctipnLa transfor-
mation en clauses simples de ce dernier axiome généretdnsele clauses suivant :

—r# fley) Vs # fr2)V [fz,t)=sVt# f(y2)

—u# fy,2) Vo # f(z,u) V flz,y) #Fw Vv = f(w2)

Our, s, t,u, v, w sont des nouvelles variables, rajoutées par les transfiomsa O

La transformation en calcul propositionnel requiert urengle consommation de mémoire a cause
des nombreuses clauses produites. De plus certaines glairsetement satisfaites, se révélent in-
utiles. Pour tenter de résoudre ces problémes, les autefipeoposé une représentation intermédiaire
entre la logique propositionnelle et la logique du premieire. Seules les clauses propositionnelles
nécessaires pour la résolution sont effectivement gésébisms I'exemple 4.8 nous montrons brie-
vement le fonctionnement de cette stratégie. Ensuite lérgéion se fait par un algorithme de type
backtrack ou les noeuds sont étiquetés par les cellulesou chaque noeud posséde deux branches,
'une satisfaisante = e et I'autre satisfaisant # e. De méme qusem, FMSET utilise I'heuristique
LNH afin de supprimer des interprétations isomorphes.

De cette maniéresMSET est une méthode qui allie les qualités de propagations dagigue
propositionnelle tout en conservant un formalisme de lajiogydu premier ordre.

Exemple 4.8

Soit la claus€f(z) # y) V (h(z) # y) V (9(y) = z). Si f(0) = 1 on l'unifie & f(z) # y par la
substitution(y — 1) U (z — 0) et on obtient la nouvelle claugdz) # 1V g(1) = z.

Si plus tard on @(1) # 3 on propagera aloris(3) # 1 ... O

4.2.3 Laméthodesem

La méthodesem (System for Enumerating Model) a été introduite par HantaeNG et Jian
ZHANG [106]. C’est un générateur de modéeles finis pour les théamig—types mises sous forme
skolémiséessem combine les techniques éaT0 [101] (voir section 1.5.3) pour les structures de
données et celles denEcoN [103] qui est générateur de modeles finis pour des théoriestién-
nelles.

La méthodeseM effectue une phase de pré—traitement. Celle—ci calculedmble des instances
terminales résultant de la substitution des variables elessémble des formules de départ par les
individus des domaines. La propagation des contraintes@néfice de cette transformation. Nous
donnons un exemple simple d’'une telle transformation.

Exemple 4.9

Soitune théorid" = {{s},{f,h},{f(z,h(y)) = y}}. On associe le domaine; = {0, 1,2} au type
5. La phase de pré—traitement crée alfrs= 9 instances terminales parmi lesquellgg0, #(0)) =

0, f(1,h(0)) =0, f(2,h(0)) =0, f(0,h(1)) =1, ... 0
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La méthodesem considére la génération de modeles finis comme un probd&mparticulier ou
les variables sont les termes terminaux, les domaineses®dbimaines associés aux types des termes
terminaux et les contraintes sont les axiomes terminauxetherche parcourt un arbre n—aire «en
profondeur d’abord» dans le style de celui devi® et PUTNAM. Les noeuds de cet arbre sont
étiquetés par les termes terminaux et les arétes par lesrsaddses par ces cellules. La description
deseM est donnée par I'algorithme 4.1. Cette procédure utilisgprametres suivants :

— I : ensemble des termes terminawxnterprétés] = {(ce = e)|e € Sort(ce)}

— B : ensemble des termes terminaux non instanciés avec ldetgv@ossibles3 = {(ce, D)

tel queD C Sort(ce)}
— A :ensemble des clauses simplifié par l'interprétafion

Algorithme 4.1 Schéma algorithmique d&em

Fonctionsem(I, B, A)

Retourne : Vrai SA est satisfaisable pdi;, Faux sinon

Début

Si B = () Alors Retourner Vrai %%l est un modele
Choisir (ce;, D;) € B

B = B — (ce;, Dj)

Si D; = () Alors Retourner Faux %%Pas de modeéle
Pour Chaquee € D; %%Point de choix
Faire
Si (Propdl U (ce; = e), B, A) # Faux)Alors Retourner seifT, B, A) %%algorithme 4.2
Retourner Faux %% Pas de modéle
Fin

Jian et Hantao EANG proposent dans [105] une suite de regles de propagatiort®dasaintes pour
la génération de modéles finis. Le systésman utilise, quelquefois de maniére restrictive, des regles
proposées dans cet article. L'ensemble de ces régles degatipns conduit a I'algorithme 4.2.

L'algorithmePropa modifie le triplet(, B, A) jusqu’a ce qu’un point fixe soit atteint. Les termes
terminauxce de sontremplacés par les valedrgu’on leur affecte. On recherche ensuite des clauses
unitaires pour affecter un nouveau terme terminal (clauséaires de la formee, —ce, ce = €) ou
des clauses unitaires de la forme e pour supprimer des valeurs incompatibles. Puis on reckerch
des cellules n'ayant qu’une valeur possible.

Pour propager efficacement ces contraintes, une structarere est utilisée pour coder les
termes. Chaque terme est un arbre, les feuilles sont &tigsigtar des valeurs de domaines et les
noeuds internes par des symboles fonctionnels. Les no@sdsgent un compteur correspondant au
nombre de leur fils qui sont des noeuds internes.
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Algorithme 4.2 Propagation des contraintes s

Fonction Prop@var I, Var B, Var A)

Retourne : Vrai si l'interprétatiod est valide dansi, faux sinon.

Début
Répéter

Pour chaque(ce = e) € I Remplaceke pare dansA

Si L € A Alors Retouner Faux
Pour Chaqueclause unitairé € A Do

Sil est un terme terminak (resp.—ce) et(ce, D) € B Alors

B =B —{(ce,D)}

I'=TU{(ce =True)} (resp.{(ce = False)})
Si(l = EQ(ce,e)) et((ce, D) € B) Alors

B =B —{(ce,D)}
I'=TU{(ce =¢)}

Sil = =EQ(ce,e) et(ce, D) € B Alors

Pour Chaque (ce, D) € B Faire
Si D = () Alors Retourner Faux
SiD = {e} Alors
B =B —{(ce,D)}
I=TU{(ce,e)}
Jusqu’a plus de changement dars
Retourner Vrai
Fin

D =D — {e}

1
2
%%Contradiction 3
4
5
6
%% Affectation 7
8
9
%% Affectation 10
11

%%Elimination de Valeur 12

13

%%Contradiction 14
%%1 seule valeur possible 15

16
17
18
19

Afin de supprimer certaines symétries trivialsgM utilise I'heuristiqueLNH «Least Number
Heuristic». L'heuristique.NH généralise a tout I'arbre de recherche I'idée qu'au départes les

variables sont interchangeables et donc symétriques. D@&nednformelle, un ensemble de valeurs
est interchangeable, si la permutation de ses élémentsamgelpas la théorie. Nous expliquons le

fonctionnement de cette heuristique dans la section 6.2.1.

Jian et Hanto BANG ont proposé un générateur de modéles finis combinant le @énéseEm

avec un algorithme de recherche locale [107]. Cette méthuigee a permis de résoudre quelques
problemes ouverts. C’est a notre connaissance le seulagjénéde modéles finis existant dans la

littérature qui soit incomplet.

Une méthode nommég&TORK légérement similaire 8EM a été proposée par OlgaiGMsSKY

et al. [86]. Ses auteurs utilisent également une structarbré pour les axiomes. Pour propager au

mieux les contraintes négatives, ils utilisent une heqst qui rajoute, en cours de recherche, des
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axiomes. Nous présentons au chapitre 5 d’autres faconsopager efficacement des contraintes
négatives.

4.2.4 LaméthoderFINDER

Le systemerINDER (FINite Domain EnumeratoR) est une réalisation de JolsngyY [90, 93,
91]. Il traite des théories multi-types. C’est un génénafendé sur I'énumération et le retour ar-
riere. FINDER ne traite pas des symétries. Par contre, des réfutationsejontées a I'ensemble des
contraintes. Cela permet de ne jamais échouer deux foislpauéme raison. L'exemple suivant
explicite cette notion.

Exemple 4.10

On considére la théorie 4.5 contenant les axiomes suivawy; h(h(z,y), z) = h(z, h(y, z)) codant
I'associativité de la loh.

Supposons queri(0,1) =0, h(0,3) = 1, h(1,3) =1, h(3,3) = 1.

On a alorsh(h(0,3),3) # h(0,h(3,3)). Laxiome d’associativité est donc contredit.

Afin d’éviter d’échouer pour la méme raiSoRAINDER rajoute la contrainté(0,1) # 0V h(0,3) #
1V h(1,3) #1Vh(3,3) # 1 alensemble des axiomes. 0

Algorithme 4.3 Génération de modele pamDER

FonctionFINDER(A : Formule ;7 : ensemble des termes terminaux)
Retourne : Vrai si A est satisfaisable gafaux sinon.
Début
Si (tous les termes terminaux sont interprétés)
Alors Retourne Test(S)
Sinon
Choisir un terme terminal non instancié
Pour toutes les valeurs possibles @e
Faire
Supprimer les valeurs incompatibles dahs
Si(aucun élément d& non interprété n'a de domaine vide)
Alors RetourneFINDER(S)
Sinon Retourner Faux
Fin

La procédure de recherche €&IDER est décrite dans I'algorithme 4.3. La fonctidest renvoie
Vrai si I est bien un modeéle, sinon elle rajoute les réfutations &&erble des axiomes. Cette base
de données de réfutations peut énormément croitre, maistloonerINDER dispose d’échappatoires
pour limiter sa taille.



4.2 Quelques générateurs de modéles finis 59

Une version combinant le prouveur de théoréme de William GUNE [72], NnOmMmMEOTTER,
et deFINDER a été proposée sous le nom geoTT (Semantically COnstrained OTter) [89, 92].
Cela permet de rechercher des preuves de théorémes et entam@pmdes contre—exemples de
conjectures.

42,5 Laméthodermc

Nicolas FELTIER a proposémc (Finie Model Constructor) dans [76, 77]. Cette méthode est
sensiblement différente des deux premiéres. Elle ne peopag des contraintes mais teste la consis-
tance d’une interprétation compléte. Le systémie peut donc s’appliquer facilement a une formule
quelcongue de la logique du premier ordre, voire a d’autgiglies.

La premiere étape consiste a créer un ordre sur les termmam&rx qui se généralise facile-
ment & 'ensemble des interprétations completes. L'oréreége est alors utilisé par I'algorithme de
recherche qui est décrit dans I'algorithme 4.4.

Algorithme 4.4 Algorithme de recherche devc

FonctionFMc(A : Formule) : Booléen
Retourne : Vrai si A est satisfaisable, Faux sinon.

Début
I1=1 %% I plus petite interprétation
Tant que Succ() existe etl [= A

Faire I = Succ() %% Successeur dedans I'ordre
Si I = A Alors Retourner VraSinon Retourner Faux
Fin

FMC teste les interprétations les unes apres les autres par omissant (fonction successeur
succ) jusqu’a en trouver une qui soit un modele de la formdileu jusqu’a ce qu'’il n'y ait plus d’in-
terprétations possibles. L'algorithme de base qui patsuacessivementtoutes les interprétations est
bien entendu inexploitable dans la pratique. Le nombré thitaterprétations d’une fonction binaire
sur un domaine dé éléments est égal4l® soit un total de 4 294 967 296. DamsiC on utilise une
fonction® a la place de la fonctioducc et qui vérifie les propriétés suivantes :

— Sil }= A, alors®(I) > T Terminaison
— Sil £ Aetsi®(])existe,alors/J /I < J<®(I)JEA Complétude
— Sil £ Aetsi®(I) n'existe pas,alorsJ /I < JJE A Complétude

La fonction® saute des interprétations dont on sait qu’elles sont desscarodéles de la formule
A. Elle utilise pour cela la notion de réfutation de modéles :

Définition 4.12 SoitI une interprétation dans une théoAdelle quel [~ A, une réfutatiorR de A
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par rapport d est un sous—ensemble des termes terminaux vérifiant :
VI I=pJ=JFA

Une réfutation dans une interprétation d’'une théoti@st un ensemble de termes terminaux
responsables de la falsification depar l'interprétation. La fonctionbr(I) = J associée a une
réfutationR? de A par rapport &, choisitJ comme la plus petite interprétation plus grande fjgei
vérifie I #p J.

La fonction de saut demc utilise une amélioration de la notion de réfutation en coésint
'ensemble des cellules responsables de I'échec depuiblét de la recherche, c’est a dire 'union de
toutes les réfutations générées dans les interprétatimseps. C'est la notion dé&futation couvrante

L'ordre sur les termes terminaux va influer directementasiplerformances de la méthadec.

Or, dans un algorithme de type backtrack classiqurepour sAT, foward checking poucsp il est
difficile de choisir la bonne variable a interpréter. Les fiwtigues de choix qui ont été proposées
dépendent souvent de I'ensemble courant des clauses éaiors 1.3). C'est pour cela qu'il nous
semble difficile de déterminer, avant de débuter la recleeneh ordre global des termes terminaux
qui soit performant tout au long de la recherche.

La méthodermc n'utilise pas I'heuristique.NH, mais teste avec certaines restrictions si I'in-
terprétation courante est symétrique a des interprégposicédentes. En restreignant la détection a
certains isomorphismes, il restera certainement deirdtations redondantes, mais la détection se
fera rapidement (en un temps linéaire par rapport a la tdataouvrante). Ainsi, la méthodevc
détecte et supprime des symétries dynamiquement (peradaattierche).

4.2.6 LaméthodemGTP

Le générateur de modeles TP (Model Generation Theorem Prover) a été proposé par Masayuk
FuJITA et al. [48, 91]. Il est basé sur les principes de la méthoglec8Mmo [68]. 1l fonctionne sur
une machine paralléle possédant jusqu'a 256 processeass étrit dans le langage déclaratif de
programmation parallele logique 1. La méthodewG TP fonctionne a partir de regles de résolution
et de regles de branchement. Tous les axiomes du problermexgmimés de la maniére suivante :

Al_H/\.../\Am—)Al\/...\/Al

L'algorithme 4.5 décrit brievement le schéma de recherehaitp. Les deux régles suivantes
sont appliquées jusqu’a ce que I'ensemble des candidatsamge plus.
— Régle d’extensionSi il existe un axiomed — C et une substitution telle queAos est satisfait
dansS et queCo n'est pas satisfait darfs alors rajoutelC'o danssS.
— Reégle de rejet Si il existe un axiomed — Fauxz dansy et une substitution telle quedos est
satisfait dansS alors supprimero deS.
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Algorithme 4.5 Génération de modéles paGTP

FonctionmGTP(X : Ensemble d’axiomesS;: Ensemble des candidats au modéle)
Retourne : Vrai si A est satisfaisable, Faux sinon.
Début
Répéter
Appliquer la régle d’extension
Appliquer la régle de rejet
Jusqu’a plus de changements dafis
Si S est videalors Retourner Fausinon Retourner Vrai
Fin

Apreés utilisation de cette procédure 'ensemBlsera vide si la théorie est inconsistante, dans le
cas contraire il contiendra un modele. Le mécanisme de beanent se fait donc en choisissant une
clause, un choix heuristique choisit celle contenant lensidi littéraux possibles. La parallélisation
s’effectue lors de la séparation en sous—branches ded’debrecherche. Chaque branche étant traitée
indépendamment, aucune communication n’est nécessaiecles processeurs (data—parallélisme).
Une accélération linéaire, en fonction du nombre de prezgssa été observée sur de nombreux
problémes.

Afin de supprimer les isomorphismes de certaines théoessaliteurs de1GTP proposent de
poser des contraintes additionnelles exprimant les syeséatans la formalisation du probléme [91].

4.3 Conclusion et discussion

La figure 4.2 donne une classification possible des difféseapproches que nous avons vues tout
au long de cette section. La classification porte sur le fisma adopté par I'algorithme de recherche
et sur I'approche utilisée pour supprimer des isomorphisme

Lorsque nous nous sommes intéressé a la génération de mdidédepour des théories de la
logique du premier ordre, nous avons en premier lieu opté poe transformation des fomules en
logique propositionnelle. Les partisans de cette transition présentent deux arguments principaux.
D’une part, la propagation des contraintes est trés effieadegique propositionnele. De l'autre, il
existe une grande variété d'algorithmes, complets ou ipdets, de résolution du problensaT.

Pour autant, en utilisant ce choix, nous nous sommes troowiantés a certains obstacles. Le
premier d’entre eux est la taille des formutaer propositionnelles qui traduisent le probleme initial.
En effet, cette transformation peut nécessiter quelquesrais de milliers de clauses et de variables.
Elle s'avére souvent inexploitable dans la pratique. L@sdobstacle est la perte de la structure de
la théorie de départ qui est pourtant tres importante. Gatlieture peut servir pour mettre au point
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Figure 4.2. Classification des générateurs de modéeles finis

des heuristiques spécialisées pour ces problemes. Ddgdubgories de la logique du premier ordre
ont souvent un grand nombre d’interprétations symétrigiela génération de modeéles finis ne peut
pas étre efficace sans un traitement adapté pour en réduiceribre. Il est alors bien plus aisé de
détecter ces symétries en utilisant la représentation ldgilgue du premier ordre.

Nous avons donc choisi de garder le formalisme de la logiquprdmier ordre. De plus, nous
avons opter pour les générateurs qui propagent des cdeBd®EM, FALCON, FMSET...). Nous
considérons également que nous ne travaillons qu’avebéeses dont les formules sont sous forme
CNF. Néamoins, certaines stratégies que nous introduirorsldauite de ce mémoire peuvent faci-
lement étre adaptées vers d’autres types de générateursdddasm finis et de formules..

Le premier travail auguel nous nous sommes attachés (gbitoh®) a consisté a améliorer la
propagation des contraintes et a élaborer des heuristitpuelsoix de variables pour ces générateurs.
Le deuxieme travail concerne les symétries. Nous défingsglus précisement la notion de symétries
dans le chapitre 6. Nous proposons ensuite deux approchgdémentaires de détection et de sup-
pression d’interprétations isomorphes. Le chapitre 7ieohtine étude expérimentale de 'ensemble
des stratégies proposées.
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Chapitre 5

Propagations de Contraintes et
Heuristiques

A PROPAGATION DES CONTRAINTESA été beaucoup étudiée pour les problémes de satisfaction
de contraintes (consistance d’arcs, de chemins) et pounldgmesAT (technique de «look-
ahead»). Dans la plupart des cas, c'est une étape diffictelgeuse qui nécessite un compromis
entre la réduction de I'espace de recherche et le temps c@rgaette réduction.

Nous introduisons dans ce chapitre, différentes voiesilplesspour améliorer la propagation de
contraintes des générateurs de modéles finis. Dans laséciipnous proposons deux techniques
gui améliorent la méthodeeM [106] qui est la méthode de base que nous avons choisie. beasb
de propager le plus de contraintes négatives (informatiotyjge f (1, 2) # 1 par exemple). Dans la
section 5.2, nous introduisons diverses heuristiques pfirngsent la propagation d’affectations (du
stylef(1,2) = 0). Elles s’appuient sur la syntaxe de la théorie pour détegmin ordre de préférence
sur les symboles fonctionnels.

5.1 Filtrage des domaines

L'algorithme 4.2 (voir chapitre 4, page 57) de propagatiesEm ne propage des assignations né-
gatives, appelées également contraintes négatives, pagieodes mono-littéraux de la forme# e
existent dans I'ensemble courant de clauses (voir la li@@ell’'algorithme 4.2). Dans les autres cas,
seules les affectations, appelées aussi contraintesvessisont propagées. Ce qui tend a accroitre
inutilement le nombre de branches nécessaires que doiyrartalgorithme de recherche d&eEM
(algorithme 4.1).

Regardons de plus prés la théorie de I'exemple 4.5. Elleéeuries deux axiomes(x,z) = =
eth((z,y),z) = y. Les affectationg,(0,0) = 0, h(1,1) = 1 sont propagées grace au premier
axiome. Supposons qu’'au point de choix suivant, nous irdégmsh (0, 1) a0. La clause terminale
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h(h(0,1),0) = 1 est réduite &(0,0) = 1, ce qui estincompatible avec les affectations précédentes
Si plusieurs points de choix héritent 86, 1) comme terme terminal & affecter, I'arbre de recherche
contiendra plusieurs branches affectéesiéy1) = 0 conduisant directement a I'inconsistance. Ces

échecs peuvent étre évités si l'interprétatiorh(@ 0) = 0 propage la contrainte(0, 1) # 0.

Nous allons voir comment des valeurs incompatibles avetefprétation courante peuvent étre
éliminées des domaines de leurs cellules correspondduategsemiére approche «statique» est réa-
lisée en pré—traitement et consiste en une réécriture dairees clauses de I'ensemble de clauses
décrivant la théorie. La seconde approche «dynamiqueiseéat filtrage a chague noeud de I'arbre
de recherche. Elle consiste en une technique de type «laaddahdans le méme esprit que celles
existant pour les méthodes énumératives du problemmest csp (cf section 1.3.2). Cette stratégie
dynamique peut également étre utilisée pour élaborer desstiques. Les résultats de ces travaux
ont été publiés a la conférence internationale «Conferendautomated Deduction>c@DE17) [4].

5.1.1 Transformation des clauses (Approche statique)

Comme nous venons de le faire remarquer, la métlamie propage des contraintes négatives
uniqguement lorsque des mono-littéraux négatifs de la fotenet e existent explicitement dans
I'ensemble de clauses. Nous essayons alors de faire apppai@tiels littéraux en réécrivant certaines
clauses. En utilisant une technigue d’applatissement aooetle de la méthodemseT[15] (section
4.2.2), nous pouvons transformer des clauses décrivanbbdgme en d'autres clauses logiguement
équivalentes et contenant des littéraux négatifs. L'appibhn systématique de cette technique a toutes
les clauses propagerait autant d’informations qu’une @@ basée sur la logique propositionelle
telle queppP, mais elle incluerait également le méme probléme de consdimmmeémoire. Pour des
raisons d’efficacité, nous limitons donc cette réécritupe@ains littéraux. Comme nous le verrons
au chapitre 7, cette simple transformation diminue drastigent 'espace de recherche et le temps
d’exécution du générateur de modeles .

Définition 5.1 Si f etg sont deux symboles fonctionnelsaat , zs, . .., z; sont des variables alors
on appelle littéral réductible tout littéral de la forme\auite :

f(xla' . 7$Tnag($k+17 s 7$l)7$m+17- . 73316) = To

Définition 5.2 Une clause contenant un littéral réductible est appelésseleeductible.

En utilisant la transformation des clauses de la métirateeT[15] nous pouvons réécrire chaque
littéral réductiblef(z1,. .., Tm, 9(Tki1s- - Z1), Tmats---sTk) = To €NV F# g(Tpi1,.--,27) V
flz1, o Ty 0, Tit1, - -+, k) = xo. Cette transformation préserve la sémantique de la clause e
introduit un littéral négatib # g(xk.1,...,z;) Nécessaire &EM pour €liminer des valeurs incom-
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patibles avec l'interprétation courante. L'inconvéniemtjeur de cette technique est I'ajout d'une
variable auxiliairev qui entraine un besoin de mémoire supplémentaire. Formetié nous avons :

Proposition 5.1 Tout littéral de la formef (z1, ..., Zm, 9(Tpi1, - T1)s Tmaty---,Tk) = xo €St
sémantiquement équivalent a la clause

f(xla"'axmavaxm-l-la"'axk) =xo Vv #g(xk+17""xl) (1)

Preuve Soit7 un modéle def (x1, ..., Tm, 9(Tkr1y- -y X)), Tmtls -, Tk) = To-
Nous devons prouver que toute interprétatibidentique al, sauf peut—étre suf, est un modele de

flz1, o Ty 0y Tt 1y -+ Tk) = To VU # g(xka1, ..., x7). Il y adeux cas possibles :
» J estun modéle de # g(zj.1,-..,2;) €t on peut conclure qué est un modéle de (1).
» Jestun modéle de = g(zy.1,-..,x;) et alors, par hypothése,

J estun modéle dé(z1,...,zm, v, Tmi1,---,2E) = o doncJ est un modéle de (1).
Réciproquement, Soif un modeéle def (x1, ..., Zm, Vs a1y -+ Tk) = o VU # §(Tpa1, .-, 21).
La variablev est universellement quantifiée. En particulier, I'intéfation’ identique aJ, excepté
surv ouI(v) = I(g(zks1,...,2;)), €stun modele dg(x1,...,Tm, v, Tmi1,---,Tk) = To €L €St
donc aussi un modeéle gdz1, ..., T, g(Tri1, -+ T1)s Tmats- -« Tk) = Zo. '

L'algorithme induit par cette proposition consiste en ué-raitement. Avant le début de la re-
cherche, les littéraux réductibles sont détectés et aplagtte transformation est tres simple et se fait
en un temps linéaire par rapport au nombre de littéraux. ldeoss appel€Tsem (Clause Transfor-
mation andsem) la combinaison de la transformation de clauses et du g&ugrde modelesem.
Voici un exemple de son fonctionnement.

Exemple 5.1
Reprenons la théorie de I'exemple 4.5 contenant les dewxrees suivants :

- Vz,h(z,x) =z

— VaVy, h(h(z,y),z) =y
Nous recherchons des modéles sur un doméipe= {0, 1,2,3}. La clauseh(h(z,y),z) = y est
réductible. Elle est donc transformée en la clause équit@lgv, z) = y Vv # h(x,y). Considérons
maintenant la clause termindt€0,0) = 1 vV 0 # h(0, 1) issue de cette derniere.
L'affectation & O du terme termind(0,0) implique que le littéralh(0,0) = 1 devient faux. Par
conséquent le fait(0,1) # 0 est propagé et la valeur O est éliminée du domaine du termentair
h(0,1). Les figures 5.1 et 5.2 montrent les arbres de rechercls&desur ce petit exemple, avec et
sans la transformation des clauses.Leeprésente l'inconsistance €treprésente I'obtention d’'un
modéle. Les branches non représentées ont été supprinréEssgaopagations de contraintes.
On observe bien sur la figure 5.2 que de nombreuses affectatimduisent directement a I'inconsis-
tance. Ces branches ont été directement supprimées jrai@lion de valeurs incompatibles lorsque
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h(0,1)
/ lQ Les axiomes :
1 h 1,0) - V$,h($,$) =z
) — VaVyYu, h(v,z) =y Vv # h(z,y)
1

Figure 5.1. Arbre de recherche avec la transformation de clauses rélolest

I'on a transformé les clauses réductibles (figure 5.1). logpagation, si elle est faite rapidement, va
également réduire le temps de génération de modéles finis. O

Les axiomes :

h(0,1)
: — Ve, h(z,z) =2
AP

L (1,0)
e
L N 1(0,3) h(0,2)
// l2x TONg :
L L L L L 1 L h(2,1)
1 1 1 T

Figure 5.2. Arbre de recherche sans transformation des clauses réuasti

5.1.2 Elimination dynamique des valeurs incompatibles

Lorsque I'on ne veut pas augmenter la taille de la théorie'pdroduction de variables auxi-
liaires, ou lorsque la théorie ne possede pas de clausedifdds, une autre stratégie d’élimination
de valeurs s’offre a nous. Avec la méthodaL (voir le chapitre 2), nous avons utilisé un algorithme
de type «look—ahead» afin de détecter des mono-littérathésat’utilisation d’une technique si-
milaire peut étre appliquée aux générateurs de modeélesafinisd’éliminer certaines valeurs des
domaines des termes terminaux qui ne participent pas autiat. De plus, elle induit une nouvelle
heuristique dans le style des heuristiquesour choisir le prochain terme terminal a instancier.

Soit B = {(ce, D)} 'ensemble des termes terminaux non instanciés et leuesingpossibles
en un noeud donné de I'arbre de recherche.Spltensemble des axiomes simplifiés par 'ensemble
des affectation$. Soitce un terme terminal non instanciéet D, une valeur possible du domaine
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dece. Sila propagation de l'instanciatiaa = ¢ provoque une inconsistance, alors on peut supprimer
la valeure du domaine dee. En d’autres termes, si la procéd@pa(l U {(ce, e)}, B, C) retourne
l'inconsistance, alors nous pouvons supprimee D...

Afin de garder une méthode qui reste rapide malgré les apppfgénentaires a la procédure
Propa, nous évitons de propager certaines valeurs qui s’avecenpatibles avec I'affectation cou-
rante. Nous généralisons ainsi la proposition 2.1 (cha@itpage 26) que nous avons utilisée dans
I'algorithme de recherche des littéraux impliqués. Aprés I'appel &ropa(l U {(ce,e)}, B, C), il
y a deux cas possibles :

— Cruf(ce,e)y EStiNCONSIstant et alodS.. = D.. — {e}. C’est le cas de I'élimination de valeur.

— Cruf(ce,e)y N'ESt pas inconsistant. Les affectatiofes; = e;) propagées durant le processus
d’affectation sont toutes compatibles avec l'interpiiétatourante. La valeus; dece; ne sera
jamais supprimée. Il est inutile de la prendre candidatélarination.

Formellement, nous avons les propositions suivante :

Proposition 5.2 Soient(ce, Dee) € B ete € Dee. SiCryg(cee)y = L alors Cr est équivalent a
Cr A (ce #e).

Preuve C; est équivalent &C; A (ce = ¢)) V (C1 A (ce # e))
Or, C1 A (ce = e) estinconsistant.
Donc,Cr est équivalent &' A (ce # e). =

Proposition 5.3 Soient(ce, D¢.) € B €te € Dee. Si Cryf(eee)y = (ce1,€1),...(cen,e,) €t si
Cruf(ce,e)} K L alorsVi € {1...n}|ce; € B, Cruf(ces,en)} KL

Preuve SUpposonEr e,y = (ce1,e1), .. (cen, en) tCTu(ce,e)y I L

Supposons de plus qid#ce, ey,) aveck € {1..n} tel qUECT f(ce, e0)} F L

Nous avons don€'; A (cer, = ex) A (ce =e) E L.

Mais, par hypothése, on@; A (ce = e) |= (cer = ex), ceci impliqueCr A =(cex, = eg) A (ce =
e) = L.

Par conséquent, on@y A (ce = e) = L, ce qui est en contradiction avec les hypothéses.

Remarque 5.1 L'expressionCy A (ce = e) est équivalente &7y (ce,e))

Dans le cas de la logique propositionnelle, le fait de ne papgger les littéraux dont on sait
gu’ils sont compatibles avec l'affectation courante syffiur obtenir un algorithme efficace (voir
section 2.1). Ceci n'est plus le cas lors de la génération adétes finis. Les termes terminaux ont
beaucoup de valeurs potentielles. C’est pour cela qu'ihésessaire de restreindre le nombre de
termes terminaux candidats a la réduction de leur domaioas Motong” C B le sous—ensemble
des termes terminaux candidats au filtrage. Il est clair quiidation de I'heuristiqueLNH (nous
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expliquons cette heuristique dans le chapitre 6) induitsguas les termes terminaux dont les indices
sont situés en dessous degn doivent étre considérés (les termes terminaux candiddtsuristique
LNH). Nous construisons ensuite I'ensemblen suivant les régles :
— Siaun noeud donné la valemrdn n'a pas augmenté alo# est I'ensemble des termes termi-
naux candidats a I'heuristiqueiH qui ont le domaine le plus petit possible.
— Silavaleumdn augmente, alors alof est 'ensemble de tous les termes terminaux candidats
a I'heuristiqueLNH.
Les résultats expérimentaux ont montré que, dans la mape# cas, ce sous—ensemble de termes
terminaux donne un bon compromis entre la réduction derkade recherche et celle du temps de
calcul.

Heuristique up

Les heuristiques de type «échec d’abord» font partie deemnesis stratégies des procédures
énumératives. La méthodeEM, dans sa version originale, choisit comme prochain termminal
celui de plus petit domaine et qui change le moins possikle@déeursndn. La premiere condition
réduit la largeur de I'arbre de recherche, la seconde présarsymétrie triviale utilisée darsem.
Nous notonsH les deux conditions précédentes. A un noeud donné, il estitpesque plusieurs
termes terminaux vérifient la conditiai. Mais certains s’avérent meilleurs que d’autres en dimi-
nuant également la profondeur de I'arbre de recherche. Afiorendre en compte ce dernier critere,
nous utilisons les propagations faites pendant la phasiendi@tion de valeurs. Nous comptabilisons
le nombre d’affectations faites par chaque cellule avetewleurs valeurs possibles, nous notons ce
nombrew(ce) pour le terme terminatde. Notre heuristique choisit finalement le terme terminal
vérifiant la conditionH et pour qui le nombrey(ce) est le plus grand possible. Cette approche est
similaire aux heuristiquegp [65, 43, 78] pour le problémegAT.

L'algorithme 5.1 décrit le processus d’élimination desewas ainsi que I'heuristique que nous
venons de décrire. |l utilise les résultats des propositma et 5.3. La marquéandidat[ce, e] est
vraie quand la valewr du terme terminate est candidate a I'élimination. Le nombh, est égal au
nombre de propagations faites durant I'app&kapa. La combinaison de 'algorithmropa et du
générateusEM crée une méthode que nous avons nomuwexeM (Value Elimination inSEm).

Les deux stratégies que nous venons de proposer essaiédluite rau plus la taille de domaines
des termes terminaux a instancier. L'approche que nousdnisons maintenant consiste a propager
le plus d’affectations possibles.

5.2 Dépendances des symboles fonctionnels

Nous nous proposons, dans cette section, de déterminerwelles heuristiques prenant en
compte la structure syntaxique de la théorie dont nous rebbas des modeéles. Ce travail est en
partie publié aicArR-2001 («International Join Conference on Automated Redsgn) [8].
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Algorithme 5.1 Elimination de valeur et heuristiquee de choix des termes

Fonction Up_Heuristiqud, B, C) %%ensemble 1,B,C de l'algorithme 4.1
Retourne : La prochaine cellule a instancier

Début
Pour Chaque (ce, D) € T Faire
Pour Chaquee € D Faire Candidatfe, e]=Vrai
Pour Chaque(ce, D) € T Faire
Nb, =0
Pour Chaquee € D tel que Candidatk, e]=Vrai Faire
I'=1;B"=B;C'"=C
Ret=Propé&/ U (ce, e), B, C) %%Algorithme 4.2
Pour Chaque(ce’, e’') propagéFaire
Candidatfe’, ¢'|=Faux

Nb, = Nb, + 1
SiRet = FauxAlors
D =D — {e} %%Elimination de valeurs
Si|D| = 1 Alors Retournerce %% Propagation dee
Sinon
w(ce) = w(ce) + Nb, %% Poids dee
Retournerce de plus petit domaine et maximisant

Fin

Supposons I'existence d’'un axionfég(z),z) = x dans une théorie quelconqfie L'affecta-
tion d'un terme terminal associé a la fonctigrpropagera dans le meilleur des cas (voir la section
précédente) des valeurs interdites sur des termes terxasaociés a la fonction D’un autre c6té,
I'affectation d’une cellule associée a la fonctigipropagera une, voire plusieurs, affectations gur
Il semble donc plus logique, afin d’arriver le plus rapideirngossible & un modele, de commencer
par interpréter avantf.

De méme, il est évident que des fonctions n'apparaissardgigagans des sous—termes sont
uniguement déterminées quand les autres fonctions sontiesnEt I'affectation de termes termi-
naux issus de fonctions n'apparaissant jamais dans le$plits termes va propager énormément de
«connaissance». Partant de ces quelques remarques, lomssaationner les fonctions. L'ordre est
calculé avant le début de la phase de recherche de modélesraljan graphe orienté et pondéré
représentant les dépendances entre les fonctions. Cetestensuite utilisé pour mettre au point des
heuristiques de choix des termes terminuax a instancier.
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5.2.1 Graphe de dépendances

Intuitivement, 'axiomef (g(z),z) = = génére une dépendance de la foncgosur la fonction
f. La connaissance dgimpliqgue une connaissance partielle gurDans ce cas, le graphe de dé-
pendances que nous construisons va contenir une @rétef. La définition 5.3 donne la notion de
dépendance entre les symboles fonctionnels d’une théonieéd.

Définition 5.3 SoitT = (S,F, A) une théorie. Le graphe de dépendances de la théoast le
graphe orienté, pondé€é= (X' ,VV) défini par :
— L’ensemble des sommets est I'ensemble des fonciohermis les constantes.
— Laréte(f; — f;) apparait dan¥V si il existe un terme dans la formulé dans lequelf;
apparait comme sous—termefje
— Le poids de l'arétef; — f;) est égal au nombre de fois qfieapparait comme sous—terme de
fj dans la théorie.

Définition 5.4 On appelle fonctiorstrictement entranteine fonction dont le sommet associé dans le
graphe de dépendances est de degré sortant nul. De mémeedile &pnctionstrictement sortante
une fonction dont le sommet associé dans le graphe de dépeasiast de degré entrant nul.

Le graphe de dépendances est crée sur le seul aspect systdXige théorie. Il donne I'ensemble
des dépendances de la théorie et apporte des renseignertilestsur les symboles fonctionnels.
Nous connaissons alors les fonctions strictement sogaqél faut générer prioritairement et les
fonctions strictement entrantes que I'on doit le plus guestviter d’instancier.

Il est évident qu’'un graphe de dépendances n'apporte auaforenation sur les théories ne
comportant qu’un seul symbole fonctionnel. Dans tous les&goour celui—ci en particulier, il serait
intéressant d’essayer de créer un graphe sur I'aspect §goed’une théorie. Ce qui permettrait de
connaitre le terme terminal le plus intéressant & affectgremier.

Remarque 5.2 Les prédicats sont des fonctions strictement sortantes.

Exemple 5.2
Les axiomes suivant donnent la formulation d’'un anneawauritlans lequelg, a) est le groupemn
la loi multiplicative ete I'élément neutre den.

ale,z) == a(z,e) ==

a(g(z),z) =€ a(z,g(x)) =€

m(z,e) =x m(e,z) =x

a(z, aly, 2)) = ala(z,y), 2) m(z, m(y, z)) = m(m(z,y), 2

a(m(x,y),m(x,z)) = m(xaa'(yvz)) a(m(x,z),m(y,z)) = m(a(xay)vz)
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Cet ensemble d’axiomes conduit au graphe de dépendancadidark 5.3. La fonctiorg est une
fonction strictement sortante et sera choisie en priotdr pléfinir les premiers termes terminaux a
affecter. O

Figure 5.3. Graphe de dépendances d’'un anneau unitaire

Remarque 5.3 Nous supposons, par la suite, que le graphe de dépendanuastieat qu'une seule
composante fortement connexe. Dans le cas contraire, daiehgeut étre transformée en plusieurs
théories indépendantes, une par composante fortemergxann

Nous introduisons maintenant une nouvelle définition dplyeale dépendances qui ne prend pas
en compte les dépendancesissues de fonctions strictentemnites. Supposons une théorie contenant
I'axiome f(z) = g(h(z)) ou f est une fonction strictement entrante. Dans cet axiomeyriaais-
sance dé ne propage pas de connaissancgsttous supprimons donc cette dépendance du graphe
introduit dans la définition 5.3. Aprés ce processus, une@ltaifonction peut devenir strictement
entrante, il faut donc le maintenir jusqu’a I'obtention d'graphe stable. Le nouveau graphe obtenu
est également nommeé, lorsqu’il N’y a pas d’ambiguité, geagdndépendances.

5.2.2 Création d’'un ordre

Nous allons maintenant établir un ordre de préférence éagrdifférents symboles fonctionnels
d’une théorie en se servant du graphe de dépendances. Untopiiogique sur les sommets d’un
graphe quelconque n’est réalisable que sur des graphesntenaat pas de circuits [30]. Comme
les graphes de dépendances ne vérifient que trés raremtenpragiriété, nous déterminons donc un
ordre «arbitraire». Il existe d’autres facons d’ordonesrdymboles fonctionnels d’'une théorie, mais
celle que nous proposons a donné les meilleurs résulta¢simgntaux.

Comme nous l'avons remarqué précédemment, les fonctidogestent sortantes sont choisies
prioritairement et les fonctions strictement entranta# shoisies en dernier. En fait, la génération
des fonctions strictement entrantes est faite automatigué par propagation de contraintes et ces
fonctions trés particulieres ne sont presque jamais géaé&sélicitement. Reste ensuite a déterminer
un choix pour les constantes qui ont un réle trés particeligoour les autres fonctions.

Les fonctions ayant des degrés entrants et des degréstsartannuls sont choisies en fonction
du nombre de dépendances qu’elles ont envers les fonctiga®dlonnées. L'arité des fonctions est
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également un critere important, plus une fonction a uné étévée, plus sa génération nécessite des
affectations. C’est pour cela que lorsque deux fonctiofiéréintes vérifient la méme condition, nous
choisissons prioritairement celle ayant I'arité la plusitpe

Les constantes ont un réle totalement différent suivard$eoti elles apparaissent dans des équa-
tions ou dans des diséquations. Leur interprétation pmplag affectations dans le premier cas, et
supprime des valeurs de domaines dans le second. Les pesmigrdonc un rdle important pour
la connaissance du modéle, les secondes sont d'un plus fai8két. De plus, I'affectation d’une
constante supprime des valeurs interchangeables (awsahsNous avons donc choisi d’interpré-
ter prioritairement les constantes apparaissant dansgiesiéns. Celles qui interviennent dans des
diséquations ont un ordre plus élevé que les fonctions dmasiklles elles apparaissent.

L'algorithme 5.2 crée I'ordre de préférence pour une tleéddnnée. Il est calculé une seule fois,
avant le début de la recherche du modéle fini. Notons queiestfonctions ne peuvent pas étre
départagées par I'algorithnierdre. Les exemples 5.3 et 5.4 montrent I'ordre crée sur deux idgor
différentes.

Algorithme 5.2 Création d’un ordre sur les symboles fonctionnels

Procedure Ordré{ : Graphe de dépendances)

Début
Tant que il reste des fonctions non ordonnées
Faire
Sélectionner et ordonner une fonctigrvérifiant lapremiere des conditions suivantes
1: f est une constante apparaissant dans une équation
2 : f est une fonction strictement sortante et d’arité minimale
3 : f est une fonction ayant le plus grand degré entrant
venant de fonctions déja ordonnées (et d’arité minimale)
4 : f est une constante apparaissant dans une inéquation
5: f est une fonction strictement entrante
Fin
Exemple 5.3

Considérons la théorienG041-1 venant de la collection des problermmesp [96]. Les axiomes et
le graphe de dépendances de cette théorie sont donnés digusdd.4.

En accord avec la stratégie de sélection défini dans I'algog 5.2, nous ordonnons d’abord les 2
constante$ et c qui apparaissent dans des équations. Ensuite, nous &ooisiset i qui sont deux
fonctions unaires strictement sortantes. Le choix.ad dem est alors guidé par le poids de leurs
arétes venant de et deh. L'ordre généré est dond:< ¢ < g < h < m < a. Les fonctiongy eth

ne peuvent étre départagées, il en va de méme pour les casstanc. O
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a(z,aly, 2)) = ala(z,y), 2) a(z,0) =

m(z, m(y,z)) = m(m(z,y),2) a(g(fﬁ),w) =

m(z,a(y, z)) = a(m(z,y), m(z,z)) alz,y) = a(y,ﬂ:) g h
m(a(z,y),z) = a(m(z,z),m(y,z)) m(z,1)=x @1 , 2@
m(x,0) =0 m(l,z) =z 0 m
m(z,h(z)) =1Ve = m(0,z) =0 v
m(h(z),z) =1Vx = b#0

m(b,c) =0 c#0

Figure 5.4. Axiomes et graphe de dépendance du probleme041-1

Exemple 5.4
Prenons maintenant le problemac025-8 de la collectiomPTP [96]. Les axiomes et le graphe de
dépendances sont donnés dans la figure 5.5 qui génére leegtaplépendances ci-dessous :

a(z; aly, z)) =
m(z, m(y,y)) =m
m(m/(z,x),y)
m(z,a(y,z)) = a
m(a(z,y), z) =

ass(w, z,a(y, 2))

ass(w,a(y, z),z) =
com,

ass(a(y, z), w, r)

com(z,y) = a(m(y,

a(ass(c,d,e),ass(c, e,

Figure 5.5. Graphe de dépendances du probléres025-8

La fonctiong est strictement sortante, elle est choisie en premier. @isitlensuite la fonctior.
Puis, on a le choix entre les fonctionss et m. On choisitass qui a plus de dépendances venant
de a (3 contre 2), puign. On ordonne aprés les trois constanted e qui apparaissent dans des
inéquations, et on finit avewm qui est une fonction strictement entrante.

L'ordre généré estdongc< a < ass <m < c<d < e < com. O

Remarque 5.4 Le graphe de dépendances que nous construisons dépendmeitfude la syntaxe
de la théorie et pas de la sémantique. Ainsi, une formulalifidrente d’'une méme théorie peut
générer un graphe différent, et donc influer directementauire crée.
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5.2.3 Heuristiques

L'ordre ainsi établi sert ensuite a créer des heuristigeeshdix utilisables dans n'importe quelle
procédure énumérative générant des modeéles finis, quiditewne représentation du premier ordre
ou propositionnelle. Il peut également servir de base pouréation d’un nouvel ordre pogmc
[77, 76] qui jusqu’ici est déterminé par I'arité des fonaisoLa méthodsTORK [86] génére elle aussi
les fonctions suivant un ordre, mais comme peuc, I'ordre proposé est uniquement dépendant de
I'arité des fonctions.

Nous proposons deux heuristiques déterminées par plesiatares : I'ordre de préférence des
symboles fonctionnels, la taille des domaines des ternmasrtaux et, si on l'utilise, I'optimisation
de I'heuristiqQueLNH.

L'heuristique GoOT

La premiére heuristique que nous proposons consiste agg@rérerement une fonction avant de
passer a la suivante, et de choisir les fonctions par ordissant. Le choix entre différents termes
terminaux d’un méme symbole fonctionnel est a définir. Urgreghe réaliste est déterminée par la
taille des domaines des cellules, de facon a réduire ladadgel’'arbre de recherche, comme cela est
fait dansseM. Nous appelons cette heuristig@eT pour «Génération par Ordre Total».

Il est aisé de coupler cette heuristique avec I'heuristigque. Mais le nombrendn va rapidement
étre maximal, et par conséquent les éléments vont rapidetaeenir non interchangeables (apres que
la premiére fonction a été entierement générée).

L'heuristique LNHO

C’est pour cela que nous proposons une deuxiéme stratégiesmal plus en considération I'op-
timisation de I'heuristiqueNH, laquelle choisit le terme terminal ayant les éléments las pe-
tits possibles. Le choix du terme terminal a instanciertphgs déterminé uniguement par l'ordre
du symbole fonctionnel. Nous essayons également d’inaréanée moins rapidement les marques
mdn. Cela donne naissance a une heuristique que nous homumeans Elle choisit comme prochain

terme terminalf (e1, . .., ex) celui qui vérifie les conditions suivantes listées par od#eroissant de
priorité.
1. eq,..., e, sontles plus petits possibles MaximisationLoe
2. f estd'ordre le plus petit possible Maximisation de la sget&éechec d’abord»

3. Le domaine d¢ est le plus petit possible Minimisation de la largeur dedfar
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5.3 Conclusion

Durant ce chapitre nous avons proposé diverses approchesap@liorer la propagation des
contraintes des générateurs de modeles finis. Nous avdmsrd’pris en considération les contraintes
négatives. Les méthodesrsem et VESEM essaient ainsi de réduire le plus possible la taille des
domaines des termes terminaux a instancier. Elles essiantde réduire la largeur de I'arbre de
recherche.

Nous avons ensuite proposé les heuristiqgges et LNHO. Elles essaient de propager le plus
d’affectations pour réduire la hauteur de I'arbre de recherPar contre, et c’est I'objet du chapitre
suivant, nous ne nous sommes pas intéressé aux traitentents suppressions des symétries qui.
existent dans les théories multi-types de la logique du jereondre.
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Chapitre 6

Suppression de symétries

E PAR LEUR STRUCTUREIes théories multi—types de la logique du premier ordre@dent une
D grande quantité d’'interprétations isomorphes. La redteede modeéles finis pour ces théories
multi—types ne peut pas étre efficace sans la considératiétimination de certaines interprétations
symétriques. Ce chapitre y est entierement consacré.

La premiére section introduit la notion de symétrie dansedgdue du premier ordre. Nous rappe-
lons ensuite diverses stratégies qui ont été utiliséesldgassé pour supprimer des isomorphismes.
Nous présentons ensuite deux stratégies différentes roaiplémentaires de traitement d’'isomor-
phismes.

En premier lieu, nous proposons l'extensionNd de I'heuristiqueLNH dans le sens ou elle
supprime plus de symétries triviales. Pour que I'heunigticdLNH soit utilisable, I'ensemble des
symboles fonctionnels doit contenir une fonction unaiijedtive de préférence. Enfin, nous étudions
un cadre plus général de recherche et d'utilisation des sigaéCette approche dynamique peut étre
appliguée a n'importe quelle théorie mise sous forme claugdle peut également étre combinée
aux heuristiquesNH et XLNH.

6.1 Symeétries en logique du premier ordre

6.1.1 Notion de groupes et de groupes symétriques

Avant d'introduire la notion de symétries pour la logique ghemier ordre, nous allons faire
guelques rappels sur la théorie des groupes et des groupégspes.

Définition 6.1 On appelle groupe tout coupl€r,+), ou G est un ensemble et est une loi de
composition interne, qui vérifie les conditions suivantes :

— Laloi + est associative

— La loi+ possede un élément neu¢renique.
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— Tout élément, deG posséde un invergepour la loi+ : (a +a = e).

Un groupe est abélien si la lgi est commutative. Si est un élément dé& etk un entier, alors
=¥ exprimek compositions sus de la loi+, c’est a dire ¢ + = + ... + z). L'ordre d’un groupe est
égal au cardinal de son ensemble. L'ordre d’'un élémeatt le plus petit enties tel quez™ = e.

Définition 6.2 On appelle sous—groupe @&, +) tout groupe de la formgH, +) ot H est une partie
stablé deG munie de la loi induite par celle d&.

Proposition 6.1 SoitF un ensemble. Sterm(FE) est 'ensemble des permutationsEeur E alors
(Perm(E), o) estun groupe.

L'élément neutre de ce groupe est la fonction identité defileiZ dansE. Ainsi, la composition
de deux permutations et I'inverse d’'une permutation sostpdgmutations. Par abus de notation, on
parlera souvent du grougéerm(FE). Si E possede: éléments alors 'ordre dBerm(E) est égal a

n!.

Définition 6.3 (Cycle) L'ensemble des remplacementéa;) = a9, o(az) = as...o(ap) = a1
forme un cycle de substitutions sur les individus, . . . a, } de E. On note un tel cycle par le tuple
(a1,as,...,a,), SOn ordre est.

Théoréme 6.1 Toute permutation d’'un ensemble fillise décompose en un produit de cycles dont
les supports sont disjoints.

Pour plus de résultats sur la théorie des groupes et desag@ymeétriques, le lecteur peut se
référer au livre de RmIs et al. [80].

6.1.2 Les symétries

Intuitivement, une symétrie d’'une théoflede la logigue du premier ordre est une permutation
o sur I'ensemble des types, des constantes ou des symbolgforels, qui laisse inchangée la
théorie. Ainsi sil est un modéle d&" alorso(I) est également un modéle dé Les symétries
définissent des classes d’interprétations isomorphest ihetile de considérer 'ensemble de toutes
les interprétations d’une classe lors de la recherche daohéte fini, mais seulement un représentant.
Nous nous limitons dans ce mémoire aux permutations opgnabénsemble des types d’'une théorie.

Définition 6.4 Une permutatiom sur 'ensemble des typeés= {s1,. .., s,} est définie par le tuple
de permutations = (o1,...,0,), ol chaque; € Perm(s;).

H c @G est une partie stable d& pour la loi+, si pour touta,b € Honaa + b€ H
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Définition 6.5 Si le symbole fonctionnef € F est spécifié paf : s; x ... x s;, — s; et que
f(ei,,...,e; ) estun terme terminal aloes f (e;,, ..., ei.)) = f(oi,(€i,), ... 0i.(€i))-

Une permutatio peut donc se généraliser facilement aux termes, a la théosiex interpréta-
tions.

Remarque 6.1 Si o est une permutation définie sur I'ensemble des tyfede la théorieT =
(S, F, A), alors les ensembleset F' sont invariants pas eto(T) = (S, F,0(A)).

Nous montrons maintenant un résultat important concetaarstymeétries en logique du premier
ordre.

Théoréme 6.2 SoientT’ = (S, F, A) une théorie etr une permutation sur les domaines 8eSi I
est un modéle d€ alorso(I) est un modéle de(T).

Preuve Soit o une permutation d&erm/(S) et I un modele deA. Nous montrons de maniére
inductive quer(I) est un modéle de(A) (pour les connecteurs/, «—» et le quantificateur=e»).
» SiAestdelaforme = salorsI(s) = I(t) donc(o(I))(s) = (o(I))(t) eto(I) estun modéle
deo(A).
*+ SiA = =B onaalorsI(B) = Faux. Supposons que(I) = o(B) alorso~!(o(I)) &
o~ (o(B)) etdoncl |= B ce qui est contraire a I'nypothése.
* SiA= A,V Ay.Onasoitl = A; soit] = As. Par hypothése on a donc, seitl) = o(A)
soito(I) = o(Ag) etdonco (1) = o(A; V As).
* SiA=3zB alorsA estequivalentd/ .,y B(z — €). orl = A, d'apres le cas démontré
ci—dessus, on a dord/) |= o(\.c pom(s) Bz — €)) etdonco (1) |= o(3zB). =

Définition 6.6 Une permutatiow € Perm(S) d’une théoriel’ est une symétrie dE sio(T) =T

Plus précisement, une symétrie d’une théttie: (S, F, A) est une permutation € Perm/(S) telle
quec(A) = A.

Proposition 6.2 L’'ensemble des symétries @& noté Sym(T) forme un sous—groupe du groupe
(Perm(T), o).

Preuve Nous devons montrer que :
e Id € Sym(T). Ceci est évident puisquel(T) = T.
* Sym/(T) est stable pas.
Soientr etoy deux symétries d€. Onadone (02(T)) = 01(T) = T. Laseconde condition
est donc vérifiée.
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* sioc € Sym(T) alorso~! € Sym/(T)
Soite € Sym(T). Onac~'(o(T)) = Id(T) = T. De pluse~!(o(T)) = o~ (T), on adonc
o~ (T) =T etdonco~! € Sym(T). o

Définition 6.7 SoitT une théorie. Deux interprétatiohgt.J sont symétriques si il existe une syme-
trie o deT telle ques(I) = J.

Exemple 6.1
Reprenons la théorie de 'exemple 4.5.
- Vz,h(z,x) =z
— VaVy,h(h(z,y),z) =y
\Voici deux modéled} et I? de cette théorie.

I'to 1 2 3 /0 1 2 3
00 2 3 1 0|0 3 1 2
113 1 2 0 112 1 3 O
211 3 2 0 2|3 0 2 1
32 1 0 3 3|1 2 0 3
lls sont liés par la symétrie = (0) o (1) o (2,3). En effet, on &} = o(I3). 0

La section suivante rappelle différentes approches quéanitilisées, dans divers domaines,
pour supprimer des symétries.

6.2 Différentes approches de suppression des symétries

Les symétries ont beaucoup été étudiées ces dernieressaiuodes nous proposons de rappeler
guelques stratégies que nous avons dissociées en diffiérdasses : la suppression de valeurs inter-
changeables, la suppression avec une recherche dynarhenpfand’ajout de contraintes au probléme
principal.

6.2.1 HeuristiqueLNH et valeurs interchangeables

Lors de l'introduction de la méthodgeM a la section 4.2.3, nous avons brievement parlé de la
facon dont cette méthode supprime certaines symétriealésy Nous nous y attardons un peu plus
maintenant.

Les symétries triviales résultent du fait que toutes lembdas des différents axiomes représentant
le probléme sont quantifiées universellement. Les indidel leurs domaines sont tous interchan-
geables et donc symétriques. De maniére informelle, umdplsede valeurs est interchangeable si
la permutation de ces éléments ne change pas la théorie. a&, & a un moment donné de la ré-
solution les premiers individuf) . .. mdn} du domaineD,, = {0,1,...,mdn,...,n — 1} ont été
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utilisés dans la construction du modeéle, alors les indwidiella parti§mdn+1...n — 1} restentin-
terchangeables. L'heuristiquelH exploite au maximum cette propriété en choisissant enifgrilas
individus du sous—ensemb]@, . .., mdn} pour choisir et instancier le prochain terme terminal. Ceci
permet de garder plus longtemps la symétrie entre les ohabvile la partidmdn + 1,...,n — 1}.

Le nombremdn, «maximum designated number», est la frontiére qui séparmtlividus de la
partie symétrique de ceux de la partie non symétrique du theamia,. Bien entendu, il existe un
nombremdn pour chaque type € S de la théoriel' = (S, F, A). Chaque fois qu’'un nouveau terme
terminalf (eq, ..., ex) estchoisi, on met a jour lesdn des types Sortf ), Sorte,), etc...Les valeurs
potentielles de la cellulg(ey, . .., ex) seront alors comprises dans le sous—enseffible. , mdn +
1} desindividus d&ort(ce). En effet, I'individumdn+1 représente toute la parjerdn+1, ..., n—

1} d'individus symétriques.

D’autres articles ont traité des valeurs interchangeallass [45], Eugene REUDER élimine
les valeurs interchangeables d’'un probléme de satisfadéaontraintes. Il définit plusieurs niveaux
d’interchangeabilité.

Pedro MESeGUERet Carme DRRAS proposent également une heuristique de choix utilisant les
symétries présentes dans ospr[74]. Un pré—traitement est appliqué afin de connaitre less-
phismes du probleme. Ensuite, I'heuristique choisit corvaréable a instancier celle qui supprime
le plus de symétries possibles. De cette maniere, les s@néwnt «cassées» le plus haut possible
dans I'arbre de recherche ce qui conduit a la diminution deiie.

6.2.2 Recherche dynamique

Nous avons souligné, dans la section 4.2.5, que la méthodesupprimait dynamiquement cer-
taines symétries pendant la recherche. Des approches @juesont également été proposées dans
d’autres domaines comme la logique propositionelle etkes Dans [14, 16], Belaid BNHAMOU
et Lakhdar 3is détectent, pour les problémesaT, des permutations sur I'ensemble des littéraux
qui laissent inchangé I'ensemble de clauses courant. temtetn pratiqgue un principe de résolution
augmenté par les symétries proposé parddNAMURTHY [62]. Leur algorithme s’est avéré perfor-
mant sur des problémes difficiles a résoudre jusqu’alorglpaméthodes énumératives, comme le
probléme des pigeons ou celui dafgseY [56].

Cynthia BROWN et al. proposent dans [20] un algorithme de type backtraclexploite dyna-
miquement des symétries et calcule a chaque étape le noswastgroupe des permutations. Mais
leur approche de détection est sensiblement différenteslie de Nicolas BLTIER ou de Belaid
BENHAMOU car leur algorithme fonctionne uniquement a partir d'unugp® de permutations déter-
miné avant le début de la recherche. lls ne traitent donc easymétries arbitraires. Une méthode
similaire a celle de Cynthia BowN a été proposée sous le nom sleORHFD/B) par Jacqueline
CHABRIER et al. [23]. Elle détecte avant le début de la recherche detsies puis les exploite
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dynamiquement.

6.2.3 Rajout de contraintes

La stratégie utilisée panGT-P consiste a rajouter des contraintes qui codent les syraétars
la formalisation du probléme. Cette approche statique kgt été utilisée pour la logique propo-
sitionnelle [33] et pour les problémes de satisfaction ddraintes [58].
L'intégration de nouvelles contraintes va demander untpré#ement qui consiste a rechercher les
isomorphismes globaux du probléme posé. Cette rechertbewsent faite de la maniére suivante :
— Formulation du probléme initial en un graphe
— Recherche des isomorphismes du graphe en utilisant parpéxde programmelAuTYy de
Brendan Mc KAY[73].
Rolf BACKOFEN et Sebastian W.L proposent de supprimer dynamiquement les symétries em-rajo
tant, en cours de recherche, des contraintes [9]. Cettégitaa €té également utilisée dans [50] par
lan GENT et Barbara 8IITH.
Les partisans de cette stratégie qui consiste a rajout@oméiintes s'appuient sur les arguments
suivants :
— Portabilité : I'arrivée d’'une nouvelle méthode de résolune demande pas une nouvelle im-
plantation de I'algorithme.
— Possibilité d'utilisation avec des méthodes de rechdaxade.
Le grossissement de la théorie de départ est I'inconvémayeur de cette approche. De plus, seules
les symétries «globales» peuvent étre traitées.

6.2.4 Discussion

La classification de suppression des symétries que nousswop n’est, bien—sdr, pas unique.
Dans [22], Jacqueline ABRIER et Eric NEsPouLoOspartitionnent difféeremment les approches des
symeétries. lls utilisent les classes suivantes :

— Les symétries ne sont pas recherchées par la méthode teictsmais sont données a priori,

citons par exemple [91, 20]

— certaines symeétries sont recherchées avant la résol@8o80].

— les symétries sont détéctées pendant la résolution [16, 77

D’autres critéres sont mis en valeur lors de cette classifitaLes méthodes de la premiéere
classe, sont les plus faciles a utiliser au niveau calcuatdCelles de la derniére sont les plus diffi-
ciles.

Les différentes stratégies de suppression des isomorphismt des qualités et des défauts. Le
rajout de contraintes (utilisé parGT-P) offre une utilisation avec tous les algorithmes existahi
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venir. Par contre, les clauses introduites grossissemida tie clauses et influent sur la consommation
mémoire. De plus, il ne semble pas évident, excepté sur dbdepnes simples comme le probléme
des reines ou celui des quasigroupes , de déterminer a tavas symétries. C’est pour cela que
certaines méthodesNic) optent pour une recherche dynamique qui est plus géndtatecontre,
cette stratégie implique un surcout en temps lors de la tiétedes isomorphismes. La détection de
symeétries «triviales» le long de la recherche comme le'fatristiqueLNH semble étre une alterna-
tive intéressante. Dans la section suivante, nous prasentee amélioration de cette heuristique qui
supprime plus de symétries.

6.3 XLNH : Une extension de I'heuristiqueLNH

L'efficacité deLNH vient de la détection et de la suppression de certaines ggséans surcolt
de temps de calcul. Seul le maintien a jour des nomiie est nécessaire. L'idée principale de
I'heuristique XLNH est d’exploiter I'existence d’une fonction unaire dandhi@drie. Nous focalisons
la recherche sur cette fonction en générant de fagon catisgses seules interprétations «cano-
nigues» (non symétriques). Aprés avoir totalement inétépcette fonction, certains des nombreux
isomorphismes encore présents sont récupérés de matatgeie comme I'heurstiqueNH, grace a
la structure de cette fonction unaire. Le choix de la fomctinaire en question est important et sera
guidé par I'ordre de préférence que nous avons défini darectios 5.2. Nous avons appelé XH
«eXtended NH» cette méthode.

Ces travaux ont été présentés aux «Journées nationalegé&imlation pratique des problemes
NP—complets» (NPC2000) [7] et publiés a1cARO1 «International Join Conference on Automated
Reasoning» [8].

Dans un premier temps nous donnons quelques définitionsatgeies concernant les fonctions
unaires, puis nous expliquons cette méthode en nous msirgia une fonction unaire bijective.
Nous généraliserons ensuite cette approche a toutes letiofmn unaires. Sans perte de généralite,
Nous supposons que nous travaillons dans une théorie neocamipqu’un seul typd,,.

6.3.1 Les fonctions unaires

Définition 6.8 Soient un domain®,, = {0, ...,n—1} etune fonctiory : D,, — D,,. SoitD' C D,
un sous—ensemble dk,. On définity(D") par 'ensemblé g(e) tel quee € D'}. De méme, on définit
g(H)~"! par 'ensemblde € D, tel queg(e) € H}

Définition 6.9 (circuit) Soient un domain®,, = {0, ...,n — 1} et une fonctiory : D,, — D,. Un
sous—ensemblé de D,, minimal pour l'inclusion tel qug(C) = C est appelé un circuit dg La
taille d’un circuit est égale au cardinal de 'ensemBlénotation|C/).
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Notation 6.1 Un élément apparait dans au plus un circuit. On note ce circait.

Définition 6.10 (restriction bijective) Soient un domainé, = {0,...,n — 1} et une fonction
g: D, — D,. Le sous—ensemblep C D,, qui est maximal pour l'inclusion et qui vérifig Rp) =
Rp = g(Rp)~" estla restriction bijective g

Les cycles tels que nous les avons définis dans la sectidhghtt donc des circuits particuliers.
La restriction bijective est égale a I'union de tous les eg@t non pas a l'union de tous les circuits.
Dans le cas oy est une bijection, on 8 = D,,. Ces différentes notions sont aisément visualisables
sur le graphe orienté associé a la fonction. Les sommetgel'graphe sont étiquetés par les éléments
deD,. Sig(i) = j alors I'arci — j appartient a 'ensemble des arétes.

Exemple 6.2
Soient le domaindy et la fonctiong : Dg — Dg suivante :

g|o 12345678
\100226687

Le graphe dg est

8

Dans cette interprétation nous avansrcuits. (0, 1), (6) et(7,8). Le dernier est un cycle. La restric-
tion bijective es{7, 8}. 0

6.3.2 Génération d’'une fonction unaire bijective

Dans un premier temps, nous nous limitons a I'utilisationn@ fonction bijective. La premiére
partie de la méthode consiste a interpréter entieremenfiomation bijective en considérant unique-
ment ses interprétations non isomorphes.

Le graphe associé a l'interprétation d’une fonction unhijective est composé uniquement de
cycles. Afin de générer efficacement les interprétationsisomorphes nous allons ordonner les
cycles de maniére croissante suivant leur taille.

Proposition 6.3 Soitg une bijection deD,, — D,, et], une interprétation dg. Il existe une permu-
tationo € Perm(D),,) telle queo(1,) vérifie :
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— Pour chaque cycle = (ei,es,...,¢e;) deg,onavj < k, g(e;) = e;jq1 etg(ex) = e.
— Sic; etey sont deux cycles consécutifs aldrs| < |ca].

Preuve On démontre cette proposition en construisant la pernautati La fonctiong étant une
bijection, l'interprétation associée est une compositiertycles. Onadong= g;ogs0...0¢;. Les
cycles sont disjoints, on peut supposer qu’ils sont ordsrsuévant leur taille croissante, on a donc
1] < g2l - |gk!-

On construit alorg a partir de chaque cyclg.

Onag; = (e1,...,¢;). On pose alorg(e;) =0, ...,0(e;) =1 — 1.

Onags = (en,...,emn). Onpose alors(e,) =1, ...,0(en) =1 +m —n.

En continuant de cette maniére sur tous les cycleg @& construitr qui est bien une permutation
puisque chaque individg apparait dans un et un seul cycle. De plus, il est évident@ig veérifie
les conditions de la proposition. O

Définition 6.11 Une interprétatiorl, satisfaisant les conditions de la proposition 6.3 est diteoe
nique.

Exemple 6.3

Linterprétation suivante dé, est canonique. Elle possede 2 cycles de taille 1, un de 2adtaun de
taille 3. Elle est symétrique a l'interprétation non campré del, . Les deux interprétations sont liées
par la permutationr = (0,4) o (1,2) o (3,6,5) eton al, = o(I,).

19\0123456 rlo 123456
\0132564 \6520413

O

La proposition 6.4 montre que le nombre d’interprétatioasaniques existant sur un domaine
de taillen est en relation étroite avec la notion de partition d’esti@8] que nous définissons ci—
dessous.

Définition 6.12 Soitn un entier, on appelle partition de une représentation de en une somme
d’entiers> 1, I'ordre des sommants n'étant pas pris en considération.

On notep(n) le nombre de partitions de I'entier Par exemple I'entier 4 possegetl) = 5 partitions
dentiers 4 =44+0=3+1=2+2=24+14+1=1+1+1+1.

Proposition 6.4 Soitg une fonction bijective sur un domaiig, . Il existe exactemem{n) interpré-
tations canoniques dg
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Preuve Soit une interprétation canonique gld_a fonctiong est bijective, son interprétation est donc
composée uniquement de cycles. Il existe n tel queg = g1 o g2 o ... 0 gx avec|gi| < |go| <
-++ < |gk|. Comme tous leg; sont disjoints, on &1 | + |g2| + - - - + |gk| = |g| = n.
Le nombre d'interprétations canoniques est donc égal albrede partitions de. Ce nombre vaut
p(n). '

Le théoreme 6.3 donne I'équation de récurrence que vériismombre®(n) [28]. La table 6.1
donne les valeurs dgn) pour les 11 premiers entiers.

Théoréme 6.3 Soitn un entier. Le nombrg(n) vérifie la récurrence :

3k —1 3k+1
)+ p(n—k x 2+

p(n) =Y (=) (p(n —k x )

k>0

=p(n—1)+pn—2) = (p(n—5) +p(n —7)) +p(n - 12) +p(n - 15) - ---

Tableau 6.1.Nombre de partitions de

Le résultat de la proposition 6.3 est utilisé pour commepeegénérer les seules interprétations
canonigues d’une fonction bijective tout en conservantiactére complet du générateur (aux iso-
morphismes prés). Sachant que pour un domaine detélllexisten! interprétations d’'une fonction
bijective etp(n) interprétations canoniques, la réduction de I'espace deerehe est déja consé-
quente.

Le résultat de la proposition 6.5 est utilisé en associatiane fonction unaire pour supprimer
statiguement certaines interprétations symétriquesrenrésentes.

Proposition 6.5 SoientT’ une théorieg un symbole fonctionnel unaire bijectif deet I un modeéle

deT'. Soienth un autre symbole fonctionnel deeth(eq, ..., e;) un terme terminal interprété a
Siv n'appartient a aucun cycle dgou apparaissemny, . . ., e, alors pour toutw vérifiant :
—w#w
— w N'appartient & aucun cycle dgou apparaissenty, . .., e

— les tallles des cycles dedans lesquels apparaissenetw sont égales
il existe une symétrie transformahen un modeld’ deT dans lequeh(ey, ..., ex) = w.

Preuve SoientC, etC), les cycles dg, non vides, de etw. Il y a deux cas possibles :
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e Cy, # Cy : Soite : D, — D,, une permutation égale a l'identité partout, except&gret
Cy, et qui vérifié o(g'(v)) = ¢'(w) eto(g*(w)) = g*(v) pour touti € {0,...,|C,| —1}.On
intervertit donc les éléments des différents cycles.

e C, = Cy : Soite : D, — D,, une permutation égale a l'identité partout, sauf Gyr et

qui vérifieo(g*(v)) = ¢*(w) pour touti € {0,...,|C,| — 1}. On décale donc les éléments du
cycle.
la permutation ainsi définie vérifie(h(ei,...,ex) = v) = (h(o(er),...,o(ex)) = o(v)) =
(h(e1,...,er) = w). Elle laisse également inchangée linterprétationgdéa théorie étant mise
sous forme clausale, les axiomes sont universellementii@anComme aucun individu n’apparait
dans les clauses(I) est donc un modele dg. =
Exemple 6.4

Soit I, l'interprétation de la fonction bijective.

o1 2 3 4
012 43

Les interprétation$; = I,U{h(1,2) = 3} etl, = I,U{h(1,2) = 4} sontisomorphes. L'interpréta-
tion partiellel; constitue un début de modele si et seulement si l'interpoétaartielle /s constitue
un début de modele. O

6.3.3 La procédure d’énumération selon I'heuristique X.NH

Nous générons les modéles finis d’une théorie contenantanatidn unaire bijectivg en utili-
sant les résultats des propositions 6.3 et 6.5. La géngisditait donc en deux étapes. Nous commen-
¢ons par générer une interprétation canoniqug @msuite, nous utilisons une procédure énumeérative
pour continuer la recherche. Compte tenu des cycles derfirgtation de la fonctiom et de la propo-
sition 6.5, nous mettons en avant de nouveaux individusdhgsmgeables que nous supprimons pour
élaguer 'arbre de recherche. Nous avons nommé «heurs¥guH» I'ensemble de ce processus
que nous explicitons maintenant.

Premiére étape

Nous commengons par générer une interprétation canonégjaefainction bijective. La construc-
tion se fait de la fagon suivante (proposition 6.3) :
— Pour chaque élémeatu domaineD,,, soitg(e) = e + 1, soite est la fin d’'un cycle et dans ce
casg(e) =e—|Ce| —1
— Les cycles de sont ordonnés suivant leur taille croissante.

20n noteg' (v) I'application; fois deg surv soitg®(v) = g(g(... (g(v)...))
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Nous n’avons pas décrit I'algorithme de construction d’umierprétation canonique d’'une fonc-
tion bijective. Celui—ci est une version simplifiée de lalthme 6.2 qui génére les interprétations
canoniques de fonctions unaires quelconques.

Deuxieme étape

Pour chaque interprétation canonigyeainsi generée, l'algorithme complete l'interprétatiom pa
un processus classique d’énumération. L'algorithme 6rindde schéma d’'implantation et d’inté-
gration de notre stratégie dans un générateur de modélebdisé sur 'énumération. Cet algorithme
nécessite l'introduction de la définition suivante :

Définition 6.13 Un élément € D,, a ététouchési au moins 'une des deux conditions suivantes est
vraie :

— ¢ a été affecté comme valeur d’'une cellule.

— il existe une cellulé,(eq, ... ,e,. .. ex) instanciée ou en cours d’instanciation.
On dira qu’un cycle a été touché si l'un de ses éléments l'a éte

Algorithme 6.1 La procédure d’énumération

Fonction Recherche_D\H (I = I, U I' : Interprétation ;A : Axiomes) : Booléen
Retourne : Vrai sid est satisfait paf, Faux sinon.
Début
Pour touslesa € I non propagésaire Propager(a,A,l)
Si I contient des affectations incompatibl&rs Retourner Faux
Si A est videAlors retourner Vrai
Choisir un terme terminai(e;, . .., e;) tel que max(e;), 1 < j < k) soit le plus petit possible
Pour chaquee; Faire Mettre ajourmdn‘eﬂ)
Pour chaquee € D,, tel quee < mdnc,| + 1 Faire
SiRecherche_XNH(I U {t(e1,...,e;) = e},A) Alors Retourner Vrai
Retourner Faux
Fin

L'algorithmeRecherche_XvrnH utilise une marquendn pour chaque taille de cycle elle re-
présente le maximum des index de fin des cycles de tailleichés. Les cycles de taille égale sont
consécutifs. Cet agencement permet de détecter les sgm@érimaniére statique comme le fait I'heu-
ristiqueLNH. Par la proposition 6.5 nous savons que lorsque on choisivaleure pour une cellule
t(e1,...,ex), seules les valeurs plus petites quén, | + 1 ont besoin d’étre testees.

L’heuristiqueLNH utilise une seule marquedn. Elle sélectionne les termes terminaux de fagon
a incrémenter le moins rapidement possible cette valebeuristique XNH que nous venons de
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décrire sélectionne les termes terminaux de fagon a ineréané moins rapidement possible les
mdn correspondant aux différentes tailles de cycles.

Dn Dn S —

Nb valeurs interchangeable
Nb valeurs interchangeable

>

X X y
Profondeur de I'arbre de recherch Profondeur de I'arbre de recherc

Figure 6.1. Comportement deNH et deX LNH

La figure 6.1 illustre les différences entre les heuristigued et XLNH. L'heuristiqueLNH ex-
ploite des individus interchangeables jusqu’a une certpmfondeur: de I'arbre de recherche (dia-
gramme de gauche de la figure 6.1). A partir de cette limitas tes individus ont été utilisés et
I'heuristigueLNH n’exploite plus aucune symétrie.

L'heuristique XLNH conserve beaucoup plus cette notion d’isomorphisme ernusspat le plus
loin possible la profondeur ou les individus ne sont plusrichangeables. Aprés la génération d’'une
interprétation canonique dg I'heuristique X_.NH exploite, a l'aide des cycles contenus dagnsle
nouvelles valeurs interchangeables jusqu’a une profangeale I'arbre de recherche (diagramme
de droite de la figure 6.1). La génération des interprétatc@moniques conserve certains individus
interchangeables, nous les exploitons pour couper I'atbneecherche. CommeanH, I'implantation
de cette heuristique est entierement statique et ne régloiec aucun surcout de temps.

Remarque 6.2 Nous utilisons la méthode X4H avec la stratégie de I'ordre des fonctions que nous
avons détaillée dans la section 5.2. Lors de la créationtderdee, une condition supplémentaire est
rajoutée : nous préférons choisir une fonction unairetstment sortante qui soit bijective a une stric-
tement sortante qui ne le soit pas. L'exemple 5.3 voit dorcdifiérence entre le choix de(que I'on
préférera) et le choix dk que I'algorithme 5.2 de création d’ordre sur les symbolesfionnels ne
permet pas de départager. Ensuite, la recherche commegéaérant les interprétations canoniques
deg.

Exemple 6.5

La figure 6.2 illustre la génération de tous les modéles nmmdsphes au sensLXiH des groupes
abéliens d’ordre 5. Une définition des groupes abéliensasiék en 6.1.1. La génération est mon-
trée dans la figure 6.2. Pour un domaibe = {0,...,4}, seules trois interprétations canoniques
de la fonction unairg sont entierement générée@ (12, I;”). Ces dernieres sont représentées dans



90

Suppression de symétries

les tableaux de la figure 6.2. Les arbres de la figure repeselgxtension de chacune des inter-
prétations par I'algorithmiecherche_XLNH et les parenthéses désignent des valeurs supprimées par
I'utilisation de I'heuristique XNH. Par exemple, pour la deuxiéme interprétation canonigsenk
terprétations:(1,2) = 3 eth(1,2) = 4 sont symétriques (voir exemple 6.4). Les branches dues a la
propagation des contraintes ne sont pas représentéesmbmkeyl représente l'inconsistance et le
symboleT représente I'obtention d’'un modéle.

/o1 2 3 4 /o1 2 3 4
0 1 2 3 4 0 1 2 4 3
h(1,2) h(1,2)
ls,(z;) 3,(4)
h(1,4) I
A
1 I

h(1,1)
/ 3&
h(1,3) T
AN
L 4

Figure 6.2. L'arbre de recherche aveXLNH pour les groupes abéliens d’ordre 5

On observe que la premiére interprétatipgénérée est I'identité. Tous les cycles ont donc la méme
taille égale a 1. Dans ce cas, on continue la recherche comonalémarrait avec I'heuristiquenH

et unmdn valant 0, alors qu’une certaine profondeur de I'arbre deeethe est déja atteinte. Dans
cet exemple, on génére un seul modeéle de base sur les 6 eXistaautres modéles sont symétriques
a ce dernier. O

Dans la section suivante, nous généralisons la notionedpinétations canoniques et I'heuristique
XLNH a des fonctions unaires quelconques.
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6.3.4 Extension a toutes les fonctions unaires

Méme si des fonctions bijectives sont souvent présentes ldarthéories (en particulier sur les
structures mathématiques comme les groupes, les annéawux),al est intéressant d’utiliser un pro-
cédé similaire sur les fonctions unaires quelconques. émiar intérét réside dans le peu d'interpreé-
tations non isomorphes que contient une fonction unaireeX@anple, il en existe 47 pour un domaine
de taille 5. L'heuristiqueNH génére 600 interprétations sur €ssoit 3125 possibles. La génération
d’interprétations canoniques pour une fonction unairdaunejue va éliminer, comme dans le cas de
fonction bijective, un certain nombre d’interprétatioasrmorphes.

Nous généralisons la notion d’interprétations canoniguesinterprétations satisfaisant les cri-
teres de la proposition 6.6 qui concerne les fonctions asajuelconques.

Proposition 6.6 Soientg une fonction unaire d&,, — D,, et], une interprétation de. Il existe un
entier! < n et une permutation appartenant aPerm(D,,) telle ques(I,) vérifie :

Tous les circuits sont dans le sous—enserfible. ., [} de D,,.

Pour chaque circuit = (eq, ez, ..., e;) deg,onavj < k, g(ej) = e;j41 etg(er) = e.

Sic; etcy sont deux circuits consécutifs aldes| < |cz].
Sii >l alorsg(i) <ietg(i) =7 =g(i+1)>j.

Preuve Comme pour la proposition 6.3, la démonstration se fait ersitaisant la permutation.
=

Exemple 6.6
Linterprétation canoniqué, est symétrique a l'interprétatioff. Elle sont liées par la permutation
o =1(0,1,2,6) 0 (5) 0 (7,3) o (8,4). En effet, on d, = o (I).

glo 123456 78 0123456 78
I,Jo 2 143016 6 I''t 00226 68 7

Linterprétationl, contient 3 circuits, dans ce cas le nombest égal a 4mdn; = 0, mdny = 2.
Les élément8 et4 restent interchangeables. La figure 6.3 montre le grapheedirétation de cette
fonction. O

De méme que nous n'avons généré que les interprétationsigaes d’'une fonction bijective,
nous pouvons donc ne générer que les interprétations cpremd’une fonction unaire quelconque.
La construction des interprétations canoniques d’unetimmainaire quelconque s’avére plus diffi-
cile que dans le cas d’'une fonction bijective. L'algorith2 en décrit ce mécanisme. |l utilise les
résultats des propositions 6.6 et 6.5.

L'algorithme interprete la fonction unaire en commencatlps circuits, tout en mémorisant les
valeurs desndn de chaque taille de cycle. Ensuite, a partir d'un certaig (@gal &), les affectations
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Algorithme 6.2 Construction d’une fonction unaire canonique

Fonction Interprétation_Cah( interprétation ;A : axiomes i, [, taille, debc : entier)

Début

Si(r = n — 1) Alors Recherche_XNH(Z,A) %%Algorithme 6.1

Si(r > 1) Alors

%%Partie sans circuits

Pourideg(i — 1) ar — 1 tel quei < mdnc;

Si(r < 1) Alors

Mettre a jourmdn,c;

I(g(r)) =i
Interprétation_Card( A, + 1,1,0,—1)

%%Partie des circuits

Sidebc # —1 Alors

Fin

Si(r < n —2)Alors %%Continuer un circuit en cours
I(g(r)=r+1
Interprétation_Car( A, r + 1,1 + 1, taille, debc)
Si(r — debc + 1 > taille) %%Fermer un circuit
Alors
I(g(r)) = debc
Interprétation_Car( A, + 1,1+ 1,7 — debc + 1, —1)

Sinon %%Les circuits sont tous fermés
Sitaille = 1 Alors %%circuit de taillel
I(g(r)) =r
Interprétation_Card( A,r + 1,1 + 1,1, —1)
Si(n —r+ 1 > taille) Alors %%Créer un nouveau circuit

I(g(r)=r+1
Interprétation_Card( A, r + 1,1 + 1, taille, 1)
Pour chaquei € D tel quei < mdn,g;

Faire %%Commencer la partie sans circuits
Mettre a jourmdn, ¢
I(g(r)) =i

Interprétation_Car( A,» + 1,1,0,—1)
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5

Figure 6.3.Une interprétation unaire canonique

ne sont plus que des ramifications sur les circuits en termnpte de la derniére contrainte de la
proposition 6.6 et de la valeur dudn de chaque taille de cycle. La foncti@aterprétation_Can
est définie de maniére récursive. Elle prend comme parasnétreerprétation’, les axiomesA,
'argumentr définissant la cellule de la fonction unaire a instancierateyl, la taille des circuits la
plus grande utilisée jusqu’alors et le déhii#c) d'un circuit s'il y en a un en cours de construction
(—1 sinon). Cette fonction est appelée initialement aveterprétation_Can(I,A,0,0,1,-1).
Lorsque toute la fonction unaire a été interprétée, nousiraons la recherche avec I'algorithme
Recherche_xlnh. Les valeursy prises par les autres cellules lors de I'appéleaherche_x1lnh
seront toutes les valeurs plus petites guén ¢, ainsi que les valeurs supérieurels a

Dans I'exemple qui suit, nous nous proposons de montrerrietimnnement de I'algorithme

Interprétation_Can.

Exemple 6.7

Nous montrons le fonctionnement de l'algorith@ecerprétation_Can lorsque I'on génére toutes
les interprétations canoniques d’une foncitodans un domain®; = {0, 1,2}. La construction est
caractérisée par un arbre dans lequel les noeuds repnélestarguments de la fonction et les arétes
représentent les valeurs. Nous donnons la valeuiisde les feuilles, dans le cas d’une interprétation
bijectivel = 2. L'algorithmeInterprétation_Can construit donc 7 interprétations différentes dont
3 bijections.
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Par exemple, l'interprétation canonique associée a ldldelai plus & gauche egt(0) = g(1) =
g(2) = 0. Bien entendu, dans ce cas- 0. 0

Nous signalons que cet algorithme ne considére pas uniquelee interprétations non iso-
morphes d’une fonction unaire. En effet, les critéres f@mupar la proposition 6.6 laissent passer cer-
taines interprétations symétriques. Le tableau 6.2 dqyme,diverses tailles de domaine, le nombre
d’interprétations total, le nombre d’interprétations reymétriques, le nombre d’interprétations gé-
nérées par l'algorithmenterprétation_Can et enfin le nombre d’interprétations générés par I'’heu-
ristiqueLNH. Jusqu’a l'ordre 3, I'algorithmé@nterprétation_Can ne génére que les interprétations
non symetriques. Le travail inutile fourni aprés cet ordigte relativement réduit. Ce n’est pas le cas
de I'heuristiqueLNH qui génére beaucoup d’interprétations symétriques. Lagteds donnés par ce
tableau illustrent bien la quantité de travail inutile faitsque I'on génére une fonction et que I'on ne
prend pas en compte les isomorphismes.

Taille du domaingn,) 3 4 5 6 7
Interprétations totales:(*) 27 256 3125 46656 823543
Interprétations non symétriques 7 19 a7 130 343
Interprétations générées parH 18 96 600 4320 35280
Interprétations générées parterprétation_Can | 7 20 59 190 631

Tableau 6.2.Nombre d’interprétations générées paiterprétation_Can

6.4 Recherche et exploitation dynamique des symétries

Nous étudions dans cette section un cadre plus général déda e symétrie pour la génération
de modéles finis. Nous montrons que les symétries explg@dss heuristiquelsnH et XLNH sont
des cas particuliers de ce cadre.

Bien gu’intéressantes, les symétries de départ explofides’heuristiqueLNH (partie {mdn
...n — 1}) disparaissent en avancant dans la recherche de la solitiofeit des propagations,
on arrive rapidement a utiliser tous les individus du doreait I'ensemble des individus symé-
triques au sensNH se vide. Plus précisément, la partie symétriguein + 1...n — 1} diminue
et devient vide quand la frontiéredn atteint la valeun — 1. Inversement la partie non symétrique
{0...mdn} augmente et finit par contenir tous les élémentde Ainsi les symétrieaNH de la
partie {mdn +1...n — 1} disparaissent au fur et &a mesure, mais il reste beaucougprdsasymétries
non exploitées dans la parf . .. mdn}. On observe le méme comportement lors de I'utilisation de
I’heuristique XLNH (voir I'algorithme 6.1).

Nous nous sommes donc intéressés a la détection et a la ssipprdes symétries existant entre
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les individus de la parti€0, . .., mdn} non symétrique au semnsiH. Ces symétries sont détectées et
éliminées dynamiquement pendant la recherche du model€gtte détection pourra aisément étre
combinée avec les heuristiquasH et XLNH.

Ce travail a été publié aux «Journées Francophones de laaiRtogation en Logique et Program-
mation par Contraintes»3gpPLC2001) [2] et au workshop «SymCon’01» [3].

6.4.1 Notion de symétries

A notre sens, une symétrie d’'une thédfie= (S, F, A) est une permutation des individus qui
laisse invariante la structure du modéle partiel en coursahstruction et 'ensemble des clauses
courant. Formellement :

Notation 6.2 SoientT = (S, F, A) une théorie el une interprétation partielle. On notd’ I'en-
semble des instances terminales dlévoir section 4.2.3). On note égaleméfit = la théorie T
simplifiée parl, A% est alors 'ensemble des instances terminales simplifiéIpat associé a la
théorieT.

Définition 6.14 SoientT = (S, F, A) une théorie] l'interprétation courante et une permutation
définie sur 'ensemble des typ8sLa permutatiornr est une symétrie d;, sio(I) = I eto(A}) =
AL,

La définition 6.14 donne de nouvelles conditions de la syimétsmparativement au cas propo-
sitionnel [16]. Pour vérifier les conditions de symétrie ennoeud donné de I'arbre de recherche,
la permutatiors doit laisser invariant 'ensemble de clauses représetitatgrprétation partiellel
et celles du systéma’ définie en ce noeud. Linterprétation courante est en effetsiructure ma-
thématique qui regroupe des équations (clauses unitaleey forme :f(ey,...,ex) = exy1 OU
e; € s; € S quisont en général sensibles a toute permutation des dudivj. Ceci est différent
du cas propositionnel ou l'interprétation partielle n’pas concernée par la permutation car elle ne
contient pas des variables apparaissant dans I'ensemirientales clauses.

Définition 6.15 Soit T = (S, F, A) une théorie. Deux individus, ete, d’un types € S sont
symétriques s'il existe une symétriedeT telle ques(e;) = es.

Remarque 6.3 Les éléments d'un cycle de symétrie sont symétriques deexia. d

6.4.2 Détection des symétries

Les permutations vérifiant les conditions de la symétridirfdion 6.14) sont construites a partir
de compositions de cycles de permutations. L'algorithmdétection des symétries comporte deux
étapes distinctes : La premiere consiste a partitionnequehdéypes € S de la théorie en classes
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d’équivalence ou les individus doivent vérifier certainesditions nécessaires de la symétrie que
nous discutons dans la proposition 6.7. Deux éléments peétre symétriques si et seulement si ils
appartiennent a la méme classe d’équivalence.

Les conditions nécessaires de la symétrie

Pour étre symétriques, les individus des différents tymagedt satisfaire les conditions néces-

saires de la symétrie.

Définition 6.16 Si I est une interprétation d’une théofie= (S, F, A) etf € I N F une fonction
d’arité n, alorsft;, (a) est le nombre d’occurences dande l'individu a commei®™® argument de
la fonctionf. De mémeytr, (a) estle nombre d’'occurences dande I'élément. comme valeur

de la fonctionf .

Exemple 6.8
Nous reprenons I'exemple 4.5. Les axiomes sont
- Vz,h(z,z) ==

— VaVy, h(h(z,y),z) =y
Le domaine associé a cette théorie Bst
La table de gauche représente une interprétation parfielle

h10 1 2 3 4 | #1, (1) #1,0)  #r,,,,(4)
0|0 2 1 4 - 0 4 4 4
1(2 1 0 - - 1 3 3 3
2|1 0 2 - - 2 3 3 3
3|]- - - 30 3 2 2 2
413 - - - 4 4 2 2 2
Le tableau de droite représente alors les occurences aesrétedeD, dansh. O

Proposition 6.7 (conditions nécessairesyoient une théori# = (S, F, A) ayant | comme interpré-
tation partielle couranteq etb deux éléments d'un typec S. Pour quea et b soient symétriques
dansT (appartiennent a un méme cycle de symétrie), ils doiveisfaae les conditions suivantes :
-VfelnF, Viell,... arite(f)}, #i, (a) =41, (b)
-VfeINF, # (a)=4%#r1_(©b).

Preuve Montrons la deuxiéme condition, la preuve est identiquer fepremiére. Soient I'inter-
prétation courante de la théofig o une symétrie dd7, et deux individus: etb d’'un types € S,
tels ques(a) = b. Supposons qu'il existe une fonctighe I N F' telle que#;, (a) # #1, (b).
On aura donci#, (1), (b) # #1,, ,(b), car le nombre d’occurences tielans | comme valeur dg¢
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est différent de celui de. Ceci implique quer(I) # I d’ou la contradiction cas est une symétrie
deTry. [

Ces conditions nécessaires forment une étape trés impodan’algorithme de détection des
symeétries. Elles permettent de réduire considérableriespiece de recherche des permutations. Elles
partitionnent les individus en classes d'équivalence fornainsi les candidats potentiels sur lesquels
s'effectue la recherche de la symétrie.

Calcul de la symétrie : vérification de la condition suffisané

La deuxiéme étape est celle qui construit la permutatiorsytaétrie) en utilisant les classes
d’équivalence préalablement définies.

Une symétrie en calcul propositionnel [16] est une pernuiaqui doit laisser invariant I'en-
semble de clauses courant. Cette condition rend un peuddardétection quand le cardinal de
'ensemble de clauses est important. Dans les modéles finis simplifions le calcul. En effet, si
'ensemble d’axiomes de départ ne contient aucune comstisuffit de chercher une permutation
laissant invariante l'interprétation partielle couraht®&lous montrons que dans ce cas l'invariance de
I'ensemble de clauses terminalé$ correspondant est garanti. Ceci nous dispense donc d’urgelo
tache qui est la vérification de son invariance. Formellanmena la proposition suivante :

Proposition 6.8 Soient une théori@ = (S, F, A), I l'interprétation partielle courante et une
permutation dePerm(S). Si A ne contient aucun individa d’un types € S et sio(I) = I alors
o(Al) = At

Preuve Si A ne contient aucun élément s, alors toute permutatiom € Perm(S) vérifieo(A') =
A'.Donco (A7) = (A" ) = Af;([) = Al

Ainsi, nous obtenons un résultat important pour la détaaties symétries. La proposition 6.8
simplifie la condition suffisante de la symétrie de la défamitb.14. En conséquence I'efficacité de
détection sera meilleure.

Remarque 6.4 Dans le cas ou des individus apparaissent dans un sous{giesaclaused’ C A
de la théoriel' = (S, F, A), la permutatiorr doit laisser invariant’’ en plus de l'invariance dg,
c'estadirer(I) = I eto(A'") = A",

Nous montrons maintenant que les symétries traitées pairfgégiesNH et XLNH vérifient les
conditionso(I) = I de la proposition 6.8.

Proposition 6.9 Soient une théori@ = (S, F, A), I l'interprétation partielle courante et une
permutation au sensNH. Si A ne contient aucune constante alorel) = 1.
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Preuve La permutation.NH o forme un cycle complet des individus de la paftiedn+1,...,n—1}
du domaine. L'interprétatiofi est formée d’'individus de la parti@, ... ,mdn} et est donc indépen-
dante de la permutation, eto () = I. =

Proposition 6.10 Soient une théori@ = (S, F, A), I l'interprétation partielle courante et une
permutation au sen¥LNH. On a alorso(I) = I.

Preuve Linterprétation] = Ig ulyju I’ ol g est la fonction unaire eIg U I; une interpréetation
canonique deg avech la restriction bijective dd, comprise entré et/. o est une permutation au
sens X.NH, on adonc :

e o(i) =4 pourtout; € {{+1,...,n—1}

» Pour chaque cycl@, ..., i) de la restriction bijective de :
s Vje{l,... . k}o(ij) =i;sii; € [;UTI'
» o contientle cycl€iy, ..., %) sinon
Par conséquenton(l) = o (I UIS UT') = o(I) Uo(I5) Uo(I') = I, U IS UT = I -

Les symétries fournies par les heuristiquest et XLNH sont donc des cas particuliers de notre
cadre d’étude.

L'algorithme 6.3 donne une description du schéma de la rebkales symétries dans le cas d’une
implantation avecNH. C’est une procédure de type backtrack qui dans le pire deger# avoir une
complexité exponentielle. Mais dans la pratique, les syiggstquand elles existent, sont calculées
avec un petit nombre de backtracks et n’affectent pas traenigs de recherche des modéles. En
théorie, la complexité du probléme de recherche des syesédst équivalente a celle de recherche
d’'isomorphismes de graphe, une démonstration en est dpan€eAwrorDdans [31]. Le probleme
d’isomorphisme de graphe est un probleme intéressant dettai¢ de la complexité car c’est un
probléme ouvert, il n'a pas encore été classifié dans P ouNBnBour I'instant on ne connait que
des algorithmes exponentiels de détection d'isomorplssdeegraphe. C’'est pour cette raison que
la plupart des méthodes recherchant dynamiquement degrsgrsbnt incompletes, elles stoppent
au bout d’'un certain nombre de backtracks ou au bout d’uraicetémps. Du fait de la structure
des problémes rencontrés qui possédent beaucoup d’isbisimgs , nous avons gardé le caractere
complet dans notre algorithnmesym.

Dans la figure 6.3C1(e, s) désigne la classe d’équivalence de l'individdu types € S définie
par les conditions nécessaires de la symétrie (propogtion La fonctionPartitionner(s,l) crée
les classes d’équivalence du typec S correspondant aux conditions nécessaires de la symétrie.
Mdn(s)est égal a la valeur dubN associé au type € S. Cette valeur définit la frontiére supérieure
du sous-domaing0...mdn} de s dans lequel nous cherchons les symétries. Les deux fosction
précédentes sont tres élémentaires, leurs codes respeegbnt pas donnés. L'exemple 6.9 montre
le comportement de 'algorithme de recherche des symétries
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Algorithme 6.3 La procédure de Recherche de symétnesy(v)

FonctionbsyM(I : Interprétation ; Vaw : permutation)
Sortie : Vrai si la permutation construite vérifier(I) = I, Faux sinon

Fonction Construction(Vaw : permutation)
Début
Sio(I) = I Alors Retourner Vrai
Choisir un types ete € stel que0 < e < Mdn(s) et
Pour Chaquea € Clf(e, s)
Faire
ole) =a
Cl(e,s) =Cl(e,s) —a
Si Constructionf)=Vrai alors Retourner Vrai
Retourner Faux
Fin

Début

I=interprétation courante

Pour Chaquetype s faire Partitionnerg, I).
Retourner Constructiong)

Fin

Exemple 6.9

Reprenons une nouvelle fois les axiomes de I'exemple 4.5 :
- Vz,h(z,x) =z
— VaVy, h(h(z,y),x) =y

Nous utilisons un domaine de taille Soit I'interprétation partielle couranfesoit :

Les classes d’équivalences du domaibe sont les sui-

hlo 1 2 3 4
010 2 1 ) vantes :

1z 10 - - _ CI(0, D) = {0}

2 102 3 c; — CI(1,D5) = Cl(2,D5) = {1,2}
N — CI(3,Ds) = Cl(4, D5) = {3,4}

L'arbre de recherche d’'une symétrie laissant inchadgest illustré ci—dessous. Les noeuds cor-

respondent a des argumentsoddes arétes aux valeurs.
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o(3)
4 3
N

oI)=1

Linvariance de l'interprétation n’est pas satisfaitesigues(3) = 4 carh(0,3) = 4 eth(0,4) n'est
pas déterminé. Par contre, la permutatioa (0) o (1,2) o (3) o (4) laisse invariante 'interprétation
partielleI. C'est une symétrie. O

6.4.3 Exploitation des symétries

Dans cette section, nous donnons des propriétés permefttsiiter les symétries détectées afin
d’améliorer I'efficacité des générateurs de modeéles finis.

Proposition 6.11 SoientT” = (S, F, A) une théorie/[ l'interprétation courante invariante pas €
Perm(S) ett un terme terminal non instancié. Si l'affectation courad#nsI estt = e, alors les
deux extensionsU {t = e} et U {o(t = e)} deI sont symétriques.

Preuve Commel est invariante pas, alorso(A%) = A% (proposition 6.8). Les interprétations
TU{t = e} eto(IU{t = e}) sont symétriques (définition 6.7). OfI U {t = e}) = o(I) U{o(t =
e)} = IU{o(t = e)}. Ce quiimplique que les deux extensidng {t = e} et/ U {o(t = e)} sont
symétriques. O

Ainsi, les instanciations = e eto(t = e¢) déterminent deux extensions symétriques de l'interpré-
tation/. Il suffit d’en considérer une seule, sil'on ne veut calcaglee les modéles «non isomorphes».
Comme on s'intéresse beaucoup plus au probleme de la comsesde la théorie T, il estimportant de
savoir le lien de cohérence entre les deux extensions. €8aspie nous exprimons par la proposition
suivante :

Proposition 6.12 Si l'interprétation partiellel est cohérente dariB = (S, F, A), alors [I'extension
I'U{t = e} estcohérente sgiU {o(t = e)} est cohérente]

Preuve C’est une conséquence de la proposition 6.11 qui garamitepudeux extensions sont symé-
triques et du fait que les interprétations symétriques équoivalentes pour la cohérence (théoréme
6.2 et définition 6.7). O
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La proposition 6.12 exprime un résultat important que nogmoétons pour élaguer I'arbre de
recherche d’'un modéle fini. Le gain se traduit par la coupueergpus réalisons quand I'instanciation
t = e méne a une incohérence. En effet, si l'instantiatien e est inconsistante dans l'interprétation
partielle I, alors l'instantiation symétrique(t = e) le sera aussi. Grace a cette information, le
parcours dans I'arbre de recherche de la branche inutitespondant a(t = e), ouo(t) = o(e),
est évité. C'est la coupure des symétries.

Nous montrons dans ce qui va suivre qu’une symetritordre k peut réaliser k-1 coupures de
branches dans I'arbre de recherche d’un modéele fini. Il ess @nportant de détecter des symétries
d’'un grand ordre pour assurer une meilleure utilisation.

Proposition 6.13 Soient une théorig&” = (S, F, A), o € Perm(S) etI l'interprétation courante. Si
o(I)=1,alorsVj € Z,07(I) = 1.

Preuve Par induction suj € Z. La propriété est vraie pour= 0, carc®(I) = id(I) = I. Supposons
que la propriété est vraie a I'ordjemontrons que cela reste vrai pgur1. On ac? 1 (1) = (07 (I))
eto’(I) = o(I) par I'hypothése de récurrence. Dant"! (1) = o(I) = I. m

Remarque 6.5 Si dans une théori#& = (S, F, A), l'interprétation’ est invariante par, Vj € Z
alorso’(AL) = A, Vj € Z.

Ainsi, nous généralisons le résultat de la proposition &.0iBe puissance quelconquecdéOn a
la proposition suivante :

Proposition 6.14 Si I'interprétation partiellel est cohérente dariB = (S, F, A) alors [I'extension
TU{t = e} est cohérente sdiU {0/ (t = ¢)}, Vj € Z est cohérente]

Preuve C’est une conséquence des deux propositions 6.12 et 6.18ff&no’ (1) = I,Vj € Z
(proposition 6.13). Ce qui implique que les extensibns{t = e} etT U {0/ (t = ¢)}, V] € Z sont
symétriques et donc équivalentes du point de vue cohérprmeqsition 6.12). =

La proposition 6.14 permet une meilleure utilisation deylmétries. En effet, pour une symétrie
d'ordrek, k — 1 coupures sont réalisées dans I'arbre de recherche duanrdkest inconsistante. Ces
coupures correspondent aux instanciations inconsistahte= e) pouri € {1,...,k — 1}.

Exemple 6.10

Soit une théorie contenant une fonction binafteSoitoc = (0) o (1,2,3,4) une symétrie laissant
inchangée l'interprétation courante. Si le prochain tetereninal a instancier est(1,1) = 2, les
valeurs supprimées parseront alorsr((f(1,1) = 2)) = (f(2,2) = 3), f(3,3) =4 etf(4,4) = 1.
U
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6.4.4 Combinaison des symétries détectées avec cellesde

Nous pouvons combiner notre algorithme de recherche deétegsDsym avec la suppression
des valeurs interchangeables fournies par I'heuristigue Nous détectons alors, moyennant la pro-
cédureDSYM, une symétrier sur les individus de la parti€d ... mdn}. La symétries fournit en
générak — 1 extensions équivalentes de l'interprétatiosi k£ est son ordre. Les deux symétrieg
eto sont définies sur deux parties indépendantes du domaimedmbinaison est faite de facon trés
naturelle. L'association de ces deux symétries permetaliseé au totah — mdn — 1+ k coupures de
branches en chaque noeud de I'arbre de recherche. De la mé&ni&rey nous pouvons utiliser notre
algorithme de recherche des symétries avec les symétuesids par I'heuristique XNH. Nous
n'avons pas besoin de détecter des symétries durant largoti@h de la fonction unaire bijective
étant donné que nous ne construisons que des interprétatbiorsymétriques.

6.4.5 Symétries horizontales et verticales

L'algorithme 6.3 ne détecte qu’une seule symétrie de Ifpri&tation courante. Détecter toutes les
symétries de l'interprétation courante serait a coup gatdment inefficace. La perte de temps a re-
chercher toutes les symétries annulerait les gains obpearla suppression de branches dans I'arbre
de recherche. Donc, L'algorithme de recherche de modéles\qus combinons avec la procédure
DSYM va avoir un comportement variant avec la symétrie détectée.

C’est pour cette raison gu'’il nous semble nécessaire dsifitasles symétries en deux types,
dépendant du terme terminal associé a I'affectation courante. Les deux classes pregasmt les
suivantes :

— o(ce) = ce, C'estle cas ou les branches supprimées se trouvent au noetaht. C’est ce que

nous appelons symétriésrizontales

— o(ce) # ce, dans ce cas les branches supprimées seront situées pldarsabkarbre de re-

cherche. C’est ce que nous appelons syméneeticales

Les deux classes de symétries ont un impact trés différemtes branches supprimées. Dans
le cas d'une symétrie horizontale, nous pouvons directeswgiprimer les branches isomorphes du
terme terminate. Ceci est fait trés simplement et assure une réduction deé&ale recherche. Dans
le cas de symétries verticales, les branches coupées serntqlus bas dans I'arbre de recherche et
il se peut que la coupure ne soit d’aucune utilité (si I'insistance est découverte avant). L'exemple
6.11 explicite ces notions.

Remarque 6.6 Les symétries détectées par les heuristiques et XLNH sont toutes deux des sy-
métries horizontales.

Exemple 6.11
Supposons que le terme termiraldu noeud courant soft(0, 1). La figure 6.4 montre I'effet d'une
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symétrie horizontale = (0) o (1) o (3,4, 2) sur I'arbre de recherche. Les branches pointillées sont
celles suprimmeées. Lorsque I'on backtracke de la brajighe ) = 2, on supprime les deux branches
suivantes car les interprétatiofif), 1) = 3 et f(0, 1) = 4 sont symétriques.

Quand a la figure 6.5, elle montre I'effet de la symétrie eatéo = (0) o (1,2, 3,4). Dans ce cas,
lorsque I'on backtracke de la brancfi@, 1) = 0 on supprime sur les autres branches l'interprétation
f(0,2) = 0. Lorsque 'on backtracke de la brancfi@, 1) = 0, on supprime sur les autres branches
I'interprétationf(0,2) = 2, et ainsi de suite. 0

Figure 6.4. Symétrie horizontale

f(0,1)

f(0,2) #0 £(0,2) #{0,2} £(0,2) #40,2,3} f(0,2) #{0,2,3}

Figure 6.5. Symétrie verticale

Il est toujours préférable de rechercher des symétriegdmales pour élaguer les branches les
plus hautes de I'arbre de recherche. De plus, imposer l&tiiriede symétries horizontales ou ver-
ticales renforce les conditions nécessaires, ce qui rédeftace de recherche des symétries. Les
expérimentations que nous avons conduites nous ont amam@kiner les impacts des deux types
de symétries. A chaque noeud, une symétrie horizontalesstymétrie verticale sont recherchées et
exploitées.

6.5 Conclusion

Nous avons proposé deux approches de détection et de ssipprdes isomorphismes pour les
générateurs de modéles finis de logiques du premier ordpmrigwant plus d'individus interchan-
geables, I'heuristique MvH est une amélioration de I'heuristiquelH. Elle se focalise en premier
lieu sur la génération des interprétations canoniquesedfanction unaire. Elle utilise ensuite ces
interprétations pour déterminier sans surcodt de tempsydestries triviales.

Nous avons, par la suite, proposé de nouvelles propriétésecoant les interprétations symé-
triques. Nous les avons utilisées pour détecter dynamigoedes symeétries. Nous avons alors mon-
tré comment combiner les symétries détectées dynamiquentewvec les heuristiquesiH et XLNH.
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Chapitre 7

Experimentations

OUS EXPERIMENTONS DANS CE CHAPITREes différents algorithmes que nous avons propo-
N sés dans les chapitres 5 et 6. Nous étudions leur compontgmisnnous faisons une étude
comparative avec les méthodesm [106], FINDER [93] et MACE [71]. La comparaison est divisée
en deux partie, 'une portant sur le probleme de satisfdiggld’autre sur la recherche de tous les
modeles.

Nous avons réalisé toutes nos implantations sur le géngdéenodélesem!. Plusieurs raisons
ont dicté ce choix. Tout d'aborggm est I'une des méthodes les plus efficaces existant danladit
ture. Son code, écrit en C (environ 5800 lignes), est extnéamé clair. Enfin, pour pouvoir comparer
honnétement les différentes stratégies introduites tolbrag de ce mémoire, un méme générateur
estindispensable.

L'étude expérimentale est faite sur quelques exemplesaeits multi-types. La liste des exemples
proposée est loin d’étre exhaustive. Rien que la libraipier, « Thousands of Problems for Theorem
Provers» [96], qui porte bien son nom, propose 28 catégdegsoblémes différents contenant cha-
cun quelques dizaines d’instances. D’autres exemplesadiégones existent dans la littérature comme
ceux fournis par Larry W8s dans [99]. Tous les problémes cités ne comportent qu’untgpel!

7.1 Liste des problemes expérimentés

Dans cette section, nous décrivons I'ensemble des thé&arrdesquelles est basée I'étude expé-
rimentale.

7.1.1 Groupes

Nous avons brievement défini les groupes dans la sectioh &4 tableau 7.1 donne les axiomes
décrivant un groupe abélien (commutatif). La fonctigm) renvoie l'inverse dex, la loi a est la loi

!le code source dseM est accessible & I'adresse Interhgp://www.cs.uiowa.edu/~hzhang/sem.html
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de composition interne.
Les problémes issus de la théorie des groupes que noussastuin
— groupes abéliens notéds. Ce probleme est satisfaisable.
— groupes non abéliens satisfaisant donc I'axiome suppltainea(c, b) # a(b, c), oub etc sont
des constantes. Ce probleme est satisfaisable.
— Le probléemesrPL00-1 de lalibrairierPTP. C’est I'une des nombreuses conjectures qui consistent
a trouver des axiomes uniques pour la théorie des groupgeoBEme est insatisfaisable.

¢ est I'élément neutre

a(z,e) =x

ale,r) =x

a(z,g(z)) =« g(x) est I'inverse de x
alg(z),x) =«

a(z,aly, z)) = ala(z,y), 2) Associativité
a(z,y) = aly,x Commutativité

Tableau 7.1.Axiomes d’un groupe

7.1.2 Anneaux

Un anneau est un groupe commutatif muni d’une loi multiph@a(m) associative et distributive
par rapport a la loi du groupe); Les différents axiomes d’'un anneau sont listés dans ledaly .2.

ale,z) ==z a(z,e) =x e élément neutre pour
a(g(z),z) =€ a(z,g(x)) =¢ g inverse du groupe
a(z,aly,z)) = ala(x,y), z) Associativité de la loi du groupe
m(z, m(y, z)) = m(m(z,y), 2) Associativité
a(m(z,y),m(z,z)) = m(z,a(y, z)) Distributivité
a(m(z,z),m(y, 2)) = m(a(z,y), 2) Distributivité

Tableau 7.2.Axiomes d’'un anneau

Les différents problemes de la théorie des anneaux que nous atilisés sont les suivants :

— RU : anneau unitaire (existence d’'un élément neutre pour léiphicétion).

— RNA : anneau avec contre—exemple d’associativité de lazlaie probléme a été proposé dans
[103].

— ProblemerNG025-8 de la librairierpTPdont les axiomes sont listés dans la figure 5.5 (Chaque
probléme de cette librairie posséde un rapport de diffidtépris entre 0 (facile) et 1. Celui—
ciestégal a0.67).

Ces problémes sont tous satisfaisables.
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7.1.3 Algébre ternaire

f(z,y,9(y) ==

flz,2,y) =

f(f(v w,z),y, f(v,w,2)) = f(v,w, f(z,y,2))
f(() ) x

S

Tableau 7.3.Axiomes d’'une algébre ternaire

Dans [102], Jian BANG propose une liste de problemes mathématiques difficileslpegéné-
rateurs de modeéles finis. On y trouve, entre autres, le prablkie I'algébre ternaire, définie par les
axiomes de la table 7.3. De nombreuses conjectures comtéesaalgebres ternaires existent dans
la littérature. Nous nous limitons au probleme proposé f@ar dHANG, correspondant a l'instance
B00019-1 de la librairierPTP (rapport 0.67). Ce probleme consiste a prouver que le dearieme
est indépendant des 4 premiers. On essaie pour cela dertrouweodele qui satisfait les 4 premiers
axiomes et qui ne satisfait pas le cinquieme, donc qui véfifieb, b) # b, oua etb sont 2 constantes.
C’est un probléme satisfaisable.

C’est I'un des premiers problemes importants résolu pardimateur. Ouvert jusqu’en 1977, un
modele a été obtenu a l'aide d’'un démonstrateur par réealpar Steven WNKER [98].

7.1.4 Quasigroupes

Un quasigroupe est un opérateur binaire «.» tel que lesiégeatz = b etz.a = b possedent
une solution unique pour toutet b. La table de cet opérateur est telle que chaque ligne et ehaqu
colonne est une permutation de I'ensemble des éléments. thiotons uniquement des quasigroupes
idempotents, c’est a dire satisfaisant la contrainte fupphtaireVz x.z = z). Ensuite, I'ajout
de différents axiomes conduit a la création de 7 problémiésreints. Nous décrivons les axiomes
supplémentaires dans le tableau 7.4. Des descriptionsletaaples quasigroupes sont données dans
[71, 91, 95]. Dans cette étude, nous nous limitons aux pnoddd Gl etQG6.

7.1.5 Vérification de programmes

La vérification de programmes consiste a établir formellgnge’un programme calcule ce pour
quoiil a été élaboré. Nous utilisons I'instarr@/004-1 de la collectiomp TP (rapport 1.00 ; probléme
ouvert). Nous ne listons pas les nombreux axiomes de ceémabbjui contient six constantes, 3
fonctions unaires et une fonction d'arité 2.
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Nom Contrainte

QaGl zy=uNzw=uANvy=csANvw=z—x=2zVy=w
QG2 zy=uNzw=uNve=yANvz=w—x=2zVy=w
Qe3  (z.y).(yx) ==

Qe4  (z.y).(yx) =y

QG5 (zy)x)x=yAz.((yx)x) =yA (z.(y.z)x =y
Qe6

Qc7

Tableau 7.4.Axiomes des quasigroupes

7.1.6 Logique temporelle

Le dernier des problemes testés est la formulation au preriee des «Linear-time Temporal
Logic» (LTL). Les axiomes de ce probléme sont listés dans la table 7&st Glan ZANG qui a
proposé ce probleme [104]. Il posséde exactemembdéles non isomorphes pour un domaine de
taille n. Le challenge proposé est de générer le moins de modeélesrigbes possibles.

R(z,x)
(R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, z)
R(z,y) V R(y,z)

(s(z) =y) = R(z,y)
R(z,y) = (y=2)V(y=s@@)V...V(y=s""(2))

Tableau 7.5.Axiomes deTL pour un domaine de taille

7.2 Comportement des différentes stratégies proposées

Nous étudions maintenant le comportement des différer@ggies que nous avons proposées.
Lorsque I'on veut identifier le comportement d’'une méthoaierdérative pousAT on utilise souvent
les instances aléatoires (voir chapitre 3). L'étude du aoemnent de générateurs de modeles finis
nécessite un panel représentatif de problemes.

7.2.1 LaméthodevESEM

La méthodevESEM a été introduite a la section 5.1.2. Elle supprime dynanmtpre des valeurs
de domaines incompatibles avec l'interprétation couramtetilise une heuristique de typer. Il
est intéressant de connaitre I'impact de l'utilisation deptoposition 5.3 qui détecte des valeurs
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de domaines compatibles avec I'affectation courante, gudeuvent donc pas étre supprimées. Le
tableau 7.6 montre la résolution de trois problemes diffésrorsque/eSEM utilise ou non le résultat
de cette proposition. La colonne «Propagations» donnergr® d’affectations effectuées dans la
procédurelp_Heuristique, quant a la colonne «Temps» elle donne le temps requis par cette
procédure.

Sans Proposition 5.3 Avec Proposition 5.3
Probléme| Taille | Temps| TempsuP | Propagationsg| Temps| TempsupP | Propagations
RU 13 16.2 13.5 16 710 6.4 3.1 12 520
QG6 11 2.4 1.2 29 146 2.4 1.2 29411
TBA 9 3.3 15 1180 5.2 3.8 1731

Tableau 7.6.Impact de la proposition 5.3

Dans tous les cas, la durée passée dans la procéeiiifeuristique estloin d’étre négligeable,
au moins la moitié du tempsPU y est consacrée. C'est pour cette raison que des stratégiemt
son utilisation ont été nécessaires pour obtenir une métheseM efficace. Pour les problemes
et TBA, l'utilisation de la procédure 5.3 s’avere nécessaire cpatre elle est inutile dans le cas du
problemeqQa6. Il semble donc important de l'introduire dans la procédiF_Heuristique, Son
implantation ne rajoutant aucun surcodt de calcul. De pglhiseul intérét qu’il y a de propager,
dans la procédurBP_Heuristique, les valeurs de domaines connues pour étre compatibles avec
I'interprétation courante concerne le choix heuristigadadcellule a instancier qui sera, dans ce cas,
plus précis.

Il est d’ailleurs important de savoir s'il est judicieux d@rjdre I'heuristiqueuP a la suppression
des valeurs de domaines. La table 7.7 donne I'impact deidaiiion de cette heuristique sur deux
problemes différents.

Avec heuristique|| Sans heuristique
Probléme| Taille | Temps| Noeuds|| Temps| Noeuds
RU 13 6.4 1686 5.4 948
QG6 12 150 | 929 781 300 | 1484539

Tableau 7.7.Impact de I'heuristiquayp

Contrairement a ce a quoi I'on pouvait s’attendre, I'hdigige up ne donne pas toujours des
résultats satisfaisants. Autant pour le problépe$ le gain est important, autant pour le probleme
RU le temps de résolution et le nombre de points de choix derBadlb recherche sont augmentés. Il
semble que le nombre de symboles fonctionnels de la thébtirainfluence sur 'efficacité de cette
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heuristique. Plus il y a de fonctions, moins elle parait affe
Pour terminer, le tableau 7.8 donne le nombre de valeurs aaides supprimées et le rapport
entre ce nombre et le nombre de propagations de contramites flans les appels a la procédure

UP_Heuristique.

Valeurs Appels a
Probléme| Taille | Supprimées UP_Heuristique | Rapport

GRP100-1 4 8 568 7702 1.11
RNA 7 3628 3687 0.98
RU 13 10 044 1 686 5.95

Tableau 7.8.Nombre de valeurs de domaines supprimées par la méthegem

Plus ce rapport est important, plus la méthodsem amélioresem. Lefficacité de la méthode
VESEM est donc liée a celle de I'heuristigue et a la quantité de valeurs de domaines supprimées.
Ces divers facteurs nous permettront de mieux appréheadeosmportement lors des expérimenta-
tions faites dans la section 7.3.

7.2.2 Les heuristiquessOT et LNHO

Les heuristiquesOT et LNHO ont été décrites dans la section 5.2. Elles sont définiesta par
de l'ordre généré par le graphe de dépendances. La tableon®earies résultats obtenus lors de la
résolution du problémeu de taille 7 avec différents ordres. Nous avons utilisé liistigue GOT
qui génere fonction aprés fonction. L'ordge< a < m est créé par la fonctiobrdre (algorithme
5.2). Il donne des résultats bien meilleurs que les 3 autiadire de recherche contient trés peu de
noeuds. Ceci est di au fait que beaucoup de propagationsittaiotes sont faites en commencant
la recherche par la fonctian

‘ Hg<a<m g<m<a|la<g<m|a<m<g

Temps 0.06 29 12 600
Noeuds 268 16 973 488 480| 18 561 266

Tableau 7.9.Différents ordres pour la résolution deu

L'utilisation d’'un ordre inverse a celui que génére la fameDrdre s'avére totalement inefficace.

Les dépendances sont donc une notion importante qui aenélarecherche. Cette stratégie, qui
consiste a réduire la hauteur de I'arbre de recherche, esitdement différente de celle utilisée dans
les méthodesTSEM et VESEM qui réduisent la taille des domaines et donc la largeur dbrkade
recherche.
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Nous nous attachons maintenant a comparer brievement cesheeristiques. La table 7.10
donne les temps de calculs obtenus sur quatre problémeset RU qui ne contiennent pas de
constantes apparaissant dans les inéquations, contesiterux deux autres probléemesr100-1

etRNA?
GOT LNHO
Probléme‘ Taille ‘ Sat| Temps| Noeuds|| Temps| Noeuds
AG 13 Y 785| 1390920| 0.82 5869

RU 11 Y 31 26 761 0.8 2698
GRP100-1| 4 N 0.05 6417 0.22| 12373
N 2.74 90 200 28.3 | 137 496

RNA 9

Tableau 7.10.Comportement des heursitiquesT et LNHO

Le comportement de ces deux heuristiques est totalemeahdépt de ces constantes :
— L'heuristiqueGoOT, qui génére fonction aprées fonction, n'est efficace quegloedles sont pré-
sentes.
— L'heuristiqgueLNHO est moins efficace lorsqu’elles sont présentes.
L'heuristiqueLNHO qui essaie de garder des valeurs interchangeables le plytetops possible,
interprete trés rapidement les constantes. ContrairenEmeuristiqueGoT qui ne s’occupe que de
I'ordre et les interpréte beaucoup plus tard.

Une nouvelle heuristique

Compte tenu des résultats du tableau 7.10, nous avons agnétieuristiqueLNHO. |l semble
en effet tres important de ne générer ces constantes qutaiedieu. Par contre, il est également
important d’optimiser au mieux I'’heuristiquesH. Nous allons donc utiliser I'heuristiqueiHO mais
sans interpréter les constantes qui apparaissent danglgsations. Ce n'est qu'aprées 'obtention
d’'un modele potentiel que nous les instancions. De cettdaregmous utilisons le mieux possible
les qualités des deux heuristiquaesT et LNHO. Le tableau 7.11 donne les résultats obtenus par cette
nouvelle heuristique de choix que nous avons appeiée+.

Pour les problemeséG et RU les résultats obtenus sont bien entendu identiques a igtiguie
LNHO. Par contre pour les deux autres problémes qui contienesrtanstantes si particulieres nous
améliorons toujours les temps de calculs des deux hewrEstiepT et LNHO.

2Nous rappelons que les heuristiquesT et LNHO+ interprétent en priorité les constantes apparaissarst léaréqua-
tions, et plus tard celles qui n'apparaissent que dans éegiations.
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LNHO+
Probléme‘ Taille ‘ Sat|| Temps| Noeuds
AG 13 Y 0.82| 5869
RU 11 Y 0.8| 2698
GRPLOO-1| 4 N 0.03| 3133
RNA 9 N 0.78| 18 756

Tableau 7.11.Amélioration de I'heuristiqueNHO

7.2.3 La méthode X NH

L’heuristique XUNH, basée sur la génération d’une fonction unaire, a été intt®dans la section
6.3. Une fois que la procédukecherche_XLnH a généré une interprétation canonique d’une fonction
unaire, elle doit choisir, au moyen d’'une heuristique, lacpaine cellule a interpréter. La table 7.12
donne les résultats de cette méthode en utilisant d'un a@@éheuristique similaire anH tenant
compte uniquement desdn de tailles de cycles, et de I'autre en utilisant I'heuriséGOT.

XLNH avec Ordre|| XLNH sans Ordre
Probléeme| Taille || Temps| Noeuds| Temps| Noeuds

RU 13 0.56 291 4.3 1719
GRP100-1 5 0.04 3168 0.37| 14213

Tableau 7.12.Importance de I'ordre des fonctions dans I'heuristigieNH .

Les résultats sont sans appel. Lorsque I'on n'associe pasristiqueGoT a la procédure de
recherche, leswdn des cycles augmentent trop vite et finissent par ne plus ifodenvaleurs inter-
changeables. Il semble d’ailleurs logique gu’une fois doie & commencé par générer fonction par
fonction, avec dans ce cas précis des interprétations @ares) il vaut mieux continuer la recherche
de cette maniére. D’une certaine facon, la génération despiétations canoniques de la fonction
unaire optimise au mieux I'heuristigueoT. Il est d’ailleurs intéressant de noter que les premiers
résultats satisfaisants que nous avons obtenus avee Yortaient uniguement sur la génération de
groupes abéliens [7]. Cette théorie ne comportant que deukales fonctionnels, I'heuristiqugeoT
est naturellement établie.

Une fois les interprétations canoniques construites, ldou® X NH les utilise pour mettre en
avant de nouvelles valeurs interchangeables. Le tabld&usbuligne que la suppression de ces sy-

métries est une étape importante de cette méthode.
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=)

Avec Suppression Sans Suppressio

Probléme | Taille | Temps| Noeuds|| Temps| Noeuds

RU 10 0.15 148 1.3 3241
GRP100-1| 6 0.09| 15625 0.20| 31220

Tableau 7.13.Influence de la suppression des valeurs interchangeables XlanH

7.2.4 Recherche dynamique de symétries

La procéduredbsym de recherche dynamique des symétries a été introduite daestion 6.4.

Le tableau 7.14 montre le comportement de la procédgnem sur 3 problémes différents. Il est
trés important de noter que dans ce cas précis les théodpegires comportent des éléments dans
'ensemble de clauses et non pas uniquement des fonctiessohctions constantes ont donc déja
été instanciées.

En ce qui concerne les groupes abéliens, on remarque que &3 %pgels a la recherche des
symeétries fournissent un cycle de symétrie (rapport desmo@dgrouvéesurAppelsdu tableau 7.14).
Cecipermet de supprimer un grand nombre d’interprétatsmmorphes (rubriquguppriméeys Dans
les probléemesG, la détection prend un peu plus de temps que pour les aubéepres car les
conditions nécessaires sont toujours vérifiées et ne Ealpas I'espace de recherche de la symétrie.

Dans les problemes de groupes non abéliens, I'ajout de lse&td1,2) # a(2,1) exprimant
la non—commutativité, induit une contrainte sur les éléséret 2. Ces derniers ne peuvent étre
symétriques qu’entre eux (cf remarque de la section 6.43i @aforce le pouvoir des conditions
nécessaires et permet de réduire le temps de recherchendésisyg.

Pour le probléeme&NA, codant les anneaux non associatifs, on rajoute la claige, 3),4) #
p(2,p(3,4)) qui exprime la propriété de non—associativité. Cette @aajsute des contraintes de
conditions nécessaires sur les éléments {0,1,2,3,4} quiewevent plus étre symétriques qu’avec
eux—memes.

On peut remarquer que I'apport des symétries croit en rajppec la croissance de la taille du
domaine, donnant ainsi espoir de résoudre des instanceaniieg tailles.

Seulement, pour qu’une théorie comporte des éléments tarseinble des clauses, il est né-
cessaire d'interpréter correctement ces éléments avaldétet de la recherche. Ceci n'est pas une
chose facile. Hormis les axiomes de non—commutativité &t de non—associativité, 'ensemble des
théories que nous avons proposees pour cette étude casleahantes comme des fonctions d'arité
0.

Une fois interprétées, les constantes fournissent un @lédeedomaine qui ne peut étre syme-
trique gu’avec lui—-méme. La probabilité de détecter unenpaition laissant invariante l'interpreé-
tation courante va dépendre du nombre de constantes iéti&egr Plus le nombre de constantes est
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Pb | Taille | Temps| Temps Sym Noeuds| Appels | Trouvés| Supprimés

AG 24 68 55 89213 | 12033| 9803 118698
25 79 59 95635 | 13009 | 10737 | 133088

NAG | 20 171 36 338669| 29388 | 25921 | 321123
21 206 37 357 095| 32480 | 27177 | 344578

RNA 8 5 0.4 51491 | 7872 0 0
9 10 0.8 81928 | 11 243 0 0
10 62 5.3 252720 | 41 163 | 18902 93184

Tableau 7.14.Comportement de I'algorithme de recherche des symétries.

important, moins on a de chances de trouver des symétriest onc nécessaire d’interpréter les
constantes le plus tard possible pour espérer en détetdst.gour cette raison que nous allons com-
biner I'algorithmebpsyM avec I'heuristique NHO+ ou avec la méthode H. Pour montrer l'intérét
de telles combinaisons, nous donnons dans la table 7.151eneade valeurs supprimées par la re-
cherche dynamique des symétries lorsque nous la combivedes heuristiquesNH, LNHO+ et
XLNH. Il apparait donc que la procédursyM ne détecte des symétries sur les problemes et
GRPL00-1 que lorsgu’elle est utilisée avec les heuristiquaso+ ou XLNH.

ProblémerNA (taille 8)
Appels Trouvées‘ Supprimées

ProblémecrPLO0-1 (taille 4)
Appels Trouvées‘ Supprimées

Combinaison ave

LNH 14 333 6571 0| 129521 0 0
LNHO+ 943 810 316 29 9 15
XLNH 12 12 14 5 8 7

Tableau 7.15.Influence de I'heuristigueNHO+ sur la recherche des symétries

Apres avoir observé le comportement des différentes giestdoroposées, nous allons faire une
comparaison sur différentes instances.

7.3 Comparaison des difféerentes méthodes

Nous nous proposons maintenant de faire une comparaisonétesdes suivantes :
La méthodesem[106].

La méthoder INDER[93].

La méthodevAcE [71].

La méthodecTseEM qui transforme les clauses réductibles (voir section $.1.1
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— La méthodesESEM qui supprime des valeurs de domaines incompatibles @tisgec I'heu-
ristiqueup (voir section 5.1.2).
— La méthodesEm accompagnée de I'heuristiquaHO+ (voir section 5.2).
— La méthodesEm accompagnée de I'heuristiquaHo+ et de la procédure de recherche dyna-
migue des symétriessym (voir section 6.4).
— La méthode XNH (voir section 6.3).
— Lameéthode XNH accompagnée de la procédure de recherche dynamique dasisgo®y M.
La premiére partie de cette étude comparative porte sumlegme de satisfaisabilité de certaines
théories définies dans la section 7.1. Nous limitons & uneehHeuemps de résolution maximal et
a 100 Mo l'occupation mémoire maximale. Pour chaque théarie méthode donnée posséde donc
une taille de domaine maximale qu’elle peut raisonnablemesoudre.

Remarque 7.1
— Les méthodesIACE et FINDER ont été utilisées sans aucune option susceptible d’areélior
leurs performances.
— Certaines combinaisons de stratég&sSEM et VESEM OU VESEM et LNHO+ par exemple) ne
donnaient aucun résultat satisfaisant, nous ne les avortsgds inclues dans cette comparai-
son.

7.3.1 Le probléemeNAG

Le tableau 7.16 regroupe les temps de calcul obtenus lora d&sblution du probléemeaAc.
Chaque ligne correspond a une méthode donnée et contiailtdade domaine maximale que celle—
ci résout suivant les contraintes de temps et d’espace dsnRér exemple, La méthodem résout
le problemeNAG avec 28 éléments en 1969 secondes, et nécessite plus dumeedoair le résoudre
avec 29 éléments. Les tableaux 7.17 a 7.27 qui apparaissentadsuite de ce chapitre sont construits
d’'une fagon semblable.

La méthoderINDER ne résout ce probléme que pour pour une taille de domaine agalEnsuite
de trop grandes réfutations sont construites, ce qui alaétecherche. La méthodeAcEe obtient
des résultats sensiblement supérieurs aux autres méthmmssées. De plus, dépassé l'ordre 9, la
construction des instances nécessitent plus de 100 Mo deimrémes la premiére théorie proposée,
la transformation en clauses de la logique propositioemathntre des limites.

La méthodeseM est améliorée par toutes les stratégies proposées dansreanméexcepté par la
méthode X NH. Cette derniére utilise trop rapidement les élémentsdhtargeables et génére donc
un arbre de recherche beaucoup trop large. De plus, sa caistninavec la recherche dynamique
des symétries donne de trés mauvais résultats. L'amétiarde performances enregistrée par I'heu-
ristique LNHO+ est faible. Le probléme ne contenant que deux fonctiordbabilité d'interpréter
la mauvaise est réduite. L'ajout de la procédure de reckatghamique des symétries améliore les
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Taille des domaines
Méthode 6/ 9| 18] 20| 28| 30| 32| 34
FINDER 9
MACE 0.4 | 3400
XLNH etbsym || 0.01| 0.05| 349
XLNH 0.01| 0.04 7 18
SEM 0.01| 0.08| 4.2 2| 1969
LNHO+ 0.01| 0.09| 41| 8.6 234 | 1107
LNHO+ etbsym || 0.01| 0.12| 3.8| 84 183 617| 1.6
VESEM 0.01| 0.06 210.23 192 30| 318
CTSEM 0.01| 0.04| 16| 05| 102 69 | 161 | 709

Tableau 7.16.Temps de résolution du problémec

temps de calculs de cette heuristique. Le gain obtenu estisleip plus important et permet d’ailleurs
de résoudre des problémes de plus grande taille. Les méthedeM et surtoutcTSEM donnent
également des trés bons résultats sur ce probleme. Celaen@titavail inutile fait lorsque I'on ne
supprime pas les valeurs de domaines incompatibles améerprétation courante.

Remarquons que les temps de calculs des méthodes ne somtifoasies. Par exemple, la re-
cherche dynamique des symétrieem met plus de temps que la méthodesem pour I'ordre 30
et va beaucoup plus vite pour I'ordre 32. Il est donc impdrtiéviter de limiter les comparaisons
sur une ou deux tailles de domaines. Un large éventail estsséae. En partenariat avec la borne
supérieure de résolution, cet éventail donne un bon aperteafticacité réelle d'une méthode.

7.3.2 Le problémeGRrp

Le tableau 7.17 donne les temps de résolution obtenus suoldemecrPL00-1 de la librairie
TPTP. Celui—ci est composé de 6 constantes (dont 5 qui appandidaes des inéquations) et de
3 symboles fonctionnels. La méthodeiDER résout en moins de 1 heure uniqguement le probléme
ayant 3 éléments. A cause d'un probléme d’affectation dygaende la mémoire, la méthodsce
ne répond pas au probleme de satisfaisabilité de cettepesta

On peut ensuite classifier les autres méthodes en deux graatkgories. Celles qui utilisent
I'ordre généré par le graphe de dépendamncgip+, XLNH,...) et celles qui ne l'utilisent pas. Les
premieres sont incapables de terminer en moins de 1 heusdaution pour des tailles de plus de 6
éléments.

L'heuristiqueLNHO+ et surtout la méthode H ont de trés bons résultats, les accélérations
obtenues sont conséquentes. Dans ces deux cas, I'ajoutrdehlerche dynamique des symétries
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Taille des domaines

Méthode 3] 4] 5| 7] 9] 10|13 15

FINDER 0.35

CTSEM 0.48| 278

SEM 0.01| 10| 2008

VESEM 0.09| 1.1 446

LNHO+ 0.01| 0.03| 0.05| 0.45| 45
LNHO+ etbsyM || 0.04| 0.06| 0.56|0.47| 36| 2284

XLNH 0.01] 0.02| 0.05|0.32| 6.9 7.2| 24| 689
XLNH etbsym | 0.01| 0.02| 0.05| 0.36| 5.2 7.3| 25| 441

Tableau 7.17.Temps de résolution du problers&r100-1

améliore leurs performances.

7.3.3 Le problemeru

Le tableau 7.18 concentre les résultats qui concernenblelgmeRru. Ici encore, la méthode
MACE consomme rapidement au moins 100 Mo de mémoire (a partirodéré 8). La méthode
FINDER qui ne supprime aucun isomorphisme est moins rapide questtes autres.

Toutes les stratégies que nous avons proposées dans cermméameliorent la méthodgeMm. Les
meilleurs résultats sont obtenus pour la méthoder avec ou sans la combinaison de la procé-
durebsym. Dans ces deux cas, la limitation n’est pas due au temps dalcaiais a la quantité
de mémoire utilisée. Dans les temps a venir, les effortsrifgoiques qui jusqu’ici étaient essen-
tiellement consacrés a la rapidité des algorithmes, vont4@¢re devoir se porter également sur la
consommation de mémoire des logiciels.

Le tableau 7.18 est agrémenté du nombre de noeuds nécsésarde la génération de modéles
d’ordre 7 (nombres entre parenthéses). La méthoslee parcourt trés peu de points de choix. La
formulation en calcul propositionnel optimise la propagades contraintes mais est limitée, nous
'avons remarqué, par le nombre de variables et de clauselsgengendre. Les différentes stratégies
que nous proposons réduisent assez fortement le nombrards @@ choix de la méthodsem.

7.3.4 Les probléemerNA

La table 7.19 concentre les résultats du problé&ane. Les méthodeSINDER et MACE sont
les plus lentes. Les méthodesseEM et VESEM qui réduisent les domaines des cellules non encore
instanciées n'ont également pas de trés bons résultatsiré’sur les fonctions permet de générer
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Taille des domaines
Méthode 6 | 7 | 9| 14| 19| 23| 25| 27| 28] 45
MACE 3 4) 94
FINDER 7.4 | (400) 27| 1769
SEM 0.05| (389) 0.08| 0.44| 411320
CTSEM 0.03| (114) 0.04] 0.13| 6.1 413 | 2290
VESEM 0.04| (61) 0.07| 0.48 8 743 | 1581 | 3120
LNHO+ 0.02| (137) 0.03] 0.28| 5.6 112 654 | 1373 | 1766
LNHO+ etDSYM || 0.02| (125) 0.04| 0.25| 5.2 90 473 934 | 1121| 2306
XLNH 0.03| (72) 0.03| 0.11| 0.89 3.2 7.3 9.2 12 22 | 147
XLNH etbsym || 0.01| (32) 0.04| 0.10| 0.89 3 6.6 7.4 9.8 17| 87

plus rapidement que la méthodem classique. L'ajout de la recherche dynamique des symétries
n'apporte aucune accélération a I'heuristigueio+. Il n’en va pas de méme lorsqu’on I'utilise avec
XLNH. Elle permet dans ce cas d'aller jusqu’a deux fois plus Weagain augmentant au fur et a
mesure. La encore, la limitation est due a la quantité de nrémeécessaire pour la résolution du

problemerNA d

Tableau 7.18.Temps de résolution du problerre

e taille 47.
Taille des domaines

Méthode 4] 6| 7| 9| 15| 16| 46

FINDER 5.1

MACE 0.19| 3.3 10

VESEM 0.07|0.76| 25| 141

CTSEM 0.05| 0.14| 0.44| 5.4| 1990

SEM 0.04| 0.86| 2.3| 24|1047| 200

LNHO+ 0.01| 0.02| 0.03| 0.78 20| 0.24
LNHO+ etbsyMm || 0.01| 0.02| 0.03 | 0.82 18 | 0.22

XLNH 0.01| 0.03] 0.03| 0.15| 0.97| 0.22| 362
XLNH etbsym || 0.01| 0.03| 0.03| 0.13| 0.85| 0.25]| 188

Tableau 7.19.Temps de résolution du problérreA

7.3.5 Le problemerNG025-8

Le problemerNG025-8 est le seul exemple de théories que nous proposongwigrne une
fonction (autre qu’un prédicat) qui soit strictement sotga Les résultats obtenus par les différentes
méthodes sont listés dans la table 7.20. La métlrodBER qui est limitée aux fonctions d’arité
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Taille des domaines
Méthode 4] 5| 6| 7]10]15
LNHO+ etbsyM || 0.02| 1037 | 396
LNHO+ 0.02| 964, 373
CTSEM 0.59 1.2 | 7.44)| 1088
SEM 0.58| 1.54 81391
VESEM 0.44 3.1 15 755
XLNH etbsym || 0.03| 0.09|0.14| 0.27| 15| 10
XLNH 0.04| 0.07| 0.14 0.3|1.7]96

Tableau 7.20.Temps de résolution du problerreiG025-8

inférieure a 2 ne peut résoudre ce probléme. Il est le prammienous proposons qui mette en échec
I'heuristigueLNHO+. L'ajout de la recherche dynamique des symétries aggnasere les résultats
de cette heuristique. Les méthodsav, CTSEM et VESEM ont un comportement similaire, méme si
cette derniére est un peu plus rapide que les deux autreséttede X.NH résout sans difficulté les
problémes jusqu’a l'ordre 15.

7.3.6 Le probléemerPrv004-1

Les résultats du probléme de vérification de circuits satédi dans le tableau 7.21. Ici, la re-
cherche dynamique des symétries ralentit I'utilisation’deuristiqueLNHO+ car aucune interpré-
tation symétrique n’est supprimée. Les méthodesem, XLNH et surtoutFINDER donnent de trés
bons temps de calculs. C’est d'ailleurs le premier probl§menontre une supériorité de la méthode

FINDER.
Taille des domaines
Méthode 6] 7] 8] 9o 12| 29
MACE 5.5 27
LNHO+ etbsym || 0.11| 1.8 39| 1688
SEM 0.57| 56| 73|1126
LNHO+ 0.09|0.88| 17 714
VESEM 0.29| 2.6 34 610
CTSEM 0.06| 0.1]0.33| 2.02| 1689
XLNH etbsym || 0.03| 0.03| 0.04| 0.09| 0.24| 22
XLNH 0.01| 0.02| 0.05| 0.06 02| 21
FINDER 0.02 | 0.02| 0.02 0.5 1| 1.47

Tableau 7.21.Temps de résolution du problémayv
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7.3.7 Les quasigroupes

Le deux derniers exemples sur lesquels nous nous penchdestpgur la résolution des quasi-
groupesQGl et QG6. Les tableaux 7.22 et 7.23 donnent les résultats obterasspblémes sont
trés particuliers : il ne contiennent qu’une seule fonctjanest binaire. L'heuristique X\H et celles
issus de la création d’'un ordre ne s’appliquent pas. Lesigpoagpes ne possedent pas de clauses
réductibles et donc la méthoda sem ne s’'applique également pas.

Taille des domaines

Méthode 4\ 5\ 6\ 7\8\ 9
LNH etDsYM || 0.05] 0.26 | 1.14| 14.1
SEM 0.07] 0.25| 1.15| 8.78

VESEM 0.05| 0.15 1| 6.3
FINDER 0.03] 0.02] 1.23| 0.53
MACE 0.02] 0.04| 0.09| 0.27 | 59| 440

Tableau 7.22.Temps de résolution du probléemel

Jusqu’a présent nous avons remarqué que la méthade était souvent limitée par sa consom-
mation de mémoire. Il en va autrement sur le problé&msé ou c’'est la méthodsem qui consomme
plus de 100 Mo pour générer des instances de taille 8 (contle pour MACE). Les clauses qui
codent ce probleme contiennent beaucoup de littéraux edrikgles, par conséquent I'ensemble des
clauses terminales est trés volumineux. De plusGE obtient d’excellents résultats sur ce probléme.

Taille des domaines
Méthode 6] 9| 10] 11| 12| 13
FINDER 0.02] 0.03

LNH etbsym || 0.01| 0.15| 3.6 | 1368

SEM 0.01]| 0.03] 1.48 42 | 2683
VESEM 0.01| 0.03| 0.28 2.4 150
MACE 0.01]| 0.05| 0.12| 0.78| 14.4| 365

Tableau 7.23.Temps de résolution du problérpe6

La génération de modéles ¢es6 est également plus efficace en utilisant la méthadee. La
méthodevESEM donne également de trés bons résultats. Par contre, larceehdynamique des
symétries s'avere inefficace. Lorsque I'on regarde de plas,pn s’apercoit que son utilisation en-
traine un nombre de points de choix plus important. Les valsupprimées par les isomorphismes
conduisent a instancier ensuite un mauvais terme tern@mhme nous I'avons dit dans la section
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5.2.1, on comprend alors l'intérét de déterminer un ordrepes a partir de la syntaxe de la théorie
mais a partir de la sémantique de I'ensemble courant deseda’est ce que nous faisons ici de
maniére détournée avec I'heuristiquie de VESEM.

7.4 Recherche de tous les modeles

Dans la section précédente, nous nous sommes limité a népandrobléme de satisfaisabilité
des théories proposées. Nous nous attachons maintenastiexateer I'ensemble des modéles des
problemesaG, RU, TBA etLTL. Le probleme de la recherche de tous les modeéles est biemdente
bien plus difficile que celui de la recherche de la satisfaiigé. C’est un probléme qui esp#complet
dans la théorie de la complexité.

Les diverses méthodes pouvant générer des modéles isagsptattonnaissance du nombre de
modeles obtenus va donc donner une indication sur le nomibtergrétations isomorphes évitées.
Les tableaux suivants se voient donc agrémentés de cett@egandiquée entre parenthéeses.

Remarque 7.2 La méthoderINDER [93] posséde I'optiorcut sur les fonctions. Deux modéles ne
peuvent étre différents uniqguement sur les fonctioms. Cette option est tres utile lorsque 'on va
rechercher tous les modeles de théories ayant des corsstantene le problemesA. Nous I'avons
donc implantée pour améliorer I'efficacité de nos méthodes.

7.4.1 Recherche de tous les modeles de

Nous commencons par générer 'ensemble des modeles dgsegrabéliens. Les temps de cal-
culs sont donnés dans le tableau 7.24 que nous agrémentonsntiue de modéles non isomorphes
(réuni avec la taille des domaines).

Les méthodeBIACE etFINDER qui ne suppriment aucun isomorphisme génerent un grandngomb
de modéles. Les méthodssM, CTSEM, VESEM et l'utilisation de I'heuristique NHO+ obtiennent le
méme nombre de modéles. Ces différentes stratégies orgrdps tle calculs comparables.

Ici, la recherche dynamique des symétries accélere lesstdmpalculs. D'ailleurs, dans le cas de
la recherche de tous les modeéles, cette stratégie estiplemexploitée : les valeurs supprimées ont
un effet tout au long de la recherche. Lorsqu’on l'utilise@XLNH, elle fournit presque toujours un
cycle de symétrie. Cette remarque est également valabtaipeunajorité des théories expérimentées
dans ce chapitre.

Il est connu que 'ordre de tout sous-groupe d’un groupesdiVordre du groupe de départ. C'est
pour cela que les groupes dont la taille a beaucoup de facpeemiers possédent plus de modéles
non isomoprhes. La méthodae. XH met plus de temps a générer les groupes de taille 32 que ceux de
taille 37. Elle préserve la structure du probléme, corgragnt aux méthodeseM, CTSEM et VESEM
qui ont un temps de résolution croissant en fonction de lie @é¢s domaines.
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Taille des domaines
Méthode W6l @9] (7m32]@35][@)37]@)38](@1)47]@Q) 57
MACE Temps 16| 2532
Modeles|| (60) | (7 560)
FINDER Temps 1.45| 1241
Modeles|| (27) (336)
CTSEM Temps 0.01 0.09| 1024| 1801
Modéles (6) (4) | (2295) (13)
SEM Temps 0.01 0.09 990 | 1734
Modéles (6) (4) | (2295) (13)
VESEM Temps 0.01 0.11| 1031| 1646| 3384
Modeles (6) (4) | (2295) (23) Q)
LNHO+ Temps 0.01 0.07| 1113| 2060| 3425
Modeles (6) (4) | (2295) (13) 1)
LNHO+ etDSYM | Temps 0.01 0.08| 1429| 1945| 3018| 3330
Modeles (6) (4) | (1037) (5) 1) (14)
XLNH Temps 0.01 0.03 178 44 70 566 382
Modéles (2) 4) (529) (13) 1) 2 1)
XLNH etDSYM Temps 0.01 0.03 39 14 17 190 72 252
Modeles|| (2) 2) (93) 3 1) 2 1) @)

Tableau 7.24.Temps de résolution lors de la recherche de tous les modéles d
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Hans BEscHEet Bettina ECK [17] ont utilisé le programmeAP [82] pour générer les modeéles
non isomorphes des groupes jusqu’a I'ordre 1000 (exce@éeb168). En générant facilement des
modeéles jusqu’a I'ordre 57, nos méthodes n’ont pas les mé&aqacités. Les raisons d’un si grand
écart sont dues au fait que le programaxer utilise les propriétés connues sur les groupes comme
celle énoncée au paragraphe précédent. Lorsqu’il géreeneddéles d’ordre , il utilise entre autres

les modéles déja générés, dont la taille divise

7.4.2 Recherche de tous les modeles de

Dans la section 7.3.3, nous nous sommes limité au test ddagsaibilité du problemeu. Ici,

nous allons comparer les méthodes dans le cas ou I'on rdehiergs les modeéles de ce probléme. La

table 7.25 recense les résultats obtenus.
Les temps de calculs obtenus restent dans le méme ordrerdegrague lors de la recherche de

la satisfaisabilité de cette instance. La méthodeiX trouve énormement de modéles a I'ordre 16.
Ceci est du au grand nombre de groupes potentiels que I'astrainLe méme probléme se répete a
I'ordre 32, ou I'on ne trouve pas tous les modeles en moinsalheure.

Taille des domaines
Méthode 6 | 7 | 16 | 19 | 23 | 25 28] 31
FINDER (6) 18 | (40) 145
MACE (24)4 | (120)78
SEM (1)0.06| (1)0.1| (1745)167| (1) 1366
CTSEM (1)0.04| (1)0.07| (1745)70| (1)435/| (1)2279
VESEM (1) 0.03| (1)0.08] (1745)100| (1)751| (1)1672| (26)3 340
LNHO+ (1)0.02| (1)0.05| (1745)72| (1)119| (1)692| (26)1558] (29)3 490
LNHO+etpsYM || (1)0.02| (1)0.04| (1139)60| (1)95| (1)494| (26)1068]| (29)2 427
XLNH (1)0.01| (1)0.04| (5353)246| (1)3.5 (1)8 (26) 18 (13)32| (1) 34
XLNH etDsym || (1)0.02| (1) 0.04 (893) 48 )3 1)6 (16) 13 (7)23] (1) 26

Tableau 7.25.Temps de résolution lors de la recherche de tous les modéles d

7.4.3 Recherche de tous les modeles tBA

Nous n’avons pas inclus les résultats concernant la siatsiitité du problemasaA. Dans ce cas

les différentes stratégies proposées ont un comporterarsitdement identique : un modeéle est trés
rapidement obtenu. Par contre, la recherche de tous leslesodiénne, listés dans le tableau 7.26,

des temps de calculs trés disparates.

Ici 'heuristiqueLNHO+ favorise la suppression d'isomorphismes. Se consacramitgirement

a la fonction unaire, elle propage plus de contraintes ipesiet permet de gérer plus efficacement
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(nb modéles) Taille des domaines
Méthode | 4 5 6
MACE (6) 0.11| (260) 7.4
VESEM (6) 0.01] (130) 0.24| (5235) 30
CTSEM (6) 0.01] (130) 0.23| (5235) 25
SEM (6) 0.01] (130) 0.19| (5235) 23
LNHO+ (6) 0.01] (118) 0.22| (4066) 21| (242356) 3144
LNHO+ etDSYM || (4) 0.01| (87) 0.17| (2287) 14| (109365) 1671
XLNH (3) 0.01| (41) 0.1] (612) 4.2| (26170) 443
XLNH etbsym || (3) 0.01| (41) 0.1 (612) 4.3| (20280) 367

Tableau 7.26.Temps de résolution lors de la recherche de tous les modétesd

le nombremdn utilisé dans I'heuristiqueNH. Elle permet d'ailleurs de résoudre jusqu’a I'ordre 6
'ensemble des modéles. Ce n’est qu'a partir de I'ordre 6l'gtiésation de la recherche dynamique
des symétries commence a générer moins de modeélesique Ke maniére générale, plus le nombre

d’éléments augmente, plus cette stratégie apparait edficac

7.4.4 Le challenge du probléemeTL

Le challenge associé au problenm («logical time-linear logic») est de générer le moins pos-
sible de modeles isomorphes, sachant qu’il en exigteur un domaine de taille [104]. La figure
7.1 montre la forme de l'interprétation unaire des modékedadthéorieLTL. C’est une forme de
«lasso». Il'y a un circuit de taille, puis on as(k + 1) = 0, s(k + 2) = k + 1,.... Nous ne considé-
rons bien entendu que les interprétations non isomorploes#Rdonné, il existe: lassos différents,

correspondant aux circuits de taille2,...,n. Chaque modéle non isomorphe du problamie est

donc associé a un lasso.

k-1

k+1

n-1

Figure 7.1.Forme de la fonction unaire dans un modéleLae

Le tableau 7.27 recense les résultats. Comme pour le prelidm I'heuristiqueLNHO+ amé-

liore I'eficacité de la méthodenH.
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Taille FINDER MACE SEM LNHO+ LNHO+ etDSYM XLNH

4 (72) 0.04| (78) 0.01 (23) 0.01] (19) 0.01| (11) 001 | (4 o0.01
5 (480) 0.6 | (504) 0.7 (71) 0.01| (47) 0.01| (19 0.01 | (55 0.01
6 (3720) 132| (243) 0.11| (117) 0.05| (42 0.03 | (6) 0.01
7 (988) 1.3 | (289) 0.34| (92) 0.15 | (7) 0.02
8 (4 950) 23 | (724) 5 (205) 2.5 (8) 0.02
9 (30556) 629| (1836) 98 | (479) 61 (9) 0.05
10 (1161) 1955| (10) 0.1
29 (29) 15

Tableau 7.27.Temps de résolution et nombre de modéles générésLpour

Mais le résultat le plus intéressant est que I'heuristiquaXproduit uniquement les modéles
non isomorphes. Cette méthode génére uniguement lesrigti@ipns canoniques en forme de lasso.
Ensuite elle ne fait aucune instantiation car le prédicatjui est une fonction strictement entrante,
est entierement interprété grace.a

Les méthodesIACE et FINDER qui n'utilisent aucune stratégie de suppression d’isolmsrpes
obtiennent, elles, une grande quantité de modeles isoraerpk temps qu’elles mettent a les générer
est aussi extrémement important.

7.5 Conclusion

Les expérimentations que nous avons menées tout au longath@pigre n’ont pas fait apparaitre
une approche qui soit toujours meilleure que les autresskiht en revanche mis en évidence que
les divers algorithmes que nous avons introduits dans ceainéisurplantent assez régulierement la
méthodeseM qui est pourtant considérée comme étant 'une des plusmpeafues.

Diverses remarques surgissent également a I'issue de pgscaisons. Tout d’abord, il semble
obligatoire de supprimer une grande partie des interpoé@gisomorphes. Sans cela, le temps de cal-
cul est rapidement rédhibitoire. Ensuite, la transfororatie théories en instanceaT de la logique
propositionnelle demande trés rapidement une grande itpidetmémoire. Méme si le nombre de
points de choix est sensiblement réduit, le temps demandé paargement des instances et par le
parcours des listes, donne vite des temps de calculs corssqu

Nous pouvons également utiliser les résultats obtenusgmnmer un cadre d'utilisation des dif-
férentes stratégies mises au point dans les chapitres 5 et 6.

L'heuristique LNHO + Cette heuristique donne d’excellents résultats sans tegomoyens calcu-
latoires particuliers. Sur certains problémes, les syewfiinctionnels ne sont pas tous dépar-
tagés par la fonctiodrdre qui peut surement étre améliorée.
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XLNH Cette méthode est utilisable dés qu’une fonction unairstexians la théorie. Elle est com-
binée avec I'heuristiqueoT. Dans la grande majorité des cas, cette méthode est ext@mhem
rapide.

Symeétries dynamiquesCette procédure peut étre utilisée dans tous les cas. tgsfois préférable
de la faire collaborer avec les heuristiquesio+ et XLNH. Elle permet dans ces deux cas une
acceéleration. Cette stratégie est pleinement exploitéede la recherche de tous les modéles
d’une théorie. Plus la taille des domaines est importarites, gette stratégie est performante,
c’est la une caractéristique intéressante.

CTSEM Crée directement depusewm, cette méthode est utilisable dés que des clauses rédsctibl
apparaissentdans I'ensemble des axiomes. Son compotteshéifficile a cerner, il ne semble
pas possible de déterminer pour quelles théories elle tteindise en oeuvre.

VESEM Cette méthode est toujours utilisable, c’est 'un de sestagges. Elle obtient souvent des
performances proches dgseMm, et peut certainement étre optimisée.

Au vu de ces expérimentations, il semble tout de méme quendic@ison de XNH et deDSYM
est la meilleure de toutes les méthodes. La suppressiosa®®iphismes est donc d'un trés grand
intérét lorsque I'on recherche des modeles finis de thédtiggemier ordre.
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ANS LA PREMIERE PARTIE DE CETTE THESENOUS avons essentiellement travaillé sur la re-
D cherche d’algorithmes de résolution du problésaa@. Nous avons proposé des algorithmes
qui recherchent intelligement les littéraux impliqués pamsemble de clauses courant. La combi-
naison de I'un de ces algorithmes avec la méthmeldonne alors naissance a la méthesteL . En
propageant le plus de mono-littéraux possibles, cetteadéth montré des qualités de robustesse,
qui la rendent peu sensible aux heuristiques. Nous avong gesiexpérimentations détaillés lors de
la résolution de problemes aléatoires situés dans la ré&tgerproblémes difficiles. Ces expérimen-
tations ont mis en avant deux phases distinctes lors dedéuti&s de ces instances. La partie haute
de I'arbre de recherche contient peu de mono-littérauxhé&se La majorité des points de choix se
situent dans cette région, qui est la partie difficile de thezche. Dépassée une certaine profondeur
de I'arbre de recherche (de I'ordre ¢g), nous avons observé un phénomenavelanchede pro-
pagations donnant le nom a la méthaedeL . C’est la région facile de la recherche qui ne consiste
plus gu’en de la propagation unitaire. Ces diverses exgdriations permettent de mieux cerner la
difficulté des méthodes énumératives a résoudre de gransiesices aléatoires de I'ordre de 700
variables. Enfin, Les comparaisons menées avec quelquesdes meilleures méthodes ont donné
des résultats satisfaisants.

Dans la deuxieme partie de cette thése, nous nous sommessgé& la génération de modeles
finis de probléemes mathématiques comme les groupes, lea@aré¢ous avons commence par es-
sayer de résoudre ces problémes en utilisant des méthotielodigue propositionnelle. Nous avons
alors rencontré des difficultés. La consommation de mémedreise pour transformer ces problemes
en instances de la logique propositonnelle est extrémemgatrtante. Nous avons donc décidé de
traiter les problémes issus de la logique du premier ordigaediant le formalisme de cette derniére.
Le travail de documentation réalisé a alors donné une gnééérsur un certain type de générateur qui
propage des contraintes. Les contributions apportéeaqigriération de modeéles portent sur deux
aspects différents.

Tout d’abord, nous nous sommes intéressé a la propagatsocotraintes. Nous avons mis au
point différentes voies pour I'améliorer. Les méthodasEM et VESEM que nous avons proposées
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sont des améliorations directes de la méthsds.. Leur but est de propager le plus possible d’in-
formations négatives (du stylg1,2) # 0), appelé également contraintes négatives. Pour ce faire,
la méthodecTSEM transforme certaines clauses du probléme initial et la otitkiESEM utilise un
algorithme de filtrage dynamique. Nous avons égalememidaott des nouvelles heuristiques créées a
partir d’'un ordre de préférence d’interprétation des sylebfonctionnels. Ces heuristiques utilise la
syntaxe de la théorie pour essayer de propager le plus dinafttons positives (du stylg(1, 2) = 0).

Nous avons ensuite travaillé sur la détection et la supjpreskes symétries existant dans la lo-
gique du premier ordre. Ici aussi, les observations faifesrtir de différentes stratégies de traitement
d’'isomorphismes nous ont amené vers deux idées différemégs complémentaires. L'heuristique
XLNH qui étend I'heuristiqueNH, génére en premier lieu les seules interprétations canesid/une
fonction unaire. Suite a l'interprétation de cette fonataes symétries sont déterminées sans aucun
besoin de calculs.

Partant de la remarque que les symétries dues aux heueistigd et XLNH disparaissent rapide-
ment, la seconde idée consiste a introduire un nouveau padrgénéral d’étude des symétries. Cette
étude a été ensuite utilisée pour mettre en place un algwifhsym) de détection et de suppression
d’interprétations isomorphes. Nous avons ensuite mooim&meent combiner les heuristiquesH et
XLNH avec l'algorithme dynamiquesym.

L'expérimentation de toutes ces stratégies a montré dekatstrés encourageants sur une grande
variété de problémes. La combinaison de certaines d’eltea@donné lieu a des méthodes trés ef-
ficaces. L'expérimentation a egalement mis en avant lesuliffis rencontrées par les méthodes qui
ne suppriment aucun isomorphisn@NDER). De plus, la méthod®ACE qui utilise le formalisme
de la logique propositionnelle a exhibé les problémes diesp mémoire rencontrés dans ce cas. En
effet, bien que les problémes—complets se réduisent polynomialement tous entre eurnibte
nécessaire d'utiliser le formalisme de base. Non seulenepassage d'un probléme vers un autre
peut engendrer des problémes d’espaces mais, en plus péfdre la structure de départ nécessaire
pour mettre au point de nouvelles heuristiques ou algogthm

Perspectives

Une des premiéres perspectives de ce travail est 'amétardes divers algorithmes proposés
dans ce mémoire. Citons par exemple :
e Pour le problemeAT
— Larecherche de conditions afin d’optimiser la découvestedno—littéraux cachés par I'al-
gorithmeRrLl.
— La recherche de nouvelles heuristiques afin de commenggitd 'avalanche de mono—
littéraux.



129

— D’un point de vue expérimental, il serait également irdéamt d'implanter I'algorithmedLl
en utilisant la structure de données slero. En effet, cette derniére gére efficacement la
propagation unitaire.

* Pour les générateurs de modeéles finis en logique du prenties or

— Rechercher d'autres clauses réductibles pour amélaresm

— Mettre au point des conditions pour que I'heuristigueassociée a la méthodesEM soit
plus efficace.

— Essayer de choisir le terme terminal en fonction de la syenéétectée par I'algorithme
DSYM. Ce choix peut servir afin de supprimer le plus possible dediras isomorphes dans
l'arbre de recherche. Ou, inversement, il peut étre utpisér augmenter la probabilité de
trouver une symétrie de l'interprétation courante.

— Trouver de nouvelles propriétés afin de générer uniquefasnnterprétations non syme-
triqgues d’une fonction unaire quelconque.

— Trouver de nouvelles conditions pour améliorer I'heigist sur les ordres, notamment en
utilisant la sémantique de la théorie.

Toutes ces améliorations s’inscrivent dans un proche a\@autre objectifs, plus lointains, sont
envisagés. Concernant le probléarg, il serait souhaitable d'étudier plus précisement le phéme
de seuil de production que nous avons observé lors de laitisotl'intances aléatoires. Concernant
la génération de modeles finis, il serait tres intéressanmheltre au point une méthode que I'on
pourrait qualifier d'incrémentale. En effet, lorsque I'amgmente la taille des domaines, on n'utilise
jamais les résultats obtenus sur les domaines de tailleenfé et a chaque fois, I'algorithme de
recherche a des problemes «d’amnésiex». Afin de résoudreobire, il faut mettre au point un
algorithme qui, résolvant un probléme de tailleutilise les résultats obtenus avec des tailles plus
petites quer. Nous avons remarqué que cela est utilisé par le prograannrg82] lors de la résolu-
tion de structures de groupes. Une autre approche qui seridrteetteuse est la mise en oeuvre d’'un
systeme propageant des contraintes et qui ne soit pasmeatrg formes clausales du premier ordre.
En effet, les problemes rencontrés lors de la transformateformalisme apparaissent également
lors de la transformation d’une formule du premier ordre@mg clausale. Les fonctions de skolem
introduites peuvent grossir la taille de I'espace de regdim®rDe plus, au vu des expérimentations, il
semble que de tels systémes doivent tenir compte de I'espagmire utilisé.
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Résumé

Dans la premiéere partie de cette thése nous traitons duegna@siAT. Nous proposons un algorithme per-
mettant de détecter des mono-littéraux que la procédureagdesizt PUTNAM (DP) n’exploite pas. Cet al-
gorithme est combiné avec la procédorecréant ainsi une méthode que nous avons nomvneé . L'étude
expérimentale que nous avons menée a mis en avant une da@tmpropagation de mono-littéraux donnant
lieu a cette appellation.

Dans la deuxiéme partie, nous abordons la génération delesdités pour les théories multi-types de la
logique du premier ordre.

Nous avons essayé d’améliorer la propagation des corgsailet diverses maniéres. La premiére utilise un
pré—traitement qui modifie la syntaxe de la théorie. La d&uei est un algorithme de type «look-ahead» qui
détecte les valeurs de domaines incompatibles et induibengstique de typep. La derniére crée, a partir de
la syntaxe de la théorie, un ordre de préférence sur les dgmfamctionnels que nous utilisons pour mettre au
point des heuristiques optimisant la propagation.

Les problemes exprimés sous forme de théories multi-typesannent souvent un grand nombre de sy-
meétries. Il est nécessaire d’en supprimer une partie pair as générateur de modeles finis efficace. Certains
utilisent I'heuristigueLNH pour supprimer les isomorphismes triviaux. Nous proposmesextension de cette
derniére, nommée XNH, qui ne génére que les interprétations non symétriquesdanction unaire. Elle dé-
tecte ensuite statiquement certains isomorphismes satedude temps. Nous avons ensuite étudié un cadre
plus général de la symétrie, nous montrons de nouvellesiptép concernant les symétries et étudions un
algorithme qui permet de les détecter et de les exploiteaghjguement. Nous montrons, notamment, que les
symeétries supprimées par les heuristiques et XLNH sont des cas particuliers de ce cadre d’étude.

Mots clés :problémesaT, logique du premier ordre, modéle finis, propagation, syt

Abstract

The first part of this thesis deals with teaT problem expressed in propositional logic. An algorithmethi
detects mono-literals that the Davis and Putnanr) (hethod does not exploit is proposed. The combination of
this algorithm with theop procedure results in the methadaL . The namewAL is due to a avalanche of unit
clause propagatioruf) observed when experimenting randsar instances.

The second part consists in finite model generation for nsmied first order theories. We patrticularly
works on finite model generators which consider such the@sespecific constraint satisfaction problems.

First, we tried to improve constraint propagation by thréecent ways. The first way is a preprocessing
that modifies the syntax of the theory. The second way is alab&ad algorithm which detects incompatible
domain values and which inducesua heuristic. The last way uses the syntax of the theory fortcrga
preference order on functional symbols; thus, we suggestakheuristics which take into account this order.

Problems expressed in many sorted theories often have adghunetries. Finite model generators must
detect and suppress some of them in order to be efficient. $@merators use thenH heuristic for elimi-
nating trivial isomorphisms. We introduced an extensiothef heuristic, named MX\NH, which generates only
non-isomorphic interpretations of a unary function. Theeagion X.NH statically detects some isomorphisms
without any cost. At last, we sutied a more general notionyofireetry and proved new symmetry proper-
ties. We proposed an algorithm that allows to dynamicalldeand suppress symmetries. We proved that
isomorphisms which are deleted by eithemr or XLNH are particular cases of this symmetry notion.

keywords : SAT problem, finite models, First order logic, Propagation, &etry.



