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Avant-propos

Avant de commencer la rédaction de ce document, j’ai naturellement feuilleté de nombreux mémoires
d’habilitation à diriger des recherches. Je ne déroge pas à la tradition de situer dans le temps les environne-
ments dans lesquels j’ai évolué, en profitant pour remercierles personnes que j’ai eu la chance de rencontrer.
Je me limiterai dans cet-avant propos aux personnes ayant influencé directement mon itinéraire scientifique.

– je n’aurais pas fait d’études sans mon grand-père OUAMAR grâce à quil’école primairedu village a
vu le jour. Ce mémoire est pour toi !

– mes premiers pas en recherche ont été effectués en fin de cycle d’ingénieur àl’Institut National d’En-
seignement Supérieur en Informatique de l’Université de Tizi-Ouzou. L’étude que j’ai réalisée sous la
direction du Professeur Md Said AIDENE, concerne larésolution des problèmes de programmation
linéaire à grand nombre de paramètres (de grande taille), en utilisant différentes techniques de dé-
composition. Ce projet m’a permis de découvrir un domaine très riche “la recherche opérationnelle”
qui a des liens étroits avec mes centres d’intérêts actuels.Merci MOHAND pour la documentation en
russe que vous avez eu la gentillesse de me traduire.

– Merci au Professeur Henri MOREL (un grand Monsieur) pour avoir retenu ma candidature au DEA de
Mathématiques et d’Intelligence Artificielle del’Université d’Aix-Marseille II, Luminyet de m’avoir
initié au problème SAT (Satisfiabilité d’une formule booléenne mise sous forme normale conjonc-
tive), aux techniques de résolution (SL-Résolution, la procédure de Davis et Putnam), etc.

– Une belle aventure avec mon directeur de thèse Pierre SIEGEL a commencé en 1990 auLaboratoire
d’Informatique d’Université de Provence (LIUP), par une petite histoire de pigeons (tiroirs et chaus-
settes). C’était l’époque des puzzles logiques, des reines, des problèmes de Ramsey, pigeons, etc. Ces
problèmes présentent pour une large part des structures très symétriques. La prise en compte de ces
informations structurelles lors de la résolution a permis un gain considérable en efficacité. Conscient
du lien entre codage et résolution de problèmes, nous avons proposé un formalisme (à cardinalité)
permettant une expression plus naturelle et compacte des problèmes et de leurs propriétés de symé-
tries. Cette étude a été conduite en collaboration étroite et quotidienne avec Belaid BENHAMOU que
je remercie chaleureusement.
Je raconte une partie de cette belle aventure qui est loin d’être terminée.
Pierre, avec le recul, je m’aperçois que tu as représenté pour moi plus qu’un directeur de thèse. Tu fus
un exemple pour tes qualités humaines difficiles à énumérer.Je t’exprime ici ma profonde gratitude !
Je ne peux conclure l’étape marseillaise sans citer AntoineRAUZY , nos discussions souvent infor-
melles et amicales ont été très riches. C’était la période des problèmes aléatoires difficiles, des phé-
nomènes de seuil, des algorithmes de recherche locale, etc.

– Je mesure aujourd’hui ce que des projets commeBAHIA (Booléens Algorithmes et Heuristiques pour
l’IA), classes polynomiales de l’ex PRC IApeuvent représenter pour un jeune chercheur. J’exprime
ici, ma reconnaissance à mes aînés et à tous les membres que jecontinue à revoir avec beaucoup de
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2 Avant-propos

plaisir dans le cadre desJournées Nationales sur la résolution Pratique de problèmes NP-Complet
(JNPC)et des réunions dugroupe de travail “Axe algorithme” du PRC GdR I3.

– J’ai rejointle Centre de Recherche en Informatique de Lens (CRIL)en septembre 94. Ces six années
passées à Lens ont été extrêmement riches à la fois sur le planpersonnel et professionnel. Une page
ne suffirait pas à exprimer ma reconnaissance et mes remerciements. J’exprime ma reconnaissance à
tous les collègues qui m’ont guidé dans la visite autour de SAT:

– logiques non monotones, révision, fusion et validation des systèmes à base de connaissances
(Éric GRÉGOIRE)

– compilation des bases de connaissances (Pierre MARQUIS et Yacine BOUFKHAD)
– problèmes de satisfaction de contraintes (Assef CHMEISS)

J’ajoute une mention spéciale à mes étudiants Bertrand MAZURE et Laure BRISOUX (aujourd’hui
tous deux maîtres de conférences) que j’ai eu la chance de co-encadrer sous la direction d’Éric GRÉ-
GOIRE.

En résumé, j’ai appris tout au long de ces dix dernières années que la recherche est avant tout un
travail d’équipe. Je peux même dire que je n’ai rarement travaillé seul, à l’exception de l’année 1993-
1994 (année séparant la fin de ma thèse de ma nomination à l’IUTde Lens). Ce qui m’amène à dire
que sans toutes ces personnes, ce document n’aurait pas vu lejour. C’est dans ce sens qu’il faut
comprendre le termenoustrès employé dans ce mémoire.
Dans celui-ci, j’ai choisi volontairement de privilégier la présentation d’un domaine qui a occupé une
place importante dans mes activités de recherche pour lequel ma contribution personnelle a été la
plus significative : la résolution du problème SAT et plus récemment les problèmes de satisfaction de
contraintes (CSP). Dans la suite, les références concernant les travaux auxquels j’ai contribués seront
mentionnées en caractèresGras.



Organisation du mémoire

Ce document est divisé en trois parties. Lapremière partieest une synthèse de mes activités scienti-
fiques. J’ai longtemps hésité quant à la forme et à l’organisation que je devais donner à cette partie centrale
du mémoire. Étant co-responsable avec Philippe JÉGOU de l’axe algorithme du GdR I3, j’ai eu récemment
l’occasion de rédiger une synthèse des activités du groupe de travail ; synthèse axée sur la réponse à trois
questions :

– quelles sont les avancées scientifiques récentes (résultats établis)?

– quels sont les verrous scientifiques actuels et les sujets ou thèmes de recherche émergeants ou qui
devraient être lancés?

– quelles sont les applications majeures en regard de ces sujets ou thèmes de recherche?

Ce travail m’a aidé au choix de l’organisation de cette partie du mémoire. En effet, en regroupant les travaux
récents de la communauté autour de quatre axes : codage, résolution, extensions, et applications, je me suis
aperçu que j’ai moi même travaillé sur ces différents aspects. En outre, le titre qui a été donné par Pierre
MARQUIS au sous-groupe de travail du GT 1.2 dont il est le responsables’est pour moi révélé le meilleur
titre reflétant mes travaux de recherche : « Utilisation des techniques de résolution du problème SAT à la ré-
solution de problèmes autour de SAT ». Pour exprimer ma démarche dans le temps, j’ai légèrement modifié
le titre précédent en : « De la résolution du problème SAT à la résolution de problèmes autour de SAT ». Ce
qui m’a conduit a structurer la première partie de ce document en quatre chapitres :

– Introduction: dans ce chapitre je présente le contexte de mes travaux et ladémarche scientifique
adoptée.

– Problème SAT: ici sont exposés mes travaux sur la résolution de systèmes de contraintes booléennes.
Après une description du problème, unbref état de l’art des travaux sur SAT est donné. Je décris
ensuite mes travaux autour de quatre thèmes : exploitation de propriétés structurelles, aspects liés
au codage et à l’extension du formalisme propositionnel, aspects algorithmiques et enfin génération
aléatoire et phénomènes de seuils. Ces différents aspects sont bien évidemment très liés. Par exemple,
les propriétés structurelles ont été étudiées dans le but d’améliorer la résolution de certains problèmes
structurés et difficiles. On sait aussi que le formalisme utilisé et la manière de coder un problème ont
une incidence directe sur la résolution proprement dite.

– Problèmes autour de SAT: comme je l’ai évoqué dans l’avant-propos, et afin de rester dans le cadre
de la problématique de satisfaction de contraintes, j’ai fait le choix de privilégier la présentation
de mes récents travaux relatifs à la résolution des problèmes de satisfaction de contraintes (CSP). Je
laisse tout de même une place aux autres travaux : compilation et révision des bases de connaissances,
fusion et validation des bases de connaissances et logique du premier ordre.

– Perspectives : dans ce chapitre, je mets en évidence mes perspectives de recherche à court et à moyen
termes.
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4 Organisation du mémoire

L’avantage de cette organisation est de permettre une bonnestructuration. L’inconvénient est de ne pas
permettre de voir clairement la démarche scientifique adoptée. Je ferai en sorte de minimiser la portée de
cet inconvénient.

La seconde partieest uncurriculum vitaecomposé de quatre chapitres. Après une brève description
de mon état civil, de mon cursus et de mes activités professionnelles (chapitre 5), j’introduis au chapitre
6 mes activités de recherche (activités d’encadrement de larecherche, d’animation scientifique et liste de
publications). Je présente ensuite dans le chapitre 7 mes activités administratives et autres responsabilités.
Pour conclure cette partie une présentation de mes activités d’enseignement effectuées depuis septembre
1988 est donnée au chapitre 8.

La troisième partiede ce mémoire regroupe un sous-ensemble de mes publicationsparmi les plus signi-
ficatives.



Première partie

Synthèse des travaux de recherche
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Chapitre 1

Introduction

Dans l’introduction de ma thèse d’Université, j’ai écrit : «La représentation des connaissances et mé-
canisation des raisonnements est un thème central en Intelligence Artificielle ... Cependant dans le cadre de
l’IA, on attend des résultats pratiques : la déduction doit être programmée et permettre d’obtenir des résul-
tats dans un temps raisonnable». Ce paragraphe très largement inspiré de celui écrit par Pierre SIEGEL dans
sa thèse d’État sur la représentation et l’utilisation de laconnaissance en calcul propositionnel [Siegel 1987]
se retrouve d’une certaine manière dans le texte fondateur du groupe de travail GT 1.21 (axe algorithmes)
du GdR I3 auquel je participe : «il est essentiel que les formalismes utilisés pour la représentation des
connaissances et la formalisation du raisonnement soient traitables pratiquement et/ou théoriquement...
Cet axe couvre donc un champ qui va de l’étude théorique et pratique des problèmes NP-complets, aux
procédures de preuve pour les logiques non classiques». L’étude théorique et pratique du problème SAT
est essentielle si l’on veut disposer un jour de mécanismes de déduction efficace. Ce qui a conduit de nom-
breux chercheurs ayant travaillé sur les aspects modélisation du raisonnement à s’intéresser de plus près à la
logique propositionnelle comme langage de représentationet au problème SAT par son lien à la déduction
logique2.

Je peux maintenir ce premier objectif aujourd’hui, d’autant que j’ai travaillé dans cette direction au
cours de ces dernières années en collaboration avec Éric GRÉGOIRE et Pierre MARQUIS. Ainsi, les tra-
vaux sur la révision en logique propositionnelle non monotone, sur la compilation et la fusion de bases de
connaissances intègrent parfaitement ce cadre. Mais au delà de ces objectifs, le problème SAT par sa place
centrale (problème NP-complet de référence3 [Cook 1971]) en théorie de la complexité rend son intérêt pra-
tique encore plus important. On le retrouve en tant que sous-problème ou cas particulier dans de nombreux
domaines comme la déduction automatique, les problèmes de satisfaction de contraintes, la vérification de
circuit, la planification, la cryptographie, etc.

Les arguments ci-dessus montrent le caractère fondamentalde ce problème. Il reste qu’on peut toujours
s’interroger sur le choix d’un langage de représentation aussi rudimentaire qu’est la logique proposition-
nelle. Ce langage par sa simplicité permet de représenter une grande variété de problèmes et surtout d’étu-
dier finement les algorithmes mis en œuvre. Les progrès récents obtenus autour de la résolution pratique du
problème SAT (cf. chapitre 2) ont permis sans aucun doute de conforter cet argument. En effet, les succès
croissants obtenus dans la résolution de problèmes réels [Reiter & Mackworth 1989, Kautz & Selman 1992,
Zhang & Hsiang 1994, Crawford & Baker 1994, Larrabee 1992, Silva & Sakallah 2000, Biereet al.1999,
Massacci & Marraro 2000] mettent en évidence les premiers signes d’un passage à l’échelle industrielle et

1. Ce groupe de travail fait partie du thème 1 « modèles de raisonnement et algorithmes ».
2.F � f si et seulement si(F ^ :f) est insatisfiable.
3. SAT est le premier problème à avoir été montré complet pourla classe NP (Non déterministe Polynômial).
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8 Chapitre 1. Introduction

commerciale («Greentech Computing Ltd» (UK) [Gre], « Prover Technology AB.» (Suède) [Prover ],
etc.). Pour s’en convaincre, il suffit de constater l’évolution quantitative et qualitative des bases de tests uti-
lisées ces dernières années pour évaluer les algorithmes derésolution [Dimacs 1993, Hoos & Stützle 2000].
On peut également trouver des échos de ces résultats dans la presse « grand public » comme l’illustre un
article paru dans le « New-York Times Magazine » [Johnson 1999].

Ce saut qualitatif ouvre et/ou remet au goût du jour de nombreuses perspectives (cf. chapitre 4) qui
vont du codage à la résolution, en passant par l’étude des extensions possibles des cadres existants et de
l’utilisation des techniques de SAT à la résolution de problèmes autour de SAT. C’est dans ce contexte que
se situe une grande partie de mes travaux de recherche.

Le premier objectif de mes travaux concerne l’élargissement de la classe des instances traitables : il
s’agit de pousser aussi loin que possible les limites des algorithmes existants. L’approche utilisée consiste
d’une part à ajouter de nouveaux principes aux algorithmes,en exploitant par exemple, les propriétés struc-
turelles et syntaxiques des problèmes traités, et d’autre part, à améliorer le formalisme d’expression des
problèmes tout en restant dans le cadre du calcul propositionnel. Comme je l’ai déjà évoqué, il s’agit en-
suite d’étendre et/ou d’utiliser certains résultats obtenus sur SAT à d’autres domaines comme la compilation
et la révision des bases de connaissances ou encore les problèmes de satisfaction de contraintes.

Dans la suite, je détaille mes recherches selon deux axes :

– travaux sur le problème SAT (exploitation des propriétés structurelles, aspects codage, aspects algo-
rithmiques, phénomène de seuil et génération aléatoire) ;

– travaux autour de SAT (problèmes de satisfaction de contraintes, compilation et représentation de
l’ensemble des solutions, révision et fusion de bases de connaissances).
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2.1 Définitions de base et bref état de l’art

Unevariable booléenneest une variable prenant ses valeurs dans l’ensemblefvrai; fauxg. SoitX =fx1; x2; : : : ; xng un ensemble den variables booléennes. Uneaffectation (partielle)des variables deX est
une fonction (partielle)I : X ! fvrai; fauxg. On distingue pour chaque variablex deux littéraux,x (un
littéral positif) et:x (un littéral négatif) où: est le symbole de négation logique. Un littéralx (resp.:x)
est vrai dansI si et seulement siI(x) = vrai (resp.I(x) = faux).

Uneformule booléenne mise sous forme normal conjonctive (CNF)est une conjonction dem clauses1 :F = C1 ^C2 ^ � � � ^Cm. ChaqueclauseCi est un ensemble de littéraux combinés par l’opérateur logique
ou (_). Une affectation (interprétation)I est dite solution oumodèledeF si elle satisfait chaque clause deF .

1. On désigne souvent une formule CNF comme un ensemble de clauses.
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10 Chapitre 2. Problème SAT

Le problème SAT est un problème de décision qui consiste à déterminer s’il existe un modèle de la
formule d’entréeF . La formuleF est dite satisfiable si la réponse est positive et insatisfiable sinon.

On désignera parF(x) la formuleF simplifiée par l’affectation dex à vrai. F(x) = fCjC 2F ; fx;:xg \ C = ;g [ fCn:xjC 2 F ;:x 2 Cg. L’ensemble de variables deF est notévar(F). La
taille d’une clauseCi (notéejCij) est égale au nombre de littéraux de la clause. Une clause de taille 2 (resp.
1) est dite binaire (resp. unitaire). Un littéral est ditlittéral unitaire ou mono-littéral(resp.littéral pur ou
monotone) s’il apparaît dans une clause unitaire (resp. si son opposén’apparaît pas dans la formule)2. La
propagation unitaire(resp.des littéraux purs) désigne le processus consistant à simplifier la formule en
répétant l’opération de satisfaction des littéraux unitaires (resp. des littéraux purs). On notek � SAT les
instances dont les clauses sont toutes de longueurk. En fait, toute formule booléenne peut être transformée
en temps linéaire en un ensemble de clauses équivalent du point de vue de la satisfiabilité. Cette transforma-
tion nécessite l’ajout de variables supplémentaires. De lamême manière une formule CNF peut également
se réduire à une instance de 3-SAT (une restriction de SAT quireste NP-complète [Cook 1971]). Enfin, la
taille d’une formule est donnée parjFj =Pmi=1 jCij.
Exemple :
Donnée :Une formule booléenne mise sous forme CNF :F = (a _ b _ )^(:a _ b)^(:b _ )^(: _ a)
Question : Est-ce que la formuleF admet au moins un modèle?
Réponse :Pour cet exemple, la réponse est oui : l’affectationa = vrai; b = vrai;  = vrai satisfait la
formuleF . CommeF admet une seule solution, on aF ^ (:a _ :b _ :) est insatisfiable.

La première méthode qui vient à l’esprit (sans être un spécialiste de SAT) pour décider si une formuleF est satisfiable ou non est celle qui consiste à passer en revueles2n affectations possibles. Ce qui donne
une complexité en temps dans le pire cas de l’ordre de2n. A l’heure actuelle, il n’existe pas de méthode
permettant de décider de la satisfiabilité de toute formule de typeF en temps polynômial en fonction den.
L’existence d’un tel algorithme est peu vraisemblable, même si sa non-existence n’a pas été prouvée. En
effet, la découverte fondamentale de S.A. COOK au début des années 70 est que de nombreux problèmes
(e.g. en recherche opérationnelle et en théorie des graphes) peuvent être réduis au problème SAT. Cette
notion de réduction entre différents problèmes est centrale en théorie de la complexité. M.R. GAREY et
D.S. JOHNSON[Garey & Johnson 1979] dans leur ouvrage présentent un largecatalogue de problèmes NP-
complets. La résolution efficace d’un de ces problèmes aura une incidence immédiate sur l’ensemble du
catalogue.

Vu le nombre important de travaux de recherche réalisés depuis de nombreuses années sur SAT, il est très
difficile, voire impossible, de réaliser un inventaire complet. Ce qui dépasserait le cadre de cette synthèse.
Je me limiterai à un exposé des travaux importants et/ou en relation directe avec mes travaux de recherche.
Le lecteur intéressé par un panorama et une liste bibliographique assez complète peut se reporter au récent
« Survey » traitant du problème SAT [Francoet al.1997].

Pour “résoudre SAT”, on ne peut donc que chercher des heuristiques et de nouveaux raffinements per-
mettant d’accélérer en pratique les traitements ou exhiberdes restrictions pour lesquelles on peut garantir
une résolution en temps polynômial.

2. Si x est un littéral unitaire ou pur dansF , alorsF etF(x) sont équivalents du point de vue de la satisfiabilité.
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2.1.1 Les classes polynômiales du problème SAT

Une classe polynômiale est un ensemble de formules qu’il estpossible de reconnaître et de résoudre en
temps polynômial. Une classe polynômiale admet d’autant plus d’intérêt qu’elle recouvre une large classe
de problèmes réels. Outre l’intérêt théorique de ce type d’étude, un autre bénéfice concerne l’exploitation
de ces classes pour mieux traiter le cas général [Gallo & Urbani 1989] ou dans d’autres domaines comme
la compilation des bases de connaissances [Selman & Kautz 1991, Marquis 1995].
Parmi les « nombreuses » classes polynômiales du problème SAT, 2-SAT [Cook 1971] (instances formées
de clauses binaires) et Horn-SAT (instances formées de clauses ayant au plus un littéral positif) restent
sans aucun doute parmi les plus intéressantes. En effet, lesclauses binaires se retrouvent très fréquemment
dans les problèmes réels, un traitement particulier sur lesclauses binaires améliore considérablement l’ef-
ficacité des algorithmes de résolution. On sait aussi que lesclauses de Horn sont à la base des langages
de programmation logique, etc. On retrouve ensuite les formules Horn-renommables (des formules qui se
réduisent à Horn par un renommage adéquat des littéraux) et les q-Horn (une généralisation de Horn-SAT
et 2-SAT). D’autres restrictions polynômiales ont été exhibées soit par l’introduction de différentes formes
de hiérarchies d’instances (e.g. hiérarchie de G. Gallo et M.G. Scutellà [Gallo & Scutellà 1988], hiérar-
chies de Dalal-Etherington [Dalal & Etherington 1992]), soit en restreignant le nombre d’occurrences des
variables (e.g. r,r-SAT de Tovey3 [Tovey 1984, Dubois 1990], formules dont les variables apparaissent au
plus deux fois [Tovey 1984]). D’autres classes ont été obtenues grâce à des formulations en programma-
tion linéaire (e.g. les formules équilibrées [Conforti & Cornuéjols 1992], généralisation de clauses de Horn
[Chandru & Hooker 1990]). Plus récemment, en se basant sur laconstatation qu’une utilisation appropriée
de la procédure de Davis et Putnam [Daviset al.1962] permet de récupérer une bonne partie des classes
polynômiales connues, d’autres généralisations ont été obtenues, la reconnaissance dans ces cas est basée
sur un algorithme plutôt que sur les propriétés de la formule(e.g. les travaux d’A. RAUZY et R. GÉNISSON

[Rauzy 1994, Rauzy 1995b, Génisson & Rauzy 1996], la classe SLUR (Single-Lookahead Unit Resolution)
[Schlipf et al.1995]).

2.1.2 Algorithmes de résolution

De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudre SAT.Il serait présomptueux de prétendre réa-
liser un inventaire complet de ces méthodes. Les principes àla base de ces méthodes sont très variés : résolu-
tion [Robinson 1965, Kowalski & Kuehner 1971, Loveland 1978], réécriture [Boole 1854, Shannon 1938],
énumération [Daviset al.1962, Jeroslow & Wang 1990], comptage du nombre de solutions[Iwama 1989],
recherche locale [Selmanet al.1992], programmation linéaire en nombre entiers [C.E. Blair & Lowe 1986,
Hooker 1988, Bennaceur & Plateau 1992, Bennaceur & Plateau 1995], diagrammes binaires de décision
[Akers 1978, Bryant 1992, Uribe & Stickel 1994], algorithmes génétiques et évolutionnistes [Hao 1995],
etc. On peut distinguer parmi ces différentes méthodes deuxcatégories : les algorithmes complets et les
algorithmes incomplets. Un algorithme pour SAT estincomplet, si pour toute formule pour laquelle la ré-
ponse est « oui », celle-ci est satisfiable, etcompletsi en plus la réponse « oui » (resp. « non ») est retournée
(en un temps fini) pour toute formule satisfiable (resp. insatisfiable).

J’ai essentiellement travaillé et/ou utilisé les algorithmes basés sur la résolution, l’énumération et la
recherche locale. Sans viser à être exhaustif, dans la suite, je limite la présentation aux algorithmes utilisant
ces trois principes. Les techniques à base d’énumération etde recherche locale restent de loin les plus
efficaces en pratique. En outre, je pense que la résolution, par son histoire, sa complémentarité aux autres
approches et la puissance de plus en plus croissante des machines jouera un rôle encore plus important dans
la prochaine génération d’algorithmes.

3. r,s-SAT désigne l’ensemble des formules où les clauses ont exactement r littéraux et chaque variable admet au plus s occurrences.
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2.1.2.1 Résolution

Le principe (ou règle) de résolution consiste à produire à partir de deux clausesC1 = (l _ V ) etC2 = (:l _W ), une clause (appeléerésolvante) Resl(C1; C2) = (V _W ). La résolutionconsiste à répé-
ter l’application de principe jusqu’à la génération d’une clause vide (auquel cas la formule est insatisfiable).
On appelle réfutation, toute suite de clauses générées par ce processus, la dernière étant une clause vide4.
Une réfutation peut être représentée par unarbre binaire de résolutiondont la racine est la clause vide, tout
nœud interne est étiqueté par la résolvante produite à partir de ses deux fils, les feuilles sont étiquetées par
des clauses de la formule.
La résolution dont l’origine remonte à Blake [Blake 1937] (voir aussi une variante de la résolution, la ver-
sion originale de la procédure de Davis et Putnam [Davis & Putnam 1960]) est souvent attribuée à Robinson
[Robinson 1965] qui a proposé une procédure de preuve en calcul des prédicats. Cette procédure permet
de combiner le principe de résolution et d’unification [Robinson 1965]. Cette méthode est relativement
inefficace car le nombre de résolvantes à engendrer est souvent important. De nombreuses stratégies ont
été proposées afin de limiter le nombre de clauses produites ;parmi elles, citons la résolution linéaire5 et
ses diverses variantes (SL-résolution [Kowalski & Kuehner1971], SLRI (SL-résolution avec Remontée des
Impasses) [Cubbada & Mouseigne 1988]), la résolution régulière6 [Tseitin 1968], la résolution étendue7

[Tseitin 1968], . . . , la procédure de Davis et Putnam (DP) [Davis & Putnam 1960]. La version originale
de DP est une variante de la résolution, elle effectue l’élimination successive des variables, en générant
pour chaque variable choisie par une heuristique8, l’ensemble des résolvantes possibles et en éliminant les
clauses mentionnant une telle variable. A chaque étape, le sous-problème généré contient une variable en
moins, mais un nombre quadratique de clauses supplémentaires. DP exploite en plus les littéraux purs et
unitaires.

2.1.2.2 Énumération

L’idée de base des algorithmes énumératifs est la construction d’un arbre binaire de recherche où chaque
nœud représente une instanciation partielle des variables. À chaque nœud de l’arbre, on procède généra-
lement à un filtrage (simplification) de la formule courante.Le choix de la prochaine variable à instancier
fait l’objet en général d’une heuristique. Un exemple typique est la procédure de Davis, Logemann et Lo-
veland (communément appelée DPL) [Daviset al.1962] : la simplification s’appuie sur la propagation des
littéraux purs et des mono-littéraux ; le choix de la prochaine variable à affecter est fait suivant une heu-
ristique (e.g. choix de la variable figurant le plus souvent dans les clauses les plus courtes). La différence
entre les deux procédures DP et DPL réside dans le fait que la première procède par élimination de va-
riables en remplaçant le problème initial par un sous-problème plus large, alors que la seconde procède par
séparation9, en remplaçant le problème original par deux sous-problèmes de taille plus réduite. Ces deux
procédures admettent des comportements différents et sontincomparables du point de vue de l’analyse de la
complexité [Goldberg 1979b, Dechter & Rish 1994]. La procédure DPL est plus souvent implantée et utili-
sée pour résoudre SAT que la version originale DP ; car la règle d’élimination de variables admet plusieurs
inconvénients : elle est plus difficile à programmer que la règle de séparation ; elle tend très rapidement
à augmenter le nombre de clauses ; elle génère de nombreuses clauses redondantes ou sous-sommées10.

4. La résolution est complète pour la réfutation.
5. La résolution est dite linéaire, si à chaque étape (sauf lapremière), une résolvante est produite à partir de la résolvante courante

et d’une résolvante précédente ou d’une clause de la formule.
6. La résolution est dite régulière, si pour tout chemin dansl’arbre de résolution, une variable est éliminée au plus unefois.
7. La résolution étendue, utilise en plus de la règle de résolution, le principed’extension, qui consiste à introduire de nouvelles

variables représentant des formules intermédiaire (lemmes).
8. Dans la version originale de DP, la prochaine variable à éliminer est choisie dans la première clause de longueur minimale.
9. SoitF un ensemble de clauses etp une variable deF ,F est satisfiable si et seulement siF(p) ouF(:p) est satisfiable.

10. Une clausesC sous-sommeC0 si et seulement siC � C0.
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Ci-dessous, une description détaillée de la procédure DPL :

Algorithme 2.1 DPLFuntion DP : booleanInput : un ensemble F de lausesOutput : true si F est onsistant, false sinonBeginF=Simplifier( F) ; %% propagation des littéraux purs et unitairesif ( F ontient la lause vide) then return false ;elif ( F==?) then return true ;elsel=Heuristique_de_branhement( F) ;return DP( F(l)) || DP( F(: l)) ;fiEnd
Par sa simplicité, la procédure DPL est l’une des plus utilisée pour résoudre SAT et est actuellement la

plus performante en pratique. Les deux points clés de cette procédure sont la simplification et l’heuristique
de branchement utilisée. La première permet de transformerla formule en une formule plus simple équi-
valente pour SAT ; la seconde a une incidence directe sur la taille de l’arbre de recherche. De nombreuses
améliorations lui ont été apportées, elles concernent généralement un (ou plusieurs) des points suivants :

1. simplification de la formule ;
2. choix de la prochaine variable à affecter ;
3. traitement des échecs.

On distingue en général deux types d’approches, les approches prospectives (de type «look-ahead»)
qui permettent de détecter de futures situations d’échec, et les approches rétrospectives (de type «look-
back») qui essayent d’apprendre à partir des situations d’échec. Ce qui correspond respectivement aux
améliorations apportées à l’étape de simplification et au traitement des échecs.

Simplifications : Une technique de simplification est intéressante si elle permet non seulement de réduire
le nombre de nœuds de l’arbre de recherche, mais également letemps de calcul. En plus de la propagation
des littéraux purs et unitaires, de nombreuses techniques de simplification ont été introduites et utilisées,
soit comme pré-traitement à la formule, soit au cours de la recherche. Parmi les plus intéressantes, on peut
citer :

– la résolution restreintequi consiste à ajouter des résolvantes de taille bornée. Cette technique est très
souvent utilisée comme pré-traitement à la formule et permet en particulier de détecter certaines in-
consistances locales, et de mieux traiter certaines classes de formules [Boufkhad 1996]. Différentes
formes de résolution restreinte plus ou moins complexes ontété exploitées ces dernières années
[Billionnet & Sutter 1992, Génisson & Siegel 1994, Van Gelder & Tsuji 1996], etc.

– Les traitements locaux par propagation unitaireont été introduits dans CSAT par Olivier Dubois
et al. [Duboiset al.1996]. Ces traitements, appliqués pendant la résolution, permettent de produire
par propagation unitaire des littéraux impliqués ou de détecter des inconsistances locales. Cette idée
d’exploiter au maximum la propagation unitaire a été utilisée dans la plupart des implémentations
performantes actuelles de la procédure DPL (Tableau, POSIT, Satz, etc.).
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– L’exploitation des classes polynômialesau cours de la résolution a fait l’objet de nombreux travaux.
Parmi les restrictions polynômiales connues, 2-SAT et HornSAT restent les plus exploitées dans le
cadre général [Gallo & Urbani 1989, Buno & Buning 1993, E. Boros & Kogan 1994, Larrabee 1992].
Ceci s’explique an partie par le fait que dans de nombreux problèmes réels, certaines contraintes
peuvent être codées par des clauses binaires ou des clauses de Horn.

Heuristiques : Du fait de la relation forte entre l’ordre d’affectation desvariables et la taille de l’arbre
de recherche développé, une « bonne » heuristique de branchement est déterminante pour l’efficacité d’un
algorithme de recherche. De nombreuses heuristiques ont été proposées dans la littérature, les plus popu-
laires aujourd’hui ne sont que des variantes de celles suggérées dans [Daviset al.1962, Goldberg 1979b,
Jeroslow & Wang 1990] et décrites par PRETOLANI [Pretolani 1993] comme l’heuristique «Moms» : choix
de la variable ayant le maximum d’occurrences dans les clauses les plus courtes. La première amélioration
significative a été proposée dans [Duboiset al.1996], elle se base sur une nouvelle fonction de pondéra-
tion des clauses et sur l’ajout d’un facteur additionnel pour équilibrer les arbres de recherche. On peut
trouver ensuite d’autres variantes, obtenues en exploitant par exemple le traitement local par propaga-
tion unitaire [Freeman 1995, Li & Anbulagan 1997], en estimant à l’avance l’effet de la propagation uni-
taire [Boufkhad 1996] ou encore en considérant les occurrences dans les clauses non Horn [Zhang 1997,
Crawford & Auton 1996].

Traitement des échecs : En analysant les situations d’échec, les approches rétrospectives permettent
de réaliser un retour-arrière non chronologique. Ce type d’approches a été étudié et appliqué dans de
nombreux domaines de l’IA, comme dans les systèmes de maintien de véritéATMS [McAllester 1980,
Stallman & Sussman 1977], les problèmes de satisfaction de contraintes [Dechter 1989, Ginsberg 1993,
Schiex & Verfaillie 1993] et en démonstration automatique [Bruynooghe 1980]. Elles se distinguent es-
sentiellement par les techniques utilisées pour analyser les échecs et pour éviter de rencontrer les mêmes
situations au cours de la recherche. Dans le cadre de SAT, lesdeux meilleures techniques sont GRASP
[Silva & Sakallah 1996] et Relsat [Bayardo Jr. & Schrag 1997]. L’efficacité de ce type d’approches dépend
à la fois des problèmes traités et des heuristiques de branchement utilisées. Une bonne heuristique de bran-
chement tend à diminuer la hauteur du saut ou du retour-arrière. L’expérience montre que ce type d’ap-
proches a pour effet de corriger les conséquences d’un mauvais choix de variables; ce qui n’est pas exclu
lorsqu’on utilise une heuristique, très souvent basée sur des arguments syntaxiques. On peut ranger aussi
dans ce cadre l’évaluation sémantique d’OXUSOFFet RAUZY [Oxusoff & Rauzy 1989] et la généralisation
proposée par Thierry CASTELL [Castell 1996]. Ces différentes techniques obtiennent leur meilleure perfor-
mance sur certaines classes de problèmes réels. Il est inutile de les appliquer pour résoudre des instances
aléatoires.

2.1.2.3 Recherche locale

Les méthodes considérées ici, contrairement aux algorithmes énumératifs, considèrent des « configura-
tions », c’est-à-dire des instanciations complètes de toutes les variables de la formule. Au départ, ce sont
des méthodes d’optimisation (on peut par exemple chercher àmaximiser le nombre de clauses satisfaites).
Sauf adaptation, ces méthodes sont incomplètes, et ne garantissent donc pas l’obtention d’une solution. En
particulier, elles ne permettent pas de prouver qu’une instance est insatisfiable.

Le principe de base des méthodes de recherche locale consiste à se déplacer judicieusement dans l’es-
pace des configurations en améliorant la configuration courante. On peut grossièrement résumer le calcul
d’une solution par une méthode de recherche locale de la manière suivante :
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Algorithme 2.2 RL

1. Funtion RL : boolean
2. Input : F un ensemble de lauses, deux entiers : nbEssais et nbDeplaements ;
3. Output : true si F admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. for i from 1 to nbEssais
6. do
7. I = interprétationInitiale( F) ; %% e.g. générée aléatoirement
8. for j from 1 to nbDeplaements
9. do
10. if (I est un modèle de F)
11. then
12. return true ;
13. else
14. do
15. P = meilleursVoisins(I, F) ; %% e.g. � min-onflit �
16. v = hoix(P) ; %% e.g. hoisir une variable au hasard parmi P
17. done
18. I = inverser(I,v) ; %% inverser la valeur de v dans I
19. fi
20. done
21. done
22. return false ; %% modèle non trouvé
23. End

En général, les algorithmes de recherche locale sont incomplets ; ils ne permettent donc pas de prouver
l’inconsistance et aboutissent généralement a un optimum local. On savait que ce type de méthodes sont
très efficaces pour résoudre des problèmes d’optimisation combinatoire. La surprise est venue de ce qu’elles
sont aussi très efficaces pour traiter SAT, où une solution exacte est demandée. En effet, au début des années
90, les raffinement proposés par [Mintonet al.1990, Chabrieret al.1991, Sosic & Gu 1991], et ensuite
par [Selmanet al.1992] ont montré leur efficacité pour résoudre certains problèmes difficiles qu’aucune
méthode complète n’est capable de traiter encore à l’heure actuelle11. Les méthodes de recherche locale
ont été appliquées avec succès sur des instances de très grande taille du problème des reines et sur d’autres
problèmes structurés, alors que GSAT de B. SELMAN a été appliqué avec succès sur des instances aléatoires
difficiles. Ce qui explique à mon avis, le large écho accordé dans la littérature à GSAT comparativement aux
autres méthodes. Cette efficacité remarquable a motivé la mise au point de nouvelles variantes [Morris 1993,
Gent & Walsh 1993, Selmanet al.1994, Cha & Iwama 1995, Hao & Tétard 1996, McAllesteret al.1997].
Leurs différences se situent essentiellement dans la fonction de sélection de la prochaine variable à réparer12

et dans la stratégie utilisée pour s’échapper des minima locaux.

2.1.3 Instances de SAT

L’évaluation d’un algorithme est une étape aussi indispensable que sa mise en œuvre. Comme il semble
improbable de trouver un jour un algorithme en temps polynômial pour SAT, déterminer ce qu’est un « bon »

11. Voir [Francoet al.1997], pour une note historique (discutable) sur les techniques de recherche locale, En effet, on peut la complé-
ter par les travaux de HANSSENet JAUMARD sur Max-Sat [Hansen & Jaumard 1990], ceux de CHABRIER et al. [Chabrieret al.1991]
et enfin par une méthode plus ancienne appelée «Inversion method» et proposée dans [Dunham & Wang 1976].

12. Réparer une variable consiste à inverser sa valeur de vérité dans l’affectation courante, on utilise aussi le terme «flipper ».
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algorithme est en soi une question très difficile. En effet, d’un point de vue théorique, l’analyse de sa
complexité en moyenne est souvent difficile à mettre en œuvre, alors que d’un point de vue pratique, nous
nous heurtons à la difficulté d’établir un jeu de tests «significatifs ».

Cependant l’évaluation expérimentale présente le mérite de permettre l’identification des propriétés des
algorithmes et des problèmes traités, qui jusqu’à présent n’ont pas pu être analysés de manière rigoureuse.
La recherche d’instances difficiles a pour objectifs de caractériser les limitations des algorithmes et de
montrer là où des investigations supplémentaires sont nécessaires.

On peut regrouper les instances utilisées pour évaluer les algorithmes en trois catégories :

1. problèmes structurés: on retrouve dans cette catégorie, les puzzles logiques (e.g. problèmes de Lewis
Caroll [Carrol 1966], les reines, le problème du zèbre, etc.), le problème des pigeons et les formules
de Tseitin [Tseitin 1968], les problèmes de Ramsey [Ramsey 1930], coloriage de graphes, etc.

2. problèmes aléatoires: parmi les modèles de génération aléatoire proposés, deux modèles ont été
principalement étudiés :

– modèle à densité fixée[Goldberg 1979b] : étant donnés un nombren de variables, un nombrem de clauses, et une probabilitép fixée. Chaque clause est générée indépendamment, en in-
cluant avec une probabilitép chacun des2n littéraux. Ce modèle génère des instances faciles
en moyenne [Goldberg 1979b]. Franco et Paul [Franco & Paul 1983] ont montré que les résul-
tats obtenus par GOLDBERG sont une conséquence directe du modèle utilisé. Ce qui a diminué
considérablement la portée de ce modèle.

– modèle k-SAT (clause de taille fixée): étant donnés un nombren de variables, un nombrem
de clauses, et une longueurk des clauses fixée. Chaque clause est générée indépendamment,
en tirant au hasardk variables parmi lesn variables et en négativant chaque variable avec une
probabilité de12 . Un des résultats les plus importants de ces dernières années est le « phéno-
mène de seuil » mis en évidence sur les donnéesk � SAT aléatoires [AI 1996]. Les expéri-
mentations ont montré une séparation aiguë entre données satisfiables et données insatisfiables
(la courbe de probabilité de satisfiabilité passe brutalement de 1 vers 0, lorsque le rapport du
nombre de clauses sur nombre de variables augmente, le nombre de variables étant fixé). Le
seuil est défini par la limite du rapportm=n quandn devient infini. Ce modèle permet pour
la première fois de caractériser des instances SAT difficiles à résoudre en moyenne par toutes
les méthodes développées. Ces instances se situent au seuil. Pour 3-SAT par exemple, la va-
leur expérimentale du seuil (la valeur du ratiom=n telle que la probabilité de tirer une instance
satisfiable est égale à12 ) est proche de4; 25. Ce phénomène de seuil observé expérimentale-
ment et indépendamment par plusieurs auteurs [Dubois & Carlier 1991, Cheesemanet al.1991,
Mitchell et al.1992, André 1993, Larrabee & Tusji 1993, Crawford & Auton 1993] a permis le
développement de méthodes de résolution du problème SAT plus efficaces. Pour des instances3 � SAT générées au seuil les meilleures méthodes complètes ne peuvent résoudre des ins-
tances au-delà de 500 variables13, alors que les méthodes incomplètes de type recherche locale
sont capables de résoudre des instances satisfiables au seuil au-delà de 2000 variables. Sur le
plan théorique, le calcul des seuils pour chaque classek � SAT en même temps que la preuve
de l’existence du phénomène sont activement recherchés [Chvátal & Reed 1992, Goerdt 1992,
Kamathet al.1994, Frieze & Suen 1996, Dubois & Boufkhad 1997, Dubois 2000]. L’intérêt de
ce modèle est aujourd’hui très largement admis. Cependant,les instances générées par ce mo-
dèle sont loin d’être proches des instances issues d’applications réelles. On peut aussi citer
d’autres modèles de génération qui ont été mis au point soit dans le but de générer des instances
encore plus difficile , soit pour obtenir des instances satisfiables difficiles pour la recherche
locale, ou encore “plus proches” des instances qu’on trouvedans le monde réel (cf. section 2.5).

3. problèmes réels: Les instances issues d’applications réelles admettent leurs propres caractéristiques,
qui peuvent être exploitées en vue d’un traitement efficace d’une application particulière. Ce qui peut

13. Prouver l’insatisfiablité des instances à 700 variablesau seuil, est proposé comme un challenge dans [Selmanet al.1997].
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donner ensuite des indications importantes pour une généralisation à la résolution d’autres domaines
d’applications. Ces dernières années ont vu une effervescence particulière autour de la résolution
d’applications réelles (e.g. vérification de circuits, planification, vérification de modèles («model che-
cking»), cryptographie, etc.). Cette tendance a été stimulée, d’une part par les progrès récents obtenus
sur la résolution pratique de SAT, et d’autre part par les deux compétitions organisées ces dernières
années. La première a été organisée en 1993 par le centre de recherche en mathématiques discrètes de
Rutgers (DIMACS), la seconde par l’école d’aéronautique dePékin en 1996. Ce qui a permis notam-
ment de définir un format standard pour coder les instances SAT (format DIMACS ) facilitant ainsi la
mise en place de librairies de problèmes (DIMACS [Dimacs 1993], SATLIB [Hoos & Stützle 2000]).

2.1.4 Analyse de complexité

De nombreux résultats de complexité ont été obtenus pour certaines des méthodes citées précédem-
ment. On a, par exemple pour la résolution, cherché à améliorer le meilleur minorant connu de la taille
des preuves [Tseitin 1968, Galil 1977, Krishnamurthy 1982,Haken 1985, Urquhart 1987]. Ces différents
résultats ont été obtenus sur des formules très fortement structurées comme celles codant le problème des
pigeons14, les formules de Tseitin et d’Urquahrt15, les formules codant des instances du théorème de Ram-
sey16 [Ramsey 1930], etc. Certaines de ces formules peuvent être résolues efficacement, en utilisant par
exemple la résolution étendue (e.g. [Cook 1976]) ou la résolution avec symétries [Krishnamurthy 1985]
(cf. section 2.2.1).

On peut également mentionner les résultats de GOLDBERGet al. [Goldberg 1979a, Goldberget al.1983]
et de PURDOM [Purdom 1990] sur le modèle à densité fixé, montrant que la procédure de Davis et Putnam
admet en moyenne un comportement polynômial, les résultatsdans le pire cas obtenus par de nombreux
auteurs pour les algorithmes énumératifs, de type DPL [Monien & Speckenmeyer 1985, Schiermeyer 1983,
Schiermeyer 1996, Kullmann 1999a], ou encore le résultat important de Va�sek CHVATAL et Endre SZEME-
REDI [Chvátal & Szemerédi 1988] montrant que la résolution est exponentielle sur des instances k-SAT
aléatoires. D’autres résultats plus récents ont été obtenus par VANGELDER [van Gelder 1999] et DANTSIN

et al. [Dantsinet al.2000].

Les résultats de complexité concernant les techniques à base de recherche locale sont plus difficiles à
obtenir, on peut trouver une analyse dans le pire cas pour l’algorithme GSAT dans [Hirsch 2000].

2.2 Exploitation de propriétés structurelles

Pour certaines classes de problèmes réels ou structurés, une des voies pour réduire considérablement
l’espace de recherche (cette réduction peut être exponentielle dans certains cas) est sans aucun doute la
prise en compte des informations structurelles de la formule considérée. Les algorithmes cités précédem-
ment ignorent pour la plupart ce type d’informations qui sont souvent à l’origine de la difficulté de résolu-
tion. Il est à noter que, selon le formalisme utilisé pour coder un problème, ces informations peuvent être
plus ou moins apparentes et faciles à exploiter. On peut citer, par exemple, un domaine où la structure du
problème joue un rôle considérable, il s’agit des problèmesde satisfaction de contraintes (CSP). En effet,

14. «Pigeon-Hole problem» en anglais et «tiroirs et chaussettes» en français. Le problème consiste à placern pigeons dansn� 1
pigeonniers, avec un et un seul pigeon par pigeonnier.

15. Ces formules se modélisent sous forme d’une conjonctionde chaînes d’équivalences (Biconditional Normal Form) et donc
résolvables en temps polynômial [Dunham & Wang 1976].

16. Pour donner une idée du théorème de Ramsey, partons de la division par excèsPk = le plus petit entierp qui, multiplié park,
donnep � k � P . D’une manière plus intuitive, si nous répartissonsP objets dansk tiroirs, l’un au moins des tiroirs comprend au
moinsp objets.
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la représentation en terme de (hyper)graphes d’un CSP offreun avantage certain. Citons, par exemple, les
travaux développés autour des techniques de décompositionde CSP [Jégou 1993, Chmeiss 1996], la mise
en évidence de classes traitables [Freuder 1982, Dechter 1990, Dechter & Pearl 1989], etc.

Les arguments développés ci-dessus expriment ma démarche scientifique. En effet, je me suis intéressé
aux aspects liés au codage, après avoir travaillé sur l’exploitation des propriétés structurelles.

Les travaux autour de ces aspects ont été moins nombreux dansle cadre du problème SAT. On peut
constater cependant un regain d’intérêt autour de ce type d’approches, motivé principalement par les ap-
plications réelles qui commencent à être résolues en utilisant les techniques de résolution de SAT. On peut
imaginer différentes informations structurelles, je me suis intéressé particulièrement à deux types de struc-
tures : les symétries et les équivalences.

2.2.1 Symétries

La notion de symétrie est très présente dans la vie courante et dans de nombreux domaines comme
la physique, la chimie, les mathématiques, etc. Cette notion, permet par exemple de simplifier certaines
preuves mathématiques. Dans le même esprit, notre objectifpremier est de voir dans quelle mesure il est
possible d’exploiter ces régularités présentes dans de nombreux problèmes réels et structurés (les formules
logiques qui les représentent restent invariantes sous certaines permutations de noms de variables) pour
améliorer les performances des algorithmes de résolution.

En outre, les formules ingénieuses construites par Tseitin[Tseitin 1968] (le problème des pigeons, etc.)
pour établir la complexité de la résolution, admettent des preuves polynômiales en augmentant la résolution
soit par la règle d’extension (résolution étendue) proposée par le même auteur, soit par la règle de symétrie
proposée par B. KRISHANMURTY [Krishnamurthy 1985]. Ce dernier a affirmé que pour la résolution, tout
nouveau résultat de complexité passe nécessairement par l’utilisation du principe d’extension et de symétrie.
Au début des années 90, Pierre SIEGEL [Siegel 1990] m’a expliqué les motivations liées à l’étude des
symétries en calcul propositionnel. En effet, fort de l’idée que, lors de la résolution de problèmes difficiles,
on peut tomber sur un sous-problème de type «Pigeon-Hole», cette étude peut aussi servir à mieux résoudre
des problèmes qui peuvent ne pas présenter des symétries apparentes au départ.

Cette affirmation qui peut paraître au premier abord utopiste, je l’ai trouvée récemment dans le papier de
Douglas D. EDWARDS [Edwards 1996] qui citait Bart SELMAN : « ..., Bart Selman (personal communica-
tion) believes that hidden pigeon-hole substructure is a common source of intractability in realistic UNSAT
problems ». En se basant notamment sur les récents travaux deCraword et Baker [Crawford & Baker 1994]
sur la résolution de problèmes d’ordonnancement («scheduling problems»), des arguments ont été avancés
pour justifier cette forte conjecture.

Dans tous les cas, la prise en compte des symétries par une méthode de résolution réclame un algorithme
dedétectionde symétries d’une part, et une technique d’exploitationdes symétries trouvées, d’autre part.

Une partie de notre travail est axée sur la détection des symétries et leur utilisation dans les algorithmes
de résolution. Dans un premier temps, ce travail a abouti à l’implémentation d’un algorithme de détection
des symétries dans une formule logique donnée sous Forme Normale Conjonctive[Benhamou & Saïs 1991,
Benhamou & Saïs 1992, Benhamouet al. 1992b]. Du point de vue de la complexité, nous avons montré
que le problème de la détection des symétries est polynômialement équivalent au problème de l’isomor-
phisme de graphes[Saïs 1993]. Nous avons ensuite introduit les symétries dans différentes méthodes : SL-
Résolution, procédure DPL et Evaluation Sémantique. Les motivations précédemment développées nous ont
conduits à opter pour une exploitation dynamique (au cours de la recherche) des symétries. La détection des
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symétries étant un problème difficile, nous avons choisi d’utiliser une version incomplète de l’algorithme de
détection. Des résultats meilleurs ont été obtenus sur la plupart des problèmes testés, en particulier sur les
problèmes combinatoires du type recherche de nombres de Ramsey, coloriage de graphes, etc. Une preuve
de complexité linéaire a été donnée pour le problème des pigeons. En outre, pour la première fois, le nombre
de RamseyR(3; 3; 3) 17 a été trouvé par une méthode de déduction. Grâce à l’utilisation de conditions né-
cessaires à la présence de symétries, d’une stratégie intelligente et de structures de données adaptées, la
recherche de symétries n’est que très peu coûteuse en pratique (surcoût de 10% environ quand le problème
traité ne contient pas de symétries)[Benhamou & Saïs 1992, Benhamou & Saïs 1994].

Par ailleurs, nous avons été conduits à introduire un concept particulier de symétrie qualifiée de "forte"
qui vérifie la condition supplémentaire suivante : quand lesk premiers littéraux d’un cycle de symétriesC (ensemble de littéraux symétriques deux à deux) sont interprétés àvrai, le sous-ensemble de littéraux
deC restant après chaque étape de l’interprétation est aussi uncycle de symétries.C est alors un cycle
dit "k-fortement symétrique" ("fortement symétrique" lorsquek est égal au nombre de littéraux deC).
Cette notion de symétrie forte permet la généralisation despropriétés des symétries simples. En effet, selon
le théorème des symétries simples (développé dans ma thèse), si deux littérauxa et b d’une formuleF
appartiennent à un même cycle de symétriesC, alors,F ^ a est satisfiable si et seulement siF ^ b est
satisfiable. Généralisation : siA est un sous-ensemble de littéraux d’un cycle fortement symétriqueC deF , alorsF ^ A est satisfiable si et seulement siF ^ B est satisfiable, pour tout sous-ensembleB deC.
Cette nouvelle notion de symétrie est automatiquement utilisable dans le formalisme des formules de car-
dinalité ; elle permet la production immédiate d’une information supplémentaire précisément caractérisable
par une formule de cardinalité (cf. section 2.3.1), donc de raccourcir considérablement la preuve de certains
problèmes[Benhamouet al. 1992b, Saïs 1993]. En effet, siF ^ A est insatisfiable, alors on peut déduire
l’information suivante : “au plusjAj � 1 littéraux devrai parmi ceux deC”.

J’ai effectué une évaluation expérimentale de la procédureDPL avec et sans symétries sur certaines
classes de problèmes proposés lors du challenge international organisé par DIMACS. Des résultats intéres-
sants ont été obtenus sur de nombreux problèmes, en particulier sur les formules deTseitinet d’Urquhart
intraitables par les algorithmes classiques. Notre méthode a été citée lors de ce challenge comme la seule à
avoir été capable de résoudre de telles formules[Saïs 1994b].

L’étude des symétries (ou d’autres formes plus faibles) a fait l’objet de nombreux travaux dans différents
domaines comme la logique du premier ordre [Crawford 1992, Zhang & Zhang 1995, Slaneyet al.1993,
Slaney 1994], les problèmes de satisfaction de contraintes[Benhamou 1994, Ellman 1993, Puget 1993,
Benson & Freuder 1992], et bien évidement en calcul propositionnel [Aguirre 1992, Chabrieret al.1995,
Belleannée & Vorc’h 1994, Boy de la Tour & Demri 1995, Crawford et al.1996, Chabrier 1997]. Je citerai
d’une part les travaux de J. CRAWFORD sur les symétries en logique du premier ordre [Crawford 1992], que
nous avons découverts pour la première fois lors du «workshop on tractable reasoning, AAAI’92» auquel
nous avons participé. Dans son papier, CRAWFORD a obtenu un résultat particulièrement intéressant autour
de l’utilisation du théorème de Polya [Polya & Read 1987] pour compter le nombre d’interprétations non
isomorphes [Crawford 1992]. Dans [Crawfordet al.1996], il est proposé une technique d’élimination de
symétries par ajout de nouvelles contraintes. Cette technique, peut être utilisée comme pré-traitement de la
formule. Cependant, le nombre de contraintes à ajouter peutêtre prohibitif. D’autre part, un langage de très
haut niveau a été mis au point auLIRSIA (Université de Bourgogne, Dijon), supportant une recherche locale
complète appelé SCORE(FD/B) [Chabrieret al.1996, Chabrier 1997]. Ce langage de représentation four-
nit des primitives, clauses de cardinalité (cf. section 2.3.1) et structures de contrôle, exploitées statiquement
par le compilateur pour déterminer des propriétés des problèmes, par exemple les symétries.

17.R(3; 3; 3) = 17, le plus petit nombre de sommets à partir duquel il est impossible de colorier les arêtes d’un graphe complet
avec 3 couleurs sans obtenir un triangle monochromatique. Un graphe à 16 sommets admet un tel coloriage.
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2.2.2 Équivalences

L’opérateur d’équivalence (,) joue un rôle important en logique propositionnelle. En effet, en plus de
son utilisation en tant qu’opérateur pour définir des fonctions booléennes quelconques, il est à la base du
principe d’extension deTseitinoù il est utilisé pour représenter des formules intermédiaires dont la mani-
pulation permet de raccourcir les preuves. Il est aussi trèsutilisé pour construire des formules très difficiles
à la fois pour les algorithmes complets et incomplets. On peut citer les formules deTseitinpour lesquelles
la résolution est exponentielle, les formules codant le problème de parité (instances « Parity 32 » de DI-
MACS) très difficiles à la fois pour les algorithmes completset incomplets, ou encore les formules difficiles
pour la recherche locale, construites par EdwardHirsch [Hirsch 2000]. On retrouve ces équivalences dans
de nombreux problèmes réels (problèmes de circuit, de modelchecking, de cryptographie, etc. ).

Une des propriétés les plus intéréssantes est le fait que si on a deux littéraux équivalents (a , b), on
peut substituer le littérala par b partout dans la formule, en gardant une équivalence du pointde vue de
la satisfiabilité. Cela permet de réduire le nombre de variables et de produire éventuellement de nouveaux
littéraux ou encore de détecter des contradictions.

Il faut aussi noter que parmi les formules difficiles citées précédemment, certaines peuvent être entière-
ment (ou partiellement) codées sous forme d’une conjonction de chaînes d’équivalences (Biconditional Nor-
mal Form (BNF) ). Les formules de ce type peuvent être résolues en temps polynômial
[Dunham & Wang 1976].

Ces remarques justifient à elles seules l’utilisation spécifique des équivalences pour améliorer la réso-
lution de certaines classes de problèmes.

Comme pour les symétries, la prise en compte des équivalences pose le problème de leurdétection, de
leurutilisationet duchoix du formalismepermettant une expression plus naturelle de ce type de structure.

En collaboration avec Laure BRISOUX et Éric GRÉGOIRE, nous avons opté pour une approche séman-
tique, par propagation unitaire. En effet, pour une variable donnéex, en analysant les littéraux produits par
propagation unitaire deF ^ x et deF ^ :x, on peut détecter des inconsistances locales et produire non
seulement des littéraux, mais également des équivalences entre littéraux. Ce qui permet de généraliser les
traitements locaux par propagation unitaire utilisés traditionnellement par de nombreux auteurs. Les litté-
raux équivalents peuvent ensuite être utilisés en effectuant des substitutions complètes ou partielles. Plus
précisément, sia , b dansF , alors tout en obtenant une formule équivalente pour SAT, substituera parb
et:a par:b dansF , ou encore limiter cette substitution dea parb uniquement aux clauses contenant à la
fois a (ou:a) et b (ou:b). Ce qui revient dans ce dernier cas à satisfaire ou à raccourcir les clauses. Une
description de ce travail peut être trouvée dans la thèse de Laure BRISOUX [Brisoux-Devendeville 1999].
Daniel LE BERRE propose d’étendre ce processus de détection en effectuant une double propagation uni-
taire, ce qui permettra de détecter des informations additionnelles. Cette généralisation pose des problèmes
de coût ; une collaboration est actuellement en cours sur ce sujet.

Une autre voie consiste à faire des abstractions basées sur la syntaxe. En d’autres termes, reconnaître
les chaînes d’équivalences de manière syntaxique à partir de la formule CNF. Une reconnaissance d’équiva-
lences binaires simples a été utilisée par BOUFKHAD [Boufkhad 1996] comme pré-traitement de la formule
considérée. Li CHU-M IN dans son papier [Chu-Min 2000] effectue à tous les nœuds de l’arbre de recherche
une reconnaissance syntaxique de telles chaînes (limitée àdes chaînes de longueur� 3), et utilise un cer-
tain nombre de règles de déduction pour raisonner sur de telles formules. Sachant que la classe de formules
BNF est stable par adjonction de littéraux unitaires, il estplus judicieux de faire cette reconnaissance sur
la formule de départ et d’appliquer ensuite l’algorithme proposé par WANG [Dunham & Wang 1976] pour
simplifier la formule.
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L’un des inconvénients de la recherche locale, est certainement la non prise en compte de la structure
de la formule (e.g. longueur des clauses, les équivalences). Dans[Brisoux et al. 2000], nous proposons une
utilisation du traitement local par propagation unitaire dans le cadre de la recherche locale. Ce processus
de propagation unitaire est effectué d’une part comme pré-traitement de la formule, mais également pour
exhiber les dépendances entre littéraux18 qui sont ensuite utilisées par un algorithme de recherche locale.
Signalons que la notion d’équivalence entre littéraux est un cas particulier de la notion de définissabilité
définie dans [Lang & Marquis 1998].

2.3 Aspects codage et extension du formalisme

Résoudre efficacement un problème dépend à la fois du formalisme de représentation utilisé (e.g. calcul
propositionnel, CSP, etc.) et du codage19 proprement dit (e.g. les codages des problèmes de planification
[Vidal 2000]). J’ai essentiellement travaillé sur les aspects liés à l’extension du formalisme.
Malgré les progrès récents obtenus sur la résolution du problème SAT et une utilisation de plus en plus
fréquente d’une représentation CNF dans le cadre de la modélisation des problèmes réels (cf. introduc-
tion 1), l’utilisation de formalismes plus puissants et plus généraux reste encore une voie de recherche
prometteuse. Ces travaux sont essentiellement motivés pardes applications (cf. section 2.3.2) qui per-
mettent une mise en évidence des limites des cadres existants. La tendance dans le cadre SAT, c’est d’aller
vers des formalismes de manipulation de fonctions booléenes plus générales [Francoet al.1997, Gu 1997,
Groote & Warners 2000, Sheeran & Stalmarck 2000]. Dans le cadre des CSP, on commence à passer du
cadre des CSP binaires au CSP n-aires [Régin & eds 1998, Bessière 1999, Smithet al.2000].

2.3.1 Logique à cardinalité

Les travaux réalisés (cf. 2.2) autour de l’exploitation despropriétés structurelles nous ont conduits a
rechercher un nouveau formalisme pour exprimer de manière naturelle certains problèmes et plus particu-
lièrement les propriétés structurelles comme la symétrie.

L’approche qui consiste à rechercher une meilleure façon d’exprimer certaines contraintes particulières
était très utilisée en programmation logique par contraintes (CLP). On peut citer, les contraintes symbo-
liques (non numériques), par exemple sur des ensembles et leurs éléments (e.g. contraintes Tous Différents
« allDiff », opérateur de cardinalité [Hentenryck & Deville 1990]). Les variables utilisées dans ce type de
contraintes sont en général symétriques. L’utilisation detelles contraintes en CLP a souvent été motivée par
des applications réelles (comme les problèmes de planification, d’ordonnancement, etc.) ou encore par le
besoin d’exprimer des contraintes disjonctives.

L’utilisation d’opérateurs de cardinalité du type de celuiqu’a introduit Pascal Van Hentenryck en pro-
grammation logique avec contraintes (CLP) [Hentenryck & Deville 1990] permet une généralisation natu-
relle du formalisme clausal. La connaissance est donc décrite par un ensemble de couples(�;L) oùL est
une liste de littéraux et� le nombre minimal de littéraux deL qui doivent être satisfaits dans tout modèle
deL. Ce formalisme permet l’expression des deux variantes suivantes : la formule(�;+;L) : "au plus�
littéraux deL doivent être interprétés àvrai", et la formule(�; e;L) : "exactement� littéraux deL doivent
être interprétés àvrai". Cette nouvelle représentation induit une meilleure expression (plus compacte et
naturelle) des problèmes et de leurs propriétés de symétrie20; en outre, elle accroît la puissance de discri-

18. Pour chaque littérall on calcule la liste des littéraux impliqués par propagationunitaire parF ^ l.
19. Voir compte rendu du sous-groupe de travail du GT12 ”Influence du codage en calcul propositionnel” : http ://www.lim.univ-

mrs.fr/ gtalgo.
20. Une formule de cardinalité est totalement symétrique.
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mination des conditions préalables à la détection des symétries. Par conséquent, la détection des symétries
y est moins coûteuse.

Nous avons associé à ce formalisme le développement d’une méthode de résolution (complète et dé-
cidable). A l’aide de cette dernière, nous avons donné une nouvelle preuve de complexité linéaire pour le
problème des pigeons (sans utilisation des propriétés de symétrie)[Benhamouet al. 1994].

De plus, une propriété d’équivalence entre la représentation clausale classique et celle des formules
de cardinalité nous a permis d’adapter efficacement certains outils de la résolution classique (méthodes et
raffinements)[Saïs 1993].

L’efficacité de la procédure de Davis et Putnam, adaptée au cadre d’une représentation utilisant les for-
mules de cardinalité, est sensiblement améliorée. En outre, l’introduction des symétries, dont les symétries
fortes, a permis une amélioration supplémentaire. En effet, une preuve de complexité linéaire est donnée
pour le calcul du nombre de RamseyR(3; 3; 3) (cf. [Benhamouet al. 1992a, Benhamou & Saïs 1994]).

On peut trouver dans [Grahamet al.1980] une description des nombres de Ramsey trouvés et encore
recherchés. Les résultats que nous avons obtenus sur ce sujet grâce à une utilisation combinée des formules
de cardinalité et des symétries ouvrent des perspectives quant à la recherche de tels nombres. Le problème
qui se pose est certainement celui de trouver un codage plus efficace.

Dans le cadre du projet BAHIA21 dont l’objectif était d’analyser et de comparer différentes approches
(l’approche logique, CSP et programmation linéaire 0/1 (PL0/1)), le formalisme à cardinalité a constitué
une brique importante dans l’étude des pontages entre la programmation linéaire 0/1 et la logique propo-
sitionnel (voir[Bahia 1995]pour les pontages réalisés entre les trois formalismes). Denombreux travaux
ont été réalisés par Hooker autour de l’utilisation des techniques d’optimisation combinatoire en logique
(e.g. [Chandru & Hooker 1999]) et dans le cadre CSP (e.g. [Hooker 2000]). Le même auteur a proposé ré-
cemment une généralisation des formules de cardinalité, enune représentation sous forme de règles dont
la partie gauche et droite sont des formules de cardinalité22[Hooker & Yan 1999]. D’autres travaux ont été
également réalisés autour de l’extension des algorithmes de SAT à la résolution de problèmes d’optimisa-
tion combinatoire [Walser 1997, Walser 1999] (pour la recherche locale) et [Barth 1995] (pour la procédure
DPL).

2.3.2 Formalisme étendu

Une collaboration est née d’une discussion avec Antoine Rauzy sur l’intérêt de disposer d’un formalisme
booléen plus expressif, en vue de modéliser et de résoudre des questions posées dans le cadre d’applica-
tions industrielles, en particulier les problèmes liés à l’analyse de sûreté de fonctionnement de systèmes
industriels. Les problèmes étant de taille considérable, la représentation CNF s’est avérée très limitée.

Notre objectif est d’étendre au maximum le formalisme booléen tout en :

– restant dans le cadre du calcul propositionnel, lequel nous semble adapté à la résolution de nombreux
problèmes pratiques ;

– gardant les mêmes structures de données, en tout cas les mêmes principes de mise en œuvre des
algorithmes (algorithmes énumératifs, techniques de recherche locale et les diagrammes binaires de
décision) ;

21. BAHIA : Booléen, Algorithmes et Heuristiques pour l’IA.
22. une règle de cardinalité de la forme suivante :(k; x1; : : : ; xm)) (l; y1; : : : ; yn).



2.3. Aspects codage et extension du formalisme 23

– gardant la même complexité algorithmique sur les formulesétendues que sur les formules CNF et
surtout la même efficacité pratique.

Nous avons montré que cela est possible sur des circuits combinatoires à plusieurs niveaux et construits avec
des fonctions de seuil. Nous avons défini un nouveau formalisme généralisant les formules de cardinalité
introduites dans ma thèse. Ce dernier étend les ensembles declauses dans deux directions :

1. Des formules à deux niveaux (conjonctions de disjonctions) aux formules à un nombre arbitraire de
niveaux.

2. Des clauses aux fonctions de seuil.

Plus précisément, une contrainte est représentée par l’équation (ou porte) suivante :s = #(�1:e1; : : : ; �k:ek) 2 [�min; �max℄(P ) (2.1)

où s (sortie) etfe1; : : : ; ekg (entrées) sont des variables propositionnelles, etf�1; : : : ; �kg (poids) etf�min; �maxg (seuils) sont des entiers positifs ou nuls.P estvrai si et seulement si la sorties et la double
inégalitée�min � Pi=1;::;k �i:ei � �max sont vérifiées ou infirmées simultanément. Une formule (cir-
cuit) est une conjonction d’équations (portes). Elle peut être vu comme un (hyper)graphe orienté acyclique
dont les sommets sont les variables et dont les (hyper)arcs relient les entrées de chaque porte avec sa sortie.

Signalons quelques avantages de l’extension proposée sur les formules CNF :

– elle est beaucoup plus concise. Par exemple, le fait quek formules parmin doivent être vraies se
code en une seule équation ;

– elle permet facilement l’introduction de lemmes, c’est-à-dire de variables codant des formules ;

– elle permet de tirer partie facilement des symétries ou de toutes autres régularités apparaissant dans les
problèmes, en les détectant automatiquement comme dans[Benhamou & Saïs 1992]ou en écrivant
directement les formules de façon à en éliminer les redondances23 ;

– elle permet de mettre en œuvre des procédures de réécrituredes formules dans l’esprit du vérificateur
de modèle INSTEP [Vlach 1993]. INSTEP implémente deux typesde règles : les filtrages (ou sim-
plifications immédiates) des formules et la décomposition de Shannon qui consiste à remplacer une
formuleF par la formule(x ^ Fx 1) _ (:x ^ Fx 0).

Grâce à des structures de données adaptées, de nombreux algorithmes classiques (filtrages, énumération,
recherche locale, diagramme binaires de décisions) ont étéétendus sans difficultés particulières et surtout
sans augmentation excessive de la complexité[Rauzy et al. 1999].

Ce travail est un premier pas vers la mise en place d’un formalisme booléen plus général. Il reste
beaucoup de travail à faire sur ce sujet, en particuliers sur:

– l’étude de techniques de simplification (pré-traitements) ;

– la mise en place d’heuristiques qui tiennent compte de la structure particulière du formalisme ;

– l’étude sur les aspects de compilation de formules booléennes (recherche de couverture d’impliquants
(impliqués) premiers) ;

– l’extension des algorithmes pour résoudre des problèmes d’optimisation (ce que permettent les poids
associés aux variables dans les équations).

23. Par exemple en imposant, dans un problème de Ramsey, des inéquations sur le nombre d’arêtes de chaque couleur.
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2.4 Aspects algorithmiques

2.4.1 Recherche locale

Depuis le début des années 90, de nombreuses techniques à base de recherche locale ont été déve-
loppées pour résoudre SAT. Mis à part le principe de base de l’algorithme, les stratégies utilisées pour
échapper des minima locaux (e.g. «break-out» de MORIS24 [Morris 1993], random walk25 de SELMAN

[Selman & Kautz 1993]) sont très différentes de celles utilisées en optimisation combinatoire. Cette consta-
tation simple nous a conduits à étudier la possibilité d’adapter au cadre SAT des techniques de recherche
locale développées en recherche opérationnelle (e.g. le recuit simulé, la méthode Tabou) et de les comparer
aux autres approches à la GSAT. Par sa simplicité de mise en œuvre, notre choix s’est porté sur la méthode
Tabou [Glover 1989]. La première version simple de la méthode Tabou que nous avons développée pour
SAT (appelée TSAT) utilise une liste d’interdits de longueur fixe sans critère supplémentaire (e.g. critère
d’aspiration) et s’est révélée plus efficace que les meilleures méthodes développées à ce moment là (GSAT
random-Walk). La clé de l’efficacité de cette méthode résidedans le réglage de ses paramètres, c’est-à-dire
la taille de la liste Tabou. Cette étude a donc permis de confirmer l’extrême sensibilité des techniques de
recherche locale au réglage de leurs paramètres. Un autre résultat intéressant obtenu sur des instances aléa-
toiresk � SAT , méritant une étude analytique approfondie, est celui montrant l’évolution linéaire de la
taille optimale (obtenue empiriquement) de la liste tabou en fonction du nombre de variables. Nous avons
aussi étudié l’influence de l’interprétation initiale sur l’efficacité de TSAT. Pour ce faire, l’interprétation
initiale est générée en exploitant le déséquilibre entre les occurrences des variables. Des améliorations ont
été obtenues sur les instances structurées. En revanche cette modification donne des résultats comparables
à TSAT sur les instances aléatoires. Signalons que TSAT enlève le caractère aléatoire introduit dans GSAT,
ce qui simplifie considérablement l’algorithme[Mazure et al. 1997a].

L’efficacité de la méthode de recherche locale Tabou dépend considérablement de la taille de la liste
d’interdits. Son réglage est difficile à obtenir particulièrement sur les instances structurées. Une voie que
nous explorons actuellement concerne le réglage dynamiquede ce paramètre crucial. Nous avons établi une
relation entre la taille des cycles rencontrés au cours de larecherche et la longueur de la liste tabou. Des
résultats prometteurs ont déjà été obtenus sur les instances aléatoiresk�SAT . Notre approche exploite les
informations liées à la présence et à la taille des cycles rencontrés au cours de la recherche. En effet, sur les
instancesk � SAT , la taille de la liste tabou converge vers la taille optimaleobtenue précédemment. Mal-
heureusement, ces informations restent insuffisantes pourétablir le réglage optimal sur certains problèmes
structurés.

2.4.2 Recherche systématique

2.4.2.1 Généralisation du théorème de partition du modèle

Comparativement aux améliorations obtenues par l’utilisation de filtrages plus puissants, d’heuristiques
judicieuses, la recherche de propriétés permettant d’élaguer l’arbre de recherche a reçu moins d’attention.

Une des techniques les plus connue au moins dans la communauté française est sans doute le théo-
rème de partition des modèles [Jeannicotet al.1988, Oxusoff & Rauzy 1989]. Le théorème peut s’expri-

24. La méthode appelé Break-Out effectue une pondération des clauses. Cette pondération « poids » d’une clause est utilisée ensuite
dans la fonction d’évaluation. Le poids d’une clause représente le nombre de fois qu’elle a été falsifiée depuis le début de la recherche.

25. Dans la stratégie Random-Walk, la prochaine variable à inverser est choisie parmi celles apparaissant dans les clauses falsifiées.
Avec une probabilitép, celle améliorant le plus la fonction objective, et avec uneprobabilité1� p la variable est choisie au hasard.
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mer comme suit : SiFk � Fj , alorsFj est satisfiable ssiFk est satisfiable (Fk etFj étant des ensembles
de clauses). Cette propriété a été intégrée dans une procédure DPL. Cette variante appelée « Evaluation
Sémantique » a permis une amélioration sensible sur certaines classes de problèmes structurés.

Une généralisation immédiate consiste à remplacer l’inclusion syntaxique par la réciproque de la rela-
tion de déduction logique. Pour des raisons d’efficacité évidente, nous avons utilisé une relation plus faible
(la déduction par propagation unitaire). Nous avons proposé deux façon d’intégrer cette notion dans la pro-
cédure DPL. Une première utilisation consiste à l’appliquer au moment du retour-arrière, la seconde avant
le choix de la variable de branchement. Dans les deux cas, on peut intégrer la propriété de coupure dans un
algorithme utilisant, soit les heuristiques traditionnelles, soit des heuristiques (du type de celles mises en
place par OXUSOFFet RAUZY ) spécifiques favorisant l’application du théorème. Une étude assez avancée
autour de ces questions est actuellement en cours. Une autregénéralisation consiste à associer (au cours
de la recherche) pour chaque (sous-)clause de la base le niveau (ou profondeur de l’arbre) à partir duquel
elle est apparue ou “touchée”. Cet étiquetage des clauses dela formule au cours de la recherche permet de
savoir à tout moment le niveau de l’arbre où une sous-clause aété touchée (apparue). Cette information est
ensuite prise en compte lors de l’application du théorème. Plus précisément, lors de la production d’une
sous-clause par propagation unitaire, nous avons montré qu’en analysant le graphe d’implications, on peut
déterminer le niveau de l’arbre à partir duquel la sous-clause est produite. Ce qui nous permet de réaliser
un retour-arrière non chronologique et de produire de nouvelles sous-clauses, importantes pour la suite de
la recherche.

Ce travail a été développé en collaboration avec Éric GRÉGOIRE, Pierre MARQUIS et Bertrand MA-
ZURE. Une description plus détaillée des différents points développées ci-dessus peut être trouvée dans
[Mazure 1999]. La partie expérimentale est actuellement en plein développement (cf. chapitre 4).

2.4.2.2 Poids : apprentissage au cours de la recherche

De nombreuses techniques ont été proposées pour améliorer les algorithmes énumératifs en essayant
d’analyser les causes d’échec. Elles font appel souvent à l’ajout de nouvelles clauses, ou à des techniques
sophistiquées d’analyse de conflits, qui induisent souventun sur-coût qui peut être non négligeable. En
outre, la plupart des heuristiques traditionnellement développées utilisent des fonctions de sélection basées
sur des paramètres syntaxiques (longueur des clauses, nombre d’occurrences, etc.). Par exemple, le score
d’une variable peut être calculé comme suit :F (x) = f(x)+f(:x), avecf(x) =Px2C w(C), etw(C) =2jCj. De plus, la même heuristique est ensuite utilisée tout le long de la recherche, bien que les sous-
problèmes rencontrés (formule simplifiée par l’interprétation partielle courante) au cours de la recherche
n’ont pas forcément les mêmes caractéristiques que le problème initial.

Notre objectif, qui sans nul doute peut paraître ambitieux,concerne la mise au point d’une heuristique
adaptative évoluant au cours de la recherche, en mettant à profit ces échecs répétés.

Ci-dessous quelques arguments expliquant les motivationsde cette étude. On sait que prouver l’incon-
sistance d’une formule est souvent plus difficile que de prouver la consistance. De nombreuses instances
inconsistantes difficiles contiennent une (des) sous-formules inconsistante(s). Une heuristique n’étant pas à
l’abri d’une erreur dans le choix des variables de branchement, elle peut conduire à la résolution répétée du
même sous-problème inconsistant (cf. section 2.4.3).

En d’autres termes, notre objectif est de mettre au point uneheuristique permettant d’éviter de rencontrer
les mêmes situations d’échec. L’heuristique que nous avonsmise au point utilise un facteur de pondération
supplémentaire pour les clauses, en comptabilisant au cours de la recherche le nombre de fois que chaque
clause est à l’origine de la contradiction (ce qui n’est pas très coûteux en pratique). Plus précisément, on
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obtient pour la fonctionF (x) décrite précédemment, une nouvelle fonctionF 0(x) = f(x) + f(:x) avecf(x) =Px2C �()�w(C) et�(C) le facteur supplémentaire ajouté, qui représente le nombrede fois que
la clauseC a été la cause de la contradiction.

L’augmentation du poids d’une clause revient à rendre cetteclause redondante et de plus en plus impor-
tante. Cette information est directement prise en considération par la fonction de choix.

Les expérimentations réalisées sur la base d’instances (DIMACS) montrent clairement son efficacité par
rapport à une version de base[Brisoux et al. 1998, Brisouxet al. 1999]. Sur certaines classes de problèmes,
les résultats obtenus sont meilleurs que ceux des meilleursalgorithmes connus.

Poursuivant le même objectif, Bruni et Sassano[Bruni & Sassano 2000] ont présenté un papier au der-
nier Workshop SAT 2000, qui utilise une idée similaire.

2.4.3 Méthode mixte : coopération entre approche systématique et non systéma-
tique

La recherche locale ne peut prouver l’inconsistance. Sur une instance consistante de grande taille et non
élémentaire, à cause de sa rigidité, une recherche systématique a peu de chance de trouver un modèle. Ces
différentes techniques montrent donc une certaine complémentarité qui peut être illustrée par le problème
suivant :
énoncé du problème: J’ai perdu une clé dans la maison et j’ai besoin de la trouverrapidement. Quel type
de méthode devrais-je utiliser?
solution possible: On peut procéder à une fouille systématique de toute la maison en commençant par
exemple par le garage. Cependant, l’expérience montre que ce type de recherche est le dernier recours,
une recherche non systématique consistant à suivre son instinct permet souvent de trouver plus rapidement
l’objet recherché.

Il est donc naturel de penser à une approche permettant de faire coopérer fortement les deux types de
techniques. La question est : comment les faire coopérer?

La solution du problème précédent montre qu’il est judicieux de commencer par une recherche locale
(incomplète) avant de décider de lancer une recherche systématique. Dan un premier schéma, la recherche
locale est utilisée comme pré-traitement. Ce premier schéma pose la question suivante : est-il possible de
bénéficier du travail effectué lors de la première phase, afind’accélérer la seconde phase ? Une réponse
possible consiste à éviter lors de la seconde phase de visiter autant que possible les endroits où la recherche
a été infructueuse lors de la première phase.

Un second schéma possible consiste à combiner plus fortement les deux types d’algorithmes : appliquer
localement le premier schéma au niveau de chaque pièce visitée. Dans cette seconde approche, si l’ensemble
des pièces de la maison ont été visitées, on obtient une méthode complète.

Préalablement à la mise en œuvre de tels schémas de coopération dans le cadre de la résolution du
problème SAT, il faut trouver des informations pertinentesà capitaliser lors du processus de recherche
locale, pour fournir ensuite des indications susceptiblesd’améliorer la phase de recherche systématique.

On peut être tenté de répondre que les informations en question sont en fait les interprétations visitées
lors de la recherche locale. Il est bien évident que fournir un tel ensemble n’est pas réaliste. Cependant, on
sait qu’une clauseC est falsifiée par2n�jCj interprétations possibles, on peut par conséquent releverque
plus une clause est falsifiée au cours de la recherche locale,plus l’espace des interprétations falsifiant une



2.5. Phénomène de seuil et génération aléatoire 27

telle clause tend à être exploré. Cette information intéressante est plus facile à exploiter. En effet, on peut
au cours de la recherche systématique essayer de satisfairede telles clauses et ainsi éviter (partiellement)
les zones déjà explorées par l’algorithme de recherche locale.

Un des objectifs de cette étude est la mise au point de techniques permettant de prouver efficacement
différentes formes d’inconsistance, un problème central en représentation des connaissances et en démons-
tration automatique. En effet, l’inconsistance d’une basede connaissances est très fréquemment due à la
présence accidentelle d’une information contradictoire sur un sujet donné. Cette inconsistance pollue globa-
lement la base de connaissances (i.e. toute information ainsi que son contraire peuvent être inférés de cette
base). Malheureusement, il n’existe pas de méthode universelle et efficace pour détecter et/ou localiser ces
inconsistances.

Une technique de recherche locale (incomplète) ne peut prouver l’inconsistance. Cependant, elle peut
fournir des indications pertinentes sur de telles inconsistances locales. En effet, en comptabilisant le nombre
de fois que chaque clause est falsifiée au cours de la phase de recherche locale, on s’est aperçu expérimenta-
lement (sur de nombreux problèmes de DIMACS [Dimacs 1993]) que les clauses les plus souvent falsifiées
sont les plus susceptibles d’appartenir aux sous-ensembles minimalement inconsistants. Ce qui nous a per-
mis de mettre en évidence une technique capable de localiserl’inconsistance. Le nombre de fois qu’une
clause est falsifiée (« trace ») lors de la recherche locale constitue une information pertinente que nous
avons utilisée dans le cadre des deux schémas de coopérationprécédents. Dans le premier schéma, cette
trace est exploitée pour trouver un bon ordonnancement des variables pour la méthode complète. Dans le
second schéma, nous avons utilisé dans la procédure DPL la recherche locale comme un oracle, qui per-
met non seulement d’étendre l’interprétation partielle courante, mais également de fournir en cas d’échec
la prochaine variable à affecter (celle apparaissant le plus souvent dans les clauses falsifiées). Notons que
les deux schémas proposés sont complets. Des améliorationssurprenantes ont été obtenues sur de nom-
breux problèmes de la base de test de DIMACS[Mazure 1995, Mazureet al. 1996, Mazureet al. 1998].
D’autres schémas de coopération entre les algorithmes de recherche locale et les algorithmes complets de
recherche systématique sont présentés dans[Mazure 1999].

Il est évident que les problèmes les plus difficiles présentent une inconsistance globale (l’inconsistance
est due à l’ensemble du problème au lieu d’un sous-ensemble de celui-ci) ; ces derniers sont générale-
ment construits de manière artificielle ou aléatoire et ne seretrouvent pas dans les applications réelles.
De plus, ce genre d’instances possèdent le plus souvent de très fortes régularités (problèmes des pigeons,
etc.). Une étude comparative avec l’approche utilisant la résolution bornée comme prétraitement a été réa-
lisée[Mazure et al. 1997a]. Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec Éric GRÉGOIREet Bertrand
MAZURE.

D’autres types d’approches complètes utilisant la recherche locale ont été développées. On peut ci-
ter dans ce cadre l’algorithme SCORE [Chabrieret al.1991], et SCORE(FD/B) [Chabrieret al.1995].
D’autres algorithmes complets à base de recherche locale ont été obtenus par ajout de clauses [Ginsberg 1993,
Hao & Tétard 1996]. Des approches similaires au premier schéma de coopération décrit précédemment ont
été étudiées indépendamment par Thierry CASTELL [Castell 1997] et James M. CRAWFORD [Crawford 1993].
Un inventaire complet des méthodes mixtes dans le cadre des problèmes de satisfaction de contraintes est
donné dans [Lobjois & Lemaître 1997].

2.5 Phénomène de seuil et génération aléatoire

Dès lors que l’intérêt de la génération aléatoire d’instances SAT est avéré, d’une part par le résultat de
Chvàtal et Szemerédi montrant qu’elles sont difficiles pourla résolution et donc pour toute les méthodes
énumératives du type procédure de Davis et Putnam, d’autre part par la mise en évidence de phénomènes
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de seuil, plusieurs questions se posent :

1. Est-il possible de mettre en évidence l’existence de conditions nécessaires et/ou suffisantes à la carac-
térisation des ensembles de clauses encore plus difficiles?En utilisant, par exemple, des conditions
nécessaires à la présence de symétries?

2. Les instances générées par le modèle standard contiennent environ 50% de clauses de Horn. Que se
passe-t-il, si l’on fait varier la probabilité de négativerun littéral de 0.5 à 1?

3. Est-il possible de générer aléatoirement des instances difficiles toujours satisfiable?
4. Est-il possible d’établir des modèles de génération aléatoire donnant lieu à des instances plus proches

des problèmes réels?

Avec Richard GÉNISSON, nous nous sommes particulièrement intéressés aux deux premières questions
et plus accessoirement à la troisième.

Mes travaux de recherche précédents sur les symétries ont conforté ma conviction que les problèmes
les plus difficiles présentent une structure très symétrique. Ce qui nous a conduits à répondre à la première
question, en étudiant deux nouveaux modèles de génération d’ensembles de clauses régulières (toutes les
variables apparaissent le même nombre de fois, les clauses ayant toutes la même longueur). Dans le premier
modèle, tous les littéraux ont exactement le même nombre d’occurrences; dans le second, les variables
apparaissent le même nombre de fois, avec un déséquilibre entre le nombre d’occurrences des littéraux
positifs et négatifs. Dans ces deux modèles, des conditionsnécessaires pour l’existence de symétrie sont
vérifiées. Pour ces deux modèles, nous avons montré expérimentalement que le seuil se situe pour 3-SAT
au rapportn=m = 3:6 (chaque variables apparaît 6 fois positivement et 5 fois négativement). Les instances
obtenues sont beaucoup plus difficiles que pour le modèle standard. Les instances satisfiables posent plus
de problèmes aux algorithmes de recherche locale. D’autre part, l’étude que j’ai réalisée sur le modèle de
génération standard en variant la probabilité de tirer un littéral négatif, nous a conduits à établir des liens
entre la valeur du seuil et la distribution des occurrences des variables (déséquilibre entre littéraux positifs et
négatifs, proportion de clauses de Horn). Ces différents résultats sont publiés dans[Génisson & Saïs 1994,
Mazure 1999].

D’autres auteurs ont étudié ensuite le modèle de générationd’ensembles de clauses régulières
[Bayardo & Schrag 1996, Dubois & Boufkhad 1996]. On peut également trouver des générateurs aléatoires
d’instances difficiles pour la recherche locale [Castell & Cayrol 1997, Rauzy 1995a, Achlioptaset al.2000]
et des tentatives de prise en compte de certaines caractéristiques de problèmes réels dans la génération aléa-
toire [Gent & Walsh 1994].
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3.1 Problèmes de satisfaction de contraintes

Les logiciels commerciaux tels que «Ilog Solver» et les outils pour la recherche et l’enseignement
comme «CHOCO » montrent la maturité des recherches conduites dans la cadre de la résolution des
problèmes de satisfaction de contraintes. Le formalisme etle raisonnement par contraintes offrent un ou-
til de modélisation et de résolution majeur pour de nombreuses applications aussi diverses que le traite-
ment du langage naturel, la gestion et l’allocation de ressources, les emplois du temps, la vision, etc. Un
réseau de contrainte est défini par un ensemble den variablesX = fx1; x2; : : : ; xng prenant leurs va-
leurs dans des domaines finis et discretsD = fd1; d2; : : : ; dng. Le problème de satisfaction de contraintes
consiste à décider s’il existe une affectation de valeurs aux variables de manière à satisfaire un ensemble
de contraintesC = f1; 2; : : : ; mg. Une contraintei est définie sur un sous-ensemble de variablesi = fxi1; xi2; : : : ; xinig deX , oùni est l’arité dei. Une telle contrainte peut être spécifiée (en exten-
sion) par une relationri = Qxi2i di des combinaisons de valeurs (ou tuples) autorisées pour lesvariables
dei. Ces contraintes peuvent aussi être spécifiées en intensionpar une fonction caractéristique (prédicat,
fonction, etc). Satisfaire une contraintei revient à trouver les valeurs à affecter pour chaque variable dei
de manière à satisfaire la relationri associée à la contrainte.

Le problème de satisfaction de contraintes (CSP) est donc une généralisation du problème SAT. En
effet, toute instance de SAT peut être vue comme une instancede CSP dans laquelle toutes les variables ont
pour domainef0; 1g, et il y a autant de contraintes que de clauses. Toute instance de CSP peut également
être transformée en temps polynômiale en une instances de SAT équivalente pour l’existence de solution
(les deux problèmes sont NP-complets). Les CSP binaires (oùtoute les contraintes ont une arité égale à 2)
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ont été les plus étudiés. Leur représentation en terme de graphes de contraintes (au lieu d’hypergraphes de
contraintes pour les CSP n-aires) simplifie considérablement les algorithmes.

La description ci-dessus donne un aperçu des liens étroits entre SAT et CSP. Ce qui explique certaines
similitudes entre les deux problèmes à la fois dans les questions posées, mais également dans les approches
utilisées pour y répondre.

En effet, on retrouve par exemple de nombreux travaux traitant de l’amélioration de la procédure de réso-
lution classique appelée généralement «Backtrack» (BT). Pour l’essentiel, ces différentes améliorations ont
concerné les techniques de filtrage, les heuristiques de choix de variables et de valeurs et le traitement des
échecs. Pour ce qui est des aspects algorithmiques, le meilleur algorithme de résolution de CSP (MAC, pour
« Maintaining Arc Consistency») est obtenu en maintenant dynamiquement dans «Forward Checking»
(FC), un CSP arc consistant1 à chaque nœud de l’arbre de recherche [Sabin & Freuder 1994].L’heuristique
proposée (minimum domaine/degré2) par Régin et Bessière [Bessière & Régin 1996] améliore considéra-
blement l’algorithme. D’autres approches sont basées sur la décomposition du CSP. Ces techniques ex-
ploitent les propriétés structurelles des CSP [Dechter & Pearl 1989, Dechter 1990, Jégou 1993]. En outre,
les propriétés structurelles du graphe de contraintes (e.g. largeur du graphe) et la sémantique des contraintes
(contraintes fonctionnelles, etc.) sont à la base de la plupart des classes polynômiales exhibées dans le cadre
CSP. Par exemple, la consistance d’arc (AC) suffit pour résoudre des CSP structurés en arbre, alors que les
CSP 0/1/all [Cooperet al.1994] peuvent être résolus polynômialement en utilisant laconsistance de chemin
(PC).

De nombreux travaux ont concerné l’étude des liens entre SATet CSP. Dans le cadre du projet BA-
HIA [Bahia 1995, Bahia 1992], on peut citer par exemple, le résultat de GÉNISSON et JÉGOU mon-
trant l’équivalence entre la procédure de Davis et Putnam etl’algorithme de «Forward Cheking» (FC)
[Génisson & Jégou 1996], les pontages entre les classes polynômiales [Génisson & Rauzy 1996], l’équi-
valence entre les littéraux purs et la substituabilité de voisinage [Bellichaet al.1994] et par conséquent
l’extension du théorème de partition du modèle au CSP ou encore le formalisme des CSP clausaux proposé
dans [Castell & Fargier 1998], etc.

Avec Assef CHMEISS [Chmeiss & Saïs 2000], nous nous sommes intéressés à l’étude des possibilités
d’intégration forte des traitements locaux dans le cadre dela résolution de CSP. Ce travail a été essentiel-
lement motivé par les améliorations algorithmiques obtenues dans le cadre SAT en utilisant d’une part des
traitements locaux de manière plus agressive comme la propagation unitaire, et d’autre part par l’utilisation
de techniques de simplification plus puissantes comme la résolution bornée. La puissance des machines fait
qu’on n’hésite même plus à revenir aux vielles méthodes comme la résolution et la procédure de Davis et
Putnam originale, longtemps écartée pour des raisons de complexité en espace (cf. chapitre 2).

Ce dernier point nous conduit à faire le parallèle avec la consistance de chemin qui peut être vue comme
un processus de production et de vérification de contraintes. Par ailleurs, pour les mêmes raisons que pour
la résolution, l’intégration de la consistance de chemin dans les algorithmes de résolution de CSP a été
jusqu’à présent évitée. En effet, la complexité élevée du test de consistance de chemin (comparativement
à la consistance d’arc) constitue un obstacle à sa mise en œuvre en pratique. Pour pallier cet inconvénient,
nous avons proposé une exploitation partielle de cette forme de filtrage au cours de la résolution. La consis-
tance de chemin (directionnelle) est utilisée au cours de larecherche pour effectuer des disconnections de
certaines variables particulières : les variables « doubletons » (variables de degré 2). Nous avons intégré
ce filtrage dans MAC en exploitant également les singletons degrés et les singletons valeurs. L’algorithme
obtenu est appelé M(AC+).

1. Un CSP est k-consistent si et seulement si toute instanciation partielle dek�1 variables peut être étendue de manière consistante
à touteki�eme variable. La consistance d’arc (resp. la consistance de chemin) correspond à la 2-consistance (resp. 3-consistance).

2. Min dom/deg : consiste à choisir la variable maximisant lerapport entre la taille du domaine et le degré de la variable.Le degré
d’une variable est égale au nombre de contraintes où elle apparaît.
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Une autre technique de filtrage plus puissante que la consistance d’arc et qui nous semble particulière-
ment prometteuse pour aller plus loin dans la résolution de problèmes difficiles est la “singleton arc consis-
tance” (SAC) proposée par DEBRUYNE et BESSIÈRE[Debruyne & Bessière 1997]. Plus précisément, en
plus des possibilités de filtrage par SAC, nous montrons qu’il est possible de déduire des informations per-
tinentes supplémentaires, en analysant le processus de propagation. Nous proposons également différentes
façons de l’utiliser en cours de résolution, par exemple comme moyen de raffiner les heuristiques de choix
de variables.

Il reste beaucoup de travail à faire sur ce sujet. Une collaboration est actuellement en cours avec Chris-
tian BESSIÈRE(CR CNRS, LIRMM Montpellier).

3.2 Compilation des bases de connaissances et représentation com-
pacte de l’ensemble des solutions

Afin de pallier la non-calculabilité pratique («intractability») de la déduction logique en calcul propo-
sitionnel, plusieurs approches ont été proposées. Elles s’appuient sur différents principes, en particulier :

– restriction (du langage utilisé, e.g. les clauses de Horn,ou de la relation de déduction employée, e.g.
la résolution bornée) ;

– approximation (de la base de connaissances ou de la relation de déduction) ;

– compilation. L’idée est de construire une structure de données�� (une compilation de la base initiale�) qui se comporte comme� pour l’interrogation mais nécessite seulement un temps polynomial (en
fonction dej �� j).

En collaboration avec Yacine BOUFKHAD, Éric GRÉGOIRE, Pierre MARQUIS et Bertrand MAZURE, nous
nous sommes particulièrement intéressés à ce dernier principe. Nous avons proposé une nouvelle approche
de compilation préservant l’équivalence logique avec la base de connaissances initiale et appelée couverture
tractable (une couverture tractable est une disjonction deformules tractables). Cette nouvelle approche a
été formalisée dans un cadre général. Deux cas spécifiques ont été considérés :

1. les interprétations partielles sont utilisées pour « raboter » ou simplifier la base de connaissances en
un ensemble de formules traitables (simplifications traitables).

2. les interprétations partielles sont utilisées de manière à dériver un ensemble de formules Horn- re-
nommables (hyper-impliquants).

Dans le second cas, nous avons prouvé que la taille de la couverture est strictement inférieure à celle
d’une couverture par impliquants premiers. Il faut noter qu’en pratique les formules tractables ne sont
pas représentées, seules les interprétations partielles (obtenues par la procédure de Davis et Putnam) nous
permettant de les obtenir sont réellement sauvegardées. Des résultats expérimentaux ont montré l’efficacité
d’une telle approche par rapport à l’interrogation directede la base de connaissances. Un gain exponentiel
en temps et en espace est obtenu par rapport à l’approche par impliquants premiers [Castell & Cayrol 1996,
Schrag 1996]. Ce travail a été publié dans[Boufkhad et al. 1997].

Dans les approches présentées ci-dessus, le raisonnement modulo une théorie [Marquis 1995] a été uti-
lisé lors de la construction de la base compilée dans l’objectif de réduire la taille de cette dernière. C’est
cette notion, qui a rendu possible le gain en temps et en espace par rapport aux approches par impliquants
premiers. Pour de nombreux problèmes et en particulier les problèmes sous-contraints, la taille de la com-
pilation peut être prohibitive et donc difficile à construire et à représenter. Trouver une représentation plus
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compacte de la formule compilée présente par conséquent un intérêt pratique indéniable pour de nombreuses
applications.

Dans un cadre restreint aux formules contenant des symétries, je me suis intéressé au problème du calcul
d’une représentation plus compacte de l’ensemble des solutions. En effet, pour ces formules, l’ensemble des
solutions peut être partitionné en classes d’équivalence.L’utilisation de ces symétries permet de représenter
l’ensemble des solutions par un sous-ensemble de solutionscaractéristiques (solutions non symétriques).
Une étude détaillée a été publiée dans[Saïs 1994a, Saïs 1994c].

3.3 Des techniques efficaces pour SAT au secours de la révision de
croyances

De nombreuses approches de la révision de croyances ont été proposées cette dernière décennie. La plu-
part d’entre elles ont été étudiées principalement au niveau dit de la connaissance [Newell 1982]. En dépit
de quelques exceptions notables (e.g. [Papini 1991, Nebel 1992, Liberatore & Schaerf 1996]), elles n’ont
pas été implantées, pour des raisons évidentes de complexité dans le pire des cas. Cependant, de récents
progrès dans la résolution pratique du problème SAT ouvrentdes perspectives de calculs effectifs pour les
approches syntaxiques de la révision de croyances (voir e.g. [del Val 1994, Makinson & Gärdenfors 1991,
Moinard 1994, Zhanget al.1997]). En collaboration avec Éric GRÉGOIRE, Pierre MARQUIS et Brigitte
BESSANT, nous avons proposé une nouvelle approche de la révision syntaxique des croyances dans un
cadre non monotone. Motivée par des considérations pratiques cette approche est basée sur une approxima-
tion de la réunion des sous-ensemble minimaux inconsistants obtenus grâce à l’application des techniques
complètes à base de recherche locale. Cette approche comporte un processus de résolution d’inconsistance
en deux étapes. En premier lieu, une utilisation disciplinée d’ingrédients non monotones (des propositions
d’anormalité qui permettent de représenter des règles de défaut et des exceptions) est offerte à l’ingénieur
de la connaissance pour éviter de nombreuses inconsistances qui apparaîtraient si une représentation et une
interprétation logique standard des croyances étaient réalisées. Les inconsistances restantes sont supposées
imprévisibles et révisées par affaiblissement de formulesapparaissant dans toute sous-base minimalement
inconsistante, comme si elles représentaient des cas exceptionnels qui en fait n’ont pas lieu. Ce dernier
point nous a conduit a utiliser les mêmes ingrédients que dans la première étape, pour affaiblir et rétablir
la consistance. L’affaiblissement d’une formule est obtenue par ajout disjonctif de nouvelles propositions ;
ceci offre des perspectives intéressantes en ce qui concerne les révisions itérées.

Alors que le calcul de bases de connaissances révisées demeure intraitable dans le pire des cas, notre ap-
proche bénéficie d’une technique heuristique efficace de recherche locale qui est souvent viable en pratique.
Dans le même état d’esprit, des techniques de recherche locale spécifiquement adaptées pour MAX-SAT
sont étudiées pour implanter une politique de révision alternative qui minimise le nombre de formules à
affaiblir afin de rétablir la consistance[Bessantet al. 2000, Bessantet al. 1998].

3.4 Une méthode complète pour des bases de connaissances proposi-
tionnelles non monotones

Nous avons proposé une nouvelle approche pour calculer de façon effective des inférences au sein d’une
logique propositionnelle non monotone simple, fondée sur un concept de modèles préférés. L’approche que
nous proposons est originale à deux égards au moins. Premièrement, elle se base sur des techniques de re-
cherche locale tout en préservant la complétude logique. Ensecond lieu, elle est efficace d’un point de vue
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expérimental pour une classe importante de grandes bases deconnaissances non monotones. Plus précisé-
ment, nous étendons à un cadre non monotone des résultats heuristiques récents liés à la résolution pratique
du problème de satisfiabilité d’un ensemble de clauses (SAT). De fait, la procédure de preuve employée se
base sur l’utilisation d’une méthode de recherche locale pour SAT et sur une heuristique efficace lorsque
cette recherche locale n’a pu exhiber un modèle. Nous l’employons au sein d’un formalisme de représen-
tation permettant des règles de raisonnement par défaut avec priorités exprimées à l’aide de propositions
d’anormalités à la McCarthy. Un domaine d’applications typique concerne les formes de raisonnement
révisable qui peuvent être tenues au sujet d’un modèle « profond » d’un système ou d’un appareillage
complexe, où les propositions d’anormalité sont utiliséespour représenter les défaillances possibles de
composants et où un nombre limité de pannes peuvent survenirsimultanément[Grégoire et al. 1998].

3.5 Coopération consistante et non-monotonie

Notre expérience dans le cadre de la détection et de la localisation des inconsistances nous a conduits
à envisager l’extension et l’application de ces techniquespour résoudre les problèmes liés à la fusion et
à l’interaction des bases de connaissances dans un cadre de travail coopératif. En effet, le problème de
maintien de la consistance lorsque l’on fait interagir différentes sources d’informations est fondamental
dans de nombreuses applications : bases de données distribuées, systèmes multi-agents, travail coopératif,
etc. Dans ce cadre, nous avons montré que les techniques que nous avons développées dans le cadre du
problème SAT peuvent être utilisées pour localiser les inconsistances qui peuvent apparaître lors de la
fusion de bases de connaissance. Cette étude a été réalisé dans le cadre du projet inscrit au sein du contrat
de plan État Région « Ganymede : Travail coopératif et communications avancés ». Une partie de cette étude
est publiée dans le journal « Int. Journal of Cooperative Information Systems »[Mazure et al. 1997b].

3.6 Premier ordre fini

Les remarquables progrès obtenus dans la résolution du problème SAT conduisent naturellement à l’ex-
tension et l’application de ces techniques dans le cadre de la logique du premier ordre. Une approche
naïve consiste à appliquer les algorithmes de SAT sur une instanciation complète de la formule du premier
ordre. Cette méthode peut provoquer une explosion combinatoire. En effet, le nombre d’instanciations pos-
sibles peut être extrêmement large et même infini. Dans ce cadre, on peut citer par exemple la méthode
« ModGen» développée par S. KIM et H. ZHANG [Kim & Zhang 1994] pour résoudre des formules du
premier ordre fini. Cette technique se compose de deux modules, le premier effectue une transformation
de la formule du premier ordre en formule propositionnelle sous forme CNF ; le second module utilisant
les techniques de SAT pour trouver un modèle de la formule. Dans le cadre du premier ordre fini restreint
aux interprétations de Herbrand, nous nous sommes intéressés au problème suivant : soitBC une base de
connaissances consistante etf une formule, prouver la consistance deBC [ f . Nous avons proposé une
technique efficace qui effectue une instanciation partielle et incrémentale de la base à partir des prédicats
def . Cela permet d’éviter dans de nombreuses situations d’instancier complètement la base. En d’autres
termes l’approche que nous avons proposée se limite à l’instanciation d’un sous-ensemble deBC en rela-
tion avecf (partageant des prédicats). La résolution se fait également de manière incrémentale au fur et à
mesure du processus d’instanciation. Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec Éric GRÉGOIREet
Laure BRISOUX [Brisoux et al. 1998, Brisouxet al. 2000].
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Dans ce chapitre je présente mes perspectives de recherche àcourt et à moyen terme. Les pistes et
les détails techniques donnés dans certains cas montrent l’état de maturité et le caractère à court terme de
certaines de ces perspectives.

4.1 Problème SAT

Comme dans tout domaine de recherche, les résultats obtenusmontrent à la fois les progrès mais égale-
ment les limites des approches utilisées. Il est plus facilede continuer à améliorer et à étendre les approches
traditionnellement utilisées que de trouver de nouvelles pistes originales qui permettront éventuellement
d’aller plus loin et de répondre aux limites des approches traditionnelles.

Sans prétendre à la paternité exclusive de ces pistes, je présente mes perspectives de recherche sur SAT
en deux axes :

– l’extension des approches traditionnelles ;

– l’étude d’autres approches.

34
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4.1.1 Approches traditionnelles

4.1.1.1 Aspects algorithmiques

Parmi les algorithmes de recherche systématiques à la Daviset Putnam, on peut grossièrement distinguer
deux catégories d’algorithmes :

– les algorithmes prospectifs : ils obtiennent leurs meilleures performances sur les problèmes aléatoires
difficiles au seuil (e.g. CSAT, POSIT, Sato, Satz, CSAT, Tableau, etc.).

– les algorithmes de type rétrospectif : il faut plutôt les utiliser pour résoudre des problèmes réels ou
structurés (e.g. Relsat, Grasp, etc.).

Raisonner : Pour résoudre des problèmes réels et des applications, il meparaît primordial de s’orienter
vers le développement de méthodes intégrant des formes de raisonnement (e.g. utilisation de lemmes, de
règles de déduction). L’analyse des échecs est une forme de raisonnement. En effet, à l’opposé des pro-
blèmes aléatoires, les instances codant des applications réelles présentent des structures particulières sur
lesquelles il faut raisonner. En d’autres termes, éviter dans ces cas là d’utiliser des algorithmes dits de
« force brute ». Je pense qu’à l’avenir on trouvera plus d’algorithmes appartenant à la seconde catégorie ou
encore des techniques intégrant avantageusement les deux principes.

Spécialiser : On sait que chaque algorithme admet ses formules privilégiées, et ses formules difficiles. Il
semble impossible de mettre au point un algorithme qui obtiendrait les meilleures performances sur tous
les problèmes. Il me paraît plus raisonnable d’essayer de développer un algorithme qui résout efficacement
une classe de formules. Une technique qui résout efficacement les problèmes de circuits par exemple, mais
qui peut présenter un comportement catastrophique sur d’autres types de formules peut rester pour moi
un bon algorithme. Les compétitions organisées dans le cadre SAT (DIMACS et Beijin) ont largement
contribué aux développement des recherches. En plus du comportement général d’un algorithme, il me
paraît nécessaire de prendre en considération le comportement spécifique d’un algorithme (e.g. quelle est
la meilleure méthode disponible pour résoudre des problèmes de planification?).

Après la découverte du phénomène de seuil, Olivier DUBOIS proposait l’idée de spécialiser les al-
gorithmes soit dans la recherche d’une solution, soit dans la recherche d’une contradiction. En effet, un
algorithme peut avoir des comportements très différents selon que l’on suppose qu’il existe ou non une
solution. Cette idée intéressante ne me paraît que très partiellement explorée et nécessite de l’être systéma-
tiquement. Le challenge 1. proposé dans [Selmanet al.1997] concerne la résolution d’instances aléatoires
insatisfiables de 700 variables au seuil par une méthode complète. Cette question est très difficile (voir
“autres approches”). En revanche, résoudre des problèmes satisfiables de 700 variables au seuil par des
techniques complètes (spécialisées dans la recherche de solutions) me paraît dans une certaine mesure plus
facile (SAT est NP-complet et UNSAT est Co-NP-Complet). Elle présente plusieurs intérêts : elle permet-
tra de se rapprocher plus des performances de la recherche locale et d’avoir indirectement des intuitions
plus précises sur l’efficacité remarquable de la recherche locale sur de telles instances, etc. De plus, cette
question est loin d’être évidente. Des travaux sont actuellement en cours dans cette direction.

Combiner : La mise au point de méthodes hybrides (en combinant différents algorithmes) est un thème
de recherche actuel en optimisation combinatoire et en programmation logique par contraintes.

Nous avons montré dans le cadre de nos travaux précédents qu’il est possible de combiner avantageuse-
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ment différentes approches (recherche locale et recherchesystématique). Dans ce cadre, nous envisageons
de continuer à explorer cette voie qui s’est déjà révélée viable. En particulier, proposer d’autres schémas
de combinaison ou encore exploiter d’autre types d’informations. Par exemple, dans de nombreuses situa-
tions la recherche locale peut trouver une interprétation qui satisfait toute les clauses sauf une (« Critical
Truth Assignment » ; notion caractérisant de nombreux problèmes difficiles). Cette clause particulière non
satisfaite est à prendre en compte dans l’algorithme d’énumération. Le choix des algorithmes à combiner
est aussi une question importante. Nous signalons que combiner efficacement les techniques de recherche
locale et systématique correspond au challenge 7 proposé par SELMAN et al. [Selmanet al.1997].

La résolution a été pendant longtemps écartée pour des raisons de complexité spatiale (et donc tempo-
relle). Les travaux récents de Laurent Simon et Philippe Chatalic [Chatalic & Simon 2000] et de Dechter
[Dechter & Rish 1994] sur la procédure originale de Davis et Putnam (1960), montrent clairement qu’on
a tout intérêt à revisiter ce type d’approches. On peut également noter que de nombreuses améliorations
ont été obtenues grâce à l’utilisation de différentes formes limitées de résolution dans la procédure DPL
(cf. section 2). Dans ce cadre, il me semble intéressant d’essayer de combiner plus fortement la résolu-
tion et l’énumération (DPL). Par exemple, on peut tenter de bénéficier des résultats obtenus en logique du
premier ordre sur les stratégies de résolution (e.g résolution linéaire, SL-Résolution, etc.).

Pour réaliser une telle intégration, plusieurs questions se posent :

1. Quelle forme de résolution utiliser? (e.g. résolution bornée, saturation sur les clauses binaires, réso-
lution linéaire, etc.).

2. Quelles informations peut-on déduire ? ( e.g. taille des résolvantes, leurs caractéristiques, etc.) et
surtout quelles sont les plus intéressantes? (e.g. binaires, tautologiques1, etc.).

3. Quand et comment l’utiliser? (e.g. de manière incrémentale, sur les clauses impliquant la variable de
branchement, en limitant le nombre de résolvantes).

En outre, en collaboration avec Laure BRISOUX et Éric GRÉGOIRE, une étude préliminaire a été réalisée
autour de l’hybridation de différentes techniques de recherche locale [Brisoux-Devendeville 1999]. Des
résultats encourageant ont été obtenus grâce à une intégration de deux techniques de recherche locale aux
comportements complémentaires (WSAT [Selman & Kautz 1993]et « Break-Out method» de MORISS

[Morris 1993]).

Enfin, les résultats récents obtenus par GOMES et al. [Gomes & Selman 1997, Gomeset al.1998] con-
firment l’importance de ce thème. Ces travaux ont été motivéspar une observation simple liée au com-
portement des différentes techniques de résolution. En effet, sur de nombreux problèmes réels (e.g. pla-
nification, ordonnancement), les différentes méthodes de recherche présentent des variations importantes
en terme de performances. Autrement dit, des différences significatives en temps d’exécution peuvent être
constatées selon que l’on utilise différentes heuristiques sur le même problème, la même heuristique sur
différents problèmes, ou encore différentes exécutions d’une même technique de recherche locale. Pour
minimiser ce phénomène et améliorer la résolution de ce typede problèmes, ils proposent deux approches,
la première est basée sur une intégration efficace de différents algorithmes (appelée «Algorithm Portfolio
Design») [Gomes & Selman 1997], la seconde est basée sur une exécution répétée d’un algorithme de re-
cherche systématique, chaque exécution étant bornée par unnombre fixé de retour-arrière (appelé “cutoff”)
[Gomeset al.1998]. Pour cette dernière approche, une perspective intéressante consiste à étudier les possi-
bilités d’intégration de l’apprentissage des échecs (cf. section 2.4.2.2) pour améliorer les différentes étapes
de résolution (les exécutions répétées).

Implémenter efficacement : La résolution de problèmes par ordinateur nécessite non seulement la mise
au point d’un algorithme mais également le choix de structures de données permettant de coder efficacement

1. Une résolvante tautologique entre deux clauses binairestraduit une équivalence ou un ou-exclusif entre les deux variables.
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les données. Une structure de données est efficace si elle permet de réduire (au moins en pratique) le coût
des traitements effectués sur une telle structure. Sans minimiser la portée des heuristiques et des traitement
additionnels, le choix d’une bonne structure de données constitue un point important dans la réalisation
d’une implémentation efficace.

En outre, il suffit de parcourir les sources des meilleurs implémentations actuelles pour s’apercevoir des
nombreuses astuces (certaines sont très discutables) utilisées2 :

– réduire au maximum le coût des mises à jour en utilisant des structures de données supplémentaires
(la complexité en espace étant un paramètre souvent négligé),

– retarder les modifications jusqu’au dernier moment,

– utiliser la programmation par effet de bord et les registres pour les variables locales les plus utilisées,

– privilégier la non-lisibilité du programme en utilisant des instructions les plus proches de la machine
(e.g. opérations sur les bits),

– minimiser les allocations mémoires (utilisation de tableaux statiques),

– etc.

Toutes les implémentations que nous avons réalisées jusqu’à présent ne sont aucunement optimisées
et n’utilisent pas ces différentes astuces de programmation. Dans ce contexte, la comparaison des mé-
thodes devient malheureusement problématique sachant quele chronomètre est considéré comme l’arbitre
suprême. De plus l’implémentation des différents algorithmes dans une même plate-forme est très diffi-
cile voire impossible à réaliser. Ce qui nous a conduits avecBertrand MAZURE à développer une première
version de DPL utilisant des structures de données efficaceset différentes astuces que nous avons jugées
intéressantes. Nous avons développé une heuristique nouvelle générique et une étape de pré-traitement par
résolution bornée très efficace. La prochaine étape consiste à intégrer les différents travaux précédemment
réalisés ou en cours de réalisations.

4.1.1.2 Fonctions booléennes générales et propriétés structurelles

Pour se rendre compte des limites de la forme CNF, il suffit de regarder la structure des formules
codant les problèmes réels. Je citerai par exemple les instances de circuits proposées par Joao SILVA

[Silva & e Silva 1999, Silva & Sakallah 2000], les instances de model checking de A. BIERE

[Biereet al.1999], les problèmes de cryptographie de Massacci [Massacci 1999] (ces instances peuvent
être téléchargées sur le site de SATLIB3). Le comportement des algorithmes développés sur SAT est as-
sez décevant (en particulier la première classe d’algorithmes : les approches prospectives). Ce comporte-
ment s’explique en partie par la non prise en compte de la structure particulière de ces problèmes. En
effet, de nombreuses clauses ne sont que l’expression d’uneformule booléenne générale de la formey =f(x1; x2; : : : ; xn). Cette constatation simple conduit à reconsidérer le formalisme étendu (cf. section 2.3.2)
pour résoudre ce type de problèmes, en ne considérant que descontraintes de la formey = f(x1; : : : ; xn),
où f est un connecteur logique (^, _, , ) et éventuellement des formules de cardinalité simple. Le but
est d’essayer de mettre en œuvre des méthodes capables d’exploiter une telle structure. Il ne s’agit pas ici
d’étendre les algorithmes classiques, mais de trouver des algorithmes plus adaptés et des techniques de
simplification spécifiques.

2. Dans la description de Satz, ANBULAGAN affirme que l’utilisation des types « char » et « unsigned char» permet d’accélérer
Satz de 25% [Anbulagan 1998] !

3. http://www.informatik.tu-darmstadt.de/AI/SATLIB
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4.1.1.3 Codage

Améliorer la phase de codage de problèmes réels est une étapeindispensable à la résolution efficace du
problème proprement dit (voir par exemple, le challenge 8 proposé par Selman [Selmanet al.1997] et le
thème 1 du GT 1.2 proposé par Daniel LEBERREet Michel CAYROL [Leberre & Cayrol 1999]). Souvent,
la manière de modéliser un problème (e.g. déterminer quels objets représenter et quels types de relations
entres les objets) influe considérablement sur la difficultéde résolution du problème. Dans le cadre des
applications il est important de considérer à la fois les améliorations au niveau algorithmique et du codage.
Un bon codage est un codage qui favorise une résolution efficace. On sait par exemple que la notion de
clauses redondantes a une influence sur l’efficacité des algorithmes de résolution (recherche locale et DPL).
De nombreux nombres de Ramsey restent actuellement inconnus, on connaît pour certains des majorants
et/ou minorants. Résoudre ce type d’instances nécessite enpremier lieu de trouver un codage efficace. La
notion de symétries fortes introduite dans ma thèse peut contribuer à atteindre un tel objectif.

4.1.2 Autres approches

4.1.2.1 Résolution étendue

Le principe d’extension a été introduit par TSEITIN [Tseitin 1968] : soientF une formule booléenne,�, � et  des variables booléennes, où� et  sont de variables deF et � une variable (supplémentaire)
n’apparaissant pas dansF , alorsF est satisfiable si et seulement siF ^ f� , (� _ g) est satisfiable4.
Par l’ajout d’une variable supplémentaire pour représenter une formule intermédiaire, on obtient une for-
mule équivalente pour SAT. Cette opération d’ajout est appelée règle d’extension. La résolution étendue
est obtenue en augmentant la résolution par la règle d’extension. Des preuves courtes ont été obtenues
pour de nombreux problèmes difficiles pour la résolution : problème des pigeons [Cook 1976], formules
de Tseitin [Tseitin 1968], problèmes de Ramsey (à deux couleurs) [Krishnamurthy 1985], etc. Ces preuves
ont été obtenues grâce à une introduction appropriée de variables supplémentaires représentant des sous-
formules. En utilisant ces variables intermédiaires, on évite de construire des résolvantes longues. Ce prin-
cipe revient à introduire des lemmes pour raccourcir les preuves. Pour exploiter et implémenter une telle
méthode, il est nécessaire de répondre à deux questions : « comment introduire de telles variables? » et
« quelle fonction intermédiaire représenter ? ». Ce qui n’est pas du tout évident. En effet, la puissance
d’une telle méthode n’est plus à démontrer, mais sa mise en œuvre pratique reste une question difficile.
Il suffit de voir le nombre d’auteurs (liste non exhaustive) ayant proposé cette perspective de recherche
[Saïs 1993, Castell 1997, Selman 1995, Edwards 1996, Mazure1999]. Une piste intéressante est d’exploiter
les liens entre l’extension et des notions plus exploitables : la notion de clause bloquée5[Kullmann 1999b]
et les NPS6 [Dubois & Boufkhad 1997].

4.1.2.2 De la structure dans les instances aléatoires?

Les instances aléatoiresk � SAT ne présentent apparemment aucune forme de structure. Une conjec-
ture forte : les instances aléatoires insatisfiables contiennent un noyau minimalement inconsistant conte-
nant des régularités (e.g. symétries). On sait par exemple,que pour un nombre de clauses fixé, plus le
nombre de variables augmente plus le seuil tend vers une fonction 0-1. En d’autres termes, le nombre

4. Plus généralement on peut ajouter àF l’ensemble de clauses codant une fonction booléenne plus générale � =f(x1; x2; : : : ; xk) avec� =2 var(F) et8x 2 fx1; x2; : : : ; xkg; x 2 var(F). L’ensemble de clauses ajoutées est appelé extension.
5. Une clauseC deF est dite bloquée si9l 2 C, 8C0 2 F , tel que:l 2 C0 , Resl(C;C0) est tautologique.
6. Une solutions deF est dite NPS ssi l’interprétations0 obtenue en inversant n’importe quelle variable interprétée à faux

contreditF .
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de clauses redondantes diminue (pour une étude sur les clauses redondantes [Boufkhad & Roussel 2000,
Mazureet al.1998]). Je crois également que lors de la résolution de ce type de problèmes, il n’est pas exclu
que les mêmes sous-problèmes à un renommage de variables près soient rencontrés. Ce qui me conduit à
proposer ci-dessous une généralisation du théorème de partition du modèle via la symétrie : soientFi etFj deux ensembles de clauses et� une application (bijective) de l’ensemble des variables deFi dans l’en-
semble des variables deFj , tel que�(Fi) � Fj , alors siFi est insatisfiable alorsFj est insatisfiable. Le
problème est que trouver un tel� est équivalent au problème d’isomorphisme de sous-graphes(un problème
NP-Complet).

4.1.2.3 Résolution de SAT par comptage

Une autre technique qu’il est important de revisiter me paraît être la méthode basée sur le comptage des
interprétations (non solutions) proposée par IWAMA [Iwama 1987, Iwama 1989]. Cette méthode, appelée
aussi algorithme des ensembles indépendants, calcule le nombre d’interprétations supprimées et qui permet
de décider de la satisfiabilité de la formule. Il a été montré d’une part que cet algorithme admet un compor-
tement complémentaire aux autres techniques à base d’énumération, et d’autre part que sa complexité en
moyenne sur les instances du modèle de probabilité fixé est polynômiale.

4.1.2.4 Formule CNF et représentation en terme de graphes

Il s’agit ici de voir les différentes représentations d’uneformule CNF en terme de graphe (e.g. les som-
mets représentent les clauses et les arêtes représentent par exemple l’existence de résolvantes entre deux
clauses, etc.) et d’exploiter ensuite une telle structure.Une voie possible consiste à étudier les possibili-
tés d’adaptation de certains résultats de CSP, traitant de la décomposition de CSP (regroupement en arbres
[Dechter & Pearl 1989], ensemble coupe-cycle [Dechter 1990], regroupement cyclique [Jégou 1990]), etc.).
Plus généralement la notion de décomposition est liée à la difficulté du problème. En effet, les problèmes
difficile tendent à être connexes (e.g. les instances aléatoires, les problèmes structurés), donc difficilement
décomposables. Ce qui n’est à mon avis pas le cas des problèmes réels. Cette perspective admet des liens
avec l’étude que nous avons commencée sur la généralisationdu théorème de partition du modèle (cf. sec-
tion 2.4.2.1).

4.2 Autour de SAT

4.2.1 Problèmes de satisfaction de contraintes

Dans ce cadre, nous envisageons de poursuivre notre travaildans plusieurs directions détaillées ci-
dessous.

4.2.1.1 Filtrages et algorithmes de résolution

Il s’agit dans un premier temps de valider expérimentalement les deux approches proposées (cf. section
3.1). Un algorithme de type MAC est actuellement implémenté. La première approche utilisant une forme
partielle de filtrage par consistance de chemin est également intégrée. Il reste à analyser son comportement
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sur différentes classes de CSP, et plus particulièrement sur les CSP structurés. Pour ce qui est de la seconde
approche (« Singleton arc consistance »), une étude est actuellement conduite en collaboration avec Assef
CHMEISS et Christian BESSIÈRE.

4.2.1.2 Heuristiques

Nous pensons que des améliorations significatives peuvent encore être obtenues en utilisant des raffi-
nements plus puissants des heuristiques classiques. En effet, sur de nombreux problèmes, les heuristiques
traditionnelles ne permettent pas de discriminer suffisamment entre les différentes variables. Ce qui est
le cas de l’heuristique de choix de la variable ayant le domaine de taille minimum («min dom»), et à
moindre échelle l’heuristique minimisant le rapport taille du domaine sur le degré de la variable («min
(dom/deg)» ). La prise en compte du degré de la variable dans la fonctionde sélection a permis une amé-
lioration significative. Il s’agit d’aller plus loin en prenant en compte le voisinage immédiat de la variable.
Les caractéristiques du voisinage peuvent être soit intégrées dans l’heuristique de départ, soit utilisées pour
départager les variables («tie-breaker»). L’idée de tenir compte du voisinage vient du fait que l’affectation
d’une valeur à une variable a une incidence immédiate sur lesvariables voisines. Pour montrer l’intérêt de
ce travail, nous avons commencé par établir un générateur deCSP réguliers (toutes les variables ont non
seulement la même taille du domaine, mais également le même degré). Ce modèle permet de générer des
instances beaucoup plus difficiles que celles obtenues par le modèle standard. Ceci s’explique par le fait
que les meilleures heuristiques basées sur des paramètres syntaxiques comme la taille des domaines et le
degré de la variable ne font aucune différence entre les variables. Au premier niveau de l’arbre, la taille
du « tie-breaker» est égale au nombre de variables. Cette remarque suggère d’aller vers des fonctions de
sélection prenant en compte la sémantique des contraintes.

J’ai essayé récemment de résoudre un CSP aléatoire généré auseuil en utilisant les différentes tech-
niques de SAT sur le codage CNF de l’instance CSP. Le comportement des meilleurs algorithmes (Satz,
CSAT, etc.) a été catastrophique, alors que l’algorithme MAC avec une heuristique «min dom/deg» a
résolu le problème en moins d’une seconde. Ce comportement s’explique par le fait que MAC exploite la
structure du graphe de contraintes, ce qui n’est pas le cas des algorithmes de SAT. Ce qui nous a conduits à
étudier les pontages entre les heuristiques de SAT et cellesdes CSP. Des résultats très intéressants ont déjà
été obtenus. L’équivalent de «min dom/deg» permet de généraliser l’heuristique «Moms» utilisée dans
le cadre SAT. Il reste à étudier le comportement d’une telle heuristique. On peut déjà affirmer que cette
nouvelle heuristique « retrouve » d’une certaine manière lastructure du graphe.

4.2.1.3 Extension de la substituabilité de voisinage

La relation desubstituabilité du voisinage(VS) sur les valeurs d’une variable a été définie dans
[Bellichaet al.1994] : pour deux valeursa etb du domaine de la variablexi, on dit quea est voisinage sub-
stituable parb si et seulement si l’ensemble des valeurs compatibles aveca est inclus dans l’ensemble des
valeurs compatibles avecb. La valeura peut être supprimée du domaine dexi tout en obtenant un CSP équi-
valent pour la satisfiabilité. Ce qui permet de définir des techniques de filtrage par VS [Bellichaet al.1994].
L’extension de VS (EVS) que j’ai obtenue est la suivante :a et b sont dits EVS ssi l’ensemble des valeurs
compatibles aveca admet une intersection non vide avec l’ensemble des valeurscompatibles avecb sur
chacune des variablesyj voisines de la variablexi. Cette notion ne permet pas de supprimer la valeura
comme pour VS, mais elle peut être utilisée dans le cadre des algorithmes de recherche pour couper des
branches de l’arbre. En effet, on peut considérer un seul tuple parmi ceux du produit cartésien des sous-
domaines (valeurs appartenant à l’intersection) des variables voisines. Une utilisation dynamique de cette
notion, permettra de couper des branches de l’arbre de recherche et d’éviter par conséquent une explora-
tion redondante de l’espace de recherche. Il reste d’une part à valider expérimentalement cette approche et
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d’autre part de voir si cette extension est équivalente ou non à la notion de NPS («Negative Prime Solu-
tion ») proposée par Yacine BOUFKHAD [Boufkhad 1996] dans le cadre SAT. Ce dernier point mérite des
investigations supplémentaires. Indépendamment, une étude sur l’extension des NPS au cadre CSP a été
entamée par Yacine BOUFKHAD et Assef CHMEISS .

4.2.1.4 Compilation et représentation d’ensembles de solutions

Trouver toutes les solutions d’un CSP est une des questions que l’on peut se poser dans le cadre
CSP, et qui admet une utilité dans de nombreuses situations :CSP dynamiques, résolution interactive de
CSP, problèmes de configurations, problème de conception interactive, etc. (projet CSPFlex du PRC-IA
[CSPFlex 1995]). En plus du problème de calcul d’un tel ensemble de solutions (qui peut être de taille
exponentiel dans le pire cas), de nombreux auteurs ont proposé différents modes de représentation uti-
lisant par exemple les automates [Vempaty 1992, Amilhastre1999], les diagrammes de décision binaires
[Bouquet & Jégou 1997], etc. Un sous-groupe de travail autour de ce thème a été proposé par J. ALMI -
HASTRE, P. JANSSENet M.C. VILAREM dans le cadre du GT 1.2 du GdR I3.

Dans ce cadre, nous pensons utiliser l’algorithme M(AC+) [Chmeiss & Saïs 2000] (cf. section 3.1) pour
calculer une représentation compacte de l’ensemble de solutions. En effet, chaque solution partielle trouvée
par M(AC+) représente un sous-ensemble de solutions. De plus, le CSP simplifié par une telle solution est
un CSP traitable. Une perspective consiste à étudier les extensions possibles des approches de compilation
très largement développées dans le cadre propositionnel aux CSP. Par exemple, les approches développées
dans [Boufkhadet al.1997] (cf. section 3.2) peuvent être naturellement étendues au cadre CSP.

4.2.1.5 CSP n-aire

Dans le cas des CSP binaires, de nombreux travaux ont été réalisés autour des filtrages (e.g. consistance
d’arc, consistance chemin, singleton arc consistance, etc), des classes traitables, etc. Pour obtenir des al-
gorithmes efficaces dans le cas n-aire [Bessière 1999], une perspective intéressante consiste à étudier ces
questions dans le cas n-aires. On peut noter d’ailleurs une nette orientation vers l’étude des CSP n-aires.
Comme pour la forme CNF, cette tendance a été motivée par la résolution des problèmes réels dont les
contraintes portent généralement sur plus de deux variables.

4.2.2 Procédures de preuve pour les logiques non standard

Les problèmes émanants de logiques non standard sont encoreplus difficiles: leur complexité se situe
généralement au deuxième niveau de la hiérarchie polynômiale. Cependant, comme pour le problème SAT
les applications réelles sont loins de présenter le cas le plus défavorable. Dans la mise en œuvre de méthodes
de preuves pour les logiques non standard, il est important de partir d’applications réelles, et de tenir compte
des caractéristiques propres de telles applications, quitte à utiliser des techniques heuristiques. L’étude que
nous avons réalisée dans ce cadre est un premier pas dans cette direction. Comme je l’avais signalé, c’est
grâce à Eric GRÉGOIRE et à Pierre MARQUIS que j’ai fait mes premiers pas dans cette problématique.
Il s’agit dans un premier temps d’essayer de progresser dansla compréhension des différentes approches
développées dans ce domaine, et d’étudier ensuite les possibilités de mise en œuvre de telles procédures de
preuve.
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4.3 Applications

J’ai très largement utilisé les termes “applications” et “problèmes réels” dans le cadre de cette synthèse.
Outre l’intérêt d’utiliser les instances issues d’applications réelles comme base de tests pour l’évaluation
pratique des techniques de résolution mise en œuvre, il me paraît important de considérer les applications
depuis la phase de modélisation jusqu’à la résolution en passant par l’étape de codage. En plus du lien étroit
entre ces différentes phases, cette approche permet souvent d’exhiber de nouvelles directions de recherche.
En effet, les applications permettent de montrer non seulement les limites des méthodes de résolution, mais
également les difficultés de représentation.

De plus, de nombreuses applications (e.g. planification, ordonnancement) peuvent être résolues en uti-
lisant différentes techniques issues de différents domaines (e.g. recherche opérationnelle, intelligence ar-
tificielle). Il est important de continuer dans ce cadre à étudier les liens entre ces différentes approches et
les possibilités d’intégration des techniques issues de l’IA et de la RO. Les résultats obtenus ces dernières
années sur ce sujet montrent l’importance de continuer ce type de rapprochement.

Les arguments développés ci-dessus montrent l’importanced’une telle perspective ; je reste cependant
conscient des difficultés et du travail nécessaire pour faire un pas significatif dans cette direction. Néan-
moins, j’envisage une telle démarche pour mes travaux futurs.
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5.1 Notice individuelle

Lakhdar SAÏS

Né le 17 octobre 1966 à Ighil-Boukiassa (Algérie)
Nationalité algérienne, marié, 2 enfants.

Fonction actuelle: Maître de conférences (section 027) depuis le 01/09/1994
- titulaire d’une prime d’encadrement doctorale depuis 01/10/1999
- 1er échelon de la 1ère classe depuis 01/09/1998
- 2ème échelon de la 2ème classe depuis 01/10/1994

Adresse professionnelle:
Centre de Recherche en Informatique de Lens
IUT de LENS, Université d’Artois
Rue de l’Université, SP-16
62307 Lens Cedex 07

Tél.: (+33) 3 21 79 32 76 78 Fax: (+33) 3 21 79 32 72 Mél. : sais@cril.univ-artois.fr

5.2 Diplômes1990� 1993 Doctorat d’Université (Spécialité informatique)
Université de Provence, Aix-Marseille I,
Laboratoire d’Informatique de l’Université de Provence,
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Titre : Étude des symétries et de la cardinalité en calcul propositionnel :
Application aux algorithmes sémantiques

Directeur de thèse: Pierre SIEGEL

Soutenu le 5 février 1993; mention très honorable et félicitations du jury1989� 1990 Diplôme d’Étude Approfondie d’Informatique et Mathématique
(option Intelligence Artificielle)
Groupe Intelligence Artificielle
Université Aix-Marseille II (Luminy)
Mémoire: Étude des symétries en calcul propositionnel
Responsable: Professeur Pierre SIEGEL

Mention: Bien1983� 1984 Tronc commun sciences exactes1984� 1988 Diplôme d’ingénieur d’état en informatique
Institut National d’Enseignement Supérieur en Informatique
Université de Tizi-Ouzou, Algérie
Mémoire: Etude des problèmes de programmation linéaire à grand nombre de paramètres
Responsable: Professeur Mohand Said AIDENE

Mention: Très Bien1982� 1983 Baccalauréat scientifique (spécialité Mathématique)
Lycée Chihani Bachir Azazga, Tizi-Ouzou
Mention: Passable

5.3 Activités professionnelles1994� : : : Maître de Conférences
IUT de Lens, Université d’Artois1992� 1994 Attaché Temporaire d’Enseignement et de Recherche
Université de Provence, Marseille1990� 1992 Vacataire en informatique
Université de Provence, Marseille1988� 1989 Chargé d’enseignement en mathématiques, classes terminales scientifique
Lycée technique d’Azazga, Tizi-ouzou, Algérie
Moniteur d’informatique à la maison de jeunes d’Azazga
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Mes travaux de recherche s’articulent autour des thèmes suivants :

– représentation des connaissances et démonstration automatique
– satisfiabilité d’une formule booléenne mise sous forme normale conjonctive (SAT)

– problèmes de satisfaction de contraintes (CSP)

– compilation des bases de connaissances

– logiques non monotones

– révision des bases de connaissances propositionnelles
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– démonstration en logique du premier ordre

– travail coopératif et fusion de connaissances

– validation des systèmes à base de connaissances

6.1 Encadrement de la recherche et animation scientifique

6.1.1 Activités d’encadrement

Thèses(co-encadrées et sous la direction du Pr. Éric Grégoire)

– Bertrand MAZURE, septembre 95 à janvier 99
Titre : De la Satisfaisabilté à la compilation de Bases de Connaissances Propositionnelles
Mention : Très Honorable
Fonction actuelle : Maître de conférences à l’Université d’Artois (Faculté des Sciences Jean Perrin)
depuis le 01/09/99

– Laure BRISOUX, septembre 96 à décembre 99
Titre : Satisfaisabilité Propositionnelle en Informatique : Aspects Algorithmiques et Extensions du
Formalisme
Mention : Très Honorable
Fonction actuelle : Maître de conférences à l’Université dePicardie Jules Verne depuis le 01/09/00

Mémoires de DEA(co-encadrés avec Éric GRÉGOIRE)

– Bertrand MAZURE, mémoire de DEA, année 94-95, « Expérimentations, analyse et amélioration des
méthodes de résolution du problème SAT »

– Laure BRISOUX, mémoire de DEA, année 95-96, « De la logique des propositions au premier ordre
fini »

6.1.2 Participation à des jurys de thèse

– ANBULAGAN , Thèse de l’Université de Technologie de Compiègne
Titre : Hypothèse de contrainte : une explication de la réussite del’heuristique UP dans la résolution
des problèmes de satisfiabilité des expressions booléennes
Date de soutenance: juin 1998

– David MARTINEZ, Thèse de l’École Nationale Supérieure de l’Aéronautique de Toulouse,
Titre : Résolution interactive de problèmes de satisfaction de contraintes
Date de soutenance: décembre 98

– Bertrand MAZURE, Thèse de l’Université d’Artois,
Titre : De la satisfaisabilté à la compilation de bases de connaissances propositionnelles
Date de soutenance: janvier 99

– Laure BRISOUX, Thèse de l’Université d’Artois,
Titre : Satisfaisabilité propositionnelle en informatique : aspects algorithmiques et extensions du For-
malisme
Date de soutenance: décembre 99
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6.1.3 Participation à des comités de programme et d’organisation

– Membre du comité de programme des « 5èmes Journées Nationales sur la résolution Pratique des
problèmes NP-Complets », JNPC’99, Lyon, 1999

– Président du comité de programme et membre du comité d’organisation des « 4ème Journées natio-
nales sur la résolution pratique des problèmes NP-Complets», JNPC’98, Ecole des Mines de Nantes,
27-29 Mai 1998.

– Président du comité de programme et membre du comité d’organisation du « Workshop on advances
in propositional deduction », ECAI’96, Budapest, 1996

– Membre du comité de programme des « 3èmes Journées Nationales sur la résolution Pratique des
problèmes NP-Complets », JNPC’97, Rennes, 1997

– Membre du comité de programme « 2ème Rencontre des Jeunes Chercheurs en IA », RJCIA’94,
Marseille, 1994

6.1.4 Participation à des projets de recherche

– Projet du PRC IA « Booléens : Algorithmes et Heuristiques pour L’Intelligence Artificielle» (BA-
HIA), Période 92-94.

– Projet du PRC IA « Classes polynomiales », Période 92-94.

– Groupe de Travail du PRC IA « aspects algorithmiques de la résolution de problèmes exprimés à
l’aide de contraintes », période 95-96.

– projets de recherche GANYMÈDE et GANYMÈDE II, Contrat de plan État/Région Nord–Pas-de-Calais
sur le thème : «Communication Avancée et Activités Coopératives ».

6.1.5 Relecture d’articles

– International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI), 1997 et 1999.

– International Conference on Constraint Programming (CP), 1997.

– European Conference on Artificial Intelligence (ECAI), 1998.

– International Symposium on Theoritical Aspects of Computer Science (STACS), 1999 et 2000.

– Congrès Reconnaissance des Formes et Intelligence Artificielle (RFIA), 1996.

– Journées Nationales sur la résolution Pratique de problèmes NP-Complets (JNPC), 1997 à 1999.

– Conference Nationale des Jeunes Chercheurs en Intelligence Artificielle (RJCIA), 1994.

– Revue d’Intelligence Artificielle (RIA), 1998.

6.2 Publications

6.2.1 Thèse

[1] Saïs L., "Etude des symétries et de la cardinalité en calcul propositionnel : applications aux algorithmes
sémantiques" , Thèse de doctorat de l’université de Provence, Marseille, 5 février 1993.
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6.2.2 Édition d’actes de conférences

[2] Saïs L. (ed.), Actes des 4ème journées nationales sur la résolution pratique des problèmes NP-Complets,
Ecole des mines de Nantes, Mai 1998.

6.2.3 Ouvrages et chapitres d’ouvrages

[3] Bessant B., Grégoire E., Marquis P., Saïs L., “Iterated Syntax-Based Revision in a Nonmonotonic Set-
ting” , in: M.-A. Williams and H. Rott (eds.), Frontiers in Belief Revision, Kluwer Academic Publishers,
2000 (sous presse).

[4] Grégoire É., Saïs L., “Practical Inconsistency Management for Critical-Tasks Decision Support Sys-
tems”, in: D. Ruan (ed), Fuzzy Logic and Intelligent Technologies for Nuclear Science and Industry, World
Scientific, Singapour, pp. 384-391, 1998.

6.2.4 Articles publiés dans des revues d’audience internationale avec comité de ré-
daction

[5] Brisoux L., Grégoire É., Saïs L., “Checking depth-limited consistency and inconsistency in knowledge-
based systems”, Int. Journ. of Intelligent Systems, 2000 (sous presse).

[6] Grégoire É., Saïs L., “Practical inconsistency management for critical-tasks decision-support systems “,
Int. Journ. of General Systems, vol. 29, n 1, pp. 123-140, 2000.

[7] Mazure B., Saïs L., Grégoire É., “Boosting complete techniques thanks to local search”, Annals of
Mathematics and Artificial Intelligence, vol.22, pp. 319-322, 1998.

[8] Mazure B., Saïs L., Grégoire É., “An efficient technique to ensure the logical consistency of coope-
rative agents”, Int. Journ. of Cooperative Information Systems, vol. 6, no 1, pp. 27-36, 1997.

[9] Benhamou B., Saïs L. “Tractability through symmetries in propositional calculus”, Journal of Auto-
mated Reasoning, 12 : 89-102, 1994.

6.2.5 Communications à des manifestations internationales avec comité de sélec-
tion

- Congrès internationaux, avec comité de sélection et actes:

[10] Chmeiss A., Saïs L., “About Local consistency in Solving CSPs”, Int. Conference on Tools and Artifi-
cial Intelligence ICTAI’00, Vancouver, Canada, 2000.

[11] Grégoire É., Saïs L., “Modelling and checking complex discrete critical system”, Proc. of the Int.
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Conf. on Modelling and Simulation (MS’2000), R. Berriel, V.Hernandez, R. Montenegro and J. Rocha
(eds.), pages 233-240, Las Palmas de Gran Canaria, Spain, 25-27 septembre 2000.

[12] Brisoux L., Grégoire É., Saïs L., “Improving backtracksearch for SAT by means of redundancy”,
Proc. of the 11th Int. Symposium on Methodologies for Intelligent Systems (ISMIS’99), Z.W. Ras and A.
Skowron (eds.), Varsovie, Pologne, LNCS 1609, Springer, pp. 301-309, juin 1999.

[13] Mazure B., Saïs L., Grégoire É., “ System Description : CRIL Platform for SAT “, Proc. of the 15th Int.
Conf. on Automated Deduction (CADE-15), C. Kirchner et H. Kirchner (eds.), Lindau, Allemagne, LNCS
1421,Springer, pp. 124-128, juillet 1998.

[14] Bessant B., Grégoire É., Marquis P., Saïs L., “ Combining nonmonotonic reasoning and belief revision:
a practical approach “, Proc. 8th Int. Conf. on Artificial Intelligence - Methodology, Systems, Applications
(AIMSA’98), F. Giunchiglia (ed.), Sozopol, Bulgarie, LNCS1480, Springer, pp. 115- 128, septembre 1998
(Best Paper Award).

[15] Boufkhad Y., Grégoire É., Marquis P., Mazure B., Saïs L.“ Tractable Cover Compilations “ Proc.
of the Int. Joint Conf. on Artificial Intelligence( IJCAI’97), Nagoya, Japon, pp. 1201-1206, août 1997.

[16] Grégoire É., Mazure B., Saïs L., “A comparison of two approaches to inconsistency detecting” Proc.
European Symp. on Intelligent Techniques, 20- 21 March, Bari, Italy, 1997.

[17] Mazure B., Saïs L., Grégoire É. “ Local search for common-sense reasoning “ In D. Gabbay (ed.),
Proc. of the Int. Joint Conference on qualitative and quantitative practical reasoning, LNCS 1244,Springer,
Bad Honnef, Allemagne, pp. 122-130, juin 1997.

[18] Mazure B., Saïs L., Grégoire É. “ Tabu Search for SAT “, Proc. of the 14th Nat. Conf. on Artifi-
cial Intelligence, AAAI’97, pp. 281-285, Providence, Rhode Island, USA, July 27-31, 1997.

[19] Mazure B., Saïs L., Grégoire É., “Detecting logical inconsistencies”, Proceedings of the Int. Sym-
posium on Artificial Intelligence and Mathematics, pp. 116-121, Fort Lauderdale, Florida U.S.A., January
1996.

[20] Mazure B., Saïs L., Grégoire É., “A powerful heuristic to locate inconsistent kernels in Knowledge-
Based Systems”,Proceedings of the 6th Int. Conference on Information Processing and Management of
Uncertainty in Knowledge-Based Systems IPMU’96, Vol. 3, pp. 1265-1269, Granada Spain, July 1996.

[21] Mazure B., Saïs L., Grégoire É., “SUN: A multistrategy platform for SAT”, First Int. Competition
and Symp. on Satisfiability Testing , Beijing China, March 1996.

[22] Saïs L., “Finding non isomorphic solutions”, In P. Jorrand and V. Sgurev, editors, Proceedings of the
6th Inter. Conference on AI : Methodology, Systems and Application AIMSA’94, pp. 35-44, Sofia Bulgaria,
Sept 21-24, 1994.

[23] Benhamou B., Saïs L., “Two proof procedures for cardinality based language in propositional cal-
culus”, In P. Enjalbert, E. W. Mayr, K. W. Wagner (eds.), in Proc. of the 11th Int. Symposium on Theoritical
Aspects of Computer Science STACS’94, LNCS 775, pp. 71-82, Caen France, Feb 24-26, 1994.

[24] Benhamou B., Saïs L., “Theoretical study of symmetriesin propositional calculus and applications”. In
D.Kapur (ed.), in Proc. of the 11th International Conference on Automated Deduction (CADE’11), LNCS
607, pp. 281-294, New York, June 1992.

- Workshop à des congrès internationaux, avec comité de sélection et actes:
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[25] Bessant B., Grégoire É., Marquis P., Saïs L., “Syntax-based belief revision through local search “,
Proc. International Belief Revision Workshop, Trente, juin 1998.

[26] Grégoire E., Mazure B., Saïs L., “ Logically-complete local search for propositional nonmonotonic
knowledge bases “, Proc. of the 7th Int. Workshop on Nonmonotonic Reasoning, I. Niemela et T. Schaub
(eds.), pp.37-45, Trente, juin 1998.

[27] Brisoux L., Saïs L., Grégoire E., “Validation of knowledge-based systems by means of stochastic
search”, Proc. DEXA Workshop on Verification, Validation and Integrity Issues in Expert and Database
Systems, R.R. Wagner (ed.), Vienne, IEEE Computer Press, pp. 41-46, septembre 1998.

[28] Saïs L., “SAT : Experiments meet theory”, In T. Walsh (ed.), In Proceedings of the ECAI’96, Workshop
on Empirical AI, Budapest Hungary, August 1996.

[29] Grégoire É., Saïs L., “Inductive reasoning is sometimes deductive”, In P. Falch (ed.), in Proc. of the
ECAI’96 Workshop on Abductive and Inductive Reasoning, pp.36-39, Budapest Hungary, August 1996.

[30] Mazure B., Saïs L., Grégoire É, “Twsat: a new local search algorithm for SAT. performance and analy-
sis”, Proceedings of the CP’95 Workshop On Solving Really Hard Problems, pp. 127-130, Cassis France,
September 1995.

[31] Saïs L., “Characterization of the set of models by meansof symmetries”, Proceedings of the second
Workshop on the Principles and Practice of Contraint Programming(PPCP’94), Orcas Island, Washington
USA, May 2-4 1994.

[32] Saïs L., Génisson R., “Some Ideas on Random Generation of K-Sat Instances“, J.M. Crawford and
B. Selman (ed.), in Proc. of the AAAI’94 Workshop On Experimental Evaluation of Reasoning and Search
Methods, pp. 91-93, July 31-August 1, Seattle, USA, 1994.

[33] Saïs L. “A Computational Study of DP with Symmetry on Hard Satisfiability Problems”, in Proc.
of the AAAI’94 Workshop On Experimental Evaluation of Reasoning and Search Methods(AAAI- 94), pp.
52-56, July 31-August 1, Seattle, USA, 1994.

[34] Saïs L., Génisson G., “Towards an understanding of hardsatisfiability problems”, In Geoff Sutt-
cliffe (ed.), in Proc. of the Workshop On Experimental Evaluation of Automated Theorem Proving Sys-
tems(CADE’12), pp. 24-29, June 28-July 1, Nancy, France, 1994.

[35] Benhamou B., Saïs L., Siegel P. “Dealing with symmetries in propositional calculus”, Workshop on
Tractable Reasoning (AAAI’92), pp. 1-5, San Jose, California, 12-17 July 1992.

[36] Benhamou B., Saïs L., Siegel P. “Dealing with cardinality formulas in propositional calculus” Work-
shop on Tractable Reasoning (AAAI’92), pp. 6-12, San Jose, California, 12-17 July 1992.

[37] Benhamou B., Saïs L., “Study of symmetries in propositional calculus”, Intern. Workshop on Computer
Science, Annaba, pp. 78-102, 16-18 Décembre 1991.

6.2.6 Conférences d’audience nationale avec comité de sélection

[38] Brisoux L., Saïs L. et Grégoire É., “Recherche locale : vers une exploitation des propriétés struc-
turelles”, Actes des 6ièmes Journées Nationales sur la Résolution Pratique des Problèmes NP-complets
(JNPC-00), Marseille, pp. 243-244, 2000.
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[39] Rauzy A., Saïs L. et Brsoux L., “Calcul Propositionnel :Vers une extension du formalisme”, Actes
des 5ièmes Journées Nationales sur la Résolution Pratique des Problèmes NP-complets (JNPC- 99), Lyon ,
pp. 189-198, 1999.

[40] Brisoux L., Saïs L. et Grégoire E., “Mieux exploiter leséchecs au sein des arbres de recherche à
la Davis et Putnam”, Actes des 4ièmes Journées Nationales sur la Résolution Pratique des Problèmes NP-
complets (JNPC-98), Nantes, pp. 31-39, 1998.

[41] Mazure B., Saïs L., Grégoire É. “Deux approches pour la résolution du probleme SAT”, 2ème confé-
rence nationale sur résolution pratique des problèmes NP-Complets (CNPC’96), pp. 103-114, Dijon France,
Mars 1996.

[42] Benhamou B., Saïs L., “Formules de cardinalité et symétries en calcul propositionnel”, Rencontres na-
tionales des jeunes chercheurs en Intelligence Artificielle (RJCIA’92), pp. 242-256, 7-9 Septembre, Rennes
1992.

6.2.7 Tutoriels

[43] Crawford J., Saïs L., “Symmetries”, First Int. Competition and Symposium on Satisfiability Testing ,
Beijing China, March 1996.

6.2.8 Posters

[44] Mazure B., Saïs L., Grégoire É., “Local search for computing normal circumstances models”, B. Reush
(ed.), in Proc. of the computational Intelligence Conf. (theory and application), LNCS 1226, Springer,
Dortmund, pp. 565-570, avril 1997.

6.2.9 Articles collectifs

[45] Groupe Bahia, “Etude Comparative de Trois Formalismesen Calcul Propositionnel”, Actes des 5èmes
journées nationales du PRC-GDR Intelligence Artificielle.Teknea, p. 125-157, 1-3 Février, Nancy 1995.

[46] Projet Inter-PRC : “Classes Polynomiales : Travaux et Résultats”, Actes des 5èmes journées natio-
nales du PRC-GDR Intelligence Artificielle. Teknea, pp. 3-28, 1-3 Février, Nancy 1995.

[47] Groupe Bahia,. “Etude Comparative de Trois Formalismes en Calcul Propositionnel”, Actes des 4èmes
journées nationales du PRC-GDR Intelligence Artificielle.Teknea, p. 239-318, 19-21 Octobre, Marseille
1992.

6.2.10 Colloques et journées sur invitation

[48] Benhamou B., Saïs L., Siegel P., “Détection et utilisation des symétries en calcul propositionnel”. Jour-
née meta-inference Pôle "D" du PRC-IA, Paris (Laforia) 3 Décembre 1990.
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[49] Benhamou B., Saïs L., Siegel P., “Some results on symmetries in propositional calculus”, A. Col-
merauer (ed.) In Proc. Workshop on Constraint and Logic Programming (WCLP’92), Luminy, Marseille
1992.

6.2.11 Rapports internes

[50] Benhamou B., Saïs L., “Etude des symétries en calcul propositionnel”, Rapport de Recherche de l’Uni-
versité de Provence, Marseille, MAIUP 91 - 01 Janvier 1991.

[51] Benhamou B., Saïs L., “Cardinality formulas in propositional calculus”, Rapport de recherche de l’Uni-
versité de Provence, Marseille, LIUP 92 - 01 Janvier 1992.

6.2.12 Articles soumis

[soumis] Grégoire É., Mazure B., Saïs L., “Using failed local search as an oracle for tackling harder opti-
mization problems more efficiently” (soumis au Journal of Heuristics).

6.2.13 Travaux en cours

[en cours] Grégoire É., Marquis P., Mazure B., Saïs L., “Sur la généralisation du théorème de partition du
modèle”

[en cours] Saïs L., “Extension de la substituabilité de voisinage”.

[en cours] Bessiere C., Chmeiss A., Saïs L., “Autour de l’utilisation de la singleton arc consistance (SAC)”.

[en cours] Bessiere C., Chmeiss A., Saïs L., ”CSP: heuristiques de choix de variables et de valeurs”.

6.2.14 Rapport d’activités

– rapport de synthèse sur les activités de recherche du GT12 Axe algorithme, Mai 2000.

6.2.15 Séminaires

– “Problème SAT: aspects algorithmiques et extension du formalisme”, LRI, Université d’Orsay,3 dé-
cembre 1999.

– “Résolution du problème SAT”, groupe NOn Monotone, LIFL, 1998.
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– “Problèmes de Satisfaction de Contraintes(CSP)/ Satisfaibilité (SAT) : Survol et liens”, séminaire de
DEA LIFL, décembre 1999.

– “Autour de l’influence du codage en calcul propositionnel”, exposé à la réunion du thème 1 du GT12,
IRIT, Toulouse, 26 janvier 2000.

– “Problèmes de satisfactions de contraintes”, séminaire de DEA LIFL, novembre 2000.



Chapitre 7

Activités administratives

Sommaire

7.1 Mandats électifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 70
7.2 Responsabilités diverses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 70

7.1 Mandats électifs

– Membre élu du conseil scientifique de l’Université d’Artois (1997 -: : : )
– Membre extérieur de la commission de spécialistes, 27ème section Université d’Amiens(1998 -: : : )
– Membre extérieur de la commission de spécialistes, 27ème section Université de Valenciennes(1999

- : : : )
– Membre de la commission de documentation de l’Université d’Artois (1997 - 1999).

7.2 Responsabilités diverses

– Enseignement:

– Responsable des forums carrières (depuis septembre 1999).
– Responsable du suivi des anciens étudiants du départementinformatique (depuis septembre

1999).
– Gestion et administration du réseau d’enseignement sous Windows-NT(année 1997).
– Responsable de la gestion d’une salle TP sous Unix (année 1995).

– Recherche:

– Responsable des séminaires au Centre de Recherche en Informatique de Lens (1995-2000).
– Co-responsable avec Philippe JÉGOU (Aix-Marseille III) du groupe de travail GT1.2 « axe al-

gorithme » du GdR-I3, depuis mars 1999.
– Responsable de la maintenance du site web du GT1.2 du GdR I3.
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8.1 Synopsis

– Public:

– 2ème cycle:

– Maîtrise d’Informatique.
– Maîtrise d’Ingénierie Mathématique.
– Licence d’Informatique.
– Licence de Mathématique.

– 1er cycle:

– DUT Informatique.
– DUT Gestion des Entreprises et des Administrations.
– DUT Techniques de Commercialisation.
– DEUG MIAS, SM, SV.

– Formation continue.
– Secondaire: Classes terminale scientifique.

– Matières enseignées:

– Structures de données avancées (responsable du cours).
– Algorithmique et programmation.
– Infographie.
– Architecture des ordinateurs.
– Réseaux.
– Génie logiciel et programmation orientée objet.
– Programmation Logique (avec contraintes) (responsable du cours).
– Bureautique (traitement de texte, tableur, bases de données).
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– Outils logiques pour l’informatique

– Langages de programmation utilisés: Pascal, C, C++, Java, Scheme, Prolog, Sicstus (Prolog avec
contraintes).

8.2 Contenu détaillé2000� 2001 Maître de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
1ère Année (DUT Info) :

Structures de données avancées et langage C++ (38h COURS, 51h TD et 17h TP )
Architecture des ordinateurs (26h TD, 16h TP Orcad et assembleur)
Reseaux (TD et TP)

Année spéciale :
Structures de données avancées et langage C++ (23h COURS, 34h TD )1999� 2000 Maître de conférences

IUT de Lens, Département Informatique
1ère Année (DUT Info) :

Structures de données avancées et langage C (34h COURS, 26h TD )
Algorithmique et programmation Java (51h TD, 34h TP JAVA)

2ème Année (DUT Info) :
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, 18hTP C++)1998� 1999 Maître de conférences

IUT de Lens, Département Informatique
Maîtrise d’Informatique (Faculté Jean-Perrin):

Programmation logique (10h COURS, 12h TP Prolog)
1ère Année (DUT Info) :

Structures de données avancées (34h COURS, 26h TD)
Algorithmique et programmation (51h TD, 34h TP Pascal et C)

2ème Année (DUT Info) :
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, 18hTP C++)

1ère et 2ème Année (DEUG SM, MIAS, Faculté Jean Perrin) :
Algorithmique et programmation (48h TD Scheme)1997� 1998 Maître de conférences

IUT de Lens, Département Informatique
Maîtrise d’Informatique (Faculté Jean-Perrin):

Programmation logique avec contraintes (10h COURS, 12h TP Sicstus Prolog)
1ère Année (DUT Info) :

Structures de données avancées (34h COURS, 26h TD)
Algorithmique et programmation (51h TD, 34h TP Pascal et C)

2ème Année (DUT Info) :
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, 18hTP C++)

1ère et 2ème Année (DEUG SM, MIAS, Faculté Jean Perrin) :
Algorithmique et programmation Pascal (50h TD )1996� 1997 Maître de conférences

IUT de Lens, Département Informatique
1èreAnnée (DUT Info) :
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Structures de données avancées (34h COURS, 34h TD)
Algorithmique et programmation (136h TD, 102h TP Pascal et C)

2ème Année (DUT Info) :
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, 18hTP C++)

1ère et 2ème Année (DEUG SM, MIAS, Faculté Jean Perrin, Univ.Artois) :
Algorithmique et programmation Pascal (70h TD)1995� 1996 Maître de conférences

IUT de Lens, Département Informatique
1èreAnnée (DUT Info) :

Structures de données avancées (51h COURS)
Algorithmique et programmation (51h TD, 85h TP Pascal et C)

2ème Année (DUT Info) :
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, 18hTP C++)

1ère et 2ème année (DEUG SM, MIAS, Faculté J. Perrin) :
Algorithmique et programmation Pascal (80h TD)

2ème Année (DUT TC) : Bureautique (40h TD sur machines)
Formation continue : Système d’Information, Bureautique (30h Cours, 12h TP)1994� 1995 Maître de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
1ère Année (DUT Info) :

Algorithmique et programmation (136h TD, 136h TP)
Structures de données avancées (34h TD)

2ème Année (DUT Info) :
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, 18hTP)

2ème année (DEUG SV, Fac J. Perrin) :
Algorithmique et programmation Pascal (50h TP)

2ème Année (DUT TC) : Bureautique(20h TD sur machines)
1ère et 2ème année (DUT GEA) : Bureautique (90h TD sur machines)1993� 1994 Attaché temporaire d’Enseignement et de Recherche
Laboratoire d’Informatique, Université de Provence, UFR-MIM
DEUG SSM 2ème année : informatique fondamentale(48h TD, 20hTP)
Licence d’Informatique:

outils logiques pour l’informatique (20h TD, 25h TP)
algorithmique 2(39h TD, 26h TP)

Formation continue (Informatique Scientifique et Technique) :
programmation en C (10h COURS, 8h TD, 18h TP)1992� 1993 Attaché temporaire d’Enseignement et de Recherche

Laboratoire d’Informatique, Université de Provence, UFR-MIM
DEUG SSM 1ère et 2ème année : informatique fondamentale (80hTD, 40h TP)
Licence de Mathématiques : algorithmique 1 (30h TD, 8h TP)
Licence d’Informatique : algorithmique 2 (39h TD, 26h TP)1991� 1992 Vacataire en informatique
Université de Provence
DEUG SSM 1ème année : informatique fondamentale (34h TD, 62hTP)
Maîtrise d’ingénierie mathématique : infographie (45h TP)
Licence d’informatique et Formation Continue : (125h TP)
Assistance Publique de Marseille : initiation à l’informatique (39h Cours, 26h TP)1990� 1991 Vacatire en informatique
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Université de Provence
DEUG SSM 1ème année : informatique fondamentale(96h TD, 160h TP)
Assistance Publique de Marseille : initiation à l’informatique (39h Cours, 26h TP)1988� 1989 Chargé d’enseignement en mathématiques, classes terminales
Lycée technique d’Azazga, Tizi-OuZou, Algérie

8.3 Autres activités liées à l’enseignement

– Tuteur de Bertrand Mazure dans le cadre du monitorat (CIES),
– Suivis de stages d’étudiants de 2ème année DUT informatique (depuis 1994),
– Participation à l’organisation des journées portes ouvertes à l’IUT de Lens (1997),
– Participation aux jurys d’admission au DUT informatique (depuis 1994).
– Rédaction d’un polycopié, “Dossier d’analyse et de programmation : Étude d’un cas”, année 2000,
– Encadrement de projets de synthèse en 2ème année:

– Boite à outils sur les graphes,
– Logique propositionnelle et applications,
– Lens Internet : Mise en place de pages WEB pour la ville de Lens,
– Projet Multimedia : Création d’une borne interactive présentant l’IUT de Lens,
– Implémentation et évaluation de différentes méthodes de stockage d’informations,
– Création d’un site web Axe algorithme du GdR I3,
– Base de données des anciens étudiants.
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Dans cette partie, je joins les publications (qui me semblent) les plus significatives. Le choix a été
effectué de manière à représenter les différents aspects abordés dans la synthèse (cf. chapitre 2.2.1).

– Exploitation des propriétés structurelles

– [1℄ Benhamou B., Saïs L.
“Tractability through symmetries in propositional calculus”,
Journal of Automated Reasoning, 12 : 89-102, 1994.

– Aspect codage et extension du formalisme

– [2℄ Benhamou B. et Saïs L.,
“Two proof procedures for cardinality based language in propositional calculus”,
In P. Enjalbert, E. W. Mayr, K. W. Wagner (eds.), in proceedings. of the11th International
Symposium on Theoritical Aspects of Computer Science (STACS’94), LNCS 775, pages 71-82,
Caen France, Feb 24-26, 1994.

– [3℄ Rauzy A., Saïs L. et Brsoux L.,
“Calcul Propositionnel : Vers une extension du formalisme”,
Actes des5ièmes Journées Nationales sur la Résolution Pratique des Problèmes NP-complets
(JNPC’99), Lyon , pages 189-198, 1999.

– Aspect algorithmique:

– [4℄ Mazure B., Saïs L., Grégoire É.
“ Tabu Search for SAT “,
in proceedings of the14th National Conference on Artificial Intelligence (AAAI’97), pages 281-
285, Providence, Rhode Island, USA, July 27-31, 1997.

– [5℄ Mazure B., Saïs L. et Grégoire É.,
“Boosting complete techniques thanks to local search”,
Annals of Mathematics and Artificial Intelligence, vol.22, pages 319-322, 1998.

– Autour de SAT :

– [6℄ Chmeiss A. et Saïs L.,
“About Local consistency in Solving CSPs”,
in proceedings of theTwelfth International Conference on Tools and Artificial Intelligence (IC-
TAI’2000), Vancouver, Canada, 2000.

– [7℄ Boufkhad Y., Grégoire É., Marquis P., Mazure B. et Saïs L.
“ Tractable Cover Compilations “,
in proceedings of theInternational Joint Conference on Artificial Intelligence( IJCAI’97), Na-
goya, Japon, pp. 1201-1206, août 1997.

– [8℄ Bessant B., Grégoire E., Marquis P. et Saïs L.
“Iterated Syntax-Based Revision in a Nonmonotonic Setting”
in : M.-A. Williams and H. Rott (eds.),Frontiers in Belief Revision, Kluwer Academic Publi-
shers, 2000.
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Tractability Through Symmetries in Propositional
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L.I.U.P. Case G, Université de Provence,
3 Place Victor Hugo, F13331 Marseille cedex 3, France.
Tel: 91.10.61.08. e-mail: ({benhamou, sais}@gyptis.univ-mrs.fr)

(Received: 12 March 1992; accepted: 15 June 1993)

Abstract. Many propositional calculus problems - for example the Ramsey or the pigeon-
hole problems - can quite naturally be represented by a smallset of first-order logical clauses
which becomes a very large set of propositional clauses whenwe substitute the variables by
the constants of the domainD. In many cases the set of clauses contains several symmetries,
i.e. the set of clauses remains invariant under certain permutations of variable names. We
show how we can shorten the proof of such problems. We first present an algorithm which
detects the symmetries and then we explain how the symmetries are introduced and used in
the following methods: SLRI, Davis and Putnam and semantic evaluation. Symmetries have
been used to obtain results on many known problems, such as the pigeonhole, Schur’s lemma,
Ramsey’s, the eight queen, etc. The most interesting one is that we have been able to prove
for the first time the unsatisfiability of Ramsey’s problem (17 vertices and three colors) which
bas been the subject of much research.

Keywords: Theorem proving, propositional calculus, symmetries.

1. Introduction

The subject of this paper is the study of symmetries in propositional calculus
in order to make the automated deduction algorithms more efficient. Using
resolution as a base proof system for the propositional calculus, Tseitin [12]
has shown how certain tricky mathematical arguments can be considered as
short proofs for some propositional tautologies representing mathematical
statements. He suggested increasing resolution by the principle of extension,
which consists of the introduction of auxiliary variables to represent inter-
mediate formulas so that the length of proof can be significantly reduced by
manipulating these variables, rather than the formulas that they represent.

On the other hand, Krishnamurty [9] proposed the principle of symme-
tries, which allows us to recognize that a tautology remainsinvariant under
certain permutation of variables names, and uses this information to avoid
repeated independent derivations of intermediate formulas that are permu-
tations of others. Consider the logical formulas associated with a concrete
problem. In most cases, we use first-order logic to express this formula, using
variables, constants, predicates. In other words, we use the usual mathe-
matical language. From this set of first-order logic clauseswe obtain the
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propositional clauses by substituting the variables by constants of the domain
D. Thus the previous set of clauses becomes a large set for manyproblems and
contains several symmetries. The property of symmetry can lead to a shorter
proof for the problem. However, the current methods of theorem proving do
not take advantage of symmetry properties, and in ref. [9] noalgorithm is
presented neither for searching for symmetries nor for using them in a formal
way.

The purpose of this study is the detection and the use of symmetries.
First we describe the method which computes the symmetry on agiven set
of clauses. The algorithm is given in greater detail in refs [3] and [2]. Sec-
ond, we explain how symmetries are introduced and combined with different
automated deduction algorithms like Si-resolution [5], the Davis and Put-
nam procedure [6], and semantic evaluation [11]. Finally weapply SLRI [5]
and the semantic evaluation methods with and without symmetry to some
classical problems, such as the pigeonhole [4] and [15], Schur’s lemma and
Ramsey’s problems [11] and the comparison shows that it is possible to obtain
shorter proofs for hard propositional totaulogies and to significantly reduce
the complexity of resolution in many cases. One of the most interesting results
is that we have been able to prove the unsatisfiability of Ramsey’s problem
with 17 vertices and three colors, which had not been shown bya theorem
proving program before.

2. Definitions and Notations

We shall assume that the reader is familiar with the propositional calculus.
For a formal description see e.g. ref. [10]. LetV be the set of propositional
variables, which are simply called variables. Variables will be distinguished
from literals, which are variables with an assigned parity 1or 0 (which means
TRUE or FALSE, respectively). This distinction will be ignored whenever it
is convenient but not confusing. For a propositional variable, p, there are two
literals: p, the positive literal and:p, the negative one.

A clause is a disjunction of literals(p1; p2; : : : ; pn) such that no literal
appears more than once and is denoted byp1_ p2_ : : :_ pn. A system,S,
of clauses is a conjunction of clauses. In other words we say thatS is in the
conjunctive normal form (CNF).

A truth assignment to a system of clausesS is a mapI from the set of
variable inSto the set {TRUE, FALSE}. SometimesI can be considered as a
set of literals which are true. IfI [p℄ is the value for the positive literalp then
I [:p℄ = 1� I [p℄. The value of a clausep1_ p2_ : : : pn in I is the maximum
value of its literals inI . By convention we define the value of the empty
clause (n= 0) to be FALSE. The valueI [S℄ of the system of clauses is TRUE
if the value of each clause ofS is TRUE; FALSE otherwise. We say that a
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system of clauses,S, is satisfiable if there exists some truth assignment in
whichStakes the value TRUE; it is unsatisfiable otherwise. In the first caseI
is called a model ofS. Note that a system which contain the empty clause is
unsatisfiable.

It is well-known that for every propositional formulaF there exists a for-
mulaF 0 in conjunctive normal form which is longer thanF (see ref. [1]) and
which is satisfiable iffF is satisfiable. More precisely, for every polynomial
p(n), there is a formulaF such that any equivalent formula in CNF is of
length at leastp(jF j), wherejFj is the length ofF. If F is a clausec thenjcj
is the number of literals in the clausec. In the following we will assume that
the formulas are given in a conjunctive normal form.

3. Symmetries

First of all, let us define the concepts of permutations and symmetry, and
prove significant properties that will enable us to improve the proof algo-
rithms. For more detail we refer the reader to ref. [3].

A bijection mapσ : V !V is called a permutation of variables. IfS is a
set of clauses,c a clause ofS and aσ permutation of variables occuring in
S, thenσ(c) is the clause obtained by applyingσ to each variable ofc and
σ(S) = fσ(c)=c2 Sg.
DEFINITION 1. A set,P, of literals is calledcompleteif 8`2P; then:`2P.

DEFINITION 2. LetP be a complete set of literals andSa set of clauses of
which all literals are inP. Then a permutationσ defined onP (σ : P! P) is
called asymmetryof S if it satisfies the following conditions:8` 2 P;σ(:`) = :σ(`) (1)

σ(S) = S (2)

DEFINITION 3. Two literals (variables)̀ and`0 are symmetrical inS no-
tation (̀ � `0) if there exists a symmetryσ of S such thatσ(`) = `0. A setf`1; `2; : : : ; `ng of literals is called acycle of symmetryin S if there exist a
symmetryσ defined onS, such thatσ(`1) = `2; : : : ;σ(`n�1) = `n;σ(`n) = `1.

REMARK 4. All the literals in a cycle of symmetry are symmetrical two by
two.

EXAMPLE 5. LetSbe the following set of clauses :
S= fc1 : a_:b;c2 : cg

andσ the map defined on the complete setP of literals occurring inS:
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σ : P�! P
a�! σ(a) = :b:a�! σ(:a) = b
b�! σ(b) = :a:b�! σ(:b) = a
c�! σ(c) = c:c�! σ(:c) = :c

σ is a symmetry ofS , a and:b are symmetrical inS(a� :b).
σ(S) = fc1 : :b_a;c2 : cg= S.

REMARK 6. σ(S) is the set of clauses obtained from S by exchanging the
literal positions in the same clause or exchanging the orderof the clauses in
S. Generally, the two previous operations can be applied simultaneously.� the identity map is a symmetry;� the inverse map of a symmetry is also a symmetry;� the composition of symmetries is a symmetry.

DEFINITION 7. LetP be a complete set of literals,σ a symmetry,I a truth
assignment ofP andSa set of clauses then� I=σ is thetruth assignmentobtained by substituting every literal` in I

by σ(`).� S=σ is theset of clausesobtained with substituting every literal` in S
by σ(`).

4. Symmetry Properties

If I is a model ofSandσ a symmetry, then we can get another model ofSby
applyingσ on the variables which appear inI . In the following propositions
we assume thatσ is a symmetry of the system of clausesS.

PROPOSITION 8. I is a model of S, I=σ is a model of S.
Proof.Cf. ref. [3].

PROPOSITION 9.Let ` be a literal, such that̀ 0 = σ(`) and I0 = I=σ. If I is
such that I[`℄ = 1, then I0 is such that I0[`0℄ = 1

Proof. Direct consequence of Proposition 8: ifI [`℄ = 1 thenI is a model
of ` or, I=σ is a model ofσ(`) (Proposition 8). ThenI 0 is a model of̀ 0, thus
I 0[`0℄ = 1.
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PROPOSITION 10.If ` has the value true in a model of S, then`0, such that`0 = σ(`), will have the value true in a model of S.
Proof.Direct consequence of Proposition 9: if` = true in a modelI of S,

thenI [`℄ = 1, applying Proposition 9 we getI 0[`0℄ = 1 such thatI 0 = I=σ, then`0 = true in I 0 which is a model ofS.

THEOREM 11. Let ` and `0 be two literals of S. If̀ � `0 in S, then [̀ has
a model in S, `0 has a model in S] (̀has a model in S if and only if there
exists a model I of S such that I[`℄ = 1).

Proof. ()) Suppose that̀ has a model inS, 9I a model ofSsuch that
I [`℄ = 1. ` � `0 in S) 9σ a symmetry ofSsuch thatσ(`) = `0. I is a model
of S, I=σ is a model ofS=σ = S (Proposition 8). We also havefσ(`) 2 S
andI [`℄ = 1g ) σ(l) 2 I=σ (Proposition 9). Theǹ0 2 I=σ ) I=σ is a model
of `0.

(() Let `0 = σ�1(`). The proof is then identical.

It is very important to draw a distinction between symmetricliterals and
equivalent literals. Equivalent literals have exactly thesame models. But if̀
and`0 are symmetrical then: [` has a model inS, `0 has a model inS], and
the two models are generally different, so it is easier to findsymmetric literals
than equivalent ones. Note that Theorem 11 expresses an important property
that we shall use in many cases to make cuts in the resolution trees. Indeed,
if ` has no model inSand`� `0 then`0 will have no model inS, thus we cut
the branch which corresponds to the assignment of`0 in the resolution tree.
Therefore, if there aren symmetrical literals we can cutn�1 branches in the
resolution tree.

PROPOSITION 12.(Necessary conditions for symmetry). If two literals (vari-
ables)` and`0 are symmetric in a set of clauses S then the number of occur-
rences of the variablè in S is the same as the number of occurrences of`0
and there must be a correspondence between the length of clauses in which̀
occurs and the length of clauses in which`0 occurs; i.e.`� `0)8>>>><>>>>: occurrence_number(`) = occurrence_number(`0)

occurrence_number(:`) = occurrence_number(:`0)
if 9c2 S s.t.jcj= n and` 2 c,9c0 2 S s.t.jc0j= n and`0 2 c0

Proof.
(1) The first condition is not satisfied: Let` and`0 be two symmetric liter-

als inS. Suppose that occurrence_number(`)=n and occurrence_number(`0)=
m with (n 6= m). Then there arem clauses which contaiǹ0 in the setSandn
clauses which contaiǹ. After all permutations of̀ and`0 the new setS0 will
havem clauses with the literal̀ andn clauses with the literal̀0 but n 6= m.
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ThenS 6= S0 ( there does not exist a symmetryσ of Ssuch thatσ(`) = `0 or
σ(`) = `. Then` and`0 are not symmetric. This gives a contradiction with the
previous hypothesis. 2

The same proof can be performed if we suppose that :
totovelo occurrence_number(:`) 6= occurrence_number(:`0).

(2) If the second condition is not satisfied: then9c2 S such thatjcj = n
and9` 2 c and�c0 2 Ssuch thatjc0j= n and`0 2 c0. After all permutation of` and`0 the new systemS0 will have a clause of lengthn in which `0 occurs.
Hence,S 6= S0 ) there does not exist a symmetryσ of S, such thatσ(`) = `0,
or σ(`) = `, then` and`0 are not symmetric. This gives a contradiction with
the previous hypothesis. 2

5. Symmetry Detection Method

Let S be a set of clauses. Finding a symmetry onS is equivalent to finding
a permutationσ which keepsS invariant. Many symmetries may exist, but
at each resolution step we are interested in only one of them.For example,
in the SLRI method [5] for a refuting literal̀, it is more interesting to get
the symmetry which has more literals occurring in the same clause as̀. But
in the Davis and Putnan or in semantic evaluation proceduresit is better
to compute the wider cycle of given literal` - i.e. we try to find a set of
literalsf`;`1; `2; : : : ; `ng so thatσ(`) = `1;σ(`1) = `2; : : : ;σ(`n) = ` with σ a
symmetry defined onS.

It is known that each permutation can be expressed as a product of elemen-
tary permutations called transpositions. Thus we write allpermutations,β, as
a product in the formβ= (x1;y1)(x2;y2) : : : (xn;yn). In order to check whether
two literalsx0 andy0 are symmetric inSwe shall compute a symmetry,σ, of
S, such thatσ(x0) = y0. To that end, we try to expressσ as a product of the
form σ = (x0;y0)σ0, with σ0 a sub-permutation ofσ that we shall define as we
do the other transpositions. Therefore, to substitutex0 into y0, we replace it
by y0 in each clause in which it appears. Thus we insert relationship clauses
in which x0 appears into the clauses in whichy0 does.

To do this, clauses and other variables will be related (taking into account
the previously necessary conditions of symmetry: Proposition 12). For in-
stance, let us consider the two following clauses:c = x0_ x1_ x2 : : :_ xn,
c0 = y0_ y1_ y2 : : :_ yn and try to relate them. After replacingx0 by y0 we
process the other variables inc. Thus each variable,xi , i 2 f1: : :ng, must be
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linked to a variabley j , j 2 f1: : :ng and at each step we add the transposition(xi ;y j) to σ.
If it is possible to substitute all the variables, we say thatc is transformed

into c0 with σ i.e. σ(c) = c0. If all clauses containingx0 have been related,
then we consider the next transposition and we apply the sameprocess. When
there is no more transposition, theσ found is a symmetry ofS.

The other possibility is that when we try the transposition(xi ;y j) we can-
not put into the relationship a clause in whichxi occurs. Thus, if(xi ;y j) =(x0;y0) then the symmetryσ does not exist. Otherwise we backtrack and try
to link xi , to another variable (either in the same clause in whichy j occurs, or
else we try to relatec to another clause).

Note that the symmetry betweenxi�1 andy j�1 depends on the one between
xi , andx j : i.e. if σ= (x0;y0) : : : (xi�1;y j�1)(xi ;y j) : : : (xk;yk), then(x0� y0))(xi�1� yi�1)) (xi � yi)) (xk� yk). In actual implementation we fix a level
of backtracking in order not to spend too much time on failurecases. Thus
we take another variable to substitutexi iff the current backtracking number
is not greater than the fixed level. Otherwise we reject the symmetry, since we
are interested only in the ones which do not take more time than resolution.
In practice our algorithm computes all symmetry in less thantwenty back-
trackings; when we go over this number, generally the symmetry does not
exist. In many cases we find the symmetry with no backtracking. Our method
therefore bas a linear complexity aspect.

The problem is now to find a clever strategy (or a choice function) for
substituting the variables in order to buildσ in a satisfactory time.

STRATEGY

It is clear that the efficiency of the algorithm depends on theordering of the
variable to be permuted. We propose the following strategy:

(1) first consider the variables which can only be substituted by themself;

(2) begin the processing with the variable of which we compute the cycle of
symmetry;

(3) each clause we begin to relate must be achieved as soon as possible.

In other words, variables in this clause are in priority in order to backtrack
quickly in case of wrong choice.

(4) Identity is applied for the main variables, when there isno new transpo-
sitions to try.

For more details about this method and its implementation werefer the
reader to ref. [3].
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6. Advantage of Symmetries

The SLRI method is the algorithm of SL resolution [8], augmented by the
variant of Cubbada [5]. This method is generally much more efficient than
the others.

6.1. INTRODUCING SYMMETRIES INE THESLRI METHOD

Using the result of Theorem 4.4, we can improve the method of semantic
evaluation as well as the SLRI method. Instead of refuting each literal sep-
arately, it is possible to refute symmetric literals simultaneously. Thus, let
C = f`1; `2; : : : ; `i�1; `i ; : : : ; `ng be a clause in a system of clausesS. Suppose
that the literals̀ 1; `2; : : : ; `i�1 have been refuted and that`i is the literal we
try to refute. If we prove that̀i is symmetric to one of the previous literals,
then it will be directly refuted by the symmetry property.

Indeed, if`i � ` j in S with 1� j � i �1) [`i has a model inS, ` j

has a model inS], as ` j bas no model inS) `i has no model inS, then`i is refuted and we can cut the branch which corresponds to`i assignment
in the resolution tree. For optimizing the use of symmetries, we try to get
more symmetric literals in the same clause, in order to cut a large part of the
resolution tree.

EXAMPLE 13. Let us consider the pigeonhole problem (Putn pigeons in
n�1 holes such that one pigeon at most can be in a hole at each moment).
For instance, letn= 3( 3 pigeons and 2 holes), this problem is described by
the following set of clauses:

C1 : p1(1)_ p1(2)
C2 : p2(1)_ p2(2)
C3 : p3(1)_ p3(2)
C4 : :p1(1)_:p2(1)
C5 : :p1(1)_:p3(1)
C6 : :p2(1)_:p3(1)
C7 : :p1(2)_:p2(2)
C8 : :p1(2)_:p3(2)
C9 : :p2(2)_:p3(2)

The resolution tree of the SLRI method is shown in Figure 1.
The resolution tree of the SLRI method associated with symmetry is shown

in Figure 2.
It is clear that the subtree built from lp1(1) in the resolution tree of SLRI

(Figure 1) is symmetric with the one built fromp1(2). This is due to the fact
that the two literalsp1(1) andp1(2) are symmetric inS. Therefore, in the sec-
ond resolution tree (Figure 2) the sub-tree ofp1(2) disappears, becausep1(2)
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is refuted directly according to its symmetry withp1(1) . When the number
of pigeons grows, symmetries are used at different levels ofresolution. Thus
we cut more than one branch in the resolution tree; the complexity of the
problem is linear in number of steps. Let us remark that, whenthe number
of pigeons is greater than 8, the resolution of this problem with the SLRI
method without symmetry becomes impossible. The pigeonhole problem is
studied in greater detail in the next section in order to showthe influence of
the symmetry property on the SLRI method.

p1(1)p1(2)����) PPPPq:p1(2):p2(2)��	
p2(2)p2(1)��	:p2(1):p1(1)��	

Failure

��R:p2(1):p3(1)��	
p3(1)p3(2)��	:p3(2):p1(2)��	

Refutation

:p1(1):p2(1)��	
p2(1)p2(2)����� ��R:p2(2):p1(2)��	

Failure

:p2(2):p3(2)��	
p3(2)p3(1)��	:p3(1):p1(1)��	

Refutation

Figure 1. Resolution tree of the SLRI method. (pigeonhole problem,n= 3)

6.2. SYMMETRIES IN THE SEMANTIC EVALUATION METHOD

DEFINITION 14. Let S be a system of clauses andp1; p2; : : : ; pn distinct
literals which occur inS such that the setfp1; p2; : : : ; png does not contain
both a literal and its opposite.

Tp1;p2;:::;pn(S) is the set of clauses obtained fromS by removing all the
clauses containing one of the following literalsp1; p2; : : : ; pn and all the oc-
currences of:p1;:xcp2; : : : ;:pn the other clauses.

T 00
p1;p2;:::;pn

(S) is the setTp1;p2;:::;pn(S) simplified by subsumption: i.e. if
Tp1;p2;:::;pn(S) contains both a clausec and a sub-clause ofc then the clausec
does not stand inT 00

p1;p2;:::;pn
(S).

The QUINE algorithm bas a semantic aspect, and recursively checks the
satisfiability of a system of clauses.
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p1(1)p1(2)��	 ��R
Refutation by symmetry:p1(1):p2(1)�����

p2(1)p2(2)����� ��R:p2(2):p1(2)��	
Failure

:p2(2):p3(2)��	
p3(2)p3(1)��	:p3(1):p1(1)��	

Refutation

Figure 2. Then= 3 pigeonhole problem resolution tree, SLRI method with symmetry

ALGORITHM 1. Let Sbe a system of clauses.

Satisfaisable(S):
if S= /0
then S is satisfiable.
else if S contains an empty clause

then S is not satisfiable
else begin

choose arbitrarily one literal p witch occurs in S
if T 00

p (S) is satisfiable
then S is satisfiable
else if T 00:p(S) is satisfiable

then S is satisfiable
else S not satisfiable

end.

Many improvements have been added to the basic algorithm (QUINE).
The Davis and Putnam procedure is obtained by introducing the following
two rules.

The first one consists to satisfy the unit clauses in priority. The second
one consists in assigning the monotone literals in priority. Indeed, Davis and
Putnam uses the following property. ifp is a monotone literal inS, thenS is
satisfiable iffT 0

p(S) is satisfiable.
Assigning a pure literal allows to make a cut in the proof tree. Generalizing

this property leads to the theorem of model partitioning [11] which allows
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us to cut more branches in the proof tree when a monotone literal has been
assigned a value.

The method of semantic evaluation has its origin in the previous property.
It is more efficient than the two previous algorithms.

6.3. INTRODUCING SYMMETRIES

It is also possible to introduce symmetries into the semantic evaluation method.
We will take account of the same property as above (if the literals` and`0 are
symmetric inS, then [̀ has a model inS$ `0 has a model inS]).

At each step of resolution we assign to a literal the value TRUE or FALSE.
If it generates the empty clause, then we insert in the model which is being
built the opposite of that literal, together with all the other opposites of its
symmetric literals.

Indeed: if ` is a literal in a SystemS such thatT” `(S) j= 2 (2 is the
notation of the empty clause andj= the logical implication symbol), theǹ
has no model inS) 8I a model ofS0 I [:`℄ = 1, if ` � `0 has no model
in S (Theorem 4.4), thus8I a model ofS0 I [:`0℄ = 1. Now we can cut in
the resolution tree the branch which corresponds to the assignment of̀ 0 and
insert:` and:`0 in the model which is being built.

As a consequence, the system of clauses is significantly simplified, and
many branches of the resolution tree are cut simultaneously, because in the
backtracking case we do not take care of negation assignments of symmetric
literals. Thus, for each symmetric literal, we cut a branch in the resolution
tree. Then withn symmetric literals we can maken�1 cuts.

To implement this new algorithm we need a procedure which, for a given
literal, first computes a cycle of its symmetric literals which generates the
empty clause. Such a cycle is obtained by putting literals inthe same clause
into correspondence. If this cycle exists, then we backtrack immediately, be-
cause we know that there exists no model at the current level;otherwise we
compute the larger cycle (which contains more symmetric literals) in order to
quickly obtain the empty clause or a model of the system of clauses.

7. Application

7.1. SLRIAPPLICATIONS

We have seen that the symmetry property improves the efficiency of the reso-
lution of classical problems, such as the pigeonhole problem, Shur’s lemma,
the eight queens, etc.

The two graphs below (Figures 3 and 4) illustrate the resultsof the pigeon-
hole problem solved by the SLRI method, with and without advantage being
taken of symmetries.
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Figure 3. The pigeonhole problem: comparison of the number of nodes.

Interpretation
Figure 3 shows that the complexity of resolution of the SLRI method asso-
ciated with symmetry is linear in the number of elementary steps; whereas
SLRI without symmetry cannot solve the problem when the number of pi-
geons is greater than eight. The complexity of resolution isexponential. Fig-
ure 4 shows that the CPU time is no longer exponential, but becomes propor-
tional ton2.

The statement of the Ramsey problem with 17 vertices and 3 colors is:
‘Use three different colors to color a complete graph with 17vertices, such
that no monochrome triangles will appear’. In the SLRI method we use sym-
metry on literals which occur in the same clause. Unfortunately such sym-
metries do not exist at different levels of resolution in theRamsey problem.
Moreover, there are symmetric literals in different clauses at all levels of res-
olution; therefore, the method of semantic evaluation can give better results.
In that case, we need a good heuristic to decide which is the literal to assign
next, in order to retain the symmetries in the next resolution levels.

7.2. SEMANTIC EVALUATION APPLICATIONS

We now present some results on the semantic evaluation method with and
without taking advantage of the symmetry property. For comparison we present
in program Eval_Sem some results obtained with the semanticevaluation
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Figure 4. The pigeonhole problem: comparison of run times

method and in program Eval_Sem+Sym we give the corresponding results of
the method, taking advantage of symmetries.

Table I shows some results on Schur’s Lemma and on the Ramsey prob-
lems. Schur’s Lemma consists of coloring the firstn integers with three colors
such that ifi and j are colored with the same color then the integerk, such
thatk= i+ j andk6 n, must be colored with a different one. For all integeri
the color of every integerk, such thatk= 2� i(k6 n) must be different. For
the Ramsey problem, the edges of a complete graph onn vertices are colored
with three different colors such that no monochromatic triangle appears.

The most satisfying result is that we have proved for the firsttime the
unsatisfiability of the Ramsey problem with 17 vertices and three colors. This
result is given by our algorithm implemented in Pascal, in 30min CPU time
on a SUN4/110. The semantic evaluation algorithm without the symmetry
property, bas run for 15 h of CPU time and more than 1400000 steps on an
HP 9000/350 without success.

Table II contains some results on the pigeonhole problem described above.
In this problem there are symmetries at each level. Thus SLRIand the se-
mantic evaluation method with symmetry detection have a linear resolution
complexity. Without the symmetry property both methods fail to find the
proof when the number of pigeons is greater than 10.
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Table I. Schur’s lemma and Ramsey’s problem

Problems Clauses Variables Eval_Sem Eval_Sem+Sym

Steps Times Steps Times

Schur13 178 39 684 3.3” 42 0.05”

Schur14 203 42 2061 11.2” 249 1.33”

Ramsey14 1456 273 273 5.7” 273 1.33”

Ramsey15 1785 315 4078 1’.30” 723 50.73”

Ramsey16 2160 360 4094 1’.29” 2957 1’.25”

Ramsey17 2584 408 – – 27000 30’

Table II. Pigeonhole problems

Number of pigeons Clauses Variables Eval_Sem+Sym

Steps Times

14 1197 182 193 4.8”

16 1816 240 253 7.73”

18 2619 306 321 13.50”

20 3630 380 397 22.36”

22 4873 462 481 37.11”

24 6372 552 573 55.58”

26 8150 650 673 1’36”

28 10234 756 781 2’2”

30 12645 870 897 3’4”

8. Conclusion

Many problems cannot be solved with the classical resolution methods when
they involve more than a certain number of variables. However, most of these
problems include symmetries; the efficiency of the resolution methods can be
significantly increased by taking advantage of this property.

To that end, we have proved several propositions, and we haveimple-
mented the corresponding results in two resolution methods. Thus we have
obtained very satisfactory CPU limes for the pigeonhole problem; we have
also been able to solve the Ramsey problem with 17 vertices and 3 colors,
which bas always been impossible before.

We intend to use the symmetries in order to compute only the models
which are not symmetric with a model which has already been found during
resolution. Thus, a problem will be solved when all the basicmodels are
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found; all the other ones can be deduced from these basic models by applying
the symmetries. In particular, this method can be applied when considering
how to obtain the two solutions which are not isomorphic for the Ramsey
problem with 16 vertices and 3 colors [7]. Promising resultsare expected in
the near future.

We are also working on what we call "strongly symmetrical cycles", i.e:
for any order of the literals, a cycle is still a cycle. This will be useful when
dealing with the statement. ’N literals are true among the literals of the clause
c’.
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Two proof proedures for ardinality basedlanguage in propositional alulus1Belaid Benhamou, Lakhdar Sais and Pierre SiegelL.I.U.P. Case G - Universit�e de Provene,3,Plae Vitor Hugo - F13331 Marseille edex 3, Franephone number : 91.10.61.08e-mail : [Benhamou, Sais, Siegel℄�gyptis.univ-mrs.frAbstrat. In this paper we use the ardinality to inrease the expressiveness ef-�ieny of propositional alulu and improve the eÆieny of resolution methods.Hene to express propositional problems and logial onstraints we introdue thepair formulas (�;L) whih mean that \at least � literals among those of a list Lare true". This makes a generalization of propositional lauses whih express only"One literal is true among those of the lause". We propose a ardinality resolutionproof system for whih we prove both ompleteness and deidability. A linear prooffor Pigeon-Hole problem is given in this system showing the advantage of adinality.On other hand we provid an enumerative method (DPC) whih is Davis and Put-nam proedure adapted with Cadinality. Good results are obtained on many knownproblems suh as Pigeon-hole problem, Quueenes and some other instanes derivedfrom mathematial theorems (Ramsey, Shur's lemma) when this method is aug-mented with the priniple of symmetry.Key words: theorem proving, propositional alulus, symmetry and ardinality.1 IntrodutionDetermining an appropriate language for the representation of knowledge, requiresa good ompromise between expressiveness and eÆieny of the resolution methods.With inreased interest in theorem proving proedures, a olletion of proof systemsand onstraint logi programming languages CLP [4, 7, 11℄ have been proposed tohandle a variety of logial theories. The ardinality operator [8℄ is a new logialonnetive for onstraint logi programming. It provides CLP users with a new wayof ombining (primitive) onstraints to build non-primitive ones. It also implementsthe priniple \infer simple onstraints from diÆult ones" whih is atually the basipriniple behind the design of CLP over Finite Domains, and would be appropriate1This work is supported by the PRC-GDR Intelligene Arti�ielle, the projet BAHIAand the MRE-INTER-PRC projet CLASSES POLYNOMIALES



100 Aspects codage et extension du formalismeto build non-primitive onstraints as well.In this paper we introdue the pair formulas whih are ardinality formulas, toexpress logi problems. In Setion 2 we introdue the neessary terminology andnotations. A proof system is given in Setion 3 followed by a method of derivationin Setion 4 for whih both ompleteness and deidability are proved. In setion5, we apply this to obtain a linear proof for the Pigeon-Hole problem. In Setions6 we desribe the method DPC whih is Davis and Putnam proedure adaptedwith ardinality. The property of symmetry (setion 7) [2℄ is ombined with themethod DPC to provide short proofs for some problems showing the eÆieny of ourmethod.Finally we give omputation times for the method DPC with the advantageof symmetry on some known benhmarks.2 De�nition and notationsWe shall assume some familiarities with the propositional alulus. A propositionalvariable is alled a variable, and we distinguish it from a literal, whih is a variabletogether with a parity-positive or negative. A formula means a well formed propo-sitional formula using one of the binary onnetives. The onnetives of primaryinterest are: AND (^), OR (_), NOT (:). The onstants TRUE and FALSE willbe represented by 1 and 0, respetively.2.1 SyntaxA pair formula is a statement (�;L) in whih � is a positive integer and L a list ofliterals with eventual repetitions. The pair formula (�;L) expresses the onstraint\At least � literals among those of the list L are true". In the following we use pairinstead of pair formula. 2Exemple 2.1 � (1; ab) is logially equivalent with the lause a _ b _ � (2; ab) is logially equivalent to the set of lauses fa _ b; a _ ; b _ g� (2; aab) is logially equivalent to the set of lauses fa_a_b; a_a_; a_b_gwhih is equivalent to fa _ b; a _ ; a _ b _ gIt is interesting to note at this point that pairs are quite expressive. A onjuntionof literals  1 ^  2 : : : ^  n an be expressed by (n;  1 2 : : :  n), a disjuntion  1 _ 2 : : :_ n by (1;  1 2 : : :  n) and a negation : by (1;: ). In the sequel we prove2Two additional ardinality formulas an be onsidered : \At most � literals amongthose of L are true", enoded by (�;+;L) and \ Exatly � literals among those of Lare true", ( notation is (�; e;L)). These are interesting formulas, but in pratie theyan be expressed, using pairs. Indeed, if j L j denotes the number of literals in L and:L the list of the negation literals of those of L then (�;+;L) , (j L j ��;:L) and(�; e;L), (�;L) ^ (j L j ��;:L) are tautologies.



Two proof procedures for cardinality based language in propositional calculus 101that a pair (�;L) represents C jLj��+1jLj of propositional lauses. For example, a pair(2; ab) is logially equivalent to the set fa _ b; a _ ; b _ g.2.2 SemantisA lassial truth assignment I satis�es a pair (�;L) if and only if at least � literalsamong those of L are assigned to the value true in I. It is obvious that a pair (�;L)suh that � >j L j is unsatis�able (ontraditory). On the other hand, eah pair(0;L) is a tautology. The assignment I satis�es a set S of pairs if it satis�es all ofits pairs. Heneforth we will assume that the formulas are given in pair formularepresentation. We observe that in the ase of sets ontaining only pairs of kind(1;L) the de�nition of a truth assignment is the same as in propositional alulus.Exemple 2.2 The truth assignment fa;:b;:g satis�es the paires (1; ab) and(2; ab:), but did not satisfy the pair (2; ab).3 Proof systemLet S be a set of pairs. We give two basi inferene rules to de�ne a derivationmethod. We also prove both ompleteness and deidability for this method.3.1 Resolution ruleLet (�; `1`2 : : : `n:L) and (�;:`1:`2 : : ::`n: �L) be two pairs of the set S suh thatn � 1, then we an dedue the pair (�+ � � n;L: �L). This is,(�; `1`2 : : : `n:L), (�;:`1:`2 : : ::`n: �L)(�+ � � n;L: �L)Exemple 3.1 If S = f(2; ab); (1;:a:b)g, then a single appliation of the previousrule is enough to obtain the pair (3 + 1� 2; ) = (1; ).However the previous rule is not suÆient to prove the unsatis�ability of the setS = f(2; aay); (2;:a:ax)g. To get a omplete system, we need to introdue thefollowing merging rule as it is donne in lassial resolution.3.2 Merging ruleIf  = (�; `kL)3 is a onsistent pair of S suh that j `kL j= � and k a positiveinteger, then for every sublist ' of L suh that j ' j= maxf0; � � � + 1 � kg we3`k means k times the literal `



102 Aspects codage et extension du formalismeinfer the pair (1; `') and the pair (maxf0; �� kg;L). This is :(�; `kL)8' � L :j ' j= maxf0; �� �+ 1� kg(1; `'); (maxf0; �� kg;L)Note that when k � ���+1 the pair (1; `) is dedued. This means that when thenumber of redundany k of the literal ` is greater than or equal to � � � + 1 weprove the literal `. The number of pairs (1; `') to be generated beomes smallerwhen ���+1 gets lose to zero. In general the number of pairs we generate is notimportant.The proof of the previous example S = f(2; aay); (2;:a:ax)g beomes now ob-vious. Indeed the pairs (1; a) and (1;:a) are infered by the merging rule. Applyingthe resolution rule on them we dedue the unsatis�able pair (1; ;).In the ase of a pair (1; `kL), the rule has the same behavior as the merging rulein propositional alulus.Proposition 3.2 Both previous rules are sound.Proof Due to the semantis de�ned before, the soundness of the previous rulesbeomes evident.3.3 Subsumption rulesTo make the system deidable and more eÆient, we have to add subsumption rules.1. Let (�;L) and (�; �L) be two satis�able pairs of S suh that � � � and L � �L,then the pair (�;L) subsumes the pair formula (�; �L) in S.Example. (3; a b  d) subsumes (2; a b  d e)2. Let (�;L) and (�; �L) be two satis�able pairs of S suh that � � �, �L � Land � � � � (j L j � j �L j), then the pair formula (�;L) subsumes the pair(�; �L) in S.Example. (2; a b  d) subsumes (1; a b )4 Method of derivationIn the following we shall give some analogs of the lassial resolution properties. Aderived pair (derivation) is :



Two proof procedures for cardinality based language in propositional calculus 103� Either the pair r obtained by applying the resolution rule on pairs 1 and 2,whih ontains at least two opposite literals.If 1 = (�; `1`2 : : : `n:L) and 2 = (�;:`1:`2 : : ::`n: �L), thenr = (�+ � � n;L: �L)� Or the pair r obtained by applying the merging rule on a pair  = (�; `kL),then r = (1; `') with j ' j= maxf0; � � �+ 1� kg or r = (�� k;L)The soundness of the proof system is straightforward, for eah of the inferene rulessoundness an be eazily heked. Thus, if r is a pair derived from a set of pairs S,then S j= r.Proposition 4.1 If S is a set of pairs and Cr a set of pairs derived from S, thenS �4S [ Cr.Proof This is a diret onsequene of the Proposition 3.2.De�nition 4.2 A method of derivation de�ned on a sytem S of pairs is a map Rwhih assoiates with eah subset C of S a subset R(C) suh that:1. C � R(C)2. Eah pair in R(C) whih does not appear in C is logially equivalent to aderived pair of C.By vertue of proposition 4:1 we get,Proposition 4.3 R(C) � CIf R(C) ontains the unsatis�able pair, then C is unsatis�able. Let C be a subsetof S, we denote R0(C) = C;Rn+1(C) = Rn(R(C)), and R�(C) = [n2NRn(C). Byonstrution of R�(C) we see that if  is a pair of C, then  belongs to R�(C) i�there exists n 2 N suh that  2 Rn(C).Applying Proposition 4:3 we obtain the following property.Proposition 4.4 C � R�(C)It is obvious that if R�(C) inludes the unsatis�able pair, then C will be ontra-ditory. A derivation method R de�ned on a set S of pairs is omplete i� for allontraditory subset C of S, the unsatis�able pair is in R�(C). This means thatthere exists an integer n suh that the unsatis�able pair belongs to Rn(C). We saythat the method R is deidable if it is omplete and for eah subset C of S thereexists an integer n suh that Rn(C) = Rn+1(C). Thus Rn(C) = R�(C).4� denote the semanti equivalene



104 Aspects codage et extension du formalismeDe�nition 4.5 A set of pairs S is saturated if all of its derived pairs that are nottautologies are subsumed by other pairs of S.De�nition 4.6 If L is a list of literals suh that j L j= n, and m an integersuh that m � n then Cmn fLg denotes the set of propositional lauses obtained byonsidering all the disjuntions formed by the ombinations of m literals amongthose of the list L.Proposition 4.7 Let  = (�;L) be a pair suh that j L j= � then we have thefollowing logial equivalene : � C���+1� fLgProof Let I be a model of . Thus at least � literals among those of L aresatis�ed by I . In other words, I satis�es at most ��� literals among the negationliterals of L. This implies that I satis�es eah lause of the set C���+1� fLg. Thisis so, beause eah lause of the set C���+1� fLg ontains exatly � � �+ 1 literals.To prove the onverse, we show that if (�;L) has no model then C���+1� fLg hasno model too. Suppose that (�;L) has no model, then any truth assignment I ,satis�es less than � literals among those of L (at most � � 1); That is, I satis�esmore than �� � literals among the negation literals of L (at least � � �+ 1). It isnot hard to see that the lause of C���+1� fLg whih is formed with the negationsof the � � � + 1 literals with the value true in I , is not satis�ed by I . We onludethat I is not a model of C���+1� fLg.As a onsequene of proposition 4.7, we obtain the following lemma.Lemma 4.8 If S = [i=1;kf(�i;Li)= j Li j= �ig is a set of k pairs, and Sp a set ofpropositional lauses, suh that Sp = [i=1;kC�i��i+1�i fLig, then S � Sp.The lemma is a diret onsequene of the proposition 4.6. It is intersting to seethat for eah set S of pairs there exists an equivalent set Sp of propositional lausesand vie versa. It is obvious that in general the number of lauses in Sp is greaterthan the number of pairs in S.Lemma 4.9 Let S be a set of pairs, and Sp the orresponding set of propositionallauses, then S is saturated i� Sp is saturated.The proof is given in [3℄. Now we an onlude :Theorem 4.10 (ompleteness) A saturated set S of pairs is ontraditory i� itontains the unsatis�able pair.Note that if R is a derivation method de�ned on a set S of pairs, suh that for allsubset C of S, R�(C) is saturated, then R is omplete. The proof of the theorem



Two proof procedures for cardinality based language in propositional calculus 105is based on the two previous lemmas. Indeed ompleteness property is a knownresult for saturated propositional lauses systems. On the other hand we deduefrom lemma 4.7 and lemma 4.8 that all saturated set S of pairs an be transformedinto an equivalent system Sp of propositional lauses whih is also saturated. It isobvious that the property of ompleteness is veri�ed for the set S.Many improvement an be done for this method as it has been done in resolution.5 A proof for Pigeon-Hole problemThe problem onsists in putting n pigeons in n� 1 holes suh that eah hole holdsat most one pigeon. We show here how ardinality leads to �nd a linear proof forPigeon-Hole problem. This problem is desribed with the following set of pairs.1 (1; p1(1)p1(2) : : : p1(n�1))2 (1; p2(1)p2(2) : : : p2(n�1))...n (1; pn(1)pn(2) : : : pn(n�1))n+1 (n� 1;:p1(1):p2(1) : : ::pn(1))n+2 (n� 1;:p1(2):p2(2) : : ::pn(2))...2n-1 (n� 1;:p1(n�1):p2(n�1) : : : pn(n�1))Note that pi(j) means that the the pigeon-hole j holds the pigeon i. The problem isexpressed with only 2n�1 pairs, however the same problem requires n+n(n�1)2=2propositional lauses.One way to prove the unsatis�ability of the problem is to use a linear resolutionmethod. It onsist to apply at eah step the resolution rule on the urrent resolvantand another pair of the remaining pair formulas. The proof is given by the followingsteps:Proof By appliation of the resolution rule on the formulas (1) and (n + 1) wededue the pair (n�1; p1(2) : : : p1(n�1):p2(1) : : ::pn(1)) . We ontinue the resolutionon the n� 2 �rst positive literals of the previous pair. Thus by n� 2 appliationsof the resolution rule we get the pair:((n�1)+(n�2)(n�1)�(n�2);:p2(1) : : ::pn(1):p2(2) : : ::pn(2) : : ::p2(n�1) : : ::pn(n�1))in whih only negative literals appear. It is obvious now that with n � 1 applia-tions of the resolution rule on the literals :p2(1):p2(2) : : ::p2(n�1) we obtain thepair ((n� 1)+ (n� 2)(n� 1)� (n� 2)+ (n� 1)(n� 2); ;) whih is idential to theunsatis�able pair (1; ;).Therefore the unsatis�ability of the problem is shown using



106 Aspects codage et extension du formalismeonly 2n� 2 appliations of the resolution rule. Thus we �nd a linear proof for thepigeon-hole problem whih is not possible in lassial resolution.6 The method DPCLemma 4.7 permits the translation of resolution tools from propositional logi topair formula representation. On the other hand, by few elementary transformationswe obtain the orresponding method of Davis and Putnam in the pair formulas rep-resentation. We desribe it below and give some results and appliations for someinteresting problems.The Davis and Putnam proedure[6℄ is based on the semantial approah whihdeal with the interpretation of the formulas. We give below the orresponding pro-edure on pair formulas.Given a set S of pair formulas and a literal p of S, we will denote by Sp 1(Sp 0)the set obtained by the following two rules :1. - Striking out all the pairs of ardinality one, that ontain p(:p) respetively.- Deleting all ourenes of p(:p) and dereasing the ardinality by one fromthe remaining pairs.2. deleting all ourenes of :p(p) from the remaining pair formulas withoutdereasing the ardinality.Proposition 6.1 Let S be a set of pair formulas and let p be a literal of S, thenS is satis�able if and only if Sp 1 or Sp 0 is satis�able.The Davis and Putnam is based on the previous proposition. To de�ne the proe-dure we use two other rules:1. Unit pair rule. If the set S of pairs ontains a unit pair, i:e: a pair (n;L),suh that j L j= n, then assign all the literals in L the value TRUE.2. Pure literal rule. If there exists a literal p in S suh that :p does not appearin S, then strik it in all pairs and derease the ardinality. Thus we obtainthe system Sp 1 whih is satis�able if and only if S is satis�able.We present in Figure 1 the Davis and Putnam proedure with ardinality (DPC)using the two previous rules :



Two proof procedures for cardinality based language in propositional calculus 107DPC ProedureGiven a set S of pairs de�ned over a set of variables V .� If S is empty, return \satis�able".� If S ontains an empty pair, return \unsatis�able".� (Unit pair rule) If S ontains a unit pair , assign all the variables mentionedthe value TRUE whih satis�es , and return the result of alling DPC onthe simpli�ed set of pairs.� (Pure literal rule) If there exists a pure literal in S, assign it a value TRUE,and return the result of alling DPC on the simpli�ed set of pairs.� (Splitting rule) Selet from V a variable v whih has not been assigned atruth value. Assign it a value, and all DPC on the simpli�ed set of pairs. Ifthis all returns \satis�able", then return \satis�able". Otherwise, set v tothe opposite value, and return the result of alling DPC on the re-simpli�edset of pairs.Figure 1: The Davis and Putnam proedure with ardinality7 Symmetries in ardinality formulasThe priniple of symmetry is originaly introdued by Krishnamurty [13℄, he showedthat it is a powerful augmentation to resolution. On the other hand symmetrieshave been studied in [2℄ and have been used to inrease the eÆieny of both Sl-resolution [12℄ and Semanti Evaluation [14℄ methods.First of all, let us de�ne the onepts of permutations and symmetry, and provesigni�ant properties that will enable us to improve the proof algorithms, for moredetails we refer the reader to [2, 3℄.If V is a set of propositional variables then a bijetion map � : V ! V is alled apermutation of variables. If S is a set of pairs,  a pair of S and � a permutationof variables ouring in S, then �() is the pair obtained by applying � to eahvariable of  and �(S) = f�()= 2 SgDe�nition 7.1 A set P of literals is alled omplete if 8` 2 P ; then :` 2 PDe�nition 7.2 Let P be a omplete set of literals and S a set of pairs of whihall literals are in P . Then a permutation � de�ned on P (� : P ! P ) is alled asymmetry of S if it satis�es the following onditions:



108 Aspects codage et extension du formalisme1. 8` 2 P; �(:`) = :�(`)2. �(S) = STwo literals (variables)` and �̀ are symmetrial in S (notation ` � �̀) if there existsa symmetry � of S suh that �(`) = �̀. A set f`1; `2; : : : ; `ng of literals is alleda yle of symmetry in S if there exists a symmetry � de�ned on S, suh that�(`1) = `2; : : : �(`n�1) = `n; �(`n) = `1.Remark 7.3 All the literals in a yle of symmetry are symmetrial two by two.The symmetry detetion method is not disribed here, it is very losed to the onegiven in [2℄.Theorem 7.4 Let ` and `0 be two literals of S. If ` � `0 in S, then ` has a modelin S i� `0 has a model in S .This theorem expresses an important property that we use in [2℄ to make prunethe proof tree. Indeed if ` has no model in S and ` � `0, then `0 will have nomodel in S, thus we prune the branh whih orresponds to the assignment of `0 inthe resolution tree. Therefore, if there are n symmetrial literals we an ut n� 1branhes in the proof tree.The DPC method is inreased with the previous property and applied for thefollowing problems.7.1 Desription of the benhmarks� Queens. Plaing N queens in N �N hessboard suh that there is no oupleof queens attaking eah other.� Erd�os's theorem. Find the permutation � of N �rst numbers suh that foreah 4-tuple 1� i < j < k < l � N none of the two relations �(i) < �(j) <�(k) < �(l) and �(l) < �(k) < �(j) < �(i) is veri�ed.This problem is modeled by reating for eah ouple (i,j) a variable fi;j whihmeans �(i) < �(j). The rules express the assoiativity of the relation <, andprohibit the misplaed 4-tuples.For N � 9 the problem admits solutions, beyond it doesn't.� Shur's lemma: How to distribute N ounters numbred from 1 to N into 3boxes A, B, C in aordane with the following rules:1) A box an't ontain both the ounters numbered i and 2 � i2) A box an't ontain the ounters numbered i, j and i+ jThis problem is modeled simply by reating one variable by ounter and bybox.For N � 13 the problem admits solutions, beyond it doesn't.



Two proof procedures for cardinality based language in propositional calculus 109� Ramsey problem's: Color the edges of a omplete graph on N verties withthree di�erent olors suh that no monohromati triangle appears.For N � 16 the problem admits solutions, beyond it doesn't.Below we present in Tables 1 and 2 some results for di�erent problems obtainedby DPC with the advantage of symmetry. The most satisfying results is that weProblems Size formula DPC+Sympairs Variables Steps TimesQueens 8 50 64 47 0.06"Queens 10 64 100 85 2.04"Erd�os 9 420 36 35 0.36"Erd�os 10 660 45 914 8.21"Shur13 152 39 42 0.05"Shur14 175 42 249 1.33"Ramsey14 1274 273 273 2.82"Ramsey15 1575 315 723 50.73"Ramsey16 1920 360 2957 1'.25"Ramsey17 2312 408 27000 30'Table 1: Shur's Lemma, Ramsey's problem, Erd�os and QueensNumber of pigeons Size formula DPC+SymPairs Variables Steps Times10 19 90 61 0.183"15 29 210 131 0.950"20 39 380 226 3.350"25 49 600 346 9.950"30 59 870 491 25.133"35 69 1190 661 57.333"40 79 1560 673 1'57"45 89 1980 781 3'35"50 99 2450 897 4'57"Table 2: Pigeon hole problemshave proved for the �rst time the unsatis�ability of Ramsey problem R(3; 3; 3) with17 verties. This result is given by our algorithm, implemented in Pasal, 30 minCPU on a SUN4/110. The Semanti Evaluation algorithm has run 15 h CPU and



110 Aspects codage et extension du formalismemore than 1400000 steps on a HP 9000/350 without suess. Note that theomplexity of pigeon-hole problem, in number of steps beomes linear.8 Related works� Hooker [9℄ has established the onnetion between resolution method for logiand utting plane methods for integer programming[5, 10℄. In his work hegives a generalized resolution proedure for lauses that asserts that at leasta ertain number of their literals are true.� The ardinality operator [8℄ implements the priniple \infer simple on-straints from diÆult ones" whih is atually the basi priniple behind thedesign of CLP over Finite Domains, and would be appropriate to build non-primitive onstraints as well� Four types of onstrains are de�ned in [1℄ to express naturally propositionalproblems and a generalization for model partition theorem is given.9 ConlusionIn this paper, we have introdued the pair formulas to express problems in a morenatural way and inprove the eÆieny of resolution methods in propositional al-ulus. The pair formulas have a simple semanti and let to get a generalization ofthe onjuntive normal form (CNF). A proof system whih is at one omplete anddeidable is given. To reason about the statement \at least � literals are true amongthe literals of a list L", the detetion of symmetries[2℄ seem to be less expensive inthis formalism. Symmetries are applied to Davis and Putnam proedure with ad-inality and satisfatory CPU times are obtained on di�erent problems. We intendto generalize Sl-resolution method to pair formulas, some properties of ardinalityseems to be partiularly useful when dealing with this method.Referenes[1℄ A. Aguirre. How to use symmetries in boolean onstraints solving. PhD thesis,GIA- Luminy, Marseille, 1992.[2℄ B. Benhamou and L. Sais. Theoretial study of symmetries in propositionalalulus and appliation. Eleventh International Conferene on AutomatedDedution, Saratoga Springs,NY, USA, 1992.[3℄ B. Benhamou and L. Sais. Theoritial study of symmetries in propositionalalulus. Tehnial Report 1, Universit de Provene, 1992.[4℄ A. Colmerauer. An introdution to prolog iii. CACM, 4(28):412{418, 1990.
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Calcul propositionnel : Vers une extension du formalisme 115Calcul propositionnel :Vers une extension du formalismeA. RauzyLaBRI � CNRS � Université Bordeaux I351, cours de la Libération33405 Talence Cedex � FRANCErauzy@labri.u-bordeaux.fr L. Saïs et L. BrisouxCRIL � Université d'Artoisrue de l'Université � S.P. 1662307 Lens Cedex � FRANCE{sais,brisoux}@cril.univ-artois.frRésuméLes nombreux travaux autour du problème SAT qui ontété e�ectués ces dernières années ont permis de se faireune idée assez précise des classes d'algorithmes à mettreen ÷uvre pour résoudre des requêtes exprimées en calculpropositionnel. La plupart de ces algorithmes demandentun codage de l'ensemble de clauses étudié par une matricecreuse. Dans cet article, nous étudions dans quelle mesurele formalisme d'expression des problèmes peut être étendusans changer signi�cativement ni les algorithmes de réso-lution, ni surtout les structures de données. L'extensionque nous proposons est double : des formules à deux ni-veaux aux circuits à un nombre arbitraire de niveaux, desclauses aux fonctions de seuils. Nous montrons que tous lesalgorithmes classiques (�ltrages, algorithmes énumératifs,méthodes stochastiques et diagramme binaire de décision)s'appliquent quasiment à l'identique sur cette extension.1 IntroductionDepuis quelques années, des e�orts importants ont étéfaits pour mettre au point un corpus d'algorithmes ef-�caces pour résoudre des requêtes posées sur des for-mules du calcul propositionnel. Bien entendu, le termee�cace doit être compris relativement à la di�culté in-trinsèque des questions posées. Tester la satis�abilitéd'un ensemble de clauses est et reste un problème dif-�cile. Cependant, on commence à avoir une idée assezprécise du type de méthodes à mettre en ÷uvre pourréduire, autant que faire se peut, cette di�culté. Onpeut diviser ces algorithmes en quatre catégories (parordre croissant de complexité1) :�Les �ltrages. Il s'agit principalement de la propaga-tion des littéraux purs et unitaires en temps linéaire[34, 16, 42]. Ils sont destinés à résoudre des problèmesdans P : 2SAT, Horn-SAT, Horn-renomabilité, : : :[17, 18, 24, 25].�Les algorithmes de recherche stochastique, au premierrang desquels GSAT [44] et ses multiples variantes . Ilssont destinés à chercher une solution au problème desatis�abilité. Ils traitent donc un problème dans NP.1Le lecteur pourra se reporter à [23] ou [38] pour une dé-�nition exacte des classes de complexité évoquées ci-après.

�La procédure de Davis et Putnam [19] et ses variantes[4, 20] qui trouvent une solution au problème de satis-�abilité quand il y en a une et montrent qu'il n'y ena pas dans le cas contraire. Ces algorithmes résolventdonc un problème dans coNP2.�Les diagrammes binaires de décision [7, 6]. Ils sontutilisés pour le calcul d'impliquants premiers [14, 40],la minimisation à deux niveaux [12], le calcul des étatsaccessibles d'un automate d'états �ni [13, 8], l'évalua-tion de la �abilité [40]. Ces problèmes sont en généraldans PSPACE ou #P.Les améliorations apportées à/par ces algorithmes sontdues principalement à la mise au point de structuresde données e�caces. C'est clair pour les �ltrages etpour les diagrammes binaires de décision. Qui a pro-grammé une procédure de Davis et Putnam ou uneméthode de réparation locale sait que l'e�cacité pra-tique de ce type d'algorithmes est pour beaucoup unequestion de codage intelligent des clauses. Il n'est pasdans notre propos de minimiser l'importance des heu-ristiques � l'autre grand sujet de discussion � mais lelecteur conviendra que la pertinence de celles-ci est trèsdépendante du type de formules étudiées3. De plus, sil'on s'intéresse non plus à des heuristiques individuellesmais à des classes d'heuristiques on retombe, mutatismutandis, sur une discussion sur les structures de don-nées permettant de les mettre en ÷uvre.À l'exception des diagrammes binaires de décision, lesalgorithmes cités plus haut travaillent tous sur des en-sembles de clauses (formules CNF ou DNF). Quelquesarticles ont proposé des extensions vers des formulesnon clausales (par exemple [47, 16, 11]), mais cette voien'a pas été systématiquement explorée. Or tous les pro-blèmes que l'on peut modéliser en calcul proposition-nel ne se codent pas naturellement par des formulesCNF ; loin s'en faut. Il existe bien sûr des algorithmese�caces permettant de passer d'une formule généraleà une formule CNF équivalente pour la satis�abilité2Ils sont peuvent aussi être utilisés pour produire desimpliquants et des impliqués premiers [36, 10, 43].3C'est ce que montrent en particulier les travaux sur lesvariations des modèles de générations aléatoires [41].



116 Aspects codage et extension du formalisme[39, 49], mais d'une part cela se fait au détriment de lastructure de la formule (qui peut contenir des informa-tions intéressantes que les résolveurs peuvent exploiter,e.g. des symétries), d'autre part cette équivalence netient que pour la satis�abilité.De plus, certains problèmes se codent mal avec des en-sembles de clauses. Par exemple, la satis�abilité desformules de Tseitin [46] peut être prouvée e�cacementsi ces dernières sont représentées par une conjonc-tion de chaînes d'equivalences (Biconditional NormalForm) alors que leur résolution est exponentielle dansle cas d'un codage par une CNF [21]. Il faut aussinoter que lors de la modélisation d'un problème réel,de nombreuses informations ne sont que des fonctionsbooléennes exprimant des dépendances entre variables.Cette notion de � dépendance � [31] explicite dansle cas du formalisme que nous proposons, est di�cileà obtenir dans le cas CNF[29]. La reconnaissance etl'utilisation des dépendances entre variables peut ame-ner une réduction sensible du temps de recherche. Ene�et, l'a�ectation d'une variable indépendante déter-mine les valeurs des variables dépendantes, ce qui ré-duit le nombre d'interprétations possibles à 2n où nest le nombre de variables indépendantes.Dans cet article, nous étudions comment étendre aumaximum le formalisme utilisé tout en :� Restant dans le cadre du calcul propositionnel quinous semble adapté à la résolution de nombreuxproblèmes pratiques.� Gardant les mêmes structures de données, ou entout cas les mêmes principes de mise en ÷uvre desalgorithmes cités plus haut.� Gardant la même complexité algorithmique surles formules étendues que sur les formules CNF etsurtout la même e�cacité pratique.Plus précisément, nous montrons que cela est possiblesur des circuits combinatoires à plusieurs niveaux etconstruits avec des fonctions de seuils.Le reste de cet article est organisé comme suit : la pro-chaine section décrit formellement les circuits combi-natoires considérés. Dans les sections suivantes, nousétudions l'extension des algorithmes de chacune desquatre catégories au nouveau formalisme (respective-ment dans les sections 3 pour les �ltrages, 4 pour lesalgorithmes énumératifs, 5 pour les méthodes de re-cherche locale et 6 pour les diagrammes binaires dedécision). Finalement, nous discutons les perspectivesdans la section 7.2 L'extension proposéeLe formalisme que nous étudions dans cet article étendles ensembles de clauses dans deux directions :�Des formules à deux niveaux (conjonction de disjonc-tions) aux formules à un nombre arbitraire de niveaux.

�Des clauses aux fonctions de seuils.Syntaxe Le langage propositionnel L que nousconsidérons est construit sur un ensemble in�ni dé-nombrable de variables propositionnelles V , l'ensembledes entiers naturels IN, et les symboles auxiliaires �=�,�#�, �(�, �)�, �2�, � ;� � [� et � ]�. L utilise deux construc-tions syntaxiques : les portes et les circuits.L'ensemble des portes de L est le plus petit ensembletel que : si s, e1, : : : , ek sont des variables de V , �1,: : : , �k, �min et �max sont des entiers positifs ou nuls,alors s = #(�1:e1; : : : ; �k:ek) 2 [�min; �max] (1)est une porte. On note V ar(P ), l'ensemble des va-riables apparaissant dans la porte P . s est la sortie (lefanout) de la porte, les ei sont ses entrées (fanins). Onétend ces notations aux ensembles de portes : soit C unensemble de portes, l'ensemble des variables apparais-sant dans C est noté V ar(C), le sous-ensemble des va-riables n'apparaissant pas en membre droit d'une porteest noté Sorties(C) et le sous-ensemble des variablesn'apparaissant pas en membre gauche d'une porte estnoté Entr�ees(C). Notons que, dans un ensemble deportes certaines variables ne sont ni des entrées, ni dessorties.L'ensemble des circuits de L est le plus petit ensembled'ensembles de portes tel que :�L'ensemble vide est un circuit (noté >).�Si C1 et C2 sont des circuits etV ar(C1) \ V ar(C2) = ;, alors C1 [ C2 est un circuit.�Si C est un circuit et P est une porte dont la sorties n'appartient pas à V ar(C), alors C [ fPg est uncircuit.On remarque que cette dé�nition assure que, dans uncircuit, toute variable est la sortie d'au plus une porte.Un circuit C peut être vu comme un (hyper)grapheorienté acyclique dont les sommets sont les variableset dont les (hyper)arcs relient les entrées de chaqueporte avec sa sortie. Dans le cadre de cet article, nousnous restreindrons au cas où ce graphe n'a qu'une ra-cine, c'est-à-dire où le circuit n'a qu'une sortie. Deplus, nous dirons indi�éremment équation ou porte etformule ou circuit. Les seules �vraies� variables d'uncircuit sont ses entrées. Les autres sont des variablesintermédiaires qui peuvent être vues comme des nomspour les sous-formules (ou la formule elle-même).Il est important d'étendre la dé�nition des circuitsdonnée ci-dessus de façon à permettre la substitutionde valeurs aux variables. Soient C un circuit, x1, : : : ,xk des variables et v1, : : : , vk des valeurs booléennes(0 ou 1). On note Cx1 v1;::: ;xk vk le circuit C danslequel les valeurs v1, : : : ,vk sont substituées respecti-vement aux occurrences des variables x1, : : : ,xk.



Calcul propositionnel : Vers une extension du formalisme 117Sémantique Une a�ectation � est une applicationde V dans f0; 1g. On étend par induction structurelle,les a�ectations en des applications de L dans f0; 1g dela façon suivante :Soient � une a�ectation et P une porte de la forme (1)alors �(P ) = 1 si et seulement si l'égalité �(s) = 1 etla double inégalité�min �Pi=1;::;k �i:�(ei) � �max sont véri�ées ou in-�rmées simultanément (si x est une constante �(x) =x).Soient � une a�ectation et C un circuit alors �(C) = 1si et seulement si � donne la valeur 1 à toutes les portesde C.Un circuit est satis�able s'il existe une a�ectation lesatisfaisant, c'est une tautologie si toute a�ectation lesatisfait et c'est une antilogie si aucune a�ectation lesatisfait.Autres notions classiques Les notions de litté-ral, de produit (ensemble �ni de littéraux interprétésconjonctivement), de clauses (ensemble �ni de litté-raux interprétés disjonctivement), d'impliquants pre-miers et d'impliqués premiers ont leur signi�cationusuelle. Il y a une correspondance bi-univoque entreles substitutions et les produits : à la substitutionx1  1, : : : , xm  1, y1  0, : : : , yn  0 correspondle produit fx1; : : : ; xm;:y1; : : : ;:yng et réciproque-ment. Les produits et les substitutions peuvent aussiêtre vus comme des a�ectations partielles.Puissance d'expression Il est clair que L est uneextension des formules CNF. En particulier, si a et bsont des variables, les formules (a _ b), (a ^ b) et :aseront codées par les équations suivantes :a:ou:b = #(a; b) 2 [1; 2] (2)a:et:b = #(a; b) 2 [2; 2] (3)non:a = #(a) 2 [0; 0] (4)De la même façon, L est une extension des systèmesd'inéquations linéaires en variables 0/1. Soit l'inéqua-tion linéaire E suivante :�1:x1 + : : :+ �m:xm � �1:y1 � : : :� �n:yn � Pour la coder dans L, on commence par coder les lit-téraux négatifs :�i=1;m�i:xi +�j=1;n�j :(1� yj) �  +�i=1;n�iPuis, on écrit directement les portes correspondantes :E = #(�1:x1; : : : ; �m:xm; �1:z1; : : : ;: : : �n:zn) 2 [0;  +�i=1;n�i]z1 = #(y1) 2 [0; 0]...zn = #(yn) 2 [0; 0]

Notons qu'en pratique la négation peut être codée di-rectement (sans introduire de nouvelles variables), enutilisant des littéraux plutôt que des variables lors ducodage d'une porte (1).Les liens entre la programmation linéaire en f0; 1g et lecalcul propositionnel ont déjà été étudiés, en particu-lier par Hooker (voir par exemple [27, 28]). Cependant,Hooker a surtout examiné comment interpréter les al-gorithmes de programmation linéaire dans le cadrede la logique booléenne. Nous proposons au contraired'adapter les méthodes développées pour le calcul pro-positionnel à la programmation linéaire en f0; 1g (deplus nous considérons des formules à un nombre arbi-traire de niveaux, et non des systèmes d'inéquations).Signalons tout de suite quelques avantages de l'exten-sion proposée sur les formules CNF.�Elle est beaucoup plus concise. Par exemple, le faitque k formules parmi n doivent être vraies se code enune seule équation.�Elle permet facilement l'introduction de lemmes, c'està dire de variables codant des formules. Les lemmespermettent d'abord de construire des preuves courtespour des formules intraitables autrement [46, 9], maissurtout de compiler facilement des descriptions de plushaut niveau (par exemple des diagrammes de �abilité[37]).�Elle permet de tirer parti facilement des symétriesou de toutes autres régularités apparaissant dans lesproblèmes, en les détectant automatiquement commedans [4] ou en écrivant directement les formules defaçon à en éliminer les redondances4.�Elle permet de traiter au même plan une formule etsa négation, ce qui est intéressant dans le cadre de lacompilation compositionnelle de formalismes de hautniveau.�Elle permet de mettre en ÷uvre des procédures deréécriture des formules dans l'esprit du véri�cateur demodèle INSTEP [48]. INSTEP implémente deux typesde règles : les �ltrages (ou simpli�cations immédiates)des formules � nous reviendrons sur ce sujet dans laprochaine section � et la décomposition de Shannonqui consiste à remplacer une formule f par la formule(x^fx 1)_(:x^fx 0). Ce type de réécriture peut êtreutilisé en tant que tel pour résoudre le problème posé,ou comme pré-traitement des formules. Cette dernièrevoie semble particulièrement prometteuse pour les al-gorithmes utilisant les diagrammes binaires de déci-sion.Il reste bien entendu à montrer que cette extension nese fait pas au prix d'une complexité accrue des algo-rithmes. C'est ce que nous allons faire dans les pro-4Par exemple en imposant, dans un problème de Ram-sey comme ceux traités dans [36], des inéquations sur lenombre d'arêtes de chaque couleur.



118 Aspects codage et extension du formalisme? : C x 1; x 0; �? 0: C; s = #(�1:x1; : : : ; �k:x1k) 2 [�min; �max]; xi  0; �s = #(�1:x1; : : : ; �i�1:xi�1; �i+1:xi+1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max] 1: C; s = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; xi  1; �s = #(�1:x1; : : : ; �i�1:xi�1; �i+1:xi+1; : : : ; �k:xk) 2 [�min � �i; �max � �i]"1: C; s = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; �min � 0; �ki=1�i � �maxs 1"0min: C; s = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; �ki=1�i < �mins 0"0max: C; s = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; �max < 0s 0#min1 : C; 1 = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; �j=1;::;k;i 6=j�j < �minxi  1#max0 : C; 1 = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; �i > �maxxi  0#min0 : C; 0 = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; �i � �min; �kj=1�j � �maxxi  0#max1 : C; 0 = #(�1:x1; : : : ; �k:xk) 2 [�min; �max]; �j=1;::;k;i 6=j�j � �max; �min � 0xi  1Fig. 1: Les règles dé�nissant l'opérateur de conséquence immédiate `.chaines sections.3 FiltragesLa première chose à véri�er est que le formalisme pro-posé peut être codé dans des structures de donnéespermettant de propager e�cacement les a�ectationsde valeurs aux variables et de détecter les variablesastreintes à prendre une valeur unique. Ces deux opé-rations sont la clé de voûte de toute procédure énu-mérative e�cace, et par là, de la mise au point d'al-gorithmes optimums sur les classes polynômiales prin-cipales du problème SAT et des problèmes de satis-faction de contraintes [24]. La première propage desvaleurs des entrées vers la sortie du circuit, la secondeprocède en sens contraire. La structure de données doitdonc permettre ce double mouvement, de haut en baset de bas en haut.Opérateur de conséquence immédiate Nous al-lons dans un premier temps dé�nir un opérateur deconséquence immédiate ` (qui décrit formellement lesopérations mentionnées ci-dessus), puis nous propose-rons des structures de données pour le mettre en ÷uvree�cacement.La �gure 1 présente ` à l'aide de séquents. La signi-�cation de chacune de ces règles est su�samment ex-plicite pour que nous ne la décrivions pas en détailsici. Les séquents de ` transforment un couple (circuit,

substitution) en un autre couple (circuit, substitution)équivalent : C� ` C 0�0 ) C� � C 0�0 (5)Nous noterons `� l'opération consistant à appliquerun nombre quelconque de fois l'une des règles décrites�gure 1. Il est bien clair que l'opérateur ` admet unpoint �xe unique (quel que soit l'ordre d'applicationdes règles). Nous noterons #` C� ce point �xe.Structure de données La structure de données quenous proposons (pour mettre en ÷uvre `) est la sui-vante. On construit :� La liste des portes du circuit étudié.� La liste des entrées de chaque porte.� Pour chaque variable, la liste des portes dont elleest une entrée.Les deux dernières listes sont en fait des listes de poin-teurs vers des monômes �i:xi qui comportent chacunun pointeur vers la variable xi et un pointeur vers laporte dans laquelle ils apparaissent. La structure co-dant une variable doit aussi contenir un pointeur versla porte dont elle est éventuellement la sortie. Cettestructure est une simple généralisation des matricescreuses utilisées pour coder les ensembles de clauses[42].A�n de coder l'a�ectation partielle courante, on main-tient la valeur de chaque variable (et de chaque porte).



Calcul propositionnel : Vers une extension du formalisme 119valeur de s condition a�ectation caract�eres = 1 min + �i > �max xi  0 impos�ees = 1 max � �i < �min xi  1 impos�ees = 0 (min + �i � �min) ^ (max � �max) xi  0 impos�ees = 0 (max � �i � �max) ^ (min � �min) xi  1 impos�ees = 1 max � �max xi  1 libres = 1 min � �min xi  0 libres = 0 max � �max xi  0 libres = 0 min � �min xi  1 libreTab. 1: Table récapitulative des a�ectations imposées et libresOn maintient aussi, pour chaque porte de la forme (1),la valeur minimum min et la valeur maximum maxque peut prendre la somme des �i:xi dans l'a�ecta-tion partielle courante. Ces valeurs correspondent res-pectivement à l'a�ectation à 0 et à 1 des variables nonencore a�ectées par �. Quand une entrée reçoit une va-leur, min et max sont mis à jour (en temps constantdans la mesure où il su�t d'ajouter ou de soustraireun � aux valeurs précédentes des ). Si min > �maxou si max < �min, la sortie s prend la valeur 0 et lapropage. Si min � �min et max � �max, la sortie sprend la valeur 1 et la propage.Les a�ectations de valeurs aux variables se font doncsans modi�er la structure de données. On utilise unepile pour mémoriser les a�ectations à e�ectuer.Dans le cas où c'est la variable s qui est a�ectée, minet max sont utilisés pour e�ectuer les tests correspon-dants aux séquents #min1 , #min0 , #max1 et #max0 de la�gure 1. On note que si la valeur de xi est �xée parpropagation alors toute variable xj telle que �j � �iest astreinte à prendre la même valeur. L'idée est doncde maintenir une liste des xi triée par ordre décroissantdes �i ainsi qu'un pointeur vers la première variablenon a�ectée de la liste. Ce tri initial de la liste se faiten O(k:log(k)) (c'est un pré-traitement).Le calcul du point �xe de l'opérateur de conséquenceimmédiate revient à étendre la substitution courante.Il se fait en temps linéaire amorti [45].Lemme 1 (Complexité de la propagation)Soient C un circuit et � une substitution codés dansles structures de données décrites ci-dessus. Le calculde #` C� est en O(jCj), où jCj dénote le nombre demonômes �i:xi présents dans le circuit C.Pour véri�er le lemme précédent, il su�t de remarquerque chaque monôme est parcouru au plus deux fois :une fois � verticalement � lors de l'a�ectation de lavariable correspondante et une fois � horizontalement� si la variable est contrainte à prendre une valeurdonnée.

A�ectations libres Soient C un circuit, x une va-riable et v une valeur (0 ou 1). On dit que l'a�ectationde v à x est libre si pour toute a�ectation � satisfai-sant C et telle que �(x) = 1� v, l'a�ectation �0 égalepartout à � sauf en x satisfait C. Cette notion estsémantique. Il convient donc d'en donner une versiona�aiblie, syntaxique, qui pourra être détectée facile-ment sur la structure de données. La table 1 donnedes conditions syntaxiques su�santes (mais pas for-cément nécessaires) pour qu'une a�ectation soit libreou imposée. Le lecteur remarquera que la notion d'af-fectation imposée généralise celle de littéral unitaireet que la notion d'a�ectation libre généralise celle delittéral pur. Intuitivement, l'a�ectation de la valeur và la variable x est imposée s'il existe une porte quiserait immédiatement falsi�ée si la valeur 1 � v étaita�ectée à x. L'a�ectation de la valeur v à la variablex est libre si pour toutes les portes dans lesquelles xapparaît en entrée, cette a�ectation ne fait que renfor-cer la satisfaction potentielle de la porte. On voit doncqu'il y a une dualité profonde entre a�ectations libreset a�ectations imposées.D'autre part, si l'a�ectation d'un des xi à la valeur viest libre alors c'est le cas pour toutes les variables nona�ectées de la porte. Par conséquent, dès que la condi-tion est remplie, on peut parcourir la liste et mettreà jour des compteurs qui pour chaque variable main-tiennent le nombre de portes dans lesquelles elle n'estpas libre positivement et négativement. Dès qu'un deces deux compteurs passe à 0, la variable peut êtrelibrement a�ectée à l'autre valeur. Ici encore, il n'estpas di�cile de voir que la gestion des compteurs se faiten temps linéaire amorti sur la taille de l'instance.Au coût du pré-traitement près (qui est très faible), ona donc des algorithmes de propagation des variables etde détection des sous-formules astreintes à prendre unevaleur unique et des sous-formules dont la valeur estlibre aussi e�caces que ceux dont on dispose grâce àla structure de matrice creuse pour les ensembles declauses [42].Extension de la notion d'� autark � La notiond'autark (ou de partition du modèle) [22, 35, 36] se gé-



120 Aspects codage et extension du formalismenéralise de di�érentes façons. La plus simple est sansdoute la suivante : soient C un circuit et � une a�ec-tation partielle, � est un autark de C si aucune desvariables a�ectées par � n'apparaît dans une équationnon-satisfaite de C. En clair, � sépare C en deux : deséquations satisfaites et des équations dans lesquellesles variables a�ectées par � n'apparaissent pas. Il estclair que si � est un autark alors C est satis�able si etseulement si C� l'est. La détection des autarks se faitsuivant le même principe et avec le même coût (tempslinéaire amorti) que sur les ensembles de clauses, c'est àdire en maintenant, pour chaque variable, un compteurdu nombre d'équations non satisfaites dans lesquelle lavariable apparaît [42].Avec l'extension des notions de littéral unitaire, de lit-téral pur et d'autark, on dispose donc de toutes lesbriques permettant de mettre au point des algorithmese�caces pour traiter les principales classes polynô-miales du problème SAT. Cette question a été étudiéeen détails dans [24, 25]. Notons que le fait de dispo-ser d'un formalisme plus puissant devrait permettred'étendre ces classes polynômiales.4 Algorithmes énumératifsOn peut distinguer deux grandes classes d'algorithmescomplets décidant de la satis�abilité d'une formulebooléenne :� Ceux appliquant sous une forme ou sous une autrele principe de résolution (c'est à dire travaillantpar réécriture de la formule considérée).� Ceux qui explorent (énumèrent) de façon systé-matique l'espace de recherche.Cette dernière classe s'est avérée de loin la plus e�-cace en pratique. Des travaux récents ont montré queles mises en ÷uvre les plus e�caces ne sont que des va-riantes de la procédure bien connue de Davis, Logemanet Loveland (DPL)[19]. Notons, que cette procédurepeut être adaptée pour compiler des bases de connais-sances propositionnelles (e.g. en recherchant une cou-verture d'impliquants (impliqués) premiers) [43, 10, 5].La procédure de DPL Dans le cadre de cet article,nous limitons notre étude à l'extension de la procédureDPL au formalisme proposé (voir Fig. 2).La procédure DPL se décompose en deux règles essen-tielles : la règle de simpli�cation (R1) et la règle deséparation (R2). Son extension aux circuits nécessiteune adaptation de ces deux règles. L'extension de larègle de simpli�cation a été discutée dans la sectionprécédente.Les heuristiques La sélection de la prochaine va-riable à a�ecter est un facteur important dans l'e�ca-cité de la procédure énumérative DPL. Une bonne heu-ristique peut réduire sensiblement la taille de l'arbre

Procédure DPL(C)entrée : C un circuit (ensemble de portes)sortie : vrai si C est satis�able ; faux sinondébutR1 : règle de simpli�cationFiltrage et propagationsi C est videalors retourner vraisinon si il existe une porte falsi�éealors retourner fauxsinon débutR2 : règle de séparationchoix de la variable x et de la valeur v à a�ectersi DPL(Cx v)alors retourner vraisinon retourner DPL(Cx 1�v)�n�n Fig. 2: La procédure DPLde recherche. De nombreux travaux ont été consacrésà l'amélioration de la règle de séparation (choix de lavariable de branchement). Citons parmi elles les plusrécentes : C-SAT [20], Tableau [15], POSIT, Satz [33]et Relsat[2].Dans le cadre CNF, l'heuristique la plus utilisée estsans doute celle proposée par Jeroslow et Wang [30]qui consiste à choisir la variable apparaissant le plussouvent dans les clauses les plus courtes. Plus pré-cisément, la variable xi choisie est celle maximisantw(xi) + w(:xi), avec w(xi) = PC2S;xi2C w(C), etw(C) = 2�jcj. Les nombreuses variantes proposées ensuite di�èrent essentiellement par leur fonction poids.Pour adapter cette heuristique, on dé�nit dans un pre-mier temps la fonction w(P ) associée à une porte P . Ilest évident que la porte dé�nie par l'équation (1) peuts'écrire sous forme d'une conjonction de deux inéqua-tions linéaires ILP (6) et ILN(7) :X1�i�n�ixi � �min (6)et X1�i�n�i:xi � ( � �max) (7)avec X1�i�n�i = On remarque alors que l'équation précédente fait ap-paraître à la fois les occurrences positives et négatives,on retrouve de manière évidente la notion classique delittéraux purs (i.e. xi (respectivement :xi) est pur si



Calcul propositionnel : Vers une extension du formalisme 121et seulement si 8P 2 C tel que xi 2 P , �max = (respectivement �min = 0)).Ci-dessous, la description de la fonction f(v) :Soit C un circuit,fw(v) = X8P2C; v2P w(P ) (8)où w(P ) est dé�ni de la façon suivante5 :- si s = 1, w(P ) = � w(ILP ) si v = xw(ILN) si v = :x- si s = 0, w(P ) = � w(ILN) si v = xw(ILP ) si v = :xIl reste à dé�nir le poids associé à une inéquation li-néaire de la forme : X1�i�n�ixi � � (9)Il est à noter que la transformation (sans introductionde nouvelles variables) d'une inéquation linéaire enCNF peut amener à un nombre exponentiel de clauses[26]. Pour se rapprocher le plus possible des poids utili-sés dans le cadre CNF pour pondérer une clause, nousavons juste besoin de connaître le nombre et la tailledes clauses obtenues. Pour ce faire nous utilisons unepropriété dé�nie dans [3], montrant la transformationd'une formule de cardinalité en clauses. Nous rappe-lons qu'une formule de cardinalité peut être considéréecomme une inéquation où tous les coe�cients ont unevaleur égale à un. Dans notre cas, nous considérons lecoe�cient associé à une variable comme une indicationdu nombre de répétitions de la variable. Nous obtenonsdonc pour l'inéquation linéaire (9) une approximationdu nombre et de la longueur des clauses :� la longueur des clauses est :  � � + 1,� le nombre de clauses est : C��+1avec  =P1�i�n �i.Nous proposons ci-dessous, les di�érentes fonctions depondération d'une inéquation linéaire :w1 = (�i � C��+1 )� 2�(��+1)w2 = ( �i � � + 1)� 2�(��+1)Rappelons que dans le cas CNF, une clause C est pon-dérée par un poids de 2jCj. Dans les deux pondérationsprécédentes, jCj est remplacé par ��+1 qui est unegénéralisation évidente. Le facteur multiplicatif per-met d'accentuer notre préférence pour les inéquations5Les variables du circuit apparaissant uniquement àgauche du symbole d'égalité sont a�ectées à 1.

linéaires nécessitant de nombreux coe�cients pour lessatisfaire.La fonction de calcul du score d'une variable x estobtenue par :Fwi(x) = (10)fwi(x) + fwi(:x) + ��min(fwi(x); fwi(:x))(avec � = 1:5 )5 Recherche stochastiqueLes techniques de recherche stochastique consistent àtester di�érentes a�ectations des variables. Les a�ecta-tions à tester sont obtenues en modi�ant de proche enproche une a�ectation initiale (en général en inversantla valeur d'une variable, d'où le nom de réparation lo-cale donné aussi à ces méthodes). L'a�ectation initialeainsi que les modi�cations sont obtenues plus ou moinspseudo-aléatoirement : on cherche à faire les meilleurschoix possibles tout en laissant un degré de liberté a�nd'assurer une bonne couverture des a�ectations pos-sibles. Ces méthodes incomplètes ont été utilisées avecsuccès pour résoudre le problème SAT [44]. Le schémagénéral d'une procédure de recherche stochastique estdécrit Fig. 3.Procédure RL(C)entrée : C un circuit (ensemble de portes)sortie : Un modèle, si trouvépour i allant de 1 à max. essais fairechoisir une a�ectation initiale Ipour j allant de 1 à max. réparations fairesi I satisfait Calors retourner vraisinonchoix de la variable x à inverserI = I avec x inversée�nsi�npour�npourretourner faux�nFig. 3: Procédure générique de recherche stochastiqueL'adaptation de la procédure précédente aux cir-cuits ne présente pas de di�culté majeure. On re-marque tout d'abord que les variables peuvent prendredeux valeurs (vrai ou faux), alors qu'elles peuvent enprendre trois dans les procédures énumératives (vrai,faux ou non a�ectée). Quoi qu'il en soit, la modi�ca-tion de la valeur d'une variable se fait de la mêmefaçon dans les deux types de procédure. La partiela plus délicate de l'algorithme concerne la sélectiondes variables candidates à l'inversion, parmi lesquellesune est choisie pseudo-aléatoirement. Cela demande



122 Aspects codage et extension du formalismed'attribuer une note à chaque variable, et de main-tenir les notes le plus e�cacement possible. Une ex-tension naturelle du calcul des notes mis en ÷uvredans GSAT [44] pourrait être la suivante : Soient Il'interprétation courante et x une variable de C, alorsw(x) = w+(x) � w�(x), où w+(x) (resp. w�(x)) dé-note le nombre de portes de C actuellement falsi�ées(resp. satisfaites) par I et qui deviendraient satisfaites(resp. falsi�ées), si la valeur de x était inversée. Lescompteurs w+(x) et w�(x) peuvent être mis à jour ef-�cacement en utilisant la même technique que pour ladétection des littéraux unitaires (voir section 3).6 Diagrammes Binaires de DécisionLe calcul du BDD codant une équation de la forme(1) ne pose pas de problème particulier. On calcule lesBDDs Ei codant les ei, puis on applique un algorithmeénumératif (de type �forward checking�) qui sépare surla valeur des ei et construit les BDDs en remontant.Par exemple, si l'on sépare sur la valeur de e1 (codé parle BDD E1) et que les BDDs construits pour e1 = 1 ete1 = 0 sont respectivement R1 et R0, le BDD codantla formule sera (E1^R1)_(:E1^R0). Or, la procédurede calcul du BDD codant la fonction (f ^g)_ (:f ^h)à partir des BDDs codant respectivement f , g et hest précisément la procédure centrale de paquetagesBDD [6].En pratique, on a tout intérêt à mémoriser les résultatsintermédiaires de façon à ne pas refaire deux fois lemême calcul. Supposons par exemple que l'on veuillecalculer le BDD associé à l'équation :s = #(�1:e1; �2:e2; �3:e3; �4:e4; (11): : : ; �k:fk) 2 [�min; �max] (12)Supposons de plus que �1 + �2 = �3 + �4. Alors lemême résultat intermédiaire sera obtenu pour les af-fectations e1  1, e2  1, e3  0, e4  0, et e1  0,e2  0, e3  1, e4  1. Il est donc inutile de calcu-ler deux fois le BDD correspondant. On a là un castypique d'utilisation des chaînes d'addition de Knuth[32].7 ConclusionLe calcul propositionnel est un excellent compromisentre puissance d'expression et e�cacité des algo-rithmes de résolution associés. Cependant, la plupartdes algorithmes proposés dans la littérature travaillentsur des ensembles de clauses (formule CNF). Or, tousles problèmes en calcul propositionnel ne se codent pasnaturellement par des formules CNF, et le passage versune forme CNF fait perdre des informations structu-relles importantes.Dans cet article, nous avons montré qu'en considé-rant des circuits combinatoires à plusieurs niveaux et

construits avec des fonctions de seuil, il est possibled'étendre au maximum le formalisme sans changer (oupresque) les algorithmes, et surtout les structures dedonnées. En considérant les classes d'algorithmes, nousavons ainsi montré que leur adaptation au formalismeproposé ne présente pas de di�culté particulière.Ce travail est un premier pas vers la mise en placed'un formalisme booléen plus général. Il ouvre denombreuses perspectives (dont certaines sont en coursd'étude) :� la validation de l'approche sur des problèmesréels,� la mise en place d'heuristiques pour prendre encompte certaines informations structurelles (e.g.les dépendances,...),� la mise en place de techniques de compilationde formules booléennes (recherche de couvertured'impliquants (impliqués) premiers).� l'extension des algorithmes pour résoudre desproblèmes d'optimisation (ce que permettent lespoids associés aux variables dans les équations).... �Références[1] P. Barth. A Davis-Putnam Based EnumerationAlgorithm for Linear Pseudo-Boolean Optimisa-tion. Technical Report MPI-I-95-2-003, Max-Planck-Institute für informatik, January 1995.[2] R.J. Bayardo Jr. and R.C. Schrag. Using CSPLook-Back Techniques to Solve Real-World SATInstances. In Proc. of the Fourteenth NationalConference on Arti�cial Intelligence (AAAI'97),pages 203�208, Providence, Rhode Island, 27-31 July 1997.[3] B. Benhamou and L. Saïs. Two proof proce-dures for a cardinality based language in propo-sitional calculus. In P. Enjalbert, E. W. Mayr,and K. W. Wagner, editors, STACS, pages 71�82,Caen, France, February 1994. Springer-Verlag.[4] A. Billionnet and A. Sutter. An e�cient algo-rithm for the 3-satis�ability problem. OperationResearchs Letters, 12(1) :29�36, 1992.[5] Y. Boufkhad, É. Grégoire, P. Marquis, B. Mazure,and L. Saïs. Tractable Cover Compilations. InProc. of the Fifteenth International Joint Confe-rence on Arti�cial Intelligence (IJCAI'97), vo-lume 1, pages 122�127, Nagoya, Japan, August1997.[6] K. Brace, R. Rudell, and R. Bryant. E�cient Im-plementation of a BDD Package. In Proceedings ofthe 27th ACM/IEEE Design Automation Confe-rence. IEEE 0738, 1990.
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Tabu Search for SAT �Bertrand Mazure Lakhdar Sa��s �Eric Gr�egoireCRIL { Universit�e d'Artoisrue de l'Universit�e SP 16F-62307 Lens Cedex Francefmazure,sais,gregoireg@cril.univ-artois.frAbstractIn this paper, tabu search for SAT is investi-gated from an experimental point of view. Tothis end, TSAT, a basic tabu search algorithm forSAT, is introduced and compared with Selman etal. Random Walk Strategy GSAT procedure, inshort RWS-GSAT. TSAT does not involve the ad-ditional stochastic process of RWS-GSAT. Thisshould facilitate the understanding of why simplelocal search methods for SAT work. It is shownthat the length of the tabu list plays a criticalrole in the performance of the algorithm. More-over, surprising properties about the (experimen-tal) optimal length of the tabu list are exhibited,raising interesting issues about the nature of hardrandom SAT problems.IntroductionSAT, i.e. checking the satis�ability of a boolean for-mula in conjunctive normal form, is a canonical NP-complete problem (Cook 1971). Moreover, it is a fun-damental problem in mathematical logic, automatedreasoning, arti�cial intelligence and various computerscience domains like VLSI design.Recently, there has been a renewal of interest in un-derstanding the nature of the di�culty of SAT (see e.g.(Chv�atal & Szemer�edi 1988; Dubois & Carlier 1991;Mitchell, Selman, & Levesque 1992)). At the sametime, several authors have proposed new {but amaz-ingly simple and e�cient{ algorithms allowing for abreakthrough in the class of computer-solvable SAT in-stances (see e.g. (Selman, Levesque, & Mitchell 1992;Gu 1992; Selman, Kautz, & Cohen 1993; DIMACS1993)).More precisely, a class of very hard SAT instanceshas been characterized. This class is made of randomgenerated K-SAT instances whose probability of beingsatis�able is close to 0.5 and are located at the criticalpoint of a phase transition. These problems are mostoften beyond the reach of the most e�cient techniques� Copyright c 1997. American Association for Arti�-cial Intelligence (www.aaai.org). All rights reserved.

derived from conventional algorithms, like Davis andPutnam's procedure (Davis & Putnam 1960). In orderto address them, two families of algorithms have beendesigned recently. The �rst one is made of logicallycomplete techniques that aim at proving the inconsis-tency of SAT instances (see e.g. (Dubois et al. 1996;Crawford & Auton 1993)). The second one is formedof incomplete techniques based on local reparationsthat attempt to �nd a model for SAT instances. Sev-eral authors have proposed very simple local searchalgorithms that prove surprisingly good in solvinghard large satis�able problems (Selman, Levesque,& Mitchell 1992; Selman, Kautz, & Cohen 1993;Gent & Walsh 1993).In this paper, tabu search for SAT is investigatedfrom an experimental point of view. To this end,TSAT, a basic tabu search algorithm for SAT, is in-troduced and compared with Selman et al. RandomWalk Strategy GSAT, in short RWS-GSAT (Selman,Kautz, & Cohen 1993). TSAT proves extremely com-petitive in the resolution of many problems, in particu-lar hard random K-SAT instances at the critical pointof the phase transition. Actually, the FTP availableGSAT already contained a basic tabu option but hasnot been described in the literature to our best knowl-edge. Moreover, no investigation of the �ne-tuning ofits essential parameters had ever been conducted.In the next section, the canonical K-SAT �xed-clause-length random generation model is reviewed,with emphasis on the phase transition. Then, Selmanet al. RWS-GSAT algorithm is presented. TSAT isthen motivated and presented. Extensive experimen-tations are conducted about the optimal lengths of thetabu list with respect to several criteria, leading tosurprising �ndings. A comparison between the perfor-mance of RWS-GSAT and TSAT is then conducted.These results were �rst presented for a very restrictedaudience in 1995 (Mazure, Sa��s, & Gr�egoire 1995). Asa conclusion, some promising ideas for further researchare given.
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Figure 1: phase transition phenomenaHard random SAT instancesSAT consists in checking the satis�ability of a booleanformula in conjunctive normal form (CNF). Let us re-call here that any propositional formula can be trans-lated into a CNF that is equivalent for SAT, thanksto a linear time algorithm (see e.g. (Siegel 1987)). ACNF formula is a set (interpreted as a conjunction) ofclauses, where a clause is a disjunction of literals. Aliteral is a positive or a negated propositional variable.An interpretation of a boolean formula is an assign-ment of truth values to its variables. A model of aformula is an interpretation that satis�es the formula.Although SAT is NP-complete, theoretical and ex-perimental results show good average-case perfor-mance for several classes of SAT instances (see e.g.(Franco & Paull 1983)).However, hard random instances of SAT have beenobserved at a phase transition. Let us illustratethis phenomenon in the usual K-SAT �xed-clause-length model (see e.g. (Chv�atal & Szemer�edi 1988;Cheeseman, Kanefsky, & Taylor 1991; Crawford & Au-ton 1993; Dubois & Carlier 1991; Mitchell, Selman, &Levesque 1992)), a random generation model where thenumber of literals per clause is a given value K and thesign of each literal is also randomly generated (with a0.5 probability).In Figures 1 and 2, we see the phase transition ob-served by many authors. The probability of satis�a-bility decreases abruptly from 1 to converge towards 0in a phase transition as the c=n ratio increases (wherec represents the number of clauses and n the numberof variables). The location of the phase transition de-pends on the length of clauses and on the number ofvariables. In Figure 1, we see how the curves move tothe right as this length increases. In Figure 2, we see
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Figure 2: 3-SAThow the curves straighten when the number of vari-ables increases. It has been shown experimentally thatinstances at these phase transitions where the probabil-ity of being satis�able is 0.5 are really hard problems.Actually, it has been proved that these problems areexponential for resolution (Chv�atal & Szemer�edi 1988).Random Walk Strategy GSATLet us now briey review Selman et al. GSAT algo-rithm (Selman, Levesque, & Mitchell 1992). This al-gorithm performs a greedy local search for a satisfyingassignment of a set of propositional clauses. The algo-rithm starts with a randomly generated truth assign-ment. It then changes (\ips") the assignment of thevariable that leads to the largest increase in the totalnumber of satis�ed clauses. Such ips are repeated un-til either a model is found or a preset maximum num-ber of ips (MAX-FLIPS) is reached. This process isrepeated as needed up to a maximum of MAX-TRIEStimes.In the sequel, we shall consider a more recent ande�cient version of GSAT, i.e. Random Walk StrategyGSAT (in short RWS-GSAT)(Selman, Kautz, & Cohen1993). This variant of GSAT selects the variable tobe ipped in the following way: it either picks withprobability p a variable occurring in some unsatis�edclause or follows, with probability 1� p, the standardGSAT scheme, i.e. makes the best possible local move.Clearly, this very simple algorithm is logically in-complete and belongs to the local search proceduresfamily. However, it is surprisingly e�cient in demon-strating that CNF formulas are satis�able, in particu-lar K-SAT instances at the phase transition.
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Procedure GSATInput: a set of clauses S, MAX-FLIPS, MAX-TRIESOutput: a satisfying truth assignment of S, if foundBeginfor i := 1 to MAX-TRIES doI := a randomly generated truth assignmentfor j := 1 to MAX-FLIPS doif I satis�es S then return Ix := a propositional variable such thata change in its truth assignmentgives the largest increase (possiblynegative) in the number of clausesof S that are satis�ed by II := I with the assignment of x reversedend-forend-forreturn ``no satisfying assignment found"End Figure 3: GSAT algorithm: basic versionRestricting randomnessLet us stress that the Random Walk Strategy intro-duces an additional level of randomness in basic GSATand thus makes an analytical study of GSAT moredi�cult to conduct. Another randomness propertyof GSAT lies in the selection of the variable to beipped. Indeed, as Selman et al. stress it: \Anotherfeature of GSAT is that the variable whose assignmentis to be changed is chosen at random from those thatwould give an equally good improvement. Such non-determinism makes it very unlikely that the algorithmmakes the same sequence of changes over and over (Sel-man, Levesque, & Mitchell 1992)".Moving further towards the goal of avoiding recur-rent ips, we investigate the use of tabu search (Glover1989; 1990) for SAT by experimenting with an algo-rithm of our own, called TSAT. TSAT makes a sys-tematic use (no aspiration criteria) of a tabu list ofvariables in order to avoid recurrent ips and thus es-cape from local minima. This technique was also ex-pected to allow for a better and more uniform cover-age of the search space. Let us stress that this use ofa tabu list is systematic during the search process inthe sense that the tabu list is updated each time a ipis made. TSAT keeps a �xed length {chronologically-ordered FIFO{ list of ipped variables and preventsany of the variables in the list from being ipped againduring a given amount of time. Accordingly, the tabulist contains variables and, for e�ciency reasons, doesnot keep track of forbidden interpretations, explicitly.The e�ciency of most local search procedures de-pends heavily on a good setting of their parameters.For instance, Selman et al. suggest speci�c values
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problems Nb. RWS-GSAT TSATn c inst. time (sc.) ips solved ratio time (sc.) ips solved ratio100 430 500 .18 2803 88% 31.85 .11 1633 93% 17.60200 860 500 1.99 18626 73% 255.85 .73 9678 74% 130.78400 1700 500 15.03 204670 100% 2046.70 11.51 145710 100% 1457.10600 2550 500 19.59 250464 62% 4013.85 13.92 167236 65% 2580.80800 3400 500 140.61 1809986 67% 26854.39 99.45 1143444 71% 16150.341000 4250 500 369.88 4633763 57% 81009.84 292.10 3232463 62% 51802.292000 8240 50 3147.26 26542387 16% 1658899.19 3269.15 29415465 40% 735386.63Table 1: TSAT vs. RWS-GSATsize depends only on the number n of involved vari-ables according to the above equation).The above tests for 4-SAT (100 instances for eachnumber of variables ranging from 50 to 600 (by stepsof 50)) and similar values for the optimal lengths havebeen obtained.TSAT vs. RWS-GSATExtensive experimental comparisons between RWS-GSAT and TSAT have been conducted for 3-SAT in-stances at the phase transition. Both algorithms havebeen implemented in a common platform written inC under Linux for Pentium PC, available from theauthors. Our local implementation of Random WalkGSAT proves as e�cient as Selman's one.Both algorithms are best compared with respect tothe percentage of solved problems and with respectto the number of performed ips. Let us stress thatthe tabu list is implemented as a circular list whoseFIFO access is made in constant time. Time andnumber of ips in the Table 1 are average ones forsolved instances. The percentage of solved problemsis actually relative to the 50% (which is an approx-imation) of tested instances that are expected to besatis�able since they are selected at the phase tran-sition. The (average cumulated ips for solved in-stances)/(percentage of solved problems) ratio is alsogiven in order to conduct a fair comparison whenone of the algorithms solves more instances than theother one. MAX-TRIES is 5, MAX-FLIPS is n2 andp = 0:5 for RWS-GSAT. These two last values arethe (experimentally) best ones for GSAT with respectto random 3-SAT problems (Parkes & Walser 1996;Selman, Kautz, & Cohen 1993).Table 1 summarizes the results and shows the goodperformance of TSAT. Let us stress that the givennumber of ips corresponds to the cumulated numberof performed ips during the successive tries. However,most of the time, TSAT just required one try.Let us note that the competitiveness of TSAT in-creases with the number of variables. This is illustrated
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Figure 5: Results for 3-SAT instances at the phasetransition obtained by RWS-GSAT and TSATin Figure 5). Results for 2000 variables are the mostsigni�cant ones but could not have been inserted in thediagram because of the huge di�erence (see Table 1).ConclusionTSAT, a basic tabu search algorithm for SAT, has beenproposed and compared with Selman et al. RandomWalk Strategy GSAT procedure. TSAT makes a sys-tematic use of a tabu list and takes out one of therandomness properties of RWS-GSAT. TSAT provesvery competitive in the resolution of many problems,in particular hard random K-SAT instances. Quitesurprisingly, the optimal length of the tabu lists forthese random problems proves (experimentally) lin-ear with respect to the number of variables. Thislinearity was quite unexpected, as well as the factthat the length does only depend on the number ofvariables. This �nding is certainly worth further re-search. Intuitively, the length of the tabu list couldbe related to some extent to the height of local ex-trema. We are currently working on that, tryingto relate this feature to the nature of really hard
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Boosting complete techniques thanks to local searchmethodsBertrand MAZURE, Lakhdar SA�IS and �Eric GR�EGOIRECRIL { Universit�e d'Artois, rue de l'Universit�e SP 16, F-62307 LENS C�edex, FranceE-mail: fmazure,sais,gregoireg@cril.univ-artois.frIn this paper, an e�cient heuristic allowing one to localize inconsistent kernelsin propositional knowledge-bases is described. Then, it is shown that local searchtechniques can boost the performance of logically complete methods for SAT. Moreprecisely, local search techniques can be used to guide the branching strategy oflogically complete Davis and Putnam's like techniques, giving rise to signi�cantperformance improvements, in particular when addressing locally inconsistent prob-lems. Moreover, this approach appears very competitive in the context of consistentSAT instances, too.Keywords: SAT, NP-completeness, local search methods, logical inconsistency,logical completeness1. IntroductionA fundamental problem in logical knowledge-based representation and au-tomated theorem proving systems lies in the di�culty of checking and handlingforms of inconsistency. In particular, any local contradiction in a standard logicalknowledge-based system makes it wholly inconsistent: any piece of information(and its contrary) can be inferred from it under sound and complete standardrules of deduction.At the same time, checking in the general propositional case whether aformula is satis�able or not -namely, the SAT problem-, can be extremely time-consuming. Indeed, although theoretical and experimental results show goodaverage-case performance for several classes of SAT instances (see e.g. [10]), SATis NP-complete [3].Recently, there has been a renewal of interest in understanding the natureof the di�culty of SAT (see e.g. [2] and [9]). At the same time, several authors



136 Aspects algorithmiqueshave proposed new -but amazingly simple and e�cient- algorithms allowing for abreakthrough in the class of computer- solvable consistent SAT instances (see e.g.[17], [18], [7] and [14]). However, since these algorithms are based on local searchtechniques, they are logically incomplete in that they cannot be used directly toprove in a de�nitive manner that a formula is inconsistent.Actually, the most e�cient complete techniques (like those derived fromDavis and Putnam's one -in short DP- [6]) that are used to prove that a formulais inconsistent exhibit a somewhat limited practical scope with respect to reallylarge and hard unsatis�able SAT instances. Moreover, we cannot hope for suchlogically complete techniques to exhibit a polynomial behaviour in all situationsunless P = NP.In this respect, the contribution of this paper is twofold. The behaviourof local search algorithms has been analysed in the context of inconsistent SATinstances. Some recurrent phenomena have been pointed out when locally in-consistent problems were considered, i.e. problems whose inconsistency can berelated to one of their subparts. In this context, two main results have beenderived.� First, an e�cient heuristic has been discovered, allowing one to localize the in-consistent kernels in many locally inconsistent problems. This result is clearlyof prime importance since inconsistent knowledge in real-life applications isoften based on contradictions that are just local.� This heuristic can boost the performance of complete techniques, in partic-ular when dealing with large inconsistent SAT instances. More precisely, bycombining this heuristic with the power of local search methods and with thecompleteness of standard SAT techniques, very good results are obtained withrespect to classes of both consistent and inconsistent hard SAT instances.The paper is organized as follows. First, some technical background aboutSAT and local search methods is briey recalled. Then, it is shown that thesesearch methods can help us to localize the inconsistent kernels of large SATinstances. Families of algorithms combining logically complete techniques withlocal search methods are then proposed. The experimental performance of a basiccombination schema is illustrated on hard problems taken from standard bench-marks [7]. The scope of these results is then discussed before further promisingpaths of research are motivated.



Boosting complete techniques thanks to local search methods 1372. Technical BackgroundSAT consists in checking the satis�ability of a boolean formula in conjunctivenormal form (CNF). A CNF formula is a set (interpreted as a conjunction) ofclauses, where a clause is a disjunction of literals. A literal is a positive or negatedpropositional variable.An interpretation of a boolean formula is an assignment of truth values toits variables. A model is an interpretation that satis�es the formula. Accordingly,SAT consists in �nding a model of a CNF formula when such a model does existor in proving that such a model does not exist.Recently, there has been a renewal of interest in designing e�cient methodsfor hard SAT instances. On the one hand, several authors have improved logicallycomplete techniques like DP. However, these techniques remain of a somewhatlimited practical scope with respect to really large and hard SAT instances. Inthe sequel, we shall refer to improved versions of DP: namely, a version makinguse of the FFIS heuristics (i.e. First-Fail In Shortened Clauses) by [16] and C-SAT [8], which appeared to be the most e�cient complete technique for SAT atthe last DIMACS challenge [7].On the other hand, logically incomplete techniques based on local searchhave been shown particularly e�cient in proving large and hard consistent prob-lems. Let us now briey recall one of these methods, namely Selman et al.'sGSAT algorithm [17], [18]. This algorithm performs a greedy local search for asatisfying assignment of a set of propositional clauses. The algorithm starts witha randomly generated truth assignment. It then changes (\ips") the assignmentof the variable that leads to the largest increase in the total number of satis�edclauses. Such ips are repeated until either a model is found or a preset maximumnumber of ips (MAX-FLIPS) is reached. This process is repeated as needed upto a maximum of MAX-TRIES times.In the sequel, we shall consider two more recent variants of GSAT:� First, the Random Walk Strategy GSAT [18], which outperforms basic GSATprocedures. This variant of GSAT selects the variable to be ipped in thefollowing way: it either picks with probability p a variable occurring in someunsatis�ed clause or follows, with probability 1�p, the standard GSAT scheme,i.e. makes the best possible local move.� Second, TSAT [14], which departs from basic GSAT by making an optimizeduse of a tabu list of variables in order to avoid recurrent ips and thus escape



138 Aspects algorithmiquesAlgorithm 1. GSAT: basic versionProcedure GSATInput : a set of clauses S, MAX-FLIPS, and MAX-TRIESOutput : a satisfying truth assignment of S, if foundBeginfor i := 1 to MAX-TRIESI := a randomly generated truth assignment;for j := 1 to MAX-FLIPSif I satis�es S then return I;x := a propositional variable such that a change in its truthassignment gives the largest increase (possibly negative)in the number of clauses of S that are satis�ed by I;I := I with the truth assignment of x reversed;end for;end for;return \no satisfying assignment found";End.from local minima. More precisely, TSAT keeps a �xed length -chronologically-ordered FIFO- list of ipped variables and prevents any of the variables in thelist from being ipped again during a given amount of time. TSAT provesvery competitive in most situations [14].These very simple logically incomplete algorithms, which belong to the localsearch procedures family, are surprisingly e�cient in demonstrating that CNFformulas are consistent.3. Using GSAT-like Techniques to Detect and Locate LocalInconsistenciesIn this section, it is shown that GSAT-like techniques can be used to lo-calize inconsistent kernels of SAT instances, although the scope of such logicallyincomplete algorithms was generally expected to concern consistent problems,only.



Boosting complete techniques thanks to local search methods 139The following test has been repeated very extensively and the followingresults have been obtained extremely often.When TSAT (or any other GSAT-like algorithm) is run on a SAT instance,the following phenomenon can be observed when the algorithm fails to prove thatit is consistent. A trace of TSAT is recorded: for each clause, taking each ip as astep of time, the number of times during which this clause is falsi�ed is updated.A similar trace is recorded for each literal occurring in the SAT instance, countingthe number of times it appears in the falsi�ed clauses. Intuitively, it seemed tous that the most often falsi�ed clauses should normally belong to an inconsistentkernel of the SAT instance if this instance is actually inconsistent. Likewise, itseemed to us that the literals that exhibit the highest scores should also take partin this kernel. Actually, these hypotheses prove experimentally correct extremelyoften.This phenomenon can be summarized as follows. When GSAT-like algo-rithms are run on a locally inconsistent SAT instance, then the above countersallow us to split the SAT problem into two parts: a consistent one and an unsatis-�able one. For example, the clausal representation of the well-known inconsistentpigeons-holes problems [19] (8 pigeons; 56 variables and 204 clauses) has beenmixed with the 8-queens problems (64 variables and 736 clauses), each problemmaking use of its own variables. The representation of each problem contains twokinds of clauses: namely, the positive ones (i.e. made of positive literals, only)and the binary negative ones (i.e. made of two negative literals). For example,the basic representation of the pigeons-holes problem asserts, on the one hand,that each pigeon should be in one hole (by means of positive clauses), and, on theother hand, that two pigeons cannot share a hole (using negative clauses). Thenumber of times the di�erent clauses have been falsi�ed is shown in Figure 1. Asigni�cant gap can be seen between the scores of the pigeons-holes clauses andthe scores of the 8-queens ones. Actually, the two parts of the mixed problem areclearly identi�ed.Moreover, in this speci�c case, for each part of the clausal representation(for example, the positive clauses of the pigeons-holes problem), the concernedclauses exhibit extremely close scores. In the diagram, the medium score are men-tioned (actually, the four mentioned scores belong to [17189..18003], [639..828],[182..230] and [1..38], respectively for TSAT with MAX-TRIES = 20 and MAX-FLIPS = (number of variables)2 . The span of these intervals shortens when thecomputing resources given to TSAT are increased). These close scores show us
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Figure 1. 8-Pigeons-holes + 8-Queens problemsthat TSAT also exhibits the complete symmetry of each part of the representationof the pigeons-holes and queens problems. Actually, the trace of GSAT-relatedalgorithms allows us to detect symmetries in SAT instances.For less symmetrical and non-symmetrical problems, a signi�cant gap be-tween the scores of two parts of the clausal representation is still obtained, di�er-entiating a probable inconsistent kernel from the remaining part of the problem.Let us stress that this phenomena also appear when both the consistent and theinconsistent parts of the SAT instance share the same variables.Strangely enough, it appears thus that the trace of GSAT-like algorithmsdelivers the probable inconsistent kernel of locally inconsistent problems andsometimes allows us to detect and locate the presence of symmetries in SATinstances.4. A Direct Approach: Focus on the KernelThe most straightforward use of the above discovered feature to solve locallyinconsistent problems is the following one. Use GSAT-like algorithms to circum-scribe the probable inconsistent kernel. Then, apply complete techniques to thiskernel to prove its unsatis�ability and thus, consequently, the inconsistency of theglobal problem. The scores delivered by the GSAT-like algorithm can be used toguide the branching strategy performed by the complete technique, by selecting



Boosting complete techniques thanks to local search methods 141the literals with the highest scores �rst.Obviously, this simple schema can only be used when the discovered probableinconsistent kernel is of manageable size and when the gap between the score ofthe clauses of the kernel and the score of the remaining clauses is large enough.Also, the clauses can be sorted according to their decreasing scores; incrementalcomplete techniques can be applied on them until unsatis�ability is proved. Inthis respect, clauses outside the discovered kernel could also be taken into account.A somewhat similar approach has been de�ned independently in [5].5. A Basic Combination SchemaLet us now describe a basic algorithm using GSAT-like procedures to guidethe branching strategy of logically-complete algorithms based on DP.TSAT [14] is run to deliver the next literal to be assigned by DP. This literalis selected as the one with the highest score as explained above. Such an approachcan be seen as using the trace of TSAT as an heuristic for selecting the next literalto be assigned by DP, and a way to extend the partial assignment made by DPtowards a model of the SAT instance when this instance is satis�able. Eachtime DP needs to select the next variable to be considered, such a call to TSATcan be performed with respect to the remaining part of the SAT instance. Thisalgorithm is given in Algorithm 2.Algorithm 2. DP + TSAT: basic versionProcedure DP + TSATInput : a set of clauses SOutput : a satisfying truth assignment of S, if foundor a de�nitive statement that S is inconsistentBeginUnit propagate(S);if the empty clause is generated then return (false);else if all variables are assigned then return (true)else beginif TSAT( S ) succeeds then return (true)else beginp := the most often falsi�ed literal during TSAT;return (DP+TSAT( S^p) _ DP+TSAT(S^:p));



142 Aspects algorithmiquesend;end;End
6. Experimental Results1In this section, experimental results about the application of the above newlogically complete algorithm to many classes of problems are presented. Let usstress that our goal in conducting these tests was simply to check the feasibilityof using GSAT-like techniques to guide DP. In this respect, a basic form of com-bination has been tested, which can be improved in many directions as this willbe described in the next section.First, DP+TSAT has been run and compared with DP + FFIS and C-SAT(with default option) on various large inconsistent problems from the DIMACSbenchmarks [7]. This benchmark consists of various SAT instances: problemsfrom real-life applications, academic and random ones, many of them being outof reach of the most e�cient techniques, in particular complete ones. In Table 1,a signi�cant sample of our extensive experimentations is given, showing the ob-tained dramatical performance improvement, in particular for classes of inconsis-tent SAT instances. Also, very good results are obtained for consistent instances;indeed, DP+TSAT is as e�cient as local search techniques since DP+TSAT be-gins with a call to them. Extensive results on DIMACS benchmarks are given inthe appendix.Let us comment a few examples from Table 1.The BF1355-638 problem (2177 variables and 4768 clauses) is an actualproblem from circuit fault analysis proposed by Allen Van Gelder and YumiTsuji. C-SAT and DP+FFIS failed to prove that this problem is inconsistent,within 73H and 17H CPU time, respectively. On the other hand, DP+TSAT1All the algorithms mentioned in this paper are implemented in a common platform, availablefrom the authors, written in C under Linux 1.1.53 (except that we reused C-SAT, the originalDIMACS'93 implementation by Dubois). We have thus implemented the TSAT, DP+TSATand DP+FFIS procedures, this latter one being at least as e�cient as Rauzy's original one.All experimentations have been conducted on 133 Pentium PCs.



Boosting complete techniques thanks to local search methods 143Table 1DIMACS problems2Instances Sat Size Inc. Ker.3 C-Sat DP+FFIS DP+TSATVar. Cla. Var. Cla. time assign. choices time assign. choices timeAIM series:1 6-no-3 No 100 160 51 57 13s32 3E+07 2E+06 214s71 178 16 0s261 6-yes1-2 Yes 100 160 *** *** 0s00 495858 30052 4s39 77 6 0s082 0-no-1 No 100 200 18 19 313s24 4E+07 2E+06 349s52 46 5 0s102 0-yes1-1 Yes 100 200 *** *** 8s54 706388 31274 7s41 81 8 0s151 6-no-1 No 200 320 52 55 20116s30 *** *** >8h 240 16 0s581 6-yes1-3 Yes 200 320 *** *** >7h *** *** >9h 232 11 0s322 0-no-3 No 200 400 35 37 >20h *** *** >15h 120 10 0s422 0-yes1-1 Yes 200 400 *** *** >8h 2E+09 7E+07 21859s45 291 27 1s211 6-no-1 No 50 80 20 22 0s19 12072 895 0s09 72 8 0s061 6-yes1-1 Yes 50 80 *** *** 0s07 1540 84 0s01 37 6 0s052 0-no-1 No 50 100 21 22 0s30 54014 2759 0s43 52 5 0s052 0-yes1-1 Yes 50 100 *** *** 0s19 2878 176 0s03 11 3 0s03BF series:0432-007 No 1040 3668 674 1252 463s67 9E+08 6E+06 19553s44 115766 870 85s251355-075 No 2180 6778 82 185 88035s05 317628 2047 18s88 4602 28 26s231355-638 No 2177 4768 83 154 >73h *** *** >17h 6192 32 32s572670-001 No 1393 3434 79 139 11s45 *** *** >25h 490692 4822 519s40SSA series:0432-003 No 435 1027 306 320 1s70 133794 1570 1s79 1338 16 0s802670-130 No 1359 3321 552 669 2053s72 *** *** >33h 2E+07 79426 8040s642670-141 No 986 2315 579 1247 3689s65 3E+08 2E+06 6350s77 1E+07 92421 6639s447552-038 Yes 1501 3575 *** *** 195s75 *** *** >13h 29 1 0s347552-158 Yes 1363 3034 *** *** 97s59 1639 78 0s19 12 1 0s297552-159 Yes 1363 3032 *** *** 98s82 1557 84 0s21 12 1 0s257552-160 Yes 1391 3126 *** *** 159s75 1457 76 0s18 1 1 0s30takes 32 sec. only.The AIM200-1 6-yes1-3 problem (200 variables and 320 clauses) by [13] is a3-SAT instance. All AIM problems exhibit exactly one model when satis�able.DP+TSAT proves within 0.32 sec. that the above mentioned AIM problem issatis�able while DP + FFIS and C-SAT gave up after 9 and 7H, respectively.The AIM200-2 0-no-3 problem (200 variables and 400 clauses) by [13] isan inconsistent 3-SAT instance. DP+TSAT takes 0.42 sec. to prove that thisproblem is inconsistent, whereas we gave up with DP+FFIS and C-SAT after 15and 20 H, respectively.2 In the table, \> n H" means that we gave up after the problem had not been solved within nhours of CPU time.3 \Inc. Ker." in the table means \Inconsistent Kernel".



144 Aspects algorithmiques7. Natural OptimizationsAlthough the above mentioned results are extremely positive, it should beclear that the tests were only conducted for checking the feasibility of mixing localsearch techniques with logically complete methods. We did not try to optimize theway this mixing is performed. Further signi�cant performance improvements canbe expected by �ne-tuning the parameters of the involved local search techniquesand by de�ning an optimal balance between the time spent by DP and by thelocal search techniques. More precisely, the following natural optimizations canbe envisioned.� In DP+TSAT, the literal that exhibits the highest score in the trace of TSATwas selected to guide DP. In this respect, a call to TSAT is performed eachtime DP needs to select a literal to assign. At the opposite, just one call toTSAT can be made and decreasing scores of literals can be used to guide DPat each step. Between these two extreme points of view, an optimal attitudemust be found, limiting the number of calls to GSAT-like algorithms. Thisoptimal balance should depend on both the form of the trace given by thisGSAT-like algorithm and on the point reached in the search tree by DP.� A second possible optimization lies in the �ne-tuning of the local search pa-rameters with respect to the remaining problem left by DP.8. Actual Scope of These TechniquesClearly, the results presented in this paper concern consistent and locallyinconsistent problems, i.e. problems whose inconsistency can be related to one oftheir subparts. Let us de�ne the dual concepts of local and global inconsistencyfor SAT instances.De�nition 1. A SAT instance S is globally inconsistenti�S is inconsistent and 8S0 � S : S0 is consistent.When an inconsistent SAT instance S is not globally inconsistent, it is saidto be locally inconsistent.



Boosting complete techniques thanks to local search methods 145In this paper, locally inconsistent SAT instances have been considered. In-deed, such a form of inconsistency is of prime importance in actual applications.Very often, inconsistency is due to the accidental presence of a few pieces of con-tradictory information about a given subject. Clearly, several measures of localityfor inconsistency can be de�ned, making use of e.g. the (size of the inconsistentkernel)/(size of the SAT instance) ratio. We are currently analyzing how theform and properties of the trace of local search techniques can be experimentallyrelated to graded notions of locality for inconsistency. Let us stress that the tech-niques presented in this paper do not require this ratio to be negligible, as theratio of the combination of the pigeons-holes and 8-queens problems illustratesit. Also, the size of the kernel need not be small.In Table 1 and in the Appendix, we give the size of (one of) the globallyinconsistent kernels for each inconsistent problem that DP+TSAT managed tosolve. To obtain this information, �rst we used the trace of TSAT to get a �rstinconsistent kernel using a dichotomy-like approach. Then, using complete meth-ods, we reduced the kernel to a subpart that we proved to be globally inconsistent.Let us stress that most often this resulting kernel proved to be close to the initialone, showing once again the relevance of the heuristic described in this paper.As expected, DP+TSAT managed to prove inconsistent problems, whereone globally inconsistent kernel is of moderate size. Let us note that sometimesDP+FFIS and C-SAT did not manage to solve them: see for example the AIM-200-2 0-no-3 where the size of one globally inconsistent kernel is just made of 37clauses refering to 35 variables. Interestingly enough, DP+TSAT also gave riseto performance improvement with respect to problems involving a large globallyinconsistent kernel: see for example the bf0432-007 problem that DP+TSATproved to be inconsistent, addressing a globally inconsistent kernel made of 1252clauses making use of 674 variables.Obviously, large globally inconsistent problems are the most di�cult to han-dle; they are often generated in an arti�cial manner since they are scarce in reallife applications (see e.g. the pigeons-holes problem [4], Tseitin and Urqhart's for-mulas [19], etc.). Really signi�cant progress in dealing with large globally incon-sistent problems requires a better understanding of their nature and properties.However, the results presented in this paper also apply to globally inconsistentproblems; at least to some extent, as we have illustrated it earlier when we dis-cussed the size of the discovered inconsistent kernels of DIMACS benchmarks.Also, when DP+TSAT (which is once again a rough non-optimized combination



146 Aspects algorithmiquesschema) did not give rise to better CPU-time on globally inconsistent problemslike Dubois' ones, it allowed smaller search trees to be generated. In the samevein, we hope that some progress could be made with respect to hard randomproblems. In particular, we hope that some little progress could be obtainedin the treatment of inconsistent K-SAT instances at the transition phase in the�xed-length clause model [9], at least, as far as locally inconsistent instances arestill actually under consideration. On the other hand, we are very optimisticin making good progress in solving inconsistent random K-SAT instances at theright of the transition phase.9. ConclusionThe contribution of this paper is twofold. On the one hand, an e�cientheuristic-based technique has been proposed, allowing one to detect and locatelocal inconsistencies in sets of propositional clauses. We think that such a tech-nique should be useful with respect to many computer science domains. For ex-ample, this should make the handling of local inconsistencies in logical knowledgebases possible. On the other hand, using local search techniques, the feasibilityof boosting complete techniques to prove SAT instances has been demonstrated,in particular large locally inconsistent ones that were out of reach of previousapproaches. Moreover, the technique presented in this paper also appears com-petitive for solving classes of consistent SAT instances. Additionally, furtherpossible optimizations that could lead to additional signi�cant performance im-provements have been discussed.AcknowledgementsThis work has been supported by the Ganym�ede II project of the Contatde Plan Etat/Nord{Pas-de-Calais, by the MESR (Minist�ere de l'EnseignementSup�erieur et de la Recherche) and by the IUT de Lens. We express our gratitute toour colleague J.-L. Coquid�e for his help in providing us with access to computingfacilities at the IUT de Lens, allowing our extensive tests to be performed.References[1] P. Cheeseman and B. Kanefsky and W.M. Taylor, Where the Really Hard Problems are,in: Proc. IJCAI-91, pp. 163-169, 1991.
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148 Aspects algorithmiquesAppendixIn the next table:� \Inc. Ker." means \Inconsistent Kernel".� \> n H" means that we gave up after the problem had not been solved withinn hours of CPU time,� \***" in:- \Inc. Ker." column means that the instance is satis�able,- other columns means that the method fails to solve the instance,� \???" in Inc. Ker. column means that DP+TSAT fails to detect an inconsis-tent kernel. Table 2DIMACS problemsInstances Sat Size Inc. Ker. C-Sat DP+FFIS DP+TSATVar. Cla. Var. Cla. time assign. choices time assign. choices timeDubois series:dubois10 No 30 80 30 80 0s22 20564 2063 0s15 8728 641 1s30dubois11 No 33 88 33 88 0s44 41044 4111 0s31 21800 1691 3s34dubois12 No 36 96 36 96 0s87 82004 8207 0s59 25228 1835 4s48dubois13 No 39 104 39 104 1s79 163924 16399 1s18 47236 3091 8s69dubois14 No 42 112 42 112 3s67 327764 32783 2s49 99888 7693 14s39dubois15 No 45 120 45 120 7s39 655444 65551 5s15 147180 9507 26s45dubois16 No 48 128 48 128 15s22 1E+06 131087 10s09 303108 20733 65s97dubois17 No 51 136 51 136 31s70 3E+06 262159 19s69 348068 23167 76s86SSA series:0432-003 No 435 1027 306 320 1s70 133794 1570 1s79 1338 16 0s802670-130 No 1359 3321 552 669 2053s72 *** *** >33h 2E+07 79426 8040s642670-141 No 986 2315 579 1247 3689s65 3E+08 2E+06 6350s77 1E+07 92421 6639s446288-047 No 10410 34238 ??? ??? >24h *** *** >24h *** *** >24h7552-038 Yes 1501 3575 *** *** 195s75 *** *** >13h 29 1 0s347552-158 Yes 1363 3034 *** *** 97s59 1639 78 0s19 12 1 0s297552-159 Yes 1363 3032 *** *** 98s82 1557 84 0s21 12 1 0s257552-160 Yes 1391 3126 *** *** 159s75 1457 76 0s18 1 1 0s30BF series:0432-007 No 1040 3668 674 1252 463s67 9E+08 6E+06 19553s44 115766 870 85s251355-075 No 2180 6778 82 185 88035s05 317628 2047 18s88 4602 28 26s23
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Abstract

Local consistency is often a suitable paradigm for solv-
ing Constraint Satisfaction Problems. Many local consis-
tency based techniques (such as Arc Consistency) have been
proposed and widely studied in order to reduce the search
space. In this paper, we show how search algorithms could
be improved, thanks to a smart use of two filtering tech-
niques (Path Consistency and Singleton Arc Consistency).
In the first part of this paper, we propose a possible way to
get benefits from using a partial form of path consistency
during the search. In the second part, we show how local
treatment based on Singleton Arc Consistency (SAC) can be
used to achieve more powerful filtering as well as to refine
variable ordering heuristics.

1 Introduction

Constraint-satisfaction problems (CSPs) involve the as-
signment of values to variables which are subject to a set
of constraints. Examples of CSPs are map coloring, con-
junctive queries in a relational database, line drawings un-
derstanding, pattern matching in production rules systems,
combinatorial puzzles, etc. CSP is known as NP-complete.
CSPs are normally solved by different versions of back-
track search. In this case, ifd is the size of domains (max-
imum number of values in domainsDi) andn is the num-
ber of variables, the theoretical time complexity of search
is then bounded by the size of the search space, that isdn.
Consequently, many works have been proposed to optimize
the classical backtrack procedure, as constraint propagation,
intelligent backtracking or network decompositions. Cur-
rently, it seems that the most efficient algorithm is the MAC
procedure which was introduced by Sabin and Freuder [20].
Other approaches use decomposition techniques based on
structural properties of the CSP. These methods take advan-
tage of the fact that the tractability of CSPs is intimately
connected to the topological structure of their underlying

constraint graph[6] [8]. Another decomposition technique
based on the micro-structure of the constraints graph has
been proposed by Jégou[14]. Other works concerning the
characterization of tractable classes have been proposed,
they exploit the constraint semantics (functional constraints,
etc: : :) or structural graph properties (trees). We mention
that some filtering techniques are complete on a part of
these polynomial classes. For example, arc consistency is
sufficient to solve tree graphs CSPs, 0/1/All constraints[16]
can be solved in polynomial time using path consistency.
However, practical use of local consistency techniques in
order to improve the search algorithms, must make a com-
promise between their efficiency (reduction of search space
) and their space and/or time complexity induced by the ad-
ditional treatments. Note that the filtering power (consis-
tency level) is directly related to its time complexity. This
point explains the fact that arc consistency and path consis-
tency are the most studied concepts. The most efficient gen-
eral CSPs search algorithm (MAC), has been obtained by
maintaining arc consistency during search [20][2]. Further-
more, the most important progress in the resolution of SAT
problem (satisfiability of a boolean formula in conjunctive
normal form) has been obtained thanks to a better exploita-
tion of unit propagation (as local treatment). For example
CSAT, POSIT, etc. Others have been achieved, using a lim-
ited form of resolution (for example, bounded resolution,
resolution on binary clauses). We point out that resolution
(production of resolvants) has been for a long time avoided
for reasons of time and space complexity, it seems now to
be a promising way of improving the performance of SAT
algorithms.
The last point leads us to look for the similarity between
resolution and path consistency which can be seen as a con-
straint production and verification process. Besides, for the
same reasons as for resolution, integrating path consistency
in CSPs search algorithms has been up to now avoided.
The aim of this paper is twofold. On the one hand, we pro-
pose an extension of MAC algorithm in exploiting a partial
form of path consistency (section 3); On the other hand, we
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propose in section 4 a local treatment based on singleton arc
consistency filtering which allows to achieve more power-
ful filtering. Also, we show how such a treatment can be
used to deduce new and pertinent information allowing to
refine ordering variable heuristics. Basing on preliminary
experiments, some observations about the usefulness of the
proposed approach are presented in section 5. A conclusion
on this work and perspectives are given in section 7.

2 Definitions and notations

A finite CSP (Constraint Satisfaction Problem)[17] is
defined as a four tupleP = (X;D;C;R). X is a set ofn variablesx1; x2; : : : xn. D is a set of finite domainsD1; D2; : : : Dn, andC is a set ofm constraints. Here we
only consider binary CSPs, that is, the constraints are de-
fined on pairs of variablesfxi; xjg and will be denotedCij .
To each constraintCij , we associate a subset of the Carte-
sian product(Di �Dj) which is denotedRij and specifies
which values of the variables are compatible with each
other.R is the set of allRij . A solutionis an assignment of
values to variables which satisfies all the constraints. For
a binary CSPP , the pair(X;C) is a graph called thecon-
straint graph. Given a CSP, the problem is either to decide
if a solution exists, to find a solution, or to find all solutions.

We recall below the definition of arc and path consis-
tency filtering :

Definition 1 A domainDi of D is arc-consistent iff,8a 2Di;8xj 2 X such thatCij 2 C, there existsb 2 Dj such
thatRij(a; b). A CSP is arc-consistent iff8Di 2 D;Di 6= ;
andDi is arc-consistent.

Definition 2 A pair of variablesfxi; xjg is path-consistent
iff 8(a; b) 2 Rij ;8xk 2 X , there exists 2 Dk such
that Rik(a; ) andRjk(b; ). A CSP is path-consistent iff8xi; xj 2 X the pairfxi; xjg is path-consistent.

While filtering based on arc-consistency removes values
from domains if they do not satisfy arc-consistency, filter-
ing based on path-consistency removes pairs of values from
relations if they do not satisfy path-consistency. So, if a
constraint is not defined between a pair of variables, the
universal relation is then considered. As a consequence, the
constraint graph can be completed in such cases.

3 MAC+: an extension of MAC by Path Con-
sistency

It was shown that maintaining arc consistency during
search can significantly improve the efficiency of solving

algorithms. On the contrary, path consistency technique, al-
though it is very useful for some applications, namely tem-
poral reasoning in interval algebra of Allen[1], has never
been used during the search phase in binary CSPs algo-
rithms. This is due to its time complexity and to compli-
cated data structures used by PC algorithms.

Nevertheless, it was shown that path consistency is suf-
ficient to treat some CSPs polynomial classes. So, 0/1/All
CSPs can easily be solved with the help of a path consis-
tency preprocessing algorithm. Also, path consistent CSPs
of which the constraints graph is of width 2 [11] can be
solved using a backtrack-free algorithm.

Path consistency can be compared to resolution, a widely
used principle in the theorem proving community, in the
sense that it permits to produce new constraints (clauses or
resolvants). Recently, this principle has been integratedin
the enumerative methods (as Davis and Putnam procedure)
which has significantly improved their efficiency, particu-
larly on structured real world problems. We can cite the
resolution on binary clauses, bounded resolution (used as
preprocessing phase), etc.

This similarity with SAT leads us to think that the addi-
tion of new constraints could improve the performance of
search algorithms on finite binary CSPs.

In this section, we propose a way to exploit, during the
search, apartial directedform of path consistency propaga-
tion. This filtering allows us to verify some constraints and
deduct others.

We recall below some definitions :

Definition 3 A variablexi 2 X is singleton value ifjDij =1
Definition 4 A variablexi 2 X is singleton variable if its
degree equals 1

Definition 5 A constraints graph is directed-path-
consistency [7] with respect to the order(x1; x2; : : : ; xn),
if for every couple of variables(xi; xj) and every couple of
values(a; b) s.t. Rij(a; b), for all k > i; j, there is a value 2 Dk, s.t.Rik(a; ) andRjk(b; )

We now introduce some definitions and properties which
will be used in the following:

Definition 6 A variablexi 2 X is doubleton variable if its
degree equals 2

Definition 7 (inference) LetP = (X;D;C;R) a CSP,Cij 2 C andCik 2 C. Cjk is implied byCij andCik
(denoted (Cij , Cik) ) Cjk) if 8(a; b) 2 Rjk ; 9v 2 Di s.t.(v; a) 2 Rij and(v; b) 2 Rik .
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Property 1 Let P = (X;D;C;R) a CSP,xi 2 X a
doubleton variable, s.t. (Cij , Cik) ) Cjk , thenP =(X;D;C;R) is consistent if and only ifP 0 = (X �fxig; D � fDig; C � fCij ; Cikg; R � fRij ; Rikg) is con-
sistent.

Proof:� )) P is consistent,9s = (v1; v2; : : : ; vi; : : : ; vn) 2D1 � D2 � : : : � Di � : : : � Dn) a solution ofP .
It is obvious that the solutions0 obtained froms after
removingxi satisfiesP 0, since all constraints ofP 0 are
also inP .� () since P 0 is consistent, 9s0 =(v1; v2; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vn) 2 D1 � D2 �: : : � Di�1 � Di+1 � : : : � Dn) a solution ofP 0. s0 can be extended tos a solution ofP . In
fact, sincexi is a doubleton, (Cij , Cik) ) Cjk ,
then s = (v1; v2; : : : ; vi�1; vi; vi+1; : : : ; vn) 2D1 � D2 � : : : � Di�1 � Di � Di+1 : : : � Dn) s.t.(vi; vj) 2 Rij and(vi; vk) 2 Rik is a solution ofP .
Such valuevi exists (see definition7).�

Note that the previous property can be used in differ-
ent ways (preprocessing, during the search) by search algo-
rithms.

LetP be a CSP,xi 2 X a doubleton variable s.t.Cij 2C andCik 2 C. To exploit property1, we distinguish two
cases :

1. Cjk 2 C, we mustverify that the constraintCjk is
implied by (Cij , Cik).

2. Cjk 62 C, we mustadd1 the constraintCjk s.t. (Cij ,Cik)) Cjk . Note that whenCjk defines the universal
relation, its addition is useless.

We underline that applying directed path-consistency is
sufficient to exploit property1. In fact, for a doubleton vari-
ablexi, it is not necessary to verify a complete path consis-
tency onxi and its two neighborsxj andxk.

We propose here an extended version MAC+ of MAC
search algorithm. In addition to singleton variables, it
exploits dynamically property1 (doubleton variables). So,
we guarantee that, at every level of the search tree, the
problem restricted on uninstantiated variables contains
neither singleton (values or variables) nor doubleton. In
other words, for every uninstantiated variablexi, we havejDij > 1 anddegree(xi) > 2.

1a couple(a; b) is added toRjk if 9v 2 Di s.t. (v; a) 2 Rij and(v; b) 2 Rik

A general scheme of the algorithm can be described by
the following steps :

1. establish arc consistency

2. disconnect singleton values, singleton variables and
doubleton variables (property1)

3. choose a variable and instantiate it

4. goto 1

We give below a more detailed description of the algo-
rithm :

MAC+(in var) return boolean
begin

dVar ;
consistent AC(var)and DisconnectVar(var, dVar)
if (consistentand Solve(varndVar))return true
return false

end

Solve(in var) return boolean
begin

if (var =;) return true
elsexi  ChooseVar(var)

while(Di 6= ;)vi  ChooseVal(Di)
Instantiate(xi, vi)
consistent AC(var)and DisconnectVar(varnfxig, dVar)
if (consistentand Solve(varnfxi[ dVarg))

return true
ConnectVar(var, dVar)
UpdateAC(xi, var)Di  Dinfvig

endwhile
UpdateCurrentLevel(xi)
return false

endif
end

var(resp. dVar) represents the set of uninstantiated
variables (resp. disconnected variables).

We briefly describe the functions used by MAC+ :� DisconnetVardisconnects all singleton and doubleton
variables. This function can detect an inconsistency
at the time of verification of a constraint by directed
path-consistency.� ConnectVarreconnects all disconnected variables by
the previous function� ACmaintains an arc consistent CSP
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when a backtrack occurs

For the sake of clarity, we chose to present an algorithm
which treats the decision problem. If the problem is consis-
tent, we can extend the partial solution to a complete one,
in the same way as in MACE [21].

Let us mention that, in addition to singleton variables
(used in MACE), MAC+ exploits doubleton variables us-
ing directed path consistency (property 1). Another impor-
tant point, is that MAC+ can add at most one constraint for
each disconnected doubleton. So, the number of added con-
straints is very limited.

4 SAC as local processing

Among several filtering techniques proposed over the
last years, arc consistency is considered as the most useful
in practice. For example, maintaining an arc consistent CSP
during the search has led to the most efficient and popular
constraints solving technique (MAC).

Recently, similar efficient local processing (based on
unit-propagation) have been successfully used in solv-
ing the satisfiability problem. Indeed, most efficient
implementations of the Davis, Logemann and Loveland
procedure(DLL)[4] have been obtained thanks to a smart
use of unit-propagation based techniques. The unit propa-
gation process is used either to detect inconsistencies, orto
deduce new literals and clauses. Let us, mention (among
others), CSAT[9], tableau [3], POSIT[10] and Satz[15].

In the CSP framework, we believe that similar results
could be obtained using arc consistency based propagation
techniques such as singleton arc consistency [5]. Obvi-
ously, to reach this, we need to control the use of such
propagation process.

We defineP #f(xi;v)g (resp. P "f(xi;v)g) as a CSPP
with Di reduced to a singleton valuev (resp. as a CSPP
where the valuev is removed fromDi).
Definition 8 LetP = (X;D;C;R) be a CSP, andxi 2 X ,� a valuev 2 Di is singleton arc consistent(SAC) iffP #f(xi;v)g has an arc consistent sub domain.� a variablexi is singleton arc consistent iff8v 2 Di v

is SAC� a CSPP is singleton arc consistent, iff8xi 2 X;Di 6=;, xi is SAC

In this section, we point out a possible way to exploit
SAC propagation-based technique during the search. More

precisely, if enforcing SAC on a given value leads to a do-
main wipe-out, such a value is definitely removed, other-
wise a set of removed values is reported.

In the following, we show that, in addition to the pruning
capabilities of SAC, some interesting information can be
obtained from the propagation process and used:� to produce additional domain reductions� to avoid useless singleton arc consistency checks� to refine the variable ordering heuristics

We give below some basic definitions.

Definition 9 LetP andP 0 two CSP,� Sol(P) as the set of solutions ofP� let s 2 Sol(P), s(xi) is the value assigned toxi� P � P 0 iff Sol(P) = Sol(P 0)
Definition 10 LetP be a CSP singleton arc consistent,� Redsa(P ; xi; v) = f(xj ; w) s.t. i 6= j andw is re-

moved fromDj by applying SAC onP #f(xi;v)gg de-
notes the set of domains reductions implied when en-
forcing SAC on the valuev 2 Di.� Redsa(P ; xi) = \v2Di Redsa(P ; xi; v) the set of re-

moved values when enforcing SAC on the variablexi.� Redsa(P) = [xi2X Redsa(P ; xi)� Singsa(P ; xi; v) = f(xj ; w) s.t. i 6= j andDj =fwgg is the set of singleton value obtained when en-
forcing SAC on the valuev 2 Di.

Remark 1 8(xi; v) 2 Redsa(P), it is obvious that6 9s 2Sol(P) s.t. s(xi) = v
Let us now wonder whether more pruning can be

obtained thanks to a fine analysis of the SAC propagation
process.

Property 2 LetP be a CSP singleton arc consistent, thenP � P "Redsa(P)
Proof: Obviously, since P "Redsa(P) is ob-
tained by removing fromP inconsistent values, soSol(P "Redsa(P)) = Sol(P) �

The previous property tells us that, when enforcing SAC,
additional values must definitely be removed from the do-
mains of the CSP. So, with this additional analysis we can
remove much more values than SAC.
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In practice, enforcing SAC on a CSPP and computingRedsa(P) can be done simultaneously. Indeed, only SAC
values for a given variablexi are considered.

To get more benefits, we think that it is necessary to en-
force SAC only on a manageable set of variables (selected
using extra criteria, such as heuristics). In this respect,to
avoid useless efforts when enforcing SAC, we give below a
simple adaptation of a result obtained in SAT [13].

Property 3 LetP be a CSP,xi 2 X andv 2 Di such thatv is SAC,8(xj ; w) 2 Singsa(P ; xi; v), thenw is SAC.

Proof: Evident.�
The cost of maintaining singleton arc consistent CSP can
be improved in practice, thanks to the previous property.
Indeed, when enforcing SAC on a given value, we deduce a
set of SAC values. So, the number of singleton arc consis-
tency checks is reduced.

We show now how to exploit SAC during the search.
Let us start with some basic considerations. First, it is well
known that the efficiency of CSP solving techniques is
heavily related to the variable ordering heuristic. Secondly,
we have noticed a great fluctuation in the behavior of
CSP solving techniques on the same class of random
CSP instances. In other words, on random CSPs, most
of the best variable ordering heuristics (s.t. min(domain),
min(domain)/max(degree), etc.) do not achieve a good
discrimination between variables because of the uniform
nature of the instances. So, the used ordering rule generally
delivers a sub-set of variables.

Let H be an ordering variable heuristic:� � = minxi2XfF (xi)g, whereF (xi) is the score ofxi (for example,F (xi) = jDij orF (xi) = jDijdegre(xi) ),� L = fxi 2 X such thatF (xi) = �g is a list of
variables, all with the same score

Letw(v; xi) be the number of removed values when en-
forcing SAC onP #f(xi;v)g. Obviously, the higher the valuew(v; xi) is, the smaller the size of search space is, whenxi
is instantiated to a valuev.

To select a variable inL, we use a second level heuristicH 0 defined as follow:� �0 = maxxi2LfF 0(xi)g, s.t. F 0(xi) =Pv2Di w(v;xi)jDij ,� L0 = fxi 2 L s.t.F 0(xi) = �0g
For a given variablexi, the functionF 0(xi) computes

the average reduction on the size of the CSP. Consequently,

the variable with a maximal valueF 0(xi), has more chance
to maximize the reduction of the search tree. Moreover, we
can modify the functionF 0(xi) in order to get a more bal-
ancing search tree (as done in SAT), for example, by using
product operator instead of sum.

We briefly describe now a possible application of SAC
as a local consistency technique:

1. apply the heuristicH on the uninstantiated variables

2. enforce SAC on the variables inL
3. apply a second level ordering heuristicH 0
4. randomly select a variable fromL0
In the second step (2), by removing some domains val-

ues, local inconsistencies could be detected.

Remark 2 As in [12], the differentw(x; v) can also be
used to define a domain value ordering.

The results given in this section could be considered as
the first step to the possible use of more powerful local con-
sistency techniques. Also, they can be easily integrated in
MAC+.

5 Preliminary experiments and discussion

We have implemented the MAC+ algorithm and con-
ducted some preliminary experiment on two kinds of CSPs.
The first class contains random CSPs generated using the
standard generation model, the second class contains ran-
dom CSPs with additional doubleton variables. We have
compared MAC+ and MAC (MAC+ without doubleton
variables) using the same ordering heuristic (min dom and
min dom/deg). Let us relate some observations that are
representative of the MAC+ behavior. We have observed
that MAC+ is better on sparse CSPs. The improvements
are more significant on unsatisfiable instances than on sat-
isfiable ones. We believe that the efficiency of our algo-
rithm might be more significant on real world problems. In-
deed, real-life applications have special structure with non-
uniform density. Furthermore, for inconsistent problems,
the inconsistency is almost related to one of their subparts.
In other words, an inconsistent problem can contain an easy
part (e.g. tractable subproblem) and a hard one. Since most
of the variable ordering heuristics use syntactic information
such as domain size and/or variable degree, we are not safe
from a wrong choice. In such a case, the disconnection of
singleton and doubleton variables would be of prime impor-
tance, because it avoids repetitive solving of the hard part.
To confirm this assumption, we have slightly modified the
uniform random generator by adding extra doubleton vari-
ables. On such instances, the performance of MAC+ is sig-
nificantly better.
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6 Related works

The concept of hidden variables proposed by Rossi [19],
gives a general way to determine redundant variables. A
variable is redundant if its removal does not change the set
of solutions. So, when a CSP is arc consistent, a single-
ton value (variable) can be considered as redundant. In [2],
singleton values have been efficiently exploited in the MAC
implementation, and singleton variables have been used in
[18] and [21]. In addition to singleton value (variable), we
have shown how to exploit doubleton variables during the
search by using a partial form of path consistency.

7 Conclusion and perspectives

In this paper we have shown how filtering techniques
such as path and singleton arc consistency can be exploited
in order to reduce the search space. To conclude, let us sum-
marize and motivate them briefly again.� In the first part we have presented an interesting way

to exploit a partial form of path consistency during
the search. Using singleton and doubleton variable
properties, MAC+ algorithm disconnects some use-
less variables and consequently simplifies the problem
and avoids repetitive search. Empirical results show
that this approach is particularly useful on sparse and
inconsistent CSPs. Significant improvements are ob-
tained on instances generated using a modified version
of the random model generator. This confirms our in-
tuition that MAC+ might be more effective on CSPs
modeling real-life applications.� In the second part, we have proposed a way to exploit
SAC as local treatment and also to improve variable
ordering heuristics. Its application on a subset of vari-
ables verifying the same criterion allows us to reduce
the treatment cost. Also, we have shown that it is pos-
sible to extend the filtering capabilities of SAC thanks
to an analysis of the propagation process.

As a future work, we plan to use MAC+ to compute a com-
pact representation of the set of solutions. In fact, every
partial solution found by MAC+ represents a subset of so-
lutions.
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Tractable Cover Compilations�Yacine Boufkhad1, �Eric Gr�egoire2, Pierre Marquis2,Bertrand Mazure2, Lakhdar Sa��s2;31 LIP6 2 CRIL 3 IUT de LensUniversit�e Paris 6 Universit�e d'Artois4, place Jussieu Rue de l'Universit�e, S.P. 16F-75252 Paris Cedex 05, FRANCE F-62307 Lens Cedex, FRANCEboufkhad@laforia.ibp.fr fgregoire,marquis,mazure,saisg@cril.univ-artois.frAbstractTractable covers are introduced as a new ap-proach to equivalence-preserving compilation ofpropositional knowledge bases. First, a gen-eral framework is presented. Then, two speci�ccases are considered. In the �rst one, partialinterpretations are used to shape the knowl-edge base into tractable formulas from severalpossible classes. In the second case, they areused to derive renamable Horn formulas. Thislast case is proved less space-consuming thanprime implicants cover compilations for everyknowledge base. Finally, experimental resultsshow that the new approaches can prove e�-cient w.r.t. direct query answering and o�ersigni�cant time and space savings w.r.t. primeimplicants covers.1 IntroductionDi�erent approaches have been proposed to circumventthe intractability of propositional deduction. Some ofthem restrict the expressive power of the representa-tion language to tractable classes, like the Horn, re-verse Horn, binary, monotone, renamable Horn, q-Horn,nested clauses formulas [Dowling and Gallier, 1984;Lewis, 1978; Boros et al., 1994; Knuth, 1990]. Unfortu-nately, such classes are not expressive enough for manyapplications. Contrastingly, compilation approaches ap-ply to full propositional-logic knowledge bases (KBs forshort). Thanks to an o�-line pre-processing step, aKB � is compiled into a formula �� so that on-linequery answering can be performed tractably from ��.Many approaches to compilation have been proposedso far, mainly [Reiter and De Kleer, 1987; Selman andKautz, 1991; 1994; del Val, 1994; Dechter and Rish, 1994;Marquis, 1995; del Val, 1995; 1996; Marquis and Sa-daoui, 1996; Schrag, 1996].�This work has been supported in part by the Ganym�edeII project of the Contrat �Etat/R�egion Nord{Pas-de-Calais.

In this paper, a new approach to equivalence-pre-serving compilation, called tractable covers, is intro-duced. In short, a tractable cover of � is a �nite setT of tractable formulas � (disjunctively considered) s.t.� � T . Tractable covers of � are equivalence-preservingcompilations of �: a clause c is a logical consequence of� i� for every � in T , c is a logical consequence of �.Since � is tractable, each elementary test � j= c can becomputed in time polynomial in j�j + jcj. The pointis to �nd out tractable �s that concisely represent (i.e.cover) the largest sets of models of �, so that jT j remainslimited. To some extent, the present work could then berelated to other model-based approaches to knowledgerepresentation and reasoning, like [Khardon and Roth,1996].First, a general framework is presented, which can takeadvantage of most tractable classes, simultaneously. Inmany respects, it generalizes the prime implicants covertechnique recently used for compilation purpose [Schrag,1996]. Then, the focus is laid on tractable covers thatcan be computed and intensionally represented thanks to(partial) interpretations. Two speci�c cases are consid-ered. In the �rst one, partial interpretations are usedto shape the KB into formulas from several possibleclasses. In the second one, they are used to derive renam-able Horn formulas. The last one is proved less space-consuming than prime implicants covers [Schrag, 1996]for every KB. Since tractable covers of � are equivalence-preserving compilations, their size may remain exponen-tial in j�j unless NP � P=poly [Selman and Kautz,1994], which is very unlikely. However, experimental re-sults show that the new approaches can prove e�cientw.r.t. direct query answering and o�er signi�cant timeand space savings w.r.t. prime implicants covers.2 Formal PreliminariesA literal is a propositional variable or a negated one. Aclause (resp. a term) is a �nite set of literals, represent-ing their disjunction (resp. conjunction). A Horn (resp.reverse Horn) clause contains at most one literal that is



162 Autour de SATpositive (resp. negative). A binary clause contains atmost two literals. A KB � is a �nite set of propositionalformulas, conjunctively considered. V ar(�) is the setof variables occurring in �. Every KB can be rewritteninto a conjunction of clauses (into CNF for short) whilepreserving equivalence. A KB � is said renamable Horni� there exists a substitution � over literals l built upfrom V ar(�), s.t. �(l) = �l and �(�) is Horn.Interpretations and models are de�ned in the usualway. Let us stress that, quite unconventionally, (partial)interpretations will be represented as terms, i.e. as satis-�able sets of literals (vs. sets of variables). An implicantof a KB � is a partial interpretation � s.t. � j= �. Aprime implicant of � is an implicant � of � s.t. for allimplicants � of � s.t. � j= �, we have � j= �. The setof all prime implicants of � (up to logical equivalence) isnoted PI(�). A prime implicant cover of � is any subsetS of PI(�) (disjunctively considered) s.t. S � �.3 Tractable Cover Compilations3.1 The General FrameworkFirst, let us make precise what classes of tractable for-mulas will be considered:De�nition 3.1 A list Cs of classes C of tractable propo-sitional formulas (w.r.t. cover compilation) is s.t.:� There exists a polytime algorithm TRACTABLE? forchecking whether any formula � belongs to C.� There exists a polytime algorithm QUERY ? for checkingwhether � j= c holds for any � in C and any clause c.� For every C in Cs, for every formula � of C and everyterm p, there exists C0 in Cs s.t. (� ^ p) 2 C0.Since classes of tractable formulas are not �ni-te sets in the general case, they are intensionallyrepresented by ordered pairs of decision procedureshTRACTABLE?; QUERY ?i.Interestingly, the great majority of classes of formu-las tractable for SAT (the well-known propositional sat-is�ability decision problem) are also tractable for covercompilations. Especially, this is the case for the Horn, re-verse Horn, binary, renamable Horn, q-Horn and nestedclauses classes.We are now ready to de�ne the notion of a tractablecover of a propositional KB.De�nition 3.2 Given a CNF-KB � and a �nite list Cs ofclasses of tractable formulas w.r.t. cover compilation (repre-sented intensionally), a tractable cover of � w.r.t. Cs is a�nite set T of satis�able formulas (disjunctively considered)s.t.:� For every �i 2 T , there exists C in Cs s.t. �i belongsto C, and� T � �.In the following, we will assume that Cs contains atleast the class ft s.t. t is a termg. This ensures that there

always exists at least one tractable cover of �, namely aprime implicants one.In this paper, we focus on tractable covers that can beintensionally represented, using (partial) interpretations.The corresponding explicit covers can be generated on-line from the intensional ones in polynomial time.3.2 Carver-Based Tractable CoversA �rst way to derive covers consists in simplifying theKB using partial interpretations. For any partial inter-pretation p = fl1; : : : ; lng, the KB � simpli�ed w.r.t. pis the set �p = (((�l1 )l2) : : :)ln , where �l = fcnf:lg s.t.c 2 � and c \ flg = ;g.De�nition 3.3 Given a CNF-KB � and a �nite list Cs ofclasses of tractable formulas (represented intensionally):� A carver of � w.r.t. Cs is a partial interpretation p s.t.there exists C in Cs s.t. �p belongs to C and �p issatis�able.� A carver-based tractable cover of � w.r.t. Cs is a setPC of carvers of � w.r.t. Cs (disjunctively considered)s.t. (PC ^ �) � �.� A carver-based cover compilation of � is a pair C =h�; PCi, where PC is a carver-based tractable cover of� w.r.t. Cs.Interestingly, the space required to store a carver p isalways lower or equal to the space needed by the corre-sponding tractable formula � = p ^ �p (with a O(j�j)factor in the worst case). At the on-line query answeringstage, the price to be paid is a O(j�^ pj) time complex-ity overhead per carver p but this does not question thetractability of query answering.As an example, let � = f�x1_ �x2_ �x3_x4; x1_x2_x4gand let Cs contain the Horn and the binary classes. Theset PC = ffx1g; f�x1gg is a carver-based tractable coverof � w.r.t. Cs since �fx1g = f�x2 _ �x3 _ x4g is Hornand �f�x1g = fx2 _ x4g is binary. If Cs reduces to therenamable Horn class, f;g is a carver-based tractablecover of � w.r.t. Cs since � belongs to the renamableHorn class.Clearly enough, carver-based cover compilations areequivalence-preserving compilations:Proposition 3.1 Let � be a CNF-KB, C = h�; PCi be acarver-based cover compilation of � and let c be a clause.� j= c i� for every p in PC, ((p j= c) or (�p j= c)), whichcan be decided in time polynomial in jCj+ jcj.Although the class(es) to which �p belongs can bepolynomially recognized on-line for each carver p of PC,in practice, they are determined once only at the o�-linecompiling stage. Accordingly, each carver p found duringthe compiling process is indexed with a reference label(p)to the concerned class in Cs. A signi�cant amount oftime in on-line query answering can be saved via suchindexing.Interestingly, carver-based cover compilations can leadto exponential space savings w.r.t. prime implicants



Tractable Cover Compilations 163cover compilations for some KBs. An extreme case con-sists of tractable KBs � that remain invariant undercarver-based cover compilation but are such that everyprime implicant cover is exponential in the size of �.3.3 Hyper-Implicant CoversFormulas in covers must be tractable and exhibit asmany models of � as possible. Interestingly, severalclasses C of tractable formulas admit model-theoreticcharacterizations and features that can be exploited. Forthe binary, Horn, reverse Horn, renamable Horn classes,among others, class membership is equivalent to the ex-istence of some speci�c interpretation(s). Formally, aCNF-KB � is renamable Horn [Lewis, 1978] i� there ex-ists an interpretation p over V ar(�) s.t. for every clausec of �, at most one literal of c does not belong to p. In-terestingly, the renamable Horn class includes both theHorn, reverse Horn, and satis�able binary KBs as propersubsets.As the semantical characterizations above indicate it,literals that belong both to p and to � play a centralrole that we can take advantage of. In order to derivesatis�able renamable Horn formulas, every clause c of �is shortened using a model p = m of �: only the literalsoccurring in m are kept, plus an additional literal of c(when possible). In this way, every shortened clause issuch that every literal ofm (except possibly one) belongsto it. Accordingly, the resulting set of clauses, calledhyper-implicant of �, is satis�able and renamable Horn.Formally, let m be a model of �. For every clausec in �, let cm be the clause consisting of the literalscommon to c and m. Let P (�;m) denote the set ofclauses of � s.t. for every clause c in P (�;m), c and cmare identical. Let N(�;m) be � n P (�;m). For everyclause c in N(�;m), let lmc denote a literal of c s.t. lmcbelongs tom. Obviously, several candidates lmc may existin the general case.De�nition 3.4 Given a CNF-KB �:� A hyper-implicant of � (w.r.t. to a model) m of � is aformula �m = ( ^c2P (�;m) c) ^ ( ^c2N(�;m)(cm _ lmc )).� A hyper-implicant cover H of � is a set of hyper-implicants of � (disjunctively considered) s.t. H � �.Importantly, the size of any hyper-implicant �m of �is strictly lower than the size of �, except when � isrenamable Horn.Hyper-implicant covers are equivalence-preservingcompilations:Proposition 3.2 Let � be a CNF-KB, H be a hyper-implicant cover of � and c be a clause. � j= c i� for ev-ery hyper-implicant �m of H, we have �m j= c. This can bedecided in time linear in jHj + jcj.Assuming that the clauses in � = fc1; : : : ; cng are to-tally ordered, hyper-implicant covers can be represented

intensionally by � and sets of pairs hm; [lmc1 ; : : : ; lmcn ]iwhere m is a model of � and lmci (i 2 1::n) is false ifci 2 P (�;m) and is the literal of ci nm which is kept,otherwise. Each �m can be derived on-line from � andhm; [lmc1 ; : : : ; lmcn ]i in linear time.As an example, let � = fx1 _ x3 _ x4; x1 _ �x2 _x3; x1 _ x2 _ �x3 _ �x4; �x1 _ �x2 _ �x3 _ �x4; �x1 _ x2 _ �x3 _x4g. The hyper implicant cover represented by � andthe two pairs hfx1; �x2; �x3; x4g; [x3; x3; x2; �x1; �x1]i andhf�x1; x2; x3; �x4g; [x1; �x2; �x3; �x2; x4]i, contains two hyper-implicants: fx1 _ x4 _ x3; x1 _ �x2 _ x3; x1 _ �x3 _ x2; �x2 _�x3 _ �x1; �x3 _ x4 _ �x1g and fx3 _ x1; x3 _ �x2; x2 _ �x4 _�x3; �x1 _ �x4 _ �x2; �x1 _ x2 _ x4g.Intuitively, any hyper-implicant �m of � is a conciserepresentation of some prime implicants of �. To bemore speci�c, the prime implicants of � which are en-tailed by m are prime implicants of �m.Proposition 3.3 For every model m of �, let PIm(�) bethe set of prime implicants of � s.t. for every � in PIm(�),we have m j= �. Then, PIm(�) � PI(�m).Consequently, �m covers every model of � covered bya prime implicant of � entailed by m.Hyper-implicants covers are economical representa-tions w.r.t. prime implicants ones. Not withstandingthe fact that hyper-implicants of � are smaller than �,the number of hyper-implicants in a cover is lower thanthe number of implicants in a cover:Proposition 3.4 For every prime implicant cover of � con-taining t prime implicants there exists a hyper-implicant coverof � containing at most b t+ 12 c hyper-implicants.In the example above, the hyper-implicant cover con-tains 2 formulas, while the smallest prime implicantcover of � consists of 6 prime implicants. Actually, ex-periments show signi�cant savings w.r.t. the sizes of theprime implicants covers for most KBs (cf. Section 5).4 Computing Compilations(Partial) interpretations giving rise to intensionally-represented tractable covers are computed using system-atic search, thanks to a Davis/Putnam-like procedureDPTC. This procedure is closely related to Schrag's DPPIalgorithm [Schrag, 1996]. Cs is empty for the hyper-implicant case.DPTC(�,Cs):1 PC  ;;2 DP*(�,Cs,;);3 Return(h�,PCi).DP*(�,Cs,p):1 If not PRUNING(�,p) then2 UNIT_PROPAGATE(�,p);3 If ; 2 � then return;4 If (p � �)



164 Autour de SAT5 then PROCESS_IMPLICANT(p,�,Cs)6 return;7 l CHOOSE_BEST_LITERAL(�);8 DP*(�; Cs; p [ flg);9 DP*(�; Cs; p [ f:lg).The CHOOSE BEST LITERAL branching rule and UN-IT PROPAGATE procedures are standard Davis/Putnamfeatures. In our experiments, the branching rule by [Du-bois et al., 1996] is used. The main role of DP* is to�nd implicants of � in the whole search tree. PRUNINGand PROCESS IMPLICANT depend on the considered ap-proach. From the found implicants, (partial) interpre-tations (carvers and implicit representations of hyper-implicants) are derived thanks to PROCESS IMPLICANT;they are collected into the global variable PC.4.1 The Carver-Based CasePRUNINGC(�,new_p):1 If there exists p 2 PC s.t. (new_p � p)2 then return(true) else return(false).PROCESS_IMPLICANTC(new_p,�,Cs):1 Carver  DERIVEC(new_p,�,Cs);2 For every p 2 PC do3 If (p � Carver) then remove p from PC;4 Put Carver in PC.DERIVEC(p,�,Cs):1 Prime  ONE_PRIME(p,�);2 For every literal l 2 Prime do3 For every hTRACTABLE?; QUERY ?i in Cs do4 If TRACTABLE?(�Primenflg)then Return(DERIVEC(Primenflg;�,Cs));5 Return(Prime).Whenever an implicant p of � is found, a prime im-plicant Prime of � s.t. p � Prime is extracted from p,thanks to the ONE PRIME procedure. ONE PRIME consid-ers every literal l of p successively, check whether l is nec-essary (i.e. if there exists a clause c of � s.t. c\p = flg),and remove l from p if l is not necessary (see [Castell andCayrol, 1996][Schrag, 1996] for details). These prime im-plicants are then tentatively simpli�ed; all the literals ofeach Prime are considered successively; for every literall of Prime, �Primenflg is checked for tractability usingthe recognition procedures given in Cs. If �Primenflg isfound tractable, l is ruled out from Prime and is keptotherwise. Once all the literals of Prime have been con-sidered, the resulting simpli�ed Prime (indexed by thelabel of the corresponding class in Cs) is checked againstthe set PC of carvers collected so far. Only maximalcarvers w.r.t. � are kept in PC. Interestingly, the set PCof carvers stored during the traversal of the DP searchtree is used to prune this tree, thanks to the PRUNINGCprocedure; indeed, whenever a candidate (partial) in-

terpretation new p is elected, it can be immediately re-moved if new p entails one of the current carvers.Clearly enough, both the literal ordering and therecognition procedure ordering used in DERIVEC cangreatly inuence the cover generated in this way.4.2 The Hyper-Implicant CasePRUNINGH(�,new_p):1 If there exists p 2 PC s.t. (�new p � �p)2 then return(true) else return(false).PROCESS_IMPLICANTH(new_p,�,_):1 Model  DERIVEH(new_p,�);2 For every p 2 PC do3 If (�Model � �p) then remove p from PC;4 Put Model in PC.DERIVEH(p,�):1 Model  p;2 For every variable v 2 V ar(�) do3 If (fvg \ p = ;) and (f:vg \ p = ;)4 then put v with its most frequentsign in � to Model;5 Return(Model).Each time an implicant p of � is found, a modelModel of � s.t. Model � p is derived from p. The vari-ables that do not occur in p are added with the signoccurring the most frequently in �. When �Model iscomputed for the �rst time, a list [lmc1 ; : : : ; lmcn ] is at-tached to Model. The DERIVEH procedure is both sim-pler and more e�cient than DERIVEC (roughly, it is notmore time-consuming than the prime implicant extrac-tion achieved by ONE PRIME). The tractable formulas �pcorresponding to the models p collected in PC are usedto prune the search tree (PRUNINGH). Only the ps givingrise to the logically weakests �p are kept in PC. Sincethe renamable Horn formulas �Model and �p stem fromthe same KB �, checking whether (�Model j= �p) canbe performed in a very e�cient way.Both the literals chosen to extend the found impli-cants to models p of �, and the literals lmc selected inclauses of �p may have a signi�cant impact on the hyper-implicants �p that are generated.5 Experimental ResultsIn contrast to SAT, only few benchmarks for knowledgecompilation can be found in the literature (with the well-developed experimental framework of [Schrag, 1996] asan exception). Actually, no comprehensive analysis ofwhat should be the nature of meaningful benchmarks forevaluating compilation approaches has ever been con-ducted. Clearly, benchmarks must be hard for queryanswering since the goal of knowledge compilation isto overcome its intractability. However, in contrast to[Schrag, 1996], we do not focus on hard SAT instances,



Tractable Cover Compilations 165�P �P jPjproblems #var #cla �C �C jCj�H �H jHj5.08 | 5376adder 21 50 2.09 | 10440.20 78.75 3052.00 | 172history-ex 21 17 0.75 1000.00 2340.14 11.66 770.66 125.00 255two-pipes 15 54 0.60 125.00 2340.12 20.00 1920.47 45.45 441three-pipes 21 82 0.42 <1 3730.27 17.50 2840.36 23.80 675four-pipes 27 110 0.25 18.51 5280.20 29.16 3800.51 26.31 861regulator 21 106 0.29 20.83 5300.17 29.99 4222.16 | 297selenoid 11 19 1.40 | 1150.20 17.49 940.85 <1 312valve 13 50 0.66 <1 2970.16 21 246Table 1: Experimental results.only. Hard SAT instances (with respect to current algo-rithms) should be considered hard for query answeringsince at least one query (namely, the empty clause) isdi�cult. However, easy SAT instances can exhibit hardqueries that di�er from the empty clause.Accordingly, we tested the tractable covers and theprime implicants approaches w.r.t. many KBs, including\standard" structured problems, taken from [Forbus andDe Kleer, 1993], and random k-SAT problems [Duboiset al., 1996], varying the #cla(use)=#var(iable) ratiofrom the easy to the hard regions. Each KB � has beencompiled using the 3 techniques. Then, 500 queries havebeen considered. In order to check the usefulness of thecompilation process, we also answered these queries from�, using a direct, uncompiled, Davis/Putnam-based ap-proach [Dubois et al., 1996]. For each problem � andeach compilation technique, the ratios � = QC=QU and� = C=(QU �QC) have been computed. QC (resp. QU )is the time needed by the compiled (resp. uncompiled)approach to answer all the queries, and C is the compi-lation time. � (resp. �) tells us how much query timeimprovement we get from compilation (resp. how manyqueries are required to amortize the cost of compilation).
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Figure 2: Sizes of the compilations.Table 1 reports some results of our extensive experi-ments. For each problem [Forbus and De Kleer, 1993], itlists results for the prime implicants, carvers, and hyper-implicants covers, successively. Especially, it gives theratios � and � and the size (in literals) of the corre-sponding cover. The size of any tractable cover compi-lation is the size of � plus the size of the set of (partial)interpretations used as an implicit representation. Forthe carver-based approach, only the Horn, reverse Hornand binary classes have been considered. For the hyper-implicant approach, simpli�cation of the cover (i.e. lines2 to 4 of the PROCESS IMPLICANTH procedure) has notbeen implemented.Results obtained on 50 variables random 3-SAT prob-lems, where the ratio #cla=#var varies from 3.2 to 4.4,are reported on the two next �gures. 50 problems have



166 Autour de SATbeen considered per point and the corresponding scoresaveraged. Figure 1 (resp. Figure 2) gives aggregate val-ues of ratios � (resp. sizes in literals) obtained for eachcompilation technique. � = 1 separates the region forwhich compilation is useful from the region for which itis not.At the light of our experiments, tractable covers provebetter than prime implicants covers, both for structuredand random k-SAT problems. Signi�cant time savingsw.r.t. query answering and signi�cant space savingsare obtained. Especially, tractable covers prove usefulfor many KBs for which prime implicants covers aretoo large to o�er improvements w.r.t. query answer-ing. More, the tractable cover approach allows the com-pilation of KBs which have so huge prime implicantscovers P that P cannot be computed and stored. Thiscoheres with the theoretical results reported in [Bouf-khad and Dubois, 1996], showing that the average num-ber of prime implicants of k-SAT formulas is exponentialin their number of variables.6 ConclusionBoth theoretical and experimental results show thetractable cover approach promising and encourage us toextend it in several directions. A �rst issue for furtherresearch is how to determine e�ciently the best suitedclasses of tractable formulas for a given KB �. On theexperimental side, an extensive evaluation of the carver-based technique equipped with more expressive tractableclasses must be done. Extending the hyper-implicant ap-proach to other tractable classes, especially the q-Hornone [Boros et al., 1994], is another interesting perspec-tive. Finally, fragments of tractable covers of � can serveas approximate compilations (lower bounds) of � in thesense of [Selman and Kautz, 1991; 1994; del Val, 1995;1996]. Since the tractable cover approach allows disjunc-tions of tractable formulas from several classes, betterapproximations could be obtained.References[Boros et al., 1994] E. Boros, P.L. Hammer, and X. Sun.Recognition of q-horn formulae in linear time. DiscreteApplied Mathematics, 55(1):1{13, 1994.[Boufkhad and Dubois, 1996] Y. Boufkhad and O. Du-bois. Length of prime implicants and number of solu-tions of random r-cnf formulas. (submitted), 1996.[Castell and Cayrol, 1996] T. Castell and M. Cayrol.Computation of prime implicates and prime impli-cants by the davis and putnam procedure. In Proc.ECAI'96 Workshop on Advances in Propositional De-duction, pages 61{64, Budapest, 1996.
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Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 169B. BESSANT �E. GR�EGOIRE P. MARQUIS L. SA�ISITERATED SYNTAX-BASED REVISION IN ANONMONOTONIC SETTINGABSTRACT: In this paper, a new syntax-based approah to iterated belief base revisionis presented. It is developed within a nonmonotoni framework that allows a two-stepshandling of inonsisteny to be adopted. First, a disiplined use of nonmonotoni ingre-dients is made available to the knowledge engineer to prevent many inonsistenies thatwould our if a standard logial interpretation and representation of beliefs were on-duted. Remaining inonsistenies are onsidered unexpeted and revised by weakeningthe formulas ourring in any minimally inonsistent subbase, as if they were representingexeptional ases that do not atually our. While the omputation of revised knowl-edge bases remains intratable in the worst ase, our approah bene�ts from an eÆientloal searh-based heuristi tehnique that empirially proves often viable, even in theontext of very large propositional appliations.1 INTRODUCTIONVarious approahes to belief revision have been proposed this last deade.Most of them have been investigated from a knowledge-level theoretialperspetive [32℄, mainly. Despite a few notieable exeptions (e.g. [34℄[29℄ [11℄ [20℄), their omputational ounterparts have rarely been onsid-ered. Worse, due to worst ase omplexity results, they are often believedto be intratable when large-sale appliations are addressed. However, re-ent impressive empirial progress in propositional reasoning and searh [36℄does open real omputational perspetives for syntax-based approahes tobelief revision with respet to large appliations. Also, many e�orts havebeen devoted to establish formal onnetions between nonmonotoni logisand belief revision (see e.g. [9℄ [21℄ [25℄ [19℄). In this paper, a knowlege1engineering-motivated approah to belief revision is adopted, showing thatbelief revision and nonmonotoni logis are not only two sides of the sameoin [14℄ but that they an play useful synergeti roles in a uni�ed frameworkthat proves empirially omputationally viable. More preisely, a two-stepspoliy to syntax-based revision of inonsistent beliefs is proposed. On theone hand, nonmonotoni ingredients are provided within a belief represen-tation language giving rise to a gain of expressiveness, allowing a arefulknowledge engineer to avoid many future inonsistenies that would ourif a standard dedutive representation and inferene of beliefs were selet-ed. Inonsistenies that are not foreast and prevented in this way are thenthe objet of a syntax-based belief revision proess. In this respet, wean envision a whole family of syntax-based revision approahes: from afull-meet autious one that weakens eah formula in eah minimally inon-sistent subbase to regain onsisteny, to a maxihoie hange poliy that1In this paper, knowledge is used for belief.



170 Autour de SATjust weakens one smallest subset of formulas to restore onsisteny. In thispaper, an empirially viable omputational tehnique for the �rst approahis proposed. It makes use of a spei� heuristi in the trae of loal searhtehniques to hek (in)onsisteny. Interestingly enough, it is shown thatthe nonmonotoni ingredients do not signi�antly a�et the omputationalomplexity results with respet to the revision proess, neither from a worstase point of view, nor from an empirial one.The paper is organized as follows. After some formal preliminaries, a spe-i� nonmonotoni representation setting is desribed. Then, a new syntax-based approah to iterated belief base revision is introdued and motivatedin this framework, together with a preferred-models inferene relation forthe resulting logi. The omplexity and rationality issues for this autious,full-meet approah to base revision are analyzed. Loal searh tehniquesfor SAT are then speialized to math our spei� needs. Typial resultsfrom extensive tests are reported. Finally, the spei� position adopted inthis paper with respet to the various faets of belief revision is summarized,and perspetives for further researh are briey exposed. Basi elements ofomputational omplexity an be found in an appendix.2 SOME FORMAL PRELIMINARIESLet PS denote a denumerable set of propositional symbols (also alled vari-ables or atoms). For every subset V of PS, PROPV denotes the propo-sitional language built up from the symbols of PS, the boolean onstantstrue and false and the onnetives :, ^, _, ), , in the standard way.The elements of PROPPS are alled formulas.Every propositional symbol of PS is also alled a positive literal and anegated one a negative literal. The boolean onstants are also viewed as pos-itive literals. A literal is either a positive literal or a negative literal. Every�nite disjuntion of literals is alled a lause. V ar(KB) denote the set ofpropositional variables ourring in the formulaKB. For every proposition-al symbol v from PS, KBv true (resp. KBv false) denotes the formulaKB in whih every ourrene of v is replaed by true (resp. false).An interpretation I (over PROPPS) is a mapping that assoiates everypropositional symbol to one of the two truth values of BOOL = f0; 1g andI(true) = 1 and I(false) = 0. [[KB℄℄(I) denotes the truth value taken byKB within I ; it is de�ned in the usual ompositional way. When I is s.t.[[KB℄℄(I) = 1, I is said to be a model of KB, noted I j= KB; otherwise, Iis a ounter-model of KB. The set of all models of KB is noted M(KB).When a formula has a model, it is said onsistent. When a formula has nomodel (resp. no ounter-model), it is said inonsistent (resp. valid). Thebinary relation j= over PROPPS is de�ned byKB j= f i�M(KB) �M(f)holds. The dedutive losure of KB is the set of all formulas that are logial



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 171onsequenes of KB. Whenever KB j= f and f j= KB both hold, KB andf are said logially equivalent, noted KB � f .Every set of formulas is interpreted onjuntively; espeially, when itis �nite, a set of formulas is also onsidered as the formula that is theonjuntion of its elements. It is well-known that every formula admits aonjuntion of lauses equivalent to it; suh a onjuntion of lauses is alleda onjuntive normal form (CNF for short) of the formula.3 A NONMONOTONIC REPRESENTATION FRAMEWORKThis paper is more onerned with the knowledge engineering branh ofarti�ial intelligene than with its ognitive and philosophial sides; build-ing e�etive pratial systems is here the main goal. In this respet, it isgenerally agreed that some trade-o� an be required between the expressive-ness of the representation language and the inferene eÆieny. Similarly,a spei� ombination of belief revision and nonmonotoni representationof beliefs and inferene an be bene�ial, espeially when software qualityproperties are required.Aordingly, a two-steps handling of inonsistent beliefs is advoated inthis paper. First, the knowledge engineer is provided with a nonmonotonilanguage allowing him to prevent many future inonsistenies that wouldour if a purely standard dedutive logi were used. This language shouldbe expressive enough to represent (prioritized) rules of default reasoning andexeptions, preventing these last ones from leading to inonsisteny whenthey atually our. In this respet, it is laimed here that when real-worldlarge-sale appliations are undertaken, the knowledge engineer an be re-quired a disiplined use of nonmonotoni ingredients that are restrited, inexhange for the hope for preditable system behavior and good omputa-tional performane in many ases. However, the knowledge engineer annotbe required to foreast all suh exeptions in this way. This is exatly wherebelief revision has to play a role in our framework. Belief revision will thushere just onern a mere remainder of the inonsistenies that would o-ur if a purely dedutive logi were seleted. This point will allow spei�revision poliies to be justi�ed.In the following, any belief base KB will be represented as a �nite set(interpreted onjuntively) of propositional formulas from PROPPS . Theset of propositional symbols PS is partitioned into three denumerable sets,P , ABKB and ABRevision . P is used to represent the ore knowledge ofKB, while the two disjoint sets ABKB and ABRevision ontain MCarthy'sprioritized Abnormality propositions, noted respetively by Abi and AbRi[24℄. Elements from ABKB allow prioritized rules of default reasoning to beexpressed together with exeptions (they enode strutural abnormalities)while ABRevision is atually a sequene and is devoted to the revision poliy.



172 Autour de SATTypially, a default rule expressing that a bird an y (unless exeptions)will be of the form :Bird _ Abflying bird _ F ly, representing the formulaBird ^ :Abflying bird ) F ly. Abi propositions are intended to allow forexeptions without the need of expressing them expliitly. Suh a frame-work will be interpreted under model-preferene semantis �a la Shoham [39℄:KB j�� f i� [[f ℄℄(I) = 1 in all preferred models I ofKB, where the preferredmodels of KB are those that are minimal w.r.t. a given pre-order �. Intu-itively, models where Abi propositions are minimized (i.e. are interpreted as0) will be preferred. Many minimization shemata (espeially prioritizingones) giving rise to preferred-models inferene relations j�� an be adoptedin this ontext. The approahes of revision that will be developed in thispaper are ompatible with all of them.4 BASE REVISION BY WEAKENING:THE FULL-MEET APPROACHAs the last example illustrates it, the knowledge engineer may not foreastpossible exeptions to all rules (assume that he has asserted that all birdsy and that now we are given a penguin). When inonsisteny does our,several possible approahes to restore onsisteny an be devised. As weadopt here a knowledge engineering approah to arti�ial intelligene, welaim that the syntax of the enoded beliefs is important and that thisshould appear in the revision proess. Aordingly, in our approah, theepistemi state of an agent (i.e. the set of all its beliefs) is represented as abelief base, i.e. a �nite set of propositional formulas: the piees of knowledgethat an be inferred from suh a set are the agent's beliefs. While suh anapproah to belief revision is syntax-sensitive (at least to the extent thatit annot be guaranteed that two equivalent KBs will always be revisedin the same way), it is representationally feasible; this ontrasts with thebelief set approah and the model-based approah to belief revision: dueto spae onsiderations, representing the epistemi state of an agent by adedutively losed set of formulas, or by the orresponding set of models, istypially out of reah.Our autious approah to belief revision is based on the logial oneptof weakening. Indeed, we believe that throwing out some beliefs in orderto restore onsisteny is unneessary destrutive. Aordingly, we prefer\hidding" these beliefs by logially weakening them, allowing interestingperspetives with respet to iterated belief revision.Intuitively, the way aording to whih beliefs are weakened amounts toonsidering these beliefs as exeptional ones that do not hold in regard ofthe newly introdued formula f .Assume KB to be a nonmonotoni propositional belief base to be in-terpreted under some preferred-models semantis, given by a pre-order �



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 173among interpretations. Initially, KB does not ontain any ourrene ofa symbol from ABRevision . Let f be the so-alled revision formula, i.e. anew piee of knowledge to be added into KB. A severe revision has toour whenever KB [ ffg is inonsistent. The sequene of Abnormalitypropositions ABRevision = fAbR1 ; : : : ; AbRj ; : : : g(j<!) is used to remove in-onsistenies. More preisely, eah time a severe revision is to be onduted,a subset of formulas in KB are weakened using the next available AbRj inthe sequene ABRevision as an additional disjunt in eah of these laus-es. Note that the elements of ABRevision are ordered in suh a way thatABRj is after ABRi whenever i < j, so as to ensure that the most reentlyintrodued abnormality symbol AbRj ours after AbRi in ABRevision.Now, several revision poliies an be de�ned depending on the way thisset of formulas to be weakened is seleted. Indeed, in order to break all in-onsistenies, it is suÆient to weaken one formula in every of the possiblymany subbases of KB that are inonsistent with f . Aordingly, severalhitting sets of suh subbases an be eleted for being weakened in the gen-eral ase. For the ase where no additional information (e.g. an epistemirelevane ordering [28℄) enables hosing one suh hitting set, a autious pol-iy is proposed: in this situation, all the formulas in the set-theoreti unionof the smallest subsets of KB inonsistent with f are weakened. But let usformalize this.DEFINITION 1 (minimally inonsistent subbase). A minimally inonsis-tent subbase of KB w.r.t. f is any subset S of KB s.t. S [ ffg is inon-sistent and no proper subset of it satis�es the same property.Suh subbases are sometimes alled entailment sets for :f (indeed, S [ffg is inonsistent i� :f is entailed by S).DEFINITION 2 (kernel). The kernel Ker(KB; f) of KB w.r.t. f is theset-theoreti union of all minimally inonsistent subbases of KB w.r.t. fKer(KB; f) an also be de�ned in a dual way, fousing on the maxi-mally onsistent subbases of KB w.r.t. f (also alled remainders of KBby :f). Indeed, Ker(KB; f) is the set-theoreti omplement in KB of theintersetion of all suh subbases (see Theorem 7.1 from [31℄).We are now ready to de�ne our full-meet base revision operation:DEFINITION 3 (full-meet revision). Assume that KB is the result of iprevious severe revisions. KBÆfull�meetf = (Ker(KB; f)_AbRi+1)[ (KB nKer(KB; f)) [ ffgIn this de�nition, Ker(KB; f) _ AbRi+1 denotes the set of formulas g _AbRi+1 , where g is a formula from Ker(KB; f). Clearly enough, the ranki+ 1 of the urrent revision an be determined in time linear in the size ofKB (it is suÆient to �lter out the greatest i s.t. ABRi ours in KB, andto inrement it).



174 Autour de SATEXAMPLE 4. Let us illustrate the previous de�nition through a very sim-ple example. Let KB = f:Bird_F ly;Birdg. This orresponds to the asewhere the knowledge engineer does not envision any exeptional bird, i.e. abird that does not y. We have:1. KBÆfull�meet:F ly = f:Bird _ F ly _AbR1 ; Bird _ AbR1 ;:F lyg.2. (KBÆfull�meet:F ly)Æfull�meetF ly = f:Bird_F ly_AbR1 ; Bird_AbR1 ;:F ly _ AbR2 ; F lyg.In our approah, every formula from KB that belongs to the intersetionof all maximally onsistent subbases of KB w.r.t. f is kept in the revisedbase, while the remaining formulas are weakened. Thus, instead of fous-ing on the intersetion of the logial losures of all (preferred2) maximallyonsistent subbases of KB w.r.t. f (as it is the ase in many base revisionapproahes), we fous on the subbases themselves. This has two immediate,favourable onsequenes:� Revised KBs an be eÆiently represented in our approah (sine thesize of the revised KBs annot exeed the size of the orrespondingoriginal KB plus the size of the revision formula plus the number offormulas ourring in the original KB).� Revised KBs do not redue to a single formula. Aordingly, iteratedbelief revision an be ahieved without trivializing as soon as the �rstsevere revision has been ahieved.These two valuable features are not shared by many syntax-based ap-proahes to base revision. On the one hand, it is shown [5℄ that represen-tations of revised KBs that are ompat, i.e. of size polynomially boundedby the size of the original KB plus the size of the revision formula, are veryunlikely to exist in the general ase for various revision poliies. Espeial-ly, while there an be exponentially many maximally onsistent subbasesof KB w.r.t. f , the size of their set-theoreti union is neessarily bound-ed by the size of KB. On the other hand, while the intersetion of thelogial losures of all maximally onsistent subbases of KB w.r.t. f an be�nitely enoded as the disjuntion of all suh subbases, the resulting revisedbase ontains only one formula3; thus, the whole ontent of KB would beremoved, would a seond severe revision our.Beause it is based on the omputation of Ker(KB; f), our approah islosely related to both WIDTIO base revision [41℄, and safe base revision [2℄2Several riteria based on subset maximality or ardinality maximality an be used toselet some maximally onsistent subbases in presene of an information preferene, i.e.assuming that the KB is strati�ed.3Or two, if the pair formed by suh a disjuntion and f is onsidered as the revisedbase.



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 175(that oinide when no preferene information is available [31℄, and sharethe two valuable features listed above). Indeed, in [41℄, a purely standardlogi approah to revision (namely, WIDTIO, i.e. \When In Doubt ThrowIt Out") requires Ker(KB; f) to be disarded in ase of a severe revision:KBÆWIDTIOf is de�ned as KBÆWIDTIOf = (KB nKer(KB; f)) [ ffg.Instead, we propose to weaken Ker(KB; f). As we will see in the nextsetion, this may have a great inuene on the revised epistemi state inthe ontext of iterated revisions.5 INFERRING FROM A REVISED KNOWLEDGE BASELet� be any pre-order among interpretations from whih a preferred-modelsinferene relation an be de�ned. Let us now de�ne an inferene relationj�R;� under whih revised KBs will be interpreted. Atually, the inferenerelation will be nonmonotoni; it will interpret the Abnormality propositionsfrom ABRevision and ABKB separately, and suessively. From a seman-tial point of view, the inferene relation will use a onept of preferredrevision-preferred model. Suh models minimize abnormality aording totwo priniples:Priniple 1.Elements from ABRevision have a higher priority than elements from ABKB .Elements of ABRevision enode unexpeted abnormalities, orresponding tosevere revisions. They must be interpreted in suh a way that onsistenyis restored. This an easily onstrain the set of possible truth values of theelements of ABKB . Strutural abnormalities from this latter set must alsobe minimized.Priniple 2.The elements of ABRevision are prioritized, �a la prioritized irumsription[24℄ but with one abnormality symbol per stratum, only. A higher priorityis given to more reently introdued Abnormality propositions. Aord-ingly, every AbRi is preferred false (exept the most reently introduedAbnormality proposition, whih must be true to revise the last state of in-onsisteny).Formally, let us assume without loss of generality that PS is totallyordered (using any order) and that interpretations I over PROPPS arerepresented as words over f0; 1g s.t. the ith bit of I is 1 i� the ith symbolof PS is interpreted as 1 in I . For every subset E of PS, let I [E℄ denotethe restrition of I to the symbols of E. On this ground, we an de�ne atotal pre-order among the models of KB:DEFINITION 5 (revision-preferene). Let I and J be two models ofKB. I



176 Autour de SATis said at least as revision-preferred as J , noted I �R J , i� I [ABRevision ℄ �lexJ [ABRevision ℄ holds, where �lex is the reverse lexiographi ordering onwords over f0; 1g, indued by 0 < 1.The revision-preferred models of KB are the minimal models of KBw.r.t. �R.DEFINITION 6 (revision-preferred model). The set of all revision-preferredmodels of KB is de�ned by MR(KB) = min(M(KB);�R).It is worth noting that all revision-preferred models I of KB oinide onABRevision . Suh models an be haraterized in the following onstrutiveway. Let AbRz be the lastly introdued symbol of ABRevision in KB:Proedure Revision-preferred-modelsInput: KB, ABRevision, AbRzOutput: an interpretation I over PROPABRevisionbeginfor every AbRi in ABRevision from AbRz downto AbR1 doif KBAbRi  false is onsistentthen [[AbRi ℄℄(I) = 0else [[AbRi ℄℄(I) = 1return IendAll the remaining symbols from ABRevision are set to 0 in the revision-preferred models I of KB4. Now, among the revision-preferred models,the preferred ones are those that minimize the strutural abnormalities,aording to any preset preferred-models semantis:DEFINITION 7 (preferred revision-preferred model). Let � be any pre-order among the models of KB. The set of all preferred revision-preferredmodels of KB is de�ned by MR;�(KB) = min(MR(KB);�).Finally, the orresponding preferred-models inferene relation j�R;� anbe de�ned as follows:DEFINITION 8 (preferred revision-preferred inferene). Let � be any pre-order among the models ofKB. KB j�R;� f i� f is satis�ed in all preferredrevision-preferred models of KB.Clearly enough, in the situation where no severe revision has been per-formed, no symbol from ABRevision ours in KB. Thus, every model isa revision-preferred one and the preferred revision-preferred models of KBare just the preferred models of KB, i.e. those that are minimal w.r.t. �.Contrastingly, in the situation where no strutural abnormalities have been4This is required by the de�nition but is not very signi�ant sine suh remainingsymbols do not our in KB.



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 177envisioned (i.e. ABKB = ;), the preferred revision-preferred models of KBare its revision-preferred models.EXAMPLE 9 (ontinued). For simpliity, let us assume that ABKB = ;.Let KB = f:Bird _ F ly;Birdg. We have:1. KB j�R;� F ly ^ Bird. The (preferred) revision-preferred models ofKB oinide with the models of KB.2. KBÆfull�meet:F ly = f:Bird_F ly _AbR1 ; Bird_AbR1 ;:F lyg j�R;�:F ly. One again, the (preferred) revision-preferred models I ofKBÆfull�meet:F ly oinide with its models and satisfy [[AbR1 ℄℄(I) = 1.3. (KBÆfull�meet:F ly)Æfull�meetF ly = f:Bird_F ly_AbR1 ; Bird_AbR1 ;:F ly _ AbR2 ; F lyg j�R;� F ly ^ Bird. This time, the (preferred)revision-preferred models I of the revised base do not oinide withits models. Every I is s.t. [[AbR2 ℄℄ = 1 and [[AbR1 ℄℄ = 0.As evoked before, our framework does not enable taking into aountpreferene information about what subbases should be kept. Indeed, thetwo revision priniples given above are to be applied to any KB, thus theway unexpeted abnormalities from ABRevision are minimized does not de-pend on KB. Nevertheless, some preferene information about struturalabnormalities an be inorporated within our framework; it is supportedby the given pre-order �, and di�erent pre-orders an easily give rise todi�erent inferene relations j�R;� from revised KBs. Furthermore, someexibility an be ahieved in our framework by modifying the status ofsome ourrenes of Abnormality propositions. Indeed, when an unexpet-ed, revision-generated exeption has been revealed, the knowledge engineeran easily deide to view it afterwards as a strutural abnormality. Thismodi�ation an easily hange what an be inferred.6 RATIONALITY AND COMPLEXITY ISSUESIt is time now to weight the pros and the ons of our approah, espeiallyw.r.t. rationality and omplexity issues.From a formal point of view, it is not easy to hek our non-standardapproah against usual rationality postulates for belief revision. On the onehand, we use a nonmonotoni inferene framework instead of the standarddedutive one. On the other hand, the ontology is not onstant sine addi-tional Abnormality propositions are introdued during the suessive severerevision steps. As a onsequene, our approah does not satisfy the inlu-sion postulate proposed by [16℄: in the general ase, KBÆfull�meetf is not asubset of KB [ ffg. Also, standard AGM rationality postulates apply to



178 Autour de SATbelief sets, i.e. dedutively losed sets of beliefs, whereas we onsider beliefbases (more preisely �nite sets of formulas).Adapting Nebel's tehnique [27℄ to our nonmonotoni framework, we anassoiate a belief set revision operator �full�meet to our belief base one. LetCn(KB) = fh s.t. KB j�R;� hg the nonmonotoni losure of KB givenj�R;�. A belief set, i.e. the set of beliefs of some agent, is the nonmonotonilosure of a belief base KB. The belief set operator �full�meet generatedby Æfull�meet is given by Cn(KB)�full�meetf = Cn(KBÆfull�meetf).It is easy to show that �full�meet obeys the six basi rationality postulatesby Alhourr�on et al. [1℄. However, the two supplementary postulates are notsatis�ed in the general ase. This is not very surprising sine WIDTIO baserevision typially exhibits the same behaviour w.r.t. rationality postulates.As evoked previously, our revision proess does not entail an exponentialinrease of size for the revised KB as in many syntax-based approahes,espeially [12℄, and it allows for iterated belief revision in a non-trivial way(unlike some tehniques proposed so far, see e.g. [27℄). Moreover, as it willbe shown in the next setion, it is far less destrutive than WIDTIO inpresene of iterated revision, hene adhering more losely to the prinipleof minimal hange.We believe that the way we hide piees of information by weakening theman open new alternative researh diretions in the study of rationality pos-tulates for iterated belief revision, whih urrently gives rise to an unsettledontroversy (see e.g. [7℄ [18℄ [40℄ and [13℄).Let us now turn to omputational aspets. Propositional belief baserevision is intratable in the general ase. This intratability onerns boththe omplexity of deiding whether a formula is implied by a revised beliefbase, and the omplexity of representing a revised belief base. Thus, [31℄analyzes in depth the �rst issue and shows that inferene from a revisedKBtypially is at the �rst level or even at the seond level of the polynomialhierarhy.Like (full-meet) WIDTIO [41℄ and safe base revision [2℄, our approahsu�ers from a high worst ase omplexity. In order to simplify things, letus �rst assume that ABKB = ; (in this situation, the hosen pre-order �over models is not signi�ant).PROPOSITION 10. Let KB, f be two formulas and ABKB = ;. Chekingwhether KB j�R;� f holds is �p2-omplete.Sketh of proof: In order to hek that KB 6j�R;� f , it is suÆient to guessa model I of KB, then hek that it is a revision-preferred one, and thatI 6j= f holds. Clearly enough, heking that a given model I of KB isa revision-preferred one an be ahieved in polynomial time on a Turingmahine equipped with an NP orale. Indeed, showing that I is not arevision-preferred model of KB an be ahieved easily in nondeterministipolynomial time by guessing a model J of KB and heking that J �R I



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 179and I 6�R J . Equivalently, I is a revision-preferred model of KB i� itoinides with all the revision-preferred models of KB on the symbols ofABRevision, and the required truth values of these symbols an be omputedthanks to a number of alls to SAT that is bounded by the size of KB(see the proedure Revision-preferred-models in the previous setion).Aordingly, determining whether KB j�R;� f is in �p2. Beause inferenefrom WIDTIO revised bases is a restrition of inferene w.r.t. j�R;� (f.next setion), and inferene from WIDTIO revised bases is �p2-hard (seeLemma 6.2 from [11℄), the �p2-ompleteness of inferene from j�R;� follows.Now, in the ase where ABKB is not empty (so that the given pre-order � is signi�ant), the omplexity upper bound of the inferene problemwill be given by the omplexity of heking whether a model I of KBis a preferred revision-preferred model of KB. If suh a model hekingproblem belongs to oNP (whih is the ase for many preferene relations�), heking KB j�R;� f still belongs to �p2, hene it is �p2-omplete.Fousing on the omputation of revised KBs only, the main diÆulty ofboth WIDTIO and our tehnique is the omputation of Ker(KB; f). In-deed, omputing minimally inonsistent subbases of KB w.r.t. f an behard; espeially, we an easily prove that, given a �nite set KB of proposi-tional formulas and a revision formula f , heking whether a given subsetof KB is a minimally inonsistent subbase of KB w.r.t. f is BH2-omplete.Moreover, from a worst ase omputational omplexity point of view, hek-ing the membership of a formula g from KB to Ker(KB; f) is �p2-omplete(this is a onsequene of Theorem 8.2 from [11℄). This makes the full-meetapproah impratial in the worst ase. Fortunately, from the pratial side,things are not so bad.7 APPROXIMATING KERNELS THANKS TO LOCAL SEARCHA omputationally valuable feature of our approah is the existene of an ef-�ient loal searh-based heuristi for approximating kernels when KB andf are two CNF formulas (whih is not so muh an unrealisti assumption)[23℄.Sine this is just a heuristi tehnique, we annot guarantee that the out-put of the proposed algorithm will atually be Ker(KB; f) when the inputsare KB and f . Nevertheless, this does not question the pratial utility ofthe tehnique. While loal searh tehniques for SAT are not guaranteed to�nd out a model for every onsistentKB, they enable proving the onsisten-y of many of them, whih annot be ahieved using a systemati method.In the same vein, experiments show that our heuristi tehnique an be usedto derive or, at least, to fous the searh on kernels in many situations.Sine our heuristi tehnique is based on loal searh, let us �rst reall the



180 Autour de SATmost representative loal searh algorithm, namely Selman et al.'s GSAT[38℄ [37℄. This algorithm performs a greedy loal searh for a satisfyingassignment of a set of propositional lauses. The algorithm starts with arandomly generated truth assignment. It then hanges (\ips") the assign-ment of the variable that leads to the largest inrease in the total numberof satis�ed lauses. Suh ips are repeated until either a model is found ora preset maximum number of ips (MAX-FLIPS) is reahed. This proessis repeated as needed up to a maximum of MAX-TRIES times.Proedure GSATInput: a set of lauses S, MAX � FLIPS, and MAX � TRIESOutput: a satisfying truth assignment of S, if foundbeginfor i := 1 to MAX � TRIES doI := a randomly generated truth assignmentfor j := 1 to MAX � FLIPS doif I is a model of S then return Ix := a propositional variable s.t. a hange in its truthassignment gives the largest inrease (possibly negative)in the number of lauses of S that are satisfied by II := I with the truth assignment of x reversedreturn ``no satisfying assignment found''endLet us stress that some variant (e.g. random) moves are inserted in or-der to esape from loal minima. In the following, TSAT, a loal searhtehnique of our own, is used [22℄. It makes use of a tabu list forbiddingreurrent ips and appears ompetitive in most situations. One of the niefeatures of TSAT is that it drops many stohasti properties of other loalsearh tehniques and is purely deterministi as far as the initial interpreta-tion is seleted in a non-random way. However, the following experimentalresults an be obtained using most loal searh tehniques, and are notTSAT spei�.Although suh tehniques prove eÆient in showing the onsisteny ofhard propositional CNF belief bases, they are learly logially inompletein the sense that they do not over the whole searh spae and annot thusdiretly prove that a formula is inonsistent. In this respet, when KB isinonsistent, GSAT-like algorithms provide us with a way to approximateMAXSAT , i.e. �nding a ardinality maximal subbase of KB. Indeed,at eah step, the unsatis�ed lauses form a hitting set of the minimallyinonsistent subbases of KB. Suh a powerful omputational approah toa maxihoie base revision poliy is not investigated here (see [15℄), as wefous on the full-meet one.Some of us have disovered reently that the trae of loal searh algo-rithms an allow one to determine kernels very often when they fail to prove



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 181onsisteny within a preset amount of omputing time [23℄. More preisely,for eah lause, taking eah ip as a step of time, the number of times duringwhih this lause is falsi�ed is updated. A similar trae is also reorded foreah literal ourring in the belief base, ounting the number of times it hasappeared in the falsi�ed lauses. All the lauses from KB that are falsi�edt times more than the mean number of falsi�ation per lause are delivered.t is an empirially �xed threshold. When the loal searh tehnique fails toprove onsisteny, it appears extremely often that the most often falsi�edlauses from KB form a superset of the set-theoreti union of the minimallyinonsistent subbases of KB when KB is atually inonsistent. Likewise,literals that exhibit the highest sores take part in these subbases.Aordingly, our heuristi is based on the following assumption:Heuristi: The set STSAT of lauses from KB delivered by TSAT when itfails in �nding a model of KB [ ffg is a superset of Ker(KB; f).Depending on the omputational e�ort we are ready to spend, the validityof the heuristi an be tested by:1. Cheking that KB n STSAT is onsistent. If this is not the ase, theheuristi is wrong.2. Cheking that STSAT [ffg is inonsistent. If this is not the ase, theheuristi is wrong.The onsisteny heks an be performed exatly (using a omplete al-gorithm for SAT, e.g. a Davis-Putnam one [8℄) or approximately using aloal searh algorithm (assuming that the input formula is inonsistent ifno model has been found within a preset time). Note that the test phasean be ahieved in pratie quite eÆiently.In the ase where the heuristi is found wrong, we an turn to a system-ati, more omputationally expensive tehnique, to ompute Ker(KB; f).Alternatively, we an modify the threshold or modify the parameters of T-SAT (the maximum numbers of tries and ips) and, in this latter ase, runit again.It is worth notiing that replaing Ker(KB; f) by a superset STSAT , asit an be delivered by the �rst phase of our tehnique, does not questionthe onsisteny of the revised KB. It would just lead to an over-autiousrevision poliy that would weaken too many piees of information. Suha poliy ould be adopted when limited omputational resoures justify atrade-o� between the omputational ost and a distane between the prob-able kernels and the real ones.Let us stress that in the general ase the heuristi provides us with anapproximation of Ker(KB; f) in the following sense: some formulas from



182 Autour de SATKer(KB; f) might not appear in STSAT and STSAT might ontain formu-las that do not belong to Ker(KB; f). Clearly enough, if the heuristiis not found wrong, we annot be sure that STSAT atually is a supersetof Ker(KB; f) (the test phase enables identifying some situations wherethe heuristi is wrong, but not all of them). However, under severe timeonstraints, suh an approximation an prove useful as suh.Empirially, the validity of the heuristi depends on several aspets.First, in our nonmonotoni framework, inonsisteny is the exeption andshould normally onern a few formulas, only. Moreover, in large real-worldKBs, inonsisteny is often due to a limited number of ontraditory rulesand data (unless total inonsisteny of the modeled agent!), whih allow asmall Ker(KB; f) to emerge very often. Suh a phenomenon mathes mostphilosophial and psyhologial models of beliefs. Also, the loal searhalgorithm should \over" the spae of interpretations in the most uniformand systemati way. This an be ahieved partly by a large number of tries,with initial interpretations that are suÆiently distant. Clearly, the aura-y of the heuristi depends also on the onsumed omputation time. We areurrently working on an improved system that stops its omputation whena stable (probable) Ker(KB; f) has learly emerged. Obviously enough,the aurray of the heuristi also depends on the interdependene level be-tween formulas from Ker(KB; f) and the other ones: whenever a formulafromKer(KB; f) is falsi�ed, not too many formulas fromKBnKer(KB; f)should be falsi�ed at the same time. This is related to a knowledge loalitypriniple, whih is often a valid assumption in atual KBs.Finally, let us note that whenever the revision formula f does not ontainany Abnormality proposition, no formula from KB among those that havebeen weakened so far an belong to Ker(KB; f). Indeed, in this situation,every AbRi literal ours only positively in KB. Thus, it annot be thease that a weakened formula belongs to a minimally inonsistent subbaseof KB w.r.t. f (assuming that every AbRi is true is always possible andsuÆient to satisfy the weakened formulas). This remark is valuable from aomputational point of view sine it means that whenever suÆiently manysevere revisions have been done, omputing Ker(KB; f) an be easier sinethe number of andidate formulas from KB will be smaller (all the formulasthat have been weakened so far an be omitted).The main remarkable feature of this approah lies in its e�etive tratabil-ity for very large appliations. In spite of the fat that it does not requirea subset of propositional lausal logi to be used (like the Horn one) as itis sometimes required and that it is nonmonotoni, it proves empiriallyeÆient for very large KBs, at least when inonsisteny an be related toa small subpart of KB.Very omprehensive experimentations have been onduted to test theheuristi, using standard benhmarks for propositional reasoning and on-sisteny heking that are taken from [10℄ or have been proposed in the
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ClausesFigure 1. Monotoni framework.meantime. All experiments have been onduted on Pentium 166 Mhz PCs.Let us just give a typial example. First, let us illustrate our approah whena purely monotoni knowledge is onsidered (i.e. ABKB = ;). We mixed avery large onsistent propositional problem proposed by [17℄ representing aplanning-related knowledge base with a globally inonsistent one proposedby [10℄. These problems ontain 37388 and 24 lauses (2883 and 9 variables),respetively. In our framework, we an interpret the �rst problem togetherwith some lauses of the seond one as representing a onsistent KB, whilethe remaining part of the seond one represents the lausal formula f to beinserted into KB. Clearly, KB ^ f is inonsistent.TSAT (with a weight option [26℄ [37℄) was run on KB ^ f . Figure 1shows (using a logarithmi sale) the trae (i.e. the sore of the lauses)delivered after 2 seonds CPU omputation time. The inonsistent subbaselearly emerges and is easily reognized. It onsists of the 24 lauses withthe highest sores. Weakening the subpart of this subbase that belongs toKB is now a straightforward task.Let us now move to the nonmonotoni ase. To our best knowledge, weare not aware of large propositional benhmarks in the nonmonotoni arearepresenting real-world problems. Benhmarks in this domain have been
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ClausesFigure 2. Nonmonotoni framework.de�ned mainly in order to hek the priniples guiding the logis and nottheir omputational properties. Therefore, we had to de�ne our own benh-marks. For instane, we transformed monotoni ones so that they atuallyinorporate Abnormality propositions in some of their rules. Aordingly,the above knowledge base has been enrihed in the following way. 10 % oflauses have been given their own additional literals Abi from ABKB , repre-senting possible future exeptions to the rules. TSAT was run again during2 seonds. Figure 2 gives the trae of the omputation. The introdutionof Abnormality propositions does not modify the empirial results.8 RELATED WORKSAs evoked previously, our approah to belief base revision is losely relatedto WIDTIO [41℄. Espeially, in the basi monotoni ase and when onlyone-step of revision is onsidered, both our approah and WIDTIO oinidefrom an inferential point of view.PROPOSITION 11. Assume that KB, f and g do not ontain any Abnor-mality proposition. KBÆWIDTIOf j= g i� KBÆfull�meetf j�R;� g



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 185Sketh of proof: If KB [ ffg is onsistent, then Ker(KB; f) = ;, soM(KBÆWIDTIOf) = MR;�(KBÆfull�meetf). Otherwise, every formula re-moved in the WIDTIO approah is weakened by AbR1 in our approah, andthe onverse also holds. Sine AbR1 is neessarily true in the revised KB,the weakened formulas do not partiipate to inferene. More formally, forevery preferred revision-preferred model I of KBÆfull�meetf , there exists amodel J of KBÆWIDTIOf s.t. for every symbol p of P , [[p℄℄(I) = [[p℄℄(J), andvie-versa. The fat that g does not ontain any Abnormality symbol issuÆient to end up the proof.EXAMPLE 12 (ontinued). Let KB = f:Bird _ F ly;Birdg. We have:1. KB j= F ly ^ Bird.2. KBÆWIDTIO:F ly = f:F lyg j= :F ly.However, our approah extends WIDTIO in at least two diretions. First,WIDTIO is based on a purely standard logi framework. Seond, our au-tious approah is less \destrutive" than WIDTIO in the sense that souresof inonsisteny are \hidden" instead of being anelled. This may leadto more \rationality", espeially with respet to the priniple of minimalhange when iterated belief revision steps are proessed. Indeed, WIDTIOis unneessarily too muh destrutive.EXAMPLE 13 (ontinued). (KBÆWIDTIO:F ly)ÆWIDTIOF ly = fF lyg. Com-pared with our approah, let us note that Bird is lost; atually when WID-TIO gives up a piee of information, it is forever (unless it is added again).It is worth noting that the gain in expressiveness and \rationality" ahie-ved by our approah (ompared with WIDTIO) does neither neessarilylead to a degradation of the worst ase omplexity, with respet to inferenefrom the revised KB. Indeed, inferene from (full-meet) WIDTIO revisedbases is �p2-omplete as well (see Theorem 5.21 from [31℄). Moreover, oneKer(KB; f) is derived, the revised base w.r.t. WIDTIO and our tehniquean be omputed in polynomial time. Espeially, removing inonsisteny byweakening all its possible auses is not more expensive than deleting them.Our approah an also be related to linear base revision from strati�edbases [30℄. In this approah, only one subbase of KB onsistent with f hasto be onsidered.Let us assoiate to every (revised) belief base onsidered in our approaha strati�ed belief base s.t.:� Originally (i.e. when no revision formula has been onsidered), all theformulas from KB are given the same priority, namely priority 0.



186 Autour de SAT� Afterwards, when the ith revision formula f is onsidered, every for-mula of KB nKer(KB; f) is given priority i, f is also given priorityi and all the remaining formulas keep their previous priorities.Let KBi denote the subset of KB onsisting of all the formulas of prior-ity i. Let z be the highest priority among the formulas in KB.Proedure Inferene-from-prioritized-KBInput: a stratified KBOutput: a subset Smax of KBbeginSmax  KBzfor every i from z � 1 downto 1 doif Smax [ KBi is onsistentthen Smax  Smax [ KBireturn SmaxendA formula g is viewed as a onsequene of suh a strati�ed belief baseKBi� it is a logial onsequene of Smax. Interestingly, this ours exatly whenKB j�R;� g, provided that ABKB = ; and that the suessive revision for-mulas f do not ontain any Abnormality proposition. In other words, underthese restritive assumptions, inferene in our approah and inferene fromsuh linearly revised strati�ed bases oinide. This an be easily explainedby the fat that ABRevision is linearly ordered, and to eah symbol AbRi ofABRevision is assoiated a subset of the original KB, those formulas thatare weakened by AbRi , in so far as all the formulas from the subset an beonsidered as present in the revised KB when AbRi is interpreted as false,and absent otherwise.EXAMPLE 14 (ontinued).1. We assoiate to the original KB = f:Bird_F ly;Birdg the strati�edbase KB0 = f:Bird_F ly(0); Bird(0)g. The orresponding set S0maxis KB0, from whih Bird and F ly are inferrable.2. Now, KB is revised by :F ly. The orresponding revised base is asso-iated to KB1 = f:Bird_F ly(0); Bird(0);:F ly(1)g. The assoiatedset S1max is f:F lyg, from whih only :F ly is inferrable.3. Lastly, the resulting base is revised by F ly. The orresponding re-vised base is assoiated to KB2 = f:Bird_F ly(2); Bird(2);:F ly(1);F ly(2)g. The assoiated set S2max is f:Bird _ F ly;Bird; F lyg, fromwhih both Bird and F ly are inferrable.



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 187While they give equivalent results in this restrited situation, our ap-proah and linear base revision do not neessarily oinide in the generalase, espeially when ABKB is not empty, or when the revision formulasmay ontain Abnormality symbols. Moreover, the fat that the ontologyinreases while severe revisions are performed enables reasoning about therevision proess itself : the AbRi symbols also play the role of temporalmarkers, allowing one to deide eÆiently whether or not some initial pieeof knowledge has been severely revised. For instane, the presene of theformula :Bird_F ly_AbR1 in (KBÆfull�meet:F ly)Æfull�meetF ly shows thatthe original piee of knowledge :Bird _ F ly has been subjet to a severerevision. 9 CONCLUSIONS AND PERSPECTIVESMost of the times, belief revision has been investigated from a theoretialpoint of view. As suh, this domain has sometimes been ritiized for itslak of omputational theory-validating large-size appliations. On the onehand, this paper is a modest ontribution towards �lling this missing faet ofbelief revision. On the other hand, non-onventional positions are adoptedin this paper with respet to various faets of belief revision. As onlusiveremarks, let us summarize and motivate them briey again. We believe thateah of them ould open new fruitful paths of researh.� Belief revision should not be studied from the philosophial and og-nitive sides of arti�ial intelligene only, but also from its (knowledge)engineering one. As suh, spei� new revision theories an be pro-posed that are guided by spei� motivations: empirial omputation-al eÆieny, importane of the syntax and software quality properties,mainly.� In this respet, we propose a ombined use of nonmonotoni logis andbelief revision. The nonmonotoni logi ingredients should be simpleenough to allow an easy enoding of priorities, rules of default reason-ing and exeptions. Inonsistenies should be prevented in advaneas muh as possible by an adequate enoding using this logi; severerevisions should onern inonsistenies that form a mere remainderof all inonsistenies that ould our if a standard representation anddedutive logi were seleted.� Throwing out beliefs to restore onsisteny is unneessary destrutive.We propose to weaken beliefs instead. Quite remarkably, the weaken-ing ingredients that we propose oinide with the nonmonotoni ones.Atually, beliefs that are inonsistent with respet to the newly intro-dued ones are interpreted as exeptional ases that do not atually



188 Autour de SATour. Weakening instead of throwing out opens new perspetiveswith respet to iterated belief revision onsiderations.� Bad worst ase omplexity results for belief revision should not bemisinterpreted. They do not prevent omputational eÆieny frombeing reahed in many atual large-size appliations.� On the ontrary, tehniques based on loal searh tehniques o�er ef-�ient heuristi tools to implement belief revisions tehniques for verylarge propositional knowledge bases. The power of these tehniquesis urrently unmathed, and o�ers interesting anytime properties thatan be essential when time-ritial belief revision proesses are underonsideration. APPENDIX:BASIC ELEMENTS OF COMPUTATIONAL COMPLEXITYOne of the main purposes of omplexity theory5 is to lassify problemsaording to their worst ase requirements on omputational resoures de-pending on the size of the input. In this framework, a problem is a generiquestion, i.e., a set of spei� instanes. Spei�ally, a deision problem isone that has only \yes" and \no" as possible answers. Formally, a deisionproblem an be onsidered as a formal language onsisting of the set of allits \yes" instanes.It is usually aknowledged that an eÆient algorithm is one that runsin time polynomial in the size of the input (assuming a standard model ofomputation, e.g., a sequential deterministi Turing mahine). Aordingly,a deision problem is onsidered eÆiently solvable i� there exists an algo-rithm that an lassify every instane of it in a number of omputationalsteps that is polynomially bounded.The lass of all deision problems that are solvable in polynomial timeis denoted by P. All the remaining ones require exponential time and areonsidered not eÆiently solvable. In order to determine whether a problemis eÆiently solvable or not, it is suÆient to point out an eÆient algorithmto solve it, or to prove that suh an algorithm annot exist.Unfortunately, for many problems, no polynomial time algorithms areknown but it seems to be impossible to prove that super-polynomial time isatually required. For all these problems, the separation eÆiently solvablevs. non-eÆiently solvable is not �ne-grained enough to lassify them in aomputationally valuable way: there is a need for more re�ned lasses forproblems that are not known in P.5See e.g. [33℄ for details.



Iterated syntax-based revision in a nonmonotonic setting 189The notion of non-deterministi Turing mahine is an important tool toahieve this goal. Thus, the lass of all languages (enoding deision prob-lems) that an be reognized in polynomial time by suh a non-deterministimahine is denoted by NP. Beause a deterministi Turing mahine an beonsidered as a non-deterministi one, the inlusion P � NP is established;however, the onverse is the famous open problem: P ?= NP (that is onje-tured false). Among all the problems in NP, the hardest ones are those fromwhih every problem in NP an be polynomially many-one redued: suhproblems are referred to as NP-omplete. If any of them has a polynomialalgorithm, then P = NP holds. Aordingly, it is believed that it is impossi-ble to solve NP-omplete problems in polynomial time. SAT , the problemof determining whether a propositional formula in onjuntive normal formis satis�able, is the prototypial NP-omplete problem [6℄. Its omplemen-tary problem UNSAT (onsisting of determining whether a propositionalformula in onjuntive normal form is unsatis�able) is not neessarily in NP(in ontrast to P, NP is not known to be losed under omplementation).It is assigned to the lass oNP that ontains the omplementary problemsto problems of NP. It is onjetured that NP 6= oNP. In the following, letus note �L the omplementary problem of L.To go further into the lassi�ation of non-eÆiently solvable problems,another important tool is the notion of Turing mahine (deterministi ornon-deterministi) with orale. Let X be a lass of deision problems. PX(resp. NPX) is the lass of all deision problems that an be solved in poly-nomial time using a deterministi (resp. non-deterministi) Turing mahinethat an use an orale for deiding a problem Q 2 X for \free" (i.e., withina onstant, unit time). On this basis, the lasses �pk , �pk and �pk are de�nedby: � �p0 = �p0 = �p0 = P,� �pk+1 = P�pk ,� �pk+1 = NP�pk ,� �pk+1 = o�pk+1.Thus, �p1 = NP and �p1 = oNP. The polynomial hierarhy PH is the unionof all �pk (for k non-negative integer). While it is easy to hek that both�pk � �pk+1, �pk � �pk+1, �pk � �pk+1, and �pk � �pk+1 hold for every k, it isunknown whether the inlusions are proper or not (but it is onjetured thatit is the ase). Thus, it is strongly believed that the polynomial hierarhydoes not ollapse, i.e., is a truly in�nite hierarhy.In order to disriminate further among the problems from �p2, one anfous on the number of alls to an NP-orale that are used. Thus, the lassesBHk and oBHk are de�ned in the following way:
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