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Avant-propos

Avant de commencer la rédaction de ce document, j'ai nd&umeint feuilleté de nombreux mémoires
d’habilitation & diriger des recherches. Je ne déroge pasradition de situer dans le temps les environne-
ments dans lesquels j'ai évolué, en profitant pour remelesgrersonnes que j'ai eu la chance de rencontrer.
Je me limiterai dans cet-avant propos aux personnes ayamrioé directement mon itinéraire scientifique.

— je n'aurais pas fait d’études sans mon grand-p&seN?\R grace a qui'école primairedu village a
vu le jour. Ce mémoire est pour toi!

— mes premiers pas en recherche ont été effectués en fin @edéiygyénieur &'Institut National d’En-
seignement Supérieur en Informatique de I'Université de@uzouL'étude que j'ai réalisée sous la
direction du Professeur Md SaidiBENE, concerne laésolution des problémes de programmation
linéaire a grand nombre de parameétres (de grande taika) utilisant différentes techniques de dé-
composition. Ce projet m’a permis de découvrir un domaiee tiche “la recherche opérationnelle”
qui a des liens étroits avec mes centres d’intéréts actelxi MOHAND pour la documentation en
russe que vous avez eu la gentillesse de me traduire.

— Merci au Professeur Henri ®REL (un grand Monsieur) pour avoir retenu ma candidature au DEA d
Mathématiques et d’Intelligence Atrtificielle d&niversité d’Aix-Marseille Il, Luminyet de m’avoir
initié au probléme SAT (Satisfiabilité d'une formule boaiée mise sous forme normale conjonc-
tive), aux techniques de résolution (SL-Résolution, lacpdure de Davis et Putnam), etc.

— Une belle aventure avec mon directeur de thése Piee®E: a commencé en 1990 &aboratoire
d’Informatique d’Université de Provence (LIUR)ar une petite histoire de pigeons (tiroirs et chaus-
settes). C'était 'époque des puzzles logiques, des rgilesgprobléemes de Ramsey, pigeons, etc. Ces
problémes présentent pour une large part des structusesytnéétriques. La prise en compte de ces
informations structurelles lors de la résolution a permigain considérable en efficacité. Conscient
du lien entre codage et résolution de problémes, nous avopege un formalisme (a cardinalité)
permettant une expression plus naturelle et compacte detepres et de leurs propriétés de symé-
tries. Cette étude a été conduite en collaboration étroij@etidienne avec Belaid BNHAMOU que
je remercie chaleureusement.

Je raconte une partie de cette belle aventure qui est loired&minée.

Pierre, avec le recul, je m’'apercois que tu as représent@poiplus qu'un directeur de thése. Tu fus
un exemple pour tes qualités humaines difficiles a énumirdiexprime ici ma profonde gratitude !
Je ne peux conclure I'étape marseillaise sans citer Anteixigzy, nos discussions souvent infor-
melles et amicales ont été trés riches. C'était la périodepdeblémes aléatoires difficiles, des phé-
nomenes de seuil, des algorithmes de recherche locale, etc.

— Je mesure aujourd’hui ce que des projets corBAldIA (Booléens Algorithmes et Heuristiques pour
I'lA), classes polynomiales de I'ex PRC peuvent représenter pour un jeune chercheur. J'exprime
ici, ma reconnaissance a mes ainés et a tous les membresaprgifeie a revoir avec beaucoup de
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Avant-propos

plaisir dans le cadre delournées Nationales sur la résolution Pratique de probleiNE-Complet
(JNPC)et des réunions dgroupe de travail “Axe algorithme” du PRC GdR.I3

J'ai rejointle Centre de Recherche en Informatique de Lens (C&ilgeptembre 94. Ces six années
passées a Lens ont été extrémement riches a la fois sur lpgisonnel et professionnel. Une page
ne suffirait pas & exprimer ma reconnaissance et mes rementig. J'exprime ma reconnaissance a
tous les collegues qui m’ont guidé dans la visite autour d&:SA

- quiques non monotones, révision, fusion et validatios siestemes a base de connaissances
(Eric GREGOIRE

— compilation des bases de connaissances (PienrQW1s et Yacine BOUFKHAD)

— problémes de satisfaction de contraintes (Ass&fi©Ss)

J'ajoute une mention spéciale & mes étudiants BertrandUME et Laure BRisoux (aujourd’hui
tous deux maitres de conférences) que j'ai eu la chance dacadrer sous la direction d’EricR&-
GOIRE

En résumé, j'ai appris tout au long de ces dix derniéres angae la recherche est avant tout un
travail d’équipe. Je peux méme dire que je n'ai raremenatiéseul, a I'exception de 'année 1993-
1994 (année séparant la fin de ma thése de ma nomination adéUEns). Ce qui m’améne a dire
gue sans toutes ces personnes, ce document n'aurait pagouwr.I€’est dans ce sens qu'il faut
comprendre le termeoustrés employé dans ce mémoire.

Dans celui-ci, j"ai choisi volontairement de privilégierprésentation d’'un domaine qui a occupé une
place importante dans mes activités de recherche pourlletaueontribution personnelle a été la
plus significative : la résolution du probléeme SAT et plussr@ment les problemes de satisfaction de
contraintes (CSP). Dans la suite, les références conddasanavaux auxquels j'ai contribués seront
mentionnées en caracte@mas.



Organisation du memoire

Ce document est divisé en trois parties.firamiére partieest une synthése de mes activités scienti-
fiques. J'ai longtemps hésité quant a la forme et a I'orgéibisgue je devais donner a cette partie centrale
du mémoire. Etant co-responsable avec Philigh@alu de I'axe algorithme du GdR I3, j’ai eu récemment
I'occasion de rédiger une synthése des activités du groapedail ; synthése axée sur la réponse a trois
questions:

— quelles sont les avancées scientifiques récentes (isstttblis) ?

— quels sont les verrous scientifiques actuels et les sujetis&mes de recherche émergeants ou qui
devraient étre lancés?

— quelles sont les applications majeures en regard de cts swjthémes de recherche?

Ce travail m’a aidé au choix de I'organisation de cette pafti mémoire. En effet, en regroupant les travaux
récents de la communauté autour de quatre axes : codadetigrgaextensions, et applications, je me suis
apercu que j'ai moi méme travaillé sur ces différents agpéat outre, le titre qui a été donné par Pierre
MARQUIS au sous-groupe de travail du GT 1.2 dont il est le responsadde pour moi révélé le meilleur
titre reflétant mes travaux de recherche : « Utilisation delriiques de résolution du probléme SAT a la ré-
solution de problémes autour de SAT ». Pour exprimer ma d&matans le temps, j'ai [Egérement modifié
le titre précédent en: « De la résolution du probléme SAT adalution de problémes autour de SAT ». Ce
qui m’a conduit a structurer la premiére partie de ce documeiguatre chapitres:

— Introduction: dans ce chapitre je présente le contexte de mes travauxdéimarche scientifique
adoptée.

— Probléme SATici sont exposés mes travaux sur la résolution de systémesrdraintes booléennes.
Aprés une description du probléme, bref état de 'art des travaux sur SAT est donné. Je décris
ensuite mes travaux autour de quatre thémes: exploitaggorabpriétés structurelles, aspects liés
au codage et a I'extension du formalisme propositionngkeets algorithmiques et enfin génération
aléatoire et phénomenes de seuils. Ces différents aspecttsisn évidemment trés liés. Par exemple,
les propriétés structurelles ont été étudiées dans le Aotd@liorer la résolution de certains problemes
structurés et difficiles. On sait aussi que le formalismiésétet la maniére de coder un probleme ont
une incidence directe sur la résolution proprement dite.

— Problemes autour de SATomme je I'ai évoqué dans I'avant-propos, et afin de restesde cadre
de la problématique de satisfaction de contraintes, j&iléachoix de privilégier la présentation
de mes récents travaux relatifs a la résolution des proldélmsatisfaction de contraintes (CSP). Je
laisse tout de méme une place aux autres travaux : compilettiévision des bases de connaissances,
fusion et validation des bases de connaissances et logigpeechier ordre.

— Perspectives: dans ce chapitre, je mets en évidence negeptves de recherche a court et a moyen
termes.



4 Organisation du mémoire

L'avantage de cette organisation est de permettre une stnrmuration. L'inconvénient est de ne pas
permettre de voir clairement la démarche scientifique adoEte ferai en sorte de minimiser la portée de
cet inconvénient.

La seconde partiest uncurriculum vitaecomposé de quatre chapitres. Aprés une bréve description
de mon état civil, de mon cursus et de mes activités professites (chapitre 5), j'introduis au chapitre
6 mes activités de recherche (activités d’encadrement teckeerche, d’animation scientifique et liste de
publications). Je présente ensuite dans le chapitre 7 niggézcadministratives et autres responsabilités.
Pour conclure cette partie une présentation de mes astitighseignement effectuées depuis septembre
1988 est donnée au chapitre 8.

Latroisieme partiede ce mémoire regroupe un sous-ensemble de mes publicaionsles plus signi-
ficatives.



Premiere partie

Synthese des travaux de recherche






Chapitre 1

Introduction

Dans l'introduction de ma these d’Université, j'ai écritLa représentation des connaissances et mé-
canisation des raisonnements est un theme central enigrgietie Artificielle ... Cependant dans le cadre de
I'lA, on attend des résultats pratiques : la déduction daiegrogrammée et permettre d’obtenir des résul-
tats dans un temps raisonnableéCe paragraphe tres largement inspiré de celui écrit pardPBEGEL dans
sa thése d’Etat sur la représentation et I'utilisation deknaissance en calcul propositionnel [Siegel 1987]
se retrouve d’une certaine maniére dans le texte fondategrauipe de travail GT 12(axe algorithmes)
du GdR 13 auquel je participe: ikest essentiel que les formalismes utilisés pour la repméstion des
connaissances et la formalisation du raisonnement soraitables pratiquement et/ou théoriquement...
Cet axe couvre donc un champ qui va de I'étude théorique digqu@ des problemes NP-complets, aux
procédures de preuve pour les logiques non classigué&tude théorique et pratique du probleme SAT
est essentielle si I'on veut disposer un jour de mécanismekeduction efficace. Ce qui a conduit de nom-
breux chercheurs ayant travaillé sur les aspects modéligit raisonnement & s'intéresser de plus prés a la
logigue propositionnelle comme langage de représentatian probléme SAT par son lien a la déduction
logique?.

Je peux maintenir ce premier objectif aujourd’hui, d’atitque j'ai travaillé dans cette direction au
cours de ces derniéres années en collaboration avec BiEcGIRE et Pierre MaRQUIS. Ainsi, les tra-
vaux sur la révision en logique propositionnelle non monetsur la compilation et la fusion de bases de
connaissances integrent parfaitement ce cadre. Mais auldales objectifs, le probléme SAT par sa place
centrale (probléme NP-complet de référeh@ook 1971]) en théorie de la complexité rend son intérét pra
tique encore plus important. On le retrouve en tant que poeoisteme ou cas particulier dans de nombreux
domaines comme la déduction automatique, les probléemestidéastion de contraintes, la vérification de
circuit, la planification, la cryptographie, etc.

Les arguments ci-dessus montrent le caractére fondanuental probléme. Il reste qu’on peut toujours
s'interroger sur le choix d’un langage de représentatiagsiawdimentaire qu’est la logique proposition-
nelle. Ce langage par sa simplicité permet de représentegramde variété de problémes et surtout d’étu-
dier finement les algorithmes mis en ceuvre. Les progrést®obtenus autour de la résolution pratique du
probleme SAT (cf. chapitre 2) ont permis sans aucun dout®dfoder cet argument. En effet, les succés
croissants obtenus dans la résolution de problemes rémtefR Mackworth 1989, Kautz & Selman 1992,
Zhang & Hsiang 1994, Crawford & Baker 1994, Larrabee 199RaSk Sakallah 2000, Bieret al. 1999,
Massacci & Marraro 2000] mettent en évidence les premigresi d’'un passage a I'échelle industrielle et

1. Ce groupe de travail fait partie du théeme 1 « modéles dema@&ment et algorithmes ».
2. F F f siet seulement iF A - f) est insatisfiable.
3. SAT est le premier probléme a avoir été montré complet jgoclasse NP (Non déterministe Polyndmial).

7



8 Chapitre 1. Introduction

commerciale («Greentech Computing Ltd (UK) [Gre], « Prover Technology AB» (Suéde) [Prover],
etc.). Pour s’en convaincre, il suffit de constater I'éviolniguantitative et qualitative des bases de tests uti-
lisées ces derniéres années pour évaluer les algorithmmésalation [Dimacs 1993, Hoos & Stiitzle 2000].
On peut également trouver des échos de ces résultats dames$ g grand public » comme l'illustre un
article paru dans le « New-York Times Magazine » [Johnsor®lL99

Ce saut qualitatif ouvre et/ou remet au goQt du jour de nooda® perspectives (cf. chapitre 4) qui
vont du codage a la résolution, en passant par I'étude dessghs possibles des cadres existants et de
I'utilisation des techniques de SAT a la résolution de péaies autour de SAT. C’est dans ce contexte que
se situe une grande partie de mes travaux de recherche.

Le premier objectif de mes travaux concerne I'élargissdrdena classe des instances traitables: il
s’agit de pousser aussi loin que possible les limites dexidignes existants. L'approche utilisée consiste
d’'une part a ajouter de nouveaux principes aux algoritheresxploitant par exemple, les propriétés struc-
turelles et syntaxiques des problémes traités, et d’awtre @ améliorer le formalisme d’expression des
problémes tout en restant dans le cadre du calcul propos@gloComme je I'ai déja évoqué, il s'agit en-
suite d’étendre et/ou d'utiliser certains résultats obgssur SAT & d’autres domaines comme la compilation
et la révision des bases de connaissances ou encore legrpeshdle satisfaction de contraintes.

Dans la suite, je détaille mes recherches selon deux axes:

— travaux sur le probléme SAT (exploitation des propriétascturelles, aspects codage, aspects algo-
rithmiques, phénomeéne de seuil et génération aléatoire) ;

— travaux autour de SAT (problémes de satisfaction de ciotéisgs compilation et représentation de
'ensemble des solutions, révision et fusion de bases deaissances).
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2.1 Définitions de base et bref état de I'art

Unevariable booléennest une variable prenant ses valeurs dans I'ensefable, fauz}. Soit X =
{z1,z2,...,2,} un ensemble de variables booléennes. Uaéectation (partielledes variables d&” est
une fonction (partielle) : X — {vrai, fauz}. On distingue pour chaque variabtaeux littéraux;z (un
littéral positif) et =2 (un littéral négatij ot — est le symbole de négation logique. Un littéralresp.—z)
est vrai dand si et seulement di(z) = vrai (resp.I(z) = faux).

Uneformule booléenne mise sous forme normal conjonctive (@sF)ne conjonction de clauses :
F=Cy NCyA---ACy,. ChagueclauseC; est un ensemble de littéraux combinés par I'opérateur legiq
ou (V). Une affectation (interprétatiod)est dite solution omodélede F si elle satisfait chaque clause de

F.

1. On désigne souvent une formule CNF comme un ensemble wiesla

9



10 Chapitre 2. Probléme SAT

Le probleme SAT est un probleme de décision qui consiste érrdéter s'il existe un modele de la
formule d’entréeF. La formuleF est dite satisfiable si la réponse est positive et insatlsfgbon.

On désignera paf(z) la formule F simplifiée par I'affectation de: & vrai. F(z) = {C|C €
FAz,~z}NnC =P U{C\~z|C € F,-z € C}. Lensemble de variables dg est notévar(F). La
taille d’'une claus&”; (notée|C;|) est égale au nombre de littéraux de la clause. Une clausdlée?t(resp.

1) est dite binaire (resp. unitaire). Un littéral estlidi€ral unitaire ou mono-littéral(resp.littéral pur ou
monotongs'il apparait dans une clause unitaire (resp. si son oppagparait pas dans la formufe)La
propagation unitaire(resp.des littéraux pursdésigne le processus consistant a simplifier la formule en
répétant I'opération de satisfaction des littéraux urégiresp. des littéraux purs). On ndte- SAT les
instances dont les clauses sont toutes de longuekm fait, toute formule booléenne peut étre transformée
en temps linéaire en un ensemble de clauses équivalentiiideoiue de la satisfiabilité. Cette transforma-
tion nécessite I'ajout de variables supplémentaires. Dedme maniére une formule CNF peut également
se réduire a une instance de 3-SAT (une restriction de SATegte NP-compléte [Cook 1971]). Enfin, la
taille d'une formule est donnée pgf| = 3" | |C;].

Exemple:
Donnée :Une formule booléenne mise sous forme CNF:
F=(@VvbVe)
(ma VvV b)A
(=bVe)A
(=e Va)
Question : Est-ce que la formulg admet au moins un modéle?
Réponse :Pour cet exemple, la réponse est oui: I'affectatios: vrai,b = vrai,c = vrai satisfait la
formuleF. CommeF admet une seule solution, orfan (—a vV —b V —c) est insatisfiable.

La premiére méthode qui vient a I'esprit (sans étre un spgi@ale SAT) pour décider si une formule
F est satisfiable ou non est celle qui consiste & passer enlesRieaffectations possibles. Ce qui donne
une complexité en temps dans le pire cas de I'ordre"deéA I'heure actuelle, il n’existe pas de méthode
permettant de décider de la satisfiabilité de toute formelgygeF en temps polyndmial en fonction de
L'existence d'un tel algorithme est peu vraisemblable, m&mnsa non-existence n'a pas été prouvée. En
effet, la découverte fondamentale de S.AdK au début des années 70 est que de nombreux problemes
(e.g. en recherche opérationnelle et en théorie des grapbasent étre réduis au probleme SAT. Cette
notion de réduction entre différents problémes est cengalthéorie de la complexité. M.R.ABEY et
D.S. bHNSON[Garey & Johnson 1979] dans leur ouvrage présentent undartgéogue de problemes NP-
complets. La résolution efficace d'un de ces problemes aweancidence immédiate sur I'ensemble du
catalogue.

Vu le nombre important de travaux de recherche réaliséssidpinombreuses années sur SAT, il esttrés
difficile, voire impossible, de réaliser un inventaire cdetpCe qui dépasserait le cadre de cette synthése.
Je me limiterai a un exposé des travaux importants et/oulatiore directe avec mes travaux de recherche.
Le lecteur intéressé par un panorama et une liste biblibgmap assez compléte peut se reporter au récent
« Survey » traitant du probléme SAT [Franeial. 1997].

Pour “résoudre SAT”, on ne peut donc que chercher des higuiestet de nouveaux raffinements per-
mettant d’accélérer en pratique les traitements ou exfiiégirestrictions pour lesquelles on peut garantir
une résolution en temps polynémial.

2. Six est un littéral unitaire ou pur darfs alorsF et F(x) sont équivalents du point de vue de la satisfiabilité.
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2.1.1 Les classes polyndmiales du probleme SAT

Une classe polynémiale est un ensemble de formules quiidesgible de reconnalitre et de résoudre en
temps polynémial. Une classe polyndmiale admet d’autarg glintérét qu’elle recouvre une large classe
de problemes réels. Outre I'intérét théorique de ce typud& un autre bénéfice concerne I'exploitation
de ces classes pour mieux traiter le cas général [Gallo &tirt289] ou dans d'autres domaines comme
la compilation des bases de connaissances [Selman & Kafiz Marquis 1995].

Parmi les « nombreuses » classes polynémiales du probleMeSPAT [Cook 1971] (instances formées
de clauses binaires) et Horn-SAT (instances formées deseadaayant au plus un littéral positif) restent
sans aucun doute parmi les plus intéressantes. En effetaleses binaires se retrouvent trés fréquemment
dans les problemes réels, un traitement particulier suwléeses binaires améliore considérablement I'ef-
ficacité des algorithmes de résolution. On sait aussi queléeses de Horn sont a la base des langages
de programmation logique, etc. On retrouve ensuite lesdt@snHorn-renommables (des formules qui se
réduisent a Horn par un renommage adéquat des littéraue$ gtHorn (une généralisation de Horn-SAT

et 2-SAT). D’autres restrictions polyndmiales ont été bgleis soit par I'introduction de différentes formes
de hiérarchies d’instances (e.g. hiérarchie de G. Gallo .&.Ncutella [Gallo & Scutella 1988], hiérar-
chies de Dalal-Etherington [Dalal & Etherington 1992])it®m restreignant le nombre d’occurrences des
variables (e.g. r,-SAT de TovéyTovey 1984, Dubois 1990], formules dont les variables agisaent au

plus deux fois [Tovey 1984]). D’autres classes ont été amergrace a des formulations en programma-
tion linéaire (e.g. les formules équilibrées [Conforti &@aéjols 1992], généralisation de clauses de Horn
[Chandru & Hooker 1990]). Plus récemment, en se basant sristatation qu’une utilisation appropriée
de la procédure de Davis et Putnam [Dastisl. 1962] permet de récupérer une bonne partie des classes
polyndmiales connues, d’autres généralisations ont &gnabs, la reconnaissance dans ces cas est basée
sur un algorithme plutdt que sur les propriétés de la forrtilg les travaux d’A. Ruzy et R. GENISSON
[Rauzy 1994, Rauzy 1995b, Génisson & Rauzy 1996], la clalssiRgSingle-Lookahead Unit Resolution)
[Schlipfet al. 1995]).

2.1.2 Algorithmes de résolution

De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudrellS&Fait présomptueux de prétendre réa-
liser uninventaire complet de ces méthodes. Les princifebase de ces méthodes sont trés variés : résolu-
tion [Robinson 1965, Kowalski & Kuehner 1971, Loveland 1pT&é&criture [Boole 1854, Shannon 193],
énumération [Davigt al. 1962, Jeroslow & Wang 1990], comptage du nombre de solufiemsna 1989],
recherche locale [Selmant al. 1992], programmation linéaire en nombre entiers [C.E.r#diowe 1986,
Hooker 1988, Bennaceur & Plateau 1992, Bennaceur & Plate@b],ldiagrammes binaires de décision
[Akers 1978, Bryant 1992, Uribe & Stickel 1994], algorithengénétiques et évolutionnistes [Hao 1995],
etc. On peut distinguer parmi ces différentes méthodes datégories: les algorithmes complets et les
algorithmes incomplets. Un algorithme pour SAT estomplef si pour toute formule pour laquelle la ré-
ponse est « oui », celle-ci est satisfiableg@npletsi en plus la réponse « oui » (resp. « non ») est retournée
(en un temps fini) pour toute formule satisfiable (resp. inable).

J'ai essentiellement travaillé et/ou utilisé les algarits basés sur la résolution, 'énumération et la
recherche locale. Sans viser a étre exhaustif, dans la glitaite la présentation aux algorithmes utilisant
ces trois principes. Les techniques a base d’énumératide eécherche locale restent de loin les plus
efficaces en pratique. En outre, je pense que la résolutasrsgn histoire, sa complémentarité aux autres
approches et la puissance de plus en plus croissante degesjciuera un rdle encore plus important dans
la prochaine génération d’algorithmes.

3. 1,5-SAT désigne I'ensemble des formules ou les claugesxantement r littéraux et chaque variable admet au plusis@nces.
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2.1.2.1 Résolution

Le principe (ou regle) de résolution consiste a produire irpde deux clauses’; = (I vV V) et
Cy = (=l v W), une clause (appeléésolvantg Res;(Cy,Cy) = (V vV W). Larésolutionconsiste a répé-
ter 'application de principe jusqu’a la génération d’'uteuse vide (auquel cas la formule est insatisfiable).
On appelle réfutation, toute suite de clauses généréespancessus, la derniére étant une clause®vide
Une réfutation peut étre représentée paathre binaire de résolutiodont la racine est la clause vide, tout
nceud interne est étiqueté par la résolvante produite a gdarties deux fils, les feuilles sont étiquetées par
des clauses de la formule.
La résolution dont 'origine remonte a Blake [Blake 1937pifvaussi une variante de la résolution, la ver-
sion originale de la procédure de Davis et Putnam [Davis &&ut1960]) est souvent attribuée a Robinson
[Robinson 1965] qui a proposé une procédure de preuve eual cids prédicats. Cette procédure permet
de combiner le principe de résolution et d'unification [Radmn 1965]. Cette méthode est relativement
inefficace car le nombre de résolvantes a engendrer estraonveortant. De nombreuses stratégies ont
été proposées afin de limiter le nombre de clauses prodyitesi elles, citons la résolution linéatret
ses diverses variantes (SL-résolution [Kowalski & Kueht@f1], SLRI (SL-résolution avec Remontée des
Impasses) [Cubbada & Mouseigne 1988)), la résolution iémfl [Tseitin 1968], la résolution étendfie
[Tseitin 1968], ..., la procédure de Davis et Putnam (DP)VjD& Putnam 1960]. La version originale
de DP est une variante de la résolution, elle effectue liéition successive des variables, en générant
pour chaque variable choisie par une heuristfjliensemble des résolvantes possibles et en éliminant les
clauses mentionnant une telle variable. A chaque étapeyuke grobléeme généré contient une variable en
moins, mais un nombre quadratique de clauses supplémentBiP exploite en plus les littéraux purs et
unitaires.

2.1.2.2 Enumération

L'idée de base des algorithmes énumératifs est la constnutun arbre binaire de recherche ot chaque
nceud représente une instanciation partielle des variableBaque nceud de I'arbre, on procéde généra-
lement a un filtrage (simplification) de la formule couramhte choix de la prochaine variable a instancier
fait I'objet en général d'une heuristique. Un exemple tyjgigst la procédure de Davis, Logemann et Lo-
veland (communément appelée DPL) [Dagisl. 1962] : la simplification s’appuie sur la propagation des
littéraux purs et des mono-littéraux; le choix de la prookarariable a affecter est fait suivant une heu-
ristique (e.g. choix de la variable figurant le plus souvearigiles clauses les plus courtes). La différence
entre les deux procédures DP et DPL réside dans le fait questai@re procéde par élimination de va-
riables en remplacgant le probleme initial par un sous-gnolel plus large, alors que la seconde procéde par
séparatiofl, en remplagant le probléme original par deux sous-proldéeetaille plus réduite. Ces deux
procédures admettent des comportements différents einemmiparables du point de vue de I'analyse de la
complexité [Goldberg 1979b, Dechter & Rish 1994]. La pragéDPL est plus souvent implantée et utili-
sée pour résoudre SAT que la version originale DP; car l& @glimination de variables admet plusieurs
inconvénients: elle est plus difficile a programmer que @le@e séparation; elle tend tres rapidement
a augmenter le nombre de clauses; elle génére de nombredasssscredondantes ou sous-somnites

4. La résolution est compléte pour la réfutation.

5. La résolution est dite linéaire, si a chaque étape (saquilaiere), une résolvante est produite a partir de la rést#vcourante
et d'une résolvante précédente ou d’une clause de la formule

6. La résolution est dite réguliére, si pour tout chemin dambre de résolution, une variable est éliminée au plusfaise

7. La résolution étendue, utilise en plus de la regle de uésal le principed’extension qui consiste a introduire de nouvelles
variables représentant des formules intermédiaire (leshme

8. Dans la version originale de DP, la prochaine variabléndigér est choisie dans la premiére clause de longueur raleim

9. SoitF un ensemble de clausespetine variable deF, F est satisfiable si et seulement&{p) ou F(—p) est satisfiable.

10. Une clause€’ sous-somme"” si et seulement i’ C C’.
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Ci-dessous, une description détaillée de la procédure DPL :

Algorithme 2.1 DPL

Function DP : boolean

Input : un ensemble F de clauses
Output : true si F est consistant, false sinon
Begin
F=Simplifier( F) ; %/ propagation des littéraux purs et unitaires

if ( F contient la clause vide) then return false ;
elif ( F==@) then return true ;
else
[=Heuristique_de_branchement( F) ;
return DP( F(I)) || DPC F(= 1))
fi

End

Par sa simplicité, la procédure DPL est I'une des plus agligour résoudre SAT et est actuellement la
plus performante en pratique. Les deux points clés de ceitgdure sont la simplification et I'heuristique
de branchement utilisée. La premiére permet de transfdarfermule en une formule plus simple équi-
valente pour SAT ; la seconde a une incidence directe suilllade I'arbre de recherche. De nombreuses
améliorations lui ont été apportées, elles concernentrgiam@ent un (ou plusieurs) des points suivants :

1. simplification de la formule;
2. choix de la prochaine variable a affecter;
3. traitement des échecs.

On distingue en général deux types d’'approches, les appgsquiospectives (de typeleok-aheacdh)
qui permettent de détecter de futures situations d’éctideseapproches rétrospectives (de typmek-
back») qui essayent d’apprendre a partir des situations d’édBeajui correspond respectivement aux
améliorations apportées a |'étape de simplification etaitetment des échecs.

Simplifications: Une technique de simplification est intéressante si ellmpenon seulement de réduire
le nombre de nceuds de I'arbre de recherche, mais égalentenips de calcul. En plus de la propagation
des littéraux purs et unitaires, de nombreuses techniqaiegplification ont été introduites et utilisées,
soit comme pré-traitement a la formule, soit au cours dedaerche. Parmi les plus intéressantes, on peut
citer:

— larésolution restreintejui consiste a ajouter des résolvantes de taille bornéte @ehnique est trés
souvent utilisée comme pré-traitement a la formule et peemearticulier de détecter certaines in-
consistances locales, et de mieux traiter certaines slaksérmules [Boufkhad 1996]. Différentes
formes de résolution restreinte plus ou moins complexestiexploitées ces dernieres années
[Billionnet & Sutter 1992, Génisson & Siegel 1994, Van Gel&eT suji 1996], etc.

— Lestraitements locaux par propagation unitaimnt été introduits dans CSAT par Olivier Dubois
et al. [Duboiset al. 1996]. Ces traitements, appliqués pendant la résolutiermettent de produire
par propagation unitaire des littéraux impliqués ou deaétales inconsistances locales. Cette idée
d’exploiter au maximum la propagation unitaire a été @#islans la plupart des implémentations
performantes actuelles de la procédure DPL (Tableau, PG3alZ, etc.).
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— L exploitation des classes polyndmiadscours de la résolution a fait I'objet de nombreux travaux.
Parmi les restrictions polynémiales connues, 2-SAT et HAM restent les plus exploitées dans le
cadre général [Gallo & Urbani 1989, Buno & Buning 1993, E. &0& Kogan 1994, Larrabee 1992].
Ceci s’explique an partie par le fait que dans de nombreukl@noes réels, certaines contraintes
peuvent étre codées par des clauses binaires ou des claudesd

Heuristiques: Du fait de la relation forte entre I'ordre d’affectation desiables et |a taille de I'arbre
de recherche développé, une « bonne » heuristique de brarohest déterminante pour I'efficacité d’un
algorithme de recherche. De nombreuses heuristiques ®@pré@posées dans la littérature, les plus popu-
laires aujourd’hui ne sont que des variantes de celles séggélans [Davist al. 1962, Goldberg 1979b,
Jeroslow & Wang 1990] et décrites pariProLANI [Pretolani 1993] comme I'heuristiqueMoms» : choix

de la variable ayant le maximum d’occurrences dans les&tdes plus courtes. La premiére amélioration
significative a été proposée dans [Dubeiigl. 1996], elle se base sur une nouvelle fonction de pondéra-
tion des clauses et sur I'ajout d’un facteur additionnelrpéquilibrer les arbres de recherche. On peut
trouver ensuite d’autres variantes, obtenues en exptgitanexemple le traitement local par propaga-
tion unitaire [Freeman 1995, Li & Anbulagan 1997], en estiina I'avance I'effet de la propagation uni-
taire [Boufkhad 1996] ou encore en considérant les occaegdans les clauses non Horn [Zhang 1997,
Crawford & Auton 1996].

Traitement des échecs: En analysant les situations d’échec, les approches réfrtgps permettent
de réaliser un retour-arriere non chronologique. Ce tygpmfoches a été étudié et appliqué dans de
nombreux domaines de I'lA, comme dans les systemes de mridg véritéATMS [McAllester 1980,
Stallman & Sussman 1977], les problémes de satisfactionod&raintes [Dechter 1989, Ginsberg 1993,
Schiex & Verfaillie 1993] et en démonstration automatiqBeuynooghe 1980]. Elles se distinguent es-
sentiellement par les techniques utilisées pour analgseéd¢hecs et pour éviter de rencontrer les mémes
situations au cours de la recherche. Dans le cadre de SAdeles meilleures techniques sont GRASP
[Silva & Sakallah 1996] et Relsat [Bayardo Jr. & Schrag 199&fficacité de ce type d’approches dépend
a la fois des problémes traités et des heuristiques de bearait utilisées. Une bonne heuristique de bran-
chement tend & diminuer la hauteur du saut ou du retourrarii®expérience montre que ce type d’'ap-
proches a pour effet de corriger les conséquences d’un nsachaix de variables; ce qui n'est pas exclu
lorsqu’on utilise une heuristique, trés souvent basée ssiradguments syntaxiques. On peut ranger aussi
dans ce cadre I'évaluation sémantique i3 0FFet Rauzy [Oxusoff & Rauzy 1989] et la généralisation
proposée par Thierry A&STELL [Castell 1996]. Ces différentes techniques obtiennemtteilleure perfor-
mance sur certaines classes de problémes réels. Il edeidatles appliquer pour résoudre des instances
aléatoires.

2.1.2.3 Recherche locale

Les méthodes considérées ici, contrairement aux algoegsténumératifs, considérent des « configura-
tions », c’est-a-dire des instanciations complétes destolgts variables de la formule. Au départ, ce sont
des méthodes d’optimisation (on peut par exemple chercirepdmiser le nombre de clauses satisfaites).
Sauf adaptation, ces méthodes sont incomplétes, et netigaesmt donc pas I'obtention d’une solution. En
particulier, elles ne permettent pas de prouver qu'unairtd est insatisfiable.

Le principe de base des méthodes de recherche locale ebasistdéplacer judicieusement dans I'es-
pace des configurations en améliorant la configuration coer®©n peut grossiérement résumer le calcul
d’une solution par une méthode de recherche locale de laémasiiivante :
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Algorithme 2.2 RL
1. Function RL : boolean

2. Input : JF un ensemble de clauses, deux entiers : nbEssais et nbDeplacements ;
3. Output : true si F admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;
4. Begin

5. for i from 1 to nbEssais

6. do

7. I = interprétationInitiale( F) ; 4% e.g. générée aléatoirement
8. for j from 1 to nbDeplacements

9. do

10. if (I est un modéle de F)

11. then

12. return true ;

13. else

14. do

15. P = meilleursVoisins(I, F) ; /4% e.g. « min-conflict »
16. v = choix(P) ; /4% e.g. choisir une variable au hasard parmi P
17. done

18. I = inverser(I,v) ; A% inverser la valeur de v dans I
19. fi

20. done

21. done

22. return false ; %% modéle non trouvé
23. End

En général, les algorithmes de recherche locale sont inletsnpls ne permettent donc pas de prouver
I'inconsistance et aboutissent généralement a un optinogal.|On savait que ce type de méthodes sont
tres efficaces pour résoudre des problémes d’optimisadimbnatoire. La surprise est venue de ce qu’elles
sont aussi trés efficaces pour traiter SAT, ou une solutiaotexest demandée. En effet, au début des années
90, les raffinement proposés par [Mintenal. 1990, Chabrieet al. 1991, Sosic & Gu 1991], et ensuite
par [Selmaret al. 1992] ont montré leur efficacité pour résoudre certains lprobs difficiles qu’aucune
méthode compléte n’est capable de traiter encore a I'heniuele!l. Les méthodes de recherche locale
ont été appliquées avec succes sur des instances de trds tadle du probleme des reines et sur d’'autres
problémes structurés, alors que GSAT de BLIBAN a été appliqué avec succes sur des instances aléatoires
difficiles. Ce qui explique & mon avis, le large écho accoaiésda littérature & GSAT comparativement aux
autres méthodes. Cette efficacité remarquable a motivéskamipoint de nouvelles variantes [Morris 1993,
Gent & Walsh 1993, Selmaet al. 1994, Cha & lwama 1995, Hao & Tétard 1996, McAllesteal. 1997].
Leurs différences se situent essentiellement dans laitondt sélection de la prochaine variable a répigrer
et dans la stratégie utilisée pour s’échapper des mininzaoc

2.1.3 Instances de SAT

L'évaluation d’un algorithme est une étape aussi indispklesque sa mise en ceuvre. Comme il semble
improbable de trouver un jour un algorithme en temps polyimfpour SAT, déterminer ce qu’est un « bon »

11. Voir [Francoet al. 1997], pour une note historique (discutable) sur les teghes de recherche locale, En effet, on peut la complé-
ter par les travaux de ANSSENet AUMARD sur Max-Sat [Hansen & Jaumard 1990], ceux deABRIER et al. [Chabrieret al. 1991]
et enfin par une méthode plus ancienne appeléwersion methos et proposée dans [Dunham & Wang 1976].

12. Réparer une variable consiste a inverser sa valeur dé déns I'affectation courante, on utilise aussi le ternféoper ».
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algorithme est en soi une question trés difficile. En effaingoint de vue théorique, I'analyse de sa
complexité en moyenne est souvent difficile a mettre en ocgaloess que d’'un point de vue pratique, nous
nous heurtons a la difficulté d’établir un jeu de tests «S$icgtifs ».

Cependant I'évaluation expérimentale présente le méeifmedmettre I'identification des propriétés des
algorithmes et des problemes traités, qui jusqu’a présent pas pu étre analysés de maniére rigoureuse.
La recherche d'instances difficiles a pour objectifs de ac@raser les limitations des algorithmes et de
montrer la ou des investigations supplémentaires sonssaues.

On peut regrouper les instances utilisées pour évalueldesthmes en trois catégories :

1. problémes structuréson retrouve dans cette catégorie, les puzzles logiqugsii@blémes de Lewis
Caroll [Carrol 1966], les reines, le probleme du zebre) gie probleme des pigeons et les formules
de Tseitin [Tseitin 1968], les problemes de Ramsey [Ram889]] coloriage de graphes, etc.

2. probléemes aléatoires parmi les modéles de génération aléatoire proposés, dedeles ont été
principalement étudiés:

— modéle a densité fix§&Soldberg 1979b] : étant donnés un nombree variables, un nombre
m de clauses, et une probabilitéfixée. Chaque clause est générée indépendamment, en in-
cluant avec une probabilig¢ chacun de@n littéraux. Ce modele géneére des instances faciles
en moyenne [Goldberg 1979b]. Franco et Paul [Franco & PagB8}1ént montré que les résul-
tats obtenus par G.DBERG sont une conséquence directe du modeéle utilisé. Ce qui adémi
considérablement la portée de ce modele.

— modele k-SAT (clause de taille fixé€tant donnés un nombrede variables, un nombne
de clauses, et une longuetides clauses fixée. Chaque clause est générée indépendamment
en tirant au hasar# variables parmi les variables et en négativant chaque variable avec une
probabilité de%. Un des résultats les plus importants de ces dernieres sueséée « phéno-
méne de seuil » mis en évidence sur les donikéesS AT aléatoires [Al 1996]. Les expéri-
mentations ont montré une séparation aigué entre donnitsfgagdes et données insatisfiables
(la courbe de probabilité de satisfiabilité passe brutaferde 1 vers 0, lorsque le rapport du
nombre de clauses sur nombre de variables augmente, le ealebrariables étant fixé). Le
seuil est défini par la limite du rappart/n quandn devient infini. Ce modéle permet pour
la premiére fois de caractériser des instances SAT difficileésoudre en moyenne par toutes
les méthodes développées. Ces instances se situent auPsruil3-SAT par exemple, la va-
leur expérimentale du seuil (la valeur du ratig'n telle que la probabilité de tirer une instance
satisfiable est égale §) est proche dd, 25. Ce phénomeéne de seuil observé expérimentale-
ment et indépendamment par plusieurs auteurs [Dubois &€4991, Cheesemaat al. 1991,
Mitchell et al. 1992, André 1993, Larrabee & Tusji 1993, Crawford & Auton 3P& permis le
développement de méthodes de résolution du probleme SATefficaces. Pour des instances
3 — SAT générées au seuil les meilleures méthodes complétes nergaégoudre des ins-
tances au-dela de 500 variabtgsalors que les méthodes incomplétes de type recherchelocal
sont capables de résoudre des instances satisfiables hawseleia de 2000 variables. Sur le
plan théorique, le calcul des seuils pour chaque classes AT en méme temps que la preuve
de I'existence du phénoméne sont activement recherchésf@ll& Reed 1992, Goerdt 1992,
Kamathet al. 1994, Frieze & Suen 1996, Dubois & Boufkhad 1997, Dubois 200térét de
ce modele est aujourd’hui tres largement admis. Cepenléarnfstances générées par ce mo-
dele sont loin d’étre proches des instances issues d'@piplits réelles. On peut aussi citer
d’autres modéles de génération qui ont été mis au point aoi t but de générer des instances
encore plus difficile , soit pour obtenir des instances %alikes difficiles pour la recherche
locale, ou encore “plus proches” des instances qu’on trdaws le monde réel (cf. section 2.5).

3. problémes réelsLes instances issues d'applications réelles admettert fgopres caractéristiques,
qui peuvent étre exploitées en vue d'un traitement efficaggedapplication particuliere. Ce qui peut

13. Prouver l'insatisfiablité des instances a 700 variabieseuil, est proposé comme un challenge dans [Sedtnain1997].
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donner ensuite des indications importantes pour une giisgian a la résolution d’autres domaines
d’'applications. Ces derniéres années ont vu une effermesgearticuliere autour de la résolution
d’'applications réelles (e.qg. vérification de circuits mfeation, vérification de modeles (@odel che-
cking»), cryptographie, etc.). Cette tendance a été stimuléagddart par les progrés récents obtenus
sur la résolution pratique de SAT, et d’autre part par lexdrumpétitions organisées ces dernieres
années. La premiere a été organisée en 1993 par le centrehdeatee en mathématiques discretes de
Rutgers (DIMACS), la seconde par I'école d’aéronautiquBélein en 1996. Ce qui a permis notam-
ment de définir un format standard pour coder les instanc&@q{f6Anat DIMACS ) facilitant ainsi la
mise en place de librairies de probléemes (DIMACS [Dimacs3]99ATLIB [Hoos & Stitzle 2000]).

2.1.4 Analyse de complexité

De nombreux résultats de complexité ont été obtenus potaices des méthodes citées précédem-
ment. On a, par exemple pour la résolution, cherché a areéliermeilleur minorant connu de la taille
des preuves [Tseitin 1968, Galil 1977, Krishnamurthy 138&ken 1985, Urquhart 1987]. Ces différents
résultats ont été obtenus sur des formules treés fortemewctstées comme celles codant le probléme des
pigeons*, les formules de Tseitin et d’Urquaf?t les formules codant des instances du théoréme de Ram-
sey'® [Ramsey 1930], etc. Certaines de ces formules peuventé&odues efficacement, en utilisant par
exemple la résolution étendue (e.g. [Cook 1976]) ou la sl avec symétries [Krishnamurthy 1985]
(cf. section 2.2.1).

On peut également mentionner les résultats deBERG et al. [Goldberg 1979a, Goldbeegal. 1983]
et de RIRDOM [Purdom 1990] sur le modéle a densité fixé, montrant que leduhare de Davis et Putham
admet en moyenne un comportement polynémial, les résuléats le pire cas obtenus par de nombreux
auteurs pour les algorithmes énumératifs, de type DPL [Blo&ii Speckenmeyer 1985, Schiermeyer 1983,
Schiermeyer 1996, Kullmann 1999a], ou encore le résultpbiant de Vaek GHVATAL et Endre SEME-
REDI [Chvatal & Szemerédi 1988] montrant que la résolution egibeentielle sur des instances k-SAT
aléatoires. D’autres résultats plus récents ont été obteaiu\AN GELDER [van Gelder 1999] et BNTSIN
et al. [Dantsiret al. 2000].

Les résultats de complexité concernant les techniqueseadmmeecherche locale sont plus difficiles a
obtenir, on peut trouver une analyse dans le pire cas pdgotithme GSAT dans [Hirsch 2000].

2.2 Exploitation de propriétés structurelles

Pour certaines classes de problémes réels ou structueéslegnvoies pour réduire considérablement
I'espace de recherche (cette réduction peut étre expetiendians certains cas) est sans aucun doute la
prise en compte des informations structurelles de la foeroohsidérée. Les algorithmes cités précédem-
ment ignorent pour la plupart ce type d’informations quitsmuvent a I'origine de la difficulté de résolu-
tion. Il est a noter que, selon le formalisme utilisé pouraragh probléme, ces informations peuvent étre
plus ou moins apparentes et faciles a exploiter. On peut piée exemple, un domaine ou la structure du
probléme joue un rdle considérable, il s’agit des problédeesatisfaction de contraintes (CSP). En effet,

14. «Pigeon-Hole problem en anglais et &roirs et chaussettesen francais. Le probleme consiste a placg@igeons dans — 1
pigeonniers, avec un et un seul pigeon par pigeonnier.

15. Ces formules se modélisent sous forme d’une conjond@chaines d’équivalences (Biconditional Normal Form) atod
résolvables en temps polynémial [Dunham & Wang 1976].

16. Pour donner une idée du théoreme de Ramsey, partons wéslardpar excés% = le plus petit entiep qui, multiplié park,
donnep x k > P. D’une maniere plus intuitive, si nous répartissdn®bjets dansg tiroirs, I'un au moins des tiroirs comprend au
moinsp objets.
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la représentation en terme de (hyper)graphes d’'un CSPwffevantage certain. Citons, par exemple, les
travaux développés autour des techniques de décompod@i@SP [Jégou 1993, Chmeiss 1996], la mise
en évidence de classes traitables [Freuder 1982, Dec@r D@chter & Pearl 1989], etc.

Les arguments développés ci-dessus expriment ma démaiehéfgjue. En effet, je me suis intéressé
aux aspects liés au codage, aprés avoir travaillé sur besplon des propriétés structurelles.

Les travaux autour de ces aspects ont été moins nombreuxXelaadre du probleme SAT. On peut
constater cependant un regain d'intérét autour de ce tygggpdoches, motivé principalement par les ap-
plications réelles qui commencent & étre résolues enatrttlies techniques de résolution de SAT. On peut
imaginer différentes informations structurelles, je mis sutéressé particulierement a deux types de struc-
tures: les symétries et les équivalences.

2.2.1 Symétries

La notion de symétrie est trés présente dans la vie couramntans de nombreux domaines comme
la physique, la chimie, les mathématiques, etc. Cette mofiermet par exemple de simplifier certaines
preuves mathématiques. Dans le méme esprit, notre ohpeetifier est de voir dans quelle mesure il est
possible d’exploiter ces régularités présentes dans démam problemes réels et structurés (les formules
logiques qui les représentent restent invariantes sotaimes permutations de noms de variables) pour
améliorer les performances des algorithmes de résolution.

En outre, les formules ingénieuses construites par Tg&sieitin 1968] (le probleme des pigeons, etc.)
pour établir la complexité de la résolution, admettent desyes polyndmiales en augmentant la résolution
soit par la régle d’extension (résolution étendue) prop@sé le méme auteur, soit par la regle de symétrie
proposée par B. KISHANMURTY [Krishnamurthy 1985]. Ce dernier a affirmé que pour la résofy tout
nouveau résultat de complexité passe nécessairementtil@sdtion du principe d’extension et de symétrie.
Au début des années 90, PierreeSEL [Siegel 1990] m’'a expliqué les motivations liées a I'étuds d
symétries en calcul propositionnel. En effet, fort de ladgue, lors de la résolution de problemes difficiles,
on peut tomber sur un sous-probleme de typgeon-Hole», cette étude peut aussi servir a mieux résoudre
des problémes qui peuvent ne pas présenter des symétreaeafms au départ.

Cette affirmation qui peut paraitre au premier abord utepjet’ai trouvée récemment dans le papier de
Douglas D. BWARDS [Edwards 1996] qui citait Bart 8. MAN : « ..., Bart Selman (personal communica-
tion) believes that hidden pigeon-hole substructure isramaon source of intractability in realistic UNSAT
problems ». En se basant notamment sur les récents travélraderd et Baker [Crawford & Baker 1994]
sur la résolution de problémes d’ordonnancemestieduling problems), des arguments ont été avancés
pour justifier cette forte conjecture.

Dans tous les cas, la prise en compte des symétries par unedeédte résolution réclame un algorithme
dedétectionde symétries d’une part, et une techniquexglloitationdes symétries trouvées, d’autre part.

Une partie de notre travail est axée sur la détection destsgmét leur utilisation dans les algorithmes
de résolution. Dans un premier temps, ce travail a abouiimplémentation d’'un algorithme de détection
des symétries dans une formule logique donnée sous FormedoConjonctivgBenhamou & Sais 1991,
Benhamou & Sais 1992, Benhamoet al. 1992b] Du point de vue de la complexité, nous avons montré
que le probleme de la détection des symétries est polynémeéit équivalent au probléeme de I'isomor-
phisme de graphdSais 1993] Nous avons ensuite introduit les symétries dans difféeeméthodes : SL-
Résolution, procédure DPL et Evaluation Sémantique. Ldéivatmns précédemment développées nous ont
conduits a opter pour une exploitation dynamique (au coeita techerche) des symétries. La détection des
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symétries étant un probléme difficile, nous avons choidil@ar une version incompléte de I'algorithme de
détection. Des résultats meilleurs ont été obtenus suufaapi des problémes testés, en particulier sur les
problémes combinatoires du type recherche de nombres dedyacoloriage de graphes, etc. Une preuve
de complexité linéaire a été donnée pour le probleme despsg&n outre, pour la premiére fois, le nombre
de RamseyR(3, 3,3) 17 a été trouvé par une méthode de déduction. Grace a I'uidiisde conditions né-
cessaires a la présence de symétries, d'une stratégikgienéd et de structures de données adaptées, la
recherche de symétries n’est que trés peu colteuse enyarésigrcoldt de 10% environ quand le probléme
traité ne contient pas de symétrigBenhamou & Sais 1992, Benhamou & Sais 1994]

Par ailleurs, nous avons été conduits a introduire un cdmpaepculier de symétrie qualifiée de "forte"
qui vérifie la condition supplémentaire suivante : quandkigsemiers littéraux d’un cycle de symétries
C (ensemble de littéraux symétriques deux a deux) sont iré&sp avrai, le sous-ensemble de littéraux
de C restant aprés chaque étape de l'interprétation est aussiale de symétries”' est alors un cycle
dit "k-fortement symétrique" ("fortement symétrique"dquek est égal au nombre de littéraux dg.
Cette notion de symétrie forte permet la généralisatiorpdesriétés des symétries simples. En effet, selon
le théoreme des symétries simples (développé dans ma tkeseux littérauxa et b d’une formuleF
appartiennent & un méme cycle de syméttiesalors,F A a est satisfiable si et seulementBiA b est
satisfiable. Généralisation: di est un sous-ensemble de littéraux d'un cycle fortement syqué C' de
F, alorsF A A est satisfiable si et seulementBiA B est satisfiable, pour tout sous-ensemBlee C.
Cette nouvelle notion de symétrie est automatiquemergatile dans le formalisme des formules de car-
dinalité ; elle permet la production immédiate d’'une infation supplémentaire précisément caractérisable
par une formule de cardinalité (cf. section 2.3.1), doncadeaurcir considérablement la preuve de certains
problémegBenhamouet al. 1992b, Sais 1993En effet, siF A A est insatisfiable, alors on peut déduire
l'information suivante : “au plugA| — 1 littéraux devrai parmi ceux deC”.

J'ai effectué une évaluation expérimentale de la procére avec et sans symétries sur certaines
classes de problémes proposés lors du challenge interahtigganisé par DIMACS. Des résultats intéres-
sants ont été obtenus sur de nombreux problémes, en piartisult les formules d&seitinet d’Urquhart
intraitables par les algorithmes classiques. Notre métlacété citée lors de ce challenge comme la seule a
avoir été capable de résoudre de telles formi8ess 1994b]

L'étude des symétries (ou d’autres formes plus faiblesit idajet de nombreux travaux dans différents
domaines comme la logique du premier ordre [Crawford 199@ng & Zhang 1995, Slanet al. 1993,
Slaney 1994], les problémes de satisfaction de contra[Beshamou 1994, Ellman 1993, Puget 1993,
Benson & Freuder 1992], et bien évidement en calcul projposiel [Aguirre 1992, Chabriest al. 1995,
Belleannée & Vorc’h 1994, Boy de la Tour & Demri 1995, Cravdet al. 1996, Chabrier 1997]. Je citerai
d’'une part les travaux de JRBWFORD sur les symétries en logique du premier ordre [Crawford 1,98%
nous avons découverts pour la premiére fois lors aworkshop on tractable reasoning, AAAI'S2uquel
nous avons participé. Dans son papieRaA@FORD a obtenu un résultat particulierement intéressant autour
de l'utilisation du théoréme de Polya [Polya & Read 1987]pmampter le nombre d’interprétations non
isomorphes [Crawford 1992]. Dans [Crawfartal. 1996], il est proposé une technique d’élimination de
symétries par ajout de nouvelles contraintes. Cette tgalkenpeut étre utilisée comme pré-traitement de la
formule. Cependant, le nombre de contraintes a ajoutergieuprohibitif. D’autre part, un langage de trés
haut niveau a été mis au point A&IRSIA (Université de Bourgogne, Dijon), supportant une recheltobale
compléte appelé SCORE(FD/B) [Chabrétral. 1996, Chabrier 1997]. Ce langage de représentation four-
nit des primitives, clauses de cardinalité (cf. section1).8t structures de contrdle, exploitées statiquement
par le compilateur pour déterminer des propriétés des @nods, par exemple les symétries.

17.R(3,3,3) = 17, le plus petit nombre de sommets a partir duquel il est impkesse colorier les arétes d'un graphe complet
avec 3 couleurs sans obtenir un triangle monochromatiqoneyrébhe a 16 sommets admet un tel coloriage.
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2.2.2 Equivalences

L'opérateur d’équivalence=) joue un réle important en logique propositionnelle. Ergfén plus de
son utilisation en tant qu'opérateur pour définir des faribooléennes quelconques, il est a la base du
principe d’extension dd@seitinou il est utilisé pour représenter des formules interméelaiont la mani-
pulation permet de raccourcir les preuves. Il est aussutiisé pour construire des formules tres difficiles
a la fois pour les algorithmes complets et incomplets. Ort piger les formules ddseitinpour lesquelles
la résolution est exponentielle, les formules codant Idi@me de parité (instances « Parity 32 » de DI-
MACS) tres difficiles a la fois pour les algorithmes completsicomplets, ou encore les formules difficiles
pour la recherche locale, construites par Edwdirdch[Hirsch 2000]. On retrouve ces équivalences dans
de nombreux problemes réels (problemes de circuit, de nob@éeking, de cryptographie, etc. ).

Une des propriétés les plus intéréssantes est le fait queaideux littéraux équivalents (& b), on
peut substituer le littérat par b partout dans la formule, en gardant une équivalence du peinue de
la satisfiabilité. Cela permet de réduire le nombre de viagabt de produire éventuellement de nouveaux
littéraux ou encore de détecter des contradictions.

Il faut aussi noter que parmi les formules difficiles citéesggdemment, certaines peuvent étre entiere-
ment (ou partiellement) codées sous forme d’une conjomdiéachaines d’équivalences (Biconditional Nor-
mal Form (BNF) ). Les formules de ce type peuvent étre résolea temps polyndmial
[Dunham & Wang 1976].

Ces remarques justifient & elles seules I'utilisation Sjgg@ des équivalences pour améliorer la réso-
lution de certaines classes de problémes.

Comme pour les symétries, la prise en compte des équiva@ose le probléeme de ledétectionde
leur utilisation et duchoix du formalism@ermettant une expression plus naturelle de ce type deusteuc

En collaboration avec Lauredsoux et Eric GREGOIRE, nous avons opté pour une approche séman-
tique, par propagation unitaire. En effet, pour une vagalinnée, en analysant les littéraux produits par
propagation unitaire d& A z et deF A -z, on peut détecter des inconsistances locales et produire no
seulement des littéraux, mais également des équivalentesliggéraux. Ce qui permet de généraliser les
traitements locaux par propagation unitaire utilisésitiauhellement par de nombreux auteurs. Les litté-
raux équivalents peuvent ensuite étre utilisés en effates substitutions complétes ou partielles. Plus
précisément, si < b dansF, alors tout en obtenant une formule équivalente pour SAFstituera parb
et—a par—b dansF, ou encore limiter cette substitution deparb uniguement aux clauses contenant a la
fois a (ou—a) eth (ou —b). Ce qui revient dans ce dernier cas a satisfaire ou a racicées clauses. Une
description de ce travail peut étre trouvée dans la thésedeelBrisoux [Brisoux-Devendeville 1999]
Daniel LE BERRE propose d’'étendre ce processus de détection en effectmartauble propagation uni-
taire, ce qui permettra de détecter des informations afdfiglles. Cette généralisation pose des probléemes
de codt; une collaboration est actuellement en cours surjee s

Une autre voie consiste a faire des abstractions baséea synthxe. En d’autres termes, reconnaitre
les chaines d’équivalences de maniére syntaxique a patarfdrmule CNF. Une reconnaissance d’équiva-
lences binaires simples a été utilisée paBKHAD [Boufkhad 1996] comme pré-traitement de la formule
considérée. Li @u-MIN dans son papier [Chu-Min 2000] effectue a tous les nceudsadeé¢ de recherche
une reconnaissance syntaxique de telles chaines (limdés ahaines de longuegr3), et utilise un cer-
tain nombre de regles de déduction pour raisonner sur @s feltmules. Sachant que la classe de formules
BNF est stable par adjonction de littéraux unitaires, ilg@as judicieux de faire cette reconnaissance sur
la formule de départ et d’appliquer ensuite I'algorithmegmsé par WNG [Dunham & Wang 1976] pour
simplifier la formule.
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L'un des inconvénients de la recherche locale, est certanéla non prise en compte de la structure
de la formule (e.g. longueur des clauses, les équivaleridar}Brisoux et al. 2000} nous proposons une
utilisation du traitement local par propagation unitaiems le cadre de la recherche locale. Ce processus
de propagation unitaire est effectué d’'une part commenaiteent de la formule, mais également pour
exhiber les dépendances entre littérloui sont ensuite utilisées par un algorithme de recheratedo
Signalons que la notion d’équivalence entre littéraux estas particulier de la notion de définissabilité
définie dans [Lang & Marquis 1998].

2.3 Aspects codage et extension du formalisme

Résoudre efficacement un probleme dépend & la fois du famelile représentation utilisé (e.g. calcul
propositionnel, CSP, etc.) et du codageroprement dit (e.g. les codages des problémes de plaitficat
[Vidal 2000]). J'ai essentiellement travaillé sur les agpdiés a I'extension du formalisme.

Malgré les progres récents obtenus sur la résolution dulgmabSAT et une utilisation de plus en plus
fréquente d’'une représentation CNF dans le cadre de la isatiéh des problémes réels (cf. introduc-
tion 1), l'utilisation de formalismes plus puissants etlignéraux reste encore une voie de recherche
prometteuse. Ces travaux sont essentiellement motivédgzaapplications (cf. section 2.3.2) qui per-
mettent une mise en évidence des limites des cadres esidtaniendance dans le cadre SAT, c'est d'aller
vers des formalismes de manipulation de fonctions bookplus générales [Franet al. 1997, Gu 1997,
Groote & Warners 2000, Sheeran & Stalmarck 2000]. Dans leecdds CSP, on commence & passer du
cadre des CSP binaires au CSP n-aires [Régin & eds 1998£B24999, Smitlet al. 2000].

2.3.1 Logique a cardinalité

Les travaux réalisés (cf. 2.2) autour de I'exploitation gespriétés structurelles nous ont conduits a
rechercher un nouveau formalisme pour exprimer de manartgelle certains problémes et plus particu-
lierement les propriétés structurelles comme la symétrie.

L'approche qui consiste a rechercher une meilleure facexptimer certaines contraintes particulieres
était trés utilisée en programmation logique par contesifCLP). On peut citer, les contraintes symbo-
liques (non numériques), par exemple sur des ensemblags@E&ments (e.g. contraintes Tous Différents
« allDiff », opérateur de cardinalité [Hentenryck & Deville 1990]gslvariables utilisées dans ce type de
contraintes sont en général symétriques. L utilisatiotetles contraintes en CLP a souvent été motivée par
des applications réelles (comme les probléemes de plamdficat’'ordonnancement, etc.) ou encore par le
besoin d’exprimer des contraintes disjonctives.

L'utilisation d’opérateurs de cardinalité du type de cejula introduit Pascal Van Hentenryck en pro-
grammation logique avec contraintes (CLP) [Hentenryck &iDe1990] permet une généralisation natu-
relle du formalisme clausal. La connaissance est donctdgmai un ensemble de couples £) ou L est
une liste de littéraux et le nombre minimal de littéraux d€ qui doivent étre satisfaits dans tout modéle
de £. Ce formalisme permet I'expression des deux variantesntes : la formuléa, +, £) : "au plusa
littéraux deL doivent étre interprétésirai”, et la formule(a, e, £) : "exactementy littéraux deL doivent
étre interprétés arai". Cette nouvelle représentation induit une meilleure egpion (plus compacte et
naturelle) des problémes et de leurs propriétés de syri&ter outre, elle accroit la puissance de discri-

18. Pour chaque littérdlon calcule la liste des littéraux impliqués par propagatioitaire parF A [.

19. Voir compte rendu du sous-groupe de travail du GT12 "&rfbe du codage en calcul propositionnel” : http ://www.lirmv-
mrs.fr/ gtalgo.

20. Une formule de cardinalité est totalement symétrique.
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mination des conditions préalables a la détection des sigaéPar conséquent, la détection des symétries
y est moins co(teuse.

Nous avons associé a ce formalisme le développement d'utteodeéde résolution (compléte et dé-
cidable). A l'aide de cette derniére, nous avons donné ungeile preuve de complexité linéaire pour le
probléme des pigeons (sans utilisation des propriétésmétsig)[Benhamouet al. 1994]

De plus, une propriété d’équivalence entre la représentafausale classique et celle des formules
de cardinalité nous a permis d’adapter efficacement certaitils de la résolution classique (méthodes et
raffinements]Sais 1993]

L'efficacité de la procédure de Davis et Putnam, adaptée dne cBune représentation utilisant les for-
mules de cardinalité, est sensiblement améliorée. En,dititeoduction des symétries, dont les symétries
fortes, a permis une amélioration supplémentaire. En,affed preuve de complexité linéaire est donnée
pour le calcul du nombre de RamsRBy3, 3, 3) (cf. [Benhamouet al. 1992a, Benhamou & Sais 199)]

On peut trouver dans [Grahaghal. 1980] une description des nombres de Ramsey trouvés eteencor
recherchés. Les résultats que nous avons obtenus sur tgrégie a une utilisation combinée des formules
de cardinalité et des symétries ouvrent des perspectivad qua recherche de tels nombres. Le probléme
qui se pose est certainement celui de trouver un codageffitece.

Dans le cadre du projet BAHIA dont I'objectif était d’analyser et de comparer différenég@proches
('approche logique, CSP et programmation linéaire 0/1 (1)), le formalisme a cardinalité a constitué
une brique importante dans I'étude des pontages entre tggronation linéaire 0/1 et la logique propo-
sitionnel (voir[Bahia 1995] pour les pontages réalisés entre les trois formalismeshdb&reux travaux
ont été réalisés par Hooker autour de I'utilisation desneples d’optimisation combinatoire en logique
(e.g. [Chandru & Hooker 1999]) et dans le cadre CSP (e.g. kdo®000]). Le méme auteur a proposeé ré-
cemment une généralisation des formules de cardinalitGnemeprésentation sous forme de regles dont
la partie gauche et droite sont des formules de cardifgi@oker & Yan 1999]. D’autres travaux ont été
également réalisés autour de I'extension des algorithmesAd a la résolution de problémes d’optimisa-
tion combinatoire [Walser 1997, Walser 1999] (pour la reche locale) et [Barth 1995] (pour la procédure
DPL).

2.3.2 Formalisme étendu

Une collaboration est née d’une discussion avec AntoineyRsuwr I'intérét de disposer d’'un formalisme
booléen plus expressif, en vue de modéliser et de résoudrguisstions posées dans le cadre d’applica-
tions industrielles, en particulier les problémes liésaidilyse de sOreté de fonctionnement de systémes
industriels. Les problémes étant de taille considérablegprésentation CNF s’est avérée tres limitée.

Notre objectif est d’étendre au maximum le formalisme bepl@®ut en:

— restant dans le cadre du calcul propositionnel, lequed semble adapté a la résolution de nombreux
problémes pratiques;

— gardant les mémes structures de données, en tout cas lessmpéimcipes de mise en ceuvre des
algorithmes (algorithmes énumeératifs, techniques deeretie locale et les diagrammes binaires de
décision);

21. BAHIA: Booléen, Algorithmes et Heuristiques pour I'lA.
22. une regle de cardinalité de la forme suivarite,z1, ..., zm) = (l,y1,...,Yn).
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— gardant la méme complexité algorithmique sur les forméteadues que sur les formules CNF et
surtout la méme efficacité pratique.

Nous avons montré que cela est possible sur des circuitsicatolies a plusieurs niveaux et construits avec
des fonctions de seuil. Nous avons défini un nouveau formaligénéralisant les formules de cardinalité
introduites dans ma these. Ce dernier étend les ensemhitaudes dans deux directions:

1. Des formules a deux niveaux (conjonctions de disjons)i@ux formules & un nombre arbitraire de
niveaux.

2. Des clauses aux fonctions de seuil.

Plus précisément, une contrainte est représentée paatiéguyou porte) suivante :

s = #(al-ela teey ak-ek) S [ﬂmln,ﬂmaz](P) (21)

ou s (sortie) et{es,...,er} (entrées) sont des variables propositionnellesigt, . .., ax} (poids) et
{Bmin, Bmazx} (S€UIlS) SONt des entiers positifs ou nusestvrai si et seulement si la sortieet la double
inégalitées, i, < Ei:h”k a;.€; < Bmaz SONt VErifiees ou infirmées simultanément. Une formule (cir-
cuit) est une conjonction d’équations (portes). Elle pégt @u comme un (hyper)graphe orienté acyclique
dont les sommets sont les variables et dont les (hyper)aieatles entrées de chaque porte avec sa sortie.

Signalons quelques avantages de I'extension proposéesstarmules CNF :

— elle est beaucoup plus concise. Par exemple, le faitkgfieemules parmin doivent étre vraies se
code en une seule équation;;

— elle permet facilement I'introduction de lemmes, c'estid de variables codant des formules;
— elle permetde tirer partie facilement des symétries onuakes autres régularités apparaissant dans les

problémes, en les détectant automatiquement comme[Bankamou & Sais 1992pu en écrivant
directement les formules de fagon a en éliminer les redoretih

— elle permet de mettre en ceuvre des procédures de réédetufermules dans I'esprit du vérificateur
de modele INSTEP [Vlach 1993]. INSTEP implémente deux tygesegles: les filtrages (ou sim-
plifications immédiates) des formules et la décompositeisdannon qui consiste a remplacer une
formule F par la formule(z A Fp 1) V (02 A Fao)-

Grace a des structures de données adaptées, de nombreitkiadgs classiques (filtrages, énumération,
recherche locale, diagramme binaires de décisions) oréténglus sans difficultés particuliéres et surtout
sans augmentation excessive de la compléRitdizy et al. 1999]

Ce travail est un premier pas vers la mise en place d’'un fasmal booléen plus général. Il reste
beaucoup de travail a faire sur ce sujet, en particuliers sur

— I'étude de techniques de simplification (pré-traitemgnts

— la mise en place d’heuristiques qui tiennent compte delatstre particuliere du formalisme;

— I'étude sur les aspects de compilation de formules boakEz(recherche de couverture d’'impliquants
(impliqués) premiers) ;

— I'extension des algorithmes pour résoudre des probléfesimisation (ce que permettent les poids
associés aux variables dans les équations).

23. Par exemple en imposant, dans un probleme de Ramsepédesmiions sur le nombre d’arétes de chaque couleur.
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2.4 Aspects algorithmiques

2.4.1 Recherche locale

Depuis le début des années 90, de nombreuses techniques debascherche locale ont été déve-
loppées pour résoudre SAT. Mis a part le principe de basealgolithme, les stratégies utilisées pour
échapper des minima locaux (e.gbreak-out> de Mor1s?* [Morris 1993], random walk® de SELMAN
[Selman & Kautz 1993]) sont tres différentes de cellesaéiis en optimisation combinatoire. Cette consta-
tation simple nous a conduits a étudier la possibilité daelaau cadre SAT des techniques de recherche
locale développées en recherche opérationnelle (e.ccuit émulé, la méthode Tabou) et de les comparer
aux autres approches a la GSAT. Par sa simplicité de mise erepaotre choix s’est porté sur la méthode
Tabou [Glover 1989]. La premiere version simple de la méth@abou que nous avons développée pour
SAT (appelée TSAT) utilise une liste d’interdits de longuéixe sans critére supplémentaire (e.g. critere
d’aspiration) et s’est révélée plus efficace que les medleméthodes développées a ce moment la (GSAT
random-Walk). La clé de I'efficacité de cette méthode rédaies le réglage de ses paramétres, c’est-a-dire
la taille de la liste Tabou. Cette étude a donc permis de eoafif'extréme sensibilité des techniques de
recherche locale au réglage de leurs parametres. Un astiéaténtéressant obtenu sur des instances aléa-
toiresk — SAT, méritant une étude analytique approfondie, est celui maht'évolution linéaire de la
taille optimale (obtenue empiriguement) de la liste tabodioaction du nombre de variables. Nous avons
aussi étudié l'influence de I'interprétation initiale stgfficacité de TSAT. Pour ce faire, I'interprétation
initiale est générée en exploitant le déséquilibre ens®teurrences des variables. Des améliorations ont
été obtenues sur les instances structurées. En revanthenmetification donne des résultats comparables
a TSAT sur les instances aléatoires. Signalons que TSAVeldécaractére aléatoire introduit dans GSAT,
ce qui simplifie considérablement I'algorithriddazure et al. 1997a]

Lefficacité de la méthode de recherche locale Tabou dépensidérablement de la taille de la liste
d’interdits. Son réglage est difficile a obtenir particudigent sur les instances structurées. Une voie que
nous explorons actuellement concerne le réglage dynardijae paramétre crucial. Nous avons établi une
relation entre la taille des cycles rencontrés au cours declaerche et la longueur de la liste tabou. Des
résultats prometteurs ont déja été obtenus sur les instafiestoired — SAT'. Notre approche exploite les
informations liées a la présence et a la taille des cyclesor@nés au cours de la recherche. En effet, sur les
instances — SAT, la taille de la liste tabou converge vers la taille optimaiéenue précédemment. Mal-
heureusement, ces informations restent insuffisantesétablir le réglage optimal sur certains problémes
structurés.

2.4.2 Recherche systématique
2.4.2.1 Généralisation du théoréme de partition du modéle

Comparativement aux améliorations obtenues par I'utibsale filtrages plus puissants, d’heuristiques
judicieuses, la recherche de propriétés permettant diéldrbre de recherche a recu moins d’attention.

Une des techniques les plus connue au moins dans la communangaise est sans doute le théo-
réeme de partition des modéles [Jeanniiodl. 1988, Oxusoff & Rauzy 1989]. Le théoréme peut s’expri-

24. La méthode appelé Break-Out effectue une pondérat®muldases. Cette pondération « poids » d'une clause esgetiinsuite
dans la fonction d’évaluation. Le poids d’une clause remmtsle nombre de fois qu’elle a été falsifiée depuis le débla decherche.
25. Dans la stratégie Random-Walk, la prochaine variabtwerser est choisie parmi celles apparaissant dans lesesldaisifiées.
Avec une probabilité, celle améliorant le plus la fonction objective, et avec prababilité1 — p la variable est choisie au hasard.
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mer comme suit: S¥;, C F;, alorsF; est satisfiable ssF;, est satisfiableX;, et F; étant des ensembles
de clauses). Cette propriété a été intégrée dans une precBflL. Cette variante appelée « Evaluation
Sémantique » a permis une amélioration sensible sur cestalasses de problémes structurés.

Une généralisation immédiate consiste a remplacer I'siclusyntaxique par la réciproque de la rela-
tion de déduction logique. Pour des raisons d’efficacitd&vie, nous avons utilisé une relation plus faible
(la déduction par propagation unitaire). Nous avons préplesix facon d’intégrer cette notion dans la pro-
cédure DPL. Une premiére utilisation consiste a I'applicuemoment du retour-arriére, la seconde avant
le choix de la variable de branchement. Dans les deux casutrirgégrer la propriété de coupure dans un
algorithme utilisant, soit les heuristiques traditiodeg| soit des heuristiques (du type de celles mises en
place par QusoFFet RAUZY) spécifiques favorisant I'application du théoréme. Unelétassez avancée
autour de ces questions est actuellement en cours. Uneggrtégalisation consiste a associer (au cours
de la recherche) pour chaque (sous-)clause de la base &ur(we profondeur de I'arbre) a partir duquel
elle est apparue ou “touchée”. Cet étiquetage des claudadatenule au cours de la recherche permet de
savoir a tout moment le niveau de I'arbre ou une sous-claése @uchée (apparue). Cette information est
ensuite prise en compte lors de I'application du théorerhes précisément, lors de la production d’'une
sous-clause par propagation unitaire, nous avons mongé gqnalysant le graphe d’'implications, on peut
déterminer le niveau de I'arbre a partir duquel la soussdaest produite. Ce qui nous permet de réaliser
un retour-arriere non chronologique et de produire de niees/sous-clauses, importantes pour la suite de
la recherche.

Ce travail a été développé en collaboration avec EREGOIRE Pierre MARQUIS et Bertrand M-
ZURE. Une description plus détaillée des différents points Wépmees ci-dessus peut étre trouvée dans
[Mazure 1999]. La partie expérimentale est actuellement en plein dépelognt (cf. chapitre 4).

2.4.2.2 Poids: apprentissage au cours de la recherche

De nombreuses techniques ont été proposées pour améésralglorithmes énumératifs en essayant
d’analyser les causes d'échec. Elles font appel souveafjaut de nouvelles clauses, ou a des techniques
sophistiquées d’analyse de conflits, qui induisent souuangur-co(t qui peut étre non négligeable. En
outre, la plupart des heuristiques traditionnellemenetigppées utilisent des fonctions de sélection basées
sur des parameétres syntaxiques (longueur des clausesyadfbcurrences, etc.). Par exemple, le score
d’une variable peut étre calculé comme siit(x) = f(z) + f(-z), avecf(z) = Y, .~ w(C), etw(C) =
2I¢l. De plus, la méme heuristique est ensuite utilisée toutrg kbe la recherche, bien que les sous-
problémes rencontrés (formule simplifiée par l'interptiétapartielle courante) au cours de la recherche
n’ont pas forcément les mémes caractéristiques que leégprabinitial.

Notre objectif, qui sans nul doute peut paraitre ambitieorcerne la mise au point d’une heuristique
adaptative évoluant au cours de la recherche, en mettanfibqas échecs répétés.

Ci-dessous quelques arguments expliquant les motivatiertette étude. On sait que prouver l'incon-
sistance d’'une formule est souvent plus difficile que de yeola consistance. De nombreuses instances
inconsistantes difficiles contiennent une (des) sous-iteminconsistante(s). Une heuristique n’étant pas a
I'abri d’'une erreur dans le choix des variables de brancimgnefie peut conduire a la résolution répétée du
méme sous-probléme inconsistant (cf. section 2.4.3).

En d’autres termes, notre objectif est de mettre au poinhenéstique permettant d’éviter de rencontrer
les mémes situations d’échec. L'heuristique que nous avises au point utilise un facteur de pondération
supplémentaire pour les clauses, en comptabilisant as cleula recherche le nombre de fois que chaque
clause est a I'origine de la contradiction (ce qui n'est pas tolteux en pratique). Plus précisément, on
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obtient pour la fonctiorf'(z) décrite précédemment, une nouvelle fonctidiiz) = f(x) + f(—z) avec
flx) =3, coale) xw(C) eta(C) le facteur supplémentaire ajouté, qui représente le nodwfeis que
la clauseC' a été la cause de la contradiction.

L'augmentation du poids d’une clause revient & rendre c#tese redondante et de plus en plus impor-
tante. Cette information est directement prise en conaibér par la fonction de choix.

Les expérimentations réalisées sur la base d’instanc®ADSE) montrent clairement son efficacité par
rapporta une version de bgd8gzisoux et al. 1998, Brisouxet al. 1999] Sur certaines classes de problemes,
les résultats obtenus sont meilleurs que ceux des meibdgosithmes connus.

Poursuivant le méme objectif, Bruni et Sassano[Bruni & 8as<2000] ont présenté un papier au der-
nier Workshop SAT 2000, qui utilise une idée similaire.

2.4.3 Méthode mixte: coopération entre approche systémafile et non systéma-
tique

Larecherche locale ne peut prouver l'inconsistance. Seiinstance consistante de grande taille et non
élémentaire, a cause de sa rigidité, une recherche sy#@matpeu de chance de trouver un modeéle. Ces
différentes techniques montrent donc une certaine congémité qui peut étre illustrée par le probleme
suivant:
énoncé du probleme'ai perdu une clé dans la maison et j'ai besoin de la trorsmeidement. Quel type
de méthode devrais-je utiliser?
solution possible On peut procéder a une fouille systématique de toute laanas commencant par
exemple par le garage. Cependant, I'expérience montre gugpe de recherche est le dernier recours,
une recherche non systématique consistant a suivre samcirpgtrmet souvent de trouver plus rapidement
I'objet recherché.

Il est donc naturel de penser a une approche permettantrdect@pérer fortement les deux types de
techniques. La question est: comment les faire coopérer?

La solution du probléme précédent montre qu'il est judicida commencer par une recherche locale
(incompléte) avant de décider de lancer une recherchensgiitfie. Dan un premier schéma, la recherche
locale est utilisée comme pré-traitement. Ce premier sehgose la question suivante : est-il possible de
bénéficier du travail effectué lors de la premiere phase,difincélérer la seconde phase ? Une réponse
possible consiste a éviter lors de la seconde phase de asiEnt que possible les endroits ou la recherche
a été infructueuse lors de la premiére phase.

Un second schéma possible consiste & combiner plus fortéesateux types d’algorithmes: appliquer
localement le premier schéma au niveau de chaque piéogeviBiins cette seconde approche, sil'ensemble
des piéces de la maison ont été visitées, on obtient une detwmpléte.

Préalablement a la mise en ceuvre de tels schémas de coopétatis le cadre de la résolution du
probleme SAT, il faut trouver des informations pertinerdesapitaliser lors du processus de recherche
locale, pour fournir ensuite des indications susceptittlaséliorer la phase de recherche systématique.

On peut étre tenté de répondre que les informations en quesint en fait les interprétations visitées
lors de la recherche locale. Il est bien évident que foumnmitellensemble n’est pas réaliste. Cependant, on
sait qu’'une claus€ est falsifiée pa2” || interprétations possibles, on peut par conséquent retgier
plus une clause est falsifiée au cours de la recherche Igtatel'espace des interprétations falsifiant une
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telle clause tend a étre exploré. Cette information ingEnete est plus facile a exploiter. En effet, on peut
au cours de la recherche systématique essayer de sati#dieies clauses et ainsi éviter (partiellement)
les zones déja explorées par I'algorithme de recherchéeloca

Un des objectifs de cette étude est la mise au point de teebsigermettant de prouver efficacement
différentes formes d’inconsistance, un probléme centraéprésentation des connaissances et en démons-
tration automatique. En effet, I'inconsistance d’'une bdseonnaissances est trés fréquemment due a la
présence accidentelle d’une information contradictairais sujet donné. Cette inconsistance pollue globa-
lement la base de connaissances (i.e. toute informatien@ie son contraire peuvent étre inférés de cette
base). Malheureusement, il n’existe pas de méthode ueiert efficace pour détecter et/ou localiser ces
inconsistances.

Une technique de recherche locale (incompléte) ne peutprdiinconsistance. Cependant, elle peut
fournir des indications pertinentes sur de telles incdasises locales. En effet, en comptabilisant le nombre
de fois que chaque clause est falsifiée au cours de la phasetd=che locale, on s’est apercu expérimenta-
lement (sur de nombreux problémes de DIMACS [Dimacs 1998%)lgs clauses les plus souvent falsifiées
sont les plus susceptibles d’appartenir aux sous-enssmtfgmalement inconsistants. Ce qui nous a per-
mis de mettre en évidence une technique capable de lochiis®Emsistance. Le nombre de fois qu’'une
clause est falsifiée (« trace ») lors de la recherche locaistitoe une information pertinente que nous
avons utilisée dans le cadre des deux schémas de coopéaimddents. Dans le premier schéma, cette
trace est exploitée pour trouver un bon ordonnancementatésbles pour la méthode compléte. Dans le
second schéma, nous avons utilisé dans la procédure DPEtHarohe locale comme un oracle, qui per-
met non seulement d’étendre 'interprétation partiellaremte, mais également de fournir en cas d’échec
la prochaine variable a affecter (celle apparaissant Ie gbwvent dans les clauses falsifiées). Notons que
les deux schémas proposés sont complets. Des amélioratiomenantes ont été obtenues sur de nom-
breux problemes de la base de test de DIMA®IGzure 1995, Mazureet al. 1996, Mazureet al. 1998]
D’autres schémas de coopération entre les algorithmesctienahe locale et les algorithmes complets de
recherche systématique sont présentés fMazsure 1999].

Il est évident que les problemes les plus difficiles présgniee inconsistance globale (I'inconsistance
est due a I'ensemble du probleme au lieu d'un sous-ensenebteldi-ci); ces derniers sont générale-
ment construits de maniére artificielle ou aléatoire et nee®uvent pas dans les applications réelles.
De plus, ce genre d'instances posséedent le plus souvergsiéottes régularités (problémes des pigeons,
etc.). Une étude comparative avec I'approche utilisané$alution bornée comme prétraitement a été réa-
lisée[Mazure et al. 1997a] Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec EREC® IREet Bertrand
MAZURE.

D’autres types d’approches complétes utilisant la redietocale ont été développées. On peut ci-
ter dans ce cadre l'algorithme SCORE [Chabekal. 1991], et SCORE(FD/B) [Chabriet al. 1995].
D’autres algorithmes complets a base de recherche locedgédobtenus par ajout de clauses [Ginsberg 1993,
Hao & Tétard 1996]. Des approches similaires au premienselte coopération décrit précédemment ont
été étudiées indépendammentpar ThiermgCeLL [Castell 1997] et James M.FAWFORD [Crawford 1993].
Un inventaire complet des méthodes mixtes dans le cadrerdbemes de satisfaction de contraintes est
donné dans [Lobjois & Lemaitre 1997].

2.5 Phénomene de seuil et génération aléatoire

Dés lors que l'intérét de la génération aléatoire d'inst@sn8AT est avéré, d’une part par le résultat de
Chvatal et Szemerédi montrant qu’elles sont difficiles dawésolution et donc pour toute les méthodes
énumératives du type procédure de Davis et Putnam, d’aattepr la mise en évidence de phénomeénes
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de seuil, plusieurs questions se posent:

1. Est-il possible de mettre en évidence I'existence deitiond nécessaires et/ou suffisantes a la carac-
térisation des ensembles de clauses encore plus diffidaafilisant, par exemple, des conditions
nécessaires a la présence de symétries?

2. Les instances générées par le modele standard contiesmeron 50% de clauses de Horn. Que se
passe-t-il, si I'on fait varier la probabilité de négativerlittéral de 0.5a 17

3. Est-il possible de générer aléatoirement des instanffiedes toujours satisfiable ?

4. Est-il possible d’établir des modeles de génératiort@ileedonnant lieu a des instances plus proches
des problémes réels?

Avec Richard GNISSON hous nous sommes particulierement intéressés aux denmgues questions
et plus accessoirement a la troisieme.

Mes travaux de recherche précédents sur les symétries oftrgoma conviction que les problemes
les plus difficiles présentent une structure trés symédri@e qui nous a conduits a répondre a la premiére
question, en étudiant deux nouveaux modeéles de généraénsainbles de clauses réguliéres (toutes les
variables apparaissent le méme nombre de fois, les clayapttautes la méme longueur). Dans le premier
modéle, tous les littéraux ont exactement le méme nombrecdicences; dans le second, les variables
apparaissent le méme nombre de fois, avec un déséquililne lemnombre d’occurrences des littéraux
positifs et négatifs. Dans ces deux modéles, des conditiéosssaires pour I'existence de symétrie sont
vérifiées. Pour ces deux modeles, nous avons montré expdalament que le seuil se situe pour 3-SAT
au rapport:/m = 3.6 (chaque variables apparait 6 fois positivement et 5 foisitidgment). Les instances
obtenues sont beaucoup plus difficiles que pour le modéhelate. Les instances satisfiables posent plus
de problemes aux algorithmes de recherche locale. D'aatte [fgtude que j'ai réalisée sur le modeéle de
génération standard en variant la probabilité de tirer térél négatif, nous a conduits a établir des liens
entre la valeur du seuil et la distribution des occurrenesssdriables (déséquilibre entre littéraux positifs et
négatifs, proportion de clauses de Horn). Ces différestgtas sont publiés dafiGénisson & Sais 1994,
Mazure 1999]

D’autres auteurs ont étudié ensuite le modele de généraliemsembles de clauses régulieres
[Bayardo & Schrag 1996, Dubois & Boufkhad 1996]. On peut égent trouver des générateurs aléatoires
d’instances difficiles pour la recherche locale [Castell & @] 1997, Rauzy 1995a, Achlioptasal. 2000]
et des tentatives de prise en compte de certaines cartiqtéesde problemes réels dans la génération aléa-
toire [Gent & Walsh 1994].
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3.1 Problemes de satisfaction de contraintes

Les logiciels commerciaux tels quelkog Solver» et les outils pour la recherche et I'enseignement
comme «CHOCO» montrent la maturité des recherches conduites dans l& ckdfa résolution des
problemes de satisfaction de contraintes. Le formalisnie etisonnement par contraintes offrent un ou-
til de modélisation et de résolution majeur pour de noml@s@pplications aussi diverses que le traite-
ment du langage naturel, la gestion et I'allocation de nesss, les emplois du temps, la vision, etc. Un
réseau de contrainte est défini par un ensemble dariablesX = {zy,22,...,2,} prenant leurs va-
leurs dans des domaines finis et disci@®ts- {d;, d-,...,d,}. Le probléeme de satisfaction de contraintes
consiste a décider s'il existe une affectation de valeursvawmiables de maniére a satisfaire un ensemble
de contraintes” = {e1,ca,...,cn}. Une contrainte; est définie sur un sous-ensemble de variables
¢i = {xi1, T2, ..., xin, } de X, oln; est I'arité dec;. Une telle contrainte peut étre spécifiée (en exten-
sion) par une relation; = [[, ... d; des combinaisons de valeurs (ou tuples) autorisées povaiiebles
dec¢;. Ces contraintes peuvent aussi étre spécifiées en intgoaiame fonction caractéristique (prédicat,
fonction, etc). Satisfaire une contrairterevient a trouver les valeurs a affecter pour chaque varidét;
de maniére a satisfaire la relatippassociée a la contrainte.

Le probléme de satisfaction de contraintes (CSP) est doagyénéralisation du probléme SAT. En
effet, toute instance de SAT peut étre vue comme une instaGSP dans laquelle toutes les variables ont
pour domain€0, 1}, et il y a autant de contraintes que de clauses. Toute irs@aCSP peut également
étre transformée en temps polyndmiale en une instances T&@Avalente pour I'existence de solution
(les deux problémes sont NP-complets). Les CSP binaireto(dé les contraintes ont une arité égale a 2)

29
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ont été les plus étudiés. Leur représentation en terme gdgsale contraintes (au lieu d’hypergraphes de
contraintes pour les CSP n-aires) simplifie considérabfeias algorithmes.

La description ci-dessus donne un apercu des liens étraits 8AT et CSP. Ce qui explique certaines
similitudes entre les deux problémes a la fois dans les ipusgposées, mais également dans les approches
utilisées pour y répondre.

En effet, on retrouve par exemple de nombreux travaux triegial’amélioration de la procédure de réso-
lution classique appelée généralemeBaektracks (BT). Pour I'essentiel, ces différentes amélioratioris on
concerné les techniques de filtrage, les heuristiques dg dbhovariables et de valeurs et le traitement des
échecs. Pour ce qui est des aspects algorithmiques, leoralgorithme de résolution de CSP (MAC, pour
« Maintaining Arc Consistency) est obtenu en maintenant dynamiquement daRerward Checking
(FC), un CSP arc consistana chaque nceud de I'arbre de recherche [Sabin & Freuder 198diiristique
proposée (minimum domaine/dedyéar Régin et Bessiére [Bessiére & Régin 1996] amélioreidéns-
blement I'algorithme. D’autres approches sont baséesasdétomposition du CSP. Ces techniques ex-
ploitent les propriétés structurelles des CSP [Dechter &IP989, Dechter 1990, Jégou 1993]. En outre,
les propriétés structurelles du graphe de contraintesléeggeur du graphe) et la sémantique des contraintes
(contraintes fonctionnelles, etc.) sont a la base de lagptules classes polyndmiales exhibées dans le cadre
CSP. Par exemple, la consistance d’arc (AC) suffit pour sodes CSP structurés en arbre, alors que les
CSP 0/1/all [Coopeet al. 1994] peuvent étre résolus polyndmialement en utilisacoiesistance de chemin
(PC).

De nombreux travaux ont concerné I'étude des liens entre @ATSP. Dans le cadre du projet BA-
HIA [Bahia 1995, Bahia 1992] on peut citer par exemple, le résultat dENESSON et EGOU mon-
trant I'équivalence entre la procédure de Davis et Putnatalgbrithme de «Forward Cheking> (FC)
[Génisson & Jégou 1996], les pontages entre les classea@nigles [Génisson & Rauzy 1996], I'équi-
valence entre les littéraux purs et la substituabilité disinage [Bellicheet al. 1994] et par conséquent
I'extension du théoréme de partition du modéle au CSP ourenedormalisme des CSP clausaux proposé
dans [Castell & Fargier 1998], etc.

Avec Assef GIMEISS [Chmeiss & Sais 200Q]nous nous sommes intéressés a I'étude des possibilités
d’intégration forte des traitements locaux dans le cadradésolution de CSP. Ce travail a été essentiel-
lement motivé par les améliorations algorithmiques obesrdans le cadre SAT en utilisant d’'une part des
traitements locaux de maniére plus agressive comme la gatipa unitaire, et d’autre part par I'utilisation
de techniques de simplification plus puissantes commeddutéan bornée. La puissance des machines fait
qu’on n’hésite méme plus a revenir aux vielles méthodes cetamésolution et la procédure de Davis et
Putnam originale, longtemps écartée pour des raisons dplegité en espace (cf. chapitre 2).

Ce dernier point nous conduit a faire le paralléle avec Iaistance de chemin qui peut étre vue comme
un processus de production et de vérification de contraiRgsailleurs, pour les mémes raisons que pour
la résolution, l'intégration de la consistance de cheminsdas algorithmes de résolution de CSP a été
jusqu’a présent évitée. En effet, la complexité élevée dude consistance de chemin (comparativement
a la consistance d’arc) constitue un obstacle a sa mise ereaupratique. Pour pallier cet inconvénient,
nous avons proposé une exploitation partielle de cettedat@filtrage au cours de la résolution. La consis-
tance de chemin (directionnelle) est utilisée au cours dedhaerche pour effectuer des disconnections de
certaines variables particulieres: les variables « ddobge» (variables de degré 2). Nous avons intégré
ce filtrage dans MAC en exploitant également les singlet@gsés et les singletons valeurs. L'algorithme
obtenu est appelé M(ACH+).

1. Un CSP est k-consistent si et seulement si toute instatigartielle dek — 1 variables peut étre étendue de maniére consistante
a touteki¢™e variable. La consistance d’arc (resp. la consistance dmicheorrespond a la 2-consistance (resp. 3-consistance).

2. Min dom/deg : consiste a choisir la variable maximisamafgoort entre la taille du domaine et le degré de la varidig@edegré
d’'une variable est égale au nombre de contraintes ou ellgraipp
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Une autre technique de filtrage plus puissante que la cansistd’arc et qui nous semble particuliére-
ment prometteuse pour aller plus loin dans la résolutiorrdblpmes difficiles est la “singleton arc consis-
tance” (SAC) proposée parHBRUYNE et BESSIERE[Debruyne & Bessiere 1997]. Plus précisément, en
plus des possibilités de filtrage par SAC, nous montrons e@stipossible de déduire des informations per-
tinentes supplémentaires, en analysant le processus pagation. Nous proposons également différentes
facons de l'utiliser en cours de résolution, par exempleroermoyen de raffiner les heuristiques de choix
de variables.

Il reste beaucoup de travail a faire sur ce sujet. Une colitlum est actuellement en cours avec Chris-
tian BESSIERE(CR CNRS, LIRMM Montpellier).

3.2 Compilation des bases de connaissances et représeraatcom-
pacte de I'ensemble des solutions

Afin de pallier la non-calculabilité pratique (atractability») de la déduction logique en calcul propo-
sitionnel, plusieurs approches ont été proposées. Ebgpsient sur différents principes, en particulier :

— restriction (du langage utilisé, e.g. les clauses de Harre la relation de déduction employée, e.qg.
la résolution bornée);

— approximation (de la base de connaissances ou de la retitidéduction) ;

— compilation. L'idée est de construire une structure denéess* (une compilation de la base initiale
o) qui se comporte comme pour I'interrogation mais nécessite seulement un tempgypohial (en
fonction de| o* |).

En collaboration avec Yacined®JFKHAD, Eric GREGOIRE Pierre MARQUIS et Bertrand M\ZURE, nous
nous sommes particulierement intéressés a ce dernieig@imdous avons proposé une nouvelle approche
de compilation préservant I’équivalence logique avec &l connaissances initiale et appelée couverture
tractable (une couverture tractable est une disjonctiofodrules tractables). Cette nouvelle approche a
été formalisée dans un cadre général. Deux cas spécifiqiégaonsidérés:

1. les interprétations partielles sont utilisées pour «tab» ou simplifier la base de connaissances en
un ensemble de formules traitables (simplifications thééis).

2. les interprétations partielles sont utilisées de maréédériver un ensemble de formules Horn- re-
nommables (hyper-impliquants).

Dans le second cas, nous avons prouvé que la taille de laitorerest strictement inférieure a celle
d’'une couverture par impliquants premiers. Il faut notelequpratique les formules tractables ne sont
pas représentées, seules les interprétations partiebésnues par la procédure de Davis et Putham) nous
permettant de les obtenir sont réellement sauvegardésseBeltats expérimentaux ont montré 'efficacité
d’'une telle approche par rapport a I'interrogation diraedgda base de connaissances. Un gain exponentiel
en temps et en espace est obtenu par rapport a I'approchraglariants premiers [Castell & Cayrol 1996,
Schrag 1996]. Ce travail a été publié ddBsufkhad et al. 1997]

Dans les approches présentées ci-dessus, le raisonneduibrane théorie [Marquis 1995] a été uti-
lisé lors de la construction de la base compilée dans I'tibjée réduire la taille de cette derniére. C'est
cette notion, qui a rendu possible le gain en temps et en egaacapport aux approches par impliquants
premiers. Pour de nombreux problémes et en particulierr@sigmes sous-contraints, la taille de la com-
pilation peut étre prohibitive et donc difficile a consteuet a représenter. Trouver une représentation plus
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compacte de la formule compilée présente par conséquemntiéréti pratique indéniable pour de nombreuses
applications.

Dans un cadre restreint aux formules contenant des sysgerime suis intéressé au probléme du calcul
d’une représentation plus compacte de I'ensemble des@wduEn effet, pour ces formules, I'ensemble des
solutions peut étre partitionné en classes d'équivaldrngidisation de ces symétries permet de représenter
I'ensemble des solutions par un sous-ensemble de solwtarastéristiques (solutions non symétriques).
Une étude détaillée a été publiée dfdais 1994a, Sais 1994c]

3.3 Des techniques efficaces pour SAT au secours de la réviside
croyances

De nombreuses approches de la révision de croyances ombptespes cette derniére décennie. La plu-
part d’entre elles ont été étudiées principalement au nidéade la connaissance [Newell 1982]. En dépit
de quelques exceptions notables (e.g. [Papini 1991, N&9Q, 1L iberatore & Schaerf 1996]), elles n’ont
pas été implantées, pour des raisons évidentes de conépliaxis le pire des cas. Cependant, de récents
progres dans la résolution pratique du probleme SAT ouwtesiperspectives de calculs effectifs pour les
approches syntaxiques de la révision de croyances (voifdebval 1994, Makinson & Gardenfors 1991,
Moinard 1994, Zhangt al. 1997]). En collaboration avec EricR&EGOIRE Pierre MARQUIS et Brigitte
BESSANT, nous avons proposé une nouvelle approche de la révisidexsgne des croyances dans un
cadre non monotone. Motivée par des considérations pesticeite approche est basée sur une approxima-
tion de la réunion des sous-ensemble minimaux inconssstdrienus grace a I'application des techniques
complétes a base de recherche locale. Cette approche demmpgrocessus de résolution d’inconsistance
en deux étapes. En premier lieu, une utilisation disciglidéngrédients non monotones (des propositions
d’anormalité qui permettent de représenter des reglesfdetdét des exceptions) est offerte a I'ingénieur
de la connaissance pour éviter de nombreuses inconsistgucapparaitraient si une représentation et une
interprétation logique standard des croyances étaielisééa. Les inconsistances restantes sont supposées
imprévisibles et révisées par affaiblissement de formafgsaraissant dans toute sous-base minimalement
inconsistante, comme si elles représentaient des castemegs qui en fait n’ont pas lieu. Ce dernier
point nous a conduit a utiliser les mémes ingrédients que thapremiere étape, pour affaiblir et rétablir
la consistance. L'affaiblissement d’'une formule est ob&epar ajout disjonctif de nouvelles propositions;;
ceci offre des perspectives intéressantes en ce qui calernévisions itérées.

Alors que le calcul de bases de connaissances révisées demeaitable dans le pire des cas, notre ap-
proche bénéficie d’une technique heuristique efficace derebe locale qui est souvent viable en pratique.
Dans le méme état d’esprit, des techniques de recherchie lgpécifiquement adaptées pour MAX-SAT
sont étudiées pour implanter une politique de révisionrétive qui minimise le nombre de formules a
affaiblir afin de rétablir la consistan¢Bessantet al. 2000, Bessangét al. 1998]

3.4 Une méthode complete pour des bases de connaissanceppsd
tionnelles non monotones

Nous avons proposé une nouvelle approche pour calculecde &fective des inférences au sein d’'une
logique propositionnelle non monotone simple, fondée swancept de modéles préférés. L'approche que
nous proposons est originale a deux égards au moins. Pemaat, elle se base sur des techniques de re-
cherche locale tout en préservant la complétude logiquseEand lieu, elle est efficace d'un point de vue
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expérimental pour une classe importante de grandes basemdaissances non monotones. Plus précisé-
ment, nous étendons a un cadre non monotone des résultattifaas récents liés a la résolution pratique
du probléme de satisfiabilité d’'un ensemble de clauses (32 Jait, la procédure de preuve employée se
base sur I'utilisation d’'une méthode de recherche locale S&T et sur une heuristique efficace lorsque
cette recherche locale n’a pu exhiber un modeéle. Nous I'eygpis au sein d'un formalisme de représen-
tation permettant des régles de raisonnement par défactpaiarités exprimées a I'aide de propositions
d’anormalités a la McCarthy. Un domaine d’applicationsidqye concerne les formes de raisonnement
révisable qui peuvent étre tenues au sujet d'un modéle «opdob d'un systéeme ou d’'un appareillage
complexe, ou les propositions d’anormalité sont utilispear représenter les défaillances possibles de
composants et ou un nombre limité de pannes peuvent susmmittanémeniGrégoire et al. 1998]

3.5 Coopération consistante et non-monotonie

Notre expérience dans le cadre de la détection et de ladatialn des inconsistances nous a conduits
a envisager I'extension et I'application de ces techniquams résoudre les problemes liés a la fusion et
a l'interaction des bases de connaissances dans un cadravei ¢oopératif. En effet, le probleme de
maintien de la consistance lorsque I'on fait interagir &tes sources d’informations est fondamental
dans de nombreuses applications: bases de données distyjlsystéemes multi-agents, travail coopératif,
etc. Dans ce cadre, nous avons montré que les techniquegaevons développées dans le cadre du
probleme SAT peuvent étre utilisées pour localiser lesnsiiances qui peuvent apparaitre lors de la
fusion de bases de connaissance. Cette étude a été réalsske dadre du projet inscrit au sein du contrat
de plan Etat Région « Ganymede : Travail coopératif et conications avancés ». Une partie de cette étude
est publiée dans le journal « Int. Journal of Cooperativerimtion Systems pMazure et al. 1997b]

3.6 Premier ordre fini

Les remarquables progrés obtenus dans la résolution diepretSAT conduisent naturellement a I'ex-
tension et l'application de ces techniques dans le cadra degique du premier ordre. Une approche
naive consiste a appliquer les algorithmes de SAT sur utenicigtion compléte de la formule du premier
ordre. Cette méthode peut provoquer une explosion contiiraEn effet, le nombre d’instanciations pos-
sibles peut étre extrémement large et méme infini. Dans cecad peut citer par exemple la méthode
« ModGen» développée par S.IK et H. ZHANG [Kim & Zhang 1994] pour résoudre des formules du
premier ordre fini. Cette technique se compose de deux madel@remier effectue une transformation
de la formule du premier ordre en formule propositionneflessforme CNF ; le second module utilisant
les techniques de SAT pour trouver un modeéle de la formulasDacadre du premier ordre fini restreint
aux interprétations de Herbrand, nous nous sommes inésrassprobléme suivant: sd#C' une base de
connaissances consistantefaeine formule, prouver la consistance B€' U f. Nous avons proposé une
technique efficace qui effectue une instanciation pagtielincrémentale de la base a partir des prédicats
de f. Cela permet d’éviter dans de nombreuses situations dhiegr completement la base. En d’autres
termes I'approche que nous avons proposeée se limite adfingition d'un sous-ensemble &' en rela-
tion avecf (partageant des prédicats). La résolution se fait égaledeemaniéere incrémentale au fur et a
mesure du processus d’instanciation. Ces travaux ont &liéé&s en collaboration avec EricRGGOIREet
Laure BRIsouX [Brisoux et al. 1998, Brisouxet al. 2000}
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Dans ce chapitre je présente mes perspectives de rechemhataet & moyen terme. Les pistes et
les détails techniques donnés dans certains cas mont&ttde maturité et le caractére a court terme de

certaines de ces perspectives.

4.1 Probleme SAT

Comme dans tout domaine de recherche, les résultats obtemigent a la fois les progres mais égale-
ment les limites des approches utilisées. Il est plus faeleontinuer a améliorer et a étendre les approches
traditionnellement utilisées que de trouver de nouvelistep originales qui permettront éventuellement
d’aller plus loin et de répondre aux limites des approcleditionnelles.

Sans prétendre a la paternité exclusive de ces pistes,gerieémes perspectives de recherche sur SAT
en deux axes:

— l'extension des approches traditionnelles;;

— I'étude d’autres approches.

34
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4.1.1 Approches traditionnelles
4.1.1.1 Aspects algorithmiques

Parmi les algorithmes de recherche systématiques a la BiRignam, on peut grossierement distinguer
deux catégories d'algorithmes:

— les algorithmes prospectifs : ils obtiennent leurs meills performances sur les problemes aléatoires
difficiles au seuil (e.g. CSAT, POSIT, Sato, Satz, CSAT, &ahl etc.).

— les algorithmes de type rétrospectif: il faut plutdt ledisedr pour résoudre des problémes réels ou
structurés (e.g. Relsat, Grasp, etc.).

Raisonner: Pour résoudre des problémes réels et des applications,planaét primordial de s’orienter
vers le développement de méthodes intégrant des formessdamament (e.g. utilisation de lemmes, de
regles de déduction). L'analyse des échecs est une formaistnnement. En effet, a 'opposé des pro-
blemes aléatoires, les instances codant des applicatetlss présentent des structures particulieres sur
lesquelles il faut raisonner. En d’autres termes, évitersdzes cas la d'utiliser des algorithmes dits de
« force brute ». Je pense qu’a I'avenir on trouvera plus didtigmes appartenant a la seconde catégorie ou
encore des techniques intégrant avantageusement les decipges.

Spécialiser: On sait que chaque algorithme admet ses formules privaéget ses formules difficiles. Il
semble impossible de mettre au point un algorithme qui obtit les meilleures performances sur tous
les problemes. Il me parait plus raisonnable d’essayerddajgper un algorithme qui résout efficacement
une classe de formules. Une technique qui résout efficaddessproblémes de circuits par exemple, mais
qui peut présenter un comportement catastrophique sutréd&atypes de formules peut rester pour moi
un bon algorithme. Les compétitions organisées dans leec8AT (DIMACS et Beijin) ont largement
contribué aux développement des recherches. En plus ducctengent général d’un algorithme, il me
parait nécessaire de prendre en considération le compantespécifique d'un algorithme (e.g. quelle est
la meilleure méthode disponible pour résoudre des prold@melanification ?).

Aprés la découverte du phénomene de seuil, OlivieBDis proposait I'idée de spécialiser les al-
gorithmes soit dans la recherche d’une solution, soit danmedherche d’'une contradiction. En effet, un
algorithme peut avoir des comportements tres différedtmsgue I'on suppose qu’il existe ou non une
solution. Cette idée intéressante ne me parait que tréslfgartent explorée et nécessite de I'étre systéma-
tiquement. Le challenge 1. proposé dans [Seletaal. 1997] concerne la résolution d’instances aléatoires
insatisfiables de 700 variables au seuil par une méthodelétenCette question est trés difficile (voir
“autres approches”). En revanche, résoudre des probléatiefiables de 700 variables au seuil par des
techniques complétes (spécialisées dans la recherchéutierss) me parait dans une certaine mesure plus
facile (SAT est NP-complet et UNSAT est Co-NP-Complet)eHitésente plusieurs intéréts: elle permet-
tra de se rapprocher plus des performances de la recheicdie ket d’avoir indirectement des intuitions
plus précises sur I'efficacité remarquable de la rechemtede sur de telles instances, etc. De plus, cette
guestion est loin d’étre évidente. Des travaux sont agoedht en cours dans cette direction.

Combiner: La mise au point de méthodes hybrides (en combinant différ@gorithmes) est un theme
de recherche actuel en optimisation combinatoire et enranognation logique par contraintes.

Nous avons montré dans le cadre de nos travaux précédeitssgpossible de combiner avantageuse-
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ment différentes approches (recherche locale et recheystématique). Dans ce cadre, nous envisageons
de continuer a explorer cette voie qui s’est déja révéléeleidn particulier, proposer d’autres schémas
de combinaison ou encore exploiter d’autre types d’infdioms. Par exemple, dans de nombreuses situa-
tions la recherche locale peut trouver une interprétatigrsatisfait toute les clauses sauf une (« Critical
Truth Assignment » ; notion caractérisant de nombreux grobk difficiles). Cette clause particuliére non
satisfaite est a prendre en compte dans I'algorithme d'é&nation. Le choix des algorithmes a combiner
est aussi une question importante. Nous signalons que cemificacement les techniques de recherche
locale et systématique correspond au challenge 7 propoSEp®IAN et al. [Selmaret al. 1997].

La résolution a été pendant longtemps écartée pour dessailocomplexité spatiale (et donc tempo-
relle). Les travaux récents de Laurent Simon et Philippet@icgdChatalic & Simon 2000] et de Dechter
[Dechter & Rish 1994] sur la procédure originale de Davis @hBm (1960), montrent clairement qu’on
a tout intérét a revisiter ce type d’approches. On peut éuahé noter que de nombreuses améliorations
ont été obtenues grace a I'utilisation de différentes fariitaitées de résolution dans la procédure DPL
(cf. section 2). Dans ce cadre, il me semble intéressansayes de combiner plus fortement la résolu-
tion et I'énumération (DPL). Par exemple, on peut tenter éleéfiicier des résultats obtenus en logique du
premier ordre sur les stratégies de résolution (e.g résallihéaire, SL-Résolution, etc.).

Pour réaliser une telle intégration, plusieurs questiersssent :

1. Quelle forme de résolution utiliser? (e.g. résolutiomige, saturation sur les clauses binaires, réso-
lution linéaire, etc.).

2. Quelles informations peut-on déduire ? ( e.g. taille ds®lvantes, leurs caractéristiques, etc.) et
surtout quelles sont les plus intéressantes? (e.g. binanetologique} etc.).

3. Quand et comment I'utiliser? (e.g. de maniére incréntepgar les clauses impliquant la variable de
branchement, en limitant le nombre de résolvantes).

En outre, en collaboration avec LaureBoux et Eric GREGOIRE, une étude préliminaire a été réalisée
autour de I'hybridation de différentes techniques de regtie locale [Brisoux-Devendeville 1999]. Des
résultats encourageant ont été obtenus grace a une invégiatdeux techniques de recherche locale aux
comportements complémentaires (WSAT [Selman & Kautz 1893] Break-Out methocb de MoRISS
[Morris 1993]).

Enfin, les résultats récents obtenus pamMgs et al. [Gomes & Selman 1997, Gomeisal. 1998] con-
firment I'importance de ce théme. Ces travaux ont été mofaEsune observation simple liée au com-
portement des différentes techniques de résolution. i, effir de nombreux problemes réels (e.g. pla-
nification, ordonnancement), les différentes méthodesdieerche présentent des variations importantes
en terme de performances. Autrement dit, des différengedfisiatives en temps d’exécution peuvent étre
constatées selon que I'on utilise différentes heurissgie le méme probléme, la méme heuristique sur
différents problémes, ou encore différentes exécutionselméme technique de recherche locale. Pour
minimiser ce phénomene et améliorer la résolution de cedggaoblémes, ils proposent deux approches,
la premiére est basée sur une intégration efficace de dittéadgorithmes (appeléeAdgorithm Portfolio
Design») [Gomes & Selman 1997], la seconde est basée sur une ex@c@petée d’'un algorithme de re-
cherche systématique, chaque exécution étant bornée pambre fixé de retour-arriere (appelé “cutoff”)
[Gomeset al. 1998]. Pour cette derniére approche, une perspectivestante consiste a étudier les possi-
bilités d’intégration de I'apprentissage des échecs éaitisn 2.4.2.2) pour améliorer les différentes étapes
de résolution (les exécutions répétées).

Implémenter efficacement: La résolution de problémes par ordinateur nécessite ndaraeunt la mise
au pointd’un algorithme mais également le choix de strestde données permettant de coder efficacement

1. Une résolvante tautologique entre deux clauses binaadsit une équivalence ou un ou-exclusif entre les deuabviss.
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les données. Une structure de données est efficace si eliepae réduire (au moins en pratique) le co(t
des traitements effectués sur une telle structure. Sarimisar la portée des heuristiques et des traitement
additionnels, le choix d’une bonne structure de donnéestitoa un point important dans la réalisation
d’'une implémentation efficace.

En outre, il suffit de parcourir les sources des meilleurdémgntations actuelles pour s’apercevoir des
nombreuses astuces (certaines sont trés discutablésdedit

— réduire au maximum le colt des mises a jour en utilisant lestsres de données supplémentaires
(la complexité en espace étant un parametre souvent nggligé

— retarder les modifications jusqu’au dernier moment,
— utiliser la programmation par effet de bord et les regish@ur les variables locales les plus utilisées,

— privilégier la non-lisibilité du programme en utilisargslinstructions les plus proches de la machine
(e.g. opérations sur les bits),

— minimiser les allocations mémoires (utilisation de tabbestatiques),

— etc.

Toutes les implémentations que nous avons réalisées ppgésent ne sont aucunement optimisées
et n'utilisent pas ces différentes astuces de programmalflans ce contexte, la comparaison des mé-
thodes devient malheureusement problématique sachate gheonometre est considéré comme I'arbitre
supréme. De plus I'implémentation des différents algaonits dans une méme plate-forme est tres diffi-
cile voire impossible a réaliser. Ce qui nous a conduits Bextrand MAZURE a développer une premiére
version de DPL utilisant des structures de données efficatcdifférentes astuces que nous avons jugées
intéressantes. Nous avons développé une heuristique lilgeaérique et une étape de pré-traitement par
résolution bornée trés efficace. La prochaine étape cersisitégrer les différents travaux précédemment
réalisés ou en cours de réalisations.

4.1.1.2 Fonctions booléennes générales et propriétés stiurelles

Pour se rendre compte des limites de la forme CNF, il suffitedmnder la structure des formules
codant les problémes réels. Je citerai par exemple lesnoesade circuits proposées par Joaovs
[Silva & e Silva 1999, Silva & Sakallah 2000], les instanceg dnodel checking de A. IBRE
[Biereet al.1999], les problemes de cryptographie de Massacci [Mas$8608)] (ces instances peuvent
étre téléchargées sur le site de SATE)BLe comportement des algorithmes développés sur SAT est as
sez décevant (en particulier la premiére classe d’algugtt les approches prospectives). Ce comporte-
ment s’explique en partie par la non prise en compte de la&tsir particuliére de ces problémes. En
effet, de nombreuses clauses ne sont que I'expression tbumelle booléenne générale de la forge=
f(zy,2zo,...,z,). Cette constatation simple conduit & reconsidérer le fosma étendu (cf. section 2.3.2)
pour résoudre ce type de problemes, en ne considérant querntesintes de la formge = f(z1,...,z,),
ou f est un connecteur logique\(V, < ) et éventuellement des formules de cardinalité simple. ute b
est d'essayer de mettre en ceuvre des méthodes capable®itexme telle structure. Il ne s’agit pas ici
d’'étendre les algorithmes classiques, mais de trouver ldesithmes plus adaptés et des techniques de
simplification spécifiques.

2. Dans la description de SatzNABULAGAN affirme que I'utilisation des types « char » et « unsigned ehpermet d’'accélérer
Satz de 25% [Anbulagan 1998]!
3. http://www.informatik.tu-darmstadt.de/Al/SATLIB
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4.1.1.3 Codage

Améliorer la phase de codage de problemes réels est uneigtbgeensable a la résolution efficace du
probleme proprement dit (voir par exemple, le challengedppsé par Selman [Selmanal. 1997] et le
theme 1 du GT 1.2 proposé par Dani@dBERREet Michel CayROL [Leberre & Cayrol 1999]). Souvent,
la maniére de modéliser un probleme (e.g. déterminer quogddsoreprésenter et quels types de relations
entres les objets) influe considérablement sur la difficdéééésolution du probleme. Dans le cadre des
applications il est important de considérer a la fois leslemrations au niveau algorithmique et du codage.
Un bon codage est un codage qui favorise une résolution @ffican sait par exemple que la notion de
clauses redondantes a une influence sur I'efficacité desgthignes de résolution (recherche locale et DPL).
De nombreux nombres de Ramsey restent actuellement inspaniconnait pour certains des majorants
et/ou minorants. Résoudre ce type d’instances nécessfieearier lieu de trouver un codage efficace. La
notion de symétries fortes introduite dans ma thése pedtiboar a atteindre un tel objectif.

4.1.2 Autres approches
4.1.2.1 Résolution étendue

Le principe d’extension a été introduit pasHITIN [Tseitin 1968]: soientF une formule booléenne,
a, et~ des variables booléennes, Glet v sont de variables d& et « une variable (supplémentaire)
n’‘apparaissant pas dars alors.F est satisfiable si et seulementBiA {a < (3 V ~}) est satisfiablé.
Par I'ajout d'une variable supplémentaire pour représamte formule intermédiaire, on obtient une for-
mule équivalente pour SAT. Cette opération d’ajout est Egpegle d’extension. La résolution étendue
est obtenue en augmentant la résolution par la régle d'sixtenDes preuves courtes ont été obtenues
pour de nombreux problemes difficiles pour la résolutiorobfgme des pigeons [Cook 1976], formules
de Tseitin [Tseitin 1968], probléemes de Ramsey (a deux cos)j¢Krishnamurthy 1985], etc. Ces preuves
ont été obtenues grace a une introduction appropriée dablesi supplémentaires représentant des sous-
formules. En utilisant ces variables intermédiaires, dteéle construire des résolvantes longues. Ce prin-
cipe revient a introduire des lemmes pour raccourcir lesy@e. Pour exploiter et implémenter une telle
méthode, il est nécessaire de répondre a deux questionsnmeat introduire de telles variables? » et
« quelle fonction intermédiaire représenter? ». Ce quitrpas du tout évident. En effet, la puissance
d’'une telle méthode n’est plus & démontrer, mais sa mise emeopuatique reste une question difficile.
Il suffit de voir le nombre d’auteurs (liste non exhaustiveqst proposé cette perspective de recherche
[Sais 1993, Castell 1997, Selman 1995, Edwards 1996, M489@]. Une piste intéressante est d'exploiter
les liens entre I'extension et des notions plus exploisbla notion de clause bloqug&ullmann 1999b]
et les NPS [Dubois & Boufkhad 1997].

4.1.2.2 De la structure dans les instances aléatoires?

Les instances aléatoirés— S AT ne présentent apparemment aucune forme de structure. djgzco
ture forte: les instances aléatoires insatisfiables conéiBt un noyau minimalement inconsistant conte-
nant des régularités (e.g. symétries). On sait par exermgpke,pour un nombre de clauses fixe, plus le
nombre de variables augmente plus le seuil tend vers uneidan@-1. En d’autres termes, le nombre

4. Plus généralement on peut ajoutera I'ensemble de clauses codant une fonction booléenne plugrgé a =
f(z1,22,...,2) aveca ¢ var(F) etVe € {z1,z2,...,21}, ¢ € var(F). Lensemble de clauses ajoutées est appelé extension.

5. Une clause&” de F est dite bloquée sl € C,VC’ € F, tel que~l € C’ , Res;(C,C") est tautologique.

6. Une solutions de F est dite NPS ssi l'interprétatios’ obtenue en inversant n'importe quelle variable intergrété aux
contreditF.
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de clauses redondantes diminue (pour une étude sur leesleedondantes [Boufkhad & Roussel 2000,
Mazureet al. 1998]). Je crois également que lors de la résolution de @dgmproblémes, il n'est pas exclu
que les mémes sous-problémes a un renommage de varialdesoBt rencontrés. Ce qui me conduit &
proposer ci-dessous une généralisation du théoréme degmadiu modéle via la symétrie : soiefff; et

F; deux ensembles de clausesraine application (bijective) de I'ensemble des variableggdans I'en-
semble des variables d&;, tel ques(F;) C F;, alors siF; est insatisfiable alor$; est insatisfiable. Le
probléme est que trouver un tekest équivalent au probléme d’isomorphisme de sous-grdphgsobléme
NP-Complet).

4.1.2.3 Résolution de SAT par comptage

Une autre technique qu'’il est important de revisiter me ppétee la méthode basée sur le comptage des
interprétations (non solutions) proposée panmA [lwama 1987, Iwama 1989]. Cette méthode, appelée
aussi algorithme des ensembles indépendants, calculelereal’interprétations supprimées et qui permet
de décider de la satisfiabilité de la formule. Il a été montuéel part que cet algorithme admet un compor-
tement complémentaire aux autres techniques a base d'éationé et d’autre part que sa complexité en
moyenne sur les instances du modeéle de probabilité fixé gstqriale.

4.1.2.4 Formule CNF et représentation en terme de graphes

Il s'agit ici de voir les différentes représentations d’daenule CNF en terme de graphe (e.g. les som-
mets représentent les clauses et les arétes représemexepaple I'existence de résolvantes entre deux
clauses, etc.) et d’exploiter ensuite une telle structuree voie possible consiste a étudier les possibili-
tés d’adaptation de certains résultats de CSP, traitarst dédomposition de CSP (regroupement en arbres
[Dechter & Pearl 1989], ensemble coupe-cycle [Dechter 1,98§roupement cyclique [Jégou 1990]), etc.).
Plus généralement la notion de décomposition est liée dflaudtié du probleme. En effet, les problémes
difficile tendent a étre connexes (e.g. les instances atéajdes problemes structurés), donc difficilement
décomposables. Ce qui n’est & mon avis pas le cas des prabtéeie. Cette perspective admet des liens
avec I'étude que nous avons commencée sur la généralishititréoreme de partition du modéle (cf. sec-
tion 2.4.2.1).

4.2 Autour de SAT

4.2.1 Problémes de satisfaction de contraintes

Dans ce cadre, nous envisageons de poursuivre notre tdarsl plusieurs directions détaillées ci-
dessous.

4.2.1.1 Filtrages et algorithmes de résolution

Il s’agit dans un premier temps de valider expérimentaldiesrdeux approches proposées (cf. section
3.1). Un algorithme de type MAC est actuellement implémelndépremiere approche utilisant une forme
partielle de filtrage par consistance de chemin est égalentégrée. Il reste a analyser son comportement
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sur différentes classes de CSP, et plus particulieremeigsCSP structurés. Pour ce qui est de la seconde
approche (« Singleton arc consistance »), une étude eslllaotent conduite en collaboration avec Assef
CHMEISS et Christian EESSIERE

4.2.1.2 Heuristiques

Nous pensons que des améliorations significatives peunente étre obtenues en utilisant des raffi-
nements plus puissants des heuristiques classiques. éinseff de nombreux problémes, les heuristiques
traditionnelles ne permettent pas de discriminer suffisamnantre les différentes variables. Ce qui est
le cas de I'heuristique de choix de la variable ayant le damadie taille minimum («min dom»), et a
moindre échelle I'heuristique minimisant le rapport &itlu domaine sur le degré de la variablenin
(dom/deg)» ). La prise en compte du degré de la variable dans la fondgos€lection a permis une amé-
lioration significative. Il s’agit d’aller plus loin en prant en compte le voisinage immédiat de la variable.
Les caractéristiques du voisinage peuvent étre soit iGésgians I'heuristique de départ, soit utilisées pour
départager les variables fie-breaker). L'idée de tenir compte du voisinage vient du fait queféafation
d’'une valeur a une variable a une incidence immédiate swaleables voisines. Pour montrer I'intérét de
ce travail, nous avons commencé par établir un générateGSeeréguliers (toutes les variables ont non
seulement la méme taille du domaine, mais également le mégré)d Ce modéle permet de générer des
instances beaucoup plus difficiles que celles obtenuesspantiéle standard. Ceci s’explique par le fait
que les meilleures heuristiques basées sur des paramgitagiques comme la taille des domaines et le
degré de la variable ne font aucune différence entre leablas. Au premier niveau de 'arbre, la taille
du « tie-breaker est égale au nombre de variables. Cette remarque suggdler dérs des fonctions de
sélection prenant en compte la sémantique des contraintes.

J'ai essayé récemment de résoudre un CSP aléatoire génse@ihen utilisant les différentes tech-
niques de SAT sur le codage CNF de l'instance CSP. Le compertedes meilleurs algorithmes (Satz,
CSAT, etc.) a été catastrophique, alors que I'algorithmeQvivec une heuristique min dom/deg» a
résolu le probléme en moins d’'une seconde. Ce comportenespligue par le fait que MAC exploite la
structure du graphe de contraintes, ce qui n’est pas le caalgierithmes de SAT. Ce qui nous a conduits a
étudier les pontages entre les heuristiques de SAT et aERESP. Des résultats trés intéressants ont déja
été obtenus. L'équivalent demin dom/deg> permet de généraliser I'heuristiquéfoms» utilisée dans
le cadre SAT. Il reste a étudier le comportement d’une tedleristique. On peut déja affirmer que cette
nouvelle heuristique « retrouve » d’une certaine maniesériecture du graphe.

4.2.1.3 Extension de la substituabilité de voisinage

La relation desubstituabilité du voisinagéVS) sur les valeurs d’'une variable a été définie dans
[Bellichaet al. 1994] : pour deux valeursetb du domaine de la variable, on dit quen est voisinage sub-
stituable paw si et seulement si 'ensemble des valeurs compatibles@estinclus dans 'ensemble des
valeurs compatibles avécLa valeura peut étre supprimée du domainexjeout en obtenant un CSP équi-
valent pour la satisfiabilité. Ce qui permet de définir debriggues de filtrage par VS [Bellichet al. 1994].
L'extension de VS (EVS) que jai obtenue est la suivantet b sont dits EVS ssi I'ensemble des valeurs
compatibles avea admet une intersection non vide avec I'ensemble des vateumpatibles aveé sur
chacune des variablegg voisines de la variable;. Cette notion ne permet pas de supprimer la vateur
comme pour VS, mais elle peut étre utilisée dans le cadrelgestames de recherche pour couper des
branches de I'arbre. En effet, on peut considérer un selg fpgrmi ceux du produit cartésien des sous-
domaines (valeurs appartenant a I'intersection) deshasasoisines. Une utilisation dynamique de cette
notion, permettra de couper des branches de I'arbre dendwhet d'éviter par conséquent une explora-
tion redondante de I'espace de recherche. Il reste d’'uriépalider expérimentalement cette approche et
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d’autre part de voir si cette extension est équivalente auanka notion de NPS (&legative Prime Solu-
tion ») proposée par YacinedJFKHAD [Boufkhad 1996] dans le cadre SAT. Ce dernier point mérite de
investigations supplémentaires. Indépendamment, urte &uwr I'extension des NPS au cadre CSP a été
entamée par Yacine@®@JFKHAD et Assef GIMEISS.

4.2.1.4 Compilation et représentation d’ensembles de sdlans

Trouver toutes les solutions d’un CSP est une des questioad’'on peut se poser dans le cadre
CSP, et qui admet une utilité dans de nombreuses situatl@8P: dynamiques, résolution interactive de
CSP, problémes de configurations, probléme de conceptierattive, etc. (projet CSPFlex du PRC-IA
[CSPFlex 1995]). En plus du probléme de calcul d’un tel erderde solutions (qui peut étre de taille
exponentiel dans le pire cas), de nombreux auteurs ont péogifférents modes de représentation uti-
lisant par exemple les automates [Vempaty 1992, Amilhd€e9], les diagrammes de décision binaires
[Bouquet & Jégou 1997], etc. Un sous-groupe de travail audeuce theme a été proposé par LvA-
HASTRE, P. ANSSENet M.C. VILAREM dans le cadre du GT 1.2 du GdR 13.

Dans ce cadre, nous pensons utiliser I'algorithme M(AC-Hrfeiss & Sais 2000] (cf. section 3.1) pour
calculer une représentation compacte de I'ensemble deswduEn effet, chaque solution partielle trouvée
par M(AC+) représente un sous-ensemble de solutions. e |pI€SP simplifié par une telle solution est
un CSP traitable. Une perspective consiste a étudier lensixins possibles des approches de compilation
treés largement développées dans le cadre propositionR€ &B. Par exemple, les approches développées
dans [Boufkhackt al. 1997] (cf. section 3.2) peuvent étre naturellement étemduecadre CSP.

4.2.1.5 CSP n-aire

Dans le cas des CSP binaires, de nombreux travaux ont égetalitour des filtrages (e.g. consistance
d’'arc, consistance chemin, singleton arc consistancg, s classes traitables, etc. Pour obtenir des al-
gorithmes efficaces dans le cas n-aire [Bessiére 1999], ersp@ctive intéressante consiste a étudier ces
questions dans le cas n-aires. On peut noter d’ailleurs atie orientation vers I'étude des CSP n-aires.
Comme pour la forme CNF, cette tendance a été motivée pastdutéon des problémes réels dont les
contraintes portent généralement sur plus de deux vasiable

4.2.2 Procédures de preuve pour les logiques non standard

Les problémes émanants de logiques non standard sont gaigsrdifficiles: leur complexité se situe
généralement au deuxieme niveau de la hiérarchie polynén@apendant, comme pour le probleme SAT
les applications réelles sont loins de présenter le casitedd@ifavorable. Dans la mise en ceuvre de méthodes
de preuves pour les logiques non standard, il estimportapadir d’applications réelles, et de tenir compte
des caractéristiques propres de telles applicationgedquittiliser des techniques heuristiques. L'étude que
nous avons réalisée dans ce cadre est un premier pas dandimsttion. Comme je I'avais signalé, c’est
grace a Eric ®REGOIRE et a Pierre M\RQUIS que j'ai fait mes premiers pas dans cette problématique.
Il s’agit dans un premier temps d’essayer de progresserldarmmpréhension des différentes approches
développées dans ce domaine, et d’étudier ensuite lebpibéside mise en ceuvre de telles procédures de
preuve.
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4.3 Applications

J'ai tres largement utilisé les termes “applications” gblémes réels” dans le cadre de cette synthese.
Outre l'intérét d'utiliser les instances issues d'apgimas réelles comme base de tests pour I'évaluation
pratique des techniques de résolution mise en ceuvre, il naét raportant de considérer les applications
depuis la phase de modélisation jusqu’a la résolution esgpapar I'étape de codage. En plus du lien étroit
entre ces différentes phases, cette approche permet salieeniber de nouvelles directions de recherche.
En effet, les applications permettent de montrer non seztétas limites des méthodes de résolution, mais
également les difficultés de représentation.

De plus, de nombreuses applications (e.g. planificatiaigrumancement) peuvent étre résolues en uti-
lisant différentes techniques issues de différents doesaa.g. recherche opérationnelle, intelligence ar-
tificielle). Il est important de continuer dans ce cadre d@iétules liens entre ces différentes approches et
les possibilités d'intégration des techniques issuesldeet de la RO. Les résultats obtenus ces derniéres
années sur ce sujet montrent I'importance de continuereedg rapprochement.

Les arguments développés ci-dessus montrent I'importdince telle perspective ; je reste cependant
conscient des difficultés et du travail nécessaire poue faiir pas significatif dans cette direction. Néan-
moins, j'envisage une telle démarche pour mes travauxdgutur
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6.1 Encadrement de la recherche et animation scientifique

6.1.1 Activités d’encadrement

Thesegco-encadrées et sous la direction du Pr. Eric Grégoire)

— Bertrand MazURE, septembre 95 a janvier 99
Titre : De la Satisfaisabilté a la compilation de Bases dena@sances Propositionnelles
Mention: Trés Honorable
Fonction actuelle : Maitre de conférences a I'Universitértbis (Faculté des Sciences Jean Perrin)
depuis le 01/09/99

— Laure BRiIsoux, septembre 96 a décembre 99
Titre : Satisfaisabilité Propositionnelle en InformatquAspects Algorithmiques et Extensions du
Formalisme

Mention: Trés Honorable
Fonction actuelle : Maitre de conférences a I'Universit®mrdie Jules Verne depuis le 01/09/00

Mémoires de DEAco-encadrés avec EricREGOIRE

— Bertrand MAzZURE, mémoire de DEA, année 94-95, « Expérimentations, anatyasmélioration des
méthodes de résolution du probleme SAT »

— Laure BRisoux, mémoire de DEA, année 95-96, « De la logique des proposiaorpremier ordre
fini »

6.1.2 Participation a des jurys de thése

— ANBULAGAN, Thése de I'Université de Technologie de Compiegne
Titre : Hypothése de contrainte : une explication de la réussitthderistigue UP dans la résolution
des problémes de satisfiabilité des expressions booléennes
Date de soutenancguin 1998
— David MARTINEZ, Thése de I'Ecole Nationale Supérieure de I'Aéronauticei@alilouse,
Titre : Résolution interactive de problémes de satisfaction d¢ramtes
Date de soutenancelécembre 98
— Bertrand MAZURE, Thése de I'Université d’Artois,
Titre : De la satisfaisabilté a la compilation de bases de cormaiss propositionnelles
Date de soutenancganvier 99
— Laure BRisoux, Thése de I'Université d’Artois,
Titre : Satisfaisabilité propositionnelle en informatique : &g algorithmiques et extensions du For-
malisme
Date de soutenancalécembre 99
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6.1.3 Participation a des comités de programme et d’organéion

— Membre du comité de programme des « 5émes Journées Natiawl la résolution Pratique des
problémes NP-Complets », INPC’99, Lyon, 1999

— Président du comité de programme et membre du comité dimaon des « 4éme Journées natio-
nales sur la résolution pratique des problemes NP-ComypldtsPC’98, Ecole des Mines de Nantes,
27-29 Mai 1998.

— Président du comité de programme et membre du comité dimafzon du « Workshop on advances
in propositional deduction », ECAI'96, Budapest, 1996

— Membre du comité de programme des « 3émes Journées Natawl la résolution Pratique des
problémes NP-Complets », INPC'97, Rennes, 1997

— Membre du comité de programme « 2eme Rencontre des Jeuresh€lrs en |A », RICIA94,
Marseille, 1994

6.1.4 Participation a des projets de recherche

— Projet du PRC IA « Booléens: Algorithmes et Heuristiquesrfddintelligence Atrtificielle» (BA-
HIA), Période 92-94.

— Projet du PRC IA « Classes polynomiales », Période 92-94.

— Groupe de Travail du PRC IA « aspects algorithmiques dedaluéon de problémes exprimés a
l'aide de contraintes », période 95-96.

— projets de rechercheABiYMEDE et GANYMEDE |I, Contrat de plan Etat/Région Nord—Pas-de-Calais
sur le théeme : «Communication Avancée et Activités Coopérab.

6.1.5 Relecture d’articles

International Joint Conference on Atrtificial Intelligen@JCAI), 1997 et 1999.

International Conference on Constraint Programming (C897.

European Conference on Artificial Intelligence (ECAI)989

International Symposium on Theoritical Aspects of Corep&cience (STACS), 1999 et 2000.
Congrés Reconnaissance des Formes et Intelligence igttdi(RFIA), 1996.

Journées Nationales sur la résolution Pratique de prad@&P-Complets (JNPC), 1997 a 1999.
Conference Nationale des Jeunes Chercheurs en Inteéigetificielle (RICIA), 1994.

Revue d’Intelligence Artificielle (RIA), 1998.

6.2 Publications

6.2.1 Theése

[1] Sais L., "Etude des symétries et de la cardinalité erutglopositionnel : applications aux algorithmes
sémantiques", Thése de doctorat de 'université de Prevénarseille, 5 février 1993.
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6.2.2 Edition d'actes de conférences

[2] Sais L. (ed.), Actes des 4eme journées nationales séstdution pratique des problémes NP-Complets,
Ecole des mines de Nantes, Mai 1998.

6.2.3 Ouvrages et chapitres d’ouvrages

[3] Bessant B., Grégoire E., Marquis P., Sais L., “Iteratgdt&x-Based Revision in a Nonmonotonic Set-
ting”, in: M.-A. Williams and H. Rott (eds.), Frontiers in Bef Revision, Kluwer Academic Publishers,
2000 (sous presse).

[4] Grégoire E., Sais L., “Practical Inconsistency Managstrfor Critical-Tasks Decision Support Sys-

tems”, in: D. Ruan (ed), Fuzzy Logic and Intelligent Teclogiés for Nuclear Science and Industry, World
Scientific, Singapour, pp. 384-391, 1998.

6.2.4 Articles publiés dans des revues d’audience internanale avec comité de ré-
daction

[5] Brisoux L., Grégoire E., Sais L., “Checking depth-ligdtconsistency and inconsistency in knowledge-
based systems”, Int. Journ. of Intelligent Systems, 20009 presse).

[6] Grégoire E., Sais L., “Practical inconsistency managetfor critical-tasks decision-support systems *,
Int. Journ. of General Systems, vol. 29, n 1, pp. 123-1400200

[7] Mazure B., Sais L., Grégoire E., “Boosting complete tggues thanks to local search”, Annals of
Mathematics and Artificial Intelligence, vol.22, pp. 312231998.

[8] Mazure B., Sais L., Grégoire E., “An efficient techniqueensure the logical consistency of coope-
rative agents”, Int. Journ. of Cooperative Informationt8yss, vol. 6, no 1, pp. 27-36, 1997.

[9] Benhamou B., Sais L. “Tractability through symmetriaspropositional calculus”, Journal of Auto-
mated Reasoning, 12: 89-102, 1994.

6.2.5 Communications a des manifestations internationateavec comité de sélec-
tion
- Congreés internationaux, avec comité de sélection et actes

[10] Chmeiss A., Sais L., “About Local consistency in Soty@@SPs”, Int. Conference on Tools and Artifi-
cial Intelligence ICTAI'00, Vancouver, Canada, 2000.

[11] Grégoire E., Sais L., “Modelling and checking compléscdete critical system”, Proc. of the Int.
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Conf. on Modelling and Simulation (MS’2000), R. Berriel, Mernandez, R. Montenegro and J. Rocha
(eds.), pages 233-240, Las Palmas de Gran Canaria, Sp&i, &ptembre 2000.

[12] Brisoux L., Grégoire E., Sais L., “Improving backtras&arch for SAT by means of redundancy”,
Proc. of the 11th Int. Symposium on Methodologies for Ingelht Systems (ISMIS’99), Z.W. Ras and A.
Skowron (eds.), Varsovie, Pologne, LNCS 1609, Springer3pf-309, juin 1999.

[13] Mazure B., Sais L., Grégoire E., * System DescriptiofiRICPlatform for SAT *, Proc. of the 15th Int.
Conf. on Automated Deduction (CADE-15), C. Kirchner et Hrdfiner (eds.), Lindau, Allemagne, LNCS
1421,Springer, pp. 124-128, juillet 1998.

[14] Bessant B., Grégoire E., Marquis P., Sais L., “* Comljmionmonotonic reasoning and belief revision:
a practical approach “, Proc. 8th Int. Conf. on Artificialétiigence - Methodology, Systems, Applications
(AIMSA98), F. Giunchiglia (ed.), Sozopol, Bulgarie, LNCI2I80, Springer, pp. 115- 128, septembre 1998
(Best Paper Award).

[15] Boufkhad Y., Grégoire E., Marquis P., Mazure B., Sais Mractable Cover Compilations “ Proc.
of the Int. Joint Conf. on Artificial Intelligence( IJCAI'97Nagoya, Japon, pp. 1201-1206, aolt 1997.

[16] Grégoire E., Mazure B., Sais L., “A comparison of two aggthes to inconsistency detecting” Proc.
European Symp. on Intelligent Techniques, 20- 21 Marchi, Baty, 1997.

[17] Mazure B., Sais L., Grégoire E. “ Local search for comrsense reasoning “ In D. Gabbay (ed.),
Proc. of the Int. Joint Conference on qualitative and quaiite practical reasoning, LNCS 1244,Springer,
Bad Honnef, Allemagne, pp. 122-130, juin 1997.

[18] Mazure B., Sais L., Grégoire E. “ Tabu Search for SAT “p®rof the 14th Nat. Conf. on Artifi-
cial Intelligence, AAAI'97, pp. 281-285, Providence, Rigodland, USA, July 27-31, 1997.

[19] Mazure B., Sais L., Grégoire E., “Detecting logical ansistencies”, Proceedings of the Int. Sym-
posium on Atrtificial Intelligence and Mathematics, pp. 11&t, Fort Lauderdale, Florida U.S.A., January
1996.

[20] Mazure B., Sais L., Grégoire E., “A powerful heuristiclbcate inconsistent kernels in Knowledge-
Based Systems”,Proceedings of the 6th Int. Conference fonnhation Processing and Management of
Uncertainty in Knowledge-Based Systems IPMU’96, Vol. 3, pp65-1269, Granada Spain, July 1996.

[21] Mazure B., Sais L., Grégoire E., “SUN: A multistrategiatform for SAT”, First Int. Competition
and Symp. on Satisfiability Testing , Beijing China, Marct®&9

[22] Sais L., “Finding non isomorphic solutions”, In P. Jomd and V. Sgurev, editors, Proceedings of the
6th Inter. Conference on Al : Methodology, Systems and Aggtion AIMSA'94, pp. 35-44, Sofia Bulgaria,
Sept 21-24, 1994.

[23] Benhamou B., Sais L., “Two proof procedures for carliipdased language in propositional cal-
culus”, In P. Enjalbert, E. W. Mayr, K. W. Wagner (eds.), imErof the 11th Int. Symposium on Theoritical
Aspects of Computer Science STACS'94, LNCS 775, pp. 71-82ndrance, Feb 24-26, 1994.

[24] Benhamou B., Sais L., “Theoretical study of symmetingsropositional calculus and applications”. In
D.Kapur (ed.), in Proc. of the 11th International Confeena Automated Deduction (CADE’11), LNCS
607, pp. 281-294, New York, June 1992.

- Workshop a des congreés internationaux, avec comité detsieet actes
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[25] Bessant B., Grégoire E., Marquis P., Sais L., “Syntazdal belief revision through local search *,
Proc. International Belief Revision Workshop, Trentenjub98.

[26] Grégoire E., Mazure B., Sais L., “ Logically-completeél search for propositional nonmonotonic
knowledge bases “, Proc. of the 7th Int. Workshop on NonmamiotReasoning, |. Niemela et T. Schaub
(eds.), pp.37-45, Trente, juin 1998.

[27] Brisoux L., Sais L., Grégoire E., “Validation of knovdge-based systems by means of stochastic
search”, Proc. DEXA Workshop on Verification, Validationdalmtegrity Issues in Expert and Database
Systems, R.R. Wagner (ed.), Vienne, IEEE Computer Presd,1pp6, septembre 1998.

[28] Sais L., “SAT : Experiments meet theory”, In T. Walsh {eth Proceedings of the ECAI'96, Workshop
on Empirical Al, Budapest Hungary, August 1996.

[29] Grégoire E., Sais L., “Inductive reasoning is sometirdeductive”, In P. Falch (ed.), in Proc. of the
ECAI'96 Workshop on Abductive and Inductive Reasoning, 3§39, Budapest Hungary, August 1996.

[30] Mazure B., Sais L., Grégoire E, “Twsat: a new local skaigorithm for SAT. performance and analy-
sis”, Proceedings of the CP’95 Workshop On Solving ReallydHroblems, pp. 127-130, Cassis France,
September 1995.

[31] Sais L., “Characterization of the set of models by meafreymmetries”, Proceedings of the second
Workshop on the Principles and Practice of Contraint Prognang(PPCP’94), Orcas Island, Washington
USA, May 2-4 1994.

[32] Sais L., Génisson R., “Some Ideas on Random GeneratighSat Instances”, J.M. Crawford and
B. Selman (ed.), in Proc. of the AAAI'94 Workshop On Experimted Evaluation of Reasoning and Search
Methods, pp. 91-93, July 31-August 1, Seattle, USA, 1994.

[33] Sais L. “A Computational Study of DP with Symmetry on HaBatisfiability Problems”, in Proc.
of the AAAI'94 Workshop On Experimental Evaluation of Reasw and Search Methods(AAAI- 94), pp.
52-56, July 31-August 1, Seattle, USA, 1994.

[34] Sais L., Génisson G., “Towards an understanding of Isatdfiability problems”, In Geoff Sutt-
cliffe (ed.), in Proc. of the Workshop On Experimental Exalan of Automated Theorem Proving Sys-
tems(CADE’12), pp. 24-29, June 28-July 1, Nancy, France419

[35] Benhamou B., Sais L., Siegel P. “Dealing with symmstiie propositional calculus”, Workshop on
Tractable Reasoning (AAAI'92), pp. 1-5, San Jose, Califmrh2-17 July 1992.

[36] Benhamou B., Sais L., Siegel P. “Dealing with cardityalormulas in propositional calculus” Work-
shop on Tractable Reasoning (AAAI'92), pp. 6-12, San Josdéif@nia, 12-17 July 1992.

[37] Benhamou B., Sais L., “Study of symmetries in proposidil calculus”, Intern. Workshop on Computer
Science, Annaba, pp. 78-102, 16-18 Décembre 1991.

6.2.6 Conférences d’audience nationale avec comité de s#ien

[38] Brisoux L., Sais L. et Grégoire E., “Recherche localersvune exploitation des propriétés struc-
turelles”, Actes des 6iemes Journées Nationales sur laliR&soPratique des Problemes NP-complets
(JNPC-00), Marseille, pp. 243-244, 2000.
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[39] Rauzy A., Sais L. et Brsoux L., “Calcul Propositionn®krs une extension du formalisme”, Actes
des 5iémes Journées Nationales sur la Résolution Pratasuerdblémes NP-complets (JNPC- 99), Lyon ,
pp. 189-198, 1999.

[40] Brisoux L., Sais L. et Grégoire E., “Mieux exploiter léshecs au sein des arbres de recherche a
la Davis et Putnam”, Actes des 4iémes Journées Nationalda Résolution Pratique des Problemes NP-
complets (JNPC-98), Nantes, pp. 31-39, 1998.

[41] Mazure B., Sais L., Grégoire E. “Deux approches pouétmlution du probleme SAT”, 2éme confé-
rence nationale sur résolution pratique des problémes diRplets (CNPC’96), pp. 103-114, Dijon France,
Mars 1996.

[42] Benhamou B., Sais L., “Formules de cardinalité et syim&en calcul propositionnel”, Rencontres na-

tionales des jeunes chercheurs en Intelligence Artifei@JCIA92), pp. 242-256, 7-9 Septembre, Rennes
1992.

6.2.7 Tutoriels

[43] Crawford J., Sais L., “Symmetries”, First Int. Compieth and Symposium on Satisfiability Testing ,
Beijing China, March 1996.

6.2.8 Posters

[44] Mazure B., Sais L., Grégoire E., “Local search for cotiminormal circumstances models”, B. Reush
(ed.), in Proc. of the computational Intelligence Conf.e€ity and application), LNCS 1226, Springer,
Dortmund, pp. 565-570, avril 1997.

6.2.9 Articles collectifs

[45] Groupe Bahia, “Etude Comparative de Trois Formalisere€alcul Propositionnel”, Actes des 5émes
journées nationales du PRC-GDR Intelligence Artificielleknea, p. 125-157, 1-3 Février, Nancy 1995.

[46] Projet Inter-PRC: “Classes Polynomiales: Travaux ésitats”, Actes des 5émes journées natio-
nales du PRC-GDR Intelligence Atrtificielle. Teknea, pp.&-2-3 Février, Nancy 1995.

[47] Groupe Bahia,. “Etude Comparative de Trois FormalisereCalcul Propositionnel”, Actes des 4eémes

journées nationales du PRC-GDR Intelligence Artificielleknea, p. 239-318, 19-21 Octobre, Marseille
1992.

6.2.10 Colloques et journées sur invitation

[48] Benhamou B., Sais L., Siegel P., “Détection et utilmaties symétries en calcul propositionnel”. Jour-
née meta-inference Pole "D" du PRC-IA, Paris (Laforia) 3&wgbre 1990.
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[49] Benhamou B., Sais L., Siegel P., “Some results on symesein propositional calculus”, A. Col-
merauer (ed.) In Proc. Workshop on Constraint and Logic rRrmagiing (WCLP’92), Luminy, Marseille
1992.

6.2.11 Rapports internes

[50] Benhamou B., Sais L., “Etude des symétries en calcydgsitionnel”, Rapport de Recherche de I'Uni-
versité de Provence, Marseille, MAIUP 91 - 01 Janvier 1991.

[51] Benhamou B., Sais L., “Cardinality formulas in progmsial calculus”, Rapport de recherche de I'Uni-
versité de Provence, Marseille, LIUP 92 - 01 Janvier 1992.

6.2.12 Articles soumis

[soumis] Grégoire E., Mazure B., Sais L., “Using failed log@arch as an oracle for tackling harder opti-
mization problems more efficiently” (soumis au Journal ofiHgtics).

6.2.13 Travaux en cours

[en cours] Grégoire E., Marquis P., Mazure B., Sais L., “Sugénéralisation du théoréme de partition du
modéle”

[en cours] Sais L., “Extension de la substituabilité de maige”.
[en cours] Bessiere C., Chmeiss A., Sais L., “Autour dellsgtion de la singleton arc consistance (SAC)".

[en cours] Bessiere C., Chmeiss A., Sais L., "CSP: heutssale choix de variables et de valeurs”.

6.2.14 Rapport d’activités

— rapport de synthese sur les activités de recherche du GXd algorithme, Mai 2000.

6.2.15 Séminaires

— “Probleme SAT: aspects algorithmiques et extension dudtisme”, LRI, Université d’Orsay,3 dé-
cembre 1999.

— “Résolution du probleme SAT”, groupe NOn Monotone, LIFR9S8.
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— “Problemes de Satisfaction de Contraintes(CSP)/ Stttk (SAT) : Survol et liens”, séminaire de
DEA LIFL, décembre 1999.

— “Autour de l'influence du codage en calcul propositionneXposé a la réunion du théme 1 du GT12,
IRIT, Toulouse, 26 janvier 2000.

— “Problémes de satisfactions de contraintes”, sémina&i@EA LIFL, novembre 2000.
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Activités administratives

Sommaire

7.1 Mandats électifs . . . . . ... 70
7.2 Responsabilitésdiverses . . . . . ... 70

7.1 Mandats électifs

Membre élu du conseil scientifique de I'Université d’Ag¢1997 -... )

Membre extérieur de la commission de spécialistes, 27éntmr Université d’Amiens(1998.- .)
Membre extérieur de la commission de spécialistes, 27eéni®a Université de Valenciennes(1999
=)

Membre de la commission de documentation de I'Universiétdis (1997 - 1999).

7.2 Responsabilités diverses

Enseignement
— Responsable des forums carriéres (depuis septembre. 1999)

— Responsable du suivi des anciens étudiants du départémiembatique (depuis septembre
1999).

— Gestion et administration du réseau d’enseignement siudows-NT(année 1997).
— Responsable de la gestion d’une salle TP sous Unix (anré$.19
Recherche
— Responsable des séminaires au Centre de Recherche endtipre de Lens (1995-2000).

— Co-responsable avec Philippecbu (Aix-Marseille 111) du groupe de travail GT1.2 « axe al-
gorithme » du GdR-I13, depuis mars 1999.

— Responsable de la maintenance du site web du GT1.2 du GdR 13.
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Chapitre 8

Activités d’enseignement

Sommaire
8.1 SYNOPSIS . . . . . 71
8.2 Contenudétaillé . . . . . . . . ... 72
8.3 Autres activités liées al'enseignement . . . . . . .. ... 74

8.1 Synopsis

— Public:
2éme cycle:
Maitrise d’Informatique.
Maitrise d’'Ingénierie Mathématique.
Licence d’Informatique.
Licence de Mathématique.
ler cycle:
DUT Informatique.
DUT Gestion des Entreprises et des Administrations.
DUT Techniques de Commercialisation.
DEUG MIAS, SM, SV.
Formation continue.
Secondaire: Classes terminale scientifique.
— Matieres enseignées
— Structures de données avancées (responsable du cours).
Algorithmique et programmation.
Infographie.
Architecture des ordinateurs.
Réseaux.
Génie logiciel et programmation orientée objet.
Programmation Logique (avec contraintes) (responsabt®drs).
Bureautique (traitement de texte, tableur, bases de @shné
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— Outils logiques pour I'informatique

— Langages de programmation utiliséBascal, C, C++, Java, Scheme, Prolog, Sicstus (Prolog avec
contraintes).

8.2 Contenu détaillé

2000 — 2001
1999 — 2000
1998 — 1999
1997 — 1998
1996 — 1997

Maitre de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
1ére Année (DUT Info):
Structures de données avancées et langage C++ (38h COURSD=t 17h TP )
Architecture des ordinateurs (26h TD, 16h TP Orcad et askemb
Reseaux (TD et TP)
Année spéciale:
Structures de données avancées et langage C++ (23h COURED34

Maitre de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
1lére Année (DUT Info):
Structures de données avancées et langage C (34h COURSD26h T
Algorithmique et programmation Java (51h TD, 34h TP JAVA)
2éme Année (DUT Info):
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, T8hC++)

Maitre de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
Maitrise d’'Informatique (Faculté Jean-Perrin):
Programmation logique (10h COURS, 12h TP Prolog)
1lére Année (DUT Info):
Structures de données avancées (34h COURS, 26h TD)
Algorithmique et programmation (51h TD, 34h TP Pascal et C)
2éme Année (DUT Info):
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, T8hC++)
lére et 2eme Année (DEUG SM, MIAS, Faculté Jean Perrin):
Algorithmique et programmation (48h TD Scheme)

Maitre de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
Maitrise d’'Informatique (Faculté Jean-Perrin):
Programmation logique avec contraintes (10h COURS, 12hid$us Prolog)
1lére Année (DUT Info):
Structures de données avancées (34h COURS, 26h TD)
Algorithmique et programmation (51h TD, 34h TP Pascal et C)
2eme Année (DUT Info):
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, T8hC++)
lére et 2eme Année (DEUG SM, MIAS, Faculté Jean Perrin):
Algorithmique et programmation Pascal (50h TD)

Maitre de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
léreAnnée (DUT Info):
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1995 — 1996
1994 — 1995
1993 — 1994
1992 — 1993
1991 — 1992
1990 — 1991

Structures de données avancées (34h COURS, 34h TD)

Algorithmique et programmation (136h TD, 102h TP Pascal)et C
2éme Année (DUT Info):

Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, TBhC++)
lére et 2eme Année (DEUG SM, MIAS, Faculté Jean Perrin, Wmtais) :

Algorithmique et programmation Pascal (70h TD)

Maitre de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
léreAnnée (DUT Info):
Structures de données avancées (51h COURS)
Algorithmique et programmation (51h TD, 85h TP Pascal et C)
2éme Année (DUT Info):
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, TBhC++)
lére et 2eme année (DEUG SM, MIAS, Faculté J. Perrin):
Algorithmique et programmation Pascal (80h TD)
2éme Année (DUT TC) : Bureautique (40h TD sur machines)
Formation continue : Systéme d’Information, Bureautig@@h(Cours, 12h TP)

Maitre de conférences
IUT de Lens, Département Informatique
1lére Année (DUT Info):
Algorithmique et programmation (136h TD, 136h TP)
Structures de données avancées (34h TD)
2éme Année (DUT Info):
Génie logiciel et programmation orientée objet (30h TD, T8
2éme année (DEUG SV, Fac J. Perrin):
Algorithmique et programmation Pascal (50h TP)
2éme Année (DUT TC): Bureautique(20h TD sur machines)
1ére et 2éme année (DUT GEA) : Bureautique (90h TD sur mashine

Attaché temporaire d’Enseignement et de Recherche

Laboratoire d’Informatique, Université de Provence, URARV

DEUG SSM 2eme année: informatique fondamentale(48h TD;TE)h

Licence d’Informatique:
outils logiques pour I'informatique (20h TD, 25h TP)
algorithmique 2(39h TD, 26h TP)

Formation continue (Informatique Scientifique et Techejgu
programmation en C (10h COURS, 8h TD, 18h TP)

Attaché temporaire d’Enseignement et de Recherche

Laboratoire d’Informatique, Université de Provence, URARV

DEUG SSM 1lere et 2éme année : informatique fondamentaleTBOKHOh TP)
Licence de Mathématiques: algorithmique 1 (30h TD, 8h TP)

Licence d’Informatique : algorithmique 2 (39h TD, 26h TP)

Vacataire en informatique

Université de Provence

DEUG SSM l1eme année: informatique fondamentale (34h TD;T62h

Maitrise d’'ingénierie mathématique : infographie (45h TP)

Licence d’informatique et Formation Continue: (125h TP)

Assistance Publique de Marseille : initiation & I'inforrgate (39h Cours, 26h TP)

Vacatire en informatique
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Université de Provence

DEUG SSM 1éme année : informatique fondamentale(96h TDh T&Y)

Assistance Publique de Marseille : initiation & I'inforngate (39h Cours, 26h TP)
1988 — 1989 Chargé d’enseignement en mathématiques, classes teesinal

Lycée technique d’Azazga, Tizi-OuZou, Algérie

8.3 Autres activités liées a I'enseignement

Tuteur de Bertrand Mazure dans le cadre du monitorat (CIES)
Suivis de stages d’'étudiants de 2eme année DUT inforne(igpuis 1994),
Participation a I'organisation des journées portes degex I'lUT de Lens (1997),
Participation aux jurys d’admission au DUT informatiqdef§uis 1994).
Rédaction d’un polycopié, “Dossier d’analyse et de progration : Etude d’un cas”, année 2000,
Encadrement de projets de synthése en 2éme année:

— Boite a outils sur les graphes,

— Logique propositionnelle et applications,

— Lens Internet: Mise en place de pages WEB pour la ville des]en

— Projet Multimedia: Création d’'une borne interactive préant I'lUT de Lens,

— Implémentation et évaluation de différentes méthodesatkage d'informations,

— Création d’un site web Axe algorithme du GdR I3,

— Base de données des anciens étudiants.
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Dans cette partie, je joins les publications (qui me seniples plus significatives. Le choix a été
effectué de maniére a représenter les différents aspemtdédbdans la synthése (cf. chapitre 2.2.1).

— Exploitation des propriétés structurelles

— [1] Benhamou B., Sais L.
“Tractability through symmetries in propositional calasil,
Journal of Automated Reasonint® : 89-102, 1994.

— Aspect codage et extension du formalisme

— [2] Benhamou B. et Sais L.,
“Two proof procedures for cardinality based language irppsitional calculus”,
In P. Enjalbert, E. W. Mayr, K. W. Wagner (eds.), in proceeginof thellth International
Symposium on Theoritical Aspects of Computer Science (SBALLNCS 775, pages 71-82,
Caen France, Feb 24-26, 1994.

— [3] Rauzy A., Sais L. et Brsoux L.,
“Calcul Propositionnel : Vers une extension du formalisme”
Actes desbiemes Journées Nationales sur la Résolution Pratique dalsi@mes NP-complets
(UJNPC’99) Lyon , pages 189-198, 1999.

— Aspect algorithmique:
— [4] Mazure B., Sais L., Grégoire E.
“ Tabu Search for SAT *,
in proceedings of th&4th National Conference on Artificial Intelligence (AA®T), pages 281-
285, Providence, Rhode Island, USA, July 27-31, 1997.

— [5] Mazure B., Sais L. et Grégoire E.,
“Boosting complete techniques thanks to local search”,
Annals of Mathematics and Artificial Intelligenaosl.22, pages 319-322, 1998.

— Autour de SAT :

— [6] Chmeiss A. et Sais L.,
“About Local consistency in Solving CSPs”,
in proceedings of th&welfth International Conference on Tools and Atrtificialdiigence (IC-
TAI'’2000), Vancouver, Canada, 2000.

— [7] Boufkhad Y., Grégoire E., Marquis P., Mazure B. et Sais L.
“ Tractable Cover Compilations *,
in proceedings of thinternational Joint Conference on Atrtificial Intelliger(ddCAI'97), Na-
goya, Japon, pp. 1201-1206, aolt 1997.

— [8] Bessant B., Grégoire E., Marquis P. et Sais L.
“Iterated Syntax-Based Revision in a Nonmonotonic Setting
in: M.-A. Williams and H. Rott (eds.)Frontiers in Belief Revision, Kluwer Academic Publi-
shers 2000.
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Abstract. Many propositional calculus problems - for example the Rane the pigeon-
hole problems - can quite naturally be represented by a seiadif first-order logical clauses
which becomes a very large set of propositional clauses wigesubstitute the variables by
the constants of the domalh In many cases the set of clauses contains several symsjetrie
i.e. the set of clauses remains invariant under certain ptions of variable names. We
show how we can shorten the proof of such problems. We firsigpitean algorithm which
detects the symmetries and then we explain how the symmetrieintroduced and used in
the following methods: SLRI, Davis and Putnam and semantituation. Symmetries have
been used to obtain results on many known problems, sucte @gghonhole, Schur’'s lemma,
Ramsey'’s, the eight queen, etc. The most interesting orf@isme have been able to prove
for the first time the unsatisfiability of Ramsey’s problend (frtices and three colors) which
bas been the subject of much research.

Keywords: Theorem proving, propositional calculus, symmetries.

1. Introduction

The subject of this paper is the study of symmetries in pntiposl calculus
in order to make the automated deduction algorithms moreiaiti. Using
resolution as a base proof system for the propositionautadc Tseitin [12]
has shown how certain tricky mathematical arguments carobsidered as
short proofs for some propositional tautologies represgntathematical
statements. He suggested increasing resolution by theiarof extension,
which consists of the introduction of auxiliary variablesrepresent inter-
mediate formulas so that the length of proof can be signifigaeduced by
manipulating these variables, rather than the formulastiies represent.
On the other hand, Krishnamurty [9] proposed the princiglsyonme-

tries, which allows us to recognize that a tautology remaimariant under
certain permutation of variables names, and uses thisnrd@on to avoid
repeated independent derivations of intermediate forsnthiat are permu-
tations of others. Consider the logical formulas assodiatéh a concrete
problem. In most cases, we use first-order logic to expres$dimula, using
variables, constants, predicates. In other words, we usaisial mathe-
matical language. From this set of first-order logic clausesobtain the
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propositional clauses by substituting the variables bystaois of the domain
D. Thus the previous set of clauses becomes a large set forpnaioigms and
contains several symmetries. The property of symmetry eaa 1o a shorter
proof for the problem. However, the current methods of teeoproving do

not take advantage of symmetry properties, and in ref. [Qalgorithm is

presented neither for searching for symmetries nor forgugiam in a formal
way.

The purpose of this study is the detection and the use of syrase
First we describe the method which computes the symmetry givea set
of clauses. The algorithm is given in greater detail in r&fsgnd [2]. Sec-
ond, we explain how symmetries are introduced and combintddifferent
automated deduction algorithms like Si-resolution [5k thavis and Put-
nam procedure [6], and semantic evaluation [11]. Finallyapply SLRI [5]
and the semantic evaluation methods with and without symynetsome
classical problems, such as the pigeonhole [4] and [15]u&clemma and
Ramsey'’s problems [11] and the comparison shows that itSsiple to obtain
shorter proofs for hard propositional totaulogies and ¢gmisicantly reduce
the complexity of resolution in many cases. One of the madst@sting results
is that we have been able to prove the unsatisfiability of Rgragroblem
with 17 vertices and three colors, which had not been showa theorem
proving program before.

2. Definitions and Notations

We shall assume that the reader is familiar with the projoosit calculus.
For a formal description see e.qg. ref. [10]. Metbe the set of propositional
variables, which are simply called variables. VariableB ng distinguished
from literals, which are variables with an assigned parity @ (which means
TRUE or FALSE, respectively). This distinction will be igmeal whenever it
is convenient but not confusing. For a propositional vdeap, there are two
literals: p, the positive literal anehp, the negative one.

A clause is a disjunction of literal§ps, p2,...,pn) such that no literal
appears more than once and is denotedoby po V...V py. A system,S
of clauses is a conjunction of clauses. In other words we [saty&tis in the
conjunctive normal form (CNF).

A truth assignment to a system of clauses a mapl from the set of
variable inSto the set {TRUE, FALSE}. Sometimdscan be considered as a
set of literals which are true. If p] is the value for the positive litergd then
I[=p] = 1—I[p|. The value of a clausp; V p2 V... pyin | is the maximum
value of its literals inl. By convention we define the value of the empty
clause h = 0) to be FALSE. The valud§ of the system of clauses is TRUE
if the value of each clause &is TRUE; FALSE otherwise. We say that a
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system of clausesS, is satisfiable if there exists some truth assignment in
which Stakes the value TRUE; it is unsatisfiable otherwise. In thet Gasd

Is called a model o&. Note that a system which contain the empty clause is
unsatisfiable.

It is well-known that for every propositional formukathere exists a for-
mulaF’ in conjunctive normal form which is longer th&n(see ref. [1]) and
which is satisfiable iff- is satisfiable. More precisely, for every polynomial
p(n), there is a formula& such that any equivalent formula in CNF is of
length at leasp(|F|), where|F| is the length of. If F is a clausee then|c]|
Is the number of literals in the clauseln the following we will assume that
the formulas are given in a conjunctive normal form.

3. Symmetries

First of all, let us define the concepts of permutations andmsgtry, and
prove significant properties that will enable us to improke proof algo-
rithms. For more detail we refer the reader to ref. [3].

A bijection mapo :V — V is called a permutation of variables. 3fis a
set of clauses; a clause ofS and ac permutation of variables occuring in
S thenao(c) is the clause obtained by applyirgto each variable ot and
o(S) ={o(c)/ce S}.

DEFINITION 1. Aset,P, of literals is calleccompletdf V/ € P; then—/ € P.

DEFINITION 2. LetP be a complete set of literals afh set of clauses of
which all literals are irP. Then a permutation defined orP (o : P — P) is
called asymmetryof Sif it satisfies the following conditions:

V¢ e P,o(—¢) = —-a(4) 1)
o(S =S 2

DEFINITION 3. Two literals (variablesy and#’ are symmetrical irS no-
tation ¢ ~ ¢') if there exists a symmetrg of S such thato(¢) = ¢'. A set
{l1,€2,...,0,} Of literals is called acycle of symmetrin Sif there exist a
symmetryo defined orfS, such that(41) = #5,...,0(¢n-1) = £n,0(Ln) = £1.

REMARK 4. All the literals in a cycle of symmetry are symmetrical two by
two.

EXAMPLE 5. LetSbe the following set of clauses :
S={c;:av-b,c:c}
ando the map defined on the complete Batf literals occurring irS
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. P—P
a—a(a)=-b
—\a%O'(—!a =b
b— o(b) =-a
-b— o(-b)=a
c—o(c) =

o is a symmetry o5, a and—b are symmetrical its (a ~ —b).
o(S) ={ci:-bvacy:c}=S

REMARK 6. o(S) is the set of clauses obtained from S by exchanging the
literal positions in the same clause or exchanging the oafdghe clauses in
S. Generally, the two previous operations can be appliedisameously.

— the identity map is a symmetry;
— the inverse map of a symmetry is also a symmetry;

— the composition of symmetries is a symmetry.

DEFINITION 7. LetP be a complete set of literals,a symmetry] a truth
assignment oP andSa set of clauses then

— 1 /o is thetruth assignmentbtained by substituting every liter&in |
by a(¢).

— S/ois theset of clausesbtained with substituting every literélin S
by a(¢).

4. Symmetry Properties

If I is a model ofSando a symmetry, then we can get another modeb b
applyingo on the variables which appear linin the following propositions
we assume thai is a symmetry of the system of clausgs

PROPOSITION 8.1 is a model of S& 1/0 is a model of S.
Proof. Cf. ref. [3].

PROPOSITION 9. Let/ be a literal, such that' =o(¢) and ' =1/0. If | is
such that [¢] = 1, then I is such that1[¢'] = 1

Proof. Direct consequence of Proposition 81[f] = 1 thenl is a model
of £ or, |1 /o is a model ofo(¢) (Proposition 8). Thet' is a model of¢’, thus
I'[¢'] = 1.
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PROPOSITION 10.If £ has the value true in a model of S, thénsuch that
¢' = a(¢), will have the value true in a model of S.

Proof. Direct consequence of Proposition 97i true in a model of S
thenl[¢] = 1, applying Proposition 9 we gé&f¢'] = 1 such that’ =1/a, then
¢' = true inl’ which is a model of5,

THEOREM 11. Let/ and /' be two literals of S. I ~ ¢ in S, then | has
a model in S= ¢ has a model in S]4{has a model in S if and only if there
exists a model | of S such thdf]l= 1).

Proof. (=) Suppose that has a model it < 3l a model ofSsuch that
I[/] =1.4 ~ ¢ in S= Jo a symmetry ofSsuch thato(¢) = ¢'. | is a model
of S« 1 /0 is a model ofS/a = S (Proposition 8). We also haves(¢) € S
andl[¢{] =1} = o(l) € | /o (Proposition 9). Thed € | /o = |1 /o is a model
of /.

(<) Let#' = 0~1(#). The proof is then identical.

It is very important to draw a distinction between symmeliterals and
equivalent literals. Equivalent literals have exactly saee models. But
and/’ are symmetrical thenZ[has a model ir8 < ¢ has a model irg], and
the two models are generally different, so it is easier tosymmetric literals
than equivalent ones. Note that Theorem 11 expresses amtanpproperty
that we shall use in many cases to make cuts in the resoluges.tindeed,
if # has no model irsand/ ~ ¢ then?' will have no model irS, thus we cut
the branch which corresponds to the assignmertt of the resolution tree.
Therefore, if there are symmetrical literals we can cat— 1 branches in the
resolution tree.

PROPOSITION 12.(Necessary conditions for symmetry). If two literals (vari
ables)/ and ¢’ are symmetric in a set of clauses S then the number of occur-
rences of the variablé in S is the same as the number of occurrenceg of
and there must be a correspondence between the length sleslauwhich?
occurs and the length of clauses in whiéloccurs; i.e.

( occurrence_numbéf) = occurrence_numbéf’)

¢~ ¢ = { occurrence_numbér/) = occurrence_numbé/')

| ifdce Ssit|cf=nand/ec« 3¢ € Ss.tc|=nand/ €c

Proof.

(1) The first condition is not satisfied: Lé&and/' be two symmetric liter-
als inS. Suppose that occurrence_nunilfge= n and occurrence_numkéf) =
mwith (n# m). Then there aren clauses which contaid in the setSandn
clauses which contaif After all permutations of and/’ the new se8 will
havem clauses with the literad andn clauses with the literad’ but n # m.
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ThenS# S <« there does not exist a symmetnyof Ssuch thato(¢) = ¢ or
o(¢) = ¢£. Then? and?' are not symmetric. This gives a contradiction with the
previous hypothesis. O

The same proof can be performed if we suppose that :
occurrence_number/) # occurrence_numbers’).

(2) If the second condition is not satisfied: theme Ssuch thatc| =n
and3/ € cand$c € Ssuch thaic’| = nand/ < c'. After all permutation of
¢ and/’ the new systen8 will have a clause of length in which ¢ occurs.
Hence S# S = there does not exist a symmetnyof S such thao(¢) =7/,
or a(¥) = ¢, then/ and/’ are not symmetric. This gives a contradiction with
the previous hypothesis. O

5. Symmetry Detection Method

Let Sbe a set of clauses. Finding a symmetry®is equivalent to finding
a permutationo which keepsS invariant. Many symmetries may exist, but
at each resolution step we are interested in only one of tik@mexample,
in the SLRI method [5] for a refuting literal, it is more interesting to get
the symmetry which has more literals occurring in the saraasd ag. But
in the Davis and Putnan or in semantic evaluation procedurrissbetter
to compute the wider cycle of given literdl- i.e. we try to find a set of
literals {¢,¢1,42,...,4n} SO thato(¢) = £1,0(¢1) = £2,...,0(¢y) =L with o a
symmetry defined of.

It is known that each permutation can be expressed as a firaicelemen-
tary permutations called transpositions. Thus we writpatimutationsp, as
a product in the fornfd = (xq,y1)(X2,¥2) ... (Xn, ¥n). In order to check whether
two literalsxy andyg are symmetric irBwe shall compute a symmetny, of
S, such thao(Xp) = yo. To that end, we try to expressas a product of the
form o = (Xo,Yo0)0’, with 0’ a sub-permutation af that we shall define as we
do the other transpositions. Therefore, to substixgtmto yy, we replace it
by yo in each clause in which it appears. Thus we insert relatipndauses
in which xg appears into the clauses in whighdoes.

To do this, clauses and other variables will be related ritakito account
the previously necessary conditions of symmetry: Projosit2). For in-
stance, let us consider the two following clauses: xgV X1V X2...V Xn,
¢ =yoVYy1VY2... VY, and try to relate them. After replacing by yo we
process the other variables@nThus each variableg, i € {1...n}, must be
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linked to a variableyj, j € {1...n} and at each step we add the transposition
(%,yj) too.

If it is possible to substitute all the variables, we say thattransformed
into ¢’ with o i.e. a(c) = C. If all clauses containingg have been related,
then we consider the next transposition and we apply the pamgess. When
there is no more transposition, tbdound is a symmetry of.

The other possibility is that when we try the transpositigny;) we can-
not put into the relationship a clause in whighoccurs. Thus, if(x,y;) =
(X0, Yo) then the symmetrg does not exist. Otherwise we backtrack and try
to link x;, to another variable (either in the same clause in wigjabccurs, or
else we try to relate to another clause).

Note that the symmetry betwegn ; andy;_, depends on the one between

X, andx;:i.e. if o= (Xo,Yo) ... (Xi—1,Yj—1) (%, Yj) - -- (X Yk), then(xo ~ yo) =
(Xi—1~VYi—1) = (% ~ Vi) = (X% ~ Yk)- In actual implementation we fix a level
of backtracking in order not to spend too much time on failkeaises. Thus
we take another variable to substitiaff the current backtracking number
IS not greater than the fixed level. Otherwise we reject thensgtry, since we
are interested only in the ones which do not take more time tbsolution.
In practice our algorithm computes all symmetry in less ttvaenty back-
trackings; when we go over this number, generally the symnutes not
exist. In many cases we find the symmetry with no backtracking method
therefore bas a linear complexity aspect.

The problem is now to find a clever strategy (or a choice famgtifor
substituting the variables in order to buddn a satisfactory time.

STRATEGY

It is clear that the efficiency of the algorithm depends ondidering of the
variable to be permuted. We propose the following strategy:

(1) first consider the variables which can only be substiting themself;

(2) begin the processing with the variable of which we coraphe cycle of
symmetry;

(3) each clause we begin to relate must be achieved as soassiblp.

In other words, variables in this clause are in priority iderto backtrack
quickly in case of wrong choice.

(4) Identity is applied for the main variables, when theraasnew transpo-
sitions to try.

For more details about this method and its implementatiorreier the
reader to ref. [3].
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6. Advantage of Symmetries

The SLRI method is the algorithm of SL resolution [8], augteenby the
variant of Cubbada [5]. This method is generally much mofieieht than
the others.

6.1. INTRODUCING SYMMETRIES INE THESLRI METHOD

Using the result of Theorem 4.4, we can improve the methodeofasitic
evaluation as well as the SLRI method. Instead of refutinthdiéeral sep-
arately, it is possible to refute symmetric literals siraniously. Thus, let
C={l1,05,...,0i_1,4,...,0n} be a clause in a system of claussSuppose
that the literals/1, />, ...,¢_1 have been refuted and thétis the literal we
try to refute. If we prove that; is symmetric to one of the previous literals,
then it will be directly refuted by the symmetry property.

Indeed, if4i ~ £; in Swith 1 < j <i—1= [{ has a model i /;
has a model irf], as/; bas no model irS=- /; has no model ir5, then
/i is refuted and we can cut the branch which corresponds assignment
in the resolution tree. For optimizing the use of symmetnes try to get
more symmetric literals in the same clause, in order to catgelpart of the
resolution tree.

EXAMPLE 13. Let us consider the pigeonhole problem (Rgigeons in

n— 1 holes such that one pigeon at most can be in a hole at eachnmtjome
For instance, leh = 3( 3 pigeons and 2 holes), this problem is described by
the following set of clauses:

Ci: pu()Vpu(2)
Ca:t p2A(1) VvV p2(2)
Cs: ps(1)Vps(2)

Cst =pr(1)V=pz(1)
Cs: —pa(l)V—ps(l)
Co: —p2(1)vV-ps(l)
Cz: —p(2)V-p2A2)
Cg: —p1(2)V—p3(2)
Co: —p2(2)V—ps(2)

The resolution tree of the SLRI method is shown in Figure 1.

The resolution tree of the SLRI method associated with sytmynseshown
in Figure 2.

It is clear that the subtree built fronph (1) in the resolution tree of SLRI
(Figure 1) is symmetric with the one built from (2). This is due to the fact
that the two literalg, (1) andps1(2) are symmetric ir®. Therefore, in the sec-
ond resolution tree (Figure 2) the sub-tregef2) disappears, becauge(2)
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is refuted directly according to its symmetry wigh(1) . When the number
of pigeons grows, symmetries are used at different levetesuflution. Thus
we cut more than one branch in the resolution tree; the coatplef the
problem is linear in number of steps. Let us remark that, wthemnumber
of pigeons is greater than 8, the resolution of this probleih ¥he SLRI
method without symmetry becomes impossible. The pigeenpmblem is
studied in greater detail in the next section in order to stimvinfluence of
the symmetry property on the SLRI method.

P1(1)p1(2)
/ \
=p1(1)—p2(1) —p1(2)—p2(2)
/
P2(1) p2(2) P2(2) p2(1)

— /N

—P2(2)=p1(2) —p2(2)—p3(2) ~p2(1)=p1(1) —p2(1)—ps(1)

/

Failure  p3(2)ps(1) Failure p3(1) p3(2)
—p3(1)—-pe(1) —p3(2)—p1(2)
Refutation Refutation

Figure 1. Resolution tree of the SLRI method. (pigeonhole probless,3)

6.2. SYMMETRIES IN THE SEMANTIC EVALUATION METHOD

DEFINITION 14. LetS be a system of clauses ampd, py, ..., pn distinct
literals which occur inS such that the sefps, p2,..., pn} does not contain
both a literal and its opposite.

Torpo.....pn(S) is the set of clauses obtained fradnby removing all the
clauses containing one of the following litergls, po, ..., pn, and all the oc-
currences of-py, —XCp,..., P, the other clauses.

To po...pn(S) IS the setTy, p, . p,(S) simplified by subsumption: i.e. if
Toupe.....pa (S) contains both a clauseand a sub-clause afthen the clause

does not stand ifiy, (5.

The QUINE algorithm bas a semantic aspect, and recursively checks the
satisfiability of a system of clauses.
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P2(1)p2(2)

JN

—p1(1)—p2(2) Refutation by symmetry

P2(1) p2(2)
7\

—P2(2)—=p1(2) —p2(2)—ps3(2)

/

Failure p3(2)ps(1)

/

—p3(1)—p1(1)
Refutation

Figure 2. Then = 3 pigeonhole problem resolution tree, SLRI method with sytmn

ALGORITHM 1. LetShbe a system of clauses.

Sati sfaisable(S:
if S=0
then Sis satisfiable.
else if Scontains an enpty clause
then Sis not satisfiable
el se begin
choose arbitrarily one literal pwtch occurs in S
if TJ(S) is satisfiable
then Sis satisfiable
else if T, (S) is satisfiable
then Sis satisfiable
el se Snot satisfiable
end.

Many improvements have been added to the basic algorithmNE).
The Davis and Putnam procedure is obtained by introduciegidliowing
two rules.

The first one consists to satisfy the unit clauses in priofitye second
one consists in assigning the monotone literals in priohitgteed, Davis and
Putnam uses the following property.pfis a monotone literal itg, thenSis
satisfiable iffT (S) is satisfiable.

Assigning a pure literal allows to make a cut in the proof.t@eneralizing
this property leads to the theorem of model partitioning] frhich allows
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us to cut more branches in the proof tree when a monotonallitas been
assigned a value.

The method of semantic evaluation has its origin in the previproperty.
It is more efficient than the two previous algorithms.

6.3. INTRODUCING SYMMETRIES

Itis also possible to introduce symmetries into the sern@wluation method.
We will take account of the same property as above (if thedlis¢ and/’ are
symmetric inS, then f has a model i+ ¢ has a model irg]).

At each step of resolution we assign to a literal the value ERUFALSE.
If it generates the empty clause, then we insert in the motigiwis being
built the opposite of that literal, together with all the etlopposites of its
symmetric literals.

Indeed: ifZ is a literal in a Systen® such thatT”,(S) = O (O is the
notation of the empty clause and the logical implication symbol), thef
has no model irS=- VI a model ofS I[-¢] =1, if £ ~ ¢ has no model
in S (Theorem 4.4), thu¥l a model ofS I[-¢'] = 1. Now we can cut in
the resolution tree the branch which corresponds to thgrassint of¢/’ and
insert—¢ and—/' in the model which is being built.

As a consequence, the system of clauses is significantlyliisdp and
many branches of the resolution tree are cut simultaneobstause in the
backtracking case we do not take care of negation assigsrésymmetric
literals. Thus, for each symmetric literal, we cut a branchhie resolution
tree. Then withnh symmetric literals we can make— 1 cuts.

To implement this new algorithm we need a procedure whiahafgiven
literal, first computes a cycle of its symmetric literals alhigenerates the
empty clause. Such a cycle is obtained by putting literathénsame clause
into correspondence. If this cycle exists, then we backtinanediately, be-
cause we know that there exists no model at the current letletywise we
compute the larger cycle (which contains more symmetecdis) in order to
quickly obtain the empty clause or a model of the system afsda.

7. Application

7.1. SLRIAPPLICATIONS

We have seen that the symmetry property improves the efigiefithe reso-
lution of classical problems, such as the pigeonhole propkehur’'s lemma,
the eight queens, etc.

The two graphs below (Figures 3 and 4) illustrate the resiilise pigeon-
hole problem solved by the SLRI method, with and without atlvge being
taken of symmetries.
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Figure 3. The pigeonhole problem: comparison of the number of nodes.

Interpretation

Figure 3 shows that the complexity of resolution of the SLRdtinod asso-
ciated with symmetry is linear in the number of elementagpst whereas
SLRI without symmetry cannot solve the problem when the remd$ pi-
geons is greater than eight. The complexity of resoluticexgonential. Fig-
ure 4 shows that the CPU time is no longer exponential, budrbes propor-
tional ton?.

The statement of the Ramsey problem with 17 vertices and @a:
‘Use three different colors to color a complete graph withvéttices, such
that no monochrome triangles will appear’. In the SLRI mdth@ use sym-
metry on literals which occur in the same clause. Unfortelyasuch sym-
metries do not exist at different levels of resolution in R@emsey problem.
Moreover, there are symmetric literals in different clauaeall levels of res-
olution; therefore, the method of semantic evaluation dae etter results.
In that case, we need a good heuristic to decide which is térallito assign
next, in order to retain the symmetries in the next resatulgvels.

7.2. SEMANTIC EVALUATION APPLICATIONS

We now present some results on the semantic evaluation thettib and
without taking advantage of the symmetry property. For canson we present
in program Eval_Sem some results obtained with the semawmétuation
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Figure 4. The pigeonhole problem: comparison of run times

method and in program Eval_Sem+Sym we give the correspgmdsults of
the method, taking advantage of symmetries.

Table | shows some results on Schur's Lemma and on the Ramskey p
lems. Schur’'s Lemma consists of coloring the firgttegers with three colors
such that ifi and j are colored with the same color then the intelgesuch
thatk =i+ j andk < n, must be colored with a different one. For all integer
the color of every integek, such thak = 2 x i(k < n) must be different. For
the Ramsey problem, the edges of a complete graphventices are colored
with three different colors such that no monochromatiagla appears.

The most satisfying result is that we have proved for the finse the
unsatisfiability of the Ramsey problem with 17 vertices dmwdée colors. This
result is given by our algorithm implemented in Pascal, im86 CPU time
on a SUN4/110. The semantic evaluation algorithm withoet shmmetry
property, bas run for 15 h of CPU time and more than 14000Q8sste an
HP 9000/350 without success.

Table Il contains some results on the pigeonhole probleroridbesl above.
In this problem there are symmetries at each level. Thus SitIthe se-
mantic evaluation method with symmetry detection have ealirmresolution
complexity. Without the symmetry property both methodd faifind the
proof when the number of pigeons is greater than 10.
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Table I. Schur’s lemma and Ramsey’s problem

Problems Clauses Variables Eval_Sem Eval_Sem+Sym
Steps Times Steps Times
Schurl3 178 39 684 3.3 42 0.05”
Schurl4 203 42 2061 11.2” 249 1.33”
Ramseyl14 1456 273 273 5.7" 273 1.33”
Ramsey15 1785 315 4078 1'.30” 723 50.73"
Ramsey16 2160 360 4094 1'.29" 2957 1'.25"
Ramseyl17 2584 408 - - 27000 30’

Table Il. Pigeonhole problems

Number of pigeons Clauses Variables Eval_Sem+Sym
Steps Times
14 1197 182 193 4.8"
16 1816 240 253 7.73"
18 2619 306 321 13.50”
20 3630 380 397 22.36"
22 4873 462 481 37.11"
24 6372 552 573 55.58"
26 8150 650 673 1'36"
28 10234 756 781 2'2"
30 12645 870 897 34"

8. Conclusion

Many problems cannot be solved with the classical resaiutethods when
they involve more than a certain number of variables. Howewest of these
problems include symmetries; the efficiency of the resofuthethods can be
significantly increased by taking advantage of this prgpert

To that end, we have proved several propositions, and we inapke-
mented the corresponding results in two resolution methddas we have
obtained very satisfactory CPU limes for the pigeonholeblenm; we have
also been able to solve the Ramsey problem with 17 verticds3asolors,
which bas always been impossible before.

We intend to use the symmetries in order to compute only thdefso
which are not symmetric with a model which has already beandauring
resolution. Thus, a problem will be solved when all the basmdels are
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found; all the other ones can be deduced from these basiclsiogapplying
the symmetries. In particular, this method can be appliednadonsidering
how to obtain the two solutions which are not isomorphic fog Ramsey
problem with 16 vertices and 3 colors [7]. Promising resatts expected in
the near future.

We are also working on what we call "strongly symmetricallegt i.e:
for any order of the literals, a cycle is still a cycle. Thidlvee useful when
dealing with the statement\’literals are true among the literals of the clause

C.
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Abstract. In this paper we use the cardinality to increase the expressiveness ef-
ficiency of propositional calculu and improve the efficiency of resolution methods.
Hence to express propositional problems and logical constraints we introduce the
pair formulas (p, £) which mean that “at least p literals among those of a list £
are true”. This makes a generalization of propositional clauses which express only
”One literal is true among those of the clause”. We propose a cardinality resolution
proof system for which we prove both completeness and decidability. A linear proof
for Pigeon-Hole problem is given in this system showing the advantage of cadinality.
On other hand we provid an enumerative method (DPC) which is Davis and Put-
nam procedure adapted with Cadinality. Good results are obtained on many known
problems such as Pigeon-hole problem, Quueenes and some other instances derived
from mathematical theorems (Ramsey, Schur’s lemma) when this method is aug-
mented with the principle of symmetry.

Key words: theorem proving, propositional calculus, symmetry and cardinality.

1 Introduction

Determining an appropriate language for the representation of knowledge, requires
a good compromise between expressiveness and efficiency of the resolution methods.
With increased interest in theorem proving procedures, a collection of proof systems
and constraint logic programming languages CLP [4, 7, 11] have been proposed to
handle a variety of logical theories. The cardinality operator [8] is a new logical
connective for constraint logic programming. It provides CLP users with a new way
of combining (primitive) constraints to build non-primitive ones. It also implements
the principle “infer simple constraints from difficult ones” which is actually the basic
principle behind the design of CLP over Finite Domains, and would be appropriate

!This work is supported by the PRC-GDR Intelligence Artificielle, the project BAHIA
and the MRE-INTER-PRC project CLASSES POLYNOMIALES
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to build non-primitive constraints as well.

In this paper we introduce the pair formulas which are cardinality formulas, to
express logic problems. In Section 2 we introduce the necessary terminology and
notations. A proof system is given in Section 3 followed by a method of derivation
in Section 4 for which both completeness and decidability are proved. In section
5, we apply this to obtain a linear proof for the Pigeon-Hole problem. In Sections
6 we describe the method DPC which is Davis and Putnam procedure adapted
with cardinality. The property of symmetry (section 7) [2] is combined with the
method DPC to provide short proofs for some problems showing the efficiency of our
method.Finally we give computation times for the method DPC with the advantage
of symmetry on some known benchmarks.

2 Definition and notations

We shall assume some familiarities with the propositional calculus. A propositional
variable is called a variable, and we distinguish it from a literal, which is a variable
together with a parity-positive or negative. A formula means a well formed propo-
sitional formula using one of the binary connectives. The connectives of primary
interest are: AND (A), OR (V), NOT (=). The constants TRUE and FALSE will
be represented by 1 and 0, respectively.

2.1 Syntax

A pair formula is a statement (p, £) in which p is a positive integer and £ a list of
literals with eventual repetitions. The pair formula (p, £) expresses the constraint
“At least p literals among those of the list £ are true”. In the following we use pair
instead of pair formula. 2

Exemple 2.1 e (1,abc) is logically equivalent with the clause a VbV ¢
e (2,abc) is logically equivalent to the set of clauses {aV b,aV ¢,bV ¢}

e (2, aabe) is logically equivalent to the set of clauses {aVaVb,aVaVe,aVbVc}
which is equivalent to {a V b,aV ¢,aV bV ¢}

It is interesting to note at this point that pairs are quite expressive. A conjunction
of literals Y1 A s ... A1, can be expressed by (n, 19, ...1,), a disjunction ¥ V
Yo ...V y by (1,911 ... 1,) and a negation — by (1, —=)). In the sequel we prove

*Two additional cardinality formulas can be considered : “At most p literals among
those of £ are true”, encoded by (p,+, L) and “ Exactly p literals among those of £
are true”, ( notation is (p,e, £)). These are interesting formulas, but in practice they
can be expressed, using pairs. Indeed, if | £ | denotes the number of literals in £ and
L the list of the negation literals of those of £ then (p,+,L) < (| L | —p,~L) and
(p,e, LYy = (p, LYAN(| L | —p, L) are tautologies.
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that a pair (p, £) represents C‘|§||_p *of propositional clauses. For example, a pair

(2, abe) is logically equivalent to the set {a V b,aV ¢,bV c}.

2.2 Semantics

A classical truth assignment [ satisfies a pair (p, £) if and only if at least p literals
among those of £ are assigned to the value true in I. Tt is obvious that a pair (p, £)
such that p >| £ | is unsatisfiable (contradictory). On the other hand, each pair
(0, L) is a tautology. The assignment I satisfies a set S of pairs if it satisfies all of
its pairs. Henceforth we will assume that the formulas are given in pair formula
representation. We observe that in the case of sets containing only pairs of kind
(1, £) the definition of a truth assignment is the same as in propositional calculus.

Exemple 2.2 The truth assignment {a, b, ¢} satisfies the paires (1,abc) and
(2,ab—c), but did not satisfy the pair (2, abc).
3 Proof system

Let S be a set of pairs. We give two basic inference rules to define a derivation
method. We also prove both completeness and decidability for this method.

3.1 Resolution rule
Let (a,l1ls ... £y.L) and (B, €1 L5 .. .—|€n.£’) be two pairs of the set S such that
n > 1, then we can deduce the pair (a + 8 — n, £.L£). This is,

(o, 010y .. 0. L), (B, —by1 =l ... —ly L)
(a+p—n,L.L)

Exemple 3.1 If S = {(2,abc), (1, 7a—b)}, then a single application of the previous
rule is enough to obtain the pair (3+ 1 — 2,¢) = (1,¢).

However the previous rule is not sufficient to prove the unsatisfiability of the set
S = {(2,aay),(2,~a—azx)}. To get a complete system, we need to introduce the
following merging rule as it is donne in classical resolution.

3.2 Merging rule

If ¢ = (a,f%L)? is a consistent pair of S such that | £¥£ |= 0 and k a positive
integer, then for every sublist ¢ of £ such that | ¢ |= maz{0,0 — a + 1 — k} we

3¢* means k times the literal ¢
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infer the pair (1,%p) and the pair (maz{0,a — k}, £). This is :

(a,*LWVo C L:] ¢ |= maz{0,0 —a+1—k}
(1,4p), (maz{0,a — k}, L)

Note that when k > 6 — a4+ 1 the pair (1,£) is deduced. This means that when the
number of redundancy k of the literal £ is greater than or equal to 8 — a + 1 we
prove the literal £. The number of pairs (1,4y) to be generated becomes smaller
when 8 — a+ 1 gets close to zero. In general the number of pairs we generate is not
important.

The proof of the previous example S = {(2,aay), (2, ~a—az)} becomes now ob-
vious. Indeed the pairs (1,a) and (1, —a) are infered by the merging rule. Applying
the resolution rule on them we deduce the unsatisfiable pair (1, ().

In the case of a pair (1,¢5L), the rule has the same behavior as the merging rule
in propositional calculus.

Proposition 3.2 Both previous rules are sound.

Proof Due to the semantics defined before, the soundness of the previous rules
becomes evident.

3.3 Subsumption rules

To make the system decidable and more efficient, we have to add subsumption rules.

1. Let (a, £) and (5, E) be two satisfiable pairs of Ssuch that 8 < «and £ C L,
then the pair (a, £) subsumes the pair formula (8, £) in S.

Example. (3,a b ¢ d) subsumes (2,a b c d e)

2. Let (a, L) and (ﬁ,ﬁ) be two satisfiable pairs of S such that 8 < a, LCcC
and 8 <a— (| L] —|L]), then the pair formula (o, £) subsumes the pair
(8,L£) in S.

Example. (2,a b ¢ d) subsumes (1,a b c¢)

4 Method of derivation

In the following we shall give some analogs of the classical resolution properties. A
derived pair (derivation) is :
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e Either the pair r obtained by applying the resolution rule on pairs ¢; and co,
which contains at least two opposite literals.
If ¢ = (o, b1ly .. 4y L) and ¢; = (8, b1 ~ly ... =Ly, L), then
r=(a+p-n,LL)

e Or the pair r obtained by applying the merging rule on a pair ¢ = («a, £F L),
then r = (1, 4p) with | ¢ |=maz{0,0 —a+1—-k}orr=(a—k,L)

The soundness of the proof system is straightforward, for each of the inference rules
soundness can be eazily checked. Thus, if ¢r is a pair derived from a set of pairs S,
then S |= er.

Proposition 4.1 If S is a set of pairs and Cr a set of pairs derived from S, then
S=tSuCr.

Proof This is a direct consequence of the Proposition 3.2.

Definition 4.2 A method of derivation defined on a sytem S of pairs is a map R
which associates with each subset C' of S a subset R(C) such that:

1. C C R(C)

2. Fach pair in R(C) which does not appear in C is logically equivalent to a
derived pair of C.

By vertue of proposition 4.1 we get,

Proposition 4.3 R(C) =C

If R(C) contains the unsatisfiable pair, then C' is unsatisfiable. Let C' be a subset
of S, we denote R°(C) = C, R""(C) = R*(R(C)), and R*(C) = UpenR*(C). By
construction of R*(C') we see that if ¢ is a pair of C, then ¢ belongs to R*(C) iff
there exists n € N such that ¢ € R*(C).

Applying Proposition 4.3 we obtain the following property.

Proposition 4.4 C = R*(C)

It is obvious that if R*(C) includes the unsatisfiable pair, then C' will be contra-
dictory. A derivation method R defined on a set S of pairs is complete iff for all
contradictory subset C' of S, the unsatisfiable pair is in R*(C). This means that
there exists an integer n such that the unsatisfiable pair belongs to R™(C'). We say
that the method R is decidable if it is complete and for each subset C' of S there
exists an integer n such that R"(C) = R"*!(C). Thus R*(C) = R*(C).

1= denote the semantic equivalence
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Definition 4.5 A set of pairs S is saturated if all of its derived pairs that are not
tautologies are subsumed by other pairs of S.

Definition 4.6 If £ is a list of literals such that | £ |= n, and m an integer
such that m < n then C[*{L} denotes the set of propositional clauses obtained by

considering all the disjunctions formed by the combinations of m literals among
those of the list L.

Proposition 4.7 Let ¢ = (o, L) be a pair such that | £ |= 6 then we have the

following logical equivalence :
c=Ci oty

Proof Let I be a model of ¢. Thus at least a literals among those of £ are
satisfied by I. In other words, I satisfies at most 8 — « literals among the negation
literals of £. This implies that I satisfies each clause of the set C5~*T*{£}. This
is so, because each clause of the set Cg_o‘+1{£} contains exactly § — a + 1 literals.
To prove the converse, we show that if (a,£) has no model then Cj~***{£} has
no model too. Suppose that (a, £) has no model, then any truth assignment T,
satisfies less than « literals among those of £ (at most o — 1); That is, I satisfies
more than 6 — « literals among the negation literals of £ (at least § — a +1). It is
not hard to see that the clause of Cj~*"'{£} which is formed with the negations
of the # — a + 1 literals with the value true in I, is not satisfied by I. We conlude
that I is not a model of C§~*™{L}.

As a consequence of proposition 4.7, we obtain the following lemma.

Lemma 4.8 If S = Uj=1 x{(ai, £3)/ | Li |=0:} is a set of k pairs, and S, a set of
propositional clauses, such that Sy = Uz':l’kcgi"_aﬁl{ﬁi}, then S = Sp.

The lemma is a direct consequence of the proposition 4.6. It is intersting to see
that for each set S of pairs there exists an equivalent set S, of propositional clauses
and vice versa. It is obvious that in general the number of clauses in S, is greater
than the number of pairs in S.

Lemma 4.9 Let S be a set of pairs, and Sy, the corresponding set of propositional
clauses, then S is saturated iff Sy is saturated.

The proof is given in [3]. Now we can conclude :

Theorem 4.10 (completeness) A saturated set S of pairs is contradictory iff it
contains the unsatisfiable pair.

Note that if R is a derivation method defined on a set S of pairs, such that for all
subset C' of S, R*(C) is saturated, then R is complete. The proof of the theorem
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is based on the two previous lemmas. Indeed completeness property is a known
result for saturated propositional clauses systems. On the other hand we deduce
from lemma 4.7 and lemma, 4.8 that all saturated set S of pairs can be transformed
into an equivalent system S, of propositional clauses which is also saturated. It is
obvious that the property of completeness is verified for the set S.

Many improvement can be done for this method as it has been done in resolution.

5 A proof for Pigeon-Hole problem

The problem consists in putting n pigeons in n — 1 holes such that each hole holds
at most one pigeon. We show here how cardinality leads to find a linear proof for
Pigeon-Hole problem. This problem is described with the following set of pairs.

1 (17191(1)171(2) - -pl(n—l))
2 (1ap2(1)p2(2) - -p2(n71)>

n (lapn(l)pn(Q) . 'pn(n—l))

n+l (n—1,7pi1)=P2(1) - - - "Pn(1))
n+2 (n—1,7p1(2)7P22) - - - "Pn(2))

20-1  (n — 1,7 P1(n—1)"P2(n—1) - - - Pn(n—1))

Note that p;(j) means that the the pigeon-hole j holds the pigeon i. The problem is
expressed with only 2n — 1 pairs, however the same problem requires n+n(n—1)2/2
propositional clauses.

One way to prove the unsatisfiability of the problem is to use a linear resolution
method. It consist to apply at each step the resolution rule on the current resolvant
and another pair of the remaining pair formulas. The proof is given by the following
steps:

Proof By application of the resolution rule on the formulas (1) and (n + 1) we
deduce the pair (n—1,pi(2) - - - P1(n—1)7P2(1) - - - "Pn(1)) - We continue the resolution
on the n — 2 first positive literals of the previous pair. Thus by n — 2 applications
of the resolution rule we get the pair:

(n=1)+(n—=2)(n—=1)=(n—=2), "P21) - - - "Pp1)"P2(2) - - - Pn(2) - - P2(n—1) - - Pr(n—1))

in which only negative literals appear. It is obvious now that with n — 1 applica-
tions of the resolution rule on the literals —ps(1)=pa(2) - - - “P2(n—1) We obtain the
pair (n—1)+(n—2)(n—1)—(n—2) + (n— 1)(n — 2),0) which is identical to the
unsatisfiable pair (1, (). Therefore the unsatisfiability of the problem is shown using
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only 2n — 2 applications of the resolution rule. Thus we find a linear proof for the
pigeon-hole problem which is not possible in classical resolution.

6 The method DPC

Lemma 4.7 permits the translation of resolution tools from propositional logic to
pair formula representation. On the other hand, by few elementary transformations
we obtain the corresponding method of Davis and Putnam in the pair formulas rep-
resentation. We describe it below and give some results and applications for some
interesting problems.

The Davis and Putnam procedure[6] is based on the semantical approach which
deal with the interpretation of the formulas. We give below the corresponding pro-
cedure on pair formulas.

Given a set S of pair formulas and a literal p of S, we will denote by Sp1(Spo)
the set obtained by the following two rules :

1. - Striking out all the pairs of cardinality one, that contain p(—p) respectively.
- Deleting all occurences of p(—p) and decreasing the cardinality by one from
the remaining pairs.

2. deleting all occurences of —p(p) from the remaining pair formulas without
decreasing the cardinality.

Proposition 6.1 Let S be a sel of pair formulas and let p be o literal of S, then
S s satisfiable if and only if Sp—1 or Sp—o is salisfiable.

The Davis and Putnam is based on the previous proposition. To define the proce-
dure we use two other rules:

1. Unit pair rule. If the set S of pairs contains a unit pair, i.e. a pair (n, L),
such that | £ |= n, then assign all the literals in £ the value TRUE.

2. Pure literal rule. If there exists a literal p in S such that —p does not appear
in S, then strick it in all pairs and decrease the cardinality. Thus we obtain
the system S,.; which is satisfiable if and only if S is satisfiable.

We present in Figure 1 the Davis and Putnam procedure with cardinality (DPC)
using the two previous rules :
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DPC Procedure

Given a set S of pairs defined over a set of variables V.
e If S is empty, return “satisfiable”.
e If S contains an empty pair, return “unsatisfiable”.

e (Unit pair rule) If S contains a unit, pair ¢, assign all the variables mentioned
the value TRUE which satisfies ¢, and return the result of calling DPC on
the simplified set of pairs.

o (Pure literal rule) If there exists a pure literal in S, assign it a value TRUE,
and return the result of calling DPC on the simplified set of pairs.

e (Splitting rule) Select from V a variable v which has not been assigned a
truth value. Assign it a value, and call DPC on the simplified set of pairs. If
this call returns “satisfiable”, then return “satisfiable”. Otherwise, set v to
the opposite value, and return the result of calling DPC on the re-simplified
set of pairs.

Figure 1: The Davis and Putnam procedure with cardinality

7 Symmetries in cardinality formulas

The principle of symmetry is originaly introduced by Krishnamurty [13], he showed
that it is a powerful augmentation to resolution. On the other hand symmetries
have been studied in [2] and have been used to increase the efficiency of both SI-
resolution [12] and Semantic Evaluation [14] methods.

First of all, let us define the concepts of permutations and symmetry, and prove

significant properties that will enable us to improve the proof algorithms, for more
details we refer the reader to [2, 3].
If V is a set of propositional variables then a bijection map ¢ : V. — V is called a
permutation of variables. If S is a set of pairs, ¢ a pair of S and ¢ a permutation
of variables occuring in S, then o(c) is the pair obtained by applying o to each
variable of ¢ and o(S) = {o(c)/c € S}

Definition 7.1 A set P of literals is called complete if V¢ € P; then -{ € P

Definition 7.2 Let P be a complete set of literals and S a set of pairs of which
all literals are in P. Then a permutation o defined on P (o : P — P) is called a
symmetry of S if it satisfies the following conditions:
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1. Vi€ P,U(—!f) = —|a(€)
2. 0(5)=S

Two literals (variables)l and [ are symmetrical in S (notation £ ~ {) if there exists
a symmetry o of S such that o(¢) = €. A set {l1,la,...,€,} of literals is called

a cycle of symmetry in S if there exists a symmetry o defined on S, such that
O'(fl) = 52, .. .O'(fnfl) = En,O'(én) = 51.

Remark 7.3 All the literals in a cycle of symmetry are symmetrical two by two.
The symmetry detection method is not discribed here, it is very closed to the one
given in [2].

Theorem 7.4 Let £ and ¢' be two literals of S. If £ ~ ¢ in S, then £ has a model
in S iff ' has a model in S .

This theorem expresses an important property that we use in [2] to make prune
the proof tree. Indeed if ¢ has no model in S and ¢ ~ ¢, then ¢ will have no
model in S, thus we prune the branch which corresponds to the assignment of ¢’ in
the resolution tree. Therefore, if there are n symmetrical literals we can cut n — 1
branches in the proof tree.

The DPC method is increased with the previous property and applied for the
following problems.

7.1 Description of the benchmarks

¢ Queens. Placing N queens in NV x N chessboard such that there is no couple
of queens attacking each other.

e Erdos’s theorem. Find the permutation o of N first numbers such that for
each 4-tuple 1< i < j < k <1 < N none of the two relations o(i) < o(j) <
o(k) <o(l) and o(l) < o(k) < o(j) < (i) is verified.

This problem is modeled by creating for each couple (i,j) a variable f; ; which
means o(i) < o(j). The rules express the associativity of the relation <, and
prohibit the misplaced 4-tuples.

For N <9 the problem admits solutions, beyond it doesn’t.

e Schur’s lemma: How to distribute N counters numbred from 1 to N into 3
boxes A, B, C in accordance with the following rules:
1) A box can’t contain both the counters numbered ¢ and 2 *
2) A box can’t contain the counters numbered i, j and i + j
This problem is modeled simply by creating one variable by counter and by
box.For N < 13 the problem admits solutions, beyond it doesn’t.
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¢ Ramsey problem’s: Color the edges of a complete graph on N vertices with
three different colors such that no monochromatic triangle appears.
For NV < 16 the problem admits solutions, beyond it doesn’t.

Below we present in Tables 1 and 2 some results for different problems obtained
by DPC with the advantage of symmetry. The most satisfying results is that we

Problems Size formula DPC+Sym |
pairs | Variables | Steps | Times
Queens 8 50 64 47 | 0.06”
Queens 10 64 100 85 | 2.04”
Erdos 9 420 36 35| 0.36”
Erdos 10 660 45 914 | 8.21”
Schurl3 152 39 42 | 0.05”
Schurl4 175 42 249 | 1.3%”
Ramsey14 1274 273 273 | 2.82”
Ramsey15 1575 315 723 | 50.73”
Ramsey16 1920 360 | 2957 | 1°.25”
Ramsey17 2312 408 | 27000 30°

Table 1: Schur’s Lemma, Ramsey’s problem, Erdos and Queens

Number of pigeons Size formula DPC+Sym
Pairs | Variables | Steps Times
10 19 90 61 0.183”
15 29 210 131 0.950”
20 39 380 226 3.350”
25 49 600 346 9.950”
30 59 870 491 25.133”
35 69 1190 661 57.333”
40 79 1560 673 1’577
45 89 1980 781 3’35”
50 99 2450 897 4’57

Table 2: Pigeon hole problems

have proved for the first time the unsatisfiability of Ramsey problem R(3, 3, 3) with
17 vertices. This result is given by our algorithm, implemented in Pascal, 30 min
CPU on a SUN4/110. The Semantic Evaluation algorithm has run 15 h CPU and
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more than 1400000 steps on a HP 9000/350 without success. Note that the
complexity of pigeon-hole problem, in number of steps becomes linear.

8 Related works

e Hooker [9] has established the connection between resolution method for logic
and cutting plane methods for integer programming[5, 10]. In his work he
gives a generalized resolution procedure for clauses that asserts that at least
a certain number of their literals are true.

e The cardinality operator [8] implements the principle “infer simple con-
straints from difficult ones” which is actually the basic principle behind the
design of CLP over Finite Domains, and would be appropriate to build non-
primitive constraints as well

e Four types of constrains are defined in [1] to express naturally propositional
problems and a generalization for model partition theorem is given.

9 Conclusion

In this paper, we have introduced the pair formulas to express problems in a more
natural way and inprove the efficiency of resolution methods in propositional cal-
culus. The pair formulas have a simple semantic and let to get a generalization of
the conjunctive normal form (CNF). A proof system which is at once complete and
decidable is given. To reason about the statement “at least p literals are true among
the literals of a list £”, the detection of symmetries[2] seem to be less expensive in
this formalism. Symmetries are applied to Davis and Putnam procedure with cad-
inality and satisfactory CPU times are obtained on different problems. We intend
to generalize Sl-resolution method to pair formulas, some properties of cardinality
seems to be particularly useful when dealing with this method.
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Résumé

Les nombreux travaux autour du probléme SAT qui ont
été effectués ces derniéres années ont permis de se faire
une idée assez précise des classes d’algorithmes & mettre
en ceuvre pour résoudre des requétes exprimées en calcul
propositionnel. La plupart de ces algorithmes demandent
un codage de ’ensemble de clauses étudié par une matrice
creuse. Dans cet article, nous étudions dans quelle mesure
le formalisme d’expression des problémes peut étre étendu
sans changer significativement ni les algorithmes de réso-
lution, ni surtout les structures de données. L’extension
que nous proposons est double : des formules & deux ni-
veaux aux circuits & un nombre arbitraire de niveaux, des
clauses aux fonctions de seuils. Nous montrons que tous les
algorithmes classiques (filtrages, algorithmes énumeératifs,
méthodes stochastiques et diagramme binaire de décision)
s’appliquent quasiment a l'identique sur cette extension.

1 Introduction

Depuis quelques années, des efforts importants ont été
faits pour mettre au point un corpus d’algorithmes ef-
ficaces pour résoudre des requétes posées sur des for-
mules du calcul propositionnel. Bien entendu, le terme
efficace doit étre compris relativement & la difficulté in-
trinséque des questions posées. Tester la satisfiabilité
d’un ensemble de clauses est et reste un probléme dif-
ficile. Cependant, on commence & avoir une idée assez
précise du type de méthodes & mettre en ceuvre pour
réduire, autant que faire se peut, cette difficulté. On
peut diviser ces algorithmes en quatre catégories (par
ordre croissant de complexité!) :

—Les filtrages. Il s’agit principalement de la propaga-
tion des littéraux purs et unitaires en temps linéaire
[34, 16, 42]. IIs sont destinés a résoudre des problémes
dans P : 2SAT, Horn-SAT, Horn-renomabilité, ...
[17, 18, 24, 25].

—Les algorithmes de recherche stochastique, au premier
rang desquels GSAT [44] et ses multiples variantes . Ils
sont destinés & chercher une solution au probléme de
satisfiabilité. Ils traitent donc un probléme dans NP.

'Le lecteur pourra se reporter a [23] ou [38] pour une dé-
finition exacte des classes de complexité évoquées ci-apres.

L. Sais et L. Brisoux
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—La procédure de Davis et Putnam [19] et ses variantes
[4, 20] qui trouvent une solution au probléme de satis-
fiabilité quand il y en a une et montrent qu’il n’y en
a pas dans le cas contraire. Ces algorithmes résolvent
donc un probléme dans coNP2.

—Les diagrammes binaires de décision [7, 6]. Ils sont
utilisés pour le calcul d’impliquants premiers [14, 40],
la minimisation & deux niveaux [12], le calcul des états
accessibles d’un automate d’états fini [13, 8], I’évalua-
tion de la fiabilité [40]. Ces problémes sont en général
dans PSPACE ou #P.

Les améliorations apportées a/par ces algorithmes sont
dues principalement & la mise au point de structures
de données efficaces. C’est clair pour les filtrages et
pour les diagrammes binaires de décision. Qui a pro-
grammé une procédure de Davis et Putnam ou une
méthode de réparation locale sait que l'efficacité pra-
tique de ce type d’algorithmes est pour beaucoup une
question de codage intelligent des clauses. Il n’est pas
dans notre propos de minimiser "importance des heu-
ristiques — ’autre grand sujet de discussion — mais le
lecteur conviendra que la pertinence de celles-ci est trés
dépendante du type de formules étudiées®. De plus, si
I’on s’intéresse non plus & des heuristiques individuelles
mais & des classes d’heuristiques on retombe, mutatis
mutandis, sur une discussion sur les structures de don-
nées permettant de les mettre en ceuvre.

A T’exception des diagrammes binaires de décision, les
algorithmes cités plus haut travaillent tous sur des en-
sembles de clauses (formules CNF ou DNF). Quelques
articles ont proposé des extensions vers des formules
non clausales (par exemple [47, 16, 11]), mais cette voie
n’a pas été systématiquement explorée. Or tous les pro-
blémes que l'on peut modéliser en calcul proposition-
nel ne se codent pas naturellement par des formules
CNF'; loin s’en faut. Il existe bien sir des algorithmes
efficaces permettant de passer d’une formule générale
a une formule CNF équivalente pour la satisfiabilité

%Ils sont peuvent aussi étre utilisés pour produire des
impliquants et des impliqués premiers [36, 10, 43].

3C’est ce que montrent en particulier les travaux sur les
variations des modéles de générations aléatoires [41].
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[39, 49], mais d’une part cela se fait au détriment de la
structure de la formule (qui peut contenir des informa-
tions intéressantes que les résolveurs peuvent exploiter,
e.g. des symétries), d’autre part cette équivalence ne
tient que pour la satisfiabilité.

De plus, certains problémes se codent mal avec des en-
sembles de clauses. Par exemple, la satisfiabilité des
formules de Tseitin [46] peut étre prouvée efficacement
si ces derniéres sont représentées par une conjonc-
tion de chaines d’equivalences (Biconditional Normal
Form) alors que leur résolution est exponentielle dans
le cas d’un codage par une CNF [21]. Il faut aussi
noter que lors de la modélisation d’un probléme réel,
de nombreuses informations ne sont que des fonctions
booléennes exprimant des dépendances entre variables.
Cette notion de « dépendance » [31] explicite dans
le cas du formalisme que nous proposons, est difficile
a obtenir dans le cas CNF[29]. La reconnaissance et
I’utilisation des dépendances entre variables peut ame-
ner une réduction sensible du temps de recherche. En
effet, 'affectation d’une variable indépendante déter-
mine les valeurs des variables dépendantes, ce qui ré-
duit le nombre d’interprétations possibles & 2" ou n
est le nombre de variables indépendantes.

Dans cet article, nous étudions comment étendre au
maximum le formalisme utilisé tout en :

— Restant dans le cadre du calcul propositionnel qui
nous semble adapté & la résolution de nombreux
problémes pratiques.

— Gardant les mémes structures de données, ou en
tout cas les mémes principes de mise en ceuvre des
algorithmes cités plus haut.

— Gardant la méme complexité algorithmique sur
les formules étendues que sur les formules CNF et
surtout la méme efficacité pratique.

Plus précisément, nous montrons que cela est possible
sur des circuits combinatoires a plusieurs niveaux et
construits avec des fonctions de seuils.

Le reste de cet article est organisé comme suit : la pro-
chaine section décrit formellement les circuits combi-
natoires considérés. Dans les sections suivantes, nous
étudions l’extension des algorithmes de chacune des
quatre catégories au nouveau formalisme (respective-
ment dans les sections 3 pour les filtrages, 4 pour les
algorithmes énumératifs, 5 pour les méthodes de re-
cherche locale et 6 pour les diagrammes binaires de
décision). Finalement, nous discutons les perspectives
dans la section 7.

2 L’extension proposée
Le formalisme que nous étudions dans cet article étend
les ensembles de clauses dans deux directions :

—Des formules & deux niveaux (conjonction de disjonc-
tions) aux formules & un nombre arbitraire de niveaux.
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—Des clauses aux fonctions de seuils.

Syntaxe Le langage propositionnel £ que nous
considérons est construit sur un ensemble infini dé-
nombrable de variables propositionnelles V', I’ensemble
des entiers naturels IN, et les symboles auxiliaires “=",
u#n’ u(;a, u)n’ “E", 44’77 44[77 et 44]77. L utilise deux construc-
tions syntaxiques : les portes et les circuits.

L’ensemble des portes de £ est le plus petit ensemble
tel que : si s, e, ..., e sont des variables de V, aq,

., Ok, Bmin €t Bmaz sont des entiers positifs ou nuls,
alors

,ak.ek) S [ﬂminaﬂmax] (1)

est une porte. On note Var(P), ’ensemble des va-
riables apparaissant dans la porte P. s est la sortie (le
fanout) de la porte, les e; sont ses entrées (fanins). On
étend ces notations aux ensembles de portes : soit C' un
ensemble de portes, I’ensemble des variables apparais-
sant dans C' est noté Var(C), le sous-ensemble des va-
riables n’apparaissant pas en membre droit d’une porte
est noté Sorties(C) et le sous-ensemble des variables
n’apparaissant pas en membre gauche d’une porte est
noté Entrées(C). Notons que, dans un ensemble de
portes certaines variables ne sont ni des entrées, ni des
sorties.

s = #(as.eq,...

L’ensemble des circuits de £ est le plus petit ensemble
d’ensembles de portes tel que :

—L’ensemble vide est un circuit (noté T).
-Si C et Cy sont des circuits et
Var(C1) NVar(Cy) =0, alors C; U Cs est un circuit.

—Si C' est un circuit et P est une porte dont la sortie
s n’appartient pas & Var(C), alors C U {P} est un
circuit.

On remarque que cette définition assure que, dans un
circuit, toute variable est la sortie d’au plus une porte.
Un circuit C peut étre vu comme un (hyper)graphe
orienté acyclique dont les sommets sont les variables
et dont les (hyper)arcs relient les entrées de chaque
porte avec sa sortie. Dans le cadre de cet article, nous
nous restreindrons au cas ou ce graphe n’a qu'une ra-
cine, c’est-a-dire ou le circuit n’a qu’une sortie. De
plus, nous dirons indifféremment équation ou porte et
formule ou circuit. Les seules “vraies” variables d’un
circuit sont ses entrées. Les autres sont des variables
intermédiaires qui peuvent étre vues comme des noms
pour les sous-formules (ou la formule elle-méme).

Il est important d’étendre la définition des circuits
donnée ci-dessus de facon a permettre la substitution
de valeurs aux variables. Soient C' un circuit, =1, ...,
xp des variables et vy, ..., vg des valeurs booléennes
(0 ou 1). On note Cypyuy.... .an<w, le circuit C dans
lequel les valeurs vq, ... ,v; sont substituées respecti-
vement aux occurrences des variables x1, ... ,T-
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Sémantique Une affectation o est une application
de V dans {0,1}. On étend par induction structurelle,
les affectations en des applications de £ dans {0, 1} de
la fagon suivante :

Soient o une affectation et P une porte de la forme (1)
alors o(P) = 1 si et seulement si ’égalité o(s) =1 et
la double inégalité

Bmin < Zi:l,..,k a;.0(e;) < Bmae sont vérifiées ou in-
firmées simultanément (si z est une constante o(z) =

Soient ¢ une affectation et C' un circuit alors o(C) =1
si et seulement si o donne la valeur 1 & toutes les portes
de C.

Un circuit est satisfiable s’il existe une affectation le
satisfaisant, c’est une tautologie si toute affectation le
satisfait et c’est une antilogie si aucune affectation le
satisfait.

Autres notions classiques Les notions de litté-
ral, de produit (ensemble fini de littéraux interprétés
conjonctivement), de clauses (ensemble fini de litté-
raux interprétés disjonctivement), d’impliquants pre-
miers et d’impliqués premiers ont leur signification
usuelle. Il y a une correspondance bi-univoque entre
les substitutions et les produits : & la substitution
r1 <1, ...,z <1,y <0,...,y, < 0correspond
le produit {x1,...,Zm,WY1,...,7yn} et réciproque-
ment. Les produits et les substitutions peuvent aussi
étre vus comme des affectations partielles.

Puissance d’expression Il est clair que £ est une
extension des formules CNF. En particulier, si a et b
sont des variables, les formules (a V b), (a A b) et —a
seront codées par les équations suivantes :

a.oub = H(a,b) €[1,2] (2)
aetb = #(a,b) €[2,2] (3)
non.a = #(a) €]0,0] (4)

De la méme fagon, £ est une extension des systémes
d’inéquations linéaires en variables 0/1. Soit I'inéqua-
tion linéaire F suivante :

121+t QT — Bry1 — oo — Bpln <

Pour la coder dans £, on commence par coder les lit-
téraux négatifs :

Yic1,m@i-Ti + Xj—1 n 8- (1 —y;j) < v+ Bim1 00

Puis, on écrit directement les portes correspondantes :

E = #la1.x1,-- ,Qm-Tm,B1-21,- -,
o PBnzn) € 0,7+ Eiz1.004]

21 = #(y1) €10,0]

2 = F#yn) € [O:O]
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Notons qu’en pratique la négation peut étre codée di-
rectement (sans introduire de nouvelles variables), en
utilisant des littéraux plutdt que des variables lors du
codage d’une porte (1).

Les liens entre la programmation linéaire en {0,1} et le
calcul propositionnel ont déja été étudiés, en particu-
lier par Hooker (voir par exemple [27, 28]). Cependant,
Hooker a surtout examiné comment interpréter les al-
gorithmes de programmation linéaire dans le cadre
de la logique booléenne. Nous proposons au contraire
d’adapter les méthodes développées pour le calcul pro-
positionnel & la programmation linéaire en {0,1} (de
plus nous considérons des formules & un nombre arbi-
traire de niveaux, et non des systémes d’inéquations).

Signalons tout de suite quelques avantages de ’exten-
sion proposée sur les formules CNF.

—Elle est beaucoup plus concise. Par exemple, le fait
que k formules parmi n doivent étre vraies se code en
une seule équation.

—Elle permet facilement ’introduction de lemmes, c’est
a dire de variables codant des formules. Les lemmes
permettent d’abord de construire des preuves courtes
pour des formules intraitables autrement [46, 9], mais
surtout de compiler facilement des descriptions de plus
haut niveau (par exemple des diagrammes de fiabilité

[37])-

—Elle permet de tirer parti facilement des symétries
ou de toutes autres régularités apparaissant dans les
problémes, en les détectant automatiquement comme
dans [4] ou en écrivant directement les formules de
facon & en éliminer les redondances®.

—Elle permet de traiter au méme plan une formule et
sa négation, ce qui est intéressant dans le cadre de la
compilation compositionnelle de formalismes de haut
niveau.

—Elle permet de mettre en ceuvre des procédures de
réécriture des formules dans 'esprit du vérificateur de
modéle INSTEP [48]. INSTEP implémente deux types
de régles : les filtrages (ou simplifications immeédiates)
des formules — nous reviendrons sur ce sujet dans la
prochaine section — et la décomposition de Shannon
qui consiste & remplacer une formule f par la formule
(A fre1)V(mZA fz0). Ce type de réécriture peut étre
utilisé en tant que tel pour résoudre le probléme posé,
ou comme pré-traitement des formules. Cette derniére
voie semble particuliérement prometteuse pour les al-
gorithmes utilisant les diagrammes binaires de déci-
sion.

Il reste bien entendu & montrer que cette extension ne
se fait pas au prix d’'une complexité accrue des algo-
rithmes. C’est ce que nous allons faire dans les pro-

4Par exemple en imposant, dans un probléme de Ram-
sey comme ceux traités dans [36], des inéquations sur le
nombre d’arétes de chaque couleur.
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1 C r+ 1,z + 0,0
’ 1
o C,s = #(Oél.l'l, .- ,Oék.ﬂ'}lk) € [/Bmina[))max]a z; < 0,0
s=#H(Q1.21, .00 Q1 X1, Qi1 Zig 1y e QpZk) € [Bmin, Bmaz)
— C,s = #(al'xla .- aak-xk) € [/Bmin:ﬂmaw]: z; < 1,0
s=F(Q1.21,. 0, Q1T 1, Qi1 Tig 1y e OkTE) € [Bimin — Qi Brmas — Q)
Tl, C,S = #(al'xla cee aak'xk) € [/Bmina[))max]a /Bmin <0, 25:1051‘ < /Bmax
' s+ 1
0 . C,S = #(041.1171, cee ;ak-wk) S [ﬂmin;ﬂmaw]; E§:1ai < ﬂmz’n
min' 50
o . C;S = #(041.331, e ;ak-mk) S [ﬂmin;ﬂmaw]; ﬂmaz <0
mas’ 50
J/min' 07 1= #(al'wla cee ,OZk.l’k) € [ﬂminaﬂmaz]y Ej:L..Jc,i;éjaj < ﬂmzn
o ;1
mazx. C; 1= #(al-mly e 7ak-mk) S [ﬂmin;/@maw]a Qg > ﬂmaz
0 ’ x; + 0
min. 070 = #(al-wla v 7ak-$k) S [ﬂmin;ﬂmaz]; Q; 2 ﬂmin; E?:laj S ﬂmaz
o T; < 0
J,maw' C,O = #(al'xla cee :ak-xk) € [ﬂminaﬂmam]a Ej:l,..,k,i;ﬁjaj < ﬂmam: ﬂmin <0
1 ’ T+ 1

F1a. 1: Les régles définissant 'opérateur de conséquence immeédiate .

chaines sections.

3 Filtrages

La premiére chose & vérifier est que le formalisme pro-
posé peut étre codé dans des structures de données
permettant de propager efficacement les affectations
de valeurs aux variables et de détecter les variables
astreintes & prendre une valeur unique. Ces deux opé-
rations sont la clé de voite de toute procédure énu-
mérative efficace, et par 1a, de la mise au point d’al-
gorithmes optimums sur les classes polynomiales prin-
cipales du probléme SAT et des problémes de satis-
faction de contraintes [24]. La premiére propage des
valeurs des entrées vers la sortie du circuit, la seconde
procéde en sens contraire. La structure de données doit
donc permettre ce double mouvement, de haut en bas
et de bas en haut.

Opérateur de conséquence immédiate Nous al-
lons dans un premier temps définir un opérateur de
conséquence immeédiate F (qui décrit formellement les
opérations mentionnées ci-dessus), puis nous propose-
rons des structures de données pour le mettre en ceuvre
efficacement.

La figure 1 présente - & ’aide de séquents. La signi-
fication de chacune de ces régles est suffisamment ex-
plicite pour que nous ne la décrivions pas en détails
ici. Les séquents de - transforment un couple (circuit,

substitution) en un autre couple (circuit, substitution)
équivalent, :

C,-C. = C,=C, (5)

Nous noterons F* I'opération consistant & appliquer
un nombre quelconque de fois 'une des régles décrites
figure 1. Il est bien clair que l'opérateur - admet un
point fixe unique (quel que soit l'ordre d’application
des régles). Nous noterons |~ C, ce point fixe.

Structure de données La structure de données que
nous proposons (pour mettre en ceuvre ) est la sui-
vante. On construit :

— La liste des portes du circuit étudié.
— La liste des entrées de chaque porte.

— Pour chaque variable, la liste des portes dont elle
est une entrée.

Les deux derniéres listes sont en fait des listes de poin-
teurs vers des monomes «;.z; qui comportent chacun
un pointeur vers la variable z; et un pointeur vers la
porte dans laquelle ils apparaissent. La structure co-
dant une variable doit aussi contenir un pointeur vers
la porte dont elle est éventuellement la sortie. Cette
structure est une simple généralisation des matrices
creuses utilisées pour coder les ensembles de clauses
[42].

Afin de coder ’affectation partielle courante, on main-
tient la valeur de chaque variable (et de chaque porte).
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valeur de s condition affectation | caractere
s=1 Ymin + ¥ > Bmae z; <0 imposée
s=1 Ymaz — ¥ < Bmin T 1 imposée
s=0 (’Ymin +a; > ﬂmzn) A ('Ymaw < ﬂmaw) z; <0 imposée
s=0 (Ymaz — @i < Bmaz) N Ymin > Bmin) T+ 1 imposée
s=1 Tmaz < PBmae z; + 1 libre
s=1 Ymin 2 Bmin z; <0 libre
=0 Ymaz S ﬂmaz T; < 0 libre

TAB. 1: Table récapitulative des affectations imposées et libres
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On maintient aussi, pour chaque porte de la forme (1),
la valeur minimum 7,,;, et la valeur maximum 7,4z
que peut prendre la somme des «;.r; dans Daffecta-
tion partielle courante. Ces valeurs correspondent res-
pectivement a D'affectation & 0 et & 1 des variables non
encore affectées par o. Quand une entrée recoit une va-
leur, vpmin €t Ymae sont mis & jour (en temps constant
dans la mesure ou il suffit d’ajouter ou de soustraire
un « aux valeurs précédentes des ). Si Ymin > Bmaz
ou Si Ymazr < Bmin, la sortie s prend la valeur 0 et la
propage. Si Ymin Z 6mzn et Ymaz S 6maz7 la sortie s
prend la valeur 1 et la propage.

Les affectations de valeurs aux variables se font donc
sans modifier la structure de données. On utilise une
pile pour mémoriser les affectations & effectuer.

Dans le cas ou c’est la variable s qui est affectée, vin
et Ymaz sont utilisés pour effectuer les tests correspon-
dants aux séquents |[Vn, |mvin . |maz ef |mar de |a
figure 1. On note que si la valeur de z; est fixée par
propagation alors toute variable z; telle que a; > oy
est astreinte & prendre la méme valeur. L’idée est donc
de maintenir une liste des z; triée par ordre décroissant
des a; ainsi qu’un pointeur vers la premiére variable
non affectée de la liste. Ce tri initial de la liste se fait
en O(k.log(k)) (c’est un pré-traitement).

Le calcul du point fixe de 'opérateur de conséquence
immeédiate revient & étendre la substitution courante.
Il se fait en temps linéaire amorti [45].

Lemme 1 (Complexité de la propagation)
Soient C' un circuit et o une substitution codés dans
les structures de données décrites ci-dessus. Le calcul
de |7 C, est en O(|C|), ou |C| dénote le nombre de
monodmes a;.x; présents dans le circuit C.

Pour vérifier le lemme précédent, il suffit de remarquer
que chaque mondéme est parcouru au plus deux fois :
une fois « verticalement » lors de ’affectation de la
variable correspondante et une fois « horizontalement

» si la variable est contrainte & prendre une valeur
donnée.

Affectations libres Soient C' un circuit,  une va-
riable et v une valeur (0 ou 1). On dit que laffectation
de v & x est libre si pour toute affectation o satisfai-
sant C' et telle que o(x) = 1 — v, affectation o' égale
partout & o sauf en z satisfait C. Cette notion est
sémantique. Il convient donc d’en donner une version
affaiblie, syntaxique, qui pourra étre détectée facile-
ment sur la structure de données. La table 1 donne
des conditions syntaxiques suffisantes (mais pas for-
cément nécessaires) pour qu’une affectation soit libre
ou imposée. Le lecteur remarquera que la notion d’af-
fectation imposée généralise celle de littéral unitaire
et que la notion d’affectation libre généralise celle de
littéral pur. Intuitivement, ’affectation de la valeur v
a la variable x est imposée s’il existe une porte qui
serait immédiatement falsifiée si la valeur 1 — v était
affectée a x. L’affectation de la valeur v a la variable
x est libre si pour toutes les portes dans lesquelles
apparait en entrée, cette affectation ne fait que renfor-
cer la satisfaction potentielle de la porte. On voit donc
qu’il y a une dualité profonde entre affectations libres
et affectations imposées.

D’autre part, si I'affectation d’un des z; a la valeur v;
est libre alors c’est le cas pour toutes les variables non
affectées de la porte. Par conséquent, dés que la condi-
tion est remplie, on peut parcourir la liste et mettre
4 jour des compteurs qui pour chaque variable main-
tiennent le nombre de portes dans lesquelles elle n’est
pas libre positivement et négativement. Dés qu’un de
ces deux compteurs passe a 0, la variable peut étre
librement affectée & ’autre valeur. Ici encore, il n’est
pas difficile de voir que la gestion des compteurs se fait
en temps linéaire amorti sur la taille de I'instance.

Au cott du pré-traitement prés (qui est trés faible), on
a donc des algorithmes de propagation des variables et
de détection des sous-formules astreintes & prendre une
valeur unique et des sous-formules dont la valeur est
libre aussi efficaces que ceux dont on dispose grace a
la structure de matrice creuse pour les ensembles de
clauses [42].

Extension de la notion d’« autark » La notion
d’autark (ou de partition du modéle) [22, 35, 36] se gé-
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néralise de différentes facons. La plus simple est sans
doute la suivante : soient C' un circuit et ¢ une affec-
tation partielle, o est un autark de C' si aucune des
variables affectées par o n’apparait dans une équation
non-satisfaite de C'. En clair, o sépare C' en deux : des
équations satisfaites et des équations dans lesquelles
les variables affectées par o n’apparaissent pas. Il est
clair que si o est un autark alors C est satisfiable si et
seulement si C, D'est. La détection des autarks se fait
suivant le méme principe et avec le méme cott (temps
linéaire amorti) que sur les ensembles de clauses, c’est &
dire en maintenant, pour chaque variable, un compteur
du nombre d’équations non satisfaites dans lesquelle la
variable apparait [42].

Avec I'extension des notions de littéral unitaire, de lit-
téral pur et d’autark, on dispose donc de toutes les
briques permettant de mettre au point des algorithmes
efficaces pour traiter les principales classes polyno-
miales du probléme SAT. Cette question a été étudiée
en détails dans [24, 25]. Notons que le fait de dispo-
ser d’un formalisme plus puissant devrait permettre
d’étendre ces classes polynomiales.

4 Algorithmes énumératifs

On peut distinguer deux grandes classes d’algorithmes
complets décidant de la satisfiabilité d’une formule
booléenne :

— Ceux appliquant sous une forme ou sous une autre
le principe de résolution (c’est & dire travaillant
par réécriture de la formule considérée).

— Ceux qui explorent (énumérent) de fagon systé-
matique ’espace de recherche.

Cette derniére classe s’est avérée de loin la plus effi-
cace en pratique. Des travaux récents ont montré que
les mises en ceuvre les plus efficaces ne sont que des va-
riantes de la procédure bien connue de Davis, Logeman
et Loveland (DPL)[19]. Notons, que cette procédure
peut étre adaptée pour compiler des bases de connais-
sances propositionnelles (e.g. en recherchant une cou-
verture d’impliquants (impliqués) premiers) [43, 10, 5].

La procédure de DPL Dans le cadre de cet article,
nous limitons notre étude & ’extension de la procédure
DPL au formalisme proposé (voir Fig. 2).

La procédure DPL se décompose en deux régles essen-
tielles : la régle de simplification (R;) et la régle de
séparation (R3). Son extension aux circuits nécessite
une adaptation de ces deux régles. L’extension de la
régle de simplification a été discutée dans la section
précédente.

Les heuristiques La sélection de la prochaine va-
riable & affecter est un facteur important dans effica-
cité de la procédure énumérative DPL. Une bonne heu-
ristique peut réduire sensiblement la taille de ’arbre

Aspects codage et extension du formalisme

Procédure DPL(C)

entrée : C un circuit (ensemble de portes)
sortie : vrai si C est satisfiable ; faux sinon
début

Ry : régle de simplification
Filtrage et propagation
si C est vide
alors retourner vrai
sinon si il existe une porte falsifiée
alors retourner faux
sinon début
Ry : regle de séparation
choix de la variable = et de la valeur v & affecter
si DPL(Cyyp)
alors retourner vrai
sinon retourner DPL(C,1_4)
fin
fin

FiG. 2: La procédure DPL

de recherche. De nombreux travaux ont été consacrés
a amélioration de la régle de séparation (choix de la
variable de branchement). Citons parmi elles les plus
récentes : C-SAT [20], Tableau [15], POSIT, Satz [33]
et Relsat[2].

Dans le cadre CNF, I’heuristique la plus utilisée est
sans doute celle proposée par Jeroslow et Wang [30]
qui consiste & choisir la variable apparaissant le plus
souvent dans les clauses les plus courtes. Plus pré-
cisément, la variable x; choisie est celle maximisant
w(z;) + w(—wz;), avec w(x;) = ZCES,LEC w(C), et
w(C) = 271/, Les nombreuses variantes proposées en
suite différent essentiellement par leur fonction poids.

Pour adapter cette heuristique, on définit dans un pre-
mier temps la fonction w(P) associée a une porte P. Il
est évident que la porte définie par I’équation (1) peut
s’écrire sous forme d’une conjonction de deux inéqua-
tions linéaires ILP(6) et ILN(T7) :

> @i > Bin (6)

1<i<n
et
Z ;T > (7 - ﬂmaw) (7)
1<i<n
avec

Z a; =7y

1<i<n

On remarque alors que I’équation précédente fait ap-
paraitre a la fois les occurrences positives et négatives,
on retrouve de maniére évidente la notion classique de
littéraux purs (i.e. x; (respectivement —z;) est pur si
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et seulement si VP € C tel que z; € P, Bmaz = 7
(respectivement By, = 0)).

Ci-dessous, la description de la fonction f(v) :
Soit C' un circuit,

fw(v) = Z

VPEC, veP

w(P) (8)

ott w(P) est défini de la fagon suivante® :

. _ w(ILP) siv=zx
-sis=1,w(P) = {w(ILN) siv=-zx

o [ w(LN) siv=z
-sis =0, w(P) = { w(ILP) siv= -z

Il reste & définir le poids associé & une inéquation li-
néaire de la forme :

Z oz > (9)

1<i<n

Il est & noter que la transformation (sans introduction
de nouvelles variables) d’une inéquation linéaire en
CNF peut amener & un nombre exponentiel de clauses
[26]. Pour se rapprocher le plus possible des poids utili-
sés dans le cadre CNF pour pondérer une clause, nous
avons juste besoin de connaitre le nombre et la taille
des clauses obtenues. Pour ce faire nous utilisons une
propriété définie dans [3], montrant la transformation
d’une formule de cardinalité en clauses. Nous rappe-
lons qu’une formule de cardinalité peut étre considérée
comme une inéquation ou tous les coefficients ont une
valeur égale & un. Dans notre cas, nous considérons le
coefficient associé a une variable comme une indication
du nombre de répétitions de la variable. Nous obtenons
donc pour 'inéquation linéaire (9) une approximation
du nombre et de la longueur des clauses :

— la longueur des clauses est : v — 3+ 1,
— le nombre de clauses est : C7F*!
avec y = Zlgz’gn Q;.

Nous proposons ci-dessous, les différentes fonctions de
pondération d’une inéquation linéaire :

wy = (a; x C;v—ﬁ+1) « 9—(v=B+1)

Q;

S LRI
o

’wzz(

Rappelons que dans le cas CNF, une clause C est pon-
dérée par un poids de 2!°!. Dans les deux pondérations
précédentes, |C| est remplacé par v — f+ 1 qui est une
généralisation évidente. Le facteur multiplicatif per-
met d’accentuer notre préférence pour les inéquations

SLes variables du circuit apparaissant uniquement a
gauche du symbole d’égalité sont affectées a 1.

121

linéaires nécessitant de nombreux coefficients pour les
satisfaire.

La fonction de calcul du score d’une variable z est
obtenue par :

By, (z) = (10)
fui(2) + fui (52) + a x min(fu, (2), fu; (7))

(avec a =1.5)

5 Recherche stochastique

Les techniques de recherche stochastique consistent &
tester différentes affectations des variables. Les affecta-
tions & tester sont obtenues en modifiant de proche en
proche une affectation initiale (en général en inversant
la valeur d’une variable, d’ot le nom de réparation lo-
cale donné aussi & ces méthodes). L’affectation initiale
ainsi que les modifications sont obtenues plus ou moins
pseudo-aléatoirement : on cherche a faire les meilleurs
choix possibles tout en laissant un degré de liberté afin
d’assurer une bonne couverture des affectations pos-
sibles. Ces méthodes incomplétes ont été utilisées avec
succes pour résoudre le probléme SAT [44]. Le schéma
général d’une procédure de recherche stochastique est
décrit Fig. 3.

Procédure RL(C)
entrée : C un circuit (ensemble de portes)
sortie : Un modéle, si trouvé
pour i allant de 1 4 max. essais faire
choisir une affectation initiale I
pour j allant de 1 4 max. réparations faire
si I satisfait C'
alors retourner vrai
sinon
choix de la variable z & inverser
I = I avec z inversée
finsi
finpour
finpour

retourner faux
fin

Fia. 3: Procédure générique de recherche stochastique

L’adaptation de la procédure précédente aux cir-
cuits ne présente pas de difficulté majeure. On re-
marque tout d’abord que les variables peuvent prendre
deux valeurs (vrai ou faux), alors qu’elles peuvent en
prendre trois dans les procédures énumératives (vrai,
faux ou non affectée). Quoi qu’il en soit, la modifica-
tion de la valeur d’une variable se fait de la méme
fagon dans les deux types de procédure. La partie
la plus délicate de l’algorithme concerne la sélection
des variables candidates & 'inversion, parmi lesquelles
une est choisie pseudo-aléatoirement. Cela demande
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d’attribuer une note & chaque variable, et de main-
tenir les notes le plus efficacement possible. Une ex-
tension naturelle du calcul des notes mis en ceuvre
dans GSAT [44] pourrait étre la suivante : Soient I
Iinterprétation courante et x une variable de C, alors
w(z) = wy(r) — w—(z), ot wy(x) (resp. w_(x)) dé-
note le nombre de portes de C' actuellement falsifiées
(resp. satisfaites) par I et qui deviendraient satisfaites
(resp. falsifiées), si la valeur de z était inversée. Les
compteurs w4 (z) et w_(z) peuvent étre mis a jour ef-
ficacement en utilisant la méme technique que pour la
détection des littéraux unitaires (voir section 3).

6 Diagrammes Binaires de Décision

Le calcul du BDD codant une équation de la forme
(1) ne pose pas de probléme particulier. On calcule les
BDDs E; codant les e;, puis on applique un algorithme
énumératif (de type “forward checking”) qui sépare sur
la valeur des e; et construit les BDDs en remontant.
Par exemple, si ’on sépare sur la valeur de e; (codé par
le BDD E;) et que les BDDs construits pour e; = 1 et
e; = 0 sont respectivement R; et Ry, le BDD codant
la formule sera (Ey ARy)V(—Ey ARp). Or, la procédure
de calcul du BDD codant la fonction (f Ag)V(=fAh)
a partir des BDDs codant respectivement f, g et h
est précisément la procédure centrale de paquetages
BDD [6].

En pratique, on a tout intérét & mémoriser les résultats
intermédiaires de fagon & ne pas refaire deux fois le
méme calcul. Supposons par exemple que 'on veuille
calculer le BDD associé & ’équation :

#(a1.€1, 0.2, 03.€3, a.€4, (11)

. :ak~fk) € [ﬂminaﬂmam] (12)

Supposons de plus que a; + as = az + ag. Alors le
méme résultat intermédiaire sera obtenu pour les af-
fectations e; < 1, e9 < 1, e3 < 0,e4 < 0, et e + 0,
ey < 0, e3 < 1, e4 < 1. 11 est donc inutile de calcu-
ler deux fois le BDD correspondant. On a 1a un cas
typique d’utilisation des chaines d’addition de Knuth
[32].

S =

7 Conclusion

Le calcul propositionnel est un excellent compromis
entre puissance d’expression et efficacité des algo-
rithmes de résolution associés. Cependant, la plupart
des algorithmes proposés dans la littérature travaillent
sur des ensembles de clauses (formule CNF). Or, tous
les problémes en calcul propositionnel ne se codent pas
naturellement par des formules CNF | et le passage vers
une forme CNF fait perdre des informations structu-
relles importantes.

Dans cet article, nous avons montré qu’en considé-
rant des circuits combinatoires & plusieurs niveaux et

Aspects codage et extension du formalisme

construits avec des fonctions de seuil, il est possible
d’étendre au maximum le formalisme sans changer (ou
presque) les algorithmes; et surtout les structures de
données. En considérant les classes d’algorithmes, nous
avons ainsi montré que leur adaptation au formalisme
proposé ne présente pas de difficulté particuliére.

Ce travail est un premier pas vers la mise en place
d’un formalisme booléen plus général. Il ouvre de
nombreuses perspectives (dont certaines sont en cours
d’étude) :
— la validation de l’approche sur des problémes
réels,

— la mise en place d’heuristiques pour prendre en
compte certaines informations structurelles (e.g.
les dépendances,...),

— la mise en place de techniques de compilation
de formules booléennes (recherche de couverture
d’impliquants (impliqués) premiers).

— l'extension des algorithmes pour résoudre des
problémes d’optimisation (ce que permettent les
poids associés aux variables dans les équations).
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Abstract

In this paper, tabu search for SAT is investi-
gated from an experimental point of view. To
this end, TSAT, a basic tabu search algorithm for
SAT, is introduced and compared with Selman et
al. Random Walk Strategy GSAT procedure, in
short RWS-GSAT. TSAT does not involve the ad-
ditional stochastic process of RWS-GSAT. This
should facilitate the understanding of why simple
local search methods for SAT work. It is shown
that the length of the tabu list plays a critical
role in the performance of the algorithm. More-
over, surprising properties about the (experimen-
tal) optimal length of the tabu list are exhibited,
raising interesting issues about the nature of hard
random SAT problems.

Introduction

SAT, i.e. checking the satisfiability of a boolean for-
mula in conjunctive normal form, is a canonical NP-
complete problem (Cook 1971). Moreover, it is a fun-
damental problem in mathematical logic, automated
reasoning, artificial intelligence and various computer
science domains like VLSI design.

Recently, there has been a renewal of interest in un-
derstanding the nature of the difficulty of SAT (see e.g.
(Chvétal & Szemerédi 1988; Dubois & Carlier 1991;
Mitchell, Selman, & Levesque 1992)). At the same
time, several authors have proposed new —but amaz-
ingly simple and efficient— algorithms allowing for a
breakthrough in the class of computer-solvable SAT in-
stances (see e.g. (Selman, Levesque, & Mitchell 1992;
Gu 1992; Selman, Kautz, & Cohen 1993; DIMACS
1993)).

More precisely, a class of very hard SAT instances
has been characterized. This class is made of random
generated K-SAT instances whose probability of being
satisfiable is close to 0.5 and are located at the critical
point of a phase transition. These problems are most
often beyond the reach of the most efficient techniques

* Copyright © 1997. American Association for Artifi-
cial Intelligence (www.aaai.org). All rights reserved.

derived from conventional algorithms, like Davis and
Putnam’s procedure (Davis & Putnam 1960). In order
to address them, two families of algorithms have been
designed recently. The first one is made of logically
complete techniques that aim at proving the inconsis-
tency of SAT instances (see e.g. (Dubois et al. 1996;
Crawford & Auton 1993)). The second one is formed
of incomplete techniques based on local reparations
that attempt to find a model for SAT instances. Sev-
eral authors have proposed very simple local search
algorithms that prove surprisingly good in solving
hard large satisfiable problems (Selman, Levesque,
& Mitchell 1992; Selman, Kautz, & Cohen 1993;
Gent & Walsh 1993).

In this paper, tabu search for SAT is investigated
from an experimental point of view. To this end,
TSAT, a basic tabu search algorithm for SAT, is in-
troduced and compared with Selman et al. Random
Walk Strategy GSAT, in short RWS-GSAT (Selman,
Kautz, & Cohen 1993). TSAT proves extremely com-
petitive in the resolution of many problems, in particu-
lar hard random K-SAT instances at the critical point
of the phase transition. Actually, the FTP available
GSAT already contained a basic tabu option but has
not been described in the literature to our best knowl-
edge. Moreover, no investigation of the fine-tuning of
its essential parameters had ever been conducted.

In the next section, the canonical K-SAT fixed-
clause-length random generation model is reviewed,
with emphasis on the phase transition. Then, Selman
et al. RWS-GSAT algorithm is presented. TSAT is
then motivated and presented. Extensive experimen-
tations are conducted about the optimal lengths of the
tabu list with respect to several criteria, leading to
surprising findings. A comparison between the perfor-
mance of RWS-GSAT and TSAT is then conducted.
These results were first presented for a very restricted
audience in 1995 (Mazure, Sais, & Grégoire 1995). As
a conclusion, some promising ideas for further research
are given.
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Figure 1: phase transition phenomena

Hard random SAT instances

SAT consists in checking the satisfiability of a boolean
formula in conjunctive normal form (CNF). Let us re-
call here that any propositional formula can be trans-
lated into a CNF that is equivalent for SAT, thanks
to a linear time algorithm (see e.g. (Siegel 1987)). A
CNF formula is a set (interpreted as a conjunction) of
clauses, where a clause is a disjunction of literals. A
literal is a positive or a negated propositional variable.
An interpretation of a boolean formula is an assign-
ment of truth values to its variables. A model of a
formula is an interpretation that satisfies the formula.

Although SAT is NP-complete, theoretical and ex-
perimental results show good average-case perfor-
mance for several classes of SAT instances (see e.g.
(Franco & Paull 1983)).

However, hard random instances of SAT have been
observed at a phase transition. Let us illustrate
this phenomenon in the usual K-SAT fixed-clause-
length model (see e.g. (Chvatal & Szemerédi 1988;
Cheeseman, Kanefsky, & Taylor 1991; Crawford & Au-
ton 1993; Dubois & Carlier 1991; Mitchell, Selman, &
Levesque 1992)), a random generation model where the
number of literals per clause is a given value K and the
sign of each literal is also randomly generated (with a
0.5 probability).

In Figures 1 and 2, we see the phase transition ob-
served by many authors. The probability of satisfia-
bility decreases abruptly from 1 to converge towards 0
in a phase transition as the ¢/n ratio increases (where
c represents the number of clauses and n the number
of variables). The location of the phase transition de-
pends on the length of clauses and on the number of
variables. In Figure 1, we see how the curves move to
the right as this length increases. In Figure 2, we see
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how the curves straighten when the number of vari-
ables increases. It has been shown experimentally that
instances at these phase transitions where the probabil-
ity of being satisfiable is 0.5 are really hard problems.
Actually, it has been proved that these problems are
exponential for resolution (Chvétal & Szemerédi 1988).

Random Walk Strategy GSAT

Let us now briefly review Selman et al. GSAT algo-
rithm (Selman, Levesque, & Mitchell 1992). This al-
gorithm performs a greedy local search for a satisfying
assignment of a set of propositional clauses. The algo-
rithm starts with a randomly generated truth assign-
ment. It then changes (“flips”) the assignment of the
variable that leads to the largest increase in the total
number of satisfied clauses. Such flips are repeated un-
til either a model is found or a preset maximum num-
ber of flips (MAX-FLIPS) is reached. This process is
repeated as needed up to a maximum of MAX-TRIES
times.

In the sequel, we shall consider a more recent and
efficient version of GSAT, i.e. Random Walk Strategy
GSAT (in short RWS-GSAT)(Selman, Kautz, & Cohen
1993). This variant of GSAT selects the variable to
be flipped in the following way: it either picks with
probability p a variable occurring in some unsatisfied
clause or follows, with probability 1 — p, the standard
GSAT scheme, i.e. makes the best possible local move.

Clearly, this very simple algorithm is logically in-
complete and belongs to the local search procedures
family. However, it is surprisingly efficient in demon-
strating that CNF formulas are satisfiable, in particu-
lar K-SAT instances at the phase transition.
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Procedure GSAT
Input: a set of clauses S, MAX-FLIPS, MAX-TRIES
Output: a satisfying truth assignment of S, if found
Begin
for i := 1 to MAX-TRIES do
I := a randomly generated truth assignment
for j := 1 to MAX-FLIPS do
if satisfies S then return I
x a propositional variable such that
a change in its truth assignment
gives the largest increase (possibly
negative) in the number of clauses
of S that are satisfied by I
I := I with the assignment of x reversed
end-for
end-for
return ‘‘no satisfying assignment found”
End

n H

Figure 3: GSAT algorithm: basic version

Restricting randomness

Let us stress that the Random Walk Strategy intro-
duces an additional level of randomness in basic GSAT
and thus makes an analytical study of GSAT more
difficult to conduct. Another randomness property
of GSAT lies in the selection of the variable to be
flipped. Indeed, as Selman et al. stress it: “Another
feature of GSAT is that the variable whose assignment
is to be changed is chosen at random from those that
would give an equally good improvement. Such non-
determinism makes it very unlikely that the algorithm
makes the same sequence of changes over and over (Sel-
man, Levesque, & Mitchell 1992)”.

Moving further towards the goal of avoiding recur-
rent flips, we investigate the use of tabu search (Glover
1989; 1990) for SAT by experimenting with an algo-
rithm of our own, called TSAT. TSAT makes a sys-
tematic use (no aspiration criteria) of a tabu list of
variables in order to avoid recurrent flips and thus es-
cape from local minima. This technique was also ex-
pected to allow for a better and more uniform cover-
age of the search space. Let us stress that this use of
a tabu list is systematic during the search process in
the sense that the tabu list is updated each time a flip
is made. TSAT keeps a fixed length —chronologically-
ordered FIFO- list of flipped variables and prevents
any of the variables in the list from being flipped again
during a given amount of time. Accordingly, the tabu
list contains variables and, for efficiency reasons, does
not keep track of forbidden interpretations, explicitly.

The efficiency of most local search procedures de-
pends heavily on a good setting of their parameters.
For instance, Selman et al. suggest specific values
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Figure 4: Optimal length of tabu lists for 3-SAT at the
critical point of phase transition (¢/n = 4.25)

for GSAT parameters like MAX-TRIES, MAX-FLIPS
and, very importantly, the probability p presented
above (Selman, Kautz, & Cohen 1993).

In the next section, the main parameter of TSAT
is fine-tuned for random K-SAT problems, namely the
length of the tabu list, using the main parameters of
the problem: i.e. the number of variables and the
length and number of clauses.

Experimental fine-tuning of TSAT:
peculiar findings

In order to find optimal lengths of the tabu list, the
following extensive experimentations have been con-
ducted. First, the 3-SAT framework has been consid-
ered. According to the standard fixed-length-clause
model, 500 instances were randomly generated at the
phase transition for every number of variables ranging
from 50 to 1000 (by steps of 50, with their best esti-
mated ¢/n ratios). The number of instances has been
limited to 100 for every number of variables between
1000 and 1500 (also by steps of 50). For each such in-
stance, TSAT has been run, varying the length of the
tabu list from 1 to 50. In Figure 4, the (experimentally
obtained) optimal length of the tabu list with respect
to the number of variables is given. In the considered
range of number of variables, this curve appears to be
linear in the number of variables. Experimental result:

| optimal length of tabu list = 0.01875 n + 2.8125

where n is the number of variables.
Moreover,

e a slight departure from the optimal length leads to
a corresponding graceful degradation of the perfor-
mance of TSAT. A more important distance from
this optimal length leads to a dramatic performance
degradation.

e these lengths remain optimal for random-generated
instances outside the phase transition (the optimal
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problems Nb. RWS-GSAT TSAT
n | ¢ inst. || time (sc.) | flips | solved |  ratio time (sc.) | flips | solved | ratio
100 430 500 .18 2803 88% 31.85 11 1633 93% 17.60
200 860 500 1.99 18626 73% 255.85 73 9678 74% 130.78
400 | 1700 500 15.03 204670 100% 2046.70 11.51 145710 100% 1457.10
600 | 2550 500 19.59 250464 62% 4013.85 13.92 167236 65% 2580.80
800 | 3400 500 140.61 1809986 67% 26854.39 99.45 1143444 1% 16150.34
1000 | 4250 500 369.88 4633763 57% 81009.84 292.10 3232463 62% 51802.29
2000 | 8240 50 3147.26 | 26542387 16% | 1658899.19 3269.15 | 29415465 40% | 735386.63

Table 1: TSAT vs. RWS-GSAT

size depends only on the number n of involved vari-
ables according to the above equation).

The above tests for 4-SAT (100 instances for each
number of variables ranging from 50 to 600 (by steps
of 50)) and similar values for the optimal lengths have
been obtained.

TSAT vs. RWS-GSAT

Extensive experimental comparisons between RWS-
GSAT and TSAT have been conducted for 3-SAT in-
stances at the phase transition. Both algorithms have
been implemented in a common platform written in
C under Linux for Pentium PC, available from the
authors. Our local implementation of Random Walk
GSAT proves as efficient as Selman’s one.

Both algorithms are best compared with respect to
the percentage of solved problems and with respect
to the number of performed flips. Let us stress that
the tabu list is implemented as a circular list whose
FIFO access is made in constant time. Time and
number of flips in the Table 1 are average ones for
solved instances. The percentage of solved problems
is actually relative to the 50% (which is an approx-
imation) of tested instances that are expected to be
satisfiable since they are selected at the phase tran-
sition. The (average cumulated flips for solved in-
stances)/(percentage of solved problems) ratio is also
given in order to conduct a fair comparison when
one of the algorithms solves more instances than the
other one. MAX-TRIES is 5, MAX-FLIPS is n? and
p = 0.5 for RWS-GSAT. These two last values are
the (experimentally) best ones for GSAT with respect
to random 3-SAT problems (Parkes & Walser 1996;
Selman, Kautz, & Cohen 1993).

Table 1 summarizes the results and shows the good
performance of TSAT. Let us stress that the given
number of flips corresponds to the cumulated number
of performed flips during the successive tries. However,
most of the time, TSAT just required one try.

Let us note that the competitiveness of TSAT in-
creases with the number of variables. This is illustrated
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Figure 5: Results for 3-SAT instances at the phase
transition obtained by RWS-GSAT and TSAT

in Figure 5). Results for 2000 variables are the most
significant ones but could not have been inserted in the
diagram because of the huge difference (see Table 1).

Conclusion

TSAT, a basic tabu search algorithm for SAT, has been
proposed and compared with Selman et al. Random
Walk Strategy GSAT procedure. TSAT makes a sys-
tematic use of a tabu list and takes out one of the
randomness properties of RWS-GSAT. TSAT proves
very competitive in the resolution of many problems,
in particular hard random K-SAT instances. Quite
surprisingly, the optimal length of the tabu lists for
these random problems proves (experimentally) lin-
ear with respect to the number of variables. This
linearity was quite unexpected, as well as the fact
that the length does only depend on the number of
variables. This finding is certainly worth further re-
search. Intuitively, the length of the tabu list could
be related to some extent to the height of local ex-
trema. We are currently working on that, trying
to relate this feature to the nature of really hard
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random SAT problems. Also, as TSAT uses a ba-
sic form of tabu search, we are currently working
on more sophisticated tabu strategies (Glover 1989;
1990) and extending them to other related problems
(in this respect, see also the related work by (Battiti
& Protasi 1996)). In particular, we are experiment-
ing with TSAT with respect to structured examples
(as those suggested in (DIMACS 1993)), using tabu
lists whose lengths are dynamically fine-tuned. An-
other promising path of research consists in extending
TSAT into a logically complete technique that keeps
the power of local search for satisfiable instances. In
this respect, (Mazure, Sais, & Grégoire 1996) is a first
promising step.
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In this paper, an efficient heuristic allowing one to localize inconsistent kernels
in propositional knowledge-bases is described. Then, it is shown that local search
techniques can boost the performance of logically complete methods for SAT. More
precisely, local search techniques can be used to guide the branching strategy of
logically complete Davis and Putnam’s like techniques, giving rise to significant
performance improvements, in particular when addressing locally inconsistent prob-
lems. Moreover, this approach appears very competitive in the context of consistent
SAT instances, too.

Keywords: SAT, NP-completeness, local search methods, logical inconsistency,

logical completeness

1. Introduction

A fundamental problem in logical knowledge-based representation and au-
tomated theorem proving systems lies in the difficulty of checking and handling
forms of inconsistency. In particular, any local contradiction in a standard logical
knowledge-based system makes it wholly inconsistent: any piece of information
(and its contrary) can be inferred from it under sound and complete standard
rules of deduction.

At the same time, checking in the general propositional case whether a
formula is satisfiable or not -namely, the SAT problem-, can be extremely time-
consuming. Indeed, although theoretical and experimental results show good
average-case performance for several classes of SAT instances (see e.g. [10]), SAT
is NP-complete [3].

Recently, there has been a renewal of interest in understanding the nature
of the difficulty of SAT (see e.g. [2] and [9]). At the same time, several authors
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have proposed new -but amazingly simple and efficient- algorithms allowing for a
breakthrough in the class of computer- solvable consistent SAT instances (see e.g.
[17], [18], [7] and [14]). However, since these algorithms are based on local search
techniques, they are logically incomplete in that they cannot be used directly to
prove in a definitive manner that a formula is inconsistent.

Actually, the most efficient complete techniques (like those derived from
Davis and Putnam’s one -in short DP- [6]) that are used to prove that a formula
is inconsistent exhibit a somewhat limited practical scope with respect to really
large and hard unsatisfiable SAT instances. Moreover, we cannot hope for such
logically complete techniques to exhibit a polynomial behaviour in all situations
unless P = NP.

In this respect, the contribution of this paper is twofold. The behaviour
of local search algorithms has been analysed in the context of inconsistent SAT
instances. Some recurrent phenomena have been pointed out when locally in-
consistent problems were considered, i.e. problems whose inconsistency can be
related to one of their subparts. In this context, two main results have been

derived.

e First, an efficient heuristic has been discovered, allowing one to localize the in-
consistent kernels in many locally inconsistent problems. This result is clearly
of prime importance since inconsistent knowledge in real-life applications is
often based on contradictions that are just local.

e This heuristic can boost the performance of complete techniques, in partic-
ular when dealing with large inconsistent SAT instances. More precisely, by
combining this heuristic with the power of local search methods and with the
completeness of standard SAT techniques, very good results are obtained with
respect to classes of both consistent and inconsistent hard SAT instances.

The paper is organized as follows. First, some technical background about
SAT and local search methods is briefly recalled. Then, it is shown that these
search methods can help us to localize the inconsistent kernels of large SAT
instances. Families of algorithms combining logically complete techniques with
local search methods are then proposed. The experimental performance of a basic
combination schema is illustrated on hard problems taken from standard bench-
marks [7]. The scope of these results is then discussed before further promising

paths of research are motivated.
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2. Technical Background

SAT consists in checking the satisfiability of a boolean formula in conjunctive
normal form (CNF). A CNF formula is a set (interpreted as a conjunction) of
clauses, where a clause is a disjunction of literals. A literal is a positive or negated
propositional variable.

An interpretation of a boolean formula is an assignment of truth values to
its variables. A model is an interpretation that satisfies the formula. Accordingly,
SAT consists in finding a model of a CNF formula when such a model does exist
or in proving that such a model does not exist.

Recently, there has been a renewal of interest in designing efficient methods
for hard SAT instances. On the one hand, several authors have improved logically
complete techniques like DP. However, these techniques remain of a somewhat
limited practical scope with respect to really large and hard SAT instances. In
the sequel, we shall refer to improved versions of DP: namely, a version making
use of the FFIS heuristics (i.e. First-Fail In Shortened Clauses) by [16] and C-
SAT [8], which appeared to be the most efficient complete technique for SAT at
the last DIMACS challenge [7].

On the other hand, logically incomplete techniques based on local search
have been shown particularly efficient in proving large and hard consistent prob-
lems. Let us now briefly recall one of these methods, namely Selman et al.’s
GSAT algorithm [17], [18]. This algorithm performs a greedy local search for a
satisfying assignment of a set of propositional clauses. The algorithm starts with
a randomly generated truth assignment. It then changes (“flips”) the assignment
of the variable that leads to the largest increase in the total number of satisfied
clauses. Such flips are repeated until either a model is found or a preset maximum
number of flips (MAX-FLIPS) is reached. This process is repeated as needed up
to a maximum of MAX-TRIES times.

In the sequel, we shall consider two more recent variants of GSAT:

e First, the Random Walk Strategy GSAT [18], which outperforms basic GSAT
procedures. This variant of GSAT selects the variable to be flipped in the
following way: it either picks with probability p a variable occurring in some
unsatisfied clause or follows, with probability 1—p, the standard GSAT scheme,

i.e. makes the best possible local move.

e Second, TSAT [14], which departs from basic GSAT by making an optimized

use of a tabu list of variables in order to avoid recurrent flips and thus escape
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Algorithm 1. GSAT: basic version

Procedure GSAT
Input : a set of clauses S, MAX-FLIPS, and MAX-TRIES
Output : a satisfying truth assignment of S, if found
Begin
fori:=1to MAX-TRIES
I := a randomly generated truth assignment;
for j := 1 to MAX-FLIPS
if I satisfies S then return I;
x := a propositional variable such that a change in its truth
assignment gives the largest increase (possibly negative)
in the number of clauses of S that are satisfied by I;
I := T with the truth assignment of x reversed;
end for;
end for;

return “no satisfying assignment found”;
End.

from local minima. More precisely, TSAT keeps a fixed length -chronologically-
ordered FIFO- list of flipped variables and prevents any of the variables in the
list from being flipped again during a given amount of time. TSAT proves
very competitive in most situations [14].

These very simple logically incomplete algorithms, which belong to the local
search procedures family, are surprisingly efficient in demonstrating that CNF

formulas are consistent.

3. Using GSAT-like Techniques to Detect and Locate Local
Inconsistencies

In this section, it is shown that GSAT-like techniques can be used to lo-
calize inconsistent kernels of SAT instances, although the scope of such logically
incomplete algorithms was generally expected to concern consistent problems,
only.
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The following test has been repeated very extensively and the following
results have been obtained extremely often.

When TSAT (or any other GSAT-like algorithm) is run on a SAT instance,
the following phenomenon can be observed when the algorithm fails to prove that
it is consistent. A trace of TSAT is recorded: for each clause, taking each flip as a
step of time, the number of times during which this clause is falsified is updated.
A similar trace is recorded for each literal occurring in the SAT instance, counting
the number of times it appears in the falsified clauses. Intuitively, it seemed to
us that the most often falsified clauses should normally belong to an inconsistent
kernel of the SAT instance if this instance is actually inconsistent. Likewise, it
seemed to us that the literals that exhibit the highest scores should also take part
in this kernel. Actually, these hypotheses prove experimentally correct extremely
often.

This phenomenon can be summarized as follows. When GSAT-like algo-
rithms are run on a locally inconsistent SAT instance, then the above counters
allow us to split the SAT problem into two parts: a consistent one and an unsatis-
fiable one. For example, the clausal representation of the well-known inconsistent
pigeons-holes problems [19] (8 pigeons; 56 variables and 204 clauses) has been
mixed with the 8-queens problems (64 variables and 736 clauses), each problem
making use of its own variables. The representation of each problem contains two
kinds of clauses: namely, the positive ones (i.e. made of positive literals, only)
and the binary negative ones (i.e. made of two negative literals). For example,
the basic representation of the pigeons-holes problem asserts, on the one hand,
that each pigeon should be in one hole (by means of positive clauses), and, on the
other hand, that two pigeons cannot share a hole (using negative clauses). The
number of times the different clauses have been falsified is shown in Figure 1. A
significant gap can be seen between the scores of the pigeons-holes clauses and
the scores of the 8-queens ones. Actually, the two parts of the mixed problem are
clearly identified.

Moreover, in this specific case, for each part of the clausal representation
(for example, the positive clauses of the pigeons-holes problem), the concerned
clauses exhibit extremely close scores. In the diagram, the medium score are men-
tioned (actually, the four mentioned scores belong to [17189..18003], [639..828],
[182..230] and [1..38], respectively for TSAT with MAX-TRIES = 20 and MAX-
FLIPS = (number of variables)? . The span of these intervals shortens when the

computing resources given to TSAT are increased). These close scores show us
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Figure 1. 8-Pigeons-holes + 8-Queens problems

that TSAT also exhibits the complete symmetry of each part of the representation
of the pigeons-holes and queens problems. Actually, the trace of GSAT-related
algorithms allows us to detect symmetries in SAT instances.

For less symmetrical and non-symmetrical problems, a significant gap be-
tween the scores of two parts of the clausal representation is still obtained, differ-
entiating a probable inconsistent kernel from the remaining part of the problem.
Let us stress that this phenomena also appear when both the consistent and the
inconsistent parts of the SAT instance share the same variables.

Strangely enough, it appears thus that the trace of GSAT-like algorithms
delivers the probable inconsistent kernel of locally inconsistent problems and
sometimes allows us to detect and locate the presence of symmetries in SAT

Iinstances.

4. A Direct Approach: Focus on the Kernel

The most straightforward use of the above discovered feature to solve locally
inconsistent problems is the following one. Use GSAT-like algorithms to circum-
scribe the probable inconsistent kernel. Then, apply complete techniques to this
kernel to prove its unsatisfiability and thus, consequently, the inconsistency of the
global problem. The scores delivered by the GSAT-like algorithm can be used to
guide the branching strategy performed by the complete technique, by selecting
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the literals with the highest scores first.

Obviously, this simple schema can only be used when the discovered probable
inconsistent kernel is of manageable size and when the gap between the score of
the clauses of the kernel and the score of the remaining clauses is large enough.
Also, the clauses can be sorted according to their decreasing scores; incremental
complete techniques can be applied on them until unsatisfiability is proved. In
this respect, clauses outside the discovered kernel could also be taken into account.

A somewhat similar approach has been defined independently in [5].

5. A Basic Combination Schema

Let us now describe a basic algorithm using GSAT-like procedures to guide
the branching strategy of logically-complete algorithms based on DP.

TSAT [14] is run to deliver the next literal to be assigned by DP. This literal
is selected as the one with the highest score as explained above. Such an approach
can be seen as using the trace of TSAT as an heuristic for selecting the next literal
to be assigned by DP, and a way to extend the partial assignment made by DP
towards a model of the SAT instance when this instance is satisfiable. Each
time DP needs to select the next variable to be considered, such a call to T'SAT
can be performed with respect to the remaining part of the SAT instance. This

algorithm is given in Algorithm 2.

Algorithm 2. DP + TSAT: basic version

Procedure DP + TSAT
Input : a set of clauses S
Output : a satisfying truth assignment of S, if found
or a definitive statement that S is inconsistent
Begin
Unit_propagate(S);
if the empty clause is generated then return (false);
else if all variables are assigned then return (true)
else begin
if TSAT( S ) succeeds then return (true)
else begin
p := the most often falsified literal during TSAT;
return (DP+TSAT( SAp) V DP4+TSAT(SA-p));
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end;
end;
End

6. Experimental Results'

In this section, experimental results about the application of the above new
logically complete algorithm to many classes of problems are presented. Let us
stress that our goal in conducting these tests was simply to check the feasibility
of using GSAT-like techniques to guide DP. In this respect, a basic form of com-
bination has been tested, which can be improved in many directions as this will
be described in the next section.

First, DP4+TSAT has been run and compared with DP + FFIS and C-SAT
(with default option) on various large inconsistent problems from the DIMACS
benchmarks [7]. This benchmark consists of various SAT instances: problems
from real-life applications, academic and random ones, many of them being out
of reach of the most efficient techniques, in particular complete ones. In Table 1,
a significant sample of our extensive experimentations is given, showing the ob-
tained dramatical performance improvement, in particular for classes of inconsis-
tent SAT instances. Also, very good results are obtained for consistent instances;
indeed, DP+TSAT is as efficient as local search techniques since DP+TSAT be-
gins with a call to them. Extensive results on DIMACS benchmarks are given in
the appendix.

Let us comment a few examples from Table 1.

The BF1355-638 problem (2177 variables and 4768 clauses) is an actual
problem from circuit fault analysis proposed by Allen Van Gelder and Yumi
Tsuji. C-SAT and DP+FFIS failed to prove that this problem is inconsistent,
within 73H and 17H CPU time, respectively. On the other hand, DP+TSAT

L All the algorithms mentioned in this paper are implemented in a common platform, available
from the authors, written in C under Linux 1.1.53 (except that we reused C-SAT, the original
DIMACS’93 implementation by Dubois). We have thus implemented the TSAT, DP+TSAT
and DP+FFIS procedures, this latter one being at least as efficient as Rauzy’s original one.

All experimentations have been conducted on 133 Pentium PCs.
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Table 1
DIMACS problems®

Instances  Sat Size Inc. Ker.? C-Sat DP4FFIS DP+TSAT

Var. Cla. Var. Cla. time assign. choices  time assign. choices time
AIM series:
1.6-n0-3 No 100 160 51 57 13832 3E4+07 2E406 214871 178 16 0s26
1.6-yes1-2 Yes 100 160  *¥* kx* 0s00 495858 30052 4539 77 6 0s08
2_0-no-1 No 100 200 18 19 313524  4E407 2E+06 349s52 46 5 0s10
2 0-yesl-1 Yes 100 200  *¥* *** 8s54 706388 31274 Ts41 81 8 0sl5
1_6-no-1 No 200 320 52 55 20116s30 HAK oAk >8h 240 16 0s58
1.6-yes1-3 Yes 200 320  #k*x kxk >7h HAK ok >9h 232 11 0s32
2_0-no-3 No 200 400 35 37 >20h HAK HoEx >15h 120 10 0s42
2_0-yesl-1 Yes 200 400 F¥*x Hk* >8h 2E409 7E407 21859s45 291 27 1821
1.6-no-1 No 50 80 20 22 0s19 12072 895 0s09 72 8 0s06
1.6-yesl-1 Yes 50 80  #¥* k¥ 0s07 1540 84 0s01 37 6 0s05
2_0-no-1 No 50 100 21 22 0s30 54014 2759 0s43 52 5 0s05
2 0-yesl-1 Yes 50 100  ¥¥* x** 0s19 2878 176 0s03 11 3 0s03
BF series:
0432-007 No 1040 3668 674 1252 463s67 9E+4+08 6E+06 19553544 115766 870 85525
1355-075 No 2180 6778 82 185 88035505 317628 2047 18588 4602 28 26523
1355-638 No 2177 4768 83 154 >T73h *A* roAx >17h 6192 32 32857
2670-001 No 1393 3434 79 139 11845 HAK oAk >25h 490692 4822 519s40
SSA series:
0432-003 No 435 1027 306 320 1s70 133794 1570 1s79 1338 16 0s80
2670-130 No 1359 3321 552 669  2053s72 HAK o >33h 2E4+07 79426 8040s64
2670-141 No 986 2315 579 1247 3689s65 3E408 2E4+06 6350877 1E407 92421 6639s44
7552-038  Yes 1501 3575  HF**  ¥k% 195875 HAK oAk >13h 29 1 0s34
7552-158  Yes 1363 3034 F¥*  xkk 97s59 1639 78 0s19 12 1 0s29
7552-159  Yes 1363 3032 F** k% 98582 1557 84 0s21 12 1 0s25
7552-160  Yes 1391 3126  F¥* ¥k* 159875 1457 76 0s18 1 1 0s30

takes 32 sec. only.

The AIM200-1_6-yes1-3 problem (200 variables and 320 clauses) by [13] is a
3-SAT instance. All AIM problems exhibit exactly one model when satisfiable.
DP+TSAT proves within 0.32 sec. that the above mentioned AIM problem is
satisfiable while DP + FFIS and C-SAT gave up after 9 and 7H, respectively.

The AIM200-2_0-no-3 problem (200 variables and 400 clauses) by [13] is
an inconsistent 3-SAT instance. DP+TSAT takes 0.42 sec. to prove that this
problem is inconsistent, whereas we gave up with DP+FFIS and C-SAT after 15

and 20 H, respectively.

2In the table, “> n H” means that we gave up after the problem had not been solved within n

hours of CPU time.

3 “Ine. Ker.” in the table means “Inconsistent Kernel”.
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7. Natural Optimizations

Although the above mentioned results are extremely positive, it should be
clear that the tests were only conducted for checking the feasibility of mixing local
search techniques with logically complete methods. We did not try to optimize the
way this mixing is performed. Further significant performance improvements can
be expected by fine-tuning the parameters of the involved local search techniques
and by defining an optimal balance between the time spent by DP and by the
local search techniques. More precisely, the following natural optimizations can

be envisioned.

e In DP+TSAT, the literal that exhibits the highest score in the trace of TSAT
was selected to guide DP. In this respect, a call to TSAT is performed each
time DP needs to select a literal to assign. At the opposite, just one call to
TSAT can be made and decreasing scores of literals can be used to guide DP
at each step. Between these two extreme points of view, an optimal attitude
must be found, limiting the number of calls to GSAT-like algorithms. This
optimal balance should depend on both the form of the trace given by this
GSAT-like algorithm and on the point reached in the search tree by DP.

e A second possible optimization lies in the fine-tuning of the local search pa-
rameters with respect to the remaining problem left by DP.

8. Actual Scope of These Techniques

Clearly, the results presented in this paper concern consistent and locally
inconsistent problems, i.e. problems whose inconsistency can be related to one of
their subparts. Let us define the dual concepts of local and global inconsistency
for SAT instances.

Definition 1.

A SAT instance S is globally inconsistent
iff

S is inconsistent and V.S’ C S : S’ is consistent.

When an inconsistent SAT instance S is not globally inconsistent, it is said
to be locally inconsistent.
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In this paper, locally inconsistent SAT instances have been considered. In-
deed, such a form of inconsistency is of prime importance in actual applications.
Very often, inconsistency is due to the accidental presence of a few pieces of con-
tradictory information about a given subject. Clearly, several measures of locality
for inconsistency can be defined, making use of e.g. the (size of the inconsistent
kernel)/(size of the SAT instance) ratio. We are currently analyzing how the
form and properties of the trace of local search techniques can be experimentally
related to graded notions of locality for inconsistency. Let us stress that the tech-
niques presented in this paper do not require this ratio to be negligible, as the
ratio of the combination of the pigeons-holes and 8-queens problems illustrates
it. Also, the size of the kernel need not be small.

In Table 1 and in the Appendix, we give the size of (one of) the globally
inconsistent kernels for each inconsistent problem that DP+TSAT managed to
solve. To obtain this information, first we used the trace of TSAT to get a first
inconsistent kernel using a dichotomy-like approach. Then, using complete meth-
ods, we reduced the kernel to a subpart that we proved to be globally inconsistent.
Let us stress that most often this resulting kernel proved to be close to the initial
one, showing once again the relevance of the heuristic described in this paper.

As expected, DP+TSAT managed to prove inconsistent problems, where
one globally inconsistent kernel is of moderate size. Let us note that sometimes
DP+FFIS and C-SAT did not manage to solve them: see for example the AIM-
200-2_0-no-3 where the size of one globally inconsistent kernel is just made of 37
clauses refering to 35 variables. Interestingly enough, DP+TSAT also gave rise
to performance improvement with respect to problems involving a large globally
inconsistent kernel: see for example the bf0432-007 problem that DP+TSAT
proved to be inconsistent, addressing a globally inconsistent kernel made of 1252
clauses making use of 674 variables.

Obviously, large globally inconsistent problems are the most difficult to han-
dle; they are often generated in an artificial manner since they are scarce in real
life applications (see e.g. the pigeons-holes problem [4], Tseitin and Urghart’s for-
mulas [19], etc.). Really significant progress in dealing with large globally incon-
sistent problems requires a better understanding of their nature and properties.
However, the results presented in this paper also apply to globally inconsistent
problems; at least to some extent, as we have illustrated it earlier when we dis-
cussed the size of the discovered inconsistent kernels of DIMACS benchmarks.
Also, when DP4+TSAT (which is once again a rough non-optimized combination
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schema) did not give rise to better CPU-time on globally inconsistent problems
like Dubois’ ones, it allowed smaller search trees to be generated. In the same
vein, we hope that some progress could be made with respect to hard random
problems. In particular, we hope that some little progress could be obtained
in the treatment of inconsistent K-SAT instances at the transition phase in the
fixed-length clause model [9], at least, as far as locally inconsistent instances are
still actually under consideration. On the other hand, we are very optimistic
in making good progress in solving inconsistent random K-SAT instances at the
right of the transition phase.

9. Conclusion

The contribution of this paper is twofold. On the one hand, an efficient
heuristic-based technique has been proposed, allowing one to detect and locate
local inconsistencies in sets of propositional clauses. We think that such a tech-
nique should be useful with respect to many computer science domains. For ex-
ample, this should make the handling of local inconsistencies in logical knowledge
bases possible. On the other hand, using local search techniques, the feasibility
of boosting complete techniques to prove SAT instances has been demonstrated,
in particular large locally inconsistent ones that were out of reach of previous
approaches. Moreover, the technique presented in this paper also appears com-
petitive for solving classes of consistent SAT instances. Additionally, further
possible optimizations that could lead to additional significant performance im-
provements have been discussed.
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Appendix

In the next table:

o “Inc. Ker.” means “Inconsistent Kernel”.

e “>n H” means that we gave up after the problem had not been solved within
n hours of CPU time,

kockskyy s

® m:

“Inc. Ker.” column means that the instance is satisfiable,
- other columns means that the method fails to solve the instance,
e “?777” in Inc. Ker. column means that DP+TSAT fails to detect an inconsis-

tent kernel.

Table 2
DIMACS problems

Instances Sat Size Inc. Ker. C-Sat DP+FFIS DP+TSAT
Var. Cla. Var. Cla. time assign. choices  time assign. choices time

Dubois series:

dubois10 No 30 80 30 80 0s22 20564 2063 0s15 8728 641 1530

duboisll No 33 88 33 88 0s44 41044 4111 0s31 21800 1691 3834

duboisl2 No 36 96 36 96 0s87 82004 8207 0s59 25228 1835 4848

duboisl3 No 39 104 39 104 1s79 163924 16399 1518 47236 3091 8s69

duboisl4 No 42 112 42 112 3s67 327764 32783 2s49 99888 7693 14839

duboisl5 No 45 120 45 120 7539 655444 65551 5s15 147180 9507 26545

duboisl6 No 48 128 48 128 15822 1E+06 131087 10s09 303108 20733 65897
duboisl7 No 51 136 51 136 31s70 3E+06 262159 19s69 348068 23167 76586

SSA series:

0432-003 No 435 1027 306 320 1s70 133794 1570 1s79 1338 16 0s80

2670-130 No 1359 3321 552 669 2053572 HAK HAK >33h 2E4+07 79426 8040s64
2670-141 No 986 2315 579 1247 3689s65 3E408 2E+06 6350s77 1E407 92421 6639s44
6288-047 No 10410 34238 7?77 777 >24h HkE ol >24h HkE HkE >24h

7552-038 Yes 1501 3575  K¥Ek Rk 195875 HAK HAK >13h 29 1 0s34
7552-158 Yes 1363 3034  kxk Rk 97559 1639 78 0s19 12 1 0s29
7552-159  Yes 1363 3032  kxk ckwk 98582 1557 84 0s21 12 1 0s25
7552-160 Yes 1391 3126  F¥*  kxk 159875 1457 76 0s18 1 1 0s30
BF series:

0432-007 No 1040 3668 674 1252 463567 9E408 6E-+06 19553544 115766 870 85525
1355-075 No 2180 6778 82 185 88035s05 317628 2047 18588 4602 28 26523
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Instances  Sat Size Inc. Ker. C-Sat DP4FFIS DP+TSAT
Var. Cla. Var. Cla. time assign. choices  time assign. choices time
1355-638 No 2177 4768 83 154 >73h Rl ok >17h 6192 32 32857
2670-001 No 1393 3434 79 139 11s45 ok K >25h 490692 48220 519s4
AIM series (100 variables):
1.6-no-1 No 100 160 43 47 0s89 TE+06 323296 50s30 174 13 0s22
1.6-no-2 No 100 160 46 52 0s09 3E+06 167445 23538 178 19 0s34
1.6-no-3 No 100 160 51 57 13s32  3E+07 2E4+06 214s71 178 16 0526
1_6-no-4 No 100 160 43 48 0s05 1E407 728908 97s59 126 14 0s25
1.6-yesl-1 Yes 100 160 H** *xx 0s04 135966 6663 1s09 138 8 0s12
1.6-yesl-2 Yes 100 160 F* *xx 0s00 495858 30052 4539 7 6 0s08
1.6-yesl-3 Yes 100 160 HF¥* *xx 0s04 604 34 0s01 112 12 0s18
1.6-yesl-4 Yes 100 160  *** *** 0s04 159646 7707 1546 124 6 0s08
2_0-no-1 No 100 200 18 19 313524 4E+07 2E+06 349s52 46 5 0s10
2_0-no-2 No 100 200 35 39 72s19 3E+07 1E406 294509 108 9 0s20
2_0-no-3 No 100 200 25 27 274514  9E406 394649 80s77 68 6 0s12
2_0-no-4 No 100 200 26 31 0s05 3E+07 1E406 233529 80 9 0s19
2.0-yesl-1 Yes 100 200 *#* **x 8s54 706388 31274 7541 81 8 0s15
2 0-yesl-2 Yes 100 200  ¥¥* ckkx 1585 238794 10305 2579 91 10 0s20
2.0-yesl-3 Yes 100 200 *¥* **x 5519 138 10 0s00 84 6 0s12
2.0-yesl-4 Yes 100 200 *¥* Hkx 0s70 270 18 0s00 163 9 0s13
3.4-yesl-1 Yes 100 340  ¥** kkx 0s10 996 30 0s02 1 2 0s08
34-yesl-2 Yes 100 340  *¥* wkx 0s15 2366 74 0s06 0 1 0s00
34-yesl-3 Yes 100 340 ¥k kkx 0s10 5484 193 0s14 0 1 0s01
34-yesl-4 Yes 100 340  *¥* wkx 0s10 196 17 0s01 0 1 0s02
6_0-yesl-1 Yes 100 600 *¥* Hkx 0s15 100 4 0s01 0 1 0s01
6_0-yesl-2 Yes 100 600  *¥* *kx 0s27 248 7 0s01 0 1 0s00
6_0-yesl-3 Yes 100 600  *¥* Hkx 0s12 224 11 0s01 0 1 0s01
6_0-yesl-4 Yes 100 600  *¥* *kx 0s12 212 11 0s01 0 1 0s00
AIM series (200 variables):
1.6-no-1 No 200 320 52 55 20116830  *** ok >8h 240 16 0s58
1.6-no-2 No 200 320 77 80 0s17 ok oK >15h 262 24 0s88
1.6-no-3 No 200 320 77 83 0s70 o ok >8h 302 33 1s15
1_6-no-4 No 200 320 44 46 0s04 oK ook >17h 184 16 0s61
1.6-yesl-1 Yes 200 320 @ H*¥* **x >12h 210 10 0s01 222 10 0s25
1.6-yesl-2 Yes 200 320 RFx exx 0s04 682 34 0s02 240 14 0s44
1.6-yesl-3 Yes 200 320 F¥* ek >Th oK K >9h 232 11 0s32
1.6-yesl-4 Yes 200 320 H*¥* *x* 0s04 6E+08 3E407 5567s85 244 13 0s42
2_0-no-1 No 200 400 49 53 >7h oK K >15h 136 11 0s47
2_0-no-2 No 200 400 46 50 >20h HAk roEE >8h 186 15 0s67
2.0-no-3 No 200 400 35 37 >20h oK oK >15h 120 10 0s42
2_0-no-4 No 200 400 36 42 0s07 HAk roEx >8h 144 13 0s55
2.0-yesl-1 Yes 200 400 *¥* Hkx >8h 2E+09 7TE407 21859545 291 27 1s21
2 0-yesl-2 Yes 200 400 *¥¥* ***  8973g44 2E+08 TE+06 2809s87 290 29 1s18
2.0-yesl-3 Yes 200 400 *¥** *** 1197597 4960 217 0s09 444 20 0s98
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Instances  Sat Size Inc. Ker. C-Sat DP+FFIS DP+4+TSAT
Var. Cla. Var. Cla. time assign. choices time assign. choices time
2.0-yesl-4 Yes 200 400 *FF **¥¥ 54206532 272472 11783 4s79 319 27 1s07
34-yesl-1 Yes 200 680 WKk kxx 0s52 210956 5409 6s88 0 1 0s06
3. 4-yesl-2 Yes 200 680  F¥¥ kxx 0s29 8896 272 0s37 0 1 0s07
34-yesl-3 Yes 200 680 WKk kxx 0s70 1302 36  0s05 2 3 0s22
3_4-yesl-4 Yes 200 680  F¥¥ kxx 0s35 267786 6270 8s44 0 1 0s05
6.0-yesl-1 Yes 200 1200 *** **x 0s57 6110 75 0825 0 1 0s01
6_0-yesl-2 Yes 200 1200 H#* *xx 0s22 10284 134  0s47 0 1 0s01
6_0-yesl-3 Yes 200 1200 *** **x 0s54 16704 214 0s72 0 1 0s01
6_0-yesl-4 Yes 200 1200 Hk* Hxx 0s34 16412 232 0s72 0 1 0s04
AIM series (50 variables):
1_6-no-1 No 50 80 20 22 0s19 12072 895 0s09 72 8 0s06
1.6-no-2 No 50 80 28 32 0s02 11408 782 0s10 86 9 0s07
1_6-no-3 No 50 80 28 31 0s07 54610 4525 0s41 92 12 0s09
1_6-no-4 No 50 80 18 20 0s02 7230 447 0s05 56 7 0s06
1.6-yesl-1 Yes 50 80 HAE AkE 0s07 1540 84  0s01 37 6 0s05
1.6-yesl-2 Yes 50 80  **x Ak 0s02 5674 384 0s05 50 3 0s02
1.6-yesl-3 Yes 50 80 HAE Ak 0s04 50 5 0s01 50 4 0s04
1.6-yesl-4 Yes 50 80  ¥¥k kkx 0s02 70 5 0s01 1 2 0s01
2_0-no-1 No 50 100 21 22 0s30 54014 2759 0s43 52 5 0s05
2_0-no-2 No 50 100 28 30 0s07 19342 974 O0s17 80 7 0s07
2_0-no-3 No 50 100 22 28 0s22 15254 814 0s13 76 6 0s06
2_0-no-4 No 50 100 18 21 0s02 30034 1645 0s24 60 6 0s06
2.0-yesl-1 Yes 50 100 F#*k ckxx 0s19 2878 176 0s03 11 3 0s03
2.0-yesl-2 Yes 50 100 RFk ckxx 0s07 432 29  0s01 0 1 0s00
2.0-yesl-3 Yes 50 100 WKk kxx 0s10 7616 446 0s07 12 3 0s02
2.0-yesl-4 Yes 50 100 FFk ckxx 0s04 92 8 0s00 0 1 0s00
34-yesl-1 Yes 50 170 WKk kxx 0s04 496 20  0s01 0 1 0s00
3. 4-yesl-2 Yes 50 170  R¥¥ kxx 0s07 406 13 0s01 0 1 0s00
34-yesl-3 Yes 50 170 WKk kxx 0s02 378 16 0s01 0 1 0s01
3. 4-yesl-4 Yes 50 170  R¥¥ kxx 0s05 282 13 0s00 0 1 0s00
6_0-yesl-1 Yes 50 300 Kk kxx 0s09 124 4 0s01 0 1 0s00
6_0-yesl-2 Yes 50 300 Kx¥ kxx 0s07 282 8 0s01 0 1 0s01
6.0-yes1l-3 Yes 50 300 *¥¥* HEx 0s09 82 4 0s01 0 1 0s00
6_0-yesl-4 Yes 50 300 WKk kxx 0s07 76 4 0s01 0 1 0s00




About the Use of Local Consistency
In Solving CSPs

A paraitre dans les actes deke twelfth IEEE International Conference on Tools
with Artificial Intelligence (ICTAI'00)», Vancouver (British Columbia, Canada),
novembre 2000, « IEEE Computer Society ».

151



152 Autour de SAT



About the Use of Local Consistency in Solving CSPs 153

About the Use of Local Consistency in Solving CSPs

Assef Chmeiss and Lakhdar Sais
CRIL - Université d’Artois - IUT de Lens
Rue de l'université - SP 16
62307 Lens Cedex
{chmeiss, saig@cril.univ-artois.fr

Abstract constraint graph[6] [8]. Another decomposition technique
based on the micro-structure of the constraints graph has
Local consistency is often a suitable paradigm for solv- been proposed by Jégou[14]. Other works concerning the
ing Constraint Satisfaction Problems. Many local consis- characterization of tractable classes have been proposed,
tency based techniques (such as Arc Consistency) have bedhey exploit the constraint semantics (functional coristsa
proposed and widely studied in order to reduce the searchetc ..) or structural graph properties (trees). We mention
space. In this paper, we show how search algorithms couldthat some filtering techniques are complete on a part of
be improved, thanks to a smart use of two filtering tech- these polynomial classes. For example, arc consistency is
nigues (Path Consistency and Singleton Arc Consistency)sufficient to solve tree graphs CSPs, 0/1/All constrairis[1
In the first part of this paper, we propose a possible way to can be solved in polynomial time using path consistency.
get benefits from using a partial form of path consistency However, practical use of local consistency techniques in
during the search. In the second part, we show how local order to improve the search algorithms, must make a com-
treatment based on Singleton Arc Consistency (SAC) can beromise between their efficiency (reduction of search space
used to achieve more powerful filtering as well as to refine ) and their space and/or time complexity induced by the ad-
variable ordering heuristics. ditional treatments. Note that the filtering power (consis-
tency level) is directly related to its time complexity. Ehi
point explains the fact that arc consistency and path censis
1 Introduction tency are the most studied concepts. The most efficient gen-
eral CSPs search algorithm (MAC), has been obtained by

Constraint-satisfaction problems (CSPs) involve the as-Maintaining arc consistency during search [20][2]. Furthe
signment of values to variables which are subject to a set™°re. the mostimportant progress in the resolution of SAT
of constraints. Examples of CSPs are map coloring con-Problem (satisfiability of a boolean formula in conjunctive
junctive queries in a relational database, line drawings un "ormal form) has been obtained thanks to a better exploita-

derstanding, pattern matching in production rules systems tion Of unit propagation (as local treatment). For example
combinatorial puzzles, etc. CSP is known as NP—compIete.CSATv POSIT, etc. Others have been achieved, using a lim-

CSPs are normally solved by different versions of back- t€d form of resolution (for example, bounded resolution,
track search. In this case,dfis the size of domains (max- resolution on binary clauses). We point out that resolution

imum number of values in domairi;) andn is the num- (production of resolvants) has been for a long time avoided
ber of variables, the theoretical time complexity of search fOf reasons of time and space complexity, it seems now to
is then bounded by the size of the search space, th#itis P& & Promising way of improving the performance of SAT
Consequently, many works have been proposed to optimize?!9orithms. o

the classical backtrack procedure, as constraint projmagat 1 1€ 1ast point leads us to look for the similarity between
intelligent backtracking or network decompositions. Cur- resolution and path consistency which can be seen as a con-
rently, it seems that the most efficient algorithm is the MAC Straint production and verification process. Besides,ffer t
procedure which was introduced by Sabin and Freuder [20]. S2Me reasons as for resolution, integrating path consisten
Other approaches use decomposition techniques based off CSPS search algorithms has been up to now avoided.

structural properties of the CSP. These methods take advan! N€ @im of this paper is twofold. On the one hand, we pro-

tage of the fact that the tractability of CSPs is intimately POS€ an extension of MAC alg_orithm in exploiting a partial
connected to the topological structure of their underlying f0rm of path consistency (section 3); On the other hand, we
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propose in section 4 a local treatment based on singleton ar@algorithms. On the contrary, path consistency technigue, a
consistency filtering which allows to achieve more power- though it is very useful for some applications, namely tem-
ful filtering. Also, we show how such a treatment can be poral reasoning in interval algebra of Allen[1], has never
used to deduce new and pertinent information allowing to been used during the search phase in binary CSPs algo-
refine ordering variable heuristics. Basing on preliminary rithms. This is due to its time complexity and to compli-
experiments, some observations about the usefulness of theated data structures used by PC algorithms.

proposed approach are presented in section 5. A conclusion Nevertheless, it was shown that path consistency is suf-

on this work and perspectives are given in section 7. ficient to treat some CSPs polynomial classes. So, 0/1/All
CSPs can easily be solved with the help of a path consis-
2 Definitions and notations tency preprocessing algorithm. Also, path consistent CSPs

of which the constraints graph is of width 2 [11] can be
solved using a backtrack-free algorithm.

Path consistency can be compared to resolution, a widely
X X > ) used principle in the theorem proving community, in the
n variableszy, z,...z,. D is a set of finite domains  ganse that it permits to produce new constraints (clauses or
D1, Ds,... Dy, andC'is a set ofm constraints. Here we  oqo1yants). Recently, this principle has been integrated
only consider binary CSPs, that is, the constraints are de+ne enymerative methods (as Davis and Putnam procedure)
fined on pairs of variablegr;, z; } and will be denoted’s;.  yhich has significantly improved their efficiency, particu-
To each constraint’;;, we associate a subset of the Carte- |4y on structured real world problems. We can cite the

sian productD; x D;) which is denoted?;; and specifies  e5qjution on binary clauses, bounded resolution (used as
which vglues of the variables are (_:ompatlb_le with each preprocessing phase), etc.
other.Ris the set of allZ;;. A solutionis an assignmentof g similarity with SAT leads us to think that the addi-

vaIL_Jes to variablﬁs Wh_iCh satis_fies all tr;]e CﬁnStrﬁints' Fortion of new constraints could improve the performance of
a binary CSPP, the pair(X, C) is a graph called theon- search algorithms on finite binary CSPs.

;traint gfaph G_iven a .CSP’ the problem is_either to dgcide In this section, we propose a way to exploit, during the
if a solution exists, to find a solution, or to find all solution search, partial directedform of path consistency propaga-
tion. This filtering allows us to verify some constraints and
deduct others.

We recall below some definitions :

A finite CSP (Constraint Satisfaction Problem)[17] is
defined as a four tupl® = (X,D,C,R). X is a set of

We recall below the definition of arc and path consis-
tency filtering :

Definition 1 A domainD; of D is arc-consistent iffya €
D;,Vz; € X such thatC;; € C, there existd € D; such
thatR;;(a,b). ACSP is arc-consistentiffD; € D, D; #
and D; is arc-consistent.

Definition 3 Avariablez; € X is singleton value ifD;| =

Definition 4 A variablez; € X is singleton variable if its

_— . . . ) degree equals 1
Definition 2 A pair of variables{z;, z; } is path-consistent

iff V(a,b) € R;;,Var € X, there existse € Dy, such
that R;;(a,c) and R (b, c). A CSP is path-consistent iff
Vz;,z; € X the pair{z;, z;} is path-consistent.

Definition5 A constraints graph is directed-path-
consistency [7] with respect to the ordét;, zo, . .., x,),
if for every couple of variablege;, z;) and every couple of

o ) values(a, b) s.t. R;;(a,b), for all k > i, j, there is a value
While filtering based on arc-consistency removes values . € Dy, s.t. Ri(a, ¢) and Ry, (b, c)

from domains if they do not satisfy arc-consistency, filter-

ing based on path-consistency removes pairs of values from - \ye now introduce some definitions and properties which
relations if they do not satisfy path-consistency. So, if & |l pe used in the following:

constraint is not defined between a pair of variables, the

universal relation is then considered. As a consequenee, th pefinition 6 A variablez; € X is doubleton variable if its
constraint graph can be completed in such cases. degree equals 2

3 MACH+: an extension of MAC by Path Con-  Definition 7 (inference) LetP = (X,D,C,R) a CSP,
SiStency Cij e CandCy, € C. Cjk is |mp||ed byC” and Cj,
(denoted Cija Cir) = Cjk) if V(a,b) € R, v € D; s.t.

S . ) v,a) € R;; and(v,b) € Rj,.
It was shown that maintaining arc consistency during (v,a) " (v,5) ik

search can significantly improve the efficiency of solving
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Propertyl Let P = (X,D,C,R) a CSP,z; € X a
doubleton variable, s.t. {;;, Cix) = Cji, thenP =
(X,D,C,R) is consistent if and only ifP’ = (X —
{Hfi},D — {DZ}, C - {Ci]’, Cik},R — {Ri]’, Rzk}) is con-
sistent.

Proof:

e =) P is consistentds = (v1,v2,...,04,...,0,) €
Dy x Dy x ... x D; x ... x D) a solution ofP.
It is obvious that the solutios’ obtained froms after
removingz; satisfiesP’, since all constraints d?’ are
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A general scheme of the algorithm can be described by

the following steps :

1. establish arc consistency

2. disconnect singleton values, singleton variables and

doubleton variables (property1)

3. choose a variable and instantiate it

4. goto 1

We give below a more detailed description of the algo-

also inP. rithm :
e &) since P is consistent, 3Is' = MAC+(in var) return boolean
(’1}1,’1)2,...,’l}i_l,’l}i+1,...,1}n) € D1 X D2 X begin
. X D;_q X Di+1 X ... X Dn) a solution of dvar—

P’'. s' can be extended te a solution of P. In
fact, sincexz; is a doubleton, @;;, Cix) = Cji,
then s = (v1,v2,...,0i1,0,Vit1,-..,Un) €
Dy x Dy x...xD;_1 xD;x Di+1~-~ X Dn) s.t.
(vi,v;) € R;j and(v;,vg) € Ry is a solution ofP.
Such valuey; exists (see definition7).

consistent— AC(var) and DisconnectVar(var, dVar)
if (consistenand Solve(vakdVar))return true
return false

end

Solvefn var)return boolean

begin

Note that the previous property can be used in differ-
ent ways (preprocessing, during the search) by search algo-
rithms.

Let P be a CSPz; € X a doubleton variable s.C;; €
C andCj, € C. To exploit propertyl, we distinguish two
cases :

1. Cj, € C, we mustverify that the constrain€';;, is

2. Cy, & C, we mustadd the constrainCy;, s.t. (Cij,
Cir) = Cji. Note that wher€';;, defines the universal
relation, its addition is useless.

if (var =0) return true
else
x; + ChooseVar(var)
while(D; # 0)
v; + ChooseValD;)
Instantiateg;, v;)
consistent— AC(var)and DisconnectVar(vay{z;}, dVar)
if (consistenind Solve(vak {z;U dVar}))
return true
ConnectVar(var, dVar)
UpdateAC(;, var)
endwhile
UpdateCurrentLevel()
return false
endif

We underline that applying directed path-consistency is o, g

sufficient to exploit propertyl. In fact, for a doubletonivar
ablez;, it is not necessary to verify a complete path consis-
tency onz; and its two neighbors; andxy.

We propose here an extended versioAGA of MAC
search algorithm. In addition to singleton variables, it
exploits dynamically propertyl (doubleton variables)., So
we guarantee that, at every level of the search tree, the
problem restricted on uninstantiated variables contains
neither singleton (values or variables) nor doubleton. In
other words, for every uninstantiated variable we have
|D;| > 1 anddegree(z;) > 2.

la couple(a, b) is added toR;, if v € D; sit. (v,a) € R;; and
(Urb) € Rik

var(resp. dVar) represents the set of uninstantiated

variables (resp. disconnected variables).

We briefly describe the functions used byAa+ :

¢ DisconnetVardisconnects all singleton and doubleton
variables. This function can detect an inconsistency
at the time of verification of a constraint by directed
path-consistency.

e ConnectVarreconnects all disconnected variables by
the previous function

e AC maintains an arc consistent CSP
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e UpdateAQrestores all modifications made by AC

e UpdateCurrentLevel restores the variable domain
when a backtrack occurs

For the sake of clarity, we chose to present an algorithm
which treats the decision problem. If the problem is consis-

tent, we can extend the partial solution to a complete one,

in the same way as in MACE [21].

Let us mention that, in addition to singleton variables
(used in MACE), MAC+ exploits doubleton variables us-
ing directed path consistency (property 1). Another impor-
tant point, is that MA\C+ can add at most one constraint for
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precisely, if enforcing SAC on a given value leads to a do-
main wipe-out, such a value is definitely removed, other-
wise a set of removed values is reported.

In the following, we show that, in addition to the pruning
capabilities of SAC, some interesting information can be
obtained from the propagation process and used:

¢ to produce additional domain reductions
¢ to avoid useless singleton arc consistency checks
¢ to refine the variable ordering heuristics

We give below some basic definitions.

each disconnected doubleton. So, the number of added con-

straints is very limited.

4 SAC as local processing

Among several filtering techniques proposed over the

Definition 9 LetP andP’ two CSP,
e Sol(P) as the set of solutions &f
e lets € Sol(P), s(z;) is the value assigned to;
e P =7Piff Sol(P) = Sol(P')

last years, arc consistency is considered as the most useful i )

in practice. For example, maintaining an arc consistent cspPefinition 10 Let7 be a CSP singleton arc consistent,
during the search has led to the most efficient and popular o Red,,.(P, z;,v) = {(z;,w) s.t. i # j andw is re-
constraints solving technique (MAC). moved fromD; by applying SAC oP |((,, .} de-

Recently, similar efficient local processing (based on notes the set of domains reductions implied when en-
unit-propagation) have been successfully used in solv- forcing SAC on the value € D;.

ing the satisfiability problem. Indeed, most efficient
implementations of the Davis, Logemann and Loveland
procedure(DLL)[4] have been obtained thanks to a smart
use of unit-propagation based techniques. The unit propa-
gation process is used either to detect inconsistencigs, or
deduce new literals and clauses. Let us, mention (among
others), CSAT[9], tableau [3], POSIT[10] and Satz[15].

In the CSP framework, we believe that similar results
could be obtained using arc consistency based propagation
techniques such as singleton arc consistency [5]. Obvi-
ously, to reach this, we need to control the use of such
propagation process.

o Redsoo(P,x;) = ﬂ Redsqo (P, z;,v) the set of re-
vED;
moved values when enforcing SAC on the variable

o Redao(P) = | ) Redsac(P, ;)
z,€X

o Singsec(P,zi,v) = {(zj,w) st. i # jandD,; =
{w}} is the set of singleton value obtained when en-
forcing SAC on the value € D;.

Remark 1 V(z;,v) € Redsq.(P), it is obvious thatAs €
Sol(P) s.t.s(z;) =v

We defineP |{(z; v} (resp. P Ty, )}) as a CSPP
with D; reduced to a singleton value(resp. as a CSP
where the value is removed fromD;).

Let us now wonder whether more pruning can be
obtained thanks to a fine analysis of the SAC propagation
process.

Definition 8 Let? = (X, D,C, R) be a CSP, and; € X,

Property 2 LetP be a CSP singleton arc consistent, then
P =P TRedcac(P)

Proof: Obviously, since P Tgeq,,.(p) IS Ob-
tained by removing from?P inconsistent values, so
Sol(P TRed,o.(P)) = S0l(P) o

e a valuev € D; is singleton arc consistent(SAC) iff
P l{(z:,v)} has an arc consistent sub domain.

e avariablez; is singleton arc consistent ¥fv € D; v
is SAC

e aCSPP is singleton arc consistent, iffx; € X, D; #

0, z; is SAC The previous property tells us that, when enforcing SAC,
additional values must definitely be removed from the do-
In this section, we point out a possible way to exploit mains of the CSP. So, with this additional analysis we can

SAC propagation-based technique during the search. Moreemove much more values than SAC.
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In practice, enforcing SAC on a C3P and computing  the variable with a maximal valul’(z;), has more chance
Reds,.(P) can be done simultaneously. Indeed, only SAC to maximize the reduction of the search tree. Moreover, we
values for a given variable; are considered. can modify the functior¥”’(x;) in order to get a more bal-

To get more benefits, we think that it is necessary to en- ancing search tree (as done in SAT), for example, by using
force SAC only on a manageable set of variables (selectedoroduct operator instead of sum.
using extra criteria, such as heuristics). In this respect, We briefly describe now a possible application of SAC
avoid useless efforts when enforcing SAC, we give below a as a local consistency technique:

simple adaptation of a result obtained in SAT [13]. - . . .
P P [13] 1. apply the heuristié¢/ on the uninstantiated variables

Property 3 LetP be a CSPgi € X andv € D; such that 2 enforce SAC on the variables ih
viS SACY(zj,w) € Singsqc(P, z;,v), thenw is SAC.

3. apply a second level ordering heuristi¢
Proof: Evident.o

The cost of maintaining singleton arc consistent CSP can 4. randomly select a variable froff
be improved in practice, thanks to the previous property.
Indeed, when enforcing SAC on a given value, we deduce a
set of SAC values. So, the number of singleton arc consis-
tency checks is reduced. Remark 2 As in [12], the differentw(z,v) can also be
We show now how to exploit SAC during the search. used to define a domain value ordering.
Let us start with some basic considerations. First, it id wel
known that the efficiency of CSP solving techniques is
heavily related to the variable ordering heuristic. Se¢gnd
we have noticed a great fluctuation in the behavior of
CSP solving techniques on the same class of random
CSP instances. In other words, on random CSPs, most o ) ) .
of the best variable ordering heuristics (s.t. min(domain) ® Preliminary experiments and discussion
min(domain)/max(degree), etc.) do not achieve a good
discrimination between variables because of the uniform We have implemented the AC+ algorithm and con-
nature of the instances. So, the used ordering rule geyerall ducted some preliminary experiment on two kinds of CSPs.

In the second step (2), by removing some domains val-
ues, local inconsistencies could be detected.

The results given in this section could be considered as
the first step to the possible use of more powerful local con-
sistency techniques. Also, they can be easily integrated in
MAC+.

delivers a sub-set of variables. The first class contains random CSPs generated using the
standard generation model, the second class contains ran-
Let H be an ordering variable heuristic: dom CSPs with additional doubleton variables. We have

] compared M\C+ and MAC (MAC+ without doubleton
o a = mingex{F(zi)}, whereF(z;) is the score of \3raples) using the same ordering heuristic (min dom and
x; (for example F'(z;) = |D;| or F'(z;) = #j(lwi)), min dom/deg). Let us relate some observations that are
representative of the MC+ behavior. We have observed
that MAC+ is better on sparse CSPs. The improvements
are more significant on unsatisfiable instances than on sat-
isfiable ones. We believe that the efficiency of our algo-

Let w(v, z;) be the number of removed values when en- rithm might be more significant on real world problems. In-

forcing SAC onP |.((,., )} Obviously, the higher the value deed, real-life applications have special structure with-n
w(v, ;) is, the smaller the size of search space is, when uniform density. Furthermore, for inconsistent problems,

e L = {z; € X such thatF(z;) = a} is a list of
variables, all with the same score

is instantiated to a value the inconsistency is almost related to one of their subparts
To select a variable iff, we use a second level heuristic In other words, an inconsistent problem can contain an easy
H' defined as follow: part (e.g. tractable subproblem) and a hard one. Since most

of the variable ordering heuristics use syntactic infoiorat

e o = maxgec{F'(x;)}, st Fl(z;) = such as domain size and/or variable degree, we are not safe

ZveDi w(v,zi) from a wrong choice. In such a case, the disconnection of

[D;] ' singleton and doubleton variables would be of prime impor-

o £'={z; € LSLF (z;) =0} tance, because it avoids repetitive solving of the hard part

To confirm this assumption, we have slightly modified the
uniform random generator by adding extra doubleton vari-
For a given variabler;, the functionF'(z;) computes  ables. On such instances, the performance AOM is sig-
the average reduction on the size of the CSP. Consequenthificantly better.
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6 Related works

The concept of hidden variables proposed by Rossi [19],
gives a general way to determine redundant variables. A
variable is redundant if its removal does not change the set
of solutions. So, when a CSP is arc consistent, a single-
ton value (variable) can be considered as redundant. In [2],
singleton values have been efficiently exploited in the MAC

(3]

(4]

(5]

implementation, and singleton variables have been used in

[18] and [21]. In addition to singleton value (variable), we
have shown how to exploit doubleton variables during the

search by using a partial form of path consistency.

7 Conclusion and perspectives

In this paper we have shown how filtering techniques

(6]

(7]

(8]
9]

such as path and singleton arc consistency can be exploited
in order to reduce the search space. To conclude, let us sum-

marize and motivate them briefly again.

¢ In the first part we have presented an interesting way [10]

to exploit a partial form of path consistency during
the search. Using singleton and doubleton variable
properties, M\C+ algorithm disconnects some use-
less variables and consequently simplifies the problem
and avoids repetitive search. Empirical results show
that this approach is particularly useful on sparse and
inconsistent CSPs. Significant improvements are ob-
tained on instances generated using a modified version
of the random model generator. This confirms our in-
tuition that MAC+ might be more effective on CSPs
modeling real-life applications.

In the second part, we have proposed a way to exploit
SAC as local treatment and also to improve variable
ordering heuristics. Its application on a subset of vari-
ables verifying the same criterion allows us to reduce
the treatment cost. Also, we have shown that it is pos-
sible to extend the filtering capabilities of SAC thanks

to an analysis of the propagation process.

As a future work, we plan to use MC+ to compute a com-
pact representation of the set of solutions. In fact, every
partial solution found by MC+ represents a subset of so-
lutions.
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Abstract

Tractable covers are introduced as a new ap-
proach to equivalence-preserving compilation of
propositional knowledge bases. First, a gen-
eral framework is presented. Then, two specific
cases are considered. In the first one, partial
interpretations are used to shape the knowl-
edge base into tractable formulas from several
possible classes. In the second case, they are
used to derive renamable Horn formulas. This
last case is proved less space-consuming than
prime implicants cover compilations for every
knowledge base. Finally, experimental results
show that the new approaches can prove effi-
cient, w.r.t. direct query answering and offer
significant time and space savings w.r.t. prime
implicants covers.

1 Introduction

Different approaches have been proposed to circumvent
the intractability of propositional deduction. Some of
them restrict the expressive power of the representa-
tion language to tractable classes, like the Horn, re-
verse Horn, binary, monotone, renamable Horn, q-Horn,
nested clauses formulas [Dowling and Gallier, 1984;
Lewis, 1978; Boros et al., 1994; Knuth, 1990]. Unfortu-
nately, such classes are not expressive enough for many
applications. Contrastingly, compilation approaches ap-
ply to full propositional-logic knowledge bases (KBs for
short). Thanks to an off-line pre-processing step, a
KB ¥ is compiled into a formula ¥* so that on-line
query answering can be performed tractably from X*.
Many approaches to compilation have been proposed
so far, mainly [Reiter and De Kleer, 1987; Selman and
Kautz, 1991; 1994; del Val, 1994; Dechter and Rish, 1994;
Marquis, 1995; del Val, 1995; 1996; Marquis and Sa-
daoui, 1996; Schrag, 1996].

*This work has been supported in part by the Ganymede
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In this paper, a new approach to equivalence-pre-
serving compilation, called tractable covers, is intro-
duced. In short, a tractable cover of X is a finite set
T of tractable formulas ® (disjunctively considered) s.t.
Y = 7. Tractable covers of ¥ are equivalence-preserving
compilations of ¥: a clause c is a logical consequence of
Y iff for every ® in T, ¢ is a logical consequence of ®.
Since @ is tractable, each elementary test ® = ¢ can be
computed in time polynomial in |®| 4+ |¢|. The point
is to find out tractable ®s that concisely represent (i.e.
cover) the largest sets of models of X, so that | 7| remains
limited. To some extent, the present work could then be
related to other model-based approaches to knowledge
representation and reasoning, like [Khardon and Roth,
1996].

First, a general framework is presented, which can take
advantage of most tractable classes, simultaneously. In
many respects, it generalizes the prime implicants cover
technique recently used for compilation purpose [Schrag,
1996]. Then, the focus is laid on tractable covers that
can be computed and intensionally represented thanks to
(partial) interpretations. Two specific cases are consid-
ered. In the first one, partial interpretations are used
to shape the KB into formulas from several possible
classes. In the second one, they are used to derive renam-
able Horn formulas. The last one is proved less space-
consuming than prime implicants covers [Schrag, 1996]
for every KB. Since tractable covers of ¥ are equivalence-
preserving compilations, their size may remain exponen-
tial in |Z| unless NP C P/poly [Selman and Kautz,
1994], which is very unlikely. However, experimental re-
sults show that the new approaches can prove efficient
w.r.t. direct query answering and offer significant time
and space savings w.r.t. prime implicants covers.

2 Formal Preliminaries

A literal is a propositional variable or a negated one. A
clause (resp. a term) is a finite set of literals, represent-
ing their disjunction (resp. conjunction). A Horn (resp.
reverse Horn) clause contains at most one literal that is
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positive (resp. negative). A binary clause contains at
most two literals. A KB X is a finite set of propositional
formulas, conjunctively considered. Var(X) is the set
of variables occurring in ¥. Every KB can be rewritten
into a conjunction of clauses (into CNF for short) while
preserving equivalence. A KB ¥ is said renamable Horn
iff there exists a substitution o over literals [ built up
from Var(X), s.t. o(l) = and o(X) is Horn.

Interpretations and models are defined in the usual
way. Let us stress that, quite unconventionally, (partial)
interpretations will be represented as terms, i.e. as satis-
fiable sets of literals (vs. sets of variables). An implicant
of a KB ¥ is a partial interpretation a s.t. a = X. A
prime implicant of ¥ is an implicant 7 of ¥ s.t. for all
implicants a of ¥ s.t. 7 = «a, we have a | 7. The set
of all prime implicants of ¥ (up to logical equivalence) is
noted PI(X). A prime implicant cover of ¥ is any subset
S of PI(X) (disjunctively considered) s.t. S = 3.

3 Tractable Cover Compilations
3.1 The General Framework

First, let us make precise what classes of tractable for-
mulas will be considered:

Definition 3.1 A list Cs of classes C of tractable propo-
sitional formulas (w.r.t. cover compilation) is s.t.:

o There exists a polytime algorithm TRACTABLE? for
checking whether any formula ® belongs to C'.

o There ezists a polytime algorithm QUERY? for checking
whether ® |= ¢ holds for any ® in C and any clause c.

e For every C in Cs, for every formula ® of C and every
term p, there ezists C' in Cs s.t. (d Ap) € C'.

Since classes of tractable formulas are not fini-
te sets in the general case, they are intensionally
represented by ordered pairs of decision procedures
(TRACTABLE?,QUERY™).

Interestingly, the great majority of classes of formu-
las tractable for SAT (the well-known propositional sat-
isfiability decision problem) are also tractable for cover
compilations. Especially, this is the case for the Horn, re-
verse Horn, binary, renamable Horn, g-Horn and nested
clauses classes.

We are now ready to define the notion of a tractable
cover of a propositional KB.

Definition 3.2 Given o CNF-KB % and a finite list C's of
classes of tractable formulas w.r.t. cover compilation (repre-
sented intensionally), a tractable cover of ¥ w.r.t. Cs is a

finite set T of satisfiable formulas (disjunctively considered)
s.t.:

o For every ®; € T, there exists C in Cs s.t. ®; belongs
to C, and

e T =3

In the following, we will assume that C's contains at
least the class {¢ s.t. tis a term}. This ensures that there
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always exists at least one tractable cover of X, namely a
prime implicants one.

In this paper, we focus on tractable covers that can be
intensionally represented, using (partial) interpretations.
The corresponding explicit covers can be generated on-
line from the intensional ones in polynomial time.

3.2 Carver-Based Tractable Covers

A first way to derive covers consists in simplifying the
KB using partial interpretations. For any partial inter-
pretation p = {ly,...,l,}, the KB ¥ simplified w.r.t. p
is the set £, = (((X1,)1,) - - )1, » where ¥; = {e\ {1} s.t.
ceXand en{l} =0}.

Definition 3.3 Given a CNF-KB ¥ and a finite list Cs of
classes of tractable formulas (represented intensionally):

e A carver of ¥ w.r.t. Cs is a partial interpretation p s.t.
there exists C in Cs s.t. X, belongs to C' and X, is
satisfiable.

e A carver-based tractable cover of ¥ w.r.t. Cs is a set
PC of carvers of & w.r.t. Cs (disjunctively considered)
sit. (PCAY) =3,

e A carver-based cover compilation of ¥ is a pair C =
(X, PC), where PC is a carver-based tractable cover of
¥ w.r.t Cs.

Interestingly, the space required to store a carver p is
always lower or equal to the space needed by the corre-
sponding tractable formula ® = p A ¥, (with a O(|X])
factor in the worst case). At the on-line query answering
stage, the price to be paid is a O(|Z A p|) time complex-
ity overhead per carver p but this does not question the
tractability of query answering.

As an example, let ¥ = {1 VZ2 VI3V ay, 21 Vra Vg }
and let C's contain the Horn and the binary classes. The
set PC = {{z1},{Z1}} is a carver-based tractable cover
of ¥ wr.t. Cs since g,y = {Z2 V 3 V 24} is Horn
and Y53 = {x2 V 24} is binary. If Cs reduces to the
renamable Horn class, {§}} is a carver-based tractable
cover of ¥ w.r.t. Cs since ¥ belongs to the renamable
Horn class.

Clearly enough, carver-based cover compilations are
equivalence-preserving compilations:

Proposition 3.1 Let ¥ be a CNF-KB, C = (X, PC) be a

carver-based cover compilation of ¥ and let ¢ be a clause.
Y = c iff for every p in PC, ((p = ¢) or (L, = ¢)), which

can be decided in time polynomial in |C| + |c|.

Although the class(es) to which ¥, belongs can be
polynomially recognized on-line for each carver p of PC,
in practice, they are determined once only at the off-line
compiling stage. Accordingly, each carver p found during
the compiling process is indexed with a reference label (p)
to the concerned class in C's. A significant amount of
time in on-line query answering can be saved via such
indexing.

Interestingly, carver-based cover compilations can lead
to exponential space savings w.r.t. prime implicants
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cover compilations for some KBs. An extreme case con-
sists of tractable KBs ¥ that remain invariant under
carver-based cover compilation but are such that every
prime implicant cover is exponential in the size of .

3.3 Hyper-Implicant Covers

Formulas in covers must be tractable and exhibit as
many models of ¥ as possible. Interestingly, several
classes C' of tractable formulas admit model-theoretic
characterizations and features that can be exploited. For
the binary, Horn, reverse Horn, renamable Horn classes,
among others, class membership is equivalent to the ex-
istence of some specific interpretation(s). Formally, a
CNF-KB ¥ is renamable Horn [Lewis, 1978] iff there ex-
ists an interpretation p over Var(X) s.t. for every clause
¢ of X, at most one literal of ¢ does not belong to p. In-
terestingly, the renamable Horn class includes both the
Horn, reverse Horn, and satisfiable binary KBs as proper
subsets.

As the semantical characterizations above indicate it,
literals that belong both to p and to ¥ play a central
role that we can take advantage of. In order to derive
satisfiable renamable Horn formulas, every clause ¢ of ¥
is shortened using a model p = m of ¥: only the literals
occurring in m are kept, plus an additional literal of ¢
(when possible). In this way, every shortened clause is
such that every literal of m (except possibly one) belongs
to it. Accordingly, the resulting set of clauses, called
hyper-implicant of X, is satisfiable and renamable Horn.

Formally, let m be a model of ¥. For every clause
¢ in X, let ¢™ be the clause consisting of the literals
common to ¢ and m. Let P(X,m) denote the set of
clauses of ¥ s.t. for every clause ¢ in P(X,m), ¢ and ¢™
are identical. Let N(X,m) be ¥\ P(X,m). For every
clause ¢ in N(,m), let I™ denote a literal of ¢ s.t. ™
belongs to m. Obviously, several candidates [ may exist
in the general case.

Definition 3.4 Given a CNF-KB X
e A hyper-implicant of ¥ (w.r.t. to a model) m of ¥ is a
formula 2" =( N\ oA( N (€ VIM).
ceP(2,m) cEN(Z,m)
e A hyper-implicant cover H of ¥ is a set of hyper-
implicants of ¥ (disjunctively considered) s.t. H = X.

Importantly, the size of any hyper-implicant ¥ of ¥
is strictly lower than the size of X, except when X is
renamable Horn.

Hyper-implicant covers are equivalence-preserving

compilations:
Proposition 3.2 Let ¥ be a CNF-KB, H be a hyper-
implicant cover of ¥ and ¢ be a clause. ¥ = c iff for ev-
ery hyper-implicant ¥ of H, we have ¥™ |= ¢. This can be
decided in time linear in [H| + |c|.

Assuming that the clauses in ¥ = {¢;,...,¢,} are to-
tally ordered, hyper-implicant covers can be represented
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intensionally by ¥ and sets of pairs (m,[I7",...,I])

where m is a model of ¥ and [* (i € 1..n) is false if
¢i € P(X,m) and is the literal of ¢; \ m which is kept,
otherwise. Each ¥ can be derived on-line from ¥ and
(m,[I7,...,17"]) in linear time.

As an example, let ¥ = {x1 V 23 V 24,21 V Ty V
23,1V xa VI3V Ty, 1 VT2V T3VITy,T1VareVayV
z4}. The hyper implicant cover represented by ¥ and
the two pairs ({1, %2, 3,24}, 73,73, 72,71, %1]) and
({i‘la T2,T3, ',f4}3 [mla T2, T3, T2, .’I?4]>, contains two hyper—
implicants: {371 VagVas,x1VTaVas,x1VIsVary, sV
T3V 21,3V x4 V Zf'l} and {373 Vaxi,x3V Ta,x3V Tg V
T3,T1VTgaV Ty, T1 VT \/374}.

Intuitively, any hyper-implicant ™ of ¥ is a concise
representation of some prime implicants of ¥. To be
more specific, the prime implicants of ¥ which are en-
tailed by m are prime implicants of ¥™.

Proposition 3.3 For every model m of ¥, let PI,(X) be
the set of prime implicants of ¥ s.t. for every w in PI,(2),
we have m |= w. Then, PI,(X) C PI(Z™).

Consequently, 3™ covers every model of ¥ covered by
a prime implicant of ¥ entailed by m.

Hyper-implicants covers are economical representa-
tions w.r.t. prime implicants ones. Not withstanding
the fact that hyper-implicants of ¥ are smaller than X,
the number of hyper-implicants in a cover is lower than
the number of implicants in a cover:

Proposition 3.4 For every prime implicant cover of ¥ con-
taining t prime implicants there exists a hyper-implicant cover

. t . .
of ¥ containing at most L%J hyper-implicants.

In the example above, the hyper-implicant cover con-
tains 2 formulas, while the smallest prime implicant
cover of ¥ consists of 6 prime implicants. Actually, ex-
periments show significant savings w.r.t. the sizes of the
prime implicants covers for most KBs (cf. Section 5).

4 Computing Compilations

(Partial) interpretations giving rise to intensionally-
represented tractable covers are computed using system-
atic search, thanks to a Davis/Putnam-like procedure
DPTC. This procedure is closely related to Schrag’s DPPI
algorithm [Schrag, 1996]. Cs is empty for the hyper-
implicant case.

DPTC(X,Cs):

1 PC <+ 0;

2  DPx(X,Cs,0);

3  Return({X,PC)).

DPx(X,Cs,p):

1 If not PRUNING(X,p) then
2 UNIT_PROPAGATE(E,p) ;

3 If ) €Y then return;

4 If (p FX)
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then PROCESS_IMPLICANT (p,X,Cs)
return;
1<+ CHOOSE_BEST_LITERAL(X);
DPx (X, Cs,pU{l});
DPx (X, Cs,pU {—l}).

The CHOOSE BEST_LITERAL branching rule and UN-
IT_PROPAGATE procedures are standard Davis/Putnam
features. In our experiments, the branching rule by [Du-
bois et al., 1996] is used. The main role of DP* is to
find implicants of ¥ in the whole search tree. PRUNING
and PROCESS_IMPLICANT depend on the considered ap-
proach. From the found implicants, (partial) interpre-
tations (carvers and implicit representations of hyper-
implicants) are derived thanks to PROCESS_IMPLICANT;
they are collected into the global variable PC.

© 00 ~N O O;

4.1 The Carver-Based Case

PRUNING: (¥ ,new_p) :
1 If there exists p€ PC s.t. (new_p F p)
2 then return(true) else return(false).

PROCESS_IMPLICANT-(new_p,X,Cs):

1 Carver ¢« DERIVE.(new_p,,Cs);

2 For every p€ PC do

3 If (pF Carver) then remove p from PC;
4  Put Carver in PC.

DERIVE~(p,¥,Cs):
1 Prime < ONE_PRIME(p,Y);
For every literal | € Prime do

2
3 For every (TRACTABLE?,QUERY?) in Cs do
4

If TRACTABLE?(EPMme\{l})
then Return(DERIVE: (Prime\{l/},¥,Cs));
5 Return(Prime).

Whenever an implicant p of ¥ is found, a prime im-
plicant Prime of ¥ s.t. p F Prime is extracted from p,
thanks to the ONE_PRIME procedure. ONE_PRIME consid-
ers every literal [ of p successively, check whether [ is nec-
essary (i.e. if there exists a clause c of £ s.t. ¢Np = {I}),
and remove [ from p if [ is not necessary (see [Castell and
Cayrol, 1996][Schrag, 1996] for details). These prime im-
plicants are then tentatively simplified; all the literals of
each Prime are considered successively; for every literal
[ of Prime, ¥p,ime\ (1} 18 checked for tractability using
the recognition procedures given in Cs. If ¥p e\ 1y I8
found tractable, [ is ruled out from Prime and is kept
otherwise. Once all the literals of Prime have been con-
sidered, the resulting simplified Prime (indexed by the
label of the corresponding class in Cs) is checked against
the set PC of carvers collected so far. Only maximal
carvers w.r.t. F are kept in PC. Interestingly, the set PC
of carvers stored during the traversal of the DP search
tree is used to prune this tree, thanks to the PRUNING«
procedure; indeed, whenever a candidate (partial) in-
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terpretation new_p is elected, it can be immediately re-
moved if new_p entails one of the current carvers.
Clearly enough, both the literal ordering and the
recognition procedure ordering used in DERIVE~ can
greatly influence the cover generated in this way.

4.2 The Hyper-Implicant Case

PRUNINGy (X ,new_p):
1 If there exists p€ PC s.t. (X"W-P[EXP)
2 then return(true) else return(false).

PROCESS_IMPLICANT 7 (new_p,%,_):
1 Model < DERIVEp(new_p,X);
2 For every pe€ PC do

3 If (EZModel £ $7P) then remove p from PC;
4  Put Model in PC.
DERIVEy (p,X) :

1 Model <« p;

2  For every variable v € Var(X) do

3 1f {v}Np=0) and ({~w}Np=10)

4 then put v with its most frequent
sign in ¥ to Model;

5  Return(Model).

Each time an implicant p of ¥ is found, a model
Model of ¥ s.t. Model F p is derived from p. The vari-
ables that do not occur in p are added with the sign
occurring the most frequently in ¥. When ZMedel jg
computed for the first time, a list [I]7,...,I7"] is at-
tached to Model. The DERIVEy procedure is both sim-
pler and more efficient than DERIVE (roughly, it is not
more time-consuming than the prime implicant extrac-
tion achieved by ONE_PRIME). The tractable formulas ¥
corresponding to the models p collected in PC are used
to prune the search tree (PRUNINGy). Only the ps giving
rise to the logically weakests ¥? are kept in PC. Since
the renamable Horn formulas ©M°%! and ¥ stem from
the same KB X, checking whether (¥M0¢! |= ¥P) can
be performed in a very efficient way.

Both the literals chosen to extend the found impli-
cants to models p of ¥, and the literals II" selected in
clauses of ¥* may have a significant impact on the hyper-
implicants X7 that are generated.

5 Experimental Results

In contrast to SAT, only few benchmarks for knowledge
compilation can be found in the literature (with the well-
developed experimental framework of [Schrag, 1996] as
an exception). Actually, no comprehensive analysis of
what should be the nature of meaningful benchmarks for
evaluating compilation approaches has ever been con-
ducted. Clearly, benchmarks must be hard for query
answering since the goal of knowledge compilation is
to overcome its intractability. However, in contrast to
[Schrag, 1996], we do not focus on hard SAT instances,
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ap Bp P
problems #var | #cla | ac Be IC|
oy Bu |H|
5.08 — 5376
adder 21 50 2.09 — 1044
0.20 78.75 305
2.00 — 172

history-ex 21 17 0.75 | 1000.00 | 234
0.14 | 11.66 7
0.66 | 125.00 | 255
two-pipes 15 54 0.60 | 125.00 | 234
0.12 | 20.00 192
0.47 | 45.45 441
three-pipes 21 82 0.42 <1 373
0.27 | 17.50 284
0.36 | 23.80 675
four-pipes 27 110 | 0.25 | 18.51 528
0.20 | 29.16 380
0.51 | 26.31 861

regulator 21 106 || 0.29 | 20.83 230
0.17 | 29.99 422
2.16 — 297
selenoid 11 19 1.40 — 115

0.20 | 17.49 94
0.85 <1 312
valve 13 a0 0.66 <1 297
0.16 21 246

Table 1: Experimental results.

only. Hard SAT instances (with respect to current algo-
rithms) should be considered hard for query answering
since at least one query (namely, the empty clause) is
difficult. However, easy SAT instances can exhibit hard
queries that differ from the empty clause.

Accordingly, we tested the tractable covers and the
prime implicants approaches w.r.t. many KBs, including
“standard” structured problems, taken from [Forbus and
De Kleer, 1993], and random k-SAT problems [Dubois
et al., 1996, varying the #cla(use)/#var(iable) ratio
from the easy to the hard regions. Each KB ¥ has been
compiled using the 3 techniques. Then, 500 queries have
been considered. In order to check the usefulness of the
compilation process, we also answered these queries from
¥, using a direct, uncompiled, Davis/Putnam-based ap-
proach [Dubois et al., 1996]. For each problem ¥ and
each compilation technique, the ratios o = Q¢ /Qu and
B =C/(Qu — Qc) have been computed. Q¢ (resp. Q)
is the time needed by the compiled (resp. uncompiled)
approach to answer all the queries, and C is the compi-
lation time. « (resp. (3) tells us how much query time
improvement we get from compilation (resp. how many
queries are required to amortize the cost of compilation).
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Table 1 reports some results of our extensive experi-
ments. For each problem [Forbus and De Kleer, 1993], it
lists results for the prime implicants, carvers, and hyper-
implicants covers, successively. Especially, it gives the
ratios a and f and the size (in literals) of the corre-
sponding cover. The size of any tractable cover compi-
lation is the size of ¥ plus the size of the set of (partial)
interpretations used as an implicit representation. For
the carver-based approach, only the Horn, reverse Horn
and binary classes have been considered. For the hyper-
implicant approach, simplification of the cover (i.e. lines
2 to 4 of the PROCESS_IMPLICANTy procedure) has not
been implemented.

Results obtained on 50 variables random 3-SAT prob-
lems, where the ratio #cla/#var varies from 3.2 to 4.4,
are reported on the two next figures. 50 problems have
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been considered per point and the corresponding scores
averaged. Figure 1 (resp. Figure 2) gives aggregate val-
ues of ratios a (resp. sizes in literals) obtained for each
compilation technique. « = 1 separates the region for
which compilation is useful from the region for which it
is not.

At the light of our experiments, tractable covers prove
better than prime implicants covers, both for structured
and random k-SAT problems. Significant time savings
w.r.t. query answering and significant space savings
are obtained. Especially, tractable covers prove useful
for many KBs for which prime implicants covers are
too large to offer improvements w.r.t. query answer-
ing. More, the tractable cover approach allows the com-
pilation of KBs which have so huge prime implicants
covers P that P cannot be computed and stored. This
coheres with the theoretical results reported in [Bouf-
khad and Dubois, 1996], showing that the average num-
ber of prime implicants of k-SAT formulas is exponential
in their number of variables.

6 Conclusion

Both theoretical and experimental results show the
tractable cover approach promising and encourage us to
extend it in several directions. A first issue for further
research is how to determine efficiently the best suited
classes of tractable formulas for a given KB ¥. On the
experimental side, an extensive evaluation of the carver-
based technique equipped with more expressive tractable
classes must be done. Extending the hyper-implicant ap-
proach to other tractable classes, especially the g-Horn
one [Boros et al., 1994], is another interesting perspec-
tive. Finally, fragments of tractable covers of ¥ can serve
as approximate compilations (lower bounds) of ¥ in the
sense of [Selman and Kautz, 1991; 1994: del Val, 1995:
1996]. Since the tractable cover approach allows disjunc-
tions of tractable formulas from several classes, better
approximations could be obtained.
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B. BESSANT E. GREGOIRE P. MARQUIS L. SAIS

ITERATED SYNTAX-BASED REVISION IN A
NONMONOTONIC SETTING

ABSTRACT: In this paper, a new syntax-based approach to iterated belief base revision
is presented. It is developed within a nonmonotonic framework that allows a two-steps
handling of inconsistency to be adopted. First, a disciplined use of nonmonotonic ingre-
dients is made available to the knowledge engineer to prevent many inconsistencies that
would occur if a standard logical interpretation and representation of beliefs were con-
ducted. Remaining inconsistencies are considered unexpected and revised by weakening
the formulas occurring in any minimally inconsistent subbase, as if they were representing
exceptional cases that do not actually occur. While the computation of revised knowl-
edge bases remains intractable in the worst case, our approach benefits from an efficient
local search-based heuristic technique that empirically proves often viable, even in the
context of very large propositional applications.

1 INTRODUCTION

Various approaches to belief revision have been proposed this last decade.
Most of them have been investigated from a knowledge-level theoretical
perspective [32], mainly. Despite a few noticeable exceptions (e.g. [34]
[29] [11] [20]), their computational counterparts have rarely been consid-
ered. Worse, due to worst case complexity results, they are often believed
to be intractable when large-scale applications are addressed. However, re-
cent impressive empirical progress in propositional reasoning and search [36]
does open real computational perspectives for syntax-based approaches to
belief revision with respect to large applications. Also, many efforts have
been devoted to establish formal connections between nonmonotonic logics
and belief revision (see e.g. [9] [21] [25] [19]). In this paper, a knowlege!
engineering-motivated approach to belief revision is adopted, showing that
belief revision and nonmonotonic logics are not only two sides of the same
coin [14] but that they can play useful synergetic roles in a unified framework
that proves empirically computationally viable. More precisely, a two-steps
policy to syntax-based revision of inconsistent beliefs is proposed. On the
one hand, nonmonotonic ingredients are provided within a belief represen-
tation language giving rise to a gain of expressiveness, allowing a careful
knowledge engineer to avoid many future inconsistencies that would occur
if a standard deductive representation and inference of beliefs were select-
ed. Inconsistencies that are not forecast and prevented in this way are then
the object of a syntax-based belief revision process. In this respect, we
can envision a whole family of syntax-based revision approaches: from a
full-meet cautious one that weakens each formula in each minimally incon-
sistent subbase to regain consistency, to a mazichoice change policy that

In this paper, knowledge is used for belief.
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just weakens one smallest subset of formulas to restore consistency. In this
paper, an empirically viable computational technique for the first approach
is proposed. It makes use of a specific heuristic in the trace of local search
techniques to check (in)consistency. Interestingly enough, it is shown that
the nonmonotonic ingredients do not significantly affect the computational
complexity results with respect to the revision process, neither from a worst
case point of view, nor from an empirical one.

The paper is organized as follows. After some formal preliminaries, a spe-
cific nonmonotonic representation setting is described. Then, a new syntax-
based approach to iterated belief base revision is introduced and motivated
in this framework, together with a preferred-models inference relation for
the resulting logic. The complexity and rationality issues for this cautious,
full-meet approach to base revision are analyzed. Local search techniques
for SAT are then specialized to match our specific needs. Typical results
from extensive tests are reported. Finally, the specific position adopted in
this paper with respect to the various facets of belief revision is summarized,
and perspectives for further research are briefly exposed. Basic elements of
computational complexity can be found in an appendix.

2 SOME FORMAL PRELIMINARIES

Let PS denote a denumerable set of propositional symbols (also called vari-
ables or atoms). For every subset V of PS, PROPy denotes the propo-
sitional language built up from the symbols of P.S, the boolean constants
true and false and the connectives -, A, V, =, < in the standard way.
The elements of PROPpg are called formulas.

Every propositional symbol of PS is also called a positive literal and a
negated one a negative literal. The boolean constants are also viewed as pos-
itive literals. A literal is either a positive literal or a negative literal. Every
finite disjunction of literals is called a clause. Var(KB) denote the set of
propositional variables occurring in the formula K B. For every proposition-
al symbol v from PS, KBy trye (resp. KBy faise) denotes the formula
K B in which every occurrence of v is replaced by true (resp. false).

An interpretation I (over PROPpg) is a mapping that associates every
propositional symbol to one of the two truth values of BOOL = {0,1} and
I(true) = 1 and I(false) = 0. [KB](I) denotes the truth value taken by
K B within 7; it is defined in the usual compositional way. When [ is s.t.
[KB](I) =1, I is said to be a model of KB, noted I = K B; otherwise, I
is a counter-model of K B. The set of all models of KB is noted M (K B).
When a formula has a model, it is said consistent. When a formula has no
model (resp. no counter-model), it is said inconsistent (resp. wvalid). The
binary relation = over PROPpg is defined by KB |= f iff M(KB) C M(f)
holds. The deductive closure of K B is the set of all formulas that are logical
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consequences of K B. Whenever KB |= f and f = KB both hold, KB and
f are said logically equivalent, noted KB = f.

Every set of formulas is interpreted conjunctively; especially, when it
is finite, a set of formulas is also considered as the formula that is the
conjunction of its elements. It is well-known that every formula admits a
conjunction of clauses equivalent to it; such a conjunction of clauses is called
a congunctive normal form (CNF for short) of the formula.

3 A NONMONOTONIC REPRESENTATION FRAMEWORK

This paper is more concerned with the knowledge engineering branch of
artificial intelligence than with its cognitive and philosophical sides; build-
ing effective practical systems is here the main goal. In this respect, it is
generally agreed that some trade-off can be required between the expressive-
ness of the representation language and the inference efficiency. Similarly,
a specific combination of belief revision and nonmonotonic representation
of beliefs and inference can be beneficial, especially when software quality
properties are required.

Accordingly, a two-steps handling of inconsistent beliefs is advocated in
this paper. First, the knowledge engineer is provided with a nonmonotonic
language allowing him to prevent many future inconsistencies that would
occur if a purely standard deductive logic were used. This language should
be expressive enough to represent (prioritized) rules of default reasoning and
exceptions, preventing these last ones from leading to inconsistency when
they actually occur. In this respect, it is claimed here that when real-world
large-scale applications are undertaken, the knowledge engineer can be re-
quired a disciplined use of nonmonotonic ingredients that are restricted, in
exchange for the hope for predictable system behavior and good computa-
tional performance in many cases. However, the knowledge engineer cannot
be required to forecast all such exceptions in this way. This is exactly where
belief revision has to play a role in our framework. Belief revision will thus
here just concern a mere remainder of the inconsistencies that would oc-
cur if a purely deductive logic were selected. This point will allow specific
revision policies to be justified.

In the following, any belief base KB will be represented as a finite set
(interpreted conjunctively) of propositional formulas from PROPpgs. The
set of propositional symbols PS is partitioned into three denumerable sets,
P, ABkp and ABRevision- P is used to represent the core knowledge of
K B, while the two disjoint sets ABxp and ABReyision contain McCarthy’s
prioritized Abnormality propositions, noted respectively by Ab; and Abg,
[24]. Elements from ABg p allow prioritized rules of default reasoning to be
expressed together with exceptions (they encode structural abnormalities)
while ABRrevision 18 actually a sequence and is devoted to the revision policy.
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Typically, a default rule expressing that a bird can fly (unless exceptions)
will be of the form —Bird V Abfiying pira V Fly, representing the formula
Bird A 2 Abyiying vira = Fly. Ab; propositions are intended to allow for
exceptions without the need of expressing them explicitly. Such a frame-
work will be interpreted under model-preference semantics ¢ la Shoham [39]:
KB < fift[f](I) = 1in all preferred models I of K B, where the preferred
models of KB are those that are minimal w.r.t. a given pre-order <. Intu-
itively, models where Ab; propositions are minimized (i.e. are interpreted as
0) will be preferred. Many minimization schemata (especially prioritizing
ones) giving rise to preferred-models inference relations |~< can be adopted
in this context. The approaches of revision that will be developed in this
paper are compatible with all of them.

4 BASE REVISION BY WEAKENING:
THE FULL-MEET APPROACH

As the last example illustrates it, the knowledge engineer may not forecast
possible exceptions to all rules (assume that he has asserted that all birds
fly and that now we are given a penguin). When inconsistency does occur,
several possible approaches to restore consistency can be devised. As we
adopt here a knowledge engineering approach to artificial intelligence, we
claim that the syntax of the encoded beliefs is important and that this
should appear in the revision process. Accordingly, in our approach, the
epistemic state of an agent (i.e. the set of all its beliefs) is represented as a
belief base, i.e. a finite set of propositional formulas: the pieces of knowledge
that can be inferred from such a set are the agent’s beliefs. While such an
approach to belief revision is syntax-sensitive (at least to the extent that
it cannot be guaranteed that two equivalent K Bs will always be revised
in the same way), it is representationally feasible; this contrasts with the
belief set approach and the model-based approach to belief revision: due
to space considerations, representing the epistemic state of an agent by a
deductively closed set of formulas, or by the corresponding set of models, is
typically out of reach.

Our cautious approach to belief revision is based on the logical concept
of weakening. Indeed, we believe that throwing out some beliefs in order
to restore consistency is unnecessary destructive. Accordingly, we prefer
“hidding” these beliefs by logically weakening them, allowing interesting
perspectives with respect to iterated belief revision.

Intuitively, the way according to which beliefs are weakened amounts to
considering these beliefs as exceptional ones that do not hold in regard of
the newly introduced formula f.

Assume KB to be a nonmonotonic propositional belief base to be in-
terpreted under some preferred-models semantics, given by a pre-order <
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among interpretations. Initially, KB does not contain any occurrence of
a symbol from ABReyision- Let f be the so-called revision formula, i.e. a
new piece of knowledge to be added into KB. A severe revision has to
occur whenever KB U {f} is inconsistent. The sequence of Abnormality
propositions ABRrevision = {AbR,, .- ; AbR;, - .. }(j<w) is used to remove in-
consistencies. More precisely, each time a severe revision is to be conducted,
a subset of formulas in K B are weakened using the next available Abg; in
the sequence ABRevision as an additional disjunct in each of these claus-
es. Note that the elements of ABReyision are ordered in such a way that
ABp, is after ABg, whenever ¢ < j, so as to ensure that the most recently
introduced abnormality symbol Abg, occurs after Abg, in ABReyision-

Now, several revision policies can be defined depending on the way this
set of formulas to be weakened is selected. Indeed, in order to break all in-
consistencies, it is sufficient to weaken one formula in every of the possibly
many subbases of KB that are inconsistent with f. Accordingly, several
hitting sets of such subbases can be elected for being weakened in the gen-
eral case. For the case where no additional information (e.g. an epistemic
relevance ordering [28]) enables chosing one such hitting set, a cautious pol-
icy is proposed: in this situation, all the formulas in the set-theoretic union
of the smallest subsets of K B inconsistent with f are weakened. But let us
formalize this.

DEFINITION 1 (minimally inconsistent subbase). A minimally inconsis-
tent subbase of KB w.r.t. f is any subset S of KB s.t. S U {f} is incon-
sistent and no proper subset of it satisfies the same property.

Such subbases are sometimes called entailment sets for = f (indeed, S U
{f} is inconsistent iff - f is entailed by 5).

DEFINITION 2 (kernel). The kernel Ker(KB, f) of KB w.r.t. f is the
set-theoretic union of all minimally inconsistent subbases of KB w.r.t. f

Ker(KB, f) can also be defined in a dual way, focusing on the maxi-
mally consistent subbases of KB w.r.t. f (also called remainders of KB
by —f). Indeed, Ker(K B, f) is the set-theoretic complement in K B of the
intersection of all such subbases (see Theorem 7.1 from [31]).

We are now ready to define our full-meet base revision operation:

DEFINITION 3 (full-meet revision). Assume that KB is the result of i
previous severe revisions. K Befuti-meet f = (Ker(KB, f)V Abg,,,)U(KB\
Ker(KB, f))U{f}

In this definition, Ker(KB, f) V Abg,,, denotes the set of formulas g Vv
Abg,,,, where g is a formula from Ker(KB, f). Clearly enough, the rank
¢t + 1 of the current revision can be determined in time linear in the size of
K B (it is sufficient to filter out the greatest i s.t. ABg, occurs in K B, and
to increment it).

i1
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EXAMPLE 4. Let us illustrate the previous definition through a very sim-
ple example. Let KB = {—=BirdV Fly, Bird}. This corresponds to the case
where the knowledge engineer does not envision any exceptional bird, i.e. a
bird that does not fly. We have:

1. KBetuti=meet o Fly = {=BirdV Fly V Abg,, BirdV Abg,,~Fly}.

2. (K Bosui=meet wFly)°suti=meet Fly = {=BirdV FlyV Abg, , BirdV Abg,
—|Fly V AbRQ,Fly}.

In our approach, every formula from K B that belongs to the intersection
of all maximally consistent subbases of KB w.r.t. f is kept in the revised
base, while the remaining formulas are weakened. Thus, instead of focus-
ing on the intersection of the logical closures of all (preferred?) maximally
consistent subbases of KB w.r.t. f (as it is the case in many base revision
approaches), we focus on the subbases themselves. This has two immediate,
favourable consequences:

e Revised K Bs can be efficiently represented in our approach (since the
size of the revised K Bs cannot exceed the size of the corresponding
original K B plus the size of the revision formula plus the number of
formulas occurring in the original K'B).

e Revised K Bs do not reduce to a single formula. Accordingly, iterated
belief revision can be achieved without trivializing as soon as the first
severe revision has been achieved.

These two valuable features are not shared by many syntax-based ap-
proaches to base revision. On the one hand, it is shown [5] that represen-
tations of revised K Bs that are compact, i.e. of size polynomially bounded
by the size of the original K B plus the size of the revision formula, are very
unlikely to exist in the general case for various revision policies. Especial-
ly, while there can be exponentially many maximally consistent subbases
of KB w.r.t. f, the size of their set-theoretic union is necessarily bound-
ed by the size of KB. On the other hand, while the intersection of the
logical closures of all maximally consistent subbases of KB w.r.t. f can be
finitely encoded as the disjunction of all such subbases, the resulting revised
base contains only one formula?®; thus, the whole content of KB would be
removed, would a second severe revision occur.

Because it is based on the computation of Ker(K B, f), our approach is
closely related to both WIDTIO base revision [41], and safe base revision [2]

2Several criteria based on subset maximality or cardinality maximality can be used to
select some maximally consistent subbases in presence of an information preference, i.e.
assuming that the K B is stratified.

30r two, if the pair formed by such a disjunction and f is considered as the revised
base.
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(that coincide when no preference information is available [31], and share
the two valuable features listed above). Indeed, in [41], a purely standard
logic approach to revision (namely, WIDTIO, i.e. “When In Doubt Throw
It Out”) requires Ker(K B, f) to be discarded in case of a severe revision:
K Bew:iptio f is defined as K B°wirTio f = (KB \ Ker(KB, f)) U{f}.

Instead, we propose to weaken Ker(KB, f). As we will see in the next
section, this may have a great influence on the revised epistemic state in
the context of iterated revisions.

5 INFERRING FROM A REVISED KNOWLEDGE BASE

Let < be any pre-order among interpretations from which a preferred-models
inference relation can be defined. Let us now define an inference relation
I~ R,< under which revised K Bs will be interpreted. Actually, the inference
relation will be nonmonotonic; it will interpret the Abnormality propositions
from ABRevision and ABgp separately, and successively. From a seman-
tical point of view, the inference relation will use a concept of preferred
reviston-preferred model. Such models minimize abnormality according to
two principles:

Principle 1.

Elements from ABRgeyision have a higher priority than elements from ABgkp.
Elements of ABRcyision €ncode unexpected abnormalities, corresponding to
severe revisions. They must be interpreted in such a way that consistency
is restored. This can easily constrain the set of possible truth values of the
elements of ABg . Structural abnormalities from this latter set must also
be minimized.

Principle 2.

The elements of ABReyision are prioritized, a la prioritized circumscription
[24] but with one abnormality symbol per stratum, only. A higher priority
is given to more recently introduced Abnormality propositions. Accord-
ingly, every Abg, is preferred false (except the most recently introduced
Abnormality proposition, which must be true to revise the last state of in-
consistency).

Formally, let us assume without loss of generality that PS is totally
ordered (using any order) and that interpretations I over PROPpg are
represented as words over {0,1} s.t. the i*" bit of I is 1 iff the i*"* symbol
of PS is interpreted as 1 in I. For every subset E of PS, let I[E] denote
the restriction of I to the symbols of E. On this ground, we can define a
total pre-order among the models of K B:

DEFINITION 5 (revision-preference). Let I and J be two models of K B. I
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is said at least as revision-preferred as J, noted I <g J, iff I[ABRevision] <iex
J[ABRevision] holds, where <., is the reverse lexicographic ordering on
words over {0, 1}, induced by 0 < 1.

The revision-preferred models of KB are the minimal models of KB
w.r.t. S R-

DEFINITION 6 (revision-preferred model). The set of all revision-preferred
models of KB is defined by Mg(KB) = min(M(KB),<g).

It is worth noting that all revision-preferred models I of KB coincide on
ABRevision- Such models can be characterized in the following constructive
way. Let Abgr. be the lastly introduced symbol of ABReyision in K B:

Procedure Revision-preferred-models

Input: KB, ABRevisz’ons Asz

Output: an interpretation I over PROPapB,.,..ion

begin

for every Abgr, in ABReyision from Abpr. downto Abgr, do
if KBAbRi « false is consistent
then [Abg,]J(I) = 0
else [AbgJ(I) = 1

return [

end

All the remaining symbols from ABgeyision are set to 0 in the revision-
preferred models I of KB*. Now, among the revision-preferred models,
the preferred ones are those that minimize the structural abnormalities,
according to any preset, preferred-models semantics:

DEFINITION 7 (preferred revision-preferred model). Let < be any pre-
order among the models of K'B. The set of all preferred revision-preferred
models of KB is defined by Mg <(KB) = min(Mg(KB), <).

Finally, the corresponding preferred-models inference relation |~p < can
be defined as follows:

DEFINITION 8 (preferred revision-preferred inference). Let < be any pre-
order among the models of KB. KB |~ < f iff f is satisfied in all preferred
revision-preferred models of K B.

Clearly enough, in the situation where no severe revision has been per-
formed, no symbol from ABRgeyision Occurs in K B. Thus, every model is
a revision-preferred one and the preferred revision-preferred models of K B
are just the preferred models of K B, i.e. those that are minimal w.r.t. <.
Contrastingly, in the situation where no structural abnormalities have been

4This is required by the definition but is not very significant since such remaining
symbols do not occur in K B.
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envisioned (i.e. ABgp = (), the preferred revision-preferred models of KB
are its revision-preferred models.

EXAMPLE 9 (continued). For simplicity, let us assume that ABxp = 0.
Let KB = {—=BirdV Fly, Bird}. We have:

1. KB |~gr,< Fly A Bird. The (preferred) revision-preferred models of
K B coincide with the models of K B.

2. KBetuti=meet s Fly = {~BirdV FlyV Abg,, BirdV Abg,,—~Fly} ’NRS
—Fly. Once again, the (preferred) revision-preferred models I of
K Befuti-meet 5 F'ly coincide with its models and satisfy [Abg, ](I) = 1.

3. (K Befuti=meet 5 Fly)°sutt-meet Fly = {=BirdV FlyV Abg,, BirdV Abg, ,
-Fly vV Abg,, Fly} ~gr< Fly A Bird. This time, the (preferred)
revision-preferred models I of the revised base do not coincide with
its models. Every I is s.t. [Abgr,] = 1 and [Abg,] = 0.

As evoked before, our framework does not enable taking into account
preference information about what subbases should be kept. Indeed, the
two revision principles given above are to be applied to any K B, thus the
way unexpected abnormalities from ABgeyision are minimized does not de-
pend on K B. Nevertheless, some preference information about structural
abnormalities can be incorporated within our framework; it is supported
by the given pre-order <, and different pre-orders can easily give rise to
different inference relations |~g < from revised K Bs. Furthermore, some
flexibility can be achieved in our framework by modifying the status of
some occurrences of Abnormality propositions. Indeed, when an unexpect-
ed, revision-generated exception has been revealed, the knowledge engineer
can easily decide to view it afterwards as a structural abnormality. This
modification can easily change what can be inferred.

6 RATIONALITY AND COMPLEXITY ISSUES

It is time now to weight the pros and the cons of our approach, especially
w.r.t. rationality and complexity issues.

From a formal point of view, it is not easy to check our non-standard
approach against usual rationality postulates for belief revision. On the one
hand, we use a nonmonotonic inference framework instead of the standard
deductive one. On the other hand, the ontology is not constant since addi-
tional Abnormality propositions are introduced during the successive severe
revision steps. As a consequence, our approach does not satisfy the inclu-
sion postulate proposed by [16]: in the general case, K B°fvii-meet f is not a
subset of KB U {f}. Also, standard AGM rationality postulates apply to
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belief sets, i.e. deductively closed sets of beliefs, whereas we consider belief
bases (more precisely finite sets of formulas).

Adapting Nebel’s technique [27] to our nonmonotonic framework, we can
associate a belief set revision operator * fy;—meet to our belief base one. Let
Cn(KB) = {h st. KB |vg,< h} the nonmonotonic closure of KB given
~R,<. A belief set, i.e. the set of beliefs of some agent, is the nonmonotonic
closure of a belief base K B. The belief set operator *f,—meet generated
by © fuli—meet 15 given by Cn(KB)*/wi-meet f = Cn(K B°futi=meet f),

It is easy to show that * ,11_meer Obeys the six basic rationality postulates
by Alchourrén et al. [1]. However, the two supplementary postulates are not
satisfied in the general case. This is not very surprising since WIDTIO base
revision typically exhibits the same behaviour w.r.t. rationality postulates.

As evoked previously, our revision process does not entail an exponential
increase of size for the revised KB as in many syntax-based approaches,
especially [12], and it allows for iterated belief revision in a non-trivial way
(unlike some techniques proposed so far, see e.g. [27]). Moreover, as it will
be shown in the next section, it is far less destructive than WIDTIO in
presence of iterated revision, hence adhering more closely to the principle
of minimal change.

We believe that the way we hide pieces of information by weakening them
can open new alternative research directions in the study of rationality pos-
tulates for iterated belief revision, which currently gives rise to an unsettled
controversy (see e.g. [7] [18] [40] and [13]).

Let us now turn to computational aspects. Propositional belief base
revision is intractable in the general case. This intractability concerns both
the complexity of deciding whether a formula is implied by a revised belief
base, and the complexity of representing a revised belief base. Thus, [31]
analyzes in depth the first issue and shows that inference from a revised K B
typically is at the first level or even at the second level of the polynomial
hierarchy.

Like (full-meet) WIDTIO [41] and safe base revision [2], our approach
suffers from a high worst case complexity. In order to simplify things, let
us first assume that ABxgp = 0 (in this situation, the chosen pre-order <
over models is not significant).

PROPOSITION 10. Let KB, f be two formulas and ABxp = 0. Checking
whether KB |~g < [ holds is II5-complete.

Sketch of proof: In order to check that KB ‘g < f, it is sufficient to guess
a model I of KB, then check that it is a revision-preferred one, and that
I £~ f holds. Clearly enough, checking that a given model I of KB is
a revision-preferred one can be achieved in polynomial time on a Turing
machine equipped with an NP oracle. Indeed, showing that [ is not a
revision-preferred model of KB can be achieved easily in nondeterministic
polynomial time by guessing a model J of KB and checking that J <p [
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and I £r J. Equivalently, I is a revision-preferred model of KB iff it
coincides with all the revision-preferred models of KB on the symbols of
ABRevision, and the required truth values of these symbols can be computed
thanks to a number of calls to SAT that is bounded by the size of KB
(see the procedure Revision-preferred-models in the previous section).
Accordingly, determining whether KB |~p < f is in II5. Because inference
from WIDTIO revised bases is a restriction of inference w.r.t. |vg < (cf.
next section), and inference from WIDTIO revised bases is TI5-hard (see
Lemma 6.2 from [11]), the II5-completeness of inference from |~g < follows.

Now, in the case where ABgkp is not empty (so that the given pre-
order < is significant), the complexity upper bound of the inference problem
will be given by the complexity of checking whether a model I of KB
is a preferred revision-preferred model of K B. If such a model checking
problem belongs to coNP (which is the case for many preference relations
<), checking KB |~g < f still belongs to II5, hence it is II5-complete.

Focusing on the computation of revised K Bs only, the main difficulty of
both WIDTIO and our technique is the computation of Ker(KB, f). In-
deed, computing minimally inconsistent subbases of KB w.r.t. f can be
hard; especially, we can easily prove that, given a finite set K B of proposi-
tional formulas and a revision formula f, checking whether a given subset
of K B is a minimally inconsistent subbase of KB w.r.t. f is BHy-complete.
Moreover, from a worst case computational complexity point of view, check-
ing the membership of a formula g from KB to Ker(K B, f) is ¥5-complete
(this is a consequence of Theorem 8.2 from [11]). This makes the full-meet
approach impractical in the worst case. Fortunately, from the practical side,
things are not so bad.

7 APPROXIMATING KERNELS THANKS TO LOCAL SEARCH

A computationally valuable feature of our approach is the existence of an ef-
ficient local search-based heuristic for approximating kernels when K B and
f are two CNF formulas (which is not so much an unrealistic assumption)
[23].

Since this is just a heuristic technique, we cannot guarantee that the out-
put of the proposed algorithm will actually be Ker(K B, f) when the inputs
are KB and f. Nevertheless, this does not question the practical utility of
the technique. While local search techniques for SAT are not guaranteed to
find out a model for every consistent K B, they enable proving the consisten-
cy of many of them, which cannot be achieved using a systematic method.
In the same vein, experiments show that our heuristic technique can be used
to derive or, at least, to focus the search on kernels in many situations.

Since our heuristic technique is based on local search, let us first recall the
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most representative local search algorithm, namely Selman et al.’s GSAT
[38] [37]. This algorithm performs a greedy local search for a satisfying
assignment of a set of propositional clauses. The algorithm starts with a
randomly generated truth assignment. It then changes (“flips”) the assign-
ment of the variable that leads to the largest increase in the total number
of satisfied clauses. Such flips are repeated until either a model is found or
a preset maximum number of flips (MAX-FLIPS) is reached. This process
is repeated as needed up to a maximum of MAX-TRIES times.

Procedure GSAT
Input: a set of clauses S, MAX — FLIPS, and MAX —TRIES
Output: a satisfying truth assignment of S, if found

begin

for i := 1 to MAX —TRIES do
I := a randomly generated truth assignment
for j := 1 to MAX — FLIPS do

if I is a model of S then return [

r := a propositional variable s.t. a change in its truth
assignment gives the largest increase (possibly negative)
in the number of clauses of S that are satisfied by [

I := 1 with the truth assignment of x reversed

return ‘‘no satisfying assignment found’’
end

Let us stress that some variant (e.g. random) moves are inserted in or-
der to escape from local minima. In the following, TSAT, a local search
technique of our own, is used [22]. It makes use of a tabu list forbidding
recurrent flips and appears competitive in most situations. One of the nice
features of TSAT is that it drops many stochastic properties of other local
search techniques and is purely deterministic as far as the initial interpreta-
tion is selected in a non-random way. However, the following experimental
results can be obtained using most local search techniques, and are not
TSAT specific.

Although such techniques prove efficient in showing the consistency of
hard propositional CNF belief bases, they are clearly logically incomplete
in the sense that they do not cover the whole search space and cannot thus
directly prove that a formula is inconsistent. In this respect, when KB is
inconsistent, GSAT-like algorithms provide us with a way to approximate
MAXSAT, ie. finding a cardinality maximal subbase of K B. Indeed,
at each step, the unsatisfied clauses form a hitting set of the minimally
inconsistent subbases of K B. Such a powerful computational approach to
a maxichoice base revision policy is not investigated here (see [15]), as we
focus on the full-meet one.

Some of us have discovered recently that the trace of local search algo-
rithms can allow one to determine kernels very often when they fail to prove
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consistency within a preset amount of computing time [23]. More precisely,
for each clause, taking each flip as a step of time, the number of times during
which this clause is falsified is updated. A similar trace is also recorded for
each literal occurring in the belief base, counting the number of times it has
appeared in the falsified clauses. All the clauses from K B that are falsified
t times more than the mean number of falsification per clause are delivered.
t is an empirically fixed threshold. When the local search technique fails to
prove consistency, it appears extremely often that the most often falsified
clauses from K B form a superset of the set-theoretic union of the minimally
inconsistent subbases of KB when KB is actually inconsistent. Likewise,
literals that exhibit the highest scores take part in these subbases.
Accordingly, our heuristic is based on the following assumption:

Heuristic: The set Spsar of clauses from K B delivered by TSAT when it
fails in finding a model of KB U {f} is a superset of Ker(K B, f).

Depending on the computational effort we are ready to spend, the validity
of the heuristic can be tested by:

1. Checking that KB\ Stsar is consistent. If this is not the case, the
heuristic is wrong.

2. Checking that Spsar U {f} is inconsistent. If this is not the case, the
heuristic is wrong.

The consistency checks can be performed exactly (using a complete al-
gorithm for SAT, e.g. a Davis-Putnam one [8]) or approximately using a
local search algorithm (assuming that the input formula is inconsistent if
no model has been found within a preset time). Note that the test phase
can be achieved in practice quite efficiently.

In the case where the heuristic is found wrong, we can turn to a system-
atic, more computationally expensive technique, to compute Ker(K B, f).
Alternatively, we can modify the threshold or modify the parameters of T-
SAT (the maximum numbers of tries and flips) and, in this latter case, run
it again.

It is worth noticing that replacing Ker(K B, f) by a superset Spsar, as
it can be delivered by the first phase of our technique, does not question
the consistency of the revised K B. It would just lead to an over-cautious
revision policy that would weaken too many pieces of information. Such
a policy could be adopted when limited computational resources justify a
trade-off between the computational cost and a distance between the prob-
able kernels and the real ones.

Let us stress that in the general case the heuristic provides us with an
approzimation of Ker(K B, f) in the following sense: some formulas from
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Ker(K B, f) might not appear in Spsar and Stsar might contain formu-
las that do not belong to Ker(KB, f). Clearly enough, if the heuristic
is not found wrong, we cannot be sure that Sysar actually is a superset
of Ker(KB, f) (the test phase enables identifying some situations where
the heuristic is wrong, but not all of them). However, under severe time
constraints, such an approximation can prove useful as such.

Empirically, the validity of the heuristic depends on several aspects.
First, in our nonmonotonic framework, inconsistency is the exception and
should normally concern a few formulas, only. Moreover, in large real-world
K Bs, inconsistency is often due to a limited number of contradictory rules
and data (unless total inconsistency of the modeled agent!), which allow a
small Ker(K B, f) to emerge very often. Such a phenomenon matches most
philosophical and psychological models of beliefs. Also, the local search
algorithm should “cover” the space of interpretations in the most uniform
and systematic way. This can be achieved partly by a large number of tries,
with initial interpretations that are sufficiently distant. Clearly, the accura-
cy of the heuristic depends also on the consumed computation time. We are
currently working on an improved system that stops its computation when
a stable (probable) Ker(K B, f) has clearly emerged. Obviously enough,
the accurracy of the heuristic also depends on the interdependence level be-
tween formulas from Ker(K B, f) and the other ones: whenever a formula
from Ker(K B, f) is falsified, not too many formulas from K B\ Ker(K B, f)
should be falsified at the same time. This is related to a knowledge locality
principle, which is often a valid assumption in actual K Bs.

Finally, let us note that whenever the revision formula f does not contain
any Abnormality proposition, no formula from K B among those that have
been weakened so far can belong to Ker(K B, f). Indeed, in this situation,
every Abg, literal occurs only positively in K B. Thus, it cannot be the
case that a weakened formula belongs to a minimally inconsistent subbase
of KB w.r.t. f (assuming that every Abg, is true is always possible and
sufficient to satisfy the weakened formulas). This remark is valuable from a
computational point of view since it means that whenever sufficiently many
severe revisions have been done, computing Ker(K B, f) can be easier since
the number of candidate formulas from K B will be smaller (all the formulas
that have been weakened so far can be omitted).

The main remarkable feature of this approach lies in its effective tractabil-
ity for very large applications. In spite of the fact that it does not require
a subset of propositional clausal logic to be used (like the Horn one) as it
is sometimes required and that it is nonmonotonic, it proves empirically
efficient for very large K Bs, at least when inconsistency can be related to
a small subpart of KB.

Very comprehensive experimentations have been conducted to test the
heuristic, using standard benchmarks for propositional reasoning and con-
sistency checking that are taken from [10] or have been proposed in the
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Figure 1. Monotonic framework.

meantime. All experiments have been conducted on Pentium 166 Mhz PCs.
Let us just give a typical example. First, let us illustrate our approach when
a purely monotonic knowledge is considered (i.e. ABxp = ). We mixed a
very large consistent propositional problem proposed by [17] representing a
planning-related knowledge base with a globally inconsistent one proposed
by [10]. These problems contain 37388 and 24 clauses (2883 and 9 variables),
respectively. In our framework, we can interpret the first problem together
with some clauses of the second one as representing a consistent K B, while
the remaining part of the second one represents the clausal formula f to be
inserted into K B. Clearly, KB A f is inconsistent.

TSAT (with a weight option [26] [37]) was run on KB A f. Figure 1
shows (using a logarithmic scale) the trace (i.e. the score of the clauses)
delivered after 2 seconds CPU computation time. The inconsistent subbase
clearly emerges and is easily recognized. It consists of the 24 clauses with
the highest scores. Weakening the subpart of this subbase that belongs to
K B is now a straightforward task.

Let us now move to the nonmonotonic case. To our best knowledge, we
are not aware of large propositional benchmarks in the nonmonotonic area
representing real-world problems. Benchmarks in this domain have been
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Figure 2. Nonmonotonic framework.

defined mainly in order to check the principles guiding the logics and not
their computational properties. Therefore, we had to define our own bench-
marks. For instance, we transformed monotonic ones so that they actually
incorporate Abnormality propositions in some of their rules. Accordingly,
the above knowledge base has been enriched in the following way. 10 % of
clauses have been given their own additional literals Ab; from ABg g, repre-
senting possible future exceptions to the rules. TSAT was run again during
2 seconds. Figure 2 gives the trace of the computation. The introduction
of Abnormality propositions does not modify the empirical results.

8 RELATED WORKS

As evoked previously, our approach to belief base revision is closely related
to WIDTIO [41]. Especially, in the basic monotonic case and when only
one-step of revision is considered, both our approach and WIDTIO coincide
from an inferential point of view.

PROPOSITION 11. Assume that KB, f and g do not contain any Abnor-
mality proposition. K B°WIPTIO f = g iff K BCfuti-meet f \up - g
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Sketch of proof: If KB U {f} is consistent, then Ker(KB,f) = 0, so
M(KB°wWIrTIO f) = Mp <« (K B°fwii-meet f) - Otherwise, every formula re-
moved in the WIDTIO approach is weakened by Abg, in our approach, and
the converse also holds. Since Abg, is necessarily true in the revised KB,
the weakened formulas do not participate to inference. More formally, for
every preferred revision-preferred model I of K B°fuii-meet f there exists a
model J of K B°wiptio f g4, for every symbol p of P, [p](I) = [p](J), and
vice-versa. The fact that g does not contain any Abnormality symbol is
sufficient to end up the proof.

EXAMPLE 12 (continued). Let KB = {—=Bird V Fly, Bird}. We have:
1. KB [ Fly A Bird.
2. KBewipriosFly = {-Fly} = ~Fly.

However, our approach extends WIDTIO in at least two directions. First,
WIDTIO is based on a purely standard logic framework. Second, our cau-
tious approach is less “destructive” than WIDTIO in the sense that sources
of inconsistency are “hidden” instead of being cancelled. This may lead
to more “rationality”, especially with respect to the principle of minimal
change when iterated belief revision steps are processed. Indeed, WIDTIO
is unnecessarily too much destructive.

EXAMPLE 13 (continued). (K B°wiprrio—-Fly)°wiprio Fly = {Fly}. Com-
pared with our approach, let us note that Bird is lost; actually when WID-
TIO gives up a piece of information, it is forever (unless it is added again).

It is worth noting that the gain in expressiveness and “rationality” achie-
ved by our approach (compared with WIDTIO) does neither necessarily
lead to a degradation of the worst case complexity, with respect to inference
from the revised K'B. Indeed, inference from (full-meet) WIDTIO revised
bases is I15-complete as well (see Theorem 5.21 from [31]). Moreover, once
Ker(K B, f) is derived, the revised base w.r.t. WIDTIO and our technique
can be computed in polynomial time. Especially, removing inconsistency by
weakening all its possible causes is not more expensive than deleting them.

Our approach can also be related to linear base revision from stratified
bases [30]. In this approach, only one subbase of K B consistent with f has
to be considered.

Let us associate to every (revised) belief base considered in our approach
a stratified belief base s.t.:

e Originally (i.e. when no revision formula has been considered), all the
formulas from KB are given the same priority, namely priority 0.
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o Afterwards, when the i!* revision formula f is considered, every for-
mula of KB\ Ker(KB, f) is given priority i, f is also given priority
¢ and all the remaining formulas keep their previous priorities.

Let K B; denote the subset of KB consisting of all the formulas of prior-
ity 7. Let z be the highest priority among the formulas in K B.

Procedure Inference-from-prioritized-KB
Input: a stratified KB
Output: a subset S,,,, of KB
begin
Smam + KB.
for every ¢ from z — 1 downto 1 do
if Spee U KB; is consistent
then Sz <& Smaz U KB;
return S;az
end

A formula g is viewed as a consequence of such a stratified belief base K B
iff it is a logical consequence of S,,,,,.. Interestingly, this occurs exactly when
KB |~g.< g, provided that ABgp = () and that the successive revision for-
mulas f do not contain any Abnormality proposition. In other words, under
these restrictive assumptions, inference in our approach and inference from
such linearly revised stratified bases coincide. This can be easily explained
by the fact that ABReyision is linearly ordered, and to each symbol Abg, of
ABRevision 1S associated a subset of the original K B, those formulas that
are weakened by Abg,, in so far as all the formulas from the subset can be
considered as present in the revised K B when Abg, is interpreted as false,
and absent otherwise.

EXAMPLE 14 (continued).

1. We associate to the original KB = {—=BirdV Fly, Bird} the stratified
base K B® = {=BirdV Fly(0), Bird(0)}. The corresponding set SO
is KB, from which Bird and Fly are inferrable.

2. Now, KB is revised by =Fly. The corresponding revised base is asso-
ciated to K B! = {=BirdV Fly(0), Bird(0), ~Fly(1)}. The associated
set S1 is {=Fly}, from which only —Fly is inferrable.

max

3. Lastly, the resulting base is revised by Fly. The corresponding re-
vised base is associated to K B? = {~BirdV Fly(2), Bird(2),~Fly(1),
Fly(2)}. The associated set S2,,, is {=Bird V Fly, Bird, Fly}, from

mazx

which both Bird and Fly are inferrable.
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While they give equivalent results in this restricted situation, our ap-
proach and linear base revision do not necessarily coincide in the general
case, especially when ABgp is not empty, or when the revision formulas
may contain Abnormality symbols. Moreover, the fact that the ontology
increases while severe revisions are performed enables reasoning about the
revision process itself : the Abg, symbols also play the role of temporal
markers, allowing one to decide efficiently whether or not some initial piece
of knowledge has been severely revised. For instance, the presence of the
formula = BirdV FlyV Abg, in (K B°fuli-meet 5 F]y)°fuii-meet F'ly shows that
the original piece of knowledge —Bird V Fly has been subject to a severe
revision.

9 CONCLUSIONS AND PERSPECTIVES

Most of the times, belief revision has been investigated from a theoretical
point of view. As such, this domain has sometimes been criticized for its
lack of computational theory-validating large-size applications. On the one
hand, this paper is a modest contribution towards filling this missing facet of
belief revision. On the other hand, non-conventional positions are adopted
in this paper with respect to various facets of belief revision. As conclusive
remarks, let us summarize and motivate them briefly again. We believe that
each of them could open new fruitful paths of research.

e Belief revision should not be studied from the philosophical and cog-
nitive sides of artificial intelligence only, but also from its (knowledge)
engineering one. As such, specific new revision theories can be pro-
posed that are guided by specific motivations: empirical computation-
al efficiency, importance of the syntax and software quality properties,
mainly.

e In this respect, we propose a combined use of nonmonotonic logics and
belief revision. The nonmonotonic logic ingredients should be simple
enough to allow an easy encoding of priorities, rules of default reason-
ing and exceptions. Inconsistencies should be prevented in advance
as much as possible by an adequate encoding using this logic; severe
revisions should concern inconsistencies that form a mere remainder
of all inconsistencies that could occur if a standard representation and
deductive logic were selected.

e Throwing out beliefs to restore consistency is unnecessary destructive.
We propose to weaken beliefs instead. Quite remarkably, the weaken-
ing ingredients that we propose coincide with the nonmonotonic ones.
Actually, beliefs that are inconsistent with respect to the newly intro-
duced ones are interpreted as exceptional cases that do not actually
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occur. Weakening instead of throwing out opens new perspectives
with respect to iterated belief revision considerations.

e Bad worst case complexity results for belief revision should not be
misinterpreted. They do not prevent computational efficiency from
being reached in many actual large-size applications.

e On the contrary, techniques based on local search techniques offer ef-
ficient heuristic tools to implement belief revisions techniques for very
large propositional knowledge bases. The power of these techniques
is currently unmatched, and offers interesting anytime properties that
can be essential when time-critical belief revision processes are under
consideration.

APPENDIX:
BASIC ELEMENTS OF COMPUTATIONAL COMPLEXITY

One of the main purposes of complexity theory® is to classify problems
according to their worst case requirements on computational resources de-
pending on the size of the input. In this framework, a problem is a generic
question, i.e., a set of specific instances. Specifically, a decision problem is
one that has only “yes” and “no” as possible answers. Formally, a decision
problem can be considered as a formal language consisting of the set of all
its “yes” instances.

It is usually acknowledged that an efficient algorithm is one that runs
in time polynomial in the size of the input (assuming a standard model of
computation, e.g., a sequential deterministic Turing machine). Accordingly,
a decision problem is considered efficiently solvable iff there exists an algo-
rithm that can classify every instance of it in a number of computational
steps that is polynomially bounded.

The class of all decision problems that are solvable in polynomial time
is denoted by P. All the remaining ones require exponential time and are
considered not efficiently solvable. In order to determine whether a problem
is efficiently solvable or not, it is sufficient to point out an efficient algorithm
to solve it, or to prove that such an algorithm cannot exist.

Unfortunately, for many problems, no polynomial time algorithms are
known but it seems to be impossible to prove that super-polynomial time is
actually required. For all these problems, the separation efficiently solvable
vs. non-efficiently solvable is not fine-grained enough to classify them in a
computationally valuable way: there is a need for more refined classes for
problems that are not known in P.

5See e.g. [33] for details.
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The notion of non-deterministic Turing machine is an important tool to
achieve this goal. Thus, the class of all languages (encoding decision prob-
lems) that can be recognized in polynomial time by such a non-deterministic
machine is denoted by NP. Because a deterministic Turing machine can be
considered as a non-deterministic one, the inclusion P C NP is established;

however, the converse is the famous open problem: P Z NP (that is conjec-
tured false). Among all the problems in NP, the hardest ones are those from
which every problem in NP can be polynomially many-one reduced: such
problems are referred to as NP-complete. If any of them has a polynomial
algorithm, then P = NP holds. Accordingly, it is believed that it is impossi-
ble to solve NP-complete problems in polynomial time. SAT, the problem
of determining whether a propositional formula in conjunctive normal form
is satisfiable, is the prototypical NP-complete problem [6]. Its complemen-
tary problem UNSAT (consisting of determining whether a propositional
formula in conjunctive normal form is unsatisfiable) is not necessarily in NP
(in contrast to P, NP is not known to be closed under complementation).
It is assigned to the class coNP that contains the complementary problems
to problems of NP. It is conjectured that NP # coNP. In the following, let
us note L the complementary problem of L.

To go further into the classification of non-efficiently solvable problems,
another important tool is the notion of Turing machine (deterministic or
non-deterministic) with oracle. Let X be a class of decision problems. PX
(resp. NPX) is the class of all decision problems that can be solved in poly-
nomial time using a deterministic (resp. non-deterministic) Turing machine
that can use an oracle for deciding a problem @ € X for “free” (i.e., within
a constant, unit time). On this basis, the classes A}, X% and II} are defined
by:

AP =P =11} = P,

P _ px?f

o Ay, =P,

o ¥P, = NP¥
k1 )
P _ p

o I}, = coXy ;.

Thus, ] = NP and IT{ = coNP. The polynomial hierarchy PH is the union
of all ¥} (for k£ non-negative integer). While it is easy to check that both
A} CXELL, AL CID,,, X C AL, and IT] € A}, hold for every k, it is
unknown whether the inclusions are proper or not (but it is conjectured that
it is the case). Thus, it is strongly believed that the polynomial hierarchy
does not collapse, i.e., is a truly infinite hierarchy.

In order to discriminate further among the problems from A%, one can
focus on the number of calls to an NP-oracle that are used. Thus, the classes

BH; and coBHj are defined in the following way:
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e BH, = P,
e BH; = NP,
e BHy; = {L; N Ly|L; € NP, Ly € NP},

BH2k+1 = {L1 U L2|L1 € BHyp, Lo € NP} with k£ > 1,

BH2k+2 = {L1 N I_/2|L1 € BH2k+1,L2 € NP}, with £ > 1,

coBH; = {L’I_/ € BHk}

The boolean hierarchy BH (over the complexity class NP) is the union of
BHy (for k non-negative integer). It turns out that BH is equivalent to

the class of problems that can be solved in deterministic polynomial time
using a constant number of calls to an NP-oracle.
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