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Introduction generale

L'un des axes majeurs de recherche en Intelligence Arfigcomncerne la représentation des connais-
sances et le raisonnement a partir de celles-ci. Une apprastez naturelle repose sur I'utilisation des
concepts de la logique mathématique. Cependant dans ua icdolrmatique, on attend des résultats pra-
tiques: la déduction doit étre programmée et produire drdteds dans un temps raisonnable.

Le choix d'un langage de représentation de la connaissansecaie la recherche d’outils et de mé-
thodes de résolution qui allient « puissance d’expresdieffieacité » sont des problemes anciens (cf. par
exemple [Brachman & Levesque 1982]) mais encore cruciatmeale actuelle dans des domaines tels que
la programmation logique avec contraintes et la démomstratitomatique. La contrainte d’efficacité est
souvent liée a une diminution de la puissance d’expressimversement une « trop » grande expressivité
se heurte au probléme de I'explosion combinatoire lors dédalution. Ainsi I'utilisation de logiques « non
élémentaires » pose des problemes tels que la dégradatiémexent rapide des performances des mé-
thodes de résolution des lors que la représentation desigsances prises en compte devient importante.
Pour ces raisons, il nous a paru intéressant de circonsaire étude a la logique propositionnelle.

En dépit de son apparente simplicité, ce langage permsgjudrest utilisé dans sa totalité, de représen-
ter de maniére simple une grande variété de connaissanegsuf) d’autres logiques « plus puissantes »
s’y ramenent naturellement ou le contiennent. En outre pdelbmeux problemes pratiques peuvent s’expri-
mer naturellement en logique propositionnelle, sans d@asser par des logiques trés riches qui parfois,
masquent les difficultés théoriques et pratiques sous dilagéam de concepts plus ou moins complexes.

L'efficacité des raisonnements, compte tenu du mode degeptation choisi, demeure bien évidem-
ment le probléme primordial. Il reste que le probleme de kfigation de la cohérence (encore appelée
abusivement, car ces termes sont des néologismes, cogsista satisfaisabilité) d’'une formule exprimée
en logique propositionnelle n'admet pas de solution a la f@inérale et efficace. En effet, ce probleme,
plus connu sous la forme du test de satisfaisabilité d’'urmadiée propositionnelle mise sous forme normale
conjonctive GAT) est considéré comme l'archétype des problémes NP-cosete titre il joue un role
central en théorie de la complexité. Ainsi, aussi longtempsla conjecturd” = N P n’a pas été démon-
trée « vraie », nous ne disposerons pas d'algorithmes tmugificaces, c’est-a-dire de complexité au pire
polynomiale pour résoudre ce probléme.

Par ailleurs, la plupart des modéles de déduction des cesaraies en logique requiérent au moins un
test de satisfaisabilité. La majorité des systemes erligaate artificielle & base de contraintes réalisent
explicitement ou implicitement ce test de satisfaisahile dernier est donc crucial pour le développe-
ment pratique des systémes a base de connaissances. Pategxterprobleme consistant a déterminer
si une informationf peut étre déduite a partir de la connaissance exprimée afoumule 7 de la lo-
gique propositionnelle revient a tester l'insatisfaifighie la formule(F A —f). Cependant dans diverses
applications, il est courant que des déductions succesdvigent étre calculées pour une méme base de
connaissances. Dans ce contexte, effectuer un test destaone® pour chaque formule a déduire devient
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trés vite prohibitif au vu des considérations de complethigorique et des performances pratiques des
meilleurs algorithmes actuels de satisfaction. Ainsi lebpgme de la déduction ou de I'interrogation d’une
base de connaissances s'inscrit dans un probléme plusdarggprésentation des connaissances a partir
desquelles la déduction doit étre calculée de maniére effidacette fin, la compilation logique de bases
de connaissances est I'une des stratégies les plus fréqerertiiisées.

L'objet de ce travail est I'étude des problémes de satsfdlise et de compilations logiques de bases
de connaissances exprimées en logique propositionnedlée €tude présente avant tout un objectif pra-
tique : son ambition est de contribuer a 'amélioration dgsrithmes existants et de proposer de nouvelles
techniques afin d’élargir I'étendue des instances trasbl

La premiére partie de ce manuscrit situe le contexte de raeaux. Elle concentre quelques rappels de
logique propositionnelle, ainsi que de la théorie de la demif. Ces rappels nous permettent de définir
formellement le problem&AT et de mesurer pleinement sa difficulté. D’autre part, undgrgssage est
dédié aux classes polynomiales8&T. En effet, une partie de nos travaux est consacrée a I'éaplm
de ces classes polynomiales dans le cadre de la compilatiicue de bases de connaissances proposi-
tionnelles. La fin de cette partie introductive est dédiéegrésentation des problémes gravitant autour du
test de satisfaisabilité, comme les problemes d’optinusatt de recherche associé$SAT ainsi que le
probleme de la déduction logique.

La seconde partie traite des aspects algorithmiques digmelSAT. Nous présentons dans cette partie
les différentes études menées sur les algorithmes exéttardposons de nouvelles stratégies dans 'optique
d’élargir les classes d’instances traitables en prati§libeure actuelle deux grands principes de résolution
surpassent en efficacité toutes les autres méthodes deak@gode respective : la recherche locale en ce
qui concerne les approches incomplétes et la procédurevds &&utnam pour les méthodes complétes.

La recherche locale a contribué ces derniéres années an Bigaérét constaté pour le probleme
SAT. Dans ce domaine nous proposons un nouvel algorithme dendehlocale basé sur une utilisation
systématique d’une liste de réparations interdites (Idou tabou). L'efficacité des méthodes de recherche
locale est assujettie a un parameétrage pointilleux. Ligtlyme proposé respecte tout naturellement cette
regle. Cependant un résultat empirique surprenant perenedégler automatiquement la taille de la liste
d’interdits en fonction du nombre de variables pour deaimstkSAT aléatoires.

La procédure de Davis & Putnam est quasiment au cceur de tewmlecurs complets poBAT.
Depuis maintenant pres de quarante ans, cette procéduteliget de multiples recherches visant a son
amélioration. Ces améliorations portent essentiellensaittsur I'heuristique de branchement, soit sur des
techniques de simplification permettant d’élaguer I'aitegecherche. Notre contribution concerne ce se-
cond point. Plus précisément, nous proposons une géradiaisiu théoréme de partition du modéle et
montrons comment une application restreinte a la propawgainitaire de cette généralisation permet de
diminuer significativement le nombre de nceuds explorés@doreé de décision décrit par la procédure de
Davis & Putnam.

La complémentarité des méthodes de recherche locale etptedédure de Davis & Putnam améne
naturellement a l'idée de faire coopérer ces méthodes aftirateavantage des qualités intrinseques de
chacune d’elles. Nous proposons plusieurs schémas derediopéentre ces méthodes et montrons que
de telles combinaisons sont tres performantes en pratRjus.précisément, nous montrons comment la
recherche locale peut étre utilisée pour circonscriredimsistance, alors qu’a I'origine ces méthodes sont
dédiées a la recherche de solutions. L'un des schémas dératiop proposé utilise la recherche locale
afin de prolonger I'interprétation partielle construite [@aprocédure de Davis & Putnam vers un modéle et
comme heuristique de branchement pour cette procédureh@ma rivalise et surpasse méme les meilleurs
algorithmes complets existants sur de nombreuses ingtafessiquement utilisées pour I'évaluation des
algorithmes.



Nous terminons cette seconde partie par une étude réaliséegenérateur standard d’instances aléa-
toireskSAT. Nous proposons d’étendre ce générateur par I'ajout d'uweau parametre : la probabilité de
positiver un littéral. Empiriquement, nous avons mis emémntce un lien surprenant entre cette probabilité
et le pic de difficulté des instances générées. Par ailleats avons étudié pour chacun des modéles de gé-
nération proposeés le nombre de littéraux unitaires et @ediix purs rencontrés au cours de la résolution de
ces instances par une procédure classique de Davis & Puteaiafin de déterminer les zones optimales
d'utilisation des méthodes de simplification liées & caérhitux particuliers.

La troisieme partie de cette thése est consacrée au prollértsedéduction logique en calcul pro-
positionnel et plus précisément a la compilation logiquédses de connaissances. Nous proposons une
nouvelle technique de compilation logique préservantui¢ajence, basée sur un raisonnement modulo
des théories. Nous définissons entre autres les concepiglidiuants modulo une théorie, d'impliquants
modulo des théories et d’hyper-impliquants. Nous propssiivers algorithmes de compilation et d'inter-
rogation suivant ces différents types d'impliquants.

Guide de lecture

Dans le but d’éviter au lecteur de rechercher dans le docule®notations, conventions et définitions
nous avons essayé de regrouper au maximum celles-ci dareéepe partie de la these.

La numérotation des définitions, théoremes, figures, takleglgorithmes, etc. inclut le numéro du
chapitre et I'ordre d’apparition dans ce chapitre. Cettenérotation a été préférée afin de faciliter les
recherches du lecteur.

La partie | intégre un bref état de 'art sur le probléB®T. Volontairement cet état de I'art se veut
trés succinct sur les aspects algorithmiques de la résoldi SAT, alors que ces questions constituent
I'objet principal de cette thése. En fait, afin de toujoutsesi au mieux notre travail par rapport a I'existant,
nous avons préféré introduire chaque theme abordé daedivese par un état de I'art détaillé. Cette fagcon
inhabituelle de procéder permettra au lecteur intéresgfuement par un sujet précis de cette these, de
limiter sa lecture au chapitre concernant ce sujet et diyveo a la fois un état de I'art et notre contribution
a ce théeme.

Les parties Il et Ill étant faiblement couplées, elles petrdenc étre lues indépendamment.

L'annexe décrit différentes instances 84T issues du challenge DIMACS dont il est fait référence a
de multiples reprises dans ce manuscrit.

Bonne lecture ...
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Chapitre 1

Introduction

La logique propositionnelle, introduite sous sa forme nmod@ar G. Boole [Boole 1854] il y a presque
150 ans, constitue un formalisme simple et quelque peu rmt@ire. Cependant de nombreuses questions
théoriques liées & cet outil de modélisation de la connaégsat du raisonnement restent ouverts et de
nombreux problemes pratiques en informatique peuvenfsésenter de maniere simple et se résoudre en
logique propositionnelle.

Un des objectifs de cette partie introductive a nos travatige rappeler brievement des fondements de
la logique propositionnelle. Nous nous contentons de ptésks notations, conventions, définitions et pro-
priétés nécessaires a lalecture de ce manuscrit. En effggsinombreux ouvrages§.[Chang & Lee 1973])
traitent déja clairement et systématiquement de ce sujet.

Cette premiére partie a également pour objectif de présks@robléemes principaux de décision liés
a la logique propositionnelle. Bien gu'ils s’inscrivent sein d’un formalisme élémentaire, ces problémes
possedent une complexité algorithmique élevée, si bieargptatique il est difficile de résoudre les ins-
tances de grandes tailles.

Afin de pouvoir énoncer la complexité de ces problémes, nenam$ quelques brefs rappels de théorie
de la complexité, sans toutefois en redéfinir I'ensemblecdesepts et des propriétés. Pour plus de détails
guant a ce domaine, le lecteur pourra se référer par exemplewrages suivants : [Papadimitriou 1994],
[Turing & Girard 1991] et [Garey & Johnson 1979].

L'ensemble de ces rappels nous permettra d’introduire leoklpme de satisfaisabilité d’'une formule
de la logique propositionnelle mise sous forme normaleawtjve », appelé plus communéménpro-
bleme SATCe probléme occupe un role central en théorie de la contglex il représente le probleme
NP-complet de référence [Cook 1971], auquel de nombreuxi@mes en informatique se ramenent natu-
rellement ou le contiennent dans les domaines de la progatiomiogique, des bases de données déduc-
tives et de la validation de circuits électroniques, a titiexemples. Cette these a pour objectif principal
d’apporter de nouvelles contributions pour la résolutiearistique de grandes instances3id .

Par ailleurs, un large paragraphe sera consacré a la paieardes classes polynomiales du probléme
SAT. Bien que la nature de ces classes polynomiales les diffiddement exploitables pour de trés nom-
breuses applications, une utilisation originale et eftcde celles-ci est présentée dans la troisieme partie
de cette thése. Ce chapitre introductif nous permettra derdecrire leur construction et de présenter les
algorithmes nécessaires a la reconnaissance d’instappast@nant a ces classes et a leur résolution en
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temps et espace polynomial. La liste dressée dans ce @dpirclasses polynomiales 8AT ne se veut
pas exhaustive mais constitue un simple récapitulatif isses les plus connues et les plus utilisées.

Enfin, nous présenterons une partie des problémes quignaatitour de ce test de satisfaisabilité et
dont il sera fait référence dans le reste de cette thése. &adierons également leur complexité ceci afin
de les situer les uns par rapport aux autres et de mieux agpiéhleur difficulté.



Chapitre 2

La logique propositionnelle

2.1 Syntaxe

Définition 2.1 (atome)
Uneproposition atomique (ou atome) est une variable booléenne, c’est-a-dire une variableggend des
valeurs de vérité. Nous notons I'ensemble des valeurs d& {EAUX, VRAL ou {F, V} ou encore{0, 1}.

Définition 2.2 (formule)
Soit un alphabet constitué d’un ensemble ditatomes et de deux symboles particuligrsL .
Soient les connecteurs:
— de négation = (non...)
— de conjonction A (... et ...)
— dedisjonction ¥V (... ou ...)
— d’implication: — (si ... alors ...)
— d'équivalence ¥ (... si et seulementsi ...)
et les opérateurs auxiliaires de parenthésage :» et« ) ».
Uneformule propositionnelled se construit récursivement en appliquant un nombredi@iois les regles
suivantes: o
1. un atomei et | sontdes formules;
2. siF est une formule alor§¥) est une formule;
3. siJF est une formule alors:J est une formule;
4. siF etd’ sont des formules alors::
— F AF" estune formule;
— FV 3" estune formule;
— F — F' estune formule;
— F < F' estune formule.

Remarque 2.1

Nous conviendrons que les connectetrsv, — et «» sont de méme priorité, I'odre d’évaluation étant
ainsi déterminé par les parenthéses. L'opérateur de o@égadt considéré quant a lui comme prioritaire sur
tout autre connecteur.

Définition 2.3 (formules indépendantes)
Les formulesF,, F,, ..., F, sont ditesndépendantessi et seulement si elles n'ont pas d’atomes en com-

9
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mun.

Définition 2.4 (littéral)
On désigne palittéral un atomex ou sa négatior« : « est appeldittéral positif et -« littéral négatif .
On dit quea et -« sont complémentaires et on neta le littéral complémentaire du littéral \.

Définition 2.5 (littéral pur ou monotone)
Un littéral A est ditpur pour la formuled si et seulement si apparait dansF et ~\ n’apparait pas dans
F.

2.2 Sémantique

2.2.1 Interprétation d’une formule

Définition 2.6 (interprétation)

Uneinterprétation I en calcul propositionnel est une application de I'ensendlale formules proposition-
nelles dans I'ensemble des valeurs de vé{té, }).

L'interprétation7(3) d’'une formuled” est définie par la valeur de vérité donnée a chacun des atoet€s d
1(9) est calculée par I'intermédiaire des regles suivantes:

1. (T)=V;

2. I(1)=T;

3. I(=9) =V sietseulement di(F) =TF;

4. I(FAG)=Vsietseulementdi(F) =I(G) =V;

5. I(F Vv §) =Fsietseulementdi(F) = I(9) =TF;

6. I(F — G) =Fsietseulementdi(F) =VetlI(9) =T,
7. I(F + §) = Vsietseulement di(F) = I(9).

La table suivante synthétise les valeurs de vérité pouolesifles(—=F), (FA G), (FV G), (F — 9) et
(F + 9) en fonction de celles d& et G:

(IO IO [ ICH [ 1519 [I0VY) [I559 [IF69) ]
\% \% F \% \% \% \%
\% F F F \% F F
F \% \% F \% \% F
F F \% F F \% \%

TAB. 2.1 —Table de vérité d’une formule

Note 2.1
1. Utilisant les valeur§ et1 pourF etV, il est possible d’écrire :

- I(=9) =1 - I(9);
- I{(FAG) = min{[(F),1(9)};
- I((FV 9) = max{I(F),1(9)}.
2. De latable de vérité ci-dessus, il est possible de déduiee
— laformule(F — §) s'écrit également=3 Vv ) ;
— laformule(3 + §) s’écrit également(3 — S) A (G — F)) etdonc((=F V G) A (=G V F));
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— le « ou exclusif » (exprimant la « différence ») de deux foesunoté:(—=F @ §), s'écrit
également=(J < G). Ou encore, si I'on se restreint a 'utilisation des opéregd—, VV, A}:
(FA=G)V(SA-T)).

3. Nous noton§; 4 'ensemble des interprétations d’une formfileSi I possede exactementtomes
différents, alorgs () |= 2".

Remarque 2.2

En calcul propositionnel, pour décrire une interprétafipit suffit de connaitre la valeur de vérité qu’elle
donne a toute variable propositionneliede la formule, sachant que soit le littérgl soit le littéral —v

est vrai dand. Il est donc naturel de caractériser une interprétafigrar I'ensemble des atomes vrais
pour l'interprétation. Par exemple, pour la formileA b) — (¢ < d) et l'interprétationl(a) = V,

I(b) = F, I(c) = VetI(d) =T, I est notéefa,c}. Cependant, cette représentation ne permet pas de
distinguer les atomes n’ayant pas de valeur de vérité « défjrdes atomes ayant une valeur de vérité égale
aF, dans le cas des interprétations incompletes (cf. définmi8). Nous adopterons donc la convention
suivante consistant a représenter une interprétatiorigrademble des littéraux vrais pour l'interprétation.
Ainsi, selon cette seconde convention, I'interprétafi@xplicitée ci-dessus sera représentée par 'ensemble
{a, b, ¢, ~d}.

Définition 2.7 (Distance de Hamming)

Soientl etI' deux interprétations appartenan®g s, nous notons 5, ;) 'ensemble des variables pour
lesquelled etI’ different:Sg(; 1y = {z tel quex est un atome d& etI(z) # I'(z)}

La distance deHAMMING entre deux interprétationset I’ d’une formule?, notéedy (I, 1'), représente

le cardinal de cet ensemblelyr (1, 1") =[S g7 11)]-

Sil'on utilise la représentation ensembliste des intetgtiéns (définie par la seconde convention proposée
dans la remarque 2.2), nous avongg (I, I') =|I|-|INT'|.

Définition 2.8 (Interprétation partielle, incompléte et canplete)
Soit] une interprétation (vue comme un ensemble de littéraux)elfarmuled. On dit que:

— I' est unenterprétation partielle deJ si et seulementdi’ C I ;
— I' est undnterprétation incomplete deJ si et seulement §i' C I.

Note 2.2

Une interprétatiod de J est donc une interprétation partielle fieelle est également appeliégerpré-
tation compléte Dans le reste du manuscrit, le terme « interprétation cétapt sera préféré a celui
« d'interprétation » lorsqu’il sera nécessaire d’opposdiecinterprétation a une interprétation incompléte.

Remarque 2.3

Pour une formule ayant atomes distincts, une interprétation (compléte) est danactérisée par un en-
semble de littéraux tel que cet ensemble ne contient pas de littéramxpdémentaires. Dans le cas d’'une
interprétation partielle (repectivement incompléte)dedinal de cet ensemble de littéraux est inférieur ou
égal (respectivement strictement inférieur).a

Définition 2.9 (Prolongement d’une interprétation partielle)
On appelleprolongement d’une interprétation partielld, vers une interprétation complefed’une for-
muled’, l'inteprétation partiellel), telle quel, U I, = I.

Note 2.3
Le prolongement;, peut éventuellement étre I'ensemble vide.

Définition 2.10 (interprétation complémentaire ou« miroir »)
L' interprétation complémentaire de l'interprétation/, notée~1 est telle que:
Va un atome tel qué(«) est définie~I(a) = ~(I()).
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En référence a la remarque 2:2] est caractérisée par I'ensemble des littéraux complérinesta ceux
caractérisani.

2.2.2 Consistance, inconsistance, validité et invalidiune formule

Définition 2.11 (formule satisfaite)
On dit qu’'une formule propositionnell€ estsatisfaite par une interprétation | si et seulement si:
I(F)=V.

Définition 2.12 (formule falsifiée)
Dualement, on dit qu’une formule propositionnelieestfalsifiée (ou contredite) par une interprétation |
si et seulement di(F) = F.

Définition 2.13 (modele)
On appellenodéled’une formule¥, une interprétation! telle quel satisfaitd.

Définition 2.14 (contre-modele)
On appellecontre-modeéled’une formuled, une interprétation | telle qué falsifie .

Les concepts de consistance, inconsistance, validitéa&lidité d’'une formule se définissent comme suit.

Définition 2.15 (consistance, inconsistance)

Une formule est diteonsistantesi et seulement si elle admet au moins un modéle.

Une formule est ditehconsistantesi et seulement si elle n'admet pas de modele, c’est-a-dire:
VIE€ 81((;), I(f'f) =T.

Définition 2.16 (validité, invalidité)

Une formule est ditgalide (ou universellement valideou tautologique) si et seulement si elle n'admet
pas de contre-modeéle, c'est-a-ditdl € S7(5), I(F) = V.

Une formule est ditevalide si et seulement si elle admet un contre-modele.

2.2.3 Conséquence sémantique

Définition 2.17 (conséquence sémantique ou conséquencedog)

Une formuled” impliqgue sémantiquement une formuleg, notéd E G, si et seulement si tout modéle @le
est un modele dg.

On dit alors que¥F a pourconséquence logiqué, ou encore qué§ est uneconséquence logiquee .

Définition 2.18 (littéral impliqué)
On dit qu’une littérall est unlittéral impliqué d’une formuleJ si et seulement sF E [, c’est-a-dire sil
appartient a tout modéle dé.

Définition 2.19 (équivalence sémantique)
On dit que deux formules et G sontsémantiquement équivalentesnotéd = G, si et seulement §i £ G
et§ E F, c’est-a-dire si elles admettent exactement les mémeslesode
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Exemple 2.1 (Exemple d’équivalence)
Un exemple trivial d’équivalence sémantique de deux foesulF — §) = (=FV 9)

La proposition suivante exprime un résultat fondamental@monstration automatique (preuve par I'ab-
surde).

Propriéte 2.1
Soient deux formules etG: J F G si et seulement si la formul@ A =) est inconsistante.

2.3 Clauses, mondmes et formes normales

2.3.1 Clauses et monbmes

Définition 2.20 (clause)
On appelleclauseune formule constituée d’une disjonction finie de littéraux

Définition 2.21 (mondme)
Dualement, on appellmondmeune formule constituée d’'une conjonction finie de littéraux

Nous noterons une clause indifféeremment par I'ensembleedditséraux{ly, -, ...,l,,} ou par leur
disjonction(l; Viy V...V, ). De méme un mondme pourra étre noté I, . . ., 1, } ou(ly AlaA. . .Al,). Les
ambiguités possibles entre clauses et monémes, dles alemn@nsembliste, seront levées par l'utilisation
de la notation disjonctive ou conjonctive.

Définition 2.22 (clause et mondme fondamentaux)
On appelleclause fondamentale(resp. mondme fondamenta) une clause (resp. un monéme) qui ne
contient pas de littéraux complémentaires.

Note 2.4
De maniére plus générale, on appelle ensemble fondameritiédaux, un ensemble de littéraux ne conte-
nant pas de littéraux complémentaires. En particulier,iotegprétation est un ensemble fondamental de
littéraux.

Remarque 2.4

Une clause qui ne serait pas fondamentale est tautologitprs,qu’une clause fondamentale est falsifiable.
Inversement, un monéme non fondamental est inconsistlamg qu’un monéme fondamental peut étre
satisfait.

Définition 2.23 (clause positive, négative, mixte)

On appelleclause positive(resp. négative) une clause qui ne contient pas de littéraux négatifs (resp.
positifs).

Une clause constituée de littéraux positifs et négatifa s@peléelause mixte

Définition 2.24 (Longueur d’'une clause ou d’'un monéme)
On appelldongueur de la clause: (resp. du mondmez), le nombre de littéraux différents contenus dans
¢ (resp.m). Cette longueur sera notége:) (resp./(m)).
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Définition 2.25 (clause unaire ou unitaire)
Uneclausec unaire (ou unitaire ou mono-littérale) est une clause telle ¢glig = 1.

Remarque 2.5
Un littéral apparaissant dans une clause unitaire estapgsldittéral unitaire ; par abus de langage, nous
I'appelons égalememhono-littéral .

Définition 2.26 (clause binaire)
Uneclause binairec est une clause telle qué) = 2.

De méme, une clause ternaire est de longueur de trois ; unsectpiaternaire est de longueur quatre ; etc.

Définition 2.27 (clause vide)
La clause vide c’est-a-dire la clause telle quéc) = 0, sera notég } ou L.

Note 2.5
La clause vide est inconsistante, et elle pourra étre géelife positive ou de négative, mais pas de mixte.

Définition 2.28 (mondme vide)
Le mondme vide c’est-a-dire le mondéme tel quén) = 0, sera noté} ou T.

Note 2.6
Le mondme vide symbolise la validité, il pourra étre qualifégpositif ou de négatif mais pas de mixte.

Définition 2.29 (clause de Horn)
Uneclause de Hornest une clause qui contient au plus un littéral positif.

Note 2.7
Dualement, une clause contenant au plus un littéral néggtif appeléelause reverse-Horn

Exemple 2.2 (Exemples de clauses de Horn)
{=a,-b, d,—c} estune clause de Horn.

{a, b,—d, ¢} est une clause reverse-Horn.

Les clauses négatives sont des clauses de Horn.

Les clauses positives sont des clauses reverse-Horn.

Définition 2.30 (sous-sommation ou subsumption)
La clausec; sous-sommeu subsumela clausec, si et seulement s C c». Le symboleC représentant
I'inclusion ensembliste non stricte.

Remarque 2.6
Dans le cas ou; etes sont des clauses fondamentalgsC ¢, si et seulement si; E c».

Exemple 2.3 (Exemples de subsumption)

{a,—d, ¢} subsum€a,-b,—d, c};

{a, b,~d, ¢} ne subsume pas-b, a, b}, bien que{a, b,—d, ¢} E {-b, a, b}, mais la clausé—-b, a, b}
n’est pas fondamentale.

Définition 2.31 (résolvante)
Deux clausesg; ete, se résolventsi et seulement si il existe un littératel quel € ¢, et~I € cs.
La clause((c; — {I}) U (c2 — {~1})) est appeléeésolvante, plus précisément résolvante kdec; etc,.
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Exemple 2.4 (Exemple de résolvante)
{a,—b,~d, c} et{-b, d,—e, f} se résolvented etont pour résolvantgu, -b, ¢, —e, f}

2.3.2 Formes normales

Définition 2.32 (CNF)
Une formuleJ est soudorme normale conjonctive (CNF) si et seulement $F est une conjonction de
clauses, c’est-a-dire une conjonction de disjonctiongttiEraux.

Définition 2.33 (DNF)
Dualement, une formul& est sousorme normale disjonctive (DNF) si et seulement §i est une disjonc-
tion de mondmes, c’est-a-dire une disjonction de conjonstde littéraux.

Propriéte 2.2
Toute formule propositionnelle peut étre réécrite sous®normale.

Cependant la transformation classique peut nécessitesrorssance exponentielle de la taille de I'en-
semble obtenu. Dans [Siegel 1987] un algorithme permedtatransformer en temps linéaire toute formule
JF en une forme normale conjonctive, équivalente du point agedalla satisfaisabilité, est donné.

Note 2.8
Une forme normale conjonctive (resp. disjonctive) est éepntée par I'ensemble de ses clauses (resp.
mondmes) {ci,¢a, ..., cn} (resp{my, ma,...,my}).

Définition 2.34 (CNF irredondante ou minimale)
SoitX une formule mise sous forme normale conjoncfivestirredondante minimale si et seulement si
pour toute clause deX: (X \ {c}) ¥ c.

Définition 2.35 (base)
Unebaseest un ensemble fini de formules que I'on assimile & la cotipmde ses formules.

Note 2.9
Dans le reste du manuscrit, une base sera assimilée a umacoon de clauses qui lui est équivalente du
point de vue de la satisfaisabilité.

Nous noteron§« I'ensemble des clauses d’'une bas€'dbu |S|) son cardinal. De la méme maniere
Sy et8y représenteront respectivement I'ensemble des variablesmsemble des littéraux d’'une base et
leur cardinalités seront notées respectiveniést L (ou |Sy/| et|Sz|).

Définition 2.36 (CNF « simplifié »)

Soient une CNE et un littérall, nous noton&; la CNF simplifi€e en supprimant detoutes les occur-
rences devl et toutes les clauses dapparait.

Par extension, st est une clause fondamentalg, correspond a la simplification dg par tous les littéraux
delaclause: (5. = E Al Al A Algoue = {l1,ls,...,14}).

Nous noton&* la CNF simplifiée par la propagatiohde tous ses littéraux unitaires de

De méme, nous noto¥ la CNF simplifiée par la propagation de tous les littéraux pdeX.

Enfin,X* correspond a la CNF simplifiée par la propagation de tous igéraux unitaires et purs d&.

1. La propagation unitaire correspond a une « simplificatémursive » des littéraux unitaires (cf. paragraphe 7LIpage 96).
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Intuitivement, la simplification d’une formule par un litéd [ est une opération élémentaire consistant
a exercer les regles d’évaluation d’'une formule sur l'iptétation partiellel,, définie uniquement pour
l'atomel (I,(I) = V sil est positif F sinon). Dans le cas d’'une CNF, cette simplification s’effean deux
étapes:

1. suppression des clauses satisfaited paest-a-dire les clausedelles qud € c;

2. suppression des occurrences falsifiéek dest-a-dire des occurrencesdé

Cette simplification est couramment appelée affectatiora@signation) d’un littéral.

Exemple 2.5 (Simplifications d’'une CNF)

Soitla CNFXE = {(aV —¢), (maVbVe), (mdV -a), (meVd), (-bVeV f), (meV fVg), (=fV-e)}.
Soit la clause”' = {a, —d}.

Y, = {(ch), (ﬂd)a (_'CVd)a (ﬁbvevf)a (ﬂevaﬂg)a (ﬂf\/—'e)}'

Yo = {(ch), (ﬂc), (—|bVevf), (—|€\/f\/—|g), ("fV—'e)}.

5o =A{(eVv ), (meV fVg), (- V -e)}.

e =A{leVv ), (=fVv-e)l.

2.4 Impliqués et impliquants

Définition 2.37 (impliqué)
Soient® une base et une clauseg est unimpliqué de Y. si et seulement & F c.

Définition 2.38 (impliquant)
Soient® une base etn un mondmeyn est unimpliquant deX: si et seulement si E Y.

Définition 2.39 (impliqué et impliquant premiers)
Un impliqué (resp.impliquant) premier d’une base est un impliqué (resp. impliquant) qui n"est pas
subsumé par aucun autre, c’est-a-dire qu’il est minimalmboclusion.

Exemple 2.6 (Impliqués, impliquants, impliqués premiers eimpliquants premiers)
Y={(aV-bVe), (meVd), (maVd), (bVe)}

{—=a V —cV d} estunimpliqué d& (subsumé paf—a Vv —c}, impliqué premier d&) ;

{—a V b} est un impliqué premier dg ;

{=a A b A cAd}estunimpliquant d& (subsumé paf—a A ¢ A d}, impliquant premier d&) ;
{a A b A —c A —d} estunimpliquant premier de.

Remarque 2.7
En calcul propositionnel, les notions de modéle partielietgliquant se confondent.

Définition 2.40 (couverture d'impliqués) R
Unecouverture d'impliqués d’une base: est un ensemble, notg., de conjonctions d’'impliqués detel
quelx = f]c.

Définition 2.41 (couverture d’'impliquants) ~
Unecouverture d'impliquants d’'une base: est un ensemble, nok,,, de disjonctions d'impliquants de

¥ tel ques,, = .
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Définition 2.42 (couverture irredondante) R R
Une couverture d'impliqués. est diteirredondante si et seulement§ic € . t.q.(Z. \ ¢) = .

De la méme maniére, une couverture d’impliquaﬁ@ est diteirredondante si et seulement si
PmeS, tg. (X, \m)=3.

Via la méme construction, il est possible de définir une cduve (irredondante ou non) d’'impliqués
premiers (respectivement d’'impliquants premiers), ezesdire une couverture constituée de conjonctions
d’'impliqués premiers (respectivement de disjonctionsigliquants premiers).
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Chapitre 3

Caractérisation du probleme SAT

Ce chapitre a pour objectif de présenter le probl&Ag€. Pour ce faire, nous commencons par de trés
brefs rappels de théorie de la complexité, ceci afin de situenieuxSAT et certains cas particuliers de ce
probléme dans la hiérarchie polynomiale. Il est & noter quedteur familier de la théorie de la complexité
peut passer directement au paragraphe 3.2 (page 23).

Une fois ces rappels effectués, le probléme de la satisiéitéal’'une formule propositionnelle est défini
formellement. Enfin le reste de ce chapitre est consacrér@sptation de quelques classes ou restrictions
polynomiales de SAT.

3.1 Classes de complexité

Ce rappel ayant simplement pour objectif de situer le proBIBAT et ses restrictions dans la hiérarchie
polynomiale, nous ne rappelons pas I'ensemble des coneeptspriétés nécessaires a la compréhension
de la théorie de la complexité. Pour plus de précisions qaa® domaine, le lecteur pourra se référer
utilement aux ouvrages [Papadimitriou 1994] et [Turing &aBd 1991].

3.1.1 Préliminaires: la machine de Turing

La définition des différentes classes de complexité se basann modéle de machine appetéachine
deTURING, il est nécessaire de redéfinir les fondements de celle-ci.

Définition 3.1 (Machine de Turing)
Unemachine deTURING est constituée des éléments suivants:
— une bande de longueur infinie, découpée en cases (chagaeeoasant étre vide ou contenir un
symbole appartenant a un alphabet fit)i;
— une téte de lecture/écriture pouvant se déplacer d’'une éata fois (on noteD I'ensemble des
déplacements possibles

1. Ces déplacements sont réduitgaaiche droite etaucun déplacement

19
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— une mémoire interne finie d'états (on nédtd’ensemble des états, en particulirest constitué d’'un
état initial et de un ou plusieurs états d’arrét pouvant gutee ou rejeter la donnée d’entrée) ;

— une table de transitions, décrivant I'exécution du pragrae sur la machine.

Un calcul sur une machine deJRING s’effectue de la maniére suivante :

— la donnée d’entrée est placée sur la bande, la téte dedgobimtant sur la premiére entrée de la
donnée;

— le programme se déroule suivant la table de transitions &trmine lorsqu’une transition conduit a
un état d'arrét.

— le résultat peut alors étre lu sur la bande.

Remarque 3.1
Il est possible que la machine n’atteigne jamais un état@&aon dit alors qu’elle boucle.

Une machine de GRING est dite déterministe si 'ensemble des transitions questiassocié est consti-
tué de transitions déterministes, c’est-a-dire que laetdbltransition décrit une application fonctionnelle.
Autrement dit, pour tout couplée, ¢q) défini dans la table de transitions, il est associé un tripfegue
(e',q',d) oue' représente le nouvel état d’arrivgéJe symbole & écrire sur la bande a la place @ed le
déplacement a effectuer.

A l'inverse, une machine deUdRING non déterministe posséde au moins une transition indéiestai
dans sa table des transitions.

Les ordinateurs actuels étant congus d’aprés un modéle cle@meza acces aléatoire, il est donc naturel
de se demander pourquoi baser nos définitions sur un modékdalé aussi rudimentaire que la machine
de TURING. Les machines a accés aléatoire possédant une mémoirsaueesnt un acces direct a I'in-
formation, contrairement a la machine deRING qui est obligée de parcourir séquentiellement son ruban
pour obtenir un résultat intermédiaire. Cependant il essiiide de montrer que tout calcul nécessitant un
temps enf(n) sur une machine a acces aléatoire, peut étre traduit sur acleime de TRING effectuant le
méme calcul en temp8(f%(n)); voire mémeD(f3(n)) avec une machine deURING a plusieurs rubans
[Papadimitriou 1994].

Propriété 3.1

Tout calcul s’effectuant en un tempé&n), n représentant la taille de la donnée d’entrée, sur une mazhin
a acces aléatoire, peut étre effectué@nf*(n)) sur une machine d€URING (cf. [Papadimitriou 1994]
Theorem 2.5 page 43).

Malgré cette augmentation de temps, non négligeable, pedfiété a permis d'utiliser la machine de
TURING comme référence dans les définitions théoriques des cldssesnplexité.

3.1.2 Classes de complexité P, NP, CONP des problémes de siéci

Note 3.1
Dans la suite de ces rappels de théorie de la complexitéprésentera la taille de la donnée d’entrée des
problemes.

Définition 3.2 (TIME)
Un probléme appartient a la classe de complesditME(f(n)) si et seulement si il existe une machine de
TURING le résolvant en temp@(f(n)).
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Définition 3.3 (SPACE)
Un probleme appartient & la classe de compleSEACE(f(n)) si et seulement si il existe une machine de
TURING le résolvant en espac@(f(n)).

Définition 3.4 (Probleme de décision)
Un probléme IT de décisionest un probléme n’ayant que deux solutions possibde®ui » ou « Non ».
C’est-a-dire que I'ensemblPr; des instances dé peut étre scindé en deux ensembles disjoints :
1. Y représentant I'ensemble des instances telles qu'il existerogramme les résolvant et répondant
«Oui»;
2. N représentant 'ensemble des instances pour lesquelle&panrse est Non».

Y (respectivemeniyy) est appelé I'ensemble desstances positivegrespectivementégatived du pro-
blemell.

Définition 3.5 (Probleme de décision complémentaire)
Le probléme complémentaire d’'un probleme de déciBi@st le probleme de décisidif tel que:
Dye = D et Ype = Nyp.

Définition 3.6 (P)
La classeP est I'ensemble des problemes de décision qui peuvent &twéusen temps polynomial par une
machine deTURING déterministesoit :

P = | J TIME(n) (3.1)
i>0

Définition 3.7 (NP)
La classe de complexitéP est I'ensemble des problemes de décision tel que pour tobtéme deNP, il
existe au moins une machine @erRING non déterministetelle que :
— quels que soient les choix effectués, la machine s’arrptésaun temps borné par un polynéme
fonction de la taille de la donnée d’entrée;;
— sile probléme admet une solution, la machine permet ausnoia exécution s’arrétant dans un état
d’acceptation;
— si le probléeme n’admet pas de solution, quelle que soiétetion, la machine ne s’'arréte pas dans
un état d’acceptation.

Propriété 3.2
Clairement, nous avons® C NP.

Définition 3.8 (CoNP)
La classe de complexit@oNP est I'ensemble des problémes de décision dont les probléomeglémen-
taires appartiennent a la clas$¢P.

Propriété 3.3
De méme, nous avon®. C CoNP.

Deux conjectures semblent particulierement vraisembesasl regard de nos connaissances théoriques
et pratiques actuelles [Papadimitriou 1994].

Conjecture 3.1
P #NP

Conjecture 3.2
NP # CoNP
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3.1.3 Réductions et complétude

Définition 3.9 (Réduction)
Une fonction de réduction d’'un problénie en un problémél, est une fonctiory, des instances dH;
vers celles dél, telle que:

— [, est calculable en espace logarithmique sur une machineudaNnG ;

— I est une instance positive @R si et seulement 4i.(I) est une instance positive @k .

Bien que basées sur des fonctions calculables en espacitogque, les réductions sont couramment
appelées réductions polynomiales. Ceci est du a la prémigtante.

Propriété 3.4
Toute fonction calculable en espace logarithmique sur uaehime deTURING peut étre calculée en temps
polynomial (cf. [Papadimitriou 1994] Proposition 8.1 pa&0).

La notion de réduction permet de définir celle de complétude.

Définition 3.10 (Complétude)
On dit qu’un problemdl; est complet pour sa classe, si pour tout probldiseappartenant a la méme
classe quély, il existe une réduction dH, aIl;.

Définition 3.11 (NP-complet, CoNP-complet)
Un probléme est diNP-complets'il est complet pour la classEP.
Un probléme est diEoNP-complets’il est complet pour la classeoNP.

La conjecture 3.1 implique qu'il n’existe pas d’algorithiiéterministe permettant de résoudre un pro-
blemeNP-completen temps polynomial dans le pire cas. La classe des problfaeompletsn’a pas
seulement un intérét théorique, en effet de nombreux pnodsepratiques, relevant notamment du monde
industriel (ordonnancement, études de fiabilité, logisicetc.), sonNP-complets La figure 3.1 permet
de situer les classés NP, CoNP, NP-completet CoNP-completles unes par rapport aux autres, sous les
conjectures 3.1 et 3.2. Pour plus de détails sur la théori@ N@-complétude, le lecteur pourra se référer a
[Garey & Johnson 1979].

FiG. 3.1 —Classed, NP et CoNP
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3.2 Définition

SAT (forme abrégée de « probléme de satisfaisabilité d’'uned@mpropositionnelle sous forme nor-
male conjonctive ») est le plus célebre des probléemes NRiedsn Il représente un probléme fondamental,
a la fois théoriguement et pratiquement. En effet il occupedle central en théorie de la complexité, ou il
représente le probléme NP-complet de référence [Cook 187 e nombreux probléemes en informatique
s’y raménent naturellement ou le contienneng(démonstration automatique, programmation logique,
bases de données déductives, validation de circuits éiegtres, etc.).

Définition 3.12 (SAT)
Instance S un ensemble fini de symboles propositionnelseh ensemble fini de clauses construitessur
Question Existe-t-il une interprétation suf qui satisfasse I'ensemble des clause&e

Définition 3.13 (kSAT)

Instance S un ensemble fini de symboles propositionnels ah ensemble fini de clauses, tel que chaque
clause posséde au plidittéraux, construits sus.

Question Existe-t-il une interprétation suf qui satisfasse I'ensemble des clauseZ e

3.3 Classes polynomiales de SAT

Nous rappelons que définir une classe polynomiale néceksitealgorithmes de complexité polyno-
miale :

— un algorithme de reconnaissance, qui décide si l'instalucprobléme appartient a cette classe ou
pas;

— un algorithme de décision de la satisfaisabilité des int&ta de cette classe.

Il est clair qu'il existe des classes d’instances ne répongiaa I'un ou l'autre des critéres. Ces classes
sont quasiment inexploitables en pratique. Nous pouvdes par exemple, la classe constituée de I'en-
semble des instances 8AT ayant un nombre polynomial de résolvantes. Clairemera ckisse admet un
algorithme de décision polynomfalNous appellonsgestriction polynomial@ne classe pour laquelle seul
un algorithme de décision polynomial existe.

Définition 3.14 (Restriction polynomiale)
On appellegestriction polynomiale d’un problémdl, la restriction dell a un ensemble d’'instances He
tel que cet ensemble appartienne a la classe de compkxité

Définition 3.15 (Classe polynomiale ou traitable)

On appelleclasse polynomialeuclasse traitabled’'un problémdT, une restriction polynomiale dé telle
gu'il existe un algorithme décidant en temps et en espacmpatial si une instance dé appartient ou
n'appartient pas a la classe.

Tres peu de classes polynomialesS#d sont connues a ce jour. Nous en établissons dans ce paragraph
une liste non exhaustive.

2. Il suffit de calculer I'ensemble de ces résolvantes, ceegufait en temps et en espace polynomial par définition dieéze, et
de répondre « oui I'instance admet une solution » ou « nostéiimce n'admet pas de solution », en fonction de la produciionon
de la clause vide.
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3.3.1 Les clauses binaires

La premiére classe polynomiale & avoir été exhibé2®AT [Cook 1971], c’est-a-dire les instances de
SAT formées de clauses binaires. L'algorithme de reconnaiesaour cette classe est trivial et clairement
linéaire. L'algorithme de décision de satisfaisabilitéposé par S.A. Cook se base sur le principe de réso-
lution et est assurément polynomial puisque la résolvaatdatlix clauses binaires est au pire une clause
binaire et que le nombre de clauses binaires pouvant étstraites, pour un nombre donné de variables,
est une fonction quadratique de ce nombre de variables.

Propriété 3.5
2SAT € P[Cook 1971].

Par la suite d’autres algorithmes de complexité linéairerftiproposés. Citons celui de S. Even, A. ltai
et A. Shamir [Everet al. 1976] se basant sur un algorithme énumératif avec un perdgoretour arriere
intelligent, ou encore celui de B. Aspvall, M. Plass et R.jamafAspvallet al. 1979] utilisant un codage
des clauses en termes de graphes et I'algorithme de R. Taggan 1972] pour calculer les composantes
fortement connexes de ce graphe.

3.3.2 Les clauses de Horn

Une autre classe polynomiale bien connué&dd estHORN-SAT.

Définition 3.16 (HORN-SAT)
HORN-SAT est la restriction deSAT aux ensembles de clauses de Horn.

L'algorithme de reconnaissance, comme pour les clausesrés) est trivial et clairement linéaire : il
suffit de passer en revue les clauses une a une et de s’asglirgragbien au plus un littéral positif par
clause. En ce qui concerne le test de satisfaisabilité disarable de clauses de Horn, plusieurs auteurs ont
montré que la résolution des clauses positives unitairgss’'gffectue en temps et en espace linéaire, est
suffisante [Minoux 1988, Dalal 1992, Rauzy 1995b]. D’autdg®rithmes de complexité linéaire, se basant
sur la théorie des graphes, ont été proposés [Dowling & &dl®84], [Ghallab & Escalada-Imaz 1991] et
[Scutella 1990].

Propriété 3.6
HORN-SAT € P.

Définition 3.17 (Renommages)
On appelleeenommage d'un ensemble de littérauxd, une applicatiorp telle que:

p: 8, — 8p:
=l
l — p(l)=<¢ ou
l

et Vie8g:p(-l)=-p().

Par extension, nous définissons remommagep. d’'une clausec comme Il'application de a tous les
littéraux de cette claused.(c) = \/ p(l).
lec

De méme, unenommagepy. d'un ensemble de clauseX se définit commeps () = A pe(c).
cEX
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Définition 3.18 (formule Horn-renommable)
On dit qu’un ensemble de clauseestHorn-renommable si et seulement si il existe un renommagkes
littéraux deX tel queps;(X) soit un ensemble de clauses de Horn.

Exemple 3.1 (Une instance Horn-renommable)
SoientE ={a VbV -d, bV —¢c, aVdV —e, ¢V d} etplerenommage suivant:

pla) = -a
p(b) = b
plc) = ¢
p(d) = -d

Nous obtenonsps:(X) = { —aV -bVd, bV —¢, maV ~dV —¢, ¢V —d} qui est un ensemble de clauses
de Horn. Par conséquehtest bien une formule Horn-renommable. O

Le probléme de reconnaissance de formules Horn-renommal@st pas aussi trivial que celui des
clauses de Horn ou des clauses binaires. En effet, il n’esinpaédiat de déterminer si une instaissT
est de Horn a un renommage pres des littéraux. Toutefois;at#gme peut étre ramené a celui de la sa-
tisfaisabilité d’'un ensemble de clauses binaires, et paséguent traité de maniére linéaire [Lewis 1978,
Aspvall 1980, Chandret al. 1990, Hébrard 1994]. Ces algorithmes fournissant pourdpat le renom-
mage permettant de transformer I'ensemble de clauses enseméle de clauses de Horn, décider de la
satisfaisabilité d’'une formule Horn-renommable peut &iten temps linéaire par I'intermédiaire d’'un
algorithme décisionel emprunté a la clabBBBRN-SAT .

Propriété 3.7
Les instances Horn-renommablesS&T constituent une classe polynomialeSI&T .

3.3.3 Généralisation de HORN-SAT ePSAT

Plusieurs auteurs ont cherché a généraliser les deuxsaslymomiales « primaires » AT (HORN-
SAT et2SAT ). Ces recherches ont donné naissance a deux types de getiénal les clauses g-Horn et
un principe de hiérarchisation des clauses.

3.3.3.1 Les clauses g-Horn

La classe des clauses g-Horn a été introduite par E. Bxralsdans [Borost al. 1990] et se définit de
la maniére suivante:

Définition 3.19 (Ensemble de clauses g-Horn)
Un ensemble de claus&sest ditg-Horn si et seulement si il existe une partition des variables (mdn
renommage) d& en deux sous-ensembles disjoiftet () tels qu'aucune clause de:

— ne contient plus de deux variables@e
— ne contient plus d'un littéral positif d& ;
— contenant un littéral positif d& ne contient de littéral positif dg.

La difficulté de cette classe est la reconnaissance des btesdihet ). En effet, une fois ces ensembles
déterminés, le test de satisfaisabilité revient a affexiarvaleur toutes les variables d€ et a résoudre
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le probleme restant qui appartient claireme2S#T. En ce qui concerne I'appartenance d’'une formule a
la classe des clauses g-Horn, E. Bogbal.dans [Boro%t al. 1994] proposent un algorithme linéaire pour
déterminer les ensembléset H.

Cette classe qui généralise les clag$@RN-SAT et2SAT a elle méme été généralisée par J.J. Hébrard
dans [Hébrard 1995] ou aucune condition n’est imposée &d'@mle). De plus, cet auteur propose un
algorithme permettant de calculer en temps linéaire legasd sous-ensemblé, qu'il appelle la base de
Horn.

3.3.3.2 Les différentes hiérarchies

Une autre maniére de généraliser les clauses de Horn padsatpaduction de différentes formes de
hiérarchie d’instanceSAT .

Généralisation de S. Yamasaki et S. Doshita: Les premiers a avoir travaillé dans cette voie furent S.
Yamasaki et S. Doshita qui dans [Yamasaki & Doshita 1983préent les clauses de Horn a posséder
plusieurs littéraux positifs, sous condition que cesritt& soient en quelque sorte « imbriqués ». Ceci afin
de garantir que la résolution unitaire reste suffisante pegpondre a la question de la satisfaisabilité de la
formule.

V. Arvind et S. Biswas ont proposé un algorithme quadratigoer décider de la satisfaisabilité des
instances de cette classe [Arvind & Biswas 1987].

Hiérarchie de G. Gallo et M.G. Scutella: G. Gallo et M.G. Scutella ont par la suite généralisé les
travaux de S. Yamasaki et S. Doshita. Dans [Gallo & Scutél&8], ils définissent une hiérarcHig, 'y, ...
d’instances d&AT . Cette hérarchie se construit de la fagon suivante:

Définition 3.20 (La hiérarchie de Gallo-Scutella)
— I'y = HORN-SAT;
— ¥ € I';, si et seulement si il existe un littéral p tel glig € I';,_; etX., € [';.

Les instances appartenani'a représentent en fait la classe de S. Yamasaki et S. Doshitéeddans
[Yamasaki & Doshita 1983]. G. Gallo et M.G. Scutella ont pve@ un algorithme pour reconnaitre et ré-
soudre les instances de la claFge Cet algorithme est de complexit¥ |~|n*) en temps et en espace. De
plus, cette classe vérifie les propriétés suivantes:

Propriété 3.8
— I'y = HORN-SAT;
_FkQFk—la kzl: 27 .

[ee]
—SAT = | T%.
k=0

Hiérarchie de M. Dalal et D.W. Etherington: La hiérarchie de G.Gallo et M.G. Scutella a elle méme
été généralisée par M. Dalal et D.W. Etherington dans [C&alatherington 1992] ou deux hiérarchies
entrelacéegA;) et (£2;) sont définies.
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Définition 3.21 (Les hiérarchies de Dalal-Etherington)
SoitY une formule CNF, nous avons:

— ¥ € Ag si et seulement &t contient:
— soit la clause vide ;
— soit uniguement des clauses positives;;
— soit uniguement des clauses négatives;
—Vk, ¥ e Qg sietseulementsi
- YeAy;
— ou pour tout littéralp de X+ :
- soityf € Ay etSE ) €
- soityf C Yetyl e O
- VEk>0,% € Ay siet seulement siil existe un littéralde + tel que:
- SOitY} € Q. et¥t € Ay
- SOitYf C X ety) € Ay,

Il est a noter que contrairement a la hiérarchie de G. GalM.€t Scutella, nous avon2SAT C Q.

M. Dalal et D.W. Etherington proposent un algorithme de re@issance et de résolution de complexité,
spatiale et temporell®(|=|n*).

Remarque 3.2

Il existe d’autres généralisations des clauses de Horngameties s’appuyant sur des résultats de pro-
grammation linéairé/1. V. Chandru et J.N. Hooker ont défini dans [Chandru & Hooké&(l9une ex-
tension des clauses de Horn pouvant étre décidée par iésaluitaire. Ces travaux furent étendus dans
[Schlipf et al. 1995] ou un algorithme pour un ensemble de formules incloali¢ de V. Chandru et J.N.
Hooker et celles des formules bien imbriquées (cf. pardgr8B.5) définies dans [Conforti & Cornuéjols 1992]
fut proposé. Le probleme est que nous ne disposons pas dthige de reconnaissance polynomial pour
ces restrictions polynomiales, ce qui les rend inutilisal@n pratique.

3.3.4 Restriction sur le nombre d’'occurrences des variabke

Une autre maniére de forcer une instaB@d a étre polynomiale est de resteindre le nombre d’appa-
ritions des variables dans la formule. En particulier, Cldvey a montré dans [Tovey 1984] que la classe
des instances ou les variables apparaissent au plus deiestaine classe polynomiale AT .

Dans le méme article C.A. Tovey a prouvé que les instancea@i®@® chaque variable apparait au plus
r fois —r étant la taille de la plus longue clause de I'instance — Btaigtisfaisables ; et donc sont décidables
en temps et en espace polynomial.

Ce résultat fut amélioré en premier lieu par O. Dubois dansbiks 1990], puis par J. Kratocht al.
qui montrérent que les instances de SAT telles que le nombeceutrences des variables est inférieur ou
égal a une fonction exponentielle de la taille maximale desses appartiennenfa

Ces restrictions d8AT sur le nombre d’occurrences des variables en fonction dalla tes clauses
appartiennent a un probléme plus général, le probl2meAT. Nous présentons ce probléme en détail
dans le prochain chapitre (cf. paragraphe 4.2.1 page 35).
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3.3.5 Les formules bien imbriquées

Reprenant les travaux de David Lichtenstein [Lichtensi®®2] sur les formules dont le graphe sous-
jacent est planaire, D.E. Knuth, dans [Knuth 1990], a défini la dadss formules bien imbriquées:

Définition 3.22 (Formules bien imbriquées)

Soit< un ordre total sur les variables étendu en un préordre sullitt&raux de telle maniere quieet ~[
possedent le méme rang pour ce préordre.

Une clause:; chevauche une clausesi: 31 € ¢;, 31y € ¢y etz € extelsquel; <13 < [s.

Un ensemble de clauses bgn imbriqué si et seulement si il ne contient pas deux clauses se cheamailich

D.E. Knuth n'ayant pas traité le probleme de la reconnaissde ce type de formules, P. Rossa dans
[Rossa 1993], a fourni un algorithme linéaire qui reconoaé formule bien imbriquée, pour un ordre fixé
des variables.

Un algorithme de décision linéaire a été proposé par D.EtliKdans [Knuth 1990]. Cet algorithme est
toutefois, comme pour I'algorithme de reconnaissancéali® pour un ordre fixé sur les variables.

Nous ne disposons pas a I'heure actuelle d’algorithmes «laim» (c’est-a-dire pour tout ordre sur
les variables) qui soient polynomiaux. L'intérét de cetisse pour un bon nombre d’applications en est
par conséquent trés amoindri.

Exemple 3.2 (Exemple de graphe sous-jacent a une formule CNF

la clausec

Y ={a, 5, 6} eta = {-a, b, =c}, f = {-b, ~d}, 06 = {a, -, d} f
= O

le littéral [

Expriment
I'appartenancef
d’un littéral
a une clause

Expriment
la relation

=(=() :lJ

FiG. 3.2 —Graphe sous-jacent a une formule CNF

3. Le graphe sous-jacent d’une formule est le graphe bipartiorienté ou les sommets symbolisent d’un coté les claetsés
l'autre les littéraux de la formule, tandis que les arétgésentent I'appartenance d’un littéral a une clause. Ladigi-dessus
(cf. exemple 3.2, 5. 3.2) illustre cette représentation graphique d’'une fden@NF.
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3.3.6 Laclasse Quad

M. Dalal dans [Dalal 1996] propose une nouvelle classe motyiale Quadpour SAT , qui peut étre
vue comme une extension des hiérarchies de Dalal-Etherin@f. définition 3.21). Etant donné un ordre
total < sur les littéraux € sera étendu aux clause®yad se définit récursivement de la fagon suivante :

Définition 3.23 (Quad)
Un formuleX. appartient a la class®uad si et seulement si:

1. ¥* la formule obtenue a partir d& apres la propagation des clauses unitaires respecte une des
guatre conditions suivantes:
(a) contientla clause vide ;
(b) ne contient pas de clauses positives;;
(c) ne contient pas de clauses négatives;
(d) ne contient que des clauses binaires;
2. ou, pour la premiére sous-clause maxinfalee la premiére clause de * pour lequel¥?,, satis-
fasse la condition 1., on ait:
(a) soitXr , est satisfaisable ;
(b) soitlaformuleX — {o} U {u} appartient & Quad.

Afin de mieux se représenter la clagdead nous l'illustrons sur le petit exemple proposé par M. Dalal
dans [Dalal 1996].

Exemple 3.3 (Une formule appartenant a la classe Quad)
Soientt = {{p, q, r}, {p, q, -1}, {-p, ~q, —r}} etlordre< induitparp < ¢ <r < —p < =g < —r.

¥* = ¥ ne satisfait pas la condition 1. Seit= {p, ¢, r} la premiére clause d®, il en découle que la
premiére sous-clause maximale est égalg &:{p, ¢}.

¥r,, contient la clause vide, par conséquerf, satisfait bien la condition 1 mais pas la condition 2a.
Il faut donc vérifier si la formul& — {o} U {u} = {{p, ¢}, {p, ¢, —r}, {-p, —q, —-r}} appartienta la
classeQuad Nous noterons cette nouvelle formilé

Nous considérons donc maintenant la fornile= {{p, ¢}, {p, q, -7}, {-p, —q, —-r}}. (£)* = %',
¥’ ne satisfaisant toujours pas la premiere condition, il faus donc vérifier la seconde. A cette fin, la
premiére clause devieat = {p, ¢} et sa premiére sous-clause maximale= {p}. Ainsi ©'* , = {},
ce qui satisfait la condition 2a. Il en découle gukappartient a la class@uadet que par conséqueht
appartient également a la clasgead O

Malgré une définition assez lourde, cette classe est resmaide en temps et en espace polynomial.
En effet, M. Dalal fournit dans [Dalal 1996] un méme algamith QuadSat) quadratique pour la recon-
naissance et la résolution de cette classe.

Cependant cette classe souffre de deux probléemes majeuta gendent quasiment inexploitable.
Comme pour la classe des formules bien imbriquées (cf. pmphg 3.3.5), le premier obstacle est la
détermination de I'ordrex. En effet, une formule appartient a la clag¥eadpour un certain ordre fixé a

4. On appelle sous-clause maximalesdene clause: telle quen sous-somme et que|o| — || = 1. L'ordre < permet ainsi de
définir la notion de premiére sous-clause maximale.
5. QuadSatst en fait erO(n2k) oun représente la taille de la formule feta taille de la plus longue clause de cette formule.
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I'avance. Le probléeme de 'existence d’'un tel ordre n’estidéble, dans le pire cas, qu’apres I'essai des
n!® ordres possibles. Ce qui rend I'algorithme de reconnaissda la class®uadpour un ordre non fixé
exponentiel. Le second probléme est que la cl@asmdn’est pas stable par adjonction de clauses unitaires,
ce qui rend son utilisation impossible dans de nombreug#sapons €.g.I'implication de clauses). Nous
proposons un exemple pour illustrer cette non propriétéfia 1997].

Exemple 3.4 (Quad: une classe polynomiale non stable poualijonction de clauses unitaires)
SoitY = {{-z, a1, b1, m}, {2, a2, B2, 12}, {—as, =03, 3}, {—au, ~Bs, v}, {=, y}}.
Nous avons¥ <, ¥ € Quad. En effet, quel que soit I'ordre choisi, nous serons amenésnaidé-
rer la sous-clause maximaje = {x} car pour tous les autrgs possibles, nous avoris® , qui ne sa-
tisfait pas la condition 1 (nécessaire a la satisfactionadeohdition 2). De plus nous avonEi{x} =

{{—as, =83, =3}, {—au, —B4, —y4}} qui satisfait les conditions 1 et 2a. Par conséqieatQuad.

Enrevanche, qu'enest-ild¢ =X U {z}?
Nous avons™’™ = {{a1, f1, 71}, {as, B2, 12}, {—as, =f3, 73}, {—au, ~fa, —a}}. Trés rapide-
ment, il est facile de voir que quel que soit I'ordre choisi, éxiste pas de claus€ tel queE’iu, satisfasse
la condition 1 nécessaire a la satisfaction de la condition 2

Par conséquent nous avans¢ Quad, ce qui implique que la classguadn’est pas stable par adjonc-
tion de clauses unitaires. O

3.4 Discussion

Le probléemeSAT, malgré sa nature trés élémentaire, se trouve étre un pneldémplexe a résoudre.
Etant le probléeméNP-complet de référence, les résultats théoriques, mais égalemetiiyes, obtenus
quant a la résolution de ce probleme permettent indubitadaie une avancée dans la résolution des nom-
breux problémes qui s’y raménent naturellement.

Il reste que la plupart des résultats obtenus sur les clasdgsomiales d&SAT s’appuient trés souvent
sur une restriction du langage. Cette perte d’expres@sgit&ouvent trop contraignante pour permettre une
exploitation de ces classes polynomidles

Cependant, la décision de ne pas restreindre le langagmsipagne irrémédiablement d’autres formes
de restrictions comme l'utilisation d’algorithmes incolets. En effet, pour résoudre pratiquement le pro-
blemeSAT on utilise deux types de méthodes:

1. les méthodes incomplétes qui permettent de prouveritdaaabilité d’'instances de « grande » taille,
mais qui sont incapables de prouver I'inconsistance dearines quelle que soit leur taille ;

2. les méthodes complétes qui prouvent aussi bien la cansistgue I'inconsistance, mais qui ne per-
mettent la résolution que d’instances de taille limitée.

Ce sont ces formes de restrictions que nous avons choisigstiaiter SAT. Nous présentons dans la
deuxiéme partie de ce manuscrit notre contribution auxrségeméthodes complétes et incomplétes de
résolution du problémgAT.

Par ailleurs, dans la troisieme partie de cette thése n@p®pons une exploitation originale et efficace

6.n représente ici le nombre de littéraux de la formule.
7.1l reste que les classes polynomiales peuvent étre agslispour réaliser des « filtrages » au sein d’algorithneeg. (
[Gallo & Urbani 1989)).
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des classes polynomiales 8AT dans un contexte de compilation. Nous utilisons les clgsssiomiales
de SAT afin de diminuer au maximum la taille des compilations et gems autant restreindre le langage.



32

Chapitre 3. Caractérisation du probleme SAT



Chapitre 4

Les problemes autour de SAT

Ce chapitre a pour objectif de présenter différents probkqui gravitent autour du test de satisfaisa-
bilité d’'un ensemble de clauses. Nous étudierons les praséale recherche et d’optimisation associés a
SAT. Une large part du précédent chapitre était dédiée a laqedsm des classes polynomialesikT,
ce présent chapitre nous permettra d’énoncer quelquestiests deSAT ne permettant pas de diminuer
la complexité. Enfin, ce chapitre nous permettra d’introgldivers problémes étroitement liés au probléme
SAT et auxquels il pourra étre fait référence dans le reste deacriscrit.

4.1 Problemes de recherche et d’'optimisation associés a SAT

41.1 FSAT

FSAT est le probleme de recherche assocBAd, il se définit de la maniére suivante:

Définition 4.1 (FSAT)
Instance S un ensemble fini de symboles propositionnelseh ensemble fini de clauses construitessur
Question Si ¥ est consistante alors trouver un modeleXle

Beaucoup de problémes se formalisent trés facilement eretde recherche d’'un modele d’'une for-
mule. De plus, un grand nombre de méthodes pour rés@Alreexhibent un modele pour répondre favo-
rablement & I'existence de celui-ci. Cependant, ceci igastune nécessité, la résolution, par exemple, ne
cherche pas a trouver un modéle pour décider si I'instan@&Adeest consistante ou non.

Par ailleurs, il est parfois nécessaire de connaitre lrebgedes modeles d’'une formule.
Définition 4.2 (FSAT-all)

Instance S un ensemble fini de symboles propositionnelseh ensemble fini de clauses construitessur
Question Si ¥ est consistante alors déterminer tous les modéles.de

33
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FNP-

complet

FIG. 4.1 —Les classe&P, FNP et FNP-complet

Il faut noter que I'ensemble des modeles d’une formule psdmmnelle caractérise cette formule. En
effet, si¥ posséder modeéles distincts, notés; (i € [1..n]), alors¥X = (my Vma V...V my).

Propriété 4.1
FSAT € FNP-complet

Rappelons que la clas&&IP caractérise I'ensemble des probléemes de recherche namidittes po-
lynomiaux, la class€P caractérise les problemes de recherche de complexité grs {golynomiale et que
les classe&P-completet FNP-completse définissent par un concept de réduction adapté aux preblém
de recherche. La figure ci-dessus (cfcF4.1) permet de situer les clas$el’, FNP et FNP-completles
unes par rapport aux autres, sous les conjectures 3.1 etf32age 21). De plus nous avons:

Théoréme 4.1
FP = FNP si et seulement & = NP (cf. Theorem 10.2 page 230 [Papadimitriou 1994]).

4.1.2 #SAT

Le probléme de dénombrement assocgAd, se nommetSAT, et peut étre défini de la facon suivante :

Définition 4.3 (#SAT)
Instance S un ensemble fini de symboles propositionnelseh ensemble fini de clauses construitessur
Question CombienX admet-il de modéles?

Propriété 4.2
#SAT € #P-complet

Rappelons que la classe de comple#fé&eprésente la classe des probléemes de dénombrement associé
aux problémes de recherche de la cld=aN®. La classetP-completse définit par un concept de réduction
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adapté aux problemes de dénombrement.

Des restrictions a ce probléme de dénombrement ont étééétudeéci afin d’en diminuer la complexité.
Les premiéres restrictions (et les plus connues) furent:

Définition 4.4 (#°SAT)

Instance S un ensemble fini de symboles propositionnels eh ensemble fini de clausesonstruites sur
Stellesquevc € X, (c) < .

Question CombienX admet-il de modéles?

Définition 4.5 (#SAT-monotone)

Instance S un ensemble fini de symboles propositionnel¥ ein ensemble fini de clauses positives ¢
construites susS telles queve € X, I(c) < r.

Question CombienX admet-il de modéles?

Propriété 4.3
#rSAT et#rSAT-monotone€ #P-complet pourr > 2.

Il faut prendre toute la mesure de ce résultat. En effet, ihtmoque certains probléemes de dénom-
brement associés a des problemes de décision apparterzanledde de complexifé, tels que2SAT et
méme2SAT-monotong sontNP-difficiles. Cependant il existe des classes polynomiales pour cegmabl
de dénombrement, mais elles sont extrémement restrictN@ss pouvons citer par exem@#-2SAT-
monotoneles instances de SAT constituées de clauses de longuetieur®ou égale &, ne contenant
que des littéraux positifs et ot chaque variable appargitumideux fois dans I'instance !

Propriété 4.4
#2-2SAT-monotonec #P.[Roth 1996]

Dan Roth dans [Roth 1996] a prouvé qu'il existait d’autressses polynomiales pour le probleme de
dénombrement, cependant elles sont souvent trop regésgiiour pouvoir trouver un cadre applicatif.

4.2 Les problemes de décision associés a SAT

Nous ne reviendrons pas dans ce paragraphe aux restripidyreomiales deSAT, tels qUe2SAT et
HORN-SAT. Ces problémes ont été présentés aux paragraphes 3.3312et\&us rappelons simplement
que :kSAT € NP-completsi et seulement st > 3 et queHORN-SAT € P. Cependan8AT restreint aux
instances comportant des clauses de Horn et des clausgebestNP-complet

4.2.1 r,s-SAT

Différents auteurs se sont intéressés a la nature d’'unenicsBAT, si I'on restreint le nombre d’ap-
paritions des littéraux de cette instance. Ce problémeagstlcsous le nom de s-SAT et défini comme
suit:
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Définition 4.6 (r, s-SAT )

Instance S un ensemble fini de symboles propositionnelseh ensemble fini de clauses construitessur
possédant exactemenlittéraux distincts, et ou chaque variable deapparait au plus fois dansX.
Question Existe-t-il une interprétation suf qui satisfasse I'ensemble des clause&de

L'objectif majeur de cette restriction sur le nombre d’apj@ns des littéraux était, bien évidement,
d’exhiber de nouvelles instances polynomiales fF. Reprenant cette idée, C.A. Tovey a montré dans
[Tovey 1984] que la classe des instances ou les variablesr@ppent au plus deux fois est une classe
polynomiale deSAT .

Propriété 4.5
x,2-SAT?! € P [Tovey 1984].

Dans le méme article, C.A. Tovey, utilisant un théoreme d¢alt.montré dans [Hall 1935], a également
prouvé que:

Propriété 4.6
Vr : r,r-SAT est satisfaisable. [Tovey 1984]

C.A. Tovey avait également émis I'hypothése que toute itsta, s-SAT tel ques < 27! — 1 est
satisfaisable. Cette conjecture fut réfutée par O. DubaisdDubois 1990] ou une instance incohérente
4,6-SATfut exhibée. Dans ce méme papier, O. Dubois a établi quets tostance:, s-SAT est satisfaisable
alors:V\ € N* toute instance de la fornme + \), (s + A[s/r])-SAT est satisfaisabfe

Ce résultat fut amélioré par J. Kratochvil, P. Savicky et @z& dans [Kratochvtit al. 1993] qui mon-
trerent qu'il existe un entief(r) tel que:

Propriété 4.7

Pours < f(r) r,s-SAT € P.
Pours > f(r) r, s-SAT € NP-complet

De plus,f(r) croit exponentiellement avedade telle fagon que[2” /e"] < f(r) < 27! — 274 -1,

Enfin, il faut noter qu’il existe d'autres restrictions pemt essentiellement sur le nombre de clauses pou-
vant partager les mémes variables [Humbert 1995]. Cesatéstis restent malheureusem&tiR-complétes

4.2.2 MAXSAT

Bien qu’énoncé le plus souvent dans sa forme décisionh@RXSAT peut étre vu comme le probleme
d’optimisation deSAT .

Définition 4.7 (MAXSAT)
Instance SoientS un ensemble fini de symboles propositionrielsn ensemble fini de clauses construites$sur

1. x signifiant pour tout.
2.[s/r] désigne la partie entiere de/r).
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etk un entier naturel.
Question Existe-t-il une interprétation d& qui satisfasse au moirisclauses de.

Plus généralement, nous avons :

Définition 4.8 (MAX rSAT)

Instance SoientS un ensemble fini de symboles propositionriglsn ensemble fini de clauses construites$sur
contenant au plus littéraux etk un entier naturel.

Question Existe-t-il une interprétation d& qui satisfasse au moirisclauses de.

C.H. Papadimitiou reduMAX 2SAT en3SAT et prouve ainsi quMAX 2SAT estNP-complet(Theo-
rem 9.2 page 186 de [Papadimitriou 1994]). De maniere ploémgde, nous avons :

Propriété 4.8
Sir > 2 alorsMAX rSAT € NP-complet

Une fois de plus, il faut noter que bien q2®AT appartienne & MAX 2SAT appartient NP-complet

4.3 Quelques problemes liés a SAT

Nous terminons ce chapitre par la présentation de quelqobiemes gravitant autour de SAT. Nous ne
faisons pas ici une étude détaillée de ces problémes massmoas contentons simplement de les définir.
Cependant certains de ces problemes feront I'objet d'étplies complétes dans d’autres chapitres de cette
these.

4.3.1 Les champs de production

Les champs de production ont été introduits par P. Siegegf$i1987], le probléme correspondant se
définit de la fagon suivante :

Définition 4.9 (Champs de production)

Instance Un ensembleS de symboles propositionnels, une formule de la logique propositionnelle
construite suiS, €2 un ensemble de clauses construitesSur

Question Parmi les clauses d€, quelles sont celles qui sont conséquences logiquésde

4.3.2 Les ATMS

L'ATMS — « Assumption-Based Truth Maintenance Systenmtroduit par J. De Kleer [De Kleer 1986]
est un outil permettant des raisonnements révisables surades de connaissances. Sa particularité princi-
pale est d’effectuer une distinction entre des donnéesthgpes et des données non hypothéses. LATMS
est essentiellement un outil de raisonnement abductif.rBeipale fonction consiste a déterminer les
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conjonctions d’hypothéses qui, avec la connaissanceigenguit (dans le sens de déduire) une donnée quel-
conque.

Définition 4.10 (ATMS)

Instance Un ensembleS de symboles propositionnels, une formule de la logique propositionnelle
construite suxS, une partition deS en données hypothésiset données non hypothésés

Question & nogood») : Déterminer tous les monémesconstruits avec des symboles#etels quex Am
soit inconsistante et que pour tout sous-mon@meconstructible & partir den, sism # m alorsX A sm
est consistante.

Question { label») : Soitp un symbole propositionnel, déterminer tous les mondmesnstruits avec des
symboles dé{, tels que(X A m) E p et que pour tout sous-mondmae constructible a partir den, si
sm # m alors (X A sm) ¥ p.

Il faut remarquer qu’il existe des relations entre les ATM$es champs de productions. En effet, une
grande partie des informations devant étre fournies parfivi\peuvent étre définies en termes de champs
de production ou en termes de calcul d'impliqués premiers.

4.3.3 Recherche de modeles préférés

Dans certaines formalisations du raisonnement en inggltig artificielle ¢.g.non-monotonie, etc.), il
n'est pas rare de devoir différencier les modeéles d’une @ibenil est alors nécessaire de disposer de statuts
pour les modeéles et il est alors posssible de parler de prédérentre modéles. Dans ce cadre, I'information
qui nous intéresse ne sera plus I'obtention d’'un modéle @tods les modeéles) mais I'obtention d’'un
modéele préféré (ou de tous les modéles préférés) d’'une fermu

Définition 4.11 (Modéles préférés)

Instance Un ensembleS de symboles propositionnels, une formule de la logique propositionnelle
construite surS supposée consistante, une relation d’ordre (partiel ou total ou parfois un pré-oed
partiel ou total) sur les interprétations.

Question 1 Trouver un modeléd/ de¥ tel que pour tout modelg/’ deX¥, M < M'.

Question 2 Trouver tous les modele¥ deX tel que pour tout modeld/’ deX, M < M'.

Une perspective privilégiée au travail décrit dans cetésehest I'extension des travaux réalisés pour
SAT a un cadre de logique propositionnelle non monotone. Plésig¢ment, un algorithme simple et
souvent efficace pour rechercher des modeles préférés dareite de logique propositionnelle non mo-
notone étendue par adjonction de conditions d’anormadité& mis au point (cf. [Mazumt al. 1997a,
Mazureet al. 1997d, Grégoire & Mazure 1998]).

4.3.4 Recherche d'impliqués et d'impliquants

La recherche de I'ensemble des impliqués ou des impliquBnie formule de la logique proposition-
nelle est un probléme rencontré dans de nombreuses ajpieate probleme se formalise de la maniére
suivante :
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Définition 4.12 (Calcul d’impliqués ou d’impliquants)

Instance Un ensemble de symboles propositioniiglsine formule: construite surs.
Question 1 Déterminer les clausestelles queX kE .

Question 2 Déterminer les mondmes tels quem F X.

Les réponses a ces questions peuvent parfois aboutir dadeseslou a des monémes dont I'information
n’est pas toujours pertinente.@.une clause tautologique). Une reformulation de la quesioterme de
recherche d'impliquants et d'impliqués premiers permatdgeudre ce probleme.

4.3.5 Laconséquence logique ou interrogation d’'une base dennaissances

Définition 4.13 (Conséquence logique)

Instance Un ensemble de symboles propositionidgl¥ et 2 deux formules de la logique propositionnelle
construites susS.

Question Est-ce qué&? est une conséquence logiqueXeX E Q7?

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la questiocn @ ? » était équivalente aX A -2
est-elle inconsistante ? ». Cependant le probléme de lactiéduogique ne se borne pas a un probléme
de consistance. Il arrive fréquemment que la base de caamais évolue dans le temps par ajouts ou
retraits d’informations, ou encore qigsoit questionnée de multiples fois avec des requétes eliffés.

En fait, ce probléme de déduction n’est pas uniquementtréduin probléme de consistance. Il s’inscrit
aussi dans une problématique plus générale de représendas connaissances. En effet, le probleme de
la déduction logique semble plus proche du probléme oudiijest de déterminer une représentation
de la connaissance par laquelle la déduction peut s’effeetutemps polynomial. La compilation logique
de bases de connaissances est une des approches les plogéasplour résoudre ce probleme, elle fait
I'objet d’'une étude dans la troisieme partie de cette these.
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Chapitre 5

Etat de I'art

Cette partie du manuscrit a pour objectif de présenter liesipales méthodes de résolution §AT.
Il est possible de dégager deux types d’approches pour tassatisfaisabilité d’'une formule CNF: les
méthodes dites logiguement complétes par opposition aukadés dites incomplétes, ces derniéres ne
pouvant aboutir (sans certitude) que si la formule admet adéate. Par ailleurs, nous montrons que ces
deux maniéres d’aborder la résolution 8AT ne sont pas forcément antinomiques. En effet, il s'avére
gue I'une des voies les plus prometteuses en ce qui conce@mésadlution deSAT [Freuderet al. 1995,
Mazureet al. 1996a, Mazuret al. 1996b, Mazuret al. 1996¢, Selmaet al. 1997, Mazureet al. 1998a] se
trouve dans la mise au point d’'une méthode « mixte », c'atitéd’une méthode permettant d’allier le
caractere systématique des méthodes complétes et I'éfidas méthodes incompleétes. Nous présenterons
dans le chapitre 8 plusieurs combinaisons originales diélgnes complets et incomplets, dont certaines
donnent des résultats pratiques extrémement compétitifs.

Préalablement a la présentation des algorithmes, heurgstiou raffinements des techniques existantes
réalisés au cours de cette thése, cette partie introduativenéthodes de résolution 8AT nous permet
d’établir un bref état de I'art sur ce probléme. En effet,gné@lla complexité théorique de ce probléme, des
progres algorithmiques significatifs ont été obtenus cesiéles années et on assiste a un regain d'intérét
croissant quant a la compréhension du probl&#&E . Pour ce dernier point, citons par exemple, le résultat
obtenu par Chvatal et Szemerédi [Chvatal & Szemerédi 13&8]cernant les instanc&SAT générées
aléatoirement au pic de difficulté (cf. définition 3.13 etggaaphe 5.2.1). lIs ont montré que ces instances
sont difficiles pour la résolution: la longueur des preuvestcen moyenne, exponentiellement avec le
nombre de variables. Il fayirendre toute la mesurde ce résultat car il s’applique non seulement aux
méthodes utilisant le principe de résolution de RobinsoobjRson 1965] (cf. paragraphe 5.3.2) mais
aussi a toutes les méthodes énumératives du type procéglldavis & Putnam [Davis & Putnam 1960,
Daviset al. 1962] (cf. chapitre 7).

De nombreux résultats ont été obtenus ces dernieres arumées de la résolution du problénSAT.
Au vue de I'étendue des travaux réalisés sur le sujet, iltsdifeicile d’en dresser une liste exhaustive. Nous
limiterons notre présentation aux trois points suivants:

1. symétries;
2. génération aléatoire et phénomeénes de seuil ;

3. algorithmes.
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5.1 Les symétries

Une large classe de problémes présente une structure inésrsyue : les formules qui les représentent
restent invariantes sous certaines permutations de nowariddles. Plus formellement, une symétrie se
définit de la maniere suivante :

Définition 5.1 (Ensemble de littéraux complets)
Un ensembleP de littéraux est ditcompletsi chaque littéral de” possede son complémentaire ddhs
Vie P, -l eP.

Définition 5.2 (Symétrie)
SoientP un ensemble complet de littérauk,un ensemble de clauses construites a partiftiet o une
permutation définie suP (o : P — P). o est unesymétriede S si elle satisfait les conditions suivantes:

1.Vl € P, o(-l) = ~o(l);
2. 5(S) =S.

Krishnamurthy est a I'origine de cette définition des symétfKrishnamurthy 1982], par la suite B.
Benhamou et L. Sais ont étendu ce principe et ont notammemtréncomment il était possible de détec-
ter et d’exploiter efficacement les symétries au sein dewdffts algorithmes comme la SL-résolution, la
procédure de Davis & Putnam [Sais 1993, Benhamou & Sais 1894 méthode SCORE(FD/B) (cf. pa-
ragraphe 8.1.1.3) [Chabriet al. 1996, Chabrier 1997].

Un exemple classique de probléeme symétrique est celui desstet chaussettepigeons-holes pro-
blem), ou l'objectif est de rangeN chaussettes danB tiroirs ou encore de place¥ pigeons dans®
pigeonniers. Ce probléme polir = 3 et P = 2 se formalise de la fagon suivante :

Exemple 5.1 (Pigeons 3-2 et symétries)
Si I'on consideére que le littéral; ; signifie pigeon: dans pigeonnieyj, une représentation clausafedu
probléme des pigeons 3—-2 est:

ci: (1,1 Vi)
et (P21 VD2p)
ez (P31 Vps2)

(
(
(
cs: (mp11Vp2a)
cs: (mp11Vpsa)
c6: (P21 Vp3)
cr: (mp12Vpas)
cg: (Tp1,2Vp3e)
co: (P22 V p32)

Soito une permutation définie comme suit:

U(p1,1) =DP2,1 U("Pm) = P21
o(pa) = p3 o(p2,1) = P31
U(p3,1) =P, U("P371) = P11
U(p1,2) =P2,2 cr(—|p1’2) = P22
0(172,2) = D32 Cf(—'pz,z) = P32
U(p3,2) =DP1,2 U("P372) = P1,2
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La permutation ainsi définie est une symétrieSd&n effet:

oler) = ¢ )

o(ee) =c3

(7(63) =C1

o(eq) =g

o(es) =ca —=0o(S)=S
o(cg) =cs

o(er) = ¢

o(cg) =e7

(7(69) = Cg

La plupart des algorithmes de démonstration automatigeepioitent pas ces symeétries, dont I'uti-
lisation permettrait une amélioration des performancda eésolution de nombreux problémes réputés
difficiles.

En effet, la présence de symétries dans un ensemble de &g paititionne 'ensemble des solutions
potentielles. Il est possible alors de n’explorer qu’uratson par classe, le résultat de la recherche pouvant
étre transposé a toute la classe via la symétrie. En pratgjadournit donc un nouveau moyen d’'élagage
de I'espace de recherche, ce qui peut conduire a une rédwgicomplexité significative pour certaines
classes de problemes [Benhamou & Sais 1992, Chadiradr1996].

Des méthodes exploitant les symétries ont été mises en aansalifférents formalismes:

les formules propositionnelles clausales [Benhamou & $894] ;

les formules propositionnelles « générales » [Benhaghaili 1994, Belleannée & Vorc’h 1994];
les réseaux de contraintes [Benhamou 1994];

le langage SCORE(FD/B) [Chabrier 1997].

Dans tous les cas, la prise en compte des symétries par umdéateur réclame un algorithme de
détection de symétries d’une part et une technique d’etgtion des symétries trouvées d’'autre part.

La détection de symétries est un probléme difficile montiéivédent polynomialement au probléme
d’isomorphisme de graphégclasse de complexité ISO-complet) [Boy de la Tour & Dem©®3.%ais 1993,
Crawford 1992]. De ce fait, afin de ne pas nuire aux perforresida démonstrateur dans le cas général les
méthodes de détection proposées sont de nature incomi@égerithme fournit les symétries qui lui sont
possibles de déterminer en un temps limité a priori et échlans les autres cas.

L'expérimentation a montré que la prise en compte des syesdtar un démonstrateur permet d’amélio-
rer de fagon spectaculaire les performances sur certdasses de formules a fortes régularités, problémes
qui étaient jusqu’alors réputés comme extrémement dé8cil

Une voie complémentaire pour améliorer les performancesl@monstrateurs pour ces classes de for-
mules consiste a étendre le langage de formules, de faconwip@noncer explicitement certaines sy-
meétries. Il est notamment possible d’ajouter au langageod@erux connecteurs exprimant directement
des relations telles queau moinsp propositions vraies parmi ». L'ajout de ces connecteurs, appelés

1. Ce résultat est intéressant, car le classement du preldémétection d'isomorphisme de graphes demeure uneauestierte
(connu comme appartenant a NP et supposé non apparteniraeaNPetomplet). Certains auteurs pensent que ce problénagtizop
a une classe intermédiaire qui lie la classe P avec la claBse N
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opérateurs de cardinalité dans le cas clausal et opérditenmsgenes autrement, permet de généraliser la
représentation clausale classique et d’établir des liees la programmation linéaire 0/1. Il faut noter que
la modélisation d’un probléme est primordiale, I'efficéaite la résolution en dépend. Par exemple le seul
fait d'ajouter ces opérateurs de cardinalité a permis @ioibtune preuve d’insatisfaisabilité polynomiale
pour le probleme des pigeons. Cependant, des résultatgsé@re permis de montrer que le probleme de la
satisfaisabilité d'une formule constituée d’'un ensemiglelduses de Horn et d'un opérateur de cardinalité
appartient a la classe de complexite-complet[Bailleux & Marquis 1999].

5.2 Génération aléatoire et phénomenes de seuils

5.2.1 Lesinstance&SAT aléatoires

Une instanc&SAT aléatoire est caractérisée par trois parameétres:

1. son nombre de variabl&s;
2. son nombre de clauses;
3. etlataille des clausds

Le générateur standard d’instan&S\T consiste a générer des problémes ou toutes les clausessont d
taille fixe k. La génération d'une clause se fait en tirant, de manieaate,k variables distinctes parmi
I'ensemble des variables et en les négativant avec une pfiddae un demi.

Le modele de génération aléatok®AT fait actuellement I'objet de nombreuses études, du fail qu’
permet de générer des problémes tres difficiles pour towddesithmes existants.

5.2.2 Les seuils au rapporC'/V

Le phénoméne de seuil est un phénomene remarquable qui écétévert a I'origine pour certaines
propriétés de graphes aléatoires. Celui de la connexitétameexemple bien connu.

De fagon générale un phénomeéne de seuil pour un progrietg s’appliquant a des structures combi-
natoires aléatoires, signifie que lorsque certains paramétoluent, la probabilité querop soit satisfaite
passe brusquement de presdui presqué (ou inversement). De plus, le saut de probabilitél ded se
produit sur un intervalle de variation de parameétres qui @&wlevenir nul, lorsque la taille des structures
augmente. Le seuil est défini par le lieu limite des paraméitese produit le saut de probabilité pour
une taille infiniment grande des structures. Les phénontmesuil induisent asymptotiquement ce qui est
appelé des lois de probabilité— 1 [Lacoste 1996].

Un phénomene de seuil pour la cohérence des fornrk@AF aléatoires a été mis en évidence indépen-
damment par de nombreux chercheurs (cf. [Dubois & Carli@llgMitchell et al. 1992], [André 1993],
[Larrabee & Tusji 1993] et [Crawford & Auton 1993]). C’est fremier probléme n’appartenant pas a la
théorie des graphes, pour lequel on détecte une leil ne se déduisant pas d’'une Ibi- 1 connue en
logique!

On constate pour ces instandé¥AT aléatoires, ayant un nombre de variables dovinéne brusque
décroissance de la proportion d’instances satisfaisablésnction du rapport du nombre de clauSgsjue
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FIG. 5.1 —-Phénomeénes de seuil poBAT (k € {2,3,4})

I'on fait croitre, sur le nombre de variablgs (cf. FIG. 5.1).

Lorsque I'on fait croitrél/, pour unk fixé, la transition de la zone ou toutes les instances soistaat
sables a celles ou toutes sont non satisfaisables se pdaghsite méme domaine de valeurs du s€yiV,
mais la transition est de plus en plus brusque. C’est ce gligure I'existence d’un phénomeéne de seuil
comme le montre la figure 5.2 pour les instan88AT.
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FiG. 5.2 —Accroissement du phénoméne de seuil en fonction du nombarideles pour AT

Le seuil est défini par la valeur du rappd@f V' ou les instances générées passent brutalement de
la consistance vers l'inconsistance; p@8AT ce seuil est proche dé 252 (valeur déterminée expé-
rimentalement) [Cheesemahal. 1991, Crawford & Auton 1993, Duboit al. 1996, Mitchellet al. 1992,
Dubois & Boufkhad 1996, Al 1996]. De méme podBAT , le seuil, exprimé par le rati6’/V avoisine
expérimentalement la valeur @80 [Crawford & Auton 1993, Duboigt al. 1996]. De nombreuses per-
sonnes étudient ce phénomene de seuil et tentent de lodasgiquement la valeur de ce ratio critique.
La valeur pou2SAT a été démontrée égaleldChvatal & Reed 1992], mais polSAT k > 3 seules des
bornes inférieures et supérieures ont pu jusqu’alors &meodtrées. Duboist al. [Duboiset al. 1996] ont
établi une équation fonction dequi approche les valeurs de ce ratio critique. Pout 3, la meilleure

2. Il est courant de considérer que le seuil pour des instBRAT de tailles inférieures &00 variables avoising, 3 tandis que
pour des instances de plus grandes tailles le seuil 8& est jugé meilleur.
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borne inférieure démontrée, a notre connaissance, estétablie par Frieze et Suen qui s’éléva, 403
[Frieze & Suen 1996]. En ce qui concerne la borne supérieaneothbreux travaux ont été réalisés. Ré-
cemment O. Dubois et Y. Boufkhad [Dubois & Boufkhad 1997] étatbli une borne supérieure atteignant
4,64. Cette valeur a été obtenue a partir d’'une démonstratitsautt lesnegatively prime solutiond\PS).
Reprenant cette idée de NPS, Kirousisl. ont amélioré ce résultat pour atteindre la valeud g&b. Cette
valeur est a notre connaissance la meilleure borne supér@mais obtenue pour le seuil des instances
3SAT [Kirousiset al. 1998]. Il reste que ces valeurs sont encore loin du seuiltathexpérimentalement!

Par ailleurs, V. Chvatal et E. Szemerédi ont démontré que fmui &k > 3 et pour tout ratioC'/V’
supérieur ou égabd,7 x 2F, il existe une > 0 tel qu'avec une probabilité qui tend vetsquand le
nombre de variables tend vers I'infini, les instances gé@par ce modéle aléatoire standard sont in-
consistantes et que les preuves par résolution de la cladiseomportent au moind + €)" résolutions
[Chvatal & Szemerédi 1988]. Ce qui prouve que ces instanmeistss majoritairement difficiles pour la
résolution. D’'autre part, si I'on observe la courbe de diffi€ de résolution de ces problémes, on constate
que celle-ci n'est pas uniforme (cfi&. 5.3) mais qu'au contraire le pic de difficulté est atteintsauil,
c’est-a-dire la ou la probabilité de générer une instancsistante est dé/2 (cf. FIG. 5.4 page suivante).
Toutefois la preuve que les instances les plus difficile$ géritablement localisées au seuil reste a établir.
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FiG. 5.3 —Complexité des instanceSAT aléatoired

Ce phénomeéne de seuil fait I'objet de nombreuses rechemthg®sente de nombreux intéréts, par
exemple:

— il fournit la possibilité de prédire la satisfaisabilitude instancekSAT aléatoire en fonction du
rapportC/V';

— il permet de caractériser, pour la premiére fois des itssBAT difficiles & résoudre en moyenne
par toutes les méthodes développées: instances locatigéuil, c’est-a-dire au point d@% de
satisfaisabilité ;

— il a permis et permet la mise au point de méthodes de résnldti problémeAT de plus en plus
efficaces.

3. La difficulté de l'instance est ici exprimée en nombre gelp a la procédure de Davis & Putnam [Davis & Putnam 1960,
Daviset al. 1962] (cf. paragraphe 7) avec I'heuristique de branchemiéek« Jeroslow & Wang » [Jeroslow & Wang 1990].
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FIG. 5.4 —Seuil et pic de difficulté pour des instancé&AT aléatoires
5.2.3 Des modeles de génération aléatoirenon standard »

Il est clair que le modeéle de génération d’instances aléskSAT standard fournit des instances dif-
ficiles pour les solveurs actuels. Cependant il est intéaresge savoir dans quelle mesure il est possible
de décliner ce modéle de génération afin d’obtenir des iostaau moins aussi difficiles ou des instances
ou il est possible d’exhiber également un phénomene de @e@hcore des instances possédant certaines
propriétés comme par exemple la garantie gu’elles admettemoins une solution.

5.2.3.1 « Mixed clauses length modeb

L'une des premieres directions fut celle suivie par Gent &3W§Gent & Walsh 1994b] qui proposérent
un modéle de génération d’instances aléatoires ou la tiaelauses n’est plus fixe mixed clauses length
model ». La taille des clauses est ici tirée aléatoirement avecartaine probabilité. Différents modéles
de génération peuvent étre obtenus de cette maniére, nexpliriterons deux a titre d’exemples.

Le modéle2-3-SAT consiste a générer avec une probabilitd f2une clause binaire ou ternaire. Une
fois la longueur de la clause déterminée, la génération tie cause se fait de la méme maniére que pour
le générateur standard. Ce modéle de génération est unealigatéon immédiate du générateur standard
kSAT, il n’est donc pas surprenant qu’un phénomene de seuilé@aégdlement observé pour ce générateur
(cf. FIG. 5.5).

De méme, le pic de difficulté pour ces instances est atteiragportC /V correspondant 80% d’ins-
tances satisfaisables (cfid= 5.6), comme pour les instances du générateur standargéuSement ce pic
de difficulté n’est pas toujours atteint a ce méme endroiefiat si on considére les instanczgl-4-SAT ,
ou une clause de taillzest générée avec une probabilité de un tiers et une claua#leld est générée avec
une probabilité de deux tiers, ce pic de difficulté n’est @lisint Ia ot60% des instances sont satisfaisables
mais aux alentours d#8, 60% d'instances satisfaisables (cfid= 5.7 page 51)! Une caractéristique simi-
laire fut également observée par d’autres chercheurs fithé&pent des instances du modéle de génération
standard extrémement difficileet trés loin du seuil [Gent & Walsh 1994a, Smith & Grant 1995].

4. Par opposition au modele standard appébéed clauses length model
5. C'est-a-dire plus difficile en moyenne que les instanceseaiil.
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FIG. 5.6 —Seuil et pic de difficulté pour des instances &/3F

Ce modele de génération permet de générer des instances piashes » des problemes réels ou les
clauses sont de tailles variables.

5.2.3.2 Modéle aléatoirec régulier »

Bien que le modéle aléatoire standard génére des instagletisgmentréguliéresil subsiste tout de
méme une faible irrégularité en ce qui concerne I'apparities littéraux. En effet, certains littéraux appa-
raissent plus souvent que d’autres. De ce fait une méthadmeda procédure de Davis & Putnam associée
a une heuristique syntaxique exploite ce genre d'irrégékarAfin de rendre plus difficiles encore les ins-
tances du modéle standard, R. Génisson et L. Sais proposepoder que tous les littéraux apparaissent le
méme nombre de fois dans les instances générées [Génissais &ID4]. Cette maniére de procéder a ef-
fectivement permis d’obtenir des instances sensibleniastdifficiles a résoudre en pratique. Par ailleurs,
un phénomeéne de seuil a pu également étre mis en avant powdegende génération.
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5.2.3.3 Génération d’instances aléatoires consistantes

La génération d’instances AT aléatoires consistantes peut paraitre sans intérét,ymiismus savons
a I'avance résoudr8AT étant donné que nous connaissons a l'avance la réponse adtoqu « cette
instance est-elle consistante ? ». Cependant, en raisoévélogppement intensif des méthodes incomplétes
de recherche locale po8®AT, il est dévenu nécessaire d’'étre capable de générer dasdastconsistantes
« difficiles » afin d’évaluer ces approches. La solution lasglimple pour générer uniquement des instances
consistantes est de supprimer dans une base de clauseslésuttauses positives. C’est I'approche que
propose Morris [Morris 1993]. En effet, un modeéle triviat Bisterprétation qui falsifie toutes les variables.
Cependant ce modéle fournit des instances faciles a résddeci est di a une trop grande disparité entre
le nombre d’occurrences des littéraux positifs et négdefdinstance, la suppression de I'ensemble des
clauses positives étant bien évidemment la cause de csrié. Par ailleurs, ces instances souffrentd’un
autre léger défaut. Un solveur, aussi peu performant k@eut répondre immédiatement: « Oui, cette
instance admet un modéle », juste en détectant qu'il nexias de clauses positives dans cette instance.
Pour éliminer ce défaut, il suffit de renomnieertaines variables. Ainsi des clauses positives apsarais
et rendent I'instance plus naturelle et plus opaque powsdegurs.

Malgré ce renommage, le déséquilibre entre le nombre @editk positifs et négatifs demeure. Indé-
pendamment, A. Rauzy [Rauzy 1995a] et T. Castell [Castelb&rGl 1996a, Castell 1997] ont cherché a
contrdler cette différence. Le premier se restreint a leéggtion d’instance8SAT en introduisant quatre
nouveaux parametres 3, v etd afin de fixer la probabilité de générer une clause compospectgement
de0, 1, 2, ou 3 littéraux positifs. L'objectif étant de générer des insts consistantes tout respectant une
juste proportion entre les littéraux positifs et négatifsRauzy propose que les parametres satisfassent le
systéme suivant:

0=0 % Aucune clause totalement positive ne doit étre générée
0< o, B,7<1
at+fB+y=1

3a+8 =7 % Respectde I'équité entre le nombre de littéraux positifiégatifs

6. Pour quelgues variables et —v sont échangées (cf. définition 3.17 page 24).
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Dans [Castell & Cayrol 1996a] une approche similaire esppsée, introduisant un seul nouveau para-
meétre la probabilitépos de tirer un littéral positif. Cette approche est une versastrictive de la méthode
de A. Rauzy. La génération d’instances s’effectue comme tamodéle de génération aléatoire standard,
aux exceptions faites que la probabilité de tirer un litteasitif n’est plus égale a uh/2 mais appos et
gue les clauses totalement positives ne sont pas acceptées.

T. Castell et M. Cayrol ont cherché a faire correspondre &scanodéles de génération, en calculant
les valeurs dev, 3 ety en fonction deppos. lls aboutissent aux résultats suivants:

(1—ppos)®

Q= T ppos?)

8= ppos(1—ppos)®
—  (1—ppos®)

_ 3ppos®(1—ppos)
7= T T pposd)

En réinjectant ces valeurs dans le systeme d'équation®pégpar A. Rauzy, ils ont ainsi pu obtenir
la valeur deppos permettant de respecter I'équité entre le nombre de littépasitifs et négatifs dans les
instances de son modele de génération. Cette valeur réast’autre que I'inverse du famewombre d’ott
La liste déja longue des apparitions de ce nombre est & ctenpléec la génération aléatoire d’instances
de SAT.

Par ailleurs, T. Castell dans [Castell 1997] a mené une é@uayg@rique afin d’évaluer la difficulté des
instances produites par son modéle de génération en fardiopos et du rapportC/V. Les conclusions
de cette étude restent mitigées. En effet, il n’a pas étélgeste dégager une valeur des paramewgss
etC/V) telle qu'un large panel de stratégies éprouvent de la diféc résoudre les instances générées.

5.3 Algorithmes

De nombreuses études concernent les aspects algorittsrdgua résolution du problen®AT. Ces
travaux ont conduit & la proposition de multiples méthodssratégies que I'on classe selon leur éventuelle
complétude.

5.3.1 Algorithmes incomplets

Les algorithmes incomplets s’arrétent apres un temps fodvent polynomial) et donnent deux types
de réponse: « Oui, I'instance admet un modéle » ou « Impessliblconclure ». Dans ce dernier cas,
I'instance admet peut étre une solution mais I'algorithnéééaincapable de la fournir dans le temps qui lui
était imparti.

Parmi les algorithmes incomplets les plus efficaces §@Ur, on trouve essentiellement ceux a base de
recherche locale (recuit simulé, algorithme génétiqumuaetc.).

La recherche locale fait I'objet du prochain chapitre outgasentés divers algorithmes ainsi que nos
contributions dans ce cadre.
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Par ailleurs, la recherche locale n’est pas la seule méihodmpléte pouSAT. En effet, une méthode
énumérative comme la procédure Davis & Putnam peut étraiscimdompléte en limitant, par exemple, la
profondeur de I'arbre de recherche.

5.3.2 Algorithmes complets

A l'inverse des méthodes incomplétes, les algorithmes detsip’arrétent apres un temps pouvant étre
exponentiel par rapport a la taille de I'instance et donoeetréponse dans tous les cas, que l'instance soit
satisfaisable ou non.

Parmi les algorithmes complets, nous distinguons deuwstyfss algorithmes syntaxiques (basés sur
le principe de résolution de J.A. Robinson [Robinson 196®iRson 1965]) tres utilisés en logique du
premier ordre et les algorithmes sémantiques (a la Davist&d?n). Ces derniers apparaissent étre les plus
efficaces pour tester de maniéere logiquement compléteitdagaabilité d’'une formule.

5.3.2.1 Le principe de résolution

Le principe de résolution (anciennement appelé consemstig)n principe élémentaire mais fonda-
mental en logique. C’est un simple processus itératif, &obatape une nouvelle clause est générée par
I'application d’'une des deux régles suivantes.

SoitY un ensemble de clauses:

— Régle de résolutior:
si deux clauses, etc, appartenant & se résolvent en un littérélalors ajouter & la résolvante en
ldec; etes ;

— Reégle de fusion
sic ={a1,a0,...,an,1,61,02, .-, Bm, L, 1,72, - -, Yp } €St UNe clause de alors remplacet par
Cy = {Oél,OéQ, .- .,Oén,l,,Bl,,BQ, s 7Bma71772a' .- ,’Yp}

Le processus se termine soit par I'obtention d’une claude,\dauquel cas I'ensemble initial de clauses
est insatisfaisable, soit qu'aucune clause nouvelle ngspyplus étre produite, auquel cas I'ensemble de
clauses est satisfaisable. Lorsque plus aucune clauseihétpeproduite, on dit que 'ensemble de clauses
est saturé ou que 'on a effectué une saturation de cel@etie méthode est en fait basée sur le théoreme
suivant:

Théoreme 5.1
Soient deux clauses et s, Sic; etey se résolvent, alors la résolvante de et ¢, est une conséquence
logique der; etes.

Par ailleurs, la chaine de clauses permettant de produdlalae vide est appelée une réfutation de
I'ensemble de clauses. Il est également possible d’ajoamtetroisieme étape au principe de résolution qui
consiste a supprimer toutes les clauses redondantes dsdalbaonnaissances. Les clauses redondantes
sont celles qui peuvent étre subsumées par d’autres cldesadase.

Ce principe de résolution est relativement inefficace caolabre de résolvantes a effectuer est souvent
énorme ; 'espace mémoire requis devient donc trés impoetdes temps de calculs prohibitifs. De nom-

7. Chague résolvante produite permet d’expliciter unermfdion issue des clauses qui I'ont produite.
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breuses stratégies ont été proposées afin de minimiser lbraata clauses produites, parmi elles citons:
— la N-résolution [Robinson 1983];

— larésolution réguliére [Davist al. 1962, Tseitin 1968, Galil 1977];

— la résolution sémantique (PI-clash) [Chang & Lee 1973];

— larésolution linéaire et la SL-résolution [Kowalski & Kuger 1971, Cubbada & Mouseigne 1988];
— larésolution étendue [Tseitin 1968];

— larésolution par entrée [Chang & Lee 1973];

— la résolution unitaire [Dowling & Gallier 1984, Escalattaaz 1989];

— la résolution dirigée [Dechter & Rish 1994];

— larésolution bornée [Génisson & Siegel 1994] ;

5.3.2.2 La procédure de Davis & Putnam

La procédure de Davis & Putnam [Davis & Putnam 1960] est uorialyme énumératif simple qui
consiste en une exploration systématique de I'ensemblendeprétations afin de déterminer si I'une
d’entre elles est un modele. Cette procédure peut aisérirenagsimilée a une forme de résolution que
I'on nomme résolution dirigée [Dechter & Rish 1994].

Une grande partie des algorithmes complets les plus efficacar SAT s’appuient sur une version
améliorée de Davis & Putnam [Daws$ al. 1962]. Une étude plus détaillée des différentes variareezt
algorithme est faite dans le chapitre 7. Nous présentorisr@gat notre contribution a I'amélioration de
cette procédure. Par ailleurs, dans le chapitre 8, nousrormntomment faire coopérer des méthodes de
recherche locale avec des algorithmes complets de type DP.



Chapitre 6

Recherche locale

La génération d'instances aléatoires et la mise en avanplid&somenes de seuil (cf. paragraphe 5.2
page 46) qui montrent une séparation tranchée des instsatisfaisables de celles insatisfaisables, ont for-
tement contribué a la mise au point de techniques spéa@ali§¥es techniques se sont spécialisées soit dans
la recherche d’'une solution (techniques a base de rechlercdle), soit dans la preuve de la contradiction
(DP et ses variantes). La recherche locale constitue domalternative aux méthodes énumératives pour
I'obtention d’'un modele.

Les techniques a base de recherche locale ont été dévedoipjtédement afin de résoudre des pro-
blémes d’optimisation combinatoires. Dans le casSéd, les méthodes a base de recherche locale sont
des techniques incomplétes se restreignant au traiteredatabnsistance, c’est-a-dire qu’elles permettent
d’exhiber une solution mais ne garantissent pas son obtergit ne peuvent a priori prouver l'inconsis-
tance. Il faut noter que le principe de recherche localeééada recherche de solutions n’est pas récent.
Des méthodes comme le recuit-simulé, la recherche tabas etidorithmes génétiques [Goldberg 1989]
existent depuis fort longtemps et ont été appliquées avaesidans d’autres domaines. Mais ce n’est que
trées réecemment que I'efficacité de ces méthodes a été misernduesdeSAT [Hansen & Jaumard 1990,
Minton et al. 1990, Selmart al. 1992, Gu 1992, Jaumasgd al. 1993].

Larecherche locale po®AT, s’appuie sur un parcours non systématique (souvent sthghe) de I'es-
pace de recherche, c’est-a-dire de I'espace des intefiprétaA chaque pas, seulement quelques interpré-
tations sont examinées. En contrepartie, comparativeawrdpproches complétes, les algorithmes a base
de recherche locale jouissent d’une plus grande flexilditgs I'exploration de cet espace de recherche.
En effet, ces méthodes de recherche n'imposent pas, a,mfiorlre sur I'examen des interprétations, par
opposition par exemple a la procédure de Davis & Putnam liepitre 7) ou les interprétations sont testées
suivant une ordre induit par I'heuristique de branchem@atparativement aux recherches complétes, le
nombre d’interprétations visitées par la recherche loesi¢rés réduit. Malgré cela, ces algorithmes se sont
révélés d’'une efficacité redoutable pour la recherche defasd

Toutefois, il ne faut pas se leurrer quant a I'efficacité deetzherche locale. Méme si aujourd’hui, elle
est la seule méthode permettant dans la pratique de troonveodéle pour certaines instances consistantes,
I'espace de recherche a examiner peut étre si vaste que tesdaeg, comme tous les autres, admettent des
instances tres difficiles a résoudre. Par ailleurs, si lagezhe a échoué il est alors impossible de conclure
sur la satisfaisabilité ou non de l'instance. Seules degectures peuvent étre avancées, ce qui est trés
insuffisant dans le cadre du test de consistance.

55
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Nous commencgons ce chapitre par un bref état de I'art desoniéside recherche locale p&hT et
plus précisément par la présentation de I'algorithme GS2dlrharet al. 1992, Selmaret al. 1993]. Cet
algorithme est I'un des premiers a avoir permis la résatutle larges instances consistantes qui étaient
jusqu’alors inaccessibles. De nombreuses variantes tiernéthode ont été proposées, nous en décrivons
guelques-unes. La deuxieme partie de ce chapitre présemigarithme, appelé TSAT, basé sur GSAT et
sur la recherche tabou. Cet algorithme que nous avons misiatidonne des résultats trés satisfaisants sur
un large panel d’'instances [Mazuwgeal. 1995, Mazureet al. 1997e]. Avant de conclure ce chapitre dédié
a la recherche locale po@®AT, nous présenterons des résultats que nous avons obtenufgetdesla
génération de I'interprétation initiale par des algorigsale recherche locale.

6.1 Etatde l'art

Larecherche locale po&AT est une approche élémentaire qui consiste a se déplacerghétation en
interprétation jusqu’a I'obtention d’'un modéle. Le paysainsi décrit est un sous-ensemble de I'ensemble
des interprétations et les modéles sont les minima d’'unetifimd’évaluation. L'objectif de ces méthodes
est d’exhiber un modéle et donc d’'atteindre un point dortittele est minimal. Il est courant de parler
d’altitude et de paysage « montagneux » lorsque I'on dézgbmportement d’'une méthode de recherche
locale. En effet s'il était possible de représenter I'espaamplet des interprétations en fonction du nombre
de clauses falsifiées, ce paysage ressemblerait certaihame paysage alpin. Par conséquent, I'objectif
de ces méthodes est d’atteindre le niveau de la mer, c’dseame altitude zéro signifiant qu’aucune clause
n’est falsifiée et donc qu’un modéle a été trouve.

La fonction d’évaluation est trés souvent fonction du noendbe clauses falsifisées. Pour trouver un
point d’altitude minimale, il faut donc minimiser cette fiion d’évaluation. Le premier principe est la
« descente » c’est-a-dire que tant gu'il existe une intéatich au voisinage de l'interprétation courante
améliorant la fonction d’évaluation, il faut se déplacersveette interprétation voisine. Ce déplacement est
appelé réparation de I'interprétation courante.

Algorithme 6.1 RECHERCHE LOCALE

Function RECHERCHE_LOCALE : boolean
2. Input : ¥ un ensemble de clauses et max_reparations, le nombre maximum
de réparations autorisées ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;

4. Begin

5 Générer une configuration initiale I ; %% une interprétation compléte de X
6. nb_reparations=0 ; /7% Nombre de réparations effectuées
7 while (nb_reparations < max_reparations) and (I n’est pas un modéle)

8 do

9. if (une descente est possible)

10. then Remplacer I par une interprétation voisine permettant la descente ;
11. else Remplacer I par une interprétation suivant le critére d’échappement ;
12. fi

13. nb_reparations++ ;

14. done

15. return (I est modéle) ; // Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »

16. End
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Le voisinage est a définir et varie suivant les algorithmesedberche locale. POSAT, le voisinage
considéré est le plus souvent 'ensemble des interprégatistantes dé, en terme de la distance dexM -
MING (cf. définition 2.7).

Appliqué seul, le principe de descente conduit souvent ainmmm local. Ce minimum local est une
interprétation qui n’est pas un modele et pour laquelleekiste pas dans son voisinage d'interprétation
permettant de minimiser la fonction d’évaluation. Il faldra appliquer un second principe pour sortir du
minimum local : le principe d’échappement. Il doit permetlie s’éloigner suffisamment de 'interprétation
courante afin d’éviter de la revisiter une nouvelle fois. @agpe autorise donc des dégradations de la va-
leur de la fonction objective. Il existe différentes stoaéds pour s’échapper d’'un minimum local (aléatoire,
retour arriére, tabou, etc.) et différentes maniéres datléser (tout au long de la recherche, uniquement
lorsqu’un minimum local a été atteint, etc.). C'est souvanprincipe qui différencie les multiples algo-
rithmes de recherche locale poBAT. L'algorithme 6.1 page précédente décrit succinctemealeul
effectué par une méthode de recherche locale.

Réaliser le meilleur déplacement (c’est-a-dire choisik Imeilleur » voisin) constitue la motivation
principale des méthodes de recherche locale. En effet;rdiéter I'interprétation qui parmi un ensemble
d’interprétations est celle qui est la plus proche de I'otiféc’est-a-dire celle qui permettra d’atteindre
un modele avec le plus petit nombre de déplacements), edtiane délicate étant donné que le nombre
d’interprétations pouvant étre examinées est extrémengenit par rapport au nombre d’interprétations
admises par la formule. Par ailleurs, la recherche abautide plus souvent & un minimum local, les
techniques d’échappement jouent un réle primordial paeffitacité des méthodes. La littérature sur le
sujet foisonne, nous présentons une liste non exhaustigéfdeents algorithmes.

6.1.1 Algorithme glouton : « Hill-Climbing »

Dans cette méthode, une configuration initiale est cond&lét soumise & des changements locaux
améliorant a chaque fois la fonction objective ou d’évaamtusqu’a trouver un optimum, le plus souvent
local. Cet algorithme ne fait donc que I'étape de descemte gtliser de mécanisme d’échappement.

Algorithme 6.2 HILL-CLIMBING
1. Function HiLL_CLIMBING : boolean

2. Input : ¥ un ensemble de clauses ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;
4. Begin

5. Générer une configuration initiale I ; %% une interprétation compléte de X
6. while (une descente est possible) and (I n’est pas un modéle)

7. do

8. Remplacer I par une interprétation voisine permettant la descente ;

9. done

10. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »
11. End

Une telle méthode souffre d’'un inconvénient: I'arrét dgsrlemier optimum rencontré. Au vu de I'éten-
due de I'espace possible des interprétati@ignembre de propositions de linstange)j| ast clair que généralement
I'optimum atteint est local. Comme la procédure ne prévag de moyen d’échappement, cet algorithme
est tres inefficace.
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6.1.2 Le Recuit Simulé

Dans cette méthode, a I'origine utilisée pour caractétiéeolution d’'un systéme thermo-dynamique
(d’ou son nom), une configuration initiale est générée, panishangement local est considéré et son effet
sur la fonction objective est calculé. Si le changement ggae une amélioration, il est alors effectué,
sinon une probabilité d’acceptation est calculée. Cettbgtilité évolue en fonction de la détérioration de
la configuration et du temps de recherche (plus la configurate détériore et le temps passé augmente,
plus la probabilité décroit). Une fois cette probabilittcaée, un nombre aléatoire enfiet 1 est généré.

Le changement est accepté si et seulement si ce nombrei@éstanférieur a la probabilité calculée. Cette
procédure s’arréte lorsqu’aucune réparation locale ia#ectuée pendant un nombre donné d'itérations.

Algorithme 6.3 RECUIT SIMULE

1. Function RECUIT_SIMULE : boolean
2. Input : e X un ensemble de clauses,

e p : la valeur initale de la probabilité d’accepter une nouvelle
interprétation lorsque 1’interprétation courante n’autorise
aucune descente,

e une fonction f de recalcul de cette probabilite,

e max_stag, le nombre maximum de stagnations autorisées ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;

4. Begin

5 Générer une configuration initiale I ; %% une interprétation compléte de X

6. stag=0 ; %% Nombre de stagnations sur 1’interprétation courante

7 nb_reparation=0 ; /7% Nombre de réparations effectuées

8 proba=p ; /4% Probabilité d’acceptation, recalculé tout au long de la recherche

9. while (stag < max_stag) and (I n’est pas un modéle)

10. do

11. if (une descente est possible)

12. then

13. Remplacer I par une interprétation voisine permettant la descente ;

14. stag=0 ;

15. nb_reparation++ ;

16. else

17. choisir I’ une interprétation voisine de I ;

18. proba=f (proba,nb_reparation,I,I’,¥) ; /%% la probabilité est recalculée
/4% en fonction du temps passé et de la détérioration de la configuration

19. a=un nombre aléatoire entre 0 et 1 ;

20. if (a < proba)

21. then

22. I=I’ ;

23. nb_reparation++ ;

24, stag=0 ;

25. else

26. stagtt ;

27. fi

28. fi

29. done

30. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »

31. End
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Contrairement au Hill-Climbing, ici la procédure ne s'aer@as au premier optimum rencontré, I'en-
semble des solutions potentielles est donc mieux explape@dant la possibilité de ne pas obtenir I'op-
timum global persiste. De fait, aucun algorithme de redieldocale ne peut garantir 'obtention de la
solution.

L'inconvénient majeur de cette technique est qu’elle pdssie nombreux parametres qui sont extré-
mement difficiles a régler. De plus, comme pour la plupartrdéthodes de recherche locale, les valeurs
des parameétres ont une grande influence sur la performara@ceédure.

Par ailleurs, I'algorithme proposé donne juste une repitésen de I'ossature d’un algorithme a base de
Recuit Simulé [Kirkpatriclet al. 1983]. En effet, il est possible de dériver de ce modéle deésgmtation de
nombreuses variantes, aussi singuliéres les unes quettes,alont le comportement en terme d’efficacité
peut se révéler extrémement fluctuant.

6.1.3 La méthode tabou

Le principe de cette méthode est relativement simple, isi=b@ en une descente jusqu’a atteindre un
optimum. Si cet optimum n’est pas global, un changement ldaas le sens de la plus petite régression
s’effectue avec cependant un certain nombre de changemeantdits (liste tabou). Cette liste d’interdits,
gérée le plus souvent en FIEQévolue tout au long de la recherche, ceci afin d’éviter lenphé&ne de
« cuvette ». La procédure s’arréte quand il n’y a plus d’aonétion pendant un certain nombre d'itérations.

Algorithme 6.4 TABOU

1. Function TABOU : boolean
2. Input : e Y un ensemble de clauses,
e 1 : la longueur de la liste tabou,

e it_max : nombre d’itérations maximum sans amélioration ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;

4. Begin

5 Générer une configuration initiale I ; %% une interprétation compléte de %
6. nb_it=0 ; /%% Nombre d’itérations sans améliorations
7 liste= new FIFO de taille 1 ; /% Création de la liste tabou d’interprétations
8 while (nb_it < it_max) and (I n’est pas un modéle)

9. do

10. mettre a jour liste avec I ;

11. if (une descente est possible)

12. then

13. Remplacer I par une interprétation voisine permettant la descente ;

14. nb_it=0 ;

15. else

16. Remplacer I par une interprétation voisine telle qu’elle engendre la

plus petite régression de la fonction objectif et qu’elle ¢ liste ;
17. nb_it++ ;

18. fi

19. done

20. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »
21. End

1. First In First Out.
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Comme pour le Recuit-Simulé, il existe de multiples vagantle I'algorithme tabou [Glover 1989,
Glover 1990]. Nous décrivons plus en détails quelques graridcipes de cette méthode (regles d’applica-
tion, critére d'aspiration, etc.) lors du passage consadia@gorithme de recherche locale que nous avons
mis au point (cf. paragraphe 6.2). Cet algorithme nommé TERbu Search for SATest basé sur la
méthode tabou, comme son nom l'indique.

6.1.4 GSAT et ses variantes

GSAT? est certainement la plus connue des méthodes de rechecelepourSAT. Cet algorithme fut
proposeé initialement en 1992 par Selnwml. [Selmanet al. 1992], mais c’est lors du 8econd Challenge
on Satisfiability Testing de DIMACS en 1993 [DIM1993], que des variantes extrémeraé#fitaces de
cet algorithme furent proposées [Selnsral. 1993]. En 1993, le papier traitant de cet algorithme a été
couronné d'un prix a la conférence AAAI'S3

Il existe peu de différences entre GSAT et les méthodes dwrelge locale « classique » présentées
précédemment. La fonction d’évaluation de cette méthode fda plus naturelle qu’il soit, c’est-a-dire
le nombre de clauses falsifiées. Cette fonction d'évalnatst couramment dénomméamin-conflict»
[Minton et al. 1990]. Le voisinage reste identique a la description quesrsuavons faite préalablement.
En effet le voisinage utilisé par GSAT est un « voisinagedisec’est-a-dire que les interprétations voisines
sont toutes les interprétations qui different de I'intétation courante delittéral. La fonctionV oisins se
définit alors comme::

Définition 6.1 (Voisinage direct)
Voisinsgirect(I) = {J | J est une interprétation €ty (I, .J) = 1}.

Il est possible de généraliser cette notion de voisinageateare a considérer toutes les interprétations
distantes, en terme deAMMING, d’une longueur inférieure ou égale a une constantee probleme de
cette généralisation est que plhsest élevé, plus la sélection du meilleur voisin sera congktxcol-
teuse en temps. De nombreuses expérimentations afin diobtenvaleur optimum dé ont été réalisées
[Bailleux 1998]. Cependant, il n’existe pas a notre corsaise d’'algorithmes de recherche locale consi-
dérant des voisinages pokir> 1.

La description de GSAT peut se faire de maniére trés suectacit cet algorithme est simple. Cet
algorithme commence par générer une interprétation camgés variables propositionnelles. Le choix de
I'interprétation initiale s’opére de la fagcon suivante upahaque proposition, avec une probabilité de un
demi, on choisit de I'affecter ¥ ou aF. La plupart (voire méme la totalité) des algorithmes de eecihe
locale utilisent ce principe pour générer la configuratitiale, nous verrons plus tard dans ce chapitre
d’autres manieres de choisir I'interprétation initiald. (aragraphe 6.3).

Une fois, la configuration initiale déterminée, I'algonitk effectue un certain nombre de réparations
jusqu’a trouver un modéle. Une inversion ou une réparationelvariable est simplement une inversion
de la valeur d’'une variable propositionnélld_e nombre d’inversionsMax_Flips) autorisées est fixé
au départ de la procédure. Si I'algorithme ne trouve pas tdico, la procédure recommence avec une
nouvelle interprétation initiale. Ce processus peut sétefun nombre maximal de foidgx_Tries) fixé

2. Greedy algorithm for SAT

3. Il est a noter que des algorithmes trés similaires a GSATetEnproposées antérieurement ou simultanément et indémen
ment par d'autres chercheurs, citons notamment 'algoettde Hansen & Jaumard poMAXSAT [Hansen & Jaumard 1990] et
I'algorithme de Gu pouBAT [Gu 1992].

4. Nous employons également le terme anglo-saxéip ® et méme le néologismefhpper une variable » signifiant inverser la
valeur de cette variable.
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au démarrage de la procédure. L'algorithme 6.5 ci-dessmibétise cette description.

Dans cet algorithme, nous observons (ligne 22) que le charimnples meilleurs voisins est laissé au
hasard. I.P. Gent et T. Walsh proposent d’autres critérebdig plus déterministes [Gent & Walsh 1993b].
Ils suggérent notammment de choisir la variable qui a éteumanciennement flippée dans le temps. Dans
I'éventualité ou plusieurs variables n’'ont jamais été #ipp, un ordre arbitraire mais fixe détermine la
variable a sélectionner.

Algorithme 6.5 GSAT

1. Function GSAT : boolean

2. Input : ¥ un ensemble de clauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;

4. Begin

5. for i from 1 to Max_Tries

6. do

7. I=une interprétation compléte générée aléatoirement ;

8. for j from 1 to Max_Flips

9. do

10. if (I est un modéle)

11. then

12. return true ;

13. else

14, foreach variable v de ¥

15. do

16. fals_to_sat[v]=le nombre de clauses falsifiées par I qui
deviendraient satisfaites, si v était flippée ;

17. sat_to_fals[v]=le nombre clauses satisfaites par I qui
deviendraient falsifiées, si v était flippée ;

18. score[v]=fals_to_sat[v]-sat_to_fals[v] ; %% min-conflict

19. done

20. list_of_max_diff=1liste des variables ayant le meilleur score ;

21. x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;

22. I=(I avec la valeur d’affectation de x inversée) ;

23. fi

24, done

25. done

26. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »

27. End

GSAT ne présente pas, comme pour les méthodes précédeménates] deux phases bien distinctes:
descente et échappement. En effet, la descente n’est paidiescente stricte, elle autorise des remontées
de la fonction d’évaluation. Plus précisément, sstere est positif, le nombre de clauses falsifiees va
effectivement diminuer (hous sommes dans une phase dendelscsi lescore est nul, le nombre total
de clauses insatisfaites reste constant (nous sommeskosnfiguration appelée plateau et I'algorithme
explore ce plateau afin de trouver un voisin de méme altituigeelrmettant d’échapper a ce minimum local
[Minton et al. 1990]). Enfin, si lescore est négatif, I'algorithme s’éloigne de son objectif, nooamses
donc en phase de remontée. RBesres négatifs sont relativement courants et souvent indigees pour
assurer I'efficacité de cette méthode.

GSAT autorise donc les dégradations de la fonction objeetivcours de la recherche, ce qui peut étre
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considéré comme un moyen de s’échapper d’un optimum local.

Par ailleurs, il existe une phase d’échappement dans cétteonte. Elle consiste en un redémarrage de
la procédure avec une nouvelle configuration initiale. Gagbe relativement brutale est un procédé radical
pour sortir des optima locaux. De plus, un choix aléatoiteeffectué parmi les variables présentant le
meilleurscore. Ce caractére aléatoire permet assurément d’éviter deneomBips récurrents.

Il reste que cette approche conduit le plus souvent a un aptitocal. C’est pourquoi de nombreuses
variantes de cet algorithme ont vu le jour [Selman & Kautz3l§9nous ne décrivons ici que celles qui
nous semblent les plus représentatives.

6.1.4.1 Random Walk Strategy

Nous présentons ici, une des meilleures améliorations d& G&Imanet al. 1994] : «Random Walk
Strategy». Lorsqu’il est fait référence a GSAT, on fait frequemmeiiérence implicitement a GSARan-
dom Walk StrategyGSAT+RWS). Afin d’éviter toute confusion, nous distinggoriairement les deux
approches dans cette these.

Random Walk Strateggomme son nom l'indique s’appuie sur une série de déplatenadéatoires
pour s’extraire des extremums locaux. Ces déplacememtmaks s'effectuent de la maniére suivante:
— avec une probabilitg, on choisit aléatoirement de flipper une variable parmid@amble des variables
apparaissant dans les clauses falsifiées, c'est-a-dixategles ayant une valeur dals_to_sat
(cf. algorithme 6.5) strictement positive ;
— avec une probabilité — p, on élit la variable a réparer de la méme maniére que dans GSAT

L'adaptation de GSAT vers GSAT+RWS est présentée danoliigne 6.6 de la présente page.

L'introduction de ces déplacements aléatoires dans GSAGrmip de montrer expérimentalement que
I'algorithme converge plus rapidement et nécessite pessdis [Selmaet al. 1994]. Pour un comporte-
ment expérimental optimal de I'algorithme, B. Selnedial. proposent d'utiliser une valeur de la probabilité
p comprise entr®, 5 et0, 6.

B. Selman et H. Kautz dans [Selman & Kautz 1995], proposesrdes variantes autour des déplace-
ments aléatoires. Une premiére variante consiste a settiles réparations aléatoires que lorsque I'algo-
rithme a atteint un minimum local, c’est-a-dire lorsquex_diff < 0). Une seconde variante différe par
I'ensemble des variables susceptibles d’étre réparéegilan déplacement aléatoire. Initialement, il est
proposeé de choisir une variable parmi celles qui, par letgrsion, vont satisfaire au moins une clause qui
était falsifiée par I'interprétation courante. L'optiorak » consiste a choisir une variable parmi 'ensemble
complet des variables sans aucune distinction suivarg titférents scores.

Cependant, il semble que I'optidRandom Walk Stratedw plus performante soit celle proposée ini-
tialement [Selman & Kautz 1995]. Soulignons par ailleurs imtroduction de ce caractere aléatoire peut
toutefois rendre GSAT moins efficace sur certaines instfClea & lwama 1995].
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Algorithme 6.6 GSAT+RWS

1. Function GSAT+RWS : boolean
2. Input : ¥ un ensemble de clauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips,
une probabilité p de réparer aléatoirement ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;

4. Begin

5 for i from 1 to Max_Tries do

6. I=une interprétation compléte générée aléatoirement ;

7 for j from 1 to Max_Flips do

8 if (I est un modéle) then return true ;

9. else

10. foreach variable v de ¥ do

11. fals_to_sat[v]=le nombre de clauses falsifiées par I qui
deviendraient satisfaites, si v était flippée ;

12. sat_to_fals[v]=le nombre clauses satisfaites par I qui
deviendraient falsifiées, si v était flippée ;

13. scorel[v]=fals_to_sat[v]-sat_to_falsl[v] ; %% min-conflict

14. done

15. list_of_max_diff=1liste des variables ayant le meilleur score ;

16. list_of _FalsToSat_pos=liste des variables t.q. fals_to_sat[v]>0 ;

17. n=un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;

18. if (p > n)

19. then %% Random Walk Strategy

20. x=une variable au hasard parmi list_of_FalsToSat_pos ;

21. else A% GSAT classique

22. x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;

23. fi

24. I=(I avec la valeur d’affectation de x inversée) ;

25. fi

26. done

27. done

28. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »

29. End

6.1.4.2 Break Out Method

La méthode proposée par P. Morris, appelé@reak Out Method> [Morris 1993], est une stratégie
différente de celle de GSAT. Cependant une approche siméaété développée pour GSAT par B. Selman
et H.A. KautZ [Selman & Kautz 1993a].

Afin d’échapper aux minima locaux, P. Morris suggere uneriggie de pondération des clauses. Cette
pondération permet de modifier dynamiquement la fonctiévaluation durant la recherche.

Au départ de la procédure, chaque clause se voit créditerpbids del. Lorsqu’un extremum local
est atteint, les clauses falsifiées par 'interprétatiourante voient leur poids augmenté tle_a variable
a réparer est celle qui fournira une interprétation maxamisa somme des poids des clauses satisfaites
et/ou minimisant la somme des poids des clauses falsifiéesefia nouvelle interprétation. Le voisinage
utilisé dans cette méthode reste identique a celui de GS#av@ir un voisinage direct (cf. algorithme 6.7).

5. Selman et Kautz nomment leur approcheeight» dans leur implantation de GSAT [Selman & Kautz 1995].
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Cette stratégie s’avere parfois plus performante que G8W'S, particulierement sur des instances a peu
de solutions ou & solutions isomorphes [Cha & lwama 1995].

Contrairement aux autres algorithmes de réparation Idexieeption faite de Tabou), cet algorithme
guide son exploration future par celle déja effectuée. jgotif de cette méthode est donc « d’apprendre »
afin d’atténuer et méme d’éliminer I'attraction des minirnedux rencontrés ultérieurement.

Il est & noter qu’une autre voie pour atteindre cet objestiiéajouter a la base de connaissances, des
clauses permettant de « gommer » ce minimum local [Ginsbeviz&llester 1994, Cha & lwama 1995,
Hao & Tétard 1996]. Par ailleurs, I'ajout des clauses peuingétre de transformer la recherche locale
en une méthode compléte. Cependant ces méthodes a baseddetiprode clauses sont extrémement
gourmandes en espace mémoire et leur efficacité reste agorouv

Algorithme 6.7 BREAK OUT METHOD

1. Function BrREAK_OUT_METHOD : boolean

2. Input : ¥ un ensemble de clauses de poids 1 ;

3. Output : true si un modéle de ¥ est trouvé ; %% la fonction boucle sinon ..

4. Begin

5. I=une interprétation compléte générée aléatoirement ;

6. while (I n’est pas un modéle)

7. do

8. if (Aucune descente n’est possible)

9. then

10. foreach clause c falsifiée

11. do

12. augmenter le poids de c ;

13. done

14. fi

15. Remplacer I par 1l’interprétation minimisant (et/ou maximisant) la somme
des poids des clauses falsifiées (satisfaites) ;

16. done

17. return true ;

18. End

De nombreuse déclinaisons de la procédure de P. Morris @préposées, citons par exemple celle de
Selman et Kautz [Selman & Kautz 1993a] qui suggérent entiresude réinitialiser les poids dés que des
descentes onteu lieu, et d'incrémenter le poids des claisefacteur donné en parameétre de la procédure.
T. Castell et M. Cayrol dans [Castell & Cayrol 19964a] utilisene version de Break Out Method intégrant
un systeme de « saut » et d’interprétation miroir pour itlisieur propos sur la génération d’instances aléa-
toires (cf. page 51). lls étendent le voisinage avec I'mté&tation miroir qui n’est autre que I'interprétation
complémentaire de l'interprétation courante et propoderftipper I'ensemble des variables apparaissant
dans les clauses falsifiées (« saut ») lorsque 'algorithistéednt un optimum local. Dans le méme article
[Castell & Cayrol 1996a] une seconde version de I'algorittda P. Morris est présentée, dans laquelle I'in-
terprétation miroir est choisie comme nouvelle intergrétacourante lorsque I'on a atteint un minimum
local (cette version n’étend pas le voisinage).
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6.1.5 WSAT et ses variantes

WSAT ou « WalkSAT» est I'héritier direct de GSAT. Cet algorithme proposé peintan, Kautz et
Cohen [Selmaget al. 1994] peut étre vu comme une nouvelle adaptation Bardom Walk Strategyou
un procédé aléatoire n'est plus seulement utilisé pouttisier des optima locaux mais aussi comme un
moyen de diminuer le nombre d’interprétations voisines.

En effet, dans WSAT le voisinage est un sous-ensemble dinagis direct utilisé par GSAT. Dans
cette méthode, une clause falsifiée est choisie aléatanteghe’est parmi les variables de cette clause que
la variable a réparer est élue. WSAT définit donc un voisiregg@&mement réduit, qui accélére notablement
les temps de calcul. La fonction voisinage de WSAT est unetfon a deux paramétres: I'interprétation
courantel et une clause falsifiée parl et se définit de la fagon suivante :

Définition 6.2 (Voisinage de WSAT)
Voisinsysat(I,c) = {J | J estune interprétation t.§4(;, ;) = {} avecz une variable appartenanta

La fonction d’évaluation reste min-conflict», a savoir que la variable réparée est celle qui permet de
réduire au maximum, le nombre de clauses falsifiées. Comme@8AT, I'exploration des plateaux et les
remontées sont autorisées. L'algorithme 6.8 ci-dessocrit détte procédure.

Algorithme 6.8 WSAT
1. Function WSAT : boolean

2. Input : ¥ un ensemble de clauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;
4. Begin

5. for i from 1 to Max_Tries

6. do

7. I=une interprétation compléte générée aléatoirement ;

8. for j from 1 to Max_Flips

9. do

10. if (I est un modéle)

11. then

12. return true ;

13. else

14. c=une clause au hasard parmi les clauses falsifiées par I ;

15. foreach variable v de c

16. do

17. Calculer scorelv] ; 4% le score utilisé est min-conflict
18. done

19. list_of_max_diff=1liste des variables ayant le meilleur score ;
20. x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;

21. I=(I avec la valeur d’affectation de x inversée) ;

22. fi

23. done

24, done

25. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »

26. End
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Les différentes optimisations mises au point pour GSATypatiaisément se greffer a WSAT. Nous re-
streignons notre présentation a I'adaptation &ardom Walk Strategypour WSAT et aux deux nouvelles
stratégies qui sont actuellement reconnues comme lesffiteces [McAllesteet al. 1997].

6.1.5.1 Noise

L'adaptation de |Random Walk Strategya WSAT est immédiate :

— avec la probabilitg on répare une variable au hasard dans la clause falsifiégelpogéalablement;;

— avec une probabilité — p on répare la variable possédant le meilleur score parmideahles de la
clause.

Dans l'algorithme de WSAT (cf. 6.8 page précédente), il sdffiremplacer la ligne 20 par le pseudo-
code suivant:

Algorithme 6.9 WSAT+NOISE
. /% Lignes 1 & 19 de WSAT
20. n=un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;

20.a if (p > n)

20.b then 4% Noise
20.c x=une variable au hasard parmi les variables de c;

20.d else %% WSAT classique : min-conflict
20.e x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;

20.f fi
. %/ Lignes 21 & 26 de WSAT

Cette stratégie est appelé@eise» dans I'implantation originelle de WSAT.

Il faut noter que si I'on fixep a1, cet algorithme est présenté dans [Papadimitriou 199H. Bapadi-
mitriou prouve dans le méme article que de maniéere prolabiit algorithme permet de résoudre en temps
quadratique les instanc2SAT ; ce résultat ayant essentiellement un intérét théorique.

Théoréme 6.1 ([Papadimitriou 1991])
SoitY une instance consistant®2T construite sum variables. SMax_Tries > 2n? alors la probabilité
pour que WSAT+Noise (avec= 1) trouve un modeéle est supérieure a un demi.

6.1.5.2 Novelty

Dans la stratégie &lovelty», les variables (de la clause falsifiée tirée aléatoirejrsonit triées en
fonction de leur score (toujoursmin-conflict»). Un critére d’ancienneté permet par la suite de désigner |
variable & réparer. En effet, dans cette stratégie, cheayisble se voit associé un entidéefel) indiquant
a quel moment remonte son dernier flip.

Lors de I'élection de la variable a flipper, les deux varialdeaivées en téte lors du tri, sont considérées.
Si la meilleure de ces deux variables est la moins récemmpepéd, c’est elle qui est choisie, sinon avec
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une probabilité, on choisit la seconde variable et avec la probabilité cémpghtaire on choisit la meilleure
variable.

L'algorithme 6.10 ci-dessous décrit en détail I'algorithitVSAT+Novelty.

Algorithme 6.10 WSAT+NOVELTY

1. Function GSAT+NOVELTY : boolean

2. Input : ¥ un ensemble de clauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips,
une probabilité p de réparer la variable la moins récemment flippée ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;

4. Begin

5 for i from 1 to Max_Tries do

6. I=une interprétation compléte générée aléatoirement ;

7 foreach variable in ¥ do

8 level[v]=0 ;

9. done

10. for j from 1 to Max_Flips do

11. if (I est un modéle) then return true ;

12. else

13. c=une clause au hasard parmi les clauses falsifiées par I ;

14. foreach variable v de c do

15. Calculer scorelv] ; A% le score utilisé est min-conflict

16. done

17. v_best=la variable ayant le meilleur score ;

18. v_second=la variable ayant le deuxiéme meilleur score ;

19. if (scorel[v_best]==scorel[v_second]) then

20. if (levell[v_best] > level[v_second])

21. then x=v_second ;

22. else x=v_best ;

23. fi

24, elif (level[v_best] < levell[v_second])

25. then x=v_best ;

26 else

27. n=un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;

28. if (p > n)

29. then x=v_second ;

30. else x=v_best ;

31. fi

32. fi

33. I=(I avec la valeur d’affectation de x inversée) ;

34, levellx]=j ;

35. fi

36. done

37. done

38. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »

39. End

Le critere d’ancienneté utilisé permet d’éviter des fligptrécurrents. Il peut étre assimilé a une sorte
de tabou, dans le sens ou on minimise le risque qu’une varié@bemment flippée le soit de nouveau.
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En fixant la probabilité pour Noise(®6, la combinaison de Noise et Novelty semble, sur la base t&e tes
étudiés par McAllesteet al, améliorer trés nettement les performances de WSAT [Matdiet al. 1997].
Cependant a notre connaissance, aucun réglage du parapeéuela procédure Novelty n'a été proposé,
ce qui rend la stratégie difficilement exploitable.

6.1.5.3 R-Novelty

La stratégie ®R-Novelty» est un raffinement deNMovelty». Comme pour WSAT+Novelty, les variables
possédant les deux meilleurs scores sont étudiées. Lésgamsont identiques sauf lorsque la meilleure
variable fr_best) est la plus récemment flippée. Dans ce cas, la différdneetre les scores des deux
meilleures variabless(best etv_second) est considérée. Quatre cas sont distingués::

1. p<0,5etd > 1:v_best est choisie;

2. p<0,5etd = 1:avec la probabilit€p, v_second est choisie et avec la probabilité- 2p, v_best
est choisie;

3. p>0,5etd = 1: v_second est choisie;

4. p > 0,5etd > 1: avec la probabilit€(p — 0,5), v_second est choisie et avec la probabilité
1—-2(p—0,5), v_best est choisie.

Les modifications a effectuer a I'algorithme WSAT+Noveltf. @lgorithme 6.10 page précédente), pour
obtenir celui de WSAT+R-Novelty portent sur les lignes coisgs entre 27 et 32. Ces lignes doivent étre
remplacées par le pseudo-code ci-dessous.

Algorithme 6.11 WSAT+R-NOVELTY

. 4% Lignes 1 a 26 de WSAT+Novelty
27. d=score[v_best]-score[v_second] ;

28. if ((p < 0.5) && (d > 1)) then x=v_best ; Y% Cas 1
29. elif ((p < 0.5) && (d == 1)) then %% Cas 2
29.a n un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;

29.b if ((2%p) > n )

29.c then x=v_second ;

29.d else x=v_best ;

29.e fi

30. elif ((p >= 0.5) && (d = 1)) then x=v_second ; Y% Cas 3
31. else %% Cas 4 : ((p >= 0.5) && (d > 1))
3l.a n un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;

31.b if ((2x(p-0.5)) > n )

31l.c then x=v_second ;

31.d else x=v_best ;

3l.e fi

31 fi
. %% Lignes 32 & 39 de WSAT+Novelty

McAllester et al. dans leur article [McAllesteet al. 1997] proposent de mixer cette approche avec la
stratégie Noise, en fixant la probabilité de bruit,&. Cette technique (WSAT+R-Novelty+Noise(p=0,6))
semble fournir de meilleurs résultats comparativemeniaures approches basées sur WSAT. Cependant,
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aucune précision n’est donnée quant a la valeur de la pritBabutiliser pour R-Novelty. De plus, McAl-
lesteret al. affirment que le réglage de ce paramétre est trés délicaedegyperformances de I'algorithme
sont treés dépendantes de ce réglage.

6.2 TSAT

L'aspect aléatoire prédominant dans GSAT, WSAT et leuriamégs est une source de difficultés pour
I'analyse et la compréhension de I'efficacité de ces méthadette remarque nous a amenés a nous poser
la question suivante : ®ans quelle mesure est-il possible de trouver une méthaageceant des perfor-
mances équivalentes aux meilleures approches connuégnta@iténuant au maximum l'aspect aléatoire
qui guide les réparations»?

Dans [Selmart al. 1992], B. Selman affirme que An other feature of GSAT is that the variable whose
assignment is to be changed is chosen at random from thosetiidd give an equally good improvement.
Such non-determinism makes it very unlikely that the aflgorimakes the same sequence of changes over
and over.». Cependant, aprés une analyse expérimentale détaile&SAT+RWS, sur des problemes
consistants pour lesquels la recherche aboutit a un optilncah, nous avons constaté que GSAT+RWS
flippe souventles mémes variables. Ces réparations redtasamenent I'algorithme a effectuer des cycles
dans ces réparations.

De ces constatations, nous proposons une nouvelle méthpgdelée TSAT [Mazuret al. 1997¢ef:
(« Tabu for SAT»). Cette méthode se base sur la méme ossature que GSAT efuaffeune utilisation
systématique d’'une liste de réparations interdites pouiterésles flips récurrents et échapper aux minima
locaux. Ceci permet d’explorer et de couvrir au mieux I'espde recherche.

Préalablement a la description détaillée de I'algorithnmays décrivons les différents choix possibles
pour confectionner un algorithme a base de tabou.

6.2.1 Les«différents » Tabou

Le principe de la liste tabou (cf. paragraphe 6.1.3 page bfjiste a interdire les déplacements
conduisant a un ensemble d’interprétations déja visitéearactérisées par le contenu de la liste tabou
[Glover 1989, Glover 1990]. Il existe différentes maniedesgérer cette liste tabou. Lors de la réalisation
d’'une méthode de recherche locale a base de tabou, certigicis®ns doivent étre prises quant & la gestion
et a 'utilisation de la liste tabou [Gloveit al. 1993, Glover & Laguna 1993].

Nous regroupons ces choix en trois catégories:

1. contenu de laliste;

2. longueur de la liste ;

3. regles d’application du tabou:
— moment d'utilisation de la liste ;
— critére d’aspiration.

6. Une version préliminaire de ce papier est parue dans [Ma&twal. 1995]. Dans le papier initial, TSAT est appelé TWSAT
(« Tabu Walk Strategy for SA¥). De nombreuses confusions, nous ont conduit a renommeigmithme. En effet, le « W » de
TWSAT semblait faire allusion pour beaucoup de lecteurdui de WSAT. Or I'ossature de TSAT (TWSAT) est plus proche dibec
de GSAT que de celle de WSAT.
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Le contenu de la liste tabou va représenter les interpoésatioisines inaccessibles. Dans le cas de
SAT, comme les déplacements entre les interprétations se éofirdermédiaire des variables, trois ob-
jets sont susceptibles d’appartenir a la liste d'interdis interprétations, les variables elles-mémes ou les
clauses. Dans le cas des interprétations, la liste tabawtégise 'ensemble des interprétations ne pouvant
pas étre atteintes lors de la prochaine réparation. Le iperde tabou étant d’éviter de repasser par des
interprétations déja visitées, une liste tabou contenemirtterprétations semblent donc idéale. Cependant
en pratique, la mise en ceuvre d’'une telle liste tabou ris¢gteedcolteuse en mémoire (sauvegarde d’'une
liste d’'interprétations) mais également en temps (conipama entre les interprétations voisines de I'in-
terprétation courante et celles contenues dans la liseijakn effet, dans certains cas la liste d'interdits
peut étre longue et donc de nombreuses interprétationsmicdre mémorisées. Une alternative consiste
a stocker dans la liste les variables récemment réparées. d@acas, la liste tabou caractérise 'ensemble
des interprétations ne pouvant étre atteintes au procliyaiet fjui différent de I'interprétation courante par
au moins une des variables de la liste. Cette approche sdoustér un juste compromis et c’est elle qui
sera employée dans TSAT. Enfin la derniére possibilité stegi mémoriser la trace des clauses réparées.
L'idée est de mémoriser chaque clause venant d’étre répaest-a-dire les clauses qui sont passées d’'un
état de contradiction a celui de satisfaction. Le tabou &&éidans ce cas, comme un moyen d'éviter de
réparer toujours les mémes clauses afin de mieux couvnrdEsde recherche. Dans ce cas, la liste tabou
caractérise 'ensemble des interprétations qui ne pe@enttteintes au prochain flip et qui différent par
leurs ensembles respectifs de clauses falsifiées.

La seconde question a résoudre porte sur la longueur dedadisou. Un autre parametre important
caractérisant les méthodes a base de tabou concerne lalomdggila liste tabou et la maniére dont elle
évolue au cours de la recherche. Trois types de tailles peétre envisagées: fixe, dynamique ou illimité.
Lorsque la taille de la liste tabou est fixe, elle est imposédébut et reste constante tout au long de la
recherche. Cette stratégie est celle que I'on rencontiegfiequemment dans les algorithmes de recherche
locale a base de tabou. C’est cette option qui est implar@ge TGSAT. Une autre approche consiste a faire
évoluer la taille de la liste tabou au cours de la rechercmediDalors que I'on utilise une liste tabou
dynamique. Cette stratégie doit logiquement fournir ddlmes résultats que la précédente. En effet, il y
a de fortes chances pour que la taille de la liste tabou nepaeitdentique, que I'on soit dans une phase
de descente, d’exploration de plateau ou de remontée. Lldgme de cette stratégie est de déterminer
quand et de quelle maniére faire évoluer la liste tabou. [ssction 6.2.5 nous décrivons une variante de
TSAT utilisant une liste tabou dynamique. La derniére aliéive concernant la taille de la liste tabou est
d'utiliser une liste de longueur illimitée. Cette techréguia de sens que si un tabou sur les interprétations
est employé. Cependant une telle stratégie est utopiquédapace mémoire requis est conséquent. Par
ailleurs, une telle méthode revient a effectuer une exptoraystématique de I'espace des interprétations.

Une fois le contenu et le type de longueur de la liste tabousfikdeste a déterminer les conditions
d'utilisation de cette liste. Elle peut étre utilisée toutlang de la recherche ou uniquement lorsqu’un op-
timum local est atteint. Une utilisation restreinte auximtlocaux signifie que lorsqu’une interprétation
dans le voisinage permet une descente, la configuratiomotmiest réparée vers cette interprétation que
cette interprétation soit ou non interdite par le conteniadiste tabou. A l'inverse, I'utilisation systéma-
tique de la liste tabou signifie qu’une interprétation idttr par le contenu de la liste tabou, ne sera jamais
choisie méme si elle est la seule a permettre une descemst €&tte utilisation qui a été choisie pour
TSAT. Nous pensons qu’une telle maniére de procéder peréngtat certains minima locaux. De maniére
imagée, cette utilisation peut étre vue comme « un serpanbs@ant dans un paysage montagneux et ne
s’aventurant dans une crevasse que si celle-ci est assengegour accueillir sur sa pente la totalité du
corps du reptile ».

Par ailleurs, il est possible de greffer a ces deux typeslidation de la liste tabou (systématique
ou restreinte aux optima locaux), un principe additionn@dedé « critére d’'aspiration » [Glover 1989,
Glover 1990]. Ce critere autorise la violation du principédu lorsque le déplacement vers une inter-
prétation voisine améliore la meilleure valeur de la fametd’évaluation obtenue depuis le début de la
recherche. C’est-a-dire que si parmi le voisinage unepnétation donne une valeur de la fonction d'éva-
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luation meilleure que toutes celles obtenues par les ird&fons déja visitées, alors la réparation vers cette
interprétation est effectuée que cette interprétationcaonon interdite par la liste tabou. A notre connais-
sance, toutes les méthodes a base de taboug®intilisent ce critére d’aspiration. Cependant afin de ne
pas perturber les déplacements de notre serpent, TSATiseyias ce principe. De plus, le réglage optimal
de lalongueur (cf. paragraphe 6.2.3 page 73) de la listaitabioplus délicat lorsque le critére d’aspiration
est appliqué.

La table 6.1 synthétise les diverses possibilités offddesde la réalisation d’'un algorithme de re-
cherche locale a base de tabou. La sélection d'une case aeligige de cette table permet d’obtenir une
méthode tabou spécifique. Les choix faits lors de la réaisate TSAT sont indiqués en gras dans cette
table.

Paramétres I Choix possibles

Contenu de la liste tabou I Interprétations| Variables Clauses
Type de longueur de la liste tabc|.1 Fixe Dynamique lllimitée
Utilisation du tabou I Systématique | Restreinte aux minima locaux
Critére d'aspiration I Avec Sans

TAB. 6.1 —Les différents parametres d’une méthode tabou

6.2.2 Lalgorithme

TSAT gere une liste FIFO, de longueur fixe, des variables lies iicemment flippées. Apres chaque
flip, la variable ayant été réparée entre dans cette listeeddits ou elle y restera durant un certain nombre
d’itérations correspondant a la longueur de la liste. LBédéhce majeure, avec la méthode tabou classique
réside dans le fait que cette liste est utilisée tout au lantadecherche et non pas seulement lorsqu’une
détérioration de la configuration courante doit étre recée. C'est-a-dire, tant qu’une variable est dans la
liste tabou, elle ne peut participer a la réparation mémersirsversion provoque I'évolution dans le sens
de la progression la plus forte.

La fonction d’évaluation des interprétations reste idgreia celle de GSAT ou WSAT, a savoiiin-
conflict». Nous rappelons que cette fonction a pour valeur le nombrtatdises falsifiées.

Une différence entre TSAT et les méthodes jusqu’alors pitéss réside dans le voisinage. Afin de
minimiser le temps d’évaluation du voisinage de l'intetpti®n courante, TSAT utilise comme voisinage
une restriction du voisinage direct (cf. définition 6.1):

Définition 6.3 (Voisinage de TSAT)
Voisinstsar(I) = {J | J estune interprétation t.§4r ) = {v} avecv une variable non tabou
et appartenant & au moins une clauseXyelsifiée par }.

La variable réparée est donc choisie pami I'ensemble desbles apparaissant dans I'ensemble des
clauses falsifiées de I'interprétation courante. Le choitgsur la variable qui donne la plus forte progres-
sion (ou la plus faible régression) de la fonction objectveui n'appartient pas a la liste tabou. Dans le
cas ou toutes les variables apparaissant dans des claissfgsefmappartiennent également a la liste tabou,
TSAT autorise la réparation de la meilleure variable desie ltabou.
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Par ailleurs, un choix aléatoire est effectué parmi lesabdes possédant le meilleur score de la fonction

d’évaluation. De plus, l'interprétation initiale est gé@€ aléatoirement. Une description détaillée de TSAT
est faite dans I'algorithme ci-dessous.

Algorithme 6.12 TSAT

Function TSAT : boolean
2. Input : ¥ un ensemble de clauses, trois entiers : Max_Tries, Max_Flips et [
la longueur de la liste tabou ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false s’il est impossible de conclure ;

4. Begin

5 list_tabou=new liste FIFO de longueur [ ;

6. for i from 1 to Max_Tries do

7 I=une interprétation compléte générée aléatoirement ;

8 liste_tabou=g ;

9. for j from 1 to Max_Flips do

10. if (I est un modéle) then return true ;

11. else

12. foreach variable v appartenant & des clauses de Y falsifiées

par I et t.q. v ¢ liste tabou do

13. fals_to_sat[v]=1le nombre de clauses falsifiées par I qui
deviendraient satisfaites, si v était flippée ;

14. sat_to_fals[v]=le nombre clauses satisfaits par I qui
deviendraient falsifiées, si v était flippée ;

15. scorel[v]=fals_to_sat[v]-sat_to_fals[v] ; %% min-conflict

16. done

17. liste_best=liste des variables ayant le meilleur score ;

18. if (liste_best==@) then J/ Toutes les variables falsifiées sont tabou

19. foreach variable v appartenant a liste tabou do

20. fals_to_sat[v]=1le nombre de clauses falsifiées par I qui
deviendraient satisfaites, si v était flippée ;

21. sat_to_fals[v]=1le nombre clauses satisfaits par I qui
deviendraient falsifiées, si v était flippée ;

22. score[v]=fals_to_sat[v]-sat_to_fals[v] ; %% min-conflict

23. done

24. liste_best=liste des variables ayant le meilleur score ;

25. fi

26. x=une variable au hasard parmi liste_best ;

27. I=(I avec la valeur d’affectation de x inversée) ;

28. mettre a jour liste_tabou ; A% x entre dans la liste et la variable

/4% réparée | flips auparavant sort

29. fi

30. done

31. done

32. return (I est modéle) ; /% Retouner la valeur du test : « I est-il un modéle ? »

33. End
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6.2.3 Réglage des parametres

Les paramétres des méthodes de recherche locale jouenteuiom8amental, leur réglage influence
considérablement leur efficacité. Par exemple, B. Seletah. [Selmanet al. 1993] proposent un réglage
pointu des paramétres de GSAT en particulier de la prol@bilpour « Random Walk Strategy, cette
probabilité influe énormément sur les performances dedtitlyme et differe suivant la nature des ins-
tances. Par allleurs, plusieurs autewrg (Gent & Walsh 1993a, Parkes & Walser 1996] ont étudié les per-
formances de GSAT en fonction des paramelikes Flips et Max_Tries. En ce qui concerne TSAT le
parameétre critique est lalongueur de la liste d’interdlitsbon réglage de ce parameétre est donc primordial.

Afin de déterminer la taille optimale de la liste tabou, nousns effectué des séries intensives d’ex-
périmentations. Nous nous sommes tout particulieremédrtassés au réglage de TSAT pour les instances
kSAT aléatoires.

Nous avons généré des instan88AT au seuil C'//V = 4, 25) dont le nombre de variables varie &&
a 1500 par pas d&0. Pour chaque taille de problemes nous avons testé un nomhbrkcatif d’'instances
(500 pour les probleémes d#& a 1000 variables200 pour les problémes de taille supérieurgdao).

Pour chaque instance nous avons expérimenté TSAT avec nggdor de liste tabou variant dex 50.
La figure 6.1 montre la longueur optimale de la liste taboweretion du nombre de variables.

35

30 ]
25 / L

20 i

P /,74/

Longueur de la liste Tabou (1)

200 400 600 800 1000 1200 1400
Nombre de Variables (V)

FiG. 6.1 —Taille optimale de la liste tabou de TSAT pour des instan&&sT3aléatoires au seuil

Sur I'intervalle considéré, la courbe apparait comme unetfon linéaire du nombre de variables. De
plus, nous avons constaté que:

— plus la longueur de la liste tabou s’éloigne de la longueatintale, plus les performances se dé-
gradent;

— cette longueur optimale reste identique pour des instagéeérées en dehors du seuil ;

— lataille de la liste tabou ne semble pas dépendre de la thall clauses, ceci a été observé en condui-
sant le méme type d’expérimentations, a moindre échelteesiinstance4SAT .

Expérimentalement, la longueur de la liste tabou pour deaitekSAT aléatoires est donnée par la
fonction linéaire suivante :

1=0,01875 x V + 2,8125
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Ce résultat étonnant mériterait une étude analytique jplpsaéondie, ceci afin de comprendre la nature
des instancekSAT aléatoires et d’en faire éventuellement émerger de nas/plopriétés. Intuitivement,
il nous semble qu'il pourrait étre possible de lier cetterbeua la hauteur moyenne des optima locaux.
Par ailleurs, nous avons pu prouver expérimentalement e taille correspond a la taille des cycles de
réparations pour les instandeSAT (cf. paragraphe 6.2.5).

6.2.4 Résultats expérimentaux

Nous présentons une comparaison expérimentale entre GBS+ WSAT+Noise et TSAT. L'algo-
rithme TSAT est implanté en C sur une plate-forme incluamédi algorithmes [Mazuret al. 1996d,
Mazureet al.1998b]. En ce qui concerne GSAT+RWS et WSAT+Noise les implans originelles de
leurs auteurs ont été utilisées. Les expérimentationstémhénées sur des PC sous le systeme d’exploita-
tion Linux.

6.2.4.1 Instances aléatoires

Les différentes approches ont été évaluées sur des insta®8& au seuil. La comparaison porte sur
plusieurs critéres:

— le temps moyen (exprimé en secondes) nécessaire a latr@sallwne instance ;
— le nombre de réparations effectuées en moyenne pour m&sone instance ;
— le pourcentage de problémes résélus

Nous avons également indiqué le rapport du nombre moyenpdeatons sur le pourcentage de pro-
bléemes résolus. Ceci afin d’obtenir une comparaison plusadde lorsqu’un algorithme résout plus d'ins-
tances que les autres.

Les valeurs des paramétiésx_Flips etMax_Tries, communs aux trois approches, sont celles four-
nies par Andrew J. Parkes et Joachim P. Walser dans [Parkesl$e1996], c'est-a-dir&? flips et5
« tries » ouV représente le nombre de variables de I'instance. Les pildbalutilisées par GSAT+RWS
et WSAT+Noise sont celles par défaut lors de I'exécutiopeetive de ces algorithmes (a sav@ib pour
les deux approches). En ce qui concerne TSAT, la longuew likté d'interdits est calculée par I'équation
donnée précédemment (cf. paragraphe 6.2.3).

La table 6.2 page ci-contre synthétise les résultats obteauGSAT+RWS et TSAT.

A la lecture de cette table plusieurs conclusions peuveatigées:

— TSAT est nettement plus efficace que GSAT+RWS sur les iost#8 AT aléatoires au seuil ;

— plus le nombre de variables augmente, plus le gain obtenT$AT s'accentue. Ceci est illustré par
la courbe suivante (cf.IE. 6.2).

Dans un second temps le méme type d’expériences a été réatis&VSAT+Noise, nous présentons
dansla courbe 6.3 les résultats obtenus par les trois apBs¢@/SAT+Noise, GSAT+RWS et TSAT). Cette
courbe exprime comme précédemment le ratio du nombre may#ips sur le pourcentage d’instances ré-
solues en fonction du nombre de variables. Pour chaque reoaebrariables, variant entt®0 et 2000 (par

7. Le pourcentage des problemes résolus est relatif g de problemes estimés satisfaisables au seuil.



6.2. TSAT 75

problémes Nb. GSAT+RWS TSAT
1% C inst. temps #flips résolus ratio temps #flips résolus ratio
100 | 430 500 .18 2803 88% 31.85 A1 1633 93% 17.60
200 860 500 1.99 18626 73% 255.85 .73 9678 74% 130.78
400 | 1700 § 500 15.03 204670 | 100% 2046.70 11.51 145710 | 100% 1457.10
600 | 2550 | 500 19.59 250464 62% 4013.85 13.92 167236 65% 2580.80
800 | 3400 § 500 140.61 | 1809986 67% 26854.39 99.45 1143444 71% 16150.34
1000 | 4250 | 500 369.88 | 4633763 57% 81009.84 292.10 | 3232463 62% 51802.29
2000 | 8240 50 | 3147.26 | 26542387 16% | 1658899.19 3269.15| 294154 65 40% | 735386.63

TAB. 6.2 -TSAT vs. GSAT+RWS

pas del00 variables) 200 instances ont été générées. Par allleurs, contrairemeptamieres expériences,
nous avons limité le temps d’exécution des algorithmegétran volume non négligeable d’'instances de
plus de1000 variables au seuil est une opération trés colteuse en teRlpsr@algé I'efficacité croissante
des méthodes de recherche locale).

Cette courbe confirme I'efficacité de TSAT comparativemeBSAT+RWS et méme a WSAT+Noise
(pour les instances de taille inférieures@0 variables). Cependant, dés lors que le nombre de variables
devient important, WSAT+Noise s’affirme comme la méthodelles efficace.
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FIG. 6.2 -GSAT+RWS vs TSAT : ratio du pourcentage de problemes résalm®mbre de flips en fonction
du nombre de variables pour des instanc&#\B aléaoires

Pour conclure sur les instances aléatoires, TSAT est plicaet que GSAT+RWS, mais est moins per-
formant que WSAT+Noise. Il faut relativiser cette contesfprmance vis-a-vis de WSAT+Noise. En effet,
Par sa conception, WSAT autorise, dans un temps limité, ombne@de réparations plus important que TSAT
(ou GSAT+RWS). Lors du choix de la variable a flipper, seulasigues variables (dans le cas d’instances
3SAT, 3 exactement) sont examinées, alors que pour TSAT I'enigetiels variables apparaissant dans des
clauses insatisfaites est pris en considération. Ainggrgs limite imposé par des contraintes matérielles,
joue en défaveur de notre algorithme. Il reste cependanpqueun temps imparti, WSAT+Noise permet
de résoudre plus d’'instances que TSAT.
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FIG. 6.3 -WSAT+Noise vs GSAT+RWS vs TSAT : ratio du pourcentage depreb résolus sur le nombre
de flips en fonction du nombre de variables pour des instaB8£3 aléatoires

6.2.4.2 Instances structurées

Le second type d’expérimentations réalisé porte sur I'ebe des instances satisfaisables proposées
au challenge DIMACS [DIM1993]. Une description détailléeaks instances est fournie en annexe 13.

Pour chaque type d’instances, les 3 techniques de répasdtioales GSAT+RWS, WSAT+Noise et
TSAT ont été testées. Les ressources (nombre de tries etraatalflips) attribuées a chaque algorithme
(identiques pour chaque algorithme) varient suivant le tgjinstances. La table ci-dessous indique pour
chaque type de probléme le nombre de flips attridéx V ou V2, VV étant le nombre de variables de
I'instance) ; le nombre de tries a été fixé guels que soit I'instance et I'algorithme.

Types d'instanced SSA | F [ HANOI | PAR G AIM | FAW | JNH
Nombre de flips | 20 x V | VZ | 20x V v’ 20xV [20xV [ V[ VP [ V?

TAB. 6.3 —Conditions expérimentales pour chaque type d'instancd3INACS

Par ailleurs, la probabilité de flipper aléatoirement uneatde pour GSAT+RWS et WSAT+Noise
a été fixée suivant les recommandations de leurs auteus [Selmanet al. 1994]. En ce qui concerne
la longueur de la liste tabou pour TSAT, I'absence de régklgematique, nous a obligé a déterminer
manuellement |a taille optimale de la liste pour chaqueaimst. Cette taillel §) est reportée dans les tables
pour chacune des instances testées. Enfin, nous avonspégtans une méme table les instances d’'une
méme catégorie.

Les tables suivantes donnent le nombre de tries et de flipsseaites dans chaque try pour résoudre
chaque instance satisfaisable de DIMACS. Nous avons égalgmnécisé les temps de calcul obtenus sur
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un PC équipé d’'un Pentium Il 350Mhz et fonctionnant sous kinu
GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problémes \%4 C
#try  #flips temps| #try #flips  temps| #try  #flips  temps| g

ssa7552-001 1534 3614 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-002 1534 3614 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-021 1534 3614 Non résolu Non résolu 1 18658 0s31| 64
ssa7552-032 1530 3605 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-037] 1501 3575 Non résolu 4 13631 1s21 Non résolu —
ssa7552-038 1501 3575 Non résolu 1 22671 0s36 Non résolu —
ssa7552-039 1483 3470 Non résolu 3 28603 1s00( 1 14027 0s26| 158
ssa7552-040 1496 3449 Non résolu 5 14311 1s56 Non résolu —
ssa7552-042 1528 3598 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-043 1507 3629 Non résolu Non résolu 2 9607 0s70| 62
ssa7552-044 1514 3501 Non résolu 4 19909 1s23| 3 7324 1s21| 115
ssa7552-045 1503 3586 Non résolu Non résolu 5 18824 2s30| 51
ssa7552-046 1503 3586 Non résolu 2 5647 0s50| 3 24603 1s30[ 87
ssa7552-047 1496 3449 Non résolu Non résolu 1 16025 0s30| 146
ssa7552-048 1498 3460 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-049 1498 3458 Non résolu 2 20068 0s61 Non résolu —
ssa7552-050 1502 3466 Non résolu Non résolu 5 12905 2s23| 75
ssa7552-051] 1502 3466 Non résolu 2 14976 0s58| 1 16275 0s30| 56
ssa7552-052 1496 3456 Non résolu Non résolu 2 25893 1s05| 48
ssa7552-053 1501 3598 Non résolu 1 6118 0s20 Non résolu —
ssa7552-054 1448 3300 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-055 1473 3442| 5 28022 16595 1 6169 0s18| 3 12315 1s10| 112
ssa7552-058 1530 3622 Non résolu Non résolu 2 20030 0s96| 94
ssa7552-059 1512 3523 Non résolu 3 16029 0s86| 1 13177 0s26| 115
ssa7552-0600 1494 3446 Non résolu Non résolu 1 4625 0s13| 157
ssa7552-061 1503 3586 Non résolu Non résolu 1 23096 0s40| 152
ssa7552-062 1503 3586| 5 15744 15s85 5 16006 1s60| 4 13474 1s71| 116
ssa7552-063 1446 3289 Non résolu 1 7778 0s18| 5 5868 2s21| 115
ssa7552-064 1501 3579| 2 25579 9s40 Non résolu Non résolu —
ssa7552-065 1501 3579 Non résolu 1 22156 0s35 Non résolu —
ssa7552-066 1481 3463 Non résolu 5 22055 1s58| 2 6432 0s60| 53
ssa7552-067 1448 3300 Non résolu 2 17807 0s58| 1 20578 0s30| 60
ssa7552-074) 1480 3458 Non résolu Non résolu 5 27541 2s30| 57
ssa7552-075 1446 3282 Non résolu 1 18745 0s31| 2 25808 0s71| 82
ssa7552-076 1446 3282 Non résolu 4 7072 1s08| 2 15061 0s68| 63
ssa7552-077 1446 3282 Non résolu 4 22127 1s20| 1 20762 0s33| 103
ssa7552-080 1536 3635 Non résolu Non résolu 5 21452 2s41| 68
ssa7552-081] 1505 3622 Non résolu 4 20741 1s30( 2 19416 0s78| 52
ssa7552-082 1449 3297 Non résolu 1 8704 0s20 Non résolu —
ssa7552-083 1448 3298 Non résolu 3 11093 0s80 Non résolu —
ssa7552-084 1448 3300 Non résolu Non résolu 4 19150 1s65| 60
ssa7552-085 1473 3442 Non résolu Non résolu 1 14724 0s25| 127
ssa7552-090 1517 3665 Non résolu 1 9956 0s20| 1 29305 0s43| 53
ssa7552-091 1449 3297| 1 24359 2s16| 1 22698 0s35| 4 7098 1s81| 55
ssa7552-092 1448 3298| 5 10841 15s58 3 19233 0s91 Non résolu —
ssa7552-093 1448 3300 Non résolu 3 27360 1s01| 3 17595 1s18| 138
ssa7552-094 1473 3442 Non résolu Non résolu 5 28651 2s40| 159
ssa7552-095 1461 3331 Non résolu 4 18080 1s25 Non résolu —
ssa7552-096 1498 3460 Non résolu 4 22873 1s31 Non résolu —
ssa7552-098 1831 4123 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-102 1532 3623 Non résolu Non résolu 3 13962 1s30[ 96
ssa7552-103 1498 3460 Non résolu 5 27691 1s63 Non résolu —
ssa7552-104) 1498 3458 Non résolu 2 28642 0s71| 5 17667 2s45| 175
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT

Problémes \%4 C

#try  #flips  temps| #try #flips temps| #try #flips temps| g
ssa7552-106 1481 3463 Non résolu Non résolu 3 11981 1s11| 105
ssa7552-107 1501 3575 Non résolu Non résolu 1 25867 0s38| 81
ssa7552-108 1483 3470 Non résolu 3 9049 0s80| 1 7925 0s18| 89
ssa7552-109 1481 3463 Non résolu 2 8575 0s50| 2 13335 0s66| 85
ssa7552-110 1481 3463 Non résolu Non résolu 2 8809 0s60| 83
ssa7552-111 1473 3442 Non résolu 1 20050 0s30| 2 13007 0s71| 70
ssa7552-112 1442 3275 Non résolu 2 26829 0s71 Non résolu —
ssa7552-113 1542 3665 Non résolu Non résolu 2 16425 0s83| 134
ssa7552-114 1498 3460 Non résolu 3 21689 0s95 Non résolu —
ssa7552-115 1498 3458 Non résolu 1 13974 0s25 Non résolu —
ssa7552-116 1502 3466 Non résolu 2 24030 0s66| 1 9990 0s18| 42
ssa7552-117 1494 3440 Non résolu 2 27680 0s73| 5 22848 2s28| 78
ssa7552-118 1494 3440 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-119 1430 3239 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-121 1512 3523 Non résolu Non résolu 1 10484 0s21| 151
ssa7552-124 2013 4795 Non résolu 2 10184 0s63 Non résolu —
ssa7552-125 1512 3523 Non résolu 1 27902 0s38| 2 18784 0s78| 43
ssa7552-126 1490 3434 Non résolu 1 20168 0s31| 2 13347 0s70| 88
ssa7552-127 1430 3239 Non résolu 1 23684 0s35 Non résolu —
ssa7552-128 1454 3347 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-129 1430 3239 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-130 1426 3234 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-131 1440 3302 Non résolu Non résolu 5 14361 1s86| 86
ssa7552-132 1446 3282 Non résolu 2 14974 0s53| 2 21859 0s85| 97
ssa7552-156 1444 3282 Non résolu 2 20312 0s56| 3 9615 1s00| 75
ssa7552-157 1471 3431 Non résolu 4 27757 1s33| 2 7850 0s58| 91
ssa7552-158 1363 3034 Non résolu 2 15050 0s51| 1 11048 0s16| 148
ssa7552-159 1363 3032| 2 23431 5s75| 1 20720 0s31| 1 5822 Osll| 98
ssa7552-16Q0 1391 3126| 2 23191 5s66| 2 9886 0s48| 1 2831 0s08| 173

TAB. 6.4 — GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances SSA
GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT

Problémes| V C

#try  #lips temps| #try  #flips  temps| #try #flips temps| lg
1000 1000 4250| 5 937233 519s51 1 297898 5s81| 1 114854 2s31| 22
f2000 2000 8500 Non résolu 1 862906 17s70 3 1152494 219s0Q 22
f600 600 2550( 2 86475 35s35 1 74788 1s43| 1 16880 0s30] 9

TAB. 6.5 —GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances F
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problemes| V C
#try  #flips temps| #try #flips temps| #try #flips  temps| lg
iil6al 1650 19368| 1 5561 2s25| 1 1196 0s50| 1 734 0s15| 10
iil6a2 1602 23281 Non résolu 1 2429 0s70| 1 3829 0s26| 78
ii16b1l 1728 24792| 1 18436 6s78| 1 1388 0s71| 2 20134 4s06| 92
ii16b2 1076 16121 Non résolu 1 1620 0s48 Non résolu —
iil6cl 1580 16467| 1 1374 0s78| 1 776 0s50| 1 795 0s18| 62
ii16c2 924 13803 Non résolu 2 17550 3s73| 4 3725 2s10| 60
iil6d1 1230 15901| 1 2107 1s01| 1 1291 0s53| 1 3379 0s26| 55
ii16d2 836 12461 4 8770  15s58| 1 10434 1s26 Non résolu —
iil6el 1245 14766| 1 1665 1s20| 1 888 0s56| 1 609 0s16| 22
iil6e2 532 7825 | 1 10563 3s05| 1 1065 0s35| 1 7434 0s35| 49
ii32al 459 9212 | 1 2043 1s23| 1 940 0s36| 2 2577 1s10| 159
ii32b1 228 1374 | 1 892 0s20| 1 326 0s10| 1 159 0s01| 32
ii32b2 261 2558 | 1 1775 0s58| 1 292 Os11| 1 2534 0s11| 10
ii32b3 348 5734 | 1 985 1s08| 1 1237 0s33| 1 364 0s06| 75
ii32b4 381 6918 | 1 4279 2s83| 1 788 0s38| 1 1718 0s15| 16
ii32c1 225 1280 | 1 542 0s15| 1 125 0s08| 1 125 0s00| 82
ii32c2 249 2182 | 1 544 0s23| 1 158 0s15| 1 141 0s01| 37
ii32c3 279 3272 | 1 2122 1s11| 1 751 0s21| 1 298 0s03| 63
ii32c4 759 20862| 1 2569 4s45| 1 1283 1s13| 1 1183 0s33| 144
ii32d1 332 2703 | 1 3238 0s63| 1 382 Osl11| 1 761 0s03| 158
ii32d2 404 5153 | 1 2630 0s93| 1 1268 0s26| 1 3427 0s21| 166
ii32d3 824 19478| 3 7652  26s51| 1 2586 0s83| 4 13445 3s76| 25
ii32el 222 1186 | 1 559 0s15| 1 116 0s08| 1 92 0s00| 54
ii32e2 267 2746 | 1 1199 0s51| 1 1420 0s21| 1 188 0s01| 52
ii32e3 330 5020 | 1 2051 1s46| 1 383 0s23| 1 329 0s05| 34
ii32e4 387 7106 | 1 1345 1s35| 1 388 0s31| 1 187 0s06| 14
ii32e5 522 11636 1 3152 3s55| 1 1189 0s55| 1 600 0s13| 84
ii8al 66 186 | 1 53 0s03| 1 39 0s01| 1 27 0s00| 18
ii8a2 180 800 | 1 262 0s01| 1 80 0s05| 1 62 0s00| 30
ii8a3 264 1552 | 1 465 0s03| 1 156 0s08| 1 109 0s00| 8
ii8a4 396 2798 | 1 240 0s10| 1 287 Os11| 1 208 0s01| 117
ii8bl 336 2068 | 1 138 0s05| 1 117 0s06| 1 105 0s01| 18
ii8b2 576 4088 | 1 11457 1s65| 1 437 0s15| 1 195 0s01| 56
ii8b3 816 6108 | 1 9406 1s85| 1 1530 0s18| 1 554 0s03| 130
ii8b4 1068 8214 | 5 17083 24590 1 2954 0s31| 1 450 0s03| 14
ii8cl 510 3065 | 1 277 0s06| 1 212 Osl11| 1 178 0s01| 22
ii8c2 950 6689 | 1 2170 0s46| 1 292 0s20| 1 269 0s03| 19
iisd1 530 3207 | 1 505 Osl11| 1 224 0s05| 1 191 0s01| 13
ii8d2 930 6547 | 1 1261 0s33| 1 373 0s18| 1 355 0s03| 9
ii8el 520 3136 | 1 334 0s10| 1 233 Os11| 1 159 0s01| 84
ii8e2 870 6121 | 1 9301 1s40| 1 533 0s20| 1 256 0s01| 9
TAB. 6.6 —GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances Il
GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problémes| V C
#try #lips  temps| #try #lips temps| #try #lips  temps| g
hanoi4 718 4934 Non résolu Non résolu Non résolu —
hanoi5 1931 14468 Non résolu Non résolu Non résolu —

TAB. 6.7 —GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances HANOI
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Probléemes| V C
#try #lips  temps| #try #lips temps| #try #lips  temps| lg
parl6-1-c | 317 1264 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-1 1015 3310 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-2-c | 349 1392 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-2 1015 3374 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-3-c | 334 1332 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-3 1015 3344 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-4-c | 324 1292 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-4 1015 3324 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-5-c | 341 1360 Non résolu Non résolu Non résolu —
parl6-5 1015 3358 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-1-c | 1315 5254 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-1 3176 10277 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-2-c | 1303 5206 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-2 3176 10253 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-3-c | 1325 5294 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-3 3176 10297 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-4-c | 1333 5326 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-4 3176 10313 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-5-c | 1339 5350 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-5 3176 10325 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-1-c 64 254 | 2 971 0s10 Non résolu 1 49 0s00| 10
par8-1 350 1149 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-2-c 68 270 | 4 992 0s25 Non résolu 1 1208 0s01| 8
par8-2 350 1157 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-3-c 75 298 Non résolu Non résolu 1 95 0s00| 7
par8-3 350 1171 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-4-c 67 266 Non résolu Non résolu 1 228 0s00| 4
par8-4 350 1155 Non résolu Non résolu 5 6116 0s38| 9
par8-5-c 75 298 Non résolu 3 1446 0s10| 2 1323 0s03| 164
par8-5 350 1171 Non résolu Non résolu Non résolu —
TAB. 6.8 -GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances PAR
GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Probléemes| V C
#try  #flips  temps| #try #lips temps| #try  #flips temps| lg
gl25.17 2125 66272 Non résolu Non résolu Non résolu —
g125.18 2250 70163 Non résolu Non résolu 1 7711 1s01| 1
09250.15 3750 233965| 1 11100 10s60] 1 16308 8s65| 1 2080 1s71] 21
0250.29 7250 454622 Non résolu Non résolu 3 133473 110s71 7

TAB. 6.9 —GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances G
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT

Problémes \% c

#try #flips temps| #try #lips temps| #try #flips  temps| lg
aim-100-1_6-yes1-1 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-1_6-yes1-2 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-1_6-yes1-3 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-1_6-yes1-4 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-1 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-2 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-3 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-4 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-3_4-yes1-1 100 340 | 5 6351 1s76| 3 635 0s28| 1 1280 0s01| 18
aim-100-3_4-yes1-2 100 340 | 2 2556 0s50| 1 6794 0s13| 1 132 0s00| 9
aim-100-3_4-yes1-3 100 340 | 1 6075 0s25| 3 1066 0s30| 1 568 0s00| 2
aim-100-3_4-yes1-4 100 340 | 1 725 0s05| 1 2379 0s08| 1 686 0s01| 13
aim-100-6_0-yes1-1 100 600 | 1 253 0s03| 1 2021 0s10| 1 87 0s00| 11
aim-100-6_0-yes1-2 100 600 | 2 1873 0s75| 1 1743 0s08| 1 98 0s00| 11
aim-100-6_0-yes1-3 100 600 | 1 2729 0s20| 1 495 0s06| 1 49 0s00| 17
aim-100-6_0-yes1-4 100 600 | 1 636 0s06| 1 2509 0s10| 1 156 0s00| 7
aim-200-1_6-yes1-1 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-1_6-yes1-2 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-1_6-yes1-3 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-1_6-yes1-4 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-1 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-2 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-3 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-4 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-3_4-yes1-1 200 680 | 1 2730 0s13| 2 27906  0s95| 1 32301  0s51] 21
aim-200-3_4-yes1-2 200 680 | 1 13330 0s61| 3 2171 1s13| 1 7959 0sl11| 13
aim-200-3_4-yes1-3 200 680 | 2 5681 2s01| 3 12356 1s28| 1 5783 0s08| 16
aim-200-3_4-yes1-4 200 680 | 1 16741  0s76| 2 5895 0s66| 1 23267  0s35| 21
aim-200-6_0-yes1-1 200 1200 2 5954 3s18| 1 17118  0s43| 1 154 0s00| 10
aim-200-6_0-yes1-2 200 1200| 3 1114 5s66| 1 2888 0s13| 1 267 0s01| 14
aim-200-6_0-yes1-3 200 1200 2 35718  5s25| 1 1521 0s13| 1 174 0s01| 48
aim-200-6_0-yes1-4 200 1200 1 436 0s03| 1 2253 0s13| 1 536 0s01| 47
aim-50-1_6-yes1-1 | 50 80 Non résolu Non résolu 1 189 0s00| 73
aim-50-1_6-yes1-2 | 50 80 Non résolu Non résolu 2 1033 0s05| 128
aim-50-1_6-yes1-3 | 50 80 Non résolu Non résolu 1 660 0s01| 96
aim-50-1_6-yes1-4 | 50 80 Non résolu Non résolu 1 407 0s01| 65
aim-50-2_0-yes1-1 | 50 100 Non résolu Non résolu 1 174 0s00| 17
aim-50-2_0-yes1-2 | 50 100 Non résolu 4 682 0sl1| 1 954 0s00| 13
aim-50-2_0-yes1-3 | 50 100 Non résolu Non résolu 1 474 0s00| 96
aim-50-2_0-yes1-4 | 50 100 Non résolu Non résolu 1 374 0s00| 9
aim-50-3_4-yes1-1 | 50 170 Non résolu 5 1867 0s20| 1 236 0s00| 50
aim-50-3_4-yes1-2 | 50 170 | 1 403 0s01| 1 400 0s01| 1 80 0s00| 11
aim-50-3_4-yes1-3 | 50 170 | 2 597 0s15| 2 50 0s10| 1 257 0s01| 67
aim-50-3_4-yes1-4 | 50 170 | 1 616 0s01| 1 563 0s06| 1 128 0s00| 2
aim-50-6_0-yes1-1 | 50 300 | 1 203 0s00| 1 340 0s06| 1 65 0s00| 9
aim-50-6_0-yes1-2 | 50 300 | 1 338 0s01| 1 325 0s03| 1 82 0s00| 78
aim-50-6_0-yes1-3 | 50 300 | 1 495 0s05| 1 223 0s05| 1 20 0s00| 1
aim-50-6_0-yes1-4 | 50 300 | 1 442 0s03| 1 498 0s05| 1 70 0s01| 69

TAB. 6.10 —GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances AIM
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT

Probléemes| V C

#try #lips  temps| #try #lips temps| #try #lips  temps| lg
alul 79 19| 1 217 0s01| 1 70 0s05| 1 32 0s00| 3
and_or 1| 56 86 |1 14 0s01| 1 43 0s01| 1 12 0s00| 1
and_or_ 3 | 35 53 |1 72 0s00| 1 104 0s05| 1 14 0s00| 1
c024 24 164| 1 407 0s01| 1 19 0s03| 1 19 0s01| 2
c040 40 340| 1 107 0s00| 1 160 0s05| 1 23 0s00| 3
c060 60 610| 1 239 0s03| 1 3071 0s10| 1 59 0s00| 16
c084 84 994| 1 226 0s01| 1 179 0s06| 1 49 0s00| 13
camp 44 125| 1 99 0s01| 1 43 0s03| 1 22 0s00| 7
cold 323 971| 1 323 0s06| 1 496 0s05| 1 158 0s00| 21
dcl 79 219|1 90 0s00| 1 78 0s01| 1 37 0s00| 5
example 9 17 | 1 2 0s00| 1 8 0s05| 1 3 0s00| 1
ftraf 107 293| 1 106 0s00| 1 81 0s05| 1 53 0s00| 27
ftrafl 95 256| 1 71 0s01| 1 37 0s05| 1 57 0s00| 1
ftraf2 95 256| 1 66 0s01| 1 98 0s05| 1 44 0s01| 1
ftraf3 95 256| 1 65 0s00| 1 59 0s05| 1 57 0s00| 1
inverterl 30 79 |1 191 0s00| 1 30 0s03| 1 17 0s00| 1
nodéeol5 | 75 315| 1 522 0s01| 1 117 0s05| 1 31 0s00| 15
random3 | 170 600| 1 4442 0s21| 1 587 0s03| 1 89 0s00| 27
reallal2 18 273|1 2 0s01| 1 4 0s05| 1 7 0s00| 1
reallb12 15 110| 1 0 0s01| 1 1 0s06| 1 1 0s00| 1
realloll 8 20 | 1 3 0s00| 1 2 0s03| 1 7 0s00| 2
reallqll 16 100| 1 4 0s00| 1 3 0s05| 1 1 0s00| 1
reallrll 16 84 |1 3 0s00| 1 5 0s05| 1 3 0s00| 1
reallull 8 24 | 1 0 0s00| 1 3 0s01| 1 4 0s00| 1
reallvll 8 17 | 1 1 0s00| 1 4 0s05| 1 2 0s00| 1
reallx11 14 77 |1 4 0s00| 1 1 0s05| 1 3 0s00| 1
reallyll 7 32 |1 8 0s00| 1 1 0s01| 1 1 0s00| 1
real2al2 18 275| 1 10 0s03| 1 1 0s03| 1 7 0s00| 1
real2b12 15 110| 1 4 0s00| 1 4 0s01| 1 1 0s00| 1
real2c12 17 342| 1 5 0s00| 1 3 0s06| 1 4 0s01| 1
real2d12 17 76 |1 5 0s00| 1 3 0s05| 1 4 0s00| 1
real2f12 16 306| 1 2 0s01| 1 3 0s05| 1 1 0s00| 1
real2g12 18 123| 1 7 0s00| 1 3 0s03| 1 7 0s00| 5
real2j12 17 200| 1 1 0s00| 1 3 0s05| 1 2 0s00| 1
real2k12 17 226| 1 2 0s00| 1 1 0s06| 1 1 0s00| 1
real2112 15 119| 1 2 0s01| 1 3 0s03| 1 2 0s00| 1
realzaml2 | 11 12 | 1 2 0s00| 1 1 0s05| 1 3 0s00| 1
real2nl2 18 62 |1 2 0s00| 1 3 0s06| 1 4 0s00| 1
real2o1l 6 18 | 1 3 0s00| 1 2 0s01| 1 1 0s00| 1
real2012 15 37 |1 2 0s00| 1 1 0s05| 1 2 0s00| 1
real2pll 8 42 | 1 2 0s01| 1 1 0s01| 1 1 0s00| 1
real2qll 16 100| 1 1 0s00| 1 3 0s05| 1 1 0s00| 1
real2ril 16 84 |1 4 0s01| 1 3 0s06| 1 3 0s00| 1
real2ull 8 24 | 1 4 0s00| 1 2 0s03| 1 4 0s00| 1
real2vil 8 17 | 1 3 0s01| 1 4 0s03| 1 2 0s00| 1
real2wll 7 32 |1 2 0s00| 1 1 0s03| 1 1 0s00| 1
real2x11 14 77 |1 2 0s01| 1 4 0s05| 1 3 0s00| 1
s040 40 70 |1 24 0s00| 1 36 0s01| 1 25 0s00| 4
s060 60 120| 1 125 0s00| 1 81 0s01| 1 35 0s00| 20
s084 84 189| 1 88 0s00| 1 166 0s06| 1 39 0s00| 11
s112 112 280 1 200 0s01| 1 134 0s05| 1 55 0s00| 33
s144 144 396 | 1 356 0s01| 1 208 0s05| 1 57 0s01| 30




6.2. TSAT
GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problémes| V C

#try  #flips temps| #try #flips temps| #try #flips temps| lg
s180 180 540 1 209 0s01| 1 326 0s03| 1 105 0s00| 83
traf 113 313| 1 137 0s00| 1 81 0s05| 1 53 0s00| 27
traf2 95 258| 1 59 0s00| 1 98 0s05| 1 44 0s01| 1
traf3 107 293| 1 133 0s01| 1 59 0s05| 1 57 0s00| 1
ulm027 0| 25 64 | 1 57 0s00| 1 19 0s03| 1 13 0s00| 4
ulm027_1 | 23 64 | 1 100 0s01| 1 13 0s03| 1 44 0s00| 5
ulm027_2 | 25 64 | 1 19 0s01| 1 41 0s06| 1 20 0s00| 1
ulmo54 0| 50 128| 1 30 0s00| 1 26 0s05| 1 20 0s00| 16
umo54 1| 46 128| 1 482 0s01| 1 120 0s03| 1 86 0s01| 54
ulm0o54 2 | 50 128 1 89 0s00| 1 28 0s06| 1 32 0s00| 15
umo81 0| 75 192| 1 179 0s01| 1 150 0s03| 1 46 0s00| 8
umo81 1| 69 192| 1 117 0s01| 1 79 0s03| 1 41 0s01| 15
um082_2 | 75 192| 1 133 0s01| 1 81 0s06| 1 33 0s00| 14
ulm108 0 | 100 256| 1 214 0s01| 1 94 0s06| 1 66 0s00| 20
uml108 1| 92 256| 1 217 0s01| 1 696 0s08| 1 113 0s00| 5
ulm108_2 | 100 256 1 135 0s00| 1 119 0s01| 1 59 0s00| 26
um135 0| 125 320| 1 519 0s01| 1 280 0s05| 1 81 0s00| 6
um135 1| 115 320| 1 747 0s01| 1 369 0s06| 1 91 0s00| 2
ulm135_2 | 125 320| 1 158 0s03| 1 176 0s03| 1 70 0s00| 19
ulml62 0| 150 384| 1 138 0s01| 1 144 0s05| 1 94 0s00| 19
uml62 1| 138 384| 1 717 0s03| 1 814 0s06| 1 491 0s00| 135
ulm162_2 | 150 384| 1 226 0s01| 1 151 0s05| 1 90 0s00| 15
ulm189 0 | 175 448| 1 385 0s03| 1 174 0s03| 1 103 0s00| 15
um189 1| 161 448| 1 774 0s03| 1 375 0s03| 1 317 0s00| 3
ulm189 2 | 175 448 1 149 0s01| 1 113 0s05| 1 111 0s00| 33
ulm216 0 | 200 512| 1 352 0s03| 1 225 0s05| 1 136 0s00| 34
um216 1| 184 512| 1 846 0s05| 1 611 0s05| 1 325 0s00| 50
ulm216_2 | 200 512| 1 508 0s03| 1 165 0s05| 1 86 0s01| 30

TAB. 6.11 — GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances FAW

GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT

Problémes| V C
#try #flips temps| #try #flips temps| #try #flips  temps| lg
jnh1 100 850 1 2261 0s53| 1 1015 Osl11| 1 319 0s01| 11
jnh12 100 850 1 782 0s18| 1 207 0s08| 1 353 0s01| 4
jnh17 100 850 1 1087 0s26| 1 455 0s10| 1 60 0s00| 3
jnh201 100 800 1 102 0s06| 1 107 0s08| 1 98 0s01| 2
jnh204 100 800 1 5611 0s91| 1 3808 0s16| 1 532 0s01| 8
jnh205 100 800 1 1933 0s35| 1 2018 0s15| 1 68 0s01| 8
jnh207 100 800 2 2413 2s00| 1 717 Osl11| 1 1811 0s05| 4
jnh209 100 800 1 2149 0s36| 1 6109 0s21| 1 69 0s00| 17
jnh210 100 800 1 297 0s06| 1 1331 0s10| 1 183 0s00| 18
jnh212 100 800 Non résolu 2 8815 0s58| 1 2169 0s06| 3
jnh213 100 800 1 674 0s11| 1 1620 0s13| 1 136 0s01| 5
jnh217 100 800 1 876 0s18| 1 578 0s05| 1 100 0s00| 8
jnh218 100 800 1 2782 0s46| 1 1984 0s08| 1 107 0s01| 13
jnh220 100 800 3 1799 3s50| 1 9331 0s31| 1 887 0s01| 2
jnh301 100 900| 3 5051 4s88| 1 7832 0s31| 1 403 0s01| 10
jnh7 100 850 1 446 0s10| 1 883 0s10| 1 67 0s01| 10
TAB. 6.12 —-GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances JNH
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Le constat réalisable a la lecture de ces tables est que gadait le type d'instances (structurées),
TSAT semble plus efficace que GSAT+RWS et WSAT+Noise. En gffaur de nombreuses classes d'ins-
tances TSAT résout en moyenne plus d'instances et surtesitapidement. Cependant, il nous faut relati-
viser ce résultat. Le paramétrage de TSAT, en terme de lamglgda liste tabou, est extrémement délicat. Il
ne semble pas exister une longueur privilégiée, méme peophaque types d'instances. La seule solution
est donc de régler manuellement ce parameétre par une rbeheecreposant sur aucun fondement théo-
riqgue mais basée sur l'intuition. Il nous semble primorddéterminer une technique permettant d’ajuster
automatiquement la longueur de la liste tabou a la longugtimale quelle que soit I'instance testée.

6.2.5 \ers un réglage dynamique de la liste tabou

L'inconvénient majeur de TSAT réside dans le réglage derigueur de la liste tabou sur des instances
autres qu’aléatoires. P. Battiti et R. Protasi proposeptm@ithode tabou pour résoudviAXSAT ou la
longueur de la liste tabou évolue durant la recherche [B&tfrotasi 1996]. Indépendamment de ces tra-
vaux, nous avons testé de multiples approches pour rendendgue la gestion de la longueur de la liste
tabou.

L'idée de base est de partir d’'une liste tabou de longuafin d’éviter de reflipper la méme variable
et de revenir dans I'état précédent) et d’'augmenter ou dandan (sans jamais descendre en dessous de
cette longueur suivant certains criteres.

Les premiéres approches naives testées consistent a gegifadiste tabou d'un pas donné dés que
I'algorithme commence I'exploration d'un plateau. Surilestances aléatoires, cette approche aboutit, com-
parativement au TSAT « standard », & de multiples échecsilRars les longueurs finales de la liste tabou
étaient plus grandes que les valeurs optimales (cf. pgrhgra.2.3) observées lors de la mise au point de
TSAT. De plus, pour une taille d’'instances donnée, I'étgpe entre les différentes valeurs obtenues est
relativement conséquent.

Dans ce type d’approche, il est évident qu'un critere petanéde faire diminuer la longueur de la
liste tabou est nécessaire. Déterminer un tel critére disatlédPar exemple, des changements fréquents et
brusques peuvent amener a une dégradation des performances

La réduction de la taille de la liste tabou s’effectue loesgoutes les variables apparaissant dans des
clauses falsifiées appartiennent également & la liste tdbtuitivement, il est évident que si toutes les
variables susceptibles d’'étre flippées sont des variablesut I'algorithme devient trop contraignant. Il
faut donc diminuer la taille de la liste pour sortir de ce cadigure. Cependant, ce dernier cas est peu
fréquent pour permettre une diminution conséquente dst&tibou. Par conséquent, on obtient les mémes
conclusions avec et sans utilisation de ce critére:

— longueur de liste en fin de recherche trop grande (par rappataille optimale observée) ;
— écart-type important entre les tailles de liste tabou ssridstances aléatoires de méme taille ;
— moins performant que TSAT avec un tabou de longueur fixé.

Néanmoins, chacune de ces observations a été atténuégeldestyitere de diminution est utilisé.

L'inconvénient de ces approches est qu’elles augmenteptftéquemment la longueur de la liste ta-
bou. Partant de cette conclusion, nous avons essayé dendéedes parametres plus pertinents quant a
'augmentation de la longueur de la liste tabou.
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L'approche imaginée consiste a rechercher des cycles danéparations et d'ajuster la taille de la liste
tabou en fonction de la taille des cycles observés. Plusggident, lorsqu’'un minimum local est atteint,
chaque variable flippée est mémorisée dans un historique deochaque nouvelle réparation, I'algorithme
parcourt cet historique afin de vérifier si la variable qupgi@te & étre flippée ne provoque pas un cycle
dans les réparations (cf. exemple ci-dessous). C’esteagdee I'algorithme s’assure que I'on ne revient pas
sur une interprétation déja explorée du minimum local.

Exemple 6.1 (Exemple de cycle lors des réparations)

Supposons que I'approche arrive sur un minimum local (€edire que lescore de la meilleure variable
est nul), que la séquence de réparations sur ce plateau.gsth; c; d; b; a; d et que la variable élue pour la
prochaine réparation est

La sous-séquence b; ¢; d; b; a; d; c est un cycle de tailld (4 variables interviennent dans ce cycle).

Si la prochaine variable a flipper entraine un cycle dansfparations, la longueur de la liste tabou est
fixée a la taille de ce cycle et une nouvelle variable pourpargtion est déterminée.

Il faut noter que cette approche permet de fagon évidentgdienter la taille de la liste tabou (la taille
de la liste tabou détermine la longueur du plus petit cycleatéble). Cependant, dans le méme cas de
figure que précédemment (toutes les variables susceptiliize flippées sont tabou) la taille de la liste
peut étre réduite. Dans ce dernier cas, des cycles plus pgettla taille actuelle de la liste tabou peuvent
survenir. La méthode détecte ces cycles et ajuste, donadénia longueur de la liste tabou.

Cette méthode est certainement la plus prometteuse des tlest@pproches testées. En effet, il a été
possible de montrer expérimentalement que la taille desta tabou obtenue avec cette méthode converge
vers la courbe des tailles optimales pour les instanceto@iés C'est-a-dire qu’aprés quelques étapes la
taille n'évolue plus et se stabilise a la valeur optimalesotse lors de la mise au point de TSAT (au-dela,
plus aucun cycle dans les réparations n’est détecté).

Par ailleurs, I'efficacité de cette méthode en terme du nerdbrproblémes résolus est comparable a
celle de TSAT avec une longueur tabou fixe. Cependant le nodbflips nécessaires a cette méthode est
supérieur a celui de TSAT standard. Nous pensons que cétiéicaombre de flips provient du temps passé
a faire converger la longueur de la liste tabou. Par aillezete nouvelle approche est beaucoup plus lente
du fait de la recherche des cycles colteuse en temps (etpanfmémoire).

L'objectif premier était de réaliser une méthode basée SAKTTcapable d’adapter sa taille de liste ta-
bou pour des problémes autres qu’aléatoires. Il s’avérauguine de ces méthodes n’a permis réellement
d’atteindre cet objectif. En effet, méme si la méthode a lokeseecherche de cycles a permis sur les pro-
blemes aléatoires de stabiliser la taille tabou et de réscudtant d’instances que TSAT classique, sur les
instances structurées les résultats obtenus ne sont Efaisants. Par exemple, sur certaines instances la
taille optimale pour TSAT (classique) peut atteindfeet il n’a pas été possible pour ces problémes de
détecter des cycles de taille supérieut®all en découle que la plupart du temps, I'algorithme ne t®uv
pas de modéle.

Cependant, les résultats obtenus avec la méthode a baselds synt encourageants et ouvrent de
nouvelles voies de recherche dans la mise au point d’'un T§Aadique.
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6.3 Choix d'une interprétation initiale par déséquilibre

Pour de nombreux chercheurs, le probléme du choix de ljné¢ation initiale est sans importance
[Gent & Walsh 1993b] a moins de choisir une interprétationamit un modeéle! De plus, la plupart des
choix a opérer lors de la résolution d’'un probleme NP-cotrgat colteux en temps (réaliser le meilleur
choix nécessite un surcolt souvent non négligeable), amshoix aléatoire apparait comme une bonne
alternative. Ceci explique que la plus grande partie dewifiignes de recherche locale générent l'interpré-
tation initiale de maniére aléatoire..GSAT, WSAT, TSAT, etc.).

Cependant, le caractere aléatoire déja fortement présastld plupart des stratégies de réparations
(cf. RWS, Noise, etc.) ne facilite pas I'analyse des métkatkerecherche locale. Il est donc intéressant
d’atténuer ce caractére aléatoire, a commencer par le dediinterprétation initiale.

Les premiers travaux entrepris dans cette voie consistérerles valeurs de vérité de certaines va-
riablesv pour lesquelles il est possible d’affirmer que la base de aissance: est consistante si et
seulement sb, est consistante. On dit alors que I'on simplifie la base denamsance. Les méthodes
de simplification utilisées sont classiquement la propagatnitaire, I'affectation des littéraux purs, la ré-
solution bornée, etc. [Cha & Iwama 1995, Kask & Dechter 19B8% valeurs des variables ne pouvant pas
étre fixées sont choisies aléatoirement. Il est a noter @teite méthode permet assurément de s’approcher
d’'un modéle mais également d'imposer les valeurs de végigedaines variables qui ne doivent plus étre
remises en cause lors de la recherche.

D’autres travaux portent sur la génération d’une integiiét initiale a partir des recherches déja effec-
tuées [Selman & Kautz 1995]. Ces méthodes se rapprocheniétbedes a base d’algorithmes génétiques
[Goldberg 1989] et ne s’appliquent que lorsqu’un essai y«»j)ra déja été effectué. Une premiére idée
consiste a choisir comme nouvelle interprétation de déjaarteilleure interprétation (c’est-a-dire celle qui
minimise le plus la fonction d’évaluation) du « try » précéten lui faisant subir quelques mutations. Une
mutation consiste a choisir un certain nombre de variahldsgaard et a inverser leur valeur de vérité. Une
seconde approche consiste a construire a partir des dellgumes interprétations du « try » précédent (ou
des deux « tries » précédents) une interprétation telle epibtiéraux communs aux deux interprétations
soient conservés et les autres soient choisis aléatoitemen

Algorithme 6.13 INTERPRETATIONS PAR DESEQUILIBRE
1. Function INIT_INTERPRETATION_PAR_DESEQUILIBRE :

2. Input : Un ensemble de clauses ¥, un entier {ry correspondant au try actuel ;
3. Output : Une interprétation initialisée suivant les valeurs de déséquilibre ;
4. Begin

5. I=0 ; /4% Interprétation retournée
6. foreach variable v € ¥ do

7. Calculer des[v] le déséquilibre de la variable v ;

8. if (abs(des[vl) > (fry-1)) then

9. if (des[v] > 0) then I=I U {v} else I=I U {-v} fi

10. else I=I U {x}, avec au hasard x = v ou X = = ;

11. fi

12. done

13. return I ;

14. End
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Nous proposons une maniere de choisir I'interprétatidraieien fonction du déséquilibre des variables.
Nous rappelons que le déséquilibre d’'une variable est fardifice entre son nombre d’occurrences posi-
tives et son nombre d’occurrences négatives. La configuratitiale est donc calculée par I'intermédiaire
de cette notion, c’est-a-dire qu’une variable propositilke ayant un déséquilibre positif (négatif) sera af-
fectée & (respectivement®). Si une variable posséde un déséquilibre nul (autant divences positives
gue négatives), alors la valeur de vérité de cette variaglehmisie aléatoirement.

Par allleurs, afin que les interprétations initiales de aleagqtry » ne soient pas trop proches les unes des
autres, plus le nombre de « tries » est élevé, plus la prapodie valeurs déterminées par I'intermédiaire
du déséquilibre diminue. En effet, au coursi@umeessai, seules les variables possédant un déséquilibre
(en valeur absolue) strictement supérieur-a 1 sont affectées en fonction du déséquilibre. La fonction
générant de telles interprétations initiales est déeaplgge précédente.

Choisir l'interprétation initiale permet évidemment dentiuer le nombre de clauses falsifiées et de
fixer correctement la valeur des littéraux impliqués. Eetefdlus le déséquilibre d’une variable est grand,
plus cette variable a de fortes chances d’étre impliquée.

Cette notion de déséquilibre a été introduite dans le buixde fin maximum de variables a leur valeur
obligatoire. C'est le cas, par exemple des instakS& aléatoires satisfaisables au seuil, ou de nombreux
problémes a solution unique. Néanmoins, contrairemensemnglifications présentées précédemment, ces
valeurs peuvent étre remises en cause lors de la recherdie.lo

Génération initiale testée | Type de données | Moyenne \_/a[eur Valg ur Ecart
minimale | maximale Type
Distance Moyenne 88,30 68,84 96,34 3,99
Aléatoire Valeur minimale 69,02 51 79 3,70
Valeur maximale 106,75 84 118 6,15
Ecart type 6,27 5,09 6,15 0,53
Distance Moyenne 57,88 51,27 64,02 2,20
Try 1 Valeur minimale 43,43 37 50 1,71
Valeur maximale 78,17 72 84 2,76
Ecart type 6,38 6,36 6,77 0,24
Distance Moyenne 60,20 49,16 71,12 3,66
Try 2 Valeur minimale 46,88 35 59 2,96
Valeur maximale 78,23 68 89 4,38
Ecart type 5,98 6,01 6,88 0,32
Distance Moyenne 64,51 50,86 77,93 4,53
Déséquilibre Try 3 Valeur minimale 53,41 40 63 3,60
Valeur maximale 80,14 69 96 5,29
Ecart type 5,41 5,29 6,77 0,40
Distance Moyenne 70,07 54,42 85,14 5,11
Try 4 Valeur minimale 60,08 44 77 3,97
Valeur maximale 83,64 67 101 6,15
Ecart type 5,18 4,61 6,60 0,49
Distance Moyenne 75,18 58,32 91,83 5,55
Try 5 Valeur minimale 64,71 50 78 4,47
Valeur maximale 85,98 69 110 6,39
Ecart type 4,50 4,17 6,69 0,49

TAB. 6.13 —Interprétations« aléatoires» et « déséquilibrées :

distances au plus proche modele
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Afin de valider expérimentalement une telle méthode de gdioér d'interprétations initiales, nous
avons effectué les comparaisons suivantes. Ces expéatioerst ont porté sur une centaine d’instances
3SAT au seuil C'/V = 4,25) a200 variables. Pour chacune de ces instances, 'ensemble deosigdes a
été calculé, ceci afin de mesurer la distance minimale sépanamodéle d’'une interprétation initiale. Par
ailleurs, pour chaque type de générateur d’interprétatiitiales (initialisation aléatoire ou initialisation
avec déséquilibre pour Iéspremiers « tries »), nous avons effecid tirages d’interprétations initiales.

A chaque tirage, la distance minimale en terme de/MING, entre I'interprétation initiale et 'ensemble
des modéles a été mesurée. Pourst®splus petites distances, les valeurs minimales et maxinoalesté
mémorisées et la moyenne ainsi que I'écart-type ont étéléslcLa table 6.13 page précédente synthétise
pour I'ensemble des problémes testés et pour chaque typEndeagion, les minima, maxima, moyennes et
écarts types des valeurs précédemment décrites.

A la vue de cette table, il apparait que la méthode de génénpdir déséquilibre permet de maniére trés
nette d’obtenir des interprétations initiales plus practain modéle que le générateur d’interprétations
aléatoires (cf. lignes « Distance Moyenne » et colonne « Moge» de la table 6.13) et cela quel que
soit le « try » considéré. Par ailleurs, plus le nombre deatdes fixées grace au déséquilibre est grand
plus la distance a un modele diminue. Cette derniére catistatmontre toute I'importance des littéraux
déséquilibrés.

Cependant, obtenir une interprétation initiale prochendiwodéle n’est pas forcément synonyme de
trouver un modeéle plus rapidement. Afin d’'infirmer ou de validxpérimentalement cette hypothése, nous
avons réalisé une étude expérimentale des deux algoritBRAT+RWS et TSAT, avec et sans utilisation
du déséquilibre.

Flips moyens pour GSAT+RWS avec et sans déséquilibre
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FIG. 6.4 —Effet d'une interprétation initiale par déséquilbre sur S5+RWS et TSAT pouiSAT
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Les premieres séries de tests ont porté sur des instanedsi@é3SAT au seuil C/V = 4,25) pour
un nombre de variables variant d@ a 1000 par pas dé0 ; 200 instances de chaque taille ont été testées.
Les ressources pour chacun des quatre algorithmes sotigigesi et ont été imposéesla« try » etV?
« flips ». Par ailleurs la probabilité pour « Random Walk &ggt» a été fixée &0 et la longueur de la
liste tabou a été calculée par I'intermédiaire de la fomcafiine proposée précédemment (cf. paragraphe
6.2.3). Les courbes (cf.IB. 6.4) représentent respectivement pour les quatre digoes le nombre de
problémes résolus et le nombre moyen de flips nécessairegxaber un modeéle.

Les courbes avec et sans déséquilibre sont trés prochekep@lgorithmes testés. Par conséquent, pour
GSAT+RWS et TSAT, générer l'interprétation initiale au reaydu déséquilibre des variables ne permet
pas d’obtenir une nette amélioration des performancesesiin$tanceSSAT aléatoires. Notre intuition
est qu’il en est de méme pour toutes les méthodes de recHeczthe développées jusqu’a présent. Aucune
de ces méthodes ne semble étre capable d’exploiter le fltigterprétation initiale soit sensiblement plus
proche d’'un modele qu’a 'accoutumée.

Les mémes conclusions peuvent étre avancées pour decstructurées. En effet, nous avons testé
I'influence d’une interprétation initiale générée gracedé@séquilibre sur une grande partie des instances
structurées proposées au challenge DIMACS [DIM1993]. bteté.14 page suivante présente les résultats
obtenus sur les instancesii » et «par » pour les algorithmes GSAT+RWS et TSAT avec et sans déséqui-
libre. L'apport de I'interprétation initiale générée pardéséquilibre des variables est relativement faible et
méme parfois néfaste pour ces instances, comme pour tegtastres instances structurées de DIMACS.

Les résultats obtenus sur I'interprétation initiale gé&edrar I'intermédiaire des variables déséquilibrées
tendent a atténuer I'affirmation courante minimisant I'orance de l'interprétation initiale. En effet, nous
avons montré expérimentalement que générer une intefiprééas moyen du déséquilibre permet d’obtenir
des interprétations sensiblement plus proches des moé&eleailleurs, I'influence de ce type de génération
sur les performances des méthodes a recherche locale meste @ prouver. Cependant, il nous semble, a
notre connaissance qu’aucun algorithme de rechercheslo@{ploite le déséquilibre des variables dans sa
stratégie de réparation. Nous pensons que la mise au paime t&lle stratégie de recherche locale permet-
trait d’exploiter au mieux la génération d'interprétasanitiales au moyen du déséquilibre des variables.

6.4 Conclusions

Lefficacité pratique des méthodes de recherche locale [gotgsolution du problem8AT n'a été
constatée que récemment. Depuis, les travaux sur ces nedtapgliquées 8AT foisonnent dans la littéra-
ture et il ne fait, d’autre part, aucun doute que la rechelotale a fortement contribué au regain d’intérét
surSAT constaté ces derniéres années. De plus, ces méthodesoig g€mnormes progrés dans la réso-
lution pratique de&SAT (e.g.résolution d’instances consistantes dont la taille atfains 10000 variables).

Notre contribution & ces méthodes de recherche locale dsphau

— mise au point d'une méthode incompléte de réparation doaabase de tabou aux performances

8. Une description des instances proposées a [DIM1993partit en annexe.
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Algorithmes GSAT+RWS| GSAT+RWS avecdes. TSAT | TSAT avec des]
Instances| V C Nombre de « flips »

iil6al 1650 | 19368 1363 672 740 449
iil6a2 1602 | 23281 22463 Non résolu 7529 2187
ii16b1 1728 | 24792 6662 5931 Non résolu|  Non résolu
ii16b2 1076 | 16121 18899 Non résolu Non résolu|  Non résolu
iil6cl 1580 | 16467 1739 2461 654 1085
ii16c2 924 | 13803 49894 1760 Non résolu|  Non résolu
iil6d1 1230| 15901 5008 2255 5415 1644
ii16d2 836 | 12461 33313 4328 Non résolu|  Non résolu
iil6el 1245 | 14766 1545 3077 591 917
iil6e2 532 | 7825 148335 2053 354 Non résolu
ii32al 459 | 9212 1490 2125 4003 4741
ii32b1 228 | 1374 815 650 145 253
ii32b2 261 | 2558 1511 878 1862 336
ii32b3 348 | 5734 1948 1654 273 390
ii32b4 381 | 9618 5214 4168 257 1500
ii32cl 225 | 1280 619 451 101 209
ii32c2 249 | 2182 436 1384 121 268
ii32c3 279 | 3272 1360 856 471 576
ii32c4 759 | 20862 9334 4081 Non résolu|  Non résolu
ii32d1 332 | 2703 1102 1789 1331 2334
ii32d2 404 | 5153 2736 1771 7296 Non résolu
ii32d3 824 | 19478 14605 10960 Non résolu|  Non résolu
ii32el 222 | 1186 261 341 90 188
ii32e2 267 | 2746 503 2065 202 275
ii32e3 330 | 5020 1327 1840 609 402
ii32e4 387 | 7106 1552 1590 205 323
ii32e5 522 | 11636 3344 2818 393 746
ii8al 66 186 126 9 45 11
ii8a2 180 | 800 164 28 58 27
ii8a3 264 | 1552 190 150 106 50
ii8a4 396 | 2798 792 279 207 133
ii8bl 336 | 2068 153 142 71 60
ii8b2 576 | 4088 1385 607 310 196
ii8b3 816 | 6108 4873 8886 411 273
ii8b4 1068 | 8214 8781 2480 512 451
ii8cl 510 | 3065 274 104 126 61
ii8c2 950 | 6689 1622 331 254 165
iisd1 530 | 3207 368 172 187 64
ii8d2 930 | 6547 1921 658 248 148
iisel 520 | 3136 314 426 170 79
ii8e2 870 | 6121 991 213 228 144
par8-1-c | 64 254 Non résolu Non résolu 49 115
par8-1 350 | 1149 | Nonrésolu Non résolu 81408 38025
par8-2-c | 68 270 4594 Non résolu 1208 251
par8-2 350 | 1157 | Nonrésolu Non résolu 29349 21369
par8-3-c | 75 298 Non résolu Non résolu 95 816
par8-3 350 | 1171 | Nonrésolu Non résolu Non résolu|  Non résolu
par8-4-c | 67 266 Non résolu Non résolu 228 1753
par8-4 350 | 1155 | Non résolu Non résolu 79622 28679
par8-5-c | 75 298 Non résolu Non résolu 4560 1633
par8-5 350 | 1171 | Nonrésolu Non résolu 82923 Non résolu

TAB. 6.14 -GSAT+RWS et TSAT : interpétation initiale par déséquillbiresi » et « par-8 »
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comparables aux meilleures approches connues;

— mise en évidence de phénomenes remarquables quant aagagde cette méthode : linéarité de la
courbe des longueurs optimales de la liste tabou, laquel®épend uniguement que du nombre de
variables pour les instanckSAT ;

— mise au point d’'un TSAT auto-adaptatif & base de rechereltgdes dans les réparations;;

— introduction d’'une nouvelle méthode de génération dedfprétation initiale permettant d’obtenir
une interprétation plus proche d’'un modeéle en terme de tartie de AMMING .

Par ailleurs, les travaux réalisés ouvrent de nouvelléspigue nous souhaitons explorer.

TSAT est un algorithme dont I'ossature est proche de cell@8AT. Cependant a notre connaissance,
aucune approche a base de tabgstématiquen’a été développée pour I'algorithme WSAT. Il serait inté-
ressant de mettre au point une telle approche et d’en étiadieurbe des longueurs tabou optimales ainsi
gue son efficacité.

Par ailleurs, une interprétation initiale générée a pduidéséquilibre des variables permet d’obtenir
une interprétation plus proche d’un modéle que I'intergiéh aléatoire couramment utilisée. Le probléme
est qu'a I'heure actuelle aucune stratégie de réparatimadds n’exploite cette information afin d’accroitre
son efficacité. Il serait intéressant de savoir dans quedieune il est possible de réaliser un algorithme de
recherche locale exploitant cette constatation et de lgpeoen aux approches classiques.
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Chapitre 7

L’algorithme de Davis & Putnam

Hormis les différentes techniques complétes utilisantilegipe de résolution (cf. paragraphe 5.3.2.1),
la plupart des algorithmes complets p&AT ne sont que des variantes et des améliorations de la precédur
bien connue de Davis & Putham (DP). Néanmoins d’autres tgabe complétes existent poBAT (e.g.
H2R, basée sur un hyper-graphe orienté [Pretolani 1998pemrdant aucune ne rivalise en efficacité avec
les algorithmes basés sur DP.

La méthode présentée dans [Davis & Putnam 1960] est un tdg@ide résolution. Il contient des
éléments de base d’'une procédure énumérative présentg¢anset al. 1962]. Communément (mais
abusivement) la procédure proposée par M. Davis, G. Logeiad. Loveland se trouve dans la littérature
sous le nom de DP ! C’est cette derniére procédure qui fdujdtale notre étude dans ce chapitre. Les appa-
ritions ultérieures de la procédure de Davis & Putnam oualarviation DP font référence a I'algorithme
proposé dans [Davist al. 1962].

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a la présarda DP, de différentes propriétés uti-
lisées en vue de son amélioration, ainsi que les heuristiqaébranchement les plus fréquemment utili-
sées. La seconde partie traite de notre contribution a liamaéon des performances de DP. Plus préci-
sément nous proposons une généralisation du théoréme tit@patu modele énoncé initalement dans
[Jeannicokt al. 1988]. L'étude réalisée dans ce chapitre porte essemtietiesur des techniques de simpli-
fication introduites dans DP pour élaguer I'arbre de redimidous proposons dans le chapitre 8 différents
schémas de coopération entre algorithmes complets (DR3@tiplets (recherche locale).

7.1 Présentation

DP est I'algorithme énumératif de référence pour la régmiupratique deSAT (e.g.[Hooker 1993],
[Oxusoff & Rauzy 1989, Billionnet & Sutter 1992, Crawford &uton 1993, Duboigt al. 1996, Li 1996,
Boufkhad 1996], etc.). Il effectue une énumération systiéua de 'ensemble des interprétations afin de
déterminer si 'une d’entre elles est un modeéle. Par sa &iitéoklle est facile a mettre en ceuvre et est
généralement efficace.

De nombreuses présentations de la procédure DP ont déjéadisees. Nous ne nous hasardons donc
pas a en faire une description des plus originales. Au cioatta présentation faite page suivante se veut la
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plus simple et la plus élémentaire possible.

Algorithme 7.1 DP

Function DP : boolean

Input : un ensemble ¥ de clauses

Qutput : true si ¥ est consistant, false sinon

Begin
Y*=Propagation_Unitaire(X) ; 4% cf. algorithme 7.2
YT=Simplification_Littéraux_Purs(Z*) ; %% cf. algorithme 7.3
if (¥* contient la clause vide) then return false ;
elif (¥T==2) then return true ;
else

0. I=Heuristique_de_branchement (X1) ;

11. return (DP(ETU{(N)})) Il OPETU{(= D} ;

%% (I) (resp. (- 1)) représente la clause unitaire {l} (resp. {— [})

HBOoo~NoO~wNE

12. fi
13. End

Les fonctionsProgagation_Unitaire etSimplification_Littéraux_Purs consistent a suppri-
mer de la base de connaissances respectivement touteausslinitaires et toutes les clauses contenant
un littéral pur. Les littéraux complémentaires a un littéraitaire sont également effacés de la base de
connaissances. Les fonctions de simplification jouent lenindportant dans la procédure DP, nous présen-
tons dans le paragraphe 7.1.1 ces procédures ainsi quesd' &ithniques de simplification.

Cependant, la fonction critique pour I'efficacité de DP ésturristique de branchemeitiifuristique-
_de_branchement). Le choix du prochain littéral a affecter influe considéeatent sur la taille de I'arbre
de recherche, et par conséquent sur les temps d’exécugsrstiatégies de branchement ont fait I'objet de
nombreuses études.§.[Jeroslow & Wang 1990, Billionnet & Sutter 1992, Dubeisal. 1996], etc.), nous
décrivons dans la section 7.1.3 les heuristiques les phggiément employées dans la littérature.

La procédure DP construit implicitement un arbre binaireedderche dont :

la racine est 'ensemble de clauses initial ;

les branches sont étiquetées par des littéraux ;

les nceuds sont des ensembles de clauses ; ces ensembéessde sbnt obtenus en simplifiant I'en-
semble de clauses, du nceud précédent, par le littéral quiedte la branche reliant les deux nceuds;;
les feuilles sont soit 'ensemble vide de clauses (sugcseff)un ensemble de clauses contenant la
clause vide (échec).

La base de connaissance est prouvée inconsistante lorsgoie Ide recherche ne contient aucune
feuille représentant I'ensemble vide de clauses. L'exenpl illustre nos propos et montre I'arbre de
recherche de DP sur deux instances (une consistante etagresistante).

Exemple 7.1 (Arbres de recherche de DP)
Considérons I'ensemble de clauges= {(aVbV —¢), (ma VeV b), (meVbV-aVd), (meVd), (-eV-d)}.

L'arbre de recherche construit par DP en utilisant I'ordnédographique comme heuristique de bran-
chement est donné par la figure 7.1. Cet arbre admet uneefeoifitenant 'ensemble vide de clauses,
correspondant au modefe, —b, —c} deX.
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{ (cV =b), (mc VbV d)
(ﬁc \% d), (ﬁCV ﬁd)

}

Non Exploré
(un modele a été trouvé)

(—\c \% d)
{ (ﬁc \Y d) }
\ (“C \% —|d)

Y/ N

\ Branche coupée { Branche coupée

-b

\\ (littéral unitaire) Succes (littéral pur)
dou—d \
\ / /
\
{0} Branche coupée
Echec (littéral unitaire)

FIG. 7.1 —Arbre de recherche constuit par Davis & Putnam sur un instesatisfaisable

SoitQ =X U {(-aVvb),(aVeV-b),DHVe)}

L'arbre décrit par DP pour I'ensemble de clauSesst représenté a la figure 7.2 page suivante. Cet arbre
n'admettant pas de feuille représentant 'ensemble viddaleses) est inconsistant.

7.1.1 Méthodes de simplification

Les fonction®Progagation_UnitaireetSimplification_Littéraux_Purs retournentla base de
clauses «simplifiée». Elles s'inscrivent dans un cadre plus général de mécasisia simplification. L'ob-
jectif de ces simplifactions est d’améliorer I'efficacité kalgorithme en:

— réduisant la taille de la base de clauses;
— élaguant I'arbre de recherche;
— améliorant I'efficacité de I'heuristique de branchement.

Cependant, afin que I'algorithme DP conserve sa compléagique, ces fonctions doivent respecter
la regle suivante:
Ysimplifice €St consistant si et seulemendsest consistant.

Par ailleurs, plus la simplification est judicieuse et digative, plus la taille de I'arbre de recherche
construit par DP est réduite. En contrepartie, bien soyy#us la simplification est complexe, plus les
temps de calcul & chaque nceud sont importants. Une fonaisimplification doit donc réaliser un com-
promis entre temps de calcul et réduction du nombre de nd@edslus, une méthode de simplification est
particulierement intéressante, si elle permet non seulederéduire la taille de I'arbre mais également le



96 Chapitre 7. L’algorithme de Davis & Putnam

(6), (bV c) \

{ (cV =b),(mcV bV d) }
(ﬁc \% d), (ﬁc\/ ﬁd)
(bVe)

{ (b\/—\c),(—!(}\/d) }
(ﬁc \% ﬁd), (C \Y ﬁb),

\
\
H N
\

Branche coupée

{ (=), (me vV d) }

(ﬁc \Y% ﬁd), (C)

\ (littéral unitaire) \ \
\ \ \
\
H H 1
{ (d) } \ { d } \ \
(—d) Branche coupée (—d) Branche coupée {0, (d), (~d)} Branche coupée
(littéral unitaire) (littéral unitaire) Echec (littéral unitaire)

N N

{O} Branche coupée {0} Branche coupée
Echec (littéral unitaire) Echec (littéral unitaire)

FIG. 7.2 —Arbre de recherche construit par Davis & Putnam sur une instainsatisfaisable

temps de calcul. Le codt de la simplification est par conséique parameétre non négligeable qui conduit
souvent & déterminer les conditions de son utilisation politention d’un gain optimal.

Nous présentons une liste non exhaustive des méthodespldisation les plus frequemment utilisées.

7.1.1.1 Propagation unitaire

La propagation unitaire repose sur une propriété élémentai

Propriété 7.1
SoitY un ensemble de clauses. ®ist un littéral unitaire dez, alors::

¥ est satisfaisable si et seulemenEgiest satisfaisable.

La simplification par un littéral unitaire consiste a supper de la base de clauses, toutes les clauses
contenant le littéral unitaire et a supprimer toutes lesugences du littéral complémentaire, c’est-a-dire
« raccourcir » les clauses contenant le littéral compléaientLa propagation unitaire est I'application
répétée de cette simplification jusqu’a ce que la base dsedaue contienne plus de clauses unitaires ou
jusgu’a I'obtention d’'une clause vide. Nous présentons dlforithme 7.2) une version récursive de la
propagation unitaire.
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De la propriété 7.1 il découle naturellement que:

Propriéte 7.2
Un ensemble de claus&sest consistant si et seulementsi est consistant.

Nous rappelons que la notatidii' représente la base de clauses simplifiée par la propagatitaire
(cf. définition 2.36).

Cette simplification est fondamentale pour I'algorithme BBnéralement, la majeure partie du temps
d’exécution est consacrée a la propagation des littéraitaires, comme nous le montrons dans le chapitre
9. En outre, la propagation unitaire entraine une dimimutio nombre de clauses, du nombre de variables
et de la longueur de certaines clauses. Cette opératiorepdonc une simplification extrémement signifi-
cative de la base de clauses, qui réduit assurément I'aebmectierche de DP.

Algorithme 7.2 PROPAGATION UNITAIRE

Function PROPAGATION_UNITAIRE : un ensemble de clauses
Input : Y un ensemble de clauses ;
Output : ¥* 1’ensemble de clauses ¥ simplifié par la propagation unitaire
Begin
if (¥ contient la clause vide) then return ¥ ;
elif (¥ contient une clause unitaire ¢ = {l})
then
Supprimer de ¥ toutes les clauses contenant [ ;
Supprimer dans les clauses de Y toutes les occurrences de ~[ ;
0. return Propagation_Unitaire(X) ;
return ¥ ;

HBOooNoo~wNhE
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13. End

La propagation unitaire se retrouve dans toutes les imgdiants de DP, elle représente d’ailleurs le dé-
nominateur commun des procédures DP présentées dans foRuimam 1960] et dans [Davét al. 1962].
En effet dans [Davis & Putnam 1960], la propagation unitagasiste en une application prioritaire de la
régle de résolution sur les clauses unitaires suivie d'tapesde sous-sommation. Par ailleurs, la propa-
gation unitaire requiert un temps d’exécution linéaire\iiling & Gallier 1984]. Nous rappelons que cette
opération est compléete pour le test de satisfaisabilité diisemble de clauses de Horn.

7.1.1.2 Simplication par les littéraux purs

La simplification par les littéraux purs repose sur la préjgrsuivante :

Propriété 7.3
SoitY un ensemble de clauses.®ist un littéral pur de, alors::

Y est satisfaisable si et seulemenEgiest satisfaisable.
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Par conséquent, la simplification d’une base de clausesyatéaral pur consiste a supprimer de la base
toutes les clauses contenant ce littéral pur. Nous ndfiSria base de clauses simplifiée par 'ensemble
de tous les littéraux pur& et X2° sont équivalentes du point de vue de la satisfaisabilité :

Propriéte 7.4
¥ est consistant si et seulementXsi est consistant.

Comme pour la propagation unitaire, la simplification parigéraux purs est peu codteuse et peut per-
mettre un gain de temps non négligeable. On retrouve ceti@ification dans la plupart des implantations
de DP. Nous discutons dans le chapitre 9 son taux d’appicath fonction du rapport nombre de clauses
sur nombre de variable§€'(V') pour les instance3SAT aléatoires.

Nous proposons une version récursive de la procédure ddifstatpn par les littéraux purs. Par
ailleurs, nous rappelons que nous notdits I'ensemble de clauses simplifié par les littéraux unitaires
et purs (cf. définition 2.36)L T = (X*)°.

Algorithme 7.3 SIMPLIFICATION LITTERAUX PURS
1. Function SIMPLIFICATION_LITTERAUX_PURS : un ensemble de clauses

2. Input : ¥ un ensemble de clauses ;

3. DOutput : X° 1’ensemble de clauses ¥ simplifié par les littéraux purs
4. Begin

5. if (¥ contient un littéral pur [)

6. then

7. Supprimer de ¥ toutes les clauses contenant [ ;

8. return Simplification_Littéraux_Purs(X) ;

9. else return ¥ ;

10. fi

11. End

7.1.1.3 Suppression des clauses sous-sommées

Si dans un ensemble de clausesune clause:; est sous-sommée par une claug€cf. définition
2.30), nous savons queg est une conséquence logique directesglec, = ¢;. Par conséquent, il est clair
gueX et I'ensemble de clausés simplifié par la suppression des clauses sous-somméesgaovlénts
du point de vue de la satisfaisabilité.

Cependant, cette opération est extrémement colteuse @s,telte ralentit donc considérablement
I'exécution de DP. Par conséquent, cette opération n'egjéméral pas réalisée car elle colte souvent
beaucoup plus cher qu’elle ne rapporte, on se contenterslggdmment de supprimer les clauses sous-
sommeées uniquement a la racine de I'arbre de recherche de DP.
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7.1.1.4 Résolution restreinte

Larésolution restreinte consiste a ajouter a la base uaicerdmbre de clauses produites par résolution.
Il faut bien entendu limiter cette étape afin de ne pas tramsfo DP en un algorithme de preuve par
résolution (ce dernier étant dans la plupart des cas bepunoins efficace que DP). Diverses restrictions
peuvent étre mises en place. Ces restrictions sont plus @asrmomplexes et plus ou moins bénéfiques
pour DP (voir par exemple [Génisson & Siegel 1994, Castéd6]l¥an Gelder & Tsuji 1996], etc.).

La forme de résolution restreinte la plus fréquemment eyg@El@st certainement la résolution bornée.
La résolution bornée consiste a ne produire que les rédelvaui sont de longueur inférieure ou égale a
une constante fixée (la borne).

Dans [Billionnet & Sutter 1992], il est proposé d’ajouterrésolvante de deux clauses de la base, si
cette résolvante est de longueur inférieure ou égéletssi cette résolvante n’est pas sous-sommeée par une
clause de la base.

Dans [Boufkhad 1996], une résolvante entre deux clausgwissten compte, si la taille de la clause
produite est inférieure ou égale au minimum des longuewldax clauses considérées. Cette méthode
est utilisée dans C-SAT comme pré-traitement [Dulev@l. 1996]. Ce dernier permet de détecter certaines
inconsistances locales (cf. définition 8.2). Nous propesdems le chapitre 8, une technique a base de
recherche locale permettant également de détecter etadmsarire des noyaux inconsistants.

Remarque 7.1

Il est & noter que contrairement aux trois premiéres méthddesimplification présentées, la résolution
restreinte n’est pas synonyme de réduction syntaxiqust-a'&lire qu’aucune suppression de clauses ou de
littéraux n’est effectuée. Au contraire, la résolutionte procéde par ajouts de contraintes (de clauses),
ceci afin de simplifier (réduire) I'arbre de recherche dgmait DP.

7.1.1.5 Symétrie

La notion de symétrie (cf. paragraphe 5.1) [Krishnamurt®§2, Krishnamurthy 1985] a été introduite
dans la procédure de Davis & Putnam dans [Benhamou & Sais $8821993]. Les symétries permettent
parfois une réduction importante de I'espace de recheEheffet nous avons:

Propriété 7.5 ([Benhamou & Sais 1994])
Sily,Is,...,1l,, un ensemble de littéraux symétriques (un cycle de symétria)ensemble de clausés
alors
¥, est consistant
¥ est consistant si et seulementssi ou
¢ ..~l,} est consistant.

~lyy~lz,..

Pour un ensemble de clausesontenand’ variables, il y & interprétations potentielles & explorer.
Si ¥ contients littéraux symétriques, le nombre d’interprétations a ergal est réduit 27 —1 + 2V -5,

Cependant le probléme de la détection des symétries esbbtepre difficile (polynomialement équi-
valent a l'isomorphisme de graphes, probléme ISO-comgliiepage 45). Il faut souvent se contenter d’'un
algorithme incomplet pour rechercher les symétries. Ldstdutions trouvées sont souvent suffisantes
pour permettre a DP une résolution tres efficace de problénfeses régularités (structurés) tels que le
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probleme des « tiroirs et chaussettes » ou encore des prebl@dencoloriage de graphes comme les pro-
bléemes de ®Ramsey [Sais 1993, Benhamou & Sais 1994]

7.1.1.6 Simplification par littéraux impliqués

Si dans un ensemble de claugesous savons qu'un littéral (non unitairegst impliqué pa, alors
¥ est consistant si et seulementit est consistant. De cette propriété, plusieurs auteurséreloppé
des techniques permettant de simplifier I'arbre de recleedehDP par la mise en évidence de littéraux
impliqués.

Duboiset al. ([Duboiset al. 1996, Boufkhad 1996]) proposent de propager un a un legdlitiéappa-
raissant dans les clauses binaires. Cette opération éséeentre deux profondeurs (fixées empiriquement)
de I'arbre de DP et I'ordre de traitement des littéraux gefifie suivant la fonction d’évaluation du littéral
(cf. Poidsy;; section 7.1.3.2). Si un littérdlest impliqué par la propagation unitaire, la clause uratgi
est ajoutée a la base.

Cette opération permet de simplifier de maniére non nédligdarbre de recherche de DP. Cette tech-
nigue proposée initialement dans C-SAT [Dubetisl. 1996] a été reprise et adaptée dans de nombreuses
implantations de DP (Satz [Li 1996, Anbulagan 1998], PO&IfEg¢man 1995] etc.).

7.1.1.7 LOS (Locally Optimized Solution)

La notion de «ocally Optimized Solution (LOS) a été introduite dans [Boufkhad 1996]. Elle corres-
pond a une généralisation des notions de NPS et de PPS quespoersons ci-dessous :

Définition 7.1 (inversible, NPS et PPS)

Pour un modeleM, on dit que la variablev n’est pasinversible si et seulement si l'interprétatior
construite telle queY v' # v, I(v') = M (v") etI(v) = ~(M(v)), n'est pas un modele.

Un NPS (« Negatively Prime Solution ») est un modelé/ tel que pour toute variable si M (v) = F alors
v n'est pas inversible.

Un PPS  Positively Prime Solution ») est un modelé/ tel que pour toute variable si M (v) = V alors
v n'est pas inversible.

Etant donné un sous-ensemBjedes littéraux d&, un LOS est un modele de la forme/Contrain-
tes. Contraintes est un ensemble de clauses permettant d’assurer que éauiktdeS; ne sont pas
inversibles. Plus précisémentpntraintes se construit de la maniere suivante:

Ve € 8y, :

— siz apparaitdans une seule claase {z VI, Vi> V...V [,} deX, alors ajouter &ontraintes les

clauses (~zV ~ly), (~zV ~I3), ..., (~zV ~Iy);

— siz apparaitdans deux clausgs= {zVI; VIa V... Vi, } etes = {zVI|VIL V... VI } deX, alors
ajouter &Contraintes les clauses(~zV ~Il1V ~ly), (~xV ~IV ~U), o (~aV ~LY ~LY L
(~aV ~LV ), (Y~ S

— etc.

L'ajout de Contraintes a’ ¥ permet de réduire I'ensemble des modéles aux seuls PPS (®u Rar
ailleurs,¥ et U Contraintes sont équivalents du point de vue de la satisfaisabilité.

1.3, = (2 U{l}) (cf. définition 2.36).
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Les longueurs des clauses ajoutées sont directement dégeadiu nombre d’occurrences des littéraux
deS8y. Il est alors préférable de choisir les littéraux ayant lemaa’occurrences.

Cette technique a base d’ajouts de clauses (limitée a tdmalauses binaires et ternaires) a été intégrée
a DP dans [Boufkhad 1996].

Cette simplification mise sur I'ajout de nouvelles contt@spour simplifier I'arbre de résolution décrit
par DP. Elle s’est avérée avoir un faible impact pour leimstkSAT aléatoires au seuil, mais elle permet
une réduction significative de I'arbre de recherche suag&stbenchmarks de DIMACS [DIM1993].

7.1.1.8 Evaluation sémantique

L'évaluation sémantique [Jeanniczttal. 1988, Oxusoff & Rauzy 1989] est le nom donné a une variante
de DP basée sur le théoréme de partition du modéle (cf. tméorél page 109).

L'application de ce théoréme permet une simplification, glagage, de I'arbre de recherche de DP.
L'idée est de couper les branches inexplorées de I'arbrealeerche entre deux nceuds (non nécessairement
successifs) représentant deux ensembles de claysss:, tels queX, C ¥,

Nous proposons dans la section 7.2 une généralisation dcétiné de partition du modéle. Nous dé-
taillons donc ce théoréme dans le paragraphe 7.2.1.

7.1.2 Conditions de terminaisons

L'algorithme de Davis & Putnam posséde deux conditionsrétar

1. une testant si la base contient la clause vide, auqu€lkreemble de clauses est inconsistant;;

2. une seconde testant si I'ensemble de clauses est rédaitsemble vide, auquel cas la base est
consistante.

Ces deux tests sont appelés test d'inconsistance (respeetit de consistance) élémentaire. Cepen-
dant, il existe d’autres tests permettant la détection plusoins rapide de la satisfaisabilité ou de la non
satisfaisabilité d’'un ensemble de clauses. Nous présetgeriechniques les plus répandues.

7.1.2.1 Tests d’inconsistance

Le test d’inconsistance élémentaire consiste a testerélsepce de la claude vide. Or il est clair que
cette clause vide n'a pu étre produite que par I'affectadiom littéral unitaire dont le complémentaire est
également un littéral unitaire. Par conséquent le tesastis’avere étre plus intéressant:

if (¥ contient deux littéraux unitaires complémentaires) then return false;

Remplacer le test d’inconsistance élémentaire dans Dhetldgrocédure de propagation unitaire par
cette nouvelle condition permet d’éviter la propagatiorciises unitaires inutiles en détectant plus tét
l'inconsistance.
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Exemple 7.2 (Inconsistance par complémentarité)
Considérons la base construite Q6rvariables propositionnelles et constituée Zieclauses unitaires:

{{a} A DY A AL A {2} A {=2))

L'ordre de propagation unitaire étant le plus souvent ealsé, si I'ordre alphabétique est choisi, il faut
26 propagations unitaires pour détecter I'inconsistana@sajue le test d’inconsistance par complémenta-
rité détecte I'inconsistance sans aucune propagation.

Ce test d’'inconsistance par complémentarité ne colte pascher que le test d’'inconsistance élémen-
taire, ce qui explique son usage trés répandu (a notre ssamaie, toutes les meilleures implantations de
DP utilisent ce test).

7.1.2.2 Tests de consistance

Le test élémentaire de consistance consiste a vérifiertgiddes clauses de 'ensemble initial de clauses
sont satisfaites, c’'est-a-dire a tester si la formule ehiité a 'ensemble vide de clause. Or une maniére de
prouver qu'un ensemble de clauses est satisfaisable estulet une interprétation partielle telle que tout
prolongement de cette interprétation soit un modéle, -Gedire de trouver un modele partiel.

Par exemple, si la basene contient pas de clauses positives (respectivementivéglatin modeéle est
facilement obtenu en prolongeant I'interprétation p#ietié, (lue sur la branche) vers le modélé tel que
pour toute variable propositionnelle M (v) = I,(v) siv € I, et M (v) = F (respectivemeny) sinon.
Pour provoquer I'application du test, des heuristiquesrdadhement ont été introduites pour éliminer en
priorité les clauses positives (respectivement négatjitesoker & Vinay 1995].

Dans [Lozinskii 1993], une autre technique permettant deaiér a I'avance de la consistance est dé-
veloppée. Cette méthode consiste a approcher le nombtempigtations falsifiant 'ensemble de clauses.
Si ce nombre est inférieur au nombre d’interprétationsiptess alors la base est satisfaisable.

Propriété 7.6 (cf. [Lozinskii 1993])

Un ensemble de claus@sest satisfaisable s~ 2749 < 1.
ceQ

Ainsi le test de consistance élémentaire est remplacé par:

if (3,279 < 1) then return true;
cEX

Toutefois, les techniques exposées sont souvent tropusEgen temps et par ailleurs, leur application
ne permet pas de couper un nombre significatif de branchesoRséquent, ces techniques entrainent la
plupart du temps un ralentissement de la procédure DP etmesnc pas utilisées en pratique.

7.1.3 Heuristiques de branchement

La fonctionHeuristique_de_branchement est déterminante pour l'efficacité de la procédure DP.
Les incidences de I'heuristique sur la taille de I'arbre at ponséquent sur les temps d’exécution sont
considérables. Il ne faut donc pas négliger cette fonction.
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Deux approches complémentaires sont utilisées pour tiélecdu prochain littéral : sémantiques et
syntaxiques.

7.1.3.1 Approches sémantiques»

La littérature comporte peu d’approches sémantiques paaltul propositionnek(g.[Crawford 1993,
Mazureet al. 1996a, Mazuret al. 1998a]). Ces méthodes utilisent des solveurs incomplais @draire
une information « sémantique » permettant d’établir unat&gie de branchement. Nous détaillons les
stratégies que nous avons proposées [Maguat 1996a, Mazuret al. 1998a] dans le chapitre 8. Il est a
noter que ces techniques permettent de diminuer de maim@iécative I'arbre de recherche construit par
DP sur un grand nombre d’instances et en conséquence deaéeltemps d’exécution de maniére non
négligeable.

7.1.3.2 Approches syntaxiques»

L'approche syntaxique consiste a effectuer le choix dérktta I'aide d’opérations plus ou moins com-
plexes portant exclusivement sur la syntaxe. Plus pré@sértes éléments syntaxiques pris en compte se
résument aux nombres d’occurrences des littéraux et dlladas clauses ou ils apparaissent. On comprend
aisément I'importance du nombre d’occurrences d’un &ftéplus un littéral apparait dans la base, plus il
va satisfaire de clauses et plus il raccourcira de clausssi®la branche correspondante a I'affectation de
son complémentaire. Par ailleurs, raccourcir les claweseplus courtes permet de produire plus de clauses
unitaires nécessaires a la simplification du probléme. Il @es clauses est donc un facteur important
dans le calcul du meilleur littéral.

Contrairement aux approches sémantiques, les heuristiynéaxiques se calculent souvent trés rapide-
ment : 'analyse de la forme se faisant la plupart du tempsgalpidement que I'analyse du sens. Cependant,
cet avantage peut parfois se révéler défavorable dansmsec@s. En effet, il est simple de « cacher » le
meilleur littéral par I'intermédiaire d’artifices syntaxies €.g.ajout de clauses sous-sommeées, ajout de
littéraux impliqués, etc.).

Les heuristiques syntaxiques les plus performantes pessédmme point commun de ne pas dissocier
un littéral de son complémentaire. Ceci s’explique par ieda'il est préférable d’avoir des arbres équi-
librés. En effet, il est préférable d’explorer deux sousres de taille2*~! que deux sous-arbres de taille
2k=2 et 2%, Les meilleures fonctions d’évaluations tendent & chaisinme prochaine variable celle dont
I'affectation produit deux sous-arbres de taille (estijrsdmilaire (cf. description page suivante).

De maniére générale, la fonctiieuristique_de_branchement S’écrit de la fagon suivante:
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Algorithme 7.4 HEURISTIQUE DEBRANCHEMENT
1. Function HEURISTIQUE_DE_BRANCHEMENT : un ensemble de clauses

2. Input : ¥ un ensemble de clauses sans clause unitaire et sans littéral pur ;
3. Output : [ le prochain littéral a affecter

4. Begin

5. foreach variable v de X

6. do

7. Calculer Poids;t(v)

8. Calculer Poids;it(—w) 3

9. scorel[v] = F(Poids;t(v), Poids;it(—v))

/4% le score de chaque variable est évalué en fonction des poids de v et —w

10. done

11. v = la variable ayant le meilleur score ;

12. return v ou —v suivant un critére de sélection de signe ;
13. End

La fonction d’évaluation: Les fonctions ¥) permettant de calculer le score d’une variable foisonnent
dans la littérature ([Duboist al. 1996, Freeman 1995, Crawford & Auton 1996, Silva & Sakallag€b,

Li 1996, Li & Anbulagan 1997, Bayardo Jr. & Schrag 1997], t€es fonctions sont toutes singulieres.
Cependant afin d’équilibrer au maximum I'arbre de rechertiges ces fonctions tiennent compte a la
fois du poids (cf. la fonction poids ci-aprés) du littérabletpoids de son complémentaire.

Le critere de signe: Dans le cas, ou l'instance est inconsistante, le signe gudlt(positif ou négatif)
retourné est sans importance puisque les deux branches semorées. A l'inverse, si I'on cherche a
spécialiser I'heuristique dans la recherche de solutienshwix est primordial puisqu’il peut permettre
d’éviter I'exploration d’'une des branches dans le cas digteince satisfaisable. Les critéres souvent retenus
sont le nombre d’occurrences des littéraux:

— if (0cc(l) > 0cc(—l)) then return | else return -l fi

ou des critéres faisant intervenir les poids des littéraux:

— if (Poidsyi(l) > Poidsy;(—l)) then return | else return — fi

L'objectif de ces critéres est I'exploration prioritaire ¢ branche qui possede la plus forte probabilité
d’aboutira un modele. Il existe de nombreux critéres pléfgwes .g.[Duboiset al. 1996], [Freeman 1995],
[Anbulagan 1998], etc.) mais utilisant pour la plupart legs des littéraux.

La fonction poids: La fonction de calcul du poids d'un littéraPpids;;;) S'écrit généralement sous la

forme: Poids;: (1) = > Poidsqq(c)
lEc
Le calcul dePoids,., fait généralement intervenir la longueur de la clause.

Comme pour la fonctioR, de nombreuses fonctions de calcul du poids d'une claus&@ptroposées. Nous
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présentons les plus employées. En outre, on trouve dan$élafure des combinaisons de ces fonctions
poids.

— Poidseq(c) = 1sil(c) = 2,0 sinon. Seules les clauses binaires sont prises en comé’ laeuris-
tique [Billionnet & Sutter 1992] ;

— une généralisation du poids précédent d3vids.,(c) = 1 S'il n’existe pas de clause de taille
inférieure a(c), 0 sinon;

— Poidseq(c) = ﬁ Cette fonction a été proposée par Jeroslow & Wang [Jero&lovang 1990].
Elle permet de lier le poids de la clause avec la probabilitére interprétation donnée falsifie la
clausec (Poids.iq(c) = ﬁ = 2‘/;# ouV représente le nombre de variables du probleme). Cette

fonction est tres frequemment utilisée et fait partie desfions donnant les meilleurs résultats ;

— Poidse.(c) = ﬁ ou~ est une constante. Cette fonction est clairement une déadien de I'’heu-
ristique de Jeroslow-Wang (JW). Par ailleurs, pluaugmente, plus la fonctioRoids.;, accentue
la différence entre les clauses de différentes longuearexmple, Freeman [Freeman 1995] utilise
dans POSIT une valeur defixée a5.

— Poidsg.(c) = 2,% si ¢ est une clause raccourcig sinon. Ce poids est un raffinement de celui
proposé par Jeroslow & Wang, il permet de se concentrer surléises déja « touchées ». Cette
heuristique donne de bons résultats en moyenne et favtajgditation du théoréme de partition du
modéle. Elle fut proposée intialement dans [Rauzy 1994% $eunom de «irst Fail In Shortened
(ffis)». Dans cette heuristique afin de départager lesdiéayant le méme score, I'heuristique JW
traditionnelle est utilisée.

— Poidseq(c) = —In(1 — ﬁ) Cette fonction a été proposée dans [Duletial. 1996] pour
I'algorithme C-SAT. Elle est reconnue, a I'heure actuatanme étant celle qui donne les meilleurs
résultats sur les instanc8SAT aléatoires au seuil.

Remarque 7.2

Nous avons vu que la plupart des heuristiques utiligémils;;; (1) = > Poids.,(c), comme fonction
lec
d’évaluation du poids d’un littéral. L. Brisoust al. proposent d’ajouter un facteur multiplicatifc) au

poids des clausesPoids;i; (1) = > v(c)Poidsq.(c) [Brisouxet al.1998]. Pour chaque clausede la
lec

base;y(c) est initialisé & au début de la recherche, dés qu’une clause devient videngistante)y (c) est
augmenté de. La greffe de cette technique aux heuristiques traditib@espermet d’obtenir dans un grand
nombre de cas une réduction de la taille de I'arbre de rebketécrit par DP.

7.1.4 Meilleures implantations de DP

Cette section présente les implantations de DP reconnuesedes plus efficaces en pratique actuel-
lement. Nous ne souhaitons pas, au travers de ce paragrapbe pn quelconque jugement de valeur
sur ces méthodes. Par allleurs, la liste dressée se veutxmausive. En effet, d’autres implantations
de DP sont au moins aussi efficaces en pratique que cellesnpéés dans cet état de I'agtg. SATO
[Zzhang & Stickel 1996], etc.).

Nous présentons ci-apres, les principales fonctions dplication utilisées par ces différentes im-
plantations ainsi que les caractéristiques de leur h@uistle branchement. Cependant le lecteur intéressé
pourra trouver de plus amples détails dans les référen@ges@our chacune des implantations.
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7.1.4.1 C-SAT

C-SAT a été proposé initialement dans le but d’amélioregerfi sensible I'efficacité des méthodes de
résolution deSAT en les spécialisant soit dans la recherche d’une solutigindans la preuve de l'inexis-
tance de solution. Cette idée est justifiée d’une part paistence des phénoménes de seuil qui séparent
de facon tranchée les instances satisfaisables des iastasatisfaisables et d’autre part par des maniéres
tres différentes d’explorer efficacement I'espace poéédes solutions selon que I'on suppose qu'il existe
ou non une solution.

C-SAT est un systeme de résolution du probleme SAT basé siyprbffammé en « C ANSI » et spé-
cialisé dans la preuve de l'inexistence de solution. Cepeti¢C-SAT s’'avere également étre extrémement
efficace sur les instances satisfaisables. Il est & noteCeB&T est le premier algorithme complet & avoir
été capable de résoudre des instances aléatoires au séQil dariables en un temps raisonnabie 24
heures en moyenne). C-SAT est principalement constitué :

— d'un pré-traitement a la racine de I'arbre de DP intégrardétection de symétries élémentaires,
la production de clauses binaires via une forme de résolida production des résolvantes de
longueur inférieure ou égale aux clauses qui se résolvent;

— d’'une heuristique de branchement permettant une appadiximde la profondeur de I'arbre de DP ;

— d’'une méthode de simplification locale appeldecal processing> permettant de fixer des littéraux
en utilisant la propagation unitaire.

L'heuristique de branchement de C-SAT maximise la foncsioore suivante pour= 2:
Pour toute variable de la formule CNR2:

Score;(x) = 1.5 min(F;(x), F;(—z)) + Fi(z) + F;(—x)

ou
Fi(z) = f(z) + Z Fi1(-y)
{zVvy}eQ
et
Fo(z) = f(z) —W>

La fonction f(x) s'écrit sous la forme f(z) = > W) ot Wy, correspond a la fonction poids de la
reEC

clausec: .

Wige) = —In(1 — (21() — 1)2)

Une description compléte et détaillée de C-SAT peut étrevte dans [Duboist al. 1996, Boufkhad 1996].

7.1.4.2 POSIT

POSIT PrOpositional Satlsfiability Testbed)st une implantation de DP proposée par Jon William
Freeman [Freeman 1996]. Ce logiciel est écrit en « C ANSI »déscription compléte de POSIT peut étre
trouvée dans [Freeman 1995].

La simplification réalisée a la racine de I'arbre de DP stiffe en quatre étapes:

1. la propagation unitaire;;
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2. la simplification par les littéraux purs;
3. I'élimination des variables tel quez ou—z soit un singleton;;
4. I'élimination des variables tel quez ou -z soit un doublet;

Si les étapes 3. et 4. créent un littéral unitaire ou pur,t@ges 1. et 2. sont répétées. Il est a noter qu’apres
ces simplifications chaque proposition apparait au mdfoss : 3 fois positivement e8 fois négativement.

Un singleton (respectivement doublet) est une variable tgle son nombre d’occurrences positives ou
négatives est égali(respectivement 2). L'élimination des singletons et des doubléseffectue par la
production de I'ensemble des résolvanted.elus généralement si une variablapparait positivement
dans les clauseg v C4),(I V C3),...,(I V C}) et négativement dans les claugeé v C;), (-l V

C3),.-., (2l v C},) ouC; et C} sont des clauses, alors ces clauses sont remplacées [santiie de
clauses:

kK

ANV E)

i=1j=1

Cette technique de simplification a été proposée initiatgrdans [Franco 1991, Dechter & Rish 1994].
L'heuristique de branchement procéde en 4 étapes prirspal

1. la sélection d'un sous-ensemiflede variables en fonction de leur nombre d’occurrences dzns |
clauses binaires;;

2. la propagation une & une des variablesSd@ositivement puis négativement), afin d’estimer leur
score en terme du nhombre de nouvelles clauses binairesifg®pu

3. la suppression des variables&l@’ayant pas obtenu pas le meilleur score;;

4. |'élection d’un littéral parmi ceux d& en utilisant comme poids pour les littéraukoids;;; = 5,%6)
(siS = o, le littéral est élu par rapport a I'ensemble complet déérhtx de la formule).

7.1.4.3 Tableau

Tableau est une version de DP proposée par James M. Crawloadg D. Auton. Tableau est écrit en
« C ANSI » et existe sous la forme de deux programmtabet 3tah 3tabétant spécialisé dans le traitement
d’instances8SAT. Initalement Tableau est une implantation de la méthodéaddsaux de R. M. Smullyan
[Smullyan 1968].

De maniére générale, Tableau intégre une structure de dsiudicieuse permettant d’effectuer la pro-
pagation des clauses unitaires de facon tres efficace. lds pes littéraux, pour I'heuristique de branche-
ment approxime le nombre de clauses unitaires engendréé&affeectation du littéral en question. Cette
heuristique est similaire a celle proposée dans [Zabih & Néster 1988] et celle utilisée dans POSIT
[Freeman 1995]. Le score d’une variablest calculé par la fonction suivante :

score(x) = Poidsy(z) x Poidsy(—z) x 1024 + Poidsyy(z) + Poidsy (—x) + 1

ol Poids; (1) est le nombre d’occurrences du littétalans les clauses binaires.

Ce score permet de sélectionner un sous-ensemble de earfadalr lesquelles la propagation unitaire
est effectuée. Le littéral retourné par I'heuristique eduicqui aura engendré par sa propagation le plus
grand nombre de clauses binaires. Si I'on nitée nombre de variables initialement dans la CNk &
nombre de variables restant a un noeud donné, le nombre dblearexaminées est égaNa— 21 x n.
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Une description détaillée de Tableau peut étre trouvée [@ras/ford & Auton 1996].

7.1.4.4 Satx et Satz

Satx est un systeme de résolution basé sur DP proposé parnichuMintegre a chaque point de choix
la propagation de toutes les « variables fortement coriési [Li 1996].

Définition 7.2 (Variables fortement contraintes)

Une variable esfortement contrainte pour une CNF si et seulement si elle apparait positivememéga-
tivement dans les clauses binaires et que son nombre d'@mwes dans les clauses binaires est supérieur
ou égal a trois.

Lors d'un point de choix, I'heuritique de Satx choisit l¢éital qui parmi les variables les plus fortement
contraintes, maximise le nombre de clauses binaires presliorrs de sa propagation.

Satz est une extension de Satx proposée par [Anbulagan.198iBlere de Satx principalement par
trois caractéristiques:

1. la production des résolvantes de taille inférieure oleg@gérois en pré-traitement;

2. lintégration du nombre de résolvantes binaires darefistique de branchement;

3. I'extension du nombre de variables examinées a chaquég®ichoix suivant une propriété appelée
PROP..

Satz est capable de résoudre des instaB8A3 aléatoires dé00 variables au seuil. Les descriptions
détaillées de ces systemes peuvent étre trouvées dand@@yahul 998, Li & Anbulagan 1997, Li 1996].

7.1.45 GRASP

GRASP est un systeme de résolution ST initialement spécialisé pour le traitement d’instances
issues du monde réel. Il est programmé en « C++ ». GRASP estauizmte de DP, et se distingue des
autres implantations de DP par des procédures puissamieslyse de conflits.

L'analyse de conflits est utilisée pour élaguer au maximanble de recherche. On trouve dans GRASP,
trois méthodes différentes de diagnostic de conflits:

1. «Conflict-Directed Backtracking qui par I'analyse de la provenance de l'inconsistance petn
« backtrack » non chronologique;

2. «Conflict-Based Equivalenceidentifie les conditions suffisantes pour que deux brandeéarbre
aboutissent au méme conflit. Cette méthode permet d’opgrebacktrack » plus tdt sans identifier
explicitement I'inconsistance ;

3. «Failure-Driven Assertions dénote les valeurs d’affectation des variables nécessaifidentifica-
tion d’un conflit.

Une description détaillée de GRASP peut étre trouvée dals [& Sakallah 1996b]. Par ailleurs, dans
[Silva & Sakallah 19964a], les auteurs montrent, sur de new®s instances structurées et issues du monde
réel, I'efficacité pratique des techniques d’analyse déliten
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7.1.4.6 relsat(4)

Roberto J. Bayardo Jr. and Robert C. Schrag proposent dayaf@o Jr. & Schrag 1997] plusieurs
versions de DP intégrant différentes techniques sophiséis) développées initialement pour les C&B.(
« Conflict-Directed backtracking», « relevance-bounded learning etc.).

Comparativement aux autres implantations, relsat(4)psiggsur le principe de televance-bounded
learning » défini dans [Bayardo Jr & Miranker 1996] qui consiste a aoudles résolvantes lors du retour
arrieré®. Cet algorithme émerge par ses performances en pratiquizswmbreuses instances structurées
issues d’applications diverses (diagnostic, planificgtéic.).

La description détaillée de relsat(4) est réalisée dangdigi Jr. & Schrag 1997].

7.2 Partition du modele

7.2.1 Définition

Le théoréme de partition du modele, utilisé dans la méthed@daluation sémantique permet d’élimi-
ner des branches de I'arbre de recherche de DP [Jeamtiab 988, Oxusoff & Rauzy 1989]. Il s’exprime
de la fagon suivante:

Note 7.1
— Nousrappelons quey;, .. ;,; est'ensemble de claus&ssimplifie successivement parls, . . ., [;.

— Pour plus de commodité de lecture nous nofops, 'ensemble de clauses;,  ;;y-

Théoreme 7.1 (Partition du modéle [Oxusoff & Rauzy 1989])

Soientt un ensemble de clauses{ét, . .., ;, ..., lx} un ensemble fondamental de littéraux.
Si¥y, . € Xy, alorsyy, . est satisfaisable si et seulementsi, | est satisfaisable.

Exemple 7.3 (Exemple d’inclusion de base de clauses)

SoientE = {(I; V>V —ly), (0l Vi), (=l V12 VI3)} un ensemble de clauses{ét, -2, I3} un ensemble
de littéraux, nous avons:

El[1:3] C 21[1:2]
Y c X

El[l 1] = {(l4)7 (lz \Y 13)} i[1 3] ¢ 21[1:1]
El[l 2] = {(14),(I3)} . 5 [1:3] =

e = 1(11)} [ Iy
[1:3] o ¢ -
LBy ¢z X

S. Jeannicot, L. Oxusoff et A. Rauzy proposent une apptinatirecte du théoréme de partition du
modele au sein de la procédure de Davis & Putnam. En effegaése inclusion est détectée entre deux
nceuds de I'arbre, les branches situées entre ces deux noatidsspées. lls appellegvaluation séman-
tiguela procédure de Davis & Putnam associée au théoréme ddgradit modéle. Nous illustrons cette

2. Appelé également gonflict directed backjumping.
3. Il est a noter qu'indépendemment Thierry Castell a prépoe méthode similaire dans [Castell 1997]
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méthode sur I'exemple proposé dans [Oxusoff & Rauzy 1988]et@mple 7.4)

Exemple 7.4 (Arbre de recherche de I'évaluation sémantiqye
SoitY = {(I1 VI2 V =ly), (5l Vi), (0l VIe Vi), (=), (Is Vi), (Is V —ls), (mls Vi), (mls V —lg) }

L'arbre représenté dans la figure 7.3 page ci-contre esholpar la procédure de Davis & Putnam uti-
lisant I'heuristique de branchement retournant un littgeaitif dans I'ordre lexicographique et le théoréeme
de partition du modéle. Par ailleurs, pour des raisons d#lii§, les simplifications par littéraux unitaires
et purs ne sont pas mentionnées.

Dans cet arbre, nous avons:

DTN = {(l4), (2 Vi3),(=l2), (5 V1), (5 V —lg), (mls Vi), (0ls V —lg)}
DIFTR Y = {(l4),(I3),(Is Vi), (Is V ~lg), (—l5 V1), (=5 V —lg) }

Y1, Hla s} = {(l4), (5 Vi), (s V —lg), (=5 Vi), (s V —le) }

Yl Alols s} = {(sVls),(IsV —lg), (=ls Vi), (=I5 V =lg) }

iy toadatsy = {(le), (7l6)}

2{11,—'12,13,14,—'15} = {(lG)a (_'lG)}

et par conséquent, nous obtenons les inclusions suivantes :

Sty C Zn ) > Premiére application du théoréme de partition du modéle
Yty -l s} C Xy

E{l17—|l27l3,l4} C 2{117_'127l3}

¥ ¥ L PN .. \
{nladslay © 0 2{h ) Seconde application du théoréme de partition du modéle

St mtas sy C© Xy

Yl lalatey C 0B

Remarque 7.3
Afin de clore ce rappel sur le théoréme de partition du moadéles terminons par trois remarques.

10

20

La premiere remarque porte sur le lien naturel existaneenartition du modéle » et « simpli-
fication par littéraux purs ». De maniere évidente, la partidu modéle généralise la regle de
simplification par les littéraux purs. En effet,/sést un littéral pur d’'une CNE, 'opération de
simplification deX parl supprime de toutes les clauses contendrgt laisse intactes toutes les
autres clauses. Par conséquent, il est clairfgiu€ X.. Ainsi I'application du théoreme de partition
du modéle permet de se passer pour DP de I'étape de simphifiqer les littéraux purs.

La seconde remarque porte sur la recherche de la plus graniiteop d’'un ensemble de clauses.
Détecter le plus petit tel queY;, ., (k > i) soit inclus danst;,, ., peut paraitre un processus
complexe et colteux en temps. Or la propriété suivante getioletenir une méthode de détection
incrementale, tout en garantissant I'obtention du plusdpa,, ;.

Propriété 7.7 ([Oxusoff & Rauzy 1989])

SiElu:.k] SR Y alors¥y, ,, est égalementinclus dads,, ., Xi, ;o5 > Slppy-
Ce qui s’exprime encore sous la forme:
Si¥y, . € iy, alorsEy,  n'estpasinclus dans;, ;. Xi, oo By 2

Ces propriétés permettent d’éviter tous les tests d'inatuigutiles. Lefficacité de la détection du
plus grand ensemble de clauses inclugnt,, dépend donc fortement de I'efficacité du test d'in-
clusion entreX;, ., ety ., (k > i). Or ce test est relativement rudimentaire, il consisterdigg
que toutes les clauses dg , , contenant un littéral parmi 'ensemb{e-l; 1, ~l;t2, ..., ~l}

[1:4]
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Coupure
(2° part. modele)
— — l2 2
2€ partition 1€ partition
détectée entre détectée entre DIPR
YetXy, iy s} Yo,y ety - s} \
l3 \/

\

S \
{1 lals} Coupure

\
\ (1" part. modele)

1

\

30

ity Alols la}

Coupure
(28 part. modéle)

5

ls

2{11,—'12,13’14715} 2{11,—'12713,14,—'15}

¥ inconsistant)

l()‘ _‘l()’

4 4 L L

FiG. 7.3 —Arbre de recherche construit par I'algorithme d’évaluatisémantique

n'apparaissent pas (sont satisfaites) déns, . En utilisant un codage judicieux des ensembles de
clauses, ce test peut étre effectué de maniére efficace, Aétscter la plus grande partition est
une opération qui peut étre réalisée a moindre codt.

La derniére remarque porte sur la détection de I'ensemhiieudes les inclusions possibles lors de
I'exploration de DP. Afin de garantir la détection de toutssihclusions, une étape de suppression
des clauses sous-sommeées est nécessaire. Nous illusttompropos sur I'exemple suivant.

Exemple 7.5 (Partition du modéle et sous-sommation)
SoitE = {(=ly VI3),(l2 Vi), (lz VI3 Vig)}, nous avons:
E1[1:1] = {(13)7 (l2 \4 14)7 (_'l2 Vi3V l4)}
E1[1:2] = {(l3),(zVi)}
Dans ce cas, aucune inclusion n’est detectée. Par conEg, siest simplifiee par la suppression
des clauses sous-sommées, alors, devient égale E;[m] = {(I3)} et nous obtenons:

22[1:2] C %u,.,, qui provoque I'application du théoreme de partition du nlede

1:1]
Il reste que la simplification des clauses sous-somméemesbperation extrémement colteuse
en temps (cf. paragraphe 7.1.1.3 page 98). Par conséqugettetr toutes les inclusions nuit
fortement a I'efficacité de la procédure d’évaluation sétiqale. Cependant, il est a noter que
I'algorithme d’évaluation sémantique demeure valide mé&ia simplification des clauses sous-
sommeées n’'est pas réalisée. Mais il est alors impossibleadengr la détection de tous les cas
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d’'applications possibles du théoréme de partition du nedel

7.2.2 Généralisation

Nous proposons dans cette section une généralisatiomalégilu théoreme de partition du modéle.
Cette généralisation porte sur le lien (I'inclusion poutHéoréme de partition du modeéle « classique »)
entre les ensembles de clauses. En effet, nous montronsetle qmaniére il est possible de remplacer
I'inclusion ensembliste) par la conséquence sémantigbg de deux ensembles de clauses.

Théoréme 7.2 (Partition du modéle généralisé)

Soientt un ensemble de clauses{ét, ..., l;, ..., [} un ensemble fondamental de littéraux.
Si%y,;, F i, (7 < k), alorsyy,, ., est satisfaisable si et seulemenks; ,, est satisfaisable.
Preuve(Théoréme 7.2)

Si ¥y, ,, est satisfaisable alos;, ,, est satisfaisable, par définition de la conséquence séguanti
(cf. définition 2.17 page 12).

Supposong,, ,, satisfaisable et soit un modele dezy, ,,. Montrons quel peut étre prolonge vers
un modelel’ deX;,, .
SoitI' l'interprétation de¥; , ., telle que:

sil € {l]’+1,l]’+2,...,lk} alors Il(l) =V
pour tout littérall de;,  : ¢ sinonsi~I € {ljy1,lj12,...,lx} alors I'(l) =F
sinon I'(l)y = 1(I)

Montrons quel’ est un modele dE,[l:ﬂ. Soite une clause dé),[ trois cas sont envisageables:

1:5]7

— cne contient pas de littéraux ¢&1,;42,...,l; }, dans ce cas € ¥,
satisfaitc et ainsi par construction dé : I’ satisfaitc;

— ccontient a la fois des littéraux appartenant et n’appartepas &{/; 1,4+, ...,1;}, dans ce cas l
existe une clause dey;, ,, telle quec’ C ¢, ce qui signifie encore que sous-somme (¢’ F c).
De plus, commd satisfaite’, I’ satisfait¢’ par construction dé’. Ainsi ¢’ E ¢ et¢ satisfait parl’
impliquent quel’ satisfaitc;

— ¢ ne contient que des littéraux dé;+1,/;12,...,lt}, dans ce cag est satisfait paf’, sinon il
existerait une clause vide dansy;, ., telle quec’ est extraite de par l'interprétation des littéraux
lj+1,lj+2,...,1x. Siune telle clause vide existe daig, ,,, alorsy;,, ,, estinconsistant, ce qui est
contradictoire avec notre hypothése de départ. Par coaséfjsatisfaitc.

doncI (modéle de&&; , )

1:k]

Dans tous les cas,est satisfait paf’, par conséquert est un modéle d&;;, ,, (CQFD). O

Il est clair que ce nouveau théoréme généralise le théorénpadition du modeéle. En effet, nous
montrons que:

Propriété 7.8
Soient® et() deux ensembles de clauses satisfaisables. Si(2, alors() F ¥,

Preuve (Propriété 7.8)
Si ¥ C Q, alors toutes les clauses Heappartiennent égalementa Tout modéle dé) satisfait chacune
des clauses d@, par définition d’'un modele (cf. définition 2.13). Par conséut, tout modéle d€ satisfait
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chacune des clauses BeAinsi, tout modele dé€) est un modéle dE, ce qui entraine par définition de la
conséquence logique qtieF X. O

Remarque 7.4
Il faut remarquer que la réciproque est faugsei X) A (X C ), comme lillustre 'exemple ci-dessous.

Exemple 7.6 (Exemple de non réciprocité de la propriété 7.8)
Soient = {(aVbVe),(maVb)}ett =0, ={(bVec)}, nousavons biefd F ¥ mais¥® ¢ Q.

Par ailleurs, I'un des atouts majeurs du théoréme de partdi modéle réside dans son utilisation
incrémentale (cf. propriété 7.7). Cette propriété est enrée pour le théoreme de partition du modele
généralisé.

Propriété 7.9

Si¥y, ., F iy, alorsyy, ,, est également une conseéquence logliye, ., ¥, L2

1:k]? 1:542]7 " ° [1:k—1]"
Preuve (Propriété 7.9)

Si St F B alors(%y, ;, A =%y,,,) est inconsistant. Donc a forti,()r@E,[l:j] A =300 A (L))
est inconsistant. OfYy, ., A (1j+1)) = (B ;)14 = Zip,.- Par conséquerts,, . A =%, ) est
inconsistant et donk;, ., F ¥, ,,. Un raisonnement identique est appliqué pour montrergye, est

une consequence logique Be, ; ., .-, 31, ;-

Un corollaire immédiat a cette propriété trouve une appbeadirecte en pratique comme nous le
montrons dans la section suivante (cf. paragraphe 7.2.3).

Corollaire 7.1

Si¥y, ; ¥ Xy, alorsyy, ., n'est pas non plus une consequence logigue; ,, D VN 3

[Lj—2]? "
Preuve(Corollaire 7.1)

Dans un premier temps, montrons qu&sj, , ¥ %, ,,, alorsX ¥ ;.
Supposons qu&;, ;, ¥ %, ,, etqueX F %, . Si¥ F ¥, ., alors d'aprés la propriété 7.9, nous
avonS:Elu:u F El[1:1e]'_21[1:2] F El[l:le]' s Sy F El[l:lc]’ tery El[l:le—2] = El[lrle] et El[ = El[
.. F Xy, contredit notre hypotheése de départ, par conséduent;, ., (CQFD).

1ike—1] 1:k] "

1:k]

Le corollaire est démontre en réitérant cette démonstraury;
puis®y,  , ¥ i, etenfins,, . E ¥ .

¥ El[l:k]’ pUiSEl[l:Z] ¥ El[

1:1] k] Y

Le théoréme de partition du modéle « classique » englobegligication par les littéraux purs (cf. re-
marque 7.3). Comme toute application du théoreme de artiti modéle « classique » est une application
du théoreme de partition du modele généralisé (cf. praprigt), ce dernier permet donc a fortiori d’englo-
ber la simplification par les littéraux purs. Par ailleursys montrons que la simplification par les littéraux
unitaires est également un cas particulier du théorémentiigradu modéle généralisé.

Propriété 7.10
Siun ensemble de clausEgposséede un littéral unitairg alors ¥ E ¥;.
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Preuve (Propriété 7.10)
Il est possible de distinguer deux types de clauses Hans

1. des clauses identiques a des clauses appartefdantes clauses dE ne contiennent ni ni ~[ et
apparaissent donc dahs. Il est clair que tout modélé/ de¥. satisfait ces clauses dg puisqueM
satisfait les mémes clauses dahs

2. des clauses issues de clauses:delles que ces clauses decontiennent~/. Les clauses d&;
issues de la suppresion des occurrencesidmnt satisfaites par tout modéle HeEn effet, comme
I est un littéral unitaire tout modé de ¥ est tel queM (1) = V et satisfait donc les sous-clauses
extraites det par la suppression del.

Donc tout modéle d& satisfait toutes les clauses Hg ainsi tout modéle dE satisfaity; et par conséquent
YEY. O

Par extension, nous avons:

Corollaire 7.2
SoitY un ensemble de clauses, alars- X*.

Preuve(Corollaire 7.2)

Soit{l1,1s,...,1,} 'ensemble des littéraux unitaires intervenant dans Ip@gation unitaire d&. Nous
avons, d’aprés la propriété 7.10:

DR DY/ RND I D MU S URRTHIFD7{ F AU MUNPSUMING U ol 2% (0 MU IS W 9J¥ UM A MG S ol D

Par transitivité de la déduction logigue)( on déduit ques E ¥*. O

Le corollaire 7.2 montre que les branches coupées par igin du théoréme de partition du modéle
incluent celles coupées par la propagation unitaire, plugtplement celles coupées par la simplification
des littéraux impliqués.

Propriété 7.11
SoientX un ensemble de clausedein littéral. SiX = [, alors X F %;.

Preuve (Propriété 7.11)

Si ¥ F [, alors tout modéle dE satisfait le littéral, donc tout modelé/ de ¥ est tel queM/(I) = V. De
cette constatation et en suivant une démarche identiquieautiésée dans la preuve de la propriété 7.10,
nous obtenon¥ E ¥;. O

Par ailleurs, I'introduction du théoreme de partition dud@le généralisé au sein de I'algorithme de
Davis & Putnam peut se faire de la méme maniéere que pour legiméode partition du modéle « classique ».
Cependant détecter une inclusion entre deux ensembleawkeslest une opération rapide et qui s’effectue
en temps linéaire avec une structure de données adaptéenfeftque 7.3). Il n'en est pas de méme pour
la conséquence logique. En effet, tester si un ensembleadead est une conséquence sémantique d’'un
autre ensemble de clauses est un probleme CoNP-compl&t.dpétration nécessite donc le plus souvent
un traitement en temps exponentiel par rapport a la taikeethsembles de clauses. Ainsi une application
directe au sein de DP du théoreme de partition du modéle giigérafin de permettre une résolution
plus efficace du probléme SAT, n’est pas envisageable eiypeatDe cette constatation, nous proposons
dans le paragraphe suivant d’'affaiblir la relation (la éangence sémantique) entre les deux ensembles de
clauses afin de permettre une détection du théoréme degadit modéle généralisé (restreint) en temps
polynomial.
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En synthése de ce paragraphe, nous avons :
— proposé une généralisation du théoreme de partition deélapd

— montré lI'incrémentalité du théoréme de partition du medgnéralisé (cf. propriété 7.9 et corollaire
7.1);

— montré que le théoreme de partition du modéle généralgiélen:
1° le théoréme de partition du modéle « classique »;
2° la simplification par les littéraux purs;
3° la simplification par les littéraux unitaires;
4° et plus généralement la simplification par les littérauxliques ;

— constaté que seule une application resteinte du théoremartition du modéle est envisageable en
pratique.

7.2.3 Théoreme de partition du modele généralisé restreird la propagation uni-
taire

Afin de rendre possible I'exploitation pratique du théoréseepartition du modele généralisé, il est
nécessaire d’'affaiblir la relation de déduction utilisée.

Nous proposons de remplacer la conséquence logkgupar la conséquence logique restreinte a la
propagation unitaire(*).

7.2.3.1 Définitions et propriétés fondamentales

Définition 7.3 (conséquence logique restreinte a la propagjan unitaire)
SoientY et 2 deux ensembles de claus€sgest uneconséquence logique restreinte a la propagation
unitaire deX , notéeX £* , si et seulement si pour toute clausge(?, (X A —¢)* contient la clause vide.

Trivialement, nous avons :

Propriété 7.12
Si¥ E* QalorsY E Q.

Preuve (Propriété 7.12)
Si ¥ E* Q, alors pour toute clausede (2, (¥ A =¢)* et inconsistant, don A ) est inconsistant. Par
conséquent F Q. O

Ce qui nous permet d’obtenir le théoréme suivant:

Théoréme 7.3 (Partition du modéle généralisé restreint a laropagation unitaire)
Soientt un ensemble de clauses{ét, ..., [}, ..., } un ensemble fondamental de littéraux.
Si%y,;, F* 2,0 < k), alorsy,  estsatisfaisable si et seulemenks;, ,, est satisfaisable.

1:5] 1:k]
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Preuve(Théoréme 7.3)
Sing B Bipag = S, F Sig,,, (Proprieté 7.12) et sk, F ¥y, alorsy, . est satisfaisable si et
seulement sk, ,, est satisfaisable (théoreme 7.2). O

1:k]

Nous avons montré dans le paragraphe 7.2.2 que I'appiicdtiohéoréme de partition du modéle géné-
ralisé permet entre autres d’englober la simplificationlesdittéraux purs, unitaires et plus généralement
tous les littéraux impliqués. Par ailleurs la restrictianat théoréme a I'inclusion ensembliste ne permet
plus de garantir la détection des littéraux unitaires etligoigs (seule la simplification par les littéraux
purs est englobée dans le théoréme de partition du modédssiqlie », cf. remarque 7.3 page 110). Nous
montrons que le théoréme de partition du modéle généralitéeint a la propagation unitaire généralise le
théoreme de partition du modeéle généralisé restreintelligion ensembliste (que nous appelons également
théoreme de partition du modele « classique »).

Propriété 7.13
SoientY et} deux ensembles de clauses(ISL ¥, alors ¥ E* ().

Preuve (Propriété 7.13)

SiQ C X, alors chaque clausede Q apparait dan¥. DoncV ¢ € Q, 3¢’ € X telle quec = ¢, par
conséquentc’ A —c¢)* est réduit a la clause vide. Ansi nous avons pour chaqueectadis (2, (X A —¢)*
contient la clause vide. Par conséquErit* (. O

Remarque 7.5
Il faut noter que la réciproque est fausse, comme l'illuneemple ci-dessous.

Exemple 7.7 (Exemple de non réciprocité de la propriété 7.3
SoientE = {(aVbVe),(aV-b),(bV -e),(cV-a)}etQ =%, ={(a),(cV —a)}, nous avons bien
Q F* ¥ maisQ) ¢ Y.

Ainsi, la propriété ci-dessus nous assure que toute apipicdu théoréme de partition du modele
« classique » est une application du théoréme de partitionahiele généralisé restreint a la propagation
unitaire. Par conséquent, la simplification des littéraussgest implicitement contenue dans le théoréme de
partition du modeéle généralisé restreint a la propagatiitaine. Nous montrons également que ce théoréme
effectue également la simplification par les littéraux aings.

Propriété 7.14
Pour tout ensemble de clausgs ¥ E* ¥*.

Preuve (Propriété 7.14)
Triviale d’aprés les définitions de* et de la relatiorF*.

Au travers de cette section, nous avons montré que le théoderpartition de modele généralisé res-
treint & la propagation unitaire permet également de réeupdutes les simplifications dues:

1° au théoréme de partition du modele « classique »;
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2° aux littéraux purs;
3° aux littéraux unitaires.

Comparativement au théoreme de partition du modéle gésé&ratule la simplification par les littéraux
impliqués n’est plus incluse dans le théoreme de partitiomddele généralisé restreint a la propagation
unitaire, comme l'illustre I'exemple ci-dessous. Cepanda non-inclusion de cette simplification permet
de détecter en temps polynomial toute application du tidemde partition du modéle généralisé restreint
a la propagation unitaire. Nous présentons cette techuigueétection dans le prochain paragraphe.

Exemple 7.8 (Exemple de la non détection des littéraux imgjués)
SoitI'ensemble de claus&s= {(aVbVc), (aVbV-c), (aV-bV-c), (maVbV-ce), (maV-bVe), (aV-bVe)}.
Nous avons F a maisX ¥* a.

7.2.3.2 Propriétés pratiques et implantation

L'étude réalisée sur les méthodes de simplification pougdidathme de Davis & Putnam (cf. para-
graphe 7.1.1) montre I'importance de la capacité a détetfieacement que telle ou telle méthode de
simplification s’applique & un nceud donné de I'arbre de metteede DP. Par exemple, la simplification
de I'ensemble de clauses par les clauses sous-somméescestmaeffectuée car trop fastidieuse et trop
prohibitive en temps.

Nous présentons dans cette section des propriétés patigueéoreme de partition du modéle géné-
ralisé restreint a la propagation unitaire permettant deati€ér efficacement son application durant I'algo-
rithme de Davis & Putnam. Nous proposons également une intgilan de DP intégrant le théoréme de
partition du modéle généralisé restreint & la propagatitaie.

La premiére propriété pratique porte sur la polynomialitéest de la conséquence logique restreinte a
la propagation unitaire.

Propriété 7.15
Soient® et2 deux ensembles de clauses. Veérifiel $i* 2 est une opération polynomiale en temps et plus
précisément e®(Cq x (|| + |¢|)) ou Cq, est le nombre de clauses fieet ¢ la plus longue clause de.

Preuve (Propriété 7.15)

Trivialement, par définition de la conséquence logiduigpreuves par propagation unitaire sont nécessaires
pour prouver ques £* 2, d'ou O(Cq x f(X A =e)), ol f(X A —¢) est la complexité de la propagation
unitaire de I'ensemble de clausgs A —¢). Par ailleurs la propagation unitaire requiert en tempédlire
(O(|Z] + |c])) par rapport a la taille de I'instance considérée [DowlinGéllier 1984]. En conséquence,

le test¥ E* Q est une opération s’effectuant &{Cq x (|Z] + |¢|)). O

Polynomialité n’étant malheureusement pas toujours symerd’efficacité pratique, nous montrons de
quelle maniére il est possible de réduire d'un facteur najlig€able le nombre de propagations unitaires
nécessaires a la détection du théoréme de partition du sngdaEralisé restreint a la propagation unitaire
lors de I'exécution de DP.

Propriété 7.16
Soientt un ensemble de claused ein littéral, ¥ F* ¥, si et seulement si pour chaque clausie ¥, telle
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quec provient d’une clause (dE) contenant-l, (X A —c¢)* contient la clause vide.

Preuve (Propriété 7.16)

Y F* 3 si et seulement si pour chaque clausie Y, (X—c¢)* contient la clause vide. Qf; est constitué
de deux types de clauses: des clauses identiques a dessatilSeet des clauses extraites depar la
suppression des occurrences~de Nous montrons que pour la premiere catégorie de clausefieréi
(¥A-c)* contientla clause vide est inutile. En effegppartient &, donc(cA—c)* conduit obligatoirement
ala clause vide. Par conséquent, seule la seconde catdgai@uses doit étre testée (CQFD). O

Des propriétés 7.15 et 7.16, nous déduisons le corollaivarsi

Corollaire 7.3
Soient® un ensemble de clauses/eatn littéral deX:. Vérifier si¥ E* ¥; est une opération nécessitant un
temps erO(Oce(~I) x Cx) ot Oce(~I) représente le nombre d’occurrences-dedanst.

Preuve(Corollaire 7.3)
Conséquence immédiate des propriétés 7.15 et 7.16. O

Ce dernier corollaire montre que détecter une applicatiothdoréme de partition du modéle généra-
lisé restreint & la propagation unitaire, entre deux nceadseézutifs de I'arbre de I'algorithme de DP, est
une opération simple et trés peu colteuse en temps. Cefgeihdahposssible que le théoréeme s’applique
également entre deux noeuds non consécultifs. La propriggngeiet plus particulierement son corollaire
permettent d’éviter tout test inutile et permettent paeesgion d’obtenir un algorithme de détection incré-
mental de I'application du théoréme et ceci entre n'impqctels nceuds de I'arbre de DP (consécutifs ou
non).

Propriété 7.17
SoientY un ensemble de clauses 4,1/ ...,l;,...,l;} un ensemble de littéraux. Sy, F* X
(i < k), alors¥, B B €180 B S, 6L ety B,

1:k]

1:i41] 1:k] 1ik—1] 1:k] "

Preuve (Propriété 7.17)
Dans un premier temps, montrons qu&sj ., F* ¥y, ,, alors¥y, . F* 3y, ..

Si %y, F* Xy, alors pour toute clause appartenant &, I'ensemble de clause’;, , A —c)*
contient la clause vide. Donc, a fortiof;;;, ,, A {li+1} A —c)* contient la clause vide.

Par ailleursyy, .., = (i, A {li+1}). Par conséquente € ¥y, ., (¥y,,,,,, A —c)* contient la clause
vide, ce qui signifie, par définition, qu&, ., ,, F* i, ;-
Un raisonnement identique est applicable pBYY, . . Xi,. sy s Sty - O

Corollaire 7.4
SoientY un ensemble de clauses £t,1>...,l;,...,;} un ensemble de littéraux. S]l[“] B %y,
(1 < k), alorsXy, ., B* ¥y, ety ¥ 5, et et B 5y,

1:k]

1:k] 1:4—2] 1:k] 1:k]"
Preuve(Corollaire 7.4)
H H * *
Dans un premier temps, montrons qu&sj,,, ¥* X, alorsy;, ., F* X .
* * 1 * *
Nous avonsy;, . ¥* ¥, ,, et supposons quE;, . ,, F* ¥y, .. Si¥y, ., F* ¥y, ,,, alorsy, . F

¥, d'apres la propriété 7.17. Cette conclusion est contradéeavec I'hypothése, par conséquent nous
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avons démontré par l'absurde qug, ,_,, ¥* %y, ;-
Un raisonnement identique est applicable poyy, ., ¥, 4 -, 2. O

Ainsi, nous avons prouveé que l'application du théoréme détjgen du modéle généralisé restreint a
la propagation unitaire entre deux nceuds non consécutlfartbee de DP est assujettie a I'application du
théoréme entre deux noeuds consécutifs. A partir de cetiatation, nous proposons une implantation du
théoreme de partition du modéle généralisé restreint laggation unitaire.

L'algorithme proposé cherche a appliquer le théoreme lerkad« remontée » dans I'arbre de DP. Ce
type d’'implantation a été préféré a une implantation chenth appliquer le théoréme dans la « descente »,
uniguement pour des raisons évidentes d'efficacité. En effte technique permet notamment d’éviter des
propagations unitaires inutiles si la branche développtsatisfaisable.

Les algorithmes suivants décrivent la procédure DP intédeadétection du théoréme (cf. algorithme
7.5) et la procédure de détection proprement dite (cf. élgoe 7.6).

Algorithme 7.5 DP ET PARTITION DU MODELE GENERALISE RESTREINT A LA PROPAG. UNIT.
1. Function DP_PMGRPU : boolean

2. Input : un ensemble de clauses X

3. Output : true si ¥ est consistant, false sinon

4. Begin

5. Y*=Propagation_Unitaire(X) ;

6. if (¥* contient la clause vide) then return false ;
7. elif (¥*==@) then return true ;

8. else

9. [=Heuristique_de_branchement (¥*) ;

10. if (DP_PMGRPU(X*U{(I)})) then return true ;

11. else return Part_Modele_Gen_Rest_Propag Unit(X* 1) ;
12. fi

13. fi

14. End

Lors de l'appel par DP ®art_Modele_Gen_Rest_Propag_Unit, la brancheX; a été explorée et
prouvée inconsistante. Si E* ¥; alors la branch& ., peut étre coupée d’apres le théoréme de partition
du modele généralisé restreint a la propagation unitaledgdrithme ci-dessous se charge d’effectuer ce
test et de couper ou d’explorer la branche suivant le réslitéest.

Algorithme 7.6 PARTITION DU MODELE GENERALISE RESTREINT A LA PROPAGATION UNITAIRE

1. Function PART_MODELE_GEN_REST_PROPAG_UNIT : boolean

2. Input : un ensemble de clauses ¥ et un littéral [ tel que
3, a été prouvé inconsistant ;

3. DOutput : true si ¥.; est consistant, false sinon ;

4. Begin

5. Y¥, = Propagation_Unitaire(¥ U {~I}) ;

6. if (X7, contient la clause vide) then return false ;

7. elif (¥%,==0) then return true ;
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8. else 4% Tester X E* Y, revient a4 vérifier pour chaque clause ¢ de X
4% telle que c={~IV '}, si (SF* ()

9. application = true ; %% Variable booléenne true tant que le théo. s’applique

10. foreach clause ¢ de ¥ telle que c={~IV L1V LV...V [}

11. do

12. if (Propagation_Unitaire(X*,U{~Il1}U...U{~l,}) contient la clause vide)

13. then ¥%, = (X5, U {LhVv LV...V [,}) ;

14. else application = false ;

15. done

16. if (application) then return false ; /4% application => branche coupée

17. else return DP_PMGRPU(XY,) ; /4% non application = branche explorée

18. fi

19. fi

20. End

Nous terminons ce paragraphe par deux remarques concéabgotithme de détection du théoreme
de partition du modele généralisé restreint a la propagaiiitaire (cf. algorithme 7.6 page précédente).

1° Lalgorithme débute par la propagation unitaire-de Nous avons décidé de commencer la procé-
dure par cette propagation pour des raisons d’efficacit@fieh pour chacune des clauses a tester
lors de la vérification d& E* ¥, il est clair que le mono-littérak-l est produit. Par conséquent
afin d’éviter de répéten* fois la production du mono-littératl et les éventuelles propagations
unitaires engendrées par ce mono-littéral, la propagatiitaire de~[ est effectuée une fois pour
toutes en début de procédure.

2° Lorsqu’une clause’ est prouvée étre une conséquence logique restreinte adagation unitaire
de X¥,, cette clause est ajoutée a I'ensemble de clabti§gsCet ajout de clauses est réalisé en
ligne 13 de I'algorithme 7.6. |l permet non seulement d'#&@¥ le temps de calcul des différentes
propagations unitaires effectuées lors du test d’apjdinatu théoréme, mais également de réduire
la taille du sous-arbre construit par DP lors de I'explanatieX:.; lorsque le théoréme n’a pu étre
appliqué.
Il est & noter que cet ajout de clauses se fait en espace obristeeffet, la clause’ ajoutée &7,
est extraite d’'une clause & (~I[ V ¢')) appartenant &. Par conséquent, comme cette claude
¥ a été effacée daris*, par la propagation unitaire del, I'ajout de¢’ s’effectue donc par une
simple « réactivation » d’'une sous-clauseXleCette opération est réalisée en temps et en espace
constant avec une structure de données adaptée.
Par ailleurs, la version de I'agorithme présentée dans ceugtait préconise la production d'un
maximum de clauses impliquées. En effet, des lors qu’unesela’est pas impliquée, la preuve est
faite queX #* ¥;, par conséquent, afin de minimiser le temps de calcul, iltgaticieux de quitter
la boucle prématurément et de lancer immédiatement I'eaptm de la branche correspondant a
¥.*,, ceci sans vérifier si d'autres clauses peuvent étre ajpubékinverse, la version présentée
est « jusqu’au-boutiste », elle cherche a impliquer un marinde clauses, ceci afin de réduire au
maximum la taille du sous-arbre non encore exploré. Nowuthss dans le paragraphe dédié aux
extensions de I'algorithme, diverses stratégies envesmgéant a I'arrét plus ou moins prématuré
du test d’implication de clauses.

Résultats expérimentaux

Afin de valider notre approche nous avons effectué une sértesis portant sur des instan@SAT
aléatoires. Ces tests ont pour objectif de mesurer 'effethééoréme de partition du modéle généralisé

4.n représente ici le nombre de clauses a tester, c’est-aadiverhbre d’occurrences del dansX..
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restreint a la propagation unitaire sur I'arbre de rechem® DP et plus précisément sur le nombre de
nceuds de cet arbre. Pour ce faire nous avons comparé notoehgpvec I'algorithme de Davis & Putnam
standard (sans mécanisme de simplification) et avec I'tfgoe d’évaluation sémantique.

Par ailleurs, nous avons également mesuré cet effet aatifrapports nombre de clauses sur nombre
de variables afin de déterminer dans quelle zone (sousagateycritique ou sur-contrainte) notre approche
obtenait les meilleurs résultats comparativement auxilgoes précités.

De plus, nous avons testé deux manieres distinctes d'amplie théoréme de partition du modele
généralisé restreint a la propagation unitaire. La preznifentre elles est celle décrite dans la section
précédente (cf. algorithme 7.6) et correspond a une véidita jusqu’au-boutiste » du test d’application
du théoréme. C'est-a-dire que chaque clause pour lagtisif@itation doit étre testée, est traitée, méme si
I'une d’entre elles a déja été prouvée non impliquée. A Eirse la version « arrét » stoppe la procédure de
vérification dés lors qu’une clause n’a pas été impliqués.deeix versions sont discutées plus précisément
dans la section suivante.

Ces quatre algorithmes ont été expérimentés sur des iesStBBAT pour lesquelles le nombre de va-
riable varie entr@5 et 250 et pour lesquelles le rapport du nombre de variables surfgn®de clauses
varie entre3.00 et 6.00. Par ailleurs pour chacun des couples (nombre de variailgsort C/V)500 ins-
tances ont été testées. Les courbes suivantes synthééiseasultats obtenus par chacune des approches
comparativement au nombre de nceuds de I'arbre de décisibR.de
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FIG. 7.4 —Nombre de nceuds de R&standard» pour des instancesSAT

FiG. 7.5 —Nombre de nceuds de I'évaluation sémantique pour des iregaBAT
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ition du modele généralisé restreint & la Propagation unitairen(version arrét) —s—

FIG. 7.6 —Nombre de noeuds de DP utilisant le théoréme de partition diefe@énéralisé restreint a la
propagation unitaire< version arrét»

FiG. 7.7 —Nombre de noeuds de DP utilisant le théoréme de partition diefe@énéralisé restreint a la
propagation unitaire< version jusqu’au-boutiste
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Ces courbes, difficiles de lecture par leur aspect tri-dsimemel et par I'échelle logarithmique, montrent
que quelle que soit la taille du probléme, c’est-a-dire que soit le couple (nombre de variables, rapport
C/V), les approches basées sur le théoréme de partition delengénéralisé restreint a la propagation uni-
taire admettent toujours moins de nceuds que les procédeieawds & Putnam standard et d’évaluation
sémantique. Par ailleurs, il faut remarquer que sur cearinss aléatoires I'évaluation sémantique n’ap-
porte quasiment rien, c’est-a-dire que le théoreme detipartiu modele classique s’'applique trés rarement
(voire pas du tout pour une grande majorité de tailles). ff@mince entre les approches croit en fonction
du nombre de variables. Nous présentons dans la courbentiiyai regroupe les résultats obtenus pour
chaque approche sur les instanceg#levariables.

50000

j DP standard ——
Evaluation sémantique -—-x---
Partition du modele (version arrét) -
x

Partition du modeéle (version au bout) a

45000

40000 / : :
35000 £

30000 i %
25000 i i
20000 i

% 2\
15000 : .

i 8 "
10000 )

#Noeuds

%
.
5000 / b .
0
3 3.25 35 3.75 4 4.25 4.5 4.75 5 5.25 55 5.75 6

FiIG. 7.8 —Nombre de nceuds en fonction du rapport C/V pour des inste8B®A&F aléatoires de250 va-
riables

Cette courbe fait apparaitre trés nettement le gain obtendeg approches basées sur le théoreme
de partition du modéle généralisé. Il faut également noter lg version « jusqu’au-boutiste » obtient
sensiblement de meilleurs résultats que la version « arf@eei prouve I'utilité des ajouts de clauses pour
le reste de la recherche.

Il reste que si nos approches permettent une diminutiorbfetlu nombre de nceuds elles sont d’avan-
tage consommatrices en temps CPU. Les courbes suivantésierple temps moyen passé par chacune
des méthodes pour résoudre une instance de chaque taille.
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FiIG. 7.10 —-Temps moyen de I'évaluation sémantique pour résoudre dimices SAT aléatoires
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00000

ity
- ///////I//’I”

33 26 Y
) 4.2

4

FiG. 7.11 —Temps moyen de DP utilisant le théoréme de partition du neqgi&iéralisé (versior arrét »)
pour résoudre des instanceSAT aléatoires

FiG. 7.12 -Temps moyen de DP utilisant le théoréme de partition du neagiéralisé (versiorjusqu’au-
boutiste») pour résoudre des instanceSAT aléatoires
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A l'inverse des courbes précédentes, les approches basdediséoréme de partition du modéle géné-
ralisé semblent plus lentes. La courbe suivante montreeheps obtenus par chacune des méthodes pour
un nombre de variable fixe égaRa0.

200

j DP standard ——

Evaluation sémantique -—-x---
Partition du modele (version arrét) -
180 Partition du modeéle (version au bout) a

160

140

120

100

80

Temps moyen (en secondes)

60

40

20

Fic. 7.13 —Temps d’'éxécution en fonction du rapport C/V pour des irgarf5AT aléatoires de250
variables

Les résultats concernant les temps d’exécution des méttadées sur le théoréme de partition du mo-
dele généralisé restreint a la propagation unitaire motiimportance de trouver des stratégies permettant
de réduire au maximum le temps de calcul. Dans la prochagti®saous discutons de diverses extensions
dont certaines ont pour objectif la réduction du temps deutale ces approches.

Optimisations naturelles

Comme discuté précédemment, deux politiques se font fac® equi concerne les tests d'implica-
tion de clauses. En effet, la version présentée préconisbeteher a impliquer un maximum de clauses,
c’est-a-dire de ne pas stopper le test d’application duréme dés lors que celui-ci a été prouveé impos-
sible a satisfaire. Cette stratégie se justifie par le faét chaque clause impliquée est ajoutée a la base de
connaissances et que cet ajout permet de supprimer degréttgions. Ces suppressions ont pour consé-
guence de minimiser le nombre de noeuds explorés et de favBapplication du théoreme dans le reste
de la branche. Cependant, bien que la propagation unitiireéslisable en temps linéaire, multiplier les
tests d'implications peut nuire aux performances globdéekalgorithme. Ainsi, vu que le temps CPU est
souvent considéré comme le critere de jugement suprémejaniiate a I'algorithme proposé consiste a
stopper le test d’application du théoréme des lors que estunsatisfait. Entre ces deux variantes extrémes,
nous pensons qu’une stratégie intermédiaire peut étramdagCelle-ci consisterait a imposer un ordre sur
les différents tests d’'implications a réaliser. Plus mégient, les clauses qui, selon cet ordre, auraient le
plus de chances d’étre impliquées seraient testées piieritent. Ainsi dés lors qu’une clause n’est pas
impliquée parX, le test d’application du théoréme est stoppé en consitigtaihest peu probable qu’une
clause (de rang inférieur selon I'ordre) soit de nouveadigmpe alors que la clause précédente (selon
I'ordre) ne I'a pas été. Toute la difficulté d’une telle apghie réside dans la détermination de l'ordre. En
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effet cet ordre doit pouvoir étre calculé de maniére efficafia de pas nuire aux performances globales de
la méthode, et doit étre le plus pertinent possible.

Une seconde amélioration réside dans I'application durthe uniquement a partir d’'une certaine
profondeur de I'arbre de Davis & Putnam. L'idée est donc @pliquer ce théoréme que lorsque celui-ci
a un maximum de « chances » d’'étre satisfait. Par exempls,ldaas d'instance3SAT, les nceuds situés
pres de la racine de I'arbre de décision de DP ne contiennentrgs peu de clauses binaires, en effet |l
faut un certain nombre d’affectations afin de voir appagaitr nombre significatif de clauses binaires. Ceci
est d’autant plus vrai si I'on considére des instart®AT. Or c’est bien la présence massive de clauses
binaires qui favorise la propagation unitaire et donc llaggtion du théoréme. Par ailleurs de nombreuses
techniques de simplification basées sur la propagationimgicomme celles utilisées dans C-SAT, ne sont
appliquées qu’'a partir d’'une certaine profondeur de l'arthe recherche de DP. De ces constats, il est
donc naturel de ne tester I'application du théoréme qu'éirpdu moment ou un nombre significatif de
clauses binaires sont présentes dan€e nombre significatif de clauses binaires ne pouvant éeaa
le plus souvent qu’a partir d'une profondeur donnée de tade Davis & Putnam, il est donc naturel de
restreindre le test d’application du théoréme uniquen@stu’'une certaine profondeur de I'arbre de DP
est atteinte. Il reste a déterminer cette profondeur milerdapplication. Il nous semble que seule une
étude empirique sur différentes catégories d'instan@ésdgraléatoires, etc.) nous permettra de déterminer
la profondeur optimale d’application du théoréme.

Nous pensons que les gains obtenus par I'application dughéode partition du modéle seront d’autant
plus importants sur les problémes structurés. En effetdagrce d’une structure dans le probléme (souvent
matérialisée par de nombreuses clauses binaires) degraigftre une application accrue du théoreme. De
plus, la présence de nombreuses résolvantes (courteglaledances peut favoriser I'implication de sous-
clauses méme a la racine de I'arbre. Ce qui nous a amené a oseisl@ question suivante : « A partir de
quelle niveau de I'arbre de DP une clause est-elle impliGuée

7.2.4 Extension: niveaux d'implications

Les implantations présentées précédemment consistestealtapplication du théoréme a chaque point
de choix et permettent de couper uniquement la branche muihserait intéressant de voir dans quelle
mesure il est possible de couper plusieurs branches en neémps et d’effectuer ainsi unkacktracking»
non chronologique, ce qui permet d’éviter de multiplessteé&application du théoreme et, par conséquent,
un gain de temps substantiel.

Nous montrons dans ce paragraphe qu'il est possible didticet objectif en déterminant la partition
la plus grande étant donné un ordre de propagation desiitt@mitaires lors du test d’implication d’'une
clause. Pour ce faire nous introduisons les concepts desauiv et de « graphe d’implication ».

Définition 7.4 (Niveau d'un littéral)
Le niveaud'un littéral [, notéd (1), est donné par le nombre de branches inexplorées précédarapa-
rition dans l'interprétation partielle courante.

Tous les littéraux apparaissant entre deux branches ioigdgd admettent donc le méme niveau, comme
l'illustre 'exemple suivant. Lorsqu’un littéral n’appait pas dans l'interprétation courante, son niveau est
fixé a I'infini.

Exemple 7.9 (Exemple de niveaux des littéraux pour un arbre @ DP)
Soit I'arbre de décision de la figure page ci-contre décnitlpgprocédure de Davis & Putnam sur une
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formuleX :

Pour cet arbre, le tableau suivant décrit le niveau de chdesitittéraux, quel que soit le nceud.

e

Branche
Inexplorée

E{a,b,c,d}

Yabend,el Zabied-e}
. oS
L L Branche Branche

Echec Echec Courante  Inexplorée

FIG. 7.14 —lllustration des niveaux des littéraux pour un arbre de rexe de DP
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Formule

Niveaux des littéraux
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Définition 7.5 (Niveau d’une clause)

SoientE un ensemble de clauses{ét, I, . . .,[;} un ensemble de littéraux représentant une interprétation
partielle de¥. Sic est une clause d&;,, ,, alors le niveau de ¢, notéed(c), se définit de la maniere
suivante:

—sice X,6(c) =0;
— sinond(c) = max{d(l) t..l e cet ~1 € {ly,la,...,1;}}

Le niveau d'une clause correspond donc au niveau du deftiégal ayant raccourci cette clause lors
de son assignation.

L'algorithme de Davis & Putnam est modifié de maniére a prewrdrcompte le calcul de ces niveaux.
C’est-a-dire qu’initialement chaque littéral admet ureaiu infini, lorsqu’une variable est affectée le niveau
du littéral correspondant est mis a jour, ainsi que celuidasses raccourcies par 'affectation de cette
variable.

Comme décrit précédemment, I'opération fondamentale studtapplication du théoreme de partition
du modeéle généralisé restreint a la propagation unitaimsiste a déterminer si une clause estimpliquée par
un ensemble de clauses en utilisant uniquement la propagatitaire. La séquence d’'implications géné-
rées par la propagation unitaire est capturée par un grapr@é®acyclique, appelé graphe d'implication.
La notion de graphe d’implications a également été utildsies GRASP par J.P.M. Silva et K.A. Sakallah
pour déterminer les causes de conflits [Silva & Sakallah bP96

Définition 7.6 (Graphe d’implication)
Un graphe d’implication, not§ = (S, A):
1. §: chaque sommet, notél), deG correspond a un littéral affecté lors de la propagation;
2. A:soitune clause = {=ly,...,~l;—1,l;, 71, ...,~l,} responsable de I'implication du littéral
l;, c'est-a-dire que sf est I'interprétation partielle courante alors::
cnNl = {lz} et(cﬁ NI) = {lh---,li—lali-ﬁ-l,---,ln}-
L'ensemble des sommets prédécesseurs du sostip)etst égal a :
{S(ll), RN S(lifl)a S(li+1), teey S(ln)}
Les arcs(s(l;),s(l;)) telsquej € {1,...,i—1,i+1,...,n} sont étiquetés par la clause
L'étiquette d’'un arc(i, j) est notéeal({i, j)) = c.

Remarque 7.6

Le graphe d’implication d’'une clause impliquée par la pggtéon unitaire admet comme source les som-
mets étiquetés par la négation de chacun des littéraux deusec Par ailleurs, il est évident que ce graphe
n'admet pas de cycle (par construction).

Exemple 7.10 (Exemple de graphe d'implication d’une clauge
SoitY = {Cl, Ca,C3,C4,C5,C6,C7,C8,C9,C10,C11,C12, C13, 614}, avec:

1 (ma Ve) cs (meV h)

Co (ma Vv d) Co (mgV hV~f)
cg : (mbVd) cio : (mhVk)

¢y : (mdVf) e (i VIV =k)
C; (ﬁd \% g) Ci2 ("Z \% _|l)

Cg (ﬁb \ 6) C13 ("k \% _|l)

cr (me Vi) C14 (eVe)

Le graphe d’implication de la clause= {—a V —b} est représenté dans la figure page suivante.
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o —<

&

Cy4 0 &)
C2
C3

e Cs g Cy
C
C12 C11
Cr \
! C11 N

FiG. 7.15 —Graphe d'implication d’une clause

Nous décrivons ci-dessous I'algorithme de constructiamdjraphe d’'implication d’une clausea
partir d’'un ensemble de clausEs

Algorithme 7.7 CONSTRUCTIONGRAPHE D'| MPLICATION

1. Function CONSTRUCTION_GRAPHE_IMPLICATION : Graphe
2. Input : Une liste de littéraux £ tel que £ = {l|-l € ¢}
et un ensemble de clauses ¥ ;

3. Output : Un graphe G correspondant au graphe d’implication de ¢ par ¥ ;

4. Begin

5. I=0 ;

6. while (£#2)

7 do

8 [=1le premier élément de L ; 4% L contient la liste des littéraux a propager

9. L=CA\ {1} ;

10. I=1U{l} ; 4% I représente 1’interprétation partielle courante

11. foreach clause c de ¥ t.q. =l €¢, eNI=2 et (c\(c N~1))={l'}

12. do

13. foreach littéral [” € (~cNI)

14. do

15. Créer_Arc(G,l",l',c) ; 4% Ajoute au graphe G un arc orienté
%% entre le sommet s(I") et le sommet s(I') étiqueté par la clause c

16. done

17. L=LU {l'} ; 4% ' est un littéral unitaire & propager

18. done

19. return G ;

20. End

Afin de déterminer le niveau minimal d'implication de la cd@yunous associons a chaque somgtigt
une valeur, notég(l) se calculant comme suit:

— une valeur nulle est associée aux sources du graphe;
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— soientunsommet(l) et{s(l1,1),...,5(l1,m),s(I21),---,s(2n), .-, $(k1),.-.,s(lkp)} 'ensemble
des prédécesseursiel que les arcés(l1.1), s(1)), - .., (s(l1,m), s(1)) sont étiquetés pat, les arcs
(s(l2,1),s(1)), .., (s(l2,n), s(l)) sont étiquetés pask, etc.

n(s(1)) = min[max(d(c1),n(s(l1,1)), - n(s(lim))), - - -, max(d(cr), n(s(lk,1)), - - - 05 (lk.p)))]:

Exemple 7.11 (Graphe et niveau d’implication d’'une clause)
SiI'on considére le graphe proposé dans I'exemple 7.1Gsatileeaux de clauses suivants:

5(81) =38 5(83) =7 5(85) =6 5(87) =3 (5(09) =12 5(811) =1 5(813
5(82) =3 5(84) =9 5(86) =0 5(88) =3 (5(010) =2 5(812) =4 5(814) =

Le niveau d’implication de: est égal amax(s(k), s(—(k))) = 4 qui est donné par le marquage du
graphe illustré dans la figure ci-dessous.

n(s(c)) =8

C10 I

FIG. 7.16 —Graphe et niveau d'implication d’'une clause

Nous proposons page suivante un algorithme permettantidelerale niveau minimal d’'implication
d’'une clause étant donné son graphe d’implication.

L'algorithme 7.8 nous permet de déterminer pour chaqueselaestée, lors de I'application du théo-
réme, son niveau minimal d’implication. Le niveau d’apption du théoréme de partition du modéle géné-
ralisé restreint & la propagation unitaire s’obtient, deié évidente, en prenant le maximum des niveaux
d’'implication des différentes clauses impliquées. En égngnce, lorsque le théoréme est prouvé s'appli-
quer jusqu’a un niveau, toutes les branches situées entre le niveatlle niveau actuel sont coupées.
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Algorithme 7.8 NIVEAU MINIMAL D 'l MPLICATION

1. Function NivEAU_MINIMAL_IMPLICATION : Integer

2. Input : Un graphe G = (S, A) et une clause ¢ ;

3. Output : Un entier correspondant au niveau minimal d’implication de ¢
(1’infini si la clause n’est pas impliquée) ;

4. Begin

5 L=0; 4% Liste des sommets a examiner

6. foreach sommet s € S

7. do

8 n(s)=00 ;

9. done

10. foreach littéral [ t.q. -l €c

11. do

12. n(s(l)) = 0 ;

13. L=LU{s | s=sucgs(l)) et s¢€ L} ;

14. domne

15. while(L # @)

16. do

17. s = le premier sommet de L ;

18. L=L\{s};
/4% La valeur d’un sommet est donnée par la valeur du
/4% plus petit chemin permettant de produire ce sommet

19. foreach P; C preds) t.q. V p€ PB;, val({p,s)) =c;

20. do %% La valeur d’un chemin est donnée par le maximum entre le niveau

4% d’apparition de la clause et la valeur de chaque sommet pére pour ce chemin

21. val_chemin = d(c;) ;

22. foreach s' € P;

23. do

24, val_chemin = max(val_chemin,n(s’)) ;

25. done

26. n(s) = min(n(s),val_chemin) ;

27. done

28. L=LU{s" | s =sucds)} ;

29. done

30, C = {p | p est un couple de sommets (s(l),s(—l)) t.q. sucds(l)) = succs(—l)) = o}

31. niveau_implication=00 %% Le niveau d’implication de c¢ est donné

4% par le minimum des chemins menant 4 une contradiction

32. foreach (s(l),s(=l)) €C

33. do /4% La valeur d’un chemin menant & une contradiction est donnée par
/4% le maximum valeurs de deux sommets opposés

34. niveau_implication=min(niveau_implication, max(s(l),s(=l))) ;

35. done

36. return niveau_implication ;

37. End

D’autre part, I'étiquetage des clauses a chaque niveawadard# de Davis & Putnam nous permet de
déterminer pour chaque clause son niveau d'apparitionltabse de DP. L'implication d’une clause peut
étre due uniqguement a des clauses apparues antérieuranmveau actuel. Par exemplesi= {l, o} et
c2 = {~l, a} sont deux clauses d, le niveau d’'implication dev parY;,, , est égal a zéro (c’est-a-dire la
clause est impliquée par).
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Par ailleurs, nous avons vu précédemment (cf. alifgege 120) que chaque clause impliquée pouvait
étre ajoutée (en espace constant) a la base. Cet ajout tatljosqu’alors au traitement du nceud courant.
L'extension précédente nous permet de conserver cetteecjasqu’a son niveau minimal d’implication, ce
qui permet d’élaguer I'arbre de recherche.

Cette extension réalisée en fin de thése est a I'heure acrrelours d'implantation. Cependant a la
vue de I'ensemble des remarques faites ci-dessus, cedrs@m nous parait extrémement prometteuse,
particulierement pour résoudre des problémes structurés.

De nombreuses techniques de simplification de DP utiliséeslement peuvent étre étendues en uti-
lisant notre approche. Nous pensons en particulier & associniveau minimal d'implication & chaque
littéral fixé (impliqué) par la propagation unitaire dan$S&T, Satz, etc.

7.3 Conclusion

Notre contribution & la procédure de Davis & Putnam portéssomise au point d’'une nouvelle technique
d’élagage de I'arbre de recherche. D'un point de vue théeriqqous avons généralisé le théoréeme de
partition du modele proposé initialement dans [Jeanratat. 1988]. D’'un point de vue pratique, nous
avons proposé une nouvelle technique de simplificationdsiséla restriction du théoréme de partition du
modéle généralisé a I'implication via la propagation unia

Nous avons montré expérimentalement que cette technigoeftait de réduire sensiblement le nombre
de noeuds explorés par la procédure de Davis & Putnam. Capiendére procédure d’élagage ne permet
pas pour l'instant de réduire le temps de calcul.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses. Dansmieptemps, il est nécessaire de diminuer
le colt (en temps) de notre procédure d’élagage. Pour cetdepks pistes sont en cours d’exploration.
Notamment, nous pensons que déterminer un ordre judicieamtcaux tests d’'implications réalisés pour
s’assurer de I'application du théoréme, permettra de rédignificativement le temps de calcul. Une autre
optimisation consiste a n’appliquer le théoréme qu’a pditin certain niveau de I'arbre de DP, ceci afin
de profiter d’'un plus grand nombre de clauses binaires. BBaudrt, la voie qui nous semble la plus pro-
metteuse, est certainement l'introduction du concept deani d’implications. Une procédure de Davis &
Putnam utilisant le théoréme de partition du modéle géiséraéstreint a la propagation unitaire et les
niveaux d’implications est en cours d’'implantation.

Par ailleurs, il nous semble que les cibles privilégiéesmdal processus d’élagage sont les instances
structurées. Ainsi, les gains déja constatés sur les icssaaléatoires devraient étre accrus lors de tests
portant sur des instances structurées. Les premiersatssolitenus sur ce type d’instances confirment cette
hypothése.



Chapitre 8

DP et Recherche Locale : Combinaisons

L'efficacité des algorithmes de recherche locale est iresiablement supérieure a celle des algorithmes
systématiques, lorsqu’il s'agit de vérifier la satisfaiabd’une instance consistante &AT. Cependant,
la recherche locale ne peut prouver a priori I'inconsistamar ailleurs, sur une instance de grande taille
une recherche systématique, comme la procédure de Davist@afua peu de chance de trouver un
modele. Il est donc naturel de s'interroger sur la faisebiti'une méthode permettant de faire coopé-
rer des méthodes de recherche locale et des méthodes siygt@naCette coopération a pour objectif
de pallier les inconvénients de chacune des méthodes. Waecteanbinaison apparait, pour beaucoup
de chercheurs, comme une voie extrémement prometteusdgomsolution pratique du problen®AT
[Freuderet al. 1995, Selmart al. 1997].

A notre connaissance, peu de méthodes mixtes ont été d@éelep I'heure actuelle poSAT. Nous
proposons dans ce chapitre, de nouveaux schémas de cosobiraitre méthodes de recherche locale et
méthodes systématiques. Notamment, nous montrons commentéthode de type recherche locale, logi-
quementrestreinte a la recherche de solutions, peut @tsé@fpour circonscrire I'inconsistance d’instances
de SAT.

Nous commencons ce chapitre par une présentation des ssli@cambinaison déja existants dans
la littérature. Dans la deuxieme partie, nous proposonsgiimguer deux types d'inconsistance que nous
formalisons et opposons: les inconsistances locales @tdessistances globales. Nous détaillons par la
suite comment et dans quelle mesure une méthode de recHecale peut permettre de localiser I'in-
consistance. Puis, nous proposons plusieurs méthodeogération utilisant la recherche locale comme
processus permettant de circonscrire I'inconsistanceisNaisons notamment une description détaillée
d’'un algorithme mixte, que nous avons appelé DPRL (« Davisuén®m - Recherche Locale »). Enfin
avant de conclure, nous présentons les résultats expéameabtenus par DPRL et décrivons quelques
optimisations possibles.

8.1 Les schémas de combinaison existants

Il est naturel de chercher a combiner les qualités compléer des algorithmes complets et incom-
plets en se basant sur différents schémas de coopérationombreux travaux trés récents concernent
explicitement ou implicitement la recherche de coopénaéntre ces méthodes aux propriétés complé-
mentaires dans le cadre des problemes de satisfaction thaiotes (CSP). Un inventaire complet de ces

135
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méthodes mixtes pour les CSP peut étre trouvé dans [Lobjhsmaitre 1997]. Cependant, de tels algo-
rithmes pourSAT ne sont pas Iégion dans la littérature. Nous proposons wsaiaent des schémas de
coopération existants po&AT selon la souche de la greffe, c’est-a-dire selon que I'offgme méthode
incompléte sur I'ossature d’une méthode compléte ou ieveest.

8.1.1 Complet greffé sur incomplet

Cette catégorie regroupe les schémas de coopération dbaséaest une méthode incompléete. Cette
base est modifiée ou orientée par I'utilisation des mécassmpruntés aux méthodes completes.

8.1.1.1 Résolution alternée

L'archétype de ce schéma de combinaison est la « résolutemmée » [Zhang & Zhang 1996]. Cette
méthode consiste en une assignation partielle et aléategevariables, par la suite une recherche systé-
matique de type « backtrack » tente de résoudre le sousgmebihduit par I'assignation partielle. Si la
méthode systématique échoue, I'interprétation partesteréparée en utilisant une stratégie de recherche
locale et le processus est itéré. Dans [Kask & Dechter 1986]autre forme de résolution alternée est
présentée comme une amélioration de la méthode incomp®&ag.G

8.1.1.2 Ajouts de clauses

Un autre schéma de coopération consiste a rendre comptéthode de recherche locale par ajouts
de clauses. Plusieurs algorithmes utilisant ce procéd&témis au point (voir par exemple leDynamic
Backtracking» [Ginsberg 1993, Ginsberg & McAllester 1994] ou CH-SAT [Had étard 1996]).

8.1.1.3 SCORE(FD/B)

SCORE est un algorithme de CSP basé sur une approche « lgs@matique » [Chabriest al. 1991].
Nous nous intéressons ici a la version SCORE(FD/B) [Chabtial. 1995] spécialisée dans la résolution
de SAT. Cet algorithme comporte deux phases : une phase d'is#t#in et une phase de résolution.

L'objet de la phase d'initialisation est de construire unafiuration initiale. Différentes procédures
sont utilisables, I'une des plus efficaces consiste a assajraque variable en fonction de son déséquitipre
ceci afin de satisfaire le maximum de littéraux.

La phase de résolution consiste a effectuer une recherchkeIsystématique de solution a partir de la
configuration initiale. L'arbre de recherche exploré perid®tte phase est celui d’'un algorithme de type
DP avec les spécificités suivantes:

— a chaque noeud de I'arbre de recherche est associé un easlndihuses de la méme maniere que
DP, ainsi qu’une configuration courante obtenue en assigifegue variable de cet ensemble de
clauses avec la valeur assignée a cette variable dans lgwaiion initiale ;

1. Nous rappelons que le déséquilibre d’une variable esffeaehce entre ses occurrences positives et négatives.
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— les heuristiques de choix des littéraux prennent en colapnfiguration courante, c’est-a-dire I'en-
semble de clauses associé au nceud simplifié par la confayunaitiale, I’heuristique de base privi-
[€gie les littéraux apparaissant dans un nombre maximunadses contredites par la configuration
courante et les littéraux minimisant le nombre de clausafedites;;

— la fonction de détection de solutions retourne une réppasttive lorsque la configuration courante
est une solution.

Cette approche permet, dans certains cas, une détectiautierss plus précoce qu'avec un Davis &
Putnam « classique ».

8.1.2 Incomplet greffé sur complet

Nous rangeons dans cette catégorie les schémas de coopélatis lesquels la méthode compléte est
une souche sur laquelle on greffe des mécanismes incomphats ces méthodes, la plupart du temps, la
souche compléte est I'algorithme de Davis & Putnam (DP) £niécanismes incomplets sont des algo-
rithmes de recherche locale (RL).

8.1.2.1 Complétude partielle

Une méthode duale a la résolution alternée consiste a tif@itprofondeur de I'arbre de DP et de
continuer la recherche, au dela de cette profondeur, pamgéikode de recherche locale. Le niveau a
partir duquel la recherche locale est lancée peut variendelreliquat de temps disponible ou selon une
estimation de la qualité de la meilleure solution espérées tiasous-espace pendant.

Cette idée de complétude partielle selon la profondeurtédistée dans [Génisson & Rauzy 1996]. R.
Génisson et A. Rauzy montrent qu’un DP limité a une profondétinie au départ de la procédure, reste
complet sur des instances Horn-renommables ou sur desigestale la hiérarchie de G. Gallo et M.G.
Scutella (cf. paragraphe 3.3). Cependant, I'algorithnuppsé dans [Génisson & Rauzy 1996] ne fait en
aucune facon appel a un algorithme de recherche locale.

8.1.2.2 Pré-traiter pour ordonner

J. Crawford utilise une recherche locale ou des poids sdattés aux variables présentes dans les
clauses qui semblent difficiles a satisfaire [Crawford ]9€% poids permet ensuite d’ordonnancer les
variables en vue d’'un parcours systématique de I'espacedherche. Les résultats expérimentaux obte-
nus par I'approche proposée par J. Crawford étaient extr&amedécevants comparativement aux résultats
des approches plus classiqgues comme GSAT ou C-SAT. En kffeglidation expérimentale ayant été
réduite aux instances aléatoir@SAT au seuil, J. Crawford, sans voir I'intérét réel d’'une telpproche,

a abandonné cette piste. Indépendamment de ces travausxanons développé une approche similaire
[Mazureet al. 1996a, Mazuret al. 1996b] et avons validé une telle approche sur un large pdimas-d
tances deSAT issues de ®enchmarks traditionnels comme ceux proposeés aux challenges de DIMAC
[DIM1993] (cf. paragraphe 8.4.2).
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8.1.3 Synthése

La plupart des approches dites mixtes constituent une «i@magbn » vis-a-vis des méthodes pré-
sentées dans les chapitres 6 et 7, dans le sens ou elles @atiire coopérer les approches a base de
réparations locales et les approches systématiques afiofiteipdes avantages de chacune. Toutefois cette
coopération reste bien souvent partielle. En effet par @kend. Crawford utilise la recherche locale pour
définir un ordonnancement statique, mais une fois cet olozement défini, la résolution via DP s’effec-
tue classiguement sans qu’aucune autre interaction rvietene entre DP et la recherche locale ; ou encore
la résolution alternée utilise successivement les deuroahps mais jamais conjointement. La résolution
mixte ne bénéficie donc pas réellement des qualités des ggumaes en méme temps mais plutét suc-
cessivement. Il n’y a donc pas réellement communicatioredas approches: la coopération se limite a
I'échange, lorsqu’il a lieu, d’au maximum une seule infotima durant tout le processus. Ces constats ex-
pliquent peut étre pourquoi en pratique, ces méthodes igéggue trés rarement les approches classiques.

Nous proposons de nouveaux schémas de coopération (cgrgphe 8.4) ou I'accent est mis sur
I'interaction entre les méthodes. Nous montrons la faigékpratique de telles méthodes et présentons de
nombreux résultats expérimentaux ou sur un large panedtdices la coopération des méthodes complétes
et incomplétes se révéle beaucoup plus efficace que lesamwdites « classiques ».

8.2 Inconsistances locales vs. globales

La détection de l'inconsistance logique est un problemeldomental et crucial pour de nombreuses
applications telles que la démonstration automatiqueivaion de bases de connaissances, les problemes
de VLSI et de diagnostic, etc. Or, il est possible de distarguiusieurs « formes » d’'inconsistances:

Définition 8.1 (Inconsistance globale)
Une base de connaissanceé®stglobalement inconsistante
si et seulement si
¥ estinconsistante & II C ¥, IT est consistante.

Lorsqu’une base de connaissances n’est pas inconsislabsdament, elle est dite localement incon-
sistante.

Définition 8.2 (Inconsistance locale)
Une base de connaissanceé®stlocalement inconsistante
si et seulement si
¥ estinconsistante etll C ¥, t.q.1I est inconsistante.

Par ailleurs, plusieurs degrés de localité peuvent étraidéRar exemple, il est possible de caractériser
cette localité par le rapport entre la taille de la plus petitus-base inconsistante et la taille de la base de
connaissance initiale. Les sous-bases inconsistantasddsé sont appelées des noyaux inconsistants. Plus
formellement, les notions de noyau inconsistant, noyabaément inconsistant et noyau minimalement
inconsistant se définissent comme suit.

Définition 8.3 (Noyau inconsistant, globalement inconsiant et minimalement inconsistant)
SoitY une base de connaissance inconsistafitest appeléoyau inconsistantde ¥ si et seulement si
IT C ¥ etII est inconsistant.
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On dit quell estnoyau globalement inconsistansi et seulement & est globalement inconsistant.
Un noyau inconsistanil de ¥ est ditminimalement inconsistantsi et seulement dil est globalement
inconsistant et pour tout noyau inconsistéhtle Y, |TT| < [©].

Ces différentes formes d’inconsistance sont d’une impeg&apitale dans de nombreuses applications.
En effet, tres frequemment I'inconsistance d’'une base deaissance est due a la présence accidentelle
d’'une information contradictoire sur un sujet donné. Cattmnsistance localisée pollue globalement la
base de connaissance : toute information ainsi que soredanpreut étre déduite de cette base. Malheureu-
sement, il n’existe pas de méthode universelle et efficaoe gétecter et/ou localiser ce genre d’inconsis-
tance.

Par ailleurs, les problémes inconsistants globalementsstainement les plus difficiles a résoudre. En
effet, pour ce type d’inconsistance toutes les propostinterviennent dans la contradiction ; la preuve de
I'inconsistance est souvent difficile a obtenir en tempsaamable. Il apparait que la plupart des bases de
connaissance globalement inconsistantes sont généré@eaniere artificielle et ne se retrouvent pas dans
les applications réelles. En outre, trés souvent, ce genprablémes possédent de fortes régularieas. (
le probléme des « pigeons » [Cook 1971], les formules de Gs&itiii [Tseitin 1968], etc.) qui permettent
leur résolution par des méthodes spécialisées.

8.3 Détection de noyaux inconsistants

Nous explicitons dans ce paragraphe comment une méthogpelescherche locale peut étre utilisée
pour localiser I'inconsistance d’'instances3iT. C'est-a-dire dans quelle mesure est-il possible d’exgloi
le travalil effectué par la recherche locale pour la preuvidmisonsistance ?

Afin de répondre a cette question, nous commengons notre gardune série de tests des méthodes
de recherche locale sur des problémes inconsistants. Bewexpérimentations nous avons utilisé TSAT
(cf. paragraphe 6.2). Les problémes étant inconsistaf&T The pouvait qu’échouer dans sa tentative de
trouver un modéle. A la fin de la recherche, nous avons tétpbsir chaque littéral le nombre d’apparitions
dans une clause falsifiée et pour chaque clause le nombrésdmifelle a été falsifiée.

Intuitivement, les clauses les plus souvent falsifi€ées oatfarte chance de constituer un noyau incon-
sistant ; de méme, les littéraux étant apparus le plus sodeas les clauses falsifiées ont une forte chance
d’appartenir a I'ensemble des littéraux d’'un noyau incstasit.

Cette hypothése s’est trés souvent révélée expérimergaterarrecte. Plus précisément, lorsque I'on
essaie de résoudre un probleme localement inconsistanbgemd’une méthode a base de réparations
locales, la trace du nombre de fois ou chaque clause a étfétalpermet de faire émerger un noyau
inconsistant. Par ailleurs, plus faible est le rapporteelattaille du noyau et la taille de I'instance, plus fort
est I'écart entre les scores des clauses appartenant au @dga scores des clauses n’intervenant pas dans
l'inconsistance.

Pour illustrer notre propos, nous avons fusionné les reptations clausales d’un probléme inconsistant
a savoir le probleme des « 8 pigeons » (cf. exemple 5.1) (5@hlas et 204 clauses), et d'un probleme
consistant bien connu, le probléme des « 8 reine$64 variables et 736 clauses). La représentation de
chacun des problémes contient deux types de clauses: desslpositives (uniquement constituées de
littéraux positifs) et des clauses binaires négativesdiituiées de deux littéraux négatifs).

2. Ce probleme consiste a plad€rreines sur un échiquieV x N, sans qu’'aucune des reines ne se prenne mutuellement.
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La figure suivante (cf. /6. 8.1) montre pour chaque clause le nombre de fois ou elle taksiéée
(# falsifiées). |l apparait une séparation aigué et nette qui permet deuedr clairement les deux pro-
blemes (pigeons et reines) dans I'instance fusionnée.

100000 17746
- —
10000 . .
Pigeons Reines
g
= 1000+ 30
[8]
L
2 200
= 100 +
k)
g
# 9
10 +
1+
8 196 8 728
clauses clauses clauses clauses
positives négatives positives négatives

FiG. 8.1 —Trace de TSAT sur le probleme fusiorn® pigeons» et « 8 reines»

Dans cet exemple, nous constatons que chaque type de cl@ugdss clauses positives du pro-
bleme des « pigeons ») présente des scores trées prochesleDdingramme de la présente page, nous
avons mentionné le score moyen de chaque type de clausesc@es sont compris dans les intervalles
[17189...18003], [639...828], [128...230] et [1..38]. lIs ont été obtenus en utilisant TSAT avec les valeurs
de paramétres suivantax_Tries= 20 etMax_Flips= V?(V = 120 (56 + 64)). De plus, si 'on aug-
mente les ressources allouées a TSAT, on constate que nemset I'écart entre chaque type de clauses
s’accentue mais également que les intervalles se réte@tiss

Les résultats obtenus montrent que TSAT a permis de mettgidance les propriétés structurelles et
syntaxiques de chacun des problemes « pigeons » et « reiResi»des problemes issus d’applications
réelles, une séparation nette entre le score des clausania pgalement de mettre en évidence un noyau in-
consistant du probleme. La trace suivante (o&.FB.2 page ci-contre) montre les scores obtenus par TSAT
sur un probléme de vérification de circuit proposé au chg#ddDIMACS par A.V. Gelder [DIM1993]. Ce
probléme bf1355-638) est constitué dé768 clauses construites s2it 77 variables propositionnelles et a
été prouvé inconsistant.

La trace de TSAT a permis sur ce probléeme d’obtenir un noyaninmalement inconsistant de>4
clauses construites a I'ai@8 variables propositionnelles! Il est clair, au vu de cesltéss) qu’'une méthode
ne tenant pas du tout compte de cette notion de localitéatiisistance pourra étre conduite a résoudre la
partie inconsistante du probléeme autant de fois qu’il edst solutions pour la partie consistante. Cette trace
de TSAT nous semble donc importante et nous montrons darredbagin paragraphe comment l'utiliser
efficacement dans le cadre d’un algorithme mixte.

8.4 De nouveaux schémas de combinaison

Des résultats précédents, nous pouvons déduire quesaitiin de méthodes de recherche locale permet
de circonscrire I'inconsistance d’instances3IT. Nous proposons trois nouvelles maniéres de combiner
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FIG. 8.2 —Trace de TSAT sur le probléme de circaiinf1355-638»

un algorithme de recherche locale (RL) avec la procédureades® Putnam (DP):

1. incrémentale (utilisation de la RL et de DP en alternance)
2. pré-traitement (utilisation de la RL a la racine de I'arde DP);;
3. heuristique (utilisation de la RL comme heuristique denishement pour DP).

Le premier schéma de combinaison proposé appartient 28garé des méthodes a souche incomplete
dans la classification faite précédemment. A 'opposé Igsaghes pré-traitement et heuristique utilisent
un DP comme ossature.

8.4.1 Approche incrémentale

L'objectif de cette méthode (DPRINCR) est de construire incrémentalement un noyau inconsistant
L'idée est d'utiliser la recherche locale comme un outilpettant de scinder l'instance initiale en deux
parties, dont 'une au moins est inconsistante.

DPRL-INCR commence par effectuer une recherche locale. Dans le casttetrecherche aboutit a un
modéle, I'algorithme s’arréte en ayant prouvé la satisfailgé de I'instance. Dans le cas contraire, I'ins-
tance a plus de chance d’étre contradictoire, nous utdisesscores des clauses (c’est-a-dire le nombre de
fois qu’elles ont été falsifiées durant la recherche logade) scinder I'instanc® en deux parties : une pre-
miére constituée des clauses faiblement falsifiées et womde constituée des clauses fortement falsifiées
T sort. Ensuite la satisfaisabilité dey,,, est testée par la procédure de Davis & Putnam classique. Si DP
prouve I'inconsistance dE .., I'algorithme s’arréte possédant ainsi la preuve Buest inconsistant. Si
DP exhibe un modele dg;,,+, I'algorithme DPRLtNCR est relancé en augmentant le nombre de clauses
constituantl, ;. L'algorithme 8.1 détaille précisément DPRAER.

DPRL-NCR prouve l'inconsistance d'une formule en exhibant un noyaomsistant X s,,:) de la
base de connaissance. A partir de ce noyau inconsistast, flossible d’extraire un noyau globalement
inconsistant. Cette opération colteuse en temps esteléarits I'algorithme 8.2. Elle consiste a supprimer
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les clauses (dans un certain ordre fix€) ne participant pagarisistance.

Algorithme 8.1 DPRL-INCR

Function DPRL-INCR : boolean
Input : ¥ un ensemble de clauses, N le nombre de clauses de X, ;
Qutput : true si ¥ admet un modéle, false sinon ;
Begin
if (RL(X)) then return true ;
else
Yirie=les clauses de Y triées suivant leur ordre décroissant de score ;
Efoa"tzg;
for i from 1 to N do
Ytort=Sfort U (la i éme clause de Xirie)
done
if (¥f,+==¥) then return DP(X) ;
elif (DP(Xfop¢)) then return DPRL-incr(X,N+pas) ;
else return false ;
fi
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16. fi
17. End

Seuls ces multiples tests de consistance permettent datigdi@btention d’un noyau globalement
inconsistant. Il est clair que 'ordre de parcours des @atest primordial pour « I'efficacité » de cet al-
gorithme. Nous pensons que l'ordre induit par les méthode®dherche locale est le meilleur & I'heure
actuelle. En effet, c’est le seul a notre connaissance guérfzerger des informations sémantiques permet-
tant de circonscrire les clauses critiques d’'une base deaissance.

La conjugaison de I'algorithme 8.1 qui fournit la pluparttdmps un noyau inconsistant de taille trés ré-
duite par rapport a la taille de 'instance initiale, et d#dorithme 8.2 qui grace aux méthodes de recherche
locale, fournit un ordre judicieux de parcours des clauagsermis d'obtenir de maniéere relativement ef-
ficace des noyaux globalement inconsistants pour la méjdes instances inconsistantes de DIMACS
(cf. paragraphe 8.5).

Algorithme 8.2 RENDRE GLOBALEMENT INCONSISTANT
1. Function RENDRE_GLOBALEMENT_INCONSISTANT : un ensemble de clauses

2. Input : ¥ un noyau inconsistant ;

3. Output : un noyau globalement inconsistant ;

4. Begin

5. RL(X) ; %% Lors de RL, les scores des clauses sont totalisées
6. Q=% ;

7. foreach clause c de ¥ par ordre croissant des scores do

8. Q=(Q / {cH) ; %% Supprimez la clause c de
9. if (DP(£2)) then O=(Q U {c}) ; %% c participe & la contradiction
10. done

11. return Q ;

12. End
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8.4.2 Approche pré-traitement

L'exploitation que nous faisions jusqu’a maintenant dedae des algorithmes de recherche locale est
basée sur le score des clauses. Nous discutons dans ceapaeadiun schéma de combinaison exploitant
les scores obtenus par les littéraux. Par ailleurs, coatrant a I'algorithme DPRINCR, la combinaison
détaillée dans cette section repose sur DP.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que I'efficacité Bledpose sur un choix judicieux des
littéraux a affecter a chaque noeud de l'arbre de recher@reaiffeurs lors d’un échec de la RL, nous
pensons que les littéraux étant apparus le plus souventlésardauses falsifiées ont une forte chance
d’appartenir a un noyau inconsistant (cf. paragraphe 88)schéma de combinaison naturelle consiste
a ce que I'heuristique de branchement de DP choisisse faif@rment les littéraux apparaissant le plus
frequemment dans des clauses falsifiées lors de la RL. Uohtéhsa devrait permettre a DP de prouver trés
rapidement qu’un sous-ensemble des clauses est contrieglict

La recherche locale est utilisée dans ce schéma comme urafiegnent a la procédure de Davis &
Putnam. Ce pré-traitement permet d’obtenir un ordre tatales variables, cet ordre étant induit par leur
nombre d’apparitions dans les clauses falsifiées. Lorgremsuite exploité au sein de DP: lors d’un point
de choix, c’est la variable (non encore affectée) possédaneilleur score suivant I'ordre qui est choisie.
Cette méthode que nous avons baptisée DPREa été proposée indépendamment par J. Crawford dans
une version trés similaire au second challenge DIMACS [@oadv1993]. J. Crawford a dédié son algo-
rithme a la résolution d’instanc&SAT au seuil. Cependant les instances aléatoires au seuihhigia tres
peu localement inconsistantes, voire méme globalemennsgistantes pour un nombre de variables trés
grand (loi0 — 1), aucun résultat probant n’a pu étre obtenu. De ce congtahdt, J. Crawford a abandonné
cette piste, sans avoir constaté qu’une telle méthode tqeranettre de localiser des noyaux inconsistants
d’instances d&AT autres qu'aléatoires. L'algorithme 8.3 décrit la proc&DPRLPRE

Algorithme 8.3 DPRL-PRE
1. Function DP-0ORDRE : boolean

2. Input : ¥ un ensemble de clauses, Ordre la liste triée des variables X ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false sinon ;

4. Begin

5. Y=Propagation_Unitaire(¥) ; 4% cf. algorithme 7.2
6. Y=Simplification_Littéraux_Purs(X) ; 4% cf. algorithme 7.3
7. if (¥ contient la clause vide) then return false ;

8. elif (¥==@) then return true ;

9. else v=la premiére variable de Ordre apparaissant dans X ;

10. return ((DP-ordre(X A {v},0rdre)) V (DP-ordre(X A {—w},0rdre))) ;

11. fi

12. End

13. Function DPRL-PRE : boolean

14, Input : ¥ un ensemble de clauses ;

15. Output : true si ¥ admet un modéle, false sinon ;

16. Begin

17. if (RL(Y) then return true ;

18. else foreach variable v do Calculer scorelv] ; done

4% score[v] correspond au nombre d’apparitions de v dans des clauses falsifiées durant RL
19. Ordre=liste des var. de ¥ triées par ordre décroissant de leur score ;
20. return DP-ordre(X,0rdre) ;

21. fi

22. End
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Sur des instanceSAT ou I'inconsistance est extrémement localisée (c’estr@-ali le noyau inconsis-
tant est de trés petite taille ) comme par exemple les inesafAbV (voir 'annexe 13 pour une description de
ces instances), cette approche est d’une efficacité instaiiement supérieure a un DP classique. Cepen-
dant, ce schéma de combinaison ne tient en aucune faconedmpévolution de la base de connaissance
au cours de la recherche de DP. En effet, les informatiorenoles par la recherche locale sur I'éventuel
noyau inconsistant sont obtenues a la racine de I'arbre de’Bft-a-dire sur la basg et non pas sur
Y.,y Il est donc Iégitime de s’interroger sur la pertinence dedre obtenu a la racine de I'arbre,
tout au long de DP. Il nous semble que les « contre-perforesan®btenues par cette méthode mixte sur
certaines instances inconsistantes sont dues précisé@rnetie rigidité de I'ordre.

8.4.3 Approche heuristique

L'algorithme DPRL [Mazureet al. 1998a] est un algorithme complet se basant sur la procédaret D
utilisant la RL a la fois comme heuristique (choix de la praicle variable a affecter) et comme un moyen
de prolonger I'interprétation partielle effectuée par BPsvun modéle. L'idée de DPRL est proche de celle
DPRL-PRE: les scores des variables sont toujours utilisés pourméter la prochaine variable a propager
dans DP, mais ces scores sont renouvelés a chaque pointideRlus précisément, a chaque nceud de
I'arbre de recherche construit par DP, si I'ensemble desglawassocié a ce nceud ne possede ni littéraux
unitaires ni littéraux purs, nous appliquons une RL sur tdbfame simplifié par la branche courante de DP.
Au retour de I'appel a la RL, deux cas se présentent:

1. la RL a exhibé un modéle du sous-probléme induit par D darcas I'algorithme DPRL s’arréte,
la formule est alors satisfaisable (I'interprétation dles décrite par la branche de DP est prolongée
par le modéle exhibé par RL, pour obtenir un modéle de la basewhaissance initiale) ;

2. la RL a échoué dans la résolution du probléme simplifiés dencas le littéral étant apparu le plus
souvent dans les clauses falsifiées lors de la RL est élu papBifhe prochaine variable a assigner.

L'algorithme DPRL est détaillé ci-dessous.

Algorithme 8.4 DPRL

1. Function DPRL : boolean

2. Input : ¥ un ensemble de clauses ;

3. Output : true si ¥ admet un modéle, false sinon ;

4. Begin

5. Y=Propagation_Unitaire(¥) ; 4% cf. algorithme 7.2

6. Y=Simplification_Littéraux_Purs(X) ; %% cf. algorithme 7.3

7. if (¥ contient la clause vide) then return false ;

8. elif (¥==@) then return true ;

9. elif (RL(X)) then return true ;

10. else

11. [ = le littéral apparaissant le plus souvent dans des clauses falsifiées
lors de la recherche d’un modéle par RL ;

12. return ((DPRL(Z A {I})) vV (DPRL(EA {=I}))) ;

13. fi

14, End
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Les nombreux appels a RL entrainent un surco(t non néglige@ttemps par rapport & DP-ordre (cf
I'algorithme 8.3 concernant DPRERE), cependant c’est le prix a payer pour maintenir dynamicpreres
scores des littéraux. Par allleurs, dans DRfEafin d’obtenir le « meilleur » ordre il est nécessaire d’al-
louer un maximum de ressources a la procédure de RL, auttelihkEnjustesse de I'ordre dépend fortement
du temps passé dans la recherche locale. Dans DPRL, se@gdale ayant obtenu le score le plus élevé
lors de I'appel & RL est retenue. Une information correctealype peut étre obtenue lors d’un appel peu
colteux a RL. Cependant, il reste que par rapport a une ligugsclassique, de type purement syntaxique
(e.g.Jeroslow-Wang), I'heuristique RL pour DP est plus consotniggen temps. Pour que I'algorithme
soit en pratique exploitable, il faut que DPRL compense lemps perdu » dans la recherche locale, par
un arbre sensiblement plus petit que celui d’'un DP classiGependant, la RL n’est pas utilisée comme
une simple heuristique pour DP, elle conserve sa fonctiemjare qui est d’exhiber un modéle. Ainsi sur
certaines instances satisfaisables, DPRL peut étre ausmaosi efficace qu’un algorithme classique de
recherche locale et a fortiori plus efficace qu’'un DP classiq

A notre connaissance, DPRL est le premier schéma de coapéparmettant d’exploiter conjointement
les qualités des approches complétes et incomplétes. Noosans dans le paragraphe suivant qu'un tel
algorithme est tout a fait réalisable en pratique et que dg filest étonnamment efficace.

8.5 DPRL: résultats expérimentaux

Notre objectif principal au travers de ces expérimentatiest de tester la faisabilité d’'une méthode
mixte telle que DPRL, c’est-a-dire de vérifier I'effet degiahles fournies par la recherche locale sur la
taille de I'arbre de recherche de DP.

Afin de ne pas biaiser les résultats, nous avons comparé aygpreche avec un DP « classique », ne
mettant pas en ceuvre diverses stratégies de simplificatiptantées dans les meilleurs DP actuelg(
la résolution bornée mise en place dans C-SAT). En effet mess@s stratégies que I'on rencontre dans
toutes les meilleures versions de DP (C-SAT, POSIT, Tabl8atz, ...) peuvent aisément étre greffées a la
procédure DPRL.

Pour notre comparaison, nous avons utilisé un Davis & Pugmployant I'heuristique &irst Fail In
Shortened (ffis) proposée dans [Rauzy 1994]. Cette heuristique est unéomati€in de I'heuristique tradi-
tionnelle Jeroslow-Wang (cf. paragraphe 7.1.3.2). Ellestsie a choisir prioritairement les variables ayant
le maximum d’occurrences dans les clauses raccourcies plie courtes. En ce qui concerne DPRL, I'al-
gorithme de recherche locale utilisé est TSAT (cf. paragedp?2). DP+ffis et DP+TSAT ont été implantées
sur une plate-forme commune [Mazwgkal. 1996d, Mazuret al. 1998b].

Nos tests ont porté sur la quasi totalité des instances pégsoau challenge DIMACS [DIM1993]
(cf. annexe 13). Volontairement, les instances aléatéBa§ au seuil ont été exclues de nos expérimen-
tations. En effet, le phénomene de seuil constaté sur cenges tend a faire penser que les instances
insatisfaisables générées au pic de difficulté sont glofbehe inconsistantes: il suffit de supprimer une
clause au hasard pour que cette instance devienne satigé&ai©r comme nous I'avons détaillé dans les
sections précédentes, la cible privilégiée de nos appsaestepour I'instant restreinte aux instances locale-
ment inconsistantes, du fait que la recherche locale patmetaniére naturelle de faire ressortir ce noyau
inconsistant. Nous avons montré expérimentalement quepar des instances inconsistantes de DIMACS
satisfont ce critére de localité. Nous pensons que, dapsd&semes réels lorsqu’une inconsistance est pré-
sente dans la base de connaissances, cette inconsistaeoevent due a un petit sous-ensemble de faits
en conflit polluant ainsi toute la base de connaissancese Ggpothése est avérée sur la quasi totalité
des instances de DIMACS issues de problémes réels (comnexg@auple la vérification de circuits) ; ces
instances comportent toutes un noyau inconsistant de tailativement petite par rapport a la taille de
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I'instance initiale.

La table 8.1 détaille pour chacune des instances testésatisaisabilité, son nombre de variables, son
nombre de clauses et le nombre de nceuds nécessaires a DIRRHBB-ETSAT pour résoudre cette instance.
Les temps de calculs ont également été précisés; ces temespmandent a une exécution sur un PC équipé
d’un processeur Pentium 133 Mhz fonctionnant sous Linuauiiye part, pour chacune des instances incon-
sistantes testées, nous avons calculé par I'intermédiaieeprocédurBendre_Globalement _Inconsistant
(cf. algorithme 8.2) la taille (le nombre de variables etdenibre de clauses) d’'un des noyaux globalement
inconsistants de I'instance. Cette taille figure égalerdans la table 8.1.

Dans la table suivante :
— « Noy. Inc. » signifie noyau inconsistant, cette colonnetiean la taille d’'un noyau globalement
inconsistant;
— «> nh » siginifie que I'algorithme n’a pu résoudre l'instance esims den heures de temps CPU ;
— «*** 5 dans:
— la colonne « Noy. Inc. » siginifie que I'instance est saigsflale, si I'instance est insatisfaisable
cette colonne contient la taille d’'un noyau globalemenoirgistant ;
— dans les autres colonnes signifie que I'algorithme a éctiang sa tentative de résolution;

— «??7? » signifie que la procédWendre_Globalement_Inconsistant n'a pas réussi au bout du
temps imparti (1 semaine) a isoler un noyau globalementisistant.

Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT

DIMACS \% c \% C | #Nceuds temps #Naoeuds temps
aim-100-1_6-no-1 100 160 | 43 47 | 323296 50s3Q 13 0s22
aim-100-1_6-no-2 100 160 | 46 52 | 167445 23s38 19 0s34
aim-100-1_6-no-3 100 160 | 51 57 | 2E+06 214s71] 16 0s26
aim-100-1_6-no-4 100 160 | 43 48 | 728908 97s59 14 0s25
aim-100-1_6-yes1-1 100 160 | *xx 6663 1s09| 8 0s12
aim-100-1_6-yes1-2 100 160 | ***  dxx 30052 4s39| 6 0s08
aim-100-1_6-yes1-3 100 160 | ***  dxx 34 0s01| 12 0s18
aim-100-1_6-yes1-4 100 160 | ***  wk* 7707 1s46| 6 0s08
aim-100-2_0-no-1 100 200 | 18 19 | 2E+06 349s52 5 0s10
aim-100-2_0-no-2 100 200 | 35 39 | 1E+06 294s09 9 0s20
aim-100-2_0-no-3 100 200 | 25 27 | 394649 80s77 6 0s12
aim-100-2_0-no-4 100 200 | 26 31 | 1E+06 233s29 9 0s19
aim-100-2_0-yes1-1 100 200 | *** wxx 31274 7s41) 8 0s15
aim-100-2_0-yes1-2 100 200 | Fx kX 10305 2s79| 10 0s20
aim-100-2_0-yes1-3 100 200 | x**x Fxx 10 0s00| 6 0s12
aim-100-2_0-yes1-4 100 200 | *** wxx 18 0s00| 9 0s13
aim-100-3_4-yes1-1 100 340 | ** wx 30 0s02| 2 0s08
aim-100-3_4-yes1-2 100 340 | ** wx 74 0s06| 1 0s00
aim-100-3_4-yes1-3 100 340 | **x Fxx 193 0s14| 1 0s01
aim-100-3_4-yes1-4 100 340 | **x Fxx 17 0s01| 1 0s02
aim-100-6_0-yes1-1 100 600 | ***  Fxx 4 0s01| 1 0s01
aim-100-6_0-yes1-2 100 600 | ***  wxx 7 0s01]| 1 0s00
aim-100-6_0-yes1-3 100 600 | ***  wxx 11 0s01| 1 0s01
aim-100-6_0-yes1-4 100 600 | ***  Fxx 11 0s01| 1 0s00
aim-200-1_6-no-1 200 320 | 52 55 | *xx >8h | 16 0s58
aim-200-1_6-no-2 200 320 | 77 80 | *** >15h | 24 0s88
aim-200-1_6-no-3 200 320 | 77 83 | ¥ >8h | 33 1s15
aim-200-1_6-no-4 200 320 | 44 46 | *r* >17h | 16 0s61
aim-200-1_6-yes1-1 200 320 | ** wx 10 0s01| 10 0s25
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Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT

DIMACS \% c \% C | #Nceuds temps #Noeuds temps
aim-200-1_6-yes1-2 200 320 | ** wx 34 0s02| 14 0s44
aim-200-1_6-yes1-3 200 320 | Fxx wRx ok >9h | 11 0s32
aim-200-1_6-yes1-4 200 320 | ** wx 3E+07 5567s85 13 0s42
aim-200-2_0-no-1 200 400 | 49 53 | *** >15h | 11 0s47
aim-200-2_0-no-2 200 400 | 46 50 | *** >8h | 15 0s67
aim-200-2_0-no-3 200 400 | 35 37 | ** >15h| 10 0s42
aim-200-2_0-no-4 200 400 | 36 42 | rxx >8h | 13 0s55
aim-200-2_0-yes1l-1 200 400 | rrx e TE+07 21859s45 27 1s21
aim-200-2_0-yes1-2 200 400 | ¥+ Rk 7E+06 2809s87 29 1s18
aim-200-2_0-yes1-3 200 400 | ¥+ Rk 217 0s09| 20 0s98
aim-200-2_0-yes1-4 200 400 | ¥+ Rk 11783 4s79| 27 1s07
aim-200-3_4-yesl-1 200 680 | ***  wxx 5409 6s88| 1 0s06
aim-200-3_4-yes1-2 200 680 | ***  wxx 272 0s37| 1 0s07
aim-200-3_4-yes1-3 200 680 | *** kR 36 0s05| 3 0s22
aim-200-3_4-yes1-4 200 680 | ***  Fxx 6270 8s44| 1 0s05
aim-200-6_0-yes1-1 200 1200 | ***  xx* 75 0s25| 1 0s01
aim-200-6_0-yes1-2 200 1200 | *rx 134 0s47| 1 0s01
aim-200-6_0-yes1-3 200 1200 | *rx 214 0s72| 1 0s01
aim-200-6_0-yes1-4 200 1200 | *rx 232 0s72| 1 0s04
aim-50-1_6-no-1 50 80 20 22 | 895 0s09| 8 0s06
aim-50-1_6-no-2 50 80 28 32 | 782 0s10| 9 0s07
aim-50-1_6-no-3 50 80 28 31 | 4525 0s41| 12 0s09
aim-50-1_6-no-4 50 80 18 20 | 447 0s05| 7 0s06
aim-50-1_6-yes1-1| 50 80 | ¥+ wwx 84 0s01| 6 0s05
aim-50-1_6-yes1-2| 50 80 | *xx wkx 384 0s05| 3 0s02
aim-50-1_6-yes1-3| 50 80 | *xx wkx 5 0s01| 4 0s04
aim-50-1_6-yesl1-4| 50 80 | ¥ wwx 5 0s01| 2 0s01
aim-50-2_0-no-1 50 100 | 21 22 | 2759 0s43| 5 0s05
aim-50-2_0-no-2 50 100 | 28 30 | 974 0s17| 7 0s07
aim-50-2_0-no-3 50 100 | 22 28 | 814 0s13| 6 0s06
aim-50-2_0-no-4 50 100 | 18 21 | 1645 0s24| 6 0s06
aim-50-2_0-yes1-1| 50 100 | ***  xx* 176 0s03| 3 0s03
aim-50-2_0-yes1-2| 50 100 | *xx e 29 0s01| 1 0s00
aim-50-2_0-yes1-3| 50 100 | *xx e 446 0s07| 3 0s02
aim-50-2_0-yes1-4| 50 100 | *xx e 8 0s00| 1 0s00
aim-50-3_4-yes1-1| 50 170 | *** 20 0s01| 1 0s00
aim-50-3_4-yes1-2| 50 170 | *** 13 0s01| 1 0s00
aim-50-3_4-yes1-3| 50 170 | *xx 16 0s01| 1 0s01
aim-50-3_4-yes1-4| 50 170 | *xx e 13 0s00| 1 0s00
aim-50-6_0-yes1-1| 50 300 | *k wkx 4 0s01| 1 0s00
aim-50-6_0-yes1-2| 50 300 | *rx 8 0s01| 1 0s01
aim-50-6_0-yes1-3| 50 300 | *xx ok 4 0s01| 1 0s00
aim-50-6_0-yesl-4| 50 300 | *xx ok 4 0s01| 1 0s00
bf0432-007 1040 3668 | 674 1252| 6E+06 19553s44 870 85s25
bf1355-075 2180 6778| 82 185 | 2047 18s88| 28 26s23
bf1355-638 2177 4768 | 83 154 | *** >17h | 32 32s57
bf2670-001 1393 3434 | 79 139 | *** >25h | 4822 519s40
s$sa0432-003 435 1027 | 306 320 | 1570 1s79| 16 0s80
$sa2670-130 1359 3321 | 552 669 | *** >33h | 79426 8040s64
s$sa2670-141 986 2315 | 579 1247| 2E+06 6350s77 92421 6639s44
$5a6288-047 10410 34238 ???7  ?2?7?| *** >24h | *** >24h
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Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT

DIMACS \% c \% C | #Nceuds temps #Noeuds temps
ssa7552-038 1501 3575 | **x  xxx ok >13h| 1 0s34
ssa7552-158 1363 3034 | **x  xxx 78 0s19| 1 0s29
ssa7552-159 1363 3032 | **x  xxx 84 0s21] 1 0s25
ssa7552-160 1391 3126 | **x  wx 76 0s18| 1 0s30
jnhl 100 850 | *** ok 53 0s16| 1 0s01
jnh10 100 850 | 67 85 | 44 0s19| 9 0s85
jnh11 100 850 | 87 137 | 314 1s26| 16 1s22
jnh12 100 850 | ** Rk 49 0s23| 1 0s02
jnh13 100 850 | 96 168 | 72 0s33| 13 1s33
jnh14 100 850 | 90 148 | 26 0s12| 10 0s85
jnh15 100 850 | 94 156 | 40 0s19| 30 2s58
jnh16 100 850 | 99 282 | 599 2s36| 330 25s90
jnh17 100 850 | *** A 17 0s04| 1 0s01
jnh18 100 850 | 95 200 | 137 0s59| 64 5s36
jnh19 100 850 | 86 125 | 52 0s27| 30 2s50
jnh2 100 850 | 74 86 | 35 0s17| 2 0s20
jnh20 100 850 | 81 105 | 56 0s24| 9 0s88
jnh201 100 800 | ***  kkx 27 0s05| 1 0s01
jnh202 100 800 | 68 79 | 62 0s28| 3 0s26
jnh203 100 800 | 92 155 | 70 0s32| 33 2s97
jnh204 100 800 | *** ok 370 1s27| 1 0s04
jnh205 100 800 | *** ok 84 0s27| 1 0s01
jnh206 100 800 | 98 194 | 249 0s88| 32 2s21
jnh207 100 800 | ***  kkx 25 0s08| 1 0s04
jnh208 100 800 | 90 156 | 59 0s26| 28 2s17
jnh209 100 800 | ***  wkx 64 0s22| 1 0s02
jnh210 100 800 | ***  wkx 25 0s09| 1 0s01
jnh211 100 800 | 64 84 | 37 0s16| 10 0s85
jnh212 100 800 | ***  kkx 278 0s99| 1 0s05
jnh213 100 800 | ***  wx 41 0s11| 1 0s02
jnh214 100 800 | 87 140 | 87 0s32| 26 1s80
jnh215 100 800 | 95 154 | 247 1s03| 11 0s79
jnh216 100 800 | 95 156 | 74 0s32| 34 2s95
jnh217 100 800 | ***  kkx 24 0s06]| 1 0s01
jnh218 100 800 | ***  kkx 13 0s04| 1 0s01
jnh219 100 800 | 94 177 | 145 0s75| 52 3s91
jnh220 100 800 | ***  wkx 36 0s10| 1 0s03
jnh3 100 850 | 96 189 | 107 0s44| 81 5s20
jnh301 100 900 | *** kR 73 0s31| 1 0s07
jnh302 100 900 | 21 22 | 22 0s13| 1 0s11
jnh303 100 900 | 90 145 39 0s25| 27 2s74
jnh304 100 900 | 79 106 | 42 0s21| 4 0s41
jnh305 100 900 | 85 137 | 28 0s15| 14 1s54
jnh306 100 900 | 99 202 | 384 1s67| 72 6s28
jnh307 100 900 | 38 40 | 26 0s13| 2 0s21
jnh308 100 900 | 94 169 | 78 0s37| 16 1s68
jnh309 100 900 | 85 125 8 0s05| 5 0s50
jnh310 100 900 | 12 13 | 32 0s17| 2 0s23
jnh4 100 850 | 79 117 | 21 0s10| 15 1s32
jnh5 100 850 | 67 83 | 36 0s15| 7 0s76
jnh6 100 850 | 92 155 | 52 0s25| 17 1s57
jnh7 100 850 | ** Rk 15 0s04| 1 0s02
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Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT

DIMACS \% c \% C | #Nceuds temps #Noeuds temps
jnh8 100 850 | 68 89 | 34 0s16| 9 0s86
jnh9 100 850 | 95 173 | 179 0s75| 8 0s71
dubois10 30 80 30 80 | 2063 0s15| 641 1s30
dubois11 33 88 33 88 | 4111 0s31| 1691 3s34
dubois12 36 96 36 96 | 8207 0s59| 1835 4s48
dubois13 39 104 | 39 104 | 16399 1s18| 3091 8s69
dubois14 42 112 | 42 112 | 32783 2s49| 7693 14s39
dubois15 45 120 | 45 120 | 65551 5s15| 9507 26s45
dubois16 48 128 | 48 128 | 131087 10s09 20733 65597
dubois17 51 136 | 51 136 | 262159 19s69 23167 76s86

TAB. 8.1 — DP+ffis vs DP+TSAT : pour les instances de DIMACS

L'étendue de ces résultats montre trés clairement que nibersent une méthode mixte de type DP+TSAT
est tout a fait réalisable en pratique et que, par aillewsype d’approche est extrémement efficace et dé-
passe de trés loin en performance la procédure de Davis &PRutiassique.

8.6 Optimisations naturelles

Bien que les résultats précédents soient extrémemenifpositaut préciser que les expérimentations
n’ont été conduites que dans I'objectif de vérifier la faiehd’'une technique de recherche mixte. Du fait,
aucune optimisation quant a I'implantation de DP+RL n’arétdisée et de nombreuses pistes d’améliora-
tion sont envisageables.

La premiéere voie réside dans un bon paramétrage de la méthonadfet, toute technique de recherche
locale nécessite un réglage pointu de ses parametres. i@, méthode repose sur une utilisation double
de la recherche locale: dans le but de trouver un modéle emeoneuristique de branchement. Les pa-
rametres spécifiques a chaque méthode de recherche lomalmecla probabilité de flipper une variable
aléatoirement pour GSAT+RWS et pour WSAT+Noise ou la longwe la liste tabou pour TSAT sont a
notre avis importants mais non vitaux pour ce type de méthBdeffet, en choisissant une méthode de
recherche locale pour laquelle on connait un réglage pdécie parametre, il est tres simple de contourner
ce probléme. Par exemple, nous savons que la probabiliiédgeur WSAT+Noise et pour GSAT+RWS
est celle qui fournit les meilleures performances en mog@uur ces méthodes de recherche locale et c’est
donc cette valeur qui sera choisie lors de I'appel a une derEs®dures de recherche locale dans notre
méthode mixte. Il nous semble qu’un paramétre plus cruciahtjaux performances de notre algorithme
réside dans les ressources (le nombre de flips et le nombreedpdttribuées a la recherche locale. Plus
précisément, si ces ressources sont insuffisantes, la deétleorecherche locale n’aura pas suffisamment
de temps pour détecter d’éventuels noyaux inconsistaqsuetse focaliser sur 'un d’entre eux. D’autre
part si ces ressources sont trop abondantes, alors la negpleod du temps dans la recherche locale qui,
certes retournera certainement le « meilleur » littérafécédr, mais ne pourra en aucun cas prouver seule
l'inconsistance. Par conséquent, il nous semble crucidéterminer le meilleur compromis entre le temps
passé par DP et le temps passé par la RL. Plusieurs idéesjarétéiénises en pratique. Par exemple, les
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ressources attribuées en termes de flips dépendent du ndentaeiables dans le probléme restant a traiter.

Pour nos expérimentations ce nombre a été fix@a 1 ou V' est le nombre de variables restant & affecter;

le nombre de tries étant pour sa part fixé a un. Cette manigueogéder nous semble un premier pas vers
la mise au point du meilleur compromis puisque les resssuattebuées a la recherche locale dépendent
ainsi clairement du nombre de variables non fixées par DP.

Une autre voie d’optimisation, est de limiter le nombre gels a la recherche locale. A chaque nceud
(point de choix) de DP, un appel a la RL est effectué. A I'isestlans I'algorithmBPRL-pré (cf. algorithme
8.3), un seul appel a la RL est effectué et le résultat de qudlagst exploité durant toute la recherche de
DP. Entre ces deux points de vues extrémes, nous pensongecattitude optimale peut étre trouvée en
limitant le nombre d’appels aux méthodes de RL. Par exerpplgsquoi ne pas exploiter durant plusieurs
nceuds successifs de I'arbre de DP les informations obtqrarasy méme appel a la recherche locale? Ce
compromis dépend, a notre avis, de la forme de la trace dgrarda recherche locale et de la profondeur
de I'arbre de DP lors de I'appel & la RL.

Enfin, une derniére optimisation repose sur le constat qumbktlleures heuristiques de branchement
pour DP tentent d’équilibrer au maximum I'arbre de recher@r, dans I'exploitation que nous faisons des
scores des littéraux, en aucune fagon nous ne cherchonsgibrégliarbre. En effet, la méthode se contente
de satisfaire le littéral étant apparu le plus souvent dasscthuses falsifiées lors de la RL. Nous pensons
gu’une voie trés prometteuse est d'utiliser ce score commfi@aieur pondérantle poids des littéraux calculé
de maniére plus traditionnelle, c’est-a-dire en utilisdes critéres syntaxiques (cf. paragraphe 7.1.3.2).
En effet, une telle stratégie de branchement permettraxpdoiter a la fois les informations sémantiques
fournies par la RL et les informations syntaxiques du pnolgleCette nouvelle heuristique de branchement
devrait permettre d’étendre la portée de notre algorithome@glus grand nombre d’instancesS&T , nous
pensons particulierement aux instank84AT aléatoires.

8.7 Conclusions

Les méthodes mixtes restent encore peu connues et peéesiliSependant il nous semble, a la vue des
résultats obtenus dans ce chapitre, que ces méthodeswenttine voie extrémement prometteuse quant
au traitement pratique d’'instances de grande taille.

Notre contribution aux méthodes mixtes est multiple :

— Nous avons montré expérimentalement que les approchek fles@’alors dédiées a la recherche
de solutions, permettent de détecter et de localiser demuxapconsistants dans de larges bases de
connaissances.

— Nous avons proposé de nouvelles approches complétesntitette propriété pratique de localisa-
tion. Ces méthodes reposent toutes sur différents schéaastbinaisons entre DP et une méthode
de recherche locale. Parmi elles, citons DPRL qui utiliseelzherche locale a la fois comme un
moyen de prolonger vers un modeéle I'interprétation pdetiebnstruite par DP et comme heuristique
de branchement pour DP.

— Les nombreuses expériences réalisées pour valider DPRinamtré que non seulement cette ap-
proche était viable en pratique mais en outre qu’elle ssgaen performances (nombre de pro-
blemes résolus et temps de calcul) les procédures de Dautiline heuristique syntaxique standard
de branchement.

— Enfin, nous avons proposé nombre d’optimisations danstlé’améliorer I'efficacité de DPRL.

Nous pensons, comme d’autres chercheurs [Sebhah1997], que les approches mixtes constituent
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un véritable challenge pour I'avenir et devraient perneefirrésolution d’'instances intraitables actuelle-
ment.
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Chapitre 9

Instances aléatoire8SAT
« désequilibrées»

Nous présentons dans ce chapitre une série d’études quavanssréalisées sur la génération d'ins-
tances aléatoires « déséquilibrées ». Dans le modeéle sthifcfaparagraphe 5.2.1 page 46), la probabilité
de tirer un littéral positif est dé. Nous avons étudié le comportement de ces instances endfioriet
la probabilité de positiver un littéral. Ceci permet de daiarier la « proportion traitable » des instances
générées et ainsi de couvrir un espace plus large de probkéstoires.

Il est évident que déséquilibrer le nombre de littéraux tfegpar rapport aux négatifs doit rendre les
instances générées « plus faciles » a résoudre. C’est dgmewa I'opposé des travaux de R. Génisson et
de L. Sais [Génisson & Sais 1994] qui cherchent & rendre ffficsld le modéle standard en équilibrant les
occurrences des littéraux dans les instances (cf. paragiaptulé Génération d’instances régulieres»
page 50) que ces travaux s’inscrivent.

La premiéere constatation réalisée est que la « complexigssrgstances diminue inversement avec la
probabilité de tirer un littéral positif. La courbe (cfid= 9.1 page suivante) représente la complexité des
instances lorsque I'on fait varier la probabilif§ fle0.5* 20.9 toujours en fonction du rapport clauses / va-
riables.

La complexité des instances est estimée en termes du noralffiecthtions de la procédure de Davis
& Putnam associée a I'heuristique de Jeroslow & Wang [Dawva. 1962, Jeroslow & Wang 1990] néces-
saires a la résolution des instances. Pour chaque rappbrivariant del 4110 par pas successifs 6ed5
(V étant fixé a100) et pour chaque probabilig 500 instances ont été testées.

Les pics de difficulté exhibés par ces courbes suggerentélsepce de seuils. La difficulté décroit
inversement &. En effet, 'augmentation de la probabilité permet de tendrs la génération d’'instances
traitables (la probabilité de générer une clause de Homlesimportante). Les courbes (cfidz 9.2 page
suivante) nous montrent les différents seuils observés.

Il faut également constater que plus la probabilité de géras littéraux positifs augmente, plus les
seuils se décalent vers la droite, c’est-a-dire plus il tauhombre de clauses important pour obtenir des
instances inconsistantes : pdi variables avec une probabilité de littéraux positif9dgil faut plus de

1. La courbe pour la valeur.5 correspond au modele standard, elle est donnée a titreéeméé.

153
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FiG. 9.2 —~Phénomeénes de seuil pour les instan8A3 aléatoires« déséquilibrées

10000 clauses pour commencer a obtenir une majorité d’instancesatisfaisables. A titre indicatif, les
seuils observés sont donnés dans la table suivante Agf.9.1). Cependant, afin d’obtenir des « valeurs de
référence », il faudrait réitérer les expériences de nousgm®fois avec plus d'instances et en ajoutant une

seule clause a chaque pas, au lieu de cinq ici. Malgré celatégtions par rapport aux nombres avancés
dans cette table devraient étre faibles.

P 05 | 06 | 0.7 0.8

0.9
C/V | 425|480 | 6.75 | 12.95

52.10

TAB. 9.1 —Valeurs expérimentales des seuils en fonctiop de

Par ailleurs, si I'on superpose les courbes des figures 9.2 ghous constatons un phénomene surpre-
nant: le pic de difficulté semble fonction de la proportioritiéraux positifs (cf. k. 9.3 page ci-contre)!
Pour le générateur d'instances aléatoires standard, dagstu que le pic de difficulté est atteintha%
d’instances satsifaisables. Or, pour les instances aléatdéséquilibrées ce pic n'est plus atteiri0&)
d’instances satisfaisables mais respecte la proportidittdeux négatifs. En effet, poyr = 0.6 cor-
respondant #0% de littéraux positifs, dond0% de littéraux négatifs, le pic de difficulté est atteint aux
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FiG. 9.3 —Seuiils et pics de difficultés pour les instan8&9 aléatoires« déséquilibrées

alentours dd0% d'instances satisfaisables! Ce phénoméne se répete paesies autres valeurs de p:

— p = 0.7: pic de difficulté localisé a enviro30% d’instances satisfaisables;
— p = 0.8: pic de difficulté localisé a enviro20% d’instances satisfaisables;
— p = 0.9: pic de difficulté localisé a envirot0% d’instances satisfaisables.

A notre connaissance, c'est la premiére fois qu’un tel phé@ee est exhibé. Il reste a déterminer dans
quelle mesure ce résultat peut étre exploité pour I'amediion des bornes théoriques du seuil et/ou pour
I'élaboration de nouvelles stratégies ou heuristiquempétant une résolution plus efficace des instances
aléatoires.

Par ailleurs, nous nous sommes intéressés aux littératainesiet purs rencontrés lors de I'exécution de
DP. Nous connaissons I'importance de ces littéraux pote ce¢thode de résolution, puisqu’ils permettent
de couper des branches de I'arbre de recherche de DP. Cepeihdaus semble qu'aucune étude sur le
nombre d’apparitions de ces littéraux en fonction du rapplauses sur variables n'a été réalisée. Cette
étude, bien qu’empirique, pourrait aider a la compréhendeoces problemes aléatoires. Parallelement aux
expériences précédentes, nous avons comptabilisé le ealtdpparitions de littéraux unitaires (respec-
tivement purs) au cours de la recherche de DP. Il faut noter@uwersion de Davis & Putham que nous
avons utilisée pour ces expériences affecte en prioritiftiésaux unitaires, puis les littéraux purs et enfin
les littéraux €lus par I'heuristique de branchenteoeci afin d’élaguer au maximum l'arbre de recherche.

Les courbes (cf. i&. 9.4 page suivante) présentent les résultats obtenusgmlittéraux unitaires en
fonction deC/V et de la probabilitg de positiver une variable lors de la génération. Ces colgteistres
similaires a celles des pics de difficulté (cfck-9.1 page ci-contre), les extremums pour I'ensemble de ces

2. L'heuristique de branchement utilisée est celle prop@s& Jeroslow & Wang [Jeroslow & Wang 1990]
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FiG. 9.5 —Proportion de mono-littéraux par rapport au nombre d’atf#tons

courbes au niveau du seuil. Cette constance s’expliquenaise plus la recherche est longue (ce qui est
le cas au seuil) c’est-a-dire plus il y a d’affectations,sdia probabilité de produire des mono-littéraux en
grand nombre est forte. Cette « propriété » peut se vérifidastourbe exprimant la proportion de mono-
littéraux par rapport au nombre de littéraux affectés (efi.M.5). A droite des différents seuils, c'est-
a-dire la ou la proportion d’instances satisfaisablessaweiles100%, la proportion de mono-littéraux est
quasiment nulle : pour exhiber un modele, les littérauxairgs ont un réle plus secondaire. A 'approche du
seuil, on constate une trés rapide progression de la piopat® mono-littéraux: les instances deviennent
plus contraintes, ce qui favorise I'application de la rédgepropagation unitaire. Au seuil et a gauche du
seuil: la proportion d’instances inconsistances est plysortante, et 'on constate que la proportion de
littéraux unitaires par rapport aux nombre total d’afféiotas devient quasi-constante et ceci quelle que soit
la probabilitép. Cette proportion n'évolue plus dés lors que le seuil esirgitpour se situer enti@46
et0.47 (quasiment une affectation sur deux est un mono-littéi@9 fui confirme le réle primordial de la
propagation unitaire pour la résolution de problémes dic Ce résultat peut permettre la mise au point
d’algorithmes efficaces [Li 1996, Li & Anbulagan 1997]. Entieule fait que la proportion se stabilise a
partir du seuil permet ainsi d’obtenir un nouveau moyen derd@&ner expérimentalement la valeur du
seuil.
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FIG. 9.6 —Nombre de littéraux purs lors de DP en fonction@gV” et dep
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FIG. 9.7 —Proportion de littéraux purs par rapport au nombre d'affattons

Les courbes concernant les littéraux purs (¢6.M.6) présentent un tout autre aspect. En effet, ces
courbes présentent deux extremums. Par exemple, la cpush@.5 (correspondant au modele standard)
présente deux pics: le premier situé au rappttt’ = 1.55, le second au rappo#t25 correspondant
exactement a la valeur du seuil. Ces deux extremums, quedls@jt la probabilitg, se situent 'un a des
valeurs trés a gauche du seuil (dans une zone trés peu ooe}til’'autre exactement au seuil. Cette courbe

a deux extremums, que nous avons appelée la courbe du chiresturelativement énigmatique : aucune
idée intuitive ne permet d’expliquer le minimum local.

Par ailleurs, on constate que plugst élévé, plus ce phénoméne a « deux bosses » tend a digparait
et devient quasiment inexistant pque= 0.9. A la vue des courbes du nombre de littéraux purs rencontrés
au cours de 'arbre de résolution de DP, les courbes congelaaroportion de littéraux purs par rapport
au nombre total de littéraux (cf.&. 9.7) affectés devraient étre relativement surprenafiedait, la
proportion de littéraux purs pour des rappd@rtgl” avant les différents seuils est quasiment déoutes les
affectations proviennent de littéraux purs. Ce phénoméxpkque par le faible nombre de clauses et les
valeurs de favorisant I'apparition de littéraux purs dés la génératia probléme.

3. Uniguement en référence aux deux bosses dorsales dencengaamifére ruminant.



158 Chapitre 9. Instances aléatoiRSAT « déséquilibrées

Cette proportion de littéraux purs devient constante esiguent nulle a partir de la valeur du seuil.

En fait, nous constatons que dans la zone trés peu contrigatétéraux purs permettent une accéléra-
tion certaine de la recherche. Cependant, a partir du $audgle des littéraux purs devient inutile.



Chapitre 10

Conclusion

Ce travail d’expérimentations et d’analyse des méthode®si@lution du problem&AT a abouti a
plusieurs résultats originaux :

0 Mise au point d’'une technique incompléete a base de rechéochée tabou (TSAT) qui rivalise en
performance avec les meilleures approches incomplétes|bs.

O Mise en évidence d'un phénoméne surprenant dans I'optiimisexpérimentale de cette technique :
linéarité de la courbe de la meilleure taille de liste tabaudes instancesSAT aléatoires.

O Introduction d’'une nouvelle technique de génération detdiguration initiale basée sur le déséqui-
libre des variables.

0 Mise au point d’'une nouvelle technique d’élagage de 'adedP basée sur une généralisation du
théoréme de partition du modéle.

0 Mise en évidence des propriétés pratiques des méthodeslhterebe locale dans la détection et la
localisation de noyaux inconsistants dans de larges iostateSAT insatisfaisables.

0 Mise au point de différentes techniques complétes baséeadifiérents schémas de combinaisons
entre DP et la recherche locake@.DPRL).

[0 Mise en évidence, lors de la validation expérimentale de [DRIRIn gain de performance extréme-
ment important comparativement aux procédures de Davist&dPu classiques.

0 Mise en évidence, d'un lien entre le pic de difficulté desanses aléatoires et la probabilité de
générer un littéral positif.

[0 Mise en évidence d’'un phénoméne surprenant quant aux nemeiétéraux purs rencontrés lors de
la résolution des instanc&SAT aléatoires: la courbe du « chameau » exhibant deux maxima don
I'un est situé a la valeur du seuil.

Ces différents résultats ouvrent de nouvelles voies que souhaitons explorer.

Il est évident que I'une de nos préoccupations futures &areglioration des différents algorithmes mis
au point. Dans ce but, nous avons déja proposé diversesisgtiioms, comme le réglage automatique de
TSAT, l'introduction du concept de niveaux d’'implicatiodans la procédure d’élagage de I'arbre de DP
basée sur le théoréme de partition du modele généraligéirgsi la propagation unitaire, I'intégration
d’outils syntaxiques dans la stratégie de branchement$iR Detc.
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Par ailleurs, certains résultats expérimentaux obtenysoneront trouver explication sans une étude
théorique approfondie. Nous pensons particulierement:

O ala linéarité de la courbe de la taille optimale de la listeotapour les instances$SAT aléatoires :
dans quelle mesure ce phénoméne peut-il étre rattaché gsages des instanckSAT aléatoires?

O au lien entre le pic de difficulté des instan&SAT aléatoires et la probabilité de générer un littéral
positif ;

00 ala courbe du « chameau » qu’aucune intuition ne permet licgqo.



Troisieme partie

Compilation logique
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Chapitre 11

Introduction — Etat de I'art

Représenter des connaissances et raisonner a partir ég-cielist un probléme central en Intelligence
Artificielle. La connaissance est décrite classiquemens da formalisme logique et plus particulierement
en logique propositionnelle pour le sujet qui nous intére€ette base de connaissances est ensuite utilisée
afin d'y extraire des informations contenues explicitenmnimplicitement. Autrement dit, le probleme
abordé dans cette partie est celui de la déduction logiGurt ébnné une base de connaissances exprimées
en logique propositionnelle.

Ce chapitre introductif permet de situer notre étude aussidwu travers des différents problémesliés a la
déduction logique qu’au travers des nombreuses approéfiesxistantes. Le second chapitre de cette par-
tie consacrée a la déduction logique et plus précisémermtaarailation logique des bases de connaissances
propositionnelles, présente notre contribution a ces dmesale recherche. Le dernier chapitre synthétise
les résultats et les perspectives de nos travaux.

11.1 Problématique et définitions

Le probleme de la déduction logique est un probleme bienwenrntelligence artificielle. De maniére
générale, il consiste a savoir si une information donnée e déduite d'une base de connaissances
exprimée dans un formalisme logique.

Notre étude est restreinte a la déduction logique a partiades de connaissances propositionnelles,
et plus particulierement a l'interrogation d’'une CNF pae wtause. Le probléme traité dans cette partie se
définit donc de la maniere suivante :

Définition 11.1 (Interrogation d’'une CNF par rapport a une clause)

Instance Un ensemble de symboles propositionng|sY une formule de la logique propositionnelle
construite suiS et mise sous forme normale conjonctivene clause construite sidf.

Question Est-ce que: est une conséquence logiqueXeX. F ¢?

Il est clair que ce probléme appartient a la classe de corntgleaNP-complet. En effet, il revient &
tester si la formuléX A —c) est inconsistantg L F ¢) = ((£ A —¢) E 1)), nous appelonmterrogation
directe cette maniere de résoudre le probleme de déduction lodiguléen naturel existant entre satisfai-
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sabilité et déduction explique que nombre de techniquesldgpées pour effectuer la déduction logique
sont empruntées a des approches initialement proposéesdsoudreSAT. Cependant, il est fréquent que

de multiples déductions logiques soient effectuées ave@lae base de connaissances. Par conséquent de
nombreux appels au test de satisfaisabilité sont réalésu vu des performances actuelles des meilleures
approches complétes po8AT, la méthode d’interrogation directe devient trés vite pleiable en pra-
tique.

Afin de pallier a cette non calculabilité pratique de la démclogique en calcul propositionnel, plu-
sieurs approches ont été proposées. Elles s’appuientfféredts principes; en particulier:

— larestriction du langage utilisée.g.les clauses de Horn, ou de la relation de déduction employée,
e.g.la résolution bornée;

— I'approximation de la base de connaissances ou de la relation de déduction;

— lacompilation logique de la base de connaissances.

Nous nous sommes particulierement intéressés a ce derinieipe. L'idée est de déterminer une re-
présentatiort de la base initiale, qui se comporte comm@our I'interrogation mais necessite un temps
polynomial (en fonction d¢X|) pour ce faire. L'objectif de la compilation logique est date déterminer
une représentation des connaissances (équivalénteianon) avec laquelle I'interrogation s’effectue ef-
ficacement (idéalement l'interrogation dedoit étre garantie polynomiale en temps et en espace). Nous
définissons donc la compilation logique d’'une base de cesaaces de la maniére suivante :

Définition 11.2 (Compilation logique (exacte ou approchég)

Unecompilation logique, en vue de l'interrogation par une claused’une CNFX. est un triplet(X, p1, p2)

ou p; est un algorithme de transformation tel qug(¥) = ¥ et olip, est un algorithme d’interrogation
s’executant en temps polynomial tel (meéfl, c)=VsiXFe.

On dit qu'une compilation logique esixacteou qu’elle préserve I'équivalence Spig(i,c) = V siet
seulement st F c.

Une compilation logique est di@pprocheéeou ne préservant pas I'équivalence si il existe une clause
telle quep: (X, ¢) ne puisse pas étre décidé (en temps polynomial).

Pour une compilation logique exacte, tout en imposant agicestriction sur la base de connaissances,
il est impossible de garantir que la taille de la compilaif¥i) est une fonction polynomiale de celle de
¥, a moins quePH = Y% (effondrement de la hiérarchie polynomiale au second mil)eal est donc
impossible de garantir I'efficacité d’'une méthode de coatfuh en toute généralité. Cependant, I'objectif
de la compilation étant d’obtenir une déduction plus efficage I'interrogation directe, nous imposons la
condition suivante :

Définition 11.3 (Compilable)

Une base de connaissancBsest ditecompilable, si il existe une compilation logique, p1, p2) et un
entier naturelR & partir duquel pour tout entien supérieur ou égal &, n interrogations deX via la
compilation sont plus efficaces queénterrogations directes.

Autrement dit, si I'on note la fonction qui retourne le temps d’exécution d’une opémtt est com-
pilable si il existe une compilation logiqu&, p1, p2) et un entier natureR tels que:

n

Vn>R: (tp (D)) +Zt(p2(ici>) ) < (D HEFe))

i=1
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Si un tel entierR n’existe pas, la compilation n’est pas rentable et dondlendtou le terme de non
compilable. Nous appelorseuil de rentabilité d’'une compilation logique, cet entidt. PlusR est petit,
plus la compilation est intéressante. Idéalement, il faitdlue R = 1 quelle que soit la clause testée.

Cependant, les temps d'interrogation (directe ou par clatign) ne dépendent pas uniquement de
la base de connaissances, mais également des clauses'tdsiést donc préférable de parler de temps
moyen d’interrogation, ce qui nous donne pdui'équation suivante, od,,, représente le temps moyen
d’'une interrogation €fiz] la partie entiere de :

_ t(p1())
k= [tm@tc)—tm(pa(ic))] +1

Ainsi, un des objectifs majeurs de la compilation logiquédse de connaissances consiste a déterminer
pour une base de connaissances donnée la compilation guitftauplus petite valeur d&. Par ailleurs,
nous estimons que ce seuil de rentabilité est égalementmupriiére de comparaison des différentes mé-
thodes de compilation logique.

11.2 Etatde I'art

Nous présentons trés succinctement différentes apprdaasges sur la compilation logique. La liste
des méthodes présentées dans cet état de I'art est loia eiédtaustive ; pour une description plus compléte
et plus détaillée le lecteur pourra se référer a 'articlad@li & Donini 1999]. Notamment, nous passons
sous silence une méthode nomm#éfication de la connaissance [Levesque 1986, Borgidal. 1989,
Dalal 1995]. Trés brievement, la vivification est une méthbdsée sur un raisonnement rendu traitable
par l'utilisation conjointe de pré-traitements et de cos@ns par défauts mais ceci aux dépends de la
complétude.

Les méthodes de compilation peuvent étre classifiées engtanges catégories. La premiere est celle
comprenant les compilations qui préservent I'équivaleoest-a-dire celles qui construisent une représen-
tation des connaissances équivalente a la base initialset@nde regroupe les compilations approchées
qui permettent d’effectuer seulement, au travers d’'unessgmtation non équivalente a la base de connais-
sances, une partie des déductions pouvant étre faitessdaphase de connaissances initiale.

11.2.1 Les compilations préservant I'équivalence

Les méthodes de compilation exactes essayent de déterumraeprésentation de toutes les infor-
mations, contenues explicitement ou implicitement darsake de connaissances, afin que cette nouvelle
représentation soit interrogeable en temps polynomiakgaport a la somme des tailles de la nouvelle
représentation et de la question. Nous distinguons troidlless d’approches pour la compilation exacte :

— utilisation directe des impliquants ou des impliqués peesn

— ajout d’informations a la base de connaissance initidie,d®e pouvoir déduire n'importe quel fait
par simple résolution unitaire ;

— utilisation d’impliqués premiers modulo une théorie.

1. Dans la troisieme section de ce chapitre, nous discu®nstte difficulté a établir deskenchmarks pour la déduction logique.
En effet, contrairement 8AT, une instance est un couple : (base de connaissances, émsiencttauses).
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Nous proposons dans le chapitre 12 de nouvelles approchéssaur la notion de « couvertures trai-
tables ». Cette notion permet de généraliser la dernieriéiéaious parlons alors deompilations modulo
des théoried utilisation d’impliqués premiers modulo une théorieupé&tre vu comme une sous-famille
de la famille des approches & base de compilations modulindeses.

11.2.1.1 Compilation via les impliquants premiers et les ipliqués premiers

Nous rappelons qu’un impliquant d’une base de connaissagaropositionnelle est un ensemble
fondamental de littérauk, assimilé a leur conjonction, tel que= ¥. En particulier les modéles d'une base
de connaissances sont des impliquants. Par ailleurs, uligimpt 7, est dit premier poukE si pour tout
autre impliquant’ de X, I' ¢ I, (cf. définitions 2.38, 2.13 et 2.39).

Si I'on considére la disjonction de tous les impliquantswiess’,, , I,,,...,l,, deX, nous obtenons
une formule DNF,, V I,, V...V, quiest strictement équivalent&2 Ainsi quelle que soit la clause

Y Ecsietseulementsiic [1:k], Iy, Ec.

I,; étantun mondme, vérifier $j, = c est une opération élémentaire, réalisée en temps linéaimsistant
as’assurer que l'intersection entretI,,, n'est pas vide (auquel cds, F c). Par conséquent, I'interrogation
via la DNF s’effectue bien en temps polynomial par rappot tallle de la DNF et a la taille de la clause
testée.

Dualement, la conjonction de tous les impliqués premiers @st équivalente & (cf. les définitions
des impliqués et impliqués premiers page 16)Cgi A Cp, A ... A Cp, représente la CNF associée a
I'ensemble des impliqués premiers Hepour toute clause:

Y Ecsietseulementsiie [1:k], Cp, Ec.

C,,; étant une clause;,, F crevienta un test d’inclusion entg,; etc (C), F ¢ si et seulement &, C ¢
ou ¢ est une tautologie). Par conséquent, ici encore l'intatiog via I'ensemble des impliqués premiers
est réalisable en temps polynomial par rapport a la tailfewdée deg(C, A Cp, A ... A C,,) et dec.

Intuitivement, I'ensemble des impliqués premiers d’unsebde connaissances mise sous CNF peut
étre calculé en saturant par résolution la CNF : chaquevéstd étant un impliqué, il suffit de supprimer
les impliqués non premiers (cf. principe de résolution pagg Cependant, cette méthode requiert sou-
vent de trop nombreuses résolutions pour étre efficace eigyeale probléme du calcul des impliqués
premiers d'une CNF fait I'objet d'études depuis de nombesusnnées, quelques algorithmes de calcul
peuvent étre trouvés dans [Tison 1967, Slaglal. 1970, Reiter & De Kleer 1987, Jackson & Pais 1990,
Madre & Coudert 1991, De Kleer 1992, Ngair 1993, Castell & ©&$996b].

La plupart des techniques développées initalement powltaiicd’impliqués (premiers) peuvent étre
adaptées au calcul des impliquants (premiers). Cepen@antedhniques spécialisées dans le calcul des
impliquants et impliquants premiers ont également été Idppees [Dechter & Rish 1994, Schrag 1996].
Notamment, dans [Schrag 1996], Robert C. Schrag proposenétteode s’appuyant sur une variante de
la procédure de Davis & Putnam. Pour une base de connaissancette méthode consiste en une ex-
ploration compléte de I'arbre de recherche de DP. Au niveaalthque feuille aboutissant & un modéle,
un impliquant premier est extrait de cet impliquant et esu@ge mémorisé. Il construit ainsi un ensemble
d’'impliquants premiers. Cet ensemble d'impliquants, vinome leur disjonction, représente clairement une
couverture d'impliquants premiers de(cf. définition 2.41). Cet couverture est assurée irredotelpar
deux mécanismes:

1. la non exploration des sous-arbres ne pouvant aboutrdgs modeéles déja couverts par au moins
un des impliquants premiers préalablement sauvegardés;
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2. lasuppression, a chague nouvel ajout d'unimpliquamhgel,,, des impliquants), tels querl, C I,,.
L'interrogation, via cette couverture d'impliquants priens se fait a I'identique de celle pour la disjonction
de tous les impliquants premiers.

11.2.1.2 Compilation par complétude de la résolution unitae

L'idée dominante de ces méthodes de compilation logiquetexsst d’ajouter & la base de connaissances
suffisamment d'impliqués pour que la propagation unita@@e&hne compléte pour 'interrogation. Si I'on
note¥ la base de connaissances, I'objectif de ces méthodes estateniher I'ensemble de claus@sel
que:

Yimp € Q, ¥ F imp et quelle que soit la clause((X A Q) E* ¢) ssi(X F ¢) 2

Alvaro Del Val propose dans [Del Val 1994] plusieurs aldumies de production de I'ensemble d’'im-
pliquésQ. Il est a noter que dans cette méthode I'interrogation effe bien en temps polynomial: la
propagation unitaire pouvant étre réalisée en temps liegaowling & Gallier 1984].

Dans [Mathieu & Delahaye 1990, Mathieu & Delahaye 1994]]Ilei Mathieu et Jean-Paul Delahaye
proposent une méthode similaire, appeséaévementfin de rendre lehainage avaftcomplet pour la
logique propositionnelle. Ces travaux sont complétés@ax d’Olivier Roussel qui propose deux nouvelles
méthodes d’achévement: 'achévement par parties et Rerhént par cycles [Roussel & Mathieu 1996b,
Roussel & Mathieu 1996a, Roussel 1997].

11.2.1.3 Compilation via des impliqués premiers modulo unthéorie

Pierre Marquis dans [Marquis 1995b] généralise la notieampliqués et d’impliqués premiers et pro-
pose une méthode de compilation via cette généralisation.

Définition 11.4 (Impliqués et impliqués premiers modulo unghéorie)

Unimpligué modulo une théorie® d’'une base de connaissanceest une claus€’ telle queX U ® F C,
que I'on note égalemeilt F4 C.

C' est unimpliqué premier modulo une théorie ® de X, si pour toute autre claus€’ telle queX Fg C’
ettelle queC’ E¢ C, alorsC Fq C'.

Il faut noter que si I'on considere la théorie vide, nousaetons les définitions usuelles d'impliqués
et d'impliqués premiers. Pierre Marquis suggéere de chdiss théories telles que la déduction via cette
théorie puisse étre calculée en temps polynomial, c’@bteaqu’il existe un algorithme de décision pour
® F ¢ (c étant une clause), tel que cet algorithme appartienRe(@.g.les clauses de Horn, les clauses
binaires, etc.). Ceci, afin de garantir la polynomialité’oiedrrogation. Par ailleurs, dans [Marquis 1995a],
il est montré que certaines restrictions de la déductioigiagpeuvent également étre employées.

Ainsi, étant donné un ensembl& d'impliqués premiers modulo une théore pour une base de
connaissances, nous avons quelle que soit la clause

Y E csietseulementsi C € Ss, tel queC kg ¢

2. Nous rappelons que nous notdrisla déduction logique restreinte a la propagation unitaifedgfintion 7.3 page 115).
3. Lechainage avarst un algorithme d'inférence fondé sur le modus ponens.
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Il faut remarquer qué€' E4 c si et seulement si pour chaque littékatle C', ® = —I; V c. D’ou le choix
d’'une théorie telle que la déduction pour cette théoriecadulable en temps polynomial.

Dans [Marquis 1995b], sont donnés plusieurs exemples ownebre d’'impliqués premiers modulo
une théorie est exponentiellement plus petit que le nomimgliqués premiers ajoutés dans la méthode
proposée dans [Del Val 1994] (cf. section 11.2.1.2). Pdewi, dans [Marquis & Sadaoui 1996] est dé-
veloppé un algorithme de calcul des impliqués premierE aeodulo® qui ne requiert pas le calcul des
impliqués premiers d&; ceci contraste avec nombre d’approches et rend enviskgeatompilation de
bases de connaissances qui n’étaient jusqu’alors pas lainesi. L'algorithme proposé est fondé sur un
diagramme de décision binaire (BDDBinary Decision Diagrams) et est une adaptation de celui déve-
loppé dans [Madre & Coudert 1991]. Hormis une efficacité aecomparativement a I'algorithme proposé
dans [Marquis 1995b] et aux algorithmes fondés sur un rasment via les impliqués premiers « tradi-
tionnels », cet algorithme permet de traiter des formulésmgsont pas nécessairement mises sous forme
CNF.

11.2.2 Les compilations ne préservant pas I'’équivalence

Une compilation logique approchée d’une base de connaissanest une compilation pour laquelle
I'interrogation via le résultat de la compilation n’est mammpléte. La représentatiohdes connaissances
obtenue par compilation est alors appelée approximatidi thous distinguons trois types de compilation
logique ne préservant pas I'équivalence:

1. celles garantissant queiF c alorsX F ¢;
2. celles garantissant que4i# c alorsX ¥ ¢;

3. celles pour lesquelles la représentation des connaissassue de la compilation se divise en deux
approximationsi et A’ telles que sid = c alorsY. E cetsiA’ ¥ calorsY. ¥ c;

Pour ces différentes approximations, dans les cas nontslderirésultat de I'interrogation est :ira-
possible de conclure ». L'approximation satisfaisant le premier critére estelpp couramment majorant
de ¥, nous le noton& s (« Upper Bound»). Inversement I'approximation satisfaisant le secoritrer
est appelée minorant et est nodégp (« Lower Bound»). Il faut remarquer que Siyg = X1, alors la
compilation est exacte et préserve donc I'équivalence.

La plupart des méthodes de compilation logique approchiégent un « encadrement » de la base de
connaissances par des ensembles de clauses de Horn. Gepeneaompilation approchée peut également
étre obtenue en arrétant prématurément le calcul d’'une itatiop exacte.

11.2.2.1 Approximations issues de compilations exactes

La plupart des méthodes de compilation exacte discutéeslda®ction 11.2.1 peuvent étre stoppées
avant I'obtention d’'une représentation des connaissadgesalente &, sans pour autant que le calcul
effectué soit inutile. La représentation ainsi obtenud gans certains cas étre utilisée comme une approxi-
mation deX. On parle alors de méthodes de compilaticarytime' ».

En particulier, des méthodes de calcul de couvertures diggnts, comme la méthode proposée dans

4. La compilation peut étre arrétée a n'importe quel momaantailleurs plus 'arrét est tardif, plus I'approximatiest de bonne
qualité.
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[Schrag 1996], fournissent des minorants en cas d’arréigitéré : si une clause ne peut pas étre impliquée
par la couverture d’impliquants partiels, elle ne pourralf#re par la couverture entiere.

Par ailleurs, des méthodes basées sur les impliqués conlleg pmoposées dans [Del Val 1994] ou
dans [Marquis 1995b], si elles sont stoppées avant leuiit@ison naturelle, fournissent des majorants de
la base de connaissances initiale. Si la clays&r laquelle on désire interroger la base de connaissahces
est impliquée par un des impliqués Heléja calculés, alors a fortio¥i k c.

11.2.2.2 Approximations de Horn

La méthode proposée dans [Selman & Kautz 1991] part de lidErcadrer la base de connaissances
Y par deux ensembles de clauses Hap £ etX; ) tels queX s F ¥ F Yy p. Cet encadrement permet
ainsi de répondre affirmativement et négativement a unéepdes interrogations faites, I'autre partie
restera sans réponse. Par ailleurs, l'interrogation @eides de clauses se calcule de maniére linéaire, ce
qui garantit la polynomialité de I'algorithme d’interraizn.

Il est naturel de rechercher le meilleur encadrement plessitest-a-dire de chercher deux ensembles
de clauses de Ho; 1, 5 (« Greatest Lower Bound) et g (« Lowest Upper Bound) tels que:

si(Zqrp EX EX)alors(Y E XarB)

pour tout ensemble de clauses de H(E‘l{ Si(SE S ESpup) alors(Sos B 5)

Cependant, le calcul du meilleur encadrement ne peut, hidrs@gisse d’'une compilation approchée,
étre polynomial @ moins qu® = NP [Selman & Kautz 1994]. Succinctemerf;p est obtenue en
retirant certains littéraux des clauses non HorrtEdge maniére a obtenir des clauses de H&nw g est,
guant a elle, constituée par un sous-ensemble des claustmrdeui sont des impliqués premiers He
La taille deX 1y peut étre exponentielle en fonction de la tailleXleCe probleme peut étre résolu dans
certains cas en enrichissant le vocabulaire [Kautz & Selh®®?2], cependant dans le pire cas, il est toujours
impossible d’obtenir une borre;, ;5 polynomiale, @ moins qu& P C P/poly [Selman & Kautz 1994].

L'algorithme de calcul d& ;g proposé dans [Selman & Kautz 1991] est en fait une saturgéon
résolution, avec la condition que chaque étape de résolfagse intervenir au moins une clause non Horn.
Alvaro Del Val propose d’'imposer que chaque étape de résalfasse intervenir exactement une clause
non Horn [Del Val 1996]. Ce raffinement permet d’obtenir demgains cas une borne supérieure exponen-
tiellement plus petite qu’avec l'algorithme proposé débeslfnan & Kautz 1994]. Par ailleurs, récemment
Yacine Boufkhad dans [Boufkhad 1998] a proposé de nouvelgoxidnmes pour généréiy g, lesquels
s’appliquent a de grandes bases de connaissances jusquiglaitables. Dans cet article la notion de
« plus grande borne inférieure » est étendue aux formules ifoommables et une condition pour qu’une
formule Horn renommable soit une;, g est établie.

Cetidée « d’encadrer » la base de connaissances a été émmdiilesant d’autres types de déductions
polynomiales [Selman & Kautz 1994, Del Val 1995] et a été géls€e au premier ordre [Del Val 1996].
Par ailleurs, différentes recherches ont été effectué@despropriétés calculatoires des compilations a base
d’approximations de Horn [Cadoli 1993, Gogital. 1994].
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11.3 Discussion

11.3.1 Obijectifs

Nous présentons dans le chapitre suivant les différertieggtjue nous avons réalisées sur le probléme
de la compilation logique de bases de connaissances. Nopsgons notamment une extension aux impli-
quants du concept d'impliqués modulo une théorie et géisérad ce concept a la compilation modulo des
théories [Mazure & Marquis 1996, Boufkhatal. 1997].

Nous avons développé plusieurs approches de compilattouiade ces concepts. La plupart de ces
algorithmes sont obtenus par adaptations d’algorithmistagns, comme celui proposé dans [Schrag 1996].

Par ailleurs, nous présentons diverses comparaisonsesdigsultats expérimentaux pour ces tech-
nigues. Préalablement a ces différents tests, nous nousssoonfrontés au probleme de la détermination
d’instances d’évaluation pour ces algorithmes. En effeievpeu de ©enchmarks proposés dans la lit-
térature pour le probléme de la déduction logique, il ntgtas concevable de valider une approche sur ces
seules instances. Nous nous sommes donc intéressés aénpeald la détermination d’une base de tests.

11.3.2 Qu’est-ce gu’'une instance difficile pour la déductio?

Quel que soit le probleme abordé (probléemes de décisioneateerche, d’optimisation, etc.), I'éva-
luation des algorithmes développés pour résoudre cesgmasl est a elle seule un probleme. En effet, il
faut d’abord établir des critéres de comparaison pour ggwitimes. Le temps CPU est considéré sou-
vent comme le critére de jugement supréme, cependant ililestaire de I'implantation des algorithmes
et surtout de la puissance des ordinateurs sur lesquel$est@s les algorithmes. Suivant les algorithmes
et les problemes testés, des critéres plus « équitablesvempigire utilisés et pallier les problemes liés au
chronométrages(g.pourSAT, le nombre de nceuds de I'arbre de DP ou le nombre de répasatésmé-
thodes de recherche locale). Cependant, il reste a dérsin quelles instances les algorithmes doivent
étre testés et évalués. Pour le problé3ad, il existe de nombreux Benchmarks sur lesquels la commu-
nauté scientifique travaillant sur ce probléme a pris I'nal# d’évaluer ses algorithmes.les instances
proposées a différents challenges [DIM1993, BEI1996]iristance&SAT aléatoires fournissant un panel
illimité d'instances « difficiles », etc.). Cependant, uhéeentail d’instances n’est malheureusement pas
disponible pour tous les problémes. En I'occurrence, peyarbbléme de la déduction logique, il n'a pas
été mis en place, a notre connaissance, de bases de dorperéarignt un large ensemble d’instances pour
ce probleme.

Ainsi, I'évaluation des méthodes de compilation pour laudtidn logique de bases de connaissances est
difficile a réaliser faute d’instances clairement idengéi§i@t caractérisées. Il est donc nécessaire d’emprunter
des instances a d’autres problémes pour lesquels lesdestémisonnent. Le problen8AT étant fortement
couplé au probleme de la déduction, I'évaluation des méthoe compilation logique s’effectue donc le
plus souvent, sur des instances proposeées initialememti@dast de consistance. Il est a noter qu’une
premiere épuration est nécessaire afin d’exclure touteimdésnces prouvées inconsistantes. Cependant,
il reste a identifier les instances qui seront qualifiéescil#s pour la déduction logique. La difficulté
d’une instance pour la déduction logique est mesurée etiéonde la difficulté d’une interrogation directe
pour cette instance. Il nous faut donc déterminer des basesrthaissances pour lesquelles l'interrogation
directe est jugée difficile ; ce sont d’ailleurs pour cesanses que la compilation logique est intéressante.
C’est a ce niveau que I'on rencontre le plus de difficultésefet, une instance facile (ou difficile) pour
SAT est-elle une base de connaissances facile (ou difficile) lpaléduction logique ?
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Si la requéte est réduite a la clause vide, la réponse a aetttiogn est évidemment oui; la déduction
étant dans ce cas réduite au test de satisfaisabilité dediioe elle méme. Si la requéte n’est pas la clause
vide, la question reste en suspens. En effet, si une insAteest limitée & une base de connaissances,
une instance pour la déduction logique est un couple : basem®issances et requéte(s). Nous montrons
dans I'exemple ci-dessous, comment une instance dite ke faglourSAT , peut étre « difficile » pour
I'interrogation directe d’'une clause donnée.

Exemple 11.1 (Instance facile pour SAT et difficile pour la dduction)

Nous illustrons nos propos sur une instance bien connugAde le probleme des pigeons. Lorsque le
nombre de pigeons est inférieur ou égal au nombre de pige@)ciette instance est satisfaisable et peut
étre résolue facilement par un DP classique (sans utdisaeé symétries) méme pour un nombre de pigeons
trés grand. A l'inverse, si le nombre de pigeons est supéaiemombre de pigeonniers, cette instance est
évidemment inconsistante et devient trés vite, en pratijoes de portée pour un DP n’utilisant pas les
symétries.

Soitla base de connaissances ANk, n représentant le probleme des pigedisV (IV pigeons poutv
pigeonniers, cf. exemple 5.1 pour la représentation clawkaprobléme de3 pigeons e® pigeonniers) et
soit la question : y-a-t-il un pigeon dans le pigeonrie?

Cette question revient a savoir si @lgy, ) il est possible de déduire la présence d’'un pigeon dans le
pigeonnierN, ce qui se traduit :

DNy F (prNVoen V... Vpyn)®

L'interrogation directe issue de cette déduction est tédau test de satisfaisabilité suivant:

H(N7N) AN-pi,NA-peNnA...ANpyNFEL

Or:
(M) A=pin A=pan Ao A=pn)* =Ty vo1)®

Par conséquentl y n) F (p1,~ VP28 V...V pn,N) revient a tester la consistanceldgy, n—1)-

Le test de consistance dy x—1) €tant une opération hors de portée pour la majorité desitigees
de satisfaisabilité, nous avons montré que la déductiaguegdepuis une instance AT « facile » peut
s'avérer « difficile ».

Par conséquent, I'identification de bases de connaissdliffiedes pour la déduction logique est un
probléme complexe, auquel il est impossible de dissociglalase a déduire.

Par ailleurs, nombre de techniques de compilation logi¢aggsiient sur un raisonnement sur les im-
pligués premiers ou les impliquants premiers. Nous savaesdgns le pire cas, le nombre d'impliquants
ou d'impliqués premiers d’'une base de connaissances esherpel par rapport a la taille de la base de
connaissances [Chandra & Markowsky 1978]. Ce travail fiqéerfut complété par les travaux empiriques
de R. Schrag et J. Crawford sur le nombre d’'impliqués et dimogs premiers des instandeSAT aléa-
toires [Schrag & Crawford 1996]. lls ont montré expériméataent, que le pic du nombre d'impliqués
(premiers) en fonction du rapport nombre de claué8ss(ir nombre de variable¥{ correspond au pic de
difficulté de ces instances, c'est-a-dirf¢lV = 4, 25.

Wu la difficulté d’identifier des instances difficiles pourdéduction logique et vu les résultats obtenus
sur les instancesSAT aléatoires, nous avons testé les différentes techniquesndgilation que nous avons

5. p;,; signifiant que le pigeonse trouve dans le pigeonnigr
6. Nous rappelons que* correspond a la base simplifiée par la propagation unitaire.
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développées sur ces instand&AT aléatoires. Nous utilisons pour valider ces méthodes desel de
longueur fixe dont les littéraux sont générés aléatoirerpami I'ensemble des littéraux constituant les
bases de connaissances.



Chapitre 12

Compilations logiques modulo des
theories

De nombreuses méthodes de compilation préservant I'dguisa sont fondées sur des mécanismes
permettant de construire une représentation des conneésa base d'impliqués et d’impliquants (pre-
miers ou non) (cf. paragraphe 11.2.1.1). Citons notamnm@mpioche de de Reiter et De Kleer pour les
impliqués [Reiter & De Kleer 1987] et I'approche de Schragiples impliquants [Schrag 1996]. Dans
[Marquis 1995a, Marquis 1995b] est introduit le conceptgsiiqués (premiers) modulo une théorie. Ce
concept d’'une part généralise celui d'impliqué et d'aute p permis de compiler des bases de connais-
sances qui jusqu’alors n’étaient pas compilables [Mar§usadaoui 1996].

La compilation via les impliqués premiers modulo une th&est basée sur le principe bien connu de
« diviser pour mieux régner. En effet, partant du constat qu’une base de connaissahpest souvent
étre découpée en deux parties distinctes: une « faclteebune « difficile »¥ telles queX = (& A ¥),
P. Marquis propose de restreindre le calcul des impliqués de calcul des impliqués dé modulo ®.
L'idée centrale est d'utiliser autant que possible la pafdcile dans le traitement de la partie difficile. A
cette fin,® que I'on appelle également la théorie, sera choisie derteldigiere que 'interrogation a partir de
cette formule puisse étre faite en temps polynomial. Ureguaint remarquable réside dans le fait que cette
partie facile peut étre produite en utilisant les princidegestriction, approximation et autre compilation
discutées au chapitre 11. Les compilations ainsi obtene@ggmt donc étre génériques et par conséquent a
la fois supplémentaires et complémentaires des autrescpgs.

Nous proposons dans un premier temps d’étendre ce prinaipglidjués modulo une théorie aux impli-
guants, c’est-a-dire de construire des compilations sasdela notion d’impliquants modulo une théorie.
Nous avons au mis au point une méthode de compilation repsgare principe et la comparons avec
la technique de compilation proposée par R. Schrag basée safcul d'une couverture d'impliquants
[Schrag 1996]. Nous généralisons par la suite ce conceptantgilation modulo des théories et propo-
sons plusieurs techniques utilisant cette généralisaBan ailleurs, nous montrons que les compilations
par couverture d'impliquants ou d’'impliquants modulo uhédrie sont des cas particuliers des compila-
tions modulo des théories. Aprées avoir présenté diverdtagésiexpérimentaux obtenus par les différentes
méthodes proposées, nous concluons et discutons de dtéféngerspectives a ce travail.

Ce travail est le fruit d’'une collaboration avec Yacine Bdwd, Eric Grégoire, Pierre Marquis et La-
khdar Sais. Je les remercie d’avoir accepté que ce traéjlibe figure a part entieére dans mon mémoire
de these.
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12.1 Couvertures d’'impliguants modulo une théorie

12.1.1 Définitions et notations préliminaires

Intuitivement, en raisonnement modulo une théorie, chalfakiction est remplacée par la déduction
modulo une théorie.

Définition 12.1 (Conséquence logique modulo une théorie)
Etant données trois formuleB, ¥ et (; ¥ estune conséquence logiquee 2 modulo la théorie @,
appelée égalemerdt-conséquencet notée 4 3, si et seulement $t A @ E X,

Par extension, I'’équivalence modulo une théorie se défnliadacon suivante:

Définition 12.2 (Equivalence logique modulo une théorie)
Etant données trois formuleB, ¥ et Q; ¥ et Q sont diteséquivalentes modulo la théorie® ou &-
équivalentes notéef) =4 X, si et seulement §b F¢ X ety Fg Q.

Dualement a la définition d’'impliqués (premiers) modulo timéorie (cf. définition 11.4), nous intro-
duisons le concept d'impliquants (premiers) modulo unetieé

Définition 12.3 (Impliquants et impliquants premiers modulo une théorie)

Unimpliguant modulo une théorie ® ou un®-impliquant d’'une base de connaissanceégst un monéme
M tel queM Eg Y.

M est unimpliquant premier modulo une théorie ® ou ®-impliquant premier de Y, si pour tout autre
monomeV’ tel queM’ Eq¢ ¥ ettel queM’ Fg M, alors M =g M'.

L'ensemble de ces concepts nous permet de définir la noti@owaleerture d'impliquants modulo une
théorie.

Définition 12.4 (Couverture d'impliquants modulo une théorie)
Etant données deux formul&set ® ; une couverture d’'impliquants de ¥ modulo la théorie ® de ¥,

noAtéeip, est un ensemble di-impliquants de- (vus comme leur disjonction) tel qikest®-équivalent
aXsy.

Clairement, ces nouvelles notions généralisent les cascepconséquence logique, d’équivalence sé-
mantique, d'impliquants et de couverture d'impliquants efet, il suffit de considéreb comme la théorie
vide pour retrouver les définitions usuelles de ces concBfHsitre part, trivialement nous avons:

Propriété 12.1
Toute couverture d’impliquants deest aussi une couverture d’impliquants modulo n'importeligithéo-
rie.

Preuve (Propriété 12.1)

Pour toute couverture d’ |mpI|quan135deE nous avoné? ¥, doncE FXetyF s

Or quelle que soit la formulé, SA®ES, commes £ ¥, nous avon& A ® E T, ce qui s’écrit encore
SEe S (1).
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De mémeS A ® E X E S, doncs ko 3 (2).
Nous obtenons d'apres (1) et ()P, X =4 X. O

Note 12.1
La réciproque est évidemment fausse, a savoir que toutecous d'impliquants modulo une théorie He
n'est pas forcément équivalent&acomme l'illustre I'exemple suivant.

Exemple 12.1 (Exemple d'équivalence modulo une théorie nedservant pas I'équivalence usuelle)
Soient I'ensemble de clausBs= {(a VV b), (-b V ¢), (—a V —¢)} et la théoried = (b A ¢).
Nous avong—a) =¢ ¥, mais(—a) # X.

Propriété 12.2 R
Etant données trois formulés ¥ et®, si¥ = (¥ A @), alorsX = (Tg A D).

Preuve (Propriété 12.2)

Uy =g W (cf. définitiion 12.4), don¢¥ A &) E Tg (1) et(Tg A B) E T (2).

Si (1), alors a fortior{¥ A ®) E (Ug A ®). Cette derniére implication s'écrit égalem&hk (¥g A ®) (3)
puisqueX est équivalent &7 A ®).

De la méme maniére, depuis (2), nous avons a fow(t@si/\ D) E (TAD), se réécrivan(t\ffq> AD) E X (4).
De (3) et (4), il découle qUE = (\Tup A D). O

Propriété 12.3
Etant données trois formulés, ¥ et ® telles quet = (¥ A ®). Pour toute clause, ¥ F ¢ si et seulement
SiVr € \Tlcp, T Es c.

Preuve (Propriété 12.3) R R
YEc & (Vg AD)F c(propriété 12.2)> U4 Eg ¢ (par définition)s Vr € Uy, 7 Fg c. O

Ce deux derniéres propriétés permettent d’affirmer que est choisie de maniere a ce gdesoit
reconnaissable et interrogeable en temps polynomial pgooraa la taille de® et dec, alors (¥4, @)
est une compilation logique de préservant I'équivalence. Par ailleurs, il faut égalentgré la classe
polynomiale a laquelle appartienfesoit stable par adjonctions de clauses unitaires, ceci afgadantir
quern A ® reste interrogeable polynomialement. Ainsi par exemphe, formule appartenant a la classe
polynomialeQuad (cf. paragraphe 3.3.6) ne pourra étre retenue comme th&otlgeste que la plupart
des classes polynomiales 8T satisfont ces contraintes, particulierement Horn, reaétarn, les clauses
binaires, Horn-renommable, g-Horn, les clauses bien iquiges, etc. (cf. paragraphe 3.3).

Les définitions suivantes formalisent nos propos et intiseht les notions de classes de formules trai-
tables pour la compilation modulo une théorie et de conipiia base de couverture d’'impliquants modulo
une théorie.

Définition 12.5 (Classe traitable pour la compilation modub une théorie)
Une class&” de formules propositionnelles est traitable pour la comtdn modulo une théorie si:

— il existe un algorithmeT~) de temps polynomial permettant de tester I'appartenanoesfformule
ac,

— il existe un algorithme( ) de temps polynomial permettant de vérifiesk ¢ quelle que soit la
formule® appartenant &' et quelle que soit la clause(y compris la clause vide) ;

— pour toute formuled de C et pour tout littérall, (® Al) € C.
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Définition 12.6 (Compilation a base d’une couverture d'impilquants modulo une théorie)

SoientY, ¥ et ® trois formules propositionnelles telles qie = (¥ A ®) et qued soit une formule
appartenant & une classg traitable pour la compilation modulo une théorie. Le tripl&, p1, Q) tel

quep; (X) = T4 est une compilation d& préservant I'équivalence, appet®mpilation a base d'une
couverture d'impliquants modulo une théorie.

Nous proposons dans la prochaine section un algorithmegttnmt de calculer une couverture d’'im-
pliquants modulo une théorie. Nous discutons par ailleessdifférentes maniéres de diviser la base de
connaissances en deux formuled et ® telles que = (T A P).

12.1.2 Calcul des couvertures d'impliqguants modulo une thdrie

Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme simpI€}[Mazure & Marquis 1996] pour cal-
culer une couverture d'impliquants modulo une théorie. Nawposons, par la suite diverses améliorations
possibles de I'algorithme de base proposé.

12.1.2.1 Lalgorithme de base

Notre objectif principal est de réduire la taille des cotwes d’'impliquants obtenus lorsqu’un raison-
nement modulo une théorie est appliqué. La propositionasiiéymontre comment cet objectif peut étre
atteint dans la plupart des situations. L'idée centralesisba a simplifier la couverture d’impliquants de
(la partie « difficile » deX) en écartant tout impliquant qui n’est pas maximal pgegr

Propriété 12.4 R

Etant données deux formules propositionnellest ®, si ¥ est une couverture d’'impliquants dg alors
Uy =max(V,Fg) = {re Utq.(An'(£7) € U, t.q.7' Fe m)} est une couverture d’'impliquants de
modulo®.

Preuve (Propriété 12.4) R

La propriété 12.1 énonce queest également une couverture d'impliquants modulo n’irtgpquelle théo-
rie @. Par ailleurs maximiser une couverture d'impliquants moduwne théoried, ne fait que supprimer
les informations redondantes de la couverture. Par coeséguax (¥, F4) représente bien une couverture
(irredondante) d’impliquants d& modulo la théorieb. O

Cette proposition permet d'affirmer qu'il existe toujoursins (au pire le méme nombre) d'impliquants
dans¥4 que dans la couverture d'impliquants @ecorrespondante.

Fort de cette derniere proposition, un algorithme basique fa compilation modulo une théorie est
dérivé de celui proposé dans [Schrag 1996]. Robert C. Sgnagmpse une méthode nommée DPPI pour
calculer une couverture d'impliquants premiers d’'une bdseonnaissances. Cette méthode consiste
en une exploration compléte de I'espace de recherche ésaatilune procédure de Davis & Putham. Au
niveau de chaque feuille de I'arbre de DP aboutissant a utigognt, un impliquant premier est extrait
de cet impliquant et est ensuite mémorisé. A la fin de I'exgtlon, I'ensemble d’impliquants récoltés est
clairement une couverture d'impliquants premiersde
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Nous proposons d’'étendre I'algorithme DPPI pour devenit& afin que ce dernier calcule non plus

une couverture d’'impliquants premiers Bemais une couverture d’'impliquants premiers@enodulo ®
telle queX = (¥ A ®). Volontairement nous conservons au maximum les noms déguoes proposés par
R. Schrag dans [Schrag 1996] afin d’insister sur la simiéitdds deux approches.

Comme DPPI, DPIC admet en entrée une formule GN&t retourne une formule DN@(,) structure

équivalente & pour laquelle I'interrogation est calculable en temps potyial.

Algorithme 12.1 DPIC
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Procedure DPIC

Input : une formule CNF ¥ ;

Output : une représentation des connaissances équivalentes & ¥ ;

Begin
Déterminer ¥ et ® t.q. X = (VA ®P) et & est traitable pour la compilation ;
IC=0 ; 4% IC («Implicant Coves représente \/I}q>
DPx (X, &) ; %% DP* est un DP «classique» modifié pour récolter les impliquants
return (IC,®) ;

End

Procedure DPx*
Input : une formule CNF ¥ et une interprétation partielle PI ;

Output : modifie la variable globale IC (la couverture courante) ;
Begin
Y=Propagation_Unitaire(X) ; 4% cf. algorithme 7.2
if (¥ contient la clause vide) then return ;
elif (PIF ¥)
PROCESS_IMPLICANT(PI) ;
return ;
else
[=Heuristique_de_branchement (¥) ;
DP*x((X A (1)), PT U {I});
DP*((X A (=l)), PI U {=l});
fi

. End

Procedure PROCESS_IMPLICANT
Input : une interprétation partielle PI ;
Output : modifie la variable globale IC (la couverture courante) ;
Begin
if (3 w€ IC t.q. PI Fg m) then return ;
Prime=0NE_PRIME(PI,W¥) ;
if (IC == &) et (PrimeA® consistant) then IC={Prime} ;
else foreach m € IC
do
if ((7m FePrime) then IC=IC/{7} ;
done
IC=ICU{Prime} ;

fi
End
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Brievement, DPIC décrit un arbre de décision complet powtéveloppé par la procédub@* (une
procédure a la Davis & Putnam). Lorsqu’un impliqu&dtde ¥ est trouvé PROCESS_IMPLICANT Véri-
fie si cet impliquant est maximal par rapporta pour la couverture d'impliquants courante.Fi est
maximal, un impliquant premierime de ¥ est extrait dePI de telle maniére quBl F Prime. Ensuite,
PROCESS_IMPLICANT comparePrime avec tous les autres impliquants Wedéja collectés et mémorisés
dansIc, ceci afin de ne conserver que ceux qui sont maximaux par regppe (un seul élément par classe
d’équivalence modul@). EnfinPrime est ajouté &C.

ONE_PRIME(PI, V) retourne un impliquant premier de tel quePI F . Cette procédure considére
successivement chaque littétale PT et vérifie sil est utile, c’est-a-dire s'il existe une clausde ¥ telle
quec N PI = {I}. Sil est ainsi prouvé inutile, est supprimé deI. Plus de détails sur les techniques
d’extraction d’impliquants premiers peuvent étre trounésamment dans [Castell & Cayrol 1996b)].

Les procédureBropagation_Unitaire etHeuristique_de_branchement sont des fonctions stan-
dard rencontrées dans toute implantation d'une procéduibaslis & Putnam. Ces fonctions ont fait I'objet
de larges paragraphes dans le chapitre 7.

Il est assez aisé de s’'assurer que DPIC calcule bien une rtorevel’'impliquants del modulo ®
équivalente &. Cependant, il faut noter que ceci n’est pas di a la propt&e#€puisque I'arbre de décision
exploré paDPx* n'est pas celui d& mais celui det. En conséquence, le développement d’une branche est
stoppé dés que l'interprétation partiéle associée a cette branche est un modele (tgui est a fortiori un
modéele deb); en effet, DPIC ne génére pas de couverture d'impliquaats.d

Lorsque la théorie vide est choisie lors de la premiére ucsisn de DPIC (donc¥y = ¥), DPIC
est identique a l'algorithme DPPI proposé par Schrag. Ldesdifférencé, réside dans la procédure
PROCESS_IMPLICANT. En effet chaque impliquant premier degénéré pabNE_PRIME peut directement
étre ajouté a IC (s'il ne I'est pas déja) puisque les impligag@remiers sont (par définition) maximaux par
rapport a&.

Il est évident qu'il est impossible de garantir la polynolitéede la taille de la couverture calculée par
DPIC (en fonction de la taille dE). Une conséquence immédiate est que le temps requis par IDESC
pas non plus garanti polynomial par rapport a la taille deti&e. Il est a noter que, de ce point de vue,
le comportement de notre approche n’est pas pire que cediautees techniques préservant I'équivalence.
En effet, d'un point de vue théorique, I'obtention d’'une goiation de taille polynomiale pour n'importe
quelle base de connaissances est impossible a moin§ fu€ P/poly. La preuve de cette inclusion aurait
pour conséquence l'effondrement de la hiérarchie polyat@@u second niveau, ce qui est extrémement
improbable.

Par ailleurs, il est clair que le choix deet ® peut grandement influencer les performances de I'algo-
rithme en ce qui concerne notamment la taille de la compitattomme nous I'évoquions en introduction,
différentes classes de théories traitables peuvent étigtas. En fait, une « décomposition » peu judi-
cieuse d& enV et ® peut étre trés pénalisante a la fois en ce qui concerneladailla compilation mais
également en ce qui concerne le temps nécessaire a I'atelgicette compilation.

Bien que I'arbre de décision exploré par DPIC contienneaiotg moins de nceuds que celui exploré
par DPPI (a heuristigues de branchement égales), nous nemogarantir que le nombre d’éléments
de la couverture d'impliquants premiers @emodulo ® générée par DPIC, soit toujours plus petit que
le nombre d’éléments de la couverture d’'impliquants presnfeurnie par DPPI. Par ailleurs, nous ne
pouvons pas garantir que le nombre de littéraux dans champlkguant premier calculé par DPIC est

1. La version présentée dans [Schrag 1996] n’inclut pastéritial de la procédur@ROCESS_IMPLICANT, I'absence de ce test ne
permettait pas de garantir I'obtention d’'une couverturediondante d’'impliquants premiers, cependant ce testrtemaint été ajouté
a DPPI (communication personnelle).



12.1. Couvertures d’impliquants modulo une théorie 179

inférieur a celui de I'impliquant premier correspondamée par DPPI. Cependant, comme le montrent
les résultats expérimentaux (cf. paragraphe 12.1.3),@@ssltuations sont extrémementrares en pratique.
Dans le cas général, nous pouvons espérer raisonnableoeta qouverture d’impliquants calculée par
DPIC contienne moins d'impliquants (et de plus petitedes)lque celle obtenue a partir de DPPI. Les
nombresuses expérimentations réalisés confirment cetefait.

12.1.2.2 Lalgorithme d’interrogation

La proposition 12.3 et le choix d'une théodeappartenant a une classe traitable pour la compilation
modulo une théorie nous assurent qu'il est possible, étamiélle résultat de la compilation, de répondre a
I'interrogation de n'importe quelle clause et ceci en tepplynomial par rapport aux tailles cumulées de
la compilation et de la requéte.

En fait, I'algorithme d’interrogation associé a DPIC estritique a celui proposé par R. Schrag pour
DPPI. La seule différence réside dans la substitution dédaction logique usuelle par la déduction logique
modulo une théorie. Ainsi trés simplement un algorithmetéirogation de&& a partir de forme compilée
modulo une théorie s’écrit de la maniére suivante :

Algorithme 12.2 DPIC-QUERY
1. Function DEIC_QUERY : boolean

2. Input : (Ug,P) obtenue & partir de DPIC(X) et une clause ¢ & interroger ;
3. Output : vrai si ¥ F¢, faux sinon ;

4. Begin

5. foreach 7 € Vg

6. do

7. if 7 Fe ¢ then return false ;

8. done

9. return true ;

10. End

Lorsquer Fq ¢ peut étre décidée en temps linéaire par rapppet par exemple sb est complet pour
la propagation unitaire), I'interrogation est calculéasli&e pire cas, eﬁ)(#\flq) X (|Tmax| + le| + |2])),
ou #(I\'q) représente le nombre d’'impliquants contenus dans la ctureest|r,,,...| le nombre de littéraux
du plus grand (en terme du nombre de littéraux) impquuar#ﬁQ).

12.1.2.3 Améliorations possibles de DPIC

Nous discutons dans ce paragraphe de différentes variantséliorations pouvant étre greffées a
DPIC. Toutes ces variantes reposent sur différents compnire la taille de la couverture @eimpliquants
et le temps nécéssaire a I'obtention de cette couverture.

Une premiére variante peut étre obtenue en modifiant lesitommsld’appel aDP*. En effet afin de
collecter lesb-impliquants del, DPIC utilise I'arbre de décision (décrit pel*) développé pour la formule
3. Or,DP* peut étre appelé avec n'importe quelle formQlgelle ¥ = Q E ¥, la couverture construite par
DP* restant une couverture demodulo la théorigb. ParticulieremenhP* peut étre appelé avek.
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Dans I'algorithme de base, le choix de lancer la recherch& fiait motivé par le nombre de modéles
de chacune des instances. En effet, il est évidenthaemet toujours moins (au pire le méme nombre) de
modéles que n'importe quelle formulk puisqueX . Cependant ce choix peut étre remis en question;;
en effet, il est impossible d’affirmer que la couverture ¢arite parDP*(X) est plus petite que celle de
DP*((2).

Par ailleurs, le temps consommé pai(2) peut étre sensiblement inférieur a celuitde(X). Parti-
culierement si I'on considére une formuletelle que son nombre de variables est strictement infééeur
celui de¥, la recherche deg-impliquants del est grandement facilité. Par exemple, si I'on considére que
U et(X\ ¥) (=P) ne partagent pas de variables (partition du modéle) alotsrér un modéle d& en
parcourant I'arbre de recherche décrit palpeut étre aussi difficile que de trouver un modelédalors
gue déterminer un modele deen parcourant directement I'arbre de recherche décrit aest nettement
moins colteux.

Une seconde amélioration concerne le test d'élagageuring test) effectué en premiére instruction
de PROCESS_IMPLICANT. En fait, ce test peut étre utilisé de maniére plus « agressiEn effet, chaque
branche de I'arbre de recherche décrit pak peut directement étre coupée si cette branche décrit une
interprétation partielle qui n’est pas maximale p&yr. Ainsi le test de maximalité effectué initialement
dansPROCESS_IMPLICANT peut étre déplacé au niveau de la premiére instructi@PéeBien évidemment
la procéduré’ROCESS_IMPLICANT n'effectue plus ce test étant donné que chaque impliquamitart est
issu d’'une interprétation partielle maximale pdug. |l faut noter que I'arbre de recherche obtenu par
cette optimisation est toujours plus petit que celui obteaul’algorithme de base. De plus, la taille de la
couverture peut en conséquence étre également réduite gm concerne le temps d’exécution de cette
nouvelle version, rien ne garantit réellement que celgbiiinférieur au temps requis par la version basique
de DPIC. En effet, ce test de maximalité étant relativemetiteu, il peut nuire aux performancesiie:.

Une troisieme variante de DPIC peut étre obtenu en en rerupidg troisiéme instruction dBP*
(ligne 7) par:
7 elif (PI Fg ¥)

Une fois encore, I'arbre de décision décrit dans cette #arde DPIC est toujours inférieur a celui exploré
par la version basique de DPIC, sans pour autant nuire aitfiteadle I'algorithme. Dans cette version, la
procédurédNE_PRIME doit étre modifiée afin de vérifier successivement si chaddedl dePI est néces-
saire pour satisfair@ étant donné (si ce n’est pas le cas, le littéral est supprimédg Par conséquent,
le ®-impliquant de¥ produit parONE_PRIME n’est plus un impliquant premier di lequel est souvent plus
long (en terme du nombre de littéraux) queblémpliquant.

Une autre variante, apelléengéxed », de DPIC particulierement intéressante consiste a véofisque

PI est un impliquant deb, si cet impliquant n’est pas également un impliquantdéest extrémement
rapide). Ainsi chagque impliquant premier extrait Ble est marqué de telle maniére & savoir s'il est un
impliquant deX ou un impliquant deb. La couverture sauvegardée reste identique a celle canttans la
version basique de DPIC. Cependant, nous obtenons ainsby@emae savoir si 'impliquant mémorisé est
un impliquant de- ou un impliquant del. Ce marquage permet de modifier I'algorithme d’interramati
(cf. algorithme 12.3) de maniere a ce que celle-ci se fasptuke efficacement possible. En effet, si un
impliquant de la couverture est un impliquantdeun test d’'inclusion (effectué plus efficacement qu’un
test d'implication modulo une théorie) correspondant atidémplication usuelle est suffisant.
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Algorithme 12.3 DPIC-QUERY-MIXED

Function DEIC_QUERY_MIXED : boolean
Input : (Ug,®P) obtenue & partir de DPIC(X) et une clause ¢ & interroger ;
Output : vrai si ¥ Fe¢, faux sinon ;
Begin
foreach w € \/I\1<I>
do
if (7 est marqué) then
if (#Nc= &) then return false ; %% équivalent a si mFc
else
10. if (w K ¢) then return false ;
11. fi
12. done
13. return true ;
14. End

COoNOGO ~hwhE

Ceci permet d’accélérer de facon notable I'algorithmetdlirogation sans nuire aux performances et a
la validité de DPIC.

Enfin, il faut noter que DPIC (ou les variantes discutéesesisds) sont @anytime». Plus précisément,
lorsque DPIC est arrété avant sa terminaison naturelies¢mbleIC de ®-impliquants collecté peut étre
considéré comme un minorant d’'une couverture d’impligsalg? module®, comme discuté dans le
paragraphe 11.2.2.1. C'est-a-dire qu’a chaque interfmgpar une clause siIC K ¢, alorsil est possible
de conclure que& ¥ c¢. Par ailleurs, plus les ressources de temps attribuées @ &t grandes, plus le
minorant sera précis, jusqu’a I'obtention d’'une compdatéxacte.

12.1.3 Reésultats expérimentaux

Nous présentons dans cette section divers résultats mxgritaux obtenus par notre approche. Nous
nous sommes particulierement intéressés a la questiondie gaels étaient les avantages computationnels
des approches a base de couverture d’'impliquants modulthénge par rapport aux approches basées sur
une couverture classique d'impliquants.

Comme discuté dans le paragraphe 11.3.2, nos expérinmrgaint porté sur des instances aléatoires.
En particulier nous avons comparé I'algorithme DPPI [SgHra96], reconnu d’un point de vue pratique
comme l'une des meilleures approches a base de couvertomgliduants avec DPIC utilisant la variante
dite « mixed» (DPIC+mixed) décrite dans le paragraphe précédent.

Ces algorithmes ont été comparés sur trois critéres terigpore

1° le temps de compilation;
2° le temps d'interrogation;
3° le temps cumulé (compilation et interrogation).

et sur un critéere spatial : la taille de la compilation. En a&@pncerne I'approche de R. Schrag, la taille
de la compilation correspond exactement au nombre deglittécontenus dans la couverture calculée, pour
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notre approche cette taille correspond au nombre de littélans la couverture additionné a la taille®@le
(taille exprimée également en nombre de littéraux).

Avant de mener toute expérimentation, il fallait détermigeelle stratégie adopter pour scindeen
deux formules? et ®. Nous avons choisi de prendre pokil’ensemble de clauses de Horn issuXiet
pour¥ I'ensemble de clauses correpondafiEd) @), il faut noter quel correspond & un sous-ensemble
des clauses reverse-Horn Be car ¥ est une intanc8SAT. Par ailleurs® appartient bien a une classe
traitable pour la compilation modulo une théom¢QRN-SAT).

Les expérimentations ont été menées sur des inst88@dsaléatoires d&00 variables pour un rapport
nombre de clauses sur nombre de variables d&2. Par ailleurs, pour chacune des instances trafté@sn
questions, représentées par des clauses de longjuantrété générées aléatoirement en utilisant un alphabet
identique a celui utilisé lors de la génération des instaneus avons étudié le pourcentage d’instances
traitées (sur un échantillon @0 instances) en limitant les différents critéres ci-dessus.

La premiére courbe montre le pourcentage d’'instances déespen fonction de différentes limitations
de temps.

100
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80 | — 1 LT '
70 | ]
60 |- L .

40
30
20
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\

1 1 1 1 1

10 100 1000 10000 100000 1e+06
Limite de temps (en secondes)
(échelle logarithmique)

FiG. 12.1 —Pourcentage d'instancesSAT compilées en fonction d’'un temps limite

En moyenne, pour une limitation de temps donné, DPPI permebthpiler plus d’'instances que notre
approche, cependant I'écart s'amenuise au fur et a meseriesgjlimitations de temps augmentent jusqu’a
ce que cet écart soit réduit a zéro et devienne favorable & DRjur le temps limite maximum, DPIC a
réussi a compilet00% des instances, tandis que DDPI n’a pu traiter gif# des instances.

La courbe suivante exprime également une contrainte destemajs cette fois-ci sur le temps d’inter-
rogation de la base par 166000 clauses (requétes).

Cette courbe montre que malgé une procédure d’'interrayptics complexe, DPIC-QUERY-MIXED
est plus rapide que DPPI-QUERY. Ceci est d0 notamment agudaita taille des couvertures obtenues par
DPPI est beaucoup plus petite que celles obtenues par DRHAIGC 12.4).

Pour finir avec les limitations de temps, nous avons maimigmaité le temps cumulé de compilation et

2. Le seuil n'a pas été retenu ici car le nombre d’'impliquatgs instances au seuil est nettement inférieur a celui deanices
situées a gauche du seuil, c’est-a-dire dans la partie gmstrainte.
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FIG. 12.2 —Pourcentage d’instancesSAT interrogées en fonction d’'un temps limite

% de problemes traités

d’interrogation pour chacune des méthodes. La courbessaies montre que les pourcentages d’instances
traitées globalement (compilation et interrogation) pone limitation de temps donnée et pour chacune
des méthodes sont comparables. Par ailleurs, étant doerl&derrogation est en moyenne plus efficace
avec DPIC, il existe donc un nombre d’interrogations poquéd la compilation via DPIC sera toujours
plus intéressante que celle utilisant DPPI.
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FIG. 12.3 —Pourcentage d’instancesSAT compilées et interrogées en fonction d’'un temps limite

% de problemes traités

Magré les bons résultats obtenus par DPIC d’un point de vu@deel, il faut remarquer que I'atout
majeur de cette méthode réside dans la taille des couveranstruites. En effet, si I'on limite la taille (en
terme de littéraux) des couvertures calculées par chaasmédthodes, on s’apercoit que quelle que soit la
limitation de taille choisie, DPIC produit une couvertueetdille strictement inférieure a celle de DPPI. Les
résultats obtenus par les deux méhodes pour chaque loniti taille sont synthétisés dans la figure 12.4.
Il est a noter que ceci explique I'efficacité de DPIC par rappdPPI lors des phases d’interrogation: le
nombre d'impliquants a tester pour DPIC est toujours ieféra celui de DPPI.
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FIG. 12.4 —Pourcentage d’instancesSAT compilées en fonction d’un espace mémoire limité
12.1.4 Conclusion

Nous avons introduit dans cette section le concept de catigrilmodulo une théorie. L'exploitation
faite de ce concept pour la compilation est le calcul de cduked’impliqguants modulo une théorie. Ce type
de couverture généralise, la couverture d'impliquantelisLqui peut alors étre vue comme une couverture
d’'impliquants modulo la théorie vide.

Par ailleurs, nous avons développé une approche (DPIC)rdpilation préservant I'équivalence a base
d’une couverture d’impliqguants modulo une théorie. Cettevelle technique de compilation est en pratique
tout a fait réalisable et, de surcroit, permet d’obtenir dalleures performances notamment en ce qui
concerne la taille de la compilation. Par ailleurs, cetfgraphe est générique dans le sens ou diverses classes
traitables peuvent étre choisies pdurDe plus, DPIC admet un certain nombre de variantes pemtelta
réduire soit le temps de compilation, soit la taille de la pdation. Cette approche comme la plupart des
méthodes de compilation basées sur la collecte d'implituest «anytime».

12.2 Couvertures d’'impliqguants modulo des théories

Les compilations modulo une théorie sont restreintes adisation d’une théorie traitable. Nous propo-
sons de généraliser cette approche. A cet effet, nous poésetians ce paragraphe une nouvelle technique
de compilation logique préservant I'équivalence basédestoncept de couvertures traitables (couvertures
modulo des théories).

Sommairement, une couverture traitable d’'une base de mmamzes. est un ensemble fiff de
formules traitablesh (vues comme leur disjonction) tel qie = 7. Lidée est donc de déterminer des
théories traitable® couvrant des sous-ensembles de modéles bes plus grands possibles, ceci afin de
limiter la taille de7".

Contrairement aux compilations modulo une théorie, lesgitations a base de couvertures traitables
tirent avantages de multiples classes polynomiales saméihent. De ce point de vue, elles sont donc une
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généralisation du principe de compilation modulo une tieéer a fortiori de la technique a base de cou-
verture d’'impliquants proposée dans [Schrag 1996]. Erepntsus montrons que les couvertures traitables
sont calculées et volontairement représentées au traugierprétations partielles.

Aprés avoir formellement défini la notion de couverturetétalie, nous en étudions deux cas particuliers.
Dans le premier cas, les interprétations partielles soligégs pour extraire des formules traitables de la
base de connaissances. Dans le second cas, elles perrd&itganir des formules Horn-renommables.
Nous concluons aprées avoir présenté quelques résultadsiegntaux.

12.2.1 Définitions et notations préliminaires

Précédemment dans ce chapitre, nous avons défini ce quiB&adlasse traitable pour la compilation
modulo une théorie (cf. définition 12.5 page 175). L'idée dmpilation modulo des théories repose sur
I'utilisation simultanée de plusieurs classes traitabiNmus étendons donc la définition précédente afin de
préciser quelles sont les classes traitables considérées.

Définition 12.7 (Ensemble de classes traitables pour la coritgtion modulo des théories)
Une ensembl€’'s de classes traitables pour la compilation modulo des theést tel que pour chaque
classe traitable” deC's:

— il existe un algorithmeT) de temps polynomial permettant de tester I'appartenanoesdformule
ac,

— il existe un algorithme@) de temps polynomial permettant de vérifie®sk ¢ quelle que soit la
formule® appartenant &' et quelle que soit la clause(y compris la clause vide) ;

— pour toute formuleb de C et pour tout littérall, il existe une classe traitabl€’ appartenant &'s
telle que(® A1) € C'.
Nous notond ' I'algorithme qui, pour une formulé, vérifie si elle appartient & une des classes teet
nous désignons pap ¢ I'algorithme qui, pour touth appartenant a une des classes@e et pour toute
clausec, vérifie si® F c.

Remarque 12.1
1. llestclair alavue de cette définition que toute class&bk pour la compilation modulo une théorie
peut appartenir & un ensemble de classes traitables pamjgilation modulo des théories. En outre,
si C' est une classe appartenaidt atelle queC' est traitable pour la compilation modulo une théorie,
alors la classe traitabl@’ introduite dans le troisieme alinéa de la définition esetglieC’ = C.

2. Clairementles algorithmé%:; etQ s sont polynomiaux en temps par rapport a la taille de la foemul
atester et a la taille d€'s.

Comme précédemment, une grande majorité des classes deldertraitables pouBAT (ensemble
de clauses de Horn, ensemble de clauses binaires, ensatelbdémises Horn-renommable, ensemble de
clauses g-Horn, ensemble de clauses bien imbriqués, ettt. ¢galement traitables pour la compilation
modulo des théories.

Définition 12.8 (Couverture tratable)

Soient une formule CNE et un ensemble firi's de classes traitables pour la compilation modulo une
théorie. Unecouverture traitable de¥ moduloC's est un ensembile fifii de formules satisfaisables (vues
comme leur disjonction) tel que::

-VeeT :d3CelCs tq.®eC,;
- T =%
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Clairement, la notion de couverture traitable générakdie ce couverture (d'impliquants) modulo une
théoried® (cf. définition 12.4). En effet, cette derniére est un casi@drer de compilation modulo des
théories ou I'ensembl€'s est réduite a la seule classe traitable dbmist issue.

Dans le reste du manuscrit, nous supposong¢gieontient toujours au moins la classe: t.q. m est
un mondmé 3. Cette hypothése assure qu'il existe toujours au moins anestture traitable pout : celle
des impliquants premiers.

Nous nous sommes particulierement intéressés aux coweeiiaitables qui, comme pour les cou-
vertures d'impliquants (premiers) classiques ou modul®théorie, peuvent se représenter sous la forme
d’une disjonction d’interprétations partielles. Ce chest motivé par un souci de compacité de la représen-
tation de la couverture traitable. Il reste qu’a partir dteceeprésentation, il doit toujours étre possible de
retrouver 'ensembld” en un temps polynomial. Dans cette optique, nous proposeus mbuveauk cas
particuliers de couvertures traitables :

1° les couvertures de simplifications traitables ;
2° les couvertures d’hyper-impliquants.

12.2.2 Les couvertures de simplifications traitables

Une premiére voie pour dériver & partir d’'un ensemble deselst des formules traitables, est de
simplifier¥ par une interprétation partielle. Notre objectif est doaddterminer une interprétation partielle
I={l,l,...,1,} telle que la formuleZ;,, ,, soit traitable.

Définition 12.9 (Couvertures a base de simplifications traébles)
SoitY une base de connaissancegitun ensemble fini de classes traitables pour la compilatiodutm
des théories:

— Unesimplification traitable deX pourC's est une interprétation partiell€ly, l», . .., 1, } telle qu'il

existe une classe traitab€ dansC's telle queX;,, ,, soit satisfaisable et appartiennea

— Unecouverture de simplifications traitablesde X pour C's est un ensemblﬁﬂ de simplifications
traitables deX pour C's (vues comme leur disjonction) tel q@[] AX) =X,

— Unecompilation a base d’une couverture de simplifications traiablesest le triplet(X, p1, Qcs)
tel quep; (¥) = Xy.

La proposition suivante nous assure qu'une compilationuttodne couverture de simplifications trai-
tables préserve I'équivalence.

Propriété 12.5 N
SoientY: une base de connaissancesine clause eEj; une couverture de simplifications traitables He
pourC's un ensemble de classes traitables pour la compilation ntodes théories.

¥ F ¢ si et seulement si pour toute simplification traitaple f][], telle quep = {I1,1s,...,1,}:
— SOitll /\lg/\.../\lnhc;
- soityy, , Fe

ce qui peut étre décidé en temps polynomial par rapp¢ﬁ[ﬁ + |c].

3. Il faut noter que la classe des formules réduites a un®@ootipn de littéraux est bien traitable pour la compilatioadulo une
(des) théorie(s).

4. Les couvertures d'impliquants (premiers) ainsi que msvertures d’impliqguants modulo une théorie sont, binel&viment,
des cas particuliers des couvertures traitables.
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Preuve (Propriété 12.5) R

¥ est une couverture de simplifications traitablesdgourC's, donc par définition(Xy A ¥) = X. Ainsi
(EFe)e (EpASFe) & (VpeX), pASFe) & (VpeX, (pPFc)ou(B, Fo))).

La polynomialité est garantie grace a I'appartenancEgé une classe traitable dédeC's. O

Il faut noter que I'espace requis pour mémoriser une sineplifon traitable{l,, o, .. ., [, } est toujours
inférieur ou égal a celui nécessaire pour sauvegardertaufiertraitable correspondante :
S ={li,la,...,In} ANy,

Cependant, ce gain spatial entraine un surco(t temposadéla phase d’interrogation. Le prix a payer
est deO(|X A p|) pour chaque simplification traitable = {I,l.,...,1,}, afin de pouvoir retrouver la
formule traitableX;, .. Néanmoins, cet accroissement de complexité ne remet pgisestion la polyno-
mialité de I'algorithme d’interrogation.

Remarque 12.2

Bien qu'identifier a quelle classe traitable apparti®gt, , est une opération polynomiale, en pratique
cette opération n'est pas effectuée lors de la phase d'agation. En effet, une fois identifiée lors de la

phase de compilation, il est possible d’'indexer chaquelicgiion traitable sauvegardée par une étiquette
correspondant a la classe traitable a laquelle la formiperient. Ce procédé permet un gain substantiel
de temps lors des interrogations.

Exemple 12.2 (Exemple de couvertures de simplifications tibles)

SoitE = {(-a Vv -bV-cVvd),(aVbVd)} etsoitCs'ensemble de classes traitables contenant la classe
des ensembles de clauses de Horn et la classe des ensemtisseés binaires.

LensembleX; = {{a}, {—a}} est une couverture par simplifications traitablesdgourC's.

En effet,X, = {(—=bV —cV d)} est un ensemble de clauses de HorEet = {(b V d)} est un ensemble

de clauses binaires.

D’autre part, siC's est réduit a une seule classe, celle des formules Horn-neadhes, alors I'ensemble
vide est une couverture par simplifications traitablesXdpour C's puisqueX est une formule Horn-
renommable.

Il est a noter que les compilations basées sur des couvertigresimplifications traitables peuvent
conduire a un gain exponentiel d’espace mémoire par rappartompilations a base de couvertures d'im-
pliquants premiers: un cas extréme, illustré dans I'exenepldessus, consiste & compiler des bases de
connaissances traitables pour lesquelles chaque cotseftmpliquants premiers est de taille exponen-
tielle par rapport a la taille de la base de connaissances.

Nous proposons dans le paragraphe 12.2.4.1 une techniqrargslation qui comme pour DPPI ou
DPIC utilise une procédure de Davis & Putnam pour colle@sdifférentes simplifications traitables.

12.2.3 Les couvertures d’hyper-impliquants

Le second cas particulier de couverture traitables que awvass étudié concerne I'exploitation de
la classe traitable des formules Horn-renommables. Cksse est intéressante & au moins deux égards.
Premiérement, elle inclut les ensembles de clauses de HweTse-Horn et binaires et deuxiémement elle
est caractérisable par I'existence d’'une interprétatp@tsique. En effet, dans [Lewis 1978], il est énoncé
gu’une formule CNFE est Horn-renommable si et seulement s'il existe une inéeaionp de X telle que
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pour chaque clausede ¥, au plus un littéral de n’appartient pas a.

Nous proposons d’utiliser cette caractérisation afin dé/eléde 3> des ensembles de clauses Horn-
renommables que nous appeldngper-impliquantsPlus formellement, soieri un ensemble de clauses
(quelconques) et un modéle dex:. Pour chaque clausede X, nous notong™ la clause constituée
des littéraux communs & et c. Par ailleurs, nous notonB(X, m) I'ensemble de clauses de tel que
pour chaque clausede P(X,m), c et ¢™ sont identiques. Nous notodé(X, m) I'ensemble de clauses
complémentaire & (X, m) pour X, c'est-a-dire I'ensemble de clauses tel que pour chaquesetade
N(XZ,m), ¢™ C c. Enfin, pour chaque claugede N (X, m), nous notong™ un littéral dec tel que~I"
appartient an °. Etant donné ces conventions, un hyper-impliquant pour ogéien se définit de la fagon
suivante :

Définition 12.10 (Couvertures d’hyper-impliquants)
— Unhyper-impliquant de ¥ pour un modélen de ¥ est une formule notée™ telle que:

2= A anC A (e vim)

ceP(X,m) ceN(X,m)

— Unecouverture d’hyper-impliquants de X, notéeS™ est un ensemble d’hyper-impliquants (vus
comme leur disjonction) tel gue = ™.

— Unecompilation modulo une couverture d’hyper-impliquantsestle triplet(3, p;, Q%) oup: (X) =
Y™ ety est I'algorithme d’interrogation des formules Horn-renorables.

Il faut noter que la taille d'un hyper-impliquant de est toujours strictement inférieure a celle g
excepté lorsqu& est Horn-renommable (dans ce dagt ¥™ peuvent étre identiques). Par ailleurs, tout
hyper-impliquant est une formule Horn-renommable satiafze.

Propriété 12.6
Soientt un ensemble de clausesetun modéle d&. L’hyper-impliquant=™ de ¥ pour le modélen est
une formule Horn-renommable satisfaisable telle o> |~™|.

Preuve (Propriété 12.6)
Les preuves des 3 propriétés : Horn-renommable, satibfaisf{>| > |~™| se contruisent trés simplement
a partir de la construction de™.

1. Par construction de™, il est trivial de constater que pour chaque claude X issue deP (X, m),
tous les littéraux de appartiennent an. De méme pour chaque clausée X issue deN (X, m)
seul le littérall n'appartient pas &. Par conséquent, il existe une interprétatior) qui contredit
au plus un littéral par clause d&", ce qui nous assure qU&" est Horn-renommable [Lewis 1978].

2. Toujours par construction, il est clair que chaque claigeX™ est incluse (au sens large) dans une
clause dex (si ¢ est issue dé’(X2, m), alorsc appartient également®, si ¢ provient deN (X, m),
alorsc C ¢ avecc’ € ¥). Ainsi, m étant un modele d&, m est également un modele 8&*. Par
conséquenf™ est satisfaisable.

3.VeeX™m ¢ C ¢ avece € X, ce qui signifie quec| < |¢'|. De plus par construction d&™, les
clauses d& etX™ sont en bijection. Par conséquéBt > |X™|.

(I

Remarque 12.3
Il est a noter qu'une étape de sous-sommation peut pernaettdéminuer le nombre de clauses 4.
En effet, le choix du littéral’™ peut amener & construire des clauses déja présentesans sous-

5. Dans le cas général, de toute évidence il peut existeiephsscandidats.
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sommeées par d’'autres clausesX€& ou encore sous-sommant des clause£tte Par exemple soient
Y={(avbV-cV-d),(aVbV-eV-d),(bV-eV-dV-f)}etm = {a,b,ecde, f} un modele
deX. Sil'on choisit pour chaque clause de prendre comme litiétde littéral =d, nous obtenon&™ =
{(aV bV —d),(aVbV-d),(bV-d)} quise réduit aprés sous-sommatiof(&V —d)}.

La proposition suivante nous assure qu’une compilationuteodne couverture d’hyper-impliquants
préserve I'équivalence.

Propriété 12.7 ~

Soientt une base de connaissancesine clause eE” une couverture d’hyper-impliquants de

¥ F c si et seulement si pour toute formule® de Sm ¥m E ¢; ce qui est calculé en temps linéaire par
rapporta|X™| + |c|.

Preuve (Propriété 12.7) R R

Nous avons par définition d’'une couverture d’hyper-impigts:> = X™. DoncY F ¢ & X™ F ¢ &
VEmeXm ¥mEe.

Plusieurs algorithmes linéaires ont été proposés powrtestatisfaisabilité d’'une formule Horn-renommable
[Lewis 1978, Aspvall 1980, Chandet al. 1990, Hébrard 1994]. Comme les instances Horn-renommables
sont stables par adjonctions de clauses unitaires, testatisfaisabilité d&™ A —c est une opération réa-
lisable en temps linéaire par rappot&”| + |c|. Par conséqueit™™ € ™, ¥™ E ¢ se calcule en temps
linéaire par rapport &™ | + |c|. ad

Le principal obstacle des couvertures d’hyper-impligealemeure dans I'espace mémoire requis pour
sauvegarder, 'ensemble des formules Horn-renommablesadgnt a¥. Nous proposons une technique
de mémorisation de la couverture en fonction d’'un ordretiaipé sur les clauses de. Supposons que
les clauses d& = {c1, o, ...,c,} SOient totalement ordonnées; une couverture d’hyperiguahts de
¥ peut alors se représenter par une ensemble de coluplé¢&™, 7", . ... I"]) oum est un modele d&
et!! (i € [1.n]) estL sic; € P(X,m) et est le littéral de:; \ m conservé sinon. Cette maniéere de
procéder permet d’obtenir un gain substantiel d’espacecdbitrepartie, lors de l'interrogation, il faudra
reconstruire chaque™ a partir de chaquén, [I7*,1%*,...,17]) mémorisé. |l faut noter que cette opération
est réalisable en temps linéaire et permet de conservehiaguialité de I'interrogation.

Intuitivement, un hyper-impliquaii™ de¥ permet de représenter de maniére concise un sous-ensemble
d’'impliquants premiers d&. Plus précisément, les impliquants premiersdebtenus a partir dex sont
des impliquants d&™.

Propriété 12.8

Pour chaque modele: de %, soit PI,,,(X) I'ensemble des impliquants premiers Hetel queV © €
PI,,(¥), m E =. SiPI(X™) représente I'ensemble des impliquants premiers de I'nhypetiquantX™
issu du modelen de¥, alors P1,,,(X) C PI(X™).

Preuve (Propriété 12.8)

L'objectif est de montrer que pour chaque clausie > et pour chaque impliquant premiede X tel que
m F 7, nous avong F c.

Soit7 un impliquant premier d& tel quem E 7. Quelle que soit la clausede ¥™ :

— soitc estissue dé&’ (X, m) auquel cag € ¥ et par conséquentk ¢ (7 impliquant premier d&) ;

— soitc estissue dé&V (X, m) auquel cas il existe une clausaleX telle qued’ = (¢VIi Via V... Vi)
avecl; ¢ m, i € [1..n]. Par ailleur§m F 7) < (v C m), doncl; ¢ «, i € [1..n]. De plus,r est
impliquant premier d&, doncr E ¢'.

(rEd)e (rE(VLVIV...VI],)) & ((rEcou(r El ViV ...VI,)). Nous avons
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Iy m, i €[l.n],donc(m B iy VIa V... VI,), ansi(r F c).
Par conséquent, quel que seide PT,,(X), # £ ¥™, ce qui signifie quer est une impliquant d&™.
D’autre part, quelle que soit € ™, ¢ C ¢ avecc clause de, siw est premier pouk, alors il I'est
également poukE™. Ainsi pour toutr de PI,,,(¥), = est un impliquant premier de™. O

La propriété précédente nous assure doncijtieouvre chaque modéle decouvert par un impliquant
premier construit a partir dex. D’autre part, nous montrons qu’une couverture d’hypgpliquants offre
une représentation plus écononique (en term d’espace memaiune couverture d'impliquants premiers.
Hormis le fait que les hyper-impliquants &esont plus petits qu&, le nombre d’hyper-impliquants d'une
couverture d’hyper-impliquants est plus petit que le nantirpliquants premiers dans une couverture
d’'impliquants premiers.

Propriété 12.9

Pour toute couverture d’impliquants premiers Beontenant impliquants premiers, il existe une couver-
ture d’hyper-impliquants d& contenant au pIu{s“FTl] hyper-impliquants|] représentant la partie entiere
dex).

Preuve (Propriété 12.9)
L'idée est de construire a partir de deux impliquants presnge; et m») de la couverture d’'impliquants
premiers, un hyper-impliquadi™ de X couvrantr; et,.
Pour la couverture d'impliquants premiers Ee on regroupe chaque impliquant premier par couple de
telle maniére qu’un impliquant n’appartienne qu’a un etem souplé. Pour chaque couple d’impliquants
premiers(w, m2), I'ensemble de clauses suivant est formé par les deux étaplessous:

1. pour chaque claugsede ¥, nous construisons = (¢ N ), c’est-a-dire la clause contenant unique-

ment les littéraux de satisfaits pair; ;

2. pour chaque clausg (formée en 1) qui n'est pas satisfaite pat on ajoute un seul littéralde la
clause initiale: satisfait parrs.

L'ensemble de clauses™ ainsi construit est bien une formule Horn-renommable feagable (la Horn
renommaubilité et la satisfaisabilité sont assuréesrpaui est un modéle dE™ tel que toutes les clauses
deX™ contiennent au plus un littéral insatisfajiarr, ). Par ailleurs.™ est construit de telle maniére que
chaque clausede ¥™ est incluse dans une clausaleX.. Par conséquent™ est un hyper-impliquant de
3.
Par construction, il est clair qu&™ couvre les modéles couverts paret .
Par ailleurs, s'il y a un impliquant isolé (nombre impairrdpliquants premiers dans la couverture), nous
construisons n'importe quel hyper-impliquant le couvrignar exemple celui obtenu a partir de I'étape 1).
Ainsi'ensemble d’hyper-impliquants construits pour gha couple constitue bien une couverture d’hyper-
impliquants deX, dont la taille est dé%], avect le nombre d’'impliquants premiers contenus dans la
couverture d’'impliquants premiers. O

Nous illustrons cette propriété sur I'exemple suivant.

Exemple 12.3 (Exemple d’'une couverture d’hyper-impliquars)
Soit¥ ={(aVvevd),(aV-bVec),(aVbV eV ad),(maV-bV-cV-ad),(-maVbV-cVd)}.
Une couverture d’hyper-impliquants dese représente par les deux couples:
- ({a, ﬂb, -c, d}, [C, & b, -a, _'a]> ;
- ({—a,b,c,~d}, [a,—b,—ec, —b, d]).
6. Si le nombre d’impliquants premiers de la couverture mgiair, un impliqguant premier est isolé et un hyper-impligjusera
construit spécialement pour couvrir cette impliquant pegm

7. 1l en existe toujours au moins un.
8. Le littéral ajouté lors de la deuxieme étape.
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De cette représentation on extrait les deux hyper-imptitgiormules Horn-renommables):
—{(avdVe),(aV-bVe),(aV-ecVb),(mbV-cV-a),(-cVdV-a)};
—{(eVa),(cV=b),(bV-dV-c),(-aV-dV-b),(-aVbVd)}.

La couverture d’hyper-impliquants proposée contizfirmules alors que la plus petite couverture d'im-

pliquants premiers contient au mimimuhimpliquants premiers.

Par ailleurs, les expériences réalisées sur les compifatidbase de couvertures d’hyper-impliquants
montrent, pour la plupart des bases de connaissancesstestéeréduction significative de I'espace mé-
moire nécessaire a la mémorisation des couvertures d*iggeiquants comparativement a celui requis
par les couvertures d’'impliquants premiers (cf. parageaigh2.5 page 196).

12.2.4 Algorithmes

Comme pour la collecte d’'impliquants modulo une théorieigyroposons un algorithm@TC (cf. al-
gorithme 12.1) pour calculer des couvertures traitableprésentées sous forme d’interprétations par-
tielles) basé sur la procédure de Davis & Putnam. Cette droeéreste proche de DPPI proposée dans
[Schrag 1996].

Les fonction®ropagation_Unitaire etHeuristique_de_branchement sont standard a toute pro-
cédure de Davis & Putnam, nous les avons largement déilées le chapitre 7. Le rble principal de
notre procédur®Px* est de trouver les impliquants de en parcourant un arbre de recherche complet.
Les procédureBRUNING et PROCESS_IMPLICANT dépendent de I'approche considérée, nous les détaillons
pour les couvertures de simplifications traitables et pelies d’hyper-impliquants dans les deux prochains
paragraphes. Les éléments de la couverture calculée ({Boaabns traitables ou hyper-impliquants) sont
extraits des impliquants par I'intermédiaire de la procé®R0CESS_IMPLICANT et chaque élément ainsi
collecté est mémorisé dans la variable glok®te La fonctionPRUNING permet d'élaguer I'arbre de re-
cherche en évitant de parcourir des sous-arbres qui negienramener qu’a des impliquants déja couverts
par la couverture partielle calculée.
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Algorithme 12.4 DPTC
1. Procedure DPTC

2. Input : une formule CNF ¥ et un ensemble C's de classes traitables ;

3. Output : une représentation des connaissances équivalentes a ¥ ;

4. Begin

5. PC=g ; 4% PC : couverture partielle
6. DP*(X,C's, @) ; /% DP* est un DP «classiquey modifié pour récolter

4% des formules traitables représentées sous la forme d’interprétations partielles

7. return (X,PC) ;
8. End
1. Procedure DP*
2. Input : une formule CNF ¥, un ensemble de classes traitables Cs
et une interprétation partielle p ;
3. Output : modifie la variable globale PC (la couverture partielle courante) ;
4. Begin
5.  if (not(PRUNING(Z,p)))
6. then
7. Y=Propagation_Unitaire(X,p) ; %% La procédure de propagation unitaire a été
/4% modifiée de maniére & mémoriser dans p chaque propagation réalisée
8. if (¥ contient la clause vide) then return ;
9. elif (pkF¥)
10. PROCESS_IMPLICANT(X,C's,p) ;
11. return ;
12. else
13. l=Heuristique_de_branchement (¥) ;
14. DPx((ZA (1), p U {1}
15. DP*((ZA (-),p U {=I});
16. fi
17. fi
18. End

12.2.4.1 Le cas des simplifications traitables

Nous détaillons dans I'algorithme 12.5 page suivante lesgaures spécifiques au calcul d’'une couver-
ture de simplifications traitables.

A chaque fois qu’un impliquant de £ est trouvé, un impliquant premi@time de ¥ est extrait de
p. Prime est calculée par I'intermédiaire de la fonctioNE_PRIME ou chaque littéral de est consi-
déré successivement afin de déterminer s'il est nécessadiresatisfaction dex. Diverses procédures
plus ou moins sophistiquées d’extraction d'impliquanesnpiers peuvent étre trouvées dans la littérature
[Castell & Cayrol 1996b, Schrag 1996]. Une fois extrait urpliguant premier d& issu dep, cet impli-
quant premier (assimilé & une interprétation partiellepassé a la procédubERIVEg qui va chercher a
simplifier (supprimer des littéraux) cette interprétatpartielle afin d’obtenir une simplification traitable,
c’est-a-dire une interprétation partieBe telle queXsr soit une formule appartenant a une des classes
deC's. Comme poubNE_PRIME, chaque littéral dePrime est considéré successivement et I'on vérifie par
l'intermediaire des algorithmes de reconnaissance deuehelgsse traitable deC's si Yp,ine\ 13 @ppar-
tient a au moins une classe dede C's. Si Yy, 146\ {7} €St prouvée appartenir a une claésde C's alors le
littéral [ est retiré dePrime et le processus est réitéré avec la nouvelle interprétpaatellePrime\ {/}.
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Lorsque chaque littéral derime a été considéré, I'interprétation partielle résultanteet®urnée a la pro-
cédurePROCESS_IMPLICANTg7. Seules les simplifications traitables maximales podoivent étre sauve-
gardées dargC. Cette condition est assurée par les deux caractéristapivemntes. D’une part, 'ensemble
PC de simplifications traitables est utilisé durant I'exptiwa de I'arbre de recherche de DP afin d’élaguer
cet arbre. Cet élagage, effectué par I'intermédiaire derlatfonPRUNING s, a pour conséquence d’éviter
I'exploration de sous-arbres qui ne pourraient qu'abayia des interprétations déja couvertes per
D’autre part, a chaque nouvel ajout d’une simplificatioitatzle danC, les interprétations couvertes par
ce nouvel élément sont retiréesriz(ligne 6 dePROCESS_IMPLICANTg7).

Algorithme 12.5 DPTC-SIMPLIFICATIONS-TRAITABLES

Function PRUNINGgr : boolean
Input : Un ensemble de clauses ¥ et p 1’interprétation partielle courante ;
Output : true s’il existe une simplification traitable de PC couvrant p,
false sinon ;

Begin

foreach interprétation partielle m € PC do

if (pE ) then return true ;

done

return false ;
End

oguhr~wNE

Procedure PROCESS_IMPLICANTgT
Input : Un ensemble de clauses X, un ensemble de classes traitables Cs
et un impliquant p de ¥ ;
Output : Modifie la variable globale PC représentant la couverture courante ;

1. Begin

2. Prime = ONE_PRIME(X,p) ;

3. ST = DERIVEg7 (¥, C's,Prime) ; /% Extraction d’une simplification traitable (ST) &

/4% partir d’un impliquant premier (Prime) issu de p.

%% Chaque ST est sauvegardée sous la forme d’une interprétation partielle.

4 foreach interprétation m € PC

5. do A% Assure 1’obtention d’une couverture irredondante

6. if (w EST) then PC = (PC\{r}) ;

7 done

8 PC = (PC U {ST}) ;

9. End

Function DERIVEgr : une simplification traitable

Input : Un ensemble de clauses X, un ensemble de classes traitables Cs
et un impliquant premier (Prime) de X

Output : Une simplification traitable de ¥ pour Cs ;

1. Begin

2. foreach littéral [ de Prime

3. do

4, foreach classe traitable C(=(T¢,Qc)) de Cs

5. do

6. if (T (Zprine\(1})) then return DERIVEsr (X, Cs,Prime\{l}) ;
7. done

8. done

9. return Prime ;

10. End
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Il est clair, au vu de ces procédures, que l'ordre de coriitér des littéraux et les procédures de
reconnaissance d’instances traitables utilisées dan®@@uredDERIVEsr ont une grande influence sur
la couverture générée par notre technique et par conséguehefficacité globale d’'une telle approche.
Par ailleurs, il est & noter que pour des raisons d'efficatisgue simplification traitabl&T retournée par
DERIVEgy est indexée par la classe traitaliled laquelle appartient la formulsy (cf. remarque 12.2 et
algorithme 12.6).

L'algorithme d’interrogation par une clause d&é a la compilation modulo une couverture de simpli-
fications traitables est détaillé ci-dessous. Il consiste ghaque simplification traitablg a s’assurer que
soit7 implique directement soitY . impliquec.

Algorithme 12.6 DPTC-ST-QUERY

1. Function DPTC_ST_QUERY : boolean

2. Input : X un ensemble de clauses, une clause c & interroger et PC une
couverture de simplifications traitables de ¥ pour un ensemble de
classes traitables Cs ;

3. Output : vrai si X Fe¢, faux sinon ;

4. Begin

5 foreach m € PC t.q. 7 est indexée par la classe traitable C' de Cs
6. do

7 if (cN7m==9) 4% Si c n’est pas directement impliquée par T
8 then

9. if (ot (Te(Xx,0)))

10. then

11. return false ;

12. fi

13. fi

14. done

15. return true ;

16. End

Nous présentons dans la section 12.2.5 une étude compadlatvtrois approches de compilation dis-
cutées précédemment:

— couverture d’impliquants premiers;;
— couverture de simplifications traitables ;

— couverture d’hyper-impliquants.

Ces trois approches sont également comparées par rapporeadgation directe de la base de clauses.

12.2.4.2 Le cas des hyper-impliqguants

Le pseudo-code page suivante décrit les procédure spésfagla compilation modulo une couverture
d’hyper-impliquants. Il est & noter que, pour le calcul @hyimpliquantsC's est vide. En effet, seul des
formules Horn-renommables sont sauvegardées par l'ig@inaire d’'un couple (interprétation partielle,
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ensemble de littéraux) comme nous I'avons explicité préo@dent (cf. paragraphe 12.2.3).

Algorithme 12.7 DPTCHYPER-IMPLIQUANTS

Function PRUNINGg7 : boolean
Input : Un ensemble de clauses ¥ et p 1’interprétation partielle courante ;
OQutput : true s’il existe un hyper-impliquant de PC couvrant X7,
false sinon ;

Begin

foreach interprétation partielle m € PC

do

if (XP E ¥X™) then return true ;

done

return false ;
End

NougsrwhE

Procedure PROCESS_IMPLICANTfr
Input : Un ensemble de clauses ¥ et un impliquant p de ¥ ;
Output : Modifie la variable globale PC représentant la couverture courante ;
Begin

Model = DERIVEy;(X,p) ;

foreach interprétation m € PC

do

if (Z¥dl = $7) then PC = (PC\{r}) ;

done

PC = (PC U {ST}) ;
End

NGO R~WNE

Function DERIVEg; : une simplification traitable
Input : Un ensemble de clauses ¥ et un impliquant p de ¥
Output : Un hyper-impliquant de ¥ pour p ;
Begin
Model = p ;
foreach variable v de ¥ telle que {v}Np={w}Np=2
do
if (nombre d’occurrences de v dans ¥ est supérieur & celui de —w)
then
Model
else
Model
fi
11. done
12. return Model ;
13. End

(Model U {v}) ;

CoNoO~WDE

(Model U {-w}) ;

=
e

A chaque fois qu’'un impliquant de & est trouvé par DP, cet impliquant est étendu vers un modéle
Model (une interprétation compléte) detel queModel F p. Les variables n’apparaissant pas dassnt
ajoutées sous la forme d’un littéral, le signe de ce littéstldéterminé en fonction du déséquilibre de la
variable. Lorsquét*de! est calculé pour la premiere fois, la liste de littéralfk, 15", . . ., "] est greffée
a Model. La procéduredbERIVE_HI est a la fois plus simple et beaucoup plus efficace que la guoeé
DERIVE_ST. De plus, la méthode n’oblige pas le calcul d’'impliquantsrpiers, par conséquent elle fait
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I’économie de I'appel ANE_PRIME. Comme pour les couverures de simplifications traitabesplver-
ture partielle courante permet d’élaguer I'arbre de redieerde DP, par I'intermédiaire de la procédure
PRUNING_HI. Il reste que cette procédure, a I'inverseiBRIVE_HI, est beaucoup moins efficace que
PRUNING_ST. En effet, pour chaque modeéle sauvegardé, il faut calcilgpér-impliquant correspondant
et tester I'implication de deux formules Horn-renommablssplus, si I'on désire que la couverture calcu-
Iée soit maximale pouk, il ne faut pas sauvegarder des hyper-impliquants quiesgraouverts par d’autres
hyper-impliquants. Dans ce cas le test d’implication edé&ex formules Horn-renommables'ede! = ¥7)
faiten ligne 5 de la procédubpERIVE_HI est indispensable. Cependant, étant donné que les formifiies

et X" sont issues toutes deux de ce test peut étre calculée de maniére relativement efficaceparati-
vement a un test d'implication entre deux formules Hormreramables quelconques). Il reste que, méme
si ces tests d'implications peuvent étre calculés de mam@ativement efficace, ils risquent fortement de
nuire aux performances globales de I'approche. Par coeséqes tests codtant la plupart du temps plus
chers qu'ils ne rapportent, sont a proscrire en pratique.

Similairement au calcul d’'une simplification traitable ¢ardire d’examen des littéraux dans la procé-
dureDERIVE_ST et les classes traitables contenues danpeuvent grandementinfluencer la simplification
calculée, les couvertures d’hyper-impliquants admetigatement deux points critiques. En effet, le choix
des littéraux pour étendre I'impliquaptde ¥ vers un modéle darBERIVE_HI, ainsi que le choix des
littéraux!’™ peuvent avoir un impact non négligeable sur I'hyper-impdigt généré.

L'algorithme d’interrogation pour les compilations modulne couverture d’hyper-impliquants est le
plus simple et le plus naturel qui soit.

Algorithme 12.8 DPTC-HI-QUERY

Function DPTC_HI_QUERY : boolean
2. Input : X un ensemble de clauses, une clause c & interroger et PC une
couverture d’hyper-impliquants de ¥ ;

3. Output : vrai si ¥ Fe¢, faux sinon ;
4. Begin

5. foreach m€ PC t.q. m

6. do

7 if (X" ¥ ¢) then return false ;
8 done

9 return true ;

10. End

12.2.5 Reésultats expérimentaux

Afin d’évaluer expérimentalementles approches de compilidgique a base de couvertures traitables,
nous avons comparé nos approches a base de simplificaitables et d’hyper-impliquants avec celles
utilisant une couverture d’impliquants premiers. Pludipalierement, la technique de compilation a base
de couvertures d’'impliquants premiers retenue est cetlpgeée par Robert C. Schrag dans [Schrag 1996].

Nos expériences ont porté sur de nombreuses bases de camtais incluant des probléemes structurés
issus de [Forbus & De Kleer 1993] et d'instan®&SAT aléatoires, pour un rapport nombre de clauses sur
nombre de variables variant eng@ et4.4.
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problemes] #var | #cla Impliquants Premiers|| Simplifications Traitabled] Hyper-Impliquants

a 3 = | o 3 R g | IE
adder 21 50 5.08 —_ 5376 | 2.09 —_ 1044 0.20 | 78.75| 305
history-ex 21 17 2.00 — 172 0.75 | 1000.00 234 0.14 | 11.66 77

two-pipes 15 54 0.66 | 125.00| 255 | 0.60 | 125.00 234 0.12 | 20.00 | 192

three-pipesj 21 82 0.47 | 4545 | 441 | 0.42 <1 373 0.27 | 17.50| 284

four-pipes 27 110 § 0.36 | 23.80 | 675 j 0.25| 18.51 528 0.20 | 29.16 | 380

regulator 21 106 051 | 26.31 | 861 j 0.29 | 20.83 530 0.17 | 29.99| 422

selenoid 11 19 2.16 — 297 | 1.40 — 115 0.20 | 17.49| 94

valve 13 50 0.85 <1 312 § 0.66 <1 297 0.16 21 246

TAB. 12.1 —Résultats des différentes compilations sur des instarningsdweées

Chaque base de connaissances a été compilée suivantddettuiiques et interrogée g questions
(clauses de longued) générées aléatoirement. Par ailleurs, afin de s’assuréutiieé de compiler ces
bases de connaissances, nous avons également interregeemiient chaque base de connaissances par
les 500 questions générées. Nous rappelons que l'interrogatiectei consiste a tester la consistance de
la formule (X A —¢) ou X est I'ensemble de clauses a interrogee ene question exprimée sous forme
clausale. L'algorithme complet utilisé pour cette intgi@tion directe est C-SAT [Duboeét al. 1996], 'une
des meilleures implantations de DP (cf. paragraphe 7)1.4.1

Pour chaque probléme testé, nous avons calculé les ragposts :

-—a= g—g ou Q¢ (respectivemernd) p) correspond au temps (moyen) nécessaire aux approches com-
pilées (respectivement a I'interrogation directe) poporidre auxs00 requétes;

- 8= QDQ'QC ou C correspond au temps de compilations.

« nous indique la rentabilité de l'interrogation via une aggtre compilée ef nous indique le nombre de
questions nécessaires pour amortir le colt de la compileSior > 1 alors I'approche directe sera toujours
plus efficace que I'approche compilée donc la compilatioeera jamais amortie.

La table 12.1 rapporte les résultats obtenus par chacunmégmdes de compilations testées pour
chaque probléme issu de [Forbus & De Kleer 1993]. Nous avpésifie pour chacune des méthodes les
ratiosa et ainsi que la taille de la compilation. La taille de la comfida est calculée en nombre de
littéraux de la couverture. La taille des couverturesatadds est calculée de maniére a prendre en compte
la taille de la représentation sous forme de disjonctiomgetprétations partielles et la taille de l'instance
¥ nécessaire pour retrouver les formules traitables a phasiinterprétations partielles sauvegardées. Pour
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FiG. 12.5 —Valeur dea pour des instance$S AT aléatoires en fonction de C/V

'approche & base de simplifications traitablé's,comprend la classe des ensembles de clauses de Horn,
reverse-Horn et binaires. Pour I'approche a base d’hypeiiguants la simplification de la couverture
(lignes de 3 & 6 dBROCESS_IMPLICANTy ) n'a pas été implantée.

Le second type de probléemes testés sont des inst&®AT aléatoires dé0 variables. Pour ces ins-
tances, nous avons fait varier par pasdd# le rapport nombre de clauses sur nombre de variables entre
3.2 et4.4, ceci permet de couvrir au mieux toutes les zones (sousantes, critiques, sur-contraintes)
des instance§SAT aléatoires satisfaisables. Pour chaque taille de prolsigifianstances ont été gé-
nérées. Les courbes 12.5 et 12.6 donnent repectivemenielar vaoyenne der (respectivement la taille
moyenne des compilations) pour chacune des tailles diinstatestées. Sur la courbe correspondant au
ratioa (cf. FIG. 12.5), nous avons partagé I'espace en deux régions piariédiaire de la droite = 1.

Ces régions correspondent pour la zone située au dessepsdiigement au dessus) de la droite a la ré-
gion ou la compilation est utile (respectivement inutilggst-a-dire la région ou la compilation permet
(repectivement ne permet pas) d’obtenir un gain par ragplirtterrogation directe .

Au vu des expériences réalisées, les couvertures trastétlenissent de meilleurs résultats que les
couvertures d'impliquants premiers a la fois pour les ims#s structurées et aléatoires. Un gain de temps
significatif lors de la phase d’interrogation et un gain g&se mémoire pour mémoriser la couverture ont
été obtenus. De plus, les couvertures traitables sonsyttder un grand nombre d’instances (ou elles sont
plus efficaces que I'interrogation directe). Enfin les cotwes traitables permettent de compiler des bases
de connaissances admettant une couverture d'impliquaeisi@rs (zone sous-contraintes des instances
kS AT aléatoires) si grande qu'il est impossible de la calculeled mémoriser.

12.2.6 Conclusion

Les résultats théoriques et expérimentaux obtenus mawtuernes approches de compilations a base de
couvertures traitables sont plus que prometteuses et ncoskgent a étendre ces travaux dans différentes
directions.
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FIG. 12.6 —Taille des compilations pour des instancESAT aléatoires en fonction de C/V

Une premiére voie quant a I'extension de ces travaux est tteena@ point une technique permettant de
déterminer quelles sont les classes traitables a utiliser pne base de connaissances donnée. D'un point
de vue expérimental, une évaluation intensive de I'app@chase de simplifications traitables utilisant un
ensemble de classes traitables plus important doit étlisééa

Une autre perspective intéressante concerne I'extengdiagproche a base d’hyper-impliquants a
d’autres classes traitables. Nous pensons particuligrednia classe traitable g-Horn 8AT [Boroset al. 1994].

Enfin, toutes les approches proposées présentent la c@wtgie d'étre «anytime», dans le sens
ou lorsque la compilation est stoppée avant sa terminaiaturelle, la couverture partielle obtenue peut
jouer le role de minorant (cf. paragraphes 11.2.2.1 et 22p.1 es approximations ainsi construites pour-
ront étre plus fines comparativement aux approches classid@pproximation par une formule Horn
[Selman & Kautz 1991, Del Val 1996], puisque la couverturdipbe calculée contient plusieurs formules

traitables issues de différentes classes traitables.
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Chapitre 13

Conclusions — Perspectives

Notre contribution a I'étude des techniques de compilakigique de bases de connaissances en lo-
gique propositionnelle porte sur la mise au point de noesedpproches a base d’'un raisonnement modulo
des théories. Plus précisément, nous avons proposé diffsreechniques de compilation logique qui four-
nissent une représentation de la base de connaissancésfyo® d'une disjonction de formules traitables
(les théories). La nouvelle représentation de la connaggsabtenue a partir d’'une compilation modulo des
théories est garantie « interrogeable » en temps polynposit-a-dire que toute déduction via cette re-
présentation peut s’effectuer en temps polynomial paroggux tailles cumulées de la représentation et
de la clause a déduire.

Les compilations modulo des théories reposent sur de naoxweacepts, dont certains constituent une
généralisation de concepts largement utilisés en logigoegsitionnelle. En effet, les impliquants d’'une
formule peuvent étre assimilés a des impliquants modulodarie vide.

L'idée centrale des compilations modulo des théories esbdstruire une couverture traitable, c’est-
a-dire un ensemble de formules (vues comme leur disjoncfior= {7, X7, .., Y1, } tel que si¥
est la base de connaissances a compiler, alass 7. De plus chaque formul€,, (i € [1..n]) appartient
a une classe traitable pour la compilation logique (extzadialgorithmes polynomiaux en temps pour la
vérification d’appartenance a la classe et pour la sat@fdise d’'une formule de la classe, et stabilité de la
classe par adjonctions de clauses unitaires). La repaigentles connaissances ainsi construite est donc
bien interrogeable en temps polynomial: pour toute clauZer ¢ si et seulement &ii € [1..n], =, F ¢,
opération assurée polynomiale par I'appartenance,deé une classe traitable.

Hormis le cas particulier des couvertures d’'impliquaneniers, nous avons proposé trois nouvelles
approches de compilation a base de couvertures traitables :

1. les couvertures modulo une théorie;
2. les couvertures de simplifications traitables;;
3. les couvertures d’hyper-impliquants.

Pour les couvertures modulo une théorie, I'idée est de sciadase de connaissanéesn deux parties
une facile® et une difficile¥ de telle maniere quE = (® A ) et que la partie facile soit traitable. Une
fois cette opération effectuée une couverture d'impligsiae ¥ modulo la théorieb est calculée. Nous
avons montré qu’une telle couverture pouvait étre utilgse interroger polynomialemeRtpar n'importe
quelle clause.

201
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Les couvertures de simplifications traitables consistartil@cter une série d'interprétations partielles
m; appelée simplification traitable telle qik, soit une formule traitable.

Les couvertures d’hyper-impliquants sont basées sur &cténisation des formules Horn-renommables
(existence d’'un modeéle contredisant au plus un littéralgtaunse). L'idée est donc ici de collecter des
modelesr; de la base de connaissances et de construire une fokEfiuldorn-renommable appelée hyper-
impliquant.

Pour ces trois types de couvertures traitables, nous avopsge des algorithmes de calcul simples et
efficaces basés sur la procédure de Davis & Putnam. Lesatsseipérimentaux obtenus par ces approches
montrent, pour une large classes d’'instances, que les tatiops modulo des théories sont viables en pra-
tique puisque plus efficaces que I'interrogation directbalses de connaissances et que I'espace mémoire
requis pour sauvegarder ces compilations est trés nettémi@meur a celui des compilations d'impliquants
premiers, ce qui a pour conséquence directe de diminuabment le temps d'interrogation. Par ailleurs,

il a été montré que pour une couverture d'impliquants presrdennée contenanimpliquants premiers,

il existe toujours une couverture d’hyper-impliquants teoant, au pire% hyper-impliquants. D’autre
part, quelle que soit I'approche de couvertures traitabidisée, les méthodes proposées soanytime»
dans le sens ou si 'une d’elles est stoppée avant sa tesomaiaturelle la couverture traitable partielle
calculée est un minorant de la base de connaissances: dauise @’a pu étre impliquée par la couverture
traitable partielle alors a fortiori elle ne le sera pas nts par une couverture traitable compléete et donc
par la base de connaissances.

Les résultats théoriques et expérimentaux obtenus quargmaroches a base de couverture traitables
sont trés prometteurs et nous encouragent a étendre casxr@dans différentes directions.

Les algorithmes proposés se basant sur la procédure de &&utnam, il serait intéressant de déter-
miner des stratégies de branchements pour cette procéelunefpant de faciliter I'obtention de formules
traitables, notamment en ce qui concerne les couverturegrgsifications traitables. D'autre part, pour
ce type de couverture, I'ensemble de classes traitablesidg® est relativement de petite taille, il serait
intéressant d’étendre cet ensemble a un nombre de classamplortant, ce qui devrait permettre sans nul
doute de réduire encore les tailles des compilations. Eedicduvertures d’hyper-impliquants reposant sur
la caractérisation des formules Horn-renommables, ureppetive intéressante concerne la mise au point
de techniques spécifiques basées sur la caractérisatismef @lasses traitables.



Conclusion générale

Dans ce mémoire de thése, nous avons présenté une étudéedalr les probleme de satisfaisabilité et
de déduction en logique propositionnelle.

Pour le probléme de la satisfaisabilité notre contribuporte essentiellement sur les aspects algorith-
miques. Dans ce domaine, plusieurs approches ont été geposcomplétes, complétes et mixtes.

— Ence quiconcerne les approches incomplétes, nous awgpesdrun nouvel algorithme de recherche
locale, TSAT, basé sur le concept du tabou. Les résultasnabtquant a I'optimisation expérimen-
tale de cette méthode ont permis de mettre en avant la liééhgila courbe de la meilleure taille de
la liste tabou en fonction du nombre de variables pour ddarnceskSAT aléatoires. D’autre part,
la technique proposée fournit d’excellents résultatdisaat avec les meilleures approches actuelles
de recherche locale. Diverses extensions ont déja ét&é&éali{ou sont en cours de réalisation) sur
ce travail, comme par exemple la mise au point d’'une teclenighase de tabou dynamique. L'uti-
lisation du tabou dans les méthodes de recherche localeepeBrsupprimer le caractere aléatoire
des meilleures techniques de réparations locales agublteis pensons qu’a I'avenir le développe-
ment de techniques de réparations plus déterministeidagil’analyse des méthodes de recherche
locale dans le but de proposer de nouvelles améliorati@sifeurs, nous avons montré que géné-
rer I'interprétation initiale par I'intermédiaire du dégélibre des occurrences des variables ouvre de
nouvelles pistes quant a la mise au point de nouvelles teabaide réparations locales.

— Lalgorithme de Davis & Putnam est sans conteste I'appromdmpléete la plus utilisée actuelle-
ment. Notre contribution a I'amélioration de cet algorithporte sur la mise au point d’'une nouvelle
technique d’élagage de 'arbre DP basée sur une généiatisii théoreme de partition du mo-
dele. L'utilisation de cette technique au sein de la proogde Davis & Putnam a permis de réduire
sensiblement le nombre de nceuds parcourus par DP. L'étadedhe et pratique faite sur la généra-
lisation du théoréme de partition du modeéle devrait pemmelins le futur d’'intégrer notre technique
d’élagage aux meilleures implantations de DP actuelles dadiccroitre encore leur efficacité.

— Les approches mixtes sont jusqu’a I'heure actuelle penwam et peu utilisées. Nous avons mon-
tré que de telles approches étaient tout a fait réalisalbigmatique. En effet, nous avons proposé
un nouvel algorithme complet, DPRL, utilisant la rechertdeale a la fois comme heuristique de
branchement de DP mais également comme un moyen de proldngaprétation partielle cou-
rante construite par DP vers un modéle. Cette techniqueseepar le constat que les méthodes de
recherche locale, bien que dédiées uniquement a la reeheéecolutions, permettent de circonscrire
l'inconsistance de certaines instancesSdd . De plus, notre algorithme conserve toute I'efficacité
des méthodes de recherche locale dans la preuve de I'evéstiin modele et est particulierement
efficace sur les instances ou I'inconsistance est locadsi-@&-dire due a un sous-ensemble de I'en-
semble de clauses. Les algorithmes mixtes constituentira aais, une voie de recherche porteuse
guant a la mise au point des algorithmes performants a venir.

— La génération d’instances aléatoires fait actuellemebjdt de nombreuses études, notamment dans
le but d’'améliorer les meilleures bornes théoriques du.gdaus avons étudié ce modéle de généra-
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tion standard en introduisant un nouveau parametre : legpibte de « positiver » un littéral. L'étude
de ce modeéle de génération a permis de mettre en avant lnedatre le pic de difficulté des ins-
tances aléatoires et la probabilité de générer un littésitih D’autre part, un phénomeéne surprenant
qguant a I'apparition des littéraux purs lors de la résolutle ces instances par la procédure de Davis
& Putnam a été exhibé. En effet, la courbe représentant Idrmde littéraux purs en fonction du
rapport nombre de clauses sur nombre de variables, admeeggemums dont I'un est situé exac-
tement & la valeur du seuil. Pour ce dernier, nous n’avonsreinituition permettant d’expliquer ce
phénoméne.

En ce qui concerne I'étude des techniques de déduction & game base de connaissances, notre
contribution porte sur I'introduction de nouvelles teaues a base de compilations logiques préservant
I'équivalence.

— D'’un point de vue théorique, nous avons généralisé le @intenpliquants en introduisant les no-
tions d’'impliqguants modulo une ou des théories. Cette gdisétion a eté adaptée aux notions d'im-
pliguants premiers et de couverture d’'impliquants (pres)jgoour aboutir a la notion de couverture
traitable. Nous avons proposé trois cas particuliers deerture traitable : les couvertures modulo
une théorie, les couvertures de simplifications traitabtdss couvertures d’hyper-impliquants.

— D’un point de vue pratique, nous avons proposé différetgelsniques de compilations logiques
préservant I'équivalence basées sur les différentes ctures définies. Nous avons montré que ces
approches de compilation permettent de réduire la taillesstemps de compilation. De plus, les
approches mises au point sont génériques et possedenplapéal’étre «anytime». Les techniques
basées sur des raisonnements a partir de théories (tesiyahlvrent clairement de nouvelles pistes
a la fois dans la mise en ceuvre de nouveaux algorithmes deiletions logiques mais également
dans la mise en place de nouvelles stratégies de résolutiprodlemeSAT.

Le travail amorcé dans cette thése ouvre de nombreuseseptves et interrogations. Nous proposons
d’étendre nos travaux dans diverses directions:

Dans I'avenir, nous nous attacherons bien évidemment dameéles différents algorithmes proposés.

— TSAT est pour l'instant un algorithme capable de réglevmugtiquement la longueur de la liste tabou
pour des instancdsSAT aléatoires. Il reste que seul un réglage manuel de cetteidbmgest opéré
actuellement pour les autres instances. Les travaux esgagén réglage dynamique de la liste tabou
sont encourageants. Des résultats partiels montrent leemgence de la longueur de la liste tabou
vers la taille optimale pour les instandeSAT aléatoires. Cependant, ce réglage automatique ne se
fait pas sans un colt supplémentaire, il nous faut doncméter un procédé permettant de garantir
I'obtention de la taille optimale tout en conservant ou egbonant les performances actuelles. L'une
des voies aboutissant a cet objectif passe peut étre paséagorcompte du déséquilibre des variables
dans la stratégie de réparation de TSAT.

— L'application du théoréme de partition du modele dans tzc@dure de Davis & Putnam permet
un gain substantiel en terme du nombre de nceuds exploréstédl que le temps de calcul joue en
défaveur de cette technique. Plusieurs pistes sont aatuetit en cours d’exploration pour diminuer
le temps de calcul, notamment la détermination d’'un ordezathen des clauses susceptibles d’'étre
impliquées. Par ailleurs, les niveaux d'implication deusles introduits en fin de thése devraient
permettre d’élaguer I'arbre de recherche construit par BRndniére encore plus significative et
ainsi de réduire le temps de calcul de la méthode.

— DPRL est une technique mise au point uniquement pour nmdatfaisabilité des méthodes mixtes.
De nombreuses optimisations devraient permettre d’acerivés fortement ses performances. Nous
pensons notamment limiter le nombre d’appels a la rechéoclade et, d’autre part, intégrer le score
des littéraux calculés par la recherche locale dans unéstigue de branchement plus sophistiquée
tendant a équilibrer I'arbre de décision construit par lahode.
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— Les algorithmes de compilation logique proposés dane tfeése sont tous basés sur la procédure de
Davis & Putnam. Nous pensons qu’une voie pour améliorerdefopnances de ces algorithmes est
I'utilisation d’heuristiques de branchement spécials&ar exemple, lors du calcul d’une couverture
simplifications traitables, il serait intéressant de déteer dans quelle mesure il est possible de
déterminer une heuristique facilitant I'apparition denfiles traitables. D’autre part, il est évident
que seul un ensemble restreint de classes traitables arur&isérées, une amélioration possible des
différentes techniques serait de mettre en jeu un plus [zagel de classes traitables.

Certains résultats empiriques obtenus au cours de cetfe ploisent un certain nombre d’interrogations
qui ne trouveront réponses qu’apres une analyse théormusspe.

— La courbe obtenue sur le réglage de la taille de la listdet’tits pour TSAT, mérite sans aucun doute
une analyse théorique afin de savoir s'il est possible decéte taille aux paysages des instances
KSAT.

— Limportance des littéraux retournés par les méthodesdeerche locale (littéraux étant apparus
le plus souvent dans des clauses falsifiées) étant démap&eimentalement, est-il possible de
caractériser ces littéraux autrement que par I'exécutionedméthode de recherche locale?

— Nous avons montré expérimentalement le lien entre le piffieulté des instancelsSAT aléatoires
et la probabilité de positiver un littéral dans ces instané&sst-il possible de caractériser ce lien de
maniére théorique ?

Une perspective intéressante est de voir dans quelle messirésultats peuvent étre étendus et appli-
qués a d’autres domaines. Un travail préliminaire (ne figupas dans cette thése) a été entrepris quant a
I'extension des techniques mises au point pour la sat&@fdig® & un contexte de logique non monotone
et de diagnostic de pannes. Pour ce faire, nous nous somstiesnes a I'utilisation d’une logique propo-
sitionnelle non monotone, ou certaines propositions ddigere minimisées (propositions d’anormalités a
la McCarthy). Nous avons montré comment utiliser les temphes développées pour le proble8®T, en
vue de rechercher des modeéles préférés au sein de cetteddlylqzureet al. 1997d, Mazuret al. 19974a].

Par ailleurs nous avons proposé une nouvelle approche pfmuler de maniére effective des inférences
au sein d'une logique non monotone propositionnelle sinmfpledée sur ce concept de modeéles préférés
[Grégoire & Mazure 1998, Grégoiet al. 1998].

Par ailleurs, les résultats obtenus dans le cadre de latidétet de la localisation des inconsistances
nous ont conduits a appliquer ces techniques afin de résdadnproblémes liés a la fusion et a I'interac-
tion de bases de connaissances dans un cadre de travailatifoi® travail porte sur le maintien de la
cohérence lors de la fusion de connaissances expriméesiddnsmalisme de logique propositionnelle
[Mazureet al. 1996¢c, Mazurest al. 1997c].
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Annexe

Instances de DIMACS : description

Nous décrivons succinctement dans cette annexe, les ¢estgmoposées au challenge de DIMACS
[DIM1993].

Ces informations ont été recueillies a partir du site irdede DIMACS :
http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/

L'ensemble de ces instances est accessible via un ftp areayedresse :
ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/sat/

FAW: Ces instances ont été proposées par F.J. Radermacher aagel, Blles proviennent d’horizons
aussi variés que nombreux; on y trouve par exemple des gesatiu probléme des pigeons, des
problémes de coloriage de graphe, des problemes aléattice€ependant, ces instances ont toutes
la particularité d'étre de « petite » taille.

SSA etBF: Les instances SSA et BF ont été proposées par Allen Van G@lagecs.ucsd. edu) et
Yumi Tsuji (tsuji@cse.ucsc.edu). Elles représentent des problémes d’analyse de pannés de c
cuits.

Dubois: Cesinstances sontissues d’'un générateur proposé pa@ivbois ubois@laforia.ibp.fr).
Ces instances ont la particularité de ne jamais produiritéealux purs lors de leur résolution par DP
et de fournir un arbre de taille exponentielle par rappod taille de I'instance (si toutefois aucune
technique spécifique, comme la détection de symétries,intégrée a DP). Le source du générateur
est disponible via ftp anonyme a 'adresse :
ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/sat/contributed/dubois/gensathard.c

Par: Instances proposées par James Crawfip¢x@fesearch.att . com). Un probléme de la formgarzz-y
représente un probléme de paritésubits (y étant le numéro de l'instance) tandis que les probléemes
parzz-y-c codent exactement le méme probléme excepté que ces instamcété simplifiées de
maniére a créer un probléme équivalent. De plus ampledsiétaices problemes peuvent étre trou-
vées a l'adresse:
ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/sat/contributed/crawford/README.

F: Proposés par Bart Selmane(lman@research.att.com), ces problémes sont des instanBSAT
aléatoires au seuil de « grande » tai@, 1000 et 2000 variables).

G: Cesinstances sontissues de problémes de coloriage degréatles ont été proposées par Bart Selman
(selman@research.att.com). Ces instances sont particuliérement difficiles car d’'pad elles
proviennent de probléemes de coloriage de graphes extrémelificiles a résoudre en théorie des
graphes et d'autre part la représentation CNF de ces prelslést trés volumineusés4622 clauses
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pour le plus grand). De plus amples informations peuvertditenues a I'adresse:
ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/sat/contributed/selman/README. cnf.

Hanoi: Comme leur nom l'indique, ces problemes représentent lage@NF du probléme des Tours de

Pret:

JNH:
Hole:

AIM

Hanoi. Ces problémes ont été proposés par Bart Selssdmgn0research.att . com).

Proposées par Daniele Pretoladafiele@crt.umontreal.ca), ces instances codent des pro-
blemes de-coloriage de graphes, enrichis par des contraintes degdin de forcer ces instances a
étre insatisfaisables. Le générateur de ces instancegfpetitouvé a I'adresse :
ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/sat/contributed/pretolani/

Ces problémes sont des instances aléatoires proposéespaidoker (h38+@andrew. cmu. edu).
Problémes des + 1 pigeons (ou chaussettes)epigeonniers (respectivement tiroirs). Vérifie s'il
est possible de mettre + 1 pigeons dans pigeonniers avec un seul pigeon par pigeonnier! Ces

instances ont été proposées par John Hogkedq+0andrew . cmu . edu).

Ces instances proposées par Eiji Miyandyano@csce . kyushu-u.ac. jp) sont des instanc@SAT
générées artificiellement de telle maniére que les instarges» admettent un et un seul modele.
Le générateur de ces instances, ainsi que de plus amplesiatfons sur ce générateur peuvent étre
trouvés dans le répertoire :
ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/sat/contributed/iwama/.
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Abstract

Knowledge representation and reasoning is a key issue ipetanscience and more particularly in
artificial intelligence. In this respect, propositionagio is a representation formalism that is a good trade-
off between the opposite computational efficiency and esgiveness criteria. However, unleBs= N P,
deduction in propositional logic is not polynomial in thensibcase. In this respect, two correlated problems
are addressed in this thesis: the satisfiability and theddgompilation of propositional knowledge bases.

First, new contributions about the computational aspefcteeSAT problem (i.e. the satisfiability of
a propositional formula in conjunctive normal form) areabed, with respect to both logically complete
and incomplete computational approaches to SAT. In pdatica new local search method based on a
systematic use of a tabu list is proposed and fine-tuned.riSing experimental results about the optimal
length of the tabu list are exhibited with respect to harddoan £SAT instances. A generalization of
Oxusoff and Rauzy’s model partition model is also obtain®éttw combinations of incomplete (local)
search procedures and complete (systematic) search oses twathe Davis and Putnam’s procedure that
exploit the complementary properties of both approachesnwestigated. Finally, a relation between the
probability of generating a positive literal and the peaklifficulty of random instances is exhibited.

Then, a new approach to logical equivalence-preservinglladge compilation is proposed. The key
idea is to transform the initial formula into a tractable epv.e. a logically equivalent set of tractable
formulas considered in a disjunctive way. It generalizesdtandard notion of (prime) implicants cover.
Three specific cases are investigated; namely, covers edpect to one theory, carver-based tractable
covers and hyper-implicants covers. Both theoretical aqpeiemental results show a substantial and time
saving with respect to standard approaches.

All algorithms in this thesis have been implemented as aumiimulti-strategies platform and validated
in an extensive manner with respect to standard benchmaddsard random instances.

Keywords: Knowledge representation, propositional logic, SAT, togpmpilation, Davis & Putnam pro-
cedure, local search, tabu search, mixed methods, randoenajmsn.



Résumé

Lareprésentation des connaissances et les problemedrdiities associés restent a I’heure actuelle une
problématique riche et centrale en Informatique et plusipéénent en Intelligence Artificielle. Le forma-
lisme considéré dans cette these est la logique propasitienqui permet d'allier puissance d’expression
et efficacité. Il reste que la déduction en logique propositelle ne peut admettre de solutions a la fois
générales et efficaces. Cette thése traite de la satisfaéabde la compilation de bases de connaissances
propositionnelles, deux problémes directement connédigproblématique de la déduction.

Aprés une présentation générale de la thématique abordé® (), la seconde partie de cette thése est
dédiée a I'étude des méthodes de résolution du probléemeNgATS proposons différents algorithmes pré-
servant ou non la complétude logique. En premier lieu, noésgmtons un nouvel algorithme de recherche
locale (TSAT) basé sur une utilisation systématique d'iste de réparations interdites (méthode tabou).
Les algorithmes de recherche locale sont trés souventdissajun réglage pointilleux de leurs parametres.
Un résultat empirique surprenant permet de régler autgonatient la taille de la liste tabou en fonction du
nombre de variables pour des instank8&T aléatoires. En ce qui concerne les algorithmes comptats
SAT, notre contribution porte sur une généralisation dwtédne de partition du modéle. Nous montrons
comment une application restreinte de cette généralisatisociée a la procédure de Davis & Putnam (DP)
permet de diminuer la taille de I'arbre de recherche parcdia complémentarité des méthodes complétes
et incomplétes conduit naturellement a l'idée de faire évepces méthodes. Nous proposons plusieurs
schémas de coopération et montrons que de telles comhigasnmt extrémement performantes en pra-
tique. Nous terminons cette seconde partie par la prégamige résultats expérimentaux obtenus sur le
modele standard de génération d'instances aléatoirestéisetats obtenus mettent en évidence un lien
surprenant entre la probabilité de « positiver » un littétdé pic de difficulté des instances aléatoires.

La troisieme partie de cette these est consacrée au proldértse compilation logique de bases de
connaissances. Nous proposons une nouvelle techniquenti@lation logique préservant I'équivalence,
basée sur un raisonnement modulo des théories. Cette qeehrépose sur 'idée de déterminer un en-
semble de formules traitables (vu comme leur disjonctiémantiquement équivalent a la formule initiale.
Cet ensemble de formules est appelé couverture traitabléyfiz de couverture généralise la notion de
couverture d’impliquants (premiers). Nous en proposauis tras particuliers: les couvertures modulo une
théorie, les couvertures de simplifications traitableestdouvertures d’hyper-impliquants. Les résultats
théoriques et pratiques obtenus montrent que les appr@échase de couvertures traitables améliorent
considérablement les approches existantes (gain de tdrdjgspace).

Une plate-forme logicielle regroupant 'ensemble des dilgmes décrits dans cette thése a permis de
valider expérimentalement les algorithmes utilisés suadges classes d'instances.

Mots-clés : Représentation des connaissances, logique propositien8AT, compilation logique, procé-
dure de Davis & Putnam, recherche locale, recherche tabétihades mixtes, génération aléatoire.



