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à l’initiative de l’Association Française pour la Programmation par
Constraintes (AFPC)

Organisation

SupAgro, LIRMM, Montpellier

Président des Journées
Philippe Vismara

Président du comité de programme
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Alban Derrien LINA, Ecoles des Mines de Nantes
Jean-Guillaume Fages COSLING S.A.S.
Steven Gay ICTEAM, Université catholique de Louvain
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Préface

Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes représentent chaque année une précieuse
opportunité de rencontre, favorisant les échanges et la dissémination de résultats. L’édition 2016 m’a offert
un poste d’observation privilégié sur les activités de la communauté, poste duquel la vue est imprenable
et exaltante.

Tout d’abord, j’ai été impressionné par la qualité des articles soumis. Le programme scientifique offert
aux participants est remarquable, et il démontre l’excellence de la “francophonie” dans ce domaine de
recherche. Tout n’est pas parfait. Le nombre d’articles soumis (34, contre 49, 46 et 44 lors des trois
dernières éditions) est le plus bas depuis de nombreuses années. Je ne m’aventurerai pas à y voir une
tendance, pas plus que je ne proposerai d’explication, mais ce n’est certainement pas une bonne nouvelle.

Ensuite, j’ai vraiment été enchanté et admiratif du travail de relecture des membres du comité de
programme. Le comité rassemble 34 chercheurs de 7 pays, 19 villes et 24 institutions.

Les JFPC représentent avant tout une opportunité d’échange, et n’ont donc pas vocation à être
sélectives. Le taux d’acceptation de cette édition (97%!) en témoigne. Mais loin de faire baisser la qualité
des rapports, ce fait a au contraire incité beaucoup de rapporteurs à fournir une quantité considérable de
commentaires très constructifs. L’ensemble du comité a en outre consciencieusement et démocratiquement
choisi les trois articles étudiants finalistes pour le prix AFIA de la meilleure contribution, présentés lors
d’une session spéciale. Plus d’un tiers des articles soumis avaient un étudiant comme auteur principal, et
chacun des finalistes peut être extrêmement fier étant donné la qualité des articles soumis.

J’ai également pu mesurer la somme d’efforts déployés par le comité d’organisation pour proposer un
congrès qui sera, j’en suis absolument certain, une grande réussite. Ces journées lanceront à Montpellier
un véritable “tour de France de la programmation par contraintes” qui fera ensuite étape à Bordeaux avec
SAT 2016 pour se conclure à Toulouse pour CP 2016. Je souhaite au plus grand nombre de participer
aux trois!

Enfin, un alléchant et éclectique programme de présentations invitées viendront parachever le travail
des auteurs, rapporteurs et organisateurs pour rendre ce congrès agréable autant qu’enrichissant :

• Malik Ghallab, directeur de recherche au CNRS et directeur du LAAS de 2003 à 2006, présentera
ses travaux récents sur des approches CSP pour la planification de tâches sous incertitude en
Robotique.

• Benoit Rottembourg, directeur associé Pricing & Revenue Management à Eurodecision, présentera
les problèmes induits par les sytèmes de “pricing” qui représentent un enjeux économique majeur.

• Johan Thapper, mâıtre de conférences à l’université Paris-Est, présentera ses résultats récents, en
particulier une caractérisation complète de la complexité des classes de CSP pondérés définies par
des langages de contraintes.

C’est donc avec une grande fierté de faire partie de cette communauté et avec un optimisme renouvelé
que je m’apprête à passer le témoin au prochain président du comité de programme.

Emmanuel Hebrard
Président du comité de programme des JFPC 2016
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Alejandro Reyes Amaro, Éric Monfroy and Florian Richoux
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Contingence, Contrôlabilité et Observabilité en
Planification Temporelle

Malik Ghallab

LAAS-CNRS, Université de Toulouse, France

malik.ghallab@laas.fr

Résumé

La planification de tâches requiert souvent une représentation explicite du temps. On souhaite une représentation
suffisamment flexible pour permettre de différer à la phase d’exécution l’instantiation des variables temporelles du plan
synthétisé. Dans ce sens, les approches du type CSP permettent de maintenir, en cours de planification comme à l’exé-
cution, un ensemble de solutions consistantes, sans se restreindre à une seule qu’il serait difficile de réaliser.

On se heurte alors à la difficulté classique des variables contingentes, qui correspondent à des événements hors du
contrôle de l’agent, ou des durées qu’il ne mâıtrise pas. Ces variables aléatoires ne peuvent être fixées ou contraintes
par la planification. Le plan synthétisé doit cependant rester controllable : l’agent doit pouvoir à tout moment choisir les
variables contrôlables, ayant observé les événements contingents qui se sont produits avant (contrôlabilité dynamique).

De nombreux travaux ont permis très récemment de mâıtriser l’algorithmique de la contrôlabilité dynamique pour
des représentations relativement simples (e.g., STN). Ces travaux supposent que tous les événements contingents qui
influencent l’activité de l’agent sont observables. Ce n’est pas toujours la cas.

Comment vérifier que le plan est dynamiquement contrôlable si tout n’est pas observable ? Si le plan n’est pas
contrôlable, que faut-il observer pour qu’il le soit ? Comment intégrer à la planification l’ajout des actions nécessaires à
la contrôlabilité ?

L’exposé proposera un tour d’horizon assez large sur ces questions en les illustrant, sans rentrer dans les détails
techniques, par des travaux récents, en particulier ceux du LAAS autour du système de planification FAPE.

Références

[1] M. Ghallab, D. Nau and P. Traverso. Automated Planning and Acting. Cambridge University Press, (in
press, http ://www.laas.fr/planning), 2016

[2] A. Bit-Monnot, M. Ghallab, F. Ingrand. Which Contingent Events to Observe for the Dynamic Controlla-
bility of a Plan. Proc. IJCAI, 2016

[3] F. Dvořák, R. Barták, A. Bit-Monnot, F. Ingrand, M. Ghallab. Planning and Acting with Temporal and
Hierarchical Decomposition Models. Proc. ICTAI, 115-121, 2014
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50 nuances de prix : entre élasticité et contraintes

Benoit Rottembourg

Eurodecision, Versailles, France
LINA - Laboratoire d’Informatique de Nantes Atlantique

benoit.rottembourg@eurodecision.com

Résumé

Depuis 10 ans, les français ont massivement adopté internet comme boutique pour faire leurs courses. Le web
représente aujourd’hui 700 millions d’actes d’achat par an, pour un montant proche de 60 milliards d’euros, soit 9% de
nos achats (hors alimentation).

Derrière chaque transaction, il y a un choix de l’internaute. Un choix basé sur une envie, bien souvent une image
et . . . un prix. Il n’est pas rare qu’en amont d’un acte d’achat réussi - ou raté - nous ayons visualisé, plus ou moins
consciemment, plus d’une centaine de prix différents, pour peu ou prou le même produit. De toute évidence, ces prix
bougent. Le prix d’un hôtel à Paris bouge par exemple plusieurs fois par semaine, parfois par jour. Ils bougent de plus
en plus fréquemment, et ipso facto, de plus en plus «automatiquement». Des milliers d’analystes pricing (en l’occurrence
des revenue managers dans l’hôtellerie), servis par des logiciels puissants, ou des feuilles excel replètes sont désormais en
charge de fixer ces prix. Leurs objectifs s’expriment le long de plusieurs axes : maximiser une marge, prendre une part de
marché, augmenter un chiffre d’affaires.

L’objet de cette présentation est d’illustrer quelques-uns des principaux mécanismes qui expliquent la difficulté de la
fixation des prix. Nous insisterons sur le triptyque «Elasticité du comportement client/ Contraintes marketing / Maximi-
sation de la marge» qui conditionne les algorithmes de pricing des sites marchands et des comparateurs de prix. En nous
inspirant des univers du transport, du tourisme et de la grande distribution, nous chercherons à décrire la richesse des
contraintes en jeu ainsi que la volumétrie des problèmes algorithmiques à résoudre. Nous ne pourrons nous empêcher de
décrire quelques méthodes de résolution couramment utilisées pour cette famille de problèmes d’optimisation combinatoire
stochastique avec recours. Nous insisterons sur la dynamique du processus de fixation des prix qui contraint fortement la
recherche de solutions. Nous conclurons par un retour d’expérience nuancé par la forte sensibilité de ces algorithmes à la
qualité de la donnée et donc à la connaissance des élasticités évoquées.

Références

[1] T Benoist, E Bourreau, Y Caseau, B Rottembourg. Towards Stochastic Constraint Programming : A Study
of Onine Multi-Choice Knapsack with Deadlines. In Proceedings : Principles and Practice of Constraint
Programming — CP 2001, pages 61–76, Paphos, Cyprus, 2001

[2] K. Talluri, G van Ryzin. The Theory and Practice of Revenue Management. Springer, 2004

[3] M. Ferguson, T. Bodea. Pricing Segmentation and Analytics. Business Expert Press, 2012
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Cohérences et dichotomies parmi des CSP
pondérés

Johan Thapper

Université Paris-Est, LIGM (UMR 8049), Marne-la-Vallée, France

johan.thapper@u-pem.fr

Résumé

Nous considérons des CSP pondérés dans un cadre de restrictions de contraintes pondérées. Plus précisément, nous
fixons un ensemble de fonctions de coût, appelé le langage de contraintes, et on considère le problème de minimiser une
somme de contraintes pondérées où les fonctions de coût viennent du langage. On se restreint à l’étude des fonctions de
coût qui prennent des valeurs rationnelles ou l’infini positif. En particulier, ce problème permet de modéliser deux types
de problème d’optimisation classiques sur des instances de CSP :
— Min CSP où l’objectif est de minimiser le nombre de contraintes non satisfaites ;
— Min Sol où l’objectif est de minimiser une fonction objectif sur l’ensemble d’affectations satisfaisantes.
On s’intéresse à la question suivante : pour quels langages, le problème peut-il être résolu en temps polynomial ?

Les notions de cohérence en général et la cohérence d’arc en particulier sont des outils de base pour les solveurs et
pour l’étude des classes polynomiales. Notre étude démarre avec la notion de cohérence d’arc d’un réseau de contraintes
classique. Cette notion et ses généralisations nous amènent ensuite aux notions correspondantes des CSP pondérés, où il
s’avère que ces notions donnent une réponse presque exhaustive à notre question ci-dessus.

Dalmau et Pearson [3] caractérisent les CSP de lar-
geur 1, c’est-à-dire les CSP pour lesquels il suffit d’éta-
blir la cohérence d’arc une seule fois pour les résoudre,
sans avoir besoin de backtracking. La classe de CSP
de largeur 1 contient par exemple les CSP ayant un
langage de contraintes max-closed. Plus tôt, Feder et
Vardi [4] avaient déjà considéré cette notion dans un
contexte de Datalog. Dans ce contexte, la notion se
généralise naturellement à la notion de largeur rela-
tionnelle k, avec une notion de cohérence liée à chaque
niveau k. Ils ont conjecturé que les CSP de largeur
bornée (de largeur relationnelle k pour un k fixe) sont
ceux qui n’ont pas la “capacité à compter”. Récem-
ment, cette conjecture a été résolue, culminant dans le
travail de Barto et Kozik [1]. D’une certaine manière,
alors, on comprend maintenant quels CSP classiques
peuvent être résolus en établissant une cohérence lo-
cale.

Suivons alors le sentier correspondant pour le CSP
pondéré. De nombreuses notions de cohérence d’arc
pondéré ont été proposées. Cooper, de Givry et
Schiex [2] introduisent la cohérence OSAC (Optimal
Soft Arc Consistency) qui peut être établie en résol-

vant un programme linéaire (LP). Le problème dual de
ce programme peut également être obtenu comme une
relaxation du CSP pondéré. Cette relaxation s’appelle
la BLP (Basic Linear Programming relaxation). Thap-
per et Živný [6] caractérisent les CSP pondérés pour
lesquels l’optimum cöıncide avec l’optimum de la BLP.
Donc, pour ces CSP pondérés, il suffit de résoudre la
BLP une seule fois, sans avoir besoin de backtracking.

Le papier de Feder et Vardi est plus connu pour
poser la question suivante : le CSP restreint par un
langage arbitraire (mais fixe) de relations, est-il tou-
jours soit résoluble en temps polynomial, soit NP-dur ?
Cette question, sous le nom de la conjecture de dicho-
tomie, est toujours ouverte. Par contre, la question
correspondante pour les Min CSP (et plus générale-
ment pour la classe de CSP pondérés avec des fonc-
tions de coût prenant des valeurs rationnelles finies), a
été résolue. Thapper et Živný [7] démontrent que, soit
l’optimum du Min CSP cöıncide avec l’optimum de la
BLP, soit le Min CSP est NP-dur. Plus récemment,
Kolmogorov, Krokhin et Roĺınek [5] ont donné une di-
chotomie conditionnelle pour tous les CSP pondérés :
si la conjecture de Feder et Vardi est vraie, alors le
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CSP pondéré restreint par un langage de contraintes
est soit résoluble en temps polynomial, soit NP-dur.

La BLP se positionne à l’extrémité d’une hiérarchie
de relaxations LP s’appelant la hiérarchie de Sherali-
Adams. Les niveaux supérieurs de cette hiérarchie cor-
respondent aux niveaux supérieurs de largeur relation-
nelle des CSP classiques. En utilisant la caractérisation
de largeur bornée, Thapper et Živný [8] donnent une
caractérisation pour les CSP pondérés qui sont réso-
lubles en utilisant les “cohérences” dérivant de cette
hiérarchie. Cette caractérisation implique en outre une
dichotomie des problèmes de type Min Sol (avec une
restriction légère sur la fonction objectif) : soit un pro-
blème Min Sol est résoluble par le troisième niveau de
la hiérarchie de Sherali-Adams, soit le problème est
NP-dur.
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Résumé

Le game description language avec informations in-
complètes (GDL-II) est assez expressif pour représen-
ter les jeux stochastiques multi-agents avec observation
partielle. Malheureusement, une telle expressivité n’est
pas possible sans un prix : le problème consistant à
trouver une stratégie gagnante est NExpNP-hard, une
classe de complexité qui est bien au-delà de la portée
des solvers actuels. Dans ce papier, nous identifions un
fragment Pspace-complete de GDL-II, où les agents par-
tagent les mêmes observations (partielles). Nous mon-
trons que ce fragment peut être encapsulé dans un pro-
blème de satisfaction de contraintes stochastiques dé-
composable (SCSP) qui, par tour, peut être résolu en uti-
lisant des techniques de programmation par contraintes
usuelles. Dès lors, nous avons développé un algorithme de
décisions séquentielles fondé sur les contraintes pour les
jeux GDL-II exploitant la propagation par contraintes,
l’évaluation Monte-Carlo et la détection de symétries.
Notre algorithme, vérifié sur une large variété de jeux,
surpasse aisément l’état de l’art des algorithmes du ge-
neral game playing (GGP).

Abstract

The game description language with incomplete in-
formation (GDL-II) is expressive enough to capture
partially observable stochastic multi-agent games. Un-
fortunately, such expressiveness does not come without
a price : the problem of finding a winning strategy is
NExpNP-hard, a complexity class which is far beyond
the reach of modern constraint solvers. In this paper we
identify a Pspace-complete fragment of GDL-II, where
agents share the same (partial) observations. We show
that this fragment can be cast as a decomposable sto-
chastic constraint satisfaction problem (SCSP) which, in
turn, can be solved using general-purpose constraint pro-

∗Papier doctorant : Eric Piette est auteur principal.

gramming techniques. Namely, we develop a constraint-
based sequential decision algorithm for GDL-II games
which exploits constraint propagation, Monte-Carlo sam-
pling, and symmetry detection. Our algorithm, validated
on a wide variety of games, significantly outperforms the
state-of-the-art general game playing algorithms.

1 Introduction

De toutes les activités humaines, les jeux amènent
l’un des exemples de comportement intelligent les plus
illustratifs. En effet, un joueur doit faire face à de nom-
breuses taches complexes, telles que la compréhension
de règles abstraites, l’évaluation de la situation cou-
rante, choisir le meilleur mouvement possible et fina-
lement élaborer une stratégie gagnante. Dans le cadre
de l’intelligence artificielle, le challenge General Game
Playing (GGP) [8, 7] propose de développer des joueurs
informatisés qui comprennent les règles de jeux précé-
demment inconnus et d’apprendre à y jouer efficace-
ment sans intervention humaine.

Dans le General Game Playing, les règles d’un jeu
sont décrites dans un formalisme de représentation dé-
claratif de haut niveau, nommé le Game Description
Language (GDL). La première version de ce langage
(GDL-I) est restreinte aux jeux déterministes avec in-
formations complètes [14]. Tandis qu’un jeu GDL-I
peut impliquer plusieurs joueurs, chaque participant a
une connaissance complète de l’état courant du jeu, les
actions de ces adversaires et des effets déterministes de
l’ensemble des actions.

Dans le but de soulever ces restrictions, Schif-
fel et Thielscher [17, 18] ont récemment proposé
une nouvelle version du Game Description Language
(GDL-II) permettant de représenter les jeux avec
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informations incomplètes. Dans un jeu GDL-II, les
joueurs peuvent avoir un accès limité aux informations
de l’état courant et les effets de l’ensemble des actions
sont incertains. A ce titre, GDL-II est assez expressif
pour représenter les jeux stochastiques avec observa-
tion partielle (POSGs), qui couvrent une large variété
de problèmes multi-agents de décisions séquentielles.
Cependant, une telle expressivité est impossible sans
payer le prix : le problème consistant à trouver une
stratégie gagnante est NExpNP-hard [10], une classe
de complexité qui est bien au-delà de la classe usuelle
de complexité pour les jeux avec informations com-
plètes (Pspace). Bien que différents algorithmes ont
été conçus pour résoudre des instances spécifiques de
POSGs tel que le Contract Bridge [9] et Poker [2], ce
sont tous des programmes dédiés qui reposent forte-
ment sur la connaissance humaine des règles du jeu
et sur des fonctions d’évaluations. Par contre, le déve-
loppement d’un joueur de General Game Playing pour
POSGs semble extrêmement difficile suite à la barrière
de la complexité.

Malgré ce résultat théorique, plusieurs algorithmes
GGP ont été récemment développés pour résoudre cer-
tains fragments de GDL-II. Parmi eux, les jeux dé-
terministes mono agent avec informations incomplètes
[5] et les jeux stochastiques multi-agents avec infor-
mations complètes au travers de notre algorithme
MAC-UCB [13]. Cette dernière approche repose sur les
techniques de programmation par contraintes qui, en
pratique, se sont révélées gagnantes. Notamment au
cours de la dernière compétition internationale GGP
dénommée The Tiltyard Open 2015, nous avons fait
participer MAC-UCB sous le nom de WoodStock (We
Our Own Development STOChastic toolKit) qui a ter-
miné 2ème au cours de la phase de qualification et 3ème

en phase terminale 1. Notons d’ailleurs que cette com-
pétition est dédiée aux jeux déterministes en GDL-I
dans lesquels notre algorithme MAC-UCB ne peut pro-
fiter de sa principale fonctionnalité de filtrage via les
variables stochastiques.

Notre présente étude a pour objectif d’étendre
MAC-UCB à la gamme des jeux GDL-II. La contribu-
tion principale de cet article est résumé ainsi : (i) nous
présentons un fragment important de GDL-II, où les
joueurs partagent les mêmes observations (partielles)
et qui peut être représenté par un SCSP ; (ii) Nous pro-
posons un algorithme de décisions séquentielles à base
de contraintes pour GDL-II qui exploitent la propa-
gation par contraintes, l’évaluation Monte-Carlo et la
détection de symétries ; (iii) Nous apportons une étude
expérimentale comparative sur de nombreux jeux GDL,

1. L’ensemble des matchs sont consultables ici :
www.ggp.org/view/tiltyard/matches/#tiltyard_
open_20151204_2

incluant des jeux déterministes, des jeux stochastiques
et des jeux stochastiques avec observations partielles
(avec informations partagées).

Les résultats expérimentaux montrent que la tech-
nique de programmation par contraintes stochastiques
conduite par les symétries surpasse aisément l’état de
l’art des algorithmes de General Game Playing.

2 GGP avec informations incomplètes

Les problèmes étudiés en GGP sont des jeux sé-
quentiels finis. Chaque jeu implique un nombre fini
de joueurs et un nombre fini d’états, incluant un état
initial distinct et un ou plusieurs états terminaux. A
chaque tour de jeu, chaque joueur possède un nombre
fini d’actions (nommé coups légaux) ; l’état courant du
jeu est mis à jour par les conséquences simultanées de
l’action de chaque joueur (qui peut être noop pour ne
rien faire). Le jeu commence avec un état initial et
après un nombre fini de tours se termine sur un état
terminal au cours duquel un score compris entre 0 et
100 est attribué à chaque joueur. Dans un jeu stochas-
tique, un joueur distinct, souvent faisant référence à la
chance, choisit ses actions aléatoirement selon une dis-
tribution de probabilités définie sur ses coups légaux.
Dans un jeu à informations incomplètes, certains as-
pects (nommé fluents) de l’état courant du jeu ne sont
pas complètement révélés aux agents. Nous allons nous
concentrer sur les jeux stochastiques à informations
partagées dans lesquels à chaque tour l’ensemble des
agents ont les mêmes (parfois incomplètes) informa-
tions sur l’état du jeu.

La syntaxe de GDL-II. GDL est un langage décla-
ratif permettant de représenter les jeux finis. Basique-
ment, un programme GDL est un ensemble de règles
décrites en logique du premier ordre. Les joueurs et
les objets du jeu (pièces, dés, lieux, cases, etc.) sont
décrits par des constantes tandis que les fluents et
les actions sont décrites par des termes du premier
ordre. Les atomes d’un programme GDL sont construits
selon un ensemble fini de symboles de relations et
de symboles de variables. Quelques symboles ont un
sens spécifique dans un programme et sont décrits
dans le tableau 1. Par exemple, dans le TicTacToe,
legal(Alice,mark(X,Y)) indique que le joueur Alice à
l’autorisation de jouer la case (X,Y) du plateau. En
GDL-II, les deux derniers mots-clés du tableau sont
ajoutés pour représenter les jeux stochastiques (ran-
dom) et les jeux à informations partielles (sees).

Les règles d’un programme GDL sont des clauses de
Horn du premier ordre. Par exemple, la règle :

sees(Alice, cell(X, Y, o))← does(Alice, mark(X, Y))
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Mots-clés Description

role(P) P est un joueur

init(F) Le fluent F est présent à l’état initial

true(F) Le fluent F est présent

legal(P, A) Le joueur P peut réaliser l’action A

does(P, A) Le joueur P réalise l’action A

next(F) Le fluent F est présent dans le prochain état

terminal L’état courant est terminal

goal(P, V) Le joueur P obtient un score V

sees(P, F) Le joueur P perçoit F

random Le joueur ”chance”

Table 1 – les mots-clés GDL-II

indique que Alice peut voir l’effet provoqué par le mar-
quage des cases du plateau. Dans le but de représenter
un jeu séquentiel fini, un programme GDL doit obéir
à certaines conditions syntaxiques définies à l’aide de
termes et de relations apparaissant dans les règles.
Nous référons le lecteur à [14, 22] pour une analyse
détaillée de ces conditions.

La sémantique de GDL-II. Pour un entier positif
n, soit [n] = {1, · · · , n}. Pour un ensemble fini S, soit
∆S signifiant la probabilité sur S, c’est à dire, l’en-
semble de toutes les distributions de probabilités sur
S. De nombreuses descriptions de jeux à informations
incomplètes sont proposées dans la litérature (voir e.g.
[17]). Nous nous concentrons ici sur une variante de [5].

Formellement, un jeu stochastique avec informations
partielles avec des coups légaux (POSG) est un tuple
G = 〈k, S, s0, Sg, A, L, P,B,R〉, où k ∈ N est le nombre
de joueurs, S est l’ensemble fini des états, incluant
l’état initial s0, et un sous ensemble Sg d’états termi-
naux. A est un ensemble fini d’actions. Comme d’habi-
tude le profil d’actions est un tuple a = 〈a1, . . . , ak〉 ∈
Ak ; par ap, nous définissons l’action du joueur p, et par
a−p le profil d’actions 〈a1, . . . , ap−1, ap+1, . . . , ak〉 des
joueurs restants. L : [k]×S → 2A définit l’ensemble des
actions légales Lp(s) du joueur p à l’état s ; nous sup-
posons Lp(s) = ∅ pour tous s ∈ Sg. P : S ×Ak ↪→ ∆S

est la fonction de transition partielle de probabilité,
qui attribue à chaque état s ∈ S et chaque profil d’ac-
tions 〈a1, . . . , ak〉 ∈ L(s) à une distribution de pro-
babilités sur S. B : [k] × S → ∆S est la fonction de
croyance qui attribue chaque joueur p ∈ [k] et chaque
état s ∈ S à une distribution de probabilités Bp(s) sur
S, représentant l’état de croyance de p à s. Finalle-
ment, R : [k]× Sg → [0, 1] est la fonction de score qui
attribue chaque joueur p ∈ [k] et chaque état termi-
nal s ∈ Sg à une valeur Rp(s) ∈ [0, 1], représentant le
score de p sur s.

Avec ces notions en tête, le POSG G associe au pro-
gramme GDL-II G défini comme suit. Soit H dénotant
la base Herbrand (i.e. l’ensemble des termes) de G ;
A (resp. F ) est l’ensemble des termes d’actions (resp.

fluent) apparaissant dans H. Nous utilisons G |= A pour
indiquer que l’atome A est vrai dans l’ensemble de ré-
ponses uniques de G. Le nombre k de termes p tel que
role(p) ∈ G, indique l’ensemble des joueurs.

Chaque état s est un sous ensemble de F . Parti-
culièrement, l’état initial s0 est {f : G |= init(f)},
et tout état terminal est l’ensemble de fluents s =
{f1, · · · , fn} tel que G ∪ strue |= terminal, où strue

est l’ensemble de faits {true(f1), · · · , true(fn)}. L’en-
semble Lp(s) des actions légales pour le joueur p à
l’état s est donné par G ∪ strue |= legal(p, a). Spé-
cialement, L0(s) indique l’ensemble des actions légales
pour le joueur ”chance” (random). Tout profil d’actions
(étendu au joueur ”chance”) a = 〈a0, a1, . . . , ak〉 ∈
L0(s)×L1(s)×· · ·×Lk(s) indique un successeur s′ de s
donné par {f : G∪strue∪adoes |= next(f)}, où adoes est
l’ensemble de faits {does(a0), does(a1), . . . , does(ak)}.
La distribution de probabilités P (s,a−0) sur tous
ces successeurs est une distribution uniforme, i.e.
P (s,a−0)(s′) = 1/|L0(s)|. L’état de croyance Bp(s) du
joueur p de tout successeur s′ de s est donné par
la distribution jointe

∏
f∈F P (f), où P (f) = 1 si

G ∪ strue ∪ adoes |= sees(p, f), et P (f) = 1/2 sinon.
Finallement, le score Rp(s) du joueur p à l’état termi-
nal s est la valeur v tel que G ∪ strue |= goal(p, v).

Un fragment Pspace de GDL-II. Un jeu avec
informations partagées représente tout jeu stochas-
tique avec informations partielles G dans lequel à
chaque tour tous les joueurs partagent le même état
de croyance, i.e. B1(s) = · · · = Bk(s) pour tout état
s ∈ S. Nous utilisons ici B(s) pour indiquer l’état
de croyance commun dans s. Clairement, tout jeu
avec informations partagées peut être converti dans
un jeu stochastique complètement observable, en rem-
plaçant la fonction de transition P et la fonction de
croyance B par une nouvelle fonction de croyance
Q : S ×Ak ↪→ ∆S définie ainsi :

Q(s,a)(s′) =
∏

t∈S
P (s,a)(t) ·B(t)

pour tout a ∈ L(s). En d’autres mots, Q(s,a)(s′) est
la probabilité d’observer s′ après avoir effectué le profil
d’actions a à l’état s. Etant donné que pour tout jeu
G stochastique avec informations partagées, une poli-
tique jointe de G est une correspondance π : S → Ak,
où πp(s) est la politique du joueur p, et π−p(s) est la
politique jointe des autres joueurs. Soit un vecteur de
seuil θ ∈ [0, 1]k, nous pouvons dire que π est une po-
litique gagnante pour le joueur p si le score espéré de
p par rapport à π est plus grand que θp.

Basé sur la notion d’informations partagées, nous
pouvons maintenant examiner quelques restrictions
des programmes GDL-II qui garantissent ensemble
que la recherche d’une politique gagnante est dans
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Pspace. Notamment, un programme GDL-II G a
une profondeur limitée si le nombre de termes dans
l’univers d’Herbrand de G est polynomial sur |G|. Si
G est limité et que chaque règle de G a un nombre
constant de variables, alors G est propositionel. Pour
un entier T , G est l’horizon T si tout état terminal
est atteignable après au plus T rounds. Pour finir, G
est à informations partagées si pour chaque joueur p,
chaque fluent f , chaque état s, et chaque profil d’ac-
tions a, on a si G ∪ strue ∪ adoes |= sees(p, f), alors
G∪strue∪adoes |= sees(q, f), pour tout joueur q ∈ [k].

Théorème 1. Soit GT ⊆ GDL-II le fragment pro-
positionel, des programmes d’informations partagées
d’horizon T . Alors, la recherche consistant à trouver
une politique gagnante de GT est Pspace-complète.

Preuve (Schéma) Soit GT inclut les jeux stochas-
tiques à informations complètes comme un cas par-
ticulier, le problème est Pspace-hard. Pour tout jeu
fini et à profondeur limitée G ∈ GT , une politique ga-
gnante peut être trouvée en temps f(|G|) et g(|G|) es-
paces utilisant les machines de Turing alternativement
stochastiques, i.e. une machine de Turing qui inclut des
états stochastiques (pour random), des états existen-
tiels (pour le joueur p), et des états universels (pour
tous les autres joueurs). Soit G propositionel, le nombre
de fluents et le nombre d’actions sont polynomiaux sur
|G|, qui ensemble impliquent que g(|G|) est polynomial.
A chaque état de jeu, la machine de Turing alternati-
vement stochastique peut deviner un profil d’actions
en utilisant ces états existentiels. Soit k ≤ |G|, le pro-
chain état de jeu pouvant être trouvé en utilisant un
nombre polynomial d’états universels et d’états sto-
chastiques. Ceci, avec le fait que la machine de Turing
peut trouver un état terminal avec au plus T tours,
implique que f(|G|) est aussi polynomial. Pour finir,
soit toutes machines de Turing alternativement sto-
chastiques utilisant un temps et un espace polynomial
peut être simulé par NPspace (see e.g. [1]) donc, en
utilisant le théorème de Savitch NPspace = Pspace,
il s’en suit que GT est dans Pspace, ce qui confirme le
théorème. �

3 Le cadre SCSP

Empruntant la terminologie de [23], les réseaux de
contraintes stochastiques étendent le cadre standard
CSP en introduisant des variables stochastiques en plus
des variables de décisions usuelles. Nous nous concen-
trons ici sur une généralisation du modèle original
SCSP qui représente de multiples agents et les distri-
butions de probabilités conditionnelles sur les variables
stochastiques.

Définition 1. Un problème k-joueur de Satisfaction
de Contraintes stochastiques (SCSP) est un 6-tuple
N = 〈V, Y,D,C, P, θ〉, tel que V = (v1, · · · , vn) est
un tuple fini de variables, Y ⊆ V est l’ensemble des
variables stochastiques, D est une correspondance de
V sur les domaines, C est un ensemble de contraintes,
P est un ensemble de tables de probabilités condition-
nelles, et θ ∈ [0, 1]k est un seuil.

— Chaque contrainte dans C est une paire c =
(scpc, valc), tel que scpc est un sous ensemble
de V , nommé la portée de c, et valc est une cor-
respondance de D(scpc) vers ([0, 1] ∪ {−∞})k.

— chaque table de probabilités conditionnelles dans
P est un triplet (y, scpy, proby), où y ∈ Y est
une variable stochastique, scpy est un sous en-
semble de variables apparaissant avant y dans V ,
et proby est une correspondance de D(scpy) vers
une distribution de probabilité D(y).

Par X, nous indiquons l’ensemble V \Y de variables
de décisions. Quand y ∈ Y est une variable stochas-
tique et τ ∈ D(scpy) est un tuple de valeur dans la
table de probabilités conditionnelles y, alors nous uti-
lisons P (y | τ) qui indique la distribution proby(τ).
En particulier, si d ∈ D(y), alors P (y = d | τ) est la
probabilité que y prend la valeur d donnée par τ .

Soit un sous ensemble U = (v1, · · · , vm) ⊆ V , une
instanciation de U est un assignement I de valeurs
d1 ∈ D(v1), · · · , dm ∈ D(vm) aux variables v1, · · · , vm,
aussi écrites I = {(v1, d1), . . . , (vm, dm)}. Une instan-
tiation I sur U est complète si U = V . Soit un sous
ensemble U ′ ⊆ U , nous utilisons I|U ′ qui indique la
restriction de I vers U ′, c’est à dire, I|U ′ = {(vi, di) ∈
I : vi ∈ U ′}. La probabilité de I est donnée par :

P (I) =
∏

y∈Y :scpy⊆U
P (y = I|y | I|scpy

)

Corrélativement, l’utilité d’une instanciation I sur U
est donnée par

val(I) =
∑

c∈C:scpc⊆U
val(I|scpc

)

Notons que val(I) est un tuple (val1(I), · · · , valk(I))
assignant une utilité à chaque joueur. Une instan-
ciation I est localement cohérente si valp(I) 6= −∞
pour chaque joueur p, c’est à dire, I satisfait chaque
contrainte dure dans C. I est globalement cohérente
(ou cohérente) si il peut être étendu à une instancia-
tion complète I ′ qui est localement cohérente.

Une politique π pour le réseau N est un arbre où
chaque noeud interne est étiqueté par une variable
v et chaque arête est étiquetée par une valeur dans
D(v). Spécifiquement, les noeuds sont étiquetés se-
lon l’ordre V : le noeud racine est étiqueté par v1,
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et chaque fils d’un noeud vi est étiqueté par vi+1. Les
noeuds de décisions xi ont un unique fils, et les noeuds
stochastiques yi ont |D(yi)| enfants. Enfin, chaque
feuille dans π est étiquetée par l’utilité val(I), où I
est l’instanciation complète spécifiée par le chemin de
la racine de π à chaque feuille. Soit L(π) l’ensemble
de tous les instanciations complètes induites par π.
Alors, l’utilité attendue de π est la somme de sa feuille
d’utilité pondérée par leur probabilité. Formellement,
val(π) =

∑
I∈L(π) P (I)val(I).

Une politique π est faisable si et seulement si
val(π) ≥ (0, . . . , 0), i.e. tout chemin dans π est glo-
balement cohérent. Finalement, π est une solution de
N si son utilité attendue est plus grande ou égale que le
seuil θ = (θ1, . . . , θk). Cela implique que valp(π) ≥ θp
pour tout joueur p.

Un (decision) niveau dans un SCSP est un tuple
de variables 〈Xi, Yi〉, où Xi est un sous ensemble de
variables de décisions, Yi est un sous ensemble de va-
riables stochastiques, et de variables de décisions sur-
venant avant toute variable stochastique [11]. Par ex-
tension :

Définition 2. Un T -niveau k-joueur SCSP est un
k-player SCSP N = 〈V, Y,D,C, P, θ〉, dans lequel
V peut être partitionné en T niveaux, i.e. V =
(〈X1, Y1〉, . . . , 〈XT , YT 〉), où {Xi}Ti=1 est une partition
de X, {Yi}Ti=1 est une partition de Y , et scpyi ⊆ Xi

pour chaque i ∈ {1, . . . , T} et chaque yi ∈ Yi. Si
T = 1, N est appelé un 1-niveau SCSP, et est défini
par µSCSP.

Notons que la recherche d’une politique gagnante
dans un SCSP est Pspace-complète. Le problème reste
dans Pspace pour T -niveau k-joueurs SCSPs, car
chaque nievau du problème est dans NPPP.

SCSP pour GDL-II. En se basant sur ce cadre, la
traduction d’un programme k-joueur G ∈ GT vers un
T -niveau k-joueur SCSP est spécifié comme suit. Nous
commençons par convertir G vers un ensemble de règles
closes G′, dont leur taille est polynomial dans |G| car G
est propositionel. Pour G′ nous associons un 1-niveau
SCSP N avec V = 〈gt, {ft}, {at}, yt, {ft+1}〉, où gt est
une variable booléenne indiquant si le jeu a atteint
un état terminal ; {ft} et {ft+1} sont les ensembles
de variables stochastiques décrivant l’état du jeu au
tour t et t + 1, respectivement ; yt = at,0 est une va-
riable stochastique décrivant l’ensemble des coups lé-
gaux du joueur ”chance”; et {at} = {at,1, . . . , at,k} est
l’ensemble des variables de décisions, chaque at,p décrit
l’ensemble des coups légaux du joueur p. A proprement
parler, N n’est pas un 1-niveau SCSP, en raison des
variables stochastiques {ft}, mais le domaine de ces
variables est un singleton, indiquant l’état courant du

jeu. Ainsi, lors du processus de résolution, {ft} peut
être supprimé par N pour produire un µSCSP.

Les clauses de Horn d’un programme GDL G peuvent
être naturellement partitionnées en règles init dé-
crivant l’état initial, en règles legal spécifiant les
coups légaux de l’état courant, en règles next indi-
quant les effets des actions, en règles sees décrivant
les observations de chaque joueur sur le jeu, et en
règles goal définissant les scores des joueurs à l’état
terminal. Les règles init, legal et next sont enco-
dées en contraintes dures dans le réseau N . Les règles
sees sont utilisées pour exprimer la table de probabi-
lités conditionnelles de chaque variable stochastique
ft+1. La dernière variable stochastique yt est asso-
ciée à la distribution de probabilité uniforme sur les
coups légaux du joueur ”chance”. La contrainte rela-
tion est extraite de la même manière que les domaines
des variables, par identification de toutes les combi-
naisons autorisées des constantes. Similairement, les
règles goal sont encodées par une contrainte souple sur
N ; basé sur leurs sémantiques, les scores des joueurs
sont toujours à 0 pour les états non terminaux et une
valeur de [0, 1] pour tout état terminal.

En répétant T fois ce processus de conversion, nous
obtenons alors un T -niveau SCSP encodant le jeu G à
T -horizon. Le seuil θ peut être ajusté selon la stratégie
désidée : commençant par la valeur θ = (0, . . . , 0) qui
autorise toutes les politiques faisables, on peut utiliser
la valeur attendue comme une solution du SCSP cou-
rant comme un nouveau seuil, qui détermine un SCSP
plus contraint défini sur les mêmes contraintes.

4 MAC-UCB-SYM

Sur la base du fragment de SCSP pour les jeux GDL,
nous présentons maintenant notre technique de réso-
lution dénommée MAC-UCB-SYM, une extension de
l’algorithme MAC-UCB [13] qui exploite la détection
de symétrie. Comme indiqué ci-dessus, le réseau de
contraintes stochastiques d’un programme GDL est une
séquence de µSCSPs, chacun associant au tour du jeu t
dans {1, . . . , T}. Pour chaque µSCSPt dans {1, . . . , T},
MAC-UCB recherche l’ensemble des politiques faisables
en divisant le problème en 2 parties : un CSP et un
µSCSP (plus petit que l’original). La première partie
est résolue avec l’algorithme MAC et la seconde partie
via l’algorithme FC dédié au SCSP. Puis, un échan-
tillonnage avec borne de confiance est réalisé pour es-
timer l’utilité attendue pour chaque solution réalisable
d’un µSCSPt. Les symétries sont exploitées pour évi-
ter l’exploration inutile de µSCSPs : à chaque µSCSP
résolu, les µSCSPs symétriques sont calculés et stockés
avec leurs utilités attendues.
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Technique de filtrage utilisant les symétries.
Rappelons que la décision séquentielle associée à un
jeu de stratégie est un problème d’optimisation. Clas-
siquement, ce problème est abordé en recherchant une
solution à une séquence de problèmes de satisfaction
stochastiques. En pratique, à chaque tour notre joueur
doit jouer, un laps de temps est dédié au choix de la
prochaine action. Pendant ce temps, nous résolvons
autant de µSCSPs que possible, c’est pourquoi évi-
ter de résoudre des µSCSPs inutilement est un point
clé. Comme les µSCSPs correspondent à une repré-
sentation des états du jeu avec les actions possibles
de chaque joueur, il est possible de rencontrer des
µSCSPs similaires qui correspondent à des états du jeu
similaires. Par exemple, dans un TicTactoe, une fois
que l’adversaire à marqué le centre, marqué l’un des
quatres coins revient à une situation similaire. Dans
notre approche, nous proposons de détecter et de sto-
cker les µSCSPs symétriques dans le but de bénéficier
de ceux déjà résolus.

Rappelons qu’une symétrie dans un ensemble D est
une permutation sur D ou, de manière équivalente
une bijection σ de D vers D. Couramment, de telles
permutations peuvent être représentées comme un en-
semble de cycles. Par exemple, si D = {1, 2, 3, 4},
alors la permutation σ spécifie que σ(1) = 2, σ(2) =
3, σ(3) = 1 et σ(4) = 4, peuvent aussi être décrites
par {(1, 2, 3), (4)}, ou de manière encore plus com-
pacte {(1, 2, 3)} où les cycles unaires sont implicites.
De nombreux types de symétries ont été proposés dans
la litérature de la programmation par contraintes, no-
tamment les symétries de solutions qui préservent l’en-
semble des solutions(e.g. [12, 16]), et constraint sym-
metries qui préservent l’ensemble des contraintes [4].

MAC-UCB-SYM exploite les symétries de contraintes,
caractérisées par les automorphismes de la micro-
structure complémentaire du réseau. Plus précisément,
chaque µSCSP P au niveau t est spécifié selon la Sec-
tion 3, est enrichi par une contrainte dure de portée
({ft}, {at}, yt), où la relation associée est formée de
tuples de la forme (s,a), s définis sur {ft} et a le
profil d’actions défini sur {at} et yt. Chaque tuple
(s,a) est vu comme un “nogood” si toute politique
depuis s avec le profil d’actions a est prédite par UCB
comme une ”non-solution” (son utilité espérée est sous
le seuil θ). Basé sur ce µSCSP P , nous calculons les
automorphismes de la microstructure dérivés de P . La
microstructure est un hypergraphe, qui peut aussi être
décrit par un graphe biparti : la partie gauche étant
l’ensemble des littéraux (paires de variable-valeur), la
partie droite est l’ensemble des tuples incohérents de
toutes les contraintes de µSCSP, et une arête corres-
pond à l’occurence d’un littéral dans un tuple d’une
contrainte. A partir de ce graphe, nous commençons

par calculer les automorphimes et nous générons les
µSCSPs symétriques. Puis, ces µSCSPs sont stockés
avec leurs utilités attendues dans une base (en pra-
tique une table de hash). Avant de résoudre un µSCSP
donné, nous recherchons dans la base si le µSCSP cor-
respond à un µSCSP symétrique déjà rencontré. Si
c’est le cas, l’utilité associée est directement obtenu
sans le résoudre.

Mise en pratique. Considérons un TicTacToe
2 × 2 contre un joueur jouant aléatoirement. Un
joueur gagne si il remplit une ligne ou une colonne (les
diagonales sont exclues). MAC-UCB-SYM joue avec le
symbole ”o”. Supposons que le symbole ”x” est déjà
présent en (1, 1) à l’état initial. La Figure 1 représente
l’arbre de recherche obtenu par MAC-UCB-SYM,
dans lequel une symétrie est apparue entre l’action
mark(1, 2) (le noeud de gauche en bleu) et l’action
mark(2, 1) (le noeud de droite en rouge). Après avoir
résolu l’état initial µSCSP, MAC-UCB-SYM résout
µSCSP1

1 obtenu par l’action mark(1, 2). UCB renvoit
une utilité attendue de 0.25 pour cet état. Après avoir
calculé l’automorphime pour µSCSP1

1, nous générons
et stockons le µSCSP symétrique correspondant
à la permutation {(cell, 1 2 o), (cell, 1 2 blank)},
{(cell, 2 1 blank), (cell, 2 1 o)},{(actiono, 1 2),
(actiono, 2 1)}. Puis MAC-UCB-SYM s’intéresse à
µSCSP2

1 : ici, la détection de symétrie ne révèle pas
de nouveau automorphisme et UCB associe une utilité
attendue de 0 pour ce µSCSP. Enfin le dernier µSCSP
µSCSP3

1 correspond à un µSCSP symétrique généré
précédemment. Par conséquent, la même utilité 0.25
associée à µSCSP1

1 est associée à µSCSP3
1 sans lancer

UCB.
MAC-UCB-SYM choisit une action parmi ceux avec

l’utilité attendue la plus forte : ici, il sélectionne aléa-
toirement l’une des actions mark(1, 2) ou mark(2, 1).
Ainsi, l’idée est de jouer sur la même ligne ou la même
colonne que le symbole ”x” pour espérer un nul.

5 Résultats Expérimentaux

Dans ce cadre, nous présentons une série de résultats
expérimentaux réalisés sur un cluster d’Intel Xeon E5-
2643 CPU 3.3 GHz avec 64 GB de mémoire RAM et
quatres coeurs sous Linux. Notre algorithme a été im-
plémenté en C++ et nous utilisons NAUTY [15] pour
la détection de symétrie.

Nous avons sélectionné 20 jeux déterministes décrits
en GDL extraits de la base de jeux GDL du serveur Til-
tyard 2, et 15 jeux stochastiques en GDL-II incluant
5 sans règles sees. La majorité des jeux GDL-II a été
sélectionné du serveur Dresden 3. Les expérimentations

2. http://tiltyard.ggp.org/
3. http://ggpserver.general-game-playing.de/
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Figure 1 – L’arbre de recherche du TicTacToe 2 ×
2 avec les scores obtenus par MAC-UCB-SYM pour
chaque état terminal

ont été réalisées sur une grande variété de jeux pour un
total de 40, 000 matchs. Il est possible de retrouver plus
en détail chaque jeu sur le site boardgamegeek.com.

Contexte. Les différentes compétitions de jeux sont
organisées entre les différents joueurs de General Game
Playing. Le premier joueur est une version multi-
joueurs de l’algorithme UCT [21], qui représente l’état
de l’art des joueurs GGP pour les jeux déterministes.
Le second joueur est Sancho version 1.61c 4, un joueur
basé sur la recherche Monte-Carlo dans les arbres de
recherche élaboré par S. Draper and A. Rose, qui a
gagné l’International General Game Playing Compe-
tition 2014 (IGGPC’14). Le troisième joueur est l’al-
gorithme GRAVE de [3], qui implémente la technique
Generalized Rapid Action Value Estimation technique,
une généralisation de la méthode RAVE [6] adaptée
pour GGP. Enfin, nous comparons aussi notre joueur à
CFR [20], le CounterFactual Regret technique, qui re-
cherche des équilibres de Nash et les suit afin de jouer.
CFR est considéré ici comme l’état de l’art pour les
jeux GDL-II avec informations incomplètes car l’al-
gorithme HyperPlayer-II [19] n’était pas présentement
utilisable au cours des expérimentations.

Pour l’ensemble des matchs, nous utilisons les pa-
ramètres de la compétition Tiltyard Open 2015 (la
dernière compétition internationale de GGP) : 180 se-
condes avant le début du jeu et 15 à chaque tour pour
jouer.

Afin de comparer notre algorithme MAC-UCB-SYM
avec sa dernière version MAC-UCB, nous réalisons une
analyse de sensibilité pour résoudre le dilemme entre
exploitation (la partie résolution) et exploration (la

4. http://sanchoggp.github.io/sancho-ggp/

partie évaluation) mais aussi avec le temps dédié à la
détection de symétrie pour MAC-UCB-SYM.

Dans nos expérimentations, 75 % du temps de dé-
libération est dédié à l’exploitation et 25 % à l’explo-
ration pour MAC-UCB. Pour MAC-UCB-SYM, 50 % du
temps délibération est dédié à l’exploitation, 25 % à
l’exploration et 25 % à la détection de symétrie. Afin
de justifier ces ratios, la Figure 2 rapporte l’analyse de
sensibilité des 2 algorithmes en moyenne sur l’ensemble
des jeux sélectionnés. Le premier graphique indique le
score obtenu en moyenne par MAC-UCB contre chaque
joueur pour un ratio évoluant entre 0 % et 100 % pour
la partie de résolution. L’optimale est atteint entre 72
et 78 %. Le second graphique présente la même va-
leur pour MAC-UCB-SYM. La partie concernant l’ex-
ploitation (UCB) est fixée à 25 % et le temps dédié
à la détection de symétrie évolue entre 0 % et 75 %.
Le meilleur score obtenu en moyenne est atteint entre
23 % et 27 %.
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Figure 2 – Analyse de sensibilité pour MAC-UCB et
MAC-UCB-SYM permettant de paramétrer l’exploita-
tion, l’exploration et la détection de symétrie.

Pour l’ensemble des jeux GDL-I, nous réalisons
100 matchs entre MAC-UCB-SYM et chacun des autres
joueurs. Le nombre de matchs pour les jeux GDL-II
a été fixé à 400. Par un soucis d’équitabilité, les roles
des joueurs sont échangés à chaque match.

Nos résultats sont résumés dans le Tableau 2. Les
lignes sont regroupées en 4 parties, respectivement
répartissant les jeux GDL-I, les jeux GDL-II sans
règles sees, les jeux GDL-II en solo avec règles sees
et les jeux GDL-II à informations partagées (avec
les mêmes règles sees pour tous les joueurs). La co-
lonne moy :Nogoods indique le nombre moyen de
nogoods trouvé au cours de l’analyse de la micro-
structure complément de chaque µSCSP. La colonne
#Sym représente le nombre moyen d’automorphismes
détectés par MAC-UCB-SYM. La colonne Ame est le
ratio entre les tailles des arbres de recherche entre
MAC-UCB-SYM et MAC-UCB. Finalement, les dernières
colonnes indiquent le pourcentage moyen de victoires
de MAC-UCB-SYM contre l’adversaire sélectioné. Par
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GDL-I

Jeu moy :Nogoods #Sym Ame MAC-UCB UCT CFR Sancho GRAVE

Amazons torus 10x10 193,759.44 256 84.50 % 81 96 95 81 76

Battlebrushes 1309,262.32 850 77.01 % 46 76 56 47 53

Breakthrough suicide 24,591.15 124 84.54 % 92 93 95 78 58

Chess 304,993.64 328 83.97 % 77 94 90 87 86

Connect Four 20x20 685,938.7 616 91.02 % 86 98 96 96 62

Connect Four Simultaneous 132,192.04 104 65.16 % 74 89 64 81 74

Copolymer with pie 192,525.23 34 70.24 % 74 87 88 76 80

Dots and boxes suicide 115,705.92 224 59.68 % 63 96 95 86 80

English Draughts 310,185.31 216 82.60 % 84 98 98 58 66

Free For All 2P 51,889.93 58 19.35 % 52 84 82 71 59

Hex 655,047.62 840 71.18 % 84 100 100 79 72

Knight Through 718,259.40 112 71.35 % 81 97 95 87 80

Majorities 473,112.80 670 75.85 % 83 97 94 84 80

Pentago 467,806.70 69 15.97 % 52 84 73 52 70

Quarto 548,426.11 52 12.28 % 53 86 71 56 64

Shmup 137547.01 32 33.33 % 56 86 76 51 53

Skirmish zero-sum 212,782.04 378 83.02 % 84 98 99 67 79

TicTac Chess 2P 661,546.67 143 76.64 % 95 98 94 85 74

TTCC4 2P 701,739.72 84 86.61 % 82 97 98 68 60

Reversi Suicide 334,927.41 256 61.36 % 71 100 100 57 62

GDL-II sans règles sees

Jeu moy :Nogoods #Sym Ame MAC-UCB UCT CFR Sancho GRAVE

Backgammon 272,034.67 318 88.40 % 91.2 98.7 94.1 100 68

Can’t Stop 630,456.94 847 89.06 % 88.5 93.5 88.5 100 92

Kaseklau 86,342.57 384 58.68 % 72.1 69.4 78.4 86.4 67

Pickomino 142,420.03 248 84.50 % 74.6 73.7 71.1 91.4 86.4

Yahtzee 256,497.69 340 91.48 % 86.7 86.4 89.4 90.4 62.4

GDL-II en solo avec des règles sees

Jeu moy :Nogoods #Sym Ame MAC-UCB-SYM MAC-UCB UCT CFR GRAVE

GuessDice 0 0 0.00 % 15.6 15 15.7 16 16.5

MasterMind 4 4 0.00 % 63.9 67.8 53.8 68.1 60.1

Monty Hall 0 0 0.00 % 65.1 65.2 62.5 63.1 64.3

Vaccum Cleaner Random 164,875.58 324 83.79 % 74.8 61.5 34 46 58.8

Wumpus 369,117.69 128 78.95 % 71.2 32.1 40.1 44.1 51.2

GDL-II avec la même règle sees pour tous

Jeu moy :Nogoods #Sym Ame MAC-UCB UCT CFR GRAVE

Pacman 81,704.31 244 20.63 % 62.3 61.2 64.2 60.4

Schnappt Hubi 137,845.47 314 94.10 % 79.3 84.4 76.2 74.7

Sheep & Wolf 54,729.44 212 61.00 % 84.1 90.2 74.3 73.2

TicTacToe Latent 3P 10x10 919,414.21 678 79.23 % 84.5 95.1 91.7 84.6

War (card game) 32,294.47 51 56,80 % 63.2 71.3 68.4 62.4

Table 2 – Les résultats de MAC-UCB-SYM.
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exemple, la case de la colonne UCT pour les échecs
(la 4ème ligne) montre, que MAC-UCB-SYM gagne
en moyenne dans 94% des matchs contre UCT. Sa-
chant que le 3ème groupe ne comportent que des
jeux à un joueur, les colonnes des joueurs (incluant
MAC-UCB-SYM) rapportent le nombre moyen de fois
où le jeu est résolu divisé par le nombre total de
matchs.

Les résultats en GDL-I. Concernant les jeux déter-
ministes, MAC-UCB-SYM surpasse clairement sa ver-
sion sans symétrie. Ceci peut s’expliquer par la signifi-
cative amélioration obtenue dans le nombre de noeuds
explorés par MAC-UCB-SYM : une amélioration de plus
de 80 % est observé dans les plus gros jeux, indiquant
que la détection de symétrie est inestimable pour de
tels jeux. Les quelques exceptions peuvent s’expliquer
d’elles-même. Le Free For All 2P, le Pentago et le
Quarto sont des jeux dont l’arbre de recherche n’est
pas très important et où les symétries ne sont pas fré-
quentes ce qui explique la faible amélioration d’explo-
ration de l’arbre de recherche sur MAC-UCB. Concer-
nant les jeux à 4 joueurs : Le Battlebrushes dont l’ob-
jectif est de peindre le plus de cases possibles en 20
tours avant les 3 autres adversaires, ici la meilleure
stratégie est atteinte très rapidement car l’arbre qui
est de petite taille tout comme le Shmup, un shoot’em
up possédant un horizon faible de seulement 20 tours.
Pour toutes ces exceptions MAC-UCB-SYM obtient un
score moyen semblable à son prédécesseur car l’arbre
de recherche est rapidement complètement exploré par
les algorithmes GGP. UCT et CFR sont vaincus par
MAC-UCB-SYM, avec parfois un score obtenu de 100 %
(voir le jeu Hex ). Sancho, le leader de IGGPC’14,
est en moyenne moins compétitif que MAC-UCB-SYM
spécifiquement pour les jeux impliquant un arbre de
recherche important. Nous pouvons également noter
certains exemples notables comme l’Amazons torus
10x10, les échecs et le Puissance Quatre 20x20. En-
fin GRAVE est le meilleur rival de MAC-UCB-SYM pour
les jeux déterministes, mais notre algorithme obtient
un score moyen meilleur pour cette catégorie.

Les résultats en GDL-II. Pour les jeux GDL-II
sans règles sees, les quatres adversaires sont battus
avec un score supérieur à 70 % pour MAC-UCB-SYM
contre Sancho, UCT et CFR et supérieur à 60 % contre
GRAVE. Il est possible de comprendre ce phénomène
car, dans les jeux stochastiques, il est typique de ren-
contrer de nombreuses symétries sur les états pro-
babilistes générées par la participation d’un joueur
”chance” (simulant les dés ou les cartes). Un exemple
remarquable est le jeu du Yahtzee, où une améliora-
tion de plus de 90 % est observée (contre MAC-UCB),
à l’aide de la détection de symétrie.

Pour les jeux avec informations partielles, Sancho

ne peut pas participer car il est dédié à GDL-I (mo-
dulo une possible simulation du joueur ”chance”). Pour
les jeux à un joueur avec informations incomplètes,
seuls le Vaccum Cleaner et le Wumpus sont assez
grands pour exploiter les symétries. MAC-UCB-SYM est
le meilleur joueur pour ces jeux, et réalise une réelle
amélioration sur MAC-UCB. Cependant, il est parfois
surpassé par CFR sur le Mastermind et le MontyHall.
Notons qu’aucune symétrie n’est détectée dans le jeu
GuessDice (où il faut en un tour deviner la valeur d’un
dé) et au MontyHall. De plus les résultats pour le Mas-
termind sont assez peu significatifs suite à la petite
taille de l’arbre de recherche.

Enfin, les 5 derniers jeux sont des jeux à informa-
tions partielles mais partagées entre les joueurs. Par
exemple, le jeu TicTacToe Latent 3P 10x10 implique
3 joueurs (en incluant le joueur ”chance”). Le joueur
”chance” place aléatoirement une croix ou un rond
sur l’une des cases libres et les 2 autres joueurs ne
peuvent le remarquer uniquement en essayant de pla-
cer par chance, leur symbole respectif sur ces cases.
Le Schnappt Hubi (l’attrape fantôme) et le Sheep &
Wolf sont des jeux coopératifs, où l’ensemble des
agents partagent leurs observations dans le but de
vaincre le joueur ”chance”. En dehors du Pacman, il
est possible d’observer que la détection de symétrie
pour les POSGs est aussi payante, caractérisée par
une réduction substantielle de l’arbre de recherche.
MAC-UCB-SYM gagne avec un score moyen supérieur
à 60 % contre chaque adversaire, et particulièrement
plus, avec un score moyen de 84 % pour le TicTacToe
Latent Random 10x10.

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons identifié un fragment
important des jeux à informations incomplètes qui
peut être représenté en SCSPs, et qui peut être ré-
solu avec des techniques usuelles de la programmation
par contraintes. Notre algorithme de décisions séquen-
tielles MAC-UCB-SYM pour les jeux GDL-II exploite la
propagation par contraintes, l’évaluation Monte-Carlo
et la détection de symétrie. Basé sur de nombreuses
expérimentations impliquant de nombreux types de
jeux et de joueurs GGP, nous avons montré que les
techniques usuelles de programmation par contraintes
portent leurs fruits. Notamment, la détection de symé-
trie offre une amélioration importante pour la résolu-
tion des jeux à informations incomplètes.

À la lumière de ces résultats expérimentaux, un axe
de recherche est l’étude théorique de la détection de
symétries pour des algorithmes basés sur UCB tel que
UCT et GRAVE.
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Résumé

Les polymorphismes Mal’tsev définissent une impor-
tante famille de langages traitables qui généralisent les
équations linéaires. Dans ce papier, nous nous intéres-
sons au méta-problème associé : étant donné un langage
de contraintes Γ, Γ admet-il un polymorphisme Mal’t-
sev ? Bien que nous ne soyons pas en mesure d’établir
la complexité de ce problème dans toute sa généralité,
nous présentons un algorithme polynomial dans le cas
où le polymorphisme est conservatif. Ce papier est un
résumé d’un article présenté à AAAI-16 [4].

Contexte L’approche algébrique des problèmes de
satisfaction de contraintes consiste à étudier la com-
plexité des langages de contraintes par le biais de leurs
polymorphismes, c’est-à-dire des opérations qui pré-
servent les relations. Cette approche a été très fruc-
tueuse et a abouti par exemple à la classification com-
plète de la complexité des langages qui contiennent
toutes les relations unaires sur leur domaine [3].

Si l’on dispose d’une opération f : Dk → D, on peut
définir une opération f∗ qui agit sur des tuples de va-
leurs en appliquant f composante par composante. On
dit alors que f est un polymorphisme d’une relation
R si appliquer f∗ à n’importe quelle combinaison de
k tuples de R produit toujours un tuple de R. Par ex-
tension, f est un polymorphisme d’un langage s’il est
polymorphisme de chacune de ses relations.

De nombreuses conditions suffisantes pour qu’un
langage soit traitable ont été identifiées en termes
d’existence d’un ou plusieurs polymorphismes ayant
des propriétés particulières ; on peut citer par exemple
les polymorphismes de majorité ou les polymorphismes
binaires associatifs, commutatifs et idempotents [6].

Langages Mal’tsev Un polymorphisme ternaire est
Mal’tsev s’il satisfait f(y, x, x) = f(x, x, y) = y pour

tout x, y ∈ D. Par exemple, l’opération f(x, y, z) =
x−y+z est Mal’tsev, et de manière générale toutes les
relations équivalentes à une conjonction d’équations li-
néaires sur un corps fini admettent un polymorphisme
Mal’tsev. Il a été démontré que tout langage qui admet
un polymorphisme Mal’tsev induit un CSP pouvant
être résolu en temps polynomial [2]. Le principe fonda-
mental est qu’une relation Mal’tsev peut être encodée
en ne gardant qu’un faible nombre de tuples ; la rela-
tion d’origine est alors la clôture de ces tuples par le
polymorphisme Mal’tsev. L’algorithme pour résoudre
un CSP sur un langage Mal’tsev part d’une instance
sans aucune contrainte, puis ajoute les contraintes une
par une en gardant à chaque étape une représentation
compacte de l’ensemble des solutions (qui est lui-même
une relation Mal’tsev).

Méta-problème et uniformité La définition la plus
faible d’une classe traitable est un ensemble de lan-
gages T tel que pour tout Γ ∈ T , CSP(Γ) ∈ P (où
CSP(Γ) désigne la restriction de CSP aux instances
dont les contraintes n’utilisent que des relations de Γ).
Suivant cette définition, l’ensemble formé par tous les
langages Mal’tsev forme une classe traitable. On peut
renforcer cette notion de deux façons.

La première est d’imposer que le méta-problème, qui
est le problème de décider si un langage donné appar-
tient à T , doit pouvoir être résolu en temps polyno-
mial. On notera que le méta-problème ne fait aucune
hypothèse sur le langage, et en particulier ne suppose
pas que le domaine est constant (ce qui est une hypo-
thèse très courante dans la littérature). Dans le pire
des cas le méta-problème d’une classe peut être in-
décidable, mais en pratique il est souvent dans NP.
Un méta-problème polynomial est une condition né-
cessaire pour qu’une classe traitable puisse être utili-
sable en pratique, par exemple via un prétraitement
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des instances dans un solveur CSP.

De façon complémentaire, on peut imposer que la
restriction CSP(T ) de CSP aux instances dont le lan-
gage est dans T forme un problème polynomial. Ce
n’est pas toujours vrai, car la définition faible d’une
classe traitable implique qu’il existe un algorithme po-
lynomial A(Γ) pour chaque Γ ∈ T fixé, mais ne dit rien
sur l’existence d’un algorithme polynomial “unifié” A
qui résout CSP(T ). Si un tel algorithme existe, on dit
que T est uniformément traitable. Par exemple, un al-
gorithme exponentiel dans la taille du domaine pourra
être polynomial pour un Γ fixé, mais ne sera pas po-
lynomial si on l’applique à CSP(T ).

Problème considéré Pour la classe des langages
Mal’tsev, la complexité du méta-problème et la ques-
tion de l’uniformité sont des problèmes non résolus
à l’heure actuelle. L’algorithme décrit précédemment
pour résoudre un CSP sur un langage Mal’tsev n’est
pas uniforme car il a besoin d’avoir accès à une repré-
sentation explicite d’un polymorphisme Mal’tsev qui
préserve le langage. Une énumération exhaustive est
exclue car il existe O(dd

3

) opérations Mal’tsev sur un
domaine de taille d.

Certains cas particuliers ont cependant été réso-
lus. Par exemple, il est connu que si l’on se res-
treint aux graphes orientés (langages composés d’une
unique relation binaire) alors les langages Mal’tsev
sont uniformément traitables et le méta-problème est
polynomial [5]. Un autre cas est celui des polymor-
phismes Mal’tsev conservatifs, c’est-à-dire satisfaisant
f(x, y, z) ∈ {x, y, z} pour tout x, y, z ∈ D. Cette fa-
mille de polymorphismes est intéressante, car tout lan-
gage qui reste traitable en présence d’une contrainte
globale de cardinalité a un polymorphisme Mal’tsev
conservatif. Elle joue également un rôle crucial dans
une preuve récente de la classification des langages
conservatifs. Il a été prouvé que les langages Mal’t-
sev conservatifs binaires ont un méta-problème poly-
nomial et sont uniformément traitables [1].

Contribution La contribution principale de ce papier
est une extension du résultat pour le cas conservatif
aux contraintes d’arité quelconque.

Théorème. La classe des langages admettant un po-
lymorphisme Mal’tsev conservatif est uniformément
traitable et son méta-problème peut être résolu en
temps polynomial.

Les deux parties du thèorème sont prouvées simul-
tanément en donnant un algorithme qui décide si un
langage admet un polymorphisme Mal’tsev conservatif
f , et produit une représentation explicite de f si c’est

le cas. L’algorithme est élémentaire : on encode le pro-
blème en CSP, on applique l’arc-cohérence, on utilise
une règle simple pour éliminer des variables et on ré-
sout l’instance résiduelle par élimination de Gauss. La
correction est en revanche assez délicate à prouver et
s’appuie sur une analyse détaillée de l’instance CSP.

En plus de cela, nous avons appliqué nos méthodes
à une autre classe. Un polymorphisme ternaire f
est de majorité si pour tout x, y ∈ D, f(x, x, y) =
f(x, y, x) = f(y, x, x) = x. Les polymorphismes de
majorité définissent une classe uniformément traitable,
et le méta-problème est polynomial. Cependant, l’al-
gorithme présenté par Bessière et al. [1] pour le méta-
problème est très coûteux : même dans le cas conser-
vatif, il faut O(rlt4d6) opérations pour un langage de
l relations d’arité au plus r, composées d’au plus t
tuples et sur un domaine de taille d. En adaptant nos
méthodes, nous avons obtenu un algorithme de com-
plexité O(rlt4) pour le cas conservatif.

Malheureusement, nos preuves sont très dépen-
dantes de l’hypothèse de conservativité. Il faudra donc
développer de nouveaux outils théoriques pour ré-
soudre le cas général.

Question 1. Quelle est la complexité du méta-
problème pour les langages Mal’tsev ? Cette classe est-
elle uniformément traitable ?
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Résumé
L’extraction efficace d’un sous-ensemble maximal

d’informations qui soit cohérent avec des contextes ou
des sources d’informations multiples est un problème
clé dans de nombreux domaines de l’Intelligence Artifi-
cielle ; en particulier, lorsque ces contextes ou sources
peuvent être mutuellement contradictoires. Dans cette
étude, cette question est adressée d’un point de vue
calculatoire pratique en logique propositionnelle. Une
nouvelle approche est proposée et nos expérimen-
tations montrent qu’elle surpasse les techniques de
l’état de l’art. Une version en langue anglaise de cet
article a été publié à la conférence AAAI 16 [8].

Abstract
The efficient extraction of one maximal information

subset that does not conflict with multiple contexts or
additional information sources is a key basic issue in
many Artificial Intelligence. domains, especially when
these contexts or sources can be mutually conflicting.
In this paper, this question is addressed from a com-
putational point of view in clausal Boolean logic. A
new approach is introduced that experimentally out-
performs the currently most efficient technique. An En-
glish version of this paper has been published in AAAI
16 [8].

1 Introduction

L’extraction efficace d’un sous-ensemble maximal d’in-
formations cohérent avec des contextes multiples ou des
sources d’informations supplémentaires est un problème
clé dans de nombreux domaines de l’Intelligence Arti-
ficielle, en particulier, lorsque ces contextes ou sources
peuvent être mutuellement contradictoires. Comme illus-
tré dans [5], ce problème est central en planification, dans

∗Papier doctorant : Yacine IZZA est auteur principal.

la prise de décision, le diagnostic, l’argumentation et le
raisonnement non monotone, ainsi que dans bien d’autres
champs de l’Intelligence Artificielle.

Considérons par exemple un agent qui doit prendre des
décisions extrêmement rapidement à partir de ses propres
informations. Il souhaite être prudent et ne prendre que
des décisions qui soient compatibles avec un éventail d’hy-
pothèses prospectives, possiblement contradictoires, qu’il
pourrait envisager au sujet de ce qu’il ne sait pas. En raison
des contraintes de temps, il cherche à extraire rapidement
un sous-ensemble maximal d’informations qui ne contredit
aucune de ces hypothèses et considère ce sous-ensemble
comme formant une base acceptable pour sa prise de dé-
cision. De cette manière, chaque hypothèse restera compa-
tible avec ses propres décisions et la prise en compte sup-
plémentaire de n’importe quelle autre de ses propres pré-
misses entrainera une contradiction avec au moins une de
ces hypothèses. Cette extraction pourrait être aussi à la base
d’une méthode d’énumération de tous les sous-ensembles
maximaux cohérents avec toutes les hypothèses lorsque ces
sous-ensembles demeurent en petit nombre et qu’un temps
de calcul suffisant est disponible. Elle peut également être
adaptée de façon à respecter un ordre de préférence entre
informations.

De manière générale, l’extraction d’un sous-ensemble
maximal d’informations cohérent avec des sources d’infor-
mations supplémentaires, sources pouvant être mutuelle-
ment contradictoires, peut jouer un rôle dans les systèmes
multi-agents et la négociation, car cela peut consister à
trouver un sous-ensemble maximal qui n’entre en conflit
avec aucun des objectifs fixés par les agents ou les négo-
ciateurs.

Dans cette étude, cette question est étudiée d’un point
de vue calculatoire pratique en logique propositionnelle,
lorsque la maximalité se réfère à l’inclusion ensembliste.
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Une nouvelle approche est introduite et les expérimenta-
tions menées montrent qu’elle surpasse les méthodes exis-
tantes.

L’article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous
rappelons des notions élémentaires de logique proposition-
nelle ainsi que des concepts utiles pour la lecture de l’ar-
ticle. Puis, nous précisons les définitions formelles du pro-
blème étudié dans la section 3. Dans les sections 4 et 5,
nous présentons l’état de l’art pour ensuite introduire pro-
gressivement notre nouvelle approche en sections 6 et 7. La
section 8 est dédiée à l’étude comparative et expérimentale
de ces méthodes. Enfin, nous concluons dans la section 9.

2 Préliminaires techniques

Soit L le langage de formules de la logique proposi-
tionnelle standard, construit sur un ensemble énumérable
de variables booléennes, notées a, b, c, . . . Les symboles
¬,∨,∧ et ⇒ représentent respectivement les connecteurs
de la négation, de la disjonction, de la conjonction et de
l’implication matérielle. Un littéral est une variable boo-
léenne ou sa négation. Une clause est une disjonction de
littéraux, notée α, β, γ, . . .Un ensemble de clauses est noté
∆,Σ, . . . Un ensemble d’ensembles de clauses est noté
C,D, . . . La cardinalité d’un ensemble ∆ s’écrit card(∆).
Une interprétation est une fonction qui assigne à chaque
variable une valeur de vérité vrai ou faux. Un ensemble de
clauses ∆ est satisfiable ssi il existe au moins une interpré-
tation (appelée alors modèle) qui satisfait toutes les clauses
de ∆. SAT est un problème NP -complet qui consiste à vé-
rifier si un ensemble fini de clauses est satisfiable [7].

Dans la suite, nous considérerons que ∆ est un ensemble
fini de clauses, que Φ et Ψ sont des sous-ensembles de ∆ et
que C est un ensemble fini de contextes, notés Γi, tels que
chaque Γi est un ensemble satisfiable de clauses. L’article
s’appuie aussi sur les concepts de MSS et de CoMss.

Définition 1 Φ est un sous-ensemble maximal⊆ satisfiable
de ∆ (ou MSS pour Maximal Satisfiable Subset en anglais)
ssi Φ est satisfiable et ∀α ∈ ∆\Φ, Φ∪{α} est unsatisfiable.

L’ensemble complémentaire d’un MSS dans ∆ est un
sous-ensemble minimal rectificatif de ∆ (en anglais : Mini-
mal Correction Subset) appelé également MCS ou CoMSS.

Définition 2 Ψ est un sous-ensemble minimal rectificatif
de ∆, ssi Ψ = ∆ \ Φ, où Φ est un MSS de ∆.

En conséquence, ∆ peut être toujours partitionné en un
couple (MSS, MCS). L’extraction d’une telle partition est
intraitable dans le pire cas car ce problème appartient à
la classe FPNP [wit, log], c.-à-d., à l’ensemble des pro-
blèmes qui peuvent être calculés en un temps polynomial
en exécutant un nombre logarithmique d’appels à un oracle
NP qui renvoie un certificat pour un résultat positif [14].

¬aa ∨ b

¬b

¬d

a ∨ c
¬c

¬e

d ∨ b e ∨ c

FIGURE 1 – Exemple 1.

Des techniques de calcul d’un MSS/MCS expérimenta-
lement efficaces existent cependant comme par exemple
[9, 13, 15]. À noter que dans le pire cas, le nombre de
MSSes est exponentiel par rapport au nombre de clauses
de ∆.

Un concept qui a attiré l’attention de beaucoup de cher-
cheurs est celui de sous-ensemble minimal insatisfiable (ou
MUS pour Minimal Unsatisfiable Subset) d’un ensemble
contradictoire de clauses ∆. Un MUS de ∆ est un sous-
ensemble insatisfiable de ∆ qui est minimal dans le sens
où supprimer toute clause du sous-ensemble le rendrait sa-
tisfiable. Une grande quantité de travaux ont été réalisés au
sujet de l’extraction de MUS en pratique ; voir par exemple
[3, 6, 16, 11, 4, 10, 12].

3 Énoncé du problème

Nous reprenons de [5] les définitions de sous-ensembles
maximaux satisfiables et minimaux rectificatifs sous un en-
semble de contextes hypothétiques.

Définition 3 Φ est un sous-ensemble maximal satisfiable
de ∆ sous un ensemble de contextes hypothétiques C, noté
AC-MSS(∆, C), ssi

1. Φ est un sous-ensemble satisfiable de ∆ ;

2. ∀Γi ∈ C, Φ ∪ Γi est satisfiable ;

3. ∀α ∈ ∆ \Φ, Φ∪ {α}Γi est insatisfiable pour chaque
Γi ∈ C.

Exemple 1 Soit ∆ = {a ∨ b, a ∨ c, d ∨ b, e ∨ c,¬b,¬c}
et C = {{¬a}, {¬d}, {¬e}}. Soulignons que cet exemple
est un cas simple dans le sens où (1) ∆ est satisfiable,
(2) tous les contextes sont de simples clauses unitaires et
(3) les contextes ne sont pas mutuellement contradictoires.
Dans le cas général ces trois propriétés n’ont pas besoin
d’être satisfaites. Dans cet exemple, la Figure 1 illustre
comment les différents contextes de C entrent en conflit
avec les clauses de ∆. Les ensembles de clauses regroupés
dans des cercles représentent les MUS formés par ∆ ∪ C,
avec à chaque fois un contexte de C. Dans cet exemple,
{a ∨ b, a ∨ c, d ∨ b, e ∨ c} constitue un AC-MSS(∆, C),
parmi d’autres.
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Définition 4 Ψ est un sous-ensemble minimal rectifica-
tif de ∆ sous un ensemble de contextes hypothétiques C,
noté AC-MSS(∆, C), ssi Ψ = ∆ \ Φ, où Φ est un AC-
MSS(∆, C).

Exemple 2 Dans l’exemple 1, {a ∨ b, a ∨ c, d ∨ b, e ∨ c},
{a ∨ b, d ∨ b,¬c}, {a ∨ c, e ∨ c,¬b} et {¬c,¬b} sont des
AC-MCS(∆, C).

Nous nous focaliserons sur l’extraction soit d’un AC-
MSS(∆, C), soit d’un AC-MCS(∆, C), et ce de manière
interchangeable dans cet article. Quand un des ensembles
est retourné, l’autre se calcule de manière directe, puisque
leur combinaison constitue une partition de ∆.

Dans la suite de l’article, nous utiliserons des approxi-
mations de AC-MSS(∆, C) et AC-MCS(∆, C), définies
comme suit.

Définition 5 Φ est un sous-ensemble satisfiable de ∆
sous un ensemble de contextes hypothétiques C, noté AC-
SS(∆, C), ssi il existe au moins un ensemble de clauses Φ′

t.q. Φ′ ⊆ Φ ⊆ ∆ et Φ′ est un AC-MSS(∆, C)

Définition 6 Ψ est un sous-ensemble rectificatif de ∆
sous un ensemble de contextes hypothétiques C, noté AC-
CS(∆, C), ssi il existe au moins un ensemble de clauses Ψ′

t.q. Ψ′ ⊆ Ψ ⊆ ∆ et Ψ′ est un AC-MCS(∆, C).

Insistons sur le fait que ni ∆, ni la conjonction de tous
les Γi de C, ne doivent être forcément satisfiables dans les
définitions. Les Γi sont considérés un à un : chaque AC-
MSS(∆, C) doit être satisfiable avec chaque contexte Γi,
sélectionné individuellement. Dans [5], des exemples illus-
trent pourquoi les Γi ne peuvent pas être remplacés par
un contexte globalisé qui soit formé par leur conjonction
ou leur disjonction, même dans les cas où aucun Γi n’en
contredit aucun autre.

4 Approche par transformation

Cette méthode d’extraction d’un AC-MSS(∆, C), pro-
posée dans [5], est la plus performante qui existe dans
la littérature. Elle fait appel à une procédure de pré-
traitement (Greedy-AC-SS ) qui permet d’extraire un
sous-ensemble d’un AC-MSS(∆, C), c.-à-d., un AC-
SS(∆, C) de départ qu’il faudra maximiser par la suite.
Typiquement, Greedy-AC-SS consiste à prendre un en-
semble de clauses ∆′ initialisé à ∆, lequel va être réduit
de manière itérative jusqu’à ce que ∆′ devienne satisfiable
avec tous les Γi. En effet, à chaque itération, un Γi est
considéré, les clauses satisfiable avec Γi sont gardées et
les autres sont ainsi supprimées.

Exemple 3 Soit ∆ = {¬a ∨ b,¬b, b ∨ d} et C = {Γ1 =
{a},Γ2 = {¬d}}. Greedy-AC-SS se déroule comme

suit. Supposons que Γ1 soit considéré en premier et ¬a∨ b
soit sélectionné et retiré de ∆ à cette étape. Ensuite, ad-
mettons que ¬b soit supprimé afin de rendre ∆′ satisfiable
avec Γ2. L’ensemble final ∆′ = {b ∨ d} n’est pas un AC-
MSS(∆, C). En effet, seule la suppression de ¬b de ∆ per-
mettra d’obtenir un plus grand ensemble {¬a ∨ b, b ∨ d},
lequel est un AC-MSS(∆, C).

Dans [5], une approche de force brute d’extraction d’un
AC-MSS(∆, C) est analysée. Cette approche consiste à
calculer pour chaque Γi tous les sous-ensembles maximaux
de ∆ cohérents avec Γi, avant d’extraire la solution finale
qui minimise les clauses écartées. Le problème majeur de
cette méthode est le nombre potentiellement exponentiel de
MSS qu’il peut y avoir à calculer, rendant pareille approche
intraitable le plus souvent.

Pour pallier cette difficulté, du moins dans une certaine
mesure, les auteurs ont proposé dans [5] un schéma d’enco-
dage qui permet de réécrire le problème en un seul calcul de
MSS avec quelques appels de plus à un solveur SAT. Préci-
sément, quand m est le nombre de Γi dans C, n′ le nombre
maximal de clauses dans un Γi, n le nombre de clauses
dans ∆, la méthode nécessite dans le pire cas O(m) appels
à un solveur SAT sur une instance de taille O(n+n′), plus
un nombre logarithmique d’appels à un solveur SAT sur
une instance de taille initiale O(m(n+ n′)) qui est divisée
par deux à chaque appel. Sans surprise, l’Approche par
Transformation s’avère plus efficace que la méthode
force-brute dans beaucoup d’instances. Cependant, de très
grandes valeurs pour m demeurent problématiques sur le
plan pratique car la taille de l’instance transformée est pro-
portionnelle à m.

5 Algorithme incrémental basique

Algorithme 1 : Incremental1-AC-MSS
Entrée : ∆ : un ensemble de clauses;

C = {Γ1,Γ2, . . . ,Γm} : un ensemble d’ensembles de clauses
satisfiables;
Sortie : Φ s.t. Φ est un AC-MSS(∆, C);

1 Φ← Greedy-AC-SS(∆, C) ; Ψ← (∆ \ Φ);
2 pour chaque α ∈ Ψ faire
3 all-Γi-satisfied ← true; i← 1;
4 tant que i ≤ n et all-Γi-satisfied faire
5 all-Γi-satisfied ← Φ ∪ {α} ∪ Γi est

satisfiable;
6 i← i+ 1;

7 si all-Γi-satisfied alors Φ← Φ ∪ {α};
8 retourner Φ;

En effet, il existe une autre technique que celle par trans-
formation et brute-force pour parititionner ∆ en un AC-
MSS(∆, C) et un AC-MCS(∆, C).
Incremental1-AC-MSS est décrit dans l’Al-

gorithme 1. Initialement, il appelle la procédure
Greedy-AC-SS qui renvoie Φ, l’AC-MSS(∆, C)
en construction. Ensuite, Φ est augmenté par les clauses α
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de ∆ \Φ tel que, à chaque itération, Φ∪{α} est satisfiable
avec tous les Γi. La validité de cet algorithme se démontre
facilement à partir des trois points de la Définition 3 :
la satisfiabilité de Φ est garantie à chaque étape ; par
construction, l’ensemble final Φ ne contredit aucun Γi et
pour chaque clause α de ∆ \ Φ il existe au moins un Γi
pour lequel Φ ∪ {α} ∪ Γi est unsatisfiable.

Exemple 4 Déroulons Incremental1-AC-MSS sur
l’Exemple 1. Supposons que {a ∨ b, a ∨ c, e ∨ c} soit ren-
voyé par Greedy-AC-SS. Φ est initialisé à cet ensemble
et ainsi Ψ = {d ∨ b,¬c,¬b} (ligne 1). Chaque clause de
Ψ est alors considérée successivement. Quand α = d∨ b,
Ψ ∪ {α} est satisfiable avec chaque contexte et ainsi α est
ajouté à Φ. Quand α = ¬c (et quand α = ¬b), comme
Φ ∪ {α} est insatisfiable, ¬a n’est pas ajouté à la solution
en construction.

Indépendamment du coût de calcul de la procé-
dure Greedy-AC-SS, Incremental1-AC-MSS effec-
tue mn appels à un solveur SAT dans le pire cas, où m et
n représentent respectivement card(C) et card(∆).

Algorithme 2 : Greedy-AC-SS
Entrée : ∆ : un ensemble de clauses ;

C : un ensemble d’ensembles de clauses satisfiables;
Sortie : Φ ⊆ ∆ t.q. Φ est un AC-SS(∆, C);

1 Ψ← ∆ ; Φ← ∅ ; cpt← 0;
2 répéter
3 Υ← Ψ;
4 pour chaque Γi ∈ C faire
5 Soit I un modèle de Γi ∪ Φ;
6 Υ← Υ ∩ {α ∈ Ψ s.t. I(α) = true};

7 Φ← Φ ∪Υ ; Ψ← Ψ \Υ ; cpt← cpt+ 1;
8 jusqu’à Υ = ∅ or cpt > #max-iteration;
9 retourner Φ;

Nous avons utilisé une version plus efficace de
Greedy-AC-SS (voir l’algorithme 2) dans nos expéri-
mentations. Celle-ci consiste à partitionner progressive-
ment ∆ en un couple (Φ,Ψ), où Φ est le AC-SS(∆, C)
courant et Ψ est l’AC-CS(∆, C) courant. Pour chaque Γi,
un modèle I de Γi ∪ φ est calculé. Les clauses de Ψ sa-
tisfaites par I sont sauvegardées dans Υ ; Φ et Ψ sont mis
à jour, les clauses de Υ sont déplacées de Ψ vers Φ. La
recherche des interprétations initiales est réalisée en appel-
lant un solveur SAT sur ∆. Comme dans [9], la technique
dite “progress saving interpretation” est utilisée pour la re-
cherche d’un modèle de Γi∪Φ car elle permet de satisfaire
un plus grand nombre de clauses de ∆.

Plus tard, nous parlerons des performances de l’al-
gorithme Incremental1-AC-MSS muni de ce pré-
traitement. À présent, nous allons présenter notre nouvelle
méthode incrémentale, plus élaborée et beaucoup plus per-
formante que l’actuelle.

6 Propriétés utiles

Pour construire des algorithmes incrémentaux plus ef-
ficaces, nous nous sommes focalisés sur des proprié-
tés qui nous permettent d’identifier les clauses à ajouter
au AC-MSS(∆, C) ou au AC-MCS(∆, C), pendant leurs
constructions. À partir de maintenant, nous travaillerons
sur l’ensemble AC-MCS(∆, C) qui forme le sujet de notre
algorithme original.

Intuitivement, la première propriété se présente comme
suit.

Lorsqu’on sait que l’ajout d’une clause α à l’AC-CS
en construction rendra l’AC-SS cohérent avec tous les
contextes et non pas seulement avec une partie d’entre eux,
alors il est approprié d’insérer α dans l’AC-CS courant.
En effet, dans ces cas là, il existe forcément un AC-MCS
au moins qui est inclus dans l’AC-CS courant contenant α.
De plus, tous ces AC-MCS contiennent nécessairement α.
Formellement :

Propriété 1 Admettons que Θ ⊂ ∆ et que α ∈ (∆ \Θ).

Si ∃ C′ t.q. C′ ⊆ C et ∃ Γj ∈ C′ t.q. ∀ Γi ∈ C \ C′

1. (∆ \Θ) ∪ Γi est satisfiable ;

2. (∆ \Θ) ∪ Γj est insatisfiable ;

3. ∀ Γk ∈ C′, (∆\(Θ∪{α}))∪Γk est satisfiable

alors il existe au moins un AC-MCS(∆, C), nommé Ψ, t.q.
(1) Ψ ⊆ Θ ∪ {α}, et
(2) ∀Ψ qui sont AC-MCS(∆, C) t.q. Ψ ⊆ Θ∪ {α}: α ∈ Ψ.

Intuitivement, pour comprendre pourquoi cette propriété
tient, remarquons simplement que (1) tient en partie,
comme l’exprime la condition 3, au fait que la suppression
de α de ∆ permettra de satisfaire les contextes précédem-
ment insatisfiables et ceux qui ne sont pas encore pris en
compte, que (2) est facilement compréhensible par raison-
nement par contradiction. Supposons qu’en même temps
∃ Ψ tel que Ψ soit un AC-MCS(∆, C), Ψ ⊆ Θ ∪ {α} et
α 6∈ Ψ. Par conséquent, Ψ ⊆ Θ et grâce à la condition 2,
nous avons (∆\Ψ)∪Γj qui est insatisfiable, ce qui contre-
dit l’hypothèse que Ψ est un AC-MCS(∆, C).

Exemple 5 Considérons ∆ et C de l’ Exemple 1. Admet-
tons que Θ = {a ∨ b, d ∨ b,¬b}, C′ = {{¬a}, {¬e}},
α = ¬c et Γj = {¬a}. Toutes les conditions sont satis-
faites pour appliquer la Propriété 1 . Ainsi, α appartient
à tous les AC-MCS pouvant être obtenus à partir de ∆ et
C et qui sont inclus dans {a ∨ b, d ∨ b,¬b,¬c} (c.-à-d.,
{{a ∨ b, b ∨ d,¬c}, {¬b,¬c}}).

Nous avons cherché à généraliser cette propriété dans
le but de développer un algorithme qui extrait un AC-
MCS(∆, C). La notation suivante à la Partial-MaxSAT
nous sera utile pour établir la propriété généralisée.
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Définition 7 Soit Ω1 et Ω2 deux ensembles de clauses, où
Ω1 est satisfiable. La procédure Partial-MCS(Ω1,Ω2)
fournit un ensemble minimal (par rapport à l’inclusion en-
sembliste) de clauses Σ de Ω2 t.q. Ω1 ∪ (Ω2 \Σ) est satis-
fiable. Les clauses de Ω1 sont dites dures et les clauses de
Ω2 sont dites souples. Pour des soucis de notations, nous
utiliserons le même nom de cette procédure pour exprimer
le résultat retourné.

Notons que Partial-MCS(Ω1,Ω2) est une variante
d’une procédure d’extraction d’un MCS et peut être im-
plantée en tant que telle : elle peut naturellement bénéficier
des récents progrès réalisés dans le calcul de MCS (voir par
exemple : [9, 15]).

La généralisation s’établit comme suit. On peut rem-
placer α dans la Propriété 1 par n’importe quel
Partial-MCS((∆ \ Υ) ∪ Γj ,Υ \ Θ). Intuitivement, on
peut étendre l’AC-CS en construction, en lui ajoutant un
ensemble minimal de clauses qui permet de rendre l’AC-SS
correspondant satisfiable avec un context supplémentaire,
à condition que l’AC-CS étendu rende l’AC-SS correspon-
dant satisfiable avec tous les contextes.

Propriété 2 Supposons que Υ soit un AC-CS(∆, C), (Θ∪
Σ) ⊆ Υ et Θ ∩ Σ = ∅.

Si ∃ C′ t.q. C′ ⊆ C et ∃ Γj ∈ C′ t.q. ∀ Γi ∈ C \ C′

1. (∆ \Θ) ∪ Γi est satisfiable ;

2. (∆ \Θ) ∪ Γj est insatisfiable ;

3. Σ est un Partial-MCS((∆ \ Υ) ∪ Γj ,Υ \
Θ) ;

4. ∀ Γk ∈ C′, (∆ \ (Θ ∪ Σ)) ∪ Γk est satisfiable

donc il existe au moins un Ψ qui est un AC-MCS(∆, C)t.q.

(1) Ψ ⊆ Θ ∪ Σ, et
(2) ∀Ψ s.t. Ψ est un AC-MCS(∆, C) et Ψ ⊆ Θ∪Σ:Σ ⊆ Ψ.

Exemple 6 Considérons à nouveau ∆ et C de l’Exemple
1. Soit Θ = {d ∨ b}, C′ = {{¬a}, {¬e}}, Σ = {¬c,¬b}
et Γj = {¬a}. Toutes les conditions de la Propriété 2 sont
satisfaites. Ainsi, Σ apparait dans chaque AC-MCS(∆, C)
inclus dans {d ∨ b,¬b,¬c}.

Dans la prochaine section, Nous verrons comment cette
propriété sera exploiter pour améliorer l’extraction d’un
AC-MCS(∆, C).

7 Algorithme incrémental plus élaboré

Un algorithme original pour l’extraction d’un
AC-MCS(∆, C) est illustré dans l’Algorithm 3, que
nous allons décrire progressivement et de façon intuitive.

Par abus de notation, nous écrirons Σ résout Γj quand
la Propriété 2 s’applique (en référence à Σ et Γj de la Pro-
priété 2) : dans ce cas Σ est un sous-ensemble de clauses
de ∆ qui sera inclus dans le AC-MCS final, en cours de
construction.

Ψ est le AC-MCS en construction : au départ, il est
initialisé à l’ensemble vide (line 1). La structure σ(Γi)
associe à chaque Γi un sous-ensemble de ∆. Initiale-
ment, i est affecté à 1 et ces sous-ensembles à l’en-
semble vide, à l’exception de σ(Γ1), qui est initialisé à
∆ \ Greedy-AC-SS(∆, C). Pour simplifier la compré-
hension, on considère pour le moment qu’il n’y a pas de
pré-traitement et donc à la ligne 4, on a σ(Γi)← ∆.

Ensuite, on entre dans la boucle principale. Durant
le traitement de la boucle, on fait en sorte que Ψ ∪⋃

Γi∈C σ(Γi) soit tout le temps un AC-CS(∆, C). Cette
contrainte est bien-sûr satisfaite avant d’entrer dans la
boucle vu que cet ensemble est égal à ∆. Considérons la
première itération de la boucle. i = 1 et à la ligne 7,
on calcule Partial-MCS(Γ1,∆) et on stocke le résultat
dans Σ. Plusieurs cas se présentent. Si Σ = σ(Γi) : dans
cette première itération, nous avons alors effectivement
∆ = Σ = σ(Γi). Dans ce cas de figure, toutes les condi-
tions sont remplies pour appliquer la Propriété 2 et ainsi on
peut insérer Σ dans la solution en cours de construction Ψ
(ligne 8). On affecte un ensemble vide à σ(Γi) pour signi-
fier que Γi a été résolu. i est donc décrémenté et la boucle
termine étant donné que la valeur de i est égale à zéro : Ψ
est le résultat renvoyé. Dans un autre cas vraiment basique,
i = m = 1 : il y a seulement un seul contexte dans C.
De nouveau, nous avons trouvé la solution, c’est Σ ; mais
contrairement à la situation précédente, Σ doit impérative-
ment être un sous-ensemble propre de ∆. Dans le dernier
cas (else), on sait que Σ est l’ensemble de clauses à retirer
pour satisfaire Γi. Toutefois, certains Γj n’ont pas été réso-
lus jusque là et il n’est pas certain que Σ fasse entièrement
partie de la solution car la Propriété 2 ne s’applique pas. Par
conséquent, on insère σ(Γi) \Σ dans σ(Γi+1) et on sauve-
garde Σ dans σ(Γi). L’idée sous-jacente consiste à garder
la trace dans σ(Γi) du sous-ensemble de clauses qui aurait
été suffisant pour résoudre Γi, tandis que les autres clauses
actuellement restantes vont être considérées par rapport à
Γi+1. Dans un certain sens, les éléments de σ sont poussés
d’un cran vers l’avant. De cette manière, les clauses res-
tantes seront considérées à la prochaine itération. Tandis
qu’au même moment, on enregistre dans σ(Γi) l’ensemble
des clauses qui pourraient rendre Γi satisfiable avec l’AC-
MSS en construction avec

⋃i−1
k=1 σ(Γk).

Á l’inverse, à ligne 7 quand la Propriété 2 s’applique, i
est décrémenté. Cela conduit donc à une sorte de mouve-
ment en arrière : Γi a été résolu, on peut à présent revenir
en arrière et traiter Γi−1 à la prochaine itération. Tout cela
est réalisé de telle manière que σ(Γj) = ∅ pour tout j > i
au début et à la fin de chaque itération.
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À présent, nous sommes dans une meilleure position
pour comprendre le contenu de la boucle while et la
première instruction figurant à l’intérieur (ligne 6). ∆ \
(Ψ ∪ ⋃i

j=1 σ(Γj)) fournit l’AC-SS en cours d’élabora-
tion. Par construction, il est satisfiable avec Γi. Maintenant,
Partial-MCS((∆\(Ψ∪⋃i

j=1 σ(Γj)))∪Γi, σ(Γi)) fournit
le plus petit sous-ensemble de toutes les clauses restantes
accumulées dans σ(Γi), qui doit être supprimé de σ(Γi)
pour que ce dernier soit satisfiable avec le premier argu-
ment de Partial-MCS. L’objectif est d’arriver à la situa-
tion où toutes les clauses σ(Γi) doivent être retirées, c.-à-
d., Σ = σ(Γi) (ligne 7), et dans ce cas, toutes les condi-
tions sont réunies pour appliquer la Propriété 2. En effet,
on a trouvé Σ = Partial-MCS((∆ \ Υ) ∪ Γi,Υ \ Θ)
tel que l’extension de l’AC-SS courant avec Σ le rende sa-
tisfiable avec tous les Γi, étant donné qu’il ne reste plus de
clauses à tester dans σ(Γi). Quand i = m, la même opé-
ration peut être appliquée : clairement, en rendant l’AC-SS
courant satisfiable avec Γm, on est certain que tous les Γi
sont résolus. Dans les deux cas, on peut décrémenter i :
à la prochaine itération, on tentera de résoudre Γi−1 pour
lequel des clauses ont été enregistrées dans σ(Γi−1). En
effet, quand la Propriété 2 ne s’applique pas, on mémorise
dans σ(Γi) le sous-ensemble de clauses calculé pour ré-
soudre Γi (mais qui ne permet pas de résoudre les autres
Γj à la fois) et mettre les clauses restantes dans σi+1 pour
être considérées à la prochaine itération où on traitera Γi+1.
À noter que quand σ(Γi) = ∅, l’appel à Partial-MCS
renvoie un ensemble vide et ainsi i est décrémenté (ligne
10).

Exemple 7 Déroulons Incremental2-AC-MCS sur
l’Exemple 1, où Γ1 = {¬a}, Γ2 = {¬e} et Γ3 =
{¬d}. Soit {a ∨ b, a ∨ c, e ∨ c}, l’AC-SS renvoyé par
Greedy-AC-SS. Avant d’entrer dans la boucle, nous
avons i = 1, Ψ = ∅, σ(Γ1) = {¬b,¬c, d ∨ b} et
σ(Γ2) = σ(Γ3) = ∅.

— Itération #1 : Σ = {¬b,¬c}. Puisque Σ 6= σ(Γ1)
et i 6= 3, on rentre dans la partie else. Ainsi, i =
2, Ψ = ∅, σ(Γ1) = {¬b,¬c}, σ(Γ2) = {d ∨ b} et
σ(Γ3) = ∅.

— Itération #2 : Σ = ∅. Idem à la première itération,
la partie else est considérée. Ainsi, i = 3, Ψ = ∅,
σ(Γ1) = {¬b,¬c}, σ(Γ2) = ∅ et σ(Γ3) = {d ∨ b}.

— Itération #3 : Σ = ∅. Comme i = n, la partie if est
exécutée. Ainsi, i = 2, Ψ = ∅, σ(Γ1) = {¬b,¬c} et
σ(Γ2) = σ(Γ3) = ∅.

— Itération #4 : Σ = ∅. Comme σ(Γ2) = ∅, la partie
if est considérée. Ainsi, i = 1, Ψ = ∅, σ(Γ1) =
{¬b,¬c} et σ(Γ2) = σ(Γ3) = ∅.

— Itération #5 : Σ = {¬b,¬c}, Σ = σ(Γ1). La partie
if est exécutée. Ainsi, i = 0, Ψ = {¬b,¬c}, σ(Γ1) =
σ(Γ2) = σ(Γ3) = ∅.

L’algorithme sort de la boucle et retourne Ψ, qui est un
AC-MCS(∆, C).

Algorithme 3 : Incremental2-AC-MCS
Entrée : ∆ : un ensemble de clauses;

C = {Γ1,Γ2, . . . ,Γm} : un ensemble d’ensembles de clauses
satisfiables;
Sortie : Ψ t.q. Ψ est un AC-MCS(∆, C);

1 Ψ← ∅;
2 σ une table de hachage qui associe pour chaque Γi ∈ C un ensemble de

clauses, initialement tous à vide;
3 i← 1;
4 σ(Γi)← ∆ \ Greedy-AC-SS(∆, C);
5 tant que i > 0 faire
6 Σ← Partial-MCS((∆ \ (Ψ ∪⋃i

j=1 σ(Γj))) ∪ Γi, σ(Γi));
7 si Σ = σ(Γi) ou i = m alors
8 Ψ← Ψ ∪ Σ;
9 σ(Γi)← ∅;

10 i← i− 1;
11 sinon
12 σ(Γi+1)← σ(Γi) \ Σ;
13 σ(Γi)← Σ;
14 i← i+ 1;

15 retourner Ψ;

Propriété 3 Incremental2-AC-MCS(∆,C) renvoie
toujours un AC-MCS(∆,C). Dans le pire cas, cette procé-
dure nécessite O(nm) appels à Partial-MCS(Ω1,Ω2),
où n = card(∆) et m = card(C).

Soulignons que la structure de la procédure
Incremental2-AC-MCS permet de profiter des
spécificités avantageuses d’un solveur SAT incre-
mental. À cet égard, nous avons implanté Partial-
MCS en utilisant une technique similaire à celle qui
est présentée dans [1] pour Glucose [2] (http:
//www.labri.fr/perso/lsimon/glucose/)
afin d’obtenir un système qui réutilise autant que possible
les recherches effectuées par le solveur SAT pendant
les appels précédents (à l’intérieur d’un même appel
à partial-MCS et d’un appel à l’autre). Soulignons
aussi que cette implantation est caractérisée par d’autres
optimisations. En particulier, dans la boucle principale,
les appels inutiles à partial-MCS(. . . , ∅) sont évités. De
plus, notre implantation bénéficie des récentes avancées
dans le calcul MSS et MCS, telles que celles proposées
dans [9] et utilisées dans [5] pour l’Approche par
Transformation.

8 Expérimentations

Nous avons confronté les approches
Incremental1-AC-MSS, Incremental2-AC-MCS
et l’Approche par Transformation de ma-
nière pratique. Pour ce faire, nous avons sélec-
tionné un ensemble de 295 benchmarks insatis-
fiables de la dernière compétition d’extraction
de MUS http://www.cril.univ-artois.fr/

SAT11/results/results.php?idev=48. Ces
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FIGURE 2 – Nombre d’instances résolues.

benchmarks représentent les instances de ∆. Nous
avons choisi différentes valeurs pour card(C) :
2, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 et 50 : ce paramètre
représentant les différents nombres de contextes. Puis, en
utilisant les variables de ∆, nous avons généré aléatoire-
ment chaque Γi, de sorte à avoir un ensemble satisfiable
et formé de 50 clauses binaires. Nous avons fait exécuter
nos expérimentations sur des processeurs Intel Xeon
E5-2643 (3.30GHz) avec 8G octets de mémoire vive et
sous Linux CentOS. Nous avons fixé le timeout à 900
secondes par instance et par test. Nous avons exécuté
l’outil de l’Approche par Transformation dispo-
nible à l’adresse http://www.cril.fr/AAAI15-BGL.
Nous avons implanté tous les autres algorithmes en
C++ sous Glucose (http://www.labri.fr/
perso/lsimon/glucose/). Notre outil, égale-
ment que toutes les données et que tous les résultats
de ces expérimentations sont disponibles à l’adresse
http://www.cril.fr/AAAI16-GIL. La constante
max-iteration dans Greedy-AC-SS fut fixée à 10.

Les résultats montrent clairement
qu’Incremental2-AC-MCS est meilleur que les autres
approches. Comme l’illustre la Figure 2, pour chaque
valeur de cardinalité de C, Incremental2-AC-MCS
est celle qui résout le plus d’instances par rapport
aux autres méthodes testées ; la différence croît en
fonction de card(C). De plus, les résultats ne dif-
fèrent pas lorsque Incremental2-AC-MCS n’in-
clut pas Greedy-AC-SS. Ce qui montre que les
bonnes performances de l’algorithme le sont grâce aux
propriétés d’AC-MCS développées dans cette étude.
Incremental1-AC-MSS se révèle moins bon, mais
avec l’appel à Greedy-AC-SS il arrive à dépasser
l’Approche par Transformation en termes
d’instances résolues. Le nombre d’instances résolues
par Incremental2-AC-MCS, comprises entre 266 et
284 (sur un total de 295 instances testées), dépendent de
card(C). De même, la plupart des instances sont résolues
de manière plus rapide avec Incremental2-AC-MCS.
La Figure 3 compare cette dernière avec l’approche
de Transformation en terme de temps CPU en
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FIGURE 3 – Comparaison des temps de résolution (en se-
condes) entre Incremental2-AC-MCS et Approche
de Transformation.
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FIGURE 4 – Comparaison des temps de résolution
(en secondes) entre Incremental2-AC-MCS et
Incremental1-AC-MSS.

secondes écoulées pour résoudre chaque instance, pour
chaque valeur de card(C). La Figure 4 affiche des ré-
sultats similaires quand Incremental2-AC-MCS et
Incremental1-AC-MSS sont comparés.

Les résultats détaillés de nos expérimentations sont
disponibles à l’adresse http://www.cril.fr/
AAAI16-GIL.

9 Conclusion

La recherche d’un sous-ensemble d’informations satis-
fiable avec une série de contextes, éventuellement mutuel-
lement contradictoires, est un point central dans beaucoup
de domaines de l’Intelligence Artificielle. Dans cet article,
nous avons proposé une méthode originale d’extraction
d’un tel sous-ensemble en logique propositionnelle. Nos
expérimentations montrent que cette méthode obtient les
meilleurs résultats, comparée aux approches déjà propo-
sées.

Les résultats obtenus ouvrent la voie à de nombreuses
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perspectives. Clairement, la procédure Partial-MCS qui ex-
ploite les techniques des solveurs SAT incrémentaux peut
aussi être améliorée avec des optimisations spécifiques uti-
lisées par les méthodes d’extraction de MCS, comme celle
qui est proposée dans [15]. Également, notre méthode peut
constituer la brique élémentaire d’une méthode d’énumé-
ration de tous les sous-ensembles d’information maximaux
non contradictoire avec une série de contextes possibles
(du moins quand cette tâche est réalisable en pratique).
La principale difficulté qui réside dans une telle méthode
est de savoir comment réutiliser les informations obtenues
dans la recherche d’un sous-ensemble, dans l’extraction
du prochain sous-ensemble. Enfin, orienter ce travail vers
une méthode incrémentale directe d’extraction d’un sous-
ensemble maximal par rapport à la cardinalité qui soit co-
hérent avec de multiples contextes demeure un véritable
défi.
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Résumé

Le clustering conceptuel combine deux tâches clas-
siques de l’apprentissage automatique : le clustering non
supervisé d’objets similaires et leur description via des
concepts symboliques. Dans cet article 1, nous propo-
sons une approche en 2 étapes en séparant la recherche
des descriptions (extraction des motifs fermés) de la for-
mation des clusters (modélisée et résolue à l’aide de la
programmation linéaire en nombres entiers). Les expé-
rimentations menées sur différents jeux de données de
l’UCI montrent l’efficacité de notre approche pour traiter
des problèmes de grande taille et fournir des clusterings
de haute qualité.

Abstract

Conceptual clustering combines two long-standing
machine learning tasks : the unsupervised grouping
of similar instances and their description by symbolic
concepts. In this paper, we decouple the problems of
finding descriptions and forming clusters by first mining
formal concepts (i.e. closed itemsets), and searching for
the best k clusters that can be described with those
itemsets. Most existing approaches performing the two
steps separately are of a heuristic nature and produce re-
sults of varying quality. Instead, we address the problem
of finding an optimal constrained conceptual clustering
by using integer linear programming techniques. Most
other generic approaches for this problem tend to have
problems scaling. Our approach takes advantageous of
both techniques, the general framework of integer linear
programming, and high-speed specialized approaches of
data mining. Experiments performed on UCI datasets
show that our approach efficiently finds clusterings of
consistently high quality.

1. Une version en langue anglaise de cet article a été acceptée
à l’IJCAI’16 : Efficiently Finding Conceptual Clustering Models
with Integer Linear Programming.

1 Introduction

Le clustering est l’une des tâches fondamentales en
fouille de données. L’identification de groupes de don-
nées homogènes est une tâche importante, que ce soit
pour la classification non-supervisée, la réduction de
données ou la détection d’anomalies. Le clustering
conceptuel [13, 5, 17, 16] fournit un aspect addition-
nel : la description des clusters par des concepts sym-
boliques. Les approches classiques [13, 5] combinent la
formation des clusters et des descriptions pour arriver
à un compromis. Des approches plus récentes [17, 16]
ont choisi de séparer la recherche des descriptions, soit
avant ou après la formation des clusters.

Étant donné la taille de l’espace de recherche à par-
courir, toutes ces approches sont de nature heuris-
tique dont les résultats sont fortement influencés par
les conditions d’initialisation, et nécessitent générale-
ment de nombreuses exécutions, entrâınant une aug-
mentation des temps de calcul. Pour finaliser le choix
du clustering, l’utilisateur devra, de plus, identifier le
résultat pertinent. Cette étape est illustrée dans la sec-
tion 6 consacrée aux expérimentations.

Notre approche consiste à faire appel, successive-
ment, à deux techniques exactes : (1) extraction des
motifs fermés (en utilisant l’algorithme LCM [20]) ; (2)
sélection des meilleurs clusters (selon un critère d’op-
timisation) à l’aide de la Programmation Linéaire en
Nombres Entiers (PLNE). Nous obtenons ainsi une
solution optimale à la problématique du clustering
conceptuel.

En PLNE, ce problème a été abordé dans le cadre du
problème de partitionnement et du problème de recou-
vrement [15], appliqués à des tâches de clustering dans
[9], et adaptés au clustering sous contraintes dans [14].
Les techniques exactes, comme celles décrites dans [8],
ont des problèmes de passage à l’échelle, et limitent
le nombre de clusters à une valeur constante. En effet,
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notre approche basée sur un modèle PLNE formulé sur
les motifs fermés, a plus de flexibilité dans l’expression
des contraintes, et permet de faire appel aux solveurs
performants de la PLNE.

Par rapport à la littérature du problème du cluste-
ring conceptuel, notre approche a deux apports ma-
jeurs, directement liés à l’usage de la PLNE : exacti-
tude et flexibilité. Notre formulation PLNE modélise
toute la problématique en un problème d’optimisation
linéaire sous contraintes, dont la résolution par l’algo-
rithmique par séparation/évaluation produit une solu-
tion exacte, donnant ainsi des garanties sur la qualité
des clusterings que les approches heuristiques.

L’article est organisé comme suit : la section 2 défi-
nit le contexte. La section 3 présente la modélisation
PLNE, tandis que la section 4 traite des aspects ré-
solution. Un état de l’art synthétique est proposé à la
section 5. Les expérimentations menées sont décrites
à la section 6. Enfin, nous concluons en ouvrant plu-
sieurs directions de recherche.

2 Contexte et définitions

Dans cette section, nous présentons les définitions
et les concepts utilisés au long de cet article.

2.1 Concepts formels

Soit I un ensemble de n littéraux distincts appe-
lés items, un motif (ou itemset) est un sous-ensemble
non nul de I. Le langage de motifs correspond à
LI = 2I\∅. Une base de transactions est un multi-
ensemble de m motifs du LI . Chaque motif, généra-
lement appelé une transaction ou un objet, est une
entrée de la base de transactions. Pour l’instant, la
table 1a illustre une base de transactions T avec m=11
de transactions t1, . . . , t11 décrites par n=8 d’items
A,B,C,D,E, F,G,H.

Soit R une relation binaire entre l’ensemble T de
transactions et l’ensemble I d’items telle que (t, i) ∈ R
si la transaction t contient l’item i : i ∈ t. On note
R = (T , I, R) le tuple formé par ces ensembles de
transactions, les items et la relation binaire. R est ap-
pelée un contexte formel [6]. Deux opérateurs sont
définies :

— Soit I ⊆ I, ext(I) = {t ∈ T | ∀i ∈ I, (t, i) ∈ R}
— Soit T ⊆ T , int(T ) = {i ∈ I| ∀t ∈ T, (t, i) ∈ R}
ext(I) est l’ensemble de transactions qui contiennent

tous les items dans I. int(T ) est l’ensemble des items
contenus dans toutes les transactions dans T . Ces deux
opérateurs induisent une relation de Galois entre 2T

et 2I , plus formellement, T ⊆ ext(I)⇔ I ⊆ int(T ).
Une paire telle que (I = int(T ), T = ext(I)) est ap-

pelée un concept formel. Cette formulation définit

une propriété de fermeture sur la base de transac-
tions T , fermé(I)⇔ I = int(ext(I)). Un motif I pour
lequel fermé(I) = vrai est appelé un motif fermé.

En utilisant ext(I), nous pouvons définir la
fréquence d’un concept : freq(I) = |ext(I)|,
et sa diversité : divers(I) =

∑
t∈ext(I) |{i ∈

I | (i /∈ I) ∧ (i ∈ t)}|. De plus, nous pouvons nous
référer à sa taille par : taille(I) = |{i | i ∈ I}|.

2.2 Clustering conceptuel

Le clustering est la tâche qui partitionne un en-
semble de transactions en groupes relativement homo-
gènes. Le clustering conceptuel consiste à fournir
une description distincte de chaque cluster (groupe),
c.-à-d. le concept caractérisant l’ensemble des transac-
tions qu’il contient.

Ce problème peut être formulé comme : la recherche
d’un ensemble de k clusters, où chacun est décrit par
un motif fermé P1, P2, ..., Pk, et couvrant toutes les
transactions sans aucun chevauchement entre les clus-
ters. Par exemple, la table 1c illustre les différents clus-
terings pour k=3.

Une fonction d’évaluation f est nécessaire pour
évaluer la qualité du clustering. Ainsi, le clustering
conceptuel cherche un ensemble disjoint de clusters
sur T qui optimisent un certain critère donné sur
la qualité du clustering. Par exemple, pour la base
de transactions T et k=3, minimiser f(P1, ..., Pk) =∑

1≤i≤k divers(Pi) fournit un clustering s1, avec une
valeur optimale 18 (voir la table 1c)

2.3 Autres variantes de clustering

Autres variantes de clustering [3], comme le soft
clustering, le co-clustering, et le soft co-clustering,
peuvent également être exprimées par la relation entre
les transactions et les motifs fermés.
a. Le co-clustering consiste à trouver k clusters cou-
vrant à la fois l’ensemble de transactions et l’ensemble
des items, sans aucun chevauchement sur les transac-
tions ou sur les items. Par exemple, s1 fournit un co-
clustering sur la base de transactions T ( voir la table
1c)
b. Le soft clustering consiste à relâcher :

— soit la relation de couverture : les transactions
ne sont pas toutes couvertes, mais au moins δt
transactions doivent être couvertes, où le seuil
δt ≤ |T |(= m)

— ou la relation de non-chevauchement : de petits
chevauchements sont autorisés, mais la transac-
tion t ne peut apparâıtre dans plus de δo clusters,
où le seuil δo ≥ 1

c. Le soft co-clustering consite à relâcher la relation
de couverture ou la relation de non-chevauchement
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Trans. Items

t1 A B D

t2 A E F

t3 A E G

t4 A E G

t5 B E G

t6 B E G

t7 C E G

t8 C E G

t9 C E H

t10 C E H

t11 C F G H

(a) La base de transactions T .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

t1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t2 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0

t3 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1

t4 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1

t5 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1

t6 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1

t7 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1

t8 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1

t9 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0

t10 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0

t11 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1

(b) (at,c) la matrice associée à la base de transactions T .

Sol. P1 P2 P3

s1 {A, B, D} {C, F, G, H} {E}
s2 {B} {C} {A, E}
s3 {A} {C} {B, E, G}

(c) Trois clusterings conceptuels pour k=3.

Table 1 – Exemple typique.

sur l’ensemble de transactions (comme pour le soft-
clustering), mais aussi sur l’ensemble des items :

— les items ne sont pas tous couverts, mais au
moins γi items doivent être couverts, où le seuil
γi ≤ |I|(= n)

— de petits chevauchements sont autorisés, mais un
item i ne peut apparâıtre dans plus de γo co-
clusters, où le seuil γo ≥ 1

Example 1 Pour δt=6, δo=1, γi=7, γo=2,
sr = [{A,E}, {B,E,G}, {C,F,G,H}] est un soft
co-clustering puisque D est le seul item man-
quant, les items E et G apparaissent deux fois et
{t1, t7, t8, t9, t10} sont les transactions non couvertes.

2.4 Programmation linéaire en nombres entiers

La programmation linéaire en nombres entiers
(PLNE) [15] est l’une des méthodes les plus utilisées
pour le traitement des problèmes d’optimisation, en
raison de sa rigueur, sa flexibilité et sa grande capa-
cité de modélisation. Un PLNE est un programme li-
néaire avec une restriction d’intégralité des variables.
En règle générale, un modèle PLNE comporte : (i) un
ensemble de variables de décision, (ii) un ensemble de
contraintes linéaires, où chaque contrainte est décrite
par une expression linéaire portant sur les variables
de décision et égale, inférieure ou supérieure à une va-
leur scalaire, et (iii) une fonction objectif qui permet
d’évaluer la qualité de la solution. Résoudre un pro-
blème PLNE consiste à trouver la meilleure solution
relativement à la fonction objectif dans l’ensemble des
solutions faisables. Formellement, un problème PLNE
prend la forme :

Maximize or Minimize cT x
Subject to Ax (≤,=, or ≥) b

xi ∈ Z, i = 1..n
(1)

où x représente le vecteur des variables de décision,
n est le nombre total de variables entières, cj (1≤j≤
n) est le coefficient de la variable xj dans la fonction
objectif. A est une matrice de coefficients de dimension
m×n, et b est un vecteur de dimension m×1 contenant
les valeurs du côté droit des contraintes.

3 Modélisations en PLNE

Dans la présente section, nous allons décrire les mo-
dèles PLNE correspondants aux différents problèmes
de clustering introduits dans la section précédente.

3.1 Clustering conceptuel

Soit T un ensemble de m transactions définies sur
un ensemble I de n items. Soit C l’ensemble des p
motifs clos (relativement à la mesure de fréquence).
Soit at,c la matrice binaire de dimension m × p telle
que (at,c = 1) ssi c ⊆ t, i.e., la transaction t appartient
au cluster représenté par le motif clos c.

Par conséquent, le problème de clustering concep-
tuel peut être modélisé en un PLNE (voir Fig. 1a)
de p variables booléennes xc, (c ∈ C), où (xc = 1) ssi
le cluster représenté par le motif clos c appartient au
clustering. Les contraintes (1) stipulent que toute tran-
saction t doit être couverte par un et un seul cluster
c. La contrainte (2) détermine le nombre k = k0 de
clusters. La fonction objectif est définie en associant à
chaque cluster c ∈ C une valeur vc qui reflète l’intérêt
(à maximiser) ou le coût (à minimiser) du cluster c,
par exemple, minimiser la diversité de chaque concept
ou maximiser leur taille.

Example 2 Considérons l’ensemble T des transac-
tions de la Table 1a. La matrice (at,c) associée à T est
illustrée par la Table 1b. Si on considère vc=size(c) la
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valeur attachée au cluster c, alors la solution qui maxi-
mise la fonction objectif est x2=x12=x15=1, toutes les
autres variables xc étant égales à 0 (d’où, k=3). Cette
solution correspond au clustering s1 (voir Table 1c).

Les mesures de qualité introduites sont associées in-
dividuellement aux motifs donnés. La contrainte (2’)
permet de contrôler le nombre k de clusters en spéci-
fiant une borne inférieure kmin et/ou une borne supé-
rieure kmax. La relaxation de k lève les contraintes sur
le clustering permettant ainsi de fournir des résultats
à partir d’un large espace de solutions, ce qui octroie
à notre approche une plus grande flexibilité.

3.2 Co-clustering

Le co-clustering consiste à trouver k clusters cou-
vrant à la fois l’ensemble des transactions et l’ensemble
des items, sans chevauchements sur les transactions et
sur les items. Soit wi,c la matrice binaire n× p définie
comme suit : (wi,c = 1) ssi l’item i appartient au motif
clos c. Fig. 1b donne le modèle PLNE du co-clustering.
Les contraintes (3) indiquent que tout item i doit être
couvert par exactement un cluster c.

Example 3 La solution optimale x2=x12=x15=1 et
toutes les autres variables xc égales à 0, correspondant
au clustering s1 (voir Table 1c) est un co-clustering
puisque les clusters associés couvrent à la fois I et T
sans chevauchements.

3.3 Soft clustering et soft co-clustering

Pour le soft clustering conceptuel (voir Sec-
tion 2.3b), on introduit m variables booléennes yt, (t ∈
T ) où (yt = 1) ssi la transaction t appartient à au
moins un cluster. Fig. 1c décrit le modèle PLNE.
Premièrement, comme

∑
t∈T yt donne le nombre

de transactions couvertes, la contrainte (5) stipule
qu’au moins δt transactions doivent être couvertes.
Deuxièmement, comme une transaction t appartient
à
∑
c∈C at,cxc clusters, la contrainte (4) déclare que

toute transaction t doit appartenir à au plus δo clus-
ters. Noter que si yt=0, alors la transaction t n’est pas
couverte et la contrainte (4) est satisfaite.

Nous procédons de la même manière pour le soft
co-clustering (voir Section 2.3c) en introduisant n va-
riables booléennes zi, (i ∈ I) où (zi = 1) ssi l’item
i appartient à au moins un cluster. Tout d’abord,
comme

∑
i∈I zi indique le nombre d’items couverts,

la contrainte (7) stipule qu’au moins γi items doivent
être couverts. Ensuite, comme un item i appartient
à
∑
c∈C wi,cxc clusters, la contrainte (6) exprime que

tout item i doit appartenir à au plus γo clusters. No-
ter que si zi=0, alors l’item i n’est pas couvert et
la contrainte (6) est satisfaite. L’exemple 1 donne un
exemple de soft co-clustering.

Des contraintes additionnelles peuvent être ajoutées
au modèle pour éviter des clusterings non pertinents.
On peut, par exemple, ajouter des contraintes sur la
fréquence des motifs clos (par exemple freq(c) > 1) qui
conduit à un clustering plus équilibré pour l’ensemble
des transactions T , et peut éviter que les données
aberrantes soient contenues dans des clusters uniques
pour chacune. Dans ce cas, la solution optimale de
notre exemple illustratif est x4=x7=x8=1, et toutes
les autres variables xc sont égales à 0. Elle correspond
au clustering conceptuel s3 (voir Table 1c).

4 Résolution

Nous avons défini dans la section précédente un mo-
dèle PLNE pour exprimer différents types de cluste-
rings. La puissance de cette plate-forme réside dans
sa flexibilité en termes de contraintes pouvant être
imposées. Dans la section 3, nous avons défini des
contraintes qui imposent des restrictions globales sur
les clusters telles que : les clusters couvrent toutes les
transactions (ou un nombre minimal d’entre elles), les
clusters doivent être disjoints (ou ont des chevauche-
ments restreints), etc. Mais en pratique, il peut aussi y
avoir des contraintes locales qui devraient être définies
sur chaque motif clos telles que :
- des contraintes de fréquence minimale et maximale,
- MustLink(ti, tj) qui impose que les transactions ti et
tj soient dans le même cluster,
- CannotLink(ti, tj) qui impose que la transaction ti ne
soit pas dans le même cluster que la transaction tj .

Plus il y a de contraintes locales sélectives, moins il
y aura de motifs clos pour l’étape de résolution. Fina-
lement, le processus de clustering se résume aux deux
principales étapes suivantes :
Etape de prétraitement : calcule les motifs clos
utilisant des extracteurs efficaces tels que LCM et filtre
tous ceux qui ne satisfont pas les contraintes locales.
Les contraintes telles que la fréquence minimale et de
taille des clusters sont directement prises en charge
par l’extracteur. Pour les contraintes CannotLink(ti, tj),
tout cluster c tel que ti et tj appartiennent à ext(c)
doit être filtré. Les contraintes MustLink sont gérées de
façon similaire.
Etape de résolution : résout l’un des modèles PLNE
de clustering détaillés dans la Section 3 à l’aide de
solveurs PLNE efficaces.

5 Travaux relatifs

Le clustering conceptual a été introduit dans
[12], et étendu dans [13, 5]. De nombreuses approches
ont été conçues pour attaquer ce problème, de na-
ture statistique, syntaxique ou hiérarchique [18], où le

30



Optimise
∑

c∈C vc . xc

Subject to (1)
∑

c∈C at,c . xc = 1, ∀t ∈ T
(2)

∑
c∈C xc = k0

xc ∈ {0, 1}, c ∈ C

(a) Modèle PLNE du clustering conceptuel (M1).

Optimize
∑

c∈C vc . xc

Subject to (4) yt ≤
∑

c∈C at,c . xc ≤ δo . yt, ∀t ∈ T
(5)

∑
t∈T yt ≥ δt

(6) zi ≤
∑

c∈C wi,c . xc ≤ γo . zi, ∀i ∈ I
(7)

∑
i∈I zi ≥ γi

k =
∑

c∈C xc

kmin ≤ k ≤ kmax

k ∈ N,
xc ∈ {0, 1}, c ∈ C
yt ∈ {0, 1}, t ∈ T
zi ∈ {0, 1}, i ∈ I

(c) Modèle PLNE pour soft co-clustering (M3).

Optimize
∑

c∈C vc . xc

Subject to (1)
∑

c∈C at,c . xc = 1, ∀t ∈ T
(2) k =

∑
c∈C xc

(2′) kmin ≤ k ≤ kmax

(3)
∑

c∈C wi,c . xc = 1, ∀i ∈ I
k ∈ N, xc ∈ {0, 1}, c ∈ C

(b) Modèle PLNE du co-clustering (M2).

Figure 1 – Modèles PLNE du conceptual clustering.

clustering conceptuel hiérarchique est le plus reconnu
parmi eux [5, 19].

Approches heuristiques Plusieurs méthodes ont ex-
ploré l’idée de découpler la phase de formation de clus-
ters de la phase de recherche des descriptions concep-
tuelles. Pensa et al. [16] ont d’abord commencé par la
fouille de motifs (itemsets) clos (ou δ-clos) et de leurs
extensions en leur appliquent ensuite le clustering k-
Means. Perkowitz et Etzioni [17] font le contraire : leur
fouille de cluster utilise d’abord une technique de clus-
tering pour former les clusters, puis, exploite ce clus-
tering pour trouver des descriptions à l’aide de l’ap-
prentissage de règles. Les instances sont appariées aux
descriptions, conduisant potentiellement à des clusters
qui se chevauchent. Enfin, [7] ont introduit le tiling.
Une tuile (tile) est un concept formel et dans ce travail,
deux problèmes sont considérés : i) trouver k tuiles qui
couvrent le plus de transactions possibles, et ii) trou-
ver le nombre minimal de tuiles qui couvent toutes les
transactions. Les deux problèmes sont évidemment des
problèmes de clustering conceptuel, les tuiles peuvent
se chevaucher, comme pour les clusters.

PPC/SAT pour la fouille d’ensemble de motifs.
Le paradigme de la programmation par contraintes
est au coeur des approches génériques qui traitent le
problème des ensembles de k-motifs [10, 8]. Ces mé-
thodes permettent de modéliser les ensembles de mo-
tifs satisfaisant des propriétés sur l’ensemble des mo-
tifs, de manière déclarative et flexible, comme le clus-
tering conceptuel, le k-tiling, pour ne citer que ceux-là,
elles cherchent cependant des ensembles contenant un
nombre fixe de motifs et tendent à avoir des problèmes
de passage à l’échelle. Dans [11], les auteurs formulent
le processus de clustering conceptuel sous forme de re-
quêtes dans un langage donné. Ces requêtes sont tra-
duites en clauses SAT et sont résolues par un solveur
SAT. Cependant, la plate-forme proposée ne permet

ni d’exprimer des critères d’optimisation ni le passage
à l’échelle.

PLNE/PPC pour le clustering basé-distance.
Le clustering basé-distance repose sur les dissimila-
rités (ou similarités) entre des attributs numériques.
Dans cet axe, plusieurs approches déclaratives ont été
proposées. Dans [4], une approche PPC a été utilisée.
Cette approche supporte diverses sortes de contraintes
utilisateurs. Dans [2], une approche exacte qui uti-
lise la génération de colonnes pour la résolution d’un
PLNE est présentée. Leur approche étend celle propo-
sée par [1]. Dans [14], une approche de clustering sous
contraintes utilisant PLNE est proposée. Elle prend
en entrée un ensemble de clusters de base possibles
et construit un clustering en y sélectionnant un sous-
ensemble approprié. Le nombre k de clusters doit être
fixé au départ. Notre proposition, en revanche, per-
met de relâcher k en spécifiant des bornes inférieure
et supérieure. Dans leurs expérimentations, l’ensemble
des clusters de base est généré à partir des motifs fré-
quents. Ceci rend l’approche moins applicable car le
nombre de clusters de base est énorme et donc la sélec-
tion d’un sous-ensemble approprié est difficile. L’adop-
tion de l’ensemble des motifs fermés dans notre ap-
proche permet de réduire la redondance comparative-
ment à d’autres modes de sélection des clusters can-
didats et rend ainsi l’étape de résolution plus efficace
en réduisant considérablement le nombre de clusters
candidats.

6 Expérimentations

L’évaluation expérimentale est conçue pour ré-
pondre aux questions suivantes :

1. Comment (en termes de temps CPU) notre ap-
proche se compare par rapport à l’approche
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(c) Maximiser la taille de la description.

Instance

CCLP-M1 avec k relaxé –
Maximiser la taille de la

description

CCLP-M1 avec k fixé –
Maximiser la taille de la

description

CCLP-M1-Dist Maximiser
la moyenne des similarités

du contenu de chaque
cluster [14]

meilleur
k

Temps CPU (s.) meilleur
k

Temps CPU (s.) meilleur
k

Temps CPU (s.)
(1) (2) (1) (2) (1) (2)

Soybean 10 0.74 15.52 10 0.74 21.31 10 0.74 8.52
Primary-tumor 10 1.98 40.62 10 1.98 35.84 8 1.98 35.4
Lymph 10 3.38 25 10 3.38 93.96 10 3.38 149.69
Vote 10 4.42 191.12 10 4.42 304.18 9 4.42 66.21
Zoo-1 10 0.07 6.22 10 0.07 2.73 9 0.07 0.35
Mushroom 10 17.1 154.75 10 17.1 163.67 10 17.1 169.04
Tic-Tac-Toe 10 0.38 420.75 10 0.38 398.86 10 0.38 209.4
Anneal 10 236.85 1,493.38 10 236.85 5,744.03 10 236.85 5,744.03
Hepatitis 10 113.84 20,825.8 10 113.84 40,014.5 10 113.84 37,745.7

(d) L’impact de la relaxation du nombre de clusters k ((1) étape de prétraitement
(2) étape de résolution).

Figure 2 – Comparaison des temps CPU.

de Guns et al. (KPatternSet) et l’approche de
Mueller et al. ?

2. Comment les clusters résultants se comparent
par rapport aux différentes fonctions objectif ?

3. Compte tenu de la nature exacte de notre ap-
proche, comment les clusters résultants et leurs
descriptions se comparent qualitativement avec
celles qui résultent des approches heuristiques
existantes basées sur une plate-forme similaire ?
Les deux approches avec lesquelles nous nous

comparons sont celles de Pensa et al. (CDKMeans)
et Perkowitz et al. (CM).

Protocole expérimental. Les expérimentations
ont été effectuées sur les mêmes jeux de données uti-
lisés dans [8] et disponibles dans le dépôt de l’UCI.
Le tableau 2 présente les caractéristiques de ces jeux
de données. Toutes les expérimentations ont été me-
nées sur AMD Opteron 6282SE avec 2.60 GHz de
CPU et 512 GB de RAM. Nous avons utilisé LCM pour
extraire l’ensemble des motifs fermés et CPLEX v.12.4
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Jeu de données #transactions #items densité(%) Nombre de motifs clos

Soybean 630 50 32 31,759

Primary-tumor 336 31 48 87,230

Lymph 148 68 40 154,220

Vote 435 48 33 227,031

tic-tac-toe 958 27 33 42,711

Mushroom 8124 119 18 221,524

Zoo-1 101 36 44 4,567

Hepatitis 137 68 50 3,788,341

Anneal 812 93 45 1,805,193

Table 2 – Caractérisitque du jeu de données.

pour résoudre les différents modèles PLNE. Au niveau
de toutes les méthodes, un Timeout de 24 heures a été
fixé.

Les expérimentations ont été réalisées sans
contraintes locales sur les motifs fermés. Pour éva-
luer la qualité d’un clustering, nous avons testé la
cohérence d’un clustering, mesurée par la similarité
d’intra-cluster (ICS), ainsi que la dissimilarité inter-
clusters (ICD), les deux devraient être aussi grandes
que possible. La mesure de similarité entre deux
transactions t et t′ est définie par :

s : T × T 7→ [0, 1], s(t, t′) = |t∩t′|
|t∪t′|

ICS(P1, ..., Pk) =
1

2

∑

1≤i≤k

(
∑

t,t′∈Pi

s(t, t′))

ICD(P1, ..., Pk) =
∑

1≤i<j≤k

(
∑

t∈Pi,t′∈Pj

(1− s(t, t′)))

(a) Comparaison de CCLP avec KPatternSet.
Figs. 2a and 2c comparent les performances des deux
méthodes en utilisant le modèle M1 sur différents jeux
de données, pour différentes valeurs de k, et par rap-
port au premier critère d’optimisation (i.e. la taille de
la description). Les temps CPU de CCLP-M1 incluent
ceux de l’étape de prétraitement. Pour (k = 3), KPat-
ternSet domine CCLP-M1 sauf sur l’instance Soybean,
Zoo-1 et Mushroom. Mais pour (k ≥ 4), CCLP-M1

est plus performant que KPatternSet avec plusieurs
ordres de grandeur et sur tous les jeux de données.
Enfin, KPatternSet ne parvient pas à trouver une so-
lution dans le délai pour (k > 5). Sur le jeu de données
Audiology, les deux approches ne sont pas en mesure
de trouver une solution. Ceci est en partie expliqué
par le nombre de motifs fermés (106) en comparai-
son avec les autres jeux de données (allant de 103 jus-
qu’à 105). Pour le deuxième critère d’optimisation (see
Fig. 2b), les mêmes observations s’appliquent. Notez
que sur Tic-Tac-Toe, un clustering conceptuel n’est
pas faisable pour (k = 4).

(b) Impact de relaxation de k. Pour évaluer l’in-
térêt de relâcher k, la Fig. 2d compare, en termes de
la meilleure valeur trouvée pour k (Col. 2 vs. Col. 5)

et du temps CPU (Col. 4 vs. Col .7), la performance
de CCLP-M1 avec k relâché (CCLP-M1-relaxed) contre
CCLP-M1. Sont rapportées dans Col. 5 les meilleures
valeurs trouvées pour k (3 ≤ k ≤ 10) qui maximisent
la taille de la description. Les deux configurations ob-
tiennent la même meilleure valeur pour k. En effet,
Il y a un biais vers un k près de kmax lorsqu’on uti-
lise la taille de la description comme un critère d’op-
timisation. En comparant les temps CPU, CCLP-M1-
relaxed est souvent plus rapide, notamment sur les
deux ensembles de données les plus difficiles Anneal et
Hepatitis (speed-up allant jusqu’à 3.84).

Contrairement à Mueller et al., Notre approche per-
met de relâcher k. Pour comparer les deux, nous avons
implémenté la moyenne des similarités du contenu de
chaque cluster (i.e., s(x, y)), la fonction objectif utili-
sée dans leur travail pour un k fixé. Fig. 2d compare,
en termes de la meilleure valeur trouvée pour k et le
temps CPU, les approches CCLP-M1-relaxed et CCLP-
M1-Dist. Les deux approches retrouvent presque les
mêmes meilleures valeurs de k et obtiennent, sur les
7 premiers jeux de données, des temps CPU compa-
rables. Tandis que sur les deux jeux de données dif-
ficiles, CCLP-M1-relaxed est nettement plus efficace.
Fig. 4b montre que les clusterings trouvés en relâchant
k sont proches de ceux trouvés avec un k fixé.

Enfin, dans Fig. 2d, on peut voir que l’étape de pré-
traitement est négligeable par rapport à l’étape de la
résolution, à l’exception des deux derniers jeux de don-
nées en raison du nombre élevé de motifs fermés.

(c) Analyse qualitative des clusterings. Pour éva-
luer la qualité des clusterings, nous avons rapporté les
mesures de l’ICS et de l’ICD pour chacun. Les points
(voir Fig. 3 et 4) représentent le clustering optimal ob-
tenu pour différentes valeurs de k sur l’ensemble des
jeux de données. Une couleur spécifique est attribuée
à chaque jeu de données. Une étiquette représentant
la valeur de k est associée à certains points avec la
même couleur. En outre, nous n’avons pas rapporté
les points qui se trouvent sur le front Pareto dans les
Figs. 3b et 4a puisqu’ils sont incomparables. Fig. 3a
montre les deux critères d’optimisation de CCLP-M1. A
l’exception des jeux de données Vote et Tic-Tac-Toe, la
mesure de la diversité sacrifie l’ICS pour atteindre des
valeurs de l’ICD plus élevées. Ceci est un indicateur
sur le choix des clusters plus équilibrés : l’ICS est né-
cessairement limité par le nombre d’instances par clus-
ter, mais l’ICD augmente s’il y a plus d’instances dans
d’autres clusters. La mesure de taille montre le com-
portement inverse. Ceci est un indicateur sur le choix
des clusters contenant une garde partie des instances
et des autres clusters contenant moins d’instances.
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(b) CCLP-M1 avec la mesure de diversité vs. Cluster Mining (CM).

Figure 3 – Comparaison de la qualité des clusterings résultants (1).

Pour comparer avec CDKMeans et CM, 2 nous devons
d’abord identifier un bon clustering de comparaison.
Pour cela, (i) nous avons exécuté chaque technique

2. Pour CM, nous avons utilisé SimpleKMeans et JRip dans
Weka. Nous avons ré-implémenté CDKMeans : http://www.

scientific-data-mining.org/software/cdkmeans.zip.

100 fois pour lisser les effets d’initialisation aléatoires
pour k-Means, (ii) puis nous avons regroupé le résultat
dans classes d’équivalence, dans lesquelles, les cluste-
rings se mettent d’accord sur la composition de tous
les clusters, (iii) finalement, nous avons choisi la plus
grande classe d’équivalence et utilisé son représentant
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10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

IC
D

 (
lo

g
 s

c
a
le

)

ICS (log scale)

soybean using CCLP-M1-Relaxed-Size
soybean using CCLP-M1-Dist

primary-tumor using CCLP-M1-Relaxed-Size
primary-tumor using CCLP-M1-Dist

lymph using CCLP-M1-Relaxed-Size
lymph using CCLP-M1-Dist

vote using CCLP-M1-Relaxed-Size

vote using CCLP-M1-Dist
zoo-1 using CCLP-M1-Relaxed-Size

zoo-1 using CCLP-M1-Dist
mushroom using CCLP-M1-Relaxed-Size

mushroom using CCLP-M1-Dist
tic-tac-toe using CCLP-M1-Relaxed-Size

tic-tac-toe using CCLP-M1-Dist

(b) CCLP-M1-relaxed with Size vs. CCLP-M1-Dist.

Figure 4 – Comparaison de la qualité des clusterings résultants (2).

(à savoir l’un des clusterings en elle, puisque tous ont
la même composition). En cas de présence de plusieurs
grandes classes d’équivalence, nous avons utilisé un re-
présentant de chaque classe.

Les expérimentations montrent comment il peut être
difficile de contrôler les résultats des heuristiques : les

clusterings représentatifs de l’approche CM ne couvrent
jamais toutes les transactions du jeu de données, et
ont souvent des clusters qui se chevauchent. Fig. 3b
montre que les clusterings calculés par CM ont un désa-
vantage qualitatif par rapport aux clusterings trou-
vés par CCLP-M1 (les points de CM sont toujours do-
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minés par celles de CCLP-M1). Afin d’avoir une com-
paraison équitable, nous avons exécuté CCLP-M3 avec
des configurations permettant la même quantité de
non-couverture. Si plusieurs grandes classes d’équiva-
lence apparaissent, nous avons choisi le clustering qui
maximise ICS et ICD tout en utilisant sa couverture
comme contrainte pour CCLP-M3. La figure 4a montre
que notre approche peut avoir des résultats proches
des heuristiques.

CDKMeans est encore plus difficile à contrôler par
l’utilisateur : lorsque tous les motifs fermés sont utili-
sés, l’algorithme attribue, généralement, toutes les ins-
tances à un ou deux clusters, peu importe la valeur de
k. L’utilisation de la contrainte de fréquence améliore
un peu cette situation, même si |C| ≤ k pour k ≥ 4. De
plus, les clusterings ne parviennent pas, quelquefois, à
se stabiliser finissant ainsi en 100 différents clusterings.

Finalement, la représentation particulière des clus-
ters dans CDKMeans peut entrâıner des clusters avec
des descriptions sans aucune transaction qui leurs sont
assignées.

7 Conclusions

Nous avons proposé une approche efficace pour le
clustering conceptuel, qui utilise l’extraction de mo-
tifs fermés pour découvrir des candidats pour les des-
criptions, et un modèle PLNE pour sélectionner les
meilleurs clusters. L’utilisation des motifs fermés ré-
duit la redondance des clusters candidats par rapport
à d’autres méthodes, et le modèle PLNE donne à notre
approche exacte plus de flexibilité, et plus de garantie
sur les solutions fournies par rapport aux approches
heuristiques. Nous voulons exploiter les techniques de
recherche locale afin d’améliorer l’étape de résolution.
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Résumé

Nous présentons la XOR-résolution, une généralisa-
tion de la résolution standard. Elle part de l’idée qu’à
partir de deux clauses CNF contenant deux littéraux op-
posées x∨ y ∨C1 et x∨ y ∨C2, la résolution ne permet
d’inférer que la tautologie y ∨ y ∨ C1 ∨ C2 alors que la
sous-formule non tautologique (x ⊕ y) ∨ C1 ∨ C2 (où
⊕ est le ”ou exclusif”) pourrait être produite. En généra-
lisant la règle de résolution, nous obtenons un système
plus puissant (ie, capable d’obtenir une réfutation de lon-
gueur polynômiale plutôt qu’exponentielle de certaines
classes d’instances). Nous montrons aussi comment les
méthodes de résolution arborescente de type DPLL ou
CDCL peuvent intégrer la XOR-Résolution pour être
théoriquement plus puissantes.

Abstract

We present XOR-resolution, a generalization of Re-
solution. It starts from the idea that from two CNF
clauses containing two opposite literals x ∨ y ∨ C1 and
x∨ y ∨C2, Resolution only allows to infer the tautology
y ∨ y ∨ C1 ∨ C2 while the non tautological subformula
(x⊕ y) ∨ C1 ∨ C2 (where ⊕ is the ”exclusive or”) could
be produced. By generalizing the Resolution rule, we ob-
tain a more powerful proof system (ie, able to generate
a polynomial, instead of exponential, length refutation
of some classes of instances). We also show how the
Resolution-based tree search methods DPLL or CDCL
can integrate XOR-Resolution to be more powerful.

1 Introduction

Les systèmes de preuve basés sur la résolution (Res)
[3] sont utilisés pour permettre de trouver la réfuta-
tion d’une formule booléenne supposée insatisfiable ou
de montrer qu’il existe un modèle. Les méthodes clas-
siques de recherche arborescente de modèle (DPLL,
CDCL) peuvent être interprétées comme une ma-
nière d’appliquer une suite de résolutions pour obtenir
une solution. Cependant, certaines familles d’instances

[4, 13, 1] nécessitent de produire un nombre exponen-
tiel de résolvantes. La résolution étendue [12] ajoute
une régle supplémentaire à la résolution. Personne n’a
jamais trouvé de classe d’instances nécessitant la pro-
duction d’un nombre exponentiel de résolvantes avec
la résolution étendue. Mais, bien que rendant un sys-
tème de preuve par résolution plus puissant, la règle
d’extension est très difficile à mettre en pratique car
le nombre d’extensions possibles est très élevé et il est
difficile de savoir quand l’ajout d’une extension sera
utile ou dommageable.

Nous présentons ici un système de preuve intermé-
diaire entre la résolution et la résolution étendue. Il
est basé sur la remarque que lorsque la règle de résolu-
tion génère une tautologie, donc une clause inutile, il
est possible à la place d’inférer une sous-formule non
tautologique qui apporte une ”information” potentiel-
lement utile.

La règle de résolution permet d’obtenir une clause
C1 ∨ C2 à partir des clauses x ∨ C1 et x ∨ C2. Mais si
un littéral est dans C1 et que son opposé est dans C2

alors on a affaire à une tautologie donc C1 ∨ C2 n’est
pas ajoutée à l’ensemble des clauses.

Or, il s’avère que l’on peut inférer logiquement une
formule non tautologique à partir de x∨C1 et x∨C2 en
généralisant la règle de résolution. Nous allons le voir
en rappelant la raison pour laquelle on peut ajouter la
résolvante C1 ∨ C2 à l’ensemble des clauses.

L’ensemble des clauses représente une conjonction
de clauses F qu’on peut exprimer ainsi : F = (x ∨
C1) ∧ (x ∨ C2) ∧ F ′.

Comme on a la propriété A = A ∧ (A ∨ B), la
formule peut se réécrire successivement :
F = ((x∨C1)∧ (x∨C1 ∨C2))∧ ((x∨C2)∧ (x∨C2 ∨
C1)) ∧ F ′

F = (x ∨ C1) ∧ (x ∨ C2) ∧ ((x ∧ x) ∨ C1 ∨ C2) ∧ F ′

F = (x ∨ C1) ∧ (x ∨ C2) ∧ (C1 ∨ C2) ∧ F ′

Or, si nous avons deux clauses x ∨ y ∨ C1 et
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x∨ y ∨C2, le même type de raisonnement s’applique :
F = (x ∨ y ∨ C1) ∧ (x ∨ y ∨ C2) ∧ F ′

F = ((x∨ y ∨C1)∧ (x∨ y ∨C1 ∨C2))∧ ((x∨ y ∨C2)∧
(x ∨ y ∨ C2 ∨ C1)) ∧ F ′

F = (x∨ y ∨C1)∧ (x∨ y ∨C2)∧ (((x∨ y)∧ (x∨ y))∨
C1 ∨ C2) ∧ F ′

Or, (x∨y)∧ (x∨y) = x⊕y, ⊕ étant le ”ou exclusif”.
On peut donc ajouter (x ⊕ y) ∨ C1 ∨ C2 à la formule
(plutôt qu’une tautologie inutile).

Bien sûr, si z est dans C1 et z est dans C2, (x ⊕
y) ∨ C1 ∨ C2 est une tautologie. Mais nous pouvons
généraliser le raisonnement, quelque soit le nombre de
littéraux en opposition dans les deux clauses : à partir
des clauses x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C1 et x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C2, on
peut ajouter ((x1 ∨ ...∨xn)∧ (x1 ∨ ...∨xn))∨C1 ∨C2.
Or, x1 ∨ ... ∨ xn signifie que tous les xi ne sont pas
égaux à 0 tandis que x1 ∨ ... ∨ xn signifie que tous
les xi ne sont pas égaux à 1. La conjonction des deux
équivaut au fait que parmi les xi, il y en a au moins
un qui diffère des autres. On peut donc réexprimer
(x1 ∨ ...∨xn)∧ (x1 ∨ ...∨xn) par (x1⊕x2)∨ ...∨ (x1⊕
xn) qui signifie que x1 (on aurait pu choisir n’importe
quelle autre variable de manière équivalente) diffère au
moins d’un des autres xi. Au final, la formule inférée
est (x1 ⊕ x2) ∨ ... ∨ (x1 ⊕ xn) ∨ C1 ∨ C2 qui est une
disjonction d’exclusions, non tautologique.

Nous voyons que les formules que nous pouvons in-
férer ne sont plus des clauses CNF (des disjonctions
de littéraux) mais des disjonctions d’exclusions, ce qui
nous amène à généraliser la notion de clause afin de
définir un système de preuve qui généralise Res.

Dans cet article, nous allons donc définir la notion de
x-clauses, de formule XCNF et la XOR-résolution, qui
généralisent respectivement les clauses CNF, les for-
mules CNF et la résolution standard. Nous montrerons
que la XOR-résolution constitue un système de preuve
plus puissant que la résolution mais moins puissant que
la résolution étendue. Nous montrerons ensuite com-
ment prendre en compte la XOR-résolution dans les
méthodes de recherche arborescente pour rendre les
solveurs plus puissant (en théorie).

2 Notions préliminaires

Une formule booléenne, sous sa forme dite CNF, est
une conjonction de clauses. Une clause est une disjonc-
tion de littéraux. Un littéral est soit une variable boo-
léenne, soit sa négation. On définit var(l) comme étant
la variable du littéral l. Les variables peuvent être af-
fectées à la valeur 1 (vrai) ou 0 (faux). Une clause
peut être représentée par l’ensemble de ses littéraux.
Une formule SAT peut être représentée par l’ensemble
de ses clauses. Un modèle d’une formule F est une af-

fectation de variables qui est telle que F est vraie. Une
formule n’ayant pas de modèle est dite insatisfiable.
La clause vide, notée �, est toujours fausse et si une
formule la contient alors elle est insatisfiable. Si une
clause contient un littéral l et son opposé ¬l, elle est
toujours vraie et on l’appelle tautologie sur var(l).

2.1 Resolution

Les systèmes formels de preuve propositionnelle per-
mettent de dériver d’autres formules à partir d’une for-
mule F, grâce à des règles d’inférence. En particulier, le
système de Robinson [10], que nous appelons Res, per-
met de dériver des clauses induites à partir des clauses
d’une formule F grâce à la règle de résolution :

C1 C2

C1\{l} ∪ C2\{l}
La clause inférée par résolution de C1 avec C2 sera

appelé résolvante sur var(l) de C1 et C2. L’intérêt de
Res est qu’il permet d’établir des réfutations de for-
mules (ie, des preuves de leur insatisfiabilité) dans la
mesure où une formule est insatisfiable si et seulement
si il existe une suite de résolutions qui dérive la clause
vide. Res fonctionne par saturation de l’application de
sa règle : si une formule est satisfiable, Res le détecte
quand plus aucune résolvante non redondante ne peut
être dérivée.

Une dérivation est une suite d’applications de la
règle de résolution permettant de dériver une clause.
Elle constitue la preuve que cette clause est une consé-
quence logique de la formule. Une dérivation de la
clause vide s’appelle une réfutation. On appelle lon-
gueur d’une preuve, le nombre de résolvantes qu’elle
contient.

Nous rappelons qu’on dit qu’un système de preuves
P p-simule un système de preuves Q ssi il existe une
fonction reformulant en temps polynomial une preuve
produite par P à partir d’une preuve produite par Q.
Ainsi, P est dit plus puissant que Q si P peut p-simuler
Q mais Q ne peut pas p-simuler P. Informellement, un
système de preuves propositionnel P est plus puissant
que Q si P peut générer des preuves de longueur po-
lynômiale pour des classes d’instances pour lesquelles
Q ne peut générer que des preuves de longueur expo-
nentielle, et que lorsque Q peut générer une preuve de
longueur polynômiale, P le peut aussi.

2.2 Le ”ou exculsif” (XOR)

Nous rappelons succintement quelques propriétés de
l’opérateur ⊕. Il est commutatif et associatif.
a⊕ b = a ∧ b ∨ a ∧ b = (a ∨ b) ∧ (a ∨ b).
a ⊕ b peut s’interpréter comme ”a diffère de b”.

a1 ⊕ a2 ⊕ ... ⊕ an peut s’interpréter comme ”il y a
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un nombre impair de variables ai qui sont égales à 1
(vraies)” ou comme une équation linéaire dans le corps
Z/2Z, c’est-à-dire ”la somme modulo 2 des variables ai
égale 1”. C’est pourquoi nous les appellerons équations
booléennes, mais on les retrouve aussi ailleurs sous le
nom de contraintes de parité.

Voici quelques relations que nous utilisons dans cet
article :
a⊕ 1 = a (1)
Simplifications :
a⊕ a = 0 (2)
a⊕ b ∨ a = a ∨ b (3)
a⊕ b ∨ a = a ∨ b (4)
a⊕ b ∧ a = b (5)
a⊕ b ∧ a = b (6)
Redistribution des variables dans les équations :
a⊕ b ∨ a⊕ c = a⊕ b ∨ b⊕ c (7)
a⊕ b ∧ a⊕ c = a⊕ b ∧ b⊕ c⊕ 1 (8)

En fait, les relations (3), (4), (5) et (6) sont des cas
particuliers des relations (7) et (8) pour lesquelles on
a b = 0 ou b = 1.

L’opérateur d’équivalence ⇔ est la négation du ⊕ :
x⇔ y = x⊕ y = x⊕ y ⊕ 1. Toute équation booléenne
est reformulable en une châıne d’équivalences en rem-
plaçant chaque ⊕ par un ⇔ et en ajoutant ”⊕1” si le
nombre de ⊕ était impair.

On normalise l’expression d’une équation booléenne
en utilisant d’abord la relation (1) pour faire dispa-
râıtre les occurences de littéraux négatifs, puis en uti-
lisant la relation (2) pour faire disparâıtre les doublons

de variable ou de 1. À la fin, une équation booléenne ne
contient plus de négation, aucune variable n’apparâıt
plus d’une fois, et 1 apparâıt une fois au plus.

Les systèmes linéaires d’équations booléennes (ie,
les conjonctions d’équations booléennes) se résolvent
grâce à la méthode du pivot de Gauss. Quand un
tel système a au moins une solution, l’ensemble des
équations s’exprime d’une manière normalisée en
ordonnant arbitrairement les variables. On fait alors
en sorte que la première variable n’apparaisse plus
à partir de la deuxième équation, que la deuxième
variable n’apparaisse plus à partir de la troisième
équation, etc. Cela se fait en utilisant un nombre
polynômial de fois la relation (8).

Ex : a⊕ b⊕ c ∧ a⊕ d⊕ e ∧ b⊕ d⊕ 1 =
a⊕ b⊕ c ∧ (b⊕ c⊕ 1)⊕ d⊕ e ∧ b⊕ d⊕ 1 =
a⊕ b⊕ c ∧ b⊕ c⊕ 1⊕ d⊕ e ∧ (c⊕ d⊕ e)⊕ d⊕ 1 =
a⊕ b⊕ c ∧ b⊕ c⊕ 1⊕ d⊕ e ∧ c⊕ e⊕ 1.
À ce moment, on réécrit les équations, toujours en util-
sant la relation (8) de manière à ce qu’elles contiennent
des variables dont l’ordre est le plus éloigné possible :
b⊕c⊕1⊕d⊕e = b⊕e⊕1⊕d⊕e = b⊕d⊕1 et a⊕b⊕c =

a⊕ d⊕ e. Au final, la normalisation de la conjonction
d’équations donne a⊕ d⊕ e ∧ b⊕ d⊕ 1 ∧ c⊕ e⊕ 1.

Lorsqu’on normalise un système d’équations boo-
léennes, on le résout : le système est inconsistent ssi
l’équation vide (0) est produite pendant la normali-
sation. Le problème XORSAT de décision sur l’exis-
tence d’une solution d’une conjonction d’équations
booléennes est donc polynomial.

2.3 Formules XCNF

On appelle x-clause (ou simplement clause à par-
tir de maintenant, lorsque le contexte n’est pas am-
bigü), une disjonction d’équations booléennes. Les x-
clauses ont déjà été introduites (sous le nom de clauses
étendues) dans [6] dans le cadre de la compilation de
connaissances dédiée au comptage de modèles. En imi-
tant la normalisation des systèmes d’équations boo-
léennes, on normalise la formulation des x-clauses
grâce à la relation (7). Précisément, on ordonne ar-
bitrairement les variables et on applique la relation
(7) de manière à ce que la première variable n’ap-
paraisse pas dans les équations booléennes suivantes,
que la deuxième variable n’apparaisse plus à partir
de la troisième équation, etc. Ensuite, comme pour
la normalisation des conjonctions d’équations, on ré-
écrit les équations de manière à ce qu’elles contiennent
des variables dont l’ordre est le plus éloigné possible.
Cette normalisation permet de diminuer au maximum
le nombre d’équations dans la disjonction.
Ex : a⊕ b ∨ a⊕ c ∨ b⊕ c =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ b⊕ c =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ c⊕ c =
a⊕ b ∨ b⊕ c

Elle permet aussi de détecter les tautologies.
Ex : a⊕ b ∨ a⊕ c ∨ b⊕ c⊕ 1 =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ b⊕ c⊕ 1 =
a⊕ b ∨ b⊕ c ∨ c⊕ c⊕ 1 = 1

Une formule XCNF (appelée E-CNF dans [6]) est
une conjonction de x-clauses. Toute formule CNF peut
se réécrire comme une formule XCNF dans la mesure
où il suffit de remplacer chaque littéral négatif x par
1⊕x. Une instance XCNF dont toutes les clauses sont
unaires (ie, ne contiennent qu’une équation) équivaut à
une instance XORSAT (et l’ensemble de ces instances
constitue donc une classe polynômiale du problème
XCNF).

3 La XOR-résolution

Etant données deux x-clauses, on définit deux règles
qui permettent d’en inférer une troisième pour l’ajou-
ter à l’ensemble des x-clauses de la formule. Ces deux
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règles constituent le système de preuves que nous ap-
pelons XOR-résolution (XRes).

Q1 ∨ ... ∨Qn ∨ C1 Q1 ∨ ... ∨Qn ∨ C2
R1 :

Q1 ⊕Q2 ∨ ... ∨Q1 ⊕Qn ∨ C1 ∨ C2

où chaque Qi est une équation booléenne et Qi désigne
son opposée.

x⊕Q1 ∨ C1 x⊕Q2 ∨ C2
R2 :

1⊕Q1 ⊕Q2 ∨ C1 ∨ C2

où x est une variable, et Q1 et Q2 sont des équations
booléennes. R2 se justifient par la relation x ⊕ Q1 ∧
x ⊕ Q2 = 1 ⊕ Q1 ⊕ Q2 ∧ x ⊕ Q1. Cette règle permet
d’inférer une x-clause quand deux x-clauses ont cha-
cune une équation booléenne qui possède une variable
x commune.

R1 et R2 sont des généralisations de la règle de ré-
solution. R1 équivaut à la règle de résolution si n = 1,
R2 si Q1 = 0 et Q2 = 1.

La règle R2 permet d’obtenir une x-clause sans x
dans la mesure où il est toujours possible de normali-
ser une x-clause de telle manière que x n’apparaissent
qu’une seule fois dans chacune des deux x-clauses. Il
suffit que x soit considérée comme la première variable
de son ensemble. Cependant, on ne doit appliquer R2
que si elle ne produit pas une tautologie. Sinon, c’est
la règle R1 qu’il faut appliquer.

3.1 Puissance de la XOR-résolution

Définition 1 Soit X = {x1, x2, ..., xk}. On note
Eq(X) l’équation booléenne x1 ⊕ x2 ⊕ ...⊕ xk.
On note CNF (X) l’ensemble (insatisfiable) de toutes
les clauses CNF de longueur |X| que l’on peut faire
avec les variables de X.
On note CNF (X)⊕ l’ensemble de toutes les clauses
CNF dont la conjonction équivaut à Eq(X).
On note CNF (X)⊕1 le complémentaire de CNF (X)⊕

par rapport à CNF (X).

Ex : CNF ({a, b, c}) = {a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨
c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c}. CNF ({a, b, c})⊕ =
{a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c}. CNF ({a, b, c})⊕1 =
{a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c, a∨b∨c}. La conjonction des
clauses de CNF ({a, b, c})⊕ équivaut à Eq({a, b, c}) =
a⊕ b⊕ c et celle de CNF ({a, b, c})⊕1 à Eq({a, b, c})⊕
1 = a⊕ b⊕ c⊕ 1.

Proposition 1 Soit X = {x1, x2, ..., xk}. À partir des
clauses de CNF (X)⊕, on obtient la x-clause Eq(X)
en appliquant 2k−1 − 1 fois la règle R1 de XRes.

On procède en faisant des résolutions avec la règle
R1 entre couples de clauses de la forme C∨xi∨xi+1⊕

... ⊕ xk et C ∨ xi ∨ xi+1 ⊕ ... ⊕ xk ⊕ 1, qui produit
C∨xi⊕xi+1⊕...⊕xk, et couples de clauses de la forme
C ∨ xi ∨ xi+1 ⊕ ...⊕ xk et C ∨ xi ∨ xi+1 ⊕ ...⊕ xk ⊕ 1,
qui produit C ∨ xi⊕ xi+1⊕ ...⊕ xk ⊕ 1. Au début, i =
n−1, on a les 2k−1 clauses de CNF (X)⊕ et on produit
2k−2 résolvantes. Puis, à partir de ces résolvantes, pour
i = k − 2, on produit 2k−3 résolvantes selon le même
schéma, et on continue pour toutes les valeurs de i
décroissante jusque i = 0, où on obtient la résolvante
x1⊕ x2⊕ ...⊕ xk. En tout, on a appliqué 2k−1− 1 fois
la règle R1. �
Proposition 2 La XOR-résolution est strictement
plus puissante que la Résolution standard.

Dans la mesure où les x-clauses sont des généralisa-
tions des clauses CNF et que les règles de XRes sont
des généralisations de la règle de résolution, XRes est
au moins aussi puissant que Res. Nous allons montrer
que les problèmes d’Urquhart, qui se réfutent en temps
nécessairement exponentiel avec Res [13], se réfutent
en temps polynomial avec XRes. Les problèmes d’Ur-
quhart ne contiennent que des clauses appartenant à
des ensembles CNF (Xi)

⊕ ou CNF (Xi)
⊕1, où les Xi

sont des sous-ensembles non disjoints de l’ensemble de
toutes les variables. Par ailleurs, chaque Xi contient
sept variables au maximum. À une équation booléenne
portant sur k variables correspond 2k−1 clauses CNF.
Un problème d’Urquhart qui serait formulé sous la
forme d’un ensemble d’équations booléennes se résou-
drait en temps polynômial grâce par exemple à la mé-
thode du pivot de Gauss, qui se simule par l’appli-
cation de la règle R2 (avec C1 = 0 et C2 = 0). Or,
en partant des clauses d’un ensemble CNF (Xi)

⊕ ou
CNF (Xi)

⊕1, on peut obtenir chacune de ces équations
grâce à 27−1 applications de la règle R2 au maximum
d’après la proposition 1. Donc toute instance du pro-
blème d’Urquhart se résout en temps polynômial. �

3.2 XOR-résolution et résolution étendue

La résolution étendue [12] consiste à ajouter à Res

la règle d’extension en plus de la règle de résolution.
Nous appellerons ER ce système de preuve. En toute gé-
néralité, la règle d’extension permet d’ajouter (à l’en-
semble des clauses) les clauses correspondant à la for-
mule x ⇔ F , où x est une nouvelle variable et F est
n’importe quelle formule portant sur des variables exis-
tant déjà. L’intérêt de rajouter la règle d’extension est
qu’elle rend le système plus puissant dans la mesure
où certains problèmes dont la preuve est de longueur
nécessairement exponentielle dans Res ont une preuve
polynômiale dans ER. C’est le cas du fameux problème
des pigeons [4, 2].

Chaque x-clause peut se réécrire comme la conjonc-
tion d’une clause CNF et d’équations booléennes :
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Q1 ∨ ... ∨Qn =
(z1 ∨ ... ∨ zn) ∧ (z1 ⇔ Q1) ∧ ... ∧ (zn ⇔ Qn) =
(z1∨ ...∨zn)∧ (z1⊕Q1⊕1)∧ ...∧ (zn⊕Qn⊕1). Les zi
sont des variables introduites par la règle d’extension.
Ainsi, XRes peut être vu comme une façon restreinte
d’appliquer la résolution étendue. Ses deux règles se
simulent ainsi :

x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C1 x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C2
R1’ :

z1 ∨ ... ∨ zn−1 ∨ C1 ∨ C2, z1 ⇔ x1 ⊕ x2,

..., zn−1 ⇔ x1 ⊕ xn

z1 ∨ C1 z2 ∨ C2 z1 ⇔ x⊕ y1 z2 ⇔ x⊕ y2
R2’ :

z3 ∨ C1 ∨ C2, z3 ⇔ 1⊕ y1 ⊕ y2

Chaque formule de type a ⇔ b ⊕ c équivaut à la
conjonction des quatre clauses CNF a∨ b∨ c, a∨ b∨ c,
a∨ b∨ c, a∨ b∨ c. On peut donc réécrire les règles R1’
et R2’ uniquement avec des clauses CNF.

4 XDPLL : la recherche arborescente sur
une formule XCNF

Il parâıt peu probable que la définition d’un solveur
basé directement sur la résolution d’une instance CNF
grâce à l’application répétée des règles de la XOR-
résolution lui permette d’être compétitif avec les sol-
veurs SAT complets les plus récents, tous basés sur la
recherche arborescente. Il nous faut donc trouver com-
ment effectuer une recherche arborescente qui simule
la XOR-résolution, au moins partiellement. Dans cette
section, nous montrons comment simuler l’application
de la règle R2.

Pour résoudre une instance F , un solveur de type
DPLL ou CDCL utilise le fait que F = (F∧x)∨(F∧x),
où x est une variable apparaissant dans F . Il procède
par dichotomie en considérant F ∧ x et F ∧ x. F ∧ x
se déduit de F en retirant les clauses contenant x,
car la clause unitaire x les subsume, et en retirant le
littéral x des clauses qui le contenait, obtenant ainsi
les résolvantes entre les clauses contenant x et la clause
unitaire x (grâce à la propagation unitaire).

On peut généraliser le procédé en remarquant que
F = (F ∧ Q) ∨ (F ∧ (Q ⊕ 1)) où Q est une équation
booléenne contenant des variables de F (comme cela
a déjà été proposé dans [6], mais pour compiler de
la connaissance). Ainsi, on remplace le choix de va-
riable par le choix d’un sous-ensemble de variables, et
le choix de valeur par le choix d’une des deux équa-
tions booléennes sur ces variables. Cela étant, afin de
gérer correctement l’adjonction d’une équation boo-
léenne dans la formule correspondant à un sous-arbre
de recherche, nous allons devoir généraliser la notion
de propagation unitaire.

4.1 Propagation unitaire dans les XCNF

Dans le contexte d’une instance XCNF, une clause
unitaire est une clause uniquement constituée d’une
équation booléenne. La propagation unitaire va consis-
ter à choisir une équation booléenne Q et une variable
x de Q et d’appliquer jusqu’à saturation la règle R2
entre la clause unitaire Q = x ⊕ Q1 et des clauses
x⊕Q2∨C2. Précisément, on va remplacer toutes les oc-
curences de x par Q1⊕1 dans toutes les autres clauses
(ce qui correspond à la suppression de x dans la pro-
pagation unitaire classique). Si des clauses unitaires
sont produites, on recommence le processus avec une
clause unitaire produite en choisissant une nouvelle va-
riable de cette clause, qui disparâıtra à son tour de la
formule.

En fait, l’application de R2 entre une clause unitaire
Q et une clause C permet aussi de détecter si Q sub-
sume C et donc d’éliminer C de la formule, comme
l’indique la proposition suivante.

Proposition 3 Si l’application de R2 entre une x-
clause unitaire Q et une x-clause C produit une tauto-
logie alors Q subsume C.

Pour que R2 s’applique, il faut qu’il existe une va-
riable x telle que Q = x ⊕ Q1 et C = x ⊕ Q2 ∨ C1.
La résolvante est Q1 ⊕ Q2 ⊕ 1 ∨ C1. Pour que cette
résolvante soit tautologique, il faut que C1 soit vraie
quand Q1 6= Q2. Or, x ⊕ Q1 est vraie quand x 6= Q1

et alors :
— soit x 6= Q2 et alors x⊕Q2 ∨ C1 est vrai.
— soit x = Q2 donc Q2 6= Q1 donc C1 est vrai donc

x⊕Q2 ∨ C1 est vrai.
Donc, quand x⊕Q1 est vrai, C est vrai donc x⊕Q1

subsume C. �
Comme on l’a vu, la résolvante se détecte comme

étant une tautologie lorsque qu’elle est normalisée.
Nous pouvons maintenant définir XDPLL, une gé-

néralisation de DPLL :

XDPLL(F) :

% Entrée : F, une formule XCNF

% Sortie : vrai ssi F est satisfiable

Si F est vide

retourne vrai

Si F contient la clause vide

retourne faux

Si F contient une clause unitaire Q

x = choisit-variable(Q)

Q1 = Q[x|0]

retourne XDPLL(F[x|Q1+1])

Q = choisit-equation(F)

x = choisit-variable(Q)

Q1 = Q[x|0]

retourne XDPLL(F[x|Q1]) ou XDPLL(F[x|Q1+1])
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Q[x|0] désigne l’équation où x est supprimé (en le
mettant à 0). F[x|Q] désigne la transformation de la
formule F où toutes les occurrences de x de F ont
été remplacées par Q puis chacune des x-clauses a été
renormalisée afin d’être simplifiée voire supprimée si
c’est une tautologie.

4.2 Puissance de XDPLL

Proposition 4 XDPLL est plus puissante que DPLL.

Nous montrons que les instances d’Urquhart peuvent
être aussi résolue en temps polynômial par XDPLL.
En effet, une instance d’Urquhart F représente un
ensemble d’équations booléennes sur des ensembles
de variables Xi, c’est-à-dire une union d’ensembles
CNF (Xi)

⊕ ou CNF (Xi)
⊕1. Lors de la recherche,

à chaque point de choix, il suffit de choisir un en-
semble Xi de variables de CNF (Xi)

⊕ et d’explorer
les deux branches de l’arbre de recherche F ∧ Eq(Xi)
et F∧Eq(Xi)⊕1. Supposons que F contient les clauses
CNF (Xi)

⊕ (le cas où ce serait CNF (Xi)
⊕1 est équi-

valent). Alors :
— Chacune des clauses de CNF (Xi)

⊕ est subsu-
mée par Eq(Xi). Cela est détecté par la propa-
gation unitaire. Donc dans le sous-arbre de re-
cherche qui explore l’alternative F ∧Eq(Xi), on
supprime toutes les clauses de CNF (Xi)

⊕.
— La sous-formule CNF (Xi)

⊕∧Eq(Xi)⊕1 est in-
satisfiable et ne contient que sept variables au
maximum. Donc le sous-arbre de recherche qui
explore l’alternative F ∧ Eq(Xi) ⊕ 1 mène à un
échec qui peut être détecté en temps constant
si on choisit systématiquement une (équation
constituée d’une seule) variable de Xi.

Globalement, l’arbre de recherche est déterminé par
une succession d’alternatives où on se demande si cha-
cune des équations booléennes induites par une ins-
tance du problème d’Urquhart est vraie ou fausse.
Quand on suppose qu’elle est fausse, cela est réfuté en
temps constant. On se retrouve donc à la fin à supposer
que chacune des équations est vraie et il ne reste plus
qu’à vérifier si le système d’équations est vrai, ce qui
se fait par propagation unitaire. Si une instance d’Ur-
quhart représente m équations booléennes, on a vérifié
m fois qu’aucune équation n’est fausse dans l’instance
puis on a résolu une fois le système d’équations. La
résolution du problème s’est donc effectuée en temps
polynômial. �

Nous avons montré que XDPLL pouvait être plus
efficace en théorie que la recherche arborescente tradi-
tionnelle DPLL avec choix d’une seule variable. Cepen-
dant, il faut admettre qu’elle est plus difficile à mettre
en œuvre que DPLL car il ne s’agit plus seulement de
choisir une variable à chaque point de choix mais un

sous-ensemble des variables. Cet aspect pratique est
traité dans [6] où le choix des sous-ensembles de va-
riables (qui constituent une équation) est basé sur le
score VSIDS de leur variable.

5 Travaux connexes

Nous présentons quelques travaux ayant été effec-
tués sur la prise en compte de relations d’équivalence
ou de ”ou exclusif” dans les instances SAT et les com-
parons avec notre approche.

Fondamentalement, ces travaux se résument à ex-
traire syntaxiquement ou sémantiquement d’une for-
mule CNF des équations booléennes puis à résoudre
l’instance en faisant cohabiter une formule CNF et un
ensemble d’équations booléennes. Les détections syn-
taxiques se font typiquement dans la phase de pré-
traitement de la formule, avant de lancer le solveur.
Les détections sémantiques se font en chaque point de
choix.

Le solveur eqSatz décrit dans [8] maintient un en-
semble de châınes d’équivalences de taille maximum
3 qu’il met à jour en chaque nœud de l’arbre de re-
cherche. Il utilise ces châınes pour faire de la propaga-
tion (par exemple par substitution quand une châıne
est de taille 2) et les détecte sémantiquement par pro-
pagation unitaire. On peut voir eqSatz comme une
forme limitée mais très pragmatique de recherche ar-
borescente à la XDPLL dans la mesure où il ne gère
que des châınes d’équivalence au plus ternaire (ce qui
correspondrait à des équations booléennes sur trois va-
riables).

Dans [7] est proposé un solveur qui gère séparément
deux ensembles de clauses : des clauses CNF et des
équations booléennes. Un solveur SAT s’occupe des
clauses CNF et communique avec un autre solveur qui
gère un système d’équations booléennes. Les deux sol-
veurs communiquent afin que le filtrage dans l’un ait
des répercussions dans l’autre. Les travaux dans [5]
utilisent aussi cette technique des deux solveurs mais
en permettant une détection sémantique plus pous-
sée d’équations (non limitée en taille) et en indiquant
comment obtenir des équations booléennes syntaxi-
quement pendant le pré-traitement de la formule (fon-
damentalement : en repérant les ensembles de clauses
CNF qui équivalent à une équation booléennes). Dans
[9], une approche syntaxique permet non seulement de
détecter des châınes d’équivalences mais aussi d’autres
types de fonctions entre variables booléennes.

Si on considère la réécriture R1’ et R2’ des clauses
R1 et R2 dans le cadre de la résolution étendue (cf
section 3.2), il suffit de remarquer que a ⇔ b ⊕ c =
a⊕b⊕c⊕1, pour que R1’ et R2’ puissent être considérée
comme mettant en jeu uniquement des clauses CNF et
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des équations booléennes :

x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C1 x1 ∨ ... ∨ xn ∨ C2

z1 ∨ ... ∨ zn−1 ∨ C1 ∨ C2, 1⊕ z1 ⊕ x1 ⊕ x2,

..., 1⊕ zn−1 ⊕ x1 ⊕ xn

z1 ∨ C1 z2 ∨ C2 1⊕ z1 ⊕ x⊕ y1 1⊕ z2 ⊕ x⊕ y2

z3 ∨ C1 ∨ C2, z3 ⊕ y1 ⊕ y2

Les travaux de [7] peuvent donc aussi être inter-
prétés comme une façon de faire partiellement de la
XOR-résolution. La différence majeure est que l’en-
semble des équations booléennes est donné et ils ne
peuvent en produire d’autres qu’en les combinant entre
elles après avoir affecté certaines variables pendant la
recherche. Les points de choix de la recherche arbores-
cente sont celui d’un choix de variable et pas un choix
d’équations comme nous le faisons. En conséquence,
cela revient à ne simuler l’application de la règle R2
que dans le cas où C1 = C2 = 0, celle qui correspond
à de la propagation unitaire d’équations.

À note connaissance, les seules techniques d’infé-
rences (syntaxiques) qui ont été proposées se limitent
à la découverte d’équations booléennes à partir de
clauses CNF et n’atteignent jamais le cas plus géné-
ral que nous avons présenté où il s’agit d’obtenir une
disjonction d’équations booléennes à partir d’autres
disjonctions d’équations booléennes.

Dans cet article, nous n’avons pas abordé l’aspect
pratique d’un solveur basé sur la XOR-résolution et
les difficultés que cela engendre. Ces difficultés ont été
abordés dans d’autres articles à travers la gestion des
équations booléennes : comment choisir une équation
booléenne à chaque point de choix [6], comment gérer
efficacement des équations booléennes plutôt que des
littéraux [7, 11, 5], etc.

6 Conclusion et perspectives

En définissant la XOR-résolution, nous avons défini
un cadre théorique général pour la prise en compte
d’équations booléennes (ou de châınes d’équivalences)
sous-jacentes à une formule que son expression CNF
empêche de traiter efficacement. En définissant les x-
clauses, nous intégrons le ou-exclusif dans les formules
à traiter au lieu de maintenir d’un côté un ensemble de
clauses CNF et d’un autre côté un ensemble d’équa-
tions booléennes, de raisonner sur les deux ensembles
séparément et de les faire communiquer. Les deux
règles de la XOR-résolution unifient tous les traite-
ments possibles et permettent d’inférer plus de clauses
que ce que font les solveurs dédiés jusqu’à présent.

Une fois posé ce cadre, nous avons indiqué comment
la recherche arborescente pouvait simuler l’application
de la règle R2 de la XOR-résolution, qui généralise

la règle de résolution standard et permet donc d’être
plus efficace en théorie. Il nous reste à voir comment
on pourrait aussi simuler l’application de la règle R1.
Une façon d’y parvenir serait d’abord de définir une
variante de DP60 [3], un algorithme complet qui ap-
plique la règle de résolution jusqu’à trouver la clause
vide (problème insatisfiable) ou jusqu’à obtenir la for-
mule vide (problème satisfiable) en éliminant une par
une les variables de la formule. Nous pourrions nous
en inspirer pour définir une méthode complète per-
mettant d’appliquer R1 et R2 pour décider de la sa-
tisfiabilité d’une formule CNF. Cependant, il n’est pas
évident de procéder par éliminations successives de va-
riable de la formule. En effet, seule la règle R2 permet
de se ”débarasser” d’une variable x mais elle n’est pas
toujours applicable et c’est alors R1 qu’il faut appli-
quer, mais toutes les variables subsistent dans la résol-
vante.

La prochaine étape de nos travaux pourrait donc
être de trouver une variante de DP60 pour la XOR-
résolution afin d’en déduire une méthode de re-
cherche arborescente qui simule complètement la
XOR-résolution, à la façon dont DPLL avait été dé-
fini à partir de DP60.
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Résumé

La réification d’une contrainte c consiste à lui as-
socier une variable booléenne b telle que la satisfaction
ou non satisfaction de c corresponde à la valeur de vé-
rité de b, ce que l’on peut noter creif : c ⇔ b. La
réification s’avère utile, entre autres, pour combiner lo-
giquement des contraintes et comptabiliser le nombre
de contraintes réifiées satisfaites. Étant donné que les
contraintes tables jouent un rôle important en program-
mation par contraintes, dans cet article, nous nous in-
téressons à leur réification, en proposant notamment
un algorithme de filtrage établissant la cohérence d’arc
généralisée, sans sur-coût de mémoire. Nous montrons
également comment la décomposition de la contrainte
soft-regular en contraintes tables ternaires réifiées se
traduit par une mesure de violation originale.

Abstract

Reifiyng a constraint c consists in associating a Boo-
lean variable b with c such that c is satisfied if and only
if b is true, which can be denoted by creif : c ⇔ b.
Reification is useful for logically combining constraints
and counting how many reified constraints can be sa-
tisfied. Since table constraints play an important role
within constraint programming, in this paper, we are in-
terested in their reification. First, we present a filtering
algorithm to establish generalized arc consistency on rei-
fied table constraints, with no spatial overhead. Next, we
show how the decomposition of the soft global constraint
soft-regular into reified ternary table constraints in-
volves an original violation measure.

1 Introduction

La réification d’une contrainte c est utilisée pour re-
fléter sa valeur de vérité dans une variable booléenne
b. Par conséquent, réifier une contrainte c consiste à
remplacer c par sa forme réifiée creif : c ⇔ b, avec

∗Papier doctorant : Minh Thanh Khong1 est auteur princi-
pal.

maintenant la possibilité que c puisse être violée : b
est vrai si et seulement si la contrainte c est satisfaite.
Les contraintes réifiées sont utiles pour appliquer des
connecteurs logiques entre les contraintes ou exprimer
qu’un certain nombre de contraintes doit être satis-
fait, par exemple, en additionnant les variables (inter-
prétées comme 0-1) associées aux contraintes réifiées
[7].

Les contraintes tables, c.-à-d., les contraintes défi-
nies en énumérant explicitement les combinaisons ac-
ceptées (ou interdites) de valeurs pour les variables
de leurs portées, jouent un rôle important en pro-
grammation par contraintes. En effet, elles peuvent
être considérées comme un service à usage général,
offert par les solveurs de contraintes, pour expri-
mer toute sorte de contraintes, avec la consomma-
tion en espace requis comme seule limite à cette ap-
proche. Les contraintes tables peuvent être utiles pour
combiner efficacement certaines parties de problèmes
(par exemple, la combinaison de contraintes fortement
liées), et apparaissent naturellement dans de nom-
breux domaines tels que la configuration de produits
et les bases de données. De nombreux algorithmes ont
été proposés au fil des ans pour filtrer les contraintes
tables [2, 15, 9, 20, 13, 11, 14, 6], ou certaines de leurs
formes compactes [12, 4, 10, 18].

Ces dernières années, un certain nombre de travaux
ont été proposés pour la réification des contraintes
globales [8, 1, 7], ne comprenant toutefois pas les
contraintes tables. Dans cet article, nous étudions la
réification des contraintes tables, notamment en dé-
crivant un algorithme pour établir la cohérence d’arc
généralisée ou Generalized Arc Consistency (GAC),
suivant la technique de réduction tabulaire simple ou
Simple Tabular reduction (STR) [20, 13]. Un résultat
intéressant de notre travail est que la porte est ouverte
à la réification de tous types de contraintes, sous ré-
serve qu’il soit possible en pratique de les reformuler
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en contraintes tables.

Nous montrons aussi comment les contraintes tables
réifiées peuvent être exploitées dans le cadre de la
contrainte soft-regular. Les mesures de violation
existantes pour soft-regular sont basées sur le
concept de distance en terme de variables ou d’opéra-
tions d’édition [21]. Une mesure de violation naturelle
alternative consiste à compter le nombre de fois qu’une
transition inexistante dans l’automate de la contrainte
doit être utilisée. Cette mesure de violation est direc-
tement obtenue après décomposition d’une contrainte
soft-regular en contraintes tables ternaires réifiées.

Le papier est organisé comme suit. Tout d’abord, la
section 2 introduit quelques pré-requis techniques. En-
suite, en section 3, nous présentons un algorithme de
filtrage pour les contraintes tables réifiées, et, en sec-
tion 4, nous montrons comment les contraintes tables
réifiées peuvent être utiles pour traiter soft-regular.
Avant de conclure, quelques résultats expérimentaux
préliminaires sont donnés dans la section 5.

2 Pré-requis techniques

2.1 Réseaux de contraintes

Un problème de satisfaction de contraintes (CSP) P,
appelé également un réseau de contraintes, est com-
posé d’un ensemble de n variables, X = {x1, . . . , xn},
et d’un ensemble de e contraintes, C = {c1, . . . , ce}.
Chaque variable x a un domaine associé, noté dom(x),
qui contient l’ensemble des valeurs qui peuvent être
assignées à x. La taille maximale d’un domaine pour
un CSP donné sera notée d. Chaque contrainte c se
compose d’un ensemble ordonné de variables, appelé
portée (ou scope) de c et noté par scp(c). Chaque
contrainte c est définie par une relation, notée rel(c),
qui contient les combinaisons autorisées de valeurs
pour les variables de scp(c). L’arité d’une contrainte
c est la taille de scp(c), et sera généralement désigné
par r.

Étant donné une séquence 〈x1, . . . , xi, . . . , xr〉 de r
variables, un r-tuple τ pour cette séquence de va-
riables est une séquence de valeurs 〈a1, . . . , ai, . . . , ar〉,
où la valeur individuelle ai est également noté τ [xi]
ou, lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté, τ [i]. Soit c une
contrainte d’arité r, un r-tuple τ est valide sur c ssi
∀x ∈ scp(c), τ [x] ∈ dom(x). L’ensemble des tuples va-
lides sur c est val(c) = Πx∈scp(c)dom(x). Un tuple τ
est autorisé par une contrainte c ssi τ ∈ rel(c) ; on
dit aussi que c accepte τ . Un support sur c est un
tuple valide sur c qui est également accepté par c.
Une contrainte table positive (resp. négative) est une
contrainte dont la sémantique est définie en extension
en énumérant l’ensemble des tuples autorisés (resp. in-

terdits). Cette table (ensemble) est dénoté tableinit(c).
Une contrainte c est dite entailed (resp. disentailed)

si tous les tuples τ dans val(c) sont acceptés (resp.,
non acceptés) par c ; en d’autres termes, c est toujours
satisfaite (resp. violée).

Une contrainte c est Generalized Arc-Consistent
(GAC) ssi ∀x ∈ scp(c), ∀a ∈ dom(x), il existe un sup-
port de (x, a) sur c, c.-à-d., un tuple valide τ sur c tel
que τ est accepté par c et τ [x] = a.

Une solution pour un CSP est une affectation d’une
valeur à chaque variable telle que toutes les contraintes
soient satisfaites. Un CSP est dit cohérent s’il admet
au moins une solution.

2.2 Réification de Contraintes Tables

La réification d’une contrainte c est obtenue en as-
sociant une variable booléenne b à c. On obtient alors
une contrainte réifiée creif : c⇔ b. La sémantique opé-
rationnelle d’un algorithme de filtrage (propagateur)
pour la réification d’une telle contrainte est donnée
par les règles suivantes :

— si b est à 1, alors c doit être satisfaite,
— si b est à 0, alors c doit être violée,
— si c devient entailed, alors b doit être à 1,
— si c devient disentailed, alors b doit être à 0.
Pour traiter une contrainte réifiée, nous avons besoin

d’un propagateur pour c, un propagateur pour ¬c, et
nous devons détecter quand c devient entailed ou di-
sentailed. La proposition ci-dessous montre comment
on peut déterminer qu’une contrainte table devient en-
tailed et disentailed.

Proposition 1 Soit table(c) l’ensemble des supports
courants de c, c.-à-d., nous avons table(c) =
tableinit(c) ∩ val(c). Nous avons :

— c est entailed ssi |table(c)| = |val(c)|,
— c est disentailed ssi |table(c)| = 0.

Quand une contrainte table devient entailed, tous les
tuples valides dans c sont des supports de c. L’exemple
1 montre une contrainte qui est entailed.

Exemple 1 Étant donné une contrainte table posi-
tive c telle que scp(c) = {x1, x2, x3} et table(c) défini
par :

x1 x2 x3
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Si dom(x1) = dom(x2) = {0, 1} et dom(x3) = {0},
alors c est entailed parce que |table(c)| = 4 =
|val(c)| = |dom(x1)× dom(x2)× dom(x3)|.
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3 Un Algorithme de Filtrage pour GAC

Dans cette section, nous présentons un algorithme
de filtrage qui applique GAC sur une contrainte table
réifiée donnée. Le principe est de mettre à jour la table
de la contrainte réifiée, à chaque appel de l’algorithme
de filtrage, de manière à éliminer les tuples qui sont
devenus invalides, puis vérifier l’état entailment (ou
disentailment). Pour la gestion de la table, nous uti-
lisons la technique bien connue appelée STR (Simple
Tabular Reduction) [20, 13]. Ci-dessous, nous présen-
tons les structures de données utilisées par STR, puis
nous présentons l’algorithme de filtrage.

3.1 Structures de donnés

La table associée à une contrainte table c est notée
c.table. Cette table est représentée par une tableau de
tuples indexés de 1 à c.table.length qui représente la
taille de la table (c.-à-d. le nombre de tuples autorisés).
La complexité en espace dans le pire des cas pour cet
ensemble est O(rt) où t = c.table.length et r est l’arité
de c.

Les algorithmes basés sur STR ont été développés
pour le filtrage des contraintes tables. Ils sont parmi
les algorithmes les plus efficaces pour les contraintes
tables, en particulier parce que leurs structures de don-
nées permettent une restauration peu coûteuse lors des
retours-arrières. Le principe de STR est de diviser une
table en différents ensembles de telle sorte que chaque
tuple soit exactement membre d’un ensemble ; ce qui
correspond à l’utilisation des sparse sets [3, 5]. L’un
de ces ensembles contient tous les tuples qui sont cou-
ramment valides : les tuples de cet ensemble consti-
tuent le contenu de la table courante. Pour simplifier,
les structures de données liées au backtracking ne sont
pas détaillées dans cet article (voir [13]).

Les tableaux suivants donnent accès aux ensembles
disjoints de tuples valides et invalides de c.table :

— c.position est un tableau de taille t =
c.table.length qui fournit un accès indirect
aux tuples de c.table. À un moment donné,
les valeurs de c.position sont une permuta-
tion de {1, 2, ..., t}. Le ieme tuple de c est
c.table[c.position[i]]. Pour simplifier, ce tuple est
noté τ(c, i).

— c.limit est la position du dernier tuple courant
de c.table. La table courante de c est exacte-
ment composée de c.limit tuples. Les valeurs
dans c.position aux indices allant de 1 à c.limit
sont les positions des tuples courants de c.

3.2 STR-Reif

Nous décrivons maintenant STR-Reif, un algo-
rithme pour imposer GAC sur une contrainte table réi-
fiée creif : c⇔ b. Cet algorithme est une modification
de STR2 [13] appliquée aux contraintes tables réifiées.
A noter qu’il peut être utilisé pour une contrainte table
positive réifiée (c.positive = true) mais aussi pour une
contrainte table réifiée négative (c.positive = false).

Pour une vérification rapide de la validité des tuples,
nous réutilisons l’ensemble Sval de STR2 [13] : il
contient les variables dont le domaine a été réduit
depuis l’invocation précédente de STR-Reif. A la fin
de l’invocation de STR-Reif, pour chaque variable
x ∈ scp(c), chaque tuple τ tel que τ [x] /∈ dom(x) a
été éliminé de la table courante de c. Au prochain ap-
pel, s’il n’y a pas eu de retour-arrière et si dom(x)
n’a pas changé, alors τ [x] ∈ dom(x) pour chaque tuple
courant τ de c. Pour cette raison, lors de la vérification
de la validité des tuples, seules les variables présentes
dans Sval sont vérifiées par l’algorithme 2. A noter que
nous utilisions c.lastSize[x] (taille de dom(x) la der-
nière fois que STR-Reif a été appelé) pour construire
Sval (lignes 6-10 de l’algorithme 1).

En lignes 1-4, STR-Reif vérifie tout d’abord si b
est assignée. Si elle est assignée à 1 (resp, 0), nous
avons besoin de poster le propagateur pour assurer c
(resp, ¬c). Dans ce cas, il n’y a plus d’appel au pro-
pagateur de creif . Il existe de nombreux algorithmes
pour cette tâche, par exemple, STR2 [13] pour les
contraintes tables positives et STR-Ni [16] pour les
contraintes tables négatives. Lorsque dom(b) = {0, 1},
nous devons vérifier l’entailment ou le disentailment
de c (lignes 20-26), après avoir mis à jour la table cou-
rante (lignes 11-19).

Proposition 2 STR-Reif établit GAC sur toute
contrainte table réifiée.

Preuve. Lorsque b est assignée, STR-Reif assure
GAC sur la contrainte c si b est 1 ou ¬c si b est 0
(en supposant que les propagateurs pour c et ¬c ap-
pliquent GAC). Autrement, STR-Reif garantit de fil-
trer dom(b) lorsque cela est possible, selon la proposi-
tion 1.

Proposition 3 Pour une contrainte table positive, la
complexité temporelle dans le pire de cas de STR-Reif
est O(r′t′+r′′d) où r′ = |Sval| désigne le nombre de va-
riables pour lesquelles les opérations de validité doivent
être effectuées, t′ désigne la taille de la table courante
de c et r′′ le nombre de variables avec des domaines
non singletons.

Preuve. Effectuer le teste de validité se fait en O(r′)
comme on peut le voir dans l’algorithme 2, puisque
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Algorithm 1: STR-Reif(creif (c, b))

// On teste d’abord si b est mis à 0 ou 1

1 if dom(b)={1} then
2 post(c)
3 else if dom(b)={0} then
4 post(¬c)
5 else // dom(b) = {0, 1}
6 Sval ← ∅
7 foreach x ∈ scp(c) : |dom(x)| 6= c.lastSize[x]

do
8 Sval ← Sval ∪ {x}
9 c.lastSize[x] ← |dom(x)|

10 end

11 i← 1
12 while i ≤ c.limit do
13 if c.isValidTuple(Sval, τ(c, i)) then
14 i← i+ 1
15 else
16 c.swapTuple(i, c.limit)
17 c.limit← c.limit− 1

18 end

19 end

// Tester entailment ou disentailment

20 if c.limit = 0 then
21 if c.positive then dom(b)← {0}
22 else dom(b)← {1}
23 else if c.limit = |val(c)| then
24 if c.positive then dom(b)← {1}
25 else dom(b)← {0}
26 end

27 end

seules les variables présentes dans Sval sont considé-
rées. Les boucles en lignes 7-10 et 12-19 de l’algorithme
1 sont O(r), O(r′t′), respectivement. Lorsque la table
est positive, STR2 peut être sollicité (lorsque b est à
1), et sa complexité est en O(r′t′+r′′d). Donc, la com-
plexité temporelle dans le pire de cas de l’algorithme
est O(r′t′ + r′′d).

Notez que la complexité en espace dans le pire de cas
de STR-Reif est le même que STR2, qui est, O(n+rt)
[13].

4 Décomposition de soft-regular

Dans cette section, nous considérons la décompo-
sition de la contrainte soft-regular en contraintes
ternaires positives réifiées, et introduisons dans ce
contexte une nouvelle mesure de violation.

Algorithm 2: isValidTuple(Sval : variables, τ :
tuple) : Boolean

1 foreach variable x ∈ Sval do
2 if τ [x] /∈ dom(x) then
3 return false
4 end

5 end
6 return true

4.1 Contrainte regular

La contrainte globale regular a été introduite dans
[19, 21]. Elle est définie sur une séquence de variables
et indique qu’une séquence de valeurs prises par ces va-
riables doivent appartenir à un langage régulier spéci-
fié. Cette contrainte peut être appliquée, par exemple,
pour des problèmes de rostering ou car sequencing.

Avant d’introduire la contrainte regular, nous rap-
pelons la définition d’un automate fini déterministe
(DFA).

Un DFA est décrit par un 5-tuple M =
(Q,Σ, δ, q0, F ) où Q est un ensemble d’états, Σ un
alphabet, δ : Q × Σ → Q une fonction partielle de
transition, q0 ∈ Q l’état initial, et F ⊆ Q l’ensemble
des états finaux (ou acceptants). Etant donné un mot
(une séquence de symboles) en entrée, l’automate dé-
marre dans son état initial q0 et traite les symboles les
uns après les autres, appliquant la fonction de tran-
sition δ à chaque étape afin de mettre à jour l’état
courant. Le mot est accepté ssi le dernier état atteint
appartient à l’ensemble des états finaux F . Les mots
acceptés par M sont dits appartenir au langage défi-
nit par M , noté L(M). Les langages reconnus par des
DFAs sont précisément les langages réguliers.

Par exemple, avec le DFA M représenté par la figure
1, on peut observer que le mot aaabbaa est accepté par
L(M) tandis que le mot caab ne l’est pas.

q0 q1 q2 q3

q4

a

c

b

a

a

b a

c

Figure 1 – Un DFA avec l’état initial q0 et les états
finals q3 et q4.

Définition 1 (Contrainte regular) Soit
M = (Q,Σ, δ, q0, F ) un DFA et X = 〈x1, . . . , xr〉 une
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séquence de variables. La contrainte regular(X,M)
accepte tous les tuples dans {〈d1, . . . , dr〉 |
di ∈ dom(xi),∀i ∈ 1..r ∧ d1 . . . dr ∈ L(M)}.

Exemple 2 Considérons une séquence de 4 variables
X = 〈x1, x2, x3, x4〉 avec dom(xi) = {a, b, c},∀i ∈ 1..4
et l’automate M représenté par la figure 1. Les tuples
(c, c, c, c) et (a, a, b, a) sont acceptés par la contrainte
regular(X,M) tandis que (c, a, a, b) et (c, c, a, c) ne le
sont pas.

4.2 Décomposition en contraintes tables réifiées

Nous proposons maintenant de décomposer la
contrainte soft-regular en contraintes ternaires po-
sitives réifiées. Cela implique une nouvelle mesure
de violation, appelé ”dfa”, qui est définie comme le
nombre de fois où on doit utiliser une transition inexis-
tante dans l’automate de la contrainte. Plus formelle-
ment, nous définissons l’ensemble (théorique) des états
de longueur r + 1 pour un DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F )
comme :

SrM
=

{〈s0, . . . , sr〉 ∈ Qr+1|s0 ∈ {q0} ∧ sr ∈ F}
Le coût d’un r-tuple τ par rapport à un DFA

M = (Q,Σ, δ, q0, F ) et une séquence des états S =
〈s0, . . . , sr〉 ∈ SrM est défini comme :

dfa-costM (τ, S)
=

#{i ∈ 1..r|(si−1, τ [i], si) /∈ δ}
Le coût d’un r-tuple τ par rapport à un DFA M est :

dfa-costM (τ) = minS∈Sr
M

dfa-costM (τ, S)

Nous pouvons appliquer cette définition à une
contrainte regular(X,M), avec X = 〈x1, . . . , xr〉, en
considérant que le coût de la violation d’un r-tuple
τ sur X est dfa-costM (τ) donné par la définition ci-
dessus.

Exemple 3 Lorsque cette nouvelle mesure est uti-
lisée pour la contrainte regular de l’exemple 2,
nous obtenons dfa-costM (c, a, a, b) = 2, en consi-
dérant par exemple la séquence des états suivante
〈q0, q4, q1, q1, q3〉.

La contrainte soft-regular peut maintenant
être définie en considérant la mesure de violation
”dfa”. Précisément, nous pouvons transformer une
contrainte regular(X,M) en une contrainte soft-

regulardfa(X,M, z) où z est la variable de coût dont
la valeur est définie par la mesure de violation ”dfa”.
Nous pouvons calculer le coût de violation en décom-
posant la contrainte comme suit. D’abord, nous in-
troduisons r + 1 nouvelles variables yi (i ∈ 0..r) tel

que dom(y0) = {q0}, dom(yi) = Q,∀i ∈ 1..r − 1 et
dom(yr) = F . Nous introduisons également r variables
booléennes zi, i ∈ 1..r, pour l’objectif de réification.
Ensuite, nous introduisons r contraintes tables réifiées
creifi : ci ⇔ zi où ci est une contrainte table ternaire
positive classique telle que scp(ci) = {yi−1, xi, yi} et
rel(ci) = δ pour i = 1..r. Enfin, nous ajoutons une
contrainte linéaire z =

∑
i∈1..r(1− zi).

Notez que rel(ci) correspond aux transitions valides
dans M , ce qui signifie que zi = 1 ssi (yi−1xiyi) ∈ δ.
Par cette propriété, pour tout tuple τ sur X,

dfa-costM (τ) = min z = min
∑

i=1..r

(1− zi)

Nous devons alors minimiser la valeur de z pour
obtenir le coût de violation pour la contrainte sof-

regular.

Exemple 4 Reconsidérons la contrainte de l’exemple
2. Pour transformer regular(X,M) en soft-

regulardfa(X,M, z) avec X = 〈x1, x2, x3, x4〉, nous
ajoutons les variables y0, y1, y2, y3 et y4 ainsi que les
variables booléennes z1, z2, z3 et z4.

Les contraintes tables ternaires réifiées ont la forme
creifi : ci ⇔ zi avec rel(ci) définie comme suit (voir les
transitions de l’automate en figure 1) :

yi−1 xi yi
q0 c q4
q4 c q4
q0 a q1
q1 a q1
q1 b q2
q2 b q2
q2 a q3
q3 a q3

Le coût de violation ”dfa” d’un tuple correspond à la
valeur minimale de (1− z1) + (1− z2) + (1− z3) + (1−
z4), où les valeurs des variables zi ont été calculées à
partir des différentes contraintes tables réifiées. Nous
obtenons z = 2 pour 〈c, a, a, b〉 et z = 1 pour 〈c, c, a, c〉.

5 Résultats expérimentaux

Nous avons implémenté STR-Reif dans OscaR [17],
un solveur écrit en Scala, et effectué quelques tests sur
un Mac OS X 10.10.5 avec a 2.70GHz Intel Core i5
et 16GB de mémoire. Pour tester notre algorithme,
nous avons généré des instances du problème aca-
démique d’alignement photographique. Dans ce pro-
blème, des personnes alignées doivent être prises en
photo, et certaines d’entre elles ont des préférences
sur les personnes voisines. En fait, pour les instances
incohérentes de ce problème, nous avons utilisé des
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Figure 2 – Le temps moyen CPU et le nombre de
noeuds visités pour les instances du problème d’ali-
gnement photographique

contraintes tables réifiées de manière à maximiser le
nombre de contraintes satisfaites (problème MaxCSP).

Pour générer une série d’instances, nous avons utilisé
les paramètres d’entrée suivants :

— n, le nombre de variables (c.-à-d. le nombre de
personnes),

— e, le nombre de contraintes sur les préférences
(c.-à-d. le nombre de préférences entre les per-
sonnes).

Dans ce modèle, les variables ont un domaine 1..n,
et il y a une contrainte alldifferent pour indiquer que
les gens se tiennent à des positions différentes. Nous
avons également e contraintes sur les préférences repré-
sentées comme des contraintes tables binaires réifiées.

La figure 2 montre le temps moyen cpu (en secondes)

et le nombre de noeuds visités, calculés à partir de 10
instances, pour chaque classe de < n, e >. On peut
observer que l’algorithme monte à l’échelle assez bien
(c.-à-d. de manière quasi-linéaire) quand le nombre de
variables n ou le nombre de contraintes e augmente.
Toutefois, cette expérimentation est tout à fait préli-
minaire, et nous projetons de faire des expériences plus
poussées dans le futur.

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons présenté un algorithme
qui permet d’imposer la cohérence d’arc généralisée
sur les contraintes tables réifiées sans exiger d’espace
supplémentaire : nous utilisons uniquement les tables
initiales des contraintes. Nous avons également montré
comment il était possible de réifier la version soft de
la contrainte regular en appliquant une simple dé-
composition en contraintes tables ternaires réifiées, et
en adoptant une nouvelle mesure de violation. Comme
toute contrainte peut être représentée (en théorie)
avec une table, la contrainte table réifiée proposée
offre une approche générale pour la réification.
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tency algorithm for n-ary constraints. In Procee-
dings of AAAI’05, pages 405–410, 2005.

[16] H. Li, Y. Liang, J. Guo, and Z. Li. Making
simple tabular reduction works on negative table
constraints. In Proceedings of AAAI’13, pages
1629–1630, 2013.

[17] OscaR Team. OscaR : Scala
in OR, 2012. Available from
https://bitbucket.org/oscarlib/oscar.

[18] G. Perez and J.-C. Régin. Improving GAC-4 for
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3 Université Lyon 1, LIRIS, UMR5205, F-69622 France
{mael.minot,samba-ndojh.ndiaye,christine.solnon}@liris.cnrs.fr

Résumé

Le problème de somme coloration est un problème de
coloration de graphes dans lequel la somme des couleurs
utilisées pour chaque sommet doit être minimisée. Peu
d’approches complètes ont été proposées à ce jour, et les
résultats sont encore largement perfectibles. Cet article
évalue les capacités de la programmation par contraintes
pour ce problème. Nous étudions différents paramètres
et proposons des améliorations visant à mieux adapter la
programmation par contraintes à la somme coloration.

Abstract

The sum colouring problem is a graph colouring pro-
blem in which the sum of vertex colours must be mini-
mized. Only a few complete approaches were evalua-
ted thus far. This paper evaluates the capabilities of
constraint programming to solve this problem. We study
several parameters and suggest improvements to better
adapt constraint programming to this problem.

1 Introduction

Le problème de somme coloration minimale (MSCP)
est une variante NP-difficile du problème de colo-
ration de graphes qui consiste à trouver une colora-
tion minimisant la somme des couleurs plutôt que le
nombre de couleurs. Ce problème survient notamment
dans les contextes d’allocation de ressources et de pla-
nification. Le MSCP n’a, à ce jour, pas beaucoup été
étudié, et les méthodes proposées sont principalement
des métaheuristiques. Seules quelques méthodes com-
plètes ont été avancées : la programmation linéaire en-
tière [18], le Branch and Bound, SAT, et la program-
mation par contraintes (CP) [11]. Cependant, le mo-
dèle CP jusqu’alors utilisé est assez direct et n’a pas
donné de résultats probants. La programmation par

contraintes souples n’a encore jamais été appliquée à
ce problème, bien qu’intuitivement elle semble plus in-
diquée que CP, puisqu’elle est naturellement capable
de gérer la préférence entre solutions.

Dans cet article, nous menons une évaluation plus
poussée de CP et de sa contrepartie souple, dans le
but d’estimer plus justement leur aptitude à résoudre
le MSCP. Nous en profitons pour souligner certains
avantages de telles approches, ainsi que pour leur ap-
porter plusieurs améliorations dans ce cadre.

2 Définition du MSCP

Un graphe non orienté G est défini par un ensemble
de sommets NG et un ensemble EG ⊆ NG × NG

d’arêtes. Chaque arête est un couple non orienté de
sommets. On note deg(v) le degré d’un sommet v,
i.e., deg(v) = |

{
u ∈ V, {u, v} ∈ E

}
|, et ∆(G)

le plus grand degré présent dans le graphe G, i.e.,
∆(G) = max{deg(v), v ∈ NG}. Une clique est un sous-
ensemble de sommets tous liés deux à deux. Elle est
dite maximale si elle n’est pas strictement incluse dans
une autre clique. Un ensemble de sommets indépen-
dants, a contrario, est un sous-ensemble de sommets
au sein duquel on ne trouve aucune arête.

Une k-coloration propre ou légale de G est une fonc-
tion c : V → {1, . . . , k} telle que ∀{x, y} ∈ E, c(x) 6=
c(y). Une telle coloration peut aussi être définie comme
une partition de V en k ensembles indépendants.

Le problème de coloration de graphe classique vise
à trouver une k-coloration propre qui minimise k. Cet
article, cependant, traite du problème NP-difficile de
somme coloration, dont l’objectif est de trouver une k-
coloration propre qui minimise la somme des couleurs
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assignées aux sommets (
∑
x∈V

c(x)) plutôt que k. La plus

faible somme que l’on peut obtenir pour un graphe G
est appelée somme chromatique de G et notée Σ(G).

Dans [17], des bornes théoriques pour la somme
chromatique sont proposées. Elles sont définies de la

manière suivante : d
√

8|E|e ≤ Σ(G) ≤ b 3(|E|+1)
2 c. Par

la suite, [10] a également démontré qu’une somme co-
loration optimale n’utilise jamais ∆(G) + 1 couleurs.
Une autre borne, parfois utile bien que généralement
plus faible, est Σ(G) ≤ |V |+ |E|.

La dominance de certaines solutions par d’autres a
été abordée dans [11]. Concrètement, une coloration
peut être vue comme une partition ordonnée des som-
mets du graphe : le ke ensemble Sk correspond aux
sommets utilisant la couleur k. Une solution est domi-
née lorsque la somme des couleurs des sommets peut
être réduite en réordonnant les indices des ensembles.
En d’autres termes, il est alors possible d’améliorer
la solution en échangeant des couleurs. Notez qu’une
coloration propre le restera lors d’une telle opération.
Une partition donnée peut aisément être associée à une
coloration que nulle ne domine : il suffit d’utiliser la
couleur 1 pour le plus grand ensemble de sommets, la
2 pour le second, et ainsi de suite.

3 Approches existantes pour le MSCP

3.1 Approches incomplètes

De nombreuses approches incomplètes ont été em-
ployées pour trouver des solutions approchées au
MSCP. La plupart sont passées en revue dans [7], et
sont réparties en trois classes : les algorithmes glou-
tons [19, 20], les heuristiques de recherche locale [2, 6]
et les algorithmes évolutionnaires [8, 13, 21].

Notons qu’aucun de ces algorithmes n’est capable
d’atteindre toutes les meilleures bornes inférieures ou
supérieures. Cependant, le pourcentage de bornes at-
teintes se situe entre 46 % et 90 %. [21] Ces approches
parviennent à prouver l’optimalité d’une solution dès
lors que la borne inférieure la plus basse atteint la
borne supérieure la plus haute. Cependant, de telles
preuves n’ont été possibles que sur un tiers des ins-
tances, même en utilisant conjointement les bornes
fournies par toutes les méthodes citées par [7].

3.2 Approches complètes

Programmation par contraintes Un problème de sa-
tisfaction de contrainte, ou CSP, est défini par un tri-
plet (X,D,C). X est un ensemble fini de variables, D
associe un domaine D(xi) à chaque variable xi ∈ X, et
C est un ensemble de contraintes. Une solution est une

affectation de toutes les variables qui satisfait toutes
les contraintes.

Un modèle CSP basique pour le MSCP a été pro-
posé dans [11]. Pour un graphe G = (V,E), ce modèle
s’obtient en associant une variable xk à chaque som-
met vk, auxquelles s’applique une contrainte binaire
de différence pour chaque arête du graphe :

— X = {x1, . . . , x|V |}
— ∀i ∈ {1, . . . , |V |}, D(xi) = {1, . . . ,K}
— C = ∪{va,vb}∈E{xa 6= xb}

où K = ∆(G) + 1. L’objectif est de minimiser
∑

xi∈X
xi.

La programmation par contraintes a été évaluée
pour le MSCP dans [11], avec le solveur Choco [9].
Les résultats étaient assez décevants, avec notamment
un temps de résolution de près de 2 000 secondes sur
l’instance simple myciel4, que les méthodes compéti-
tives résolvent presque instantanément.

Branch and Bound L’approche Branch and Bound
décrite dans [11] intègre l’idée présentée dans [14, 20],
qui consiste à décomposer le graphe en cliques afin de
calculer une borne inférieure. Cette technique est ap-
pliquée à chaque nœud de l’arbre, en ne considérant
que le sous-graphe induit par les sommets qui n’ont
pas encore été coloriés. Ainsi est obtenue une borne
inférieure globale sur la branche courante de l’arbre.
Si cette borne dépasse la borne supérieure courante,
cette branche est abandonnée. Pour chaque coloration
trouvée, un équivalent dominant est utilisé pour amé-
liorer la borne, comme expliqué à la fin de la section 2.
Cette approche donne de meilleurs résultats que le mo-
dèle basique CP, mais ne peut être appliquée avec suc-
cès qu’à des instances de taille réduite.

SAT Des solveurs SAT ont été employés pour ré-
soudre le MSCP dans [11]. Les résultats rapportés sont
très différents de ceux de CP et Branch and Bound et
sont de qualité inégale : grande efficacité sur des classes
d’instances telles que miles et myciel, mais incapa-
cité à résoudre queen5_5 en moins d’une heure, malgré
une difficulté très raisonnable.

Programmation linéaire Dans [18], un programme
linéaire est proposé pour le MSCP. Il associe une va-
riable binaire xuk à chaque paire (u, k) ∈ V × [1,K],
où u est un sommet, k une couleur et K = ∆(G) + 1,
de sorte que xuk = 1 si u est colorié avec k, et 0 sinon.

L’objectif est de minimiser f(x) =
|V |∑
u=1

K∑
k=1

k · xuk sous

les contraintes :

— c1 :
K∑

k=1

xuk = 1,∀u ∈ {1, . . . , |V |}
— c2 : xuk + xvk ≤ 1,∀(u, v) ∈ E,∀k ∈ {1, . . . ,K}
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La contrainte c1 force les sommets à n’utiliser qu’une
couleur, et c2 empêche les sommets voisins d’employer
la même couleur.

L’article proposant ce modèle rapporte de bons ré-
sultats mais également des problèmes dus à un manque
de mémoire sur certaines instances. [18]

4 Nouveaux modèles pour le MSCP

Notre but est d’explorer de nouvelles possibilités de
modèles pour le MSCP. En section 4.1, nous décri-
vons un modèle CP souple. La section 4.2 considère la
possibilité de remplacer certaines contraintes binaires
par des contraintes globales AllDifferent . La spécifica-
tion des domaines initiaux des variables est remise en
question dans la section 4.3, tandis que les choix d’heu-
ristiques sont évoqués en 4.4 et 4.5. Une méthode de
filtrage est décrite en section 4.6, tandis qu’une tech-
nique d’échange de couleurs est présentée en 4.7.

4.1 Modèle WCSP

À ce jour, aucun modèle WCSP n’a été proposé pour
le MSCP.

Un WCSP est définit par un triplet (X,D,C) tel
que X est un ensemble fini de variables, D une fonc-
tion associant à chaque variable xi ∈ X son domaine
D(xi), et C un ensemble de fonctions de coût chacune
définie sur un sous-ensemble de X. Chaque fonction
de coût associe un coût à chaque tuple, un tuple étant
une combinaison possible de valeurs pour les variables
concernées par la fonction de coût.

Afin de traduire le MSCP en WCSP, les contraintes
de différences peuvent être représentées par des fonc-
tions de coût binaires, qui associent un coût infini à
tout tuple donnant la même valeur aux deux variables
impliquées. Il n’y a généralement pas de fonction ob-
jectif explicite dans un WCSP : la somme des fonctions
de coûts joue ce rôle. Nous pouvons donc ajouter une
fonction de coût unaire par variable, qui associe un
coût de n au tuple qui donne la couleur n au sommet
associé à cette variable.

Plus formellement, pour un graphe G = (V,E), ce
modèle WCSP est défini comme suit, en supposant
qu’à chaque variable xk correspond un sommet k :

— X = {x1, . . . , x|V |}
— ∀k ∈ {1, . . . , |V |}, D(xk) = {1, . . . ,K}
— C = {f1(xu, xv), {u, v} ∈ E} ∪ {f2(xu), xu ∈ X}

avec :
— f1(xu, xv) = +∞ si xu = xv, et 0 sinon
— f2(xu) = xu

où K = ∆(G) + 1.
L’objectif est de minimiser la somme des fonctions

de coût. Elles garantissent que le coût d’une coloration

propre équivaut à la somme des couleurs des sommets
et interdisent via un coût infini toute coloration inva-
lide.

4.2 Contraintes globales AllDifferent

Les modèles introduits précédemment utilisent des
contraintes de différence binaires pour empêcher les
sommets voisins d’utiliser la même couleur. Des mo-
dèles légèrement plus élaborés peuvent être obtenus en
trouvant des ensembles de contraintes binaires de diffé-
rence correspondant à des cliques et en les remplaçant
par des contraintes globales AllDifferent . Il existe de
nombreuses manières de sélectionner de telles cliques :
elles peuvent être maximales ou non, plus ou moins
redondantes, et peuvent être construites par diverses
heuristiques. Rechercher la plus grande clique, cepen-
dant, n’est pas un choix pertinent, car il s’agit d’un
problème NP-difficile.

Nous avons évalué plusieurs méthodes de construc-
tion de cliques au cours d’une étude non présentée ici.
Les résultats nous ont clairement montré qu’il suffisait
de construire de nombreuses cliques de manière glou-
tonne pour obtenir des résultats difficilement perfec-
tibles. Le choix précis d’heuristiques pour la construc-
tion de ces cliques n’a qu’un impact réduit sur les
temps de résolution. La méthode de construction que
nous avons finalement employée est présentée par l’al-
gorithme 1. Pour chaque sommet v, nous construisons
une clique maximale de manière gloutonne (lignes 1–
8) : nous partons d’une clique composée uniquement
de v et y ajoutons itérativement le candidat de plus
haut degré (ligne 5). La procédure se termine par l’éli-
mination des cliques incluses dans d’autres et l’ajout
de cliques binaires pour toute contrainte non couverte
(lignes 9–12).

La contrainte AllDifferent permet une représen-
tation bien plus concise des instances. De plus, un
solveur peut l’interpréter comme bon lui semble, en
utilisant des contraintes globales spécifiques ou des
contraintes binaires, selon son implémentation. Ainsi,
nous ne souffrons ici d’aucune perte de généralité.

Notre manière de représenter les AllDifferent dans
le modèle linéaire est inspirée des contraintes qui y fi-
gurent déjà. Nous utilisons simplement des contraintes
de la forme x1 c+ . . .+xk c ≤ 1, en citant, pour chaque
couleur c, chaque variable existante associée à un som-
met appartenant à la clique considérée.

4.3 Réduction des domaines initiaux

Dans toutes les méthodes complètes présentées, les
couleurs qui peuvent être assignées à n’importe quel
sommet sont bornées par ∆(G) + 1. Nous proposons
d’abaisser cette borne en exploitant le fait que, dans
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Algorithme 1 : Constructions de cliques.

Data : Graphe G = (V,E)
Result : Ensemble S de cliques de G tel que

∀{x, y} ∈ E,∃C ∈ S tel que {x, y} ⊆ C
foreach v ∈ V do1

C ← {v}2

Candidates ← voisins de v dans G3

while Candidates 6= ∅ do4

x← Sommet de Candidates avec le plus5

grand degré dans G
Ajouter x à C6

Retirer de Candidates les non-voisins de x7

Ajouter C à S8

Retirer de S toute clique incluse dans une autre9

foreach {x, y} ∈ E do10

if @C ′ ∈ S tel que x, y ∈ C ′ then11

Ajouter {x, y} à S12

une solution optimale, la couleur du sommet v est tou-
jours inférieure ou égale à deg(v) + 1.

Propriété 1 Pour toute somme coloration optimale c
d’un graphe G = (V,E), c(v) ≤ deg(v) + 1,∀v ∈ V .

Pour démontrer cette propriété, supposons qu’elle
n’est pas vraie pour une coloration optimale donnée c.
Il s’ensuit qu’il existe un sommet v de V pour lequel
c(v) > deg(v) + 1. Dans de telles conditions, il existe
une valeur x non utilisée dans {1, . . . ,deg(v) + 1},
puisque v n’a que deg(v) voisins. Par conséquent, une
meilleure coloration que c peut être obtenue en utili-
sant la couleur x pour v au lieu de c(x). Donc, c n’est
pas optimal, ce qui contredit l’hypothèse de départ.

Il s’agit en réalité d’un cas plus spécifique de la li-
mite fixée aux domaines dans [10]. Ici, nous considé-
rons les sommets indépendamment. Nous opérons cette
réduction dès la génération des instances. Pour chaque
sommet, au lieu d’autoriser toutes les couleurs de
{1, . . . ,∆(G) + 1}, nous limitons le domaine de la va-
riable associée au sommet v à {1, . . . ,deg(v) + 1}. La
différence de taille de domaine peut être conséquente,
notamment dans des graphes peu denses. Cette modi-
fication des instances peut aisément être appliquée à
tous les modèles mentionnés dans cet article.

Sur les 126 instances considérées (cf. section 5.2),
la réduction des domaines moyenne est de 46 %.
Sur quelques instances, la réduction est nulle, tandis
qu’une réduction maximale de 95 % peut être observée
sur une instance (3-Insertions_5). Des réductions
de cette ampleur sont constatées dès lors qu’un petit
nombre de sommets ont un très haut degré tandis que
les autres ont un degré faible.

4.4 Heuristique de choix de valeur

Étant donné que le but est de minimiser la somme
des variables, nous avons opté pour le choix systéma-
tique de la plus petite valeur disponible dans le do-
maine de la variable considérée.

4.5 Heuristiques de choix de variable

Dès lors que l’on évalue des heuristiques pour un
problème d’optimisation, un problème de polyvalence
survient : il est souhaitable de trouver rapidement une
bonne solution afin d’être en mesure de couper des
branches de l’arbre de recherche, mais les heuristiques
de choix de variable qui excellent dans cette tâche
sont généralement moins performantes pour effectuer
des preuves d’optimalité. Pour cette raison, un uti-
lisateur pourra porter son choix sur différentes heu-
ristiques selon ce qu’il tente d’accomplir. Nous avons
entrepris d’élargir nos expériences afin d’évaluer sept
heuristiques de choix de variable :
minDom choisit la variable au plus petit domaine
courant ;
minDom/wDeg choisit la variable qui minimise le
rapport entre la taille de son domaine courant et son
degré pondéré [3] ;
activity choisit la variable dont le domaine a le plus
été réduit lors des propagations de contraintes [12] ;
minElim choisit la variable qui possède la plus pe-
tite valeur dans son domaine courant, et départage les
ex-aequo en choisissant celle pour laquelle la valeur
choisie sera retirée du plus petit nombre de domaines
de variables voisines ;
dynDeg choisit la variable qui a le plus de voisins non
colorés, et départage les ex-aequo en faveur de la va-
riable ayant la plus petite valeur dans son domaine
courant, puis de celle ayant le plus petit domaine cou-
rant (notez que minElim et dynDeg tentent de sélec-
tionner une variable ayant au moins une faible valeur
dans son domaine, afin de permettre à l’heuristique de
choix de valeur d’utiliser cette valeur) ;
minRemove choisit la variable pour laquelle la va-
leur choisie sera retirée du moins de domaines pos-
sible, et départage les ex-aequo selon les règles de dyn-
Deg ; minRemove maintient, pour chaque variable xi,
les voisins qui ont encore dans leur domaine la valeur
qui serait utilisée si xi était choisie ;
maxDegSizeVal choisit la variable qui maximise
degree÷ (size of domain× smallest value) ; les égali-
tés sont brisées de la même manière qu’avec dynDeg .

Quelle que soit l’heuristique, les égalités persistantes
sont brisées aléatoirement. Dans la section 5, nous
comparons ces heuristiques sur deux critères : la capa-
cité à trouver rapidement une bonne solution, et celle
à faire des preuves d’optimalité.
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4.6 Filtrage

Nous avons adapté l’algorithme de filtrage utilisé
avec le Branch and Bound de [11]. Cette méthode
construit une partition de cliques sur l’ensemble des
sommets non coloriés et déduit une borne inférieure
de cette partition. Dans [11], une telle partition est
construite à chaque nœud de l’arbre de recherche, afin
d’augmenter la précision des bornes résultantes. Dans
des expériences préliminaires, cependant, nous avons
constaté que ces constructions répétées avaient un coût
non négligeable, qui, au bout du compte, dégradaient
les performances. En réaction à cela, nous avons décidé
de ne calculer une partition de cliques qu’une seule fois,
au démarrage de notre programme. Cette partition est
construite comme indiqué dans l’algorithme 2.

Algorithme 2 : Construction d’une partition de
cliques.

Data : Graphe G = (V,E)
Result : Partition P de cliques de G telle que

∀v ∈ V,∃!C ∈ P telle que v ∈ C
Vunused ← V1

while Vunused 6= ∅ do2

v ← sommet de Vunused avec le plus haut3

degré dans le graphe induit par Vunused

C ← {v}4

Candidates← voisins de v dans G5

while Candidates 6= ∅ do6

x← sommet de Candidates avec le plus7

haut degré dans G
Ajouter x à C8

Retirer de Candidates tout non-voisin de x9

Ajouter C à P10

Vunused ← Vunused \ C11

Pour déduire une borne inférieure d’une partition
de cliques, il faut d’abord trouver une borne pour
chaque clique qui la compose. Pour une clique C de
taille k, cette borne correspond à la somme des k plus
petites valeurs présentes dans l’union des domaines
des variables de C. L’idée sous-jacente est que dans
le meilleur des cas il sera possible d’utiliser ces va-
leurs. Notez qu’il est nécessaire de choisir k valeurs
différentes puisque, dans une clique, toute paire de va-
riables est soumise à une contrainte de différence. La
solution optimale réelle implique généralement des va-
leurs plus élevées du fait de la présence de contraintes
de différence entre les cliques, qui sont ici ignorées.

Dans [11], la partition est calculée sur l’ensemble des
sommets non colorés. Dans cet article, en revanche,
puisque la partition est calculée au début de la re-
cherche, les sommets n’ont pas encore de couleur. Nous

tirons cependant profit des sommets déjà colorés au
moment du calcul de la borne puisque nous calculons
l’union des domaines courants lors du choix des k plus
petites valeurs. De ce fait, tout sommet coloré – et
même simplement tout domaine réduit – contribue à
rendre la borne calculée plus précise.

Tenter trop tôt de couper des branches à l’aide d’une
telle méthode de filtrage cause bien souvent une perte
d’efficacité : lorsque seuls quelques sommets sont colo-
rés, nous ne disposons pas d’assez d’informations pour
estimer la qualité des colorations à venir. Concrète-
ment, la borne alors calculée est de piètre qualité.
Afin d’éviter des calculs inutiles, nous fixons une limite
empêchant le déclenchement de cet algorithme de fil-
trage. Nous calculons la somme de toutes les valeurs
des variables déjà affectées. Si la distance entre cette
somme et et la borne supérieure courante équivaut à
plus de 20 % de cette dernière, nous estimons trop peu
probable que la borne inférieure que donnerait l’al-
gorithme de filtrage atteigne la borne supérieure, et
refusons d’utiliser cet algorithme.

En plus de cette limite visant à ne pas commen-
cer trop tôt à utiliser ce filtrage, nous utilisons une
limite pour ne pas l’employer trop tard, au sens de la
profondeur dans l’arbre de recherche. En effet, lorsque
seuls peu de sommets restent à colorer, il peut être
plus rapide de finir l’exploration de la branche cou-
rante de l’arbre de recherche plutôt que de passer du
temps à calculer des bornes avec l’algorithme de fil-
trage. Des expériences qui ne sont pas détaillées ici
nous ont permis de constater qu’il est convenable de
se retenir d’utiliser ce filtrage lorsque cinq sommets ou
moins ne sont pas colorés.

4.7 Échange de couleurs

Comme relevé par [11], certaines solutions peuvent
être dominées : on peut les améliorer en se contentant
d’échanger des couleurs, comme rappelé en section 2.
Dans les présents travaux, nous utilisons notamment
cette méthode pour abaisser plus rapidement la borne
supérieure, afin d’accélérer la résolution. Ainsi, toute
solution dominée produite lors de la recherche sera
transformée en solution non dominée. Par ailleurs,
l’ajout d’une contrainte imposant de trouver une so-
lution meilleure que la précédente permet de ne plus
produire une solution dominée par celle-ci.

Il est à noter que la technique d’échange de couleurs
a un coût computationnel exceptionnellement bas : le
surcoût n’opère que lorsqu’une coloration complète du
graphe est trouvée, et les vérifications sur la taille des
ensembles représentés par les différentes couleurs sont
très simples à effectuer.
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5 Évaluation expérimentale

5.1 Procédure expérimentale

Nous avons exécuté les programmes évalués sur un
processeur Intel R© Xeon R© E5-2670 0 à 2,60 Ghz, dis-
posant de 20 480 KB de mémoire cache et de 4 GB de
RAM. La réduction des domaines décrite en section 4.3
a été utilisée pour chaque modèle et solveur.

5.2 Benchmark

Nous considérons 126 instances couramment utili-
sées pour le MSCP [18, 7]. Certaines ont été ajou-
tées par COLOR02/03/04 1, mais la plupart sont sim-
plement les instances DIMACS conçues pour le pro-
blème de coloration classique 2. Pour certaines de ces
instances, la littérature fournit des bornes inférieures
et supérieures [18, 7]. Pour les autres, lorsque nous
utilisons une borne supérieure initiale, il s’agit de la
meilleure trouvée lors d’expériences précédentes.

Afin d’économiser du temps de calcul pour conduire
de plus larges expérimentations, nous avons choisi d’ef-
fectuer certaines d’entre elles sur un ensemble réduit
d’instances. Lorsque le but était de rapidement trouver
une bonne solution avec une limite de 30 minutes et
sans borne initiale, nous avons opéré sur une sélection
d’instances de toutes les classes, en nous concentrant
sur celles qui n’étaient pas triviales et en privilégiant
celles où la borne supérieure connue était très haute,
afin de pouvoir observer de grandes différences entre
les bornes trouvées par les différentes méthodes. Pour
les expériences portant sur les preuves d’optimalité,
avec 24 heures et une borne supérieure initiale donnée,
les résultats sont montrés sur les instances pour les-
quelles au moins une méthode a pu améliorer la borne
ou prouver son optimalité. Les dernières expériences,
ainsi que celles visant à comparer les modèles, ont été
menées sur le benchmark complet.

Lorsque des contraintes AllDifferent sont utilisées,
les cliques sont construites en dehors des expériences,
lors de la création des instances.

5.3 Implémentation

Nous avons implémenté le modèle CSP dans Gecode
4.2.1 [16]. Le codage de ce modèle est direct et ne sera
pas détaillé ici. Le moteur de recherche Branch and
Bound (BAB) a été sélectionné, et les contraintes All-
Different ont été représentées avec la contrainte « dis-

tinct » de Gecode. Le niveau de cohérence est GAC
(« ICL_DOM »).

1. http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR02

2. ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/C

graph/benchmarks/color/

Tableau 1 – Un résumé des résultats obtenus sans
et avec contraintes AllDifferent , en utilisant Toulbar,
CPLEX et Gecode. Les trois premières lignes donnent,
respectivement, les distances minimale, moyenne et
maximale entre la meilleure solution trouvée par la mé-
thode et la meilleure solution connue, en pourcentages.
« Preuves » (resp. « Pb mem. ») correspond au nombre
d’instances pour lesquelles l’optimalité a été prouvée
(resp. pour lesquelles l’exécution s’est terminée pré-
maturément par manque de mémoire). « Meill. UB »
donne le nombre d’instances sur lesquelles la meilleure
solution connue a été atteinte, et « Nb meill. » le
nombre de fois où la méthode a été la meilleure sur
une instance. La « meilleure » méthode est désignée
par le statut (preuve > pas de preuve), puis par la
qualité de la solution, et enfin par le temps nécessaire
pour la trouver.

Toulbar CPLEX Gecode
Binaire AllDiff Binaire AllDiff Binaire AllDiff

Min 0 0 0 0 0 0
Dist Moy 174,3 465,5 70,2 68,7 9,2 9,2

Max 1 143,6 2 863,3 1 119,5 1 119,5 78,5 78,5
Preuves 19 15 65 64 10 10
Pb Mém. 42 97 41 43 0 0
Meill. UB 22 18 71 73 31 32
Nb meill. 5 4 41 49 13 22

Nous avons implémenté le modèle WCSP avec Toul-
bar2 0.9.7.0-R [1]. Toulbar a principalement été conçu
pour résoudre des WCSP et utilise des algorithmes
de consistance souple de haut niveau (EDAC par dé-
faut [5]) [15, 1].

Pour la programmation linéaire, nous avons utilisé
ILOG CPLEX 12.6.2 [4]. ILOG CPLEX traite des pro-
grammes linéaires, ce qui impose une représentation
purement arithmétique des contraintes de différence,
qu’elles soient binaires ou globales.

5.4 Comparaison de Gecode, Toulbar et CPLEX

Le tableau 1 résume les résultats obtenus avec les
trois solveurs considérés. Chacun a été évalué sur un
modèle sans contraintes AllDifferent (« Binaire ») et
sur un modèle les incluant (« AllDiff »).

Un problème flagrant dans ces premiers tests est que
CPLEX, de même que Toulbar, viennent souvent à
manquer de mémoire. Les AllDifferent n’ont pas un
impact significatif sur cet aspect pour CPLEX. En re-
vanche, ils augmentent nettement la consommation de
mémoire pour la version de Toulbar utilisée.

Si on se limite aux instances pour lesquelles il
n’y a pas eu de problème de mémoire, on constate
que CPLEX est très efficace, et résout le plus grand
nombre d’instances (65) tout en trouvant la meilleure
solution connue pour 73 d’entre elles. Ses besoins en
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mémoire sont donc le principal facteur limitant ; il ar-
rive même que CPLEX soit incapable de fournir la
moindre solution intermédiaire. Il en résulte que les
solutions trouvées par CPLEX sont en moyenne plus
grande de 70 % que les meilleures solutions connues.

Grâce à son haut niveau de filtrage, Toulbar fait
presque deux fois plus de preuves que Gecode. Cepen-
dant, comme pour CPLEX, la quantité de mémoire
utilisée devient problématique sur les instances les
plus grandes. En effet, Toulbar utilise principalement
des contraintes données en extension, ce qui explique
au moins partiellement cette consommation de mé-
moire. Utiliser des contraintes AllDifferent souples in-
duit tant de problèmes de mémoires que cette méthode
en devient presque inutilisable dans notre contexte.

Gecode n’est capable de résoudre que dix instances,
mais ses besoins en mémoire sont raisonnables, ce qui
lui permet de ne jamais en manquer. Il en résulte
des bornes plus fines, avec une distance moyenne aux
meilleures bornes connues de seulement 9,2 %, tandis
que CPLEX et Toulbar obtiennent des moyennes res-
pectives de 68,7 % et 174,3 %. Utiliser des contraintes
AllDifferent permet à Gecode d’atteindre la meilleure
solution connue une fois de plus qu’avec le modèle bi-
naire. Ces contraintes aident Gecode à filtrer, et donc
à trouver rapidement des solutions intéressantes.

Puisque CPLEX et Toulbar manquent souvent de
mémoire, nous nous concentrerons sur Gecode pour la
suite de cet article. Nous considérerons le modèle uti-
lisant les contraintes AllDifferent , du fait des résultats
sensiblement meilleurs qu’il permet d’obtenir.

5.5 Heuristiques de choix de variable

Le tableau 2 présente les résultats d’une comparai-
son d’heuristiques pour Gecode, sur 30 minutes sans
bornes, tandis que le tableau 3 contient les résultats
pour 24 h avec une borne supérieure initiale donnée.

Ces expériences montrent que, contrairement à ce
que notre intuition tendrait à nous faire penser, min-
Dom/wDeg n’est pas extrêmement efficace, que ce soit
sur les tests de 30 minutes ou sur ceux de 24 heures.
Une autre heuristique couramment utilisée, activity ,
souffre de difficultés similaires. Les meilleures heu-
ristiques sont minElim (pour ce qui est de la re-
cherche rapide d’une bonne solution) et dynDeg (pour
les preuves). Ces deux heuristiques seront donc celles
considérées dans la suite de l’article.

5.6 Intégration du filtrage, de restarts et
d’échanges de couleurs

La plupart des heuristiques que nous avons utili-
sées sont plutôt efficaces quand il s’agit de trouver une
bonne première solution, mais peinent à s’éloigner de

cette première solution dans l’espace de recherche. Un
manque de diversité critique en résulte, et la qualité
des solutions finales s’en ressent. Ce phénomène est
particulièrement présent avec minElim.

Afin d’aider Gecode à trouver des solutions plus va-
riées, nous pouvons l’employer avec des restarts. Les
restarts ont leur propre ensemble de paramètres ; nous
avons effectué une série d’expériences afin de trou-
ver des valeurs adéquates pour ces paramètres. Notre
choix s’est porté sur des politiques déjà définies dans
Gecode : les restarts géométriques et la politique Luby,
associée à une valeur d’échelle de 500.

Afin d’évaluer les différentes améliorations propo-
sées, nous les avons ajoutées une à une et avons mené
deux séries d’expériences. La première s’est déroulée
avec une limite de 30 minutes et sans borne initiale
(tableau 4) ; pour la seconde, une limite de 24 heures
était imposée, et une borne supérieure initiale était
donnée (tableau 5). Ces bornes viennent de la littéra-
ture lorsqu’elles existent, et de nos expériences précé-
dentes dans le cas contraire.

Le filtrage apparâıt comme désavantageux pour
trouver une bonne solution, mais aide Gecode à faire
des preuves d’optimalité. Le paramétrage sélectionné,
qui consiste à commencer à utiliser le filtrage lorsque
la solution courante est à 20 % de la borne supérieure
et à cesser de l’employer quand seules cinq variables
ou moins n’ont pas encore de valeur affectée, semble
être un compromis intéressant. Il facilite les preuves
tout en gardant le surcoût en termes de calculs bas.

Comme prévu, l’utilisation de restarts permet à Ge-
code de trouver de meilleures bornes, grâce à une plus
grande diversité dans les solutions formées. On no-
tera cependant qu’utiliser des restarts dans le cadre
des preuves d’optimalité n’est pas un bon choix.

Les échanges de couleurs ayant un coût négligeable,
ils ne perturbent jamais le processus de résolution, et
parviennent à accélérer la baisse de la borne supérieure
sur plusieurs instances.

5.7 Évaluation complète

Nous avons évalué l’impact de ces améliorations sur
des exécutions de 24 heures. Les premiers tests ont
été effectués avec une borne supérieure initiale, sur les
92 instances pour lesquelles une telle borne est fournie
par la littérature ; les tests suivants, sans borne initiale,
utilisent le benchmark entier.

Le tableau 6 montre que les améliorations proposées
sont bénéfiques pour la quasi-intégralité du benchmark.
Une preuve supplémentaire a pu être faite, et la dis-
tance moyenne est presque divisée par deux.

Neuf preuves ont pu être effectuées par dynDeg en
employant toutes les améliorations. Puisque les res-
tarts ne sont pas adaptés aux preuves d’optimalité,
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Tableau 2 – Comparaison d’heuristiques pour Gecode, sur 30 minutes, sans borne initiale. Les bornes supé-
rieures « UBL » sont celles de la littérature, et « UB » celles obtenues en fin d’exécution, avec « * » en cas de
preuve. « tUB » sont les secondes nécessaires à Gecode pour trouver la solution associée à « UB ».

minDom/wDeg minDom dynDeg minRemove minElim activity maxDegSizeVal
Instance UBL UB tUB UB tUB UB tUB UB tUB UB tUB UB tUB UB tUB

DSJC500.5 10 886 15913 133 15736 1694 16261 731 13289 6 13059 1349 15125 898 15995 1747
DSJR500.1 2 156 2510 4 2477 59 2712 0 2339 1 2331 0 2279 36 2617 37
flat1000_50_0 25 500 56294 88 54578 34 55567 1119 45217 592 45519 141 55235 1452 56051 361
4-FullIns_5 12062 113 9231 221 8385 255 6707 739 6680 222 11506 392 8389 221
games120 443 466 0 467 0 497 0 451 0 456 0 474 0 492 658
ash958GPIA 4794 220 4753 1044 5180 323 4324 46 4345 16 4580 10 5474 356
3-Insertions_5 2875 309 2721 997 3855 141 2289 8 2289 7 2841 3 3808 375
latin_square_10 41 444 49885 813 48955 91 58561 301 46847 56 46847 48 48934 353 59136 1629
le450_5a 1 350 2337 632 2244 0 2313 416 1863 0 1752 1 2188 483 2312 41
mug88_25 178 182 189 183 0 185 0 181 195 180 0 181 0 185 0
myciel7 381 499 547 438 1100 722 33 381 0 381 0 382 0 625 38
qg.order30 13 950 14283 1701 13996 468 14324 477 13953 2 13950* 1 13981 1044 14327 858
r1000.1 9040 86 8383 37 9009 2 7803 115 7703 2 7579 334 8964 3
fpsol2.i.3 1 636 1959 1 1695 1 8135 1 1677 882 1670 119 1809 1 7738 0
inithx.i.3 1 986 2518 1 2033 1 13122 1 2034 2 2019 1 2053 1 13085 1
mulsol.i.5 1 160 1163 120 1165 0 3734 0 1165 0 1166 0 1164 0 3694 0
zeroin.i.3 998 1018 11 999 0 3192 301 1080 0 1034 0 1047 0 3129 54
school1_nsh 2 392 4842 845 4749 181 4900 64 3958 352 3880 818 4478 1426 4821 156
david 237 257 0 254 1436 372 0 255 11 245 727 257 0 333 3
homer 1 150 1229 10 1228 581 1392 0 1240 1 1219 17 1227 0 1301 221
miles500 705 861 229 806 0 864 1154 835 0 761 0 751 0 824 253
queen11_11 733 886 599 837 35 934 7 821 11 812 1701 853 1310 943 762
wap06a 13 773 16872 1 16791 575 20282 883 15374 3 15427 818 15882 1102 16902 1708

Tableau 3 – Comparaison d’heuristiques pour Gecode, sur 24 heures, avec borne supérieure initiale donnée.
Les bornes supérieures « UBL » sont celles de la littérature, et « UB » celles obtenues en fin d’exécution. « tUB »
est nombre de secondes nécessitées par Gecode pour trouver la solution associée à « UB ».

minDom/wDeg minDom dynDeg minRemove minElim activity maxDegSizeVal
Instance UBL UB tUB t UB tUB t UB tUB t UB tUB t UB tUB t UB tUB t UB tUB t
1-FullIns_5 554 0 T 521 2006 T 554 0 T 505 0 T 499 0 T 554 0 T 530 1479 T
2-FullIns_3 93* 0 35964 93* 0 29227 93* 0 47 93* 0 49505 93* 0 3819 93* 0 618 93* 0 520
2-FullIns_4 417 0 T 417 0 T 417 0 T 372 2272 T 363 105 T 417 0 T 416 9 T
3-FullIns_3 151 0 T 150 42452 T 151 0 T 151 0 T 151 0 T 151 0 T 151 0 T
3-FullIns_4 735 0 T 735 0 T 735 0 T 683 0 T 683 0 T 735 0 T 722 63886 T
4-FullIns_3 241 0 T 239 0 T 205 328 T 220 55 T 213 37 T 241 0 T 241 0 T
ash331GPIA 1695 8 T 1575 3 T 1736 0 T 1487 1 T 1511 309 T 1608 306 T 1736 0 T
1-Ins._4 119 0 T 119 0 T 119* 2997 5685 119 0 T 119 0 T 125 0 T 125 0 T
2-Ins._3 62 62* 0 19 62* 0 14 62* 0 1 62* 0 24 62* 0 9 62* 0 13 62* 0 1
3-Ins._3 92 92* 0 29466 92* 0 31770 92* 0 120 92* 0 42607 92* 0 4206 92* 0 20847 92* 0 158
4-Ins._3 127 21 T 127 0 T 136 53627 T 127 0 T 127 0 T 130 1 T 136 49990 T
myciel5 93 93 0 T 93 0 T 93* 0 26910 93 0 T 93* 0 29980 93* 0 2689 93* 0 4384
qg.order30 13 950 13950* 0 1 13950* 0 1 13950* 0 0 13950* 0 1 13950* 0 0 13950* 0 0 13950* 0 0
queen5_5 75 75* 0 964 75* 0 917 75* 0 63 75* 0 20 75* 0 13 75* 0 122 75* 0 12

Tableau 6 – La colonne « Simple » présente les résul-
tats d’une version de minElim sans filtrage, ni restarts,
ni échanges de couleurs. La version dite « Améliorée »
inclut quant à elle toutes ces améliorations.

Simple Améliorée
Min 0 0

Dist Moy 9 5,2
Max 78,5 72

Preuves 10 11
Meill. UB 30 57
Nb meill. 16 118

nous avons tenté de les retirer, ce qui a permis une
preuve supplémentaire et accéléré les preuves exis-
tantes (tableau 7).

6 Conclusion et travaux futurs

Dans cet article, nous avons considéré le problème de
la somme coloration minimale, et démontré que même
si la programmation par contraintes semble à première
vue désavantagée, elle possède quelques atouts, comme
notamment sa consommation nettement réduite de
mémoire, comparée à celle des solveurs de WCSP ou
de programmation linéaire. De ce fait, un solveur tel
que Gecode peut être appliqué à des instances de très
grande taille, et pourra passer plus de temps à trou-
ver des solutions de meilleure qualité. Les compétences
d’un tel solveur peuvent être améliorées de plusieurs
manières, comme en utilisant des restarts convenable-
ment paramétrés, en employant avec modération un al-
gorithme de filtrage, et en veillant à améliorer les solu-
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Tableau 4 – Ajout progressif des améliorations présentées, pour la recherche d’une bonne solution en 30 minutes,
sans borne initiale. Les bornes présentées sur la gauche sont celles de l’état de l’art. « f20-5 » signifie que le
filtrage à base de partitions de cliques a été utilisé, avec les paramètres mentionnés en section 5.6 ; « rl500 »
indique l’utilisation de restarts Luby avec une échelle de 500 ; « éch. » signifie que les échanges de couleurs
étaient autorisés pour améliorer les solutions trouvées. Les « * » mettent les preuves en évidence.

minElim minElim f20-5 minElim f20-5 rl500 minElim f20-5 rl500 éch.
Instance LBL UBL UB Dist tUB(s) t(s) UB Dist tUB(s) t(s) UB Dist tUB(s) t(s) UB Dist tUB(s) t(s)
DSJC500.5 2 923 10 886 13059 20 1349 T 13068 20 296 T 12798 17.6 1029 T 12734 17 392 T
DSJR500.1 2 069 2 156 2331 8.1 0 T 2331 8.1 0 T 2287 6.1 85 T 2287 6.1 92 T
flat1000_50_0 6 601 25 500 45519 78.5 141 T 45520 78.5 53 T 44587 74.9 1280 T 44243 73.5 365 T
4-FullIns_5 6680 0 222 T 6680 0 225 T 6680 0 205 T 6680 0 238 T
games120 443 443 456 2.9 0 T 456 2.9 0 T 443 0 1189 T 444 0.2 722 T
ash958GPIA 4345 2 16 T 4345 2 18 T 4267 0.2 470 T 4259 0 513 T
3-Insertions_5 2289 0 7 T 2289 0 6 T 2289 0 6 T 2289 0 7 T
latin_square_10 40 950 41 444 46847 13 48 T 46847 13 41 T 45533 9.9 918 T 45372 9.5 895 T
le450_5a 1 193 1 350 1752 29.8 1 T 1752 29.8 17 T 1496 10.8 1611 T 1424 5.5 1090 T
mug88_25 162 178 180 1.1 0 T 180 1.1 0 T 179 0.6 4 T 179 0.6 4 T
myciel7 286 381 381 0 0 T 381 0 0 T 381 0 0 T 381 0 0 T
qg.order30 13 950 13 950 13950* 0 1 1 13950* 0 1 1 13950* 0 1 1 13950* 0 1 1
r1000.1 7703 1.4 2 T 7703 1.4 2 T 7607 0.1 801 T 7597 0 1359 T
fpsol2.i.3 1 636 1 636 1670 2.1 119 T 1670 2.1 170 T 1641 0.3 473 T 1641 0.3 521 T
inithx.i.3 1 986 1 986 2019 1.7 1 T 2019 1.7 1 T 1991 0.3 874 T 1986 0 584 T
mulsol.i.5 1 160 1 160 1166 0.5 0 T 1166 0.5 0 T 1164 0.3 3 T 1164 0.3 2 T
zeroin.i.3 998 998 1034 3.6 0 T 1033 3.5 35 T 1019 2.1 551 T 1012 1.4 0 T
school1_nsh 2 176 2 392 3880 62.2 818 T 3883 62.3 154 T 3361 40.5 714 T 3149 31.6 1127 T
david 237 237 245 3.4 727 T 244 3 103 T 240 1.3 812 T 240 1.3 867 T
homer 1 129 1 150 1219 6 17 T 1219 6 88 T 1191 3.6 1043 T 1191 3.6 932 T
miles500 705 705 761 7.9 0 T 752 6.7 0 T 727 3.1 1155 T 730 3.5 869 T
queen11_11 726 733 812 10.8 1701 T 818 11.6 345 T 775 5.7 774 T 772 5.3 1654 T
wap06a 12 454 13 773 15427 12 818 T 15427 12 661 T 15098 9.6 581 T 15041 9.2 1101 T

Tableau 7 – « UBL » sont les bornes supérieures de la
littérature données à Gecode comme bornes initiales.
« Toutes » indique que toutes les améliorations ont été
employées. « rNon » est la même méthode, mais sans
restarts. Si la preuve a pu être effectuée en 24 h, nous
donnons le nombre de secondes nécessaires.

Instance UBL Toutes rNon
2-Insertions_3 62 0 1
3-Insertions_3 92 129 38
myciel3 21 0 0
myciel4 45 0 0
myciel5 93 41 279
qg.order30 13 950 0 0
qg.order40 32 800 2 1
qg.order60 109 800 7 6
queen5_5 75 17 10
queen8_12 624 0 0

tions via des échanges de couleurs lorsque cela s’avère
possible.

Du fait de l’existence de solutions dominées, comme
expliqué en section 5.3, nous avons affaire à de nom-
breuses redondances dans la procédure de recherche,
et ce quelque soit le solveur. Ces redondances peuvent
être supprimées en exprimant le problème sous la
forme d’une construction de partition de sommets,
mais quelques expériences nous ont montré qu’il était
difficile d’employer une telle méthode sans pénaliser le
solveur, car il devient alors difficile d’avoir une éva-
luation précise de la qualité d’une solution en cours de
construction. Par ailleurs, il faut noter que les échanges
de couleurs, combinés avec la contrainte imposant de
trouver à chaque fois une meilleure solution, permet
déjà d’éviter de multiples énumérations de solutions

dominées.

Il sera important d’inclure à l’avenir des modèles
SAT dans cette étude. Dans [11], ces modèles ont
donné de très bon résultats sur certaines instances
(classes miles et myciel), mais se montraient très
insuffisant pour des instances raisonnables telles que
queen5_5.

N. B. : Résultats détaillés dans la version étendue :
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01309350

Ces travaux ont été soutenus par l’ANR SoLStiCe
(ANR-13-BS02-0002-01).

Références

[1] D Allouche, S de Givry, and T Schiex. Toulbar2,
an open source exact cost function network solver.
Technical report, Technical report, INRIA, 2010.

[2] U. Benlic and J.-Kao Hao. A study of breakout
local search for the minimum sum coloring pro-
blem. In Simulated Evolution and Learning, pages
128–137. Springer, 2012.

[3] F. Boussemart, F. Hemery, C. Lecoutre, and
L. Sais. Boosting systematic search by weighting
constraints. In ECAI, volume 16, page 146, 2004.

[4] I. CPLEX. High-performance software for mathe-
matical programming and optimization, 2005.

[5] S. De Givry, F. Heras, M. Zytnicki, and J. Lar-
rosa. Existential arc consistency: Getting closer

61
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Résumé
Nous présentons et évaluons AMPHAROS, un

nouveau solveur SAT parallèle fondé sur le paradigme
« diviser pour mieux régner ». Développé dans un cadre
massivement parallèle, ce solveur lance ses workers sur
des sous-problèmes représentés par des cubes. En plus
du partage classique des clauses apprises, un nouveau
type d’information associé aux cubes est échangé. Par
ailleurs, nous proposons un nouveau critère afin d’adapter
dynamiquement la quantité de clauses partagées et
le nombre de cubes. Comme souligné dans la partie
expérimentale, ce nouveau schéma de parallélisation est
performant et ouvre de nombreuses perspectives.

Abstract
We present and evaluate AMPHAROS, a new parallel

SAT solver based on the divide and conquer paradigm.
This solver, designed to work on a great number of cores,
runs workers on sub-formulas restricted to cubes. In
addition to classical clause sharing, it also exchange
extra information associated to the cubes. Furthermore,
we propose a new criterion to dynamically adapt both
the amount of shared clauses and the number of cubes.
Experiments show that, in general, AMPHAROS correctly
adjusts its strategy to the nature of the problem. Thus,
we show that our new parallel approach works well and
opens a broad range of possibilities to boost parallel SAT
solver performances.

1 Introduction

Les travaux concernant le problème SAT commencent habi-
tuellement par rappeler les énormes progrès sur les problèmes
de type industriel. En effet, les derniers résultats sont très
impressionnants et touchent un grand nombre de problèmes
e.g. planification, vérification formelle et cryptographie qui
sont souvent résolus au moyen d’une réduction vers SAT
plutôt qu’avec des solveurs natifs. Néanmoins, si l’on joue
l’avocat du diable, nous pouvons observer que cette évolution
s’amenuise sensiblement. Effectivement, il devient clairement
de plus en plus difficile d’améliorer les solveurs SAT modernes.

En outre, le problème SAT souffre de son succès, puisque les
formules deviennent de plus en plus compliquées à résoudre
(14 instances sur 100 de la SAT RACE 2015 du Parallel Track
sont encore indéterminées).

Parallèlement, grâce à l’essor du cloud computing, il est
désormais possible de solliciter un nombre de machines
virtuelles illimitées pouvant être disponibles en quelques
secondes. Cependant, comme il a été montré lors de la dernière
compétition [32], les solveurs SAT parallèles ne passent pas
à l’échelle. En effet, le gagnant du Parallel Track a choisi
d’utiliser seulement la moitié des cœurs disponibles. Par
conséquent, il faut dorénavant concevoir des solveurs parallèles
basés sur des nouvelles architectures afin de bénéficier des
nombreuses unités de calcul et du cloud computing.

Dans la résolution parallèle du problème SAT, les sol-
veurs peuvent être divisés en deux catégories. Première-
ment, les solveurs de type portfolio lancent, sur la formule
originale, différentes heuristiques/stratégies en concurrence
[1, 7, 11, 21, 22, 31]. Pendant la résolution, les processus
échangent des informations (généralement sous la forme de
clauses apprises) afin de s’entraider [1, 6, 21, 22]. Deuxième-
ment, les solveurs basés sur le paradigme « diviser pour mieux
régner » découpent l’espace de recherche en plusieurs sous-
espaces afin de les distribuer à des solveurs SAT, communément
nommés workers. En général, à chaque fois qu’un solveur a fini
de résoudre son sous-problème (tandis que les autres travaillent
encore), une stratégie d’équilibrage est réalisée afin de transfé-
rer dynamiquement un nouveau sous-espace à ce worker inactif
[13, 14]. Les sous-espaces peuvent être définis en utilisant le
concept du chemin de guidage (guiding path [37]), généré stati-
quement (avant la recherche [23, 34]), ou dynamiquement (pen-
dant la recherche [2, 24, 36]). Comme dans les solveurs de type
portfolio, les clauses apprises peuvent aussi être partagées [16].

Même si la plupart des gagnants du Parallel Track de la
dernière compétition sont du type portfolio, les solveurs de
type « diviser pour mieux régner » deviennent de plus en plus
efficaces (le solveur TREENGELING a été second [10]). C’est
dans ce contexte que nous proposons AMPHAROS, un nouveau
solveur SAT parallèle. Cet article constitue la première brique
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afin d’atteindre un objectif à long terme : déployer un solveur
SAT dans le cloud. Dans notre approche, la formule est parti-
tionnée en utilisant des cubes (comme dans [36]). Un processus
appelé MANAGER gère les cubes et chaque solveur travaille sur
la formule complète en induisant un de ces cubes. Par oppo-
sition aux autres solveurs « diviser pour mieux régner », notre
approche peut faire travailler plusieurs solveurs sur le même
sous-problème et ces derniers peuvent arrêter la recherche avant
d’avoir trouvé une solution ou une contradiction. Cela permet
d’éviter qu’un solveur ne reste trop longtemps sur un même
sous-problème trop difficile pour lui. Dans ce cas, le solveur de-
mande au MANAGER un autre sous-problème qui peut provenir
soit d’un autre cube existant, soit d’une subdivision du sous-
problème trop difficile. Notre approche a pour originalité de lais-
ser les solveurs sélectionner eux-mêmes les cubes qu’ils doivent
résoudre. De plus, deux sortes de clauses sont échangées : les
classiques clauses apprises et d’autres dépendant du cube.

Notre but étant de résoudre le problème SAT dans un cadre
massivement parallèle, il est important de proposer une architec-
ture qui adapte sa stratégie suivant le nombre de workers et la
nature du problème. À cette fin, nous proposons une approche
qui utilise un algorithme adaptatif afin d’ajuster simultanément
et dynamiquement le nombre de clauses partagées et le nombre
de nouveaux cubes (sous-problèmes disponibles). Cela est
possible grâce à l’utilisation d’une nouvelle mesure estimant si
le processus de recherche doit être intensifié ou diversifié. Nous
montrons que quand l’espace de recherche a besoin d’être diver-
sifié (resp. intensifié), la mesure proposée détecte que le nombre
de cubes doit être augmenté (resp. diminué) et le nombre des
clauses partagées doit être augmenté (resp. diminué).

2 Définitions préliminaires

En raison du manque d’espace, nous supposons les lecteurs
habitués avec la logique propositionnelle et à la résolution
du problème SAT. Nous rappelons juste quelques aspects des
solveurs SAT modernes (CDCL) [28, 35].

La résolution CDCL est un processus de recherche via des
branchements, où, à chaque étape, un littéral est sélectionné
comme branche. Usuellement, la variable est choisie suivant
l’heuristique VSIDS [28] et sa valeur est prise dans un tableau
appelé phase-saving contenant les précédentes valeurs de
toutes les variables assignées par le solveur [30]. Ensuite, la
propagation (Boolean constraint propagation) est effectuée et
peut affecter d’autres variables. Quand un littéral et son opposé
sont propagés, un conflit est atteint, une clause provenant de
ce conflit est apprise et un backjump est réalisé. Ces opérations
sont répétées jusqu’à l’obtention d’une solution (satisfaisable)
ou qu’une clause vide est produite (insatisfaisable).

Les solveurs SAT CDCL sont souvent enrichis d’une poli-
tique de restart [18] et d’une stratégie de nettoyage de la base
des clauses apprises [3, 5, 17]. Beaucoup d’heuristiques ont été
proposées afin d’identifier les clauses les plus pertinentes, la me-
sure LBD (pour literal blocked distance) [5] est l’une des plus

x1

x2

⊥
NIL NIL

x4

x3

⊥ NIL

S1 S2

S3

S4

(a) Arbre courant

GO-LEFT x1

((x2,2,2), (x3,1,1))
GIVE-CHILDREN

x1

GO-ROOT

GO-RIGHT ¬x2

(⊥ , (x4,2,2))
GIVE-CHILDREN

GO-RIGHT ¬x4

((NIL,1,2), (NIL,1,0))
GIVE-CHILDREN

Manager SolverS4

(b) Diagramme de sequence

FIGURE 1 – Vue d’ensemble des messages échangés entre le
solveurs S4 et le MANAGER (Fig 1b) suivant une division de
cubes sous forme d’arbre (Fig 1a) (une ligne pleine (resp. en
pointillés) affectes la variable à vrai (resp. faux).

efficaces. Le LBD d’une clause apprise correspond au nombre
de niveaux distincts impliqués dans celle-ci. De plus, comme le
montre les résultats expérimentaux de [5], les clauses obtenant
un petit LBD doivent être considérées comme plus pertinentes.

Dans certaines applications, il est nécessaire de résoudre plu-
sieurs instances similaires, et donc de faire, d’une manière incré-
mentale, plusieurs appels à un solveur SAT [8, 15]. Pour garder
une trace des clauses apprises entre ces appels et ainsi, améliorer
leurs efficacités, ces solveurs ont la particularité d’utiliser la no-
tion d’hypothèse. Un ensemble d’hypothèse est défini comme
un ensemble de littéraux qui va être supposé vrai [15]. Cet
ensemble peut être vu comme un cube, i.e une conjonction de
littéraux, et la recherche sous hypothèses est restreinte à ce cube
(dans la suite de ce papier, nous dénotons les cubes en utilisant
des crochets, parfois aussi, nous identifions les cubes en consi-
dérant les formules qu’ils impliquent). Pendant la recherche
sous hypothèses, si l’un des littéraux de celles-ci est mis à faux,
alors le problème est prouvé insatisfaisable sous les hypothèses
concernées. Dans ce cas, il est possible de traverser récursive-
ment le graphe d’implication afin d’extraire une clause expli-
quant la raison du conflit. Même si ce problème semble proche
du problème SAT classique, un track spécial lui a été dédié à
la dernière compétition [32] et il existe plusieurs études tentant
d’améliorer les solveurs SAT sous hypothèses [4, 26, 29].
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3 La gestion de l’arbre

3.1 Transmission

Les performances des approches « diviser pour mieux
régner » dépendent surtout de l’efficacité de la division de
l’espace de recherche mais aussi de l’assignation des solveurs
aux sous-espaces. Même si AMPHAROS est un solveur de type
« diviser pour mieux régner », il est important de noter que,
contrairement à [33], il n’utilise pas la stratégie de vol de travail
(work stealing) afin de donner des sous-problèmes aux solveurs.
Dans notre cas, la division est faite d’une manière classique
comme dans [2, 14]. Plus précisément, notre approche génère
des chemins de guidages, réduit aux cubes et couvrant tout
l’espace de recherche. De cette manière, le résultat de cette
division est un arbre où les nœuds sont des variables et les
branches gauches (resp. droites) correspondent à l’assignement
de la variable (du nœud de départ de la branche) à vrai (resp.
faux). Les solveurs opèrent sur les feuilles (représentées par le
symbole NIL) et résolvent (sous hypothèses) la formule initiale
restreinte à un cube correspondant au chemin de la racine à
la feuille associée. La Fig. 1a montre l’exemple d’un tel arbre
contenant trois feuilles (les cubes [x1,¬x2,x4], [x1,¬x2,¬x4]
et [¬x1,¬x3]), deux branches fermées (déjà prouvées insatisfai-
sables) et quatre solveurs (S1...S4) travaillant sur ces feuilles.

Comme nous allons le voir dans la section 3.1, dans notre
architecture, les solveurs peuvent travailler sur le même cube
(comme les solveurs S1 et S2 dans la Fig. 1a) et s’arrêter avant
de trouver une solution ou une contradiction. Dans AMPHA-
ROS, à chaque fois qu’un solveur partage des informations ou
demande un nouveau cube à résoudre, il communique avec
un processus dédié appelé le MANAGER. Sa principale mission
est de gérer l’arbre de division (les cubes) et la communication
entre les solveurs (de type CDCL). Ainsi, quand un solveur
prend la décision d’arrêter de résoudre un cube donné (sans
l’avoir résolu), il peut demander au MANAGER de l’étendre
(voir Sect. 3.3). Un solveur peut aussi arrêter de résoudre un
cube donné quand il le prouve insatisfaisable et dans ce cas,
un message informe le MANAGER afin de mettre à jour l’arbre
en conséquence (voir section 3.4). Dans ces deux cas, à chaque
fois qu’un solveur stoppe la résolution d’un cube, il va com-
muniquer avec le MANAGER afin de descendre dans l’arbre et
choisir lui-même un nouveau cube à résoudre (potentiellement
le même, voir Sect. 3.1). La fin du processus de résolution
arrive finalement quand un cube est prouvé satisfaisable ou
quand l’arbre complet est prouvé insatisfaisable.

3.2 Initialisation

Au départ du processus de recherche, nous initialisons les
workers. Cette étape permet d’initialiser l’activité des variables
(associées à l’heuristique VSIDS [28]) ainsi que leurs polarités
et de créer la racine de l’arbre. Pour cela, tous les solveurs
essaient de résoudre en concurrence la formule complète
pendant un certain nombre de conflits (10,000 dans notre

implémentation). Cela correspond à résoudre la formule sans
hypothèse (avec un cube vide). Afin de diversifier la recherche,
la première descente de chaque solveur est faite aléatoirement
(i.e. le choix des variables et leurs polarités). Puis, de la même
manière que dans [27], le premier solveur atteignant le nombre
maximum de conflits communique sa meilleure variable
suivant l’heuristique VSIDS au MANAGER. Cette variable
devient la racine de l’arbre et tous les solveurs arrêtent leurs
recherches concurrentielles afin de demander un cube au
MANAGER. Initialement, l’arbre contient donc seulement deux
feuilles, i.e. les cubes sont restreints à un seul littéral (la variable
et son opposé). Dans la figure Fig. 1a, la variable sélectionnée
était x1 et l’ensemble initial des cubes était {[x1],[¬x1]}.

Comme indiqué au préalable, un solveur peut arrêter la
recherche avant d’avoir fini de résoudre un cube. Cette situation
se produit quand il n’arrive pas à résoudre le sous-problème as-
socié au cube avant un certain nombre de conflits (fixé à 10,000
ici). Le solveur contacte alors le MANAGER afin de sélectionner
un nouveau cube à résoudre (qui peut être le même). L’origina-
lité de notre méthode est de laisser le solveur choisir son cube
lui-même parmi tous ceux non résolus dans l’arbre (corres-
pondant aux feuilles NIL). La Fig. 1 montre un diagramme de
séquence (Fig. 1b) qui illustre les messages échangés lorsque le
solveur S4 demande un nouveau cube au MANAGER (Fig. 1a).

Un premier message (GO-ROOT) est envoyé par le solveur
pour demander la variable associée à la racine de l’arbre. Il re-
çoit x1. Par la suite, à chaque étape de sélection d’une branche,
le solveur demande les variables des nœuds fils de la variable
précédemment reçue (message GIVE-CHILDREN). La réponse
est composée de deux triplets : une pour chaque polarité du
nœud courant. Chaque triplet est composé, dans cet ordre, de la
variable du fils, du nombre de feuilles disponibles (nœuds NIL)
et du nombre de solveurs travaillant à cet instant sur ces feuilles.
Dans la Fig. 1b, la réponse du MANAGER au premier message
GIVE-CHILDREN est le triplet (x2,2,2) pour la polarité positive
de x1 (la branche gauche contient deux feuilles, deux solveurs
(S1 et S2)) et le triplet (x3,1,1) pour la négative.

À ce moment, le solveur va prendre une décision selon les
valeurs des triplets : soit il va descendre vers la gauche (affecter
positivement la variable courante) soit vers la droite (affecter
négativement la variable courante). Par défaut, il choisit la
branche possédant un nombre de solveurs inférieur au nombre
de feuilles. L’idée est de couvrir le plus de cubes dans l’arbre et
ainsi diversifier la position des solveurs. Si cette condition est
soit vraie soit fausse pour les deux branches (triplets), alors le
solveur sélectionne la branche en fonction de son vecteur de po-
larité (sa phase-saving) [30]. Après avoir sélectionné sa branche,
le solveur informe le MANAGER (via le message GO-LEFT ou
GO-RIGHT) et affecte le littéral associé comme hypothèse.

Ainsi, dans la Fig. 1, le solveur S4 affecte x1 (la racine)
positivement (la condition mentionnée précédemment est
fausse pour les deux branches). Par la suite, étant donné qu’une
des branches liée à x2 est déjà prouvée insatisfaisable, S4 n’a
pas d’autre alternative que d’affecter x2 à faux (négativement).
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(a) Demande d’extension par le solveur S3
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⊥

NIL NIL
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NIL NIL
S1 S2 S4

β = 2β = 2
β = 0β = 0

(b) Extension acceptee par le MANAGER

FIGURE 2 – La figure de gauche représente l’arbre avant l’extension. Comme la valeur de β satisfait le critère d’extension, le
MANAGER l’accepte et modifie l’arbre pour obtenir celle de droite.

Puis, il doit mettre x4 à faux puisque la condition précédente
est prise en compte. Enfin, le solveur est arrivé sur une feuille
(NIL) et peut commencer à résoudre le cube [x1,¬x2,¬,x4].

3.3 L’extension

Initialement, l’arbre contient une seule variable et deux cubes
à résoudre (voir Sect. 3.2). Pour diviser la formule originale
en un nombre de cubes conséquent, nous proposons d’étendre
dynamiquement l’arbre pendant la recherche. Rappelons que
nous n’utilisons pas une stratégie de type work stealing.

Nous associons à chaque feuille de l’arbre une variable
entière β représentant la difficulté supposée du sous-problème
associé. À chaque fois qu’un solveur arrête de résoudre un
cube (sans trouver de solution), la variable β de la feuille
associée à ce cube est incrémentée. De ce fait, plus β est grand,
plus le cube associé est potentiellement difficile à résoudre (car
beaucoup de solveurs n’ont pas réussi à le résoudre). Notons
qu’un même solveur peut incrémenter plusieurs fois la même
variable β. À chaque fois qu’un solveur demande un nouveau
cube, la valeur β de la feuille associée est examinée. Si elle
est plus grande ou égale au nombre de feuilles disponibles (i.e.
les feuilles NIL) fois un facteur d’extension fe, alors l’arbre
est étendu au niveau de la feuille associée.

L’extension est faite de cette manière : le dernier solveur
incrémentant la variable β transmet au MANAGER sa meilleure
variable booléenne suivant l’heuristique VSIDS puis deux nou-
velles feuilles sont créées afin d’étendre le cube associé. La
valeur β des deux nouvelles feuilles est initialisée à 0. Le fait de
prendre en compte le nombre de feuilles disponibles permet de
gérer le nombre de cubes : plus l’arbre contient de cubes, moins
nous aurons d’extensions. De cette manière et contrairement à
Cube And Conquer [36], notre approche évite de créer un trop
grand nombre de cubes, en prenant compte des cubes déjà prou-
vés insatisfaisables. Comme une feuille peut contenir plusieurs
solveurs, notons qu’après une extension, quelques solveurs
peuvent travailler sur des nœuds qui ne sont pas des feuilles.

La Fig. 2 montre l’exemple d’une extension. L’arbre (le
même que la Fig. 1) contient 3 feuilles disponibles et quelques

solveurs travaillent sur ces feuilles. Quand le solveur S3 arrête
de résoudre le cube [¬x1,¬x3], la variable associée β (en
rouge) est incrémentée et devient égale à 3. La condition
permettant l’extension est vérifiée (ici, nous supposons fe
égal à 1) et l’extension est réalisée. Le solveur 3 envoi sa
meilleure variable (x5) et le cube [¬x1,¬x3] est étendu avec
cette variable en générant deux nouveaux cubes. Notons que la
valeur β initiatrice de cette extension (en rouge) devient inutile
car le nœud associé n’est plus une feuille. Le solveur S3 est
maintenant libre de demander au MANAGER un nouveau cube
à résoudre. De plus, dans la prochaine étape, quelque soit le
solveur demandant une extension, elle ne sera pas effectuée
car le nombre de feuilles disponibles est maintenant égal à
4 (Nous avons supposé dans cette section que fe est toujours
égal à 1, nous discutons de ce facteur dans la section 5.1.1).

3.4 L’élagage

Comme nous utilisons la notion d’hypothèse, quand un
cube s’avère être insatisfaisable, le solveur (celui prouvant
l’insatisfaisabilité) calcule une clause conflit étant la négation
d’un sous-ensemble des littéraux hypothèses. Cette information
est transférée au MANAGER afin qu’il calcule un niveau de
coupure dans l’arbre. Ainsi, l’arbre est simplifié en consé-
quence. Remarquons qu’un solveur peut prouver directement
l’insatisfaisabilité globale du problème lorsque la clause conflit
calculée est vide. De plus, si les deux fils d’un nœud sont
insatisfaisables alors ce nœud devient également insatisfaisable.
Dans ce cas, ce nœud peut être supprimé et l’insatisfaisabilité
est directement associée à la branche du parent. Bien sûr, ce
processus est appliqué récursivement jusqu’à l’obtention d’un
nœud possédant au moins un fils non-insatisfaisable.

4 L’échange des clauses

4.1 Le partage classique des clauses apprises

Il est bien connu que le partage des clauses apprises améliore
sensiblement la performance des solveurs SAT parallèles [22].
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Ici, les solveurs partagent également certaines clauses apprises.
Cependant, les solveurs ne s’échangent pas directement les
clauses entre eux mais ces dernières transitent via le MANAGER.

À chaque fois qu’un solveur atteint un certain nombre de
conflits (500 dans notre implémentation), il communique avec
le MANAGER pour envoyer et/ou recevoir un ensemble de
clauses. Les clauses devant être envoyées sont enregistrées dans
une mémoire tampon qui est effacée après chaque communi-
cation avec le MANAGER. Les clauses possédant initialement
un bon LBD (inférieur ou égal à 2) sont directement mises
dans le tampon. D’autres clauses sont également ajoutées,
comme dans [6], si elles participent à l’analyse d’un conflit.
Cependant, comme nous ne pouvons pas partager autant de
clauses que dans SYRUP, seules les clauses qui obtiennent
un LBD dynamique inférieur ou égal à 2 avant d’être utilisées
deux fois dans l’analyse d’un conflit sont partagées.

Afin de récupérer les clauses importées, les solveurs
possèdent chacun trois tampons : standby, purgatory
et learnt. Les clauses reçues sont d’abord stockées dans
le standby. Dans ce tampon, les clauses ne sont pas
attachées au solveur [3]. Tous les 4,000 conflits, les clauses
sont examinées : elles peuvent être transférées d’un tampon à
un autre, être définitivement supprimées ou, enfin, être gardées
dans le tampon courant.

Une clause du standby peut être transférée dans le
purgatory. Contrairement au standby les clauses du
purgatory sont attachées au solveur et participent à la pro-
pagation. Nous discutons du critère permettant de déplacer une
clause du standby au purgatory dans la Sect. 5.1.2.

De la même manière, une clause du purgatory peut
être transférée dans les learnt si elle est utilisée au moins
une fois dans l’analyse d’un conflit. Le tampon temporaire
purgatory est utilisé pour limiter l’impact des nouvelles
clauses dans la stratégie de réduction des clauses apprises.

La stratégie de nettoyage de ces deux tampons supplémen-
taires (standby et purgatory) dépend d’un compteur
associé à chaque clause. Le compteur est incrémenté à chaque
fois que les clauses sont examinées. Si le compteur atteint
un certain seuil (14 dans notre implémentation), la clause est
supprimée. Notons que le compteur d’une clause est réinitialisé
à chaque fois qu’elle change de tampon.

Le MANAGER gère les clauses apprises de tous les solveurs.
Les clauses apprises sont stockées dans une queue et le MANA-
GER vérifie périodiquement si elles sont subsumées ou pas. En
pratique, un seul cœur de calcul est dédié au MANAGER. De ce
fait, vérifier toutes les clauses en même temps peut s’avérer très
coûteux en temps de calcul et peut bloquer les communications
entre le MANAGER et les solveurs. Afin d’éviter cette situation,
le MANAGER calcule les clauses subsumées par paquet de
1,000 et peut ainsi s’occuper entre temps des communications
avec les solveurs. Le MANAGER garde uniquement les clauses
apprises qui ne sont pas subsumées dans sa base et les envoient
à chaque fois qu’un solveur les demande.

4.2 Les littéraux unitaires sous hypothèses

La seconde façon d’échanger des informations dans notre ap-
proche est de transférer les littéraux unitaires (qui sont propagés
grâce au littéraux provenant des hypothèses) entre les solveurs
et le MANAGER. Dans cette section, nous présentons d’où pro-
viennent ces littéraux et comment ils sont échangés et gérés.

Rappelons que chaque solveur travaille sous une hypothèse
A (qui peut être vide) représentant le cube à résoudre. Quand
un littéral ` /∈ A est propagé grâce à une sous-hypothèse
A′⊆A, cette information peut être transmise au MANAGER
afin d’être diffusée aux autres solveurs. Plus précisément, le
solveur communique au MANAGER que ` peut être propagé
avec A′. De l’autre côté, quand un solveur sélectionne une
branche (ie un littéral `′) durant la transmission d’un cube, il
va aussi recevoir un ensemble de littéraux unitaire associé à
`′ afin de les propager. De ce fait, la transmission d’un cube
(voir Sect. 3.1) contient ces messages additionnels.

Par conséquent, le MANAGER s’occupe de décorer l’arbre
contenant les chemins de guidages par des ensembles de
littéraux unitaires devant être propagés à chaque branche.
La figure 3.a montre l’exemple d’un tel arbre. Quand un
solveur S4 demande une branche, il commence par récupérer
l’ensemble des littéraux unitaires {u1}. Il propage aussi ¬u2
(en rouge) et donne cette information au MANAGER. Il choisit
la branche x1 et récupère le littéral ¬u3 afin de le propager.
De la même manière, il propage aussi ¬u4 et apporte ce littéral
unitaire sous hypothèses au MANAGER et ainsi de suite.

Comme nous allons le voir dans la partie expérimentation,
les littéraux sous hypothèses sont très importants. Ce sont des
clauses spéciales qui réduisent clairement l’espace de recherche
d’une branche donnée. Par conséquent, le fait qu’un littéral
` peut être propagé à partir de A′ est pris en compte dans le
solveur concerné en ajoutant, dans une base dédiée, une clause
composée de la négation deA′ et du littéral `′ (cette base n’est
pas la même que celle des clauses apprises (learnt) car elle
n’est jamais nettoyée). Remarquons que quandA′=∅, le littéral
`′ est unitaire et est ajouté dans les littéraux unitaires du solveur.

Quand le MANAGER apprend qu’un littéral peut être propagé
à partir d’un sous-ensemble de littéraux provenant d’une
hypothèse, ce littéral est communiqué pendant la transmission
du cube et ajouté dans la dernière branche du nœud associé
à cette sous-hypothèse. Dans l’arbre, on peut remonter certains
littéraux d’une branche dans d’autres branches plus hautes.
Cette situation arrive soit quand une branche est prouvée
insatisfaisable, soit quand les deux branches d’un même
nœud possèdent le même littéral [9] (comme souligné dans
la Fig. 3). Dans le premier cas, tous les littéraux de la branche
non-insatisfaisable sont remontés dans la branche père (comme
le littéral u5). Dans le second cas, les littéraux apparaissant
dans les deux branches d’un nœud sont remontés dans la
branche père (c’est le cas du littéral ¬u4). Ce processus est
exécuté récursivement jusqu’à l’obtention d’un point fixe.
Remarquons que quand la branche père n’existe pas (cela
arrive quand les littéraux sont déplacés à partir d’une branche
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(b) Unit literals management

FIGURE 3 – La figure de gauche montre un arbre décoré avec les littéraux donnés par S4 en rouge. Ces littéraux sont remontés,
en utilisant deux règles (insatisfaisabilité pour u5 et littéraux identiques pour ¬u4) afin d’obtenir celle de droite.

de la racine), alors ces littéraux sont prouvés unitaires.

5 Intensification vs Diversification

Quand plusieurs solveurs résolvent en concurrence un pro-
blème, ils peuvent faire des recherches redondantes. Identifier
une telle situation permettrait de pouvoir modifier la stratégie
des solveurs afin de diversifier leurs recherches. Toutefois, à
cause du partage des clauses apprises entre les solveurs, explo-
rer différents espaces de recherche pourrait être un handicap.
Dans une telle situation, focaliser tous les solveurs sur le même
espace de recherche pourrait être essentiel (intensification).

Ce paradigme, appelé dilemme d’intensifica-
tion/diversification, a déjà été étudié dans le contexte des sol-
veurs SAT de type portfolio. Il peut être traité soit statiquement,
en utilisant plusieurs solveurs avec des stratégies opposées
[1, 22, 31], soit dynamiquement, en modifiant la stratégie des
solveurs pendant la recherche. Cependant, savoir quand la re-
cherche d’un solveur doit être intensifiée ou diversifiée n’est pas
facile et seulement quelques publications essaient de traiter ce
problème [19, 20]. Dans [19], une architecture maître/esclave
est proposée. Les maîtres tentent de résoudre le problème
original (assurant la diversification), tandis que les esclaves in-
tensifient la stratégie de leur maître. Dans [20], une mesure pour
estimer le degré de la redondance entre deux solveurs est présen-
tée. Elle considère que deux solveurs sont proches quand ils ont
approximativement le même vecteur de polarité (phase-saving).
Le processus de diversification consiste alors à modifier la
manière de choisir la polarité des variables de décision.

À notre connaissance, aucun critère permet d’identifier si
plusieurs solveurs exécutent une recherche redondante mis à
part la mesure sur la polarité mentionné précédemment [20].
Malheureusement, ce critère n’est pas applicable avec beaucoup
de solveurs (initialement proposée pour un portfolio de quatre
solveurs). C’est pourquoi un critère plus scalable est requis.

5.1 Évaluation du degré de redondance

Nous proposons de mesurer le degré de redondance en
prenant en compte le nombre de clauses redondantes partagées
entre les solveurs. Nous utilisons une liste afin de mémoriser
depuis le début le nombre de clauses reçues (str) et une
autre afin de mémoriser le nombre de clauses gardées (stk).
Les clauses gardées sont celles qui n’ont pas été supprimées
durant la vérification des clauses subsumées. Quand un solveur
revient vers le MANAGER pour partager des clauses (tous les
1,000), le nombre de clauses reçues (resp. gardées) depuis le
début est sauvegardé dans str (resp. stk) par le MANAGER.

La redundancy shared clauses measure, en bref rscm, est
définie pour une étape t suivant un intervalle glissant de taille
m (20,000 dans nos expérimentations) comme le ratio entre
le nombre de clauses reçues durant les t−m mises à jour de
str et le nombre de clauses gardées durant ce même temps.
Plus précisément, nous avons ∀j<0, str[j]=stk[j]=0 :

rscmt=
str[t]−str[t−m]

stk[t]−stk[t−m]
, si stk[t]−stk[t−m] 6=0

rscmt=str[t]−str[t−m], sinon
(1)

Tout d’abord, notons que lorsque plusieurs solveurs
travaillent sur le même espace de recherche, il y a une forte
probabilité que les clauses apprises par les différents solveurs
soient redondantes. Cela signifie que le nombre de clauses
subsumées est important, et donc, d’avoir un rscm élevé.
Inversement, lorsque les solveurs sont diversifiés dans l’espace
de recherche, il y a une forte probabilité d’avoir des clauses non
redondantes, et donc, d’avoir un rscm faible. Par conséquent,
un rscm faible indique que le solveur doit intensifier la
recherche, tandis qu’une valeur rscm élevée signifie que les
solveurs doivent diversifier leur recherche.

Il y a plusieurs façons de diversifier ou d’intensifier les
solveurs (clauses apprises, les heuristiques des solveurs, . . . ).
Dans AMPHAROS, nous choisissons de résoudre le dilemme
d’intensification/diversification en contrôlant deux critères : la
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manière dont l’arbre est étendu (voir Sect. 3.3) et le nombre de
clauses passant du standby aux purgatory (voir Sect.
4.1). Ainsi, pour nous, diversifier (resp. intensifier) la recherche
consiste à augmenter (resp. diminuer) ces deux paramètres.

Peu de clauses subsumées Beaucoup de clauses subsumées
(rscm est petit) (rscm est grand)

Réduit l’extension
Augmente les clauses importées

Favorise l’extension
Limite les clauses importées

Intensification Diversification

5.1.1 L’extension guidée par le rscm

Tout d’abord, remarquons que chaque chemin de la racine à
une feuille représente un ensemble unique de littéraux qui divise
l’espace de recherche d’une manière déterministe. Ainsi, plus
l’arbre est grand, plus la probabilité d’exécuter deux solveurs
dans deux sous-problèmes distincts augmente. Afin de contrôler
cette croissance, nous définissons le facteur d’extension :

fet=
1000

rscmt
3

(2)

Rappelons que ce facteur d’extension est utilisé afin
d’accroître ou de diminuer l’extension de l’arbre et est associé
au nombre de cubes disponibles. Par conséquent, plus la valeur
rscmt est petite (resp. grande), plus la valeur fe sera grande
(resp. petite), et donc plus l’extension de l’arbre sera lente (resp.
rapide). Notons que le rscmt

3 (au cube) permet de diminuer
fe rapidement, tandis que la division (par 1000) permet de
le limiter au cas où les solveurs seraient en concurrence. Afin
d’empêcher l’arbre de s’étendre trop, nous avons également
limité la valeur de fe a un maximum de 10.

5.1.2 Du standby au purgatory

Quand une clause est reçue par un solveur, elle peut être
subsumée par celles déjà présentes. Plus il y a de clauses
subsumées, plus il est probable d’en avoir. Ainsi, il semble
naturel que le nombre de clauses acceptées par un solveur
(celles passant du standby au purgatory) augmente
(resp. diminue) quand la valeur rscm diminue (augmente).

Dans AMPHAROS, les clauses fraîchement reçues ne sont
pas directement attachées au solveur. Ainsi, nous devons choisir
un critère de sélection indépendant afin d’activer ces clauses.
Pour contrôler la quantité de clauses passant du standby
au purgatory, nous utilisons la notion de psm ([3]) et déjà
utilisée dans le solveur de type portfolio PENELOPE [1]. Rappe-
lons que le psm d’une clause représente le nombre de littéraux
qui sont affectés à vrai par le vecteur de polarité (phase-saving).

Ensuite, afin d’augmenter/diminuer le nombre de clauses
attachées (et alors transférées) dans le purgatory, un
critère fusionnant les valeurs psm et rscm est proposé. Ce
critère est justifié par l’observation de [3]. Les auteurs montrent
expérimentalement que les clauses possédant un petit psm ont
plus de chance d’entrer en conflit ou d’être utilisées pendant

la recherche. De ce fait, dans notre méthode, une clause est
autorisée à passer du standby au purgatory quand sa
valeur psm est inférieure ou égale à bpsmmax

rscmt
c, où psmmax

correspond au psm maximum accepté (fixé à 6 dans nos
expérimentations). En conséquence, les clauses avec un psm
de zéro sont systématiquement acceptées quelles que soient la
valeur rscm. Tandis que les clauses possédant une valeur psm
élevée seront acceptées si et seulement s’il y a peu de clauses
subsumées au niveau du MANAGER.

6 Évaluation expérimentale

Nous évaluons AMPHAROS sur les 100 instances du paral-
lel track de la SAT-RACE 2015 [32]. Durant cette compétition,
53 (resp. 33) instances ont été prouvées satisfaisables (resp.
insatisfaisables) par au moins un des solveurs et 14 instances
sont restées non résolues. Les expérimentations conduites
dans cet article sont réalisées sur des bi-processeurs Intel
XEON X5550 4 cœurs à 2.66 GHz avec 8Mo de cache et
32 Go de RAM, sous Linux CentOS 6 (pour un total de 64
cœurs). La limite de temps alloué pour résoudre une instance
est de 1200 secondes (temps réel). Pour les expérimentations
faites sur 64 cœurs, nous utilisons donc deux machines.
Tous les fichiers de log, des diagrammes de dispersion
et des cactus additionnels sont disponibles à l’adresse
http://www.cril.univ-artois.fr/ampharos.

6.1 Gestion des communications

Comme dans AMPHAROS un grand nombre de messages
sont échangés entre le MANAGER et les solveurs, la gestion des
communications doit être efficace. Ainsi, nous avons choisi
la librairie open source Open MPI (pour Message Passing
Interface implementation) afin de gérer les communications.

Le goulot d’étranglement imposé par le fait que le
MANAGER doit à la fois communiquer avec tous les solveurs
et calculer les clauses subsumées a été un problème majeur.
Afin d’éviter que les solveurs attendent trop longtemps sans
travailler, un tourniquet associé à une écoute non-bloquante des
solveurs par le MANAGER a été mis en place. De plus, comme
nous identifions les clauses subsumées reçues et que ceci peut
être coûteux, nous ne les traitons pas dés leur réception mais
petit à petit par paquet de 1,000 clauses.

6.2 Configuration

AMPHAROS est un outil modulaire qui permet d’ajouter
facilement de nouveaux types de solveurs. Pour ces expérimen-
tations, trois solveurs SAT séquentielles ont été utilisés : GLU-
COSE [5], MINISAT [15] et MINISATPSM [3]. Seuls quelques
changements ont été mis en œuvre dans ces solveurs. Afin
de gérer les interactions avec le MANAGER, tous les solveurs
doivent implémenter une interface en C++. Cette interface per-
met de regrouper les méthodes engendrant des communications
ou celles faisant intervenir des ajouts dans les solveurs (les mé-
moires tampons standby et purgatory). Le noyau des
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FIGURE 4 – Comparaison de plusieurs versions de AMPHAROS et évaluation de la scalabilité

solveurs a également été modifié afin d’éviter de réinitialiser
certaines heuristiques à chaque fois qu’un cube doit être résolu
(restart, nettoyage de la base des clauses apprises, . . .). Par
ailleurs, comme pour la version de GLUCOSE présentée dans
[4], quand un solveur redémarre, il n’a pas besoin de faire un
saut au niveau de décision 0, mais au niveau de la dernière hypo-
thèse. Les clauses transférées du purgatory au learnt
sont simplement incorporées dans la base des clauses apprises
du solveur comme si elles étaient apprises par lui-même.

6.3 Résultats

L’évaluation expérimentale est divisée en trois parties.
Premièrement, nous évaluons les différentes approches
d’AMPHAROS. Puis, nous étudions la scalabilité de notre
solveur. Finalement, nous comparons AMPHAROS avec
quelques solveurs de l’état de l’art.

6.3.1 L’impact de chaque composant

Les bénéfices des trois composants optionnels (décompo-
sition via un arbre, (Tree), partage des clauses (C), et échange
des littéraux unitaires (UL)) ont été étudiés expérimentalement.
À cette fin, plusieurs versions d’AMPHAROS ont été exécutées
sur 64 cœurs. Ces expériences, présentées dans la Fig. 4a,
montre une amélioration progressive lorsque chacune de ces
options a été prises en compte cumulativement. Plusieurs
observations peuvent être déduites du cactus.

Premièrement, que quelle que soit la combinaison des
options utilisées, AMPHAROS est plus efficace avec la décom-
position via un arbre. Les versions concurrentielles (pouvant
être considérées comme portfolio) (No Tree) avec (C) ou sans
(none) le partage des clauses, résolvent systématiquement
moins d’instances que les versions de type « diviser pour
mieux régner ». Cela montre l’importance de la manière de
résoudre le dilemme intensification/diversification en utilisant
une décomposition via un arbre dans AMPHAROS (Tree Yes).

Deuxièmement, Les résultats montrent l’importance du
partage des informations entre les solveurs quand les cubes

sont activés. La version d’AMPHAROS qui n’échange aucune
information résout systématiquement moins d’instances que
celles qui en échangent ((C) et/ou (UL)). Quand nous compa-
rons séparément ces deux types d’échange, nous observons que
le partage des clauses apprises permet d’améliorer les résultats
sur les problèmes insatisfaisables (comme attendu). Toutefois,
activer cette option rend le solveur plus lent sur les problèmes
faciles (résolus en moins de 600 secondes). Ceci peut être
expliqué par le fait que les communications engendrées par les
clauses partagées peuvent diminuer la vitesse de notre solveur
sur ces instances « faciles ».

Finalement, nous mettons en évidence une synergie très po-
sitive entre les types d’échange. Même si le partage des clauses
peut dramatiquement réduire les performances du solveur sur
les instances faciles, la combinaison de ce composant avec
l’échange des littéraux unitaires sous hypothèses (C + UL)
permet de donner l’amélioration la plus significative à la fois
en nombre d’instances résolues et sur le cactus 4a. À partir de
maintenant, quand nous parlerons d’AMPHAROS, il s’agira
de la version C + UL.

6.3.2 Évaluation de la scalabilité

Afin d’évaluer la scalabilité d’AMPHAROS, nous le lançons
sur 8, 16, 32 et 64 cœurs. La Fig. 4b nous donne le nombre
d’instances résolues par rapport au temps sur ces différentes
configurations. Ce cactus montre clairement que notre approche
est très scalable. La version sur 64 cœurs résout 49 SAT et 25
UNSAT, ce qui est 15%, 45% et 70% fois plus d’instances que
celles sur, respectivement, 32 (44 SAT et 20 UNSAT), 16 (36
SAT et 15 UNSAT) et 8 (33 SAT et 11 UNSAT) cœurs. De
plus, nous montrons aussi l’efficacité de notre solveur dans
un environnement plus distribué avec 8 ordinateurs de 8 cœurs
pour un total de 64 cœurs (courbe 8×8 de la Fig. 4b). Cette
version résout 46 SAT et 24 UNSAT. Comme nous limitons
le nombre de messages, nous obtenons des résultats similaires.
La faible différence entre les courbes 8x8 et 64 s’explique par
l’indéterminisme de notre approche et reste acceptable.
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Solveur #thr. SAT UNS Total

AMPHAROS 32 44 20 64
SYRUP 32 36 26 62
TREENGELING 32 38 20 58
PLINGELING 32 31 26 57

AMPHAROS 64 49 25 74
HORDESAT 64 33 24 57
DOLIUS 64 33 17 50

(a) Tableau global
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FIGURE 5 – Comparaisons d’AMPHAROS vs l’état de l’art des solveurs SAT parallèles. Le Tab. 5a donne les résultats de chaque
solveur suivant le nombre de threads (#thr.).

6.3.3 AMPHAROS vs l’état de l’art

Nous avons choisi d’évaluer notre approche avec les trois
meilleurs solveurs du parallel track de la SAT-RACE 2015
[32] sur 32 cœurs puis avec deux solveurs compatibles avec
une configuration distribuée sur 64 cœurs afin de respecter la
majorité des travaux existants. Les trois solveurs de la com-
pétition (suivant leur rang) sont : SYRUP [6], TREENGELING
et PLINGELING [10]. Nous ne pouvons les lancer que sur 32
cœurs car ces solveurs ne sont pas distribués et nous n’avons
pas de processeur contenant 64 cœurs mais que deux machines
de 32 cœurs. De ce fait, nous comparons aussi notre solveur
avec d’autres solveurs SAT distribués sur 64 cœurs : le solveur
parallèle de type work stealing DOLIUS [2] et le solveur de
type portfolio HORDESAT [7].

Considérons tout d’abord, les expérimentations sur 32
cœurs. AMPHAROS résout plus d’instances que les autres
solveurs (tableau 5a). Il est le meilleur solveur sur les instances
satisfaisables et résout autant d’instances insastisfaisables que
TREENGELING (qui lui aussi est un solveur de type « diviser
pour mieux régner »). Par rapport à SYRUP et PLINGELING,
notre solveur est meilleur sur les instances satisfaisables
mais moins efficace sur celles insatisfaisables. Ceci peut
partiellement s’expliquer par le fait qu’AMPHAROS résout
essentiellement les problèmes insatisfaisables en réfutant
complètement l’arbre (i.e. en fermant toutes les branches). En
conséquence, il semble que sur 32 cœurs, nous n’avons pas
assez de workers pour atteindre ce but dans le temps imparti.

En considérant les temps réels du cactus 5b, nous pouvons
observer qu’AMPHAROS est plus rapide que TREENGELING et
PLINGELING mais plus lent que SYRUP. Nous pouvons expli-
quer ceci par le fait que SYRUP résout plusieurs instances d’une
même famille très rapidement (la famille des instances 6s).

Dans un second temps, nous pouvons observer sur 64
cœurs que notre approche est très compétitive. AMPHAROS
est significativement meilleur que DOLIUS et HORDESAT.
De plus, il est important de noter que, durant la compétition,
SYRUP (le gagnant du parallel track) a utilisé seulement 32

cœurs sur les 64 disponibles. En conséquence, il est possible
d’admettre, par transitivité, qu’AMPHAROS serait plus efficace
que TREENGELING et PLINGELING sur 64 cœurs. Plus impor-
tant, nous pouvons voir sur le cactus 5b qu’AMPHAROS est
vraiment efficace car il résout plus d’instances plus rapidement.

Notons que ces solveurs sont indéterministes. Pour être juste,
nous avons fait tourner une seule fois chaque solveur et reporté
les résultats obtenus (comme cela est fait à la SAT RACE
2015). Pour conclure cette section, notons qu’une évaluation
expérimentale de la valeur rscm est disponible sur le site
internet d’AMPHAROS (voir la section 3.3 pour le lien).

7 Conclusion

Notre objectif principal est de déployer un solveur SAT
à travers le cloud. Ainsi, ce papier est la première brique
d’un édifice beaucoup plus vaste dans lequel nous avons de
nombreuses perspectives. Nous comptons exécuter plusieurs
MANAGERs et les solveurs pourrons migrer d’un MANAGER à
un autre. Prendre des heuristiques distinctes afin de sélectionner
les variables des arbres et ainsi créer dans la recherche plusieurs
divisions orthogonales apportera sans doute une diversification
beaucoup plus efficace. Plusieurs possibilités récentes comme
la notion des littéraux bloqués pour la résolution du problème
SAT peuvent être utilisées à cette fin [25, 12]. Finalement, nous
pouvons aussi améliorer les performances de notre approche
sur les problèmes insatisfaisables en faisant plus attention aux
clauses partagées.
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pour le comptage de modèles
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Résumé

Nous présentons une nouvelle technique pour le
comptage de modèles propositionnels qui exploite les dé-
finitions de variables, i.e. la détection de portes logiques
impliquées par la formule Σ fournie en entrée. De telles
portes peuvent être utilisées pour simplifier la formule
Σ lors d’une phase de prétraitement sans modifier son
nombre de modèles, mais en rendant le comptage de
ceux-ci plus aisé. Contrairement à d’autres approches de
l’état de l’art, nous exploitons simplement l’existence de
telles portes, sans besoin de les expliciter. Notre pré-
traitement se décompose en deux phases : dans un pre-
mier temps, nous calculons une bipartition 〈I,O〉 des
variables de Σ telles que les variables de O soient défi-
nies dans Σ à partir des variables de I ; dans un second
temps, nous éliminons des variables de O dans Σ. Nous
montrons l’importance des bénéfices empiriques pouvant
être apportés par notre prétraitement pour le comptage
de modèles.

Abstract

We present a new preprocessing technique for pro-
positional model counting. This technique leverages de-
finability, i.e., the ability to determine that some gates
are implied by the input formula Σ. Such gates can be
exploited to simplify Σ without modifying its number of
models. Unlike previous approaches, we only take ad-
vantage of the existence of gates, but we do not need
to make the gates explicit. Our preprocessing technique
thus consists of two phases : computing a bipartition
〈I,O〉 of the variables of Σ where the variables from O
are defined in Σ in terms of I, then eliminating some
variables of O in Σ. Our large scale experiments clearly
show the computational benefits which can be achieved
by taking advantage of our preprocessing technique for
model counting.

1 Introduction

Le comptage de modèles propositionnels (aussi
connu sous le nom de problème #sat) est le problème
qui consiste à compter combien une formule d’entrée
Σ admet de modèles. Ce problème (et sa généralisa-
tion pondérée) est central en intelligence artificielle
(IA), de par son utilisation pour l’inférence probabi-
liste [31, 8, 1, 9] ou la planification [27, 12], mais aussi
en dehors du champ de l’IA ; il est par exemple utilisé
pour la recherche de vulnérabilité de circuits électro-
niques [14].

#sat est un problème d’une complexité théorique
élevée (#P-complet), plus difficile en théorie et en pra-
tique que le problème sat. Son importance explique
l’effort fourni par la communauté durant ces dernières
décennies pour développer de nouveaux algorithmes et
des logiciels pour compter de manière exacte ou appro-
chée le nombre de modèles de formules de plus en plus
grandes [29, 4, 15].

Dans cet article, nous présentons un nouveau pré-
traitement, basé sur l’identification de définitions,
pour améliorer l’efficacité des compteurs exacts de mo-
dèles. Les méthodes de prétraitement sont aujourd’hui
considérées comme des moyens efficaces pour amélio-
rer divers prouveurs sat ou qbf [5, 32, 13, 28, 16, 17,
19, 18], et on les trouve donc implantées dans les prou-
veurs de l’état de l’art (on peut citer, parmi d’autres, le
préprocesseur SatELite [13] dans Glucose [2], le pré-
processeur interne de Lingeling [7], ou encore le pré-
processeur Coprocessor [24] utilisé dans Riss [25]).

Notre approche se base sur celle de [21], qui décrit
divers prétraitements pour améliorer les performances
du calcul de nombre de modèles d’une formule Σ, et
présente en particulier des prétraitements opérant par
détection et remplacement de portes logiques. L’idée
générale de cette approche est que toute variable y de
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Σ définie dans Σ en fonction d’un ensemble d’autres
variables X = {x1, . . . , xk} peut être remplacée par
sa définition ΦX sans modifier le nombre de modèles
de Σ. Plus précisément, pour toute affectation des va-
riables de X, soit cette affectation est inconsistante
avec Σ, soit tout modèle étendant cette affectation par-
tielle donne la même valeur de vérité à y. Dans [21],
les portes logiques considérées (équivalence de litté-
raux, portes ET, OU, XOR) permettent au préproces-
seur pmc proposé par Lagniez et Marquis de conduire
à des gains très importants en terme de temps de cal-
cul lorsque les portes détectées par la combinaison de
prétraitements nommée #eq sont remplacées par leurs
définitions. Cependant, pmc reste limité au sens où il
ne permet de ne traiter qu’un nombre réduit de portes
logiques.

Pour aller au delà de cette limitation, notre nou-
velle technique de prétraitement tend à s’attaquer au
problème de manière beaucoup plus agressive, avec
l’idée qu’il n’est pas nécessaire d’identifier les portes
logiques mais qu’il peut être suffisant de déterminer
que ces portes existent. Plus précisément, il se révèle
suffisant de déterminer qu’il existe des relations de
définitions entre variables ; il n’est pas nécessaire de
déterminer comment sont définies ces relations. Cette
distinction est de première importance dans la mesure
où, bien que l’espace de recherche des définitions po-

tentielles ΦX soit très important (22k

éléments à l’équi-
valence logique près, quand X contient k variables), la
taille d’une définition explicite ΦX de y dans Σ n’est
pas, dans le cas général, bornée par un polynôme en
|Σ|+ |X| sous l’hypothèse NP ∩ coNP 6⊆ P/poly, consi-
dérée usuellement adoptée en théorie de la complexité
[23].

Nous décrivons ainsi dans la suite un nouveau pré-
processeur, B + E, qui associe à toute formule CNF d’en-
trée Σ une formule CNF Φ qui admet le même nombre
de modèles mais qui est au moins aussi « simple » au
regard du nombre du nombre de variables et de la taille
de la formule 1.

L’algorithme B + E consiste en deux étapes : B qui
calcule une Bipartition 〈I,O〉 des variables de Σ telle
que toute variable de O soit définie dans Σ par des
variables de I, et E dont le but est d’Éliminer des va-
riables de O dans Σ. Notre contribution inclut la pré-
sentation des algorithmes B et E, une preuve de la cor-
rection de notre préprocesseur, et des résultats expé-

1. La restriction imposant à la formule d’entrée d’être sous
forme normale conjonctive est faible dans la mesure où la trans-
formation de Tseitin [34] permet de transformer n’importe quel
circuit propositionnel en une formule CNF admettant le même
nombre de modèles (cet encodage procédant justement par ajout
de portes logiques). Notons par ailleurs que les formules CNF sont
les formules d’entrée des compteurs de modèles de l’état de l’art,
comme Cachet [30], C2D [10, 11] ou sharpSAT [33].

rimentaux montrant les gains fournis par l’utilisation
de B + E comme préprocesseur à un compteur exact
de modèles, en lieu et place de pmc. Les instances de
tests, le code de B + E, et les résultats détaillés de notre
étude empirique sont disponibles en ligne à partir de
www.cril.fr/KC/.

Dans la suite de cet article, nous rappelons d’abord
la notion de définition en logique propositionnelle et
quelques résultats clés sur le sujet. Nous présentons
ensuite le préprocesseur B + E et la preuve de sa cor-
rection. Nous décrivons l’étude expérimentale réalisée,
qui montre les gains apportés par B + E (en particu-
lier, par rapport à pmc), avant de conclure et de lister
quelques perspectives de travaux futurs.

2 De la définissabilité propositionnelle

Commençons par quelques préliminaires sur la lo-
gique propositionnelle. Soit PROPPS le langage pro-
positionnel (classique) défini de manière inductive sur
l’ensemble fini de variables propositionnelles PS , l’en-
semble des connecteurs logiques usuels (¬, ∨, ∧,↔, ...)
et les constantes booléennes > et ⊥ ; ces formules sont
interprétées de manière classique. Pour toute formule
Σ de PROPPS , l’ensemble des variables de PS appa-
raissant dans Σ est noté Var(Σ), le nombre de modèles
de Σ sur Var(Σ) est noté ‖Σ‖. Un littéral ` est soit une
variable (` = x) de PS soit la négation d’une variable
(` = ¬x). Quand ` est un littéral, var(`) est la variable
sur laquelle est construit ce littéral. Un terme est une
conjonction de littéraux ou >, une clause est une dis-
jonction de littéraux ou ⊥. Une formule CNF est une
conjonction de clauses. Étant donné un sous-ensemble
de variables X ⊆ PS, un terme canonique γX sur X
est un terme cohérent dans lequel toutes les variables
de X apparaissent (sous la forme d’un littéral posi-
tif ou négatif, i.e. une variable niée). On note ∃X.Σ
l’oubli des variables de X dans Σ, i.e. toute formule
équivalente à la conséquence logique la plus forte de Σ
qui est indépendante des variables de X [22].

On rappelle maintenant les deux formes (équiva-
lentes) sous lesquelles le concept de définissabilité pro-
positionnelle peut être rencontré dans la littérature.

Définition 1 (définition implicite) Soit Σ ∈
PROPPS , X ⊆ PS et y ∈ PS. Σ définit de ma-
nière implicite y à partir de X si et seulement si pour
tout terme canonique γX sur X, on a γX ∧ Σ |= y ou
γX ∧ Σ |= ¬y.

Définition 2 (définition explicite) Soit Σ ∈
PROPPS , X ⊆ PS et y ∈ PS. Σ définit explicite-
ment y à partir de X si et seulement si il existe une
formule ΦX ∈ PROPX telle que Σ |= ΦX ↔ y. Dans
ce cas, ΦX est appelée définition (ou porte) de y sur
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X dans Σ, y est la variable de sortie de la porte, et X
est l’ensemble des variables d’entrée.

Exemple 1 Soit Σ la formule CNF constituée de la
conjonction des clauses suivantes :

a ∨ b, ¬a ∨ ¬b ∨ d, a ∨ e,
a ∨ c ∨ ¬e, ¬a ∨ ¬c ∨ d, b ∨ c ∨ e,
a ∨ ¬d, ¬a ∨ ¬b ∨ c ∨ ¬e, ¬b ∨ ¬c ∨ e,
b ∨ c ∨ ¬d, ¬a ∨ b ∨ ¬c ∨ ¬e.

Les variables d et e sont définies implicitement dans
Σ à partir de X = {a, b, c}. On peut par exemple véri-
fier que pour le terme canonique γX = a ∧ b ∧ ¬c, on
γX∧Σ |= d∧¬e ; pour γ′X = ¬a∧¬b∧¬c, γ′X∧Σ est in-
cohérent. On peut aussi vérifier que d et e sont définies
explicitement dans Σ à partir de X = {a, b, c} ; plus
précisément Σ implique les équivalences suivantes :

d↔ (a ∧ (b ∨ c)) et e↔ (¬a ∨ (b↔ c)).

Le fait que les mêmes variables soient définies à la
fois implicitement et explicitement n’est pas fortuit,
comme l’explique le théorème suivant, dû à Beth [6],
et restreint ici à la logique propositionnelle.

Théorème 1 Soit Σ ∈ PROPPS , X ⊆ PS et y ∈ PS.
Σ définit implicitement y à partir de X si et seulement
si Σ définit explicitement y à partir de X.

Puisque ces deux notions de définissabilité cöın-
cident, nous dirons souvent dans la suite que y est
défini à partir de X dans Σ, sans préciser s’il s’agit de
définissabilité implicite ou explicite.

Une conséquence intéressante du théorème de Beth,
dans notre optique de prétraitement, est qu’il n’est pas
nécessaire d’expliciter une définition ΦX de y à partir
de X pour montrer qu’elle existe ; il suffit de démontrer
que Σ définit implicitement y à partir de X, ce qui est
un problème « seulement » coNP-complet [23]. Ceci
résulte du théorème suivant, dû à Padoa [26], restreint
à la logique propositionnelle et rappelé dans [23].

Théorème 2 Étant donné Σ ∈ PROPPS et X ⊆ PS,
soit Σ′X la formule obtenue en remplaçant de manière
uniforme dans Σ toute occurrence de symbole propo-
sitionnel x de Var(Σ) \ X par un nouveau symbole
propositionnel x′. Si y 6∈ X alors Σ définit (de ma-
nière implicite) y à partir de X si et seulement si
Σ ∧ Σ′X ∧ y ∧ ¬y′ est incohérent 2.

2. Trivialement, dans le cas contraire où y ∈ X, Σ définit y
à partir de X.

3 Un nouveau prétraitement pour le
comptage de modèles

Plutôt que de détecter des portes et de les remplacer
dans Σ pour éliminer des variables de l’ensemble des
variables de sortie, notre méthode de prétraitement
recherche des variables de sortie et les oublie dans Σ.
Plus précisément, l’objectif est de déterminer dans un
premier temps une bipartition de définition 〈I,O〉 de
Σ.

Définition 3 (bipartition de définition) Soit Σ
une formule propositionnelle de PROPPS . Une bipar-
tition de définition de Σ est un couple 〈I,O〉 tel que
I ∪ O = Var(Σ), I ∩ O = ∅, et toute variable o ∈ O
peut être définie à partir de I dans Σ.

Dans un second temps, des variables de O sont ou-
bliées de la formule Σ pour la simplifier, ce qui donne le
prétraitement B + E (B(ipartition), et É(limination))
illustré à l’algorithme 1.

Algorithme 1 : B + E

entrée : une formule CNF Σ
sortie : une formule CNF Φ telle que ‖Φ‖ = ‖Σ‖

1 O←B(Σ);
2 Φ←E(O,Σ);
3 retourner Φ;

Un atout important de cet algorithme est que cha-
cune des deux phases peut être adaptée dans le but
de garder le prétraitement le plus léger possible du
point de vue du temps de calcul. D’un côté, il n’est
pas nécessaire de déterminer une bipartition 〈I,O〉 de
Σ telle que le cardinal de O soit maximal (il peut
être suffisant de déterminer un ensemble O de cardi-
nal « raisonnable »). D’un autre côté, il n’est pas non
plus nécessaire d’oublier dans Σ toutes les variables de
O, il peut suffire de se focaliser sur un sous-ensemble
E ⊆ O. Plus formellement, la correction de B + E est
établie par la proposition suivante :

Proposition 1 Soit Σ une formule propositionnelle
de PROPPS . Soit 〈I,O〉 une bipartition de définition
de Var(Σ). Soit E ⊆ O. Alors ‖Σ‖ = ‖∃E.Σ‖.

Preuve: Commençons par les deux observations sui-
vantes :

— Soit E = {y1, . . . , ym} un sous-ensemble de O.
Puisque chaque yi (i ∈ 1, . . . ,m) est défini à par-
tir de I dans Σ, il existe une formule ΦyiI sur I
telle que Σ |= yi ↔ ΦyiI (i.e., une définition de
yi sur I dans Σ). On note Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m

la formule obtenue en remplaçant dans Σ les oc-
currences de yi par ΦyiI .
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— Soit γI un terme canonique sur I. Si γI ∧ Σ est
cohérent alors il existe un unique modèle ωγI de
Σ sur Var(Σ) qui est modèle de γI . De ce fait,
tout modèle de Σ est totalement caractérisé par
sa restriction sur I, de telle sorte que ‖Σ‖ est
égal au nombre de termes canoniques γI sur I
tel que γI ∧ Σ est cohérent.

On a par construction

Σ ≡
m∧

i=1

(yi ↔ ΦyiI ) ∧ Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m.

De ce fait, pour tout terme canonique γI sur I, γI∧Σ
est équivalent à

γI ∧
m∧

i=1

(yi ↔ ΦyiI ) ∧ Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m.

Puisque γI est un terme canonique sur I et Var(ΦyiI ) ⊆
I pour tout i ∈ 1, . . . ,m, on obtient que γI ∧ ΦyiI est
cohérent si et seulement si γI |= ΦyiI ; en conséquence,
γI ∧

∧m
i=1(yi ↔ ΦyiI ) est équivalent à γI ∧

∧m
i=1 y

∗
i où

y∗i (i ∈ 1, . . . ,m) est yi quand γI |= ΦyiI et est ¬yi
dans le cas contraire.

Il s’ensuit que γI ∧
∧m
i=1(yi ↔ ΦyiI ) ∧ Σ[yi ←

ΦyiI ]i∈1,...,m est équivalent à

γI ∧ (

m∧

i=1

y∗i ) ∧ Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m.

De plus, puisque Var(γI ∧Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m) ⊆ I,
Var(

∧m
i=1 y

∗
i ) ⊆ O et I ∩O = ∅, γI ∧Σ est cohérent si

et seulement si γI ∧ Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m est cohérent.
Cependant, comme γI est un terme canonique sur I et
Var(Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m) ⊆ I, c’est précisément le cas
lorsque γI |= Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m.

On obtient de ce fait que le nombre de termes ca-
noniques γI sur I tel que γI ∧ Σ est cohérent est égal
au nombre de modèles de Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m sur I.
Autrement dit, on a ‖Σ‖ = ‖Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m‖.

Puisque Var(Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m) ∩ E = ∅, on a
∃E.Σ ≡ ∃E.(∧m

i=1(yi ↔ ΦyiI ) ∧ Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m)
≡ (∃E.(∧m

i=1(yi ↔ ΦyiI )) ∧ Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m.
Finalement, comme Var(ΦyiI ) ∩ E = ∅, on a

aussi que ∃E.(∧m
i=1(y ↔ ΦyiI )) est équivalent à∧m

i=1(∃yi.(yi ↔ ΦyiI )). Comme tout ∃yi.(yi ↔ ΦyiI )
(i ∈ 1, . . . ,m) est une formule valide, on obtient que
∃E.Σ ≡ Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m, ce qui implique que
‖∃E.Σ‖ = ‖Σ[yi ← ΦyiI ]i∈1,...,m‖, et finalement que
‖Σ‖ = ‖∃E.Σ‖.

La conjugaison du fait de n’identifier qu’un sous-
ensemble O de variables de sortie lors de l’étape de

bipartition avec le fait de ne considérer qu’un sous-
ensemble E ⊆ O de ces variables lors de la phase d’éli-
mination apporte un réel gain. En effet, le calcul d’une
base minimale (i.e. un sous-ensemble I de cardinal mi-
nimal telle que toute variable de O = Var(Σ) \ I soit
définissable dans Σ à partir de I) [23] serait beaucoup
trop coûteux ; en effet, dans le pire des cas, un al-
gorithme de type branch-and-bound pour calculer une
telle base nécessiterait un nombre de tests de définis-
sabilité exponentiel dans le nombre de variables de Σ.
De plus, bien qu’oublier des variables dans Σ diminue
évidemment le nombre de variables qui y apparaissent,
cela peut aussi conduire à une augmentation exponen-
tielle de sa taille. De ce fait, n’éliminer de Σ qu’un
sous-ensemble E des variables de O permet de sélec-
tionner des variables pour lesquelles la phase d’élimi-
nation n’augmente pas de manière trop importante la
taille de Σ (à la NiVER [32]). Plus précisément, l’éli-
mination d’une variable de sortie ne sera effectuée que
si la taille de Σ après l’élimination reste suffisamment
faible, une fois l’application de prétraitements supplé-
mentaires achevée. Parmi ces prétraitements addition-
nels qui préservent l’équivalence, on trouve la simplifi-
cation d’occurrences et la vivification [28] (déja consi-
dérée dans [21]), ayant pour but de réduire certaines
clauses, et d’en retirer certaines (pour la vivification).

Exemple 2 (Suite de l’exemple 1) Aucune équi-
valence de littéraux, portes ET, OU, ou XOR n’est
conséquence logique de Σ. Cependant, dans la mesure
où Σ implique

d↔ (a ∧ (b ∨ c)) et e↔ (¬a ∨ (b↔ c))

〈{a, b, c}, {d, e}〉 est une bipartition de définition de
Var(Σ). En oubliant d et e dans Σ, les deux clauses
non tautologiques a ∨ c et a ∨ b ∨ c sont générées, ce
qui conduit à une formule CNF équivalente à ∃{d, e}.Σ
donnée par :

a ∨ b, a ∨ c, a ∨ b ∨ c,
qui peut être simplifiée en (a∨b)∧(a∨c). Cette formule
CNF admet 5 modèles, ce qui est donc aussi le cas de
Σ.

L’algorithme 2 montre comment une bipartition
〈I,O〉 de Var(Σ) est calculée de façon gloutonne par

B. À la ligne 1, backbone(Σ) calcule le backbone de
Σ (l’ensemble des littéraux impliqués par Σ) en uti-
lisant un prouveur sat, et initialise O avec ces va-
riables (un littéral ` appartient au backbone de Σ im-
plique que var(`) est défini dans Σ à partir de ∅). La
propagation unitaire des contraintes est ensuite appli-
quée à Σ conjoint aux littéraux de son backbone, ce
qui conduit à simplifier la formule et à éliminer de
celle-ci les variables des littéraux du backbone. À la
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Algorithme 2 : B

entrée : une formule CNF Σ
sortie : un ensemble O de variables de sortie, i.e.,

des variables définies dans Σ à partir de
I = Var(Σ) \O

1 〈Σ, O〉← backbone(Σ);
2 V← trier(Var(Σ));
3 I←∅;
4 pour chaque x ∈ V faire
5 si défini?(x,Σ, I ∪ succ(x,V), max#C) alors
6 O←O ∪ {x};
7 sinon
8 I←I ∪ {x};

9 retourner O;

ligne 2, on ordonne les variables de Σ de celles possé-
dant le moins d’occurrences de Σ à celles en possédant
le plus. À la ligne 5, défini? utilise la méthode de Pa-
doa (Théorème 2) afin de déterminer si x est définie
dans Σ à partir de I ∪ succ(x,V), où succ(x,V) est
l’ensemble des variables de V qui apparaissent après
x dans V . La fonction défini? utilise un prouveur
sat solve basé sur l’architecture CDCL pour effec-
tuer le test d’incohérence requis par la méthode de Pa-
doa. Dans notre implémentation, la formule CNF d’en-
trée de solve est Σ ∧ Σ′∅∧

∧
z∈Var(Σ)((¬sz ∨ ¬z ∨ z′)

∧(¬sz ∨ z ∨ ¬z′)), à laquelle sont ajoutées des litté-
raux hypothèses (« assumptions ») : pour chaque z
appartenant à I ∪ succ(x,V), nous introduisons une
variable hypothèse sz, i.e. une clause unitaire qui joue
un rôle de sélecteur (quand elle est affectée à vrai,
elle crée une équivalence entre z et sa copie z′) ; x et
¬x′ sont elles-aussi ajoutées en tant qu’hypothèses de
façon à pouvoir réduire le test de définissabilité consi-
déré sur x à un test d’incohérence. L’intérêt d’utili-
ser des hypothèses est grand, dans la mesure où cela
permet au prouveur sat de conserver les clauses qu’il
apprend, pour aider à la recherche lors des appels sui-
vants. défini? admet un paramètre max#C, qui borne
le nombre de clauses que le prouveur peut apprendre
lors de cet appel ; si ce nombre est atteint alors qu’au-
cune contradiction n’a pu être détectée, la fonction
retourne false (x n’est pas considérée comme définie
dans Σ à partir de I∪succ(x, V ), alors qu’on aurait pu
potentiellement démontrer l’inverse avec une valeur de
max#C supérieure). On voit de ce fait que le nombre de
variables de sortie déterminé par B n’est pas nécessaire-
ment maximal ; ceci est réalisé dans une optique d’effi-
cacité. Enfin, on peut observer que le nombre d’appels
à solve n’excède pas le nombre de variables de Σ.

L’algorithme 3 montre comment les variables de O
sont éliminées de Σ par E. P est l’ensemble des va-

Algorithme 3 : E

entrée : une formule CNF Σ et un ensemble de
variables de sortie O ⊆ Var(Σ)

sortie : une formule CNF Φ telle que Φ ≡ ∃E.Σ
avec E ⊆ O

1 Φ←Σ;
2 itérer←true ; P←O;
3 tant que itérer faire
4 E←P ; P←∅ ; itérer←false;
5 Φ←vivificationSimpl(Φ, E);
6 tant que E 6= ∅ faire
7 x←select(E,Φ);
8 E←E \ {x};
9 Φ←occurrenceSimpl(Φ, x);

10 si #(Φx)×#(Φ¬x) > max#Res alors
11 P←P ∪ {x};
12 sinon
13 R←removeSub(Res(x,Φ),Φ);
14 si #((Φ \ Φx,¬x) ∪R) ≤ #(Φ) alors
15 Φ←(Φ \ Φx,¬x) ∪R;
16 itérer←true;
17 sinon
18 P←P ∪ {x};

19 retourner Φ ;

riables de E dont l’élimination est possiblement re-
portée, et est initialisé à la ligne 2 avec l’ensemble O.
La boucle principale à la ligne 3 est répétée tant que
l’élimination d’une des variables a été réalisée (ligne

16). À la ligne 4, l’ensemble E des variables à tenter
d’éliminer durant l’itération courante est initialisé avec
P , qui est réinitialisé à ∅. À la ligne 5, les clauses de
Φ sont successivement vivifiées, en utilisant une légère
variante de l’algorithme de [21] ; le paramètre addi-
tionnel E est utilisé pour ordonner les clauses de Σ
de sorte que les littéraux portant sur les variables de
E soient traités en premier (c’est-à-dire qu’on va ten-
ter d’éliminer prioritairement les occurrences des lit-
téraux de E). On entre à la ligne 6 dans la boucle
interne qui va procéder à une itération par variable de
E. Une des variables x de cet ensemble est sélection-
née à la ligne 7 en comptant le nombre #(Φx) (resp.
#(Φ¬x)) de clauses où x apparâıt sous la forme de
son littéral positif (resp. négatif) ; la variable x sélec-
tionnée est l’une de celles qui minimisent #(Φx) ×
#(Φ¬x), valeur qui majore le nombre de résolvantes
possiblement générées par l’élimination de x dans Φ.
Puis x est finalement retirée de E à la ligne 8. Ensuite,
avant de générer l’ensemble R des résolvantes non tau-
tologiques des clauses de Φ sur x (calculées ligne 13,
par la fonction Res), on tente dans un premier temps
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d’éliminer des occurrences de x en utilisant la fonction
occurrenceSimpl (ligne 9) dans le but de diminuer le
cardinal de R. occurrenceSimpl est une restriction de
l’algorithme de simplification d’occurrences présenté
dans [21], où l’on considère les littéraux de L = {x,¬x}
plutôt que l’ensemble des littéraux de Φ. On vérifie en-
suite à la ligne 10 que le majorant du cardinal de R
recalculé après simplification de Φ ne dépasse pas une
constante prédéfinie max#Res. Si tel est le cas, alors
l’élimination de x dans Φ est possiblement remise à
une itération future de la boucle principale, ce qui est
réalisé en la réintégrant à l’ensemble P (ligne 11). Dans
le cas contraire, l’ensemble R est simplifié en lui reti-
rant les clauses sous-sommées par une autre clause de
R ou une clause de Φ (removeSub, ligne 13). On vérifie
ensuite, à la ligne 14, que l’élimination de x dans Φ (en
retirant de Φ les clauses mentionnant x et en lui ajou-
tant les résolvantes de R) n’augmente pas le nombre
de clauses de Φ. S’il y a augmentation alors l’élimina-
tion de x dans Φ est possiblement reportée (ligne 18),
sinon l’élimination de x dans Φ est actée. On voit qu’il
n’y a aucune assurance que toutes les variables de O
soient effectivement éliminées par E ; encore une fois,
ce comportement est dicté par un souci d’efficacité.

4 Expérimentations

Nos expérimentations ont été conduites sur 703 ins-
tances CNF de la sat LIBrary 3. Ces instances sont or-
ganisées en 8 groupes : BN (Bayesian networks) (192),
BMC (Bounded Model Checking) (18), Circuit (41),
Configuration (35), Handmade (58), Planning (248),
Random (104), Qif (7) (Quantitative Information Flow
analysis - security). Les ordinateurs utilisés pour nos
expérimentations étaient équipés de processeurs Intel
Xeon E5-2643 (3.30 GHz) avec 32 Gio de RAM et d’un
système Linux CentOS. Une limite de temps calcul de
1h et une limite d’espace mémoire de 7.6 Gio ont été
prises en compte pour chacune des instances. max#Res

a été fixé à 500.

Nous avons comparé B + E au préprocesseur pmc

[21], disponible à l’adresse www.cril.fr/KC/. Plus
précisément, pmc a été lancé avec la combinaison de
prétraitements #eq , qui allie le calcul du backbone,
la simplification des occurrences, la vivification des
clauses et le remplacement de portes logiques ; cette
combinaison s’est, en effet, montrée particulièrement
efficace comme prétraitement pour le comptage de mo-
dèles [21].

Nous avons évalué l’impact de B + E (pour plusieurs
valeurs de max#C) en l’associant à des compteurs exacts
de modèles de l’état de l’art. Nous avons notamment

3. www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/index-ubc.html

évalué son influence sur les logiciels Cachet 4 [30] et
sharpSAT 5 [33], dédiés à ce type de calcul, avec leurs
paramètres par défaut. Bien que les approches basées
sur la compilation de connaissances effectuent un tra-
vail bien plus important que le comptage de modèles
(elles calculent une formule Σ∗ logiquement équiva-
lente à la formule CNF d’entrée Σ, et pas seulement
un nombre de modèles), certaines d’entre elles sont en
pratique compétitives pour le comptage de modèles.
Nous avons donc ajouté à notre étude les résultats ob-
tenus en utilisant le compilateur C2D 6 [10, 11] comme
compteur de modèles. C2D calcule une formule sous
forme Decision-DNNF Σ∗ équivalente à Σ. Dans le pire
des cas, la taille de Σ∗ est exponentielle dans la taille
de Σ ; cependant, le nombre de modèles de Σ condi-
tionné par n’importe quel terme cohérent γ peut être
calculé efficacement à partir de Σ∗, ce qui permet no-
tamment d’obtenir le nombre de modèles de Σ quand
γ = >. C2D a été lancé avec les paramètres -count

-in_memory -smooth_all, qui sont ceux à employer
lorsque C2D est utilisé pour le comptage de modèles.

Dans le cas général, B + E ne peut être utilisé
comme prétraitement d’un processus de compilation
lorsqu’il s’agit par la suite de considérer le condition-
nement de la formule initiale par des termes γ co-
hérents quelconques. En effet, lorsque B + E(Σ) n’est
pas équivalente à Σ, la représentation en Decision-

DNNF (B + E(Σ))∗ calculée par C2D n’est pas équiva-
lente à Σ∗. Cela a pour effet de faire perdre la pos-
sibilité de calculer efficacement le nombre de modèles
après conditionnement pour des termes quelconques ;
il faut alors restreindre les variables utilisables dans
les termes γ à celles apparaissant dans l’ensemble des
variables I. Il existe cependant des scénarios où cette
forme restreinte de conditionnement peut être suffi-
sante, par exemple quand l’ensemble des variables de
Σ peut être partitionné en deux ensembles, le premier
étant celui des variables contrôlables (qui pourront
être conditionnées) et le deuxième celui des variables
non contrôlables restantes. Dans ce cas, on pourrait
employer une version modifiée de B + E qui assurerait
que les variables contrôlables soient insérées dans l’en-
semble I dans le but de simplifier la formule Σ avant
de la compiler.

La table 1 répertorie le nombre d’instances, parmi
les 703 jeux d’essai considérés, qui ont été résolues
modulo les ressources (temps et espace) allouées, par
les compteurs Cachet, sharpSAT, et C2D (première
colonne), quand aucun prétraitement n’est employé
(deuxième colonne), quand pmc (avec #eq) a été appli-
qué d’abord (troisième colonne), et finalement quand

4. www.cs.rochester.edu/~kautz/Cachet/

5. sites.google.com/site/marcthurley/sharpsat

6. reasoning.cs.ucla.edu/c2d/
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compteur ∅ pmc 10 100 1000 ∞
Cachet 525 558 586 588 594 602
sharpSAT 507 537 575 581 586 593

C2D 547 602 605 613 616 621

Table 1 – Nombre d’instances résolues avec les res-
sources allouées selon les prétraitements ∅, pmc et
B + E.
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Figure 1 – Nombre d’instances résolues par Ca-

chet, sharpSAT et C2D pour les prétraitements ∅, pmc
et B + E. Un point (x, y) indique que le compilateur
concerné a résolu x instances avec un temps limite in-
férieur ou égal à y secondes pour chacune d’entre elles.

B + E(Σ) a été appliqué d’abord, avec différentes va-
leurs pour le paramètre max#C (colonnes restantes).
Le temps de prétraitement est pris en compte dans la
limite des 1h pour résoudre l’instance 7.

Les résultats présentés à la table 1montrent les bé-
néfices apportés par l’application de B + E avant l’ap-
pel à un compteur de modèles, mais aussi le gain
de performances qu’il apporte en comparaison à pmc.
Puisque les meilleures performances de B + E sont at-
teintes lorsque le paramètre max#C est fixé à ∞, nous
avons considéré ce réglage pour les expérimentations
suivantes.

Les courbes en cactus données à la figure 1 montrent

7. Considérer la part du temps de prétraitement dans le
temps de calcul global pourrait conduire à biaiser l’interpré-
tation de l’efficacité des processus de prétraitement ; pour cer-
taines instances (voir les résultats détaillés accessibles à partir
de www.cril.fr/KC/), le temps relatif de prétraitement peut être
conséquent, tout simplement parce que ce processus effectue la
quasi-totalité du travail : quand la simplification réalisée de la
formule d’entrée Σ est drastique, compter le nombre de modèles
de la formule résultante peut devenir trivial.

les performances de Cachet, sharpSAT et C2D, avec
et sans les prétraitements pmc et B + E. Pour chaque
valeur t sur l’axe des ordonnées (un temps, en se-
conde, pour compter les modèles) et chaque point sur
la courbe pour laquelle cette valeur est atteinte sur
l’axe des ordonnées, la valeur correspondante sur l’axe
des abscisses donne le nombre d’instances résolues par
le compteur pour une limite de temps de t (qui inclut
le temps de prétraitement, le cas échéant). Pour des
raisons de lisibilité, seuls 10% des points ont été affi-
chés. Encore une fois, on observe que l’utilisation de
B + E conduit à de meilleurs résultats que l’utilisation
de pmc.

Afin de déterminer la réduction de taille de la for-
mule Σ apportée par l’application de B + E, nous avons
considéré deux mesures : #var(Σ), le nombre de va-
riables de Σ, et #lit(Σ), le nombre de littéraux dans
Σ (i.e., sa taille) 8.

Les résultats empiriques sont présentés sur les deux
diagrammes de dispersion à échelles logarithmiques (a)
et (b) de la figure 2 ; dans ces diagrammes, chaque
point représente une instance Σ, son abscisse corres-
pondant à la mesure (#var (a) ou #lit (b)) pour
pmc(Σ) avec #eq , son ordonnée correspondant à la
même mesure pour B + E(Σ) (avec max#Conflicts

= ∞). Il apparâıt clairement que B + E est la plupart
du temps meilleur que pmc pour les deux mesures, en
particulier pour les instances des familles Planning,
BMC, et dans une moindre mesure BN.

Finalement, nous avons évalué les gains en terme de
temps de calcul apportés à Cachet et C2D (les deux
compteurs donnant les meilleurs résultats dans les ex-
périmentations précédentes) grâce à la phase de pré-
traitement. Ces résultats sont présentés par les deux
diagrammes de dispersion (a) et (b), à échelles loga-
rithmiques, de la figure 3. Chaque point correspond à
une instance Σ, son abscisse (resp. ordonnée) étant le
temps en secondes requis pour calculer ‖Σ‖ en appe-
lant pmc(Σ) (resp. B + E(Σ) avec max#Conflicts=∞)
puis le compteur de modèles sur la formule CNF simpli-
fiée. Encore une fois, peu importe le compteur de mo-
dèles finalement employé, B + E apparâıt comme étant
un préprocesseur plus efficace que pmc. Les résultats
présentés sur le diagramme (b) corroborent ceux de
la table 1, qui met en évidence des instances pour
lesquelles le nombre de modèles peut être calculé en
moins d’une heure lorsque B + E est employé, mais pas
lorsque le préprocesseur pmc est utilisé à la place.

8. Contrairement à [21], nous n’avons pas calculé la largeur
d’arbre du graphe primal associé à Σ, dans la mesure où nous
n’avons pas trouvé de logiciel capable de la calculer en un temps
raisonnable vu la taille des instances considérées (ce problème
est NP-difficile).
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est le préprocesseur utilisé et y secondes quand il s’agit de B + E.

5 Conclusion

Nous avons défini un nouveau préprocesseur B + E,
qui associe à une formule CNF Σ donnée une formule
CNF B + E(Σ) qui admet le même nombre de modèles
que Σ, mais qui est souvent plus simple au regard de
son nombre de variables et de sa taille. B + E s’appuie
sur la recherche de variables définies dans Σ pour sim-
plifier cette formule. Nous avons expérimenté B + E sur
de nombreuses instances provenant de différentes fa-
milles de jeux d’essai. Nos expérimentations montrent
que l’application du prétraitement B + E à Σ permet

un gain important en terme de temps de calcul pour
le comptage de modèles via des compteurs exacts de
l’état de l’art, comparé au temps nécessaires à ces
compteurs lorsqu’aucun prétraitement n’est appliqué
ou lorsque le préprocesseur pmc est employé.

Ce travail ouvre plusieurs perspectives pour des re-
cherches futures. Tout d’abord, en ce qui concerne
B + E, il serait intéressant de considérer d’autres heu-
ristiques dans B pour calculer la bipartition, de déter-
miner comment adapter la valeur des constantes max#C
et max#Res en fonction de l’instance considérée, our
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encore de combiner les préprocesseurs B + E et pmc.

D’autres perspectives concernent la notion de comp-
tage de modèles projetés [3], dont le but est le calcul de
‖∃E.Σ‖, pour un ensemble E et une formule Σ don-
nés. Un tel calcul est utile, par exemple pour l’ana-
lyse et la quantification de flots d’information dans les
programmes et des compteurs de modèles projetés ont
ainsi été développés à cet effet [20]. Au lieu d’appliquer
B + E suivi d’un appel à un compteur de modèles pour
calculer ‖Σ‖, on pourrait appliquer B puis invoquer
un compteur de modèles projetés (où la projection se
ferait sur I). Réciproquement, lorsqu’un comptage de
modèles projetés est requis, on pourrait appliquer E

sur E et Σ comme un préprocesseur du compteur de
modèles projetés considéré. Il serait donc intéressant
d’implémenter ces deux approches afin d’évaluer leur
intérêt pratique.
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Résumé

Dans cet article nous proposons une approche basée
sur la fouille de motifs ensemblistes sous contraintes pour
la localisation de fautes dans les programmes, qui est un
des processus les plus complexes du test logiciel. Nous
formalisons le problème de localisation des fautes comme
étant un problème d’extraction des k meilleurs motifs sa-
tisfaisant un ensemble de contraintes modélisant les ins-
tructions les plus suspectes. Nous faisons appel à la Pro-
grammation Par Contraintes (PPC) pour modéliser et
résoudre le problème de localisation. L’approche est ba-
sée sur deux étapes : i) Extraction des top-k suites d’ins-
tructions les plus suspectes ; ii) Localisation des fautes
par post-traitement des top-k motifs. Les expérimenta-
tions menées sur une série de programmes montrent que
notre approche offre une localisation plus précise com-
parée à une approche standard.

Abstract

We introduce in this paper an itemset mining ap-
proach to tackle the fault localization problem, which is
one of the most difficult processes in software debugging.
We formalize the problem of fault localisation as finding
the k best patterns satisfying a set of constraints model-
ling the most suspicious statements. We use a Constraint
Programming (CP) approach to model and to solve our
itemset based fault localization problem. Our approach
consists of two steps : i) mining top-k suspicious suites of
statements ; ii) fault localization by processing top-k pat-
terns. Experiments performed on standard benchmark
programs show that our approach enables to propose a
more precise localization than a standard approach.

∗Papier publié en version longue dans le journal Automated
Software Engineering ASE’16 [14].

1 Introduction

L’aide à la localisation de fautes dans les pro-
grammes à partir de traces d’exécution est une ques-
tion cruciale lors de la mise au point et du test de lo-
giciels. En effet, lorsqu’un programme contient des er-
reurs, un model-checker fournit une trace d’exécution
souvent longue et difficile à analyser, et de ce fait d’un
intérêt limité pour le programmeur qui doit débugger
son programme. La localisation des portions de code
qui contiennent des erreurs est donc souvent un proces-
sus difficile et coûteux, même pour des programmeurs
expérimentés. Au cours de la dernière décennie, plu-
sieurs techniques automatisées ont été proposées pour
répondre à ce problème.

La plupart de ces techniques comparent deux
types de traces d’exécution, les exécutions correctes
(positives) et les exécutions erronées (negatives) [10,
9]. Ces méthodes se basent sur une fonction de score
pour évaluer le caractère suspect de chaque instruc-
tion dans le programme en exploitant les occurrences
des instructions dans les traces négatives et positives.
L’intuition sous-jacente est que les instructions ayant
les scores les plus élevés sont les plus suspectes pour
contenir des fautes, ce qui permet d’ordonner les ins-
tructions d’un programme de la plus suspecte à la
plus innocente. Toutefois, l’inconvénient majeur de ces
techniques est que les dépendances entre les instruc-
tions sont ignorées.

En outre, ces dernières années, le problème de loca-
lisation de fautes a été traité avec des techniques de
fouille de données. Cellier et al. [1, 2] proposent une
approche basée sur les règles d’associations et l’analyse
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formelle de concepts (FCA) pour assister la localisa-
tion de fautes. Nessa et al. [15] proposent de générer
des sous-séquences d’instructions de longueur N, ap-
pelées N-grams, à partir des traces.

D’autre part, plusieurs travaux en fouille de données
ont mis en avant l’intérêt d’utiliser les contraintes pour
indiquer le type de motifs à extraire afin de cibler le
processus d’extraction suivant les centres d’intérêt de
l’utilisateur. Comme le procédé produit en général un
nombre important de motifs, un grand effort est fait
pour mieux comprendre l’information fragmentée vé-
hiculée par les motifs et produire des sous-ensembles
de motifs satisfaisant des propriétés sur l’ensemble de
tous les motifs [5, 19]. L’extraction des top-k motifs est
une voie récente en fouille de données sous contraintes
permettant de produire des ensembles de motifs inté-
ressants [3].

Dans ce papier, nous formalisons le problème de
localisation de fautes comme un problème d’extrac-
tion des k meilleurs motifs satisfaisant un ensemble
de contraintes modélisant les instructions les plus sus-
pectes. Nous utilisons la couverture des cas de test
d’un programme collectée durant la phase de test.
Notre approche qui bénéficie des travaux récents sur
la fertilisation croisée entre la fouille de données et
la programmation par contraintes [7, 11], est réalisée
en deux étapes : i) extraction des top-k suites d’ins-
tructions les plus suspectes selon une relation de do-
minance et ii) classement des instructions issues des
top-k motifs pour localiser la faute.

Les expérimentations menées sur une série de pro-
grammes (Siemens suite) montrent que notre ap-
proche permet de proposer une localisation plus pré-
cise comparée à la technique de localisation de fautes
la plus populaire Tarantula [9].

L’article est organisé comme suit. La section 2 in-
troduit les concepts de base. La section 3 présente les
notions principales liées à l’extraction de motifs. La
section 4 détaille notre approche pour la localisation
de fautes. Les résultats des expérimentations sont don-
nés dans la section 5. Finalement, nous discuterons nos
expérimentations en concluant avec des perspectives.

2 Contexte et définitions

Cette section introduit les notions et les définitions
habituellement utilisées en localisation de fautes et en
satisfaction de contraintes.

2.1 Problème de localisation de fautes

En génie logiciel, une défaillance est une déviation
entre le résultat attendu et le résultat obtenu. Une
erreur est une partie du programme qui est susceptible

de conduire à une défaillance. Une faute est la cause
supposée ou adjugée d’une erreur [12]. L’objectif de la
localisation de fautes est d’identifier la cause principale
des symptômes observés dans les cas de test.

Soit un programme avec faute P ayant n lignes
L = {e1, e2, ..., en}. La figure 1 montre un exemple de
programme ”Compteur de caractères”, où nous avons
L = {e1, e2, ..., e10}.

Un cas de test tci est un tuple 〈Di, Oi〉, où Di est
l’ensemble des paramètres d’entrée pour déterminer si
un programme P se comporte comme prévu ou non,
et Oi est la sortie attendue du programme.

Soit 〈Di, Oi〉 un cas de test et Ai la sortie courante
retournée par un programme P suite à l’exécution de
l’entrée Di. Si Ai = Oi, alors le cas de test tci est
considéré comme correct (c.-à-d. positif), erroné (c.-à-
d. négatif) dans le cas contraire.

Une suite de test T = {tc1, tc2, ..., tcm} est l’en-
semble des m cas de test destinés à tester si le pro-
gramme P respecte l’ensemble des exigences spécifiées.

Étant donné un cas de test tci et un programme P,
l’ensemble des instructions de P exécutées (au moins
une fois) avec tci désigne la couverture du cas de test
Ii = (Ii,1, ..., Ii,n), où Ii,j = 1 si l’instruction à la ligne
j est exécutée, 0 sinon. La couverture d’un cas de test
indique quelles sont les parties actives du programme
durant une exécution spécifique.

Par exemple, le cas de test tc4 dans la fi-
gure 1 couvre les instructions (e1, e2, e3, e4, e6, e7, e10).
Le vecteur de couverture correspondant est I4 =
(1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1).

2.2 Problèmes de Satisfaction de Contraintes

Un CSP est un triplet (X ,D, C) tel que X =
{x1, ..., xn} est l’ensemble fini des variables. D =
{D1, ..., Dn} est l’ensemble des domaines des variables,
où chaque Di est un ensemble fini contenant les valeurs
possibles pour la variable xi. C = {C1, ..., Ce} est l’en-
semble des contraintes. Chaque contrainte Ci exprime
une relation sur un sous-ensemble de variables de X
appelé var(Ci). Le but est de trouver une instancia-
tion (xi = di) avec di ∈ Di pour i = 1, ..., n, telle que
toutes les contraintes soient satisfaites.

La programmation par contraintes propose des
contraintes très expressives. On peut dénoter les
contraintes prédéfinies (c.-à-d., les contraintes arith-
métiques), contraintes données en extension (liste
des combinaisons de valeurs autorisées/interdites), les
combinaisons logiques de contraintes. Un autre type de
contraintes sont les contraintes réifiées, aussi connues
comme les méta contraintes. Une contrainte réifiée b↔
c implique une variable booléenne b et une contrainte c,
ceci est équivalent à (b = 1∧c)∨(b = 0∧¬c). Ce type de
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Cas de test
Programme : Compteur de caractères tc1 tc2 tc3 tc4 tc5 tc6 tc7 tc8
function count (char *s) {

int let, dig, other, i = 0;

char c;

e1 : while (c = s[i++]) { 1 1 1 1 1 1 1 1
e2 : if(’A’<=c && ’Z’>=c) 1 1 1 1 1 1 0 1
e3 : let += 2; //- faute - 1 1 1 1 1 1 0 0
e4 : else if ( ’a’<=c && ’z’>=c ) 1 1 1 1 1 0 0 1
e5 : let += 1; 1 1 0 0 1 0 0 0
e6 : else if ( ’0’<=c && ’9’>=c ) 1 1 1 1 0 0 0 1
e7 : dig += 1; 0 1 0 1 0 0 0 0
e8 : else if (isprint (c)) 1 0 1 0 0 0 0 1
e9 : other += 1; 1 0 1 0 0 0 0 1
e10 : printf("%d %d %d\n", let, dig, other);} 1 1 1 1 1 1 1 1
Positif / Négatif N N N N N N P P

Figure 1 – Exemple d’un programme avec la matrice de couverture associée

contraintes est utile pour exprimer des formules pro-
positionnelles sur les contraintes, des formules qui sont
utilisées en fouille de données (voir la section 3).

3 Extraction de motifs ensemblistes

Cette section présente les notions principales liées à
l’extraction de motifs, ainsi que la modélisation sous
forme de CSP des problèmes d’extraction de motifs
sous contraintes [4, 7].

3.1 Définitions

Soit I un ensemble de littéraux distincts appelés
items et T = {1, ...,m} un ensemble d’identifiants de
transactions. Un motif ensembliste d’items est un sous-
ensemble non vide de I. Ces motifs sont regroupés
dans le langage LI = 2I \ ∅. Un jeu de données tran-
sactionnel est l’ensemble D ⊆ I × T .

Définition 1 (Couverture et fréquence) La cou-
verture d’un motif x est l’ensemble de tous les iden-
tifiants de transactions dans lesquelles x apparâıt :
coverD(x) = {t ∈ T |∀i ∈ x, (i, t) ∈ D}.
La fréquence d’un motif x représente le cardinal de sa
couverture freq(x) = |coverD(x)|

L’extraction de motifs sous contraintes consiste
à extraire les motifs x de LI satisfaisant une re-
quête q(x) (conjonction de contraintes) : {x ∈ LI |
q(x) est vrai}. La contrainte de motifs fréquents est
définie en sélectionnant les motifs dont la fréquence est
supérieure à un seuil donné minfr : freq(x) ≥ minfr.
Une autre contrainte est la contrainte de taille qui
contraint le nombre d’items d’un motif x.

Dans de nombreuses applications, il apparâıt très
approprié de relever les contrastes entre des sous-
ensembles de transactions, tels que les classes de mo-
lécules saines et toxiques, les cas de test positifs et
négatifs pour la localisation de fautes (voir section 4).
Le taux d’émergence est une mesure de contraste très

utilisée [16], elle permet d’extraire des motifs dont la
fréquence varie fortement d’un jeu de données à un
autre.

Une limite bien connue de l’extraction de motifs est
que le nombre de motifs produits peut être très grand
dû à la redondance que peut contenir une collection de
motifs par rapport à une mesure m donnée. En effet,
deux motifs xi et xj sont équivalents sim(xi) = m(xj).
Un ensemble de motifs équivalents forme une classe
d’équivalence par rapport à m. Le motif le plus grand,
au sens de l’inclusion, d’une classe d’équivalence est
appelé motif fermé.

Définition 2 (Motif fermé) Un motif x ∈ LI est
fermé par rapport à la fréquence ssi ∀ y ) x, freq(y) <
freq(x).

Les motifs fermés structurent le treillis des motifs
en classes d’équivalence. Tous les motifs appartenant
à une même classe d’équivalence ont la même couver-
ture. Les motifs fermés correspondent aux éléments
maximaux (au sens de la taille des motifs) des classes
d’équivalence.

Par ailleurs, l’utilisateur est souvent intéressé par
la découverte de motifs plus riches satisfaisant des
contraintes portant sur un ensemble de motifs et non
pas sur un seul. Ces contraintes sont définies comme
étant des contraintes sur des ensembles de motifs [5]
ou sur des motifs n-aires [11]. L’approche que nous
proposons dans ce papier permet de traiter ce type de
motifs tel que les top-k motifs.

Définition 3 (top-k motifs) Soit m une mesure
d’intérêt et k un entier. L’ensemble des top-k motifs,
est l’ensemble des k meilleurs motifs par rapport à la
mesure m :
topk ={x ∈ LI | freq(x) ≥ 1 ∧ 6 ∃y1, . . . , yk ∈ LI :

∀1 ≤ j ≤ k,m(yj) > m(x)}

3.2 Modélisation sous forme d’un CSP

Soit D un jeu de données où I est l’ensemble de
ses n items et T l’ensemble de ses m transactions. D
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peut être représenté par une matrice (m,n) booléenne
d telle que : ∀t ∈ T ,∀i ∈ I, (dt,i = 1)⇔ (i ∈ t)

Dans [4], les auteurs modélisent le motif recher-
ché M ⊆ I et son support en introduisant deux en-
sembles de variables booléennes : i) variables d’items
{M1,M2, ...,Mn} où (Mi = 1) ssi (i ∈ M) et ii) va-
riables de transactions {T1, T2, ..., Tm} où (Tt = 1) ssi
(M ⊆ t).

La relation entre le motif recherché M , son support
et le jeu de données D est établie par des contraintes
réifiées imposant que, pour chaque transaction t, (Tt =
1) ssi M est un sous ensemble de t :

∀t ∈ T : (Tt = 1)↔
∑

i∈I
Mi × (1− dt,i) = 0 (1)

L’encodage booléen permet d’exprimer de façon
simple certaines mesures usuelles telles que :

- freq(M) =
∑

t∈T Tt.

- taille(M) =
∑

i∈IMi.

La contrainte de fréquence minimale freq(M) ≥
minfr (où minfr représente un seuil) est encodée par
la contrainte :

∑
t∈T Tt ≥ minfr.

De la même manière, la contrainte de taille minimale
taille(M) ≥ α (où α représente un seuil) est encodée
par la contrainte :

∑
i∈IMi ≥ α.

Finalement, la contrainte de fermeture fermém(M)
(m = freq) qui assure qu’un motifM ne possède aucun
sur-ensemble avec la même fréquence, est encodée par
l’équation (2).

∀i ∈ I : (Mi = 1)↔
∑

t∈T
Tt × (1− dt,i) = 0 (2)

4 Localisation de fautes par extraction de
motifs

Cette section détaille notre modélisation du pro-
blème de localisation de fautes comme un problème
d’extraction des k motifs les plus suspects et présente
l’algorithme pour les générer. Nous décrivons égale-
ment comment exploiter ces top-k motifs pour retour-
ner à la fin un classement précis des instructions pour
localiser la faute.

4.1 Modélisation

Soit L = {e1, ..., en} l’ensemble des instructions
composant le programme P et T = {tc1, ..., tcm} l’en-
semble des cas de test. La base transactionnelle D est
définie comme suit : (i) chaque instruction de L cor-
respond à un item de I, (ii) la couverture de chaque
cas de test tci forme une transaction dans T . Par
ailleurs, pour découvrir les contrastes entre les sous-
ensembles de transactions, T est partitionné en deux

sous-ensembles disjoints T + et T −. T + (resp. T −) re-
présente l’ensemble des couvertures des cas de test po-
sitifs (resp. négatifs).

Soit d la matrice booléenne représentant la base
transactionnelle D. Nous avons alors, ∀t ∈ T ,∀i ∈ I,
(dt,i = 1) si et seulement si l’instruction i est exé-
cutée par le cas de test t. On notera respectivement
par d+ et d− les matrices booléenes des deux bases
transactionnelles positive et négative. Dans l’exemple
de la figure 1, la couverture du cas de test tc5 est
I5 = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1). Comme tc5 est un cas
de test qui a échoué, alors I5 ∈ T −.

Soit M le motif suspect recherché (c.-à-d., une suite
d’instructions). Comme dans [4], nous introduisons
deux ensembles de variables booléennes : n variables
{M1, ...,Mn} pour représenter le motif M et m va-
riables {T1, ..., Tm} pour représenter le support de M .
Comme pour T , l’ensemble {T1, ..., Tm} est partitionné
en deux sous-ensembles disjoints : les variables {T+

t }
représentant le support de M dans T + et les variables
{T−t } représentant le support de M dans T −. Nous dé-
finissons aussi la mesure de fréquence dans T + ( resp.
T −) par freq+(M) =

∑
t∈T + T

+
t (resp.freq−(M) =∑

t∈T − T
−
t ).

Afin de réduire la redondance dans les suites
d’instructions extraites, nous imposons la contrainte
de fermeture ferméfreq(M). Dans notre cas, cette
contrainte est imposée sur T + et T − en même temps,
ce qui garantit que M n’a pas de sur-ensemble avec
les mêmes fréquences dans les deux ensembles. Ceci
est encodé avec l’équation (3), qui est une version dé-
composée de l’équation (2) sur T + et T −.

∀i ∈ I : (Mi = 1)↔(
∑

t∈T +

T+
t × (1− d+t,i) = 0

)
∧
(
∑

t∈T−
T−t × (1− d−t,i) = 0

)

(3)

4.2 top-k motifs suspects

L’intuition qui est derrière la grande majorité des
méthodes de localisation de fautes est que les ins-
tructions qui apparaissent très souvent dans les traces
d’exécution négatives sont considérées comme étant
les plus suspectes, tandis que les instructions qui ap-
paraissent seulement dans les traces d’exécutions po-
sitives sont considérées comme étant les plus inno-
centes [6, 9, 15, 18]. Pour extraire les motifs les plus
suspects, nous définissons une relation de dominance
�R entre les motifs en fonction de leur niveau de sus-
picion.

Définition 4 (Relation de dominance) Étant
donnée une bipartition de T en deux sous-ensembles
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disjoints T + et T −, un motif M domine un autre
motif M ′ (noté M �R M ′) ssi :

[
freq−(M) > freq−(M ′)

]
∨ (4)

[(freq−(M) = freq−(M ′))∧(freq+(M) < freq+(M ′))]

La relation de dominance exprime le fait que M sera
préféré à M ′, noté M �R M ′, ssi M est plus fréquent
que M ′ dans T −. Si les deux motifs couvrent exacte-
ment le même ensemble de transactions dans T −, alors
le motif le moins fréquent dans T + sera préféré. No-
tons que deux motifs M et M ′ peuvent avoir le même
degré de suspicion (noté M =R M ′) si :
[
freq−(M) = freq−(M ′)

]
∧
[
freq+(M) = freq+(M ′)

]

(5)

En exploitant la relation de dominance �R, nous pro-
posons la notion de top-k motifs suspects.

Définition 5 (top-k motifs suspects) Un motif
M est dans un top-k motifs suspects (par rapport à
�R) ssi 6 ∃P1, . . . Pk,∈ LI ,∀1 ≤ j ≤ k, Pj �R M .

Ainsi, un motif M est dans un top-k motifs suspects
s’il n’existe pas plus de (k−1) motifs qui le dominent.
Un ensemble de top-k motifs suspects est défini comme
suit :

S ={M ∈ LI | elementaire (M)∧
6 ∃P1, . . . Pk,∈ LI ,∀1 ≤ j ≤ k, Pj �R M}

La contrainte elementaire(M) permet de préciser
que le motif M doit satisfaire une propriété de base.
Dans notre cas, nous imposons que le motif recherché
doit satisfaire les propriétés suivantes :

ferméfreq(M) ∧ freq−(M) ≥ 1 ∧ taille(M) ≥ 1

Ce qui requiert qu’un motif M doit être fermé sur les
cas de test positifs et négatifs, ceci permet d’avoir le
motif le plus grand pour chaque degré de suspicion. Le
motif M doit aussi inclure au moins une instruction
et apparâıtre au moins une fois dans les cas de test
négatifs.

4.3 Extraction des top-k motifs les plus suspects

Cette partie montre comment les top-k motifs
suspects peuvent être extraits en faisant appel au
contraintes postées dynamiquement durant la re-
cherche [19]. L’idée est d’exploiter la relation de do-
minance (noté �R) entre les ensembles d’instructions
pour produire un raffinement continu dans les motifs
extraits grâce aux contraintes postées dynamiquement
durant le processus de fouille. Chaque contrainte dy-
namique va imposer qu’aucun des motifs suspects déjà
extraits n’est meilleur (au sens de la relation �R) que

Algorithm 1: Extraction des top-k motifs suspects

Données T +, T −, k
Sorties S : top-k motifs les plus suspects
C ← elementaire(M) ; S ← ∅ ; i← 1 ;1

répéter2

P ← SolveNext(C)3

si P 6= ∅ alors S.add(P ) ; i← i + 14

jusqu’à (i > k) ou (P = ∅) ;
Trier S selon l’ordre décroissant �R ;5

tant que P 6= ∅ faire6

C.add(M �R Sk) ;7

P ← SolveNext(C) ;8

si P 6= ∅ alors9

S.remove(Sk) ;10

Insérer P dans S selon l’ordre décroissant �R ;11

fin

fin
retourner S ;

le motif suivant qui est recherché. Ce processus s’arrête
lorsque aucune solution meilleure ne peut être encore
obtenue.

L’algorithme 1 prend comme entrées les cas de tests
positifs et négatifs (T + et T −), un entier positif k,
et retourne comme sortie les top-k motifs les plus
suspects. L’algorithme commence avec un ensemble
de contraintes qui est la contrainte elementaire(M)
(ligne 1). Il recherche les k premiers motifs suspects qui
sont des solutions du système de contraintes courant,
en utilisant la fonction SolveNext(C) (lignes 2-4). Du-
rant la recherche, une liste S des top-k motifs suspects
est maintenue. Une fois que les k motifs sont trouvés,
ils sont triés dans un ordre décroissant selon �R (ligne
5). A chaque fois qu’un nouveau motif est trouvé, nous
supprimons de S le motif le moins préféré Sk selon �R
(ligne 10), nous ajoutons le nouveau motif dans S dans
l’ordre décroissant selon �R (ligne 11) et postons dy-
namiquement une nouvelle contrainte (M �R Sk) à
ligne 7, qui garantit que le nouveau motif recherché
M doit être meilleur selon la relation �R que le moins
préféré des motifs dans la liste S courante des top-k.
Ce processus est répété jusqu’à ce qu’aucun motif ne
soit généré.

4.4 Localisation de fautes par post-traitement des
top-k motifs suspects

Notre algorithme top-k retourne une liste ordonnée
des k meilleurs motifs S = 〈S1, . . . ,Sk〉. Chaque motif
Si représente un sous-ensemble d’instructions pouvant
expliquer et localiser la faute. D’un motif à un autre,
des instructions apparaissent/disparaissent en fonction
de leurs fréquences dans les bases positives/négatives
(freq+, freq−).

Nous proposons dans cette section un algorithme
(algorithme.2) qui prend en entrée les top-k motifs les
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plus suspects et retourne une liste Loc contenant un
classement précis des instructions susceptibles de loca-
liser la faute (ligne 14). La liste Loc inclut trois listes
ordonnées notées Ω1, Ω2 et Ω3. Les éléments de Ω1 sont
classés en premier, suivis des éléments de Ω2 et enfin
Ω3 qui contient les instructions les moins suspectes.

L’algorithme 2 commence par fusionner les motifs
équivalents de S (c.-à-d., équivalents au sens de la rela-
tion =R) à la ligne 1 et renvoie une nouvelle liste SM.
Notons que la liste retournée SM peut être égale à la
liste initiale des top-k S s’il n’existe aucune paire de
motifs équivalents. Les listes Ω1 et Ω3 sont initialisées
à vide, alors que la liste Ω2 est initialisée avec les ins-
tructions qui apparaissent dans SM1 (le plus suspect
des motifs) (ligne 3).

Ensuite, l’algorithme 2 essaye de différencier les ins-
tructions de Ω2 en tirant profit des trois propriétés
suivantes 1, 2 et 3.

Propriété 1 Étant donnés les top-k motifs S, SM1

est une sur-approximation de la localisation de la
faute : ∀Si ∈ S : (freq−1 = freq−i ) ∧ (freq+1 =
freq+i )⇒ Si ⊆ SM1

Comme SM1 correspond au motif le plus suspect,
il est très susceptible de contenir l’instruction fautive.
Toutefois, il contient aussi d’autres instructions qui ont
un certain degré de suspicion. C’est pourquoi, dans
l’algorithme 2, Ω2 est initialisée à SM1 à la ligne 3.

Propriété 2 Soit l’ensemble de motifs SM et une
sur-approximation de la localisation de la faute SM1

(Ω2), certaines instructions de SM1 disparaissent
dans les motifs suivants SMi ∈ SM(i = 2..|SM|) :
(SM1 \ SMi) 6= ∅.

Dans l’algorithme 2, les instructions qui sont dans
Ω2 et disparaissent dans un certain motif SMi sont
notées ∆D (ligne 5). Selon les valeurs de fréquences,
nous avons deux cas :

1. SMi a la même fréquence que SM1 dans la
base négative mais le motif SMi est plus fré-
quent dans la base positive que le motif SM1.
Ainsi, les instructions de ∆D sont moins fré-
quentes dans la base positive comparée à celles
de (Ω2 \∆D). Ainsi, les instructions de ∆D sont
alors plus suspectes que les instructions restantes
dans (Ω2 \ ∆D) et doivent être classées en pre-
mier (supprimées de Ω2 (ligne 8) et ajoutées à Ω1

(ligne 7)).

2. SMi est moins fréquent dans la base négative que
SM1. Dans ce deuxième cas, les instructions de
∆D doivent aussi être classées en premier et être
ajoutées à Ω1.

Par conséquent, Ω1 contient les instructions les plus
suspectes provenant de l’état initial de Ω2. Les instruc-
tions restantes dans Ω2 qui apparaissent dans tous les
motifs SMi sont classées après celles de Ω1.

Propriété 3 Étant donné l’ensemble de motifs SM
et une sur-approximation de la localisation de la faute
SM1, certaines instructions apparaissent dans les mo-
tifs suivants SMi ∈ SM : (SMi \ SM1) 6= ∅.

Selon la propriété 3, certaines instructions qui ne
sont pas dans Ω2 et apparaissent dans les autres motifs
SMi (ligne 9) sont notées ∆A. Tous les éléments de
∆A qui n’ont pas déjà été classés ni dans Ω1 ni dans Ω2

(ligne 12) sont ajoutés à Ω3 (ligne 13) et classée après
Ω2 comme étant les instructions les moins suspectes
(ligne 14).

En résumé, la première liste Ω1 classe les instruc-
tions de SM1 selon leur ordre de disparition dans
SM2..SMl (ligne 4). La liste Ω2 contient les instruc-
tions restantes de SM1 qui apparaissent dans tous les
motifs SMi(i = 1..k). Finalement, la liste Ω3 contient
les instructions qui n’appartiennent pas à SM1 et qui
apparaissent graduellement dans SM2..SMl.

Algorithm 2: Localisation de fautes par les top-k

Données S = 〈S1, . . . , Sk〉, fréquences de chaque Si :
(freq+i , freq−i )
Sorties une liste ordonnée des instructions
Loc = 〈Ω1,Ω2,Ω3〉
SM ← Fusionner(S) ;1

Ω1 ← 〈〉 ; Ω3 ← 〈〉 ; Loc← 〈〉 ;2

Ω2 ← SM1 ; l← |SM| ;3

pour chaque i ∈ 2..l faire4

∆D ← Ω2 \ SMi ;5

si ∆D 6= ∅ alors6

Ω1.add(∆D) ;7

Ω2.removeAll(∆D) ;8

fin

∆A ← SMi \ SMi−1 ;9

ω ← ∅ ;10

pour chaque b ∈ ∆A faire11

si (∀ω′ ∈ Ω3, ∀ω” ∈ Ω1 : b /∈ ω′ ∧ b /∈ ω”) alors12

ω ← ω ∪ {b}
fin
si ω 6= ∅ alors Ω3.add(ω)13

fin
Loc.addAll(Ω1) ; Loc.add(Ω2) ; Loc.addAll(Ω3) ;14

retourner Loc ;

5 Expérimentations

Cette section introduit les différentes études expéri-
mentales que nous avons réalisées.

Nous utilisons dans nos expérimentations la suite
de programmes de Siemens, qui est la base la plus uti-
lisée pour la comparaison des différentes techniques
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Table 1 – La base de programmes Siemens

Programme Versions erronées LOC 2 |T +| |T −|
PrintTokens 4 472 4016 55
PrintTokens2 9 399 3827 229
Replace 29 512 5450 92
Schedule 5 292 2506 144
Schedule2 8 301 2646 34
Tcas 37 141 1015 37
TotInfo 19 440 1542 36

de localisation de fautes. Cette base est composée de
sept programmes écrits en C, où chaque programme se
décline en plusieurs versions ayant différentes fautes.
Notons que des suites de cas de test sont disponibles
pour tester chaque catégorie de programmes 1. Lors
de nos expérimentations, nous avons exclu 21 versions
qui sont hors de portée de la tâche de localisation de
fautes (p. ex., erreurs de segmentation). En somme,
nous avons 111 programmes avec des fautes, détaillés
dans la table 1, où nous donnons pour chaque pro-
gramme le nombre de versions erronées, le nombre de
lignes de code et le nombre moyen de cas de test posi-
tifs |T +| et négatifs |T −|.

Tout d’abord, nous avons besoin de savoir quelle ins-
truction est couverte par une exécution donnée. Pour
cela, nous faisons appel à l’outil Gcov 3. Gcov peut
être aussi utilisé pour connâıtre le nombre d’exécutions
d’une instruction. Ceci dit, dans notre approche nous
avons seulement besoin de la matrice de couverture
dont la génération nécessite l’exécution du programme
P sur chaque cas de test, puis le résultat retourné est
comparé avec le résultat attendu. Si les deux résul-
tats sont égaux, nous ajoutons la couverture du cas de
test à la base transactionnelle positive, autrement la
couverture est ajoutée à la base négative.

Notre mise en œuvre informatique est nommée F-
CPminer. L’implémentation a été réalisée en utili-
sant Gecode 4, un solveur ouvert, libre et portable,
pour le développement des programmes à contraintes.
Notre implémentation inclut l’algorithme 1 pour l’ex-
traction des top-k motifs suspects (voir Sect. 4) et l’al-
gorithme 2 qui traitent les top-k motifs et retourne
une localisation précise de fautes avec un classement
des instructions selon leurs degrés de suspicion. Nos
expérimentations ont été réalisées avec un processeur
Intel Core i5-2400 3.10 GHz et 8 GO de RAM sous
Ubuntu 12.04 LTS.

Nous avons implémenté la méthode Tarantula et
avons évalué la suspicion des instructions de la même
manière que celle présentée dans [9]. En particulier,
nous avons adopté une métrique très connue dans la lo-

1. une description de Siemens suite est donnée dans [8]
2. nombre de lignes de code
3. https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/Gcov.html

4. www.gecode.org

Table 2 – F-CPminer versus Tarantula
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PrintTokens 195 5.89 13.58 3.97 11.66 1.92 1.92
PrintTokens2 200 2.66 16.44 1.72 15.50 0.94 0.94
Replace 245 12.34 11.04 10.47 9.31 1.87 1.73
Schedule 152 25.26 6.71 22.63 5 2.63 1.71
Schedule2 128 44.82 62.01 30.46 51.17 14.36 10.84
TotInfo 123 11.51 23.62 5.56 17.88 5.95 5.74
Tcas 65 40.33 43.95 16.13 20.12 24.19 23.83

calisation de fautes, à savoir l’exam score [20] qui me-
sure l’efficacité d’une approche de localisation donnée.
L’exam score donne le pourcentage des instructions
qu’un développeur doit vérifier avant d’atteindre celle
contenant la faute. Il est donc logique que la meilleure
méthode est celle qui a le pourcentage d’exam score
le plus petit.

Tarantula et F-CPminer peuvent retourner un
ensemble d’instructions équivalentes en terme de sus-
picion (c.-à-d., avec le même degré de suspicion).
Dans ce cas, l’efficacité dépend de l’instruction qui
est examinée en premier. Pour cette raison, nous
donnons deux exam score, l’exam score optimiste
et l’exam score pessimiste, notés respectivement o-
exam et p-exam. Nous parlons de o-exam (resp.
p-exam) lorsque la première (resp. la dernière) ins-
truction à examiner dans l’ensemble des instructions
équivalentes, est l’instruction contenant la faute. Nous
définissons également une troisième métrique, le ∆-
exam = o-exam- p-exam, représentant la marge de
l’exam score. En d’autres termes, ∆-exam représente
la distance entre le score optimiste et le score pessi-
miste. Un point important de l’expérimentation, est le
choix de la valeur de k. Dans [14] une expérimentation
montre clairement que lorsque la valeur de k est fixée
au nombre d’instructions du programme, on obtient un
∆-exam très réduit, ce qui signifie que les ensembles
d’instructions équivalentes en terme de suspicion sont
réduits, ce qui conduit à une localisation plus précise.

5.1 F-CPminer versus Tarantula

La table 2 donne une comparaison entre F-
CPminer et Tarantula basée sur l’exam score sur
les 111 programmes de la suite Siemens. Pour chaque
classe de programmes (p. ex., Tcas-* inclut 37 ver-
sions), nous rapportons la valeur de k utilisée dans
F-CPminer pour extraire les top-k motifs suspects
(correspondant à la taille du programme), les valeurs
moyennes de p-exam, o-exam et ∆-exam.

La première observation est que F-CPminer est
meilleur dans 5 classes de programmes sur 7 selon
les valeurs de p-exam et o-exam rapportées. Par
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exemple, si nous prenons la classe PrintTokens2-*, avec
F-CPminer la faute est localisée après avoir examiné
seulement 2.66% du code dans le cas pessimiste (p-
exam) et seulement 1.72% dans le cas optimiste (o-
exam). Cependant, Tarantula a besoin d’examiner
16.44% dans le cas pessimiste et 15.5% du code dans
le cas optimiste.

Notre seconde observation concerne les valeurs de
∆-exam qui sont en général meilleures dans Ta-
rantula que F-CPminer. Toutefois, cette différence
n’excède pas 4% pour une classe de programmes et 1%
pour les autres classes par rapport à Tarantula.

Dans le but de compléter les résultats donnés par la
table 2, nous rapportons dans la table 3 une compa-
raison par paires entre F-CPminer et Tarantula
sur les 111 programmes. Pour chaque catégorie de
programmes (p. ex., Tcas), nous donnons le nombre
de programmes où F-CPminer ou Tarantula est
meilleur en comparant les valeurs des exam score
retournés. Nous donnons aussi le cas où les valeurs
de l’exam score sont égaux pour les deux méthodes
(équivalentes).

Les résultats de la table 3 correspondent avec ceux
de la table 2, où F-CPminer a une meilleur efficacité
dans 5 classes de programmes sur 7. Par exemple, pour
la classe de programmes Tcas et en comparant les va-
leurs de o-exam (resp. p-exam), F-CPminer est plus
précis dans 19 (resp. 20) programmes avec fautes, alors
que Tarantula est meilleur dans seulement 6 (resp.
4) programmes. Enfin, les deux approches sont équi-
valentes en obtenant le même o-exam (resp. p-exam)
dans 12 (resp. 13) programmes.

A partir des tables 2 et 3, l’observation générale est
que F-CPminer est très concurrentiel par rapport à
Tarantula en terme d’efficacité (soit en pessimiste
ou en optimiste). Cela est particulièrement vrai où F-
CPminer gagne au total sur 60% des programmes
considérés dans le benchmark (61 à 62 sur 111 pro-
grammes), là où Tarantula fait mieux sur seulement
25% (24 à 29 sur 111 programmes). Enfin, les deux
approches se comportent de manière similaire sur 15%
des programmes (21 à 25 sur 111 programmes).

La figure 2 montre une comparaison de l’efficacité
basée sur le p-exam et o-exam entre F-CPminer et
Tarantula. L’axe des x donne les valeurs de l’exam
score et l’axe des y donne le pourcentage cumulatif
des fautes localisées sur les 111 programmes. Pour le
cas pessimiste (c.-à-d., p-exam). Jusqu’à une valeur
de 10%, les deux outils agissent de la même manière
en localisant plus de 40% des fautes. De 10% à 30%,
nous observons une différence de plus de 10% de fautes
localisées en faveur de F-CPminer comparé à Taran-
tula (60% pour F-CPminer au lieu de 50% des fautes
localisées pour Tarantula). Cette différence est ré-
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Figure 2 – Tarantula et F-CPminer : comparaison
d’efficacité

duite à 6% dans l’intervalle de 30% à 40% de l’exam
score. Entre 60% et 70% de l’exam score, nous ob-
servons que Tarantula a rattrapé F-CPminer en
localisant plus de 84% des fautes. Toutefois, les 20%
des fautes restantes sont rapidement localisées par
F-CPminer (de 70% à 80% de l’exam score) alors
que Tarantula continue jusqu’à la fin pour locali-
ser toutes les fautes (jusqu’à 100% de l’exam score).
Pour le cas optimiste (c.-à-d., o-exam) illustré par
les courbes en pointillées, F-CPminer agit assez ra-
pidement dès le début en localisant plus de fautes que
Tarantula. Il est aussi important de noter que les
deux courbes ne s’intersectent pas et que celle de F-
CPminer est toujours au dessus de celle de Taran-
tula. Notons aussi que après 30% de l’exam score,
F-CPminer dans le cas pessimiste localise le même
pourcentage de fautes (c.-à-d., 74%) que Tarantula
dans le cas optimiste.

Dans le but de renforcer les résultats précédents,
nous avons mené le test d’hypothèse des rangs si-
gnés de Wilcoxon, ce choix est dû au fait que nous ne
sommes pas en mesure d’assumer une distribution nor-
male de la population [17]. Ici, l’hypothèse alternative
unilatérale est considérée avec l’hypothèse nulle sui-
vante (Tarantula est plus efficace que F-CPminer)
H0 : l’exam score retourné par F-CPminer ≥ l’exam
score retourné par Tarantula. L’hypothèse alterna-
tive H1 déclare que F-CPminer examine un nombre
plus petit d’instructions que Tarantula pour loca-
liser les fautes (F-CPminer est plus efficace que Ta-
rantula). Le test mené, nous a permis de conclure
que l’hypothèse H1 est acceptée avec un taux de confi-
dence égale à 79, 99% dans le cas pessimiste (p-exam),
et un taux de 97, 99% dans le cas optimiste (o-exam).
Ce test confirme les résultats précédents de la compa-
raison de F-CPminer avec Tarantula.

D’une manière générale, nous pouvons conclure que
F-CPminer est capable de localiser la plupart des
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Table 3 – Comparaison par paires entre F-CPminer et Tarantula.

Print Print2 Replace Sched Sched2 Tcas Totinfo Total
F-CPminer (2,2) (6,6) (12,12) (1,1) (7,7) (19,20) (14,14) (61,62)
Tarantula (0,0) (0,0) (16,15) (4,4) (1,1) (6,4) (2,0) (29,24)
équivalents (2,2) (3,3) (1,2) (0,0) (0,0) (12,13) (3,5) (21,25)

(p-exam, o-exam)

fautes plus rapidement que Tarantula en terme d’ef-
ficacité d’exam score.

Un autre résultat intéressant, en considérant l’exam
score cumulatif sur les 111 programmes, nous donnons
le nombre total d’instructions qui doivent être exa-
minées par les deux méthodes sur l’ensemble des 111
programmes. F-CPminer doit examiner 2861 instruc-
tions sur un total de 16211 instructions contre 3482
pour Tarantula dans le cas du p-exam (un gain de
17%). Dans le cas du o-exam, F-CPminer doit exa-
miner 1808 instructions contre 2496 pour Tarantula
(un gain de 27%).

Enfin, nous concluons cette section avec les obser-
vations suivantes sur les 111 programmes testés :
• Dans 110 programmes, l’instruction fautive est

dans le premier motif (c.-à-d., le plus suspect
SM1).
• Dans 96 programmes, la faute est une instruction

qui disparâıt de SM1 qui est donc dans Ω1.
• Dans 14 programmes, la faute est localisée dans

Ω2.
• Dans seulement un seul programme, la faute est

localisée dans Ω3.
Ces observations montrent clairement l’efficacité de la
stratégie de classement adoptée dans l’algorithme 2.

5.2 Analyse du temps CPU

Dans cette section nous faisons une analyse du
temps CPU de notre approche. Il est important de
rappeler que l’approche Tarantula évalue le degré
de suspicion de chaque instruction en utilisant une for-
mule probabiliste sans prendre en compte aucune dé-
pendance entre instructions. Ainsi, l’explosion combi-
natoire due aux combinaisons possibles d’instructions
n’est pas traitée par Tarantula. Par conséquent, le
temps CPU obtenu par Tarantula est négligeable
(en millisecondes).

La table 4 rapporte pour chaque classe de pro-
gramme le temps CPU moyen et l’écart type pour les
deux étapes de F-CPminer (c.-à-d., l’extraction des
top-k motifs correspond à l’algorithme 1 et l’étape de
post-traitement correspond à l’algorithme 2).

La première observation que l’on peut faire est que
l’extraction des top-k motifs est l’étape la plus coû-
teuse dans F-CPminer. Ceci étant en partie expliqué
par le très grand nombre de motifs candidats (c.-à-d.,
|LI |). Toutefois, dans nos expérimentations, les temps

Table 4 – Comparaison des temps CPU pour les deux
étapes de F-CPminer sur la suite Siemens (en secondes).

Programme top-k extraction top-k traitement
PrintToken 61.49 ± 34.35 0.030 ± 0.003
PrintToken2 146.25 ± 65.89 0.045 ± 0.013
Replace 147.69 ± 86.02 0.051 ± 0.015
Schedule 27.41 ± 15.28 0.012 ± 0.004
Schedule2 12.66 ± 05.37 0.016 ± 0.004
TotInfo 2.53 ± 01.01 0.014 ± 0.006
Tcas 0.16 ± 00.02 0.001 ± 0.000

CPU ne dépassent pas 235 secondes dans le pire des cas
(programme Replace) et moins de 0.2 secondes dans
le meilleur des cas (programme Tcas). La seconde ob-
servation est que le temps CPU consommé par l’étape
de post-traitement pour la localisation de l’instruction
fautive est négligeable (de l’ordre de millisecondes dans
le meilleur et le pire des cas).

6 Conclusion

Dans ce papier nous avons présenté une nouvelle ap-
proche basée sur la fouille de motifs ensemblistes et la
programmation par contraintes (PPC) pour traiter le
problème de la localisation de fautes. Dans un premier
temps, nous avons formellement défini le problème de
la localisation de fautes comme une problématique de
fouille de données. Dans un second temps, nous avons
proposé une approche qui procède en deux étapes. La
première étape fait appel à la PPC pour modéliser et
résoudre les contraintes tenant compte de la nature
bien particulière des motifs recherchés. La résolution
du modèle à contraintes nous permet d’obtenir les top-
k suites d’instructions les plus suspectes. La seconde
étape ad-hoc a pour objectif de raffiner la localisation
en classant de façon plus précise l’ensemble des ins-
tructions suspectes. Finalement, nous avons détaillé
une étude expérimentale qui compare notre outil F-
CPminer, une implémentation de l’approche propo-
sée, avec l’approche standard Tarantula sur la base
de programmes Siemens. Les résultats montrent que
notre approche permet de proposer une localisation
plus précise.

Comme travaux futurs, nous prévoyons d’explorer
d’autres observations sur le comportement d’un pro-
gramme avec faute et enrichir le modèle avec plus de
contraintes pour la localisation.
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COSI, 2015.

[14] Mehdi Maamar, Nadjib Lazaar, Samir Loudni,
and Yahia Lebbah. Fault localization using item-
set mining under constraints. Automated Software
Engineering, page Forthcoming, 2016.

[15] Syeda Nessa, Muhammad Abedin, W Eric Wong,
Latifur Khan, and Yu Qi. Software fault loca-
lization using n-gram analysis. In Wireless Al-
gorithms, Systems, and Applications, pages 548–
559. Springer, 2008.

[16] P. Kralj Novak, N. Lavrac, and G. I. Webb. Su-
pervised descriptive rule discovery : A unifying
survey of contrast set, emerging pattern and sub-
group mining. Journal of Machine Learning Re-
search, 10 :377–403, 2009.

[17] R Ott and Micheal Longnecker. An introduction
to statistical methods and data analysis. Cengage
Learning, 2008.

[18] Manos Renieres and Steven P Reiss. Fault locali-
zation with nearest neighbor queries. In Automa-
ted Software Engineering, 2003. Proceedings. 18th
IEEE International Conference on, pages 30–39.
IEEE, 2003.

[19] Willy Ugarte Rojas, Patrice Boizumault, Sa-
mir Loudni, Bruno Crémilleux, and Alban Le-
pailleur. Mining (soft-) skypatterns using dyna-
mic CSP. In Integration of AI and OR Techniques
in Constraint Programming - 11th International
Conference, CPAIOR 2014, Cork, Ireland, May
19-23, 2014. Proceedings, volume 8451 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 71–87. Sprin-
ger, 2014.

[20] W Eric Wong and Vidroha Debroy. A survey
of software fault localization. Department of
Computer Science, University of Texas at Dallas,
Tech. Rep. UTDCS-45-09, 2009.

92



Actes JFPC 2016

Aberrations dans les Problèmes SAT
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Résumé

Avec l’amélioration continue des démonstrateurs
SAT, de nombreux problèmes issus de domaines très dif-
férents ont été ajouté à la catégorie des problèmes appli-
catifs, l’un des jeux de tests de référence sur lequel sont
généralement comparés les solveurs. Ces problèmes sont
tout aussi importants lorsque l’on désire mesurer l’im-
pact (supposé positif) d’une nouvelle idée. Nous mon-
trons dans cet article que, parmi ces problèmes, nom-
breux sont ceux qui exhibent des comportements ex-
trêmes, des aberrations. Partant de quelques indicateurs
très simples, nous montrons comment laisser notre sol-
veur Glucose choisir parmi quatre stratégies afin de
résoudre efficacement ces problèmes extrêmes. Ensuite,
nous utilisons une nouvelle stratégie de choix de polarité
qui améliore encore les résultats. Plus intéressant, sans
cette spécialisation, cette nouvelle heuristique s’avère in-
efficace montrant l’impact néfaste que peuvent avoir les
cas extrêmes sur le comportement d’un solveur.

Abstract

With the increasing performance of SAT solvers,
a lot of distinct problems, coming from very disparate
fields, are added to the pool of Application problems, re-
gularly used to rank solvers. These problems are widely
used to measure the positive impact of any new idea. We
show in this paper that a number of those problems have
extreme behaviors that any SAT solvers must deal with.
We show that, by adding a few, simple, human-readable
indicators, we can let Glucose choose between four
strategies to obtain important improvements on the set
of the hardest problems from all the competitions bet-
ween 2002 and 2013 included. Moreover, once the SAT
solver has been specialized, we show that a new res-
tart polarity policy can improve even more the results.
Without the specialization step mentioned above, this
new and effective policy would have been jugged inef-
ficient. Our final Glucose is capable of solving 20%
more problems than the original one, while speeding up
also UNSAT answers.

1 Introduction

À la fin des années 90, les problèmes (benchmarks)
utilisés pour évaluer les démonstrateurs SAT prove-
naient du même ensemble de problèmes. Quelques
années plus tard, avec l’introduction des solveurs
CDCL [16, 17, 9], est apparu la nécessité de les par-
titionner en problèmes aléatoires, ”crafted” (conçus
pour être typiquement difficile à résoudre) et ”indus-
triels/applications”. Il était déjà évident qu’une tech-
nique développée pour une catégorie de problèmes don-
née ne serait pas efficace sur une autre [8, 11, 3]. Ainsi,
la première compétition SAT (2002) a utilisée cette
partition pour récompenser les démonstrateurs. Cette
partition, d’un haut niveau, est toujours d’actualité.

Néanmoins, avec l’intérêt croissant pour la techno-
logie SAT, de nombreux problèmes provenant de do-
maines aussi divers que la cryptographie, la biologie,
les graphes, ont été réduits à SAT. Tous ces problèmes,
ni aléatoires, ni crafted sont inclus dans la catégorie
application [5], qui contient dès lors des problèmes très
disparates. Cela ne serait pas problématique si la re-
cherche autour de SAT n’était pas autant axée sur
les résultats empiriques : toute nouvelle idée doit être
validée expérimentalement avec les benchmarks de la
compétition précédente, qui utilise ces propres règles
pour les sélectionner. Ainsi, une nouvelle idée peut
avoir impact important une année donnée et se révé-
ler totalement inintéressante l’année suivante, suivant
l’ensemble de problèmes sélectionnés.

Dans cet article, nous montrons que cette ancienne
classification des problèmes peut s’avérer contre-
productive. Elle est basée sur notre expérience autour
de Glucose [4, 2, 3] et des derniers développements
autour des démonstrateurs SAT [6, 18, 7, 22]. Il nous
est très difficile d’améliorer Glucose sur l’ensemble
des problèmes. Dans la plupart des cas, ce qui est ga-
gné d’un coté est perdu de l’autre.
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Les contributions de cet article s’articulent autour
de deux axes. Tout d’abord, nous montrons que de
nombreuses séries de problèmes exhibent des compor-
tements extrêmes, des aberrations. Nous avons lancé
Glucose sur de nombreux benchmarks et avons col-
lecté certaines informations caractérisant la recherche
(nombre de décisions entre chaque conflit, profondeur
moyenne à laquelle un conflit survient. . . ). Nous mon-
trons que de nombreuses familles de benchmarks ont
des comportements atypiques. En nous focalisant sur
ces comportements extrêmes, nous avons proposé des
heuristiques adaptatives à notre solveur Glucose. En-
suite, nous nous sommes focalisé sur la phase (la po-
larité de choix des variables de décision) [20] à utili-
ser lors des redémarrages. Cette nouvelle heuristique
est motivée par de nombreuses expérimentations mon-
trant que la phase peut être découpée en deux forces
(une pour SAT et une pour UNSAT) ouvrant à une
nouvelle vision des démonstrateurs CDCL. Ce qui est
surprenant dans nos résultats, c’est que ce mécanisme
est sans intérêt pour la version classique de Glucose,
mais s’avère très efficace avec Glucose adaptatif.

L’article est construit ainsi : dans la section 2, nous
montrons que de nombreux problèmes exhibent des
comportements extrêmes. Nous introduisons ensuite
une politique adaptative à Glucose pour essayer de
passer outre ces comportements atypiques. Dans la
section 3, nous présentons une nouvelle heuristique de
choix de polarité. La section 4 présente des résultats
empiriques montrant que la classification actuelle des
benchmarks peut être trompeuse. Avant de conclure,
nous débattons dans la section 5 de nos résultats et des
dernières orientations autour de la résolution SAT.

2 Problèmes SAT : gérer des cas extrêmes

Comme nous allons le voir dans cette section, l’en-
semble des benchmarks considéré dans les compéti-
tions SAT est constitué de nombreuses aberrations,
i.e., des problèmes aux comportements extrêmes. Ces
problèmes spécifiques ne sont pas des exceptions par
eux-mêmes, mais font partie de familles d’exceptions.
Il a déjà été mentionné que les problèmes de la ca-
tégorie application peuvent être séparé en différentes
catégories [5]. Néanmoins, cette partition a été pro-
posée en prenant uniquement en compte l’origine des
problèmes (cryptographie, vérification de circuits. . . )
et non pas le comportement des solveurs sur ceux-
ci. Cette série de benchmarks atypiques peut s’avé-
rer très problématique : une simple série contenant de
nombreux benchmarks peut complètement changer le
résultat d’une compétition, ou, de manière plus em-
bêtante, donner une fausse impression sur une nou-
velle technique de résolution. Nous reviendrons sur

cela dans la section 5.
Afin de détecter correctement ces aberrations, nous

avons récupéré l’ensemble des problèmes utilisés dans
les catégories industrial/application (des compétitions
allant de 2002 à 2013) et avons fait de notre mieux
pour supprimer les doublons. Nous obtenons ainsi un
ensemble de 2632 problèmes. Dans la première partie
de l’article nous n’avons considéré que les problèmes
qui n’ont pas été résolu en 100000 conflits après pré-
traitement (nous utilisons Satelite comme outil de pré-
traitement) et nous avons alors collecté différentes sta-
tistiques. Cela donne un ensemble de 1164 problèmes
difficiles. Cette section est donc basé sur l’étude de ces
1164 problèmes 1.

2.1 Des aberrations, toujours des aberrations

Nous avons donc collecté des statistiques, considé-
rées comme mesures témoins du comportement d’un
démonstrateur SAT. Ces mesures sont le nombre de
décisions, le nombre de décisions entre deux conflits,
le nombre de conflits successifs, le nombre de clauses
glues non binaires et le nombre de propagations.

2.1.1 Niveau de décision

Le premier indicateur que nous proposons d’ob-
server est le niveau de décisions où les conflits sur-
viennent. Nous avons donc fait une moyenne (pour
chaque problème) sur les 100000 premiers conflits et
reportons la distribution de cette mesure sur la Fi-
gure 1(a). 10% des problèmes nécessitent plus de 400
décisions (en moyenne) pour atteindre un conflit, et
10% moins de 30 décisions. Il est clair qu’un démons-
trateur SAT ne peut pas avoir les même comporte-
ment sur ces problèmes extrêmes. On peut raisonna-
blement supposer qu’une technique qui va marcher sur
le premier type de benchmarks ne marchera plus sur
le second (et vice-versa). Nous pouvons, par exemple,
nous questionner sur le retour non-chronologique et
l’apprentissage sur des problèmes nécessitant très peu
de décisions avant d’atteindre un conflit. Plus intéres-
sant encore, de nombreux benchmarks atypiques font,
en fait, parti de familles de problèmes : les problèmes
avec les plus grands niveaux de décisions font partis de
la famille hwmcc12miters (compétition 2013), li-test4
(2003), 9dlx-vliw (2004). A l’opposé, avec les niveaux
de décisions le plus faibles, on trouve les familles long-
mult (2008), desgen-gss (2009), kummling-grosmann-
ctl (2013), traffic (2011), eq.atree.braun (2007). Il est
important de noter que certains des problèmes diffi-
ciles peuvent exhiber un niveau moyen de décisions

1. La liste des problèmes ainsi que des informations addi-
tionnelles sont disponibles à http://www.labri.fr/perso/
lsimon/sat16
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(a) Niveau de décision moyen où un conflit survient
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(b) Nombre moyen de décisions entre chaque conflits

Figure 1 – Distribution cumulative auprès des 1162 problèmes. Statistiques collectées après 100000 conflits.
Notez l’échelle logarithmique sur l’axe des ordonnées.

plus petit que 20, montrant une structure très combi-
natoire.

2.1.2 Nombre de décisions par conflits

Une autre mesure très simple consiste à comptabi-
liser le nombre de décisions effectuées lors des 100000
premiers conflits. Cette mesure nous donne une ap-
proximation du nombre de décisions réalisées entre
deux conflits successifs (si nous faisons abstraction des
redémarrages). Une grande valeur identifie des pro-
blèmes où les conflits sont éloignés les uns des autres.

La Figure 1(b) montre la distribution de cette me-
sure. Il est frappant de noter que pour la moitié
des benchmarks seules 3 décisions sont réalisées entre
deux conflits successifs. A l’opposé 10% des problèmes
nécessitent plus de 20 points de choix, ce qui est
étonnamment important. Clairement, cela montre une
large hétérogénéité entre les problèmes. Ici encore,
ce sont des familles d’instances qui ont des compor-
tements extrêmes. Les instances des familles bivium
(2013), hitag (2013), par32 (2002), desgen-gss (2009)
ont moins de 1.1 décisions par conflits en moyenne.
Ces familles exhibent clairement une structure com-
binatoire ce qui est cohérent avec leur nature. Dans
ces problèmes, l’analyse de conflit ne peut donner des
informations importantes sur le retour arrière. A l’op-
posé, nous trouvons hwmcc12miters (2013), li-test4
(2003), 9dlx-vliw (2004) qui nécessitent entre 30 et 3
000 décisions par conflits, ce que nous ne pensions pas
possible.

2.1.3 Conflits successifs

La Figure 2(a) montre le nombre de conflits suc-
cessifs, c.a.d. les conflits qui surviennent directe-
ment après un conflit, sans décision intermédiaire. Un
nombre important de conflits successifs peut mettre

en avant des problèmes pour lesquels la résolution et
le FUIP ne sont pas assez puissants pour analyser les
conflits. Cette figure exhibe un comportement moins
pathologique que les deux précédentes. Malgré tout,
le premier et le dernier décile montrent clairement
des comportements extrêmes. Les faibles valeurs appa-
raissent sur la famille nossum-sha1 (2013) avec environ
30 000 conflits successifs (sur 100000 conflits), suivie
par la famille (très difficile à résoudre) MD5 (2014). A
l’opposé, le nombre de conflits successifs le plus impor-
tant est observé sur les vmpc (2006) et les bio-rpcl-xits
(2009). Il est important de noter que dans tous les cas,
au moins 30% des conflits surviennent sans aucune dé-
cision ce qui est vraiment important 2.

2.1.4 Clauses glues non binaires

Les clauses glues constituent l’élément principal de
Glucose. Sur certains problèmes, les solveurs ap-
prennent de nombreuses clauses binaires (qui sont tri-
viallement glues). Mesurer le nombre de clauses glues
qui ne sont pas binaires peut nous donner des indices
supplémentaires sur la nature d’un problème. De plus,
la stratégie de Glucose oblige le solveur à garder
indéfiniment toutes les clauses glues, alors que, ha-
bituellement, les démonstrateurs ne conservent indé-
finiment que les clauses binaires. On peut donc espé-
rer que les problèmes générant des clauses glues non
binaires soient plus faciles pour Glucose que pour
d’autres solveurs. La Figure 2(b) montre la distribu-
tion cumulative de cette mesure. Les familles Homer
(2002), stable (2014), ndhf-xits (2009) n’apprennent
aucune clause glue durant les 100000 premiers conflits.
La famille bivium (2013) en apprend moins de 128
et la famille hitag (2013) moins de 300 (ces familles

2. Cette observation a été initialement faite par Lakhdar Säıs
(CRIL, Lens) durant l’une des réunions de l’ANR UNLOC
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(a) Conflits successifs (sans décision)
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(b) Nombre de clauses glues non binaires

Figure 2 – Distribution cumulative auprès des 1162 problèmes. Statistiques collectées après 100000 conflits.
Notez l’échelle logarithmique sur l’axe des orsdonnées.

de problèmes s’avèrent très difficiles à résoudre par
Glucose). A l’opposé, les benchmarks ibm-SAT-dat-
k (2002-2012) apprennent plus de 20 000 clauses glues
(non binaires) et les goldberg-bmc2-cnt10 (2002) plus
de 30 000. On retrouve ici les typiquement des pro-
blèmes de Bounded Model Checking.

2.1.5 Propagations unitaires

Le nombre de littéraux unitaires propagés durant
la recherche est une mesure importante pour évaluer
les performances d’un solveur SAT. Nous montrons ici
que, suivant les problèmes, il existe des grandes dif-
férences dans cette mesure. La Figure 3(a) reporte
la distribution sur le nombre de propagations réali-
sées lors des 100000 premiers conflits. Ici aussi, cer-
taines familles exhibent des comportements extrêmes.
Les familles Homer (2002), stable (2014), aes (2011)
effectuent le moins de propagations. Les plus grandes
valeurs surviennent avec les familles atco (2014), arc-
four (2013), hwmcc12miters (2013), ibm-sat-dat, ACG
(2009) et gss (2009). Dans les cas les plus extrêmes,
on peut propager jusqu’à 10 000 littéraux avant entre
chaque conflit. Pour résoudre plus efficacement ces
problèmes, il est peut être nécessaire de réaliser un
pré-traitement plus efficace, de rechercher les équiva-
lences entre littéraux, ou les littéraux impliqués [13].

2.2 Autres mesures

Nous détaillons dans la table 3(b) une sélection
d’autres mesures que nous avons réalisées, afin de
mettre en avant que sur chacune d’entre elles des com-
portements aberrants peuvent être observés. La co-
lonne BJ donne des résultats sur le niveau de ba-
ckjump (le nombre de décisions supprimées lors du
saut arrière), DL le niveau de décision, LBD la va-

leur moyenne des LBD des clauses apprises, Size leur
taille, BR le nombre de redémarrages bloquées et FUI-
PisDEC le pourcentage de cas où le FUIP est égale-
ment la variable de décision. Les données de cette table
montrent des valeurs de kurtosis et de skwness impor-
tantes, ce qui est typiquement le témoin de comporte-
ments extrêmes.

2.3 Synthèse : déterminer la meilleure stratégie

Nous venons donc de mettre en évidence que les dé-
monstrateurs CDCL (ici Glucose) ont des comporte-
ments très disparates sur les problèmes de la catégo-
rie application. Dès lors, il n’est pas réaliste, d’espérer
avoir une approche CDCL générale qui soit efficace sur
tous ces problèmes. Nous avons alors décider d’adap-
ter le comportement de Glucose sur ces problèmes
extrêmes, de manière indépendante. Une fois identi-
fier les benchmarks aberrants, nous avons modifié les
paramètres du solveur sur chaque comportements ex-
trêmes. Nous donnons par la suite, les configurations
que nous avons retenues.

2.3.1 Peu de décisions

Pour ce type de problème, la stratégie utilisée par
Chanseok Oh [18] s’avère l’une des plus efficace. Dans
ce cas, nous conservons toutes les clauses qui ont un
LBD plus petit que 4 et utilisons sa stratégié de réduc-
tion de la base de clauses apprises, i.e. nous utilisons
l’activité des clauses telle que définie dans la version
originale de Minisat. Avec cette simple modification,
Glucose s’avère capable de résoudre 20 (sur 30) pro-
blèmes Bivium/Hitag (en lieu et place de 1 pour la
version classique de Glucose !).

Il y a toutefois des différences avec la technique pro-
posée dans [18]. Nous n’alternons pas entre deux stra-
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(a) Nombre de littéraux unitaires propagés

Measure BJ DL LBD Size BR FUIPisDec

Min 1 10 4 5 0 24%

Max 3155 8559 84 3395 1730 91%

Median 3 87 10 25 298 61%

Mean 24 218 14 74 34 63%

St. Dev. 195 623 11 242 340 12%

Skewness 13 9 3 9 1 0.3 %

Kurtosis 174 99 14 100 6 2 %

(b) Autres statistiques

Figure 3 – Différentes mesures collectées après 100000 conflits sur 1162 problèmes.

tégies. Si elle est choisie (après 100000 conflits), cette
stratégie sera utilisée jusqu’à la fin de la recherche.
Cela est d’ailleurs le cas pour toutes les autres adap-
tations que nous proposons.

2.3.2 Conflits successifs

Si ce nombre est faible (comme cela est le cas pour
les instances nossum et MD5), comme souligné dans
[18] nous utilisons un redémarrage de type Luby [14]
et une constante VSDIDS très grande (0.999 au lieu
de 0.95). Nous restons dans l’incapacité de résoudre
des instances MD5 mais somme capable de résoudre
25 instances nossum de plus.

Si cette valeur est très grande, nous avons testé
différentes valeurs pour essayer de résoudre les ins-
tances VMPC. Ces problèmes de cryptographie sont
assez difficiles. C’est en utilisant la stratégie propo-
sée dans minisat-blbd, qui diversifie la recherche
entre chaque redémarrages, que nous avons obtenu les
meilleurs résultats.

2.3.3 Clauses glues non binaires

Dans ce cas, nous avons observé que l’on devait di-
minuer la valeur de la constante VSIDS (0.91), ce qui
a pour effet d’oublier beaucoup plus rapidement les
conflits antérieurs, pour obtenir de bons résultats sur
les instances ibm. Les raisons de ce choix nous sont
encore floues.

3 Modifier la phase

Le mécanisme de phase saving est un composant
essentiel des démonstrateurs SAT [20], tout particu-
lièrement lorsque les redémarrages sont très fréquents.
Malgré tout, il y a toujours des questions autour de son

efficacité. Par exemple, La phase favorise -t-elle l’ob-
tention d’un modèle (SAT) ou la contradiction (UN-
SAT) ?. En effet, la phase est mise à jour au moment
de l’analyse de conflit (ce qui suggère que l’on cherche
à mémoriser la recherche de la preuve d’insatisfiabi-
lité) mais aussi lors du retour arrière (ce qui suggère
que l’on souhaite mémoriser les affectations indépen-
dantes). Dans [20], les auteurs suggèrent que la phase
permet de sauvegarder des solutions partielles indé-
pendantes les unes des autres, suggérant que l’on sou-
haite se focaliser sur la recherche d’un modèle.

Dans cette section, nous proposons quelques pistes
de réflexion sur l’amélioration du mécanisme de phase.
Comme nous le montrons, nos tentatives pour amélio-
rer la phase dans le cas de la recherche d’un modèle ont
échoué. Malgré tout, en spécialisant de manière simple,
ce système de sauvegarde, nous avons obtenu des résul-
tats prometteurs sur les instances insatisfiables, don-
nant un nouveau point de vue de ce mécanisme.

3.1 Une phase pour SAT, une phase pour UNSAT

La phase est un système très simple de sauvegarde
permettant de choisir avec quelle polarité on va af-
fecter une variable de décision. Dans le cas d’un pro-
blème satisfiable, il est clair que déterminer la bonne
phase des variables de décision est aussi difficile que
de résoudre ce problème. Dans le cas d’un problème
insatisfiable, identifier la bonne polarité est beaucoup
moins intuitif. Nous proposons de séparer la sauve-
garde de la phase suivant deux évènements bien dis-
tincts : (1) lorsque une affectation a été responsable
d’un conflit et (2) lorsque elle est indépendante d’un
conflit. Le cas (1) intervient durant l’analyse de conflit,
sur le dernier niveau de décision, seules les variables
qui participent au conflit voient cette phase spéciale
(notée phaseUNSAT) mise à jour. En effet, toutes les
autres variables n’ont pas participé au conflit et n’in-
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c1 = x1 ∨ x4

c2 = x1 ∨ x3 ∨ x8

c3 = x1 ∨ x8 ∨ x12

c4 = x2 ∨ x11

c5 = x3 ∨ x7 ∨ x13

c6 = x3 ∨ x7 ∨ x13 ∨ x9

c7 = x8 ∨ x7 ∨ x9

c8 = x7 ∨ x10

c9 = x7 ∨ x1 ∨ x12

DL 1 x1 x1, x4[c1]

DL 2 x3 x3, x8[c2], x12[c3]

DL 3 x2 x2, x11[c4]

DL 4 x7 x7, x13[c5], x10[c8], x12[c9], x9[c6], x9[c7]

Resolution Steps :
β1 = res(x9, φ7, c6) = x3 ∨ x8 ∨ x7 ∨ x13
β = res(x13, β1, c5) = x7 ∨ x3 ∨ x8

Figure 4 – Séquence de décisions (les littéraux de décision sont dans des cercles) suivies de propagations
(rectangle). Chaque clause, raison de la propagation d’un littéral, est entre crochets. Un conflit survient au
niveau de décision 4. Les étapes de résolution sont explicitées. Le niveau de retour arrière est 2. Le littéral
assertif est x7.

terviennent donc pas dans le cas (1), mais dans le cas
(2). Les variables indépendantes du conflits et qui sont
désaffectées lors du retour arrière appartiennent éga-
lement au cas (2). Toutes ces variables mettent à jour
leur polarité dans une nouvelle structure de données
nommée phaseSAT. Nous notons polarity, le méca-
nisme classique qui est toujours sauvegardé.

Nous illustrons ces deux cas dans l’exemple de la
Fig. 4. Nous présentons une simple formule CNF et
une séquence de décisions/propagations typique géné-
rant un conflit au niveau de décision 4. L’analyse de
conflits fait intervenir les variables x9, x13, x7 du der-
nier niveau de décision et x3 et x8 qui appartiennent
à la clause assertive. Tous ces littéraux mettent à jour
leur polarité dans phaseUNSAT. A l’opposé, les lit-
téraux x10, x12 du dernier niveau de décision et x2,
x11 qui sont dé-assignés après retour arrière au ni-
veau 2 ne participent pas à l’analyse de conflit. Il
sauvegardent leur polarité dans phaseSAT. Toutes ces
variables continuent à sauvegarder leur polarité dans
polarity, comme d’habitude.

Une dernière remarque, ce processus est désactivé
au moment du redémarrage (premier conflit après un
redémarrage), car nous n’avons aucune idée quant à
l’indépendance des affectations dans ce cas précis.

3.2 Comparaison de la phase et du modèle

Nous avons calculé et sauvegardé phaseSAT et
phaseUNSAT pour les 574 problèmes très difficiles (voir
la section 4 pour une description de ces instances) sur
un temps limite de 10 000 secondes. Nous obtenons un
total de 123 instances SAT à analyser. Pour chacune
d’entre elles, nous avons comparé le modèle obtenu aux
deux mécanismes de sauvegarde proposés (qui peuvent
être considérés comme des modèles). Sur la figure 6 et
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Figure 6 – Comparaison sur le nombre d’affecta-
tions qui sont en accord/désaccord entre le modèle et
la phaseSAT ou la phaseUNSAT.

pour chaque instance, nous rapportons le nombre de
valeurs de phaseSAT qui sont les mêmes que la solu-
tion trouvée et les comparons au nombre de valeurs de
phaseUNSAT qui sont les mêmes que la solution trou-
vée. Et, réalisons la même opération lorsque les valeurs
sont en désaccord. Il est clair que tous les points où les
phases sont en accord avec le modèle sont en dessous
de la diagonale, montrant que la phaseSAT est beau-
coup plus proche du modèle final que la phaseUNSAT.
De plus, la phaseUNSAT est beaucoup plus en contra-
diction avec le modèle que la phaseSAT.

Notez que certaines valeurs de
phaseSAT/phaseUNSAT peuvent ne pas avoir été
initialisées (si la variable n’est jamais intervenue
dans l’analyse de conflits par exemple). Dans cette
expérience, nous n’avons retenu que les variables
pour lesquelles la phase a été initialisée. Cela peut
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Solver SAT UNS Total

Glucose 81 151 232

Glucose A 98 162 260

Glucose P 83 150 233

Glucose A+P 107 168 275

lingeling-ayv 93 158 251

lingeling-baq 77 185 262
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Figure 5 – Comparaison de différentes versions de Glucose et de lingeling sur un ensemble de 573
instances difficiles pour Glucose. La table détaille le nombre d’instances SAT/UNSAT résolues, le graphique
donne le cactus classique. Le temps est limité à 3000 secondes.

fausser l’impression de proximité des modèles et c’est
pourquoi nous avons aussi ajouté les points qui sont
en désaccord (ils ne peuvent pas être déduits des
points en accord).

3.3 Une tentative pour SAT... qui a échouée

Nous avons voulu prendre en compte la phaseSAT

(qui semble plus proche du modèle généré) dans le
but d’améliorer Glucose sur les instances SAT. Nous
avons testé les deux stratégies suivantes :

— Au cours de la première descente suite à un re-
démarrage, affecter les variables par rapport à
phaseSAT et donc essayer de ce rapprocher d’un
modèle potentiel.

— Utiliser la phaseSAT lorsque Glucose décide de
retarder un redémarrage [3]. En effet, dans ce
cas, le nombre de variables affectées a subitement
augmenté, laissant penser que l’on se rapproche
d’un modèle.

Ces deux techniques se sont révélées non satisfai-
santes. Le nombre d’instances résolues est sensible-
ment le même. Bien sûr, sur certaines instances sa-
tisfiables, le gain a été substentiel. Mais dans la majo-
rité des cas, ce qui a été gagné d’un coté, a été perdu
de l’autre. Il faut aussi noter, que ces deux stratégies
n’ont quasiment pas eu d’impact sur les instances in-
satisfiables.

3.4 Une tentative pour UNSAT... qui marche

Nous avons tout d’abord essayer de remplacer com-
plètement la polarity classique par phaseUNSAT.
Les résultats ont été désastreux, montrant que garder
en mémoire la phaseSAT est important. Néanmoins,

phaseUNSAT à une signification précise : elle indique où
se trouvent les conflits. Et donc, après un redémarrage,
nous avons utilisé phaseUNSAT pour espérer atteindre
le plus rapidement possible une zone conflictuelle. Les
résultats ont été intéressants et nous en donnons une
synthèse dans la section suivante. Mais, comme nous
allons le voir, il faut noter que cela est dépendant de
la sélection des instances, mais plus incroyable encore,
du temps de calcul limité fixé.

4 Experimentations

Dans cette section, nous comparons les différentes
versions de Glucose, avec et sans le tuning adap-
tatif (noté A) et avec ou sans la modification de la
phaseUNSAT (note P). Nous avons ajouté dans cette
comparaison, la dernière version de lingeling. Nos
résultats peuvent parâıtre disparates au premier abord
(avec 3 ensembles de benchmarks et 2 temps limites
différents), mais, comme nous l’expliquerons par la
suite, nous voulions expliquer plus en détails les résul-
tats surprenants que nous avons obtenus. Dernier dé-
tail, notez que la dernière version de lingeling-baq
utilise des techniques d’apprentissage pour connaitre
les paramètres à utiliser suivant le type de problème.

Les premières expérimentations ont été réalisées sur
un sous-ensemble des benchmarks issu des compéti-
tions allant de 2002 à 2013. Nous avons sélectionné 573
benchmarks sur les 2632 et gardé ceux qui n’ont pas été
résolus en moins de une minute par Glucose-Syrup
sur 12 coeurs 3. Notre but, est d’avoir un petit en-
semble de problèmes difficiles. Le temps CPU est limité
à 3000 secondes. La figure 5 donne un résumé des ré-

3. Plus d’informations sur les instances retenues sont dispo-
nibles à http://www.labri.fr/perso/lsimon/sat16
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Solver SAT UNS Total

Glucose 104 127 231

Glucose A 115 128 243

Glucose P 106 127 233

Glucose A+P 112 129 241

lingeling-ayv 99 143 243

lingeling-baq 106 146 252
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Figure 7 – Comparaison de différentes versions de Glucose et de lingeling sur les instances applications
de la compétition SAT 2014. La table détaille le nombre d’instances SAT/UNSAT résolues, le graphique donne
le cactus classique. Le temps est limité à 10000 secondes.

sultats obtenus. Commençons par comparer Glucose
avec ou sans la technique phaseUNSAT. Les résultats
sont similaires. Par contre, l’adaptation en cours de re-
cherche est prometteuse, elle permet de résoudre plus
d’instances SAT et UNSAT que la version classique.
En activant les deux composants (noté A+P) nous
obtenons un solveur beaucoup plus efficace, capable
de résoudre 43 instances de plus que la version clas-
sique de Glucose. Il est étrange de constater que la
phaseUNSAT semble inefficace sans l’adaptation. Nous
n’avons, pour l’instant, aucune justification.

La comparaison avec lingeling est également
surprenante. Cette version est incroyablement effi-
cace sur les instances insatisfiables, mais les per-
formances chutent drastiquement sur les satisfiables.
Cette version utilise des techniques d’apprentissage
et s’adapte automatiquement, suivant le type de pro-
blème. L’apprentissage ayant eu lieu sur les instances
de la compétition 2014. Il est possible que l’appren-
tissage est échoué à classifier correctement les ins-
tances satisfiables. En tout cas, notre dernière version
de Glucose s’avère être la plus performante.

Nous avons été agréablement surpris d’obte-
nir d’aussi bons résultats, surtout par rapport à
lingeling-baq. Nous avons donc décidé d’aller plus
en profondeur dans notre étude en augmentant le ti-
meout et en changeant la base de problèmes servant à
nos tests.

Regardons de plus près les résultats obtenus sur les
instances de la compétition 2014 en utilisant 10000 se-
condes comme temps limite. Les résultats sont résumés
dans la figure 7. Ici aussi, la technique phaseUNSAT est
inefficace sans la stratégie d’adaptation. Par contre,
la stratégie adaptative produit les meilleurs résultats.
Elle semble donc être indépendante de l’ensemble de

benchmarks utilisé. Le fait qu’elle prenne en compte
des statistiques sur la recherche et pas sur la syntaxe
de la formule peut expliquer cela. Sur l’ensemble des
benchmarks de 2014, 210 benchmarks ont un compor-
tement non extrême et environ 40 sont résolus avant
100000 conflits, et donc l’adaptation ne se fait que sur
un petit ensemble de benchmarks. 20 d’entre eux, ont
des niveaux de décisions faibles et Glucose adapte sa
stratégie en conséquence (voir la section 2.3.1). Pour
30 instances, l’adaptation a porté sur le nombre faible
de conflits successifs et pour 6 sur un nombre élevé
de conflits successifs. Cette adaptation permet de ré-
soudre 12 instances supplémentaires que la version ori-
ginale. Il est également clair que l’apprentissage de
lingeling a été opéré sur ces instances, avec un sol-
veur résultant très robuste. Toutefois, ici aussi, les ré-
sultats de lingeling sur les instances satisfiables ne
sont pas très impressionnants.

Le dernier ensemble de problèmes vient de la SAT-
RACE 2015. Ici aussi nous avons utilisé un temps
limité à 10000 secondes. Les résultats, disponibles
sur la Figure 8, sont sensiblement les mêmes que
pour la compétition 2014. La version adaptative est
la meilleure des versions de Glucose et sa combi-
naison avec la phaseUNSAT semble encore inutile. Le
manque de diversité des benchmarks peut expliquer
cela. Malgré tout, comme nous pouvons le voir sur le
cactus plot, cette combinaison s’avère en fait intéres-
sante lorsque des temps limite plus faibles sont utilisés
(voir le cactus de la Fig. 8).

Intuitivement, nous pensons que cette nouvelle
phase UNSAT permet d’intensifier la recherche, de
manière gloutonne, agressive et surtout plus rapide,
en effectuant de meilleurs choix de phase dans la di-
rection des conflits déjà rencontrés. Cependant, après
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Solver SAT UNS Total

Glucose 148 108 256

Glucose A 154 108 262

Glucose P 151 108 259

Glucose A+P 150 109 259

lingeling-ayv 146 111 257

lingeling-baq 146 115 261
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Figure 8 – Comparaison de différentes versions de Glucose et de lingeling sur les instances applications
de la compétition SAT 2015. La table détaille le nombre d’instances SAT/UNSAT résolues, le graphique donne
le cactus classique. Le temps est limité à 10000 secondes.

un certain temps, l’apprentissage de nouvelles clauses
peut certainement corriger les choix de phase moins
gloutonnes de l’approche classique et réduire ainsi la
différence entre les deux approches.

Le tuning de lingeling donne des résultats moins
spectaculaires que pour la compétition 2014. Par
contre, la version adaptative, via l’apprentissage, est
beaucoup plus rapide avec des gains substentiels si on
se limite à 3000 secondes.

5 Discussion

Les approches portfolio exploitent le fait que diffé-
rents solveurs sont efficaces sur différents types de pro-
blèmes. Il en existe pour les CSP (Problèmes de Satis-
factions de Contraintes) [19, 1], pour SAT [23, 15] ou
encore pour les ASP (Answer SET programming) [10].
Après une phase d’entrainement offline, ces solveurs
utilisent les techniques d’apprentissage pour choisir le
meilleur solveur à exécuter sur le problème considéré.

Plus récemment, de nombreux travaux sur SAT ont
porté sur l’adaptation des solveurs suivant le type de
benchmark résolu. Par exemple, les méthodes de inpro-
cessing [12] utilisent différentes techniques qui peuvent
être désactivées en cours de route si elles s’avèrent inef-
ficaces. De plus, les très bons résultats obtenus par [7]
sont surement dus à l’adaptation du solveur suivant les
cas (les sources de ce solveur ne sont malheureusement
pas disponibles). Durant la SAT-RACE 2015, au moins
deux autres solveurs ont utilisé les techniques adap-
tatives. Le premier est lingeling [6]. Cette version
utilise les techniques d’apprentissage, plus précisément
les algorithmes de type k-proches voisins (KNN) pour
classifier un problème parmi l’une des sous-catégories
de la compétition 2014 [5]. Si le classificateur valide
le choix, les paramètres du solveur sont modifiés en

conséquence pour s’adapter à la catégorie en question.
L’autre solveur est CryptoMinisat [22]. Il utilise éga-
lement des techniques d’apprentissage [21] pour sélec-
tionner, après 160000 conflits, une parmi les 13 initiali-
sations possibles du solveur. La phase d’entrâınement
a été réalisée sur les instances de 2009, 2011 et 2013.

Notre travail est relié à ces approches, mais notre ob-
jectif final est différent. Nous souhaitons comprendre
de manière profonde le comportement des solveurs
SAT et extraire des mesures compréhensibles par l’hu-
main pour les améliorer. Nous n’utilisons donc que 5
mesures pour différencier les instances en différentes
familles, la où SatZilla en utilise plus de 50. Une fois
ces cas extrêmes identifiés, nous travaillons sur chaque
famille et essayons de comprendre le comportement de
notre solveur et de l’adapter en conséquence. Ce n’est
donc pas du tout la même philosophie. Dans les an-
nées 90, un solveur de types portfolio n’aurait jamais
pu trouver des paramètres pour transformer un DPLL
en CDCL, par exemple.

6 Conclusion

Il est très difficile de trouver un classement uniforme
des solveurs sur des ensembles différents de bench-
marks, même lorsque l’on considère un ensemble sélec-
tionné avec soin comme celui des compétitions SAT.
Cela peut être problématique car dans la communauté
SAT, les résultats empiriques sont très souvent requis
lorsque l’on propose une nouvelle idée. Dans cet article,
nous montrons qu’un meilleur partitionnement des ins-
tances est nécessaire. Nous avons mis en évidence que
l’ensemble des benchmarks utilisés lors des compéti-
tions SAT est composés de nombreux problèmes aux
comportements extrêmes qui doivent être considérés à
part pour pouvoir être résolus efficacement. Un simple
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paramétrage des solveurs ne suffira pas, et l’on doit
surement les attaquer via de méthodes alternatives.
Nous proposons dans cet article une classification des
problèmes basée sur le comportement durant la re-
cherche plutôt que sur leur origine. Par exemple, des
instances nécessitant moins de 30 points de choix avant
d’arriver à des conflits ne doivent pas être attaqué avec
les solveurs courants, quoiqu’elles représentent initia-
lement.

À partir des observations précédentes, nous avons
proposé une simple adaptation de Glucose, utilisant
4 mesures aisément compréhensibles. Cette version
adaptative s’avère bien plus efficace que la version clas-
sique sur les problèmes très difficiles issus des compéti-
tions (allant de 2002 à 2013) et toujours performante
sur les dernières d’entre elles. Nous avons également
proposé une nouvelle stratégie de choix de la polarité
des variables de décisions, qui a également permis un
gain substantiel sur les instances considérées.
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Résumé

Trouver une partition minimisant le critère de la
somme des carrés (WCSS) a été largement étudié et
de nombreux algorithmes approchés ou exacts ont été
développés. Dans un processus de fouille de données, il
est important de pouvoir aussi modéliser des connais-
sances sur les résultats attendus et récemment a été
montré l’intérêt des formalismes déclaratifs pour repré-
senter les contraintes utilisateur. L’algorithme RBBA
(pour repetitive branch-and-bound) fait partie des al-
gorithmes exacts les plus performants, mais il ne prend
pas en compte des contraintes utilisateur. Nous présen-
tons dans ce papier une extension de RBBA permettant
d’intégrer de telles contraintes. Elle est réalisée grâce à
l’utilisation de la Programmation par Contraintes (PPC)
pour les étapes Branch and Bound. La PPC permet de
facilement modéliser les contraintes. Elle permet de cal-
culer non seulement une borne inférieure (comme sug-
géré dans RBBA) mais aussi une borne supérieure. En-
fin, nous avons développé des mécanismes de propaga-
tion adaptés pour profiter davantage des bornes calcu-
lées. Des expérimentations sur des bases de données clas-
siques montrent que notre approche dépasse largement,
en performance, des méthodes exactes existantes avec
contraintes utilisateur.

Abstract

Minimum sum-of-squares clustering (MSSC) is a wi-
dely studied task and numerous approximate as well as
a number of exact algorithms have been developed for
it. Recently the interest of integrating prior knowledge
to clustering in Data Mining has been shown, and much
attention has gone into incorporating user constraints
into clustering algorithms in a generic way. Repetitive
Branch-and-Bound Algorithm (RBBA) is one of the best
exact approaches for MSSC without user constraints.
In this paper we show how RBBA can be extended
to incorporate arbitrary user constraints. We develop
a framework using Constraint Programming to address

constrained MSSC. The key idea is to replace the internal
branch-and-bound method by Constraint Programming,
and use it to compute tight lower and upper bounds. We
also develop a propagator that makes better use of the
computed bounds. Experiments on classic datasets show
that our approach outperforms the existing state-of-the-
art exact approaches.

1 Introduction

Le clustering est une tâche classique de fouille de
données avec des applications variées en biologie, chi-
mie, médecine, commerce. Le but est de partitionner
un ensemble d’objets en sous-ensembles homogènes,
appelés clusters. La notion d’homogénéité est classi-
quement formulée sous la forme d’un critère, le plus
utilisé étant WCSS (Within-Cluster Sum of Squares),
défini comme la somme des distances euclidiennes au
carré entre chaque objet et le centre du cluster auquel
il est affecté. Lorsque ce critère est choisi on parle alors
de clustering minimisant la somme des carrés (MSSC).
Pour rendre les résultats d’un clustering plus proche
des attentes de l’utilisateur, on peut souhaiter intégrer
de la connaissance du domaine. Elle est alors souvent
modélisée par des contraintes posées sur la partition
recherchée.

Le clustering MSSC a été prouvé NP-Difficile [1] et a
été étudié dans de nombreux travaux. Beaucoup d’al-
gorithmes sont heuristiques, comme par exemple l’al-
gorithme des k-moyennes, et ne trouvent qu’un opti-
mum local [19]. Ils ont été étendus pour intégrer des
contraintes utilisateur, mais ils peuvent échouer pour
trouver une solution satisfaisant toutes les contraintes,
même s’il en existe une. D’autre part il existe des
cadres généraux et déclaratifs fondés sur des outils
d’optimisation génériques permettant de modéliser
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une grande variété de contraintes et de proposer une
solution optimale au problème, dès qu’il existe une so-
lution. Plusieurs cadres ont été proposés, fondé soit sur
la Programmation Linéaire en Nombres Entiers avec
génération de colonnes [4] ou sur la Programmation
par Contraintes (PPC) [9]. Ces cadres sont génériques
mais moins efficaces comparativement aux algorithmes
dédiés.

Un des meilleurs algorithmes de recherche d’un op-
timal global pour MSSC sans contraintes utilisateur
est RBBA (Repetitive Branch-and-Bound Algorithm)
[6]. Notre travail se base sur cet algorithme pour déve-
lopper un cadre générique avec contraintes utilisateur.
Nos contributions sont les suivantes :

— Nous étendons RBBA pour intégrer des
contraintes utilisateur.

— Nous présentons un cadre fondé sur la PPC pour
réaliser cette extension. L’idée clef est d’utili-
ser la PPC à chaque itération nécessitant un al-
gorithme de recherche branch-and-bound. Nous
montrons qu’utiliser la PPC permet de modéliser
facilement les contraintes utilisateur et d’obtenir
de meilleures bornes inférieures et supérieures.

— Nous développons un mécanisme de propagation
permettant une meilleure utilisation des bornes
calculées.

— Nous montrons que notre méthode dépasse en
performances les méthodes exactes existantes
sur des bases de données classiques et que bien
qu’étant générique, sa performance reste compé-
titive avec l’algorithme dédié RBBA dans le cas
sans contraintes utilisateur.

Plan. La section 2 introduit des notions de base et la
section 3 présente les travaux existants en lien avec
ce problème. La section 4 décrit l’algorithme RBBA
et l’extension que nous proposons pour intégrer des
contraintes utilisateur. Dans la section 5 est présenté
le cadre fondé sur la PPC permettant d’implanter cette
extension de RBBA. La section 6 est dédiée aux expé-
rimentations permettant de comparer notre méthode
aux autres approches exactes existantes. La section 7
discute des perspectives et conclut.

2 Préliminaires

Considérons un ensemble O de N objets dans
un espace euclidien. Soit d la distance euclidienne
(d(o, o′) = ||o − o′||). Le clustering MSSC (Minimum
Sum-of-Squares Clustering) vise à trouver une parti-
tion ∆ des objets en K clusters C1, ..., CK telle que :
(1) ∀k ∈ {1, ..,K}, Ck 6= ∅, (2)

⋃
k Ck = O, (3)

∀k 6= k′, Ck∩Ck′ = ∅ et (4) la somme des carrés intra-
clusters (WCSS) est minimisée, où WCSS est définie

par :

WCSS(∆) =
∑

k∈{1,..,K}

∑

o∈Ck

d(o,mk)2

où pour chaque k ∈ [1,K], mk est le centre du cluster
Ck. De façon équivalente [12, 14] :

WCSS(∆) =
∑

k∈{1,..,K}

1
2

∑
o,o′∈Ck

d(o, o′)2

|Ck|

A noter que d’autres critères existent pour le cluste-
ring, comme par exemple

— minimiser la somme des dissimilarités intra-
cluster :

∑
k∈{1,..,K}

∑
o,o′∈Ck

d(o, o′)2,
— minimiser le diamètre maximal des clusters :

maxk∈{1,..,K}maxo,o′∈Ck
d(o, o′)),

— maximiser la séparation minimale entre clusters :
mink,k′∈{1,..,K},k 6=k′ mino∈Ck,o′∈Ck′ d(o, o′).

Un utilisateur peut aussi disposer de connaissances
préalables au clustering, ou souhaiter imposer des
contraintes sur les clusters. Par exemple, il peut
connâıtre des étiquettes sur un sous-ensemble des ob-
jets ou une borne supérieure sur le nombre d’objets de
chaque cluster. De telles connaissances sont intégrées
dans le processus de clustering par des contraintes
utilisateur qui doivent être satisfaites. On distingue
en général les contraintes sur les instances, introduite
dans [21], certainement les plus utilisées et spécifiant
des contraintes sur des paires d’objets, des contraintes
sur les clusters. Les contraintes sur les instances sont
soit des contraintes must-link (ML) ou des contraintes
cannot-link (CL) spécifiant que deux objets doivent
être, ou resp. ne peuvent pas être, dans le même clus-
ter. On distingue aussi plusieurs types de contraintes
sur les clusters, les plus populaires étant les suivantes.

— Une contrainte de diamètre fixe une borne supé-
rieure γ sur le diamètre des clusters : ∀k ∈ [1,K],
∀o, o′ ∈ Ck, d(o, o′) ≤ γ. Cette contrainte peut
être exprimée par des contraintes CL : chaque
paire d’objets o, o′ à une distance strictement su-
périeure à γ doivent être dans des clusters diffé-
rents (CL(o, o′)).

— Une contrainte de marge fixe une borne infé-
rieure δ sur la distance séparant les clusters :
∀k 6= k′ ∈ [1,K], ∀o ∈ Ck, ∀o′ ∈ Ck′ , d(o, o′) ≥
δ. Cette contrainte peut être exprimée par des
contraintes ML : chaque paire d’objets o, o′ à
une distance strictement inférieure à δ doivent
être dans les mêmes clusters (ML(o, o′)).

— Une contrainte de densité exprime que chaque
point doit avoir dans un voisinage de rayon ε
au moins m points appartenant au même cluster
que lui : ∀k ∈ [1,K], ∀o ∈ Ck, ∃o1, .., om ∈ Ck \
{o}, d(o, oi) ≤ ε.
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— Une contrainte de taille minimale (resp. maxi-
male) impose à chaque cluster de posséder au
moins (resp. au plus) un nombre α (resp. β) fixé
d’objets : ∀k ∈ [1,K], |Ck| ≥ α (ou |Ck| ≤ β,
resp.).

3 Autres travaux

Le clustering minimisant la somme des carrés
(MSSC) sous contraintes a été étudié avec des ap-
proches heuristiques et exactes. Parmi les approches
heuristiques, l’algorithme des k-moyennes trouve un
optimum local dans le cas sans contraintes utilisateur
(voir [19]). Il a été étendu aux contraintes d’instances
avec COP-kmeans [22] ou LCVQE [18]. Cependant
lorsque le nombre de contraintes augmente, de tels
algorithmes échouent souvent à trouver une solution
satisfaisant toutes les contraintes même s’il en existe
une, ou ne trouve qu’une solution ne satisfaisant pas
toutes les contraintes.

Les approches exactes pour MSSC sans contraintes
utilisateur utilisent des algorithmes de recherche
branch-and-bound [16, 5, 6], la programmation dyna-
mique [15, 20], la programmation linéaire en nombres
entiers (ILP) et la génération de colonnes [11, 3], la mé-
thode des plans sécants [23] ou un programme semi-
défini branch-and-cut [2]. Il existe peu de méthodes
exactes pour MSSC intégrant des contraintes utilisa-
teur [4, 9]. Elles sont fondées sur des outils d’opti-
misation génériques, de manière à modéliser plusieurs
types de contraintes utilisateur. Etendant [3], un cadre
fondé sur ILP et la génération de colonnes a été pro-
posé dans [4]. Un cadre générique fondé sur la PPC
a été développé dans [9], avec une contrainte globale
pour calculer et élaguer l’espace de recherche pour le
critère WCSS de MSSC.

Il existe aussi d’autres modélisations du clustering
sous contraintes avec des fonctions objectif différentes.
[17] propose une approche fondée sur ILP ; un en-
semble de clusters candidats doit être donné en entrées
et plusieurs critères peuvent être considérés pour choi-
sir le meilleur sous-ensemble de clusters. Une approche
fondée sur SAT a aussi été proposée pour le cluste-
ring sous contraintes avec les critères de diamètre ou
de séparation [10]. Un cadre fondé sur la PPC a été
développé dans [7, 8] incluant comme critères d’opti-
misation le diamètre, la séparation, la somme des dis-
similarités intra-cluster et des contraintes utilisateur.

Notre travail étend l’algorithme RBBA [6], qui
trouve un optimum global pour MSSC sans contraintes
utilisateur. Nous montrons que la méthode que nous
proposons peut être combinée avec un cadre en PPC,
donnant une méthode efficace permettant d’intégrer
facilement des contraintes utilisateur.

4 Extension de RBBA aux contraintes uti-
lisateur

Soit O un ensemble de N points, et soit ∆ une par-
tition de O en au plus K clusters. Pour chaque sous-
ensemble S de O, soit ∆S la projection de ∆ sur les
objets de S et WCSS(∆S) la valeur WCSS de ∆S .
Soit WCSS∗(S) = min∆(WCSS(∆S)). Notons que
dans ∆S certains clusters de ∆ peuvent être vides.

4.1 Inégalité de borne inférieure sans contraintes
utilisateur

L’algorithme RBBA et l’extension que nous pro-
posons reposent sur le résultat suivant [16]. Soit S
un sous-ensemble de O et soient S1 et S2 tels que
S = S1 ∪ S2 et S1 ∩ S2 = ∅. Nous avons alors :

WCSS(∆S) ≥WCSS(∆S1
) +WCSS(∆S2

) (1)

Puisque WCSS∗(S2) est la plus petite valeur de
WCSS pour toutes les partitions de S2 en au plus K
clusters, nous avons :

WCSS(∆S2
) ≥WCSS∗(S2) (2)

et donc :

WCSS(∆S) ≥WCSS(∆S1) +WCSS∗(S2) (3)

L’inégalité (3) peut être utilisée pour trouver une
partition optimale de S comme suit. Supposons que
nous avons déjà construit une partition de S, nous
donnant ainsi une borne supérieure pour WCSS∗(S),
que nous avons une solution partielle ∆S1 et que nous
connaissons une solution optimale de WCSS∗(S2).
Alors si WCSS(∆S1

) + WCSS∗(S2) est plus grand
que la borne supérieure actuelle, l’espace de recherche
peut être élagué.

4.2 Algorithme RBBA

L’algorithme RBBA (Repetitive Branch-and-Bound
Algorithm) [6] est décrit dans l’algorithme 1.

Dans cet algorithme, On représente les n derniers
points (de N − n + 1 à N), ∆n une partition de On

en au plus K clusters, ∆∗n une partition optimale de
On en au plus K clusters et Wn le score optimal pour
WCSS (Wn = WCSS(∆∗n)). Tout d’abord, les points
de O sont ordonnés Ordering(O). Plusieurs heuris-
tiques peuvent être utilisées, elles seront présentées en
sous-section 4.5. Nous supposons que les points sont
alors nommés par leur index i ∈ [1, N ]. Init(OK) crée
ensuite ∆∗K en mettant chaque point seul dans un clus-
ter, et par conséquent WK = 0.

Greedy Extension(On,∆
∗
n−1) est un algorithme

glouton pour construire une partition ∆n de On, en
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Algorithm 1: RBBA

1 Ordering(O)
2 OK ← {N −K + 1, . . . , N}
3 ∆∗K ← Init(OK)
4 WK ← 0
5 for n = K + 1 to N do
6 On ← On−1 ∪ {N − n+ 1}
7 ∆n ← Greedy Extension(On,∆

∗
n−1)

8 Un ←WCSS(∆n)
9 ∆∗n ← BaB Search(On, Un,W )

10 Wn ←WCSS(∆∗n)

ajoutant le nouveau point à la meilleure partition
précédente ∆∗n−1 de manière à augmenter le moins
possible WCSS. La valeur WCSS(∆n) constitue une
borne supérieure Un de WCSS(∆∗n).

BaB Search(On, Un,W ) est un algorithme de type
branch-and-bound qui cherche une partition optimale
∆∗n de l’ensemble On, en utilisant Un comme borne
supérieure et en exploitant l’inégalité (3) avec les va-
leurs Wi (i < n) comme bornes inférieures. Soit m =
N −n+ 1 le nouveau point ajouté à cette étape. Dans
l’algorithme branch-and-bound, les points de On sont
traités dans l’ordre m,m+ 1, . . . , N . Considérons une
étape où un point p (m ≤ p < N) est affecté à un
cluster. Soit S1 l’ensemble de points {m, ..., p} et S2

l’ensemble {p + 1, ..., N}. Tous les points de S1 ont
déjà été instanciés et ceux de S2 ne le sont pas encore.
Soit ∆ la partition en construction. WCSS(∆S1) est
connu et WCSS∗(S2) a été calculé dans une itération
précédente de RBBA et stocké dans W|S2|. Soit Un la
borne supérieure actuelle. L’inégalité (3) est utilisée
et si WCSS(∆S1

) +WCSS∗(S2) ≥ Un, il ne sera pas
possible d’étendre ∆S1 en une solution avec une valeur
WCSS meilleure que Un. En conséquence, BaB Search
ne cherche pas à étendre ∆S1 et l’espace de recherche
est élagué. Quand p = N , la partition ∆ est complète
et Un est fixé à WCSS(∆). Si l’espace de recherche est
complètement exploré, la dernière partition ∆ trouvée
est une solution optimale.

Les solutions optimales, calculées à des étapes pré-
cédentes sont utilisées comme bornes inférieures pour
élaguer la recherche. Les bornes supérieures fournies
par l’algorithme glouton sont aussi importantes, elles
sont en général assez proches de la solution optimale,
elles correspondent même souvent à la solution opti-
male. Grâce à ces bornes, même si RBBA exécute N
fois une recherche branch-and-bound, il est néanmoins
le meilleur algorithme exact pour le clustering minimi-
sant la somme des carrés.

4.3 Inégalités de borne inférieure avec contraintes
utilisateur

Considérons un ensemble de contraintes utilisateur
C sur O et étudions sous quelles conditions l’inéga-
lité (3) reste valide. Notons WCSS∗(O, C) la valeur
optimale de WCSS pour O sous les contraintes C. L’es-
pace de recherche, dénoté par S(O, C) est l’ensemble de
toutes les partitions de O satisfaisant C. Plus générale-
ment, soit S un sous-ensemble de O et C un ensemble
de contraintes sur S, S(S,C) représente l’ensemble des
partitions de S satisfaisant C.

L’inégalité (1) compare une partition et ses projec-
tions sur deux sous-ensembles complémentaires. Au-
cune condition n’est posée sur les partitions, elle
reste donc vraie, même si les partitions satisfont des
contraintes. L’inégalité (3) repose sur les inégalités (1)
et (2). Lorsque l’on considère des contraintes utilisa-
teur, deux questions se posent :

1. Etant donné un ensemble C de contraintes sur
S, quel est l’ensemble de contraintes, noté CS2

,
posé sur S2 ?

2. WCSS∗(S2, CS2) représente la valeur optimale
de WCSS parmi les partitions de S(S2, CS2).
Est-ce que l’inégalité (2) est encore valide ? Au-
trement dit, si ∆S satisfait C, est-ce que sa pro-
jection sur S2 satisfait CS2

?

Notons que si C1 et C2 sont deux ensembles de
contraintes telles que C1 ⊆ C2, alors S(S,C1) ⊇
S(S,C2) et donc WCSS∗(S,C1) ≤ WCSS∗(S,C2).
Nous distinguons deux types de contraintes :

— les contraintes d’instances, telles que les
contraintes ML ou CL posées sur des paires d’ob-
jets,

— les contraintes sur les clusters, telles que la ca-
pacité maximale ou minimale des clusters. Rap-
pelons que certaines contraintes sur les clusters
comme le diamètre ou la marge peuvent être tra-
duites en contraintes CL (resp. ML).

Soit C un ensemble de contraintes sur S, nous no-
tons CS2 l’ensemble des contraintes d’instances de C
posées sur les objets de S2. Si une partition ∆ satisfait
un ensemble C de contraintes, alors sa projection sur
S2 satisfait les contraintes CS2

. Donc :

WCSS(∆S , C) ≥WCSS(∆S1) +WCSS∗(S2, CS2)
(4)

Concernant les contraintes sur les clusters, nous
introduisons la notion de contrainte anti-monotone
comme suit. Une contrainte c est dite anti-monotone
si lorsqu’elle est satisfaite par une partition ∆S , alors
elle est satisfaite par toutes les projections ∆S2

sur
des sous-ensembles S2 de S. Autrement dit, soit vc
la fonction booléenne qui teste si c est satisfaite sur
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une partition. Une contrainte anti-monotone satisfait
la propriété suivante : si ∆ est une partition sur S et
si S2 ⊆ S alors vc(∆S2) ≥ vc(∆). Par exemple une
contrainte de capacité maximale est anti-monotone,
alors qu’une contrainte de capacité minimale ne l’est
pas. Soit Ca les contraintes anti-monotones de C.
Alors, nous avons :

WCSS(∆S , C) ≥WCSS(∆S1
)+WCSS∗(S2, CS2

∪Ca)
(5)

4.4 RBBA avec contraintes utilisateur

Soit C l’ensemble des contraintes utilisateur sur O.
Supposons que C soit satisfiable, ie. il existe une par-
tition ∆ de O qui satisfait C. L’extension de RBBA
intégrant les contraintes utilisateur est présentée dans
l’algorithme 2.

Après avoir ordonné les points, l’algorithme 2 consi-
dère l’ensemble OK = {N−K+1, . . . , N} et construit
une partition ∆K en au plus K clusters comme suit.
Soit CK = COk

, l’ensemble des contraintes d’instances
sur Ok. Pour tout point i ∈ OK , s’il existe une
contrainte ML sur i avec un autre point j ∈ OK déjà
affecté, alors i est affecté au même cluster que j, sinon
i est mis dans un nouveau cluster. Puisque C est sa-
tisfiable sur O, la partition ∆K satisfait CK . Puisque
chaque point est mis seul dans un cluster dès lors qu’il
n’existe pas de contraintes ML dans OK portant des-
sus, ∆K est un clustering optimal ∆∗K pour OK et
CK .

A chaque étape n, soit On l’ensemble composé des
n derniers points, l’algorithme 2 cherche dans l’es-
pace des solutions S(On, Cn), ie. l’ensemble des par-
titions de On qui satisfont Cn. Feasible Extension
essaie d’étendre la meilleure partition obtenue à
l’étape précédente ∆∗n−1 en une partition ∆n de
On satisfaisant Cn. Si une telle extension ∆n

existe, WCSS(∆n) est une borne supérieure pour
WCSS(∆∗n). Sinon, la borne supérieure est fixée à
l’∞. Constrained BaB(On, Cn, Un,W ) effectue une re-
cherche branch-and-bound pour trouver une partition
optimale parmi toutes les partitions satisfaisant Cn.
Il utilise Un comme borne supérieure initiale et W
comme bornes inférieures, de la même manière que
BAB Search dans l’algorithme 1.

Constrained BaB(On, Cn, Un,W ) est un algorithme
de recherche branch-and-bound, sous contraintes, i.e.,
il prend en compte les contraintes Cn pendant la re-
cherche d’une solution optimale. Il existe plusieurs
choix possibles pour l’ensemble de contraintes Cn passé
en argument de la méthode. On peut utiliser l’en-
semble COn

ou COn
∪ Ca où Ca est l’ensemble des

contraintes anti-monotones sur les clusters. Remar-
quons que plus le nombre de contraintes considéré

Algorithm 2: Extended RBBA

1 Ordering(O)
2 OK ← {N −K + 1, . . . , N} ; CK ← COK

3 ∆K ← Init(OK)
4 WK ←WCSS(∆K)
5 for n = K + 1 to N do
6 On ← On−1 ∪ {N − n+ 1}
7 ∆n ← Feasible-Extension(On, Cn,∆∗n−1)
8 if ∆n exists then
9 Un ←WCSS(∆n)

10 else
11 Un ←∞
12 ∆∗n ← Constrained BaB(On, Cn, Un,W )
13 Wn ←WCSS(∆∗n)

est important, plus serrée sera la borne pour les
étapes suivantes. Nous utilisons la programmation par
contraintes pour réaliser Constrained BaB, comme ex-
pliqué dans la section suivante.

4.5 Ordonnancement des points

Les algorithmes 1 et 2 commencent par ordonner
les points et répètent les étapes branch-and-bound en
suivant cet ordre. Dans RBBA [6], une heuristique de
séparation des plus proches voisins (nearest-neighbor
separation NNS) est utilisée : à chaque étape de l’or-
donnancement, les deux points qui ont la distance la
plus faible sont retirés et placés aux extrémités oppo-
sées dans l’ordonnancement. Elle a pour but de mettre
des points faciles à classer, car proches d’un point déjà
classé, vers la fin du processus.

L’ordre que nous utilisons est fondé sur l’algorithme
FPF (furthest-point-first) [13]. Il commence par choisir
le point le plus éloigné des autres points, le marquant
comme la première tête et associe tous les points à
cette première tête. A chaque itération le point i qui
est le plus loin de sa tête est marqué comme une nou-
velle tête et les points non encore marqués qui sont
plus proches de lui que de leur tête lui sont alors asso-
ciés. L’algorithme s’arrête lorsque tous les points sont
marqués. L’ordre choisi est l’ordre de marquage des
points. Cet ordonnancement tend à mettre les points
loin les uns des autres au début, visant à traiter les
points perturbateurs au début du processus.

5 Un cadre en programmation par
contraintes

Nous présentons un cadre à base de programmation
par contraintes (PPC) pour réaliser l’algorithme 2.
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La PPC est utilisée à la fois pour la recherche par
branch-and-bound (Constrained Bab) et pour trouver
un clustering de départ (Feasible Extension). Elle est
également utilisée pour trouver de meilleures bornes
inférieures et supérieures.

5.1 Un modèle en PPC pour Constrained BaB

Etant donnés un ensemble de n points On, un en-
semble de contraintes Cn, une borne supérieure Un de
la somme des carrés WCSS sur On et W les valeurs
de WCSS calculées dans les itérations précédentes,
Constrained BaB(On, Cn, Un,W ) dans l’algorithme 2
a pour objectif de trouver un clustering ∆∗n sur On,
qui satisfait toutes les contraintes de Cn et qui mini-
mise la somme des carrées WCSS.

Afin de construire un modèle en PPC pour cette
tâche, nous étendons le modèle pour le clustering
sous contraintes développé en [8]. Afin de définir une
répartition de n points en K clusters, n variables
entières G1, . . . , Gn sont utilisées, avec Dom(Gi) =
{1, ..,K}. L’affectation Gi = k signifie que le point
i est mis dans le cluster k. Une affectation complète
définit donc une partition, mais une partition peut
correspondre à plusieurs affectations différentes (par
exemple en permutant les indices des clusters). Afin
de casser ces symétries entre partitions, la contrainte
precede([G1, .., Gn], [1, ..,K]) est utilisée. Elle impose
que le point 1 soit dans le cluster 1 et un point i ne peut
être dans un cluster k que si le cluster k−1 contient un
point j avec j < i. Tous les types de contraintes uti-
lisateur introduits en Section 2 peuvent être exprimés
en utilisant des contraintes prédéfinies de PPC [8].

Pour présenter la somme des carrés du clustering
défini par les variables G, nous introduisons une va-
riable V de type virgule flottante. Le domaine de V
est l’intervalle [V.lb, V.ub), avec initialement V.lb = 0
et V.ub = Un. La relation que V représente la somme
des carrés du clustering défini par (le domaine) de
G est renforcée par une nouvelle contrainte globale
sumSquares(G,V, d,W ).

5.2 Une nouvelle contrainte somme des carrés

La contrainte sumSquares(G,V, d,W ) exprime que
V est la somme des carrés du clustering défini par G.
Rappelons que d est la mesure de distance et W est
un tableau contenant les valeurs WCSS calculées dans
les itérations précédentes de RBBA. Le filtrage pour
cette contrainte est présenté dans l’algorithme 3.

Suivant le principe de RBBA, pendant la recherche
par branch-and-bound, les variables G1, . . . , Gn sont
affectées dans l’ordre croissant de leur indice. Une ins-
tanciation partielle est donc telle qu’il existe un indice
p (1 ≤ p < n) où G1, . . . , Gp sont toutes affectées et

Gp+1 ne l’est pas. Les variables Gp+1, . . . , Gn corres-
pondent aux n−p derniers points deO. Puisque RBBA
itère en augmentant la valeur de n, les cas correspon-
dant aux n− p derniers points ont déjà été considérés
dans une étape précédente. La valeur minimale WCSS
de ces points est stockée dans Wn−p.

L’algorithme 3 assure d’abord la consistance de
borne pour la variable V en calculant une borne infé-
rieure. Les valeurs sum[k] et size[k] représentent res-
pectivement la somme des distances au carré des paires
de points dans le cluster k et le nombre de points dans
ce cluster. La valeur V1 représente la valeur WCSS du
clustering partiel formé par les p variables déjà affec-
tées. Puisque Wn−p représente la valeur WCSS mini-
male pour les derniers n−p points, d’après les inégali-
tés (4) et (5), V1 +Wn−p est une borne inférieure pour
V (ligne 12). Puisque V.lb ≤ V < V.ub, un échec sera
invoqué si V1 +Wn−p ≥ V.ub (ligne 11).

L’algorithme 3 exploite aussi W pour filtrer le do-
maine de la variable Gp+1. Chaque valeur s[k] repré-
sente la contribution du point p+1 dans le cas où il se-
rait affecté au cluster k. Pour chaque k ∈ Dom(Gp+1),
V ′1 est la valeur révisée de V1 si le point p+1 est affecté
au cluster k. V ′1 représente aussi la valeur WCSS du
clustering partiel formé par les p+ 1 premiers points.
Du fait que Wn−p−1 représente la valeur WCSS mi-
nimale des derniers n − p − 1 points, d’après l’inéga-
lité (4), si V ′1 +Wn−p−1 ≥ V.ub un échec sera invoqué.
Dans ce cas, le point p + 1 ne pourra pas être mis
dans le cluster k, la valeur k est donc supprimée du
Dom(Gp+1).

La complexité de l’algorithme est O(p2), à cause du
calcul de sum et size. Elle peut se réduire O(p) si les
tableaux sum et size sont stockés et calculés de façon
incrémentale sur les différentes propagations.

5.3 Modèles local vs. complet

Soit C l’ensemble des contraintes utilisateur sur l’en-
semble total de points O. Les contraintes de C peuvent
être des contraintes d’instance (must-link, cannot-link)
ou de clusters (taille, densité, etc.). A chaque itéra-
tion n, Constrained BaB trouve un clustering qui mi-
nimise la valeur WCSS et qui satisfait l’ensemble de
contraintes Cn. Nous proposons deux méthodes diffé-
rentes pour définir l’ensemble Cn et donc pour spécifier
le modèle en Sous-section 5.1.

Modèle local A l’étape n, soit On l’ensemble des n
points considérés. Le modèle local porte sur les n va-
riables G1, . . . , Gn correspondant aux n points. L’en-
semble Cn est COn

, ie. l’ensemble des contraintes d’ins-
tance sur les points de On. Lorsque n = N , on a
Cn = C.
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Algorithm 3: Filtering of sumSquares(G,V, d,W )

input: G1, ..., Gp assigned, Gp+1 unassigned
// computation of lower bound for V

1 for k = 1 to K do
2 sum[k]← 0 ; size[k]← 0 ; s[k]← 0

3 for i = 1 to p do
4 k ← Gi.val() ; size[k]← size[k] + 1
5 for j = i+ 1 to p do
6 if Gj .val() == k then
7 sum[k]← sum[k] + d(i, j)2

8 V1 ← 0
9 for k = 1 to K do

10 V1 ← V1 + sum[k]/size[k]

11 if V1 +Wn−p ≥ V.ub then return Failure ;
12 else V.lb← max(V.lb, V1 +Wn−p) ;

// look ahead to filter Dom(Gp+1)
13 for i = 1 to p do
14 s[Gi.val()]← s[Gi.val()] + d(i, p+ 1)2

15 foreach k in Dom(Gp+1) do
16 V ′1 ← V1 − sum[k]/size[k] + (sum[k] +

s[k])/(size[k] + 1)
17 if V ′1 +Wn−p−1 ≥ V.ub then
18 remove k from Dom(Gp+1)

Modèle complet A chaque étape n ≤ N , Constrai-
ned BaB utilise le modèle complet qui est sur N va-
riables G1, . . . , GN correspondant aux N points. L’en-
semble de contraintes Cn est toujours C. Cependant,
puisque nous cherchons un clustering optimal sur les
derniers n points, la contrainte sumSquares est défi-
nie sur V et seulement sur les n dernières variables
GN−n+1, . . . , GN . Le branchement est effectué seule-
ment sur ces n variables.

L’intérêt du modèle complet est qu’il peut permettre
de détecter plus tôt des cas inconsistants. Par exemple
considérons 3 points a, b, c, (N = 3), K = 2 et
deux contraintes cannot-link CL(a, b) et CL(a, c). A
l’étape n = 2, les deux derniers points sont considérés
(O2 = {b, c}). Le modèle local est défini sur Gb et Gc

et n’a pas de contraintes. Il trouve donc comme so-
lution un clustering ∆∗2 où chaque point est dans un
cluster (WCSS(∆∗2) = 0). Ce clustering ne peut pas
être étendu à l’étape suivante, oùO3 = {a, b, c} à cause
des contraintes CL. Le modèle complet quant à lui, est
défini toujours sur 3 variables Ga, Gb, Gc avec deux
contraintes Ga 6= Gb et Ga 6= Gc. A l’étape n = 2,
même si seulement deux variables Gb et Gc sont ins-
tanciées, l’existence de Ga dans le modèle empêche que
b et c soient dans deux clusters différents, car sinon
Dom(Ga) = ∅. Le modèle complet peut donc trou-

ver une borne inférieure plus élevée, meilleure car plus
réaliste, pour la valeur WCSS des étapes suivantes.

5.4 Construire un clustering de départ

Dans l’algorithme 1, à chaque étape, RBBA com-
mence par construire un clustering de départ ∆n dont
la valeur WCSS constitue une borne supérieure pour la
recherche branch-and-bound (ligne 7). Sans contraintes
utilisateur, ∆n est créé en ajoutant le nouveau point
au clustering solution de l’étape précédente ∆∗n−1 de
sorte que la valeur WCSS augmente le moins possible.
Cette extension donne souvent une borne supérieure
assez proche, parfois même la meilleure solution. Pour
Feasible Extension(On, Cn,∆∗n−1) dans l’algorithme 2,
l’extension devient plus subtile car ∆n doit satisfaire
toutes les contraintes utilisateur Cn.

Feasible Extension(On, Cn,∆∗n−1) doit trouver un
clustering satisfaisant Cn rapidement. Afin d’équilibrer
la qualité de la solution et le temps de calcul, le modèle
en sous-section 5.1 est utilisé dans un cas restreint : les
dernières n − 1 variables G2, . . . , Gn sont affectées en
suivant le clustering ∆∗n−1. Le branchement est seule-
ment sur G1, ce qui simule une recherche gloutonne.
S’il existe un clustering qui étend ∆∗n−1 et qui satis-
fait Cn, le modèle va trouver le meilleur parmi toutes
les possibilités. Si une telle extension n’existe pas, la
borne supérieure pour la valeur WCSS est ∞.

5.5 Contraintes must-link

Les contraintes must-link, si elles existent, re-
groupent les points concernés dans un même cluster.
Afin d’exploiter davantage ces contraintes, la ferme-
ture transitive de ces contraintes est d’abord calcu-
lée. Cette fermeture transitive définit un ensemble de
ML-blocs, et au lieu de chercher un clustering sur
les points initiaux, nous cherchons un clustering sur
les ML-blocs. Etant donnés N points, supposons que
les contraintes must-link créent M blocs (M ≤ N).
La distance entre deux blocs bi, bj est définie par

d(bi, bj) =
√∑

o∈bi,o′∈bj d(o, o′)2. Chaque bloc bi a

son poids w(i) =
∑

o,o′∈bi d(o, o′)2/2 et sa taille s(i)
qui est le nombre de point initiaux dans le bloc. Un
bloc bi qui contient un seul point initial aura w(i) = 0
et s(i) = 1. Les contraintes d’instance qui restent à
satisfaire sont seulement des contraintes cannot-link.
Une contrainte cannot-link est définie sur deux blocs
bi, bj s’il existe une contrainte cannot-link sur deux
points o, o′ tels que o ∈ bi et o′ ∈ bj .

Utiliser des blocs signifie que dans le modèle de la
sous-section 5.1, chaque variable Gi correspond à un
bloc bi. Les contraintes de cluster peuvent être ex-
primées sur des blocs. Par exemple, une contrainte
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de taille minimale indique que chaque cluster doit
avoir au moins α points initiaux. Pour exprimer cette
contrainte, nous définissons un tableau T , qui contient
des variables Gi chacune répétée s(i) fois. T est donc
de longueur N et la contrainte de taille minimale est
exprimée par |{j ∈ {1, . . . , N} | Tj = k}| ≥ α pour
k ∈ [1,K].

6 Expérimentations

Nous comparons dans les expérimentations
CPRBBA avec les autres approches exactes RBBA 1,
CPClustering 2.1 2 et CCCG-0.5.1 3. Les expéri-
mentations sont réalisées dans les deux cas avec ou
sans contraintes utilisateur. Nous avons développé
CPRBBA et la contrainte sumSquares en utilisant
la bibliothèque de PPC Gecode version 4.3.3. Des
bases de données classiques du dépôt UCI 4 sont
utilisées, avec le nombre réel de classes si ce nombre
est connu. Les expérimentations sont effectuées sur
un processeur Intel Xeon E3-1225 CPUs sous Ubuntu
14.04 ; des limites sont fixées en temps (30 minutes)
et en mémoire (4 Go, qui n’est jamais atteinte).

Ordre des points. L’ordre des points définit l’ordre
d’affectation des variables dans (CP)RBBA. La per-
formance de (CP)RBBA dépend donc de l’ordre de
points. Nous comparons table 1 les performances de
CPRBBA (modèle local) avec 4 ordres différents :
l’ordre initial des points (init), la moyenne de 5
ordres aléatoires (rand), l’ordre de séparation des plus
proches voisins comme dans RBBA (NNS) et l’ordre
furthest-point first (FPF). On peut constater que
l’ordre donnant les meilleurs résultats diffère d’une
base à une autre. Dans ce qui suit, l’ordre FPF est
utilisé car il obtient en moyenne le meilleur temps.

dataset N K init random NNS FPF
ruspini 75 4 0.06 0.00 0.01 0.01
soybean 47 4 773.91 10.01 0.80 1.28
hatco 100 2 0.19 0.02 0.07 0.05
hatco 100 3 4.68 0.69 0.55 0.20
hatco 100 4 980.35 556.33 78.37 7.52
hatco 100 5 1800+ 1800+ 1800+ 1636.41
iris 150 3 1800+ 0.95 2.30 1.33
wine 178 3 1800+ 1800+ 16.37 53.57
seeds 210 3 1800+ 491.03 1353.26 170.67
breast 569 2 1167.62 1800+ 1800+ 1800+
moyenne 1012.7 645.9 505.2 367.1

Table 1 – Temps de calcul en secondes de CPRBBA avec
différents ordres de points.

1. http://www.psiheart.net/QuantPsych/monograph.html

2. http://www.cp4clustering.com/

3. https://dtai.cs.kuleuven.be/CP4IM/cccg/

4. http://archive.ics.uci.edu/ml/

Comparaisons dans le cas sans contraintes.
Nous comparons CPRBBA à RBBA implanté par
Brusco [6], à CPClustering fondé sur la PPC [9] et à
CCCG qui utilise la génération de colonnes [4]. D’autre
méthodes exactes n’ont pas de codes accessibles pu-
bliquement, mais les expérimentations respectives in-
diquent que RBBA est le meilleur algorithm pour des
valeurs K faibles, ce qui est en général le cas en Data
Mining.

Les résultats sont montrés dans la table 2. Notons
que RBBA et CPRBBA sont toujours meilleurs que
CPClus et CCCG, et que CPRBBA même étant un
cadre générique est compétitif par rapport à RBBA
qui est un algorithme dédié.

K CCCG CPClus RBBA CPRBBA
ruspini 4 1800+ 0.41 0.01 0.01
soybean 4 1800+ 1.21 0.38 1.32
hatco 2 1800+ 1.74 0.03 0.05
hatco 3 1800+ 186.18 0.29 0.20
hatco 4 1800+ 1800+ 53.95 7.88
hatco 5 1800+ 1800+ 1800+ 1636.95
iris 3 1800+ 583.19 1.14 1.35
wine 3 1800+ 1800+ 7.86 53.60
seeds 3 1800+ 1800+ 542.74 170.67
breast 2 1800+ 1800+ 1800+ 1800+

Table 2 – Temps de calcul en secondes des approches
exactes

Contraintes must-link et cannot-link. Les
contraintes must-link (ML) et cannot-link (CL)
sont générées aléatoirement à partir des classes
réelles. Pour cela, deux points sont choisis aléatoire-
ment, et, en fonction de leur classe une contrainte ML
ou CL est créée, jusqu’à ce que le nombre souhaité de
contraintes soit atteint.
Contraintes ML. On constate (Table 3) que CPRBBA
est meilleur que deux approches exactes actuelles pour
le clustering sous contraintes CCCG et CPClus. Avec
des contraintes ML, on ne note pas de grandes diffé-
rences entre les modèles local et complet, car on uti-
lise les ML-blocs au lieu des points individuels ini-
tiaux. Pour un seul cas de wine avec 50 contraintes,
CPRBBA ne peut pas terminer la recherche avant la
limite de temps imparti.
Contraintes CL. Les résultats avec des contraintes
cannot-link sont présentés Table 4. Ajouter des
contraintes CL peut rendre le problème plus difficile.
On constate encore que CPRBBA est meilleur que les
autres approches, ce qui peut s’expliquer par le fait
qu’il est meilleur dans le cas sans contraintes. Plus on
ajoute des contraintes CL, plus il existe de cas où la
solution optimale n’est pas prouvée dans la limite de
temps (voir nombre entre parenthèses), ce qui implique
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#c cccg cpclus cprbba-local cprbba-full
iris 10 1800+ (5) 341.59 (0) 0.81 (0) 0.86 (0)
iris 25 1800+ (5) 288.58 (0) 1.51 (0) 1.58 (0)
iris 50 1800+ (5) 135.32 (0) 0.23 (0) 0.25 (0)
iris 100 47.20 (0) 1.20 (0) 0.01 (0) 0.01 (0)
iris 150 0.20 (0) 0.07 (0) 0.01 (0) 0.01 (0)
wine 10 1800+ (5) 1800+ (5) 258.54 (0) 259.30 (0)
wine 25 1800+ (5) 1800+ (5) 217.29 (0) 218.76 (0)
wine 50 1800+ (5) 1800+ (5) 363.34 (1) 363.62 (1)
wine 100 1800+ (5) 1800+ (5) 1.19 (0) 1.23 (0)
wine 150 10.60 (0) 18.92 (0) 0.13 (0) 0.13 (0)

Table 3 – Temps moyen sur 5 jeux aléatoires de #c
contraintes ML ; entre parenthèses le nombre de cas où le
temps limit de 1800 secondes est dépassé.

un temps élevé en moyenne. On peut observer l’intérêt
du modèle complet avec la base iris et en considérant
plus de 100 contraintes CL.

#c cccg cpclus cprbba-local cprbba-full
iris 10 1800+ (5) 727.32 (0) 1.69 (0) 1.79 (0)
iris 25 1800+ (5) 685.50 (0) 6.38 (0) 6.70 (0)
iris 50 1800+ (5) 1694.03 (4) 63.94 (0) 64.07 (0)
iris 100 1800+ (5) 497.90 (0) 368.41 (1) 15.40 (0)
iris 150 1800+ (5) 643.72 (1) 721.29 (2) 361.57 (1)
iris 250 1800+ (5) 1094.49 (3) 1080.66 (3) 0.74 (0)
wine 10 1800+ (5) 1800+ (5) 622.89 (1) 625.64 (1)
wine 25 1800+ (5) 1800+ (5) 1310.99 (2) 1326.51 (2)
wine 50 1800+ (5) 1800+ (5) 1697.94 (4) 1706.36 (4)
wine 100 1800+ (5) 1800+ (5) 1800+ (5) 1800+ (5)

Table 4 – Temps moyen sur 5 jeux aléatoires de #c
contraintes CL ; entre parenthèses nombre de cas dépas-
sant le temps limite de 1800 secondes.

Contraintes ML et CL. Les résultats précédents se re-
trouvent lorsque l’on considère des combinaisons de
contraintes ML et CL (Table 5). Notons que CPClus
est meilleur en moyenne sur un cas (wine, 100 ML et
100 CL), car CPRBBA ne termine pas avant le temps
imparti pour un jeu de contraintes (2 pour le modèle
local).

#c cccg cpclus cprbba-local cprbba-full
iris 10 1800+ (5) 468.48 (0) 1.13 (0) 1.22 (0)
iris 25 1800+ (5) 204.89 (0) 1.41 (0) 1.56 (0)
iris 50 1800+ (5) 205.98 (0) 0.27 (0) 0.34 (0)
iris 100 279.80 (0) 0.09 (0) 0.01 (0) 0.01 (0)
iris 150 0.20 (0) 0.02 (0) 0.02 (0) 0.01 (0)
wine 10 1800+ (5) 1800+ (5) 1029.67 (2) 1033.67 (2)
wine 25 1800+ (5) 1800+ (5) 724.33 (2) 724.68 (2)
wine 50 1800+ (5) 1800+ (5) 749.87 (2) 749.46 (2)
wine 100 1800+ (5) 21.58 (0) 1132.24 (2) 361.90 (1)
wine 150 172.80 (0) 0.08 (0) 3.83 (0) 0.04 (0)
wine 250 0.20 (0) 0.02 (0) 0.01 (0) 0.01 (0)

Table 5 – Temps moyen sur 5 jeux aléatoires de #c
contraintes ML et #c contraintes CL ; entre parenthèses
nombre de cas dépassant le temps limite de 1800 secondes.

Contraintes de taille de clusters. Pour une
contrainte de taille minimale, CPRBBA est meilleur
que CPClus (Table 6). On observe des résultats simi-
laires pour une contrainte de taille maximale (Table 7).

K taille cpclus cprbba-local cprbba-full
ruspini 4 16 0.47 0.00 0.26
ruspini 4 17 1.08 0.02 1.17
ruspini 4 18 270.00 9.00 24.06
soybean 4 10 1.28 1.39 1.78
soybean 4 11 1800+ 1563.12 1652.13
iris 3 38 564.86 1.32 1.67
iris 3 42 693.38 9.23 2.45
iris 3 46 933.23 341.23 18.46
iris 3 50 1508.77 1800+ 294.75

Table 6 – Contrainte de taille minimale des clusters

K taille cpclus cprbba-local cprbba-full
ruspini 4 21 0.46 0.01 0.02
ruspini 4 20 0.54 0.01 0.05
ruspini 4 19 1800+ 602.82 794.83
soybean 4 14 1.28 1.32 1.83
soybean 4 13 17.52 13.19 17.44
iris 3 62 589.92 1.31 1.67
iris 3 58 723.63 3.95 3.04
iris 3 54 973.09 96.78 18.31
iris 3 50 1483.88 1800+ 158.75

Table 7 – Contrainte de taille maximale des clusters

Nous observons que, dans tous les cas avec
contraintes utilisateur, CPRBBA obtient les meilleurs
résultats, comparé aux autres méthodes exactes. Dans
le cas sans contrainte utilisateur, CPRBBA est com-
pétitif par rapport à l’algorithme dédié RBBA.

7 Conclusion

Dans ce papier, nous étudions la tâche de cluste-
ring sous contraintes minimisant la somme des car-
rés en présence de contraintes utilisateur. Nous consi-
dérons l’algorithme branch-and-bound répétitif, l’une
des meilleures méthodes exactes pour le cas sans
contraintes utilisateur. Nous avons proposé une exten-
sion de cet algorithme pour intégrer des contraintes
utilisateur et nous avons réalisé un cadre général à
base de programmation par contraintes (PPC) pour
cette extension. La PPC est utilisée pour des étapes
branch-and-bound et aussi pour le calcul de bornes su-
périeures et inférieures. Nous proposons deux modèles
en PPC pour trouver de meilleures bornes inférieures,
ainsi qu’ un mécanisme de propagation spécifique pour
mieux exploiter les bornes trouvées. Les expérimenta-
tions sur des bases de données classiques montrent que
notre méthode, bien qu’elle soit générique, est compé-
titive par rapport à l’algorithme dédié RBBA dans le
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cas sans contraintes. Pour les cas avec contraintes uti-
lisateur, notre méthode est toujours meilleure que les
méthodes exactes existantes.

Pour améliorer davantage la performance de notre
cadre, une direction prometteuse est l’étude des heu-
ristiques d’ordonnancement des points, voire même
l’étude d’un ordre dynamique, ainsi que le choix des
valeurs pendant le branch-and-bound. De plus, puisque
RBBA a aussi été appliqué à des tâches de clustering
optimisant d’autres critères, par exemple la somme des
dissimilarités intra-cluster, notre approche peut être
étendue pour ces tâches de clustering en présence de
contraintes utilisateur.
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Résumé
Cet article traite du problème d’optimisation des

routes maritimes en fonction des conditions météorolo-
giques en temps réel. Ce problème relève des questions
de calcul de plus court chemin multiobjectif ainsi que
des problèmes de plus court chemin dans un graphe à
valuations dynamiques. Les questions de calculs de plus
courts chemins multicritères ont fait l’objet de nombreux
travaux de même que pour le cas monocritère avec des
valuations dynamiques. La problématique associant ces
deux difficultés rend la question significativement plus
complexe et les résultats obtenus jusqu’à présent sont
largement moins satisfaisants. Dans cet article, nous pro-
posons une extension au cas des graphes à valuations dy-
namiques de l’algorithme NAMOA* qui traite du calcul
de plus court chemin multiobjectif mais dans un cadre
seulement statique. Nous étudions ensuite les propriétés
de base du nouvel algorithme.

Abstract
The article deals with the weather routing problem

for cargo ships, which involves optimizing the ship’s
route with real-time weather informations. This problem
can be modelled with a multiobjective shortest path pro-
blem in a time-dependent graph. Multicriteria shortest
path problems are widely studied in the literature. Mono-
criteria shortest path in time-dependent graphs as well
has been deeply studied too, since it has numerous ap-
plication, especially in transportation field. However, the
combination of both issues is not studied as much as
each one separatly, although it is a very complex pro-
blem. In this paper, we propose an extension of the al-
gorithm NAMOA* to the case of directed graphs with
dynamic valuations since this algorithm deals with the
calculation of shortest path multiobjectif but only in a
static framework. We study the basic properties of the
new algorithm.

1 Introduction

Le transport de marchandises par voies maritimes
domine le marché puisqu’il représente 80% du com-
merce mondial en termes de volume [1]. Pour ce
type de transport, 40% des frais opérationnels sont
absorbés par le prix du carburant lors du voyage
[16]. La diminution de la vitesse du navire entrâıne
une baisse de la consommation en carburant, et
l’optimisation de ces frais de carburant entre parfois
en conflit avec l’objectif de minimiser la durée du
trajet. Par ailleurs, il peut parfois être nécessaire de
contourner des zones dangereuses, à cause des risques
de piraterie, ou des risques météorologiques : ce
détour implique une augmentation de la durée totale
de transport et de la consommation de carburant.
Ces objectifs sont contradictoires. Ils dépendent de
paramètres météorologiques qui changent dans le
temps, introduisant de fait un caractère dynamique
à cette problématique. Les armateurs sont amenés à
s’appuyer sur des outils d’aide à la décision sophis-
tiqués pour traiter la question du choix du chemin
de meilleur compromis. Toutefois, les outils existants
prennent rarement en compte de manière satisfaisante
l’ensemble des questions soulevées, et au-delà, il s’agit
d’un problème complexe.

À partir du problème de décision connu sous le
vocable de Shortest Weight-Constrained Path, qui
est NP-complet [10], on peut facilement démontrer
que le problème de plus court chemin bicritère
est NP-difficile (problème d’optimisation associé).
Naturellement, l’augmentation du nombre de critères
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accrôıt la combinatoire du problème. À cela vient se
greffer une difficulté additionnelle, l’aspect dynamique
de la pondération des arcs dans la mesure où celle-ci
peut évoluer en fonction du temps, comme l’impose
la possible évolution des conditions météorologiques
pendant la durée d’un trajet.

Cela étant, il existe une littérature non négligeable
qui traite de ces questions en envisageant la problé-
matique de plus court chemin multiobjectif d’une
part, celle de recherches de chemins monocritères
à valuations dynamiques d’autre part, et enfin ces
deux problématiques simultanément. Nous nous posi-
tionnons dans ce dernier cas. Parmi les algorithmes
de plus court chemin multiobjectif, les algorithmes
à fixation d’étiquette se révèlent particulièrement
efficaces en pratique. Au sein de ce dernier ensemble,
NAMOA* (introduit par Mandow et De la Cruz dans
[21]) se différencie par l’utilisation d’une heuristique
dotée de propriétés - nous les développons plus loin
- lui assurant de fournir l’ensemble des chemins
optimaux en visitant un minimum de nœuds. Le
graphe de recherche dans lequel nous allons travailler,
qui correspond en fait à un maillage de l’océan, béné-
ficiera fortement de ce cadre heuristique qui permet
d’ordonner l’exploration des chemins. Enfin, cette
heuristique permet de filtrer certaines solutions par-
tielles qui n’aboutiront pas à une solution optimale.
Pour cette raison, nous avons décidé d’étendre l’al-
gorithme NAMOA* au cas d’un graphe à valuations
dynamiques pour résoudre notre problème. Cette
extension se fait assez naturellement en intégrant le
temps aux critères d’optimisation. Le nouvel algo-
rithme que nous proposerons sera appelé NAMOA*-T.

Dans cette contribution, nous présentons dans un
premier temps (en section 2) une modélisation mathé-
matique du problème dans le cas de l’optimisation des
routes maritimes. Cette modélisation laissera place à
un état de l’art (section 3) récapitulant les différents
travaux susceptibles de nous intéresser. Certaines ca-
ractéristiques ou propriétés de notre problème sont
mises en évidence dans la section 4 : elles permet-
tront d’expliquer le choix d’extension de NAMOA*. Ce
dernier algorithme est présenté en détail (section 5),
avant de présenter notre algorithme NAMOA*-T (sec-
tion 6). Avant de conclure, une propriété essentielle de
NAMOA*-T est mise en évidence.

2 Formalisation du problème

2.1 Problèmes de plus court chemin classiques

Le problème de plus court chemin dans un graphe
est simple, et se résout rapidement avec des algo-
rithmes tel que celui de Dijkstra pour le cas de valua-

tions positives, ce qui sera vérifié dans notre contexte.
Il est cependant connu que dans sa version multiob-
jective (multiobjective shortest path problem - MSPP
- dont la première formulation a été introduite par
Vincke dans [29]), ce problème est NP-difficile ([14]).
Dans cette version, il n’existe pas une unique solution,
mais un ensemble de solutions que l’on appelle che-
mins pareto-optimaux (cette notion est définie par la
suite). Dans [14], Hansen met en évidence une classe
de graphes pour lesquels le nombre de solutions, ie. de
chemins pareto-optimaux, est exponentiel en fonction
du nombre de noeuds du graphe. Notons qu’il existe
une sous-classe de problèmes MSPP pour lesquels la
fonction de coût des arcs possède des caractéristiques-
qui rendent le problème polynomial. Par exemple, dans
le cas biobjectif, si l’un des coûts est une fonction li-
néaire de l’autre, il est trivial que cela peut être ramené
à un problème monocritère. En ce qui concerne le pro-
blème que nous étudions, les fonctions de coûts (durée
de voyage, consommation de carburant) au regard de
la météo sont des fonctions complexes qui ne sont pas
dotées de ce type de propriétés.
Le problème que nous étudions correspond au MSPP
dans un graphe dans lequel le coût de chacun des arcs
dépend du temps, et de ce fait, les algorithmes pro-
posés pour résoudre le MSPP ne suffisent plus. Dans
la partie suivante, nous présentons le problème de ma-
nière formelle, et nous posons les notations qui seront
utilisées par la suite.

2.2 Plus court chemin multicritère dans un graphe
à valuations dynamiques

Nous proposons de modéliser le problème de dépla-
cement sur un océan dans les termes d’un problème
de plus court chemin multicritère dans un graphe à
valuations dynamiques où le temps est discrétisé. Par
”graphe à valuations dynamiques”, nous entendons un
graphe dans lequel la pondération de chaque arc est
une fonction du temps. Dans ce graphe, lorsqu’un arc
existe d’un sommet i vers un sommet j, alors l’arc ré-
ciproque existe nécessairement et son coût ne sera pas
nécessairement identique. Il s’agit donc d’un graphe
avec circuits dans lequel les valuations ont des va-
leurs positives (temps, consommation de carburant,
risques divers. . . ). Formellement, il s’agit d’un graphe
orienté muni d’une fonction de coût ~c, soit un objet
G = (N,A, T,~c). Pour définir le problème, nous dis-
tinguons deux nœuds o, d ∈ N (respectivement l’ori-
gine et la destination) ainsi qu’une date t0 ∈ T . N
est un ensemble fini de nœuds {i1, i2, . . . in}, A un
ensemble d’arcs de la forme (i, j) et T une séquence
finie de dates < t0, t1, t2, . . . >. ~cij(t) est le coût de
la traversée d’un arc (i, j) en quittant le sommet i à
la date t ∈ T ; c’est un vecteur de dimension k, ou
k est le nombre de critères du problème. On notera
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que toutes les valuations sont dépendantes du temps.
Par convention, le premier élément [~cij(t)]1 du vecteur
de coût est la durée de traversée de l’arc (i, j). Un
chemin (nous ne considèrerons que les chemins élé-
mentaires ici) dans G de i0 vers iq est une séquence
de q arcs < (i0, i1), (i1, i2), . . . , (iq−1, iq) > dans la-
quelle i0, i1, . . . iq sont des nœuds distincts. Soit Pij(t)
l’ensemble des chemins de i vers j tels que le som-
met i est quitté à la date t, et que le sommet j est
atteint à une date t′ ∈ T . Étant donné un chemin
pij(t) ∈ Pij(t), avec j 6= i, on définit récursivement le

coût total ~C de ce chemin. Si pij(t) possède un unique

arc (i, j) ∈ A, alors ~C(pij(t)) = ~cij(t). Sinon, le che-
min pij(t) est composé du chemin pih suivi de l’arc

(h, j), auquel cas, ~C(pij(t)) = ~C(pih(t)) + ~chj(t
′) avec

t′ = t+[~C(pih(t))]1. La solution attendue du problème
est le sous-ensemble P ∗od(t0) ⊆ Pod(t0) de chemins non
dominés (au sens de Pareto), avec p∗od(t0) ∈ P ∗od(t0) si
et seulement si :

@pod(t0) ∈ Pod(t0) | ~C(pod(t0)) ≺ ~C(p∗od(t0))

où ≺ est la relation d’ordre partiel appelée dominance
[20] dont le définition est rappelée dans la section 2.3.

Dans le cadre de nos recherches, il est important
d’étudier les algorithmes fournissant l’ensemble des
vecteurs pareto-optimaux. Il s’agira alors de dévelop-
per les algorithmes retenus et de les intégrer à un lo-
giciel (en cours de développement chez Atos), puis de
les tester sur nos jeux de données. Ce seront alors des
algorithmes de référence, fournissant les solutions de
référence. Il sera par la suite intéressant d’évaluer si le
temps de calcul permet l’utilisation de ces algorithmes
en temps réel. Dans le cas contraire, il conviendra
d’étudier des algorithmes plus rapides, fournissant un
sous-ensemble des solutions pareto-optimales. Ainsi, il
sera possible de comparer les deux types d’algorithmes
(qualité des solutions fournies et temps de calcul).

2.3 Définitions

Dans cette section, quelques définitions nécessaires
par la suite sont rappelées.

Définition 1 (Graphe FIFO):
Un graphe G = (N,A, T,~c) est dit FIFO si ∀(i, j) ∈
A, ∀t, t′ ∈ T avec t < t′, on a :

t + [~cij(t)]1 ≤ t′ + [~cij(t
′)]1

En d’autres termes, un graphe est FIFO si partir
d’un nœud i à une date t′ postérieure à t ne permettra
jamais d’arriver plus tôt à un nœud j.

Définition 2 (Dominance de Pareto):

Dans un contexte de minimisation, un vecteur coût ~c
de dimension k domine un vecteur coût ~c′ de dimen-
sion k si :

∀i ∈ [1 . . . k], [~c ]i ≤ [~c ′]i et ~c 6= ~c ′ (1)

Cela se note ~c ≺ ~c ′.

On remarque que la relation de dominance est bien
entendu transitive.

Définition 3 (Dominance de Pareto (2)):
Dans un contexte de minimisation, un ensemble C de
vecteurs coûts de dimension k domine un vecteur coût
~c ′ de dimension k si :

∃~c ∈ C t.q. ~c ≺ ~c ′ (2)

Cela se note C ≺ ~c.

Définition 4 (Pareto-optimalité):
Un vecteur ~c appartenant à un ensemble C de vecteurs
est pareto-optimal au sein de cet ensemble si et seule-
ment si C ⊀ ~c.

Définition 5 (Principe d’optimalité):
Le principe d’optimalité dans un graphe assure que
les sous-chemins d’un chemin optimal sont des che-
mins optimaux (et ce quelque soit le critère d’optima-
lité choisi).

3 Travaux antérieurs

La complexité de l’optimisation des routes ma-
ritimes provient de ses deux principales caractéris-
tiques : elle est multicritère et dépendante du temps.
Les applications faisant appel à la combinaison de
ces deux propriétés sont nombreuses, notamment dans
le domaine des transports (routier, ferroviaire, etc.).
Elles ont conduit à la production de nombreux algo-
rithmes que nous évoquons dans cette section qui est
organisée en présentant dans l’ordre les travaux trai-
tant :

– des problèmes de plus court chemin multiobjectif ;
– des problèmes de cheminement dans un graphe

monocritère à valuations dynamiques ;
– de ces deux problématiques simultanément.

Par ailleurs, sont présentés ici exclusivement les
algorithmes admissibles (c’est-à-dire que si une
solution existe, l’algorithme garantit de trouver la
(resp. les) solution(s) optimale(s)) avec comme critère
d’optimalité la pareto-optimalité.

L’étude bibliographique qui suit montre que les al-
gorithmes de plus court chemin multiobjectif appar-
tiennent généralement à l’une des catégories suivantes :
les algorithmes dits à étiquettes, les méthodes de classe-
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ment, ou les approches paramétriques. Geoffrion étudie
en 1967 la résolution de programmes mathématiques
bicritères de manière générale [11], et c’est Hansen qui
se penche en premier sur la question du plus court
chemin dans un graphe bicritère. Hansen [14] présente
dix problèmes bicritères différents. Il mentionne à cette
occasion un algorithme à étiquettes, c’est-à-dire qu’il
utilise un système d’étiquettes associées à chaque som-
met du graphe indiquant à tout moment des infor-
mations concernant le (les) plus court(s) chemin(s)
identifié(s) du sommet origine jusqu’au sommet cou-
rant. Climaco et Martins [5] proposent un algorithme
de classement (classement des k plus courts chemins)
dont l’efficacité empirique semble moindre comparée
aux autres méthodes. En 1984 Martins développe une
version pluri-étiquettes [22] de l’algorithme de Dijkstra
afin d’identifier toutes les solutions pareto-optimales
du sommet origine vers tous les sommets du graphe.
L’année suivante, Corley et Moon utilisent la program-
mation dynamique pour résoudre le problème de plus
court chemin multicritère [7]. Les algorithmes à éti-
quettes sont les plus étudiés puisqu’ils fournissent en
général de bons résultats, et différentes évolutions ont
étés proposées au fil du temps dont [15], [9], [2], et plus
récemment en 2005, [21] qui se démarque par l’utilisa-
tion d’une heuristique. Ce dernier article présente l’al-
gorithme NAMOA* qui sera détaillé en section 5. Dans
cet article, les auteurs prouvent que si l’heuristique est
consistante (c’est-à-dire monotone), alors l’algorithme
est admissible. Mote, quant à lui, aborde le problème
en se basant sur une approche paramétrique en deux
étapes [23]. Dans la première étape il relâche le pro-
blème en effectuant une combinaison convexe sur les
deux objectifs à minimiser, résout ce problème relâ-
ché par une méthode classique d’optimisation linéaire,
et identifie un certain nombre de chemins pareto-
optimaux. Dans la seconde étape de l’algorithme, il re-
trouve les chemins pareto-optimaux manquants grâce
à une procédure à correction d’étiquettes. De la même
manière et plus récemment, Sedeño-Noda et Raith [26]
proposent une méthode permettant d’identifier les so-
lutions non dominées ”supportées” (ce qui correspond
à la première étape de l’algorithme de Mote), et ce
pour un problème biobjectif. Dans les travaux plus
appliqués on peut citer la thèse de Sauvanet [25] qui
se penche sur la problématique de choix d’itinéraire
pour les cyclistes ; il distingue les approches a poste-
riori (détermination de l’ensemble du front de pareto)
des approches a priori (solutions de meilleur compro-
mis). L’étude des approches a priori dans le cadre du
maritime pourra faire l’objet d’un prochain travail.

Enfin, pour une revue plus approfondie de la litté-
rature dans le domaine des plus courts trajets multi-
critères, l’étude d’Ehrgott et Gandibleux [20] est une
référence.

Le problème monocritère de plus court chemin dans
un graphe à valuations dynamiques trouve ses racines
dans l’article de Cooke et Halsey [6] de 1969, dans
lequel les temps de trajet sur un arc sont considé-
rés comme des fonctions générales du temps, et une
grille de valeurs discrètes du temps est utilisée. Ils dé-
crivent un algorithme basé sur le principe d’optima-
lité de Bellman [3]. Le problème est ensuite repris par
Dreyfus en 1969 qui propose une méthode basée sur
l’algorithme de Dijkstra [8]. Il explique que le problème
peut être traité de manière aussi efficace que son homo-
logue statique. Cependant Kaufman et Smith prouvent
en 1993 que cette assertion n’est vraie que dans le
cas d’un graphe FIFO [18]. La même année, Ziliasko-
poulos et Mahmassani suggèrent un algorithme à cor-
rection d’étiquettes résolvant le problème en question
dans un graphe ne possédant pas la propriété FIFO.
Orda et Rom étudient dans [24] les différentes versions
du problème (avec ou sans la possibilité d’attendre à
un sommet, avec ou sans date de départ, temps à va-
leurs discrètes ou continues), et fournissent des algo-
rithmes pour ces différents cas. Chabini [4] présente en
1998 un algorithme à fixation d’étiquettes identifiant
les meilleurs chemins pour toutes les dates de départ
du sommet origine, cela dans un graphe non FIFO.
Enfin, Karoulas mentionne en 2006 une version de A*
répondant au problème [17]. De toute évidence, le pro-
blème que l’on étudie (dans un graphe FIFO avec des
valeurs de temps discrètes) est généralement traité ef-
ficacement en se basant sur des algorithmes statiques
à fixation ou correction d’étiquettes.

La combinaison des deux problématiques (plus court
chemin multiobjectif dans un graphe à valuations dy-
namiques) a été envisagée pour la première fois dans
les années 90, notamment par Kostreva et Wiecek
[19] qui s’appuient sur les travaux de Cooke et Hal-
sey [6]. Ils proposent deux algorithmes basés sur les
principes de la programmation dynamique. Leurs tra-
vaux portent sur un graphe FIFO dans lequel les fonc-
tions de coût des arcs (par rapport au temps) sont non
décroissantes. En 2000, Getachew et al. [27] adaptent
les travaux de Kostreva et Wiecek à un graphe non
FIFO comportant des fonctions de coût des arcs non
nécessairement croissantes, mais bornées (cf. borne su-
périeure et borne inférieure). Les travaux de Hamacher
et al. (2006) présentés dans [13] montrent que dans un
graphe FIFO dans lequel l’attente n’est pas possible au
niveau d’un sommet, le principe d’optimalité de Bell-
man n’est vrai qu’en arrière, c’est-à-dire dans la cas
où l’algorithme visite en premier le sommet destina-
tion, puis ses prédécesseurs et ainsi de suite. Ils pro-
posent ensuite un algorithme à fixation d’étiquettes et
le comparent avec l’algorithme de Kostreva et Wiecek.
Ils montrent ainsi la supériorité de leur algorithme à
étiquettes par rapport à l’algorithme basé sur le prin-
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cipe d’optimalité de Bellman.
Pour conclure cet état de l’art, on peut citer les tra-

vaux appliqués à des problèmes pratiques : Veneti et al.
[28] qui se sont penchés sur le problème de plus court
chemin dans un graphe FIFO, et ce dans le contexte
de l’optimisation des routes maritimes. Ils proposent
un algorithme à fixation d’étiquette basé sur celui de
martins et comparent leurs résultats à ceux de Hama-
cher. Enfin, la thèse de Gräbener et al. [12] s’inscrit
dans la thématique du calcul d’itinéraire en milieu ur-
bain. Il balaye les problématiques communes à celle de
l’optimisation des routes maritimes, à savoir la notion
de multiobjectif et de dépendance temporelle. Il étend
notamment un algorithme de Martins, en vue d’iden-
tifier l’ensemble des solutions pareto-optimales, mais
propose aussi des approches permettant la sélection
de sous-ensembles de qualité.

4 Propriétés du problème

4.1 Propriétés

L’ensemble des modèles étudiés dans l’état de l’art
se subdivise en deux parties : les modèles à temps
discret et les modèles à temps continu. Les données
météorologiques en amont de notre modèle sont des
données discrètes. À titre d’exemple, il existe des fi-
chiers de prévisions météorologiques contenant des in-
formations sur les vents, les courants (etc.) toutes les 6
heures. Afin d’être cohérent avec les sources de prévi-
sions météorologiques, le modèle mathématique utilisé
sera un modèle à temps discrétisé.
Par ailleurs, les navires de transport de marchandise
sont dotés de moteurs qui supportent mal les basses
vitesses. Le bateau ne pouvant aller en dessous d’une
certaine vitesse, il n’est pas nécessaire de prendre en
compte, dans notre modèle, la possibilité d’attendre au
niveau d’un sommet (par exemple pour que les condi-
tions météorologiques s’améliorent).
Dans la modélisation que nous proposons, les nœuds
représentent des lieux géographiques et les arcs des
déplacements possibles entre ces nœuds. Les différents
déplacements autorisés doivent être définis au préa-
lable : un exemple illustratif est donné en fig. 1. Ainsi,
nous aurons affaire à un graphe dont les arcs sont bi-
directionnels, et pour lequel le coût d’un arc n’est pas
nécessairement égal à l’arc réciproque. Cela implique
que le graphe de travail est un graphe comportant des
circuits.
Il est important de noter que nous ne traiterons que

des valuations positives (temps, consommation de
carburant, risques divers. . . ) sur les arcs du graphe, ce
qui limite la difficulté du problème du fait de l’absence
de circuits absorbants (circuits de coût négatif).
Le plus court chemin dans un graphe à valuations dy-
namiques nécessite l’étude de certaines propriétés du

Fig. 1 – Exemple de déplacements possibles modéli-
sables par un graphe ”maillage”. Chaque intersection
du maillage correspond à un nœud, et les contours des
mailles sont des arcs bidirectionnels.

problème, notamment la propriété dite FIFO (Défini-
tion 1). Dans le cadre de l’optimisation des routes ma-
ritimes, la donnée d’entrée est un graphe FIFO.
Enfin, le principe d’optimalité sur lequel se fondent de
nombreux algorithmes est remis en cause (cf. Défini-
tion 5) :

Théorème 1 (Non conservation du principe d’opti-
malité dans un graphe dynamique). Dans un graphe
à valuations dynamiques, le principe d’optimalité
n’est pas conservé : un chemin pareto-optimal n’est
pas nécessairement constitué de sous-chemins pareto-
optimaux.

On propose un contre-exemple similaire à celui de
Hamacher dans [13] permettant de démontrer ce théo-
rème :

Fig. 2 – Graphe exemple

Preuve 1. On considère le graphe bicritère G =
(N,A, T,~c) illustré en figure 2. Les données de ce
graphe sont les suivantes :
~co1(t = 0) = (1, 1)
~co2(t = 0) = (1, 1)
~c12(t = 1) = (1, 1)
~c2d(t = 1) = (2, 2)
~c2d(t = 2) = (1, 1)
On rappelle que dans notre notation, le premier élé-
ment du vecteur de coût correspond à la durée du tra-
jet. On quitte le sommet origine au temps t = 0.

Deux chemin pareto-optimaux de même coût (3, 3)
sont solutions de ce problème :
o→ 2→ d et o→ 1→ 2→ d.

117



On voit bien que ce dernier chemin est consitué du
sous-chemin o→ 1→ 2 (de coût (2, 2)) qui est dominé
par o→ 2 (de coût (1, 1)) et qui n’est donc pas pareto-
optimal. �

En pratique, la non conservation du principe d’opti-
malité peut se traduire de la manière suivante : il peut
être intéressant de mettre plus de temps à naviguer
jusqu’à un certain point en vue de laisser passer une
intempérie, et de bénéficier par la suite de conditions
météorologiques trés favorables.

4.2 Choix d’extension de NAMOA*

Lors d’un calcul de plus court chemin entre deux
ports, certains nœuds n’ont pas besoin d’être visités
par l’algorithme, puisque les meilleurs chemins aux-
quels ils peuvent appartenir sont de toutes manières
dominés par des chemins intégraux déjà calculés
(appartenant à Pod(t0)). Par exemple, si l’on considère
un trajet allant de Rio au Cap, les chemins partiels
passant par l’océan Pacifique ou l’océan Indien
peuvent être rapidement filtrés par l’algorithme, et ce,
même si les conditions météorologiques en Atlantique
sont très défavorables. Il existe des algorithmes
admissibles permettant de prendre en compte cette
observation, comme l’algorithme NAMOA* [21]. Cet
algorithme, qui résout le problème de plus court che-
min multiobjectif statique, s’appuie sur l’utilisation
d’heuristiques optimistes permettant d’explorer en
priorité les chemins partiels ayant un bon potentiel,
et de filtrer certaines zones géographiques. Il évitera
donc d’explorer un nombre significatif de chemins
qui n’ont aucune chance d’appartenir à une solu-
tion. C’est pour cette raison que, dans le cadre de
l’optimisation des routes maritimes, nous proposons
une extension de NAMOA* au cas d’un graphe à
valuations dynamiques. Il faudra par la suite comparer
cette extension à un algorithme existant et efficace
(par exemple l’algorithme de Hamacher [13]), afin de
déterminer son adéquation avec le problème maritime.

Par ailleurs, l’opération de base de NAMOA* est
la sélection d’un chemin pour exploration (contraire-
ment à certains algorithmes pour lesquels l’opération
de base est la sélection d’un noeud pour exploration),
de ce fait, l’extension au cas du graphe dynamique
pour lequel l’un des critère à optimiser est le temps se
fait plus naturellement.

5 NAMOA* : présentation de l’algo-
rithme et de ses propriétés

Dans cette partie, l’algorithme NAMOA* (pour
New Algorithm for Multi-Objective A*) proposé par
Mandow et De La Cruz dans [21] est présenté avec les

notations de la section 2.2. Cet algorithme permet de
trouver les chemins pareto-optimaux d’un graphe mul-
ticritère statique. Le principe de l’algorithme consiste
à identifier des chemins partiels entre le sommet ori-
gine et les différents sommets du graphe. À chaque
sommet i du graphe, les chemins partiels identifiés jus-
qu’à ce sommet sont caractérisés par leur coût partiel
(coût du chemin de o vers i). Chaque chemin partiel
peut être éliminé à tout moment grâce aux procédures
de filtrage et d’élagage (détaillées dans la section 5.2).
Les chemins partiels sont explorés dans un ordre per-
mettant de prioriser les chemins dont l’estimation heu-
ristique totale est pareto-optimale.

5.1 Propriétés de NAMOA*

NAMOA* prend en entrée un graphe multicritère
statique, la notation utilisée pour définir le problème
dans la section 2.2 sera donc réutilisée, à l’exception
près que le temps ne sera pas pris en compte. Les
données d’entrées du problème sont donc un graphe
G = (N,A,~c) (au lieu de G = (N,A, T,~c)), la fonction
de coût ~c et les nœuds o, d ∈ N . Pour alléger l’écriture,
il sera établi par la suite que l’optimisation des objec-
tifs consiste en une minimisation. L’algorithme utilise
une évaluation heuristique du coût entre un nœud i
du graphe et le nœud destination d. On introduit la
fonction ~hi qui à chaque nœud i associe un vecteur
de dimension k contenant les estimations heuristiques
du nœud pour chacun des objectifs, ordonné de la
même façon que le vecteur de coût. Par exemple si
l’on considère le critère durée de trajet et le critère
consommation de carburant, alors [~cij ]1 est la durée
du trajet lors de la traversée de l’arc (i, j), [~cij ]2 est
la consommation de carburant lors de la traversée
de l’arc (i, j), [~hi]1 est l’estimation heuristique du

temps de trajet du nœud i au nœud d, et [~hi]2 est
l’estimation de la consommation de carburant du
nœud i au nœud d.

La définition suivante va nous permettre de caracté-

riser une propriété de NAMOA*. Soit
−−−→
MIN i le vecteur

coût composé des coûts minimums réels des chemins
de i à d pour chaque critère.

Définition 6 (Heuristique optimiste):

Pour tout i ∈ N, ~hi est une estimation heuristique
strictement optimiste si

∀j ∈ [1 . . . k], [~hi]j < [
−−−→
MIN i]j (3)

On note cela ~hi <
−−−→
MIN i.

On remarque que : ~hi <
−−−→
MIN i ⇒ ~hi ≺

−−−→
MIN i

Propriété 1. Lorsque l’heuristique utilisée est opti-

118



miste, l’algorithme NAMOA* est admissible.

Cette propriété est démontrée dans l’article présen-
tant l’algorithme. L’utilisation d’une heuristique op-
timiste pour les différents objectifs liés à l’optimisa-
tion des routes maritimes est tout à fait réalisable, ce
qui permet de garantir que toutes les solutions pareto-
optimales sont identifiées par l’algorithme. Lorsque
l’algorithme sera étendu pour travailler sur un graphe
à valuations dynamiques, il s’agira de vérifier que cette
propriété est conservée. L’algorithme NAMOA* est
détaillé dans la section 5.3.

5.2 Distinction entre les procédures de filtrage et
d’élagage

La procédure d’élagage a lieu à chaque fois qu’un
nouveau chemin partiel est trouvé. Son principe est le
suivant. Soit un nouveau chemin partiel poi de coût
~c(poi). S’il existe un autre chemin partiel p′oi tel que
p′oi domine poi, alors le nouveau chemin partiel poi
ne vaut pas la peine d’être exploré, on dit qu’il est
élagué. A contrario, s’il existe un autre chemin partiel
p′oi tel que poi domine p′oi, alors le chemin p′oi ne vaut
plus la peine d’être exploré ; on dit alors qu’il est
élagué.

La procédures de filtrage quant à elle, s’appuie sur
l’heuristique ~h présentée dans la section 5.1. Elle a lieu
dans deux cas différents :

1. Un nouveau chemin intégral pod est trouvé. Pour
chaque chemin partiel poi non exploré, si l’estima-
tion heuristique globale de poi (qui vaut le coût de

poi sommé à l’évaluation heuristique ~hi) est domi-
née par le coût de pod, alors le chemin partiel est
supprimé ; on dit qu’il est filtré.

2. Un nouveau chemin partiel poi est identifié. Pour
chaque chemin intégral pod déjà trouvé, si pod do-
mine l’estimation heuristique globale de poi (qui
vaut le coût de poi sommé à l’évaluation heuris-
tique ~hi) alors le nouveau chemin partiel poi peut
être supprimé ; on dit qu’il est filtré.

Pour synthétiser, la procédure d’élagage est une procé-
dure locale (uniquement au niveau d’un nœud) basée
sur le principe d’optimalité, tandis que la procédure
de filtrage est une procédure globale (elle se fait au
niveau dun nœud mais est basée sur une solution glo-
bale entre l’origine et la destination) et elle s’appuie
sur l’utilisation d’une heuristique.

5.3 Algorithme NAMOA*

Dans cette section nous décrivons l’algorithme NA-
MOA* avec la notation introduite dans la section 2.2.
NAMOA* est une extension de A* au cas multiobjec-
tif pour laquelle l’opération de base est la sélection et

l’exploration des chemins (par oppposition au nœud).
Cette opération de base est complétée par les procé-
dures de filtrage et d’élagage.

L’algorithme stocke les chemins partiels dans deux
ensembles associés à chaque nœud i du graphe :
Copen(i) et Cclosed(i), qui contiennent les vecteurs
coûts non dominés des chemins partiels atteignant
les sommets en question. Copen contient les vecteurs
coûts qui n’ont pas encore été explorés tandis que
Cclosed contient les vecteurs coûts qui ont déjà été
explorés. Chaque vecteur coût de ces ensembles est
étiqueté d’un ou plusieurs pointeurs vers ses sommets
parents. L’ensemble des vecteurs de coût associé à un
sommet i sera noté ~Ci.

L’algorithme tient à jour une liste OPEN , conte-
nant les chemins partiels qui peuvent être explorés
plus en profondeur. Pour chaque nœud i ∈ N et
chaque vecteur de coût non dominé ~ci ∈ Copen(i),
une paire (i, ~ci) correspondante doit se trouver
dans OPEN . Cependant, dans un souci de clarté,
l’ensemble des évaluations heuristiques associées
à chacune de ces paires sera incluse de manière à
former un triplet (i, ~ci, ~f(i, ~ci)), avec ~f(i, ~ci) = ~ci + ~hi.

Initialement, le triplet (o, ~co, ~f(o, ~co)) est le seul triplet
dans la liste OPEN . Dans la littérature, ce triplet
est appelé ”́etiquette” (d’où les algorithmes dits à
étiquettes).

À chaque itération, l’algorithme va considérer
l’extension d’un triplet ouvert (i, ~ci, ~f(i, ~ci)) dont

l’évaluation heuristique totale ~f(i, ~ci) est non dominée
au sein de OPEN . Une fois le triplet ouvert sélec-
tionné, le chemin partiel associé est étendu en visitant
chaque successeur j du sommet i.

Dès qu’un nouveau chemin partiel est identifié
en un sommet j, les chemins partiels stockés dans
Copen(j) et Cclosed(j) peuvent être élagués, à la
suite de quoi la liste globale OPEN est actualisée
(les triplets associés aux chemins partiels supprimés
sont à leur tour supprimés). On rappelle que cet éla-
gage est possible car le principe d’optimalité est valide.

Au fur et à mesure, des chemins solution de o
vers d vont être identifiés ; leurs coûts totaux sont
stockés dans la liste COSTS. Dès qu’un nouveau
chemin intégral pod est identifié, son vecteur coût
~c(pod) est utilisé pour filtrer les triplets dans OPEN

pour lesquels ~c(pod) ≺ ~f (filtrage 1). Par ailleurs,

avant qu’un nouveau triplet (i, ~ci, ~f(i, ~ci)) ne soit
ajouté à OPEN , il doit être vérifié que son estimation
heuristique n’est pas dominée par un vecteur coût
dans COSTS (filtrages 2 et 3).
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La recherche se termine lorsque la liste OPEN est
vide. Ainsi, le destin de chaque triplet dans OPEN est
soit d’être sélectionné pour être exploré, soit d’être
filtré, soit d’être élagué.

Suite à cela, les chemins pareto-optimaux peuvent
être reconstitués grâce aux pointeurs vers les nœuds
parents étiquetés aux vecteurs coûts des listes Cclosed.
La construction des chemins pareto-optimaux se fait
en partant de Cclosed(d). Dans certains cas, le nombre
de chemins solutions peut crôıtre exponentiellement
avec le nombre de nœuds du graphe.

6 NAMOA*-T : extension de NAMOA*
aux valuations dynamiques

Nous proposons une extension de NAMOA* au cas
dynamique ; ce nouvel algorithme, que l’on appellera
NAMOA*-T, est détaillé dans la fig. 3. Il s’appuie
sur les 3 propriétés suivantes (présentées dans la sec-
tion 4.1) :

1. l’attente au niveau d’un sommet n’est pas per-
mise (du fait des caractéristiques des moteurs de
bateau) ;

2. le graphe est FIFO ;

3. le principe d’optimalité n’est pas conservé.

Un algorithme simpliste consiste à explorer tous les
chemins possibles dans le graphe à partir du sommet
origine o, en arrêtant l’exploration d’une chemin
lorsque sa durée totale dépasse une certaine date
tmax ∈ T qui est la plus grande valeur de l’ensemble
T (sans cette condition d’arrêt, l’algorithme peut ne
pas se terminer du fait des circuits dans le graphe).
Tout les chemins explorés peuvent être stockés
dans un ensemble duquel sont extraits les chemins
pareto-optimaux, solutions du problème. Si l’attente
au niveau d’un sommet avait été envisagée dans notre
modèle, il aurait été nécessaire d’ajouter des arcs au
graphe (d’un sommet vers lui même), et d’imposer une
durée maximale de trajet. Cependant, cela risquait
d’augmenter fortement le nombre d’itérations de l’al-
gorithme. Par ailleurs, si le graphe n’était pas FIFO,
étant donné que nous travaillons sur un graphe avec
circuits, il pourrait exister des circuits absorbants,
c’est-à-dire des circuits qui feraient descendre l’un des
critères que l’on cherche à optimiser. Le graphe étant
FIFO, il n’existe pas de circuit absorbant, et de ce
fait, l’algorithme simpliste proposé est admissible.

NAMOA*-T a pour objectif de tirer partie de l’effi-
cacité de NAMOA*, celle-ci résidant dans deux types
de procédures : la procédure d’élagage et la procédure
de filtrage. Concernant la procédure d’élagage, elle se
base sur le principe d’optimalité, qui comme cela a été

Données : Un graphe G = (N,A, T ), deux nœuds
o, d ∈ N , deux fonctions c et h, une date de
départ t0

Résultat : Ensemble des chemins non dominés P ∗od

/* ----------INITIALISATION--------- */
Création pour tout i ∈ N des listes Copen(i) et Cclosed(i)
Création d’une liste de triplets OPEN
Création d’une liste de coûts finaux COSTS

~co = ~0
~f(o, ~co) = ~co + ~ho

OPEN ← (o, ~co, ~f(o, ~co))
Copen(o)← ~co

/* -----------ITÉRATIONS------------ */
tant que OPEN non vide faire

Sélection d’un triplet non dominé

(i, ~ci, ~f(i, ~ci)) ∈ OPEN

Supprimer (i, ~ci, ~f(i, ~ci)) de OPEN
Déplacer ~ci de Copen(i) vers Cclosed(i)
si i=d alors

COSTS ← ~ci
update(OPEN) // Filtrage 1

sinon
pour j ∈ successeurs de i faire

t′ = t0 + [~ci]1
~cj = ~ci + ~cij(t′)
si j est un nouveau nœud alors

~f(j, ~cj) = ~cj + ~hj

si COSTS ⊀ ~f(j, ~cj) // Filtrage 2
alors

OPEN ← (j, ~cj , ~f(j, ~cj))
Copen(j)← ~cj

Étiqueter à ~cj un pointeur vers i

fin

sinon si ~cj ∈
h
Copen(j) ∪ Cclosed(j)

i
alors

Étiqueter à ~cj un pointeur vers i
sinon

// -------------------------
// Absence de phase d’élagage
// -------------------------

~f(j, ~cj) = ~cj + ~hj

si COSTS ⊀ ~f(j, ~cj) // Filtrage 3
alors

OPEN ← (j, ~cj , ~f(j, ~cj))
Copen(j)← ~cj

Étiqueter à ~cj un pointeur vers i

fin

fin

fin

fin

fin

/* ---CONSTRUCTION DE LA SOLUTION--- */
Construction de P ∗od à partir de Cclosed(d)

Fig. 3 – NAMOA*-T
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démontré dans la partie 4.1 n’est plus valide. Ainsi, la
procédure d’élagage est supprimée dans NAMOA*-T.
Quant à la procédure de filtrage, elle est toujours
valide, ce qui est démontré par la suite.

Théorème 2. L’utilisation de la procédure de filtrage
ne modifie pas l’admissibilité de NAMOA*-T.

Preuve 2. Soit poi un chemin de o vers i dans G
quittant le nœud o à la date t0, avec ~ci = ~c(poi).

L’estimation heuristique ~hi associée à ce sommet ne
dépend pas du temps. Cette estimation est optimiste

ce qui implique (cf. Définition 6 ) que ~hi ≺
−−−→
MIN i.

Le filtrage se fait sur le coût estimé ~f(i, ~ci) = ~ci+ ~hi.
S’il existe un chemin p′od quittant le nœud o à t0 tel
que :

~c(p′od) ≺ ~f(i, ~ci) (4)

autrement dit :

~c(p′od) ≺ ~ci + ~hi (5)

alors, par transitivité de la relation de dominance on
a :

~c(p′od) ≺ ~ci +
−−−→
MIN i (6)

Cela signifie que les meilleurs chemins de o vers d
constitués du chemin partiel poi sont dominés par une
solution existante p′od. De ce fait, le chemin partiel poi
ne peut appartenir à une solution non dominée et peut
donc être éliminé sans remettre en cause l’admissibi-
lité de l’algorithme. �

La preuve se rapproche de son homologue dans
le contexte des graphes statiques, d’autant plus que
dans notre notation la notion de temps est encapsulée
dans le vecteur coût.

Finalement, l’algorithme simpliste agrémenté de la
procédure de filtrage est admissible. C’est cet algo-
rithme qui est détaillé dans la fig. 3, et qui présente
les adaptations suivantes par rapport à NAMOA* :

– les données en entrée sont liées au temps ;
– la procédure d’élagage est supprimée ;
– l’accès au coût d’un arc (i, j) dépend de la date

à laquelle le nœud i est quitté, accessible via le
premier élément du vecteur de coût ~ci.

Le détail du déroulement de l’algorithme sur un
exemple jouet est proposé en annexe du rapport de re-
cherche disponible sur le site du LSIS (www.lsis.org).
On peut voir que les circuits du graphe sont à l’origine
de l’exploration de boucles qui ne sont pas identifiées
directement par l’algorithme, mais qui disparaissent
naturellement avec la prodcédure de filtrage. Il sera
intéressant de réfléchir à des procédures permettant
d’éviter ces boucles, afin d’accélérer l’algorithme.

7 Conclusion

Dans cet article, nous avons abordé le problème
d’optimisation des routes maritimes en fonction des
conditions météorologiques en temps réel. La difficulté
de ce problème est liée d’une part à son aspect mul-
tiobjectif, et d’autre part, à l’existence de valuations
dynamiques dans le graphe dont il faut calculer un
plus court chemin. Ce problème recèle ainsi deux
difficultés qui rendent la question significativement
plus complexe, sachant que les résultats obtenus
jusqu’à présent ne semblent pas satisfaisants sur le
plan pratique. Pour le traiter, nous avons proposé une
extension au cas des graphes à valuations dynamiques
de l’algorithme NAMOA* qui traite du calcul de
plus court chemin multiobjectif mais dans un cadre
seulement statique.

L’implémentation de cet algorithme et son intégra-
tion au logiciel de routage développé par Atos est en
cours. Les résultats seront comparés à un algorithme
déjà implémenté, tel que celui de Hamacher. Il est
nécessaire que le temps de calcul de l’algorithme
soit raisonnable (de l’ordre de quelques minutes tout
au plus). La suppression de la procédure d’élagage
diminuant l’efficacité de l’algorithme, il sera peut-être
nécessaire de réfléchir à des améliorations permettant
d’accélérer l’algorithme afin d’identifier des solutions
plus rapidement (par exemple en mettant en place
une procédure permettant d’éviter le boucles).

Enfin, il sera pertinent dans un deuxième temps
d’étudier les algorithmes fournissant un sous-ensemble
des solutions pareto-optimales.
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[12] Tristram Gräbener, Alain Berro, and Yves Du-
then. Time dependent multiobjective best path
for multimodal urban routing. Electronic Notes
in Discrete Mathematics, 36 :487 – 494, 2010. 8.

[13] Horst W. Hamacher, Stefan Ruzika, and Steva-
nus A. Tjandra. Algorithms for time-dependent
bicriteria shortest path problems. Discrete Opti-
mization, 3(3) :238 – 254, 2006. 9.

[14] P. Hansen. Bicriterion path problems. In Günter
Fandel and Tomas Gal, editors, Multiple Criteria
Decision Making Theory and Application, volume
177 of Lecture Notes in Economics and Mathe-
matical Systems, pages 109–127. Springer Berlin
Heidelberg, 1980. 8.

[15] D. Shier J. Brumbaugh-Smith. An empirical in-
vestigation of some bicriterion shortest path al-
gorithms,. European Journal of Operational Re-
search, 43 :216–224, 1989.

[16] J.M.J. Journée and J.H.C. Meijers. Ship routeing
for optimum performance. Transactions IME, Fe-
bruary 1980. 5.

[17] E. Kanoulas, Y. Du ane T. Xia, and D. Zhang.
Finding fastest paths on a road network with
speed patterns. Data Engineering, 2006.

[18] D.E. Kaufman and R.L. Smith. Fastest paths in
time-dependent networks for intelligent vehicle-
highway systems application. Journal of Intelli-
gent Transportation Systems, 1 :1–11, 1993.

[19] Michael M. Kostreva and Malgorzata M. Wicek.
Time dependency in multiple objective dynamic
programming. Journal of Mathematical Analy-
sis and Applications, 173(1) :289–307, February
1991. 7.

[20] X. Gandibleux M. Ehrgott. Multiple Criteria Op-
timization. State of the Art Annotated Bibliogra-
phic Surveys, Boston, 2002.

[21] L. Mandow and J.L. Perez De La Cruz. A new
approach to multiobjective a* search. In Procee-
dings of the XIX International Joint Conference
on Artificial Intelligence, 2005. 8.

[22] E.Q. Martins. On a multicriteria shortest path
problem. European Journal of Operational Re-
search, 16 :236–245, 1984.

[23] John Mote, Ishwar Murthy, and David L. Olson.
A parametric approach to solving bicriterion shor-
test path problems. European Journal of Opera-
tional Research, 53(1) :81 – 92, 1991. 8.

[24] Ariel Orda and Raphael Rom. Shortest-path
and minimum -delay algorithms in networks with
time-dependent edge-length. 37(3) :607–625, Fe-
bruary 1990. 4.
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Résumé

Dans cet article, nous traitons deux questions clés
relatives aux méthodes de résolution basées sur la dé-
composition arborescente de CSP. Tout d’abord, nous
proposons un algorithme de calcul de décompositions qui
permet de borner la taille des séparateurs, soit un para-
mètre crucial pour limiter la complexité en espace, et
donc la faisabilité pratique de ce type de méthodes. En-
suite, nous montrons comment il est possible de modifier
une décomposition dynamiquement pendant une résolu-
tion. Cette modification dynamique permet d’offrir plus
de liberté aux heuristiques de choix de variables. Cela
permet aussi un meilleur usage des informations obte-
nues pendant la résolution tout en contrôlant la taille de
l’espace mémoire requis.

Abstract

In this paper, we address two key aspects of solving
methods based on tree-decomposition. First, we propose
an algorithm computing decompositions that allows to
bound the size of separators, which is a crucial parameter
to limit the space complexity, and thus the feasibility of
such methods. Moreover, we show how it is possible to
dynamically modify the considered decomposition during
the search. This dynamic modification can offer more
freedom to the variable ordering heuristics. This also al-
lows to better use the information gained during the
search while controlling the size of the required memory.

1 Introduction

Les méthodes de résolution basées sur la décom-
position arborescente de CSP ont démontré leur in-
térêt théorique car elle permettent de garantir des
bornes de complexité en temps en O(exp(w)) aussi
bien qu’en espace en O(exp(s)) où w et s sont des para-
mètres induits par des propriétés structurelles des ré-
seaux de contraintes. Ainsi, quand w est borné par une
constante, ces méthodes assurent un temps de résolu-
tion polynomial. De plus, en pratique, ces approches

sont particulièrement justifiées car il existe de nom-
breux problèmes réels pour lesquels w est relativement
petit [6]. Cependant, deux problèmes majeurs se pré-
sentent souvent en pratique. Tout d’abord, le contrôle
de la valeur de s n’est pas toujours garanti, en par-
ticulier pour des algorithmes de calcul de décomposi-
tions tels que Min-Fill [22] qui peut cependant être
considéré comme l’état de l’art [7]. Cela rend ce type
d’approches parfois complètement inopérant en pra-
tique car sur ce plan, ce paramètre est crucial [1]. De
plus, assurer une complexité en temps en O(exp(w))
requiert un parcours de l’espace de recherche qui im-
pose de fortes contraintes sur l’ordre d’affectation des
variables, ce qui peut conduire à une très forte dété-
rioration de l’efficacité pratique. Pour répondre à la
question relative à l’espace mémoire, nous proposons
un nouvel algorithme de calcul de décompositions qui
est paramétrable. Il prend en entrée un paramètre S et
va permettre un calcul de décomposition qui garantie
une taille de séparateurs inférieure ou égale à S. Sa
complexité en temps est inférieure à celle de Min-Fill
et il offre de plus des performances pratiques qui sont
largement meilleures (environ 1000 fois plus rapide sur
un large ensemble de benchmarks). La deuxième partie
de l’article propose une approche qui sert à modifier
dynamiquement une décomposition pendant une re-
cherche, permettant ainsi d’offrir plus de liberté aux
heuristiques tout en poursuivant l’exploitation des dé-
compositions. Cette approche est motivée par le fait
que pour être efficace en pratique, il est en général
nécessaire de prendre en compte le contexte courant
d’une recherche ainsi que les connaissances acquises
progressivement pendant la résolution. Ce type d’ap-
proche existe au niveau des solveurs CSP qui utilisent
des heuristiques basées sur des pondérations attachées
aux contraintes comme par exemple pour dom/wdeg
[4]. Elle est présente également au niveau des solveurs
CDCL pour SAT [19] par le biais notamment des tech-
niques d’apprentissage de clauses et de redémarrage.
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Dans le cas des méthodes opérant par décomposition,
la difficulté fondamentale porte sur l’ordre d’affecta-
tion des variables qui est imposé par la décomposi-
tion. Pour contourner cette difficulté, nous proposons
d’adapter dynamiquement la décomposition pendant
la résolution. La première idée concernant une telle
approche a été introduite dans [11] mais principale-
ment sur un plan théorique. Aussi, nous montrons
comment une telle approche est finalement réalisable.
Par ailleurs, nous étendons cette approche en intégrant
les techniques de redémarrage comme proposé par [13].
De plus, nous décrivons comment modifier dynami-
quement une décomposition, en prenant en compte les
connaissances acquises pendant la résolution tout en
proposant de conserver une borne sur la taille des sé-
parateurs pendant la recherche.

La section 2 rappelle des notions sur les méthodes de
résolution basées sur les décompositions arborescentes
tandis que la section 3 présente un algorithme de calcul
de décompositions arborescentes qui prend en compte
la taille des séparateurs. La section 4 introduit une
extension de l’algorithme BTD [12] visant à adapter
la décomposition pendant la résolution. Enfin, avant
de conclure, la section 5 présente des expérimentations
pour évaluer la pertinence de cette approche.

2 Préliminaires

Une instance de CSP (pour Problème de Satisfac-
tion de Contraintes) est définie par la donnée d’un tri-
plet (X,D,C), où X = {x1, . . . , xn} est un ensemble
de n variables, D = {dx1 , . . . , dxn} est un ensemble de
domaines finis, et C = {c1, . . . , ce} est un ensemble
de e contraintes. Chaque contrainte ci est un couple
(S(ci), R(ci)), où S(ci) = {xi1 , . . . , xik} ⊆ X définit
la portée de ci, et R(ci) ⊆ dxi1

× · · · × dxik
est une

relation de compatibilité. L’arité d’une contrainte ci
est |S(ci)|. Si l’arité de chaque contrainte est égale à
2, on parle alors de CSP binaire. La structure d’une
instance CSP est donnée par un hypergraphe (un
graphe pour les CSP binaires), appelé (hyper)graphe
de contraintes, dont les sommets correspondent aux
variables et les arêtes aux portées des contraintes.
Pour simplifier les notations, nous notons l’hyper-
graphe (X, {S(c1), . . . S(ce)}) par (X,C). Une affec-
tation d’un sous-ensemble de X est dite cohérente si
toutes les contraintes portant sur ce sous-ensemble
sont satisfaites. Le problème du test d’existence d’une
solution (i.e. une affectation cohérente de X) est bien
connu pour être NP-complet. Aussi, de nombreux tra-
vaux ont été réalisés pour améliorer la résolution pra-
tique comme ceux portant sur les heuristiques de choix
de variables, l’apprentissage de contraintes, le backtra-
cking non-chronologique, ou encore les techniques de
filtrage. Néanmoins, la complexité de la résolution de-

meure exponentielle, au moins en O(n.dn) où d est la
taille maximum des domaines. Pour contourner cette
� intraitabilité � théorique, d’autres approches ont été
proposées. Certaines d’elles s’appuient sur la notion
de classes polynomiales structurelles [8] basées sur la
notion de décomposition arborescente de graphes [21].

Définition 1 Une décomposition arborescente d’un
graphe G = (X,C) est un couple (E, T ) où T = (I, F )
est un arbre (I est un ensemble de nœuds, F est un
ensemble d’arêtes T ) et E = {Ei : i ∈ I} une fa-
mille de sous-ensembles de X, telle que chaque sous-
ensemble (appelé cluster) Ei est un nœud T et vérifie :
(i) ∪i∈IEi = X, (ii) pour chaque arête {x, y} ∈ C,
il existe i ∈ I avec {x, y} ⊆ Ei, et (iii) pour tout
i, j, k ∈ I, si k est un chemin de i à j dans T , alors
Ei∩Ej ⊆ Ek. La largeur d’une décomposition arbores-
cente est égale à maxi∈I |Ei| − 1. La largeur arbores-
cente dite tree-width w de G est la largeur minimale
pour toutes les décompositions arborescentes de G.

Cette notion est seulement définie pour des graphes
mais elle peut être considérée pour des hypergraphes
en exploitant leur 2-section 1. L’avantage des méthodes
de résolution exploitant les décompositions arbores-
centes est d’abord lié à leur complexité théorique en
temps dw+1 [7] alors que la complexité en espace est
en ds où s est la taille maximum des intersections (ap-
pelés séparateurs dans la suite) entre clusters. Ainsi,
ces méthodes peuvent être efficaces sur des instances
de grande taille et de petite tree-width comme c’est le
cas, par exemple, pour les problèmes d’allocation de
fréquences radio [5]. Ces méthodes procèdent en deux
étapes : (1) calcul d’une décomposition arborescente,
et (2) résolution d’une instance exploitant la décompo-
sition. Puisque le calcul de décompositions optimales
(i.e. de largeur w) est NP-difficile [2], en pratique, la
première étape calcule en général des décompositions
arborescentes de largeur w+ ≥ w, à savoir une approxi-
mation de la tree-width. Dans ce contexte, la méthode
Min-Fill [22] apparâıt comme le meilleur compromis
entre le temps de calcul (O(n3)) et la qualité des dé-
compositions obtenues. Elle constitue la référence dans
l’état de l’art pour de tels algorithmes [7], même si,
pour des graphes de quelques dizaines de milliers de
sommets, elle est en général inutilisable en pratique.

Cependant, les décompositions calculées ne sont pas
nécessairement les plus adaptées du point de vue de la
résolution [10, 14]. En premier lieu, Min-Fill ne prend
pas en compte explicitement les propriétés structu-
relles des graphes considérés, ce qui peut rendre la
résolution inefficace. Par exemple, les décompositions
obtenues peuvent contenir des clusters non connexes ce
qui peut conduire à une forte dégradation de l’efficacité

1. La 2-section d’un hypergraphe (X,C) est le graphe (X,C′)
où C′ = {{x, y}|∃c ∈ C, {x, y} ⊆ c} [3].
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de la résolution [14]. De plus, Min-Fill peut générer
des décompositions telles que s est souvent proche de
w+. En effet, afin de minimiser la largeur, Min-Fill
produit des clusters avec peu de sommets propres (i.e.
des sommets appartenant à un cluster mais pas à son
cluster parent dans la décomposition), voire même, un
seul sommet propre. Cela peut mener à un coût qui
s’avère prohibitif en termes d’espace mémoire. Ainsi, la
minimisation de s est cruciale pour être efficace en pra-
tique [10]. Par ailleurs, pour garantir la complexité en

temps dw
+

, les méthodes structurelles efficaces comme
BTD [12] utilisent un ordre d’affectation des variables
qui est partiellement déterminé par la décomposition
considérée. Quand Min-Fill est utilisé, cette liberté
est même encore plus restreinte du fait du nombre li-
mité de sommets propres dans les clusters. Or, il est
bien connu que pour avoir une résolution efficace, il est
souhaitable d’avoir une liberté maximale pour le choix
des prochaines variables à affecter.

Pour contourner ces difficultés, plusieurs approches
sont possibles. La première consiste à s’appuyer sur
une décomposition disposant de petits séparateurs,
tout en ayant de plus grands clusters. Cela permet de
relâcher les contraintes portant sur l’ordre d’affecta-
tion [10]. Une autre possibilité porte sur l’exploitation
des redémarrages comme proposé dans [13]. Cette ap-
proche fonctionne en redémarrant la recherche à par-
tir d’une nouvelle première variable qui ne figure pas
nécessairement dans le précédent cluster racine. Ceci
conduit, tout en conservant la même décomposition
(excepté en termes de racine), à donner plus de liberté
à l’ordre. La pertinence d’une telle démarche a été dé-
montrée expérimentalement dans [13]. Une autre pos-
sibilité consiste à modifier dynamiquement la décom-
position pendant la résolution, tout en maintenant des
garanties au niveau de la complexité temporelle. Cette
approche a été introduite dans [11], mais principale-
ment sur un plan théorique. Elle propose d’étendre la
taille d’un cluster en le fusionnant avec un ou plusieurs
clusters voisins. Toutefois, sa pertinence n’a jamais vé-
ritablement été démontrée. De plus, telle qu’elle a été
introduite dans [11], elle n’est guidée que par des cri-
tères d’ordre structurel, sans prendre en compte expli-
citement l’état de la recherche, et surtout, les connais-
sances déjà acquises pendant la résolution. Notons que
l’exploitation de la structure des instances de manière
dynamique a déjà été proposée pour SAT dans [17].
Cela étant, dans ces travaux, aucune garantie ne pou-
vait être donnée au sujet des bornes de complexité,
contrairement à ce que nous proposons ici.

Pour proposer des voies alternatives à ces précédents
travaux, nous introduisons dans la suite d’abord un al-
gorithme qui calcule des décompositions dont la taille
des séparateurs est bornée. Ensuite, nous proposons un
nouvel algorithme de résolution basé sur BTD et qui

permet d’adapter dynamiquement les décompositions
pendant la recherche en exploitant des informations
obtenues durant la résolution.

3 Décomposer en bornant les séparateurs

Dans [9], nous avons proposé un cadre général pour
calculer des décompositions arborescentes qui ne re-
pose pas sur la notion de triangulation. Il permet d’im-
plémenter différentes méthodes de décomposition selon
les caractéristiques souhaitées pour la décomposition.
Par exemple, l’algorithme BC-TD [14], qui calcule des
décompositions dont tous les clusters sont connexes,
est une variante possible de ce cadre. Avec la défini-
tion de ce cadre, nos objectifs sont multiples. D’abord,
pour pouvoir traiter dynamiquement des décomposi-
tions, il faut disposer d’algorithmes efficaces, tant en
termes de complexité théorique, que d’efficacité pra-
tique. Ensuite, la complexité de ces algorithmes ne doit
pas dépasser O(n(n+e)) afin d’être meilleure que celle
de Min-Fill, ce qui peut être accompli en économisant
une étape des plus coûteuses, à savoir la triangulation.
Au-delà, il faut veiller à limiter la taille maximale des
clusters, ce qui reste et demeure un paramètre impor-
tant, tout en mâıtrisant la taille des séparateurs.

Dans cette partie, nous rappelons le cadre H-TD-
WT (pour Heuristic Tree-Decomposition Without Tri-
angulation) qui calcule une décomposition arbores-
cente du graphe G = (X,C) sans triangulation en
temps polynomial (à savoir en O(n(n + e))). Comme
pour Min-Fill, aucune garantie n’est offerte quant à
l’optimalité de la largeur obtenue. Tel que présenté
dans [9], ce cadre permet cependant différentes para-
métrisations en prenant en compte plusieurs critères
dont certains sont relatifs à w+ et/ou s. Nous nous
intéressons ici à mâıtriser la taille des séparateurs.

La première étape de H-TD-WT (ligne 1 dans
l’algorithme 1) calcule un premier cluster, noté E0,
à l’aide d’une heuristique. X ′ qui représente l’en-
semble des sommets déjà considérés est initialisé à E0

(ligne 2). On notera parX1, X2, . . . Xk les composantes
connexes du sous-graphe G[X\E0] induit par la sup-
pression dans G des sommets de E0

2. Chacun de ces
ensembles Xi est inséré dans une file d’attente F (ligne
4). Pour chaque élément Xi retiré de F (ligne 6), Vi
note l’ensemble des sommets de X ′ qui sont adjacents
à au moins un sommet de Xi (ligne 7). Dans l’exemple
de la figure 1, pour Xi = X1, on a Vi = V1 = {x, y, z}.

On peut constater que Vi est un séparateur dans le
graphe G puisque la suppression de Vi dans G décon-
necte G (Xi étant déconnecté du reste de G). Nous
considérons alors le sous-graphe de G induit par Vi et
Xi, c’est-à-dire G[Vi ∪Xi]. L’étape suivante (ligne 8)

2. Le sous-graphe G[Y ] de G = (X,C) induit par Y ⊆ X est
le graphe (Y,CY ) où CY = {{x, y} ∈ C|x, y ∈ Y }.
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Algorithme 1 : H-TD-WT

Entrées : Un graphe G = (X,C)
Sorties : Un ensemble de clusters E0, . . . Em d’une décomposition

arborescente de G
1 Choix d’un premier cluster E0 dans G

2 X′ ← E0
3 Soient X1, . . . Xk les composantes connexes de G[X\E0]
4 F ← {X1, . . . Xk}
5 tant que F 6= ∅ faire /* calcul d’un nouveau cluster Ei */

6 Enlever Xi de F

7 Soit Vi ⊆ X′ le voisinage de Xi dans G

8 Déterminer un sous-ensemble X′′i ⊆ Xi tel qu’il existe au moins un

sommet v ∈ Vi tel que N(v,Xi) ⊆ X′′i
9 Ei ← X′′i ∪ Vi

10 X′ ← X′ ∪X′′i
11 Soient Xi1

, Xi2
, . . . Xiki

les composantes connexes de G[Xi\Ei]

12 F ← F ∪ {Xi1
, Xi2

, . . . Xiki
}

e
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Figure 1 – Graphe illustrant H5.

peut être paramétrée. Elle recherche un sous-ensemble
de sommets X ′′i ⊆ Xi tel que X ′′i ∪ Vi sera un nou-
veau cluster Ei de la décomposition. Cela peut être
garanti s’il existe au moins un sommet v de Vi tel que
tous ses voisins dans Xi figurent dans X ′′i . Plus pré-
cisément, si N(v,Xi) = {x ∈ Xi : {v, x} ∈ C}, nous
devons garantir l’existence d’un sommet v de Vi avec
N(v,Xi) ⊆ X ′′i . Nous définissons alors un nouveau
cluster Ei = X ′′i ∪ Vi (ligne 9). Puis, nous rajoutons
à X ′ les sommets de X ′′i (ligne 10), avant de calcu-
ler les composantes connexes du sous-graphe issu de
la suppression des sommets de Ei dans G[Xi], compo-
santes qui sont alors rajoutées à la file F (ligne 11). Ce
processus est répété jusqu’à ce que la file F soit vide.

Dans [9], ce schéma était décliné selon quatre heu-
ristiques. La première (notée H1) vise à minimiser la
taille des clusters alors que la seconde (H2) garantit
que tous les clusters sont connexes (voir [14]). La troi-
sième (H3) tente d’identifier des parties indépendantes
dans le graphe et les sépare aussitôt que possible en
effectuant un parcours en largeur à partir des sommets
de Vi. La quatrième (H4) tend à limiter la taille des
séparateurs de la décomposition. Pour cela, elle consi-
dère un paramètre S qui représente la taille maximale
autorisée pour un séparateur. Elle ajoute de nouveaux
sommets au prochain cluster Ei de la même manière
que H3. Toutefois, la recherche est stoppée à un ni-
veau l = L dès que les toutes les composantes connexes
de G[Xi\EiL ] induites sont déconnectées du reste du
graphe par des séparateurs de taille au plus S.

Nous introduisons ici une nouvelle heuristique, na-
turellement notée H5. Elle vise à raffiner l’heuristique
H4 en détectant plus de séparateurs de taille au plus
S. Là où H4 doit atteindre un niveau de la recherche
en largeur à partir duquel tous les séparateurs sont de
taille au plus S, H5 va être plus opportuniste. Si à un
niveau donné, une nouvelle composante connexe ap-
parâıt avec un séparateur de taille au plus S, ce sépa-
rateur va être pris en compte. Sa composante connexe
sera rajoutée à la file d’attente, et la recherche va se
poursuivre sur le reste du sous-graphe en cours d’ex-
ploration, exceptée bien sûr, la partie associée à cette
nouvelle composante connexe.

Nous illustrons le fonctionnement de H5 sur
l’exemple de la figure 1. Nous évoquons en premier
le calcul de E1, le second cluster (après E0) lors du
premier passage dans la boucle et nous fixons la va-
leur du paramètre S à 2. On considère donc l’ensemble
V1 = {x, y, z}. Les sommets a, b et c constituent le pre-
mier niveau. Aucun sous-ensemble de {a, b, c} de taille
2 ou moins n’induit de séparateur. Le niveau suivant,
constitué des sommets d, e, f et g, est donc visité. À ce
niveau, on dispose de 2 séparateurs minimaux, d’une
part {d, e, f} et d’autre part {f, g}. Avec l’heuristique
H4, la recherche en largeur se poursuivrait. Avec H5,
elle va certes se poursuivre, mais l’existence du sépa-
rateur {f, g} est exploitée. Cela va permettre, non pas
d’identifier un nouveau cluster, mais de circonscrire la
poursuite de la recherche en largeur à un sous-graphe
duquel auront été enlevés les sommets i, j et m car
il ne sont plus connectés au reste des autres sommets.
Ainsi, l’ensemble {i, j,m} va être inséré dans la fille
d’attente F . Comme ceci ne figure pas explicitement
dans le schéma de l’algorithme, il faut considérer que
cet ajout fait partie intégrante du traitement réalisé à
la ligne 8. La recherche en profondeur se poursuit donc
mais sur la partie de X1 qui n’a pas encore été parcou-
rue, et dont {i, j,m} a été supprimé, soit {h, k, l, n}.
On constate alors que le niveau suivant, uniquement
constitué du sommet h constitue un séparateur de
taille 1, donc inférieur à la borne fixée S = 2. Le par-
cours en largeur est stoppé, et le nouveau cluster est
maintenant constitué : E1 = {x, y, z, a, b, c, d, e, f, g, h}
et X ′′1 = {a, b, c, d, e, f, g, h}. On obtient une compo-
sante connexe X11 = {k, l, n} qui est ajoutée à F .

En fait, si on revient au schéma général de l’al-
gorithme H-TD-WT , la version associée à l’heuris-
tique H5 respecte bien les conditions imposées par
l’approche, à savoir que l’on construit bien un sous-
ensemble X ′′i ⊆ Xi tel qu’il existe au moins un som-
met v ∈ Vi tel que N(v,Xi) ⊆ X ′′i . Cette observation,
conjuguée à la preuve figurant dans [9], permet de s’as-
surer de la validité de H5 :

Théorème 1 H5 calcule les clusters d’une décompo-
sition arborescente.
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Figure 2 – Ensemble de clusters d’une décomposition
avant fusion de Ek dans Ej (a) et après (b).

Il en est de même que pour l’analyse de sa complexité.

Théorème 2 La complexité en temps de l’algorithme
H5-TD-WT est O(n(n+ e)).

4 Décomposition dynamique

La thèse que nous défendons ici est que la dyna-
micité de la décomposition, i.e. sa modification pen-
dant la résolution, permet d’adapter la décomposition
à la nature de l’instance à résoudre. Pour modifier la
décomposition, on s’appuie sur des informations re-
cueillies pendant la résolution, notamment celles liées
à la sémantique du problème. Cette démarche s’inscrit
alors dans la lignée des méthodes dites adaptatives.
Ces méthodes font des choix non seulement par rap-
port à l’état courant de la résolution, mais aussi par
rapport aux états précédents. Ce faisant, elles ont dé-
montré leur intérêt pratique (comme dans [4, 18, 20])
par rapport aux méthodes classiques. Par exemple, en
utilisant des stratégies de choix de variables orientées
vers les conflits, on peut identifier les variables les plus
problématiques pendant la recherche en enregistrant
en permanence des informations sur les conflits ren-
contrés. Ainsi, cela permet de considérer ces variables
plus tôt dans le reste de l’arbre de recherche et, par
là même, de résoudre l’instance plus efficacement. Si
l’ordre sur les variables est totalement libre, la variable
suivante serait donc la variable jugée comme la plus
influente pour la suite de la résolution. Par contre,
pour des méthodes exploitant une décomposition ar-
borescente comme BTD, l’ordre sur les variables étant
partiellement induit par la décomposition, la liberté de
l’heuristique de choix de variables s’en trouve d’autant
restreinte. Pour y remédier, nous proposons d’adapter
la décomposition durant la résolution en procédant à
une fusion dynamique de certains clusters.

L’algorithme BTD-MAC+RST+Fusion (voir l’algo-
rithme 3) représente une adaptation de l’algorithme
BTD-MAC+RST [13] afin de prendre en compte la
fusion dynamique. Pour ces deux algorithmes, l’em-
ploi d’une décomposition arborescente avec un certain
cluster racine Er induit un ordre partiel sur les va-
riables. Si Ej est le cluster courant, le choix de va-
riables se limite alors soit à choisir parmi les variables

Algorithme 2 : BTD-MAC+Fusion

Entrées-Sorties : P = (X,D,C) : CSP
Entrées : Σ : suite de décisions ; Ei : cluster ; VEi

: ensemble de

variables
Entrées-Sorties : G : ensemble de goods ; N : ensemble de nogoods
Sorties : vrai si une solution au sous-problème de P enraciné en Ei et

induit par Σ a été trouvée, faux s’il est prouvé qu’il n’en
possède pas, inconnu sinon

1 si VEi
= ∅ alors

2 résultat ← vrai
3 S ← Fils(Ei) /* Fils(Ei) : ensemble des clusters fils de Ei */
4 tant que résultat /∈ {faux, inconnu} et S 6= ∅ faire
5 Choisir un cluster Ej ∈ S

6 S ← S\{Ej}
7 si Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] est un nogood dans N alors

8 résultat ← faux
9 sinon

10 si Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] n’est pas un good de Ei par rapport à Ej
dans G alors

11 résultat ← BTD-MAC+Fusion(P ,Σ,Ej ,

Ej\(Ei ∩ Ej),G,N)

12 si résultat= vrai alors
13 Enregistrer Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] comme good de

Ei par rapport à Ej dans G

14 sinon
15 si résultat= faux alors
16 Enregistrer Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] comme

nogood de Ei par rapport à Ej dans N

17 sinon
18 si fusion alors Fusionner Ej avec un de

ses fils
19 si non redémarrage alors
20 S ← S ∪ {Ej}
21 résultat ← vrai

22 retourner résultat

23 sinon
24 Choisir une variable x ∈ VEi
25 Choisir une valeur v ∈ dx
26 dx ← dx\{v}
27 si AC (P ,Σ ∪ 〈x = v〉) alors
28 résultat ← BTD-MAC+Fusion(P ,Σ∪ 〈x = v〉,Ei,

VEi
\{x},G,N)

29 sinon résultat ← faux
30 si résultat = faux alors
31 si redémarrage ou fusion alors
32 Enregistrer nld-nogoods par rapport à la suite de

décisions Σ[Ei]
33 retourner inconnu

34 sinon
35 si AC (P ,Σ ∪ 〈x 6= v〉) alors
36 retourner BTD-MAC+Fusion(P ,Σ ∪ 〈x 6= v〉,Ei,

VEi
,G,N)

37 sinon retourner faux

38 sinon retourner résultat

non encore instanciées du cluster Ej , soit à choisir
un prochain cluster parmi les fils de Ej une fois le
cluster Ej entièrement instancié. Les deux algorithmes
débutent la résolution avec une décomposition calcu-
lée en amont de celle-ci. La différence principale entre
eux réside dans le fait que BTD-MAC+RST n’utilise
que cette décomposition initiale durant toute la réso-
lution (au sens de l’ensemble des clusters qui la dé-
finissent puisque la racine peut changer), tandis que
BTD-MAC+RST+Fusion va la faire évoluer dynami-
quement. Ainsi, l’ordre partiel imposé par la décompo-
sition change pendant la résolution. L’opération per-

Algorithme 3 : BTD-MAC+RST+Fusion

Entrées : P = (X,D,C) : CSP
Sorties : vrai si P possède une solution, faux sinon

1 G ← ∅ ; N ← ∅
2 répéter
3 Choisir un cluster racine Er
4 résultat ← BTD-MAC+Fusion (P ,∅,Er ,Er ,G,N)

5 jusqu’à result 6= unknown
6 retourner résultat
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mettant de changer la décomposition dans ce contexte
est la fusion. La fusion consiste à mettre en commun
les variables de deux clusters voisins pour former ainsi
un seul cluster. La figure 2 montre la fusion des clus-
ters Ej et Ek. À noter que, les fils du cluster fusionné
deviennent les fils du cluster résultant de la fusion. Par
exemple, dans la figure 2, El et Em, les fils de Ek, de-
viennent les fils de Ej . Soit D la décomposition initiale
et D′ la décomposition obtenue après la fusion. Tout
ordre sur les variables permis par D reste permis par
D′. Cependant, en exploitant D′ on peut obtenir plus
d’ordres possibles qu’en exploitant D. On en déduit
que la fusion préserve les ordres de choix de variables
initialement permis tout en offrant plus de liberté. Le
choix de fusionner ou non des clusters est conditionné
par des informations apprises durant la résolution.
Aussi, le comportement de BTD-MAC+RST+Fusion
se situe entre celui de BTD-MAC+RST avec une li-
berté partielle pour l’ordre sur les variables (si aucune
fusion n’est effectuée) à celui de MAC [23] avec une
liberté totale (si, après une série de fusions, la décom-
position ne contient plus qu’un seul cluster). L’intérêt
de ce nouvel algorithme est donc de pouvoir trouver
dynamiquement le bon compromis à partir d’informa-
tions recueillies durant la résolution.

L’algorithme BTD-MAC+RST+Fusion exploite
l’algorithme BTD-MAC+Fusion (voir l’algorithme 2).
Ce dernier ne se différencie de BTD-MAC+NG [13]
que par les lignes 17 à 21. Initialement, la suite de
décisions Σ ainsi que les ensembles de goods G et de
nogoods N sont vides. BTD-MAC+RST+Fusion (à
l’instar de BTD-MAC+RST) commence la résolution
en assignant les variables du cluster racine Er avant
de passer à un cluster fils. En exploitant le nouveau
cluster Ei, seules les variables non assignées du cluster
Ei seront instanciées. En d’autres termes, seules les
variables de Ei n’appartenant pas à Ei ∩ Ep(i) (avec
Ep(i) le cluster père de Ei) sont instanciées. Pour ré-
soudre chaque cluster les deux algorithmes s’appuient
sur MAC (lignes 24-29 et 35-37). Durant la résolution
MAC peut prendre deux types de décisions : des
décisions positives xi = vi qui assignent la valeur vi à
la variable xi et des décisions négatives xi 6= vi qui
assurent que vi ne peut être assignée à xi. Supposons
que Σ =< δ1, ..., δi > est la suite de décisions courante
où chaque δj peut être une décision soit positive, soit
négative. Une nouvelle décision positive xi+1 = vi+1

est prise et un filtrage par cohérence d’arc (AC)
est accompli (ligne 27). Si aucune incohérence n’est
détectée, la recherche continue normalement (ligne
28). Sinon la valeur vi+1 est supprimée de dxi+1

et un nouveau filtrage par AC est effectué (ligne
35). Si une incohérence est détectée, on procède
à un retour-arrière et la dernière décision positive
x` = v` est changée en x` 6= v`. Lorsque le cluster
Ei est choisi comme cluster suivant, on sait que la

prochaine décision positive implique une variable
de Ei. Étant donné que le séparateur Ei ∩ Ep(i) est
instancié, le filtrage par AC impacte uniquement les
variables de Desc(Ei) (avec Desc(Ei) l’ensemble de
variables appartenant à l’union des descendants Ek

de Ei). Une fois le cluster Ei complètement instancié
de façon cohérente (ligne 1), chaque sous-problème
enraciné en un cluster Ej , fils de Ei, sera résolu
(ligne 11). Plus précisément, pour un cluster fils Ej

et une suite de décision Σ, on résout le problème
enraciné en Ej et induit par Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] (avec
Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] l’ensemble des décisions positives
impliquant les variables de Ei ∩ Ej dans Σ). Si on
trouve une extension cohérente de Σ sur Desc(Ej),
Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] est enregistré comme good structurel
(ligne 12-13). Si, au contraire, la résolution montre
qu’il n’existe aucune extension cohérente de Σ sur
Desc(Ej), Pos(Σ)[Ei ∩ Ej ] est enregistré comme
nogood structurel (lignes 15-16). Ces (no)good struc-
turels sont utilisés ultérieurement dans la recherche
pour éviter certaines redondances (lignes 7-8). Si un
redémarrage est déclenché (ligne 31), la résolution est
interrompue. La gestion des redémarrages est faite
comme dans [13] et s’accompagne de l’enregistrement
de nld-nogoods réduits [16] qui permettent de ne
pas réexplorer des parties de l’espace de recherche
déjà visitées. L’intérêt du redémarrage réside dans
l’exploitation des connaissances acquises auparavant
via les (no)good structurels et les nld-nogoods réduits
[16]. Le déclenchement d’un redémarrage peut être
conditionné par des paramètres globaux (portant
sur l’ensemble du problème) ou locaux (relatifs
au cluster courant) ou aussi une combinaison des
deux. Les lignes 17-21 concernent uniquement la
fusion dynamique donc BTD-MAC+Fusion. La fusion
dynamique vise, comme expliqué ci-dessus, à donner
plus de liberté à l’heuristique de choix de variables,
et en même temps, à limiter l’impact des défauts
potentiels mis en avant dans la section 2. Le choix
de fusionner ou non des clusters va se faire sur la
base d’un critère s’appuyant sur l’état courant du
problème, mais aussi sur tout ou partie des états
précédemment rencontrés durant la résolution. Si
aucune fusion n’est requise (fusion renvoie faux), la
résolution se poursuit normalement. Au contraire, si
ce critère considère que fusionner le cluster courant
avec un de ses fils permettrait de rendre la suite de
la résolution plus efficace (par exemple en permettant
d’instancier plus tôt certaines variables jouant un
rôle clé), fusion renvoie vrai et BTD-MAC+Fusion
va modifier la décomposition courante en fusionnant
ces deux clusters (ligne 18). Pour cela, on commence
par désaffecter les variables instanciées du cluster
courant et par enregistrer des nld-nogoods réduits
(ligne 32) comme le ferait un redémarrage classique.
Une fois revenu dans le cluster parent, on procède
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à la fusion. À ce stade (ligne 19), soit on continue
à revenir en arrière si redémarrage est vrai, soit la
recherche se poursuit avec l’exploration d’un fils du
cluster parent. Notons que désaffecter les variables
du cluster courant avant de le fusionner avec un de
ses fils n’est pas une nécessité. Toutefois, ce choix
devrait permettre de pouvoir exploiter au plus tôt les
variables nouvellement ajoutées dans ce cluster.

L’algorithme BTD-MAC-Fusion est paramétrable
notamment par l’heuristique de fusion (nous en propo-
sons une dans la partie expérimentale). Un bon choix
pour cette heuristique peut améliorer considérable-
ment la résolution en la rendant plus efficace.

Fusionner deux clusters ne remettant pas en cause la
validité des (no)goods structurels et des nld-nogoods,
nous pouvons prouver la validité de l’algorithme avant
de donner ses complexités en temps et en espace.

Proposition 1 Soit (E′, T ′) la décomposition arbo-
rescente d’un graphe G obtenue à partir de la dé-
composition (E, T ) de G en fusionnant le cluster Ey

dans le cluster Ex (avec Ey fils de Ex dans (E, T )).
Les (no)good structurels de Ei par rapport à Ej (avec
Ej 6= Ey) et les nld-nogoods réduits enregistrés vis-à-
vis de (E, T ) restent valides vis-à-vis de (E′, T ′).

Théorème 3 BTD-MAC+RST+Fusion est correct,
complet et termine.

Théorème 4 BTD-MAC+RST+Fusion a une
complexité en temps en O(R.((n.s2.e. log(d) +

w′+.N).dw
′++2 + n.(w′+)2.d)) et une complexité en

espace en O(n.s.ds +w′+.(d+N)) avec w′+ la largeur
de la décomposition arborescente finale, s la taille de
la plus grande intersection Ei∩Ej de la décomposition
initiale, R le nombre de redémarrages et N le nombre
de nld-nogoods réduits mémorisés.

Notons qu’il est possible de limiter l’augmentation
de la largeur de la décomposition finale par rapport à
la décomposition initiale en utilisant une heuristique
de fusion convenable. Dans un tel cas de figure, BTD-
MAC+RST+Fusion est proche de l’algorithme BDH
[11]. Outre l’absence de redémarrages dans BDH, en
pratique, il s’en distingue par des fusions déclenchées
dynamiquement sur la base d’informations relatives à
la résolution en cours alors que BDH se contente de
fusionner des clusters en ne faisant pas crôıtre la taille
des clusters au-delà d’une limite fixée au préalable.

5 Évaluation expérimentale

Dans cette section, nous évaluons l’intérêt pratique
de l’heuristique H5 et des décompositions dynamiques.

5.1 Protocole expérimental

En ce qui concerne les décompositions, nous avons
retenu Min-Fill (en tant qu’heuristique de référence
dans la littérature et pour sa bonne approximation
de la largeur arborescente), H2 (pour sa garantie de
connexité des clusters), H3 (dont les clusters ont plu-
sieurs fils) et H5 (pour sa mâıtrise de la taille des sépa-
rateurs). Pour H2, les clusters sont construits en choi-
sissant les sommets de la composante connexe concer-
née par ordre de degré décroissant jusqu’à ce que le
cluster devienne connexe (ce qui correspond à l’heu-
ristique NV 2 de [14]). Pour H5, la décomposition est
utilisée avec différentes valeurs de S.

La décomposition dynamique repose sur une heu-
ristique de fusion. Cette dernière s’appuie sur l’heu-
ristique de choix de variable pour évaluer la nécessité
de fusionner. Plus précisément, étant donné un cluster
courant Ej , à chaque fois qu’on choisit la variable sui-
vante dans Ej , on va regarder si cette variable aurait
été choisie si l’heuristique de choix de variable avait eu
la possibilité de sélectionner une variable parmi toutes
les variables non instanciées de Ej∪(

⋃
Ek∈Fils(Ej)

Ek).

À chaque fois qu’une variable d’un fils Ek de Ej est
préférée à une variable de Ej , un compteur propre à
Ek est incrémenté. Lorsque le compteur associé à un
fils Ek atteint une certaine limite L (à savoir 100 dans
nos expérimentations), on fusionne Ek avec Ej .

Au niveau de la résolution, nous considérons BTD-
MAC+RST+Fusion et BTD-MAC+Fusion (c.-à-d.
BTD-MAC+RST+Fusion sans redémarrage) pour les
méthodes exploitant des décompositions dynamiques,
BTD-MAC et BTD-MAC+RST en tant que références
pour les méthodes exploitant une décomposition sta-
tique, et MAC+RST comme méthode énumérative
classique de référence. Nous choisissons comme cluster
racine le cluster ayant le plus grand rapport nombre de
contraintes sur la taille du cluster moins un. La cohé-
rence d’arc est appliquée en pré-traitement via AC3rm

et durant la résolution via AC8rm [15]. Toutes les mé-
thodes de résolution utilisent l’heuristique dom/wdeg
[4] pour choisir la prochaine variable à instancier.

Tous les algorithmes sont implémentés en C++ au
sein de notre propre bibliothèque. Les expérimenta-
tions ont été réalisées sur des serveurs lames sous Linux
Ubuntu 14.04 dotés chacun de deux processeurs Intel
Xeon E5-2609 à 2,4 GHz et de 32 Go de mémoire. Nous
avons sélectionné 1 859 les instances CSP de la com-
pétition CSP 2008 3. Pour établir cette sélection, nous
avons exclu les instances ayant des décompositions
triviales (par exemple les instances ayant un graphe
complet) ainsi que les instances ayant des contraintes
globales (car non prises en compte dans notre biblio-
thèque). Les instances retenues représentent la majo-

3. Voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08.
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Algorithme
Min-Fill H2 H3 H5

#rés. temps #rés. temps #rés. temps #rés. temps
BTD-MAC 1 344 43 272 1 405 31 429 1 466 31 469 1 469 33 564

BTD-MAC+RST 1 495 43 557 1 518 35 042 1 529 30 187 1 543 33 049
BTD-MAC+Fusion 1 481 42 505 1 518 37 440 1 523 35 101 1 534 34 048

BTD-MAC+RST+Fusion 1 544 41 622 1 547 32 547 1 554 33 736 1 567 34 432

Table 1 – Nombre d’instances résolues et temps d’exécution en s pour BTD-MAC(+RST) et BTD-
MAC(+RST)+Fusion selon la méthode de décomposition utilisée.

Algorithme Min-Fill H2 H3 H5

BTD-MAC 34 669 18 018 18 951 18 243
BTD-MAC+RST 24 026 17 233 17 758 16 288

BTD-MAC+Fusion 25 238 17 575 18 753 17 837
BTD-MAC+RST+Fusion 23 832 16 803 17 602 15 718

Table 2 – Temps d’exécution en s pour BTD-
MAC(+RST) et BTD-MAC(+RST)+Fusion selon la
méthode de décomposition utilisée pour les 1 234 ins-
tances résolues par tous les algorithmes.

rité des familles d’instances. Pour chaque instance, le
temps d’exécution (incluant le calcul de la décomposi-
tion) est limité à 15 minutes.

5.2 H5 comparée aux autres décompositions

La table 1 fournit le nombre d’instances résolues
et le temps d’exécution cumulé pour chaque algo-
rithme et pour chaque méthode de décomposition.
D’abord, nous comparons les méthodes de décompo-
sition du point de vue de l’efficacité de la résolution
par BTD-MAC. Concernant le nombre d’instances ré-
solues, BTD-MAC avec H5 (pour S = 50) résout le
plus grand nombre d’instances (à savoir 1 469) tan-
dis qu’avec Min-Fill, il en résout le moins (à savoir
1 344). Clairement, les méthodes de décomposition vi-
sant à minimiser la largeur ne conduisent pas aux réso-
lutions les plus efficaces. D’autres paramètres ont plus
d’impacts comme la connexité des clusters (cf. H2), le
nombre de fils des clusters (cf. H3) et la mâıtrise de la
taille des séparateurs (cf. H5). Notons que ces résul-
tats sont cohérents avec ceux de [14, 9]. Au-delà, pour
H5, l’efficacité de la résolution dépend bien sûr de la
valeur choisie pour S. Par exemple, BTD-MAC résout
plus d’instances pour S = 15 (à savoir 1 514). Par
contre, le choix de S = 50 est plus intéressant quand
on exploite des décompositions dynamiques.

Au niveau du temps d’exécution, pour une com-
paraison plus équitable, nous ne considérons, dans la
table 2, que les 1 234 instances résolues par tous les
algorithmes. BTD-MAC obtient les meilleurs résultats
avec H5 (et H2) et les pires avec Min-Fill. Nous de-
vons souligner que le calcul des décompositions avec
Hi (i = 2, 3, 5) est nettement plus rapide qu’avec Min-
Fill. Par exemple, H5 (pour S = 50) requiert seule-
ment 7 s pour calculer les décompositions des 1,234

instances contre 7,582 s pour Min-Fill.

Notons enfin que les observations faites ici pour
BTD-MAC restent valides quelle que soit la variante
de BTD considérée comme le montrent les tables 1-4.

5.3 Décompositions dynamiques contre statiques

D’abord, si nous comparons BTD-MAC à BTD-
MAC+Fusion (resp. BTD-MAC+RST à BTD-
MAC+RST+Fusion) dans les tables 1-2, nous
pouvons voir que, quelle que soit la méthode de
décomposition utilisée, les méthodes exploitant des
décompositions dynamiques résolvent plus d’instances
que leur pendant exploitant une décomposition
statique pour des temps de résolution similaires ou
meilleurs. Cela montre bien l’intérêt de fusionner
dynamiquement des clusters durant la résolution.

Par ailleurs, le concept de fusion a déjà été exploité
de manière statique (par exemple dans [10]) une fois
la décomposition initiale calculée via n’importe quelle
méthode (comme Min-Fill, H2, H3 ou H5). Les tables
3-4 fournissent les résultats correspondants pour BTD-
MAC(+RST). Ici, nous limitons la taille des sépara-
teurs en fusionnant avec son père tout cluster dont
la taille du séparateur avec son père dépasse une cer-
taine valeur (à savoir 15 dans les tables 3-4). Nous pou-
vons constater que, pour le nombre d’instances réso-
lues, BTD-MAC+Fusion est significativement meilleur
que BTD-MAC tandis que BTD-MAC+RST+Fusion
est comparable ou légèrement meilleur que BTD-
MAC+RST. À nouveau, l’exploitation des décomposi-
tions dynamiques permet d’obtenir parmi les meilleurs
résultats. Au-delà, via la fusion dynamique, nous adap-
tons la décomposition en fonction des connaissances
sémantiques apprises durant la résolution alors que la
fusion statique ne repose que sur des critères structu-
rels et nécessite de choisir une limite pour la taille des
séparateurs, ce qui peut constituer une tâche difficile.

Enfin, nous pouvons remarquer que BTD-
MAC+RST et BTD-MAC+Fusion sont relativement
proches en termes de nombre d’instances résolues
ou de temps d’exécution. Cela peut s’expliquer
par le choix d’un nouveau cluster racine quand
BTD-MAC+RST redémarre, ce qui peut être vu
comme une forme simplifié de dynamicité. Par
ailleurs, l’exploitation conjointe des redémarrages
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Algorithme Min-Fill H2 H3 H5

BTD-MAC 32 641 17 914 17 813 16 503
BTD-MAC+RST 24 456 17 514 17 050 16 235

Table 4 – Temps d’exécution pour BTD-
MAC(+RST) selon la méthode de décomposition
utilisée pour une fusion statique limitant la taille des
séparateurs à 15, pour les 1 234 instances résolues par
tous les algorithmes.

et des décompositions dynamiques s’avère très per-
tinente puisque BTD-MAC+RST+Fusion surclasse
à la fois BTD-MAC+RST et BTD-MAC+Fusion.
Pour terminer, nous pouvons aussi noter que BTD-
MAC+RST+Fusion avec H5 obtient les meilleurs
résultats quels que soient les algorithmes de résolution
et/ou de décomposition exploités.

5.4 BTD-MAC+RST+Fusion versus MAC+RST

Nous comparons à présent MAC+RST et BTD-
MAC+RST+Fusion (pour S = 50). La figure 3(a)
représente le nombre d’instances résolues pour MAC-
BTD+RST+Fusion, MAC+RST et VBS (c.-à-d. le
meilleur solveur virtuel parmi les deux algorithmes).
D’abord, BTD-MAC+RST+Fusion résout plus d’ins-
tances que MAC+RST (1 567 instances contre 1 548).
Ensuite, nous pouvons noter que le comportement de
BTD-MAC+RST+Fusion est plus proche de celui de
VBS que celui de MAC+RST, ce qui montre claire-
ment la supériorité de BTD-MAC+RST+Fusion sur
MAC+RST.

Nous focalisons maintenant nos observations sur
les instances les plus difficiles. Parmi les 1 859 ins-
tances considérées, certaines sont résolues facilement
par MAC+RST (par exemple 284 instances le sont
sans aucun retour en arrière). L’exploitation de mé-
thodes structurelles comme BTD ou ses variantes
sur de telles instances n’a pas nécessairement de
sens. Aussi, nous utilisons le nombre de nœuds dé-
veloppés par MAC+RST comme critère de difficulté.
Une instance sera considérée comme difficile si ce
nombre de nœuds est supérieur à 100n (avec n le
nombre de variables). Ainsi, nous avons 577 instances
considerées comme difficile. La figure 3(b) présente
une comparaison des temps d’exécution de MAC-
BTD+RST+Fusion et MAC+RST pour ces instances.
Globalement, nous pouvons constater que, pour une
bonne partie d’entre elles, MAC-BTD+RST+Fusion
et MAC+RST ont un comportement similaire. En ef-
fet, pour environ 60 % des instances, l’écart entre les
temps d’exécution est inférieur à 10 %. Cependant,
pour les instances restantes, MAC-BTD+RST+Fusion
surclasse souvent MAC+RST. Pour 16 % d’entre elles,
MAC-BTD+RST+Fusion est au moins 10 fois plus ra-
pide que MAC+RST alors que MAC+RST ne l’est

que dans 1 % des cas. Enfin, l’exploitation de la struc-
ture joue ici un rôle central. En effet, 86 % des ins-
tances non résolues par MAC+RST mais résolues par
BTD-MAC+RST+Fusion sont des instances structu-
rées ayant un rapport n/(w + 1) supérieur à 5.

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons proposé deux contribu-
tions complémentaires. D’une part, nous avons pré-
senté un nouvel algorithme pour calculer des décom-
positions arborescentes (à savoir H5) permettant de
borner la taille des séparateurs, qui est un para-
mètre crucial pour l’efficacité pratique des méthodes
de résolution structurelles comme BTD. Sa com-
plexité en temps est meilleure que celle de Min-Fill
et il est nettement plus rapide en pratique (environ
1 000 fois plus rapide que Min-Fill sur un vaste en-
semble d’instances). D’autre part, nous avons décrit
une extension non triviale de BTD, à savoir BTD-
MAC+RST+Fusion, qui peut adapter la décomposi-
tion en fusionnant dynamiquement certains clusters en
fonction de la sémantique de l’instance et de connais-
sances acquises durant la résolution. Ainsi, notre mé-
thode exploite des ordres sur les variables plus flexibles
et peut éviter certains inconvénients que peut avoir
une décomposition intiale calculée uniquement sur la
base de critères structurels. En pratique, nous avons
montré que BTD-MAC+RST+Fusion surclasse BTD-
MAC+RST quelle que soit la méthode de décomposi-
tion exploitée. De plus, son utilisation conjointe avec
H5 conduit à l’obtention des meilleurs résultats.

Plusieurs extensions de ce travail sont possibles.
D’abord, d’autres heuristiques de fusion sont envi-
sageables en exploitant d’autres informations séman-
tiques. Ensuite, la rapidité de H-TD-WT ouvre des
perspectives plus larges pour une modification dyna-
mique de la décomposition en permettant des recal-
culs pendant la résolution et lors des redémarrages.
Au-delà, des problèmes plus difficiles (optimisation,
comptage ou compilation) pourraient être abordés.
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Résumé

Les triangles cassés représentent un concept impor-
tant, non seulement pour la résolution en temps polyno-
mial des problèmes de satisfaction de contraintes, mais
aussi pour l’élimination de variables ou encore la réduc-
tion de la taille des domaines par la fusion des valeurs.
Plus précisément, pour une variable donnée d’un CSP bi-
naire arc-cohérent, si aucun triangle cassé ne se produit
sur aucun couple de valeurs, alors cette variable peut être
éliminée tout en préservant la satisfiabilité. Plus récem-
ment, il a été démontré qu’en cas de non applicabilité
de cette règle à cause de l’existence d’au moins un tri-
angle cassé, il se peut qu’il existe deux valeurs de cette
même variable sur lesquelles aucun triangle cassé ne s’est
produit. Dans ce cas, ces deux valeurs peuvent être fu-
sionnées en une seule tout en préservant la satisfiabilité.

Dans ce papier, nous montrons que sous certaines
conditions, et même en cas d’existence de quelques tri-
angles cassés sur un couple de valeurs d’une variable
donnée, les deux valeurs peuvent être fusionnées sans
changer la satisfiabilité de l’instance.

Abstract

Broken triangles constitute an important concept
not only for solving constraint satisfaction problems in
polytime, but also for variable elimination or domain re-
duction by merging compatible values. Specifically, for
a given variable in a binary arc-consistent CSP, if no
broken triangle occurs on any pair of values, then this
variable can be eliminated while preserving satisfiability.
More recently, it has been shown that even when this rule
cannot be applied, it could be possible that for a given
pair of values no broken triangle occurs. In this case, we
can apply a domain-reduction operation which consists
in merging these values while preserving satisfiability.

In this paper, we show that under some conditions,
and even if there are some broken triangles on a pair of
values of a given variable, these values can be merged
without changing the satisfiability of the instance.

1 Introduction

L’étude des classes polynomiales constitue un
axe de recherche important en programmation par
contraintes. Récemment, une nouvelle classe hybride,
appelée BTP (pour Broken Triangle Property [4, 5]),
a été introduite. Elle possède des propriétés remar-
quables tant du point de vue théorique (elle capture,
par exemple, plusieurs classes polynomiales existantes)
que du point de vue pratique (les instances de cette
classe pouvant être résolues en temps polynomial par
les algorithmes MAC [18] et RFL [17] sans l’aide d’al-
gorithmes spécifiques). Aussi, de nombreuses exten-
sions de ce travail ont défini de nouvelles classes poly-
nomiales [6, 7, 8, 11, 15, 16] généralisant ou étendant
la classe BTP. D’autres se sont intéressées à réduire
la taille des instances CSP à l’aide de versions locales
de la propriété BTP. Plus précisément, étant donnée
une variable d’un CSP binaire arc-cohérent [13], si
aucun triangle cassé ne se produit sur aucun couple
de ses valeurs, alors cette variable peut être éliminée
sans modifier la satisfiabilité de l’instance [1]. Dans
[2, 3], il a été démontré qu’en cas de non applicabi-
lité de cette règle à cause de l’existence d’au moins un
triangle cassé, il se peut qu’il existe deux valeurs de
cette même variable sur lesquelles aucun triangle cassé
ne se produit. Dans ce cas, ces deux valeurs peuvent
être fusionnées en une seule tout en préservant la sa-
tisfiabilité. Cette règle de fusion, appelée BTP-fusion,
est applicable pour plusieurs benchmarks de la com-
pétition CSP. Mais, malgré cela, certains tests expéri-
mentaux semblent indiquer qu’à l’heure actuelle, elle
semble difficilement utilisable comme opération de pré-
traitement dans un solveur, du fait d’un temps d’exé-
cution total trop important [2].

Au vu de ces résultats prometteurs, nous allons étu-
dier dans ce papier une version plus légère de la fusion
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par BTP tout en autorisant, sous certaines conditions,
la présence de quelques triangles cassés sur le couple
de valeurs à fusionner.

Dans la section suivante, nous rappelons certaines
définitions et notations nécessaires pour la suite de
ce travail. Dans la section 3, nous introduisons et gé-
néralisons la nouvelle règle, appelée m-wBTP-fusion,
qui permet de fusionner deux valeurs d’une variable
donnée même en présence de certains triangles cassés.
Ensuite, nous prouvons que cette règle de fusion est
maximale. Par la suite, dans la section 5, nous com-
mençons par montrer que cette règle de fusion ne per-
met pas l’élimination de variables puis nous position-
nons notre travail par rapport à certaines propriétés
comme k-BTP [6] et WBTP [16]. Après, nous évaluons
l’intérêt pratique de notre approche. Finalement, nous
concluons.

2 Préliminaires

Les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP,
[14]) sont au cœur de nombreuses applications en intel-
ligence artificielle et en recherche opérationnelle. Dans
ce papier, nous nous intéressons uniquement aux CSP
binaires qui sont formellement définis ainsi :

Définition 1 (instance binaire) Un CSP binaire
est un triplet I = (X,D,C), où X = {x1, . . . , xn}
est un ensemble fini de n variables, D =
{D(x1), . . . , D(xn)} est un ensemble fini de do-
maines contenant au plus d valeurs, un domaine
pour chaque variable et C est un ensemble de
contraintes binaires. Chaque contrainte Cij ∈ C est
un couple (S(Cij), R(Cij)) avec :

• S(Cij) = {xi, xj} ⊆ X, la portée de la
contrainte,

• R(Cij) ⊆ D(xi)×D(xj), la relation binaire qui
définit la compatibilité de valeurs.

Si la contrainte Cij n’est pas définie dans C, alors
nous considérons Cij comme une contrainte univer-
selle (c’est-à-dire telle que R(Cij) = D(xi)×D(xj)).

L’interaction entre les valeurs de chaque variable à tra-
vers les relations associées aux contraintes peut être
graphiquement représentée par un graphe de micro-
structure [10]. Les sommets de ce graphe sont donc
les couples variable-valeur (xi, vi) (vi ∈ D(xi)) et
les arêtes sont les tuples autorisés par les contraintes
(c’est-à-dire qu’il existe une arête entre les sommets

(xi, vi) et (xj , vj) si (vi, vj) ∈ R(Cij)). Étant donnée
une instance binaire I, décider si I possède une solu-
tion (c’est-à-dire une affectation d’une valeur à chaque
variable de I ne violant aucune contrainte), est un pro-
blème bien connu pour être NP-complet. Mais, en im-
posant quelques restrictions sur les portées et/ou les

relations des contraintes, nous pouvons avoir des ins-
tances résolubles en temps polynomial. Ces instances
définissent une classe polynomiale. La classe polyno-
miale BTP (pour Broken Triangle Property), qui s’ap-
puie sur le concept de triangle cassé, se situe au cœur
des classes polynomiales puisqu’elle généralise et cap-
ture certaines classes existantes. La Broken Triangle
Property impose l’absence de certains triangles cassés.
Formellement, BTP est définie comme suit :

Définition 2 (Broken-Triangle Property [4, 5])
Soient un CSP binaire I et un ordre < sur les va-
riables de I. Une paire de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk)

satisfait BTP si pour chaque couple de variables
(xi, xj) tel que xi < xj < xk, si

• (vi, vj) ∈ R(Cij),

• (vi, v
′
k) ∈ R(Cik) et

• (vj , v
′′
k ) ∈ R(Cjk),

alors

• soit (vi, v
′′
k ) ∈ R(Cik),

• soit (vj , v
′
k) ∈ R(Cjk).

Une variable xk satisfait BTP si chaque paire de
valeurs de D(xk) satisfait BTP. I satisfait BTP par
rapport à l’ordre < si chacune de ses variables satisfait
BTP.

Cette définition peut se représenter graphiquement
dans la microstructure du CSP comme indiqué dans la
figure 1. Tout au long de ce papier, l’absence d’arête
et les arêtes en pointillés représenteront des tuples in-
terdits.

vi

v′′k

v′k

vj

xi xk

xj

vi

v′′k

v′k

vj

xi xk

xj

(a) (b)

Figure 1 – (a) Un triangle cassé (vi, vj , v
′
k, v
′′
k ). (b) Un

triangle non cassé (vi, vj , v
′
k, v
′′
k ) et satisfaisant donc la

propriété BTP.

Pour la figure 1(a), ce CSP n’est pas BTP par
rapport à l’ordre xi < xj < xk car les tuples
(vj , v

′
k) et (vi, v

′′
k ) ne sont pas autorisés. Dans ce cas,

(vi, vj , v
′
k, v
′′
k ) constitue un triangle cassé sur les va-

leurs v′k et v′′k . L’existence de ce triangle cassé conduit
à dire qu’il existe un triangle cassé sur xk par rap-
port à xi et xj . Par contre, si (vi, v

′′
k ) ∈ R(Cik) ou
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(vj , v
′
k) ∈ R(Cjk), alors la propriété est bien vérifiée

comme le montre la figure 1(b).
Nous passons maintenant à l’opération de fusion de

valeurs puis nous rappelons la condition de fusion sur
la base de BTP :

Définition 3 [2] Fusionner les valeurs v′k, v
′′
k ∈

D(xk) d’un CSP binaire consiste à remplacer v′k, v
′′
k

dans D(xk) par une nouvelle valeur vk qui sera com-
patible avec toutes les valeurs qui sont compatibles avec
au moins une des deux valeurs v′k ou v′′k . Une condi-
tion de fusion de valeurs v′k et v′′k d’un CSP binaire
est une propriété calculable en temps polynomial de fa-
çon que lorsque cette propriété existe, alors le CSP ob-
tenu après fusion des valeurs v′k et v′′k est satisfiable si
et seulement si le CSP de départ est satisfiable aussi.

Le résultat suivant relie la fusion à l’absence de tri-
angles cassés.

Proposition 1 [2] Étant donné un CSP binaire, fu-
sionner deux valeurs sur lesquelles aucun triangle
cassé ne se produit est une condition de fusion de va-
leurs.

Par exemple, dans la figure 1(b), les valeurs v′k et v′′k
sont fusionnables.

3 Les triangles légèrement cassés

L’absence de triangles cassés sur un couple de va-
leurs permet de les fusionner tout en préservant la
satisfiabilité. Ici, nous montrons qu’il est possible de
tolérer la présence de certains triangles cassés tout
en conservant la possibilité de fusionner des valeurs.
L’idée est inspirée d’un travail récent de Naanaa [16]
sur une nouvelle extension de BTP. La propriété sera
appelée m-wBTP : le paramètre m définit le nombre
de variables soutenant les triangles appelés légèrement
cassés.

3.1 1-wBTP-fusion

Nous commençons par le cas le plus basique qui
s’appuie sur le nouveau concept de triangle légèrement
cassé qui correspond à un triangle cassé soutenu par
une variable.

Définition 4 Un couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk)

satisfait 1-wBTP si pour chaque triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v
′′
k) avec vi ∈ D(xi) et vj ∈ D(xj), il existe

au moins une variable x` ∈ X \ {xi, xj , xk} tel que
∀ v` ∈ D(x`) si

• (vi, v`) ∈ R(Ci`) et

• (vj , v`) ∈ R(Cj`)

alors

• (v′k, v`) /∈ R(Ck`) et

• (v′′k , v`) /∈ R(Ck`).

Dans ce cas, (vi, vj , v
′
k, v
′′
k) sera appelé triangle légère-

ment cassé soutenu par la variable x`.

Cette définition devient plus simple quand on la
représente avec le graphe de microstructure. Par
exemple, dans la figure 2, on a un triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v
′′
k ). Comme pour toute valeur v` de la va-

riable x`, v` est compatible avec vi et vj et on a
(v′k, v`) /∈ R(Ck`) et (v′′k , v`) /∈ R(Ck`), ce triangle est
un triangle légèrement cassé soutenu par x`.

v`
v′′k

v′k

vj

vi

x` xk

xj

xi

Figure 2 – Un triangle légèrement cassé car (v′k, v`) /∈
R(Ck`) et (v′′k , v`) /∈ R(Ck`).

Si (v′k, v`) ∈ R(Ck`) ou (v′′k , v`) ∈ R(Ck`), nous di-
sons que (v`, vi, vj , v

′
k, v
′′
k ) forment un triangle forte-

ment cassé.
La distinction de triangle légèrement cassé de tri-

angle fortement cassé nous permet d’avoir un résultat
similaire à celui de la proposition 1.

Proposition 2 Étant donné un CSP binaire, fusion-
ner deux valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) qui satisfont 1-wBTP

ne change pas la satisfiabilité de l’instance.

Preuve : Soit I l’instance originale et If la nouvelle
instance dans laquelle v′k,v′′k ont été fusionnées en une
nouvelle valeur vk. Clairement, si I est satisfiable alors
il en est de même pour If . Donc, il suffit de montrer
que si If a une solution s qui affecte vk à xk, alors I
a une solution.

Soient s′, s′′ deux affectations identiques à s sauf que
s′ affecte v′k à xk et s′′ affecte v′′k à xk. Supposons que ni
s′ ni s′′ sont des solutions de I. Alors, il existe deux va-
riables xi, xj ∈ X \{xk} telles que (s(xi), v

′
k) /∈ R(Cik)

et (s(xj), v
′′
k ) /∈ R(Cjk). Puisque s est une solution

de If affectant vk à xk, nous devons forcément avoir
(s(xi), v

′′
k ) ∈ R(Cik) et (s(xj), v

′
k) ∈ R(Cjk). Évidem-

ment, nous avons (s(xi), s(xj)) ∈ R(Cij). Dans ce cas,
(s(xi), s(xj), v

′
k, v
′′
k ) forment un triangle cassé dans I.
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Par définition de 1-wBTP, il existe au moins une
variable x` ∈ X \ {xi, xj , xk} telle que ∀v` ∈ D(x`) si

• (s(xi), v`) ∈ R(Ci`) et

• (s(xj), v`) ∈ R(Cj`)

alors

• (v′k, v`) /∈ R(Ck`) et

• (v′′k , v`) /∈ R(Ck`).

Comme s(x`) est compatible avec s(xi) et s(xj),
elle ne peut être compatible avec ni v′k ni v′′k . Par
conséquent, s(x`) ne sera pas compatible avec vk, ce
qui implique que s n’est pas une solution de If . Or,
ceci contredit notre hypothèse de départ. Donc, cette
règle de fusion préserve la satisfiabilité. 2

À première vue, l’existence d’un lien entre la cohé-
rence d’arc [13] et cette définition parâıt logique. En
effet, imposer que les tuples (v′k, v`) et (v′′k , v`) soient
interdits peut laisser penser que le but est de rendre
les valeurs v′k et v′′k arc-incohérentes. Mais l’exemple
de la figure 3 montre le contraire. En effet, bien que
les deux valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) de cette figure sa-

tisfont 1-wBTP, l’application de la cohérence d’arc
ne supprime aucune valeur (et évidemment aucun
tuple) puisqu’elles sont toutes arc-cohérentes. Donc,
la cohérence d’arc ne supprimera pas le triangle cassé
(vi, vj , v

′
k, v
′′
k ).

v`

v′′k

v′k

vj

vi

x` xk

xj

xi

Figure 3 – Un CSP dont toutes les valeurs sont arc-
cohérentes (en bleu le triangle légèrement cassé).

3.2 m-wBTP-fusion

Grâce à la variable x`, la fusion de valeurs sur les-
quelles il existe seulement des triangles légèrement cas-
sés ne modifie pas la satisfiabilité. En termes de mi-
crostructure, la variable x` empêche l’apparition d’une
nouvelle clique de taille n (donc une solution) qui
n’existait pas avant la fusion. Ce principe peut évi-
dement être étendu à m variables (m ≤ n− 3).

Une affectation (v`1 , . . . , v`m) ∈ D(x`1) × . . . ×
D(x`m) est une solution partielle si elle satis-
fait toutes les contraintes Cij telles que {xi, xj} ⊆
{x`1 , . . . , x`m}.

Définition 5 Un couple de valeurs v′k, v
′′
k ∈ D(xk) sa-

tisfait m-wBTP pour m ≤ n−3 si pour chaque triangle
cassé (vi, vj , v

′
k, v
′′
k ) avec vi ∈ D(xi) et vj ∈ D(xj), il

existe un ensemble de r ≤ m variables {x`1 , . . . , x`r} ⊆
X \ {xi, xj , xk} tel que pour tout (v`1 , . . . , v`r ) ∈
D(x`1) × . . . × D(x`r ), si (v`1 , . . . , v`r , vi, vj) est une
solution partielle, alors il existe α ∈ {1, . . . , r} tel que
(v`α , v

′
k), (v`α , v

′′
k ) /∈ R(C`αk).

La figure 4 montre deux configurations illus-
trant la définition 5. Dans la première, le couple
de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) satisfait 2-wBTP car

pour l’unique solution partielle (v`σ , v`γ , vi, vj) on
a (v`σ , v

′
k), (v`σ , v

′′
k ) /∈ R(C`σk). Dans la deuxième,

il n’existe aucune solution partielle pour l’ensemble
{x`σ , x`γ , xi, xj}. Donc v′k, v

′′
k ∈ D(xk) satisfait trivia-

lement 2-wBTP.

v`σ

v`γ
v′′k

v′k

vj

vi

x`σ

x`γ
xk

xj

xi

v`σ

v`γ
v′′k

v′k

vj

vi

x`σ

x`γ
xk

xj

xi

(a) (b)

Figure 4 – Deux cas différents de deux valeurs v′k et
v′′k qui satisfont la 2-wBTP.

Nous généralisons maintenant le résultat de la pro-
position 2 sur la fusion de valeurs au cas de m va-
riables.

Proposition 3 Étant donné un CSP binaire, fusion-
ner deux valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) qui satisfont m-wBTP

ne change pas la satisfiabilité de l’instance.

Preuve : Soit I l’instance originale et If la nouvelle
instance dans laquelle v′k,v′′k ont été fusionnées en une
nouvelle valeur vk. Clairement, si I est satisfiable alors
il en est de même pour If . Donc, il suffit de montrer
que si If a une solution s qui affecte vk à xk, alors I
a une solution.

Soient s′, s′′ deux affectations identiques à s sauf que
s′ affecte v′k à xk et s′′ affecte v′′k à xk. Supposons que ni
s′ ni s′′ sont des solutions de I. Alors, il existe deux va-
riables xi, xj ∈ X \{xk} telles que (s(xi), v

′
k) /∈ R(Cik)
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et (s(xj), v
′′
k ) /∈ R(Cjk). Puisque s est une solution

de If affectant vk à xk, nous devons forcément avoir
(s(xi), v

′′
k ) ∈ R(Cik) et (s(xj), v

′
k) ∈ R(Cjk). On a

aussi (s(xi), s(xj)) ∈ R(Cij) puisque s est une solu-
tion de If . D’où, (s(xi), s(xj), v

′
k, v
′′
k ) forme un triangle

cassé dans I.

Les valeurs v′k et v′′k satisfont m-wBTP, donc,
par définition, il existe un ensemble de r ≤ m
variables {x`1 , . . . , x`r} ⊆ X \ {xi, xj , xk} tel que
pour tout (v`1 , . . . , v`r ) ∈ D(x`1) × . . . × D(x`r ), si
(v`1 , . . . , v`r , vi, vj) est une solution partielle, alors il
existe α ∈ {1, . . . , r} tel que (v`α , v

′
k), (v`α , v

′′
k ) /∈

R(C`αk).

Comme s est une solution pour l’instance If ,
(s(x`1), . . . , s(x`r ), s(xi), s(xj)) est nécessairement une
solution partielle, donc il existe α ∈ {1, . . . , r} tel
que (s(x`α), v′k), (s(x`α), v′′k ) /∈ R(C`αk), ce qui im-
plique (s(x`α), vk) /∈ R(C`αk), c’est-à-dire une contra-
diction car s est une solution pour l’instance If avec
s(xk) = vk.

Par conséquent, cette règle de fusion préserve la
satisfiabilité. 2

La règle BTP-fusion (BTP-merging) de [2] peut être
considérée comme 0-wBTP-fusion puisqu’elle s’appuie
sur zéro variable de soutien pour la fusion de valeurs.
La proposition suivante permet d’établir le lien entre
les différentes formes de fusion sur la base de BTP.

Proposition 4 Étant donné un CSP binaire à n va-
riables, si un couple de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) satis-

fait m-wBTP alors il satisfait (m + 1)-wBTP (pour
0 ≤ m ≤ n− 4).

La règle BTP-fusion généralise la substitution de
voisinage [9] et l’interchangeabilité virtuelle [12].
Comme m-wBTP-fusion généralise BTP-fusion pour
tout m ≥ 0, alors ceci nous conduit immédiatement
au résultat suivant :

Corollaire 1 m-wBTP-fusion généralise la substitu-
tion de voisinage et l’interchangeabilité virtuelle.

Par ailleurs, en plus de conserver la satisfiabilité,
il est possible de reconstruire en temps polynomial
toutes les solutions de I à partir des solutions de toute
instance If obtenue en appliquant à I une suite de fu-
sions par m-wBTP-fusion. De plus, la reconstruction
d’une solution de I à partir d’une solution de If peut
s’effectuer en temps linéaire dans la taille de l’instance
I. Il suffit d’appliquer les mêmes algorithmes que dans
le cas de BTP-fusion [2].

4 (n − 3)-wBTP-fusion est une condition
de fusion maximale

Il est bien connu que tout couple de valeurs qui sa-
tisfait BTP peut être fusionné tout en préservant la
satisfiabilité [2]. Ici, nous avons montré qu’un couple
de valeurs ne satisfaisant pas BTP peut être fusionné
tout en conservant la satisfiabilité du moment où il sa-
tisfait m-wBTP. En ce sens, BTP n’est pas une condi-
tion de fusion maximale. Une condition de fusion est
dite maximale si la fusion de n’importe quel couple
de valeurs ne respectant pas la propriété entrâıne né-
cessairement la modification de la satisfiabilité de l’ins-
tance. Par contre, nous pouvons montrer que m-wBTP
est une condition de fusion maximale pour m = n− 3.

Théorème 1 Étant donné un CSP binaire I à n va-
riables, il n’existe aucun couple de valeurs qui ne sa-
tisfait pas m-wBTP pour m = n− 3 et dont la fusion
préserve la satisfiabilité.

Preuve : Soient un CSP binaire I à n variables
et un couple de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk) qui ne sa-

tisfait pas m-wBTP pour m = n − 3. Par défi-
nition de la m-wBTP-fusion, il existe un triangle
cassé (vi, vj , v

′
k, v
′′
k ), avec vi ∈ D(xi) et vj ∈ D(xj),

tel qu’il existe (v`1 , . . . , v`m) ∈ D(x`1) × . . . ×
D(x`m), où {x`1 , . . . , x`m} = X \ {xi, xj , xk}, tel que
(v`1 , . . . , v`m , vi, vj) est une solution partielle et pour
tout α ∈ {1, . . . ,m} on a (v`α , v

′
k) ∈ R(C`αk) ou

(v`α , v
′′
k ) ∈ R(C`αk).

Nous avons un triangle cassé, et donc :

• (vi, v
′′
k ) /∈ R(Cik)

• (vj , v
′
k) /∈ R(Cjk)

• (vi, v
′
k) ∈ R(Cik)

• (vj , v
′′
k ) ∈ R(Cjk)

Nous avons également, pour tout ` ∈ {`1, . . . , `m} :

• (v`, v
′
k) ∈ R(C`k) ou

• (v`, v
′′
k ) ∈ R(C`k).

Après fusion, et par définition de la fusion, la
nouvelle valeur vk satisfait (v`, vk) ∈ R(C`k) pour
tout ` ∈ {`1, . . . , `m} ∪ {i, j}. Nous obtiendrons
à la fin une solution formée par v`1 , . . . , v`m , vi, vj
et vk. Donc nous venons d’introduire une solution
qui n’existait pas avant puisque (vi, v

′′
k ) /∈ R(Cik)

et (vj , v
′
k) /∈ R(Cjk). Par conséquent, la fusion de

n’importe quel couple de valeurs qui ne satisfait
pas m-wBTP ne préserve pas la satisfiabilité. Donc,
m-wBTP est une condition de fusion maximale. 2

137



5 Fusion, élimination de variables et
classes polynomiales

BTP permet la fusion de valeurs [2], l’élimination
de variables [1] et la définition d’une classe polyno-
miale [5]. Il existe plusieurs généralisations distinctes
de BTP selon la propriété étudiée. La m-wBTP est une
généralisation de BTP qui permet de réduire la taille
des instances via la fusion de valeurs. La m-wBTP est
une condition moins restrictive que BTP et donc per-
met plus de fusions que BTP. La contrepartie de ce
gain en nombre de fusions est le fait que la m-wBTP
ne permet pas l’élimination de variables.

Dans [1], il a été démontré que, pour une variable
donnée xk d’un CSP arc-cohérent I, s’il n’existe aucun
triangle cassé sur chaque couple de valeurs de D(xk),
alors la variable xk peut être éliminée de I tout en
préservant la satisfiabilité. Ici, nous montrons que ce
n’est pas le cas pour la m-wBTP pour m > 0.

Proposition 5 Étant donnée une variable xk d’un
CSP binaire arc-cohérent I, même si chaque paire de
valeurs de D(xk) satisfait m-wBTP, où m ≥ 1, alors
éliminer la variable xk peut changer la satisfiabilité de
I.

Preuve : Soit I l’instance CSP binaire définie sur
quatre variables x1, . . . , x4 avec D(xi) = {0, 1, 2} (i =
1, . . . , 4) et les contraintes suivantes : x1 = x2, x2 = x3,
x3 = x1, x1 = (x4 + 1) mod 3, x2 = (x4 − 1) mod 3,
x3 = x4. Cette instance est arc-cohérente. Il y a trois
solutions partielles (0, 0, 0), (1, 1, 1) et (2, 2, 2) sur les
variables x1, x2, x3, mais I n’a pas de solution. Donc,
l’élimination de la variable x4 ne préserve pas la satis-
fiabilité de l’instance (voir figure 5).

1

2

0 0

2

1

10 2

10 2

x3 x4

x2

x1

Figure 5 – Un CSP incohérent dont chaque couple de
valeurs dans D(x4) satisfait 1-wBTP mais la suppres-
sion de x4 entrâıne l’apparition de trois solutions.

Soient xi, xj , x` les variables x1, x2, x3 (dans n’im-
porte quel ordre). Il existe trois triangles cassés
(vi, vj , v

′
4, v
′′
4 ) sur les variables xi, xj , x4 (les triangles

légèrement cassés sont représentés par des couleurs dif-
férentes dans la figure 5). Dans chacun de ces triangles
cassés, nous avons vi = vj . Pour chacun de ces tri-
angles cassés, il n’y a qu’une seule solution partielle
de la forme (v`, vi, vj) sur les variables x`, xi, xj car
nous avons forcément v` = vi = vj . Par le choix des
contraintes, les valeurs v`, vi, vj sont compatibles avec
trois valeurs différentes dans D(x4). On peut en dé-
duire que (v`, v

′
4), (v`, v

′′
4 ) /∈ R(C`4) car, par la défi-

nition d’un triangle cassé, chacune des valeurs v′4, v′′4
est compatible avec une des valeurs vi, vj . Par consé-
quent, chaque paire de valeurs v′4, v

′′
4 ∈ D(x4) satisfait

1-wBTP.
Nous avons donné une instance I telle que chaque

paire de valeurs de D(x4) satisfait 1-wBTP, mais
éliminer la variable x4 change la satisfiabilité de I.
Pour les valeurs de m > 1, il suffit d’ajouter m − 1
autres variables sans contrainte à l’instance I. 2

Dans l’instance I de la preuve de la proposition 5,
chaque paire de valeurs dans le domaine D(x4) satis-
fait 1-wBTP. Cependant, après avoir effectué la fusion
de deux valeurs, les deux valeurs qui restent ne satis-
font pas 1-wBTP et on ne peut pas les fusionner.

Précédemment dans [6], une version allégée de BTP
appelée k-BTP, qui autorise l’existence de certains tri-
angles cassés, a été introduite. Les instances de CSP
binaires qui satisfont la k-cohérence forte et k-BTP
constituent une classe polynomiale. Elle est définie
comme suit :

Définition 6 (k-BTP [6]) Un CSP binaire P satis-
fait la propriété k-BTP pour un k donné (2 ≤ k <
n) par rapport à un ordre < sur les variables si et
seulement si, pour tout sous-ensemble de variables
xi1 , xi2 , . . . , xik+1

tel que xi1 < xi2 < . . . < xik+1
, il

existe au moins un couple de variables (xij , xij′ ) avec
1 ≤ j < j′ ≤ k tel qu’il n’existe pas de triangle cassé
sur xk+1 par rapport à xij et xij′ .

Malheureusement, et contrairement à m-wBTP, la
propriété k-BTP ne peut être utilisée pour fusionner
des valeurs dès que k est supérieur strictement à 2
(pour rappel 2-BTP = BTP). En effet, les valeurs v′k
et v′′k de la figure 6(a) satisfont la propriété 3-BTP
puisque le triplet (xi, x`, xk) n’induit aucun triangle
cassé sur xk par rapport à xi et x`. Si on fusionne v′k
et v′′k , ce CSP devient consistant alors qu’il ne l’était
pas initialement. Donc, la fusion par k-BTP (pour k
strictement supérieur à 2), même si elle autorise la pré-
sence de quelques triangles cassés, ne préserve pas la
satisfiabilité. De plus, m-wBTP peut autoriser plus de
triangles cassés que k-BTP. Par exemple, les valeurs
v′k et v′′k de la figure 6(b) satisfont 1-wBTP mais pas
3-BTP à cause des triangles cassés présents sur la va-
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riable xk quel que soit le triplet de variables incluant
xk.

v`
v′′k

v′k

vj

vi

x`

xk

xj

xi

v`

v′`
v′′k

v′k

vj

vi

x`

xk

xj

xi

(a) (b)

Figure 6 – (a) Deux valeurs v′k et v′′k qui ne satis-
font pas la 1-wBTP mais l’instance satisfait 3-BTP.
(b) Deux valeurs v′k et v′′k qui satisfont la 1-wBTP
mais l’instance ne satisfait pas 3-BTP.

Naanaa a présenté deux autres généralisations de
BTP qui permettent de définir des classes polyno-
miales [15, 16]. Il a été démontré [6] que la notion
de rang directionnel k − 1 [15] généralise strictement
k-BTP. On peut en déduire que l’exemple de la figure
6(a) satisfait la propriété de rang directionnel 2, ce qui
montre que la propriété de rang directionnel k (pour
k ≥ 2) ne peut être utilisée pour fusionner des valeurs
(en sachant que le cas k = 1 correspond à BTP).

La notion de WBTP [16] a inspiré la notion de 1-
wBTP, mais est différente. Nous donnons sa définition
avant de démontrer que WBTP peut être vu comme
une condition strictement plus forte que 1-wBTP (et
donc qui permet moins de fusions).

Définition 7 (WBTP [16]) Un CSP binaire doté
d’un ordre < sur ses variables satisfait la propriété
WBTP (Weak Broken Triangle Property) si pour tout
triplet de variables xi < xj < xk et pour tout vi ∈
D(xi), vj ∈ D(xj) tels que (vi, vj) ∈ R(Cij), il existe
une variable x` < xk telle que lorsque v` ∈ D(x`)
est compatible avec vi et vj, alors nous avons ∀vk ∈
D(xk),

(v`, vk) ∈ R(C`k)⇒ ((vi, vk) ∈ R(Cik)∧
(vj , vk) ∈ R(Cjk))

Proposition 6 Si un CSP binaire doté d’un ordre <
sur ses variables satisfait la propriété WBTP, alors
elle satisfait la propriété 1-wBTP pour chaque paire de
valeurs dans le domaine de la dernière variable (selon
l’ordre <).

Preuve : Supposons que le CSP binaire I satisfait
WBTP pour l’ordre < de ses variables et soit xk la der-
nière variable de I selon cet ordre. Supposons pour une

contradiction, que I ne satisfait pas 1-wBTP sur une
paire de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk). Alors, par définition

de 1-wBTP, il existe un triangle cassé (vi, vj , v
′
k, v
′′
k )

avec vi ∈ D(xi), vj ∈ D(xj), v
′
k, v
′′
k ∈ D(xk) tel qu’il

n’existe pas de variable x` ∈ X \ {xi, xj , xk} tel que
∀ v` ∈ D(x`) compatible avec vi et vj , nous avons
(v`, v

′
k), (v`, v

′′
k ) /∈ R(C`k).

Mais la propriété WBTP nous garantit qu’il existe
une variable x` < xk telle que ∀v` ∈ D(x`) compatible
avec vi et vj , nous avons ∀vk ∈ D(xk),

(v`, vk) ∈ R(C`k)⇒ ((vi, vk) ∈ R(Cik)∧
(vj , vk) ∈ R(Cjk))

L’existence du triangle cassé (vi, vj , v
′
k, v
′′
k ) implique

que x` /∈ {xi, xj} et donc x` ∈ X \ {xi, xj , xk}.
D’ailleurs, puisque (vi, vj , v

′
k, v
′′
k ) est un triangle cassé,

(vi, vk) ∈ R(Cik) ∧ (vj , vk) ∈ R(Cjk)

est faux pour vk ∈ {v′k, v′′k}. On peut en déduire que
(v`, v

′
k), (v`, v

′′
k ) /∈ R(C`k), c’est-à-dire une contradic-

tion. 2

Imposer la propriété WBTP est strictement plus
fort qu’imposer 1-wBTP pour chaque paire de va-
leurs v′k, v

′′
k dans le domaine de la dernière variable xk.

WBTP impose une condition sur toute valeur vk ∈
D(xk) par rapport à la même variable x`, tandis que
1-wBTP (pour chaque paire de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk))

impose une condition équivalente mais pour laquelle la
variable x` peut varier selon les valeurs v′k, v

′′
k . L’ins-

tance de la figure 7 satisfait 1-wBTP mais ne satisfait
pas WBTP car :

• seule la variable x`2 soutient (vi, vj , v
′
k, v
′′
k ),

• seule la variable x`1 soutient (vi, vj , v
′
k, v
′′′
k ).

Donc, il n’existe pas une variable qui soutient à la fois
les triangles cassés (vi, vj , v

′
k, v
′′
k ) et (vi, vj , v

′
k, v
′′′
k ).

v`1

v`2 v′′′k

v′k

v′′k

vj

vi

x`1

x`2
xk

xj

xi

Figure 7 – Les couples v′k, v
′′
k et v′k, v

′′′
k de xk satisfont

1-wBTP mais pas WBTP.
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WBTP définit une classe polynomiale [16]. Une
question qui reste ouverte est de savoir s’il est possible
d’utiliser 1-wBTP pour définir une classe polynomiale
qui est plus générale que celle définie par WBTP.

6 Résultats expérimentaux

Pour tester l’applicabilité de ces règles de fusion et
en particulier 1-wBTP-fusion, nous avons réalisé une
étude expérimentale sur l’ensemble des benchmarks
binaires de la compétition internationale de solveurs
CSP de 2008 1 (soit 3 795 instances). Pour cela, l’algo-
rithme de fusion par 1-wBTP-fusion s’inspire de celui
présenté dans [3] pour la fusion par BTP-fusion. Plus
précisément, étant donnée une variable xk, nous véri-
fions pour chaque couple de valeurs v′k, v

′′
k ∈ D(xk)

si les deux valeurs sont fusionnables par rapport à
1-wBTP-fusion. Si un triangle cassé sur v′k, v

′′
k a été

trouvé, nous cherchons dans les n−3 variables qui res-
tent s’il existe une variable x` qui soutient ce triangle
cassé. Si on la trouve, nous continuons la recherche de
triangles cassés. Sinon, le test est fini pour ces deux
valeurs. Enfin, s’il n’existe pas de triangles cassés, ou
s’il n’existe que des triangles légèrement cassés sur le
couple v′k, v

′′
k , nous les fusionnons. Nous avons implé-

menté ces deux algorithmes de fusion en C++ au sein
de notre propre bibliothèque CSP. Les expérimenta-
tions ont été effectuées sur 8 serveurs-lames Dell Po-
werEdge M820 dotés de deux processeurs Intel Xeon
E5-2609 v2 2,5 GHz et de 32 Go de mémoire et fonc-
tionnant sous Linux Ubuntu 14.04.

Pour chaque benchmark, nous avons lancé BTP-
fusion et 1-BTP-fusion jusqu’à la convergence vers un
point fixe avec un délai de traitement d’une heure.
Au total, nous avons obtenu les résultats pour 2 535
benchmarks sur 3 795 et nous avons réussi à fusion-
ner au moins une valeur pour 1 001 instances. Dans le
tableau 1, la colonne #benchmarks désigne le nombre
de benchmarks pour lesquels le test a terminé en une
heure. La colonne #valeurs indique la moyenne du
nombre total de valeurs de ces benchmarks. Les co-
lonnes BTP-fusion et 1-wBTP-fusion nous renseignent
sur le nombre de valeurs supprimées respectivement
par BTP-fusion et 1-wBTP-fusion. Quant à la figure
8, elle permet de comparer les pourcentages de valeurs
supprimées par BTP-fusion et 1-wBTP-fusion instance
par instance. Si, pour une majorité d’instances, les
résultats sont comparables, nous pouvons remarquer
que pour certaines d’entre elles, 1-wBTP-fusion fu-
sionne significativement plus de valeurs que BTP-
fusion. C’est notamment le cas pour les instances des
familles langford-* pour lesquelles 1-wBTP-fusion

1. Voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08 pour plus de
détails.

fusionne de 25 à 80% des valeurs là où BTP-fusion
n’en fusionne aucune.
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Figure 8 – Comparaisons des pourcentages de valeurs
fusionnées par BTP et 1-wBTP.

7 Conclusion

Dans ce papier, nous avons étudié la fusion sur la
base de BTP et nous avons proposé une famille de
définitions qui est basée sur le concept de triangle lé-
gèrement cassé, c’est-à-dire de triangle cassé soutenu
par une ou plusieurs variables pour préserver la satis-
fiabilité après fusion.

Il serait intéressant de vérifier si m-wBTP définit
une nouvelle classe polynomiale qui généralise BTP
et qui conserve ses particularités. Des éventuels liens
avec la largeur arborescente devraient aussi être étu-
diés. Certains autres points pourraient être formelle-
ment approfondis tels que l’influence de l’ordre sur le
résultat final. Par exemple, la figure 6 nous montre que
si on fusionne les valeurs de xk nous ne pouvons plus
fusionner les valeurs de x` et inversement. Déterminer
le meilleur ordre d’opérations de m-wBTP-fusion est
NP-difficile même dans le cas m = 0 [2].
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Résumé
La recherche de patrons ou d’itemsets fréquents

a de nombreuses applications allant de la bioinfor-
matique au marketing. Nous présentons le langage
MMP (Maximal Matrix Problem) pour modéliser ces
problèmes par une matrice de variables à domaines fi-
nis et un ensemble de contraintes matricielles. L’objec-
tif est de déterminer une sous-matrice maximale cohé-
rente, i.e., dont l’affectation des variables dans sa por-
tée satisfait les contraintes et qui ne peut s’étendre en
ligne en restant cohérente. Nous donnons une modéli-
sation PPC du problème MMP et présentons différents
types de contraintes matricielles. Nous étudions en-
suite l’ordonnancement total ou partiel de patrons pré-
localisés sur des séquences et permettant d’exclure
des séquences prédéfinies. Nous présentons deux
programmes par contraintes pour résoudre ces MMP
ainsi qu’un algorithme génétique s’appuyant sur ces
programmes pour passer l’échelle. Les résultats ex-
périmentaux obtenus sur des jeux de séquences pro-
téiques attestent de l’efficacité de l’approche.

Abstract
Itemset and pattern mining has numerous appli-

cations ranging from Marketing to Bioinformatics. We
introduce a language, dubbed Maximal Matrix Pro-
blem (MMP), to model such problems. An instance of
MMP is based on a matrix of finite domain variables
and a set of matrix constraints. A solution is a maxi-
mal consistent submatrix whose assignment of the va-
riables in its scope satisfies the constraints but can-
not be extended over additional lines while preserving
consistency. We propose a generic CP model for MMP
and present various types of matrix contraints. We
then tackle the problem of partially or totally ordering
patterns that have been prelocalized over sequences
in order to exclude predefined sequences. We present
two CP models to solve these MMP together with a ge-
netic algorithm. Experiments on datasets of protein se-
quences demonstrate the efficiency of the approach.
∗Papier doctorant : Vincent Vigneron1 est auteur principal.

1 Introduction

La programmation par contraintes (PPC) offre une al-
ternative générique et efficace aux méthodes ad-hocs pour
résoudre des problèmes de fouille de données. Différents
modèles de PPC ont notamment été proposés pour la re-
cherche d’itemset fréquent [3, 4] et de patrons [1, 10, 9].
Cet article propose un langage à base de contraintes,
nommé Maximal Matrix Problem (MMP), pour modéli-
ser et résoudre de tels problèmes. Une instance de MMP
se définit par un domaine de matrices partiellement or-
donné et un ensemble de contraintes matricielles. Une ma-
trice résulte du choix d’une portée, prise sur un ensemble
prédéfini de lignes (e.g., transactions, chaînes) et de co-
lonnes (e.g., items, caractères), et du choix d’un coeffi-
cient pour chaque cellule de la portée, pris sur un domaine
fini (e.g., absence/présence d’items, localisation de pa-
trons).L’extension d’une matrice par adjonction de lignes
ou de colonnes et choix de coefficients détermine un ordre
partiel sur le domaine matriciel. L’objectif est de détermi-
ner une matrice maximale cohérente.

Considérons la table en Figure 1 qui se compose d’un
ensemble de patrons prélocalisés dans un jeu de sé-
quences étiquetées positive ou négative. Une modélisa-
tion MMP consiste à associer les séquences aux lignes,
les patrons aux colonnes et l’ensemble des localisations
possibles au domaine de coefficients. Afin de discrimi-
ner séquences positives et négatives, on peut rechercher
des patrons totalement ordonnés par leurs localisations sur
les séquences positives mais dont l’ordre ou l’occurrence
ne tient plus sur les séquences négatives. La matrice de
portée ({s1, s2}, {CC,DD}) et coefficients (s1,CC) = 9,
(s1,DD) = 5, (s2,CC) = 3 et (s2,DD) = 1 est solution
du problème : ses coefficients sont conformes aux localisa-
tions autorisées ; elle couvre les lignes étiquetées positives ;
ses colonnes satisfont l’ordre {CC > DD} ; aucune combi-
naison de localisations autorisées pour CC et DD ne satisfait
cet ordre sur s3 ; et CC n’admet aucune localisation sur s4.
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Autrement dit, la matrice est cohérente avec les contraintes
de base de données, de portée positive et d’ordre total, toute
extension sur s3 viole la contrainte d’ordre total et toute
extension sur s4 viole la contrainte de base de données. En
ce sens, elle est cohérente et maximale en ligne. Elle l’est
aussi en colonne, l’ordre ne pouvant être prolongé sur AA.

Nous restreignons le langage de contraintes matricielles
aux contraintes de portée, de coefficients et de domaine.
Les premières ne dépendent pas des choix de coefficients
(e.g., un seuil de fréquence sur le nombre de lignes), les se-
condes ne dépendent pas des choix d’identifiants de lignes
et de colonnes (e.g., égalité entre coefficients de toute por-
tée) tandis que les contraintes de domaine restreignent les
coefficients selon la portée mais indépendamment les uns
des autres (e.g., compatibilité avec une base de données).
Ces restrictions permettent de formuler la recherche de
matrice cohérente comme un CSP et restent suffisamment
souples pour modéliser des besoins pratiques en fouille
d’itemsets ou de patrons. Le CSP se compose de variables
représentant la portée et les coefficients de la matrice à dé-
terminer, de contraintes d’indexation permettant d’anony-
miser la portée, et d’une collection de contraintes modéli-
sant chaque contrainte matricielle. L’encodage est linéaire
en la taille maximum de matrice.

Établir la maximalité d’une matrice cohérente suppose
de tester toute extension possible, c’est à dire, tout choix
de coefficients sur tout sur-ensemble de lignes et de co-
lonnes. Ce calcul est prohibitif dans le cas général puis-
qu’il suppose d’évaluer un nombre d’extensions double-
ment exponentiel. Il se simplifie si toute contrainte matri-
cielle est monotone en ligne et en colonne (i.e., toute ex-
tension préserve la cohérence) ou bien anti-monotone (i.e.,
toute extension préserve l’incohérence). Sous cette hypo-
thèse, une matrice cohérente est maximale si elle exclut
chaque ligne et chaque colonne hors portée, i.e., si l’ad-
jonction d’une ligne/colonne résulte en une matrice inco-
hérente quel que soit le choix de coefficients des cellules
adjointes. La preuve de maximalité peut ainsi se décompo-
ser en excluant chaque ligne et chaque colonne séparément.

séquences +/- patrons
AA CC DD

s1 = AACCDDAACCDD + {1,7} {4,9} {5,11}
s2 = DDCCAADDCDD + {5} {3} {1,7,10}
s3 = AACCAADDEDD - {1,5} {3} {7,10}
s4 = DDAADDAA - {3,7} ∅ {1,5}

FIGURE 1 – Une base de séquences constituée des posi-
tions de départ de différents patrons.

L’exclusion d’une ligne/colonne reste toutefois difficile
puisque ce problème se ramène à la résolution d’un co-
CSP : prouver que chaque combinaison de coefficients
sur les cellules adjointes résulte en une extension violant
une ou plusieurs contraintes anti-monotones. Nous pro-
posons une résolution approchée en testant une condition
d’exclusion forte. Il s’agit de déterminer si toutes les ex-

tensions satisfaisant les contraintes de domaine violent une
même contrainte sur la ligne considérée. Chaque contrainte
peut donc être traitée séparément et, en cas de succès, jus-
tifier à elle seule de l’exclusion de la ligne relativement à
la base de données. Par exemple, la matrice présentée plus
haut exclut fortement s3 avec la contrainte d’ordre total et
s4 avec la base de données. A l’inverse, la matrice de por-
tée ({s1, s2}, {AA,DD}) et de coefficients (s1,AA) = 1 ,
(s1,DD) = 5, (s2,AA) = 5, (s2,DD) = 10 satisfait les
contraintes d’ordre total ({AA < DD}) et d’écart minimum
de 4 entre cellules de ligne. Elle ne s’étend pas sur s4, les
contraintes étant violées par toute extension. Pour autant,
aucune des contraintes ne suffit à exclure s4 à elle seule.

L’exclusion forte approxime donc l’exclusion totale
mais elle est équivalente pour certains langages de
contraintes matricielles. D’autre part, elle peut être de
coût polynomial selon le langage. En outre, elle permet
une algorithmique modulaire qui combine des propaga-
teurs PPC dédiés à la cohérence avec des routines d’ex-
clusion forte propres à chaque contrainte et appliquées à
chaque ligne/colonne hors portée (routines appelées co-
propagateurs). Enfin, les contraintes constituent des expli-
cations qui peuvent être mise à profit dans un contexte in-
teractif où l’utilisateur affine son problème par ajout et re-
trait de contraintes, ou ré-étiquetage de lignes ou colonnes.

Le reste de l’article s’organise comme suit. La section 2
définit le problème MMP et donne une formulation PPC
du calcul de matrice cohérente. La section 3 esquisse une
modélisation MMP des problèmes de recherche d’itemsets
et de patrons et présente quelques contraintes matricielles
fondamentales. La section 4 se focalise sur la recherche de
matrice de dimension bornée et sujette aux contraintes de
base de données et de préservation de l’ordre requis, qu’il
soit total ou maximum partiel. Nous montrons que ces pro-
blèmes sont NP-complet. Sont ensuite présentés des co-
propagateurs pour les contraintes d’ordre total et d’ordre
partiel maximum ainsi qu’un modèle complet et une ap-
proche génétique pour résoudre chaque problème. La sec-
tion 5 présente une validation expérimentale sur des jeux
de données biologiques qui confirment l’intérêt et les per-
formances de l’approche. Enfin, la section 6 fait un rapide
état de l’art et la section 7 présente quelques perspectives.

2 Maximal Matrix Problem

Nous formalisons dans cette section les notions de ma-
trice, contrainte et extension sur un type matriciel et pré-
sentons le problème de décision MMP. On notera [k] l’in-
tervalle {j ∈ N | 1 ≤ j ≤ k} pour tout k ∈ N+, et
f(S) l’ensemble {f(u) | u ∈ S} pour tout f : A → B,
S ⊆ A. Un type matriciel se définit par un ensemble or-
donné d’identifiants de lignes et de colonnes et par un do-
maine fini pour les coefficients matriciels. L’ordre choisi
est arbitraire et sans incidence sur les solutions d’une ins-
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var 1..p : m; (1)

array[1..p] of var 1..p : s1; (2)

nvalue(s1,m); (3)

increasing(s1); (4)

s1[p] == s1[m]; (5)

var 1..q : n; (6)

array[1..q] of var 1..q : s2; (7)

nvalue(s2, n); (8)

increasing(s2); (9)

s2[q] == s2[n]; (10)

array[1..p, 1..q] of var D : v; (11)

FIGURE 2 – Modélisation PPC de type matriciel.

tance de MMP. Sans perte de généralité, on supposera donc
que les lignes et les colonnes sont numérotées (i.e., identi-
fiées par des entiers) et triées en ordre croissant.

Définition 1 (Type matriciel). Un type matriciel M est un
triplet 〈p, q,D〉 tel que p ∈ N+, q ∈ N+, et D est un
ensemble fini. Les éléments de [p], [q] et D sont appelés,
respectivement, lignes, colonnes, et coefficients de M .

Une matrice se définit par le choix d’une portée et de co-
efficients sur cette portée relativement à un type donné. Ces
choix caractérisent la dimension de la matrice en termes de
nombre de lignes et de colonnes. Portée et coefficients se
définissent par des fonctions d’indexation qui partagent les
mêmes domaines de définition et assurent une représenta-
tion canonique de toute matrice.

Définition 2 (Matrice). Soient M = 〈p, q,D〉 un type ma-
triciel, m ∈ [p], et n ∈ [q]. Une matrice de type M et di-
mension (m,n) est une paire (s, v) telle que s = (s1, s2),
s1 : [m]→ [p], s2 : [n]→ [q], v : [m]× [n]→ D avec s1

et s2 strictement croissantes. s et v sont appelés portée et
coefficients de x, respectivement.

On notera (s, v)m,n pour indiquer la dimension (m,n)
d’une matrice (s, v). L’ensemble des matrices de type M
et taille (m,n) est dénoté JMm,nK et l’ensemble des ma-
trices de type M est dénoté JMK = ∪

m∈[p],n∈[q] JMm,nK.
La figure 2 présente une modélisation PPC de type matri-
ciel. Les variables m (1) et n (6) représentent le nombre
de lignes et de colonnes de la matrice à déterminer. Les ta-
bleaux de variables d’indices s1 (2) et s2 (7) représentent
les fonctions d’indexation de portée. Les contraintes nvalue
(3), increasing (4) et élément (5) assurent que s1 est stric-
tement croissante sur [m], les valeurs d’indice de ligne au
delà du rang m étant forcées à celle du rang m. La modé-
lisation est symétrique pour les colonnes (contraintes (8),
(9) (10)). Le tableau de variables v (11) modélise les coef-
ficients à déterminer, comme expliqué ci-après.

Une contrainte matricielle est une relation unaire sur le
domaine matriciel qui se décompose en p × q relations.
Chaque sous-relation est associée à une dimension de ma-
trice (m,n) et utilisée de manière exclusive pour tester
toute matrice (m,n) (condition (1) de la définition 3). Nous
nous limitons à trois classes de contraintes : les contraintes
de portée (condition (2)), les contraintes de coefficients

among(p, s1, positives); (1)

n ≥ threshold; (2)

∀i = 1..p, j = 1..q,

(m == i/\n == j) => allequal([v[k, l]|k = 1..i, l = 1..j]); (3)

∀i = 1..p, j = 1..q, v[i, j] in db[s1[i], s2[j]]; (4)

FIGURE 3 – Modélisation PPC de contraintes matricielles.

(condition (3)), et les contraintes de domaine (condition
(4)). La sémantique des contraintes de portée est indépen-
dante du choix de coefficients. Celle des contraintes de co-
efficients est indépendante du choix de portée. Autrement
dit, ces contraintes s’appliquent à des portées anonymisées.
Les contraintes de domaine sont les seules contraintes ma-
tricielles liant portée et coefficients mais sont décompo-
sables par restriction au niveau cellulaire.

Nous formalisons l’opération de restriction comme suit.
Pour toute matrice x = (s, v)m,n et tout I ⊆ s1([m]),
J ⊆ s2([n]), il existe K = {i1, . . . i|I|} ⊆ [m] et L =
{j1, . . . j|J|} ⊆ [n] tels que i1 < i2 < . . . i|I|, j1 < j2 <
. . . j|J|, s1(K) = I et s2(L) = J . K et L sont uniques et
on note s1I : [|I|] → [p], s2J : [|J |] → [q], vIJ : [|I|] ×
[|J |] → D définis par s1I(k) = s1(ik), s2J(l) = s2(jl) et
vIJ(k, l) = v(ik, jl) (k ∈ [|I|], l ∈ [|J |]). ((s1I , s2J), vIJ)
est la matrice, dénotée xIJ , obtenue par restriction de x
aux lignes de I et colonnes de J . On notera xij la matrice
x{i}{j} pour tout i ∈ s1([m]), j ∈ s2([n]).

Définition 3 (Contrainte matricielle). Soit M un type
matriciel. Une contrainte c de type M est une relation
unaire sur JMK associée à un ensemble {cm,n| cm,n ⊆
JMmnK,m ∈ [p] , n ∈ [q]} et vérifiant la condition

∀m ∈ [p] , n ∈ [q] , x ∈ JMm,nK, c(x)⇔ cm,n(x) (1)

et l’une au moins des conditions suivantes :

∀(s, v), (s, v′) ∈ JMK, c((s, v))⇔ c((s, v′)) (2)
∀(s, v), (s′, v) ∈ JMK, c((s, v))⇔ c((s′, v)) (3)

∀x = (s, v)m,n ∈ JMK, c(x)⇔ ∧
i∈s1([m])
j∈s2([n])

c(xij) (4)

La figure 3 illustre ces trois classes de contraintes. La
contrainte de portée (1) impose que les lignes soient éti-
quetées positive par le biais de la contrainte among. La
contrainte de portée (2) impose un seuil de fréquence en
colonne. La contrainte de coefficients (3) impose l’égalité
de tout coefficient dans la portée par le conditionnement de
p× q contraintes allequal. Enfin, la contrainte de domaine
(4) impose la compatibilité avec une base de données db
encodée par un tableau p × q de sous-domaines de D (qui
peuvent être vides ou égaux à D).

L’extension en ligne d’une matrice traduit l’adjonction
d’une seule ligne à la portée avec choix de coefficients,

145



mais sans ajout de colonnes ni changement des coefficients
de la matrice. L’extension détermine donc un ordre partiel
sur le type matriciel.

Définition 4 (Extension matricielle). Soient x = (s, v)m,n
et x′ = (s′, v′)m′,n′ deux matrices de type 〈p, q,D〉 et i ∈
[p]. x′ étend x sur i, dénoté x @i x′, si et seulement si
{i} = s′1([m′]) \ s1([m]) ∧ s′2 = s2 ∧ v′s1([m])s2([n]) = v.

Une instance de MMP se définit par un type matriciel
et un ensemble de contraintes scindé en contraintes de do-
maine, de coefficients et de portée. Comme leur nom l’in-
dique, ces dernières sont utilisées pour controler la portée
de matrice et ne sont donc pas prises en compte dans le
calcul de maximalité, i.e., l’exclusion ne se jauge qu’avec
les contraintes de domaine et de coefficients. Précisément,
une solution de MMP est une matrice cohérente avec les
contraintes et maximale pour l’exclusion forte relativement
aux contraintes de domaine et de coefficients, i.e., une
matrice qui satisfait les contraintes sur sa portée et dont
l’extension en ligne viole systématiquement une même
contrainte, la contrainte étant à déterminer pour chaque
ligne. Étant donné un ensembleC de contraintes de typeM
et x ∈ JMK, on utilisera C(x) en lieu et place de ∧

c∈Cc(x).

Définition 5 (MMP). Une instance de MMP est une paire
µ = 〈M,C〉 tel que M = 〈p, q,D〉 est un type matriciel et
C = Cd ∪· Cs ∪· Cv est un ensemble de contraintes de type
M partitionné en contraintes de domaineCd, de portéeCs,
et de coefficients Cv . µ est satisfiable si et seulement si la
proposition suivante est vérifiée :
∃x ∈ JMK, C(x)

∧ ∧
i∈[p]

∨
c∈Cv

(
∀y ∈ JMK, (Cd(y) ∧ x @i y)⇒ ¬c(y)

)
.

Une solution x de 〈M,C〉 est donc une matrice cohé-
rente (i.e., satisfaisant C) et maximale (i.e. excluant forte-
ment chaque ligne i hors portée par une contrainte de co-
efficients c spécifique à i). La figure 4 présente une modé-
lisation PPC de la procédure d’exclusion forte dans le cas
où, pour chaque contrainte de coefficients de l’instance, ce
problème est polynomial. La procédure repose sur un un ta-
bleau de variables pseudo-booléennes r (1) où r[i] vaut 1 si
et seulement si la ligne i est dans la portée (contraintes (2)
et (3)). Chacune de ces variables conditionne la tentative
d’exclusion forte de la ligne si elle est hors portée. L’exclu-
sion s’établit par une disjonction de contraintes d’exclusion
(4). La contrainte d’exclusion copk(i, db, s1, s2, v) est as-
sociée à la k-ième contrainte de coefficients, c, et a pour
sémantique (∀y ∈ JMK, (dB(y) ∧ x @i y) ⇒ ¬c(y)),
où x correspond à la matrice candidate (m,n, s1, s2, v).
On présente en section4 des co-propagateurs décidant ces
contraintes pour les contraintes matricielles d’ordre.

array[1..p] of var 0..1 : r; (1)

m =
∑

i=1..p

r[i]; (2)

∀i = 1..p, r[s1[i]] == 1; (3)

∀i = 1..p,

(r[i] == 0) => (cop1(i, db, s1, s2, v)||..||copt(i, db, s1, s2, v)); (4)

FIGURE 4 – Modélisation PPC de l’exclusion forte.

3 Modélisation et contraintes MMP

Nous présentons dans cette section quelques prédicats
matriciels ainsi qu’une modélisation possible de problèmes
de recherche d’itemsets et de patrons. La table 1 formalise
les prédicats de base de données, de couverture, de cardina-
lité, de fréquence, d’ordre total et d’ordre partiel maximum.
Chaque prédicat y est défini par sa signature (symbole et
paramètres), sa sémantique et la sémantique du problème
d’exclusion forte qui lui est associé. Le prédicat de base de
données dB est paramétré par une base de donnéesB qui se
définit par la matrice p × q des coefficients autorisés pour
chaque cellule. Ce prédicat est anti-monotone pour l’ex-
tension @i, i.e., toute extension de matrice violant dB viole
également dB. Le prédicat de couverture coverR est para-
métré par un ensemble de lignesR et satisfait par toute ma-
trice dont les lignes incluentR. Les prédicats de cardinalité
card≤w et de fréquence freq≤w imposent qu’une matrice
ait moins de w colonnes et w lignes, respectivement. Ces
trois prédicats sont des prédicats de portée, indépendants
des choix de coefficients.

Le prédicat total< est paramétré par un ordre total
strict < sur D. < induit sur chaque ligne de matrice un
ordre partiel entre les colonnes qui dépend de la valeur des
coefficients. total< impose que ces ordres soient totaux et
égaux sur toutes les lignes de la portée. Ce prédicat est clai-
rement anti-monotone pour l’extension et exclure une ligne
sur la base d’une matrice le satisfaisant revient à prouver
l’insatisfiabilité d’un CSP binaire qui ne comporte que des
contraintes d’inégalité < (cf. table 1). Cette classe de CSP
est polynomiale et nous présentons en section suivante un
co-propagateur sous forme de CSP.
partial<,α est similaire à total< mais se borne à cal-

culer l’ordre partiel maximum qui est induit par < entre
les colonnes et commun à l’ensemble des lignes, ordre
dénoté α en table 1. Cet ordre existe et est unique pour
toute matrice donc partial<,α est toujours vérifiée. Ce-
pendant, nous utilisons ce prédicat pour l’exclusion en im-
posant qu’aucune extension de matrice cohérente ne pré-
serve l’ordre partiel maximum qui lui est associé. Le pro-
blème d’exclusion reste polynomial et revient à montrer
l’incohérence du CSP défini en table 1. Nous en donnons
un co-propagateur en section suivante.

Nous présentons quelques modélisations MMP de pro-
blèmes de fouille utilisant ces prédicats. D’une part, la re-
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TABLE 1 – Exemples de prédicats matriciels sur M = 〈p, q,D〉. Chaque ligne correspond à un prédicat c dont on donne
la sémantique c(x) pour x = (s, v) ∈ JMK, et celle du problème d’exclusion d’une ligne i.

Prédicat Paramètres c(x)⇔ x exclut i avec c ssi

dB B : [p]× [q]→ 2D ∧
i∈[m],j∈[n](v(i, j) ∈ B(s1(i), s2(j))) ⊥

coverR R ⊆ [p] R ⊆ s1([m]) N/A

card≤w w ∈ [q] w ≥ n N/A

freq≤w w ∈ [p] w ≤ m N/A

total< < ordre total strict sur D ∧
j,k∈[n],j 6=k CSP (X,D,C) insatisfaisable avec X = {X1, . . . , Xn}

(( ∧
i∈[m]

(v(i, j) < v(i, k))) Xj ∈ Dj , Dj = B(i, s2(j)) (j ∈ [n])

∨( ∧
i∈[m]

(v(i, j) > v(i, k)))) C = {(Xj < Xk)| j, k ∈ [n] , vs1(1)s2(j) < vs1(1)s2(k)}
partial<,α < ordre total strict sur D α : [n]× [n]→ B CSP (X,D,C) insatisfaisable avec X = {X1, . . . , Xn}

α(j, k) = ∧
i∈[m]

(v(i, j) < v(i, k)) Xj ∈ Dj , Dj = B(i, s2(j)) (j ∈ [n])

C = {(Xj < Xk)| j, k ∈ [n] , α(j, k)}

cherche d’itemsets fréquents parmi p items et q transac-
tions (où chaque transaction est un sous-ensemble d’items)
se modélise par le type matriciel 〈p, q, {1}〉 et une base de
données B vérifiant B(i, j) = D si l’item j appartient à
la transaction i. Autrement dit, B(i, j) = ∅ si l’item j
n’appartient pas à la transaction i. On garantit ainsi que
seuls les itemsets présents dans une transaction satisfont
la contrainte de domaine. On peut ensuite rechercher des
itemsets fréquents en paramétrant le prédicat freq≥w.

Un ensemble de p chaînes de caractères sur lesquelles
q patrons ont été prélocalisés (en calculant toutes les po-
sitions de départ possibles) peut se modéliser par un type
matriciel 〈p, q,D〉 à domaine entier et une base de don-
nées consignant les localisations admissibles de chaque pa-
tron dans chaque séquence. On peut ainsi rechercher un
ensemble commun de patrons et le contraindre par des pré-
dicats de fréquence, cardinalité, et ordre partiel ou total.
Dans le cas où les patrons correspondent à des sous-chaînes
ou sous-séquences à trous constants, une matrice satisfiant
le prédicat d’ordre total permet un alignement des chaînes
couvertes. Lorsque les patrons correspondent aux lettres de
l’alphabet utilisé, le prédicat d’ordre total détermine des
sous-séquences communes sans répétition. L’usage supplé-
mentaire d’un prédicat d’écart nul (non présenté ici) per-
met de calculer des sous-chaînes communes sans répéti-
tion. Enfin, l’association à chaque lettre d’un nombre de co-
lonnes correspondant au nombre maximum d’occurrences
de la lettre dans une chaîne permet de rechercher sous-
chaîne et sous-séquence commune au sens général.

4 Calcul de matrices ordonnées

Dans cette section, nous abordons les prédicats d’ordre
total et d’ordre partiel maximum. On étudie les problèmes
dont toute solution est une matrice compatible avec une
base de données (prédicat dB), dont les lignes recouvrent

un ensemble R prédéfini (prédicat coverR) et dont les co-
lonnes sont ordonnées, totalement (prédicat total<) ou
partiellement (prédicat partial<,α). Une matrice solution
exclut donc toute ligne hors portée, soit par incompatibilité
avec la base de données, soit par impossibilité de préser-
ver l’ordre induit. On se restreint à rechercher parmi l’en-
semble de solutions celles dont la fréquence et la cardina-
lité sont bornées supérieurement. Le problème MMP ré-
sultant est NP-complet dans ses variantes avec ordre total,
avec ordre partiel maximum, ou sans contrainte d’ordre.
Soit Γ = 〈Γd,Γs,Γv〉 où Γd, Γs et Γv sont des ensembles
de prédicats de domaine, de portée, et de coefficients, res-
pectivement. On note MMP〈Γ〉 la classe d’instances MMP
dont les contraintes de domaine, de portée et de coefficients
instancient respectivement les prédicats de Γd, Γs et Γv sur
le type matriciel choisi.

Théorème 1. MMP〈Γ〉 est NP-complet si
Γd = {dB}, Γs = {freq≤k, card≤l} et
Γv ⊆ {total<, partial<,α}.

Proof. (1) On considère d’abord la classe d’instances sans
contraintes d’ordre, i.e., Γv = ∅. Vérifier qu’une matrice
est solution revient d’abord à tester si elle satisfait les
contraintes de base de données, fréquence (≤ k) et car-
dinalité (≤ l). Ces tests s’effectuent clairement en temps
polynomial. Vérifier qu’une matrice cohérente est maxi-
male revient à tester l’exclusion de chaque ligne hors por-
tée avec la base de données. Dans ce cas, il suffit de tes-
ter pour chaque ligne s’il existe une cellule incompatible
avec la base pour pouvoir l’exclure. La vérification de so-
lution est donc polynomiale et le problème est dans NP.
Pour établir la NP-complétude, on réduit le problème de
couverture par ensembles. Etant donné un entier l, un en-
semble U fini, et un sous-ensemble S de l’ensemble des
parties de U , il s’agit de déterminer l’existence d’un sous-
ensemble T de S, de taille inférieure à l, et tel que l’union
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des éléments présents dans les sous-ensembles de T est
égal à U . La réduction consiste à définir le type matri-
ciel 〈k + |U |, |S|, D〉, D quelconque, où l’on associe la
colonne j à chaque élément sj de S, la ligne i à chaque
élément ui de U ainsi que k > 0 lignes supplémentaires.
La base de données autorise toute valeur pour toutes les cel-
lules de ces k lignes. Elles sont donc nécessairement cou-
vertes par toute matrice solution. Pour toute cellule (i, j)
(ui ∈ U, sj ∈ S), on pose B(i, j) = ∅ ssi ui ∈ sj . On
pose enfin les contraintes freq≤k et card≤l. Ainsi, une
matrice maximale doit exclure chaque ligne ui, i.e., une de
ses colonnes correspond à un élément de S qui contient ui.
L’ensemble des couvertures solutions de taille≤ l est donc
en bijection avec l’ensemble des matrices solutions de ce
MMP et la réduction s’effectue en temps polynomial. Le
problème MMP〈{dB}, {freq≤k, card≤l}, {}}〉 est donc
NP-complet. (2) On considère la classe d’instances avec
contrainte d’ordre total, i.e., Γv = {total<}. La vérifi-
cation de matrice solution reste polynomiale car la cohé-
rence d’une matrice avec la contrainte d’ordre total consiste
à comparer des couples de coefficients et l’exclusion avec
cette contrainte est aussi polynomiale (cf. table 1). Pour
établir la NP-complétude, on considère la classe d’ins-
tances µ = 〈〈p, q,D〉, C〉 construites pour Γv = ∅ et vé-
rifiant D = [q] et B(i, j) ⊆ {j} (i ∈ [p] , j ∈ [q]). Cette
classe définit un problème NP-complet selon la preuve pré-
cédente. De plus, toute matrice cohérente avec la base de
données satisfait nécessairement l’ordre total induit entre
colonnes par la base, et cet ordre ne peut donc exclure
aucune ligne hors portée. Cette classe se réduit donc à
la classe d’instances avec contrainte d’ordre total qui est
donc NP-complet. (3) Une preuve similaire s’établit pour la
classe avec contrainte d’ordre partiel en utilisant cette fois
un domaine singleton qui n’autorise donc que des ordres
partiels maximaux vides.

Nous présentons deux modèles PPC pour les classes
de MMP avec contrainte d’ordre total et avec contrainte
d’ordre partiel maximum. On se place dans le cadre de la
recherche d’ensemble ordonné de patrons qui ont été prélo-
calisés sur un jeu de séquences étiquetées positive ou néga-
tive. La figure 7 présente deux exemples de solutions pour
deux instances du problème d’ordre partiel. On suit la mo-
délisation donnée en section 3 où les séquences, patrons et
localisations sont assimilés, respectivement, aux lignes, co-
lonnes et coefficients. En théorie, on cherche à calculer des
matrices maximales et de portée bornée supérieurement en
fréquence et cardinalité. Plutôt que d’explorer le front Pa-
reto des solutions correspondant à cet objectif bi-critère,
on recherche en priorité les solutions de fréquence mini-
mum et, parmi ces solutions, celles de plus petite cardina-
lité. Puisque les séquences positives doivent être couvertes,
on cherche donc à exclure le maximum de séquences néga-
tives avec un nombre minimal de patrons.

Dans les deux modèles présentés, p et q désignent res-

∨

j∈[q]
c[j] (1)

∀i ∈ [p] : sort_perm(l.row(i), o, sl.row(s)) (2)

∀j ∈ [q] : c[j]↔ (o[j] ≤ card) (3)

∀i ∈ [p] : element(card, sl.row(i), last[i]) (4)

∀i ∈ P+
: last[i] 6∈ Γ (5)

∀i ∈ P−∀j ∈ [q] : element(o[j], LΓ.row(i), sLΓ[i, j]) (6)

∀i ∈ P− : minimum(sl[1], sLΓ[i, 1]) (7)

∀i ∈ P−∀j ∈ [2..q] : min_at_least(sl[j], sLΓ[i, j], sl[j − 1]) (8)

∀i ∈ P− : r[i]↔ (last[i] 6∈ Γ) (9)

minimize q.
∑

i∈P−
r[i] + card (10)

FIGURE 5 – Modèle pour l’ordre total.

pectivement le nombre de séquences et le nombre de pa-
trons. P+ et P− sont deux sous-ensembles disjoints de
[p] représentant l’ensemble des séquences positives et l’en-
semble des séquences négatives. L[i, j] correspond à l’en-
semble des localisations du patron j dans la séquence i.
L.row(i) correspond aux ensembles des localisations des
patrons dans la séquence i.

4.1 Un modèle PPC pour l’ordre total

La figure 5 présente le modèle PPC pour
la résolution lexicographique du problème
MMP〈{dB}, {coverP+ , freq≤k, card≤l}, {total<}〉.
Notations. ε = maxi∈[p](|si|) + 1 est une valeur stricte-
ment supérieure à l’ensemble des localisations possibles.
Γ = {ε, . . . , ε+ [q]} est un ensemble de valeurs qui permet
de reproduire sur les séquences négatives tout ordre total
commun aux séquences positives. Pour une séquence né-
gative, avoir recours à des valeurs de Γ pour reproduire un
ordre total signifie que cet ordre ne peut être reproduit avec
les localisations autorisées par la base de données, donc la
séquence ne supporte pas l’ordre total.
Variables. Pour tout j ∈ [q] , c[j] est une variable boo-
léenne qui dénote l’inclusion du patron j dans la solution.
l est une matrice de variables entières telle que chaque cel-
lule l[i, j] ∈ Γ∪L[i, j] correspond à la localisation choisie
pour le patron j dans la séquence i. o[j] est une variable en-
tière qui correspond au rang du patron j dans l’ordre total.
Pour tout i ∈ P−, r[i] est une variable booléenne qui mo-
délise l’exclusion de la séquence i, c’est-à-dire si l’ordre
total ne peut pas être reproduit sur i. sl est une matrice
d’entiers telle que chaque ligne sl.row(i) correspond à la
ligne l.row(i) triée par ordre croissant. sL est une matrice
de variables d’ensembles d’entiers telle que chaque ligne
sL.row(i) correspond à la ligneL.row(i) permutée avec la
fonction définie par o. card est une variable entière corres-
pondant au nombre de patrons sélectionnés. Enfin, last[i]
est une variable entière correspondant à la localisation du
dernier patron de l’ordre total dans la séquence i.
Contraintes. L’équation (1) impose la sélection d’au
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∨

j∈[q]
c[j] (1)

∀j, j′ ∈ [q] : a[j, j
′
]↔

(
c[j] ∧ c[j′] ∧

∧

i∈P+

(l[i, j] < l[i, j
′
])
)

(2)

∀i ∈ P− : check_partial_order(c, a, L.row(i), r[i]) (3)

minimise q.
∑

i∈P−
r[i] +

∑

j∈[q]
c[j] (4)

FIGURE 6 – Modèle pour l’ordre partiel.

moins un patron. L’équation (2) ordonne chaque séquence
positive en utilisant la même permutation. 1 L’équation (3)
impose que les rangs des patrons sélectionnés doivent pré-
céder les rangs des autres patrons. L’équation (4) enregistre
pour chaque séquence la localisation du dernier patron de
l’ordre. L’équation (5) impose pour chaque séquence po-
sitive que la localisation du dernier patron sélectionné doit
être valide, c’est-à-dire en dehors de Γ. Les équations (7) et
(8) reproduisent, sur les séquences négatives, l’ordre total
extrait des séquences positives. Cet ordre est reproduit en
choisissant systématiquement les valeurs minimales envi-
sageables. Si l’ordre total n’a pas pu être reproduit en sélec-
tionnant les valeurs minimales alors il ne peut pas être re-
produit avec les autres valeurs. L’équation (9) permet d’ex-
clure les séquences négatives si la localisation du dernier
patron de l’ordre total appartient à Γ. 2

Objectif. L’objectif (10) est de maximiser le nombre de
séquences exclues puis de minimiser le nombre de patrons
sélectionnés.

4.2 Un modèle PPC pour l’ordre partiel

La figure 6 présente le modèle PPC pour
la résolution lexicographique du problème
MMP〈{dB}, {coverP+ , freq≤k, card≤l}, {partial<,α}〉.
Variables. Pour tout j ∈ [q] , c[j] est une variable boo-
léenne qui réifie l’appartenance du patron j à la solution. l
est une matrice de variables entières telle que chaque cel-
lule l[i, j] ∈ L[i, j] correspond à la localisation choisie
pour le patron j dans la séquence i. a est une matrice de
variables booléennes telle que chaque cellule a[j, j′] réifie
la présence d’un arc de j vers j′. Pour tout i ∈ P−, r[i] est
une variable booléenne qui réifie l’exclusion de i.
Contraintes. L’équation (1) force la sélection d’au moins
un patron dans l’ordre partiel. L’équation (2) impose que
si j précède j′, c’est-à-dire si a[j, j′] = 1, alors pour
chaque séquence positive la localisation du patron j doit
précéder la localisation du patron j′ et réciproquement.
L’équation (3) vérifie si l’ordre partiel est vérifié pour les
séquences négatives. check_partial_order effectue l’opé-

1. Dans la contrainte globale sort_perm(src, perm, dest), le vec-
teur dest est la version triée du vecteur src et perm est la permutation
qui permet de passer de src à dest.

2. La contrainte globale min_at_least(var, Set,min) signifie que
var prend la plus petite valeur de Set strictement supérieure à min.

ration de vérification et affecte la valeur 0 a r[i] si l’ordre
partiel n’a pu être reconstitué. Si l’ordre partiel est totale-
ment déterminé et que la séquence n’a pas pu être exclue
alors r prend la valeur 1.

Objectif. L’objectif (4) est de maximiser le nombre de sé-
quences exclues, puis de minimiser le nombre de patrons
sélectionnés.

check_partial_order(c,a,D,r) est le co-propagateur uti-
lisé dans l’équation (3). Il vérifie si une séquence peut
satisfaire un ordre partiel. Une séquence est représentée
par une liste d’ensembles (paramètre D) dont les éléments
correspondent aux localisations des patrons dans la sé-
quence. c est une liste de variables booléennes qui indique
si un patron appartient à l’ordre partiel. a est une ma-
trice de variables de booléennes qui représente la relation
d’ordre entre les patrons. Le patron j précède le patron j′

si a[j, j′] = 1. r est une variable booléenne qui indique
si l’ordre partiel définit par le couple (c, r) peut être repro-
duit à partir des domaines fournis parD. Le co-propagateur
utilise une valeur spéciale, noté ε = max(D) + 1 et une
liste de variables starts telle que ∀j ∈ [|c|] starts[j] ∈
D[j] ∪ {ε}. Les algorithmes 1 et 2 montrent la mise à jour
des valeurs de starts Le premier algorithme est appelé
lorsque qu’un patron est sélectionné ou exclu tandis que
le second est appelé lorsque un arc est sélectionné ou ex-
clu. Le principe est le même que celui utilisé pour l’ordre
total : l’ordre partiel va être reproduit en utilisant les plus
petites localisations possibles deD (ligne 2 de l’algorithme
1, ligne 3 de l’algorithme 2). Si l’un des starts prend la va-
leur ε alors la séquence ne peut pas reproduire l’ordre par-
tiel (lignes 3-5 de l’algorithme 1, lignes 4-6 de l’algorithme
2). Si tout les c et a sont assignés sans qu’aucun starts ne
prenne la valeur ε alors la séquence satisfait l’ordre (lignes
8-10 de l’algorithme 1, lignes 9-11 de l’algorithme 2).

1 propagate_column(j)
1. if c[j] = 1 then
2. starts[j]← min(D[j] ∪ {ε})
3. if starts[j] = ε then
4. r← 0
5. End of propagation
6. for all j′ ∈ [|c|] s.t. a[j,j′] = 1 do
7. propagate_arc(j,j′)
8. if all_assigned(a) and all_assigned(c) then
9. r← 0

10. End of propagation

2 propagate_arcs(j,j′)
1. if a[j,j′] = 1 and c[j]=1 and c[j′] = 1 then
2. if starts[j′]≥ starts[j] then
3. starts[j′]← min({l|(l ∈ D[j] ∪ {ε}) ∧ (l >starts[j])})
4. if starts[j′] = ε then
5. r← 0
6. End of propagation
7. for all j′′ ∈ [|c|] s.t. a[j′,j′′] = 1 do
8. propagate_arc(j′,j′′)
9. if all_assigned(a) and all_assigned(c) then

10. r← 0
11. End of propagation
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4.3 Approche génétique

Nous présentons ici un algorithme génétique pour
MMP〈{dB}, {coverP+ , freq≤k, card≤l}, {partial<,α}〉
où l’on cherche à exclure le maximum de séquences avec
un nombre de patrons minimal. Cet algorithme (Algo-
rithme 3) se base sur le modèle PPC de la section 4.2 qui
est utilisé pour générer la population initiale mais éga-
lement croiser et fusionner les solutions. Les paramètres
de l’algorithme sont SizeP - le nombre d’individus de la
population -, SizeT - le nombre d’individus sélectionnés
pour le tournoi (le nombre de fils générés est SizeT/2) -,
It - le nombre d’itérations effectuées -, et To - une limite
de temps utilisée par le modèle PPC. Le paramétrage
utilisé pour les expérimentations est abordé en section 5.2.

3 Genetic(P+,P−, SizeP, SizeT, It, To)
1. pop← ∅
2. for each i ∈ {1..SizeP} do
3. pop← pop ∪ solve(P+,P−, To)
4. for each i ∈ {1..It} do
5. tourn← selectNPair(pop, SizeT/2)
6. new ← ∅
7. for each (p1, p2) ∈ tourn do
8. tmp← merge(p1, p2)

9. new ← new ∪ solve(P+,P−, tmp, To)
10. devTourn← {p|(p, _) ∨ (_, p) ∈ tourn}
11. selected← selectBest(new ∪ devTourn)
12. pop← (pop\devTourn) ∪ selected
13. return best(pop)

L’algorithme crée une population d’individus générés
aléatoirement (lignes 1-3). A chaque itération, il sélec-
tionne n paires d’individus distincts (ligne 5) et crée un
nouvel individu pour chaque paire d’individus (lignes 6-
9). Sont conservés les n meilleurs individus parmi les in-
dividus du tournoi et ceux créés (lignes 10-12). Enfin, le
meilleur individu de la population est retourné (ligne 13).

Les appels à solve aux lignes 3 et 9 sont des appels
au modèle PPC. Tous les problèmes transmis à ce modèle
sont résolus jusqu’à l’obtention de la solution optimale ou
lorsque la limite de temps imposée au modèle est atteinte.
Les deux appels à solve retournent un individu qui est
représenté par un ensemble de patrons (le vecteur c du mo-
dèle PPC) et un ensemble d’arcs (la matrice a du modèle
PPC) qui représentent à eux deux l’ordre partiel extrait. La
stratégie de branchement adoptée pour obtenir des indivi-
dus différents dans la population est la suivante : les pa-
trons sont sélectionnés les uns après les autres avec une
probabilité de 0, 5, puis les arcs sont sélectionnés en ordre
aléatoire avec une probabilité de 0, 5. L’ordre de sélection
aléatoire pour les arcs est essentiel car la relation d’ordre
partiel est antisymétrique et sélectionner les arcs dans un
ordre déterministe pourrait empêcher l’exploration de cer-
taines solutions. L’appel à merge (ligne 8) crée un nouvel
individu à partir de deux individus connus. Le nouvel indi-
vidu est créé par l’intersection des deux individus parents.
L’intersection est définie comme suit : si un patron est pré-

(a) LEAP_12_0

(b) SHSP_17_3
FIGURE 7 – Deux exemples d’ordres partiels extraits.

sent (resp., absent) dans les deux individus, alors le patron
est présent (resp., absent) dans l’individu fils ; l’intersection
pour les arcs suit une procédure identique. Les patrons ou
arcs qui sont présents dans un parent mais pas dans l’autre
ne sont pas contraints, et c’est sur ces patrons et arcs que le
modèle PPC effectuera les branchements.

5 Expérimentations

Cette section présente les résultats obtenus sur deux
bases de séquences protéiques : Late Embryogenesis
Abundant Proteins (LEAP) et Small Heat Shock Proteins
(SHSP). La bases LEAP [5] comporte 1371 protéines ré-
parties en 13 classes par des biologistes et la base SHSP
[6] contient 3765 protéines réparties en 25 classes. Les pro-
grammes testés ont été implémentés avec la version 4.4.0
de la bibliothèque Gecode et les expérimentations ont été
effectuées sur un processeur 2-core Intel Core i5-3380M
(2,90GHz) avec une limite de 8Go de mémoire vive. Ces
expérimentations ont été réalisées sur des instances conte-
nant des patrons extraits des deux bases avec un algorithme
ad hoc [9]. Un patron est défini comme une séquence
consécutive de caractères (acides aminés) sur l’alphabet
enrichi d’un caractère joker. Un patron ne peut commen-
cer ni se terminer par un joker. Par exemple, le patron A.B
couvre la séquence CAAB mais ne couvre pas la séquence
CADDB car un joker se substitue à un seul caractère. Une
instance comporte un ensemble de séquences scindé en sé-
quences positives P+ et séquences négatives P−, un en-
semble de patrons et les localisations de chaque patron dans
chaque séquence. Tout patron possède au moins une locali-
sation dans chaque séquence positive. Chacune des classes
a été traitée tout à tour comme étant la classe positive, les
séquences des autres classes formant alors la classe néga-
tive. L’objectif des expérimentations est d’extraire un ordre
partiel, constitué des patrons définis dans les instances, qui
couvre intégralement les séquences positives et qui exclue
un maximum de séquences négatives. On utilise le terme
motif en référence à un ordre partiel sur des patrons.

5.1 Approche complète

Le tableau 2 présente les résultats du modèle PPC sur
7 des classes de LEAP et 17 classes de SHSP. La pre-
mière colonne correspond au nom de l’instance (le pre-
mier nombre correspond à la classe, tandis que le second
correspond au nombre maximum de jokers consécutifs que

150



TABLE 2 – Résultats obtenus sur les bases LEAP et SHSP.

Inst. |P+| |P−| Pat. |P−∅ | |c| |a| T (s)

L
E

A
P

1_10* 208 1163 20 94 11 26 600
2_8* 92 1279 25 16 12 25 600
3_0 34 1337 9 0 1 0 0
5_2 66 1305 10 0 3 3 3

10_8* 78 1293 21 54 18 30 600
11_1 35 1336 19 0 5 6 125
12_0 17 1354 5 0 2 1 0

SH
SP

2_6 109 3656 14 0 8 10 221
3_2 64 3701 13 0 3 3 3
4_0 23 3742 10 0 3 3 1
5_0 25 3740 12 0 2 1 2

7_10 100 3665 11 105 10 13 62
8_1 30 3735 15 0 5 5 33

13_3 156 3609 11 0 5 5 3
14_0 84 3681 20 0 1 0 4
15_0 26 3739 20 0 1 0 5
16_9 75 3690 6 0 4 3 0
17_3 88 3677 9 0 5 6 2
19_1 23 3742 24 0 4 6 55
21_2 131 3634 6 0 3 3 0
22_0 15 3750 36 0 2 1 38
23_4 60 3705 6 1 5 6 1
24_2 107 3658 7 0 3 3 1
25_2 57 3708 16 0 5 7 15

peuvent contenir les patrons). Les colonnes suivantes cor-
respondent dans l’ordre : au nombre de séquences posi-
tives, au nombre de séquences négatives, au nombre de pa-
trons, au nombre de séquences négatives qui n’ont pas été
exclues par le motif trouvé (0 signifie que toutes les sé-
quences négatives ont été exclues par le motif), au nombre
de patrons qui composent le motif, au nombre d’arcs que
contient le motif et au temps d’exécution en secondes. Les
instances étiquetées avec une étoile sont celles dont le mo-
dèle n’a pas pu extraire le motif optimal en moins de dix
minutes. La figure 7 présente deux exemples de motifs ex-
traits.

Les motifs extraits pour 4 des 7 classes de la base LEAP
et 15 des 17 classes de SHSP permettent une exclusion to-
tale de la classe négative. De plus, dans certains cas l’ordre
partiel permet d’exclure des séquences qui n’auraient pas
pu être exclues avec un ordre total ou par un ensemble non
ordonné de patrons.

5.2 Approche génétique

Nous présentons ici les comparaisons, sur les trois ins-
tances les plus difficiles, de trois méthodes : l’approche
complète (section 4), une approche aléatoire et l’approche
génétique (section 4.3). Les trois approches se basent sur le
même modèle PPC et les mêmes heuristiques de branche-
ment que celles utilisées dans l’approche génétique. L’ap-
proche aléatoire s’arrête lorsqu’une solution a été trouvé
tandis que les deux autres approches s’arrêtent après un dé-
lai de 15 minutes.

L’approche complète et l’approche génétique ont cha-
cune été exécutées 100 fois sur chaque instance et l’ap-
proche aléatoire 1000 fois. L’approche génétique a été exé-
cutée sur une population de cent individus sur 150 itéra-
tions avec 10 solutions sélectionnées pour le tournoi lors

de chaque itération. Les solutions qui constituent la popula-
tion ont été initialisées avec l’approche complète mais avec
une limite de temps de une seconde par solution. L’opéra-
teur utilisé pour améliorer les solutions obtenus par fusion
est également le modèle PPC mais avec une limite de temps
de une demi-seconde, sauf lorsque le nombre de variables
de décisions libres était inférieur à 15. Dans ce cas précis, le
modèle a été exécuté jusqu’à obtenir la solution optimale.

TABLE 3 – Exclusion moyenne.

Complete Random Evolutionary

Inst. Avg Min Stdev Avg Min Stdev Avg Min Stdev

L
E

A
P

1_10 69.0 41 14.0 85.3 51 22.8 38.3 36 4.5
2_8 55.1 5 39.9 53.9 7 41.6 5.0 5 0.1

10_8 50.4 35 10.9 75.7 34 29.8 29.9 28 1.1

Pour les trois instances, l’approche génétique est celle
qui a obtenu les meilleurs résultats en terme de qualité de
solution et de stabilité. L’écart type sur les deux autres mé-
thodes sont importants. Une fois que les patrons sont choi-
sis le modèle PPC a tendance à explorer le même voisinage
car ces patrons ne sont jamais remis en cause, par exemple
en redémarrant la recherche à partir de zéro. L’approche
génétique évite cet inconvénient car la population est ini-
tialisée aléatoirement et permet ainsi d’explorer plus de so-
lutions de l’espace de recherche.

6 État de l’art

Plusieurs auteurs ont proposé des modèles génériques,
basés sur la PPC ou SAT, pour formuler des problèmes
connus de fouille de données. Ces approches permettent
de formuler de façon déclarative et efficace de tels pro-
blèmes. Deux problèmes principaux ont été étudiés : la
recherche d’itemsets fréquents et la recherche de sous-
séquences communes.
Recherche d’Itemsets. Dans [3], les auteurs proposent une
approche basée sur la PPC pour extraire des itemsets fré-
quents d’une base de transactions. Ce problème peut être
représenté par une matrice de 0 et de 1, dont les lignes re-
présentent les transactions et les colonnes les items asso-
ciés aux transactions. Un 1 dans une cellule de la matrice
indique que l’item associé à la colonne de la cellule ap-
partient à la transaction associée à la ligne de la cellule.
L’objectif est alors d’extraire des matrices contenant uni-
quement des 1. Un itemset est dit fermé si la matrice ex-
traite ne peut pas être étendue en ligne ou en colonne sans
introduire de 0. Dans [4], les auteurs formulent plusieurs
problèmes liés à la recherche d’itemsets fréquents (k-term
DNF, k-clustering,. . . ).
Recherche de sous-séquences. Il existe principalement
deux formes de séquences extraites par les algorithmes de
fouille de données. Pour les distinguer, on parlera de sous-
séquences et de patrons. Une sous-séquence est une sé-
quence de caractères où seul l’ordre d’apparition des carac-
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tères importe, la distance entre deux caractères de la sous-
séquence n’étant pas discriminante dans la recherche. Un
patron est une séquence de caractères consécutifs où la dis-
tance entre les caractères joue un rôle discriminant. Sou-
vent les patrons incluent un caractère joker qui représente
tous les caractères de l’alphabet sur lequel les séquences
sont encodées. Il existe principalement deux catégories de
méthodes : celles qui exposent les enracinements des ca-
ractères [8, 12] et les autres [7, 11]. La première catégo-
rie est plus adaptée à la recherche de patrons, mais elle
autorise également la recherche de sous-séquences. Dans
[11] les auteurs proposent un modèle de programmation
par contraintes pour extraire des sous-séquences ou des pa-
trons. L’approche utilisée se base sur la contrainte regu-
lar [15] et un encodage des séquences d’entrées sous la
forme d’automates finis déterministes. Dans [12], les au-
teurs proposent deux contraintes globales pour effectuer la
tâche d’extraction de sous-séquences ou patrons. La pre-
mière contrainte vérifie uniquement la présence d’enraci-
nements, tandis que la seconde expose les enracinements
ce qui autorise d’imposer des contraintes sur la distance
entre les caractères et donc d’extraire des patrons en plus
des sous-séquences. Dans [7], les auteurs proposent une
méthode pour extraire des sous-séquences. Comme pour
les approches ad hocs présentées dans [2, 13, 14], les au-
teurs introduisent une contrainte globale qui permet d’énu-
mérer efficacement les sous-séquences fréquentes avec une
recherche en profondeur d’abord (propre au solver PPC).

7 Conclusion

Nous avons présenté le problème de décision MMP pour
traiter différentes tâches de fouilles de données. Ce pro-
blème consiste à déterminer une matrice cohérente avec un
ensemble de contraintes matricielles et maximale en ligne à
cet égard. Nous avons présenté deux variantes du problème
qui ont des applications en bioinformatique : la recherche
de patrons partiellement ou totalement ordonnés par leur
localisations et permettant de discriminer des classes de
séquences prédéfinies. Ces problèmes sont NP-complet et
nous avons présenté deux modèles PPC ainsi qu’un algo-
rithme génétique. Les résultats expérimentaux sur données
biologiques sont prometteurs. Nous nous proposons par la
suite de développer des co-propagateurs pour un spectre
plus large de contraintes matricielles et également d’étu-
dier différents algorithmes et stratégies de recherche afin
d’améliorer le passage à l’échelle.
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Résumé

D’un côté, les problèmes de satisfaction de
contraintes (CSP) procurent une méthode déclarative et
expressive pour modéliser les problèmes. D’un autre côté,
les solveurs pour les problèmes de satisfiabilité de for-
mules logique propositionnelle (SAT) peuvent manipuler
des instances énormes jusqu’à des millions de clauses et
variables. Dans cet article, nous présentons une approche
bénéficiant de la modélisation CSP et de la résolution
SAT. Notre technique consiste à modéliser, de façon ex-
pressive, des problèmes de contraintes ensemblistes en
en CSP qui sont ensuite automatiquement réduits afin
de retirer les valeurs des variables qui ne participent à
aucune solution. Ces CSPs réduits sont ensuite encodés
en de “bonnes” instances SAT qui peuvent être résolues
par des solveurs SAT standards. Nous illustrons notre
technique par divers problèmes standards : le Sudoku, le
Social Golfer Problem et le Sports Tournament Schedu-
ling Problem.

Notre technique est plus simple, plus expressive et
moins sensible aux erreurs qu’une modélisation directe
en SAT. De plus, les instances SAT automatiquement
générées sont généralement plus petites que celles direc-
tement écrite pour un problème particulier (comme par
exemple pour le Social Golfer Problem [18]) et peuvent
être évaluées efficacement même pour des instances
énormes. Enfin, la phase de réduction nous permet de
repousser les limites et de traiter des problèmes encore
plus gros.

Abstract

On the one hand, Constraint Satisfaction Problems
(CSP) are a declarative and expressive approach for mo-
deling problems. On the other hand, propositional sa-
tisfiability problem (SAT) solvers can handle huge SAT
instances up to millions of variables and clauses. In this
article, we present an approach for taking advantage
of both CSP modeling and SAT solving. Our technique
consists in expressively modeling set constraint problems

as CSPs that are automatically treated by some reduc-
tion rules to remove values that do not participate in
any solution. These reduced CSPs are then encoded into
”good” SAT instances that can be solved by standard
SAT solvers. We illustrate our technique on various well-
known problems such as Sudoku, the Social Golfer pro-
blem, and the Sports Tournament Scheduling problem.
Our technique is simpler, more expressive, and less error-
prone than direct SAT modeling. The SAT instances that
we automatically generate are rather small (even w.r.t.
direct-written SAT instances for the Social Golfer pro-
blem [18]) and can efficiently be solved up to huge ins-
tances. Moreover, the reduction phase enables to push
back the limits and treat even bigger problems.

1 Introduction

Une méthode classique consiste à formuler les pro-
blèmes combinatoires comme des problèmes de satis-
faction de contraintes (CSP) [21]. Un CSP est défini
par des variables et des contraintes reliant ces va-
riables. Résoudre un CSP consiste à trouver une affec-
tation des variables qui satisfait toutes les contraintes.
L’expressivité est l’une des forces des CSP : les va-
riables et les contraintes peuvent être de types variés.
De plus, les contraintes globales améliorent non seule-
ment la résolution mais aussi l’expressivité : elles ap-
portent de nouveaux constructeurs et relations tels que
Alldifferent (pour forcer toutes les variables d’une liste
à avoir des valeurs différentes), Cardinalité (pour relier
un ensemble à sa taille), ...

Une autre façon de formuler les problèmes combina-
toires est d’utiliser le problème satisfiabilité d’une for-
mule logique propositionnelle (SAT) [12]. Un problème
SAT est une formule booléenne sous forme normale
conjonctive, c’est à dire une conjonction de clauses.
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Une clause est une disjunction de litéraux et un li-
téral est une variable ou sa négation. Quand toutes
les clauses peuvent être satisfaites, le problème est dit
satisfiable. En terme d’expressivité SAT est donc ré-
duit à des variables booléennes et des formules pro-
positionnelles. Coder des contraintes directement en
SAT est une tâche pénible (par exemple [22] ou[13]).
De plus, lorsque l’on essaie d’optimiser son modèle (en
terme de variables et clauses), cela conduit rapide-
ment à des modèles très complexes et illisibles dans
lesquels apparaissent facilement des erreurs. Cepen-
dant, les solveurs SAT peuvent maintenant manipuler
des instances énormes (des millions de variables). Il est
donc intéressant de 1) encoder les CSP en SAT (e.g.,
[4, 6]) afin de bénéficier de l’expressivité des CSP et
de la puissance de SAT, et 2) d’introduire plus d’ex-
pressivité en SAT, e.g., avec des contraintes globales
telles que Alldifferent[17] ou Cardinalité[5].

Divers systèmes de contraintes ensemblistes
([19],[14],[1]) ont été réalisés et il a été montré que
de nombreux problèmes peuvent facilement être
modélisés par des contraintes ensemblistes.

Nous nous intéressons ici à l’encodage de contraintes
ensemblistes en instances SAT. Dans [18], nous avons
présenté des règles d’encodage qui sont appliquées di-
rectement sur les contraintes ensemblistes CSP. Ce-
pendant, nous avons remarqué que ces contraintes en-
semblistes ne sont pas toujours aussi petites qu’elles
pourraient l’être : des éléments possiblement dans les
ensembles peuvent être retirés sans perte de solutions.
Ainsi, les instances SAT générées peuvent aussi être
réduites.

Il est inconcevable d’assurer que le programmeur
écrira des modèles CSP “minimaux”, donc notre ap-
proche consiste à procurer :

— un ensemble de contraintes simples mais com-
plètes et expressives (intersection, union, cardi-
nal d’ensembles, . . . )

— un ensemble de règles de réduction (⇒red) ré-
duisant les modèles CSP par propagation de
contraintes [2]. La consistance calculée porte sur
les bornes et cardinalité des ensembles (similaire
à celle présentée dans [3]) qui est plus forte que
la consistance de borne [20].

— un ensemble de règles d’encodage (⇔enc) conver-
tissant des contraintes CSP en instances SAT.

Dans ce papier, nous illustrons notre approche avec
le Social Golfer Problem[18], le Sports Tournament
Scheduling problem [23] ainsi que le Sudoku. Nous
avons aussi appliqué notre approche à d’autres pro-
blèmes (tels que le Car-sequencing et le WhoWithW-
hom, . . . ) et les instances SAT générées automatique-
ment ne sont pas plus complexes que celles générées et

optimisées directement et leur résolution avec un sol-
veur SAT classique (dans notre cas Minisat [10]) est
efficace.

Comparé à [18], les règles de réduction ⇒red nous
permettent :

— d’obtenir un encodage simplifié ;
— d’obtenir des instances plus petites ; ces pro-

blèmes sont résolus plus rapidement ;
— d’aborder et de résoudre des problèmes plus

grands que nous étions incapable d’encoder au-
paravant pour des raisons de taille.

Les travaux sur les techniques d’encodage telles que
[4] et [6] établissent une relation entre la résolution
CSP et SAT en terme de propriétés telles que les
consistances. Nous nous intéressons ici à un autre type
de contraintes (i.e., contraintes ensemblistes) et nous
tentons d’obtenir de petites instances SAT aux pro-
priétés adaptées aux solveurs SAT. De plus, [4] et [6]
ne considèrent pas de règles de réduction comme nos
règles ⇒red. Notre approche est similaire à [17] où
les contraintes globales Alldifferent et des superposi-
tions de contraintes Alldifferent sont manipulées de
manières expressives avant d’être encodées automati-
quement en SAT par des techniques de réécritures.

Il est à noter que nous utilisons les travaux présen-
tés dans [5] à propos de la contrainte globale Car-
dinalité afin d’améliorer l’encodage de la cardinalité
d’un ensemble. Notre phase de réduction est plus forte
que celle du solveur Conjunto [14] et similaire à celle
de [8]. Dans [14], la propagation est réalisée à par-
tir des bornes inférieures et supérieures des ensembles.
Dans nos règles ⇒red ainsi que dans [8], la propaga-
tion est basée sur les bornes inférieure et supérieure
mais aussi sur les cardinalités minimum et maximum
des ensembles. Il faut aussi noter que dans notre cas, la
réduction est utilisée comme pré-traitement avant l’en-
codage en instances SAT alors que dans Conjunto et
dans [8], la réduction est utilisée conjointement à l’énu-
mération afin de produire un solveur complet. Notre
objectif n’est pas de résoudre le modèle mais de le trai-
ter afin d’obtenir un meilleur encodage que sera résolu
par un solveur SAT. Nous ne cherchons pas à obte-
nir de meilleurs résultats que les solveurs CSP ensem-
blistes mais à introduire les contraintes ensemblistes
dans SAT.

2 Problème de Satisfaction de
Contraintes avec Ensembles

2.1 CSP Ensembliste

Definition 1 (CSP-Ensembliste)
Un CSP-Ensembliste est défini par :

— un univers U d’entiers.
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— un ensemble X de variables entières telles qu’un
domaine Dx ⊆ U est associé à chaque variable
entière x ∈ X .

— un ensemble F de variables ensemblistes telles
que pour chaque variable ensembliste F ∈ F sont
associées :
— une borne inférieure f ⊆ U
— une borne supérieure F ⊆ U
— une cardinalité minimum #↓F ∈ N
— une cardinalité maximum #↑F ∈ N
Nous avons comme propriétés que : f ⊆ F ⊆ F,
#↓F ≤ #F ≤ #↑F , #f ≤ #↓F , et #F ≥ #↑F
où #F représente la cardinalité de F .

— un ensemble de contraintes C qui sont des rela-
tions définies sur D|X| × U |F|.

Il est à noter que la borne inférieure d’une variable
ensembliste F ∈ F représente des valeurs (entiers) qui
sont effectivement dans F ; la borne supérieure repré-
sente des valeurs qui sont possiblement (ou sont effecti-
vement si elle sont également dans la borne inférieure)
dans F . Nous avons donc f ⊆ F ⊆ F et les valeurs pos-
sibles de F sont les éléments de l’ensemble des parties
2F contenant f et tels que leur cardinalité soit comprise
dans [#↓F..#↑F ].

2.2 Contraintes Ensemblistes de Base

Les variables sont déclarées et initialisées de la ma-
nière suivante :

— un intervalle I d’entiers est noté n..m où n et
m sont des entiers ; I = n..m représente tous les
entiers compris entre n et m ; la borne inférieure
de l’intervalle I est notée I et la borne supérieure
I.

— un s intervalle est une séquence ordonnée d’in-
tervalles disjoints 1 :

Li = (L1, . . . , Ll)

Le s intervalle vide est noté ⊥. Un s intervalle
sI = (I1, . . . , In) est inclu dans un s intervalle
sJ = (J1, . . . , Jm) si chaque entier apparaissant
dans sI apparait aussi dans sJ :

sI ⊆ sJ ⇔ ∀Ii,∀v ∈ [Ii..Ii],∃Jk, Jk ≤ v ≤ Jk

La cardinalité #sI d’un s intervalle sI =
(I1, . . . , In) est donnée par : #sI =

∑n
i=1(Ii −

Ii + 1). Les autres opérations (comme ∪, ∩, . . . )
sur les s intervalles peuvent être obtenues de ma-
nière similaire.

— l’univers U est déclaré comme U :: > où > est
un s intervalle ;

1. Soit I = a..b et J = c..d. I ≺ J si b < c.

— une variable entière x est déclarée comme
x :: Dx où son domaine Dx est un s intervalle ;

— une variable ensembliste F est déclarée comme
F :: f,F,#↓F,#↑ F où la borne inférieure f
et sa borne supérieure F sont des s intervalles,
et la cardinalité minimum #↓F et la cardinalité
maximum #↑F sont des entiers.

Une variable ensembliste particulière est celle repré-
sentant l’ensemble vide. Elle est notée ∅ et est définie
par ∅ :: ⊥,⊥, 0, 0

Considérons F , G, H et Fi (i compris entre 1 et n)
étant des variables ensemblistes et x étant une variable
entière. Nous énumérons ici plusieurs contraintes en-
semblistes courantes que nous avons traitées :

element (dis)equality x = y (x 6= y)
(non)membership x ∈ F (x 6∈ F )
set (dis)equality F = G (F 6= G)
intersection H = F ∩G
union H = F ∪G
disjoint union H = F tG
inclusion F ⊆ G (F 6⊆ G)
difference H = F \G
multi-intersection F =

⋂n
i=1 Fi

multi-union F =
⋃n

i=1 Fi

partition F =
⊔n

i=1 Fi

cardinality x = |F |
minimum < x = min(F )
maximum > x = max(F )

3 Règles de Réduction

Les règles de réduction⇒red ont pour but de réduire
l’espace de recherche. Elles peuvent donc ajouter des
valeurs aux bornes inférieures, supprimer des valeurs
aux bornes supérieures, augmenter la cardinalité mini-
male ou diminuer la cardinalité maximale des variables
ensemblistes traitées. La consistance calculée par nos
règles est similaire à la consistance calculée par le fil-
trage de [3] pour les ensembles.

Pour les variables entières, nos règles ne peuvent
que supprimer des valeurs de leur domaine. Enfin, cer-
taines règles peuvent aussi amener à un échec.

3.1 Variables Entières

Si une variable entière x a un domaine vide, le CSP
n’a pas de solution :

Dx = ⊥ ⇒red echec (1)

Quand une variable entière x est déclarée deux fois,
les deux déclarations sont groupées en une seule :

x :: Dx, x :: D′ ≡ x :: Dx ∩D′x (2)
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Notons que l’application de la règle 2 remplace x :: Dx

et x :: D′x par x :: Dx ∩D′x.

3.2 Variables Ensemblistes

#↓F > #↑F ⇒red echec (3)

f 6⊆ F ⇒red echec (4)

#f > #↑F ⇒red echec (5)

#F < #↓F ⇒red echec (6)

La règle 4 est très importante car elle garantit que
toute valeur présente dans f est dans F et que dans le
cas contraire un cas d’échec est constaté. Les règles 4, 5
et 6 sont très utiles quand une contrainte de cardinalité
modifie les cardinalités minimum et maximum d’une
variable ensembliste.

La règle 7 signifie que F est l’ensemble vide (si f 6= ⊥
alors cela conduira à un cas d’échec avec la règle 4) :

#↑F = 0, F 6= ⊥ ⇒red F = ⊥ (7)

Les règles 8 et 9 rendent la variable ensembliste F
constante quand la taille de sa borne supérieure est
égale à sa cardinalité minimum ou quand la taille de sa
borne inférieure est égale à sa cardinalité maximum :

#↓F = #F, f ⊂ F, #↓F ≤ #↑F ⇒red

{
f← F
#↑F ← #↓F

(8)

#↑F = #f, f ⊂ F, #↓F ≤ #↑F ⇒red

{
F← f
#↓F ← #↑F

(9)

Les règles suivantes ne peuvent être déclenchées que
s’il y a une erreur dans la déclaration de la variable
ensembliste :

#f > #↓F ⇒red #↓F ← #f (10)

#F < #↑F ⇒red #↑F ← #F (11)

3.3 Contraintes Ensemblistes

Nous n’avons pas assez d’espace pour présenter les
réductions ainsi que les règles de transformation pour
toutes les contraintes ensemblistes. Nous nous conten-
tons donc de ne présenter que les règles de réduction
pour l’union de deux d’ensembles.

H = F ∩G
⇒red





H′ ← H ∩ F ∩G
h′ ← h ∪ (f ∩ g)
f′ ← f ∪ h
g′ ← g ∪ h
F′ ← F \ (g \ H)
G′ ← G \ (f \ H)
#↓F ′ ← max{#↓F,#f′,#↓H}
#↓G′ ← max{#↓G,#g′,#↓H}
#↓H ′ ← max{#↓H, #h′}
#↑F ′ ← min{#↑F,#F′}
#↑G′ ← min{#↑G,#G′}
#↑H ′ ← min{#↑H,#↑F,#↑G,#H′}

(12)

Quand les 3 ensembles sont fixés, i.e., h = f ∩ g =
H = F ∩ G alors la contrainte H = F ∩ G peut être
supprimée.

La règle suivante est appliquée quand H est fixé.
Pour simplifier la notation, nous notons f̄ la variable
ensembliste correspondant à F \ f.

H = F ∩G,
h = H,
#↓H = #↑H

⇒red





H′ ← H
h′ ← h
f′ ← f ∪ h
g′ ← g ∪ h
F′ ← F \ (̄f′ ∩ g′)
G′ ← G \ (ḡ′ ∩ f′)
#↓F ′ ← max{#↓F,#f′}
#↓G′ ← max{#↓G,#g′}
#↓H ′ ← #↓H
#↑F ′ ← min{#↑F,#F′}
#↑G′ ← min{#↑G,#G′}
#↑H ′ ← #↑H

(13)

Nous supposons maintenant que les règles suivantes
ont été appliquées pour la contrainte d’intersection.
Nous pouvons donc garantir que :

— #↓F − #f est le nombre minimum de variables
entières requis dans F ;

— #↑F −#f est le nombre maximum de variables
entières encore acceptable dans F ;

— #(̄f \G) est le nombre de variables entières po-
tentiellement dans F n’influençant pas H ;

— #(̄f \ g) est le nombre de variables entières po-
tentiellement dans F influençant H ;

— #(̄f ∩ ḡ) est le nombre de variables entières po-
tentiellement dans F pouvant influencer H ;

— #↓F − #f − #(̄f \G) − #(̄f ∩ ḡ) est le nombre
minimum de variables entières requis dans F et
qui effectivement modifie H ;

— #↑H −#h est le nombre maximum de variables
entières encore acceptable dans H.

Nous avons ajouté une règle pour le cas spécial de
la variable ensembliste vide. Cette règle n’est pas obli-
gatoire mais elle est plus simple et plus lisible que la
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précédente. De plus, elle est utile pour la contrainte
d’union disjoint :
∅ = F ∩G
⇒red





f′ ← f
g′ ← g
F′ ← F \ g
G′ ← G \ f
#↓F ′ ← #↓F
#↓G′ ← #↓G
#↑F ′ ← min{#↑F,#(F \ g)}
#↑G′ ← min{#↑G,#(G \ f)}

(14)

4 Règles d’Encodage

Les règles d’encodage ⇔enc ont pour but de trans-
former les contraintes ensemblistes d’un CSP en
clauses SAT. Nos règles fonctionnent à la fois sur des
instances réduites et non réduites de contraintes en-
semblistes.

4.1 Variables Entières

Cette règle d’encodage force chaque variable entière
à n’avoir qu’une et une seule valeur de son domaine.

V ariableEntiere(v,Dv)
⇔enc

∀x ∈ Dv, xv →
∧

y∈Dv,x 6=y ¬yv and
∨

x∈Dv
xv

⇔
(
∧

x∈Dv

∧
y∈Dv,y>x(¬xv ∨ ¬yv)) ∧∨x∈Dv

xv

Chaque encodage de variable entière génère
|Dv|.(|Dv| − 1)/2 cl. binaires et 1 |Dv|aire clause.

4.2 Variables Ensemblistes

Pour une variable ensembliste F :: (f,F,#↓F,#↑F ),
l’encodage consiste à créer des variables booléennes
pour chaque valeur de la borne supérieure F et de
mettre à vrai celles appartenant à la borne inférieure
f. Si nous considérons une constante x de l’univers U ,
nous notons ?xF la création de la variable booléenne
xF représentant l’appartenance de x à la variable en-
sembliste F .

F :: (#↓F,#↑F, f,F)
⇔enc{

∀x ∈ F, ?xF
∀x ∈ f, xF

4.3 Intersection d’Ensembles

Afin d’être complet, nous considérons tous les cas
par rapport à H, h,F, f,G, g, bien que de nombreux cas

soient impossibles. La table 1 détaille cette règle d’en-
codage avec en face de chaque cas le nombre et la forme
des clauses générées.

5 Résultats expérimentaux

Toutes les expériences ont été réalisées sur un pro-
cesseur Intel R© Xeon R© E5-2670 avec 2.3GHz et 230
Go RAM. Les règles d’encodage ont été implémentées
en C++ et celles de réduction comme des Constraint
Handling Rules (CHR[11]). Nous avons utilisé Minisat
[10] comme solveur SAT pour toutes nos expérimenta-
tions.

5.1 Problèmes encodés

5.1.1 Sudoku

Le problème du Sudoku 9 × 9 2 est un puzzle où
chaque ligne, chaque colonne et chaque bloc doivent
contenir toutes les valeurs entre 1 et 9. Des instances
difficiles sont accessibles sur un site web 3 sur lequel
elles sont référencées par un numéro de grille.

5.1.2 Social Golfer Problem

Le problème du Social Golfer (problème numéro 10
de la CSPLib[16]) est le suivant : q golfeurs jouent
toutes les semaines durant w semaines en se séparant
en g groupes de p golfeurs (q = p.g). Comment or-
ganiser la partie de ces golfeurs afin qu’aucun golfeur
ne joue dans le même groupe qu’un autre golfeur plus
d’une fois ? Une instance de ce problème est donc ca-
ractérisée par un triplet g − p − w. De nombreuses
instances du Social Golfer sont encore ouvertes et ce
problème est attractif puisqu’il est en relation avec des
problèmes de cryptage et de couverture. Nous avons
testé deux modélisations possibles pour la contrainte
de socialisation du problème 4. La première utilise des
contraintes de cardinalité (le nom des instances est
suffixée par “ C”) et la seconde des contraintes d’im-
plication (le nom des instances est suffixée par “ I”).
Les differents modèles peuvent être trouvés dans [18].

5.1.3 Sports Tournament Scheduling

Ce problème a été proposé par Toby Walsh (pro-
blème numéro 26 de la CSPLib [23]) de la manière
suivante : Il faut organiser un tournoi avec n équipes
sur n − 1 semaines où chaque semaine est divisée
en n/2 périodes et où chaque période est divisée en
deux créneaux. La première équipe de chaque créneau

2. http ://en.wikipedia.org/wiki/Sudoku
3. http ://www.e-sudoku.fr/jouer-sudoku-solo.php
4. Deux joueurs ne peuvent jouer plus d’une fois dans un

même groupe
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H = F ∩G
⇔enc

∀x ∈ U





x ∈ h





x ∈ f





x ∈ g true
x ∈ G \ g xG #(h ∩ f ∩ ḡ) cl. unitaires
x 6∈ G false

x ∈ F \ f





x ∈ g xF #(h ∩ f̄ ∩ g) cl. unitaires
x ∈ G \ g xF ∧ xG #(h ∩ (F \ f) ∩ ḡ) 2× cl. unitaires
x 6∈ G false

x 6∈ F





x ∈ g false
x ∈ G \ g false
x 6∈ G false

x ∈ H \ h





x ∈ f





x ∈ g xH #(h̄ ∩ f ∩ g) cl. unitaires
x ∈ G \ g xH ↔ xG #(h̄ ∩ f ∩ ḡ) ×2 cl. binaires
x 6∈ G ¬xH #(h̄ ∩ (f \G)) cl. unitaires

x ∈ F \ f





x ∈ g xH ↔ xF #(h̄ ∩ f̄ ∩ g) ×2 cl. binaires
x ∈ G \ g xH ↔ xF ∧ xG #(h̄ ∩ f̄ ∩ ḡ) ×2 cl. binaires et 1 cl. ternaire
x 6∈ G ¬xH #(h̄ ∩ (̄f \G)) cl. unitaires

x 6∈ F





x ∈ g ¬xH #(h̄ ∩ g \ F) cl. unitaires
x ∈ G \ g ¬xH #(h̄ ∩ ḡ \ F) cl. unitaires
x 6∈ G ¬xH #(h̄ \ F \G) cl. unitaires

x 6∈ H





x ∈ f





x ∈ g false
x ∈ G \ g ¬xG #(f ∩ (ḡ \ H)) cl. unitaires
x 6∈ G true

x ∈ F \ f





x ∈ g ¬xF #(̄f ∩ g \ H) cl. unitaires
x ∈ G \ g ¬xF ∨ ¬xG #(̄f ∩ ḡ \ H) cl. binaires
x 6∈ G true

x 6∈ F





x ∈ g true
x ∈ G \ g true
x 6∈ G true

Table 1 – Règle d’encodage pour l’intersection de deux ensembles

joue à domicile alors que la seconde joue à l’exté-
rieur. Un tournoi doit satisfaire les 3 contraintes sui-
vantes : toutes les équipes jouent une fois par semaine ;
toutes les équipes jouent au plus deux fois sur la même
période au cours du tournoi ; toutes les équipes ren-
contrent toutes les autres équipes. La valeur n per-
met de définir totalement une instance du problème.
Ce problème peut être vu comme un le problème du
Round Robin Tournament auquel une contrainte sur
les périodes à été ajoutée.

Voici un modèle ensembliste où les n − 1 semaines
sont notées w et les n/2 périodes sont notées p :

— Univers et ensembles d’équipes : U :: 1..n, T ::
U ,U , n, n

— Matches de 2 équipes pour chaque semaine et
chaque période : ∀i ∈ [1..w],∀j ∈ [1..p], Gi,j ::
⊥,U , 2, 2

— Chaque équipe joue chaque semaine : ∀i ∈
[1..w], T =

⋃p
j=1 Gi,j

— Chaque équipe joue au plus 2 fois dans une

période : ∀q ∈ [1..p], ∀i ∈ [1..w − 2], ∀j ∈
[i+1..w−1], ∀k ∈ [j+1..w], ∅ = Gi,p∩Gj,p∩Gk,p

— Chaque équipe rencontre toutes les autres
équipes : puisque chaque équipe joue chaque
semaine, il est suffisant de forcer que chaque
paire de matches partage au plus une équipe :
∀i ∈ [1..w − 1], ∀j ∈ [i + 1..w], ∀p1, p2 ∈
[1..p], Gi,p1,j,p2

:: ⊥,U , 0, 1 ∧ Gi,p1,j,p2
= Gi,p1

∪
Gj,p2

— Symétrie 1. La première semaine est simplement
remplie : l’équipe 1 joue contre la 2 dans la 1ère
période, la 3 contre la 4 dans la 2ème, etc ∀i ∈
[1..n], i ∈ G1,((i−1)div2)+1

— Symétrie 2. La première équipe est placée pen-
dant p semaines (en diagonale, en partant de la
seconde semaine) : ∀i ∈ [1..p], 1 ∈ Gi+1,i
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5.2 Pré-traitement SAT

L’utilisation d’un pré-traitement est recommandé
pour minimiser la taille des instances CNF. Il est aussi
connu que les instances réduites ne sont pas forcément
plus simples à résoudre. En effet, il est possible que
des solutions facilement atteignables soient retirées
par le pré-traitement et que seules les solutions plus
difficiles à atteindre soient conservées. Nous utilisons
SatElite [9] comme ”CNF minimizer”. Nous pouvons
l’utiliser de manière complète (CMSat) avec subsomp-
tion, symétries, ... ou uniquement pour appliquer la
propagation unitaire comme pré-traitement (UPSat).
Les comparaisons sont réalisées pour les 3 problèmes
présentés précédemment et les résultats apparaissent
dans le tableau 2. Le modèle unrefined (i.e., sans pré-
traitement SAT) est obtenu après l’unique application
de l’encodage ⇔enc. Le modèle réduit (avec ⇒red) est
également calculé pour chaque instance. Le suffixe“ R”
est ajouté au nom de l’instance réduite.

Le tableau 2 montre que les instances non-raffinées
sont résolues plus facilement que les instances ayant
subit un pré-traitement SAT.

Pour les petites instances (toutes celles du Sudoku,
et les premières du SGP et STS), les règles de réduc-
tion n’améliorent pas les résultats : en effet, elles néces-
sitent trop de temps par rapport au gain obtenu par la
suite avec Minisat. Pour toutes les instances SGP avec
le modèle ”implication”, et les instances STS (excep-
tée la première), l’application des règles de réduction
améliore à la fois la taille et le temps de résolution.

5.3 Résultats pour de grandes instances

La section précèdente a montré que le problème du
Sudoku est très simple à résoudre. Nous nous concen-
trons maintenant sur des problèmes plus complexes :
le SGP et STS.

Dans [18], seule la modélisation et l’encodage sans
réduction a été étudié. Les instances générées étaient
plus petites (variables et clauses) et résolues plus ra-
pidement que les instances générées directement. Le
tableau 3 montre que le modèle à base d’implication
associé aux réductions permet une résolution plus ra-
pide. Des solutions sont calculées pour les instances
SGP 8 4 8 et 9 4 9, et à notre connaissance, c’est le
premier modèle SAT qui permet de résoudre ces ins-
tances. Il est à noter que les instances 8 4 11, 8 4 12
et 9 4 12 n’ont pas de solution ; dans ce cas, le solveur
doit prouver l’insatisfiabilité des instances.

Le tableau 4 montre l’impact important qu’a la ré-
duction sur notre encodage SAT. En effet, sans réduc-
tion les instances STS sont résolues jusqu’à la taille
12 alors qu’avec réduction, des solutions sont trouvées
jusqu’à la taille 66. Comme précisé en section 5.2, un

procédé de réduction du modèle pourrait compliquer
la résolution (par exemple en retirant solution symé-
triques). Nous pouvons observer que ce n’est pas le cas
ici. Nos règles de réduction simplifient la recherche :
elles gardent la structure du problème, sans retirer
de solutions (même symétriques), et réduisent l’espace
de recherche. La taille des instances n’est donc pas
l’unique critère : la structure du problème et la taille
de l’espace de recherche est également primordial.
Par exemple, des instances plus hautes mais réduites,
peuvent être plus grandes (nombres de variables et
clauses) que des instance plus simples non réduites ;
mais les instances réduites (bien que plus grandes en
variables et clauses) peuvent être résolues alors que les
non-réduites ne le sont pas. Par exemple, l’instance 14
non réduite du STS est plus petite (variables, clauses)
que l’instance 20 réduite ; mais l’instance 20 réduite
est résolue alors que l’instance 14 non-réduite n’y est
pas. Pour les instances 68 à 72, Minisat stoppe immé-
diatement la résolution, le nombre de clauses et de va-
riables étant trop grand. Des solveurs spécifiques [15]
ont été réalisés pour résoudre ce problème. Les pro-
blèmes eux-mêmes sont sur-contraints par l’ajout de
contraintes n’apparaissant pas dans le problème initial.
Ainsi, l’instance résolue la plus grande est 70, mais la
moitié des instances n’ont plus de solutions (dû aux
sur-contraintes).

6 Conclusion

Nous avons présenté une technique pour l’encodage
des contraintes ensembliste CSP en SAT : le processus
de modélisation est effectué grâce à des contraintes en-
semblistes expressives ; ces contraintes sont ensuite ré-
duites par nos règles⇒red avant d’être converties auto-
matiquement (⇔enc) en variables et clauses SAT. Nous
avons illustré notre approche par divers problèmes (Su-
doku, le problème du Social Golfer, et le problème du
Sports Tournament Scheduling) et avons obtenus de
bons résultats en appliquant nos règles de réduction
et d’encodage. Les avantages de notre technique sont
les suivants :

— la modélisation est simple, expressive et lisible.
De plus, les modèles sont indépendants des sol-
veurs SAT ou CSP ;

— la technique est beaucoup moins sensible aux er-
reurs qu’un encodage direct en SAT ;

— les instances SAT générées automatiquement
sont plus petites en terme de nombres de va-
riables et clauses ;

— finalement, l’ajout d’une phase de réduction per-
met de réduire le temps total de résolution (ré-
duction+encodage+résolution) ;

— les instances SAT générées semblent aussi être
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Table 2 – Efficiency of SAT pre-processes
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Table 3 – Results for large SGP instances using cardinality and implication models with reduction rules.

Inst.
cardinality model implication model

⇒red Unrefined ⇔enc Resolution ⇒red Unrefined ⇔enc Resolution
sec. #cl #var sec. sec. sum sec. #cl #var sec. sec. sum

8 4 5 0.92 216 751 16 361 0.03 0.05 1.00 0.03 193 987 5 861 0.01 0.03 0.07
8 4 6 1.19 334 591 24 422 0.04 0.15 1.37 0.31 297 921 7 292 0.21 0.10 0.62
8 4 7 1.56 477 865 34 085 0.06 0.71 2.33 0.06 424 003 8 723 0.03 0.16 0.25
8 4 8 1.95 646 573 45 350 0.09 - - 0.08 572 233 10 154 0.07 0.26 0.41
8 4 9 2.46 840 715 58 217 0.13 - - 0.12 742 611 11 585 0.05 - -
8 4 10 2.93 1 060 291 72 686 0.15 - - 0.18 935 137 13 016 0.08 - -
8 4 11 3.45 1 305 301 88 757 0.18 - - 0.21 1 149 811 14 447 0.13 - -
8 4 12 4.10 1 575 745 106 430 0.2 - - 0.26 1 386 633 15 878 0.08 - -
9 4 6 1.58 523 471 34 079 0.07 0.17 1.82 0.04 468 991 9 489 0.03 0.09 0.16
9 4 7 2.09 750 568 47 818 0.09 0.23 2.42 0.12 670 306 11 356 0.07 0.26 0.45
9 4 8 2.65 1 018 441 63 875 0.13 1.37 4.15 0.11 907 435 13 223 0.09 0.38 0.58
9 4 9 3.24 1 327 090 82 250 0.17 - - 0.23 1 180 378 15 090 0.09 6.37 6.69
9 4 10 3.90 1 676 515 102 943 0.22 - - 0.26 1 489 135 16 957 0.08 - -
9 4 11 4.79 2 066 716 125 954 0.27 - - 0.31 1 833 706 18 824 0.20 - -
9 4 12 5.43 2 497 693 151 283 0.33 - - 0.33 2 214 091 20 691 0.18 - -

Table 4 – Résultats pour de grandes instances de STS

Inst.
Initial reduced

Unrefined ⇔enc Resolution ⇒red Unrefined ⇔enc Resolution
#cl ×103 #var×103 sec. sec. sum sec. #cl×103 #var×103 sec. sec. sum

8 24 5 528 0.02 0.04 0.06 0.08 15 4 0.02 0.02 0.12
10 77 17 170 0.01 9.30 9.31 0.11 54 13 0.01 0.04 0.16
12 198 43 0.03 387.85 387.88 0.22 148 35 0.02 0.14 0.38
14 437 91 0.04 - - 0.41 343 78 0.03 0.22 0.66
16 861 175 0.09 - - 0.66 700 154 0.05 0.45 1.16
18 1 569 314 0.17 - - 0.98 1 307 281 0.14 0.89 2.01
20 2 676 528 0.32 - - 1.34 2 275 479 0.24 1.69 3.28
22 4 331 842 0.49 - - 1.92 3 742 773 0.41 3.43 5.76
24 6 713 1 289 0.75 - - 2.65 5 879 1 194 0.66 4.82 8.13
26 10 041 1 905 1.15 - - 3.71 8 890 1 779 0.98 9.24 13.93
28 14 567 2 735 1.62 - - 5.34 13 020 2 569 1.37 12.37 19.08
30 20 591 3 827 2.26 - - 6.13 18 551 3 616 2.03 20.20 28.36
32 28 453 5 241 3.18 - - 8.11 25 813 4 974 2.92 31.93 42.96
34 38 581 7 059 4.00 - - 10.62 35 203 6 719 3.89 36.17 50.68
36 51 396 9 343 5.54 - - 12.67 47 151 8 925 5.04 83.38 101.09
38 67 397 12 178 7.26 - - 14.96 62 129 11 668 6.64 124.25 145.85
40 87 144 15 655 9.29 - - 12.78 80 678 15 041 8.44 114.74 135.96
50 266 070 46 637 27.93 - - 36.93 250 325 45 254 27.38 880.50 944.81
52 323 676 56 497 33.62 - - 46.99 305 266 54 901 31.79 1240.79 1319.57
54 390 835 67 948 40.61 - - 69.64 369 437 66 116 39.13 1492.06 1600.83
56 468 687 81 175 48.36 - - 60.58 443 952 79 083 46.24 1803.75 1910.57
58 558 459 96 375 67.49 - - 60.19 530 012 93 996 55.61 2362.21 2478.01
60 661 467 113 760 70.66 - - 78.28 628 906 111 067 64.76 2952.74 3095.78
62 779 123 133 556 79.58 - - 87.63 742 017 130 519 77.08 3367.36 3532.07
64 912 933 156 005 95.06 - - 100.48 870 823 152 592 92.14 4903.03 5095.65
66 1 064 779 181 500 109.51 - - 115.36 1 017 067 177 625 105.45 5247.73 5468.54
68 1 236 149 210 203 126.70 - - 135.61 1 182 405 205 875 122.12 - -
70 1 428 864 242 406 145.71 - - 154.44 1 368 535 237 589 139.81 - -
72 1 644 854 278 418 172.92 - - 182.35 1 577 355 273 071 167.62 - -
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bien adaptées à Minisat.
Nous prévoyons d’utiliser de combiner nos

contraintes ensemblistes avec l’arithmétique sur
les domaines finis, et de fournir également l’encodage
SAT de ces nouvelles contraintes. A ces fins, nous
devrons ajouter de nouvelles contraintes et compléter
nos ensembles de règles ⇔enc et ⇒red. Nous avons
notre propre format pour nos modèles (XML-like)
mais nous prévoyons de passer au standard XCSP3
[7].
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Résumé
La technologie multi-cœur et les architectures

massivement parallèles sont de plus en plus acces-
sibles à tous, à travers des matériaux comme le Xeon
Phi ou les cartes GPU. Cette stratégie d’architecture a
été communément adoptée par les producteurs pour
faire face à la loi de Moore. Or, ces nouvelles archi-
tectures impliquent d’autres manières de concevoir et
d’implémenter les algorithmes, pour exploiter complè-
tement leur potentiel, en particulier dans le cas des
solveurs de contraintes traitant de problèmes d’optimi-
sation combinatoire. Dans cet article on utilise un Lan-
gage pour créer des Solveurs Orienté Parallèle (POSL
pour Parallel-Oriented Solver Language) : cadre per-
mettant de construire des solveurs basés sur des
méta-heuristiques interconnectées travaillant en paral-
lèle, dans le but de résoudre des instances des pro-
blèmes Social Golfers et Costas Array et de mesu-
rer sa performance. Nous testons plusieurs stratégies
de résolution, grâce au langage orienté parallèle, basé
sur des opérateurs, que POSL fournis.

Abstract
The multi-core technology and massive parallel ar-

chitectures are nowadays more accessible for a broad
public through hardware like the Xeon Phi or GPU
cards. This architecture strategy has been commonly
adopted by processor manufacturers to stick with Moo-
re’s law. However, this new architecture implies new
ways to design and implement algorithms to exploit its
full potential. This is in particular true for constraint-
based solvers dealing with combinatorial optimization
problems. In this paper we use Parallel-Oriented Sol-
ver Language (POSL), a framework to build intercon-
nected meta-heuristic-based solvers working in paral-
lel, by using communications operators, to solve ins-
tances of Social Golfers and Costas Array problems
and measure its performance. We test many different
solution’s strategies, thanks to a parallel-oriented lan-
guage provided, based on operators.

1 Introduction

L’optimisation combinatoire a plusieurs applications
dans différents domaines tels que l’apprentissage de la
machine, l’intelligence artificielle, et le génie du logiciel.
Dans certains cas, le but principal est seulement de trouver
une solution, comme pour les Problèmes de Satisfaction
de Contraintes (CSP). Une solution sera une affectation
de variables répondant aux contraintes fixées, en d’autres
termes : une solution faisable.

Les CSPs sont connus pour être des problèmes extrême-
ment difficiles. Parfois les méthodes complètes ne sont pas
capables de passer à l’échelle de problèmes de taille in-
dustriel. C’est la raison pour laquelle les techniques méta–
heuristiques sont de plus en plus utilisées pour la résolu-
tion de ces derniers. Par contre, dans la plupart des cas
industriels, l’espace de recherche est assez important et
devient donc intraitable, même pour les méthodes méta-
heuristiques. Cependant, les récents progrès dans l’archi-
tecture de l’ordinateur nous conduisent vers les ordina-
teurs multi/many–cœur, en proposant une nouvelle façon
de trouver des solutions à ces problèmes d’une manière
plus réaliste, ce qui réduit le temps de recherche.

Grâce à ces développements, les algorithmes parallèles
ont ouvert de nouvelles façons de résoudre les problèmes
de contraintes : Adaptive Search [5] est un algorithme ef-
ficace, montrant de très bonnes performances et passant à
l’échelle de plusieurs centaines ou même milliers de cœurs,
en utilisant la recherche locale multi-walk en parallèle.
Munera et al. [10] ont présenté une autre implémentation
d’Adaptive Search en utilisant la coopération entre des stra-
tégies de recherche. Ces travaux ont montré l’efficacité du
schéma parallèle multi-walk.

De plus, le temps de développement nécessaire pour co-
der des solveurs en parallèle est souvent sous-estimé, et
dessiner des algorithmes efficaces pour résoudre certains
problèmes consomment trop de temps. Dans [13] nous pré-
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sentons POSL, un langage orienté parallèle pour construire
des solveurs de contraintes basés sur des méta-heuristiques,
qui résolvent des CSPs. Il fournit un mécanisme pour coder
des stratégies de communication indépendantes du Le but
de cet article est de proposer des nouveaux opérateurs de
communication, très utiles pour dessiner des stratégies de
communication, et de présenter une analyse détaillée des
résultats obtenus en résolvant plusieurs instances des pro-
blèmes Social Golfers et Costas Array. Sachant que créer
des solveurs utilisant différentes stratégies de solution peut
être compliqué et pénible, POSL donne la possibilité de
faire des prototypes de solveurs communicants facilement.

2 Des travaux reliés

Beaucoup de chercheurs se concentrent sur la program-
mation par contraintes, particulièrement dans le développe-
ment de solution à haut-niveau qui facilitent la construction
de stratégies de recherche. Cela permet de citer plusieurs
contributions.

HYPERION [3] est un système codé en Java pour méta et
hyper-heuristiques basé sur le principe d’interopérabilité,
fournissant des patrons génériques pour une variété d’al-
gorithmes de recherche locale et évolutionnaire, et permet-
tant des prototypages rapides avec la possibilité de réutili-
ser le code source. POSL offre ces avantages, mais il four-
nit également un mécanisme permettant de définir des pro-
tocoles de communication entre solveurs. Il fournit aussi,
à travers d’un simple langage basé sur des opérateurs, un
moyen de construire des computation strategies, en com-
binant des composants déjà définis (operation modules et
open channels). Une idée similaire a été proposée dans [6]
sans communication, qui introduit une approche évolutive
en utilisant une simple composition d’opérateurs pour dé-
couvrir automatiquement les nouvelles heuristiques de re-
cherche locale pour SAT et les visualiser comme des com-
binaisons d’un ensemble de blocs.

Récemment, [15] a montré l’efficacité de combiner dif-
férentes techniques pour résoudre un problème donné (hy-
bridation). Pour cette raison, lorsque les composant du sol-
veurs peuvent être combinés, POSL est dessiné pour exé-
cuter en parallèle des ensembles de solveurs différents,
avec ou sans communication. Une autre idée intéressante
est proposée dans TEMPLAR. Il s’agit d’un système qui gé-
nère des algorithmes en changeant des composants prédé-
finis, et en utilisant des méthodes hyper-heuristiques [14].
Dans la dernière phase du processus de codage avec POSL,
les solveurs peuvent être connectés les uns aux autres, en
fonction de la structure de leurs open channels, et de cette
façon, ils peuvent partager non seulement des informations,
mais aussi leur comportement, en partageant leurs opera-
tion modules. Cette approche donne aux solveurs la capa-
cité d’évoluer au cours de l’exécution.

Renaud De Landtsheer et al. présentent dans [7] un cadre

facilitant le développement des systèmes de recherches en
utilisant des combinators pour dessiner les caractéristiques
trouvées très souvent dans les procédures de recherches
comme des briques, et les assembler. Dans [9] est propo-
sée une approche qui utilise des systèmes coopératifs de
recherche locale basée sur des méta-heuristiques. Celle-ci
se sert de protocoles de transfert de messages. POSL com-
bine ces deux idées pour assembler des composants de re-
cherche locale à travers des opérateurs fournis (ou en créant
des nouveaux), mais il fournit aussi un mécanisme basé
sur opérateurs pour connecter et combiner des solveurs, en
créant des stratégies de communication.

Une présentation plus détaillée de POSL est disponible
dans [11,12], où le lecteur peut trouver une description for-
melle sur la façon d’utiliser le langage basé sur des opéra-
teurs pour construire des prototypes de solveurs. Dans cet
article, nous présentons quelques nouveaux opérateurs de
communication afin de concevoir des stratégies de commu-
nication. Avant de clore cet article par une brève conclusion
et de travaux futurs, nous présentons quelques résultats ob-
tenus en utilisant POSL pour résoudre certaines instances
des problèmes Social Golfers et Costas Array.

3 Construire des solveurs en parallèle
avec POSL

Dans cette section, nous présentons un résumé des étapes
à suivre pour construire des solveurs parallèles communi-
catifs en utilisant POSL. L’idée principale est de combiner
des modules disponibles dans ce cadre, ou d’en créer des
nouveaux, et de les coller à travers POSL pour créer des
solveurs indépendants. Après, nous pouvons les connecter
en utilisant des opérateurs de connexion. Nous appelons
l’entité finale obtenue POSL Meta-Solver.

3.1 PREMIÈRE ÉTAPE : Créer les modules de POSL

Il existe deux types de modules de base dans POSL : les
operation modules et les open channel. Un operation mo-
dule est une fonction qui reçoit une entrée, puis il exécute
un algorithme interne et renvoie une sortie. Les types d’en-
trée et de sortie définiront l’operation module. Il peut être
remplacé dynamiquement ou combiné avec d’autres opera-
tion modules, car ils peuvent être partagés entre les solveurs
travaillant en parallèle. De cette manière, le programme de
calcul peut changer son comportement au cours de l’exécu-
tion. La figure 1 montre un exemple d’operation module :
il reçoit une configuration S puis calcule l’ensemble V de
ses configurations voisines

{
S1,S2, . . . ,S

}
.

Un open channel est également une fonction qui reçoit et
renvoie des informations, mais contrairement à l’operation
module, l’open channel peut recevoir des informations de
deux façons différentes : par le paramètre ou de l’extérieur,
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FIGURE 1 – Un operation module

(a) Data open channel

(b) Object open channel

FIGURE 2 – Les open channels

c’est-à-dire en communiquant avec un module d’un autre
solveur. L’open channel est le composant responsable de la
réception de l’information dans les communications entre
les solveurs. Il peut interagir avec les operation modules
grâce aux opérateurs.

Un open channel peut recevoir deux types d’informa-
tions, toujours en provenance d’un solveur externe : des
données ou des operation modules. Il est important de
remarquer que lorsque nous parlons de l’envoi–réception
d’operation modules, nous entendons l’envoi–réception
d’information seulement nécessaire pour les identifier et
pouvoir les instancier.

Afin de distinguer les deux types d’open channels, nous
appellerons Data Open Channel celui qui est responsable
de la réception de données (figure 2a), et Object Open
Channel de la réception et l’instanciation d’operation mo-
dules (figure 2b).

Les utilisateurs de POSL peuvent implémenter des nou-
veaux modules (operation modules et open channels) mais
POSL contient déjà plusieurs modules très utiles pour ré-
soudre un large éventail de problèmes.

3.2 DEUXIÈME ÉTAPE : Assembler des modules
de POSL

Dans cette étape, une stratégie générique est codée par
POSL, en utilisant les modules mentionnés dans la pre-
mière étape. Elle permet non seulement l’échange d’in-
formation, mais aussi l’exécution de modules en parallèle.
Nous appelons cela la computation strategy.

La computation strategy est le cœur du solveur. C’est un
programme qui joint les operation modules et open chan-

FIGURE 3

nels d’une manière cohérente, en restant indépendant des
ces derniers. Grâce à la computation strategy nous pou-
vons aussi choisir les informations qui seront envoyées
à d’autres solveurs. Une présentation plus formelle de la
spécification des opérateurs de POSL est disponible dans
[11, 12].

La figure 3 présente un exemple simple de la façon de
combiner des modules en utilisant les opérateurs mention-
nés précédemment, et l’algorithme 1 1 est le pseudo-code
POSL correspondant. Dans cet exemple nous montrons
quatre operation modules qui font partie d’un compound
module représentant une méthode trivial de recherche lo-
cale.

— M1 : produit une configuration au hasard,
— M2 : calcule le voisinage d’une configuration donnée,

en sélectionnant une variable au hasard, et en chan-
geant sa valeur,

— M3 : calcule le voisinage d’une configuration donnée,
en sélectionnant K variables au hasard, et en chan-
geant leur valeur,

— M4 : sélectionne (et sauvegarde), dans un ensemble de
configurations, celle qui a le coût le plus petit.

Dans cet exemple :

— La fonction execute(A,B) exécute le module A puis
le module B

— La fonction while exécute le module tant qu’une
condition donnée est vraie. Dans l’exemple ci-
dessous, le processus est répété N fois.

— L’operation module M2 est exécuté avec une probabi-
lité ρ (p dans le pseudo-code), et M3 est exécuté avec
une probabilité (1−ρ), en utilisant la fonction (opé-
rateur) rho.

Algorithm 1: POSL pseudo-code pour la figure 3
1 execute(M1, while(loops < N)
2 execute( rho(p, M2, M3), M4);
3 end
4 );

La figure 4 montre la manière de combiner un open
channel avec l’operation module M2 en utilisant l’opéra-
teur ∨ . Dans ce cas, l’operation module M2 est exécuté
tant que l’open channel est NULL, c’est-à-dire qu’il n’y a

1. Il est nécessaire de signaler que ce pseudo-code est uniquement uti-
lisé pour faciliter la compréhension du principe du POSL. Des exemples
du vrai code POSL son disponibles sur
https ://github.com/alejandro-reyesamaro/POSL
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(a) Le solveur exécute son propre operation mo-
dule si aucune information n’a été reçue par
l’open channel

(b) Le solveur exécute l’operation module qui est
arrivé par l’open channel

FIGURE 4 – Deux comportements différents du même sol-
veur

pas d’information provenant de l’extérieur. Le comporte-
ment est représenté dans la figure 4a par les lignes poin-
tillées. Si un operation module a été reçu par l’open chan-
nel, il est exécuté au lieu de l’operation module() M2, et
ce comportement est représenté dans la figure 4b par des
lignes pointillées.

En utilisant ces opérateurs, nous pouvons créer l’algo-
rithme en manipulant différents composants pour trouver la
solution d’un problème donné. Ces algorithmes sont fixes
mais génériques par rapport à leurs composants (operation
modules et open channels). Cela signifie que nous pouvons
construire différents solveurs en utilisant la même stratégie
(computation strategy), mais avec l’instanciation de dif-
férents composants, s’ils ont la bonne signature d’entrée-
sortie.

Pour définir une computation strategy, nous utilisons
l’environnement présenté dans l’algorithme 2, où Mi et
Chi représentent les types des operation modules et les
types des open channels utilisés par la computation stra-
tegy St, déclarée en utilisant le mot-clé strategy. Entre ac-
colades, le champ <computation strategy> corres-
pond au code POSL basé sur les opérateurs en combinant
des compound modules déjà déclarés.

Algorithm 2: Définition de la computation strategy
1 St := strategy
2 oModules: M1, M2, ..., Mn;
3 oChannels: Ch1, Ch2, ..., Chm;
4 {
5 <computation strategy>
6 }

Algorithm 3: Définition du solveur
1 Sk := solver
2 {
3 cStrategy: st;
4 oModules: m1, m2, ..., mn;
5 oChannels: ch1, ch2, ..., chm;
6 }

3.3 TROISIÈME ÉTAPE : Créer les solveurs

Avec les operation modules et les open channels déjà
assemblés par la computation strategy, nous pouvons créer
des solveurs en instanciant les composants déclarés. POSL
fournit un environnement à cette fin, présenté dans l’algo-
rithme 3, où mi et chi représentent les instances des ope-
ration modules et celles des open channels qui sont passés
par des paramètres à la computation strategy St. Cela nous
permet de créer de nombreux différents solveurs partageant
la même computation strategy, mais en exécutant différents
operation modules. Dans le pseudo-code nous utilisons le
mot-clé solver pour signaler que nous déclarons un solveur.

3.4 QUATRIÈME ÉTAPE : Connecter les solveurs

Une fois que nous avons défini notre stratégie de sol-
veur, la dernière étape consiste à déclarer les communica-
tion channels, c’est-à-dire connecter les solveurs les uns
aux autres. Jusqu’ici, les solveurs sont déconnectés, mais
ils ont tout pour établir la communication. Dans cette der-
nière étape, POSL fournit à l’utilisateur une plateforme
pour définir facilement des méta-stratégies coopératives
que les solveurs doivent suivre.

La communication est établie en suivant les règles sui-
vantes :

1. À chaque fois qu’un solveur envoie une information
via les opérateurs L.Mo ou L.Mm, il crée une prise mâle
de communication,

2. À chaque fois qu’un solveur contient un open channel,
il crée une prise femelle de communication,

3. Les solveurs peuvent être connectés entre eux en
créant des communication channels, reliant des prises
mâles et femelles.

Avec l’opérateur (·) nous pouvons avoir accès aux noms
des open channels d’un solveur, et aux operation modules
qui envoient des informations. Par exemple : Solver0 ·M0
fournit un accès à l’operation module M0 de Solver0 si
et seulement si il est utilisé par l’opérateur L.Mo (ou L.Mm),
et Solver1 ·Ch1 fournit un accès à l’open channel Ch1 de
Solver1.

Donc, si nous définissons deux ensembles de solveurs,
nous pouvons les connecter de deux manières différentes :

1. En connectant chaque solveur du premier ensemble,
avec un solveur dans l’autre ensemble (un à un) (voir
figure 5a)

166



(a) 1 à 1 (b) 1 à N

FIGURE 5 – Opérateurs de communication

2. En connectant chaque solveur du premier ensemble,
avec tous les solveurs dans l’autre ensemble (un à N)
(voir figure 5b)

Ces opérateurs i) affectent (programment) une unité dis-
ponible de calcul (de processus ou de fil, selon l’architec-
ture utilisée) à chaque solveur impliqué, et ii) connectent
les solveurs impliqués les uns aux autres.

Les opérateurs définis ci-dessus n’expriment que la pos-
sibilité de définir statiquement des stratégies de communi-
cation. À l’avenir, nous aimerions améliorer POSL en in-
cluant des opérateurs qui permettraient plus de souplesse et
d’expressivité en terme de communication entre solveurs,
notamment à travers des stratégies dynamiques de commu-
nication.

4 Concevoir des expériences

Le but principal de cet article est de sélectionner deux
problèmes de référence, Social Golfers et le Costas Array,
pour analyser et illustrer la versatilité de POSL pour étu-
dier des stratégies de solution basées sur la recherche locale
méta-heuristique. Grâce à POSL nous pouvons analyser
des résultats et formuler des conclusions sur le comporte-
ment de la stratégie de recherche, mais aussi sur la structure
de l’espace de recherche du problème. Dans cette section,
nous expliquons la structure des solveurs de POSL 2 que
nous avons générés pour les expériences.

Le problème de Social Golfers consiste à planifier n =
g× p golfeurs en g groupes de p joueurs chaque semaine
pendant w semaines, de telle manière que deux joueurs
jouent dans le même groupe au plus une fois. Une ins-
tance de ce problème peut être représentée par le triplet
g− p−w. Ce problème, et d’autres problèmes étroitement
liés, trouvent de nombreuses applications pratiques telles
que le codage, le cryptage et les problèmes couvrants [8].
Sa structure nous a semblé intéressante car elle est simi-
laire à d’autres problèmes, comme Kirkman’s Schoolgirl et
Steiner Triple System, donc nous pouvons construire des
modules efficaces pour résoudre un grand éventail de pro-
blèmes.

2. Le code source de POSL est disponible sur
https ://github.com/alejandro-reyesamaro/POSL

Le problème Costas Array consiste à trouver une ma-
trice Costas Array, qui est une grille de n× n contenant n
marques avec exactement une marque par ligne et par co-
lonne et les n(n− 1)/2 vecteurs reliant chaque couple de
marques de cette grille dooivent tous être différents. Ceci
est un problème très complexe trouvant une application
utile dans certains domaines comme le sonar et l’ingénie-
rie de radar, et présente de nombreux problèmes mathé-
matiques ouverts. Ce problème a aussi une caractéristique
intéressante : même si son espace de recherche grandit fac-
toriellement, à partir de l’ordre 17 le nombre de solutions
diminue drastiquement.

Nous avons choisi l’une des méthodes de solutions les
plus classique pour des problèmes combinatoires : l’al-
gorithme méta-heuristique de recherche locale. Ces al-
gorithmes ont une structure commune : ils commencent
par l’initialisation des structures de données. Ensuite, une
configuration initiale s est générée. Après cela, une nou-
velle configuration s′ est sélectionnée dans le voisinage
V (s). Si s′ est une solution pour le problème P, alors le pro-
cessus s’arrête, et s′ est renvoyée. Dans le cas contraire, les
structures de données sont mises à jour, et s′ est acceptée,
ou non, pour l’itération suivante, en fonction de certains
critères (par exemple, en pénalisant les caractéristiques des
optimums locaux) [2].

4.1 Résoudre le problème Social Golfers

Afin de résoudre des instances du problème Social Gol-
fers, nous utilisons les operation modules suivants fournis
par POSL :

1. operation module de génération initiale :
MS génère une configuration aléatoire s, en res-

pectant la structure du problème, c’est-à-dire que la
configuration est un ensemble de w permutations du
vecteur [1..n].

2. operation modules de voisinage :
MStd

V définit le voisinage V (s) permutant les
joueurs parmi les groupes.

MAS
V définit le voisinage V (s) permutant le

joueur qui a contribué le plus au coût, avec d’autres
joueurs dans la même semaine.

3. operation modules de sélection :
MFirst

Ŝ
sélectionne la première configuration ŝ ∈

V (s) qui améliore le coût actuel
MBest

Ŝ
sélectionne la meilleure configuration ŝ ∈

V (s) qui améliore le coût actuel
MRand

Ŝ
sélectionne une configuration aléatoire ŝ∈

V (s).
4. operation module d’acceptation :

MD évalue un critère d’acceptation pour ŝ. Dans
tous les cas, le critère d’acceptation est toujours de
choisir la configuration avec le moindre coût.
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Grâce aux potentiel de POSL, nous avons pu tester de
nombreuses stratégies en très peu de temps. Une première
expérience a été réalisée pour sélectionner la meilleure
fonction de voisinage pour résoudre le problème, en com-
parant une stratégie basique qui utilise l’operation module
MStd

V , avec une stratégie basique qui utilise l’operation mo-
dule de voisinage MAS

V basé sur l’algorithme d’Adaptive
Search ainsi qu’avec les combinaisons de MStd

V et MAS
V

après avoir appliquer les opérateurs ρ et ∪ . Les algo-
rithmes 4, 5 et 6 représentent respectivement les computa-
tion strategies pour chaque cas.

Les stratégies mentionnées ci-dessus ne sont pas ca-
pables de résoudre les problèmes avec plus de 3 semaines,
nous avons donc implémenté une autre stratégie décrite
dans l’algorithme 7. Ce dernier combine les operation mo-
dules de sélection MFirst

s′ avec MRand
s′ , et il tente d’amé-

liorer le coût un certain nombre de fois. Si cela n’est pas
possible, il sélectionne un voisin aléatoire pour l’itération
suivante. Cette stratégie utilise l’operation module MAS

V , et
nous avons comparé deux operation modules de sélection :
MFirst

s′ et MBest
s′ .

Après cela, nous avons choisi la meilleure stratégie pour
construire des solveurs communicatifs (algorithmes 8 et 9)
pour comparer leurs performances avec les stratégies non
communicatives. En utilisant les opérateurs de communi-
cation, nous concevons différentes stratégies :

— Stratégie complète de communication : tous les ser-
veurs sont connectés (soit 1 à 1, soit 1 à N)

— Stratégie de communication hybride : un certain pour-
centage des solveurs sont connectés et le reste sont des
solveurs non communicatifs.

4.2 Résoudre le problème Costas Array

Pour étudier le problème Costas Array, nous avons réuti-
lisé certains operation modules utilisés dans la résolution
du problème Social Golfers : les operation modules de Sé-
lection et d’Acceptation. Les nouveaux modules sont :

1. operation module de génération initiale :
MS génère une configuration aléatoire s, comme

une permutation du vecteur [1..n].

2. operation module de voisinage :
MAS

V définit le voisinage V (s) permutant la va-
riable qui a contribué le plus au coût, avec d’autres.

Nous ajoutons aussi un module de Reset (MR) 3. La stra-
tégie de base que nous utilisons pour résoudre ce problème
est présentée dans l’algorithme 10. Nous le prenons comme
base pour construire l’ensemble des différentes stratégies
de communication, en combinant des solveurs communica-
tifs et non communicatifs. En utilisant un solveur émetteur

3. Il est basé sur le code de Daniel Díaz disponible dans
https ://sourceforge.net/projects/adaptivesearch/

Instance T It. % réussi
5-3-7 8.13 17,347 100.00
8-4-7 16.92 7,829 100.00
9-4-8 79.60 20,779 94.28
11-7-5 3.37 664 100.00

TABLEAU 1 – Expériences avec Social Golfers (séquentiel)

STRATÉGIE T It.
Adaptive Search (AS) 1.06 352
Std ρ AS 41.53 147

Std ∪ AS 59.65 198
Standard (Std) 87.90 146

TABLEAU 2 – Expériences avec Social Golfers 10-10-3

basé sur la stratégie de l’algorithme 11, nous avons testé la
communication d’une bonne configuration après avoir sé-
lectionné la configuration pour la prochaine itération (algo-
rithme 12). Nous avons également testé la communication
d’une bonne configuration pour la recevoir au moment où
le solveur calcule le reset, (algorithmes 13 et 14).

5 Analyse des résultats

Les expériences 4 5 ont été effectuées sur un processeur
Intel R© Xeon TM E5-2680 v2, 10 × 4 cœurs, 2.80GHz. Les
résultats montrés dans cette section sont les moyennes de
30 runs pour chaque configuration. Dans les tableaux de ré-
sultats, les colonnes marquées T correspondent au temps de
l’exécution en secondes et les colonnes marquées It. cor-
respondent au nombre d’itérations.

Toutes les expériences de cette section sont basées sur
différentes stratégies en parallèle. Nous utilisons 40 cœurs
pour le problème Social Golfers et seulement 20 pour Co-
stas Array, la machine n’étant pas complètement dispo-
nible au moment des expériences. Nous présentons dans les
tableaux 1 et 7 les résultats du lancement des POSL méta-
solveurs pour résoudre chaque cas de manière séquentielle.
Le tableau 1 montre de moyennes de temps et d’itérations
beaucoup plus élevées que les moyennes que on peut trou-
ver dans le tableau 3 colonne OMs′ First Improvement (sans
communication), et les résultats avec communication (ta-
bleaux 4, 5 et 6). Le même effet est visible dans le ta-
bleau 7. Ceci montre comment l’approche parallèle aug-
mente la probabilité de trouver la solution dans un délai
raisonnable (en secondes), par rapport au schéma séquen-
tiel [1]. La colonne marquée % success indique le pourcen-
tage de solveurs qui ont été capables de trouver une solu-
tion avant d’arriver à certain nombre maximal d’itérations
(soit 25 000) ou au temps d’expiration (soit 5 minutes).

4. POSL source code is available in https ://github.com/alejandro-
reyesamaro/POSL

5. Document supplémentaire Experiments[02-2016].ods disponible
sur : https ://goo.gl/apsVSF
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Instance
OMs′ Best

Improvement
OMs′ First

Improvement
T It. T It.

5-3-7 4.99 4,421 1.32 1322
8-4-7 5.10 954 1.82 445
9-4-8 12.37 1,342 6.43 873
11-7-5 5.19 351 2.22 273

TABLEAU 3 – Expériences avec Social Golfers en compa-
rant les fonctions de sélection

Il est important de souligner que POSL ne vise pas à ob-
tenir les meilleurs résultats en termes de performance, mais
de donner la possibilité de prototyper rapidement et d’étu-
dier différentes stratégies de recherche coopératives ou non
coopératives. Notre objectif n’est donc pas de construire
des solveurs plus rapides, mais d’obtenir des moyens plus
rapides pour les étudier.

Dans la première étape des expériences, nous utilisons
le langage basé sur des opérateurs fournis par POSL pour
construire et tester de nombreuses et différentes straté-
gies non communicatives. L’objectif est de sélectionner la
meilleure stratégie pour exécuter des tests avec communi-
cation. D’abord, nous nous sommes concentrés sur le choix
de la bonne fonction de voisinage. Dans le cas du problème
de Social Golfers, cette expérience a été lancée en utili-
sant une stratégie basique montrée dans l’algorithme 4 pour
bien nous concentrer sur l’étude des modules et non sur la
computation strategy. Cette stratégie n’a pas été capable
de résoudre les problèmes pour les cas de plus de trois se-
maines, car elle tombait très souvent dans des minimums
locaux. Cela a été la raison pour laquelle nous effectuons
cette expérience avec l’instance 10–10–3.

Les résultats du tableau 2 ne sont pas surprenants.
L’operation module de voisinage OMAS

V est basé sur l’al-
gorithme Adaptive Search, qui a montré de très bons ré-
sultats. Il sélectionne la variable (joueur) qui contribue
le plus au coût et permute sa valeur avec les autres va-
riables (joueurs) pour tous les groupes, et pour chaque
semaine. OMStd

V n’utilise aucune information supplémen-
taire. Il effectue donc chaque permutation possible entre
deux joueurs dans les différents groupes, chaque semaine.
Cela signifie que ce voisinage est g× p (nombre de groupes
et nombre de joueurs, respectivement) fois plus grand que
le précédent. La combinaison avec l’opérateur ρ exécute

le module OMStd
V ou le OMAS

V , en fonction de la probabilité
ρ . La combinaison avec l’opérateur ∪ est l’union de ces
voisinages. Dans ces trois derniers, le temps passé pour la
recherche à l’intérieur du voisinage à chaque itération est
significatif, même si le nombre d’itérations dans ces trois
cas est inférieure à celui qu’utilise le module OMAS

V , car ce
dernier effectue de nombreux Reset pendant le processus
de recherche.

Une fois avoir obtenu la bonne fonction de voisinage,
nous nous sommes concentrés sur le choix de la meilleure

Instance OP : 1 à 1 OP : 1 à N
T It. T It.

5-3-7 1.19 1,156 1.11 1,067
8-4-7 1.30 317 1.46 347
9-4-8 4.38 597 5.51 736
11-7-5 1.76 214 1.62 202

TABLEAU 4 – Expériences avec Social Golfers en testant
100% de communication

Instance OP : 1 à 1 OP : 1 à N
T It. T It.

5-3-7 1.04 1,019 1.04 1,031
8-4-7 1.40 337 1.43 353
9-4-8 4.64 637 5.75 776
11-7-5 1.81 220 1.82 222

TABLEAU 5 – Expériences avec Social Golfers en testant
50% de communication

fonction de sélection. Nous avons comparé deux operation
modules différents en utilisant la computation strategy de
l’algorithme 7. Cette dernière combine les operation mo-
dules de sélection (MFirst

s′ ou MBest
s′ ) avec MRand

s′ , pour évi-
ter les minimums locaux : elle tente d’améliorer le coût
un certain nombre de fois. Si elle n’y arrive pas, elle sé-
lectionne un voisin aléatoire pour l’itération suivante. Le
premier operation module a été OMBest

S′ qui sélectionne la
meilleure configuration à l’intérieur du voisinage. Il n’a pas
seulement passé plus de temps à chercher une meilleure
configuration, mais il est également plus sensible pour tom-
ber dans des minimums locaux. Le deuxième operation
module a été OMFirst

S′ qui sélectionne la première confi-
guration à l’intérieur du voisinage en améliorant le coût
actuel. En utilisant ce module, la stratégie perd le facteur
d’intensification, mais gagne en vitesse et en diversifica-
tion. Le tableau 3 présente les résultats de cette expérience,
en montrant qu’une stratégie orientée plus exploratoire est
plus efficace pour le problème de Social Golfers.

Dès lors que la meilleure stratégie a été choisie, nous
lançons des expériences pour étudier le comportement de
POSL pour résoudre les problèmes ciblés dans des scé-
narios avec communication. Certaines compositions de
POSL méta-solveurs ont été prises en compte : i) la struc-
ture de la communication (avec–sans communication ou un
mélange), et ii) la stratégie de communication codée dans
le solveur.

Instance
OP :1 à 1 OP : 1 à N

T It. T It.
5-3-7 0.90 881 1.19 1,170
8-4-7 1.39 341 1.46 352
9-4-8 4.33 599 4.53 625
11-7-5 1.99 242 1.63 224

TABLEAU 6 – Expériences avec Social Golfers en testant
25% de communication
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Chaque fois qu’un POSL méta-solveur est lancé, de
nombreux processus de recherche indépendants sont exé-
cutés. Dès qu’une bonne configuration est trouvée, elle est
transmise du solveur émetteur au récepteur. À ce moment,
si l’information est acceptée, il y a quelques solveurs qui
recherchent dans le même sous-ensemble de l’espace de re-
cherche, et la stratégie de recherche devient plus orientée à
l’exploitation. Cela peut être problématique si la stratégie
conduit souvent les solveurs dans des minimums locaux.
Dans ce cas, nous ne perdons pas qu’un seul solveur, mais
deux ou plus, en fonction de la stratégie de communica-
tion. Nous pouvons éviter ce phénomène par une simple
mais efficace opération : si un solveur n’est pas capable de
trouver une meilleure configuration à l’intérieur du voisi-
nage avec l’exécution de l’operation module OMFirst

S′ , il en
sélectionne une au hasard, en exécutant donc l’operation
module OMRand

S′ . En utilisant la communication entre les
solveurs, cette stratégie produit un certain gain en terme de
temps d’exécution (tableau 3 par rapport aux tableaux 4,
5 et 6 pour Social Golfers, et tableau 7 par rapport au ta-
bleau 8 pour Costas Array). Le pourcentage de solveurs ré-
cepteurs qui ont été capables de trouver la solution avant
les autres, était important, comme nous pouvons le voir
dans les tableaux du document supplémentaire disponible
sur Internet 6. Cela montre que la communication a joué un
rôle important lors de la recherche, malgré les frais géné-
raux de la communication entre les processeurs (réception,
interprétation des informations, pris des décisions, etc.).

Pour la résolution du problème Costas Array, le ta-
bleau 8 montre que la stratégie 12 est plus performante
que les stratégies 13 et 14. Même si la communication de
la stratégie 12 est plus soutenue (à chaque itération), elle
est faite au bon moment, après avoir sélectionné la confi-
guration pour la prochaine itération : à cette étape, le sol-
veur recherche une configuration avec un coût global in-
férieur à la configuration courante. Il décide ainsi s’il doit
prendre pour la prochaine itération une configuration du
voisinage ou la configuration communiquée. La communi-
cation dans les stratégies 13 et 14 est faite au moment de
faire le reset, donc nettement moins souvent. Cette stratégie
empêche aussi de faire correctement le reset car à chaque
fois il est comparé avec une configuration qui a forcement
un meilleur coût. Par contre, le surcoût de la communica-
tion est élevé, quand la stratégie 12 est utilisée avec une
communication de type 1 à N.

Dans les expériences réalisées, l’information partagée
était dans tous les cas la meilleure configuration trouvée.
Jusqu’à présent, il n’y a pas de résultat en affirmant que
c’est la meilleure stratégie. En fait, [4] montre que la confi-
guration courante n’est pas une information intéressante
pour partager entre les solveurs. Voilà pourquoi ce sujet
mérite une étude plus approfondie. Nous envisageons dans

6. Document supplémentaire Experiments[02-2016].ods disponible
sur : https ://goo.gl/apsVSF

STRATÉGIE T It. % réussi
Séquentiel (1 cœur) 2.24 35,299 48.50
Parallèle (20 cœurs) 1.44 24,041 100.00

TABLEAU 7 – Expériences avec Costas Array 17 (sans
communication)

STRATÉGIE
100% comm. OP : 50% comm.

T It. T It.
Str A : 1 à 1 0.89 10,995 1.12 15,427
Str A : 1 à N 1.04 12,847 1.07 15,086
Str B : 1 à 1 0.85 11,431 0.95 14,441
Str B : 1 à N 0.94 12,723 1.07 15,820
Str C : 1 à 1 1.07 11,948 0.80 10,324
Str C : 1 à N 1.34 17,473 1.32 19,007

TABLEAU 8 – Expériences avec Costas Array 17 avec com-
munication (20 cœurs)

l’avenir, d’enquêter sur d’autres informations à commu-
niquer, telles que des configurations très coûteuses, afin
d’éviter d’autres semblables, directions de recherche à évi-
ter ou à prendre en compte, etc.

6 Conclusions

Dans cet article, nous avons présenté quelques premiers
résultats en utilisant POSL pour résoudre des instances
des problèmes Social Golfers et Costas array. Il a été pos-
sible d’implémenter différentes stratégies communicatives
et non communicantives, grâce au langage basé sur des
opérateurs fournis, pour combiner différents operation mo-
dules. POSL donne la possibilité de définir des canaux
de communication reliant dynamiquement des solveurs,
étant capable de définir des stratégies différentes en terme
de pourcentage de solveurs communicatifs. Les résultats
montrent la capacité de POSL à résoudre ces problèmes,
en montrant en même temps que la communication peut
jouer un rôle décisif dans le processus de recherche.

POSL a déjà une importante bibliothèque d’operation
modules et d’open channels prête à utiliser, sur la
base d’une étude approfondie sur les algorithmes méta-
heuristiques classiques pour la résolution de problèmes
combinatoires. Dans un avenir proche, nous prévoyons de
la faire grandir, afin d’augmenter les capacités de POSL.

En même temps, nous prévoyons d’enrichir le langage
en proposant de nouveaux opérateurs. Il est nécessaire, par
exemple, d’améliorer le langage de définition du solveur,
pour permettre la construction plus rapide et plus facile des
ensembles de nombreux nouveaux solveurs. En plus, nous
aimerions élargir le langage des opérateurs de communica-
tion, afin de créer des stratégies de communication polyva-
lentes et plus complexes, utiles pour étudier le comporte-
ment des solveurs.
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Annexe A : POSL stratégies

Algorithm 4: Stratégie standard
1 st_std := strategy
2 oModules: M_S, M_V, M_SE, M_D;
3 { // Iter : number of iterations
4 execute(M_S, while(Iter < k1)
5 execute(M_V, execute(M_SE, M_D));
6 end
7 );
8 }

Algorithm 5: Combinaison de deux fonctions de voi-
sinage en utilisant l’opérateur RHO
1 st_rho := strategy
2 oModules: M_S, M_V1, M_V2, M_SE, M_D;
3 {
4 execute(M_S, while(Iter < k1)
5 execute( rho(p, M_V1, M_V2),
6 execute(M_SE, M_D)
7 );
8 end
9 );

10 }

Algorithm 6: Ensemble de deux fonctions de voisinage
1 st_u := strategy
2 oModules: M_S, M_V1, M_V2, M_SE, M_D;
3 {
4 execute(M_S, while(Iter < k1)
5 execute( union(M_V1, M_V2),
6 execute(M_SE, M_D)
7 );
8 end
9 );

10 }
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Algorithm 7: Stratégie pour échapper des minimums
locaux
1 st_eager := strategy
2 oModules: M_S, M_V, M_SE, M_D;
3 { // Sci: number of iterations with the same cost
4 execute(M_S,
5 while(Iter < k1)
6 execute(M_V,
7 execute( ?(Sci < k2, M_SE, M_SE.Rand),
8 M_D
9 )

10 );
11 end
12 );
13 }

Algorithm 8: Stratégie communicative (émetteur)
1 st_eager_sender := strategy
2 oModules: M_S, M_V, M_SE, M_D;
3 {
4 execute(M_S,
5 while(Iter < k1)
6 execute(M_V,
7 execute( ?( Sci < k2,
8 send(M_SE),
9 M_SE.Rand),

10 M_D
11 )
12 );
13 end
14 );
15 }

Algorithm 9: Stratégie communicative (récepteur)
1 st_eager_sender := strategy
2 oModules: M_S, M_V, M_SE, M_D;
3 oChanels: Ch_DP;
4 {
5 execute(M_S,
6 while(Iter < k1)
7 execute(M_V,
8 execute( ?( Sci < k2,
9 ?( Sci < k3,

10 min(M_SE, Ch_DP) ,
11 M_SE),
12 M_SE.Rand),
13 M_D
14 )
15 );
16 end
17 );
18 }

Algorithm 10: Stratégie basée sur des Resets
1 st_hard := strategy
2 oModules: M_S, M_R, M_V, M_SE, M_D;
3 {
4 execute(M_S,
5 while(Iter < k1)
6 execute(M_R,
7 while(Iter < k2)
8 execute(M_V, execute(M_SE, M_D));
9 end

10 );
11 end
12 );
13 }

Algorithm 11: Stratégie basée sur des Resets (émet-
teur)
1 st_hard_sender := strategy
2 oModules: M_S, M_R, M_V, M_SE, M_D;
3 {
4 execute(M_S,
5 while(Iter < k1)
6 execute(M_R,
7 while(Iter < k2)
8 execute(M_V, execute(M_SE, send(M_D)));
9 end

10 );
11 end
12 );
13 }

Algorithm 12: Stratégie A basée sur des Resets (récep-
teur)
1 st_hard_receiver_a := strategy
2 oModules: M_S, M_R, M_V, M_SE, M_D;
3 oChannels: Ch_Sol;
4 {
5 execute(M_S,
6 while(Iter < k1)
7 execute(M_R,
8 while(Iter < k2)
9 execute(M_V, execute(M_SE,

10 min(M_D, Ch_Sol)
11 )
12 );
13 end
14 );
15 end
16 );
17 }

Algorithm 13: Stratégie B basée sur des Resets (récep-
teur)
1 st_hard_receiver_b := strategy
2 oModules: M_S, M_R, M_V, M_SE, M_D;
3 oChannels: Ch_Sol;
4 {
5 execute(M_S,
6 while(Iter < k1)
7 execute( ?(Iter % k2, M_R, min(M_R, Ch_Sol)),
8 while(Iter < k2)
9 execute(M_V, execute(M_SE, M_D)));

10 end
11 );
12 end
13 );
14 }

Algorithm 14: Stratégie C basée sur des Resets (récep-
teur)
1 st_hard_receiver_c := strategy
2 oModules: M_S, M_R, M_V, M_SE, M_D;
3 oChannels: Ch_Sol;
4 {
5 execute(M_S,
6 while(Iter < k1)
7 execute( min(M_R, Ch_Sol),
8 while(Iter < k2)
9 execute(M_V, execute(M_SE, M_D));

10 end
11 );
12 end
13 );
14 }
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Résumé

La classification des objets par rapport à une simi-
litude ou une distance donnée est un problème souvent
rencontré dans des problèmes de bio-informatique. Plu-
sieurs algorithmes de classification bien connus, tel que
les algorithmes de partitionnement des gènes similaires,
sont basés sur la transformation de la matrice d’entrée
vers un graphe pondéré bien que le problème d’édition de
graphe pondéré résultant est NP-difficile. Le but est de
transformer le graphe en entrée en une union de cliques
disjointes telles que la somme des poids de toutes les
arêtes modifiées soit minimisée.

Dans cet article, Nous présentons une nouvelle ap-
proche pour le problème de classification des gènes en
terme de problème de satisfaction de contrainte pondéré
(WCSP).

Une étude comparative avec les deux approches les
plus utilisées pour la résolution du problème de classi-
fication des gènes similaires, qui sont les algorithmes à
paramètre fixe et les algorithmes s’appuyant sur la pro-
grammation linéaire en nombre entier, sera proposée.
Nous montrons que l’approche proposée permet souvent
de trouver une solution optimale en temps raisonnable.
Nous avons appliqué notre algorithme à des données bio-
logiques.

Abstract

The classification of objects relative to a similarity
or a given distance is a central problem in computatio-
nal biology. Several well-known classification algorithms,
such as partitioning problem of similar genes, are ba-
sed on the transformation of the input matrix into a
weighted graph, although the resulting weighted cluster
editing problem is NP-hard. The goal is to transform the
input graph into a union of disjoint cliques such as the
sum of the weights of all modified edges is minimized.

In this article, we propose an encoding of the classifi-
cation of similar genes in terms of a Weighted Constraint
Satisfaction Problem (WCSP), which we solve by an

adapted version of an efficient constraint solver. We
compare both quality and running times of these algo-
rithms on protein similarity graphs. A comparison of our
method with an exact fixed-parameter tractability me-
thod and an integer linear programming algorithm, two
of the most used algorithms, shows that our approach is
able to solve large instances with several thousand edge
modifications.

1 Introduction

Le problème de similarité des gènes, est défini
comme suit : Deux gènes sont considérés comme iden-
tiques, s’ils dérivent par descendance mendélienne,
en l’absence de mutation, d’un même gène ancêtre.
L’identité de gènes est une relation d’équivalence qui
induit sur tout ensemble de gènes une partition en
sous ensembles disjoints appelés classes d’identité.
Les gènes appartenant à une même classe d’identité
sont considérés comme identiques. L’avantage de la
partition en classe d’identité est que la connaissance
de la nature d’un seul gène de la classe permet de
déterminer la nature de tous les autres de la même
classe, car il existe entre eux une relation de parenté :
ils sont la copie non modifiée par mutation d’un même
modèle, le gène ancêtre. Deux gènes appartenant à
deux classes d’identité distinctes sont indépendants,
car la connaissance de la nature de l’un ne permet
pas de déterminer avec certitude la nature de l’autre
[6]. La formulation des données de ce problème par
un graphe est assez évidente. Ainsi, chaque sommet
représente un gène et chaque arête reflète la similarité
entre deux gènes. Cette formulation fait intervenir
des familles de graphes très connues qui sont les
graphes d’intervalles, les graphes de comparabilité,
les graphes triangulés ou faiblement triangulés, etc)
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[5]. Il est alors souvent possible d’en déduire des
algorithmes polynomiaux, répondant au problème
posé, en s’appuyant sur la littérature très fournie dans
le domaine de la théorie des graphes.
Dans ce travail, nous nous intéressons aux graphes
issue des données de similarité des protéines de la
base de données COG [3]. Ces données peuvent être
codées par les graphes, où les séquences de protéines
constituent les sommets. Une arête relie un sommet
A à un sommet B si les deux séquences A et B ont
une valeur de similarité au-dessus d’un seuil fixe.
Ceci donne lieu à un problème bien connu qui est
celui de l’édition de graphe pondéré ”weighted cluster
editing” (WCE) [14] [7]. Les graphes ainsi obtenus
sont non orientés pondérés tels que le coût sur les
arêtes représente la mesure de similarité entre les
protéines. Une arête entre deux sommets A et B
signifie que A et B sont similaires. Pour déterminer
une partition des sommets, une fonction de coût est
utilisée pour spécifier le coût de modification sur les
arêtes (insertion/suppression). Le but est de trouver
les modifications d’arête qui engendrent un coût total
minimum telles que le graphe cible est une union de
cliques disjointes. Ceci suppose qu’une classification
correcte correspond à un graphe de clique, ou ”cluster
graph”, c’est-à-dire, un graphe qui contient seulement
des cliques disjointes. On peut donc supposer que le
graphe source contient certaines arêtes inutiles qui
sont assimilées à du ”bruit”. Lorsque nous cherchons à
partitionner un graphe en cliques disjointes et lorsqu’il
y a peu de sommets à partitionner, le nombre de com-
binaisons à explorer est faible et le problème peut être
résolu rapidement. Cependant, l’ajout de quelques
sommets supplémentaires au graphe peut augmenter
considérablement le nombre de combinaisons, de sorte
que le temps de résolution devient excessivement long.

Le problème d’édition de graphe pondéré est
également connu comme le problème de projec-
tion de graphe transitif et a été résolu pour des
graphes particuliers par Zahn [16]. En 1986, Kriva-
nek et Moravek ont prouvé la NP-complétude du
problème de la classification d’arbre hiérarchique,
dont l’édition de graphe est un cas particulier [1].
Plusieurs années plus tard, Shamir et al. ont montré
la NP-complétude du problème d’édition de graphe
pondéré [20]. Plusieurs algorithme heuristiques ont
étés conçus pour la résolution de ce problème tel que
HCS [19], CLICK [21], CAST [18], et FORCE [22].
CAST essaie de trouver la solution optimale avec une
grande probabilité. A leurs tours, HCS et CLICK
s’appuient sur des coupes minimales pour trouver une
solution approchée alors que FORCE utilise un algo-
rithme de traçage du graphe (graph layout algorithm).

Récemment, la complexité paramétrée de ce pro-
blème, utilisant le nombre d’arêtes modifiées comme
paramètre, a gagné beaucoup d’attention [9] [10]
[11] [12][13]. Les algorithmes dédiés à des problèmes
classés comme problèmes traitables à paramètre fixe
(FPT), utilisent le coût désiré comme paramètre
pour contrôler la complexité temporelle. En effet,
le paramètre de contrôle est étroitement lié à la
complexité temporelle des algorithmes FPT. Cette
complexité est, en général, de la forme f(k)nO(1),
où k est un paramètre spécifique du problème, n
est la taille de l’instance et f(k) est une fonction de
k. Rahmann et al. [8] ont proposé un algorithme à
paramètre fixe pour la résolution du WCE en utilisant
les coûts de modification comme paramètre avec un
temps d’exécution de O(3k+ |V |3 log |V |). Dans [7], les
auteurs donnent une stratégie de branchement raffinée
avec un temps d’exécution de O(2.42k + |V |3log|V |).
Dans [14], l’auteur introduit une nouvelle stratégie
qui conduit à l’algorithme le plus efficace, pour le
problème de WCE, en s’appuyant sur les règles, dites,
de réduction présentées dans [7].
L’algorithme FPT parcourt un arbre de recherche
avec un nombre fixe des modifications autorisées k.
A chaque changement, on introduit ou on supprime
des arêtes de l’instance toute en décrémentant le
paramètre k. L’algorithme s’arrête lorsque le para-
mètre k atteint zéro ou lorsque l’instance courante
ne contient pas le sous-graphe P3 (c’est-à-dire trois
sommets liées par deux arêtes). Si l’algorithme réussit
à trouver une solution en introduisant moins de k
modifications alors le but est atteint. Dans le cas
contraire, le paramètre fixe est incrémenté et une
nouvelle passe de l’algorithme FPT est exécutée. Le
présent travail est motivé par celui présenté dans
[14]. Ce dernier a introduit deux contributions :
un algorithme à paramètre fixe et une approche se
basant sur la programmation linéaire. Les auteurs
ont comparé les performances de l’algorithme FPT et
l’algorithme ILP basé sur la stratégie de ”branch and
cut”. Leurs résultats indiquent que les deux approches
sont susceptibles de résoudre de grands graphes avec
des milliers de modifications d’arêtes.
Dans le cas du problème de similarité des protéines ou
du problème d’édition de graphe pondéré, la plupart
des approches existantes partent d’un graphe simple
et cherchent à partitionner ce dernier en un ensemble
des cliques disjointes avec le minimum de nombres de
suppressions des arêtes k.
Par ailleurs, de nombreux problèmes d’optimisation
combinatoire telles que le problème de similarité des
protéines ou le problème d’édition de graphe pondéré
peuvent être formulés comme des Problèmes de
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Satisfaction de Contraintes Valuées (VCSPs) [23], où
les contraintes sont définies à l’aide de fonctions coût
reflétant différents degrés de satisfaction. Résoudre
un VCSP revient à trouver une attribution de valeurs
aux variables ayant un coût global optimal. Cette
tâche est difficile du point de vue de la complexité
algorithmique puisqu’il s’agit d’un problème NP-
difficile.

Dans ce travail, le but est de proposer une nouvelle
approche qui s’appuie sur le formalisme des problèmes
de satisfaction de contraintes valuées pour résoudre le
problème de similarité des séquences protéiques. Ce
formalisme offre un cadre rigoureux, plus général que
celui des CSP et surtout des algorithmes performants
pour résoudre efficacement les problèmes de classifica-
tion faisant intervenir des fonctions coût.
L’algorithme de classification proposé sera appliqué
sur des instances réelles qui codent des données biolo-
giques issues du problème de similarité des séquences
protéiques issues du problèmes de satisfaction de
contraintes pondéré (WCSP). Les instances obtenues
sont et par la suite, résolues au moyen d’un algorithme
de branch-and-bound couplé avec une stratégie heuris-
tique d’élargissement itérative (IB). La résolution est
effectuée à l’aide du solveur de contraintes Toulbar2.

Le reste de l’article est organisé comme suit. Dans
la Section 2 nous introduisons les notions de base
ainsi qu’une présentation synthétique des concepts liés
aux problème de similarité des séquences protéiques le
principal problème qui peut se ramener à une partition
des protéines similaire. Pour ce qui est des outils uti-
lisés, nous décrivons le problème d’édition de graphe
pondéré, le problème de satisfaction des contraintes
pondéré, ainsi que les notations générales nécessaires
à la bonne compréhension du reste du document. La
Section 3, détaillera la modélisation du problème de si-
milarité des séquences protéiques en terme de WCSP.
La Section 4 décrit l’algorithme de solution proposée.
Dans la Section 5, une comparaison expérimentale de
notre approche et celle des approches FPT et ILP pour
le problème de similarité des séquences protéiques sera
présentée. Finalement, nous concluons en présentant
un bilan du travail et en discutant des perspectives.

2 Définitions et notations

2.1 Regroupement des données biologiques

L’ADN (deoxyribonucleic acid) est le support de
l’information génétique. C’est le ”plan détaillé” de
notre organisme aussi appelé code génétique. Il
contient toutes les informations nécessaires au déve-
loppement et au fonctionnement du corps.

Un gène est un morceau de cet ADN qui correspond
à une information génétique particulière. Les gènes
portés par l’ADN sont codés sous une autre forme au
cours d’un processus nommé ”transcription”. Lors de
la transcription du gène, un des brins d’ADN est trans-
crit en séquence ARN. Cette copie, appelée ARN mes-
sager (ARNm), est destinée à l’usine de fabrication
des protéines et lui fournit la recette de la protéine
codée par le gène. Les protéines fonctionnelles sont le
plus souvent synthétisées à partir des gènes par tra-
duction directe d’un ARN messager. Cependant, lors-
qu’une protéine doit être produite très rapidement ou
en grande quantité, c’est tout d’abord un précurseur
protéique qui est produit par l’expression du gène. La
notion de profil d’expression peut ainsi par extension
désigner l’ensemble des gènes qui partagent un même
profil.

Les niveaux d’expression mesurés pour chaque gène
dans un certain nombre de situations constituent ce
que l’on appelle classification du profil d’expression de
ce gène pour un jeu de situations donné. Des méthodes
d’analyse standard permettent de regrouper par classi-
fication hiérarchique des gènes d’une même expérience
qui présentant des profils d’expression similaires.

Plusieurs recherches sont motivés par l’idée que les
gènes ayant des profils d’expression similaires parti-
cipent à un même processus biologique. Le but est de
regrouper les gènes impliqués dans un même processus
biologique. c’est-à-dire l’ensemble de gènes ayant des
profils d’expression similaires. les profils d’expression
de deux gènes similaires peuvent être expliquées par
une fonction similaire de l’ARN ou de la protéine cor-
respondante. Cela explique pourquoi le regroupement
des gènes similaires en fonction des profils d’expression
est essentielle pour l’analyse moderne des données bio-
logiques.

Plusieurs approches de classification ont été publiées
pour traiter ce problème [19] [21] [18] [22].

En outre, le regroupement de données est une tâche
classique en biologie. Son objectif est de partitionner
un ensemble de données en clique de telle sorte que les
éléments d’une même clique sont plus similaire selon
un ou plusieurs critère que les éléments de différentes
autres cliques. Une stratégie commune pour la classifi-
cation est de choisir un seuil de similarité et construire
un graphe correspondant selon les règles suivantes : les
protéines se réfèrent aux sommets du graphe, et une
arête relie deux sommets si et seulement si la simili-
tude entre les deux sommets est supérieur à un seuil
donné. La Figure 1 illustre ce processus.

Pour deux protéines A et B une similitude dépas-
sant un certain seuil implique que A et B ont un an-
cêtre commun. Nous relions les sommets A et B par
une arête ”similaire” et nous écrivons A ∼ B. Cette

175



Figure 1 – Illustration du processus de regroupement
biologique.

propriété est transitive, elle peut faire appel à des sé-
quences intermédiaires. Cela signifie qu’on peut dé-
duire la similarité entre les protéines A et C de l’exis-
tence d’une troisième protéine B, de telle sorte que A
et B, ainsi que B et C sont similaires, si la similitude
entre A et B, ainsi que celle entre B et C est supérieure
au seuil mentionné. Cependant, le graphe obtenu n’est
pas nécessairement transitif, c’est-à-dire que A ∼ B et
B ∼ C n’implique pas nécessairement A ∼ C. Notre
objectif est de convertir le graphe construit en un
graphe composé seulement par des cliques disjointes,
un graphe transitif donc, avec le minimum de coûts
(minimum d’insertion / suppression) d’arêtes.

Nous préconisons que le problème d’édition de
graphe est bien adapté au problème de classification
de protéines tel que les sommets adjacents représentent
des gènes similaires.

2.2 Présentation du formalisme VCSP

Un problème de satisfaction de contraintes se dé-
fini par la donnée d’un ensemble de variables, ayant
chacune un domaine discret de valeurs de taille finie,
puis par un ensemble de contraintes qui mettent en
relation les variables et définissent des combinaisons
de valeurs compatibles. Un Problème de Satisfaction
de Contraintes Valuées est alors une extension du Pro-
blème de Satisfaction de Contraintes classique en asso-

ciant des coûts aux différentes combinaisons de valeurs
que peuvent prendre les variables. Ces coûts sont ap-
pelés valuations [23].
Pour définir un VCSP, en plus des composantes défi-
nissant un CSP, on utilise une structure de valuation
S. Elle associe une valuation à chaque combinaison de
valeurs que peuvent prendre les variables.

Définition 1 Une structure de valuation est un tri-
plet S = (E,⊕,�) où :

– E est l’ensemble des valuations contenant un élé-
ment minimal ⊥ et un élément maximal > ;

– � est un ordre total sur E ;
– ⊕ est un opérateur commutatif, associatif et mo-

notone.

Le Problème de Satisfaction de Contraintes Valuées
(VCSP) est alors défini comme suit :

Définition 2 Un Problème de Satisfaction de
contraintes Valuées (VCSP) est défini par (X,D,C, S)
où :

– X est un ensemble fini de variables ;
– D est un ensemble fini de domaines, Dx ∈ D

étant le domaine de x ∈ X ;
– C est un ensemble de contrainte valuées. Chaque

contraintes est un couple (σ, φ) où σ ⊆ X est la
portée de la contrainte et φ : Πx∈σDx → E est
une fonction de valuation ;

– S = (E,⊕,�) est une structure de valuation.

Une variable x ∈ X doit être affectée à une seule va-
leur de son domaine, Dx. Si une contrainte valuée est
définie par une fonction dont le domaine est un sous-
ensemble de {⊥,>}, alors il s’agit d’une contrainte
dure, sinon, il s’agit d’une contrainte souple. L’arité
d’une contrainte valuée est la taille de sa portée.
L’arité d’un problème est l’arité maximal de toutes
ses contraintes.
La valuation d’une affectation t à un sous ensemble de
variables V ⊆ X est donné par

ΦP(t) =
⊕

(σ,φ)∈C,σ⊆V
φ(t ↓ σ) (1)

où t ↓ σ désigne la projection de t sur les variables de
σ. Par conséquent, une solution optimale globale pour
un VCSP sur n variables est un n-tuplet t tel que
ΦP(t) est minimal sur tous les n tuplets possibles.

Un VCSP a de nombreuses variantes qui diffèrent
principalement par la structure de valuation utilisée.
Le choix de la structure de valuation la plus appropriée
dépend des caractéristiques du problème à formuler
en termes de VCSP. Pour formuler le problème WCE,
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nous avons opté pour la variante dite WCSP (pour
Weighted Constraint Satisfaction Problem), qui vise
à déterminer une solution qui satisfasse le plus grand
nombre de contraintes possible.

2.3 Édition de graphe pondéré

Le concept de regrouper des données a longuement
été étudié dans le cadre de nombreux contextes et dis-
ciplines. Quand les données sont sous forme de graphe,
le regroupement de ces données peut se traduire par
un partitionnement du graphe associé.
L’ensemble des sommets V du graphe source corres-
pondent aux objets à classifier. Une arête entre deux
sommets suppose une certaine similarité entre ces deux
objets. Depuis, plusieurs variantes problèmes d’édi-
tion de graphes ont vu le jour, ce qui a permis à dif-
férents algorithmes d’approximations et heuristiques
d’être formulés. Le problème d’édition de graphes est
utilisé dans différents domaines comme la biologie, le
traitement d’image, les bases de données et surtout la
bio-informatique.

uv

w

uv

w

uv

w

Figure 2 – Différentes cas d’un P3.

Dans ce travail, nous focalisons sur les graphes non
orientés, sans boucles et sans arêtes multiples mais
où les arêtes sont pondérés. Le problème d’édition de
graphe pondéré peut alors être défini comme suit :

Définition 3 Étant donné un graphe non orienté,
pondéré G = (V, c) où c : P2(V ) → R est une fonc-
tion qui retourne les coûts de modification pour chaque
couple {u, v} de P2(V ), trouver un ensemble de modi-
fications (insertions et suppression) avec le minimum
de coût total, de sorte que le graphe modifié soit un
graphe de cluster.

Nous désignons par graphe de clusters un graphe com-
posé d’un ensemble de cliques disjoint. Un graphe de
clusters ne peut contenir aucun P3 induit, où P3 est
un graphe composé de trois sommets u, v, et w tel
que, {u, v} et {u,w}, sont deux arêtes de G mais pas,
{v, w} (voir Figure 2). Dans ce qui suit, nous uti-
lisons une version légèrement modifiée s de la fonc-
tion coût c. Si {u, v} ∈ E alors, s(u, v) := c(u, v), de
sorte que s(u, v) ≥ 0. Si {u, v} est absent de E, alors
s(u, v) := −c(u, v), de sorte que s(u, v) ≤ 0.

Nous définissons, à présent, la version paramétrée
du problème d’édition de graphe pondéré avec le coût
total de modification comme paramètre k :

Définition 4 Étant donné un graphe non orienté,
pondéré G = (V, c) où c : P2(V ) → R et un entier
k, trouver un ensemble de modifications d’arêtes (in-
sertions et suppressions) de sorte que le coût total soit
inférieur ou égal à k, et tel que le graphe modifié soit
un graphe de clusters.

Le problème d’édition de graphes pondérés consiste
à déterminer, pour un graphe G et paramètre k, la
possibilité d’effectuer, au plus, k modification dans G
afin d’obtenir une union de cliques disjointes.

3 L’édition de graphe pondéré en tant que
WCSP

Dans le but d’avoir un problème de taille raison-
nable, nous proposons un codage pour le problème
d’édition de graphe pondéré en terme de problème
de satisfaction de contrainte pondéré (WCSP). Les
instances obtenues seront, résolues par un solveur de
contraintes Toulbar2 [17].

Nous devons, tout d’abord, identifier l’ensemble des
variables X, les domaines de valeurs des variables D,
et enfin l’ensemble des contraintes C. La formulation
proposée, WCSP-WCE, associe une variable à chaque
sommet dans G. Des contraintes binaires souples se-
ront utilisées afin de sanctionner la formation de sous-
graphe P3 et de limiter les modifications portées sur le
graphe d’origine. Un deuxième objectif consiste à limi-
ter le nombre de cliques créés dans le graphe cible. Cet
objectif sera atteint grâce à l’utilisation de la stratégie
d’élargissement itératif (IB) [15].

3.1 Les variables et leurs domaines

Considérons un graphe pondéré non orienté définit
par G = (V,E). Nous avons donc |X| = |V |. Le do-
maine de chaque variable x ∈ X est l’ensemble de
toutes les cliques possibles à utiliser. Nous avons donc
Dx = {1, ..., cmax}, pour tout x ∈ X. Un algorithme
glouton [2] nous a permit de calculer le nombre maxi-
mal de cliques dans le graphe cible (cmax).

3.2 les contraintes

Le seul type de contrainte qui sera considéré dans
cette partie est la contrainte binaire.
Afin d’interdire la formation de sous-graphe P3 et de
minimiser le nombre de modification d’arêtes, nous
utilisons des contraintes binaires. Interdire le sous-
graphe P3 peut être atteint par l’application de la
règle suivante : si {vi, vj} ∈ E alors vi et vj doivent
de préférence être placé dans la même clique dans le
graphe cible. Cette règle peut être forcée en créant
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Table 1 – La fonction d’évaluation de contraintes bi-
naire.

xi = xj xi 6= xj
{vi, vj} ∈ E 0 s(vivj)
{vi, vj} /∈ E s(vivj) 0

une contrainte binaire souple pour chaque paire de va-
riable du WCSP-WCE. La fonction de valuation de
ces contraintes binaires est donnée dans la Table 1.
Nous distinguons deux situations qui impliquent des
coûts : (1) le cas où {vi, vj} ∈ E et la décision est de
supprimer l’arête {vi, vj} du graphe d’origine en met-
tant vi et vj dans deux cliques différents. (2) le cas où
{vi, vj} /∈ E et la décision est de mettre vi et vj dans
le même clique.
Soient xi et xj deux variables du WCSP-WCE as-
sociées respectivement aux sommets vi et vj . Nous
devons avoir, dans le codage WCSP-WCE, une
contrainte binaire dont la portée est la paire {xi, xj}.
Cette contrainte est soit une égalité ou une contrainte
souple d’inégalité est définie selon que {vi, vj} est
dans E ou non. Ainsi la fonction de valuation des
contraintes d’égalité souple est définie par :

φeq(a, b)
def
=

{
0 si a = b
s(vivj) sinon

(2)

Et la fonction de valuation des contraintes d’inégalité
souple est définie par :

φneq(a, b)
def
=

{
0 si a 6= b
s(vivj) sinon

(3)

3.3 Exemple

Un exemple est décrit dans la Figure 3, où l’entrée
est un graphe de 5 sommets et 6 arêtes. Le WCSP-
WCE corresponde à cinq variables. Selon la méthode
de recherche gloutonne (Greedy method search) dé-
crite dans [2], le regroupement peut être obtenu en
utilisant, au plus, deux cliques qui est le nombre op-
timal. Le WCSP-WCE a donné lieu à dix contraintes
binaires : six contraintes d’égalité souples et quatre
contraintes d’inégalités souples. Le coût de la solution
donnée pour l’édition de graphe par le modèle de pro-
grammation par contrainte est 67.7 puisque il y a deux
arêtes du coût 32.8 et 34.9 supprimés. Nous distin-
guons deux cliques disjointes.

4 Algorithme de résolution

En utilisant le modèle présenté à la Section 3, nous
pouvons maintenant résoudre le problème de partition-
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Figure 3 – A Gauche : Une instance d’édition de
graphe pondéré. Au Centre : Le WCSP correspondant.
Les arêtes rouges présentent une contrainte souple
d’égalité et les arêtes bleues présentent une contrainte
souple d’inégalité. A Droite : une solution optimale.

nement biologique de protéines par l’algorithme le plus
utilisé pour la résolution des VCSPs : l’algorithme qui
maintient l’arc-consistance directionnelle existentielle
medac∗ [24].

Les problèmes de satisfaction de contraintes pondéré
sont souvent résolu par un algorithme de branch-and-
bound. Pour obtenir un algorithme de solution plus
efficace, nous avons utilisé l’algorithme de branch-and-
bound avec la stratégie d’heuristique d’élargissement
itératif (IB)[15].

L’algorithme proposé WCSP-WCE effectue une re-
cherche itérative tout en appliquant la technique de
branche-and-bound à chaque nœud de l’arbre de re-
cherche. Un schéma itératif d’élargissement est effec-
tué en exécutant à chaque itération l’algorithme du
maintient d’arc-consistance directionnelle existentielle
MEDAC* jusqu’à ce qu’une solution optimale est ob-
tenue.

proposition 1 Soit I une instance de la WCE pour
la quel la meilleure solution qui n’utilise plus que k
cliques a un coût c. Si I n’a pas de solution partielle
qui utilise k + 1 cliques et dont le coût est inférieur à
c, alors c est optimal.

Preuve.
Supposons que I n’a pas de solution partielle qui

utilise k + 1 cliques, dont le coût est inférieur à c,
mais au même temps, c n’est pas le coût optimal. Cela
implique qu’il doit y existe une solution S

′
dont le coût

c′, est inférieur à c.
En outre, S′ doit utiliser plus que k cliques, puisque

la solution optimale qui n’utilise pas plus que k cliques
a coûté c.

Considérons alors que toute solution partielle Sp ex-

trait de S
′

de telle sorte que S′p utilise exactement k+1

cliques. Observer que le coût de c
′
p ne peut pas dépasser
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c
′
, et il est moins que c. Cela contredit de l’hypothèse

de départ.
La proposition ci-dessus permet d’arrêter la re-

cherche itératif, si elle ne permet pas, d’améliorer la
solution courante à une itération donnée.

5 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous évaluons la performance du
modèle WCSP et son algorithme associé WCSP-WCE,
qui est implémenté en utilisant Toulbar2 [17]. Pour
FPT-WCE nous avons utilisé l’outil ”software peace”
disponible à [3] et pour ILP-WCE nous avons utilisé
l’outil ”Yoshiko” disponible à [4].

Le WCSP-WCE est comparée avec l’algorithme
FPT-WCE et ILP-WCE décrit dans [14]. Les instances
biologiques résultants sont transformés en WCSP en
appliquant le codage décrit à la section précédente. La
figure 4 illustre ce processus.
La Table 2 fournit les résultats obtenus par FPT-
WCE, ILP-WCE et WCSP-WCE. Une heure de temps
d’exécution a été consacré à chaque instance. Pour cer-
taines instances, aucun des trois algorithmes ne sur-
passe systématiquement les autres. WCSP-WCE do-
mine légèrement les deux autres algorithmes (FPT-
WCE et ILP-WCE) sur les instances peu large (42 <
n < 70). Les autres instances, (n < 42), sont très fa-
ciles à résoudre et aucun algorithme ne domine l’autre.
WCSP-WCE est toujours plus rapide que ILP-WCE.
En effet, sur l’instance oû n = 180 seul ILP-WCE n’a
pas réussi de trouver une solution. Sur des autres ins-
tances (n = 107, n = 108, n = 122 et n = 130), qui
sont plus difficiles à résoudre ( de taille large n > 100)
FPT-WCE a trouver une solution dans un temps plus
raisonnable que ILP-WCE et WCSP-WCE. Ce résul-
tat peut être expliqué par l’importance des règles de
réduction qui s’exécute en temps polynomial. Pour
le reste des solutions, WCSP-WCE surpasse les deux
autres algorithmes.
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paramétres FPT-CE ILP-CE WCSP-CE
n moy.|E| Coût Tp Coût Tp Coût Tp
4-10 4-39 7.561 0.001 7.561 0.466 7.561 0.01
11-18 19-143 29.361 0.001 29.361 0.102 29.361 0.01
21-30 113-359 123.710 0.015 129.010 14.127 129.010 0.11
31-40 62-658 162.649 0.020 162.649 0.128 162.649 0.001
42-50 244-1218 339.488 0.064 339.488 0.302 339.488 0.17
52-60 204-1593 497.383 0.078 497.383 0.430 497.383 0.01
61-70 358-2170 631.255 0.122 631.255 2.082 631.255 0.97
71-79 879-3078 962.571 0.276 962.571 4.357 962.571 1.28
83-97 704-2897 1167.467 0.354 1167.467 1.416 1167.467 1.77

Table 2 – Résultats sur des instances biologiques, le temps CPU en secondes et le coût de la meilleure solution
trouvée sont rapportés. Le temps d’exécution a été limité à une heure par instance. Un tiret indique que le
programme n’a pas terminé au bout d’une heure de temps CPU.

paramétres FPT-CE ILP-CE WCSP-CE
n moy.|E| Coût Tp Coût Tp Coût Tp
107 857 398.176 0.20923 398.176 0.476 398.176 0.28
108 2809 3726.93 1.68854 3726.93 14.449 3726.93 2.19
113 3087 3734.29 0.488789 3734.29 0.593 3734.29 0.158
122 1573 2202.85 1.51195 2154.75 139.206s 2154.75 242.13
124 3521 536.706 1.13786 536.706 1.448 536.706 1.113
130 2436 1357.97 0.975343 1357.97 0.898 1357.97 1.18
134 7062 3816.23 2.17035 3816.23 6.892 3816.23 2.11
154 5087 2081.98 2.21233 2081.98 8.98 2081.98 2.18
169 12745 2061.93 3.02989 2061.93 1.55 2061.93 2.8
179 6847 6655.19 3.15734 6655.19 1.799 6655.19 2.71
180 3059 6717.59 3.36683 - - 6717.59 3.15
245 20178 12311.3 8.02822 12311.3 576.682s 12311.3 7.48

Table 3 – Résultats sur des instances biologiques avec n > 100, le temps CPU en secondes et le coût de la
meilleure solution trouvée sont rapportés. Le temps d’exécution a été limité à une heure par instance. Un tiret
indique que le programme n’a pas terminé au bout d’une heure de temps CPU
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Figure 4 – Illustration des étapes de partitionnement
de protéines en des cliques disjointes par le codage
WCSP-WCE.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une modéli-
sation en terme de WCSP binaire pour le problème
de classification des gènes similaires et sa générali-
sation en théorie des graphes qui est celui d’édition
de graphe pondéré ”weighted cluster editing” (WCE).
Ensuite, nous avons exploité l’algorithme de filtrage
EDAC* intégré à un algorithme de branch and bound
pour avoir une solution optimale. Nous avons adopté
une stratégie heuristique de l’élargissement itératif es
domaines des variables. Enfin, nous avons montré ex-
périmentalement que WCSP-WCE peut être efficace
sur des instances de taille moyenne et large.
Une extension possible de ce travail consiste à déter-
miner les familles de graphes pour lesquels le problème
WCE peut être résolu en effectuant uniquement un fil-
trage (EDAC*).
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Résumé

Nous présentons dans cet article une métaheuristique
de type recherche locale pour les problèmes de packing
orthogonal dans un espace à deux dimensions (OPP-2).
Le processus, basé sur l’approche de F. Clautiaux et al.
[8], consiste à chercher d’abord les positions des objets
sur l’axe horizontal. Chaque fois qu’un placement satis-
faisant est rencontré, une autre procédure tente de trou-
ver les positions des objets sur l’axe vertical, de façon
à ce qu’il n’y ait pas de chevauchements. Nous avons
développé deux métaheuristiques distinctes, l’une pour
la recherche des positions horizontales et l’autre pour
la recherche des positions verticales, en envisageant dif-
férentes stratégies. Ces métaheuristiques peuvent facile-
ment être utilisées pour traiter des problèmes de strip pa-
cking (SPP), et nous avons implémenté deux approches
différentes pour SPP. Nous avons comparé nos résultats
avec ceux obtenus par les systèmes les plus performants
sur une sélection de problèmes connus.

Abstract

In this paper we describe a local search metaheu-
ristic for solving orthogonal packing problems in a two-
dimensional space (OPP-2). The method, based on F.
Clautiaux et al. approach [8], consists first in searching
the positions of the items on the horizontal axis. Each
time a satisfying placement is discovered, another pro-
cedure searches the positions of the items on the vertical
axis, so as that no two items overlap. We propose two
distinct metaheuristics, one to search the positions of
the items on the horizontal axis, and the other to search
the positions of the items on the vertical axis. Several
strategies have been developped and tested. These me-
taheuristics can easily be used to solve the strip packing
problem (SPP), and we implemented two approaches for
SPP. We compared our results with those obtained by
the most efficient systems on a selection of SPP ins-
tances.

1 Introduction

Les problèmes de packing constituent une grande famille
de problèmes dans le domaine de la recherche opération-
nelle (bin packing, packing orthogonal, strip-packing, sac à
dos en deux dimensions,. . .). Nous nous intéresserons dans
cet article aux problèmes de packing en deux dimensions.
Ces problèmes ont fait l’objet de nombreux travaux, du fait
que leur description est très simple, et qu’ils correspondent
à des problèmes réels très courants. Le problème de pa-
cking orthogonal (OPP) est le plus simple : il consiste à
déterminer sin objets rectangulaires de largeursw1, . . .wn

et de hauteursh1, . . . ,hn peuvent être placés à l’intérieur
d’une boîte rectangulaire de largeurW et de hauteurH sans
qu’il y ait de chevauchements entre les objets. Le problème
de strip packing (SPP) est plus connu : il consiste à pla-
cer un ensemble d’objets rectangulaires dans une bande de
largeur donnée mais de hauteur infinie, de façon à ce que
les objets ne se chevauchent pas et que la hauteur occupée
dans la bande soit la plus petite possible. Nous considère-
rons dans cet article que les objets ont une orientation fixe
pour ces deux problèmes (on trouve dans la littérature des
méthodes qui envisagent la possibilité de rotation des ob-
jets).

SPP est un problème NP-difficile. Il est très lié au pro-
blème OPP. En effet, il est toujours possible de traiter SPP
en testant successivement des problèmes OPP de hauteurs
différentes. Les approches exactes les plus connues pour
OPP sont la procédure de branch and bound de S. Martello
et al. [14], la méthode de S. P. Fekete and J. Schepers [9]
basée sur une représentation des placements des objets sur
chaque axe à l’aide de graphes d’intervalles, et l’approche
de F. Clautiaux et al. [8] dans laquelle on cherche d’abord
les positions des objets sur l’axe horizontal avant de cher-
cher leurs positions sur l’axe vertical. Ces approches ont
des coûts élevés qui ne permettent pas de traiter des pro-
blèmes de taille importante. Il existe de nombreuses mé-
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thodes à base d’heuristiques pour le problème SPP. Cer-
taines utilisent l’algorithmeBottom leftde B.S. Baker et
al. [2] ou l’algorithmeBottom left fillde B. Chazelle [6].
Ces algorithmes placent les objets dans la boîte les uns
après les autres de gauche à droite en commençant par le
bas de la bande. Le placement obtenu dépend uniquement
de l’ordre dans lequel sont pris les objets. Ainsi de nom-
breuses métaheuristiques utilisent l’algorithme BL en mo-
difiant à chaque itération l’ordre des objets afin d’améliorer
le placement. On en trouve à base de recherche tabou (M.
Iori et al. [12]) ou d’algorithmes génétiques, ou encore qui
modifient l’ordonnacement aléatoirement en se basant sur
des probabilités (N. Lesh et al. [13]).

L’algorithme Best Fit de E.K. Burke et al. [5] est très
différent de l’approche Bottom Left. A chaque étape on
choisit l’objet qui convient le mieux pour être placé dans
l’espace libre disponible le plus bas. R. Alvarez-Valdes et
al. [1] proposent de construire une première solution de fa-
çon similaire à BF puis de l’améliorer avec un processus
aléatoire de construction de type GRASP (Greedy Rando-
mized Adaptive Search Procedure). Enfin, récemment B.
Neveu et al. [15] ont décrit une approche originale de type
recherche locale qui s’attache à modifier le placement des
objets dans la boîte à partir destrous.

Nous proposons une nouvelle métaheuristique pour le
problème OPP, basée sur l’approche exacte de F. Clau-
tiaux et al., en utilisant une recherche locale. Cette mé-
taheuristique peut être utilisée de deux façons différentes
pour les problèmes de strip packing. La première consiste
en une simple recherche dichotomique sur la hauteur. La
deuxième consiste à modifier la recherche locale lors de
la recherche des positions sur l’axe horizontal, en dimi-
nuant la hauteur au fur et à mesure que de nouveaux pla-
cements sont découverts. Nous avons implémenté ces deux
approches et nous les avons comparées avec des méthodes
performantes sur des jeux de problèmes classiques.

Nous présentons la métaheuristique pour le traitement
du problème OPP dans la partie 2. La partie 3 est consacrée
à l’adaptation de la métaheuristique au problème SPP. Les
résutats de nos expérimentations figurent dans la partie 4.
Enfin nous concluons dans la 5e partie.

2 Une métaheuristique pour OPP

L’approche de F. Clautiaux et al. [8] consiste à chercher
les positions des objets sur l’axe horizontal (c’est à dire
dans la largeur de la boîte), puis à déterminer les positions
des objets sur l’axe vertical (c’est à dire dans la hauteur
de la boîte). Leur procédure de recherche énumère tous les
placements des objets sur l’axe desx qui pourraient cor-
respondre à une solution du problème de packing. Lors
de cette recherche, qualifiée dephase externe, chaque fois
qu’un placement satisfaisantPx est découvert, une autre
procédure de recherche est appelée afin de déterminer s’il

existe un placementPy des objets sur l’axe vertical qui
constitue avecPx une solution du problème de packing. La
recherche dePy est appelée laphase interne.

La figure 1 reproduit une solution d’un problème OPP.
Les placementsPx etPy sont représentés par des ensembles
d’intervalles figurant en-dessous de la boîte pourPx et sur la
gauche de la boîte pourPy. Ils correspondent à laprojection
des objets sur l’axe desx pourPx ou sur l’axe desy pour
Py. Ainsi la longueur des intervalles dansPx correspond à la
largeur des objets, tandis que la longuer des intervalles dans
Py correspond à leurs hauteurs. Le couple(Px,Py) constitue
une solution du problème de packing si tous les intervalles
sont contenus dans la largeur de la boîte pourPx ou dans
sa hauteur pourPy, et s’il n’existe pas deux objets dont les
intervalles ont une intersection non vide dansPx et dansPy.
En effet, si c’était le cas, il y aurait un chevauchement entre
ces deux objets dans la boîte.

xP

y

xw

Py

FIGURE 1 – Solution du problème OPP

Remarquons que si(Px,Py) est une solution du problème
de packing, alors en tout pointp de l’axe desx la somme
des hauteurs des objets dont l’intervalle correspondant dans
Px contient p est nécessairement inférieure ou égale à la
hauteur de la boîte. Lors de la recherche dePx, il est donc
inutile de considérer les placements qui n’ont pas cette pro-
priété. Nous appellerons cette contrainte lacontrainte de
hauteur. Elle constitue une condition nécessaire pour que
Px puisse être étendu à une solution du problème de pa-
cking. Cette vérification (pour les largeurs) est inutile lors-
qu’on cherchePy. En effet, puisque à ce moment là les po-
sitions des objets sont fixées dansPx, et puisque les inter-
valles correspondant à deux objetsi et j ne doivent pas se
chevaucher à la fois dansPx et dansPy, un ensembleI d’ob-
jets dont les intervalles s’intersectent deux à deux dansPy

n’admet aucune intersection dansPx. La somme des lar-
geurs des intervalles correspondant aux objets deI dansPx

est donc inférieure ou égale à la largeurW de la boîte.
L’approche de F. Clautiaux et al. est exacte : toutes les

configurations possibles sont explorées dans la phase ex-
terne, et pour chaque placementPx qui satisfait la contrainte
de hauteur, une procédure explore toutes les façons pos-
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sibles de contruirePy. Récemment S. Grandcolas et al.
[10] ont présenté des améliorations de cette approche, qui
permettent de réduire l’espace de recherche. Cependant,
la taille des problèmes qui peuvent être traités en temps
raisonable reste très limitée. Nous proposons dans cet ar-
ticle d’implémenter l’approche de F. Clautiaux et al. en
calculant les placements des objets en phase externe et en
phase interne à l’aide de métaheuristiques. La recherche est
alors incomplète, mais il devient possible de traiter des pro-
blèmes de tailles importantes. Nous décrivons ci-dessous
deux métaheuristiques pour la recherche dePx et dePy, ba-
sées sur des recherches locales.

Recherche du placement Px (phase externe)

Les positions des objets dansPx (ainsi que dansPy) sont
comprises entre 0 et l’infini, la position 0 correspondant à la
face gauche de la boîte (ou au bas de la boîte pourPy). Ainsi
les objets peuvent “dépasser” à droite mais pas à gauche
(ou en haut mais pas en bas dansPy). La figure 2 illustre la
recherche du placementPx lors de la phase externe. Nous
avons ajouté au-dessus des intervalles une représentation
en deux dimensions de l’espace vertical occupé par les ob-
jets en chaque point de l’axe desx (c’est à dire la somme
des hauteurs des objets qui recouvrent ce point). Dans cette
représentation chaque objet apparaît à la position sur l’axe
desx qu’il occupe dansPx. Les objets sont empilés les uns
sur les autres dans un ordre arbitraire, et éventuellement
découpés en plusieurs parties afin qu’il n’y ait aucun es-
pace libre. Le rectangle grisé rappelle les dimensions de la
boîte.

La recherche d’un placementPx satisfaisant consiste, à
partir de positions des intervalles choisies aléatoirement,
à appliquer des modifications élémentaires dans le but de
satisfaire la contrainte d’inclusion (les intervalles doivent
être contenus dans la largeur de la boîte) et la contrainte
de hauteur. Une modification élémentaire se décompose en
trois étapes : (1) enlever un intervalle du placement, (2) ré-
arranger éventuellement le placement, et (3) réinsérer l’in-
tervalle dans le placement. En fait, lors de l’insertion d’un
intervalle i dans le placement, seules sont considérées la
position 0 (la face gauche de la boîte) et les positions cor-
respondant à des bornes droites d’intervalles déja dans le
placement (nous qualifierons ces intervalles desupportsde
l’intervalle i). Cette restriction n’a aucun effet sur l’issue de
la recherche, si le problème de packing a des solutions alors
il en existe de ce type. Remarquons enfin qu’un intervalle
peut perdre tous ses supports pendant la recherche. Nous
avons envisagé de réarrangerPx chaque fois qu’un inter-
valle est enlevé, afin que tous les intervalles aient au moins
un support à tout moment, entassantle placement vers la
gauche chaque fois que c’est nécessaire (en déplaçant les
intervalles non soutenus vers la gauche, et en propageant
ces décalages). Cette option est implémentée mais ne pro-

(a)

Px

x

(b)

Px

x

(c)

x

xP

(d)

Px

x

FIGURE 2 – Phase externe : contraction et écrasement

duit pas de meilleurs résultats sur les instances que nous
avons traitées.

La procédure de recherche alterne des périodes de
contractionet des périodes d’écrasementdu placementPx,
tant que les contraintes d’inclusion et de hauteur ne sont
pas satisfaites, et que le nombre de modifications effec-
tuées est en-dessous d’une limite donnée. Chaque période
a un objectif différent. Le changement de période inter-
vient quand l’objectif de la période est atteint, ou quand le
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nombre de modifications effectuées durant la période cou-
rante dépasse une limite donnée (fixée à 10 pour nos expé-
rimentations).

Contraction. L’objectif est de placer les intervalles dePx

dans la largeur de la boîte. On choisit des intervalles qui
dépassentà droite, et on les insère dans la largeur de la
boîte, quitte à générer ou à renforcer une violation de la
contrainte de hauteur (voir la transition de (b) à (c) dans la
figure 2 : l’objet bleu turquoise et l’objet rose, qui violent
la contrainte d’inclusion, sont déplacés vers la gauche de
façon à ce que les intervalles correspondants soient conte-
nus dans la largeur de la boîte). S’il en existe, on choisit
comme destination pour l’intervalle déplacé une position
qui ne produit pas de dépassement de la hauteur, en privi-
légiant les positions qui maximisent l’espace libre dans la
bande verticale délimitée par l’intervalle. Si il n’existepas
de telles positions, on privilégiera les positions qui mini-
misent la surface exédentaire.

Ecrasement.Le but est de satisfaire la contrainte de hau-
teur : les intervalles choisis pour être déplacés sont des
intervalles impliqués dans la violation de la contrainte de
hauteur. Nous avons implémenté différents choix pour les
destinations des intervalles déplacés. Les meilleurs résul-
tats ont été obtenus en choisissant une destination telle que
la contrainte de hauteur soit satisfaite en tout point de l’in-
tervalle déplacé, en privilégiant celles qui maximisent la
hauteur occupée au niveau de la borne gauche de l’inter-
valle. Dans la figure 2, la transition de (a) à (b) avec le dé-
placement de l’objet rose et de l’objet bleu turquoise, et la
transition de (c) à (d) avec le déplacement de l’objet violet
illustrent la phase d’écrasement. En (d) le placementPx sa-
tisfait la contrainte de hauteur et la contrainte d’inclusion.

Recherche du placement Py (phase interne)

La recherche du placementPy est assez semblable à la
recherche dePx, modulo le fait que, puisque les positions
des objets sur l’axe desx sont déja fixées, deux intervalles
ne peuvent se chevaucher dansPy si les intervalles corres-
pondant à ces mêmes objets dansPx ont une intersection
non vide. Nous dirons que deux objets sont enconflitsi les
intervalles correspondant à ces objets dansPx et dansPy

s’intersectent dans les deux placements. Nous avons pris le
parti de considérer, pendant la recherche dePy, uniquement
des placements sans conflit. Afin d’éviter l’apparition de
conflits chaque fois qu’un intervalle est inséré dansPy, les
intervalles qui sont en conflit avec cet intervalle sont déca-
lés vers le haut (jusqu’à la borne haute de l’intervalle). Un
mécanisme de propagation prend en charge ces décalages
qui peuvent à leur tour générer des conflits. Le processus
s’arrête lorsqu’il n’y a plus de conflits dansPy.

La recherche dePy consiste, partant d’un placement aléa-
toire mais sans conflit, à déplacer des intervalles en élimi-
nant chaque fois les conflits, dans le but de faire rentrer

tous les intervalles dePy dans la hauteur de la boîte. Les
intervalles déplacés sont choisis parmis ceux qui dépassent
le sommet de la boîte. Les destinations possibles sont la
position 0 (qui correspond au bas de la boîte) et les bornes
supérieures des intervalles du placement. La recherche de
Py prends fin dès que tous les intervalles dePy sont conte-
nus dans la hauteur, ou dès que le nombre de déplacements
effectués atteint une limite donnée.

Nous avons retenu les options suivantes pour le choix
des déplacements :

lowest increase width On considère le déplacement d’un
intervallei à la positionp seulement si (1)i estsup-
porté par un objet en conflit à la positionp (i.e. un
intervalle correspondant à un objet qui recoupe l’ob-
jet correspondant ài dansPx se termine enp ; en deux
dimensions cela signifie que l’objet correspondant ài
sera soutenu par un objet situé en-dessous) et si (2) il
n’y a pas d’intervalle en conflit aveci qui recouvre
la position p. Cette dernière condition signifie que
pour résoudre les conflits il n’y aura pas à déplacer
des intervalles débutant avantp. On favorise parmi les
déplacements qui satisfont ces deux conditions ceux
dont la destination est la plus basse, et pour lesquel
la largeur occupée au niveau de la destination aug-
mente le plus (l’augmentation correspond à la diffé-
rence entre la largeur de l’objet et la somme des lar-
geurs des objets en conflit qui seront décalés vers le
haut).

minimize area/minimize height Choix d’une destination
telle que l’aire en conflit (ou la hauteur cumulée des
conflits) est minimale.

random Choix d’un objet et d’une position au hasard. Si
c’est possible, on choisit une position sans conflit.

Pour nos expérimentations nous avons utilisé dans 10
pour cent des cas le choixrandom, sinon le choixlowest
increase width, et s’il n’y a pas de candidats le choixmi-
nimize area/minimize height.

3 Problèmes de Strip Packing

Le problème de strip packing (SPP) consiste à trouver
la hauteur minimale qui permet de placern objets dans
une bande de largeur donnéel . De nombreuses méthodes
complètes ou non ont été publiées pour ce problème. Nous
proposons deux approches. La première consiste en une
recherche dichotomique sur la hauteur : la fonction SPP-
dicho calcule la hauteur minimale d’une bande de largeur
l dans laquelle on doit placer l’ensemble d’objetsO. Ini-
tialement la plage de recherche correspond à des bornes
in f et sup triviales. La bornesupest obtenue avec un al-
gorithme connu, leshelf algorithm, qui consiste à poser
les objets les uns après les autres sur un même niveau de
la gauche vers la droite (comme sur une étagère d’où le
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nom shelf algorithm), en ouvrant un nouveau niveau dès
qu’il n’y a plus assez d’espace pour poser l’objet suivant.
La bornein f correspond simplement à la surface totale
des objets divisée par la largeur de la boîtel . Tant que
la plage[in f ,sup] contient plus d’une valeur, une hauteur
intermédiaireh est testée à l’aide de la procédure décrite
dans la section précédente pour le problème OPP. Dans
notre implémentation nous avons pris comme hauteur in-
termédiaire la moyenne des bornesin f et sup. Initiale-
ment, le placementPx (resp.Py) est généré aléatoirement
par la fonction genere_Px() (resp. genere_Py()). La fonc-
tion ameliore_Px() (resp. ameliore_Py()) tente d’améliorer
Px (resp.Py) tant qu’il n’est pas valide, en effectuant au plus
nStepsx (resp.nStepsy) modifications, comme cela a été
décrit dans la partie précédente pour le problème OPP. En
phase externe le placementPx doit satisfaire la contrainte
d’inclusion et la contrainte de hauteur, tandis qu’en phase
interne le placementPy est astreint à respecter la contrainte
d’inclusion et la contrainte de non-chevauchement définie
par le graphe d’intersection des intervalles dePx, notéGx.

Si la procédure trouve une solution pour la hauteurh on
diminue la bornesup, sinon on augmente la bornein f (on
prendra par exemple la moyenne entre les bornesin f et
sup). Dans notre implémentation, si le placementPx est va-
lide, la recherche dePy est réitérée un certain nombre de
fois, en changeant les paramètres afin d’intensifier la re-
cherche, tant qu’on ne trouve pas un placement valide. En-
fin, la fonction SPP-dicho peut être appelée plusieurs fois,
en mettant à jour la bornesupavec le meilleur résultat ren-
contré lors des essais précédents.

La deuxième procédure que nous avons développée pour
SPP, nommée SPP*, détermine une valeur minimale de la
hauteur lors de la recherche du placementPx dans la phase
externe (fonction optimise_Px). Initialement, la valeur de
la hauteur pour la contrainte de hauteur estsup− 1, où
sup est la borne produite par leshelf algorithm. Chaque
fois qu’un placementPx satisfaisant la contrainte d’inclu-
sion et la contrainte de hauteur est découvert, la fonction
optimise_Px réitère la recherche avec la valeur de la hau-
teur diminuée d’une unité. Ainsi la hauteur diminue jus-
qu’à ce que la recherche locale soit incapable de produire
un placement satisfaisant les contraintes d’inclusion et de
hauteur. Le placementPx retenu pour la phase interne est
le dernier placement valide rencontré pendant cette phase
d’amélioration, c’est donc celui dont la hauteur maximale
occupéeh est la plus petite. Si la recherche du placement
Py est infructeuse, la fonction SPP* renvoie comme résultat
la bornesupproduite par leshelf algorithm.

Réglage des paramètres.Pour chaque procédure les pa-
ramètresnStepsx et nStepsy sont choisis en fonction de la
taille du problème (c’est à dire du nombre de variables).
La procédure est exécutée plusieurs fois, et chaque fois les
paramètres sont durcis. L’idée est de renforcer la recherche
au fur et à mesure que la plage de recherche de la hauteur

Function SPP-dicho(O, l, nStepsx, nStepsy)

begin
sup:= borne_sup(O, l);
RESTART :
in f := borne_inf(O, l);
while in f < supdo

h := (in f +sup)/2;
Px := genere_Px(O);
Px := ameliore_Px(Px,O, l ,h,nStepsx);
if valide_Px(Px, l ,h) then

Gx := calcul_chevauchements(Px);
Py := genere_Py(O,Gx);
Py := ameliore_Py(Py,O,h,Gx,nStepsy);
if valide_Py(Py,Gx,h) then

sup:= h;

else
in f := h;

if not time_outthen
if sup6= borne_inf(O, l) then

gotoRESTART;

return sup;
end

Function SPP*(O, l, nStepsx, nStepsy)

begin
Px := genere_Px(O);
(Px,h) := optimise_Px(Px,O, l ,nStepsx);
Gx := calcul_chevauchements(Px);
Py := genere_Py(O,Gx);
Py := ameliore_Py(Py,O,h,Gx,nStepsy);
if valide_Py(Py,Gx,h) then

return h;
else

return borne_max(O, l);

end

se restreint. Il est en effet inutile d’effectuer des recherches
coûteuses lors des premiers essais, alors que les hauteurs
testées peuvent être très éloignées de la hauteur optimale,
et la recherche très facile ou au contrainte sans solution. Le
temps de calcul est à peu près doublé entre deux essais suc-
cessifs (le nombre d’étapes augmente tandis que le nombre
d’essais diminue).

Terminaison.La recherche s’arête après un certain nombre
d’essais, ou lorsque la meilleure hauteur trouvée n’évolue
plus pendant plusieurs essais successifs, ou encore lorsque
qu’un temps limite donné est dépassé.

Remarque sur le coût.Le temps de calcul de la fonction
SPP-dicho est fonction de la taille du problème (le nombre
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de variables détermine le nombre d’essais et le nombre
d’étapes), mais aussi de sagranularité. En effet, le nombre
d’exécutions de la boucle dépends de la largeur de la plage
de recherche : siin f et sup sont les bornes initiales, le
nombre d’appels estO(log (sup− in f + 1)) comme pour
une recherche dichotomique.

4 Résultats expérimentaux

Nous avons comparé les procédure de recherche SPP-
dicho et SPP* avec des approches récentes et performantes,
sur des séries de problèmes classiques (avec orientation
fixe des objets). Nous avons choisi de reporter les résultats
de GRASP de R. Alvarez-Valdes et al. [1] et du système
de B. Neveu et al. [15] (l’option retenue est ID Walk avec
l’heuristique HH et le réarrangement P, qui semble donner
les meilleurs résultats). Les résultats figurent dans la table
1. Nous nous sommes limité aux jeux d’instancesgcut de
J.E. Beasley [3],cgcutde N. Christofides et al. [7], etbeng
proposées par B.E. Bengtsson [4]. Il s’agit de problèmes
généraux, dans le sens où les solutions optimales ne sont
pas toujours connues, et sont susceptibles de contenir de
l’espace vide. Pour chaque instance figurent la moyenne
des hauteurs et la hauteur minimale trouvée par chaque sol-
veur sur une suite d’essais (10 essais avec un temps limite
de 60 secondes pour GRASP et 10 essais avec un temps
limite de 100 secondes pour ID Walk).

Nous avons reporté les résultats que nous avons ob-
tenu en lançant nos procédures de recherche 12 fois pour
chaque instance avec un temps limite de 1000 secondes
pour chaque essai (ce temps limite a été atteint unique-
ment avec les instances les plus difficiles) sur des machines
équipées de processeurs Xeon 2.4 GHz. Les paramètres de
SPP-dicho et SPP* sont fixés au lancement du programme.
Ils dépendent uniquement du nombre de variables du pro-
blème (au delà de 50 variables les paramètres n’évoluent
plus). Pour certains problèmes,cgcut3 par exemple, il ar-
rive que la moyenne des résultats soit fortement dégradée
du fait que certains essais ont terminé sans produire de ré-
sultat, et nous avons alors utilisé la borne supérieure corres-
pondant à un placement trivial des objets. C’est un défaut
de SPP* de terminer sans avoir établi de résultat : en gé-
néral la phase 1 produit très rapidement un placementPx

de bonne qualité (de hauteur très petite). La recherche du
placementPy en phase interne est souvent fastidieuse, et
peut même ne jamais aboutir avant le temps limite. Cela
explique les mauvais résultats de SPP*, qui n’est jamais
meilleur que SPP-dicho.

Pour chaque série de problèmes figurent les moyennes
des résultats moyens et des meilleurs résultats. Pour
les problèmesgcut nous n’avons pas intégré dans ces
moyennes les résultats des instancesgcut9,. . .,gcut13 (in-
disponibles pour GRASP).

Sur les instancesgcut, SPP-dicho est meilleur que ses

concurrents (exception faite de l’instancegcut13 pour la-
quelle la hauteur minimale trouvée par ID Walk est infé-
rieure). Les résultats qui constituent une amélioration si-
gnificative apparaissent en gras. C’est le cas notamment
pour les instancesgcut4,gcut8,gcut13r qui sont difficiles.
Ses moyennes sur la série sont meilleures que celles de
GRASP et ID Walk. Inversement, sur la sériebengSPP-
dicho n’est pas performant, surtout sur les instances dont
le nombre de variables est supérieur à 60. Nous pourrions
faire les mêmes observations sur les instances de Hopper
et Turton [11]. Dans ce cas les solutions optimales sont
connues et ne laissent aucun espace vide dans la boîte.
D’autre part, il y a très peu de diversité dans les dimensions
des objets pour les instancesbeng(pourbeng4 par exemple
on compte 80 objets et seulement 8 largeurs différentes,
alors que pourgcut8 on compte 50 objets avec 44 largeurs
différentes). Cela conduit à des placements dans lesquels
on trouve souvent des objets de même largeur (resp. hau-
teur) placés côte à côte qui constituent des agrégats rectan-
gulaires. Notre méthode ne tient pas compte de ce types
de configurations (GRASP par exemple tente de constituer
des blocs plaçant côte à côte plusieurs pièces de mêmes di-
mensions). Il semble que SPP soit plus efficace lorsque les
pièces sont peu nombreuses, avec des dimensions rarement
égales mais assez proches (peu dispersées). D’autre part
les modifications du placementPy dans la phase interne ont
tendance à bouleverser le placement courant. L’insertion
d’un objet produit le décalage des objets en conflits, déca-
lages qui se propagent dans le placement et qui peuvent le
changer de façon importante. Ce comportement a tendance
à freiner la convergence vers un placement valide.

5 Conclusion

Nous avons présenté une métaheuristique pour les pro-
blèmes de packing orthogonal en deux dimensions basé sur
l’approche (exacte) de F. Clautiaux [8]. Nous avons im-
plémenté la méthode présentée, et nous l’avons adaptée au
traitement de problèmes de Strip Packing. Les deux procé-
dures de recherche SPP-dicho et SPP* que nous avons dé-
veloppées ont été comparées avec des approches existantes
qui font référence sur des jeux d’instances classiques. Les
résultats sont bons sur les instances dans lesquelles les
objets sont peu semblables mais leurs dimensions assez
proches.

Nous allons chercher à rendre plus efficace la recherche
locale de la phase 2, en introduisant de nouvelles modifica-
tions élémentaires et en privilégiant celles qui ne modifient
pas le placement de façon importante.
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Résumé

La minimisation de fonction de coût sous contraintes
combinatoires est un probl̀eme fondamental en IA, bien que
difficile à ŕesoudre. Dans un certain nombre d’applications
ŕeelles, l’ensemble des contraintes décrivant la structure
du probl̀eme évolue moins souvent que la fonction de coût
capturant les pŕef́erences de l’utilisateur. Dans de telles
situations, il peut être intéressant de compiler l’ensemble des
solutions ŕealisables en amont, particulìerement lorsque le
langage cible permet de rendre moins difficile le calcul d’une
solution optimale pour des fonctions de coût connues apr̀es
la phase de compilation. Dans cet article, nous étudions
la complexité du probl̀eme de minimisation sous contrainte
DNNF pour diff́erentes familles de fonctions de coût. Au-delà
du cas linéaire déjà connu comme traitable, nous montrons
que la minimisation des fonctions quadratiques et des
fonctions sous-modulaires sont traitables à paramètre fixé
pour diff́erents sous-ensembles de DNNF. Plus pŕecisément,
en ce qui concerne la minimisation sous contrainte des
fonctions sous-modulaires, nous montrons que la traitabilité
à paramètre fixé est établie pour un paramètre k naturel
défini à partir de la dissimilarité structurelle entre la fonction
de coût et la formule DNNF.

Abstract

Minimizing a cost function under a set of combinatorial
constraints is a fundamental, yet challenging problem in AI.
Fortunately, in various real-world applications, the set of
constraints describing the problem structure is much less
susceptible to change over time than the cost function captu-
ring user’s preferences. In such situations, compiling the set
of feasible solutions during an offline step can make sense,
especially when the target compilation language renders com-
putationally easier the generation of optimal solutions for cost
functions supplied“on the fly”, during the online step. In this
paper, the focus is laid on Boolean constraints compiled into
DNNF representations. We study the complexity of the mini-
mization problem for several families of cost functions subject
to DNNF constraints. Beyond linear minimization which is
already known to be tractable in the DNNF language, we show

that both quadratic minimization and submodular minization
are fixed-parameter tractable for various subsets of DNNF.
In particular, the fixed-parameter tractability of constrained
submodular minimization is established using a natural pa-
rameter capturing the structural dissimilarity between the
submodular cost function and the DNNF representation.

1 Introduction

L’optimisation sous contraintes est un probl̀eme fonda-
mental en intelligence artificielle (IA), pour plusieurs appli-
cations comme la configuration, la prise de décision assistée
par ordinateur, les systèmes de recommandation, ou le e-
commerce. Pour beaucoup de ces applications, l’espace des
solutions réalisables est de nature combinatoire ; dans le
cadre de l’IA, on peut représenter cet espace de solutions
implicitement, de façon compacte, en utilisant une ap-
proche générique, les réseaux de contraintes valuées [5, 24,
27, 32, 35]. De manìere informelle, un réseau de contraintes
valuées peut être vu comme l’association d’un ensemble de
variables discrètes, d’une collection de contraintes dures
encodant l’espace des solutions réalisables, et un ensemble
de contraintes souples valuées (ou potentiels) permettant
d’encoder des préf́erences sur les diff́erentes solutions ; le
probl̀eme est alors de déterminer une solution réalisable
qui minimise la somme des potentiels. Cette structure
particulìere apparâıt dans l’́etat de l’art sous diff́erents
noms, comme les réseaux GAI [1, 18] ou encore les condi-
tional random fields [23, 29]. La richesse de ce formalisme
a cependant un coût : le probl̀eme de minimisation assocíe
à un réseau de contraintes valuées est NP-difficile, ce qui
exclut toute garantie de performance à son sujet.

Cependant, dans un grand nombre d’applications
réelles, l’ensemble des contraintes décrivant la structure
du probl̀eme évolue peu, en comparaison à l’ensemble
des contraintes souples capturant les préf́erences de
l’utilisateur, qui ont tendance à changer en même temps
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que l’utilisateur lui-même. Une telle situation peut être
exploitée grâce à une approche de type compilation de
connaissances [11] : on peut chercher à compiler l’ensemble
des contraintes dures lors d’une phase en amont des
processus d’optimisation, dans le but d’améliorer le temps
de calcul nécessaire à la phase ultérieure d’optimisation,
dépendant, elle, des préf́erences de l’utilisateur concerné.

Considérons par exemple un service web de configu-
ration de maison. En raison de sa nature combinatoire,
l’ensemble des résidences qu’il est possible de produire
est représenté de manìere implicite par un ensemble
de contraintes dures, telles que la maison doit posséder
au moins deux chambres, ou seules les maisons qui
ont au moins une grande chambre peuvent avoir une
cuisine premium. Il est évident que l’ensemble des
solutions réalisables ne dépend nullement des exigences
de l’utilisateur (je veux une cuisine premium) ou de leurs
préf́erences (je préf̀ere les grandes chambres aux petites) ;
dans ce cas, il peut être souhaitable de compiler en amont
les contraintes (dures) décrivant l’espace des solutions si
cela permet par la suite de pouvoir réduire le temps de
calcul d’une solution réalisable et non dominée une fois
les préf́erences de l’utilisateur connues.

Dans cet article, les contraintes dures sont représentées
par des circuits (booĺeens) sous forme NNF. Nous nous in-
téressons plus particulìerement aux contraintes compiĺees
dans le langage des circuits DNNF [8], le sous-langage de
NNF pour lequel les nœuds ET ne partagent pas de va-
riables. Le langage DNNF est un des sous-langages les plus
succincts de NNF pour lequel il existe un algorithme polyno-
mial permettant de déterminer si une affectation partielle
des variables peut être étendue en une solution réalisable.
Cette propríeté est naturellement préservée pour les sous-
langages de DNNF, parmi lesquels on peut citer la classe
DNF des formules sous forme normale disjonctive, la classe
SDNNF des formules DNNF structurées [26], le langage SDD

des sentential decision diagrams, ou encore le langage
OBDD des diagrammes de décision binaires ordonnés [3].
D’un point de vue pratique, le choix du langage DNNF

est motivé par l’existence de compilateurs produisant des
formules appartenant à (un sous-ensemble de) ce langage,
comme par exemple c2d [9], sdd [10], et Dsharp [25].

Dans la suite de l’article, nous considérons diff́erentes
familles F de fonctions de coût pseudo-booĺeennes, qui
incluent en particulier les fonctions sous-modulaires, pour
lesquelles l’intérêt est grand [16, 28, 20], dû notamment à
leurs nombreuses applications en IA 1. Le but de cet article
est d’identifier la complexité de la requête de minimisation
MIN : étant donné une contrainte dure C donnée par une
formule d’un sous-ensemble L de DNNF et une fonction de
coût f exprimée par une somme de potentiels d’une famille
F, trouver (s’il en existe une) une solution réalisable
de C qui minimise f. Ainsi, dans le cadre des réseaux

1. voir par exemple submodularity.org/references.html

de contraintes valuées, notre but est déterminer si un
probl̀eme de minimisation sous contraintes est traitable
ou non lorsque les contraintes souples appartiennent à F
et les contraintes dures ont été au préalable compiĺees en
une unique contrainte C de L. Ainsi, pour diff́erents sous-
ensembles L de DNNF et diff́erentes familles F de fonctions
de coûts, nous déterminons si le probl̀eme de minimisation
défini sur L et F est dans P, ou bien s’il est NP-difficile.

En plus de cela, en nous appuyant sur les travaux de
Downey et Fellows sur la complexité paramétrée [13], nous
identifions parmi les cas NP-difficiles certaines restrictions
pour lesquelles le probl̀eme est traitable à paramètre fixé.
Dans la théorie de la complexité paramétrée, l’efficacité
d’un algorithme est jugée en considérant deux mesures :
l’habituelle taille des données d’entrée n, et un paramètre
additionnel k, qui représente généralement une mesure
structurelle sur les données d’entrée, comme par exemple
la largeur d’arbre lorsque l’entrée est un graphe. Les
algorithmes traitables à paramètre fixé (FPT, pour
fixed-parameter tractable) sont ceux pour lesquels le
temps d’exécution est de la forme p(k)nO(1) pour une
fonction p qui ne dépend que de k. Dans le formalisme
que nous considérons, MIN est FPT pour le paramètre
k si, pour toute contrainte C de L, la minimisation
de f sous contrainte C peut être réalisée en un temps
polynomial dans les tailles de C et f, avec un polynôme
dont le degré est indépendant de k. D’un point de vue
pratique, l’existance d’un algorithme FPT pour la requête
MIN indique que l’optimisation peut être réalisée de
manìere efficace lorsque les valeurs de k sont suffisamment
petites, même lorsque les tailles du circuit C et de la
représentation de la fonction de coût f sont importantes.

Le principal résultat connu pour la requête MIN
est celui de la minimisation des fonctions linéaires sous
contrainte DNNF (dans P)[12], qui correspond dans notre
formalisme au cas où les potentiels sont réduits à des
singletons. De ce fait, nous nous sommes intéressés à la
complexité de MIN pour des familles de fonctions de coûts
F plus générales, pour lesquelles la littérature apporte un
certain nombre de résultats négatifs. Parmi ces résultats,
on peut notamment citer le cas de la famille des fonctions
quadratiques, exprimées comme une somme de potentiels
d’arité au plus 2, dont la minimisation non contrainte est
NP-difficile par réduction immédiate depuis le probl̀eme
min-2-sat [7, 33]. En ce qui concerne les fonctions sous-
modulaires, il est bien connu que la minimisation sans
contrainte est dans P [20, 21] ; cependant, la version sous
contraintes est généralement NP-difficile[27], même dans
le cas très restreint où l’ensemble des solutions réalisables
est donné par une unique contrainte de cardinalité [30, 31].

Dans la continuité des travaux initíes par Darwiche et
Marquis [12], notre contribution fournit un éventail de
résultats plus large pour l’optimisation sous contraintes
DNNF, en particulier pour ce qui concerne les fonctions
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sous-modulaires. D’un côté, nous montrons que MIN est
NP-difficile à la fois pour les fonctions sous-modulaires qua-
dratiques sous contraintes OBDD et pour les fonctions sous-
modulaires générales sous contraintes DNNF structurées en
arbres, ce qui implique directement que la minimisation de
fonction sous-modulaire n’est pas traitable sous contrainte
DNNF. D’un autre côté, nous montrons que MIN est FPT
pour plusieurs sous-ensembles L de DNNF et familles F de
fonctions sous-modulaires. Dans notre étude, le paramètre
cĺe k qui assure la traitabilité est donné par une mesure
de dissimilarité entre la structure de la fonction de coût et
la structure de la formule DNNF. Pour résumer, le message
de cet étude est que la compatibilit́e structurelle entre la
contrainte dure et la fonction de coût joue un rôle prépon-
dérant dans l’efficacité de l’optimisation sous contraintes.

2 Préliminaires formels

Nous débutons par une présentation de quelques
concepts et notations qui sont utilisés tout au long de
cet article. Étant donné un entier positif n, [n] représente
l’ensemble {1,...,n}. On note Q+ l’ensemble des nombres
rationnels non négatifs, et on définit Q+=Q+∪{∞} avec
l’opérateur standard d’addition étendu de manìere à ce
que v+∞=∞ pour tout v∈Q+.

De manìere classique, les formules et circuits pro-
positionnels sont définis sur un ensemble de variables
booĺeennes X={x1,...,xp}, les constantes > (vrai) et ⊥
(faux), et les connecteurs ¬ (négation), ∧ (conjonction)
et ∨ (disjonction). Un littéral est une variable xi ou sa
négation ¬xi, aussi noté xi. Un terme (resp. une clause)
est une conjonction (resp. disjonction) de littéraux. Pour
un sous-ensemble Y ⊆X, une affectation partielle ~y sur
Y est un vecteur de 2|Y |, qui peut être représenté de
manìere équivalente par un terme canonique sur Y , i.e.
un terme cohérent, de |Y | littéraux, chacun défini sur une
variable de Y qui apparâıt une unique fois dans le terme.
On utilise aussi ~Y pour noter l’ensemble des affectations
partielles sur Y , et ~X pour représenter l’ensemble {0,1}n
de toutes les affectations totales, appeĺees interprétations.

Un réseau de contraintes valuées (VCN, pour valued
constraint network) booĺeen P est composé d’un ensemble
X={x1,...,xp} de variables booĺeennes et d’un ensemble
C={C1,...,Cm} de contraintes valuées. Une contrainte va-
luée Ci=(Yi,fi) de C est définie par une port́ee Yi⊆X et

une fonction de coût fi : ~Yi→Q+. L’arit́e d’une contrainte
valuée Ci est donnée par le cardinal |Yi| de sa portée. Si
l’image de fi est {0,∞}, Ci est une contrainte dure ; dans
le cas contraire, il s’agit d’une contrainte souple, ou poten-
tiel. Notons qu’un potentiel peut admettre∞ parmi ses
valeurs possibles, dans le but de permettre de représenter
une exigence de l’utilisateur. Pour une contrainte valuée
Ci et une affectation ~y∈ ~Y , telle que Yi⊆Y , on note Ci(~y)
la valeur de fi(~yi), où ~yi est la projection de ~y sur Yi. Le

coût total d’une interprétation ~x dans P est donné par
P(~x)=

∑m
i=1Ci(~x). Une solution réalisable de P est une

interprétation ~x telle que P(~x)<∞, et une solution mi-
nimale de P est une solution réalisable de coût minimum.
Le probl̀eme P est dit faisable si il admet au moins une so-
lution réalisable ; il est dit infaisable dans le cas contraire.

Nous utilisons fréquemment dans la suite deux
opérations sur les contraintes valuées, le conditionnement
et la restriction. Pour une fonction de coût fi : ~Yi→Q+

et une affectation partielle ~z ∈ ~Z (avec Z ⊆ Y ), le

conditionnement de fi sur ~z est la fonction fi|~z : ~Yi→Q+

où (fi|~z)(~yi) = fi(~yi) si ~yi est cohérent avec ~z, et

(fi|~z)(~yi) = ∞ dans le cas contraire. Étant donné un
ensemble de contraintes C={C1,...,Cm} et un ensemble
de variables Y ⊆X, la restriction de C à Y , notée CY , est
le sous-ensemble de contraintes {Ci∈C |Yi⊆Y }.

La motivation principale de ce travail est l’analyse
de la complexité des probl̀emes de minimisation dans
lesquels l’ensemble de contraintes dures a été compiĺe
en une unique contrainte. On suppose que pour cette
contrainte il existe un algorithme en temps polynomial
pour décider s’il existe ou non une extension à toute
affectation partielle donnée qui soit une solution réalisable.
Plus précisément, on étudie la complexité pour les réseaux
de contraintes valuées composés d’une unique contrainte
dure définie sur un langage propositionnel L, et d’un
ensemble de contraintes souples définies sur une famille de
contraintes F. Dans ce formalisme, tout VCN peut être
représenté par un triplet (X,C,f) où C est la contrainte
dure et f est la fonction de coût, représentée par un
ensemble {Ci}mi=1 de contraintes souples.

Définition 1. MIN[L,F] est le probl̀eme d’optimisation
suivant :

— Entrée : un réseau de contraintes valuées
P=(X,C,f), où C∈L et f∈F ;

— Sortie : argmin~x∈~X(C(~x)+f(~x)), i.e. une solution
minimale de P si P est faisable, et ⊥ sinon.

3 Représentation des contraintes dures

Les langages L examinés dans cet article sont des lan-
gages complets pour la logique propositionnelle : toute
contrainte dure C peut être représentée par un circuit
booĺeen dans L. Dans la littérature de la compilation de
connaissances, ces langages sont classés en fonction de leurs
concision et le fait qu’ils possèdent ou non un algorithme
en temps polynomial pour certaines requêtes et transfor-
mations [11]. On dit qu’un langage L1 est au moins aussi
succinct (concis) qu’un langage L2, noté L1≤s L2 si il
existe un polynôme p tel que tout circuit C2 de L2 a un
équivalent C1 dans L1 qui satisfait |C1|≤p(|C2|), où la
taille |C| d’une contrainte C exprimée par un circuit boo-
ĺeen est donnée par le nombre de ses arcs. On dit aussi que
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Figure 1 – Un vtree T (gauche) et un circuit DNNFT
(droite).

L1 est (strictement) plus succinct que L2, noté L1<sL2
si L1 est au moins aussi succinct que L2 mais que l’inverse
n’est pas vrai. Les requêtes sont utilisées pour extraire de
l’information d’un circuit sans le modifier, et le but des
transformations est de générer un nouveau circuit à partir
d’un ou plusieurs circuits existants. Tous les langages aux-
quels nous nous intéressons ici satisfont la requête CO,
qui vérifie la cohérence (i.e. l’existence d’une solution
réalisable) de tout circuit C de L, et la transformation
CD, qui associe à tout circuit C∈L et toute affectation
partielle ~y un circuit de L équivalent à C|~y, le condition-
nement de C sur ~y. En combinant ces deux propríetés, on
montre immédiatement que L possède un algorithme en
temps polynomial pour décider si une affectation partielle
peut être étendue ou non à une solution réalisable.

Rappelons que NNF est l’ensemble des graphes dirigés
acycliques possédant une racine où chaque nœud feuille
est étiqueté par ⊥, >, ou un littéral sur X, et où chaque
nœud interne est étiqueté soit par ∧, soit par ∨. Pour un
nœud Ni et une contrainte C, on note Var(Ni) l’ensemble
des variables qui étiquettent les nœuds feuilles accessibles
depuis Ni. On note par ailleurs Sol(Ni) l’ensemble des

affectations ~yi∈ ~Yi telles que Ci(~yi) 6=∞, où Yi=Var(Ni)
et Ci est le circuit NNF dont la racine estNi. Par extension,
on écrit Var(C) (resp. Sol(C)) comme une abréviation
de Var(N) (resp. Sol(N)), où N est la racine de C.

Le langage NNF peut être raffiné en ajoutant des
conditions sur les nœuds des circuits. Par exemple, le
sous-langage des formules NNF décomposables [8] est défini
de la manìere suivante :

Définition 2 (DNNF). Un circuit NNF C est dit décom-
posable si pour tout nœud ET N dans C ayant pour fils
N1,...,Nq, on a Var(Ni)∩Var(Nj)=∅ pour tout i,j∈ [q]
avec i 6= j. L’ensemble des formules NNF décomposables
est not́e DNNF.

Le langage DNNF peut être à son tour être raffiné en
imposant des restrictions structurelles sur les nœuds
en utilisant la notion de vtree introduite dans [26].
Formellement, un vtree est un arbre binaire T pour lequel
les feuilles sont en correspondance une à une avec les

variables de X. Pour un nœud t dans un vtree T , on note
Var(t) l’ensemble des feuilles dans le sous-arbre de T dont
la racine est t. On note respectivement tl et tr les fils de
gauche et de droite du nœud t. Un nœud interne t d’un
vtree est appeĺe un nœud de Shannon si son fils gauche
est une feuille, et un nœud de décomposition sinon ; on
dit d’un vtree T dont tous les nœuds internes sont des
nœuds de Shannon qu’il est linéaire à droite.

On dit qu’un nœud interne Ni d’un circuit NNF

respecte un vtree T si il existe un nœud t dans T tel
que, pour tout fils Ni de N, on a Var(Ni)⊆Var(tl) ou
Var(Ni)⊆Var(tr).

Définition 3 (DNNFT et SDNNF). Étant donné un vtree
T , DNNFT est l’ensemble des circuits DNNF pour lesquels
tous les nœuds ET respectent T . La classe SDNNF des
circuits DNNF structurés est l’union des langages DNNFT
définis sur tous les vtrees T .

L’ensemble des circuits SDNNF considérés dans cette
étude sont définis sur des nœuds ET binaires, ce qui
n’est pas une restriction importante dans la mesure où
toute formule C de SDNNF peut être transformée en une
SDNNF équivalente de taille linéaire en |C| et dont tous les
nœuds de conjonction admettent exactement deux fils. Par
analogie avec la terminologie employée pour les vtrees, un
nœud ET Ni de C est un nœud de Shannon si au plus un
de ses fils est un nœud interne ; sinon on le désigne comme
nœud de décomposition. Par exemple, le circuit DNNFT
donné à la figure 1 possède un nœud de décomposition
(sa racine), et deux nœuds de Shannon : k1∧k2, et b1∧b2.

On trouve dans la littérature deux sous-classes de
SDNNF bien connues : le langage SDD des sentential
decision diagrams [10] et le langage OBDD des diagrammes
de décision ordonnés [3]. On désigne par le terme bôıte un
nœud ET admettant exactement deux nœuds fils p et s,
respectivement nommés prime et sub, qui sont étiquetés
par une constante, un littéral, ou un nœud OU. Un nœud
OU dont les fils sont N1,...,Nm est un nœud partition si
il existe une partition {Y,Z} de Var(N) telle que :

— chaque nœud Ni est une bôıte pi ∧ si avec
Var(pi)=Y et Var(si)⊆Z ;

— les primes de toute paire de fils sont mutuellement
exclusifs, i.e. Sol(pi) ∩ Sol(pj) = ∅ pour tout
i,j∈ [m] avec i 6=j ;

— la disjonction de l’ensemble des primes est valide,
i.e. Sol(p1)∪···∪Sol(pm)= ~Y .

Définition 4 (SDDT et SDD). Pour un vtree T , SDDT est
le langage des circuits DNNFT dont la racine est un nœud
OU tel que tout nœud ET est une bôıte respectant T , et
tout nœud OU est un nœud partition. SDD est l’union des
langages SDDT définis sur tous les vtrees T .

Exemple 1. Un exemple de circuit SDDT C, dont le
vtree T est celui de la figure 1, est donné à la figure 2. C
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Figure 2 – Un circuit SDDT représentant les contraintes
d’un probl̀eme de configuration de maison.

représente les contraintes d’un probl̀eme de configuration
de maisons, où k1 et k2 représentent les types de cuisine
(respectivement standard ou premium), et b1, b2 et b3
sont les diff́erentes alternatives pour les types de chambre
(petite, moyenne, et grande). Les maisons réalisables
sont celles ayant une unique cuisine et au moins deux
chambres ; de plus, seules les maisons avec au moins une
grande chambre peuvent avoir une cuisine premium. En
termes plus formels, le circuit C encode la conjonction
des contraintes k1+k2=1, b1+b2+b3≥2 et k2∨b3.

En se basant sur ces notations, on peut voir un circuit
OBDDT

2 comme un sentential decison diagram défini à
partir d’un vtree linéaire à droite [10].

Définition 5 (OBDD). OBDD est l’union des langages SDDT
définis sur l’ensemble des vtrees T linéaires à droite.

L’ensemble des langages susmentionnés peuvent être
restreints en ajoutant des conditions sur les arcs de leurs
circuits.

Définition 6 (acy-NNF). Un circuit NNF est fortement
acyclique si le graphe non dirigé qui lui est assocíe est
acyclique. On note acy-NNF de l’ensemble des circuits
NNF fortement acycliques.

Par extension, acy-DNNFT est défini par
acy-NNF ∩ DNNFT , et acy-SDNNF est l’union des lan-
gages acy-DNNFT définis sur l’ensemble des vtrees T .
Puisque le langage DNF des formules sous forme normale
disjonctive est complet et que chacune de ses formules
peut être représentée en temps linéaire comme une
formule DNNFT fortement acyclique pour n’importe quel
vtree T , il s’ensuit que acy-DNNFT et acy-SDNNF sont
des langages complets pour la logique propositionnelle.

À la lumìere des définitions ci-avant, on peut vérifier
que SDD et acy-SDNNF sont des sous-ensembles de SDNNF.
Bien qu’on pourrait penser que SDD soit strictement plus

2. OBDDT est habituellement noté OBDD< ; ce changement de nota-
tion ne pose cependant pas de probl̀eme dans la mesure où un vtree
linéaire à droite peut être vu comme un ordre total sur les variables.

succinct que acy-SDNNF, dans la mesure où les circuits
SDD sont des graphes dirigés acycliques et les circuits
acy-SDNNF sont des arbres, il n’en est rien, à moins que
la híerarchie polynomiale ne s’effondre. En effet, d’un
côté, on sait dans [10] que d-DNNF≤sSDD, où d-DNNF est
l’ensemble des circuits DNNF déterministes. D’un autre
côté, on sait aussi que acy-DNNFT ≤s DNF, puisque nous
avons vu précédemment que toute formule DNF peut être
réécrite en temps polynomial comme un circuit DNNFT
fortement acyclique, peu importe T . En se basant sur ces
deux inégalités, supposer SDD≤s acy-SDNNF permettrait
de dériver d-DNNF ≤sDNF, ce qui est impossible à moins
que la híerarchie polynomiale ne s’effondre [11].

De ce fait, du point de vue de la concision, les langages
SDD et acy-SDNNF sont des candidats indiqués pour la
compilation de contraintes dures. Comme SDD est un sur-
ensemble de OBDD, SDD peut être employé, par exemple,
pour encoder en temps polynomial des contraintes de cardi-
nalité [14]. De plus, acy-SDNNF est un fragment notable de
DNNF qui permet de représenter tout circuit SDNNF de pro-
fondeur bornée (en le dépliant), et les algorithmes de com-
pilation procédant de la racine aux feuilles [9] peuvent être
adaptés pour générer directement des circuits acy-DNNFT
en désactivant le cache du compilateur. On peut aussi em-
ployer des compilateurs procédant des feuilles vers la racine
pour construire de telles représentations dans la mesure où
acy-DNNFT satisfait les transformations ∨C et ∧BC [11].

4 Représentation des fonctions de coût

Reprenant la terminologie de [4], un langage de
contraintes valuées est un ensemble F de fonctions de
coût à valeurs dans Q+ d’arités quelconques. Dans cette
étude, nous utilisons le terme famille de contraintes
valuées pour faire réf́erence à F, afin d’́eviter toute
confusion avec la notion de langage de contrainte L
utilisée pour la description des contraintes dures.

Nous nous focalisons sur des familles de contraintes
valuées F closes pour l’addition et le conditionnement :

— si f et g sont deux fonctions de F, alors f+g∈F ;
— si f : ~X→Q+ est une fonction de F, et ~z∈ ~Z est

une affectation partielle sur Z⊆X, alors f|~z∈F.
De nombreuses familles de contraintes respectent ces

hypothèses, comme les fonctions polynomiales. Soit POLYk
l’ensemble des fonctions f :{0,1}j→Q+ d’arité j∈ [k], et
soit POLY l’union de l’ensemble des langages POLYk pour
k∈N. Tout sous-ensemble F de POLY est nommé famille
de contraintes polynomiales, ce qui inclut en particulier les
familles POLY1 et POLY2 correspondant respectivement aux
familles linéaires et quadratiques. Les contraintes souples
dont la fonction de coût assocíee est dans POLYk peuvent
être décrites de manìere classique par des polynômes de
degré k, c’est-à-dire par des sommes pondérées de termes
canoniques. Par exemple, si Yi={x1,x2} et fi est donnée
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par la table {(00,1),(01,2),(10,3),(11,0)}, la contrainte
binaire valuée Ci = (Yi,fi) peut être représentée par le
polynôme pondéré (x1∧x2)+2(x1∧x2)+3(x1∧x2).

Comme nous l’avons noté dans l’introduction, les
fonctions de coût sous-modulaires occupent une place
importante dans l’optimisation non linéaire. Formellement,
une fonction f : ~X→Q+ est sous-modulaire si pour tout

~x,~y ∈ ~X, on a f(~x∧~y)+f(~x∨~y)≤ f(~x)+f(~y), où ∧ et
∨ sont respectivement les opérateurs bit à bit ET et
OU sur les booĺeens. Il est facile de constater que la
sous-modularité est préservée par le conditionnement, et
que, bien que toute fonction linéaire soit sous-modulaire,
l’inverse n’est pas vrai. En effet, la disjonction pondérée
f(~x) = w(x1 ∨ ··· ∨ xk), où w ∈ Q+, est une fonction
sous-modulaire qui ne peut pas être exprimée à l’aide
d’une fonction linéaire. De manìere similaire, la fonction
de budget f(~x) = min(r,w1x1+···+wkxk), où r∈Q+ et
~w∈Qk+, est sous-modulaire mais pas linéaire. Soit SUBk
le sous-ensemble de POLYk formé par l’ensemble des fonc-
tions sous-modulaires d’arité au plus k, et soit SUB l’union
de l’ensemble des SUBk pour k∈N, tout sous-ensemble F
de SUB est nommé famille de contraintes sous-modulaires.
Comme auparavant, les contraintes souples définies sur
SUBk peuvent être représentées par des polynômes. Pour
les potentiels Ci=(Yi,fi) définis sur la classe générale SUB,
fi est usuellement obtenue par un oracle de valeurs, c’est-
à-dire un algorithme s’exécutant en temps polynomial
qui associe à toute entrée ~yi∈ ~Yi la valeur f(~yi).

Bien qu’il soit connu que toute fonction de coût poly-
nomiale peut être exprimée par des sommes de potentiels
de POLY2 [2], une fonction sous-modulaire quelconque ne
peut pas nécessairement s’exprimer à partir de SUB2 [36].
Cela n’enl̀eve en rien l’intérêt de la famille SUB2, puisque
le fait que les fonctions quadratiques sous-modulaires
puissent être encodées par des cuts dans un graphe dirigé
implique que la minimisation non contrainte dans SUB2
peut être réalisee en temps O(n3) (où n est la taille de
l’entrée) ; alors que le meilleur algorithme connu pour
SUB nécessite un temps en O(n5VO +n6), où VO est le
temps nécessaire à l’exécution de l’oracle de valeurs [21].

Étant donné une famille de contraintes valuées F et
une fonction de coût f représentée par un ensemble de
contraintes souples {(Yi,fi)}mi=1, on dit que f appartient
à F, noté f ∈ F si fi ∈ F pour tout i ∈ [m]. La taille
de f est définie par |f| =

∑m
i=1 |fi|. Pour les familles

polynomiales F⊆POLYk, la taille |fi| de chaque fonction
de coût fi est donnée par le nombre de termes canoniques
dans sa représentation par un polynôme.

On associe à chaque fonction de coût f donnée par
un ensemble de potentiels {(Yi,fi)}mi=1 un hypergraphe
Hf qui capture la structure de f, dont l’ensemble des
sommets est défini par Var(f) =

⋃m
i=1Yi, et l’ensemble

des hyperarêtes est donné par {Yi}mi=1. La taille |Hf |
de Hf est définie comme la somme de la taille de ses

hyperarêtes, à savoir |Hf |=
∑m
i=1|Yi|.

De manìere générale, une famille de contraintes F
impose peu de restrictions sur la structure d’une fonction
de coût f ∈ F. Par exemple, si F est la classe SUB2,
Hf peut a priori être n’importe quel sous-graphe du
graphe complet sur Var(f). Afin de mettre en lumìere
les relations structurelles entre la fonction de coût f et
la contrainte dure C, nous avons besoin de définitions
permettant de quantifier la similarité (ou la dissimilarité)
entre les structures de f et de C.

Définition 7 (Compatibilité structurelle). Soit C un cir-
cuit SDNNF avec Var(C)⊆X, et soit Y un sous-ensemble
de X. Alors,

— Y est compatible avec un nœud de décomposition
(ET) N=Nl∧Nr de C si Y ∩Var(N) 6=∅ implique
soit Y ⊆Var(Nl), soit Y ⊆Var(Nr), mais pas les
deux à la fois.

— Y est compatible avec un nœud OU N de C si
Y ∩Var(N) 6=∅ implique Y ⊆Var(N).

On dit que Y est faiblement compatible avec C, not́e
Y ∼C, si Y est compatible avec chaque nœud de décompo-
sition de C. Y est dit fortement compatible avec C, not́e
Y ∼∗C, si Y est compatible avec chaque nœud de décom-
position et chaque nœud OU de C. Par extension, une
fonction de coût f est faiblement (resp. fortement) compa-
tible avec C si Yi∼C (resp. Yi∼∗C) pour tout Yi∈Hf .

Intuitivement, la propríeté de faible compatibilité
indique que si la portée Yi d’un potentiel (Yi,fi) partage
des variables avec un nœud de décomposition N=Nl∧Nr,
alors Yi doit être couvert par les variables d’exactement
un des fils de N. La forte compatibilité ajoute que si
Yi partage des variables avec un nœud OU N, alors Yi
doit être couvert par toutes les variables de N. Notons
que si Yi est un ensemble singleton, il est nécessairement
fortement compatible avec n’importe quel nœud de
C. Notons aussi que ces propríetés de compatibilité
n’impliquent aucune restriction sur les nœuds de Shannon
ET de C ; la mesure de dissimilarité présentée plus bas
est de ce fait indépendante du nombre de nœuds de
Shannon présents dans la contrainte dure.

Exemple 2. On considère à nouveau le probl̀eme de
configuration de l’exemple 1 et la fonction de coût
f(~k,~b) = p(k1 ∨ k2) + min(r,q1b1 + q2b2 + q3b3), tel que
p,r∈Q+ et q∈Q3

+ sont des coûts. Le premier terme de
f est une disjonction indiquant qu’un même coût p est
assocíe à tout ensemble non vide de cuisines, quand le
second terme de f est un potentiel de budget indiquant
qu’une pénalit́e maximale de r sera appliqué en ce qui
concerne le prix des chambres. Selon les définitions
précédentes, f est une fonction sous-modulaire cubique, et
elle est fortement compatible avec la contrainte acy-DNNFT
de la figure 1. Cependant, f n’est pas fortement compatible
avec la contrainte SDD de la figure 2, puisque la port́ee
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{b1, b2, b3} assocíee au second terme de f n’est pas
compatible avec, par exemple, le nœud b1∨(b1∧b2). En
revanche, la fonction de coût sous-modulaire quadratique
g(~k,~b)=p(k1∨k2)+min(r,q1b1+q2b2)+q3b3 est fortement
compatible avec cette contrainte SDD.

Définition 8 (Dissimilarité structurelle). Soit C une
contrainte SDNNF avec Var(C) ⊆ X, et soit Y un
sous-ensemble de X. Alors,

— la faible (resp. forte) dissimilarité entre Y et
C, not́ee δ(Y,C) (resp. δ∗(Y,C)), est le nombre
minimal de variables qui peuvent être retirées de Y
de manìere à atteindre un sous-ensemble faiblement
(resp. fortement) compatible avec C :

δ(Y,C)=minZ⊆Y |Y \Z∼C|Z|,
δ∗(Y,C)=minZ⊆Y |Y \Z∼∗C|Z|.

— Par extension, la faible (resp. forte) dissimilarité
entre une fonction de coût f et C est la somme des
faibles (resp. fortes) dissimilarit́es entre chacune
de ses port́ees et C :

δ(f,C)=
∑
Y∈Hf

δ(Y,C),

δ∗(f,C)=
∑
Y∈Hf

δ∗(Y,C).

Par exemple, la forte dissimilarité entre la fonction
de coût f(~k,~b) = p(k1∨k2)+min(r,q1b1+q2b2+q3b3) et
la contrainte C∈SDNNF de la figure 1 vaut 1.

Proposition 1. Soit C une contrainte SDNNF avec
Var(C) ⊆ X, et soit f une fonction de coût avec
Var(f) ⊆X. δ(f,C) et δ∗(f,C) peuvent être tous deux
calcuĺes en temps O(|C||Hf |).

La preuve de cette proposition, de même que les
preuves des propositions suivantes, est diponible en ligne
à l’adresse http://www.cril.univ-artois.fr/~lonca/

dnnf-fpt.pdf.

5 Résultats de complexité

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduc-
tion, le probl̀eme de minimisation sous contraintes
MIN[DNNF,POLY1] peut être résolu en temps polynomial
[12]. Nos résultats de complexité peuvent être synthétisés
par trois théorèmes cĺes qui établissent la traitabilité à pa-
ramètre fixé pour la requête de minimisation MIN[L,F]
pour divers langages L⊆DNNF et familles de fonctions de
coût F non linéaires. Dans la suite, nous considérons que
les fonctions de coût f d’entrée sont définies sur la totalité
de l’ensemble des variables X, ce qui n’est pas une grande
restriction puisque toute fonction f telle que Var(f)*X
peut être étendue pour porter surX en lui ajoutant des po-
tentiels nuls de la forme ({xi},0) pour tout xi∈X\Var(f),
où 0 est la fonction constante qui renvoie zéro.

5.1 Minimisation quadratique sous DNNF

Nous débutons par le probl̀eme de la minimisation de
fonctions de coût quadratiques sous contrainte DNNFT .
Rappelons que le probl̀eme de minimisation d’une
somme quelconque de potentiels quadratiques avec
C => est NP-difficile [33]. Le résultat suivant montre
que la minimisation quadratique sous contrainte DNNF

est traitable à paramètre fixé k où k est le nombre de
contraintes binaires (valuées) de la fonction de coût.

Théorème 1. MIN[DNNF,POLY2] est FPT à paramètre
k où k est le nombre de port́ees binaires de Hf .

5.2 Minimisation sous-modulaire sous acy-SDNNF

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions de coût
sous-modulaires, et débutons avec un résultat négatif indi-
quant que même dans le cas des DNNF (structurées) forte-
ment acycliques, le probl̀eme de minimisation est difficile.

Proposition 2. MIN[acy-SDNNF,SUB] est NP-difficile.

Nous montrons maintenant que si la contrainte C est
dans acy-SDNNF, et si la fonction de coût sous-modulaire f
est faiblement compatible avec C, alors la minimisation de
f sousC est dans P. Afin de prouver ce résultat , nous utili-
sons un algorithme de minimisation procédant de la racine
vers les feuilles (TDM), qui décompose de manìere itéra-
tive la fonction de coût f entre les nœuds de la contrainte
acy-SDNNF C. On rappelle que f|` est le conditionnement
de f par le littéral (ou affectation partielle de taille 1) `,
et fY est la restriction de f à l’ensemble de variables Y .

Exemple 3. Afin d’illustrer le comportement de l’algo-
rithme TDM, considérons la contrainte DNNFT fortement
acyclique C de la figure 1 avec la fonction f(~k,~b)=p(k1∨
k2)+min(r,q1b1+q2b2+q3b3), où q3<r<q1<q2. Comme
mentionné dans l’exemple 2, on sait que f est faiblement
compatible avec C. Puisque la racine N de C est un nœud
de décomposition ET (ligne 7), la procédure appelle récur-

sivement TDM sur fl(~k)=p(k1∨k2) pour le fils gauche

Nl = k1 ∨ (k1 ∧ k2), et fr(~b) = min(r,q1b1 + q2b2 + q3b3)
pour le fils droit Nr=b3∨(b1∧b2). Pour le fils gauche Nl,
qui est un nœud OU (ligne 11), la procédure appelle récur-

sivement TDM sur fl(~k) sous contrainte k1, et fl(~k) sous

contrainte (k1∧k2). À la ligne 3, les termes minimisant

(fl(~k))|k1 sont ceux de l’ensemble {k1∧k2,k1∧k2} avec

le coût p. À la ligne 7, le terme minimisant fl(~k) tel que
(k1∧k2) soit vrai est k1k2 avec le coût p. Pour résumer,

l’affectation partielle retournée par TDM pour fl(~k) sur
Nl est un terme dans l’ensemble {k1k2,k1k2,k1k2}. De

la même manìere, le terme retourné par TDM pour fr(~b)
sous la contrainte du fils droit Nr est b1b2b3 avec le coût q3.
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Algorithme 1 : TDM : Top Down Minimization

Entrées : Une fonction de coût sous-modulaire f
et un circuit SDNNF C dont la racine est N

Sorties : Une affectation ~x∈ ~X qui
minimise f si C est cohérent, ou ⊥ sinon

1 si N=⊥ alors retourner ⊥
2 si N=>

alors retourner argmin~y∈~Y f(~y), où Y =Var(f)

3 si N=` alors
4 retourner argmin~y∈~Y f|`(~y), où Y =Var(f)

5 si N=`∧N ′ est un nœud de Shannon alors
6 retourner TDM(f|`,N ′)
7 si N=N1∧N2 est un nœud décomposition alors
8 ~y0←TDM(fVar(f)\Var(N),>)
9 ~yi←TDM(fVar(Ni),Ni) pour tout i∈ [2]

10 retourner ~y0∧~y1∧~y2
11 si N=N1∨...∨Nq alors
12 ~yi←TDM(f,Ni) pour tout i∈ [q]
13 retourner argmin{f(~yi)}

Proposition 3. MIN[acy-SDNNF, SUB] est dans P si
la fonction de coût f est faiblement compatible avec la
contrainte dure C.

Corollaire 1. MIN[DNF,SUB] est dans P.

Pour résumer, on sait que la minimisation sous-
modulaire sous contrainte acy-SDNNF est NP-difficile
dans le cas général, mais traitable si la fonction de coût
est faiblement compatible avec la contrainte dure. Cela
nous permet maintenant d’opposer une restriction au
résultat général de non-traitabilité de la proposition 2,
utilisant pour cela la notion de faible dissimilarité.

Théorème 2. MIN[acy-SDNNF, SUB] est FPT à para-
mètre δ.

Corollaire 2. MIN[SDNNF, SUB] est FPT à paramètre
d+δ, où d est la profondeur de la contrainte SDNNF.

5.3 Optimisation sous-modulaire sous SDD

La dernìere partie de cette étude concerne la minimi-
sation sous-modulaire sous contrainte SDD. Encore une
fois, nous débutons par un résultat négatif fort indiquant
que la minimisation sous-modulaire quadratique sous
contrainte SDD est NP-difficile, même lorsque la contrainte
dure est un circuit OBDD.

Proposition 4. MIN[OBDD,SUB2] est NP-difficile.

Cependant, on peut montrer que la minimisation sous-
modulaire sous contrainte SDD est dans P, dans le cas
où la fonction de coût est fortement compatible avec la

Algorithme 2 : BUM : Bottom Up Minimization

Entrées : Une fonction de coût sous-modulaire
f et un circuit SDD C dont la racine est N

Sorties : Une affectation ~x∈ ~X qui
minimise f si C est cohérent, et ⊥ sinon

1 pour chaque nœud N de C dans
l’ordre topologique inverse faire

2 si N=⊥ alors fN←{(∅,∞)}
3

4 si N=> alors fN←∅
5

6 si N=` alors
7 fN←{(Yi,fi|`) |(Yi,fi)∈f et Y ∩Var(`) 6=∅}
8 si N=N1∧N2 alors fN←fN1∪fN2

9

10 si N=N1∨...∨Nq alors
11 ~yi←argmin~y∈~Y fNi

(~y) pour tout i∈ [q]

12 fN←(Y,{(~y,f(~y))}), où ~y=argminqi=1f(~yi)

13 retourner argmin~x∈~XfN(~x)+f>(~x)

contrainte. Ce résultat est établi en employant un algo-
rithme de minimisation procédant des feuilles à la racine
(BUM), qui calcule dans un premier temps un ordre topo-
logique inverse de la contrainte d’entrée SDD C, puis qui
simplifie et collecte de manìere itérative les potentiels de f
dont la portée est couverte par le nœudN courant. On uti-
lise ici fN pour abréger fVar(N), et on note (∅,∞) le poten-
tiel irréalisable, où∞ est vu comme une fonction constante.
Puisque Var(C) peut être un sous-ensemble strict de X, f
(qui est par hypothèse définie sur Var(f)=X) peut inclure
des variables absentes de C. De ce fait, une dernìere étape
de minimisation est appliquée sur la sous-fonction non-
contrainte f>=fVar(f)\Var(N), où N est la racine de C.

Proposition 5. MIN[SDD,SUB] est dans P si la fonction
de coût en entrée f est fortement compatible avec la
contrainte dure C.

Exemple 4. Considérons le circuit SDD de
la Figure 2 et la fonction de coût g(~k, ~b) =
p(k1∨k2)+min(r,q1b1+q2b2)+q3b3, avec q3<q2<r<q1
et r<q2+q3, pour illustrer l’algorithme BUM. La fonction
assocíee à la bôıte b1∧> à la dernìere ligne de la figure
est composée des deux potentiels assocíes à ses fils b1 et >,
c’est-à-dire respectivement ({b1,b2},min(r,q1b1+q2b2) |q1)
et ∅. En ce qui concerne la deuxìeme bôıte ¬b1 ∧ b2
de la dernìere ligne, la fonction assocíee est composée
des deux potentiels ({b1, b2},min (r,q1b1+q2b2) | b̄1) et
({b1,b2},min(r,q1b1+q2b2) | b2). De ce fait, la fonction
gN assocíee au nœud OU père des deux bôıtes est
construite à partir des affectations partielles des variables
de {b1, b2} qui minimisent min(min (r,q1b1+q2b2) | q1,
(min (r,q1b1+q2b2) | b̄1) + (min (r,q1b1+q2b2) | b2))),
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SDNNF acy-SDNNF SDD OBDD DNF

POLY2 k k k k k
SUB d+δ δ δ∗ δ∗ −

Table 1 – Paramètres de complexité utilisés dans les
résultats de FPT. Ici, k est le nombre de portées binaires
dans la fonction de coût, d est la profondeur de la
contrainte dure, et − indique que le probl̀eme est dans P.

c’est-à-dire b̄1 ∧ b2 (puisque q2 < q1). De ce fait, on a
gN = ({b1,b2},min(r,q1b1+q2b2) | b̄1b2). L’application de
cet algorithme des feuilles à la racine du circuit SDD

permet de déterminer la valeur minimale p + r pour
l’affectation k1∧k̄2∧b1∧b2∧b̄3.

Théorème 3. MIN[SDD,SUB] est FPT à paramètre δ∗.

6 DISCUSSION

Dans cet article, nous avons étudíe la complexité
de la minimisation des fonctions quadratiques et sous-
modulaires sous contraintes DNNF, dont les résultats en
terme de traitabilité à paramètre fixé sont rappeĺes à la
table 1. D’un point de vue pratique, la minimisation sous-
modulaire sous contrainte SDNNF (et ses sous-ensembles)
peut être réalisée de manìere efficace si la profondeur d
de la contrainte C et la faible dissimilarité de la fonction
d’entrée f (par rapport à C) sont relativement petites.
D’un autre côté, la minimisation sous-modulaire sous
contraintes SDD (et de ce fait, de OBDD) peut être effectuée
efficacement si la forte dissimilarité entre f et C est faible,
peu importe la profondeur du circuit SDD considéré. En ce
qui concerne la minimisation sous-modulaire quadratique,
la requête MIN[SDD,SUB2] peut être résolue en temps
O(|C|n32δ(f,C)) grâce à l’algorithme BUM.

Comparaison avec l’existant. De grands efforts ont
été fournis dans le but d’identifier des familles de réseaux
de contraintes valuées pour lesquelles l’optimisation est
traitable. La plupart des travaux dans ce champ de
recherche se sont basés sur trois approches principales, en
fonction du type de restrictions proposées pour obtenir
des classes traitables. La premìere consiste à identifier des
propríeté structurelles du VCN pour assurer la traitabilité ;
on sait par exemple que le probl̀eme de minimisation
est polynomial si la macro-structure du réseau à une
(hyper)-tree-width bornée [19]. Dans un contexte similaire,
diff́erents langages de compilation ont été définis pour
compiler la micro-structure d’un VCN en un circuit valué
à partir duquel l’optimisation peut être réalisée en temps
polynomial [34, 15, 22]. Il est important de noter que
notre travail diff̀ere de ceux-ci, qui compilent à la fois les
contraintes dures et souples, alors que dans notre cas les

potentiels ne sont connus qu’après la phase de compilation
et peuvent varier en fonction de l’utilisateur. Les garanties
de performances que nous recherchons excluant de
pouvoir réaliser une lourde étape de compilation chaque
fois qu’une nouvelle fonction de coût est considérée.

La seconde approche consiste à identifier des pro-
príetés algébriques des contraintes valuées suffisamment
restrictives pour assurer la traitabilité, peu importe les
contraintes du réseau. Un classification compl̀ete de
la complexité de l’optimisation pour les langages de
contraintes valuées a été établie pour les VCN booĺeens
[4], et montre que l’optimisation n’est facile que pour des
fragments très restreints.

Nos travaux appartiennent à une troisìeme approche,
hybride, qui se base sur des restrictions posées à la fois
sur les structures et les fonctions. Les résultats négatifs
forts obtenus ici pour la minimisation sous-modulaire
sous contraintes indique que, de manìere générale, les
restrictions sur les structures et celles sur les langages ne
peuvent pas être considérées séparément. En effet, même
si les contraintes dures sont décrites par un matröıde pour
lequel l’optimisation linéaire est dans P, et que la fonction
de coût est sous-modulaire, le probl̀eme de minimisation
correspondant est NP-difficile et généralement non
approximable à un facteur près [17, 31]. Des classes
traitables ont été obtenues par Cooper et Zivny [5, 6]
en combinant de manìere appropríee les restrictions sur
la micro-structure du réseau et les restrictions sur les
langages des fonctions de coût. Nos résultats exploitent
de telles restrictions hybrides, mais couvrent un ensemble
plus large de contraintes dures, les circuits DNNF.

Perspectives. À la lumìere des présents résultats,
une direction intéressante consisterait à considérer le
probl̀eme de maximisation de fonctions sous-modulaires
sous contrainte DNNF. Bien que la maximisation et la
minimisation soient des probl̀emes équivalents pour les
langages de contraintes valuées clos pour l’inverse (−),
comme le langage des fonctions de coût linéaires, ce n’est
pas le cas en général pour les fonctions sous-modulaires.
En particulier, le probl̀eme de la maximisation de
fonctions sous-modulaires (monotones) est NP-difficile,
mais approximable à un facteur près, dans le cas non
contraint. Une question importante serait de déterminer
si une telle borne est préservée sous contrainte DNNF.
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Résumé
Les MDD sont actuellement utilisés en PPC

comme structure de données compressantes, bien
souvent à partir d’un ensemble de tuples ou à partir
d’un automate. Dans cet article nous montrons que
les MDD peuvent aussi être utilisés pour modéliser
directement des contraintes complexes afin de repré-
senter rapidement et simplement des modèles avan-
cés. Pour ce faire, nous introduisons de nouveaux
constructeurs de MDD et proposons des algorithmes
plus efficaces pour réaliser les operations courantes
sur les MDD comme l’intersections et la difference sy-
métrique ... Nous mettons en évidence l’avantage de
notre approche sur un problème industriel de grande
taille. Nous détaillons comment la modélisation directe
de ce problème par des MDD puis l’utilisation d’opéra-
teurs combinant ces MDD permet de le résoudre plus
efficacement qu’avec un algorithme ad-hoc.

Abstract
MDDs, as used in CP, are compressed data struc-

tures, often defined from a set of tuples or from an
automaton. In this paper we show that MDDs can also
be used to model complex constraints, in order to build
easily and rapidly advanced models. To do that we in-
troduce new MDDs constructors and improve the exis-
ting ones, we propose efficient algorithms to perform
classical operations like the union or the symmetric
difference... We present the advantages of our method
on a real industrial problem with huge domain size. We
detail how to model this problem directly into MDDs
and we experimentally show that our method outper-
forms the ad-hoc algorithm proposed for this problem.

1 Introduction

Les Multi-Valued Decision Diagrams (MDD) sont une
structure de données de plus en plus utilisés en PPC. La
raison de leur utilisation est qu’un MDD peut représenter
de façon polynomial un nombre exponentiel de tuples.

En programmation par contraintes, les MDD sont utili-
sés pour la conversion de contraintes de table en MDD ou
pour la modélisation d’autres contraintes (regular, slide...).
Plusieurs propagateurs ont été définis [4, 8] et sont présents
dans certains solveurs CP.

Les contraintes de table sont définies par la liste explicite
des tuples valides. Elles permettent une définition simple
de contraintes parfois complexes à définir autrement. Ces
contraintes sont implémentées dans tous les solveur CP et
sont fondamentales. Nous pouvons voir une table comme
un MDD avec une racine d’ou partirai chaque tuple et qui
se retrouverai au noeud final, autrement dit un MDD non
compressé.

Dans cet article, nous donnons les outils aux construc-
teurs de modèle pour qu’ils puissent facilement définir des
problèmes complexes comme ils l’auraient fait avec une
table, mais avec des MDD, gagnant ainsi en espace.

Trois types d’opérations sont abordées, La création de
MDD, la réduction de MDD et les opérations inter-MDD.
Tout d’abord nous montrons comment construire un MDD
depuis une contrainte basée sur un automate (régular...).
Nous introduisons ensuite Pattern, un constructeur basé
sur une fonction d’état qui stocke de l’information dans les
noeuds durant la création. Ce constructeur permet de défi-
nir une plus large gamme de contraintes comme le knap-
sack, allDifferent ou les contraintes basées sur la program-
mation dynamique.

Pour la réduction, opération fondamentale pour un MDD
qui fusionne les noeuds aillants les même arcs sortants (la-
bel, destination) et qui supprime les noeuds qui n’appar-
tiennent pas à un chemin de la racine au noeud terminal
vrai, plusieurs algorithmes ont été définis [3, 4]. Nous in-
troduisons pReduce, le premier opérateur de réduction li-
néaire, avec une complexité en O(n+m) dans le pire des
cas. Notre algorithme travaille niveau par niveau, de bas
en haut, et utilise une procédure simple et originale pour
fusionner et supprimer les noeuds.
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Finalement, nous introduisons un opérateur générique
permettant le calcul d’opérations inter-MDD tel que l’in-
tersection, l’union, la difference symétrique... L’algorithme
est basé sur des opérations entre les graphes, il parcours le
graphe en BFS sur les deux MDD en même temps et etudie
les noeuds par couple, un noeud de chaque MDD à la fois.

Cette article est une version résumé de l’article [9]. Nous
donnons ici les idées des algorithmes, et invitons les lec-
teurs à lire la version originale pour plus de precision. Nous
décrivons ici l’algorithme de reduction pReduce, une des
deux contributions majeures du papier original.

2 Définitions

Un multi-valued decision diagram (MDD) est une struc-
ture de données pour représenter une fonction discrète.
C’est une extension multi-valeur des BDDs [3].

Un MDD, comme utilisé en CP, [1, 5, 6, 2], est un Di-
rected Acyclic Graph (DAG) avec une racine unique, uti-
lisé pour représenter une fonction f : {0...d − 1}r →
{true, false}, pour un entier donné d. Pour r variables,
la représentation par un DAG contient r niveaux, tel que
chaque variable est représentée par un unique niveau.
Chaque noeud d’un niveau possède au plus d arcs sortants
vers les noeuds du niveau suivant du graphe. Chaque arc
possède une étiquette correspondant à sa valeur. Le niveau
final est représenté par le noeud terminal true. Il y a une
équivalence entre f(v1, ..., vr) = true et l’existence d’un
chemin du noeud racine au noeud terminal true et dont les
arcs sont étiquetés par v1, ..., vr. Les noeuds sans aucun arc
sortant ou arc entrant sont supprimés.

Dans une contrainte MDD, le MDD modélise l’en-
semble des tuples qui satisfont la contrainte, comme dans
une contrainte définie en extension. Chaque variable du
MDD correspond à une variable de la contrainte. Un arc
associé à une variable du MDD correspond à une valeur de
la variable correspondante de la contrainte.

Par commodité, nous allons noter d le nombre maximum
de valeurs dans le domaine d’une variable et un arc sortant
de x vers y étiqueté par v sera noté (x, v, y). Nous noterons
aussi par ω+(x) l’ensemble des arcs sortants de x.

Un exemple de MDD est donné en Figure 1. Ce MDD
représente les tuples {a,a}, {a,b}, {c,a}, {c,b} et {c,c}.
Pour chaque tuple, il y a un chemin du noeud racine (0)
vers le noeud terminal (tt) dont les arcs sont étiquetés par
les valeurs du tuple.

Dans cet article, nous considérerons que les ω+ sont
des listes triées, cela implique que tous les algorithmes de
création, réduction et d’opération doivent maintenir cette
propriété. Cela permet par exemple d’effectuer rapidement
certaines operations comme l’intersection de deux noeuds.

FIGURE 1 – Un MDD representant l’ensemble de tuples
{{a,a},{a,b},{c,a},{c,b},{c,c}}

3 pReduce

La réduction d’un MDD est une des opérations les plus
importantes. Elle consiste à fusionner les noeuds équiva-
lents, i.e. les noeuds possédant le même ensemble ω+ en
ne considérant que les deux dernières composantes du tri-
plet (x, v, y). Généralement, un algorithme de réduction
fusionne les noeuds jusqu’à arriver à un point fixe. No-
tons que l’opération de réduction ne peut pas augmenter
le nombre d’arcs ni de noeuds.

Cheng and Yap [4] ont proposé un algorithme pour re-
duire un MDD, Pour cela ils parcourent le MDD en effec-
tuant une DFS avec un traitement en post-visite. Ce traite-
ment est la recherche du noeud équivalent au noeud cour-
rant dans un dictionnaire. Pour effectuer ce traitement, les
auteurs utilisent une hash-map, ou un radix tree. dans les
deux cas, la complexité n’est pas linéaire. Soit θ la com-
plexité de la structure de donnée choisie, la complexité est
de O(n ∗ d ∗ θ), avec n le nombre de noeud et d la taille du
domaine.

Nous proposons une méthode de réduction d’un MDD
linéaire en temps et en espace. Plutôt que de chercher, pour
chaque noeud, s’il doit être fusionné ou non, nous allons
chercher la première différence entre les noeuds, c’est à
dire le premier arc différent entre les noeuds. Pour cela,
nous allons traiter les noeuds par paquets, et diviser ces pa-
quets en fonction de leurs arcs sortants. Précisement, nous
effectuons une BFS en bottom-up, prenons tous les noeuds
d’un niveau et les intégrons à un paquet, puis nous divi-
sons iterativement ce paquet en sous-paquet en fonction du
prochain arc sortant des noeuds, les noeuds ayant le même
arc (étiquette, destination) resterons dans le même paquet.
Cela peut être fait en deux étapes, la première divisant les
paquets en fonction de la valeur de l’étiquete de l’arc, la
suivante divisant en fonction du noeud destination. Au mo-
ment de la ieme division d’un paquet, les i premiers arcs
des listes ω+ des noeuds du paquet sont les mêmes. Lors-
qu’un paquet contient un unique noeud, il n’est plus utile
de continuer à traiter ses arcs sortants. Lorsqu’il n’y a plus
d’arc à traiter, cela signifie que la totalité de leurs arcs sont

202



les mêmes, les noeuds du paquet sont donc équivalents et
peuvent être fusionnés. La complexité finale de cet algo-
rithme est de O(n+m+ d) en temps et en espace, avec m
le nombre total d’arc du MDD, sachant que m ≤ n ∗ d.

4 Conclusion

Dans ce resumé, nous avons décrit le fonctionnement
de l’algorithme de réduction d’un MDD, et montré que sa
complexité est linéaire. Dans la version originale, les algo-
rithmes introduits permettent de travailler avec des MDD
très gros, de l’ordre de plusieurs millions de noeuds et de
centaines de millions d’arcs. De plus les algorithmes défi-
nis n’ont plus la taille du domaine comme facteur en com-
plexité par noeud (spatiale ou temporelle), cela nous per-
met donc de travailler sur des instances avec des domaines
très grand (plus de 11 000 valeurs).
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Résumé
Nous présentons les structures de données utilisées

par le solveur Concrete pour représenter l’état d’un pro-
blème au cours de la recherche. L’utilisation de struc-
tures purement fonctionnelles permet de réaliser très fa-
cilement un backtracking non chronologique ou une ré-
solution en parallèle.

Abstract
We present the data structures used by the Concrete

constraint solver to represent the state of a problem du-
ring search. The use of purely functional data structures
enable us to implement non-chronological backtracking
and parallel resolution easily.

Les structures de données persistantes [4] per-
mettent de conserver les anciennes versions d’elles-
mêmes lorsqu’elles sont modifiées. Elles sont forte-
ment apparentées aux structures de données immu-
tables, c’est-à-dire que leur contenu ne peut pas être
modifié. À la place, lors d’une opération de modifica-
tion (l’ajout d’un élément, par exemple), une nouvelle
structure de données est créée, contenant les données
mises à jour. La structure de données persistante la
plus simple est la liste chainée, représentée par une
paire (tête, queue), la tête étant le premier élément
de la liste et la queue la liste des autres éléments, ou
la liste vide ⟨⟩. Prenons l’exemple de la liste chainée
xs = ⟨1, 2, 3⟩ = (1, (2, (3, ⟨⟩))). Ajouter la valeur 0 en
tête de la liste ne nécessite pas de dupliquer d’infor-
mation, mais simplement de créer une nouvelle paire
xs′ = (0, xs). La liste xs elle-même n’est pas modifiée
et peut toujours être accédée. La plupart des struc-
tures de données arborescentes peuvent être facilement
adaptées pour être persistantes.

Ces structures de données ont été grandement déve-
loppées dans les années 1990 conjointement au déve-
loppement des langages fonctionnels [10]. Les langages

fonctionnels modernes comme Haskell, OCaml, Scala
ou Clojure incluent tous une librairie de structures de
données persistantes dont les performances sont com-
parables aux structures traditionnelles.

Les structures persistantes permettent d’implanter
très facilement un backtracking. Par exemple, pour
effectuer une recherche en profondeur d’abord (e.g.,
MAC), on maintient simplement une pile contenant les
différentes versions des structures de données à chaque
niveau de l’arbre de recherche. Un autre avantage des
structures immutables est qu’elles permettent d’implé-
menter très facilement un backtracking non chronolo-
gique, ou encore une parallélisation des algorithmes
de recherche : il n’est plus nécessaire de synchroni-
ser l’accès aux informations si celles-ci ne peuvent pas
être modifiées. Les stratégies de type Embarassingly
Parallel Search [11] ou autres cousines du MapReduce
nécessitent de dupliquer l’état complet du problème
pour chaque sous-problème à évaluer. Une structure
persistante permet de ne mémoriser que les éléments
modifiés de chaque sous-problème.

Le solveur Concrete [13] est entièrement dévelop-
pé en Scala. Dans cet article, nous présentons les
structures de données choisies pour représenter les do-
maines des variables et les états des contraintes. Il
s’agit d’une première ébauche de classification de di-
verses structures de données, et nous espérons que ce
retour d’expérience sera utile aux développeurs de sol-
veurs désireux d’exploiter au mieux les fonctionnalités
apportées par les langages fonctionnels.

1 Représentation du problème

Un problème de satisfaction de contraintes est gé-
néralement représenté par un triplet (X , D, C), avec
X = {X1, . . . , Xn} les variables, D = {D1, . . . , Dn}
les domaines de définition de ces variables et C =

205



{C1, . . . , Ce} les contraintes. Di est le domaine de
la variable Xi. (X , C) forme un hypergraphe dont
les variables sont les sommets et les contraintes les
arêtes. On note vars(C) les variables impliquées par
une contrainte C. Chaque contrainte définit l’ensemble
des instanciations autorisées des variables qu’elle im-
plique. On associe à chaque contrainte un propaga-
teur qui détecte des valeurs qui n’apparaissent dans
aucune instanciation autorisée [5]. Certains propaga-
teurs peuvent détecter que toutes les instanciations des
variables sont autorisées : la contrainte est alors dite
« universelle » ou entailed et peut être désactivée.

Le modèle de résolution général des CSP est une
recherche en profondeur d’abord. À chaque nœud
de l’arbre, on effectue une hypothèse qui réduit le
domaine d’une voire plusieurs variables, puis on ef-
fectue un filtrage en exécutant les propagateurs des
contraintes jusqu’au point fixe. Pour des raisons de
performances, les propagateurs sont généralement in-
crémentaux : en effet, tout au long d’une branche de
l’arbre de recherche, chaque propagateur est appelé
de très nombreuses fois. À chaque appel, les domaines
des variables ont uniquement « diminué », c’est-à-dire
qu’ils ont perdu des valeurs. Il est généralement pos-
sible d’utiliser cette propriété pour améliorer grande-
ment les performances, voire la complexité des algo-
rithmes de propagation [9, 2]. En général, cela néces-
site d’associer un état à chaque contrainte, qui devra
être maintenu au cours de la recherche.

Pour réaliser la recherche en profondeur d’abord, il
faut être capable de backtracker, c’est-à-dire annuler
une hypothèse et ses conséquences quand elle conduit
à une contradiction. Pour ce faire, le solveur Concrete
maintient une pile d’états au cours de la recherche.
Chaque état de problème contient trois ensembles d’in-
formations : • le contenu du domaine de chaque va-
riable, • l’état de chaque contrainte si nécessaire, et
• pour chaque variable, l’ensemble des contraintes ac-
tives qui l’impliquent.

2 Représentation des domaines

Concrete supporte les domaines basés sur les boo-
léens et les entiers relatifs bornés. La plus petite va-
leur d’un domaine D est notée D et la plus grande
D. Les domaines booléens (également utilisés pour re-
présenter les domaines entiers inclus dans {0, 1}) ne
présentent pas de difficulté particulière. Un domaine
booléen ne peut prendre que quatre états : vide, vrai,
faux ou indéterminé. Chacun est représenté par un ob-
jet singleton immutable.

Sur les autres domaines entiers, les deux opérations
les plus importantes sont 1. l’énumération des éléments
à partir d’une valeur arbitraire, et 2. le filtrage selon

un prédicat. Ces deux opérations suffisent à implanter
un algorithme de filtrage général comme AC-3 ou une
de ses variantes. Le contrôle très rapide de la présence
d’une valeur ou la possibilité de retirer une valeur arbi-
traire est également souvent utile pour implanter des
propagateurs spécifiques. Toute structure traditionnel-
lement utilisée pour réaliser un ensemble mathéma-
tique, comme une table de hash, pourrait convenir. Les
solveurs de contraintes utilisent souvent une structure
de données backtrackable par « trailing » [7] ou un
Sparse Set [3] pour implémenter de tels domaines. Ces
structures ne sont que partiellement persistantes : il
n’est pas possible de modifier une ancienne version de
la structure de manière transparente. Elles ne peuvent
pas être utilisées dans le cadre du parallélisme.

Pour réaliser un filtrage aux bornes, la possibilité
d’effectuer une « coupe », i.e., supprimer rapidement
tous les éléments supérieurs ou inférieurs à une va-
leur donnée est également importante. Cette observa-
tion conduit à observer les domaines comme des en-
sembles ordonnés. Les ensembles ordonnés sont tradi-
tionnellement implémentés sous forme d’arbres équi-
librés, mais dans ce cas le test de présence et la sup-
pression d’un élément sont en O(log |D|), et le filtrage
en O(|D| log |D|).

Les opérations d’union et d’intersection entre deux
domaines ou ensembles permettent d’exprimer facile-
ment de nombreuses propriétés de consistance. Par
exemple, on peut considérer la recherche du support
d’une valeur a ∈ dom(X) dans la contrainte C portant
sur (X, Y ) comme une intersection entre les supports
de X pour C et le domaine de Y . Cette observation
nous a conduit par le passé à développer des algo-
rithmes basés sur une représentation par vecteurs de
bits des domaines [8], qui ont été depuis repris par de
nombreux solveurs. Les contraintes min/max ou ele-
ment peuvent également être partiellement exprimées
par des opérations d’union/intersection.

Les domaines sur les nombres entiers dans Concrete
sont polymorphiques. Sous une même interface, ils
peuvent être réalisés soit par un objet représentant
l’ensemble vide, soit par une valeur singleton pour re-
présenter les variables affectées, soit par un intervalle
de nombres entiers, soit par des vecteurs de bits. Ces
derniers sont la représentation la plus générale.

La représentation par intervalles est utilisée si toutes
les valeurs entières comprises entre D et D sont pré-
sentes dans D (on dit que D est convexe). Dans ce cas,
seule la paire (D, D) est stockée en mémoire. L’espace
de stockage est minimal, et les opérations de coupe ain-
si que la suppression du plus petit ou du plus grand élé-
ment peuvent être réalisées en temps constant. En cas
de suppression d’un élément au milieu de l’intervalle,
un vecteur de bits est créé et retourné. Au contraire, si
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après une modification de vecteur de bits on constate
que D −D = |D|−1, alors D est convexe et est repré-
senté par un intervalle.

Un vecteur de bits est un tableau d’entiers naturels
en base 2, représentant chacun b bits (généralement
64). On peut tester en O(1) la présence d’un bit par
des opérations de rotation et masquage bit-à-bit dis-
ponibles à bas niveau dans la plupart des langages de
programmation1. Les bits sont indexés à partir de 0.
Pour représenter un ensemble de valeurs arbitraires
de manière compacte, on associe au vecteur de bits
une fonction bijective associant à chaque index la va-
leur correspondante, et vice-versa. Cette fonction peut
être réalisée par une structure de données ad-hoc, mais
plus simplement, nous associons à chaque domaine un
« offset » tel que pour un domaine D, le bit d’index
i − offset est à vrai ssi i ∈ D. Cela permet de repré-
senter des valeurs négatives, ou optimiser la représen-
tation d’un domaine commençant par une « grande »
valeur. Cette représentation est en O(D − D), ce qui
n’est pas optimal mais le surcout est rarement mesu-
rable en pratique. Pour réaliser les opérations d’union
et intersection entre deux domaines, il faut également
que les associations index/valeur des opérandes cor-
respondent. Les opérations de rotation à gauche ou à
droite permettent d’établir la correspondance des off-
sets de manière efficace. De plus, Concrete conserve le
dernier ajustement d’offset demandé en cache, notam-
ment pour réaliser efficacement la technique décrite
dans [8]. Ensuite, on peut réaliser l’opération d’union
ou d’intersection par paquets de b bits à l’aide des
opérateurs bit-à-bit du langage hôte.

Il est possible que D > offset suite à la suppression
des premiers éléments du domaine, mais si D−offset ≥
b, un décalage est automatiquement réalisé et l’offset
est mis à jour. Si D − offset < b, un seul entier est
nécessaire pour représenter le domaine. Nous utilisons
le polymorphisme pour optimiser ce cas particulier.

Le principal inconvénient de la représentation par
vecteurs de bits est qu’elle n’est pas naturellement per-
sistante ou immutable. Cependant, sa relative compa-
cité en fait un bon candidat pour des stratégies de
recopie [12]. Pour obtenir un comportement véritable-
ment persistant, il faut réaliser une copie du domaine
à chaque fois que celui-ci est modifié. Retirer un seul
élement du domaine nécessite de recopier l’ensemble
du tableau (soit ⌈D−D/b⌉ entiers de b bits à recopier).
Si on retire ainsi chaque élément un par un, on peut to-
taliser O(|D|2) opérations. Lorsque l’on fait appel à la
fonction de filtrage par un prédicat de cout O(f) (cas
le plus courant), il est possible de ne réaliser la copie
qu’une seule fois et ainsi de faire l’ensemble du trai-

1Certains langages comme Java ou Scala intègrent directe-
ment les vecteurs de bits dans leur bibliothèque standard.

0 20

Fig. 1 : Un vecteur immutable de 21 éléments (m = 4)

tement de manière optimale en O(|D| f). Cette fonc-
tionnalité est importante car elle garantit de ne pas
dégrader la complexité des algorithmes de propaga-
tion. L’opération de coupe inférieure jusqu’à la valeur
c ≤ D nécessite de recopier ⌈c−D/b⌉ entiers de b bits, et
vice versa pour la coupe supérieure. Cette complexité
est identique (au facteur b près) aux structures tradi-
tionnelles avec trailing.

3 Représentation de l’état du problème

La question de rendre persistante l’état global du
problème reste entière. Bien sûr, on peut envisager de
recopier l’état du domaine de chaque variable et de
chaque contrainte à chaque nœud de l’arbre de re-
cherche. Si les structures de données des domaines
et des contraintes sont déjà persistantes, cela néces-
site un traitement en O(n + e) à chaque nœud. Le
plus souvent, l’état d’une minorité de variables et de
contraintes sont modifiés après un filtrage. Il est alors
indispensable, pour des problèmes de grande taille, de
ne sauvegarder que ce qui est nécessaire. On peut alors
utiliser une technique de trailing classique pour gérer
le backtrack. Cette technique n’est pas applicable si
plusieurs traitements se font en parallèle.

Une alternative séduisante consiste à utiliser une
structure de données persistante pour stocker l’état
global du problème. Une référence sur une version de
la structure de données est alors suffisante pour sau-
vegarder et restaurer l’état du problème à tout mo-
ment en temps constant, y compris dans le cadre de
traitements en parallèle. Pour le stockage de l’état
des domaines, nous avons besoin d’une structure de
données capable d’associer un domaine à chaque va-
riable, et permettant une lecture et mise à jour ra-
pide dans un cadre persistant. Si les variables sont
indexées de 0 à n − 1, on peut utiliser un simple ta-
bleau de domaines pour réaliser cette association. Ce-
pendant, comme évoqué précédemment, il faut utiliser
une structure moins naïve qu’un tableau pour ne pas
avoir à copier l’ensemble des domaines à chaque nœud,
mais uniquement ceux qui ont été modifiés, tout en
gardant de bonnes performances en lecture. La même
remarque s’applique pour les contraintes et leurs états.

La structure de vecteur immutable introduite par le
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langage de programmation Clojure [6] et inspirée par
les Ideal Hash Tries [1] réalise un bon équilibre entre
les performances de lecture et de modification. Les vec-
teurs immutables sont implantés sous forme d’arbres
m-aires. La figure 1 illustre un vecteur immutable qua-
ternaire. Chaque nœud est un tableau d’au plus m élé-
ments. Les feuilles contiennent les données, les nœuds
intermédiaires forment un chemin depuis la racine jus-
qu’à l’élément recherché. Pour un vecteur de taille n, la
profondeur de l’arbre est de O(logm n). Pour modifier
un élément, on recopie chacun des nœuds conduisant
à cet élément, soit O(m logm n) opérations. Le choix
typique de m = 32 réalise un bon compromis entre
la vitesse de consultation et la vitesse de modification
sur les machines modernes, en prenant notamment en
compte les caches matériels et les optimisations sur les
calculs de modulo. Dans le langage Java, il n’est pas
possible de créer un tableau de plus de 231 éléments.
Cette restriction s’applique sur la plupart des struc-
tures de données du langage et est rarement remise en
cause. Le vecteur immutable représentant un tel ta-
bleau n’aurait qu’une profondeur de 7 avec m = 32.
En pratique, les opérations sur les vecteurs immutables
peuvent être considérées de complexité constante.

4 Performances et conclusion

Une fois les structures de données définies, l’im-
plémentation de n’importe quel algorithme de pro-
pagation et de recherche est relativement simple, à
condition que tous les états des contraintes soient
persistants. Certaines structures partiellement per-
sistantes comme les Sparse Sets, voire non persis-
tantes comme les résidus peuvent également être uti-
lisées sous conditions (synchronisation, backtracking
chronologique…) Cependant, bien que de complexité
constante ou presque, les surcouts que représentent les
recopies de domaine et parcours des vecteurs immu-
tables ne sont pas nécessairement négligeables.

La longueur de cet article ne permet pas de rendre
compte de benchmarks détaillés pour chaque struc-
ture de données. Nous avons comparé les performances
des solveurs CSP4J [14] et Concrete 3. Ces deux sol-
veurs utilisent les mêmes algorithmes de branchement
et de propagation, mais CSP4J était entièrement ba-
sé sur des structures de trailing alors que Concrete 3
se base sur des structures persistantes. L’impact du
cout des vecteurs immutables est pratiquement négli-
geable devant des algorithmes de propagation de com-
plexité au moins quadratique. Cependant, Concrete 3
peut se révéler jusqu’à deux fois plus lent que CSP4J
sur des propagateurs très rapides (contraintes binaires
ou arithmétiques aux bornes). Des benchmarks plus
complets sont en cours de réalisation. L’intérêt de ces

structures de données est clairement dans leur simpli-
cité d’utilisation, et les perspectives pour réaliser fa-
cilement et sans surcout des algorithmes de backtrack
non-chronologiques ou parcourus en parallèle.
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Résumé

Nous considérerons un problème d’ordonnancement
cumulatif dans lequel les tâches ont une durée et un pro-
fil de consommation de ressource variable. Ce profil, qui
peut varier en fonction du temps, est une variable de dé-
cision du problème dont dépend la durée de la tâche as-
sociée. Pour ce problème NP-difficle, nous présentons un
modèle de programmation par contraintes et un modèle
de programmation linéaire en nombres entiers (PLNE).
De plus, des inégalités valides déduites de la program-
mation par contraintes viennent renforcer le PLNE. Ces
modèles sont ensuite comparés par le biais d’expérimen-
tations.

Abstract

We study a cumulative scheduling problem where a
task duration and resource consumption are not fixed.
The consumption profile of the task, which can vary
continuously over time, is a decision variable of the
problem and the task duration depends on this profile.
For the discrete case, the paper presents a mixed in-
teger linear program as well as a constraints program-
ming model. Furthermore, valid inequalities deduced
from constraint programming are also provided. Both
models are then compared through computational expe-
riments.

1 Introduction

Nous étudions un problème d’ordonnancement avec
ressource continue et contraintes énergétiques, le
Continuous Energy-Constrained Scheduling Problem
(CECSP). Dans ce problème, un ensemble de tâches
A = {1, . . . , n} utilisant une ressource continue et cu-
mulative de capacité limitée B doit être ordonnancé.
La quantité de ressource nécessaire à l’exécution d’une
tâche n’est pas fixée mais - le profil de consommation

de cette dernière est une fonction bi(t) définie pour
tout t ∈ R 1 - doit être déterminé. Une fois la tâche
commencée et jusqu’à sa date de fin, la fonction bi(t)
doit être comprise entre une valeur maximale, bmaxi , et
minimale, bmini .

De plus, la consommation, à un instant t, d’une par-
tie de la ressource permet la production d’une certaine
quantité d’énergie et, une tâche finit lorqu’elle a reçu
une énergie Wi. Cette énergie est calculée par le biais
d’une fonction de rendement fi, propre à chaque tâche.
Dans cet article, ces fonctions sont supposées conti-
nues, croissantes, affines et peuvent être exprimées de
la manière suivante :

fi(b) =





0 si b = 0

ai ∗ b+ ci si bmin
i = 0 et b ∈]bmin

i , bmax
i ]

ai ∗ b+ ci si bmin
i 6= 0 et b ∈ [bmin

i , bmax
i ]

avec ai > 0 et ci ≥ −ai ∗ bmini pour s’assurer que
fi(b) ≥ 0, ∀b ∈ [bmini , bmaxi ].

Dans la suite, nous dénotons par si et si la date de
début au plus tôt et au plus tard de i et par ei et ei
la date de fin au plus tôt et au plus tard de i.

Pour trouver une solution pour le CECSP, nous de-
vons déterminer, pour chaque tâche i ∈ A, sa date de
début si, sa date de fin ei et sa fonction d’allocation
de ressource bi(t), ∀t ∈ T = [mini∈A si,maxi∈A ei].
De plus, ces variables doivent satisfaire les contraintes
suivantes :

si ≤ si < ei ≤ ei ∀i ∈ A (1)

b
min
i ≤ bi(t) ≤ bmax

i ∀i ∈ A, ∀t ∈ [si, ei] (2)

bi(t) = 0 ∀i ∈ A, ∀t 6∈ [si, ei] (3)
∫ ei

si

fi(bi(t))dt = Wi ∀i ∈ A (4)

∑

i∈A
bi(t) ≤ B ∀t ∈ T (5)

1. Le domaine de définition de la fonction peut être réduit
mais, pour faciliter les notations, nous supposons qu’elle est dé-
finie pour tout t ∈ R.
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L’objectif auquel nous nous sommes intéressés est
la minimisation de la consommation totale de la res-
source. Dans [4], les auteurs montrent que trouver une
solution admissible pour le CECSP est déjà un pro-
blème NP-complet.

De plus, une instance ayant des données seulement
entières peut n’avoir que des solutions à valeurs dans
R [4]. Cependant, une dilatation de l’instance, i.e.
multiplier les données par un certain coefficient α,
permet de palier à ce problème. De ce fait et dans
le but de résoudre des instances entières, nous nous
sommes intéressés, dans un premier temps, à la ver-
sion discrète du CECSP, le DECSP (Discrete Energy
Constrained Scheduling Problem). Dans ce problème,
toutes les données sont supposées entières et les do-
maines de chaque variable ne contiennent que des va-
leurs entières, i.e. si, ei, bi(t) ∈ N et bi(t) est défini
∀t ∈ TD = {mini∈A si, . . . ,maxi∈A ei}.

Pour ce problème, nous présentons un modèle de
programmation par contraintes (PPC) permettant
l’utilisation des algorithmes de propagation mis en
place pour la contrainte cumulative, notamment [3].
Un modèle de programmation linéaire en nombres en-
tiers (PLNE) est aussi présenté. Ce modèle est ensuite
renforcé à l’aide d’inégalités valides déduites du raison-
nement énergétique [2]. Ces deux modèles sont ensuite
testés sur des instances à données entières, avec et sans
dilatation.

2 Modèle de programmation par
contrainte

Pour modéliser le DECSP à l’aide de la PPC, nous
divisons chaque tâche i en deux sous-tâches imin et
ipreem. La première, imin, est une tâche ayant une
consommation de ressource fixe, égale à bmini , et une
durée variable pi. Cette tâche représente la quantité
de ressource obligatoirement consommée par une ac-
tivité durant son exécution, i.e. bmini . La seconde,
ipreem est une tâche préemptive optionnelle, consom-
mant une quantité variable de ressource comprise entre
0 et bmaxi − bmini et devant s’exécuter en même temps
que imin. Cette tâche est elle-même divisée en sous-
tâches i`preem, ` ∈ {1, . . . , ei − si} = Li. Notons que

|Li| = ei − si ≤ d Wi

fi(bmin
i )
e.

Exemple 1. Considérons la tâche possédant les at-
tributs suivant : si = 0, ei = 6, Wi = 28, bmin = 1,
bmax = 5 et fi(b) = 2b+1. La Figure 1 présente un or-
donnancement de cette tâche (à droite) et l’ordonnan-
cement correspondant donné par le modèle (à gauche)
avec bi2preem = 0.

Le problème du DECSP peut alors être formulé à
l’aide des variables :

imin

i 1p
r
e
e
m

i 3p
r
e
e
m

i 4p
r
e
e
m

0

1

2

3

4

i
0

1

2

3

4

Figure 1 – Exemple de solution du modèle PPC.

— imin = {simin
, eimin

, bimin
, pimin

}, ∀i ∈ A
— i`preem = {s

i`preem
, e

i`preem
, b

i`preem
, p

i`preem
}, ∀i ∈ A, ` ∈

Li.
et des contraintes :

1. ∀(i, l) ∈ A× Li : e
i`preem

= s
i
`+1
preem

2. ∀i ∈ A : simin
= si1preem

et e
i
|Li|
preem

= eimin

3. ∀t ∈ T :∑
i∈A

t∈[simin
,eimin

[

bimin
+

∑
(i,l)∈A×Li

t∈[s
i`preem

,e
i`preem

[

b
i`preem

≤ B

4. ∀i ∈ A :
∑

l∈Li

(
fi(bi`preem

)(e
i`preem

− s
i`preem

)

)
+

fi(bimin
)(eimin

− simin
) ≥ Wi

La première contrainte permet d’ordonner les sous-
tâches de ipreem. Ceci dans le but de faciliter la modé-
lisation des autres contraintes. La seconde contrainte
modélise le fait que ipreem commence et finit en même
temps que imin. La troisième contrainte assure que la
capacité de la ressource n’est pas excédée en sommant,
à un instant t, les consommations minimales des tâches
en cours ainsi que les consommations des sous-tâches
préemptives en cours. Enfin, la quatrième contrainte
permet de s’assurer que chaque tâche reçoit au moins
l’énergie requise Wi.

Un des avantages de cette formulation est qu’elle
permet l’utilisation des algorithmes de propagation
mis en places pour la contrainte cumulative tels que
le time-table classique [1], disjonctif [3] ou associé au
edge-finding [5], le raisonnement disjonctif [1], ou en-
core le raisonnement énergétique [2]. Cependant, cer-
tains de ces raisonnements peuvent être adaptés pour
prendre en compte l’ensemble du problème. C’est le
cas, par exemple, du raisonnement énergétique détaillé
ci-dessous.

2.1 Raisonnement énergétique

Ce paragraphe présente un algorithme de propaga-
tion pour le DECSP basé sur le raisonnement énergé-
tique défini pour le CECSP [4]. L’adaptation de ce rai-
sonnement au cas discret est quasi-directe. Cependant,
nous rappelons les bases de celui-ci car nous l’utilise-
rons dans la suite pour déduire des inégalités valides
pour le PLNE.

Le principe du raisonnement énergétique est de com-
parer la quantité de ressource disponible dans un inter-
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valle avec la quantité minimale de ressource consom-
mée par toutes les tâches dans cet intervalle.

Les configurations pour lesquelles la quantité de res-
source requise par une tâche i dans l’intervalle [t1, t2[
est minimale correspondent toujours à une configura-
tion où la tâche reçoit le maximum d’énergie possible,
i.e. est ordonnancée à bmaxi , en dehors de [t1, t2[, tout
en respectant les contraintes (1)–(5). Ceci correspond
donc à une des configurations suivantes :

— la tâche est calée à gauche : ordonnancée à bmaxi

durant [si, t1[ ;
— la tâche est calée à droite : ordonnancée à bmaxi

durant [t2, ei[ ;
— la tâche est centrée : ordonnancée à bmaxi du-

rant [si, t1[∪[t2, ei[ ou ordonnancée à bmini durant
[t1, t2[.

En effet, dans le dernier cas, il peut arriver qu’ordon-
nancer la tâche à bmaxi dans [si, t1[∪[t2, ei[ implique
que la quantité d’énergie restant à apporter à la tâche
dans [t1, t2[ ne soit pas suffisante pour ordonnancer la
tâche à bmini durant [t1, t2[. Or, ceci impliquerait une
violation de la contrainte (2). Dans ce cas, la tâche
est donc ordonnancée à bmini durant l’intervalle [t1, t2[.
Alors la quantité de ressource requise par la tâche i
dans [t1, t2[ est la quantité minimale requise par ces
configurations.

Les intervalles [t1, t2[ sur lesquels appliquer ce test
pour le CECSP sont décrits dans [4]. Pour le DECSP,
nous devons considérer les projections de ces inter-
valles sur les entiers, i.e. [a, b[→ [bac, dbe[. Les ajuste-
ments pour le CECSP s’adaptent aussi naturellement
au DECSP à l’aide de cette même projection.

3 Modèle de programmation linéaire en
nombres entiers

3.1 Modèle

La formulation proposée dans cet article est une for-
mulation indexée par le temps. Elle est adaptée de la
formulation décrite dans [4]. Dans ces formulations,
l’horizon de temps est divisé en intervalles de taille 1
et est défini par : TD. Pour chaque activité i ∈ A et
pour chaque instant t ∈ TD, nous définissons deux va-
riables binaires xit et yit pour modéliser le début et la
fin des activités. La variable xit (resp. yit) prendra la
valeur 1 si et seulement si l’activité i commence (finit)
à l’instant t. Pour modéliser la consommation de res-
source et l’apport en énergie, nous introduisons deux
variables, bit et wit qui représentent respectivement la
quantité de ressource consommée par l’activité i dans
la période de temps t et l’énergie reçue par cette même
activité durant cette période.

Par manque de place, ce modèle n’est pas entière-

ment décrit ici mais nous décrivons les contraintes per-
mettant de lier les variables bit et wit, i.e. permettant
de calculer l’énergie apportée à i dans la période t, wit ,
en fonction de la consommation de ressource bit. Nous
donnons aussi le nombre de variables et de contraintes
du modèle.

Les contraintes liant bit et wit, ∀t ∈ TD, ∀i ∈ A
sont les suivantes :

wit = aibit + ci




t∑

τ=si

xiτ −
t∑

τ=si+1

yiτ


 (6)

Cette contrainte nous permet de modéliser la
fonction de rendement fi, ∀i ∈ A. En effet,(∑t

τ=si
xiτ −

∑t
τ=si+1 yiτ

)
est égale à 1 si et seule-

ment si l’activité i est en cours à l’instant t. Dans
ce cas là, la valeur de l’énergie apportée à i est bien
wit = aibit + ci. Le second cas se produit quand l’ac-
tivité i n’est pas en cours à t. Dans ce cas, bit = 0
implique wit = 0.

Le modèle possède donc 2n|TD| variables binaires,
2n|TD| variables continues et au plus 3n+|TD|∗(6n+1)
contraintes.

4 Inégalités valides basées sur le raison-
nement énergétique

Ce paragraphe décrit des inégalités valides déduites
du raisonnement énergétique pour le PLNE. Soit R
l’ensemble des intervalles d’intérêt pour le raisonne-
ment énergétique.

(xisi
+ yiei − 1) b(i, t1, t2) +

∑

j 6=i

b(j, t1, t2) ≤

B(t2 − t1) ∀i ∈ A, ∀[t1, t2] ∈ R (7)

(xisi
+

t2∑

t=t1

yit − 1) b(i, t1, t2) +
∑

j 6=i

b(j, t1, t2) ≤

B(t2 − t1) ∀i ∈ A, ∀[t1, t2] ∈ R (8)

(

t2∑

t=t1

xit + yiei − 1) b(i, t1, t2) +
∑

j 6=i

b(j, t1, t2) ≤

B(t2 − t1) ∀i ∈ A, ∀[t1, t2] ∈ R (9)

(1−
∑

t<t1

xit −
∑

t>t2

yit) b(i, t1, t2) +
∑

j 6=i

b(j, t1, t2) ≤

B(t2 − t1) ∀i ∈ A, ∀[t1, t2] ∈ R (10)

(
∑

t≤t1

xit +
∑

t≥t2

yit − 1) b(i, t1, t2) ≤ B(t2 − t1)

∀i ∈ A, ∀[t1, t2] ∈ R (11)

L’inégalité (7) correspond au cas où la tâche est cen-
trée et est ordonnancée à bmaxi durant [si, t1]∪ [t2, ei].
En effet, cette inégalité n’est active que dans le cas où
(xisi + yiei − 1) = 1 ⇒

[
xisi = 1 ∧ yiei = 1

]
. Or, ceci

implique que la tâche commence à si et finit ei. Donc,
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la ressource disponible dans [t1, t2[ doit être suffisante
pour donner la quantité de ressource minimale requise
par i dans [t1, t2[ dans cette configuration. Dans tous
les autres cas, l’inégalité devient

∑
j 6=i b(j, t1, t2) ≤

B(t2− t1) ou
∑
j 6=i b(j, t1, t2)−b(i, t1, t2) ≤ B(t2− t1).

Les inégalités (8), (9), (10), (11) correspondent res-
pectivement au cas où i est calée à gauche, i est calée
à droite, i est complètement incluse dans [t1, t2], i est
exécutée à bmini durant l’intervalle [t1, t2] et sont dé-
duites de la même façon que (7). Ces inégalités seront
ajoutées au modèle indexé par le temps décrit à la
section 3 pour renforcer ce dernier.

5 Résultats Expérimentaux

Nous avons testé les différentes méthodes de résolu-
tion proposées dans cet article sur les instances de [4].
Les expérimentations ont été conduites sous le système
d’exploitation Ubuntu 64-bit 12.04 et les résultats sont
calculés au moyen d’un processeur 4-core, 8 thread
Core (TM) i7-4770 CPU et de 8GB de mémoire RAM.

Le modèle de PLNE est résolu à l’aide de IBM
Cplex 12.6 avec 2 threads et une limite de temps
de 100 secondes. Les inégalités déduites du raisonne-
ment énergétique sont calculées avant la résolution du
PLNE et ajoutées statiquement au modèle. Ceci aug-
mente la taille du modèle de 5|R|n contraintes (avec
|R| ∈ O(n2)).

Le tableau 1 décrit les résultats du PLNE.
L’ajout des inégalités du raisonnement énergétique

permet de résoudre les instances à 25 tâches de ma-
nières plus efficace. Cependant, elles ralentissent le mo-
dèle pour les instances à 20 ou 30 tâches mais la perte
de rapidité dans ce cas là est beaucoup moins élevée
que le gain fait sur les instances à 25. Une poursuite
de recherche intéressante serait d’essayer d’ajouter ces
contraintes pendant la résolution du PLNE en tant que
coupes.

Le modèle de PPC est résolu avec IBM CP Optimi-
zer 12.6. Le tableau 2 décrit les résultats du modèle de
PPC. Le modèle de PPC est testé sans ajout du rai-
sonnement énergétique présentés dans cet article mais
le modèle utilise les propagateurs du solveur. Des ré-
sultats expérimentaux plus détaillées seront proposés
lors de la conférence.

Les résultats montrent l’intérêt des inégalités va-
lides ajoutées au PLNE. Le modèle de PPC ne per-
met pas de prouver l’optimalité des solutions trouvées
mais a des résultats similaires au PLNE. En effet, dans
presque tous les cas, le modèle de PPC trouve une so-
lution aussi bonne que le PLNE, sans toutefois prouver
son optimalité.

Les méthodes présentées ont aussi été testées sur des
instances dilatées dans le but de garantir l’existence de

1re sol. fin algo.
#tâches temps(s) écart temps %opt.

DEF 20 5.37 7.85 75.4 0.25
ER 20 8.4 10.6 78.9 0.22

DEF 25 4.6 4.4 83.8 0.17
ER 25 0.06 3.86 60.1 0.4

DEF 30 0.99 7.18 75.19 0.25
ER 30 5.66 7.53 75.8 0.25

Table 1 – Résultats du PLNE avec et sans inégalités
valides : ER et DEF resp. (TL 1000s)

1re sol. fin algo.
#tasks time deviation time lim. %solved

20 0.19 34.1 100 95
25 0.3 47.9 100 91
30 0.42 43.1 100 95

Table 2 – Résultats du modèle PPC

solutions entières. La dilatation est effectuée de la ma-
nière suivante. Soit α le plus petit commun multiple
à tous les bmini et bmaxi . Alors, la dilatation consiste à
multiplier ei, ei, si, si et Wi par α. Ces expérimenta-
tions n’ont pas donné de résultats dû à la grande taille
de ces modèles. Les modèles continus pourraient donc
rester la seule alternative pour obtenir des solutions
optimales dans le cas où la solution est réelle.

Parmi les poursuites de recherche possibles, on
trouve l’amélioration des modèles avec la réduction du
nombre de variable et/ou de contraintes et la mise en
place d’algorithmes de propagation dédiés.
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Résumé

Il est de plus en plus important pour les industries
de prévoir une stratégie de réponse aux fluctuations du
prix de l’électricité. Cela s’applique aux sites industriels
producteurs de papier hygiéniques. Nous proposons un
modèle en PPC pour réorganiser le planning de produc-
tion d’un tel site de telle manière à ce que les dépenses
liées au coût de l’électricité soient minimisées. Dans
ce modèle, les différentes commandes et contraintes de
stock peuvent être encodées à l’aide de p Contraintes
Globales de Cardinalité (CGC) ; une pour chaque com-
mande/contrainte de stock. Cependant, cette décom-
position propose un filtrage réduit par rapport à celui
d’une seule Contrainte Globale de Cardinalité Imbriquée
(CGCI)[2]. La complexité temporelle du propagateur de
la cohérence d’arc généralisée qu’ils proposent est trop
élevée pour s’appliquer dans le cas de grandes instances
comme celles des sites industriels susmentionnés. Nous
proposons une nouvelle procédure de filtrage en For-
ward Checking (FWC) pour la CGCI. Nous montrons
ensuite les résultats obtenus en appliquant cette procé-
dure à notre problème. Ce document est un résumé de
l’article ”Forward-Checking Filtering for Nested Cardina-
lity Constraints : Application to an Energy Cost-Aware
Production Planning Problem for Tissue Manufacturing”
publié à la conférence CPAIOR2016 [1].

1 Réorganisation du planning de produc-
tion dans l’industrie du papier

Les énergies renouvelables sont de plus en plus pré-
sentes dans la production d’électricité des pays de

l’union européenne. En conséquence, la volatilité des
prix sur le marché européen de l’énergie est de plus
en plus importante. Certains sites industriels ont part
non négligeable de leurs coûts liée à leur consomma-
tion en électricité. Certains sites industriels ont une
production offrant de la flexibilité : il est possible de
moduler leur consommation énergétique. C’est le cas
des sites dont le planning de production peut être réor-
ganisé et est flexible ; c’est-à-dire que les processus qui
peuvent être déplacés dans le temps ont une consom-
mation énergétique qui diffère d’un processus à l’autre.

Nous considérons le cas d’un site industriel produc-
teur de papier hygiénique. La machine papier produi-
sant des rouleaux de papier a une consommation éner-
gétique qui diffère en fonction du type de papier pro-
duit. Lorsqu’un type de papier est produit, il doit être
produit pour une période d’une durée minimale pour
éviter de calibrer la machine trop souvent. De plus,
le passage d’un certain type de papier à un autre se
voit attribuer un certain coût puisque le papier produit
passera par une phase transitoire pendant laquelle le
papier aura une qualité moindre. Le carnet de com-
mande impose qu’un nombre minimal de rouleaux de
papier soit produit avant une certaine date. De ma-
nière similaire, les contraintes de stockage imposent un
nombre maximal de rouleaux de chaque type produit.
Nous proposons un modèle en PPC pour ce problème
dans lequel les variables représentent les périodes de
production et les valeurs associées représentent le type
de papier produit à cette période.
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2 Nouvelle procédure de propagation
FWC pour la CGCI

Le modèle PPC mentionné ci-dessus peut uti-
liser plusieurs Contraintes Globales de Cardinalité
(CGC) pour modéliser le carnet de commandes et les
contraintes de stock. La CGC permet de limiter le
nombre d’occurrences d’une valeur déterminée dans
un ensemble de variables. Il faudra une CGC pour
chaque période de temps à laquelle apparâıt une com-
mande ou une contrainte de stock. Le filtrage obtenu
par une telle décomposition sera cependant inférieur à
celui d’un unique propagateur de Contrainte Globale
de Cardinalité Imbriquée (CGCI) [2]. Cependant, ce
propagateur a une complexité temporelle importante
et ne passe pas à l’échelle pour de grandes instances
telles que celles liées au problème de la production de
papier. Nous proposons donc une procédure de propa-
gation plus légère en Forward Checking (FWC). Cette
procédure de propagation en FWC proposée peut-être
séparée en deux étapes. La première étape est le cal-
cul de bornes plus étroites renforçant le filtrage. La
seconde étape définit un propagateur unifié qui a une
complexité amortie réduite en comparaison à une dé-
composition en plusieurs propagateurs CGC-FWC.

Le calcul de bornes renforcées pour le filtrage se fait
en trois étapes :

1. Déduction intra-bornes

2. Déduction inter-bornes

3. Réduction à l’ensemble minimal de bornes

La déduction intra-bornes s’applique pour toutes les
variables en ne considérant que les bornes appliquées
à une même valeur. Cette déduction s’effectue pour
toutes les valeurs, par la succession d’un balayage en
avant et en arrière. La déduction inter-bornes consi-
dère toutes les bornes présentes pour une variable dé-
terminée. Cette déduction s’applique pour toutes les
variables dans la portée de la contrainte. Enfin, après
ces deux étapes, il suffit de garder les bornes déduites
qui apportent de l’information et d’oublier les autres.

À l’aide des bornes renforcées pré-calculées, il est
possible d’obtenir un filtrage plus important en impo-
sant une CGC par variable pour laquelle une borne est
présente. Cependant, cela résultera en une complexité
temporelle amortie en O(p) (où p est le nombre de va-
riables pour lesquelles une borne est présente) pour
la propagation le long d’une branche. Nous propo-
sons donc un propagateur unifié avec une complexité
temporelle réduite en O(log(p)). Ce propagateur dé-
compose l’ensemble des variables dans la protée de la
contrainte en préfixes (p préfixes au total). Ces préfixes
tirent avantage d’une structure d’ensembles disjoints
et d’un compteur par valeur sur chaque préfixe pour

permettre de réduire le temps d’accès et de modifica-
tion apporté à un ensemble de variables. Ce nouveau
propagateur a une complexité temporelle enO(log(p)).

3 Résultats

Nous avons testé notre modèle de la machine
papier en utilisant différents propagateurs pour les
contraintes de commande et de stockage. Les résul-
tats montrent que le pré-calcul de bornes renforcées
permet un filtrage beaucoup plus important. En ef-
fet, un décomposition en multiples CGC-FWC avec
les bornes renforcées divise le nombre de backtracks
au minimum par deux pour plus de 70% des ins-
tances en comparaison avec une décomposition en mul-
tiple CGC-FWC sur les bornes originales. De plus,
les propagateurs utilisant ces bornes renforcées per-
mettent de résoudre les instances plus rapidement. Par
contre, sur ces instances en particulier, notre propa-
gateur unifié ne peut pas être clairement distingué
comme plus rapide qu’une décomposition CGC-FWC
avec bornes renforcées. Néanmoins, sur d’autre ins-
tances plus contraintes, nous pouvons voir un clair gain
de temps pour le propagateur unifié.

Enfin, en couplant notre modèle PPC à une ap-
proche de Recherche à Large Voisinage (LNS), nous
sommes capables de réduire fortement les coûts des
plannings de production ; et ce tant au niveau des
coûts énergétiques que des coûts associés aux chan-
gements de type de papier.
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Résumé

Cet article résume le travail réalisé sur la contrainte
disjonctive avec temps de transition [1]. Utilisée dans le
cadre de problèmes d’ordonnancement, elle impose que
des activités s’exécutant sur une même ressource ne se
chevauchent pas, mais aussi qu’une durée minimale de
transition soit présente entre elles. Le travail en question
propose un propagateur qui étend les algorithmes de fil-
trage pour la contrainte disjonctive sans temps de tran-
sitions [5]. Les résultats montrent que plusieurs ordres
de grandeurs peuvent être gagnés pour une partie non-
négligeable d’instances, sans impliquer de surcoût im-
portant pour les autres instances.

1 Introduction

Cet article étend les algorithmes de propagation
(Vérification de Surcharge, Détection de Précédences,
Non-Premier/Non-Dernier, Découverte d’Arc)) pour
la contrainte disjonctive classique [5] en incluant de
la propagation considérant les temps de transitions
séquence-dépendant. Ils sont utilisés afin de resserrer
les bornes d’activités non-préemptives dans des pro-
blèmes d’ordonnancement. Ces algorithmes sont tous
basés sur le calcul efficace du plus tôt temps d’achè-
vement (ptta) d’un ensemble d’activité, en utilisant
les structures d’arbre-Θ et d’arbre-Θ-Λ. La contrainte
est générique et peut être utilisée pour tout type de
problème. L’efficacité de l’approche proposée est dé-
montrée sur des instances du problème d’Ateliers à
Cheminement Multiples avec temps de transitions.

2 Contexte

Dans la programmation par contraintes, un pro-
blème d’ordonnancement est modélisé en associant
trois variables à chaque activité Ai : debut i, fini, et

dureei représentant respectivement le temps de début,
de fin et de traitement de Ai. Ces variables sont reliées
entre elles par la relation suivante :

debut i + dureei = fini

Dans le contexte qui nous intéresse, un temps de tran-
sition tt i,j est une durée minimum qui doit se pro-
duire entre deux activités Ai et Aj si Ai précède Aj .
Nous supposons que les temps de transition respectent
l’inégalité triangulaire. La contrainte disjonctive avec
temps de transition impose la relation suivante :

∀i, j : (fini+tt i,j ≤ debutj)∨(finj+ttj,i ≤ debut i) (1)

3 Extensions pour l’Intégration des
Temps de transition

Pour la contrainte disjonctive classique, Vilim a
construit plusieurs algorithmes de propagation qui re-
posent tous sur un calcul efficace du ptta d’un en-
semble d’activités Ω (écrit pttaΩ) à l’aide de structures
de données appelées arbre-Θ et arbre-Θ-Λ [5]. Notre
contribution est un calcul plus resserré de la borne infé-
rieure pttaΩ en tenant compte des temps de transition
entre les activités au sein de ces structures.

Un des objectifs de notre travail était de conser-
ver la complexité originale des algorithmes de Vilim,
O(n.log(n)). Sans rentrer dans les détails, nous nous
basons uniquement sur la cardinalité de Θ ⊆ Ω, et
pré-calculons une borne inférieure des temps de tran-
sition au sein de cet ensemble, que nous écrivons tt(k),
k étant ici la cardinalité d’un Θ donné. Ce pré-calcul
est basé sur des relaxations du problème du plus court
chemin sous contraintes, ce dernier étant NP-Difficile.
Nous utilisons la meilleure borne obtenue à partir
d’une forêt de poids minimum, d’un programme dyna-
mique, d’un flux de coût minimum et d’une relaxation
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lagrangienne. Les noeuds de l’arbre-Θ (et de l’arbre-
Θ-Λ) sont alors étendus à l’aide d’une simple informa-
tion : la cardinalité de l’ensemble d’activités représenté
par ce noeud. Les mises à jour de pttaΩ ainsi que les
algorithmes de filtrage sont adaptés en fonction.

4 Évaluation

Pour évaluer notre contrainte, nous avons utilisé le
solveur OscaR[2] et des processeurs AMD Opteron (2,7
GHz). L’évaluation porte sur les 960 instances 1 intro-
duites dans [1]. Pour chaque instance considérée, nous
avons utilisé les 3 filtrages suivants pour la contrainte
disjonctive avec temps de transition :

1. Les contraintes binaires 2 (φb) données dans

l’Équation 1.

2. Les contraintes binaires de l’Équation 1 avec la
contrainte disjonctive de [5] (φb+u).

3. La contrainte introduite dans cet article (φuTT ).

Afin de présenter des résultats justes ne mesurant
que les avantages dus à notre contrainte, nous avons
suivi la méthodologie introduite dans [4, 3]. En bref,
cette évaluation propose de pré-calculer un arbre de
recherche en utilisant le filtrage qui élague le moins,
pour ensuite le rejouer en utilisant les différents fil-
trages étudiés. La génération se base ici sur la stratégie
de recherche Set Times et son temps est limité à 600
secondes. Nous avons construit des profils de perfor-
mance comme décrit dans [4, 3]. Fondamentalement,
ce sont des fonctions de distribution cumulative d’une
métrique de performance τ .

Les Figures 1a et 1b fournissent respectivement les
profils pour le temps et le nombre de retours arrières
pour toutes les instances. On peut voir que φb+u n’ap-
porte quasiment aucun avantage, d’un point de vue du
temps et du nombre de retours arrières. Par contre,
dans ∼ 20% des cas, φuTT est environ 10 fois plus ra-
pide que φb, et nous résolvons ∼ 35% des instances
plus rapidement. En outre, il offre plus d’élagage dans
∼ 75% des cas. Plus de détails et d’interprétations sont
disponibles dans [1].

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé d’étendre les
algorithmes de propagation de la contrainte disjonc-
tive classique afin qu’ils considèrent les temps de tran-
sition. Nous avons étendu les structures d’arbre-Θ et
d’arbre-Θ-Λ en y intégrant une borne inférieure quant

1. Disponibles via l’URL : http://becool.info.ucl.ac.be/
resources/benchmarks-unary-resource-transition-times.

2. Pour des raisons d’efficacité, des propagateurs dédiés ont
été mis en oeuvre au lieu d’imposer des contraintes réifiées.
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Figure 1 – Profils de performance pour les 960 ins-
tances.

aux temps de transition requis par un nombre donné
d’activités. Ceci permet de renforcer le calcul du plus
tôt temps d’achèvement d’un ensemble d’activités, ren-
forçant ainsi les inférences réalisées par les algorithmes
de filtrages. Nous avons démontré que l’élagage sup-
plémentaire obtenu par notre contrainte peut réduire
considérablement le nombre des noeuds (et le temps
nécessaire pour résoudre le problème) sur une large
portions des instances considérées.
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cophones de Programmation par Contraintes, 2015.

[4] Sascha Van Cauwelaert, Michele Lombardi, and
Pierre Schaus. Understanding the potential of pro-
pagators. In Proceedings of the Twelfth Interna-
tional Conference on Integration of Artificial In-
telligence and Operations Research techniques in
Constraint Programming, 2015.
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Résumé

Les solveurs de type séparation et évaluation pour
Max-SAT utilisent la propagation unitaire et la règle de
la max-résolution lors du calcul de la borne inférieure
pour détecter et transformer les sous-ensembles incon-
sistants (SI). Nous montrons que les transformations par
max-résolution affectent la capacité de la propagation
unitaire à détecter des SI. Nous introduisons la notion
d’UP-résilience qui permet de caractériser les transfor-
mations n’affectant pas le fonctionnement de la propa-
gation unitaire et plus généralement de quantifier cet
impact. Nous discutons des propriétés liés à ces trans-
formations et présentons des résultats expérimentaux qui
valident la pertinence de notre analyse. Ce travail a été
publié à la conférence IJCAI 2015 [2].

1 Introduction

La propagation unitaire (unit propagation, UP) est
une règle d’inférence sémantique qui consiste à sa-
tisfaire itérativement les littéraux apparaissant dans
des clauses unitaires jusqu’à ce qu’un conflit soit dé-
tecté (i.e. une clause vide) ou qu’il n’y ait plus aucune
clause unitaire. Lorsqu’une clause vide est détectée,
l’ensemble des clauses qui ont menées, par propaga-
tion unitaire, à falsifier ses littéraux forment un sous-
ensemble inconsistant de la formule.

Cette méthode est utilisée par les solveurs de type
séparation et évaluation lors du calcul de la borne infé-
rieure pour détecter les sous-ensembles inconsistants.
De la capacité de la propagation unitaire à détecter
les sous-ensembles inconsistants dépend la précision
de l’estimation de la borne inférieure, et donc la ca-
pacité des solveurs à faire des coupes dans l’arbre de
recherche.

Une fois détectés, les sous-ensembles inconsistants
doivent être transformés pour s’assurer qu’ils ne soient

comptés qu’une fois. Une des méthodes de transfor-
mation existantes est basée sur la règle de la max-
résolution, qui consiste à remplacer les clauses des
sous-ensembles inconsistants par une clause résolvante
et un ensemble de clauses de compensation.

2 UP-résilience

Après la transformation d’un sous-ensemble incon-
sistant par max-résolution, les informations utilisables
par la propagation unitaire dans la formule originale
peuvent être divisées (ou“fragmentées”) dans plusieurs
clauses de compensation. Elles ne sont donc pas di-
rectement utilisables par la propagation unitaire et
une ou plusieurs étapes de max-résolution sont né-
cessaires pour les rendre exploitables. Quand de telles
transformations sont conservées, cela peut affecter la
capacité de la propagation unitaire à détecter des
sous-ensembles inconsistants dans les autres nœuds de
l’arbre de recherche. Par conséquent, l’estimation de la
borne inférieure peut être moins précise et les solveurs
peuvent être conduits à explorer davantage de nœuds.

Nous avons donc introduit la notion d’UP-résilience
des transformations qui caractérise les transformations
qui n’affectent pas l’efficacité de la propagation uni-
taire.

Dans un graphe d’implications Quand le phéno-
mène de fragmentation se produit, les clauses de com-
pensation qui auraient pu propager un littéral l appa-
raissant dans un graphe d’implications G contiennent
d’autres littéraux qui ne sont pas des voisins de l dans
G. Par conséquent, pour détecter si une transforma-
tion n’est pas affectée par ce phénomène de fragmen-
tation il est possible de vérifier si les littéraux de G
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peuvent être propagés lorsque seuls leurs voisins dans
G sont satisfaits. Si c’est le cas, nous dirons que la
transformation est UP-résiliente dans G.

Généralisation Cette première définition de l’UP-
résilience dépend du voisinage des littéraux dans le
graphe d’implications. Cependant, un même sous-
ensemble inconsistant peut être détecté par plusieurs
séquences de propagations pouvant être décrites par
plusieurs graphes d’implications distincts. Nous avons
donc généralisé la précédente définition, en considé-
rant tout les graphes d’implications pouvant mener à
la détection d’un sous-ensemble inconsistant. Nous di-
rons qu’une transformation est UP-résiliente ssi pour
tout voisinage v de tout littéral l apparaissant dans le
sous-ensemble inconsistant, l peut être propagé dans
la formule transformée lorsque v est satisfait par l’in-
terprétation courante.

Nous avons également introduit la notion de pour-
centage d’UP-résilience d’une transformation, mesuré
comme le pourcentage de couples (voisinage, littéral)
respectant la définition précédente.

Propriétés Une des propriétés les plus intéressantes
des transformations UP-résilientes est la capacité de
“récupérer” les propagations qui ne sont plus néces-
saires aux sous-ensembles inconsistants transformés.
Nous avons ainsi montré que si une transformation est
UP-résiliente pour un ensemble de littéraux, on a les
mêmes propriétés pour l’ensemble des littéraux que
pour chacun d’entre eux individuellement.

Nous avons également montré que les transforma-
tions apprises par les schémas d’apprentissage utilisés
par les solveurs de type séparation et évaluation de
l’état de l’art était UP-résiliente. Cela contribue à ex-
pliquer d’un point de vue théorique leur efficacité, qui
n’avait été démontrée qu’empiriquement jusqu’alors.

3 Étude expérimentale

Nous avons implémenté dans ahmaxsat [1] une pro-
cédure simple permettant de calculer le pourcentage
d’UP-résilience des transformations. Nous avons éva-
lué certains composants du solveur au regard de l’UP-
résilience avant de chercher à valider la pertinence de
la notion d’UP-résilience elle-même. Les résultats ob-
tenus (non détaillés ici), montrent que :

— l’ordre d’application des étapes de max-
résolution a un impact important sur l’UP-
résilience des transformations et donc sur les per-
formances des solveurs ;

— les schémas d’apprentissage utilisés actuellement
ne permettent pas de détecter toutes les trans-

formations UP-résiliente et donc que les schémas
d’apprentissage peuvent être améliorés ;

— l’UP-résilience permet de quantifier de manière
précise l’impact des transformations sur l’effica-
cité de la propagation unitaire.

4 Conclusions

Nous avons introduit la notion d’UP-résilience des
transformations, qui permet de quantifier l’impact de
la max-résolution sur le mécanisme de la propaga-
tion unitaire. Nous avons montré que, selon le critère
de l’UP-résilience, les motifs utilisés dans les schémas
d’apprentissage des solveurs de type séparation et éva-
luation existant n’affectent pas l’efficacité de la propa-
gation unitaire. Ceci contribue à expliquer d’un point
de vue théorique l’efficacité des ces schémas d’appren-
tissage qui avait été démontré uniquement de manière
empirique jusqu’alors. Les résultats de l’étude expéri-
mentale que nous avons menée montrent la pertinence
de la notion d’UP-résilience. Ils mettent également en
évidence les forces et les lacunes de certains des com-
posants liés à l’application de la max-résolution et à
l’apprentissage.

Ces résultats ouvrent de nouvelles perspectives.
Parmi elles, il serait intéressant de développer de nou-
veaux ordres d’application de la max-résolution vi-
sant à accrôıtre le pourcentage d’UP-résilience des
transformations. Les schémas d’apprentissage exis-
tants peuvent également être améliorés, soit en éta-
blissant une caractérisation des transformations UP-
résilientes qui puisse être vérifiée efficacement ou en
complétant les ensembles de motifs existants. Main-
tenant que les effets des transformations par max-
résolution sont mieux compris, on peut envisager d’ap-
pliquer l’apprentissage non seulement vers le bas de
l’arbre de recherche, comme c’est actuellement le cas,
mais également vers le haut. Les bénéfices escomp-
tés seraient de réduire encore davantage la redondance
dans le calcul de la borne inférieure et de permettre
d’exploiter certaines propriétés structurelles des ins-
tances.
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Résumé
Ce papier est un résumé de l’article publié à

CPAIOR’16 : « A Stochastic Continuous Optimization
Backend for MiniZinc with Applications to Geometrical
Placement Problems » [3].

MiniZinc est un langage de modélisation par
contraintes indépendant du solveur qui est de plus en
plus utilisé dans la communauté de la programmation
par contraintes. Il peut être utilisé pour comparer diffé-
rents solveurs, qui peuvent reposer sur la programma-
tion par contraintes, la satisfiabilité booléenne (SAT), la
programmation linéaire mixte en nombres entiers (Mixed
Integer Linear Programming, MILP), et plus récemment
la recherche locale (Local Search). Dans ce papier, nous
présentons un solveur d’optimisation continue stochas-
tique pour les modèles MiniZinc sur les nombres réels.
Plus précisément, nous décrivons la traduction de mo-
dèles FlatZinc vers des fonctions-objectifs sur les réels,
et leur utilisation dans le solveur CMA-ES, la stratégie
évolutionnaire adaptative par matrice de covariance (Co-
variance Matrix Adaptation Evolution Strategy). Nous
illustrons cette approche en modélisant déclarativement
et en résolvant des problèmes difficiles de placements
géométriques, motivés par des applications en logistique
impliquant des formes mixtes carrées et courbes et des
formes complexes définies par des courbes de Bézier.

1 Introduction

MiniZinc [5] est un langage de modélisation par
contraintes de « moyen niveau » qui est en train de
devenir un standard dans la communauté de program-
mation par contraintes. Ce langage est de suffisam-
ment haut niveau pour exprimer aisément la plupart
des problèmes de contraintes, mais de suffisamment
bas niveau pour être traduit facilement et de façon

cohérente dans les formats d’entrée attendus par les
solveurs existants. Cette traduction de MiniZinc vers
les formats d’entrée spécifiques aux solveurs passe par
un applatissement qui prend en entrée une instance
MiniZinc et qui produit une instance FlatZinc. Flat-
Zinc est un langage d’entrée de bas niveau conçu pour
être facile à traduire vers chaque solveur.
Jusqu’à présent, il existe des supports FlatZinc

pour la programmation linéaire mixte en nombres
entiers (Mixed Integer Linear Programming, MILP,
comme CPLEX), les solveurs de programmation par
constraintes en domaine fini (Choco 1, Gecode 2, SICS-
tus prolog, ...), les solveurs SAT (MinisatID, ...) et ré-
cemment la recherche locale (iZplus 3, Oscar-cbls [1]).
Dans ce papier, nous étudions un solveur d’un autre

genre basé sur l’optimisation stochastique continue
pour résoudre des instances FlatZinc sur les nombres
réels, à savoir la stratégie évolutionnaire adaptative par
matrice de covariance (CMA-ES, Covariance Matrix
Adaptation Evolution Strategy) [2]. Le choix de CMA-
ES parmi les autres algorithmes évolutionnaires ou
d’optimisation d’essaims de particules est motivé par
l’absence de paramétrage pour cet algorithme et par
ses performances sur les problèmes difficiles.
Nous illustrons notre back-end CMA-ES pour Flat-

Zinc en l’appliquant à la résolution de problèmes de
placements géométriques difficiles qui, à notre connais-
sance, vont au-delà de l’état de l’art de la modélisation
déclarative et de la résolution avec contraintes.

1. https://github.com/chocoteam/choco-parsers
2. http://www.gecode.org/flatzinc.html
3. http://www.minizinc.org/challenge2014/

descriptionizplus.txt
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2 Travaux liés

La plupart des back-ends, des implémentations de
solveurs pour FlatZinc, sont ainsi dédiées aux do-
maines discrets. Dans [1], Björdal et al. ont présenté un
back-end de recherche locale basé sur des contraintes
pour MiniZinc.
Nous montrions déjà dans [4] que les contraintes

de non-chevauchement entre formes géométriques
peuvent être associés à une mesure de chevauchement
entre les objets qui peut être directement utilisée dans
une fonction de coût de CMA-ES. Dans [6], Salas et
Chabert ont montré que les mesures qui étaient défi-
nies de façon ad hoc dans [4] pouvaient être calculées
par des méthodes d’intervalle dans IBEX 4 avec un al-
gorithme numérique qui mesure automatiquement la
distance de pénétration.

3 Résultats

L’extrait de code ci-dessous définit un prédicat Mi-
niZinc pour la contrainte de non-chevauchement entre
deux cercles ((x1, y1), r1) et ((x2, y2), r2) décrits par les
coordonnées de leur centre et leur rayon, en calculant
la distance euclidienne des centres.
predicate non_overlap_circles (

var float : x1 , var float : y1 , var float : r1 ,
var float : x2 , var float : y2 , var float : r2) =
pow(x1 -x2 , 2) + pow(y1 -y2 , 2) > pow(r1+r2 , 2);

On obtient une mesure de coût associée en calculant
un degré de violation pour cette contrainte. Pour une
telle inégalité, il s’agit de l’excédent de la différence
entre le membre droit et le membre gauche : max((r1+
r2)2 − (x1 + x2)2 − (y1 + y2)2, 0)). Le back-end génère
une fonction C calculant et agrégeant ces coûts.
En appelant cette fonction dans la boucle d’optimi-

sation de CMA-ES, on peut obtenir des placements
comme celui à gauche de la figure 1, avec 18 cercles de
rayon i−1/2 pour 1 ≤ i ≤ 18.

Figure 1 – Placement de 18 cercles de rayon i−1/2

(gauche) et de 10 rosaces de Bézier (droite).

4. http://www.ibex-lib.org

Le placement à droite de la figure 1 a été obtenu
pour 10 rosaces dont les contours sont décrits par des
courbes de Bézier : dans l’article, nous décrivons une
mesure de chevauchement approchée pour les courbes
de Bézier dérivée du calcul des intersections.

4 Conclusion

Nous avons donné des définitions générales en Mini-
Zinc pour les distances de pénétration, ou des mesures
de chevauchement plus simples, entre les polygones,
les cercles, et des formes complexes définies par des
courbes de Bézier, motivés par des applications dans
l’industrie cosmétique et automobile. Les résultats ob-
tenus montrent la performance de MiniZinc-CMAES
à la fois en termes de déclarativité de la modélisation
et de résolution efficace (quoique suboptimale) de pro-
blèmes de placements géométriques très difficiles avec
des formes complexes et des rotations continues.
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Résumé

La présence de circuit dans un graphe pondéré est
une contrainte essentielle de beaucoup de problèmes, no-
tamment pour les problèmes de tournées de véhicules.
La contrainte WeightedCircuit, permettant de mainte-
nir un circuit hamiltonien dans de tels graphes, est
donc une contrainte clef dans ce type de problèmes.
Notre étude Alternative Filtering for the Weighted Cir-
cuit Constraint : Comparing Lower Bounds for the TSP
and Solving TSPTW présentée à AAAI-16 propose des
algorithmes de filtrage pour la contrainte WeightedCir-
cuit basés sur des relaxations du Problème du Voyageur
de Commerce. Nous proposons aussi une étude théo-
rique des bornes inférieures fournies par les relaxations
employées.

1 Introduction

La contrainte WeightedCircuit permet de main-
tenir un circuit hamiltonien dans un graphe pondéré
représentant souvent la distance sur chaque arc du
graphe. Dans cette étude [3], nous proposons différents
algorithmes de filtrage pour la contrainte Weighted-
Circuit. Cette dernière est utilisée dans un modèle
de Programmation par Contraintes pour le Problème
(PPC) du voyageur de commerce avec fenêtres de
temps (TSPTW).

On considère un graphe orienté complet G(N,E)
dans lequel E est l’ensemble des arcs et N =
{0, . . . , n+1} est l’ensemble des noeuds. di,j (resp. ti,j)
représente la distance (resp. le temps) entre les noeuds
i et j. La modélisation en PPC du TSPTW est ba-
sée sur trois variables. Les variables nexti ∈ N repré-

∗Papier doctorant : Sylvain Ducomman1 2 est auteur princi-
pal.

sentent le successeur direct du noeud i dans la tournée.
Les deux autres variables utilisées sont des variables de
cumul de quantités, la première pour la distance cu-
mulée dist et la seconde pour le temps de trajet par-
couru start (dist0 = 0 et start0 = 0). Nous améliorons
ce modèle en explicitant les relations de précédences
entre les noeuds du graphe grâce entre autres aux in-
formations des fenêtres de temps. Ainsi, des variables
redondantes sont ajoutées au modèle : des variables
booléennes b, indiquant si un noeud i doit se trouver
avant un noeud j, et des variables pos, représentant la
position d’un noeud dans la tournée. Les contraintes
redondantes permettent de lier les variables addition-
nelles aux variables existantes. Ci-dessous un modèle
simplifié de [3] :

Minimize z

z =

n∑

i=0

(di,nexti)

WeightedCircuit(next0, . . . , nextn+1, z)

distnexti = disti + di,nexti ∀i ∈ N\{n + 1}
startnexti ≥ starti + ti,nexti ∀i ∈ N\{n + 1}
bij + bji = 1

posi =
∑

j∈N
bji ∀i ∈ N

AllDifferent(pos0, . . . , posn+1)

(bij = 1)⇒ nextj 6= i ∀(i, j) ∈ E

posj > posi + 1⇒ nexti 6= j ∀(i, j) ∈ E

posj > posi ⇔ bij = 1 ∀(i, j) ∈ E

(bij = 1)⇒ startj ≥ starti + tij ∀(i, j) ∈ E

starti + tij > startj ⇒ nexti 6= j ∀(i, j) ∈ E
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2 WeightedCircuit

L’existence d’un circuit hamiltonien dans un graphe
est un problème NP-complet. Pour effectuer le filtrage
de cette contrainte nous utilisons des algorithmes de
filtrage basés sur les coûts. Ces derniers s’appuient sur
des relaxations connues du Problème du Voyageurs de
Commerce. Ainsi, trois relaxations sont présentées. La
première est basée sur le problème d’arbre couvrant de
poids minimum, présentée par [5] et dont l’algorithme
de filtrage est utilisé dans [1]. La seconde relaxation re-
pose une affectation de poids minimum. Nous étendons
l’algorithme de filtrage utilisé dans [4] en calculant les
coûts réduits exacts du problème, présentés dans [6].
Enfin, la dernière relaxation présentée s’appuie sur un
plus court chemin de n arcs [2]. Cette dernière a l’avan-
tage de pouvoir prendre en compte les positions des
noeuds dans le programme dynamique utilisé. Ainsi,
l’algorithme de filtrage permet de filtrer sur les va-
riables next d’un noeud dans le graphe mais aussi sur
les variables pos. Cette relaxation se révèle efficace
lorsque des contraintes auxiliaires viennent s’ajouter
au problème, comme les contraintes de fenêtres de
temps par exemple. Les relaxations basées sur l’arbre
couvrant de poids minimum et celles sur le plus court
chemin de n arcs peuvent être améliorées par relaxa-
tion lagrangienne, ce qui permet d’une part de fournir
de meilleures bornes inférieures et d’autre part d’ef-
fectuer le filtrage à différentes étapes du processus
de sous-gradient. Chaque algorithme de filtrage pour
une relaxation dédiée est idempotent. Cependant dans
leurs versions lagrangiennes, l’idempotence n’est plus
vérifiée.

3 Bornes inférieures

Une partie de ces travaux est consacrée à l’étude des
bornes inférieures fournies par les différentes relaxa-
tions utilisées. Ainsi, nous avons prouvé théoriquement
que les relaxations utilisées ne sont pas comparables.
C’est-à-dire qu’aucune d’entre elle est dominante. Ce
résultat est montré pour le cas général des relaxations
mais aussi pour les versions lagrangiennes. Il peut donc
être intéressant de combiner les algorithmes de filtrage.

4 Résultats

Les résultats principaux de l’étude comparent les
différents algorithmes de filtrage pour différents bench-
marks du TSP et du TSPTW. Les résultats sur les
benchmarks du TSP montrent que l’algorithme de fil-
trage performant reste celui de la littérature utilisant
les arbres couvrants de poids minimum. En revanche,
pour les benchmarks du TSPTW, les nouveaux algo-

rithmes de filtrages profitent davantage des informa-
tions des positions liées aux fenêtres de temps. En ef-
fet, nous montrons que dans la plupart des cas, l’algo-
rithme de filtrage utilisant le problème de plus court
chemin donne de meilleures bornes inférieures ainsi
qu’un meilleur filtrage des variables next et pos au
noeud racine. De plus, cet algorithme est aussi per-
formant pour la résolution des différents benchmarks
pour le TSPTW. Les nouvelles bornes proposées tirent
donc un meilleur parti de l’information supplémentaire
disponible sur les positions.

5 Conclusion

L’étude [3] propose trois filtrages différents pour
la contrainte WeightedCircuit. Cette dernière est
utilisée dans un modèle de Programmation par
Contraintes pour résoudre le problème du voyageur
de commerce avec fenêtres de temps. Les résultats
obtenus montrent que pour ce type de problèmes, le
meilleur algorithme de filtrage utilise une relaxation
permettant de raisonner sur les positions des noeuds.
Dans de futurs travaux, il sera intéressant d’évaluer si
les relaxations peuvent se combiner avantageusement
en pratique.

Références

[1] Pascal Benchimol, Willem-Jan Van Hoeve, Jean-
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Résumé

La contrainte Cumulative est une des contraintes
centrale de la programmation par contrainte. Nous mon-
trons deux algorithmes pour la règle de filtrage Time-
Table : un théorique en O(n), et un pratique conçu pour
passer à l’échelle en utilisant de l’incrémentalité.

1 Introduction

La contrainte Cumulative est essentielle dans le
cadre PPC, et se retrouve dans les applications d’or-
donnancement et de placement. La règle de filtrage
la plus basique est le Time-Tabling. Les algorithmes
de Time-Tabling ont été revus et améliorés plusieurs
fois ces dernières années. La meilleure complexité théo-
rique connue est O(n log n), par Ouellet et Quimper.

1.1 Définition de la contrainte Cumulative

La contrainte Cumulative modélise une ressource
de capacité C ∈ N qui contient un ensemble de tâches
Ω. Une tâche est un objet défini par plusieurs variables
entières : un début s ∈ Z (start), une fin e ∈ Z (end),
une durée d ∈ N (duration) et une hauteur h ∈ N
(height). Nous supposerons que la durée et la hauteur
des tâches sont fixées, seuls le début et la fin sont des
variables de décision ; de plus le début et la fin sont
reliés par la durée et doivent vérifier s + d = e, de
sorte qu’il n’y a vraiment qu’une variable de décision
par tâche.

La contrainte Cumulative maintient la relation

∀t ∈ Z :
∑

i∈Ω : si≤t<ei

ci ≤ C

Autrement dit, au temps t, la somme des hauteurs des
tâches traitées à t ne peut dépasser la capacité.

1.2 Time-Tabling

Le Time-Tabling confronte le profil obligatoire à
chaque tâche pour filtrer les bornes de celles-ci. Le
profil obligatoire d’un ensemble de tâches Ω est l’ag-
grégation de leurs parties obligatoires :

TTΩ = t ∈ Z −→
∑

i∈Ω | si≤t<ei

ci

La règle qui filtre les bornes gauches des tâches s’assure
que le support gauche est compatible avec le profil :

(t < ei) ∧ (ci + TTΩ\i(t) > C) ⇒ t < si

La règle de filtrage à droite est symétrique.

2 État de l’art

Différents algorithmes ont été créés pour effectuer
le Time-Tabling. Aucun n’est idempotent, et chacun
peut donc demander plusieurs itérations. Par exemple,
le filtrage d’une borne inférieure peut créer ou agran-
dir une partie obligatoire, ce qui peut demander à un
algorithme d’être redémarré pour prendre en compte
la nouvelle partie obligatoire. Une autre cause de non-
idempotence est l’effet de ping-pong entre le filtrage
des supports gauche et celui des supports de droite.

L’algorithme de balayage de [1] filtre les bornes des
tâches et construit le profil courant en même temps.
Il a longtemps été le standard. L’algorithme de [5] est
un balayage synchronisé, qui filtre et construit le profil
courant en prenant en compte le filtrage de la passe
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courante. Il demande moins d’itérations, une éven-
tuelle nouvelle partie obligatoire ne le forçant pas à
redémarrer, et a été conçu pour passer à l’échelle. Mal-
heureusement cet algorithme n’est pas trivial à implé-
menter. L’algorithme basé sur des arbres d’intervalles
interdits de [6] demande plus d’itérations que le ba-
layage, mais arrive à une complexité de O(n log n).

3 Filtrage Time-Tabling en temps linéaire

Nous exposons un nouvel algorithme en O(n), qui se
repose sur un algorithme de requête de minimum sur
un intervalle (range minimum query, RMQ). Après un
prétraitement linéaire, le RMQ de [2] est capable de ré-
pondre à des requêtes d’élément minimum du tableau
dans un intervalle d’indices en O(1).

Pour obtenir un Time-Tabling linéaire, il suffit de
commencer par écrire les hauteurs du profil obliga-
toire dans un tableau. Ensuite, on peut localiser l’in-
dice de début et l’indice de fin de tous les supports en
temps linéaire, par exemple en triant les débuts et fin
de supports avec les temps de changement du profil
obligatoire dans un même tableau.

On se sert alors du RMQ dans sa version maximum
pour déterminer en O(1) par tâche la hauteur maxi-
mum du profil entre le début et la fin d’un support, ce
qui permet de savoir si un support violerait la capacité,
et de filtrer les valeurs fautives le cas échéant.

Cette approche est d’un intérêt foncièrement plus
théorique que pratique, à cause du surcoût en nombre
d’itérations et des constantes impliquées dans le RMQ.

4 Filtrage Time-Tabling échelonnable

Nous présentons ensuite un algorithme pratique, qui
se comporte mieux que sa complexité théorique en
O(n2).

Dans l’article [3], nous présentons une alternative
simple basée sur le filtrage de [1]. L’algorithme com-
mence par construire le profil obligatoire, en vérifiant
que celui-ci ne viole pas la capacité. Construire le pro-
fil demande de trier les tâches qui ont une partie obli-
gatoire : ceci est fait en gardant les résidus ([4]) des
derniers tris, ce qui donne un coût en pratique linéaire.
Ensuite, il localise les tâches sur ce profil en utilisant
les résidus de localisation de la dernière passe, puis en
se tournant vers une recherche binaire en O(log n) par
défaut. Une fois la tâche localisée, on cherche à valider
le support courant où à filtrer les valeurs de la même
manière que [1], mais avec seulement cette tâche, ce
qui simplifie les structures de données à utiliser pen-
dant le balayage. L’algorithme utilise le même profil
pour filtrer les bornes gauche et droite. Finalement, il
écarte incrémentalement une partie des tâches qui ne
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Figure 1 – Comparaison d’algorithmes de Time-
Tabling : sur des instances de taille 100 à 12800, temps
de descente sur une branche en utilisant une heuris-
tique min-min.

peuvent pas participer au filtrage, ce qui réduit en gé-
néral considérablement le travail à effectuer dans les
phases précédentes.

Cet algorithme est testé avec les Time-Tablings im-
plémentés concrètement dans d’autres solveurs PPC et
notre implémentation de [5] 1. Les résultats montrent
que notre algorithme échelonnable surpasse les autres
sur des grandes instances de problèmes d’ordonnance-
ment, parfois de manière significative.
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Résumé

Les heuristiques de recherche adaptatives sont deve-
nues un outil essentiel en programmation par contrainte.
Nous présentons une variante de Last Conflict qui prend
la main sur l’heuristique de recherche plutôt que de la
réparer, en minimisant récursivement les ensembles de
variables en conflit. Cet article est un résumé de [1].

1 Introduction

Le backtracking est un algorithme central pour la
résolution de problèmes combinatoires. Malheureuse-
ment il a tendance à visiter fréquemment les mêmes
sous-arbres sans solutions, un phénomène connu sous
le nom de thrashing. Les restarts, les heuristiques
adaptatives et les algorithmes à cohérence forte sont
des armes classiques de la PPC (Programmation Par
Contraintes) développées pour lutter contre le thra-
shing.

1.1 Etat de l’art

Parmi les heuristiques de recherche, min dom, qui
sélectionne les variables par ordre croissant de taille
de domaine, a longtemps été considérée comme celle
étant l’heuristique de backtracking la plus robuste.
Récemment, des heuristiques adaptatives ont été in-
troduites. Les deux premières heuristiques adaptatives
génériques qui ont été introduites sont impact et wdeg.
La première repose sur l’effet des décisions sur les do-
maines des variables, la deuxième associe un comp-
teur à chaque contrainte (et indirectement à chaque
variable) indiquant le nombre de fois où la contrainte
a fait échouer la recherche. Des heuristiques à base
de comptage et d’activité sont deux autres méthodes

adaptatives récentes pour guider le processus de re-
cherche.

2 Conflict ordering search

2.1 Last conflict

Le mécanisme de dernier conflit (LC, last conflict)
peut être appliqué comme processus de réparation
d’une heuristique de recherche à base d’ordre sur les
variables. Plus précisément, la forme généralisée LC(k)
[4] enregistre les k variables impliquées dans les der-
nières décisions qui ont provoqué un échec dans l’arbre
de recherche après propagation, et les assigne en prio-
rité. L’heuristique sous-jacente reprend la main une
fois les k variables assignées.

2.2 Ordonner par dernier conflit

Nous introduisons un schéma générique pour guider
les recherches arborescentes, la recherche par ordre de
conflits (COS, Conflict Ordering Search). Celle-ci or-
donne simplement les variables par ordre de dernier
conflit, et choisit donc la variable non assignée qui a
engendré un conflit le plus récemment. Si toutes les
variables qui ont eu un conflit sont déjà assignées, la
main est donnée à l’heuristique sous-jacente.

COS n’agit donc pas seulement comme un méca-
nisme de réparation de cette heuristique, mais finit
par prendre complètement la main dessus, dès lors que
toutes les variables ont provoqué un conflit.

2.3 Ensembles minimaux de variables en conflit

En PPC, lorsqu’un problème est infaisable, certains
ensembles de variables ne peuvent pas être assignés
sans que la propagation ne détecte un conflit. Un tel

225



ensemble de variables est dit en conflit ; cette notion
est dépendante du filtrage.

Sur un problème infaisable, COS tente de dégager
un sous-ensemble minimal (pour l’inclusion) de va-
riables en conflit. En effet, une variable qui n’est pas en
conflit finira par ne plus être sélectionnée par l’heuris-
tique, puisqu’elle sera trop loin dans l’ordre de conflit.

Ce comportement est récursif : COS fait remonter
un ensemble minimal de variables en conflit à la racine
des sous-arbres infaisables, ce qui est utile aussi sur des
problèmes faisables.

2.4 Combinaison avec les redémarrages

Les restarts se combinent bien avec COS : le fait que
le dernier sous-ensemble en conflit minimal soit dans
l’état interne gardé par COS lui permet de guider la
recherche autour de ce conflit, ce qui tend à lui faire at-
taquer la partie difficile des problèmes proactivement.

3 Résultats

3.1 Recherche en arbre pure

Nous avons testé COS sur des instances à 120 tâches
du RCPSP de la PSPLIB [2]. Nous avons utilisé
de simples précédences binaires et un Time-Tabling
pour les contraintes de ressource. COS est comparée
aux heuristiques min/min, SetTimes et LC(k) pour
le meilleur k trouvé expérimentalement. Une variante
de COS qui mémorise les valeurs des décisions, COS-
Phase, a également été testée.

Intéressons-nous à la figure 1. Après une minute,
il apparait clairement que COS et COSPhase do-
minent, mais la tendance (pente des courbes) est en-
core plus intéressante : min/min permet peu d’amélio-
ration entre une seconde et une minute, alors que COS
résoud environ 20 instances entre ces tops d’horloge.

3.2 Recherche avec redémarrages

Nous avons aussi testé COS dans un cadre de res-
tarts/nogood [3], en forçant la recherche à redémar-
rer selon un nombre d’échecs croissant exponentielle-
ment après avoir enregistré les nogoods dérivés de la
recherche.

minrnd /min est le pendant randomisé de
min /min : elle choisit une variable parmi celles
qui atteignent le minimum des non assignées. Les
variantes “rst-” de COS et COSPhase, remettent
l’état interne à zéro après chaque redémarrage. Elles
permettent de voir l’effet du guidage proactif par
les ensembles de conflit en haut de l’arbre. Les tests
montrent un net avantage à garder l’état interne entre
les redémarrages, comme indiqué par la figure 2.

COSPhase

1 min0

235

155

0

1 sec10 ms

COS

LC(k)

SetTimes

min/min

228

185
175

Figure 1 – Nombre d’instances résolues à l’optimal
sous limite de temps. L’échelle des abscisses est loga-
rithmique.

COSPhase237

172

0

COS

minrnd/min

211
206

rst-COSPhase
rst-COS

1 min0

0

1 sec10 ms

Figure 2 – Nombre d’instances résolues à l’optimal
sous limite de temps. L’échelle des abscisses est loga-
rithmique.
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Résumé

Cet article présente diverses améliorations d’une
méthode combinatoire complète proposée par Jaulin,
Walter et Didrit [2] pour trouver, dans le contexte de
l’estimation de paramètres, toutes les instances d’un
modèle paramétré compatibles avec au moins q obser-
vations dans les limites d’une tolérance donnée. Cette
méthode a été appliquée à la détection de formes (cer-
cles en 2D, plans en 3D). Cet article est un résumé de
l’article publié dans les actes d’ICTAI 2015 [3].

1 Introduction

L’estimation de paramètres est un problème dif-
ficile qui apparâıt souvent dans les sciences de
l’ingénieur. Cela consiste à déterminer les n
paramètres numériques d’un modèle à partir de m
observations. L’étalonnage et la géolocalisation en
sont des exemples. Un modèle paramétré est défini
par une équation implicite f(x,p) = 0, p étant le
vecteur de paramètres que l’on cherche à déterminer.
Dans cet article, nous cherchons toutes les instances
de modèle paramétré compatibles, dans les limites
d’une tolérance donnée τ , avec au moins q observa-
tions parmi les m (plus exactement, une instance par
ensemble maximal d’observations compatibles de car-
dinal supérieur ou égal à q). Nous appliquons cette
méthode à la détection de formes géométriques comme
des cercles en 2D et des plans en 3D, dans un nuage
de points.

2 Etat de l’art

La principale méthode utilisée en vision par or-
dinateur et traitement d’image pour l’estimation
de paramètres en présence d’observations aberrantes

(outliers) est RANSAC (RANdom SAmple Consen-
sus), méthode stochastique, procédant par tirages
aléatoires successifs dans les observations pour déter-
miner les paramètres du modèle (n observations pour
n paramètres), en cherchant à maximiser le nombre
d’observations compatibles. Une version présentée
dans [4] est adaptée à la détection de plusieurs objets,
mais sans garantie de trouver toutes les solutions. Une
première version d’un algorithme déterministe complet
effectuant une recherche arborescente dans l’espace des
paramètres a été proposée dans [2]. Le problème peut
être formulé comme la recherche de solutions d’un CSP
numérique, comprenant n variables réelles p1, . . . , pn
ayant chacune pour domaine un intervalle et liées par
la contrainte globale indiquant qu’au moins q observa-
tions sont compatibles, l’ensemble C représentant les
observations oi compatibles.

C(p1, . . . , pn) = {oi|abs(f(oi, p1, . . . , pn)) ≤ τ} (1)

|C((p1, . . . , pn)| ≥ q (2)

Chaque nœud de l’arbre de recherche correspond
à une partie de l’espace exploré, c.-à-d. une bôıte
[p1] · · · [pn]. On utilise un opérateur de contraction (fil-
trage) basé sur la q-intersection des observations pour
réduire les intervalles sur chacune des dimensions de
la bôıte courante. Dans l’espace des paramètres, pour
chaque observation, l’ensemble des points compatibles
dans la bôıte courante est tout d’abord approximé par
une bôıte. La q-intersection de ces bôıtes est la bôıte
enveloppe de l’union de toutes les intersections de q
de ces bôıtes. Trouver la q-intersection exacte est
un problème DP-complet [1], aussi nous avons utilisé
l’algorithme non optimal classique de projection sur
les différentes dimensions. Cet algorithme, de com-
plexité totale en O(nm log(m)), permet de détecter
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des intervalles ne pouvant pas être compatibles avec q
observations et donc de réduire l’intervalle de la bôıte
courante dans cette dimension. Nous sommes partis
de la méthode de [2] implantée dans Ibex et l’avons
améliorée sur les points suivants.

3 Améliorations de la méthode

Nous avons apporté à l’algorithme complet de
recherche de solutions des améliorations génériques
(indépendantes de l’application de détection de plans
ou de cercles) et des améliorations spécifiques pour ces
applications.

3.1 Améliorations génériques

Validation des solutions. Dans l’arbre de recherche,
nous maintenons l’ensemble des observations possibles
sur la bôıte courante et des observations valides en
un point de cette bôıte (sous ensemble des possibles).
Une condition d’arrêt de l’algorithme dans la branche
courante est atteinte quand ces ensembles sont les
mêmes.

L’ensemble des observations possibles est mis à jour
directement par l’algorithme de q-intersection.

q-intersection supplémentaire. L’algorithme de
contraction par q-intersection procède par projections
des observations sur les différentes dimensions de la
bôıte courante. Nous réalisons une projection sur
une direction supplémentaire dans laquelle nous es-
pérons obtenir des petits intervalles et aboutir à une q-
intersection vide. Pour cela, nous linéarisons les équa-
tions de chaque observation en les relaxant et proje-
tons les parallélogrammes obtenus sur la direction cor-
respondant à la moyenne de leurs normales (Figure 1).

3.2 Améliorations spécifiques

Contraintes dédiées. Au lieu d’utiliser l’algorithme
général de contraction effectuant des calculs sur la
représentation des fonctions mathématiques en Ibex,
nous avons réécrit ces calculs pour les contraintes sim-
ples (linéaires ou quadratiques) utilisées dans notre
modélisation.

Heuristique de bissection. On bissecte en pre-
mier les domaines des variables de direction pour les
plans et de coordonnées du centre pour les cercles, et
on termine par la distance à l’origine pour les plans et
le rayon pour les cercles.

Modélisation linéaire. Pour la détection de plans,
nous proposons une modélisation linéaire des con-
traintes liant les paramètres, ce qui permet des calculs
plus efficaces.

Figure 1: Projection des parallélogrammes Ai, relax-
ations linéaires des zones de compatibilité Si, sur la
direction de la moyenne de leurs normales.

4 Validation expérimentale

Nous avons testé notre algorithme sur des problèmes
de détection de plans sur des exemples artificiels et
sur une scène réelle ainsi que sur la détection de cercle
en 2D pour trouver une bouée dans une image sous-
marine. Les expérimentations ont montré que cha-
cune des améliorations apportait un gain en temps
de calcul significatif. Sur chaque instance, 2 à 3 or-
dres de grandeur ont été gagnés en tout par rapport à
l’algorithme originel.
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Résumé

Ce papier résume les contributions présentées
dans [5]. Nous montrons d’abord que les approches exis-
tantes de la littérature pour les contraintes de stabilité
bi-latérale n’assurent pas l’arc consistance, mais plutôt la
D-consistance de bornes (BC(D)). Nous proposons en-
suite un algorithme pour la D-consistance de bornes avec
une complexité temporelle linéaire. Nous proposons éga-
lement une adaptation du filtrage pour maintenir l’arc
consistance. En plus, nous introduisons le premier al-
gorithme polynomial pour résoudre le problème d’affec-
tation de résidents aux hôpitaux en présence de paires
interdites et forcées. Finalement, nous montrons que la
complexité temporelle pour résoudre le dernier problème
pour le cas de mariage stable peut être réduite à O(n2).

1 Introduction & notations

Dans les problèmes de stabilité bi-latérale, on
cherche à trouver un couplage entre deux ensembles
d’agents tout en respectant un critère de stabilité. Ex-
primer ce genre de problèmes en PPC est extrêmement
bénéfique pour résoudre différentes variantes.

Dans le problème d’affectation de résidents aux hô-
pitaux (appelé admission à l’université dans [2]), le
but est d’associer des résidents r1, . . . , rnR

à un en-
semble d’hôpitaux h1, . . . , hnH

. Chaque hôpital hj a
une capacité cj définissant le nombre maximum de ré-
sidents affectés. Chaque résident ri est associé a une
liste d’entiers Ri pour classer un sous ensemble d’hô-
pitaux par ordre strict de préférence. D’une façon si-
milaire, chaque hôpital hj est associé à une liste de
préférence Hj pour classer les résidents.

Soit E = {(i, j) | i ∈ [1, nR]∧j ∈ [1, nH ]∧i ∈ Hj∧j ∈
Ri} l’ensemble des paires acceptables. Un couplage M
est un sous ensemble de E tel que |{j | (i, j) ∈M}| ≤ 1

∗Travail soutenu par Science Foundation Ireland (SFI), réfé-
rence SFI/12/RC/2289.

∀i ∈ [1, nR] et |{i | (i, j) ∈M}| ≤ cj , ∀j ∈ [1, nH ]. Une
paire (i∗, j∗) ∈ E \M bloque M ssi :

1. |{j | (i∗, j) ∈ M}| = 0, ou ∃k ∈ [1, nH ] tel que
(i∗, k) ∈M et ri∗ préfère hj∗ à hk.

2. |{i | (i, j∗) ∈ M}| < cj∗ , ou ∃l ∈ [1, nR] tel que
(l, j∗) ∈M et hj∗ préfère ri∗ à rl.

Un couplageM est stable si et seulement s’il n’existe
aucune paire qui bloqueM. Le problème d’affectation
de résidents aux hôpitaux (HR) consiste à trouver un
couplage stable. Le mariage stable est un cas particu-
lier de ce problème tel que cj = 1 pour tout j ∈ [1, nH ].
Le problème HR peut être résolu avec une complexité
temporelle de O(L) grâce à Gale et Shapley [2].

On dit qu’une contrainte est borne-D-consistante
(BC(D)) si pour chaque variable xi qu’elle met en jeu,
la borne inférieure (resp. supérieure) de xi appartient
à une affectation valide pour cette contrainte. Il est
important de noter que cette propriété est plus forte
que la consistance de bornes classique.

2 Résumé des contributions

Nous résumons les contributions présentées dans [5].

2.1 Caractérisation du niveau de filtrage

Notons d’abord que toutes les propositions de la
littérature (par exemple [3, 4]) sont équivalentes en
terme de filtrage. Soit Γ le premier modèle PPC intro-
duit dans [4]. Dans Γ, chaque résident ri est associé
à une variable xi dont le domaine représente le rang
de chaque hôpital dont l’index appartient à Ri. Nous
avons remarqué que ce modèle n’est pas complet en
terme de propagation (voir l’exemple 1 dans [5]).

Nous avons introduit la contrainte globale
2-SidedStability(X ,A,B, C) de la façon suivante :
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— X est l’ensemble des variables x1, . . . , xnR
définies

de la même façon que dans Γ

— A = {R1, . . . ,RnR
}

— B = {H1, . . . ,HnH
}

— C = {c1, . . . , cnH
}

— 2-SidedStability est satisfiable ssi le couplage
correspondant est stable.

Nous avons montré que si Γ est AC alors la D-
consistance de bornes est maintenue. Les lemmes sui-
vants sont utilisés pour montrer ce résultat.

Lemme 2.1 Si Γ est AC alors assigner chaque va-
riable à sa valeur minimale constitue une solution.

Lemme 2.2 Si Γ est AC alors assigner chaque va-
riable à sa valeur maximale constitue une solution.

2.2 Un propagateur BC(D) avec une complexité
linéaire

Dans cette partie nous avons introduit un
nouveau propagateur BC(D) pour la contrainte
2-SidedStability avec une complexité temporelle in-
férieure à la meilleur borne supérieure connue. Notre
propagateur est basé sur le théorème suivant.

Théorème 2.1 2-SidedStability(X ,A,B, C) est
BC(D) ssi assigner chaque variable à son maximum
(respectivement minimum) constitue une solution.

Nous avons montré que la propriété du Théo-
rème 2.1 peut être maintenue en O(L) tout au long
d’une branche de l’arbre de recherche, ce qui améliore
la meilleure complexité connue [4] par un facteur de
c = max{cj | j ∈ [1, nH ]}.

2.3 L’arc consistance

Nous avons présenté une méthode naive pour l’arc
consistance. D’abord la consistance BC(D) est main-
tenue. Ensuite, pour chaque variable, nous effectuons
la BC(D) sur le nouveau domaine où la borne supé-
rieure est supprimée. Nous itérons le processus jusqu’à
ce qu’on atteint la borne inférieure. Une valeur appar-
tient à une affectation valide ssi elle n’est pas filtrée
pendant ce processus.

Notons que l’algorithme n’est pas incrémental et que
chaque appel a un coût de O(nR × L).

2.4 Le cas avec des paires interdites et forcées

Dans la variante du problème d’affectation de ré-
sidents aux hôpitaux en présence de paires interdites
et forcées (HRFF ), on cherche à trouver un couplage
stable qui inclut et/ou exclut un certain nombre de

paires. Il n’existe aucun algorithme pour résoudre ce
problème dans la littérature. Cette observation reste
vraie même s’il n’y a aucune paire forcée [4].

En utilisant le Théorème 2.1, nous avons montré que
le problème est en effet polynomial et peut être résolu
en O(L).

Le meilleur algorithme pour résoudre le cas particu-
lier de ce probleme pour le mariage stable a une com-
plexité temporelle de O(n4) [1], où n est le nombre
d’hommes/femmes. En utilisant notre approche, il est
évident que ce problème peut être résolu en O(n2).

3 Conclusion

Nous avons étudié l’aspect de filtrage pour la
contrainte 2-SidedStability. Tout d’abord, nous
avons montré que le niveau de filtrage pour toutes les
approches existantes de la littérature est BC(D). En-
suite, nous avons proposé un algorithme optimal pour
la D-consistance de bornes ainsi qu’une adaptation de
ce dernier pour maintenir l’arc consistance. Nous avons
aussi montré, pour la première fois, que la variante du
problème HR en présence de paires interdites et for-
cées est polynomiale. Finalement, nous avons amélioré
la complexité temporelle de ce dernier problème pour
le cas du mariage stable par un facteur de n2.

Notre étude expérimentale a montré essentiellement
que les performances de l’algorithme BC(D) sont net-
tement meilleures que celle d’AC sur une variante du
problème avec couples. Ce comportement est dû au
fait que notre algorithme d’AC n’est pas incrémental.
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Aggoun, Abder 219
Artigues, Christian 209
Audemard, Gilles 63, 90

Ben Mhenni, Ramzi 173
Boizumault, Patrice 27

Cambazard, Hadrien 221
Carbonnel, Clément 17
Chauveau, Estelle 113
Cooper, Martin 133

Dao, Thi-Bich-Hanh 103
de La Gorce, Martin 227
Dejemeppe, Cyrille 213, 210
Deville, Yves 45
Ducomman, Sylvain 221
Duong, Khanh-Chuong 103

El Mouelhi, Achref 133

Fages, François 219

Gay, Steven 223, 220
Ghallab, Malik 1
Grandcolas, Stéphane 183
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