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Actes des Onzièmes Journées Francophones
de la Programmation par Contraintes
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Préface

Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JFPC) constituent le principal congrès de la
communauté francophone travaillant sur la programmation par contraintes (PPC), les problèmes de satisfaction
de contraintes (CSP), de satisfiabilité (SAT) et de programmation logique avec contraintes (CLP). Les JFPC
regroupent aussi des thématiques liées en recherche opérationnelle, sur les méta-heuristiques, l’analyse par
intervalles, etc.

Les JFPC sont issues de la fusion des conférences JFPLC (Journées Francophones de Programmation en
Logique et par Contraintes) nées en 1992 et des JNPC (Journées Nationales sur la résolution pratique des
problèmes NP-complets) nées en 1994. Onzième édition de la série, les JFPC 2015 à Bordeaux succèdent à celles
d’Angers (2014), Aix-en-Provence (2013), Toulouse (2012), Lyon (2011), Caen (2010), Orléans (2009), Nantes
(2008), Rocquencourt (2007), Nı̂mes (2006) et Lens (2005).

L’objectif majeur des JFPC est de permettre aux scientifiques, industriels et étudiants francophones de se
rencontrer, d’échanger et de présenter leurs travaux dans un cadre convivial. Cette année, les JFPC ont eu le
plaisir de recevoir 45 soumissions provenant de Belgique, Canada, France, Irlande, Maroc, Tunisie, etc. Chaque
article soumis a fait l’objet de relectures soignées par trois membres du comité de programme.

À l’issue des discussions menées sur la base des rapports, 40 articles ont été acceptés pour être présentés et
publiés dans les actes, ce qui correspond à un taux d’acceptation de 88%. Sachant qu’une part conséquente des
soumissions est constituée de versions en français d’articles de conférences et de journaux internationaux parmi
les plus sélectifs du domaine, ce taux est révélateur de la qualité scientifique des JFPC.

Le comité de programme a réuni 30 scientifiques académiques et industriels, issus de 6 pays différents,
représentant plus de 25 organismes. Je remercie très sincèrement les membres du comité et les relecteurs addi-
tionnels pour la pertinence et la qualité de leur travail, ainsi que les auteurs qui nous ont permis de proposer
un programme scientifique très attractif.

En France, l’année prochaine va être riche en évènements scientifiques majeurs. En effet, la conférence CP
aura lieu à Toulouse, la conférence SAT, se tiendra, elle, à Bordeaux et enfin le CRIL organisera l’école d’été
d’ECAI à Lille. Ces trois évènements montrent le dynamisme de l’ensemble de notre communauté, dynamisme
qui se ressent toutes les années durant les JFPC.

Pour terminer, je remercie l’Association Française pour la Programmation par Contraintes (AFPC) pour son
investissement régulier en termes d’animation et de promotion de la communauté. Un grand merci à François
Fages pour avoir accepter notre invitation et venir nous parler de ses travaux passionnants. Et enfin, je remercie
vivement l’équipe d’organisation, les participants et les sponsors sans qui cet événement n’aurait pu avoir lieu.

Gilles Audemard
Président du comité de programme des JFPC 2015
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Machinerie cellulaire et programmation
biochimique : vers une informatique de la cellule

François Fages

Inria Paris-Rocquencourt
Francois.Fages@inria.fr

Résumé

La biologie des systèmes est un courant de recherche multi-disciplinaire qui cherche à comprendre les processus
biologiques complexes en terme des interactions biochimiques à l’échelle de la cellule. Pour l’informaticien, la difficulté
n’est pas tant dans le nombre d’espèces moléculaires et de leurs interactions, que dans la nature non conventionnelle du
calcul biochimique qui est concurrent, distribué, partiellement analogique, et opéré par des systèmes de réactions acquis
par l’évolution. Le pari de voir les cellules comme des machines, et les systèmes de réactions biochimiques comme des
programmes, lance de nouveaux défis à l’informatique fondamentale et ouvre de nouvelles perspectives en biologie et
en médecine. Dans cet exposé nous présenterons quelques concepts clés de cette démarche, à plusieurs reprises inspirée
de la programmation logique avec contraintes, et l’illustrerons par un succès obtenu pour l’élucidation de la dynamique
complexe de certaines voies de signalisation cellulaire.
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Application efficace de la résolution pour
Max-SAT sur les ensembles inconsistants

André Abramé et Djamal Habet

Aix Marseille Université, CNRS, ENSAM, Université de Toulon,
LSIS UMR 7296, 13397, Marseille, France
{andre.abrame,djamal.habet}@lsis.org

Résumé

L’application de la max-résolution dans les méthodes
séparation et évaluation pour Max-SAT augmente le
nombre de clauses de la formule initiale. Nous définis-
sons un nouvel ordre d’application de cette règle qui vise
à mieux contrôler cet inconvénient. Ce papier a été pu-
blié à la conférence CP 2014 [1].

Abstract

The application of the max-resolution rule in branch
and bound solvers for Max-SAT increases the number
of clauses in the formula. We introduce a new order of
application of this rule to limit this drawback. This paper
have been published in CP 2014 [1].

1 Introduction

Le problème Max-SAT consiste à trouver une in-
terprétation qui maximise (minimise) le nombre de
clauses satisfaites (falsifiées) d’une formule en forme
normale conjonctive (CNF). Parmi les méthodes dé-
diées à la résolution de Max-SAT, les algorithmes de
type séparation et évaluation ont montré leur efficacité
sur les instances aléatoires et crafted. Un tel algorithme
pour Max-SAT [4] explore l’ensemble de l’espace de
recherche par un arbre de recherche. A chacun de ses
nœuds, l’algorithme compare la meilleure solution déjà
trouvée (la borne supérieure, BS) à une estimation de
la meilleure solution atteignable sur la branche cou-
rante de l’arbre de recherche (la borne inférieure, BI).
Si BI ≤ BS alors il est effectue un retour-arrière, si-
non il sélectionne une variable non affectée (libre) et
fixe sa valeur. L’un des composants importants d’un
tel algorithme est l’estimation de la BI car elle est
consommatrice en temps de calcul et influe fortement
sur le nombre de nœuds explorés.

Le calcul de la BI consiste à réaliser une sous-
estimation du nombre de sous-ensembles inconsistants
(SI) disjoints à chaque nœud de l’arbre. Les SI sont
détectés grâce à la propagation unitaire. Les étapes
de propagation sont représentées par un graphe d’im-
plications G = (V,A) qui est orienté et acyclique. Les
nœuds V représentent les littéraux propagés et les arcs
A lient les causes des propagations (les littéraux fal-
sifiés dans les clauses unitaires) à leurs conséquences
(les littéraux propagés). Quand un conflit est détecté
par la falsification de tous les littéraux d’une clause,
un SI peut être construit en analysant la séquence de
propagations qu’il l’a produit. Les SI sont alors traités
pour assurer leur disjonctivité. L’un des traitements
existants consiste à transformer les SI par la règle de
la max-résolution suivante [2, 3] :

ci = {x, y1, . . . , ys}, cj = {x, z1, . . . , zt}
cr = {y1, . . . , ys, z1, . . . , zt}, cc1, . . . , cct, cct+1, . . . , cct+s

ci et cj sont les clauses originelles, cr la ré-
solvante et les clauses de compensation suivantes
préservent l’équivalence de la formule : cc1 =
{x, y1, . . . , ys, z1, z2, . . . , zt}, cc2 = {x, y1, . . . , ys, z2,
z3, . . . , zt}, . . . , cct = {x, y1, . . . , ys, zt}, cct+1 = {x,
z1, . . . , zt, y1, y2, . . . , ys}, cct+2 = {x, z1, . . . , zt, y2, y3,
. . . , ys}, . . . , cct+s = {x, z1, . . . , zt, ys}

Un SI est transformé en appliquant cette règle sur
ses clauses. Aussi, la règle de la max-résolution est ap-
pliqués dans l’ordre inverse des propagations car elle
ne peut s’appliquer sur un littéral que s’il réduit une
seule clause (ou que les clauses qu’il réduit sont agré-
gées dans une seule résolvante). Enfin, la transforma-
tion d’un SI par cette règle produit des clauses de com-
pensation qui peuvent augmenter rapidement la taille
de la formule traitée.
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2 Heuristique de la plus petite résolvante

Nous avons observé que le nombre et la taille des
clauses de compensation varient selon l’ordre d’appli-
cation de la règle de la max-résolution. Plus particu-
lièrement, nous avons montré que pour deux variables
adjacentes dans un graphe d’implications, l’applica-
tion de cette règle sur la variable qui induit la plus
petite résolvante produit toujours moins de clauses de
compensation, qui sont aussi de plus petites tailles [1].
Sur cette base, nous avons proposé dans l’algorithme 1
une heuristique simple pour définir l’ordre de l’appli-
cation de la règle de la max-résolution. Premièrement,
le score de chaque variable x ∈ var(V ) 1 (ligne 2) est
calculé comme suit : si x réduit une seule clause alors
score(x) est la taille de la résolvante intermédiaire, si-
non score(x) = ∞. Deuxièmement, il sélectionne la
variable avec le plus petit score (ligne 4) et applique la
max-résolution entre son prédécesseur et son succes-
seur (lignes 5-7). Il met alors à jour le graphe d’impli-
cations G (lignes 8) en remplaçant les clauses consom-
mées par la résolvante intermédiaire (les arcs dupliqués
sont supprimés) puis les scores des variables sont aussi
mis à jour (ligne 9). Ce processus est répété tant que
le graphe d’implications mis à jour n’est pas vide. La
dernière résolvante produite est alors ajoutée à la for-
mule. Nous appelons cette méthode l’heuristique de la
plus petite résolvante intermédiaire (PRI).

Algorithme 1 : Transformation d’un SI par Max-SAT résolu-

tion selon l’heuristique PRI

Data : Une formule CNF Φ, une affectation I falsifiant une
clause et le graphe d’implications correspondant
G = (V,E).

Result : La formule Φ transformée

1 begin
2 for x ∈ V do calculer le score de x;
3 while |V | > 0 do
4 l← le littéral, tel que var(l) a le plus petit score

dans V ;
5 c1 ← prédécesseur de var(l);
6 c2 ← successeur de var(l);
7 cr ← max_sat_resolution(Φ,c1,x,c2);
8 G← G<var(l)>;

9 Mettre à jour les scores des variables apparaissant
dans c1 et c2;

10 Φ = Φ ∪ {cr};

3 Étude expérimentale

Nous avons implémenté l’heuristique PRI dans notre
solveur de type séparation et évaluation ahmaxsat.
Dans la suite, ahmaxsat désigne la variante utilisant
l’ordre classique de l’application de la max-résolution
et ahmaxsat+ correspond à celle utilisant PRI. Nous

1. var(V ) (resp. var(l)) est l’ensemble des variables qui ap-
paraissent dans V (resp. la variable concernée par l).

avons testé les deux variantes sur les instances aléa-
toires et crafted de la Max-Evaluation 2013, avec une
limite de temps à 1800 secondes par instance. Les ré-
sultats obtenus montrent que ahmaxsat+ résout 3
instances de plus avec un gain de temps de 19% en
moyenne. Le nombre et la taille des clauses de compen-
sation sont significativement réduits (respectivement
de 22% et 20% en moyenne). Par conséquent, l’esti-
mation de la BI faite par ahmaxsat+ est plus précise
et moins de nœuds sont développés.
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Figure 1 – Comparaison des temps de résolution
(en secondes) d’ahmaxsat et d’ahmaxsat+. Les axes
sont en échelle logarithmique.

La Fig. 1 compare instance par instance les temps
de résolution des deux variantes d’ahmaxsat. Elle
confirme l’observation précédente tout en indiquant
que le gain est visible sur une la majorité du bench-
mark et qu’il n’est pas restreint à peu d’instances.

4 Conclusion

Nous avons introduit un nouvel ordre d’application
de la règle de la max-résolution qui limite significati-
vement l’augmentation de la taille de la formule. En
perspective, nous étudierons l’impact de cette règle sur
les autres caractéristique de la formule comme les pro-
priétés de la propagation unitaire.
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Résumé

Dans le cadre de la résolution de Max-SAT par les
solveurs de type séparation et évaluation, nous intro-
duisons un nouveau schéma de propagation unitaire qui
prend en compte toutes les sources de propagation des
variables. Nous montrons que ce schéma est plus adapté
au contexte de Max-SAT et donnons un exemple de
l’usage qui peut être fait des informations disponibles
dans ce schéma. Ce travail a été publié à la conférence
SoCS 2014 [1].

Abstract

In the context of Max-SAT solving by branch and
bound algorithms, we introduce a new unit propagation
scheme which considers all the propagation sources of
the variables. We show that it is more relevant in the
Max-SAT context and give an example of exploitation
of the information that it contains. This work has been
published at the SoCS 2014 conference [1].

1 Introduction

Le problème Max-SAT consiste à trouver une in-
terprétation qui maximise (minimise) le nombre de
clauses satisfaites (falsifiées) d’une formule en forme
normale conjonctive (CNF). Parmi les méthodes dé-
diées à la résolution de Max-SAT, les algorithmes
de type séparation et évaluation (S&E) ont montré
leur efficacité sur les instances aléatoires et crafted.
Ces algorithmes [4] explorent l’ensemble de l’espace
de recherche en construisant un arbre de recherche.
A chaque nœud de l’arbre, ils comparent la meilleure
solution trouvée jusqu’à présent (la borne supérieure,
BS) à une estimation de la meilleure solution attei-
gnable dans la branche courante de l’arbre (la borne

inférieure, BI). Si BI ≤ BS alors ils effectuent un
retour-arrière, sinon ils sélectionnent une variable non
affectée et fixent sa valeur. L’un des composants prin-
cipaux des algorithmes S&E est l’estimation de la BI :
elle est consommatrice en temps de calcul et influe for-
tement sur le nombre de nœuds explorés [4].

Le calcul de la BI consiste à réaliser une sous-
estimation du nombre de sous-ensembles inconsistants
(SI) disjoints à chaque nœud de l’arbre. Les SI sont
détectés grâce à la propagation unitaire puis traités
pour assurer leur caractère disjoint. Les traitements
existants (suppression temporaire ou transformation
par max-résolution [2, 3]) suppriment de la formule
les clauses du SI pour la durée du calcul de la BI.

À notre connaissance, les implémentations exis-
tantes de la propagation unitaire, pour SAT et Max-
SAT, se basent sur le schéma de la première source de
propagation (PSP) : elles ne considèrent que la pre-
mière clause unitaire (la source de propagation) ayant
causé la propagation d’une variable donnée. Les autres
sources de propagation sont alors satisfaites et donc
ignorées. Dans ce schéma de propagation, lorsqu’une
propagation est défaite (i.e. la variable correspondante
est désaffectée), alors toutes les propagations qu’elle a
engendrées doivent également être défaites pour pou-
voir prendre en compte les autres sources de propaga-
tion précédemment ignorées. Ce schéma convient dans
le cadre de SAT car les propagations ne sont défaites
que lors des retours-arrières (et donc dans l’ordre chro-
nologique inverse). Dans le cadre de Max-SAT, cer-
taines clauses peuvent être supprimées lors du traite-
ment des SI. Dans ce cas, les propagations engendrées
par ces clauses doivent être défaites même si elles sont
toujours valides (i.e. elles possèdent d’autres sources de
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propagation). Cela peut conduire à défaire puis refaire
inutilement les mêmes étapes de propagation unitaire.

2 Des sources multiples de propagation

Pour améliorer PSP, nous avons proposé un nou-
veau schéma de propagation que nous appelons sources
multiples de propagation (SMP) [1]. Dans ce schéma,
toutes les sources de propagation des variables sont
considérées. Les variables propagées ne sont défaites
que lorsqu’elles n’ont plus aucune source de propaga-
tion. Ainsi, les propagations peuvent être défaites dans
un ordre non chronologique tout en limitant la redon-
dance dans l’application de la propagation unitaire.

Dans ce nouveau schéma, nous modélisons les étapes
de propagation par un graphe d’implications plein qui
est un graphe ET/OU orienté. Les nœuds ET sont les
clauses sources de propagation tandis que les nœuds
OU sont les variables propagées [1]. Un tel graphe peut
contenir des cycles. Pour éviter cela, nous attribuons à
chaque variable propagée un niveau. La valeur de ce ni-
veau est la longueur du plus long chemin (en nombre
de nœuds) entre les nœuds racines du graphe et le
nœud correspondant à la variable propagée. Ainsi, si
une clause source à un niveau 1 supérieur à la variable
qu’elle propage alors elle est ignorée car elle peut parti-
ciper à l’apparition d’un cycle dans le graphe ET/OU.

Le schéma SMP peut aussi fournir des informations
sur la structure de l’instance traitée, qui sont indispo-
nibles dans le schéma PSP. Ces informations peuvent
être exploitées notamment dans la construction des SI,
selon des caractéristiques souhaitées, en choisissant les
sources de propagation appropriées. Dans cette pers-
pective, nous avons proposé une heuristique de choix
de la source de propagation qui tente de minimiser la
taille des SI, pour laisser le plus de clauses possibles
disponibles aux propagations unitaires ultérieures [1].
Cela peut améliorer l’estimation de la BI et réduire
ainsi le nombre de nœuds explorés. Cette heuristique,
que nous appelons petit ensemble inconsistant (PEI),
fonctionne comme suit : pour chaque variable propa-
gée qui participe à un conflit (prise dans l’ordre inverse
des propagations dans le graphe d’implications), PEI
sélectionne la source de propagation qui contient le
moins de nouvelles variables (à ajouter à celles figu-
rant déjà dans le SI).

3 Étude expérimentale

Le schéma de propagation SMP est un composant
central de notre solveur ahmaxsat. En effet, une par-
tie importante du code et des structures de données de

1. Le niveau d’une clause est le niveau maximum des va-
riables qu’elle contient

ahmaxsat dépendent fortement de ce schéma. Une
implémentation efficace du schéma classique (PSP)
dans ahmaxsat nécessiterait une réécriture impor-
tante de son code. Pour ces raisons, nous évaluons
l’impact de SMP sur le comportement de notre sol-
veur de deux manières : (1) une évaluation de la part
des propagations économisées grâce à SMP et (2) une
comparaison de l’heuristique PSI à celle utilisée dans
PSP.

L’étude est effectuée sur les instances aléatoires et
crafted de Max-SAT Evaluation 2013 avec un temps
limite de 1800 secondes par instance. Les résultats ob-
tenus montrent une réduction de 24% des étapes de
propagation. Cette réduction varie entre 2.4% et 58%
selon la classe d’instances considérée. Ce résultat est
significatif au regard de l’importance des propagations
unitaires dans les solveurs S&E.

Enfin, nous avons comparé l’impact de l’heuristique
PSI à deux heuristiques basiques pour la construction
des SI. La première choisit la première source de pro-
pagation disponible tandis que la deuxième sélectionne
une source aléatoirement parmi celles construites. Les
résultats obtenus montrent que l’heuristique PEI ré-
duit le temps de calcul moyen de 10% environ.

4 Conclusion et perspectives

Nous avons introduit un nouveau schéma de propa-
gation qui considère toutes les clauses causant la pro-
pagation des variables. Nous avons montré expérimen-
talement que ce nouveau schéma est plus approprié
aux solveurs S&E pour Max-SAT. Nous avons illus-
tré aussi une exploitation des informations contenues
dans ce schéma afin d’influer sur les caractéristiques
des ensembles inconsistants produits lors du calcul de
la BI.

Nous pensons que l’intérêt de ce schéma dépasse le
cadre de Max-SAT. Nous étudierons son usage dans
les solveurs SAT complets tout en améliorant son uti-
lisation pour Max-SAT.
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Résumé

Un des composants les plus importants des solveurs
Séparation et Évaluation (S&E) pour Max-SAT est l’es-
timation de la borne inférieure. À chaque nœud de l’arbre
de recherche, elle consiste à détecter par des méthodes
basées sur la propagation unitaire, puis à transformer
les sous-ensembles inconsistants (SI) disjoints présents
dans la formule simplifiée par l’interprétation partielle
courante. Les solveurs récents appliquent une forme li-
mitée d’apprentissage en mémorisant les transformations
par max-résolution des SI qui correspondent à des mo-
tifs prédéfinis. Cependant, le calcul de la borne inférieure
reste extrêmement redondant et les mêmes SI sont dé-
tectés et traités de nombreuses fois durant l’exploration
de l’arbre de recherche. Nous nous intéressons dans cet
article à l’augmentation de l’apprentissage réalisé par
les solveurs S&E. Nous introduisons de nouveaux en-
sembles de motifs de clauses qui produisent des clauses
résolvantes unitaires lorsqu’ils sont transformés par max-
résolution. Nous étudions expérimentalement l’impact de
l’apprentissage des transformations de ces motifs dans
notre solveur ahmaxsat et analysons leurs effets sur sont
comportement.

Abstract

One of the most critical components of Branch &
Bound (BnB) solvers for Max-SAT is the estimation of
the lower bound. At each node of the search tree, they
detect the inconsistent subsets (IS) of the formula by
unit propagation based methods and apply a treatment
to them. The currently best performing Max-SAT BnB
solvers perform a very little amount of memorization,
thus the same IS may be detected and treated several
times during the exploration of the search tree. We ad-
dress in this paper the problem of increasing the learning
performed by BnB solvers. We present new sets of clause
patterns which produce unit resolvent clauses when they
are transformed by max-resolution. We study experimen-
tally the impact of these transformation’ memorization
in our solver ahmaxsat and we discuss their effects on
the solver behavior.

1 Introduction

Le problème Max-SAT consiste à trouver, pour une for-
mule CNF en entrée, une interprétation des variables Boo-
léennes de la formule qui maximise (minimise) le nombre
de clauses satisfaites (falsifiées). Dans la version pondérée
de Max-SAT, un poids positif est associé à chaque clause et
l’objectif est de maximiser (minimiser) la somme des poids
des clauses satisfaites (falsifiées). Dans la version partielle
de Max-SAT, les clauses de la formule sont divisées en
deux catégories : les clauses dures et les clauses souples.
L’objectif est alors de trouver une interprétation satisfai-
sant toutes les clauses dures et maximisant (minimisant)
le nombre de clauses souples satisfaites (falsifiées). Enfin,
la version partielle pondérée de Max-SAT est la combinai-
son des deux variantes précédentes. Par soucis de clarté,
nous utilisons dans ce papier les notations associées aux
problème Max-SAT (non-pondéré et non-partiel). Cepen-
dant, les résultats présentés peuvent être étendus aux autres
variantes de Max-SAT.

Parmi les méthodes complètes pour résoudre le pro-
blème Max-SAT, les algorithmes de type Séparation et
Évaluation (S&E) tels que WMAXSATZ [12, 15], AKMAX-
SAT [9] ou MINIMAXSAT [7, 8] ont prouvé leur effica-
cité, en particulier sur les instances aléatoires et crafted.
Ces solveurs explorent l’ensemble de l’espace de recherche
en construisant un arbre de recherche. À chaque nœud de
cet arbre, ils calculent la Borne Inférieure (BI) en addi-
tionnant le nombre de clauses falsifiées par l’interprétation
partielle courante et une (sous-)estimation de celles qui de-
viendront falsifiées si l’on étend cette interprétation. Puis,
ils comparent BI à la meilleure solution trouvée jusqu’à
présent (la Borne Supérieure, BS). Si BI≥BS, alors il n’est
pas possible de trouver une meilleure solution en étendant
la branche courante de l’arbre de recherche et les solveurs
réalisent un retour-arrière (backtrack). Le calcul de BI, et
en particulier l’estimation des clauses qui deviendront fal-
sifiées est un des composants les plus importants des sol-
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veurs S&E : il est coûteux en temps de calcul et de sa qua-
lité dépend grandement le nombre de nœuds qui seront ex-
plorés.

Les solveurs S&E récents estiment le nombre de clauses
qui seront falsifiées en comptant les Sous-ensembles In-
consistants (SI) disjoints présents dans la formule à chaque
nœud de l’arbre de recherche. Ils utilisent des méthodes
basées sur la propagation unitaire pour détecter les incon-
sistances. Les étapes de propagation correspondantes sont
ensuite analysées pour construire les SI. Chaque SI dé-
tecté doit ensuite être transformé pour qu’il ne soit compté
qu’une fois. Deux méthodes de transformation sont uti-
lisées par les solveurs S&E. Si un SI correspond à cer-
tains motifs prédéfinis, alors il est transformé par une série
d’opérations de max-résolution [5, 6, 10, 11, 15] entre ses
clauses, et la transformation est conservée dans la sous-
partie de l’arbre de recherche. Ce traitement agit comme
une forme (limitée) d’apprentissage. Les clauses des SI qui
ne correspondent à aucun motif sont simplement suppri-
mées de la formule ou transformées par max-résolution, et
dans les deux cas les changements sont locaux au nœud
courant (i.e. ils sont défaits avant la prochaine décision).

Nous proposons dans cet article d’augmenter la part
d’apprentissage réalisée par les solveurs S&E. Nous nous
intéressons en particulier aux sous-ensembles de la formule
qui produisent, une fois transformés par max-résolution,
des clauses résolvantes unitaires. L’apprentissage de ces
transformations a un double avantage. Elle permet de ré-
duire la redondance dans la détection et la transformation
des SI et les clauses unitaires ainsi produites améliorent
la capacité de la propagation unitaire à détecter d’autres
SI. Nous définissons de nouveaux motifs correspondants
à ces sous-ensembles, puis nous étudions expérimentale-
ment l’impact de leurs apprentissages sur le comportement
de notre solveur AHMAXSAT [1, 2, 3, 4] en faisant varier la
taille de ces motifs et celle des clauses qu’ils contiennent.
Les résultats obtenus montrent l’intérêt de cette approche
et donnent des indices sur l’impact de l’apprentissage des
transformations par max-résolution sur le comportement
du solveur.

Ce papier est organisé comme suit. Nous donnons dans
la section 2 les notations et définitions utilisées dans la
suite de cet article et nous présentons la règle de la max-
résolution. Dans la section 3, nous présentons les méthodes
existantes pour la détection et la transformation des SI et
nous rappelons les schémas d’apprentissage utilisés dans
les solveurs S&E les plus récents. Nous introduisons de
nouveaux ensembles de motifs dans la section 4 et discu-
tons de leur détection. La section 5 est dédiée à l’étude
empirique de l’inclusion de ces nouveaux motifs dans le
schéma d’apprentissage. Nous concluons dans la section 6.

2 Préliminaires

Nous donnons dans cette section les principales défini-
tions et notations utilisées dans la suite de cet article et nous
présentons la règle de la max-résolution, qui est la pierre
angulaire des méthodes d’apprentissage pour Max-SAT.

2.1 Définitions et Notations

Une formule Φ en forme normale conjonctive (CNF)
définie sur une ensemble de variables propositionnelles
X = {x1, . . . ,xn} est une conjonction de clauses. Une clause
c j est une disjonction de littéraux et un littéral l j est une
variable xi ou sa négation xi. Nous représenterons dans
cet article les formules sous forme de multi-ensembles de
clauses Φ = {c1, . . . ,cm} et les clauses sous forme d’en-
sembles de littéraux c j = {l1, . . . , lk}.

Une interprétation des variables de X peut être représen-
tée comme un ensemble I de littéraux ne pouvant contenir
à la fois un littéral et sa négation. Si xi est affectée à vrai
(resp. f aux), alors xi ∈ I (resp. xi ∈ I). On dira qu’une inter-
prétation I est complète si |I| = |X | et qu’elle est partielle
sinon.

Un littéral l est satisfait par une interprétation I si l ∈ I
et il est falsifié si l ∈ I. Une variable qui n’apparaît ni posi-
tivement ni négativement dans I est dite non affectée. Une
clause est satisfaite par I si au moins un de ses littéraux est
satisfait et elle est falsifiée si tous ses littéraux sont falsifiés.
Les clauses vides (notées �) sont toujours falsifiées.

Résoudre une instance Φ du problème Max-SAT
consiste à trouver une interprétation complète qui maxi-
mise (minimise) le nombre de clauses satisfaites (falsifiées)
de Φ.

2.2 Règle de la max-résolution

La règle de la max-résolution [5, 6, 10] est une adapta-
tion pour Max-SAT de la règle de la résolution pour SAT.
Elle est définie comme suit :

ci = {x,y1, . . . ,ys}, c j = {x,z1, . . . ,zt}
cr = {y1, . . . ,ys,z1, . . . ,zt}, cc1, . . . , cct , cct+1, . . . , cct+s

avec :

cc1 = {x,y1, . . . ,ys,z1,z2, . . . ,zt},
cc2 = {x,y1, . . . ,ys,z2,z3, . . . ,zt},

. . .

cct = {x,y1, . . . ,ys,zt},
cct+1 = {x,z1, . . . ,zt ,y1,y2, . . . ,ys},
cct+2 = {x,z1, . . . ,zt ,y2,y3, . . . ,ys},

. . .

cct+s = {x,z1, . . . ,zt ,ys}
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Les prémisses de la règle sont les clauses originelles ci et
c j qui sont supprimées de la formule, tandis que les conclu-
sions sont la clause résolvante cr et les clauses de compen-
sation cc1, . . . ,cct+s ajoutées pour préserver l’équivalence
de la formule.

3 Apprentissage dans les solveurs S&E de
l’état de l’art

À chaque nœud de l’arbre de recherche, les solveurs
S&E calculent la borne inférieure (BI) en estimant le
nombre de sous-ensembles inconsistants (SI) disjoints pré-
sents dans la formule simplifiée par l’interprétation cou-
rante. Nous présentons dans cette section les principales
techniques de détection et de transformation des SI, puis
nous rappelons les schémas d’apprentissage utilisés par les
solveurs S&E les plus performants.

Les solveurs S&E récents utilisent des méthodes basées
sur la propagation unitaire (PU) pour détecter les SI (plus
précisément la propagation unitaire simulée (PUS) [13] et
la méthodes des littéraux contradictoires (LC) [14]). Pour
rappel, la propagation unitaire consiste à satisfaire les lit-
téraux apparaissant dans des clauses unitaires jusqu’à ce
qu’une clause vide (un conflit) soit produite ou qu’il n’y
ait plus de clauses unitaires. Quand une clause vide est
générée par PU, un sous-ensemble inconsistant peut être
construit en analysant les étapes de propagation ayant mené
au conflit. Ces étapes de propagation peuvent être représen-
tées par un graphe d’implications [16], où les nœuds sont
les littéraux propagés et les arcs connectent les littéraux fal-
sifiés des clauses unitaires aux littéraux qu’elles propagent.

Une fois détecté, un SI peut être transformé en appli-
quant une série d’opérations de max-résolution entre ses
clauses. Les clauses du SI sont supprimées de la formule
tandis qu’une clause résolvante et un ensemble de clauses
de compensation lui sont ajoutés. La clause résolvante
est falsifiée par l’interprétation courante, donc PUS et LC
ne sont plus nécessaires pour détecter l’inconsistance. En
conservant ces transformations, les solveurs peuvent mé-
moriser les SI et éviter des détections et des transforma-
tions redondantes. L’exemple suivant illustre cette méthode
de transformation.

Example 1 Considérons la formule Φ = {c1, . . . ,c5} avec
c1 = {x1}, c2 = {x1,x2}, c3 = {x1,x3}, c4 = {x2,x4} et
c5 = {x3,x4}. L’application de PUS sur Φ conduit à la sé-
quence de propagation 〈x1@c1,x2@c2,x3@c3,x4@c4〉 (x1
est propagée par la clause c1, puis x2 par c2, etc.). La
figure 1a montre le graphe d’implications correspondant
à cette séquence. La clause c5 est alors vide et Φ est un
sous-ensemble inconsistant. Sa transformation par max-
résolution est réalisée comme suit. La max-résolution est
d’abord appliquée entre les clauses c5 et c4 sur la va-
riable x4. La résolvante intermédiaire c6 = {x2,x3} est

ajoutée à la formule ainsi que les clauses de compensa-
tion c7 = {x2,x3,x4} et c8 = {x2,x3,x4}. Les clauses ori-
ginelles c4 et c5 sont supprimées de la formule. Puis, la
max-résolution est appliquée entre la résolvante intermé-
diaire c6 et la clause c3 sur la variable x3 et ainsi de
suite. La figure 1b montre ces étapes de max-résolution
(les cadres contiennent les clauses de compensation). On
peut noter que cette méthode est proche de l’apprentis-
sage de clause réalisé par les solveurs SAT modernes
[16]. Après transformation complète, on obtient la for-
mule Φ′ = {�,c7,c8,c10,c11} avec c10 = {x1,x2,x3} et
c11 = {x1,x2,x3}.

x2 x4

x1 �

x3

c1
c2

c3

c4

c5

c5

(a) Graphe d’implications

c5 = {x3,x4} c4 = {x2,x4} c7 = {x2,x3,x4}
c8 = {x2,x3,x4}

c6 = {x2,x3} c3 = {x1,x3} c10 = {x1,x2,x3}
c11 = {x1,x2,x3}

c9 = {x1,x2} c2 = {x1,x2}

c12 = {x1} c1 = {x1}

c13 =�

x4

x3

x2

x1

(b) Étapes de max-résolution

FIGURE 1 – Graphe d’implications et étapes de max-
résolution appliquées sur la formule Φ dans l’exemple 1.

Cette méthode de transformation a cependant des in-
convénient qui empêchent sa généralisation. Tout d’abord,
l’ajout des résolvants et des clauses de compensation peut
conduire à une augmentation rapide la taille de la formule.
Ensuite, il a été observé expérimentalement que l’appren-
tissage de ces transformations pouvait mener à une dégra-
dation de la qualité de l’estimation de la BI, entraînant
l’augmentation du nombre de nœuds explorés de l’arbre de
recherche.

Pour ces raisons, les solveurs S&E récents limitent l’ap-
prentissage à la sous-partie courante de l’arbre de re-
cherche (i.e. les changements sont défaits lors des retours-
arrières). De plus, l’apprentissage n’est appliqué que pour
la transformation des ensembles de clauses qui corres-
pondent à un (ou une combinaison) des motifs suivants
(avec au dessus les clauses des motifs et en dessous les
clauses obtenues après application de la transformation) :
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{{l1, l2},{l1, l2}}
{{l1}}

(1)

{{l1, l2},{l1, l3},{l2, l3}}
{{l1},{l1, l2, l3},{l1, l2, l3}}

(2)

{{l1},{l1, l2},{l2, l3}, . . . ,{lk−1, lk},{lk}}
{�,{l1, l2},{l2, l3}, . . . ,{lk−1, lk}}

(3)

Ces motifs ne couvrent pas nécessairement entièrement
les SI. En particulier, l’application de la max-résolution sur
les clauses des motifs 1 et 2 produit une clause résolvante
unitaire. L’apprentissage de telles transformations réduit
la redondance dans la détection et la transformation des
SI. Les clauses unitaires ainsi produites peuvent également
être utilisées dans la sous-partie de l’arbre de recherche
pour réaliser davantage de propagations unitaires et donc
de détecter potentiellement plus de SI.

4 Apprentissage étendu

Le calcul de la borne inférieure, basé sur l’estimation
du nombre de sous-ensembles inconsistants (SI) disjoints,
est un composant déterminant pour l’efficacité des solveurs
S&E. En effet, il est très coûteux en temps de calcul et la
qualité de l’estimation guide les retours-arrières et donc
impacte le nombre de nœuds de l’arbre de recherche qui
seront explorés. À cet égard, l’apprentissage semble un
moyen naturel pour limiter le temps de calcul consacré au
calcul de la BI en rendant la détection et le traitement des
SI plus incrémental.

Nous donnons dans cette section une définition générale
des motifs produisant après transformation des clauses ré-
solvantes unitaires (unit clause subset, UCS). Nous mo-
tivons cette généralisation et montrons que ces motifs
peuvent être détectés efficacement. Nous discutons égale-
ment de la fréquence d’apparitions de ces motifs dans les
SI des instances du benchmark présenté en section 5.

4.1 Unit Clause Subset (UCS)

Nous avons vu dans la section précédente que deux
des motifs utilisés dans les schémas d’apprentissage pro-
duisent, après transformation, des clauses résolvantes uni-
taires. L’intérêt de la mémorisation de ces transformations
est double. D’un coté, elle permet de limiter la redondance
des étapes de propagation unitaire réalisées dans la sous-
partie de l’arbre de recherche et d’un autre coté les clauses
unitaires produites peuvent permettre de détecter plus de
sous-ensembles inconsistants par propagation unitaire, et
donc d’améliorer la qualité de la borne inférieure.

Nous proposons dans ce chapitre d’étendre l’apprentis-
sage réalisé par les solveurs en prenant en compte de nou-

veaux motifs produisant, après transformation par max-
résolution, des clauses résolvantes unitaires. Ces motifs
peuvent être définis formellement comme suit.

Definition 1 (unit clause subsets, UCS ) Considérons
une formule CNF Φ. Un sous-ensemble produisant
des clauses résolvantes unitaires est un ensemble
{c1, . . . ,ck} ⊂ Φ avec ∀i ∈ {1, . . . ,k}, |ci| > 1 et tel
qu’il existe une séquence d’étapes de max-résolution sur
les clauses c1, . . . ,ck qui produit une clause résolvante
unitaire. Nous notons k-UCS l’ensemble des motifs
correspondant aux UCS de taille k.

Example 2 Ci-dessous les motifs de l’ensemble 3-UCS :

{{l1, l2},{l1, l3},{l2, l3}}
{{l1},{l1, l2, l3},{l1, l2, l3}}

(4)

{{l1, l2},{l2, l3},{l1, l2, l3}}
{{l1},{l1, l2, l3}}

(5)

{{l1, l2},{l1, l3},{l1, l2, l3}}
{{l1},{l1, l2, l3}}

(6)

{{l1, l2},{l1, l2, l3},{l1, l2, l3}}
{{l1}}

(7)

Les graphes d’implications présentés dans la figure 2 dé-
crivent des exemples d’étapes de propagation qui peuvent
menées à la détection de ces motifs.

l2

l1 �

l3

c1

c2

c3

c3

(a) motif 4

l2 l3

l1 �

c1

c3

c2

c3

c3

(b) motif 5

l2

l1 �

l3

c1

c2

c3

c3

c3

(c) motif 6

l3

l1 l2

�

c1

c2

c2

c3

c3

c3

(d) motif 7

FIGURE 2 – Graphes d’implications décrivant des
exemples de séquences de propagations unitaires permet-
tant de détecter les motifs de l’ensemble des 3-UCS pré-
sentés dans l’exemple 2. On suppose que le littéral l1 a
déjà été propagé et que les clauses de chacun des motifs
sont nommées c1, c2 et c3.
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Puisque l’un des objectifs de l’apprentissage des trans-
formations des UCS est d’accroître les affectations réali-
sées par propagation unitaire (PUS ou LC) lors du cal-
cul de la borne inférieure, nous ne considérons pas les
sous-ensembles contenant des clauses unitaires. Dans le
meilleur des cas (s’ils contiennent une seule clause uni-
taire), la transformation de tels sous-ensembles laisserait
inchangé le nombre de clauses unitaires présentes dans la
formule. Dans le pire des cas (s’ils contiennent plus d’une
clause unitaire), la formule transformée contiendrait moins
de clauses unitaires que l’originel. Le nombre d’affecta-
tions faites par propagation unitaire, et par conséquent le
nombre de SI détectés, peuvent alors être réduits.

Nous faisons une distinction entre les motifs des en-
sembles k-UCS selon la taille de leurs clauses. Nous no-
tons par kb-UCS le sous-ensemble de k-UCS composé des
motifs qui ne contiennent que des clauses binaires et kt -
UCS le sous-ensemble composé des motifs contenant au
moins une clause ternaire. Pour tout j > 0, nous noterons
par {k1,k2, . . . ,k j}-UCS l’union des ensembles k1-UCS,
k2-UCS, . . . , k j-UCS.

On peut noter que les motifs 1 et 2 appartiennent respec-
tivement aux ensembles 2-UCS et 3b-UCS.

4.2 Détection et fréquence d’apparitions des k-
UCS

Les motifs des k-UCS sont facilement détectables lors de
l’analyse du graphe d’implications réalisée pour construire
les sous-ensembles inconsistants. En effet, les clauses si-
tuées entre le conflit et le premier point d’implication
unique (first unit implication point, FUIP) [16] produisent
lorsqu’elles sont transformées par max-résolution une ré-
solvante unitaire. Il suffit donc de compter le nombre et la
taille de ces clauses pour savoir s’il on est en présence d’un
UCS valide. Cela ne change pas la complexité de la procé-
dure d’analyse des conflits et le surcoût en terme de temps
de calcul est négligeable.

Nous avons mesuré le taux d’apparitions des motifs k-
UCS dans les sous-ensembles inconsistants détectés par
notre solveur AHMAXSAT sur les instances du benchmark
présenté en section 5. Les résultats sont présentés dans la
table 1. Il est intéressant d’observer qu’en moyenne, les
motifs utilisés dans le schéma le plus répandu d’apprentis-
sage (2-UCS et 3b-UCS) sont présents dans moins de 5%
des SI. En moyenne, des UCS sont détectés dans plus 57%
des sous-ensembles inconsistants trouvés par AHMAXSAT,
ce qui montre que la prise en compte des UCS dans le
schéma d’apprentissage peut potentiellement réduire sen-
siblement les redondances dans le calcul de la borne infé-
rieure.

On peut remarquer que ces valeurs varient fortement se-
lon les classes d’instances. Par exemple, le taux moyen
d’apparitions des UCS est inférieur à 3,5% sur les instances

TABLE 1 – Pourcentages d’apparitions des motifs k-UCS
dans les SI détectés par AHMAXSAT.

Classes d’instances 2 3b 3t 4b 4t 5b 5t > 5

m
s

cr
af

te
d bipartite 0,05 0,52 0,03 0,22 0,08 42,19 0,29 42,13

maxcut 0,06 15,71 0,04 4,15 9,45 5,24 6,73 21,49
set-covering - - - - - - - -

ra
nd

om

highgirth 1,47 0,79 0,49 0,58 0,8 0,34 1,15 23,54
max2sat 0,12 3 0,05 20,03 0,59 10,63 2,57 41,98
max3sat 1,23 3,11 1,45 4,5 4,3 1,92 6,79 38,02
min2sat 0,39 2,76 0,11 16,93 0,29 12,18 0,9 43,2

pm
s

cr
af

te
d

frb 0,11 12,63 0,03 0,02 25,38 2,52 3,05 19,16
job-shop - - - - - - - -

maxclique 0,09 10,25 0,05 0,03 9,33 3,76 0,95 17,33
maxone 1,89 0,32 0,56 0,25 0,82 0,15 0,47 5,3

min-enc/kbtree 0,21 0,74 0,15 2,74 0,45 1,34 1,48 20,41
pseudo/miplib 0,42 1,17 0,26 0,11 0,67 0,18 5 9,48

reversi 0,51 2,62 0,37 0,43 2,3 1,45 1,34 29,39
scheduling - - - - - - - -

ra
nd

om

min2sat 0,57 0,23 0,33 0,12 0,28 6,66 0,28 60,09
min3sat 0,18 2,33 0,08 0,15 0,66 11,69 0,33 51,22

pmax2sat 0,96 8,03 0,14 15,92 1,04 5,88 3,43 29,53
pmax3sat/hi 1,11 1,9 0,65 3,12 1,78 1,85 3,17 37,25

w
pm

s
cr

af
te

d
auction 0,35 8,73 0,24 0,03 15,82 0,16 3,26 3,79

CSG 0,16 3,66 0,01 0,05 0,41 >0,01 0,16 1,53
frb 0,11 13,46 0,04 0,03 21,05 3,04 2,69 19,37

min-enc 0,29 0,94 0,47 1,4 0,66 0,3 1,17 16,45
pseudo/miplib 0,27 0,5 0,8 0,28 2,6 0,12 1,64 35,8

ramsey 0,29 5,18 0,21 0,07 1,49 0,63 1,82 11,42
random-net 0,07 1,4 0,2 >0,01 8,48 >0,01 18,1 4,02

set-covering 0,89 0,27 0,7 0,02 0,58 0,02 0,35 0,6
wmaxcut 0,08 13,74 0,05 0,44 12,65 6,21 8,56 22,48

ra
nd

om

wmax2sat 0,09 3,35 0,03 21,57 0,47 11,33 2,92 40,64
wmax3sat 0,89 2,02 0,97 3,11 3,31 1,43 5,96 38,7

wpmax2sat 0,44 5,21 0,08 12,91 0,67 6,76 2,71 32,77
wpmax3sat/hi 0,81 1,12 0,48 1,88 1,28 1,17 2,38 33,9

Ensemble 0,5 4,43 0,29 6,84 3,24 8,13 2,54 31,09

de la classe wpms/crafted/set-covering tandis qu’il est su-
périeur à 85% sur celles de la classe ms/crafted/bipartite.
On peut aussi noter que les taux d’apparitions de chaque
sous-ensemble des UCS varient également d’une classe
d’instances à une autre. Cela met en exergue les différences
structurelles entre les instances de ces classes.

5 Évaluation empirique de l’apprentissage
des UCS

Nous présentons dans cette section une évaluation expé-
rimentale de l’impact sur les performances de notre solveur
AHMAXSAT de l’ajout des motifs des k-UCS à son schéma
d’apprentissage. Tous les tests sont effectués sur les ins-
tances aléatoires et crafted du benchmark de la Max-SAT
Evaluation (MSE) 2014 1. Nous n’incluons aucune instance
issue de problèmes industriels. Même si les résultats pré-
sentés ici peuvent être étendus à ces instances, les solveurs
S&E (notre solveur AHMAXSAT y compris, et à l’excep-

1. www.maxsat.udl.cat/14/benchmarks/index.html

10



tion de MINIMAXSAT [8]) ne gèrent pas efficacement les
instances industrielles de très grande taille 2.

Nous avons implémenté le schéma d’apprentissage
étendu grâce aux UCS dans notre solveur AHMAXSAT 3

[1, 2, 3, 4]. Les tests sont effectués sur des machines équi-
pées de processeurs Intel Xeon 2.4 Ghz, de 24 Gb de mé-
moire vive et de systèmes d’exploitation GNU/Linux. Le
temps de résolution est limité à 1800 secondes et la mé-
moire à 3.5 Gb pour chaque instance traitée (comme lors
des MSE).

En partant d’une variante d’AHMAXSAT utilisant les mo-
tifs du schéma d’apprentissage classique ({2,3b}-UCS),
nous ajoutons successivement les motifs de l’ensemble 3t -
UCS, puis ceux de 4-UCS et ceux de 5-UCS. Des résul-
tats préliminaires (non présentés dans cet article) suggèrent
que l’ajout des motifs des ensembles k-UCS avec k> 5 ont
un impact négatif sur les performances du solveur. Toutes
les variantes incluent également dans leur schéma d’ap-
prentissage le motif 3 qui n’est pas un UCS. Les résultats
sont présentés dans la table 2. Pour chaque variante d’AH-
MAXSAT, nous présentons le nombre d’instances résolues
(colonnes S), le nombre moyen de nœuds explorés (co-
lonnes D), le temps moyen de résolution (colonnes T), le
nombre moyen de propagations effectuées à chaque nœud
de l’arbre de recherche (colonnes P/D) et le nombre moyen
de sous-ensembles inconsistants détectés à chaque nœud de
l’arbre de recherche (colonnes �/D). Le rôle de ces deux
derniers indicateurs est de mesurer la réduction des redon-
dances dans l’application de la propagation unitaire et dans
la détection des SI. Ils peuvent également indiquer une dé-
gradation de la précision de l’estimation de la borne infé-
rieure.

{222,,,333ttt}-UCS vs. {222,,,333}-UCS Comme on pouvait s’y at-
tendre, l’ajout des 3t -UCS aux motifs utilisés par les sol-
veurs existants (les {2,3b}-UCS) ne change pas fonda-
mentalement le comportement d’AHMAXSAT puisque les
sous-ensembles inconsistants ne correspondent que très ra-
rement à ces motifs (0,29% en moyenne, cf. table 1). Sur
les classes d’instances où le taux d’apparitions des 3t -UCS
n’est pas nul, on peut observer une légère réduction du
nombre moyen de propagations et de SI détectés par nœud
de l’arbre de recherche (colonnes P/D et �/D) qui se tra-
duit par une légère amélioration de la vitesse d’exploration
de l’arbre de recherche (non représentée dans la table 2).
Le nombre moyen de nœuds explorés et le temps moyen
de résolution sont aussi réduits sur ces classes d’instances
(colonnes D et T).

Par exemple, sur la classe ms/random/max3sat, qui a le
plus fort pourcentage d’apparitions des 3t -UCS dans les SI
(1,45% en moyenne), on peut voir que le nombre moyen
de propagations et de SI détectés par nœud sont réduits

2. www.maxsat.udl.cat/14/results/index.html

3. www.lsis.org/habetd/Djamal_Habet/MaxSAT.html

respectivement de 1% et 2%. La vitesse moyenne d’explo-
ration de l’arbre de recherche passe de 1306,5 nœuds par
secondes à 1326,5 (+1,1%). De plus, le nombre de nœuds
explorés est réduit de 5,1%. La combinaison de ces deux
effets produit une réduction du temps moyen de résolution
de 6,1%.

Ces résultats confirment les bénéfices attendus de l’ap-
prentissage des transformations des UCS :

1. l’augmentation de la vitesse d’exploration de l’arbre
de recherche due à la réduction de la redondance
dans le calcul de la borne inférieure, et

2. la réduction du nombre de nœuds explorés due à
l’amélioration de la qualité de la borne inférieure in-
duite par l’augmentation du nombre de clauses uni-
taires dans la formule.

On peut noter également que ce second effet masque en
partie l’impact du premier dans les statistiques que nous
présentons. La réduction de la redondance fait baisser les
valeurs des indicateurs P/D et �/D tandis qu’à l’inverse,
l’augmentation du nombre de clauses unitaires les aug-
mente.

Si l’on considère les résultats sur l’ensemble du bench-
mark, le nombre moyen de nœuds explorés et le temps
moyen de résolution sont réduits respectivement de 0,8% et
1%. Comme nous l’avons dit précédemment, la faible am-
pleur de ces résultats est à mettre en rapport avec la faible
fréquence d’apparitions des motifs de l’ensemble 3t -UCS
dans les SI détectés par AHMAXSAT.

{222,,,333}-UCS vs. {222,,,333,,,444}-UCS Si l’on ajoute les mo-
tifs de l’ensemble 4-UCS au schéma d’apprentissage, les
nombres moyens de propagations et de SI détectés par
décisions sont réduits significativement (respectivement -
5,3% et -17,1%). Comme la quantité d’apprentissage réa-
lisée par le solveur augmente, on peut s’attendre à une lé-
gère réduction de ces deux valeurs, mais pas dans de telles
proportions. Ces valeurs indiquent probablement une perte
dans la capacité de détection des sous-ensembles inconsis-
tants, et donc une réduction de la qualité de la borne infé-
rieure. On peut remarquer que sur les classes d’instances
présentant les plus fortes réductions de ces indicateurs,
comme ms/random/max2sat ou wpms/random/wmax2sat,
le nombre moyen de nœuds explorés augmente fortement
(respectivement +472,1% et +210,7%) ce qui vient confir-
mer notre interprétation. Sur l’ensemble du benchmark, 10
instances de moins sont résolues et le temps moyen de ré-
solution est augmenté de 19,1%.

Il est intéressant d’observer que les résultats varient for-
tement selon les classes d’instances. La perte de perfor-
mances ne survient que sur les classes d’instances ayant
de forts pourcentages d’apparitions des 4b-UCS. A l’in-
verse, sur les classes d’instances ayant de faibles pourcen-
tages d’apparitions des 4b-UCS, comme pms/crafted/frb ou
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TABLE 2 – Comparaison de l’impact des schémas d’apprentissage basés sur les motifs {2,3b}-UCS et {2,3}-UCS. Les deux premières colonnes montrent les classes
d’instances et le nombre d’instances par classe. Les colonnes S, D, T, P/D et �/D donnent respectivement le nombre d’instances résolues, le nombre moyens de
nœuds explorés, le temps moyen d’exécution, le nombre moyen de propagations faites par nœud de l’arbre de recherche et le nombre moyen de sous-ensembles
inconsistants détectés par nœud de l’arbre de recherche. Les colonnes marquées avec une étoile ne prennent en compte que les instances résolues par toutes les
variantes.

Classes d’instances #
{2,3b}-UCS {2,3}-UCS {2,3,4}-UCS {2,3,4t}-UCS {2,3,4t ,5}-UCS {2,3,4t ,5t}-UCS

S D* T* P/D* �/D* S D* T* P/D* �/D* S D* T* P/D* �/D* S D* T* P/D* �/D* S D* T* P/D* �/D* S D* T* P/D* �/D*

m
s

cr
af

te
d bipartite 100 100 33658 88,3 1135,3 73,9 100 33726 88,4 1135,4 74 100 33485 87,9 1135,6 74 100 33518 90,7 1135,8 74 98 184518 318,9 687,8 30 100 32328 84 1132,4 73,4

maxcut 67 56 241129 63,1 146,1 22 56 241129 63 146,1 22 56 164939 42,1 109,2 15,5 56 167956 48,5 142,9 20,1 56 192076 49 127,8 17,3 56 171380 44,7 135,2 18,3
set-covering 10 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - -

ra
nd

om

highgirth 82 7 45631951045,3 43,2 2,5 7 46495321064,2 43,1 2,5 7 46360281065,9 43,1 2,5 7 46474381121,2 43 2,5 6 46801891086,2 43,1 2,5 7 46500161072,9 43,3 2,5
max2sat 100 100 30406 62,1 926,9 48,6 100 30484 62,4 927,5 48,7 93 174399 291,3 699,6 31,6 100 29710 62,4 926,3 48,6 90 206837 334,3 681 29,8 100 28292 55,6 890,8 44,4
max3sat 100 100 372213 284,9 231,6 24,5 100 353221 267,5 229,9 24 100 355812 250,4 213,1 21,1 100 325667 242,3 221,3 22,3 100 367432 249,3 202,4 19,6 100 340968 231,2 205,8 20,1
min2sat 96 96 1067 2,7 1097,5 35,9 96 1067 2,7 1097,9 35,9 96 1259 2,5 843 19,9 96 1065 2,7 1096,3 35,8 96 3689 7 844,6 20,9 96 1046 2,6 1096,1 35,7

pm
s

cr
af

te
d

frb 25 5 1364465 333,5 49,8 6,9 5 1364465 333,8 49,8 6,9 5 801715 205,2 47,1 5,2 5 804408 209,3 47 5,2 5 687551 176,4 43,9 4,6 5 585949 154,2 46,1 4,8
job-shop 3 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - -

maxclique 158 133 25474 28,7 88,3 7,5 133 25474 27,8 88,3 7,5 133 22426 30,5 86,2 6,4 133 22340 28,4 86,1 6,4 133 26735 33,9 231,7 5,8 133 23107 30,2 86,1 6,1
maxone 140 109 148070 31,2 718,8 23,2 109 148071 31,4 718,6 23,2 107 133744 28,5 717,2 23 109 133749 28,8 718,6 23,1 108 133742 28,3 1105,5 27,4 109 133747 28,7 718,7 23,1

min-enc/kbtree 42 34 202579 500,8 1035,3 63,7 34 208641 515,8 1035,1 63,7 34 202738 488,4 1027,5 62,8 34 209900 507,2 1032,2 63,5 35 205645 494 979,4 60,8 34 197998 476,2 1037 63,5
pseudo/miplib 4 2 268 0 11,8 1,8 2 268 0 11,8 1,8 2 268 0 11,8 1,8 2 268 0 11,8 1,8 2 288 0 4726,2 17 2 288 0 11,8 1,8

reversi 44 8 4679 129,9 2596,2 23,9 8 4679 129,3 2596,2 23,9 8 4719 130 2648,1 24,5 8 4736 128,1 2637,7 24,5 8 4708 132,2 5135,3 34,6 8 4555 129,2 2907,4 27
scheduling 5 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - - 0 - - - -

ra
nd

om

min2sat 60 58 5271 68,7 6055,5 51,9 58 5278 68,6 6055,5 51,9 58 5281 69,4 6056,5 51,9 58 5283 69,2 6056,5 51,9 51 12161 161,9 5658,3 42,1 58 5283 69,4 6056,4 51,9
min3sat 60 58 67532 181,2 1199,2 27,6 58 67587 181,6 1199,3 27,6 58 66974 180,7 1195,6 27,3 58 66887 186,2 1195,9 27,3 52 187338 451,5 1018,6 23,1 58 66917 181,2 1195,8 27,3

pmax2sat 60 60 1045 3,5 944,4 74,6 60 1066 3,6 946,5 74,5 60 2781 8,9 863,4 62 60 1037 3,5 931,4 72,4 60 2257 6,8 838,2 58,6 60 1021 3,2 878,4 65,8
pmax3sat/hi 30 30 89897 65 242,4 16,4 30 89236 64,6 242,2 16,4 30 86400 60,9 236,2 15,6 30 86932 62,2 240,4 16,1 30 86893 60,3 229,8 17,4 30 84944 60,1 235,8 15,6

w
pm

s
cr

af
te

d

auction 40 40 467409 123,5 143,7 66,4 40 467518 124,1 143,4 66,3 40 309981 111,1 127,1 73,9 40 310614 112 126,8 73,7 40 310322 118,4 111,8 72,3 40 310021 115,5 116,7 74,6
CSG 10 4 54378 432,4 16,9 0 4 54378 453 16,9 0 4 54648 432 15,4 0 4 54378 445,4 16,9 0 4 54813 431,7 14,2 1,2 4 54813 452,3 16,4 0

frb 34 14 492276 128,6 40,4 6 14 492276 125 40,4 6 14 290082 82,4 36,1 4,4 14 291044 78,7 36 4,4 14 248789 71,5 35,4 4,1 14 212369 58,7 36,5 4,3
min-enc 74 64 21340 109,1 8805,1 78,2 64 21340 109,2 8805,1 78,2 64 24009 117,8 8561,6 73,5 64 20522 107,6 8805,4 76,8 64 21554 111,6 10838,8 74,8 64 20101 108,8 8826,3 77,1

pseudo/miplib 12 4 1500 159,4 2859 162,8 4 1500 159,3 2859 162,8 4 1438 155,8 2602,5166,4 4 1493 157,6 2906,2169,2 4 1496 159,5 158,5 32,9 4 1505 158,8 2852,7166,4
ramsey 15 4 158529 44,2 7 2,1 4 158529 44,3 7 2,1 4 158131 44,3 7 2,1 4 158161 44,6 7 2,1 4 157496 45 23,3 7,2 4 157559 44,8 7 2,2

random-net 32 1 12539901069,5 - - 1 12539901078,6 - - 1 15633281366,2 - - 1 15633281360,2 - - 3 335161 240 - - 3 335161 237,5 - -
set-covering 45 25 3754 42,3 453,7 46,8 25 3754 42,5 453,7 46,8 25 3754 42,7 453,7 46,8 25 3754 44,1 453,7 46,8 25 3764 42,9 501,7 51 25 3754 46,4 453,7 46,8

wmaxcut 48 46 53152 85,9 597,1 122,5 46 53214 86,6 597,1 122,5 46 28518 51,4 434,5 97,3 46 28679 53,7 599,9 109,6 46 28737 51,1 613,4 99,6 46 26985 49,4 582,4 97,9

ra
nd

om

wmax2sat 120 120 4192 48,1 2595,5279,3 120 4188 47,8 2596,1279,5 119 13014 131,6 2307,9 182 120 4182 48 2591,6277,6 118 16188 170,2 2226,1 169,7 120 3810 43,2 2538,3 262
wmax3sat 40 40 41332 115,2 612,4 106,7 40 40387 112,2 611,2 105,8 40 38980 107 598,2 100,1 40 37939 106,2 605,1 102,7 40 38221 103 579,6 95,3 40 36836 99,5 591,3 97,7

wpmax2sat 90 90 575 5,9 1172,3209,2 90 573 5,7 1170,7 210 90 841 12 1322,3209,3 90 575 5,7 1156,1211,8 90 777 10,5 1270,6 197 90 575 5,5 1144,6205,5
wpmax3sat/hi 30 30 31591 88,4 656,6 64,6 30 31464 87,8 656,8 64,5 30 30751 85,6 653,7 63,3 30 31004 87,5 656,2 64,1 30 30705 85,1 660,9 64,4 30 30451 84,1 654 63,4

Ensemble1776 1438 112580 92,7 1344,7 77,4 1438 111719 91,8 1344,6 77,4 1428 108233 109,3 1273,3 64,2 1438 96202 87,3 1340,7 76,5 1412 126692 144,3 1347,1 58,6 1440 94407 82,7 1328,8 73,3
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wpms/crafted/frb, le temps moyen de résolution est réduit
(-39,5% et -34,1% respectivement). Ces résultats suggèrent
que la mémorisation des transformations des SI correspon-
dant aux motifs 4b-UCS impacte négativement et dans des
proportions importantes les performances de notre solveur.

{222,,,333}-UCS vs. {222,,,333,,,444ttt}-UCS Si l’on ignore les 4b-
UCS et que l’on ne mémorise que les transformations
des SI correspondant aux motifs {2,3,4t}-UCS, le nombre
moyen de nœuds explorés et le temps moyen de résolution
sur l’ensemble du benchmark sont réduits respectivement
de 13,9% et de 4,9%. On peut observer que les nombres
moyens de propagation et de SI détectés par nœud sont lé-
gèrement réduits (respectivement -0,3% et -1,2%).

{222,,,333,,,444ttt}-UCS vs. {222,,,333,,,444ttt ,,,555}-UCS Lorsqu’on ajoute
les motifs 5-UCS au schéma d’apprentissage d’AH-
MAXSAT, on observe le même comportement qu’avec les
motifs 4-UCS. Sur l’ensemble du benchmark, le nombre
moyen de SI détectés par nœud est réduit significative-
ment (-23,3%). En conséquence, le nombre moyen de
nœuds explorés augmente (+31,7%), 26 instances de moins
sont résolues et le temps moyen de résolution est plus
élevé (+65,3%). Comme précédemment, la perte de per-
formances est particulièrement élevée sur les classes d’ins-
tances ayant un fort pourcentage d’apparitions des mo-
tifs 5t -UCS dans les SI, comme les ms/crafted/bipartite,
ms/random/max2sat, pms/random/min3sat ou wpms/ran-
dom/wmax2sat où l’augmentation du temps moyen de ré-
solution est respectivement de 251,5%, 435,7%, 142,5% et
254,6%.

{222,,,333,,,444ttt}-UCS vs. {222,,,333,,,444ttt ,,,555ttt}-UCS Comme précé-
demment, si l’on ignore les motifs 5b-UCS et qu’on ne
mémorise que les motifs {2,3,4t ,5t}-UCS, 2 instances de
plus sont résolues, le nombre moyen de nœuds et le temps
moyen de résolution sont réduits respectivement de 1,9%
et 5,3%.

Bilan L’ajout des motifs {3t ,4t ,5t}-UCS au schéma
d’apprentissage de notre solveur AHMAXSAT permet de ré-
soudre 2 instances de plus. Le nombre moyen de nœuds
explorés et le temps moyen de résolution sont réduits
de 16,2% et 11,8% respectivement. Les figures 3a et 3b
comparent instance par instance respectivement le temps
de résolution et le nombre de nœuds explorés d’AH-
MAXSAT{2,3b}-UCS et d’AHMAXSAT{2,3,4t ,5t}-UCS.
On peut observer que le gain est régulièrement réparti sur
l’ensemble du benchmark.

Enfin, la figure 4 compare les temps de réso-
lutions cumulés de AHMAXSAT{2,3b}-UCS et AH-
MAXSAT{2,3,4t ,5t}-UCS avec ceux de trois des solveurs
S&E les plus performants : AKMAXSAT [9] et deux va-
riantes de WMAXSATZ [15, 12]. On peut voir que le gain

apporté par l’ajout des motifs {3t ,4t ,5t}-UCS au schéma
d’apprentissage d’AHMAXSAT est significatif. Sur les ins-
tances considérées, les deux variantes de notre solveur sont
nettement supérieures aux autres solveurs S&E de l’état de
l’art. Ces résultats sont conformes à ceux de la dernière
Max-SAT Evaluation, où AHMAXSAT (avec l’apprentissage
étendu) a été classé premier dans trois des neuf catégories
de l’évaluation.

Discussion Il est communément admis que l’apprentis-
sage de la transformation des SI par max-résolution peut
dans certains cas réduire la qualité de l’estimation de la BI.
Cependant, à notre connaissance, les causes de ce compor-
tement n’ont jamais été décrites clairement. L’étude em-
pirique que nous avons réalisée montre que l’apprentis-
sage de la transformation des clauses relatives à certains
motifs (les 4b-UCS et les 5b-UCS) semble particulière-
ment affecté par ce phénomène. De plus, les statistiques
détaillées présentées précédemment montrent une réduc-
tion du nombre de propagations et de SI détectés à chaque
nœud de l’arbre de recherche et donc une augmentation du
nombre de nœuds explorés. En effet, si le nombre d’étapes
de propagation est réduit, alors moins de SI seront détectés
et l’estimation de la BI sera moins précise. Par conséquent,
les retours-arrières seront effectués plus bas dans l’arbre
de recherche et davantage de nœuds seront explorés. Nous
illustrons dans l’exemple ci-dessous l’impact de la trans-
formation des clauses d’un motif 4b-UCS sur la propaga-
tion unitaire.

Example 3 Considérons le sous-ensemble Φ′′ =
{c2,c3,c4,c5} de la formule Φ introduite dans l’exemple 1.
Si l’on ajoute la clause c14 = {x1,x4} à Φ′′, il y a deux
UCS possibles : ψ1 = {c3,c5,c14} et ψ2 = {c2,c3,c4,c5}
qui sont respectivement un 3b-UCS et un 4b-UCS.

Si ψ1 est transformé par max-résolution, on obtient
la formule Φ(3) = {c2,c4,c15,c16,c17} avec c15 = {x1},
c16 = {x1,x3,x4} et c17 = {x1,x3,x4}. Dans Φ(3), l’affec-
tation de x1 à vrai conduit à la séquence de propagations
〈x2@c2,x4@c4〉. La clause c15 est falsifiée tandis que c16
et c17 sont satisfaites.

Si ψ2 est transformé par max-résolution, on obtient la
formule Φ(4) = {c12,c7,c8,c10,c11,c14} (cette transforma-
tion est décrite dans l’exemple 1). L’affectation de x1 à vrai
conduit, dans Φ(4), à la séquence de propagations unitaires
〈x4@c14〉. La clause c12 est falsifiée, c8 et c10 sont satis-
faites et c7 et c11 sont réduites. Il n’y a plus de clauses
unitaires et x2 ne peut pas être propagée. Il est intéressant
d’observer que les deux clauses réduites c7 = {x2,x3} et
c11 = {x2,x3} pourraient mener à la propagation de x2 si
l’on appliquait la max-résolution entre elles sur la variable
x3. Mais la propagation unitaire seule ne permet pas de
propager x2.
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Même si nous avons décrit ici au travers d’un exemple
comment les transformations peuvent réduire le nombre de
variables propagées et l’impact que ça a sur la qualité de
l’estimation de la BI, les caractéristiques précises des sous-
ensembles de clauses concernés par ce phénomène sont
méconnues. Une étude approfondie de ces caractéristiques
serait d’un grand intérêt dans la perspective d’améliorer les
schémas d’apprentissages utilisés par les solveurs S&E.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce papier de nouveaux en-
sembles de motifs permettant d’enrichir le schéma d’ap-
prentissage des solveurs de type S&E. L’étude expérimen-
tale que nous avons réalisé montre que l’apprentissage des
transformations de certains de ces motifs (les {2,3,4t ,5t}-
UCS) réduit sensiblement le nombre de nœuds de l’arbre
de recherche explorés et le temps de résolution de notre
solveur AHMAXSAT.

Les résultats expérimentaux obtenus montrent égale-
ment que l’apprentissage des transformations des {4b,5b}-
UCS réduit la capacité de notre solveur à détecter les sous-
ensembles inconsistants, et par là même ses performances.
Nous avons décrit ce phénomène, ce qui à notre connais-
sance n’avait jamais été fait auparavant. Nous étudierons
ce phénomène dans le future avec pour objectif d’établir
les fondements théoriques de l’apprentissage dans les sol-
veurs S&E pour Max-SAT.
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Résumé

Dans cette contribution, nous introduisons un cadre
nouveau qui a pour objet d’étendre le champ des classes
polynomiales. Cette approche est basée sur la transfor-
mation de CSP et introduit la notion de classe polyno-
miale cachée. Elle part du constat selon lequel les pro-
blèmes réels n’appartiennent pas en général à des classes
polynomiales mais peuvent parfois, après simplification
(des filtrages par cohérence locale par exemple) en faire
partie. Ce papier est un résumé de l’article [2].

Abstract

In this paper, we introduce a new framework that
aims to extend the scope of tractable classes. This ap-
proach is based on the transformation of CSP and intro-
duced the concept of Hidden Tractable Class. It starts
from the observation that real problems do not belong in
general to tractable classes but can sometimes after sim-
plifications (filterings for example) appear in a tractable
class. This paper is a summary of [2].

1 Introduction

La plupart des classes polynomiales sont définies sur
la base de propriétés très restrictives qui rendent leur
présence au sein des instances réelles quasi inexistante.
Elles se retrouvent ainsi très peu exploitées en pra-
tique. Pour contourner cette réalité, nous proposons
d’étendre le champ des classes polynomiales de CSP
en introduisant le concept de classes polynomiales ca-
chées. L’idée est que certaines instances qui n’appar-
tiendraient pas à des classes polynomiales, pourraient,
après filtrage par exemple, être transformées en ins-
tances figurant dans des classes bien connues.

∗Ce travail est soutenu par l’Agence Nationale de la Re-
cherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).

2 Classes polynomiales cachées

Le cadre formel que nous proposons ici est basé sur
la notion de transformation d’instances. Nous dirons
que certaines instances constituent des classes poly-
nomiales � cachées � découvertes par transformation
d’instances. À cette fin, nous proposons un cadre gé-
néral qui peut être utilisé pour de nombreuses classes
polynomiales connues et pour l’essentiel des transfor-
mation d’instances de CSP, comme les filtrages par
cohérence locale par exemple. Comme transforma-
tions classiques de CSP, nous trouvons généralement
les suppressions de variables, de valeurs, l’ajout de
contraintes ou la suppression de tuples dans les rela-
tions de compatibilité. Pour définir formellement cette
notion, nous rappelons qu’une instance de CSP est un
triplet (X,D,C) où X est un ensemble de variables,
D un ensemble de domaines finis, avec un domaine
D(x) pour chaque variable x, et C un ensemble de
contraintes. Chaque contrainte c est définie par un
couple (S(c), R(c)) où R(c) est une relation de com-
patibilité sur les domaines de l’ensemble S(c) ⊆ X qui
est la portée de la contrainte c.

Définition 1 Étant donnée une instance de CSP P =
(X,D,C), t est dite une transformation de P si
t(P ) = (tvar(X), tdom(D), tcons(C)) vérifie :

— tvar(X) ⊆ X
— tdom(D) = {tdom(D(x′)) : x′ ∈ tvar(X) et

tdom(D(x′)) ⊆ D(x)}
— ∀c ∈ C, tcons(c) vérifie :

• tcons(S(c)) = S(c)\{x ∈ X : x /∈ tvar(X)} et

• tcons(R(c)) ⊆ R(c)[tcons(S(c))].

— ∀c′ ∈ tcons(C) telle que c′ /∈ C, tcons(R(c′)) ⊆∏
x′∈S(c′) tdom(D(x′)).
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D’autres transformations sont envisageables, mais
nous nous limitons à celles-ci dans le cadre de ce tra-
vail. Cette définition permet d’introduire la notion de
classe cachée :

Définition 2 Étant données une transformation t et
une classe d’instances P, t(P) = {t(P ) : P ∈ P}.
Étant donnée une classe C, la classe d’instances mise
en évidence par t pour C est Ct = {P : t(P ) ∈ C}.
La classe P est dite classe cachée de C pour t, si
P ⊆ Ct i.e. si t(P) ⊆ C. Enfin, P est appelée classe
polynomiale cachée de C pour t si C est une classe
polynomiale et si t préserve la cohérence et peut être
calculée en temps polynomial.

Ainsi, si C est une classe polynomiale et si P est une
classe cachée de C pour une transformation t calcu-
lable en temps polynomial, pour le cas d’une instance
P ∈ P, il sera suffisant d’appliquer t sur P pour avoir
une version modifiée de P qui sera traitable en temps
polynomial. Au-delà, P sera aussi considérée comme
classe polynomiale. Notre démarche ayant pour objet
d’étendre des classes polynomiales à l’aide de trans-
formations d’instances, il est naturel d’étudier la puis-
sance relative de ces transformations. Nous formali-
sons cela par des comparaisons entre classes mises en
évidence par des transformations t pour des classes C.

Définition 3 Étant données deux transformations t1
et t2, et deux classes C1 et C2, on dit que Ct22 est plus
grande que Ct11 si Ct11 ⊆ Ct22 . De plus, on dit que Ct22
est strictement plus grande que Ct11 si Ct11 ( Ct22 , et
on dit que Ct11 et Ct22 sont incomparables si aucune
relation entre elles n’existe. Finalement, on dit que Ct11
et Ct22 sont égales si Ct11 = Ct22 .

Sur la base de ces relations, il est possible de défi-
nir un certain nombre de propriétés qui sont détaillées
dans [2], offrant ainsi un cadre d’étude général pour
la comparaison de classes et de transformations. Par
exemple, on peut facilement constater que pour toute
paire de classes C1 et C2 telles que C1 ⊆ C2, et pour
toute transformation t, on a Ct1 ⊆ Ct2. Cette contribu-
tion ayant pour objet d’étendre l’intérêt pratique des
classes polynomiales, il est naturel d’étudier expéri-
mentalement l’étendue des classes cachées.

3 Le cas de BTP et des filtrages

L’étude de la classe polynomiale BTP [1] semble as-
sez naturelle ici car elle constitue l’une des classes les
plus larges qui aient été proposées jusqu’à présent. De
même, coupler son étude avec les techniques de filtrage
semble tout à fait naturel car ce sont les transforma-
tions les plus exploitées en pratique, que ce soit en pré-
traitement ou bien alors pendant une recherche par des

BTP BTPAC BTPPIC BTPmaxRPC BTPSAC BTPNIC BTPSPC

# inst. 12 191 400 493 550 900 594
# cons. - 46 47 47 47 83 71

Table 1 – Instances et classes cachées de BTP .

algorithmes tels que MAC par exemple. Aussi, nous
avons étudié les classes cachées de BTP qui peuvent
être découvertes par les filtrages usuels tels que AC,
SAC, PIC, maxRPC, RPC, PC, SPC ou encore
NIC. Nous avons pour cela considéré les instances de
la compétition CSP 2008, et dénombré celles qui ap-
paraissent dans des classes cachées. Alors qu’à la base,
très peu d’instances figurent dans BTP (précisément
12), la table 1 permet d’observer qu’elles sont fina-
lement plus nombreuses dès lors qu’elles sont recher-
chées au sein de classes cachées. Ces résultats s’avèrent
en adéquation avec les comparaisons théoriques pré-
sentées dans la figure 1 où un arc entre deux classes
exprime la relation strictement plus grande et les poin-
tillés l’incomparabilité.

BTPBTPACBTPPICBTPmaxRPCBTPSAC

BTPNIC

BTPSPC BTPPC

Figure 1 – Relations entre classes cachées de BTP.

4 Conclusion

Souvent ignorée des praticiens pour de bonnes rai-
sons, l’étude des classes polynomiales s’est cantonnée
à des travaux théoriques. La notion de classe cachée
introduite ici pourrait lui donner un impact plus large
au sein de la communauté de la Programmation par
Contraintes. D’une part, elle permettrait d’offrir une
explication à l’efficacité parfois surprenante des sol-
veurs généraux qui se trouve en contradiction avec le
verdict délivré par l’analyse de la complexité dans le
pire des cas. D’autre part, elle pourrait orienter les re-
cherches théoriques en les dirigeant vers l’élaboration
de classes polynomiales plus en adéquation avec les
algorithmes de résolution souvent à base de filtrages.
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Résumé

Nous nous intéressons au problème du voyageur de
commerce dépendant du temps (Time-Dependent Tra-
veling Salesman Problem / TDTSP), une version éten-
due du voyageur de commerce où la durée du trajet entre
deux livraisons varie en fonction de l’heure du voyage.
Dans [1] nous proposons un nouveau benchmark pour le
TDTSP et nous montrons l’intérêt de prendre en compte
le fait que les durées varient. Nous présentons une nou-
velle contrainte globale (étendant No-Overlap) qui in-
tègre des durées variant en fonction du temps et nous
montrons que cette nouvelle contrainte est plus perfor-
mante que le modèle classique de programmation par
contraintes.

Abstract

The Time-Dependent Traveling Salesman Problem
(TDTSP) is the extended version of the TSP where arc
costs depend on the time when the arc is traveled. When
we consider urban deliveries, travel times vary considera-
bly during the day and optimizing a delivery tour comes
down to solving an instance of the TDTSP. In [1] we
propose a benchmark for the TDTSP based on real traf-
fic data and show the interest of handling time depen-
dency in the problem. We then present a new global
constraint (an extension of No-Overlap) that integrates
time-dependent transition times and show that this new
constraint outperforms the classical CP approach.

1 Introduction

Quand nous considérons les problèmes réels d’op-
timisation, le temps est généralement une dimension
importante à prendre en compte. Cela est particuliè-
rement le cas pour les problèmes de livraison pour

lesquels le temps est fréquemment présent sous dif-
férentes formes : temps de déplacement entre deux
livraisons consécutives ; fenêtres de temps autorisées
pour chaque livraison ; contraintes de précédence entre
livraisons. Une source supplémentaire de complexité
de ces problèmes apparâıt lorsque le temps de par-
cours entre points de livraison dépend de l’heure de
départ, typiquement parce que dans les zones urbaines
les conditions de circulation varient beaucoup au cours
de la journée. Nous nous intéressons plus particulière-
ment au problème du voyageur de commerce dépen-
dant du temps (Time-Dependent Traveling Salesman
Problem / TDTSP), une version étendue du voyageur
de commerce (TSP) où le temps de trajet entre deux
livraisons varie en fonction de l’heure du voyage.

Puisque la disponibilité de données réelles dans ce
domaine est assez récente, ces problèmes n’ont pas été
très étudiés dans la littérature et les approches utili-
sant la Programmation par Contraintes (PPC) sont
encore plus rares. D’une part, la PPC est généra-
lement moins efficace que la programmation linéaire
en nombres entiers ou les méta-heuristiques pour les
problèmes de tournées de véhicules purs (qui ne dé-
pendent pas du temps). D’autre part, le “Constraint-
Based Scheduling” [2], qui est l’application de la PPC
aux problèmes d’ordonnancement, est l’un des plus
grand succès industriels de la PPC et a montré que les
technologies de PPC peuvent être très efficaces pour
résoudre les problèmes temporels. Des nouveaux types
de variables (d’intervalle) et de contraintes globales
associées ainsi que des nouveaux algorithmes de re-
cherche ont été développés récemment [4, 5, 6] pour
améliorer l’expressivité et l’efficacité des modèles PPC
impliquant les domaines temporels.
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Nous avons introduit un nouveau benchmark 1 pour
le TDTSP généré à partir des données réelles de traffic,
provenant de la ville de Lyon. Nous présentons aussi
une nouvelle contrainte globale (TDNoOverlap) créée
pour exploiter de façon plus efficace les données dépen-
dant du temps. Cette contrainte a été implémentée sur
le moteur CP Optimizer de IBM ILOG CPLEX Opti-
mization Studio et testé expérimentalement sur notre
nouveau benchmark.

2 La contrainte TDNoOverlap

TDNoOverlap prend comme paramètres :
— une fonction T donnant pour chaque couple de

sommets (i, j) et chaque instant t la durée pour
aller de i à j quand on part de i à l’instant t ;

— une séquence de variables correspondant aux
heures d’arrivée et départ sur chaque sommet ;

et impose que les heures de départ et d’arrivée entre
deux sommets consécutifs respectent les durées de
transition données par T . La contrainte crée un graphe
de précédence où les arcs correspondent aux relations
de précédence entre les visites de sommets. Deux types
d’arcs sont considérés entre deux visites i et j :

1. Un arc next (successeur immédiat) i ⇒ j im-
plique que j sera visité juste après i.

2. Un arc successor i → j implique que j sera
visité après i mais d’autres visites peuvent être
faites entre les deux.

Pendant la recherche, des nouveaux arcs next et suc-
cessor sont rajoutés au graphe de précédence soit à
cause de décisions prises soit à cause des propagations.
Le graphe de précédence maintient incrémentalement
la fermeture transitive des arcs. Dans [1] nous mon-
trons les avantages de considérer ces deux types d’arcs
plutôt que juste les arcs de type next pour les pro-
blèmes asymétriques comme le TDTSP et nous décri-
vons en détails les différentes propagations temporelles
qui sont faites pour chaque type d’arc.

3 Résultats expérimentaux

Nous étendons le modèle PPC classique pour le TSP
[3] pour prendre en compte les durées de transition
qui dépendent du temps et nous le comparons à un
modèle qui utilise la contrainte TDNoOverlap. Dans
un premier temps nous comparons les capacités de fil-
trage des deux modèles en utilisant la même stratégie
de recherche pour les deux modèles : ordonnancement
chronologique des visites et choix de la visite la plus
proche en termes de temps de transition d’abord, la
date au plus tôt de la visite précédente étant connue.

1. Disponible sur liris.cnrs.fr/christine.solnon/TDTSP.html

Nous avons mesuré le nombre de branches et le temps
CPU des deux approches sur les 180 instances de taille
10 de notre benchmark 2. Le modèle avec TDNoOverlap
propage beaucoup plus que le modèle PPC classique
(de l’ordre de 50 fois moins de branches) et trouve aussi
de meilleures solutions plus vite. Pour les instances de
taille 10, la recherche se finit 100 plus vite en moyenne.

Nous avons d’autre part comparé les coûts des
meilleures solutions trouvées pour les instances de
taille 20 et 30 par les deux approches en utilisant
la recherche automatique de CP Optimizer (plus per-
formante qu’une simple recherche en profondeur). La
même heuristique de recherche qu’avant a été utilisée
avec une limite de temps de 900s. Pour les instances
de taille 20, le modèle avec TDNoOverlap trouve et
prouve la solution optimale pour 165 instances sur les
180 et, en moyenne, la solution trouvée est au moins
10% meilleure que celle trouvée par le modèle classique
de PPC. Pour les instances à 30 visites, les deux mo-
dèles sont incapables de prouver l’optimalité dans la
limite fixée mais, en moyenne, les solutions trouvées
par TDNoOverlap sont au moins 20% meilleures que
celles trouvées par le modèle PPC classique.
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2. Comparaison effectuée seulement sur les instances de taille
10 puisque le modèle classique de PPC n’est capable de résoudre
les problèmes plus grands à l’optimalité.
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ilyess.bachiri@cirrelt.ca jonathan.gaudreault@forac.ulaval.ca
{brahim.chaib-draa,claude-guy.quimper}@ift.ulaval.ca

Résumé

Les problèmes d’optimisation combinatoire sont sou-
vent très difficiles à résoudre et le choix d’une stratégie
de recherche joue un rôle crucial dans la performance du
solveur. Une stratégie de recherche est dite adaptative
quand elle s’adapte dynamiquement à la structure du
problème et est capable d’identifier les zones de l’espace
de recherche qui contiennent les bonnes solutions. Nous
proposons un algorithme (RLBS) qui apprend à faire des
retours arrière de manière efficace lors de l’exploration
d’arbres non-binaires. Le branchement est effectué en
utilisant une stratégie de choix de variable/valeur quel-
conque. Cependant, quand un retour arrière est néces-
saire, la sélection du nœud cible s’appuie sur l’apprentis-
sage automatique. Comme les arbres sont non-binaires,
on a l’occasion de faire des retours arrière à plusieurs re-
prises vers chaque nœud durant l’exploration, ce qui per-
met d’apprendre quels nœuds mènent vers les meilleures
récompenses en général (c’est-à-dire, vers les feuilles les
plus intéressantes). RLBS est évalué sur un problème de
planification en utilisant des données industrielles. Il sur-
passe aussi bien des stratégies d’exploration classiques
(non-adaptative) (DFS, LDS) qu’une stratégie adapta-
tive (IBS).

1 Introduction

Les problèmes d’optimisation combinatoire
(Constraint Optimization Problem – COP) sont
souvent très difficiles à résoudre et le choix de la
stratégie de recherche a une influence importante
sur la performance du solveur. Afin de résoudre un
problème d’optimisation combinatoire en explorant
un arbre de recherche, il faut choisir une heuristique
de choix de variable (qui définie l’ordre dans lequel

les variables vont être instanciées), une heuristique de
choix de valeurs (qui définie l’ordre dans lequel les
valeurs seront essayées), et une stratégie de retour
arrière (qui détermine vers quel nœud effectuer
les retours arrière lorsqu’une feuille de l’arbre est
rencontrée). Quelques politiques de retours arrière
sont totalement déterministes (e.g. Depth-First
Search, DFS) pendant que d’autres s’appuient sur des
mécanismes d’évaluation de nœuds plus dynamiques
(e.g. Best-First Search). Certaines (e.g. Limited
Discrepancy Search [9]) peuvent être implémentées
soit comme un algorithme itératif déterministe ou un
évaluateur de nœud [3].

Une stratégie est dite adaptative quand elle s’adapte
dynamiquement à la structure du problème et identifie
les zones de l’espace de recherche qui contiennent les
bonnes solutions. Des stratégies de branchement adap-
tatives ont été proposées (e.g. Impact-Based Search
(IBS) [17]) ainsi qu’une stratégie de retour arrière
adaptative (e.g. Adaptive Discrepancy Search [7], pro-
posée pour les problèmes d’optimisation distribués).

Dans cet article, nous proposons une stratégie de
retour arrière qui se base sur l’apprentissage automa-
tique pour améliorer la performance du solveur. Plus
particulièrement, nous utilisons l’apprentissage par
renforcement pour identifier les zones de l’espace de
recherche qui contiennent les bonnes solutions. Cette
approche a été développée pour les problèmes d’opti-
misation combinatoire dont l’espace de recherche est
encodé dans un arbre non-binaire. Comme les arbres
sont non-binaires, on a l’occasion d’effectuer plusieurs
retours arrière vers chaque nœud durant l’exploration.
Ceci permet d’apprendre quels nœuds mènent vers les
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meilleures récompenses en général (c’est-à-dire, vers
les feuilles les plus intéressantes).

Le reste de cet article est organisé comme suit : La
section 2 passe en revue quelques concepts prélimi-
naires relatifs à la recherche adaptative et l’appren-
tissage par renforcement. La section 3 explique com-
ment le retour arrière peut être formulé en tant que
tâche d’apprentissage par renforcement et introduit
l’algorithme proposé (Reinforcement Learning Back-
tracking Search, or RLBS). La section 4 présente les
résultats pour un problème industriel complexe qui
combine planification et ordonnancement. RLBS est
comparé à des stratégies de recherche classiques (non-
adaptatives) (DFS, LDS) ainsi qu’à une stratégie de
branchement adaptative (IBS). La section 5 conclue
l’article.

2 Concepts préliminaires

La résolution des problèmes d’optimisation combi-
natoire en utilisant l’exploration globale se réduit à dé-
finir trois éléments-clés : une stratégie de choix de va-
riable, une stratégie de choix de valeur, et une stratégie
de retour-arrière [20]. L’espace de recherche est struc-
turé sous forme d’un arbre dont la topologie est défi-
nie par les stratégies de choix de variable/valeur. Peu
importe les stratégies de choix de variable/valeur em-
ployées, l’arbre de recherche couvre entièrement l’es-
pace de recherche. La stratégie de retour-arrière dé-
termine l’ordre dans lequel les nœuds vont être visi-
tés. Les stratégies de retour-arrière peuvent être im-
plémentées sous forme d’algorithmes itératifs, ou de
mécanismes d’évaluation de nœud [3].

2.1 Heuristiques de choix de variable/valeur et ap-
prentissage

Quelques algorithmes apprennent durant l’explora-
tion quelles variables sont les plus difficiles à instancier,
dans le but de changer l’ordre d’instanciation des va-
riables dynamiquement (e.g. YIELDS [10]). Dans [4]
et [8], à chaque fois qu’une contrainte entrâıne un
échec, la priorité des variables impliquées dans cette
contrainte est augmentée.

Dans Impact Based Search (IBS) [17], l’impact des
variables est mesuré en observant à quel point leurs
instanciations réduit la taille de l’espace de recherche.
Comme IBS choisit en même temps la variable à ins-
tancier et la valeur à lui attribuer, on peut dire qu’il
apprend une combinaison de stratégie de choix de va-
riable et de stratégie de choix de valeur.

2.2 Apprendre à effectuer les retours arrière

Les approches où le système apprend à évaluer la
qualité des nœuds sont d’un grand intérêt quand il
s’agit de stratégies de retour arrière. Ruml [18] pro-
pose une approche intéressante à cet égard. Pendant
que LDS basique attribue le même degré d’importance
à toutes les déviations, Best Leaf First Search (BLFS)
donne différents poids aux déviations selon leur pro-
fondeur. BLFS utilise une régression linéaire afin de
déterminer la valeur des poids. Le modèle n’a pas vrai-
ment été utilisé pour définir une stratégie de retour
arrière. Au lieu de ceci, l’algorithme d’exploration ef-
fectue des descentes successives dans l’arbre. L’algo-
rithme de Ruml a abouti à de très bons résultats (voir
[19]), et a été l’inspiration derrière le prochain algo-
rithme.

Adaptive Discrepancy Search (ADS) [7] est un al-
gorithme qui a été proposé pour l’optimisation distri-
buée mais qui peut être employé dans un contexte de
COP classique. Durant la recherche, il apprend dy-
namiquement vers quels nœuds il est le plus profi-
table d’effectuer des retours arrière (afin de concen-
trer les efforts sur ces zones de l’arbre en premier).
Pour chaque nœud, il tente d’apprendre une fonction
Improvement(i) qui prédit à quel point la première
feuille rencontrée après avoir effectué un retour arrière
vers ce nœud pour la i-ème fois sera de bonne qualité,
en comparaison avec les retours arrière précédents ef-
fectués vers le même nœud. L’inconvénient de cette
méthode est qu’une fonction doit être apprise pour
chacun des nœuds ouverts. Ces fonctions doivent aussi
être mises à jour à chaque fois qu’un nœud mène vers
une nouvelle solution [13] (même si une approximation
peut être calculée en utilisant la régression).

2.3 Apprentissage par renforcement

L’idée fondamentale derrière l’apprentissage par
renforcement est de trouver une façon d’associer les
actions aux situations afin de maximiser la récom-
pense totale. L’apprenti ne sait pas quelles actions
prendre, il doit découvrir quelles actions mènent vers
les plus grandes récompenses (à long terme). Les ac-
tions peuvent affecter non seulement la récompense
immédiate mais aussi la situation prochaine et, au fi-
nal, toutes les récompenses qui suivent [2]. De plus, les
actions peuvent ne pas mener vers les résultats espérés
à cause de l’incertitude de l’environnement.

L’apprentissage par renforcement s’appuie sur un
cadre formel qui définit l’interaction entre l’apprenti
et l’environnement en termes d’états, d’actions, et de
récompenses. L’environnement qui supporte l’appren-
tissage par renforcement est typiquement formulé en
tant qu’un processus décisionnel de Markov (Markov
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Decision Process - MDP) à états finis. Dans chaque
état s ∈ S, un ensemble d’actions a ∈ A sont dis-
ponibles, parmi lesquelles l’apprenti doit choisir celle
qui maximise la récompense cumulative. L’évaluation
des actions est entièrement basée sur l’expérience de
l’apprenti, cumulée à travers ses interactions avec l’en-
vironnement. Le but de l’apprenti est de trouver une
politique optimale π : S → A qui maximise la récom-
pense cumulative. La récompense cumulative est soit
définie en tant que la somme de toutes les récompenses
R = r0 + r1 + · · · + rn, soit exprimée en tant que la
somme des récompenses dévaluées R =

∑
t γ

trt. Le
facteur de dévaluation 0 ≤ γ ≤ 1 est appliqué pour
privilégier les récompenses récentes. La représentation
sous forme de somme dévaluée de la récompense est
utilisée pour un MDP sans état final.

L’intuition centrale derrière l’apprentissage par ren-
forcement est que les actions qui mènent vers les
grandes récompenses doivent être choisie plus souvent.

Dans une tâche d’apprentissage par renforcement,
chaque action a, dans chaque état s, est associé à une
valeur numérique Q(s, a) qui représente la désirabilité
de choisir l’action a dans l’état s. Ces valeurs sont ap-
pelées Q-Values. Plus grande est la Q-Value, plus c’est
probable que l’action associée mène vers une bonne so-
lution, selon le jugement de l’apprenti. À chaque fois
qu’une récompense est retournée à l’apprenti, il doit
mettre à jour la Q-Value de l’action qui a mené à cette
récompense. Cependant, l’ancienneQ-Value ne devrait
pas être complètement oubliée, sinon l’apprenti se ba-
serait uniquement sur la toute dernière expérience à
chaque fois qu’il doit prendre une décision. Pour ce
faire, on garde une partie de l’ancienne Q-Value et
on la met à jour avec une partie de la nouvelle ex-
périence. Aussi, on suppose que l’apprenti va agir de
manière optimale par la suite. De plus, les récompense
futures espérées doivent être dévaluées pour privilégier
les récompenses les plus récentes.

Soit s l’état courant, s′ l’état prochain, a une action,
r la récompense retournée après avoir pris l’action a, α
le taux d’apprentissage, et γ le facteur de dévaluation.
La formule de mise à jour des Q-Values est la suivante :

Q(s, a)← (1− α)Q(s, a) + α[r + γmax
a′

Q(s′, a′)] (1)

2.4 Apprentissage automatique et exploration

L’idée d’utiliser l’apprentissage par renforcement
pour résoudre les problèmes d’optimisation combi-
natoires est exploitée par différents travaux de re-
cherche [14, 16, 21]. Des chercheurs ont essayé d’appli-
quer l’apprentissage par renforcement pour résoudre
des problèmes d’optimisation alors que d’autres l’ont

employé dans le contexte de problèmes de satisfac-
tion de contraintes (Constraint Satisfaction Problems
– CSP).

À titre d’exemple, Xu et al. [21] ont proposé une
formulation de la résolution du CSP en tant que tâche
d’apprentissage par renforcement. Un ensemble d’heu-
ristiques de choix de variable est fourni à l’algorithme
qui apprend laquelle utiliser, et quand l’utiliser, afin
de résoudre un CSP dans le plus bref délai. Le proces-
sus d’apprentissage prend place de manière offline et
est mené sur différentes instances du même CSP. Les
états sont les instances ou sous-instances du CSP. Les
différentes heuristiques de choix de variable définissent
les actions. Une récompense est retournée à chaque fois
qu’une instance est résolue. Cette approche se base sur
le Q-Learning pour apprendre l’heuristique de choix
de variable optimale à chaque point de décision dans
l’arbre de recherche, pour une (sous)-instance du CSP.
En d’autres termes, le processus d’apprentissage dé-
termine, dans chaque contexte, quelle heuristique de
choix de variable est le plus efficace.

Par ailleurs, Loth et al. [11] ont proposé l’algo-
rithme BASCOP (Bandit Search for Constraint Pro-
gramming) qui guide l’exploration dans le voisinage de
la dernière meilleure solution trouvée. Cet algorithme
se base sur des estimations calculées à travers plusieurs
redémarrage. BASCOP a été testé sur un problème de
job shop [12] et a donné des résultats similaires à ce
qui existait dans l’état de l’art de la programmation
par contrainte.

Une technique de recherche locale qui utilise l’ap-
prentissage par renforcement est aussi proposée dans
[14]. Cette approche consiste en la résolution des COPs
en se basant sur une population d’agents d’appren-
tissage par renforcement. Les paires 〈variable, valeur〉
sont considérés comme les états de la tâche d’appren-
tissage par renforcement, et les stratégies de branche-
ment définissent les actions. Chaque agent se voit as-
signé une zone spécifique de l’espace de recherche où
il est censé apprendre et trouver de bonnes solutions
locales. L’expertise de toute la population d’agents
est ensuite exploitée. Une nouvelle solution globale est
produite en gardant une partie de la meilleure solution
locale trouvée par un agent, et complétée en utilisant
l’expertise d’un autre agent de la population.

Selon [16], la recherche locale peut être formulée
comme une politique de résolution dans un processus
décisionnel de Markov (MDP) où les états représentent
les solutions, et les actions définissent les solutions
voisines. Les techniques d’apprentissage par renforce-
ment peuvent, dès lors, être utilisées pour apprendre
une fonction de coût afin d’améliorer la recherche lo-
cale. Une manière de faire serait d’apprendre une nou-
velle fonction de coût sur de multiples trajectoires de
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la même instance. L’algorithme STAGE de Boyan et
Moore [5] procède ainsi et alterne entre l’utilisation
de la fonction de coût originale et la fonction de coût
nouvellement apprise. En améliorant la précision de
prédiction de la fonction de coût apprise, la capacité
des heuristiques à guider la recherche s’améliore.

Une autre approche qui utilise l’apprentissage par
renforcement pour améliorer la recherche locale dans
le contexte de l’optimisation combinatoire est d’ap-
prendre une fonction de coût de manière offline, et
ensuite l’utiliser sur de nouvelles instances du même
problème. Les travaux de Zhang et Dietterich [22] se
situent dans cette catégorie.

3 RLBS : Le retour arrière en tant que
tâche d’apprentissage par renforcement

Cette section introduit Reinforcement Learning
Backtracking Search (RLBS). Le branchement est ef-
fectué selon n’importe quelle heuristique de choix de
variable/valeur. À chaque fois qu’une feuille/solution
est atteinte, un nœud vers lequel effectuer un retour ar-
rière doit être sélectionné. À chaque candidat au retour
arrière (c’est-à-dire un nœud avec au moins un enfant
non-visité) correspond une action (“effectuer un retour
arrière vers ce nœud”). Une fois un nœud est sélec-
tionné, l’exploration de l’arbre de recherche poursuit
à partir de ce nœud jusqu’à ce qu’une feuille/solution
est rencontrée. La différence entre la qualité de cette
nouvelle solution et la meilleure solution trouvée jus-
qu’à date constitue la récompense retournée pour avoir
choisi l’action précédente. Comme les arbres de re-
cherche sont non-binaires, on est amené à effectuer plu-
sieurs retours arrière vers chaque nœud durant l’explo-
ration. Ceci permet d’identifier les actions qui payent
le plus (à savoir, les nœuds qui ont le plus de chance
de mener vers des feuilles/solutions intéressantes).

Cette situation est similaire au problème du k-armed
bandit [1]. Il s’agit d’un problème d’apprentissage par
renforcement mono-état. Plusieurs actions sont pos-
sibles (tirer sur l’un des bras de la machine à sous).
Chaque action peut mener vers une récompense (de
manière stochastique) et un équilibre doit être main-
tenu entre l’exploration et l’exploitation. Dans notre
situation de retour arrière, choisir une action mène à
la découverte de nouveaux nœuds (nouvelles actions),
en plus de retourner une récompense (ce qui est sto-
chastique et non-stationnaire).

3.1 Apprentissage

Comme dans le contexte d’apprentissage par ren-
forcement classique, l’évaluation (Q-value) d’une ac-
tion a est mise à jour à chaque fois qu’une récompense

est retournée après avoir choisi une action. Comme il
s’agit d’un environnement mono-état, le facteur de dé-
valuation γ est égal à 0 et l’équation (1) se réduit à
l’équation (2) :

Q(a)← Q(a) + α[r(a)−Q(a)] (2)

où r(a) est la récompense et α est le taux d’apprentis-
sage.

La prochaine action à effectuer est sélectionnée en
se basant sur ces évaluations. Un nœud qui a généré
une grande récompense au début mais qui n’a jamais
mené vers de bonnes solutions par la suite verra sa
Q-Value décrôıtre au fil du temps, jusqu’à ce qu’il de-
vienne moins intéressant que les autres nœuds/actions.

3.2 Initialisation de l’algorithme

Au début de l’exploration, on descend jusqu’à la pre-
mière feuille/solution de l’arbre en utilisant un DFS.
Puis, on effectue un retour arrière une fois vers cha-
cun des nœuds ouverts (ceci est similaire à réaliser les
2 premières itérations de LDS), ce qui permet de cal-
culer leurs Q-Values. Ensuite, on commence à se baser
sur les Q-Values pour choisir le prochain nœud pour
effectuer le retour arrière. Quand un nœud est visité
pour la première fois, sa Q-Value est initialisée par
celle de son parent.

Figure 5 – La valeur de la fonction objectif en fonc-
tion du temps de calcul de LDS et RLBS pour le cas
#5

4 Expérimentations en utilisant des don-
nées industrielles

L’objectif principal de ces travaux de recherche était
de trouver une façon plus intelligente de sélectionner
le nœud vers lequel effectuer le retour-arrière durant
l’exploration globale d’un arbre de recherche. Et ce
pour (1) des problèmes d’optimisation combinatoires
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Figure 1 – La valeur de la fonction objectif en
fonction du temps de calcul de LDS et RLBS pour
le cas #1

Figure 2 – La valeur de la fonction objectif en
fonction du temps de calcul de LDS et RLBS pour
le cas #2

Figure 3 – La valeur de la fonction objectif en
fonction du temps de calcul de LDS et RLBS pour
le cas #3

Figure 4 – La valeur de la fonction objectif en
fonction du temps de calcul de LDS et RLBS pour
le cas #4

(2) pour lesquels on connâıt déjà de bonnes stratégies
de choix de variable/valeur. Des expérimentations ont
été menées sur un problème de planification et ordon-
nancement issu de l’industrie du bois (le problème de
planification et ordonnancement des opérations de ra-
botage du bois) car il répond parfaitement aux critères
mentionnés précédemment.

Ce problème est difficile car il traite des processus
divergents avec de la coproduction : un processus gé-
nère plusieurs produits différents en même temps, à
partir d’un même produit de matière première. De
plus, plusieurs processus alternatifs peuvent produire
le même produit. Finalement, il implique des règles de
mis en course complexes. Le but est de minimiser les
retards de livraison.

Le problème est décrit plus en détails dans [6]
qui fournit de bonnes heuristiques de choix de va-
riable/valeur spécifiques à ce problème. Dans [7], ces
heuristiques ont été employées pour guider la recherche
dans un modèle de programmation par contraintes.
Muni de ces heuristiques, LDS surpasse DFS ainsi
qu’une autre approche de programmation mathéma-

tique. Dans [15], de la parallélisation a été utilisée pour
améliorer la performance. Cela dit, l’ordre de visite
des nœuds est le même que pour la version centralisée,
donc elle implémente la même stratégie.

Les mêmes heuristiques de choix de variable/valeur
du travail précédent ont été employées. Aussi, les
mêmes données industrielles fournies par une compa-
gnie canadienne de l’industrie du bois ont été utilisées.
Cependant, afin de comparer les algorithmes en termes
de temps de calcul nécessaire pour trouver les solutions
optimales, on a dû réduire la taille des problèmes (5
périodes au lieu de 44).

RLBS a été testé avec un taux d’apprentissage α =
0.5. Il a été comparé à LDS (qui privilégie les nœuds
avec le moins de déviations).

Les figures 1 à 5 présentent les résultats pour cinq
cas différents. Le tableau 1 montre la réduction du
temps de calcul (mesuré en tant que le nombre de
nœuds visités) nécessaire pour obtenir une solution op-
timale. RLBS réduit le temps de calcul dans chacun
des cinq cas (de 37.66% en moyenne).

Comme dans le contexte industriel on n’a souvent
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Table 1 – Temps de calcul nécessaire pour trouver la meilleure solution (RLBS vs. LDS)

Case 1 Case 2 Case 3 Case 4 Case 5 Average

LDS 57926 5940 9922 1008 26166 20192.4
RLBS 22164 3949 7172 990 9545 8764

Time reduction ↓ 61.73% ↓ 33.52% ↓ 27.72% ↓ 1.79% ↓ 63.52% ↓ 37.66%

Table 2 – Moyenne de temps de calcul pour trouver une solution d’une qualité quelconque (RLBS vs. LDS)

Case 1 Case 2 Case 3 Case 4 Case 5 Average

LDS 8777.82 1243.86 386.5 127.34 2776.05 2662.31
RLBS 4254.81 606.79 264.24 152.17 1320.15 1319.63

Time reduction ↓ 51.53% ↓ 51.22% ↓ 31.63% ↑ 19.5% ↓ 52.44% ↓ 33.46%

Figure 6 – La valeur de la fonction objectif en fonc-
tion du temps de calcul de RLBS, LDS, IBS et DFS
sur un problème jouet

pas suffisamment de temps pour attendre la solution
optimale, on voulait aussi considérer le temps néces-
saire pour obtenir les solutions de qualités intermé-
diaires. Le tableau 2 montre, pour chaque cas, le temps
de calcul moyen nécessaire pour obtenir une solution
d’une qualité quelconque. La dernière colonne montre
qu’en moyenne, pour tous les problèmes et toutes les
qualités de solutions, on peut s’attendre à une amélio-
ration de temps de calcul de 33.46%.

Enfin, on a généré des problèmes jouets (Fig. 6) afin
de comparer RLBS à un autre algorithme pour lequel
on n’a pas été capable de résoudre le problème ori-
ginal dans une durée de temps raisonnable (plus de
150 heures de traitement avec Choco v2.1.5). RLBS
est comparé à d’autres approches qui ne modifient pas
les heuristiques de branchement (DFS, LDS). On a
choisi d’inclure les résultats de Impact-Based Search
(IBS) [17] (qui ne nous permet pas d’employer nos heu-
ristiques de choix de variable/valeur spécifiques) afin
d’illustrer le fait que tenter d’apprendre à brancher au
lieu d’utiliser de bonnes heuristiques de branchement

déjà connues ne semble pas être une bonne idée (du
moins pas dans le cas du problème étudié et IBS). IBS
montre le pire résultat, probablement car il ne peut
pas tirer profit des stratégies de branchement spéci-
fiques connues d’être très efficaces pour ce problème.
DFS est aussi surpassé par LDS, comme rapporté dans
la littérature pour ce problème précédemment.

5 Conclusion

Nous avons proposé un simple mécanisme d’appren-
tissage basé sur l’apprentissage par renforcement qui
permet au solveur d’apprendre dynamiquement à ef-
fectuer des retours arrière de manière efficace. Ceci a
été évalué pour un problème industriel difficile de pla-
nification et ordonnancement, qui est uniquement ré-
solu en utilisant des heuristiques de branchement spé-
cifiques. La stratégie de retour arrière proposée amé-
liore grandement la performance de l’exploration en
comparaison avec LDS. Ceci grâce au mécanisme d’ap-
prentissage qui permet d’identifier les nœuds vers les-
quels il est le plus profitable d’effectuer des retours
arrière.

L’utilisation de données réelles issues de l’industrie a
montré la grande valeur de cette approche. Cependant,
des questions demeurent concernant la performance
de l’algorithme sur des problèmes pour lesquels on ne
connâıt pas de bonnes heuristiques de branchement.
Dans cette situation, est-ce que ceci vaut la peine d’es-
sayer d’identifier un meilleur nœud candidat au retour
arrière ?

D’autres chercheurs [21] ont déjà utilisé l’appren-
tissage par renforcement pour apprendre à brancher.
À notre connaissance, ceci est la première utilisation
de l’apprentissage par renforcement pour apprendre
une stratégie de retour arrière. Notre approche offre
l’avantage qu’elle est utilisable peu importe la straté-
gie de branchement employée. Ceci la rend très efficace
pour les problèmes pour lesquels une bonne straté-
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gie de branchement est connue. Cependant, rien n’em-
pêche de combiner les deux (apprendre une stratégie
de branchement et une stratégie de retour arrière), ce
qui pourra être fait dans le cadre de travaux futurs.
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Résumé

Nous présentons dans cette communication la suite
des travaux présentés aux JFPC2014, concernant la gé-
nération de solutions de calepinage (ou pavage) de fa-
çades en vue de leur rénovation thermique. Une nou-
velle version de cet algorithme de résolution à base de
contraintes est proposée et implémentée avec Choco-
Solver version 3.0. Le problème de calepinage de fa-
çades présente trois caractéristiques majeures. Premiè-
rement, le nombre de panneaux rectangulaires et pa-
ramétrables à positionner en façade est inconnu avant
résolution. Deuxièmement, les panneaux ne peuvent pas
se superposer et doivent absolument contenir les nou-
velles menuiseries (fenêtres, portes). Troisièmement, ils
ne peuvent être accrochés en façade qu’à des endroits
suffisamment résistants (traction et cisaillement) pour
supporter la masse des panneaux (environ 500Kg.m−2).
Seul l’aspect géométrique étant à considérer pour ré-
soudre ce problème, nous le traitons donc comme un
problème de packing en 2D. Pour ce faire, nous propo-
sons une variante de la contrainte Non-Overlap adaptée
à un nombre inconnu de panneaux paramétrables, ainsi
qu’une heuristique de recherche dédiée pour limiter les
incohérences et les backtracks liés à la contrainte de
recouvrement des menuiseries par les panneaux. Cette
variante de Non-Overlap est intégrée dans un proto-
type d’aide à la décision dédiés aux architectes mâıtres
d’oeuvre de la rénovation.

Abstract

We introduce a way of solving the problem of facade-
layout synthesis using an open constraint programming
environment. This problem inherits three characteristics
from the industrial scenario : Its deals with the allocation
of an unfixed number of rectangular panels that must
not overlap, frames (existing windows and doors) must
be overlapped by one and only one panel, and facades
have specific areas providing certain load-bearing capa-
bilities that allow to attach panels. Given the rectangular

shape of panels and facades, the problem is treated as
a two-dimensional packing problem. We show a variant
of non-overlapping constraint for dealing with unfixed
number of rectangles and a search heuristic that avoids
the filtering of inconsistent values for frames mandatory
overlapping. A prototype implemented in Choco-Solver
is intended to assist architects decision-making in the
context of building thermal retrofit.

1 Introduction

Actuellement, la consommation énergétique des bâ-
timents résidentiels et commerciaux représente plus du
tiers de la consommation d’énergie dans les pays déve-
loppés [5, 7, 17]. La réduction significative de cette part
d’énergie consommée réside principalement dans la ré-
novation du parc immobilier existant, soit par une iso-
lation intérieure, soit par une isolation extérieure [10].
Plusieurs techniques d’isolation peuvent être utilisées,
comme celle consistant à recouvrir entièrement le bâti-
ment de panneaux multifonctionnels, rectangulaires et
préfabriqués en usine [1, 8, 23]. Cependant, plusieurs
difficultés doivent être soulevées lorsque l’on considère
la rénovation par l’extérieur industrialisée : en général,
une seule solution résulte du processus de conception,
la conception de la solution est réalisée manuellement
par les architectes et les mâıtres d’oeuvre et le temps
nécessaire à sa conception est conséquent (plusieurs
jours de travail). Par conséquent, il est primordial d’as-
sister la rénovation de bâtiments par l’extérieur par des
outils informatiques d’aide à la décision [11].

Le calepinage des façades est le point crucial d’une
rénovation énergétique performante. Celui-ci consiste
en un pavage des façades (rectangulaires) avec un
nombre indéterminé de panneaux paramétrables et
rectangulaires. Un processus de calepinage consiste en
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la détermination du nombre de panneaux à poser en
façade, à leur dimensionnent (largeur, hauteur) et leur
positionnement sur la façade en tenant compte des
contraintes architecturales, géométriques et structu-
relles. Ce problème de calepinage s’apparente à un pro-
blème de layout synthesis [14] qui est par nature, un
problème combinatoire [6, 24].

Trois aspects rendent ce problème de calepinage de
façade stimulant et novateur [13, 14] :

— le nombre de panneaux à poser en façade et
constituant la nouvelle enveloppe n’est pas a
priori connu au début du processus de rénova-
tion.

— Certains éléments constituant les façades doivent
être entièrement couverts par les panneaux, ce
qui est peu commun dans ce champ de recherche
[14]. En effet, les menuiseries sont entièrement
incluses dans les panneaux car montées directe-
ment en usine à l’intérieur de la structure de ces
derniers.

— Les panneaux ne peuvent être fixés en façade
qu’à des emplacements très spécifiques assez ré-
sistant pour supporter leur poids (nez-de-dalle,
murs de refend, etc).

Au regard de la géométrie rectangulaires des pan-
neaux et des façades, nous pouvons considérer ce pro-
blème comme un problème de packing à deux dimen-
sions [9]. Nous pouvons donc appuyer nos propositions
sur les travaux de ce domaine. De plus, au regard des
contraintes manipulées, l’utilisation des approches par
contraintes pour résoudre ce problème de calepinage de
façades semble tout à fait indiquée [3, 4]. Les formes
géométriques à manipuler dans notre problème étant
uniquement rectangulaires, la contrainte géométrique
GEOST [3] semble trop complexe et puissante à utiliser
pour le résoudre. La contrainte globale de non recou-
vrement DiffN [4] semble mieux adaptée à nos besoins.
Cependant, afin de guider efficacement la recherche de
solutions, nous exploitons les possibilités de définition
et d’implémentation de contraintes et de procédures de
recherche ad’hoc. Par conséquent, nous considérons le
solveur de contraintes comme le support au dévelop-
pement d’un outil d’aide à la décision de calepinage
de façades. Néanmoins, ne pas connâıtre en avance le
nombre de panneaux à poser en façades est un véri-
table problème car une grand majorité des environne-
ments de programmation par contraintes implémente
des contraintes globales et des moteurs de résolution
portant sur un ensemble connu et défini de variables.

Raisonner sur un problème de contraintes à struc-
ture variable et dynamique, i. e., ajout de contraintes
et de variables en cours de résolution, est un do-
maine toujours en cours d’étude en programmation
par contraintes. Dans [2], les auteurs résolvent le pro-

blème du nombre inconnu de variables par l’ajout de
variables en cours de résolution. En soi, cela revient
à désactiver et activer des contraintes en fonction des
variables qu’elles relient. Néanmoins, si l’idée semble
simple et séduisante, son implémentation est très dé-
licate. Nos travaux s’inspirent donc plutôt de [22], où
les auteurs introduisent la notion de contrainte globale
ouverte ou open global constraint.

Une contrainte globale ouverte est une extension
d’une contrainte globale existante qui inclut un en-
semble de variables (ou un vecteur de variables bi-
naires) pour indiquer le sous-ensemble de variables
à considérer dans le traitement de la contrainte. En
d’autres termes, certaines variables de décision du pro-
blème sont optionnelles (voir [12, 20] et Section 4.4.16
en [19] pour plus d’informations).

L’objectif de notre article est de proposer une solu-
tion au problème de calepinage de façades considéré
comme un problème de packing à deux dimensions
avec rectangles optionnels. Pour cela, nous utilisons la
variante ouverte de la contrainte DiffN [4] pour gérer
les rectangles ou panneaux qui appartiennent poten-
tiellement à une solution. Nous présentons dans cet
article une heuristique de recherche simple mais qui
capture bien la structure de notre problème. Les so-
lutions proposées ont implémentées dans l’environne-
ment open-source Choco [18]. Le document est divisé
comme suit. Dans la section 2, les éléments du pro-
blème de calepinage de façades sont introduits. Dans
la section 3, la formalisation de ce problème comme un
problème de satisfaction de contraintes est présentée.
Dans la section 4, nous fournissons des détails tech-
niques de notre implémentation. Dans la section 5,
une heuristique de recherche qui capture la structure
du problème est présentée. Ensuite, dans la section 6,
nous montrons une certaine évaluation de la perfor-
mance de nos méthodes. Enfin, certaines conclusions
sont discutées dans la section 7.

2 Éléments de la rénovation

Façades. Une façade est représentée par un plan à
deux dimensions (voir figure 1), dont le repère (0,0) se
situe dans le coin en bas à gauche. Une façade contient
des zones rectangulaires définissant :

— le périmètre de la façade avec ses dimensions
(hauteur et largeur).

— les menuiseries existantes (portes et fenêtres) qui
jouent un rôle important dans la recherche de
solutions car elles doivent être totalement recou-
vertes par un et un seul panneau. Les menuiseries
sont définies par :
— la position (x,y) du coin en bas à gauche re-

lative à la façade,
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— une hauteur et une largeur en mètres.
— des zones de support où les panneaux peuvent

être accrochés. Ces zones de support doivent être
assez solides pour supporter la masse des pan-
neaux rapportés en façade. Les zones de support
sont définies par :
— la position (x,y) du coin en bas à gauche re-

lative à la façade,
— une hauteur et une largeur en mètres,

Figure 1 – Façades : menuiseries et zones de support.

Panneaux rectangulaires. Les panneaux rectangu-
laires, comme illustré en figure 2, sont paramétrables
et peuvent contenir plusieurs équipements (menuise-
ries, volets, etc). Ces panneaux sont paramétrés les
uns après les autres dans le processus de calepinage
et sont fabriqués en usine et montés sur site dans un
ordre bien défini. Les panneaux rectangulaires para-
métrables sont définis par :

— des dimensions (hauteur, largeur) qui sont fonc-
tion du fabricant de panneaux,

— un type d’isolant et une épaisseur d’isolant qui
caractérisent la performance énergétique du pan-
neau, et qui dépendent du fournisseur de pan-
neau,

— la liste des nouvelles menuiseries qu’ils
contiennent. Chaque menuiserie est carac-
térisée par une position (x,y) relative au
panneau et une encombrement dans le panneau.
Une distance minimale ∆ doit être respectée
entre les bords des menuiseries et du panneau
qui les inclut,

— un coût dépendant principalement de la di-
mension du panneau et des équipements qu’il
contient (en e),

— une performance énergétique (en watt par mètre
carré par kelvin (w.m−2.k−1) dépendant princi-
palement, de ses dimensions, du type d’isolant et
de son épaisseur.

Figure 2 – panneaux rectangulaires paramétrables.

Éléments du problème. Comme indiqué en introduc-
tion, trois aspects rendent ce problème original et inté-
ressant, le nombre de panneaux à poser en façade étant
le plus problématique. La figure 3, partie (1) présente
trois panneaux qui ne respectent pas les contraintes
évoquées : le panneau P1 est en collision avec une me-
nuiserie, le panneau P2 ne respecte pas la distance
minimale ∆ entre le bord de la menuiserie et son bord
gauche, et le panneau P3 ne peut pas être accroché en
façade car il n’est pas aligné avec une zone de support.
La partie (2) de la figure 3, présente une solution de
calepinage composée de 6 panneaux consistants avec
les contraintes évoquées.

Figure 3 – Exemple de calepinage avec panneaux adé-
quats et non adéquats.

Restrictions. Nous posons les restrictions suivantes
sur le problème présenté dans cet article. Tout d’abord,
les zones de support sont suffisamment résistantes
pour supporter le poids des panneaux quelque soient
leurs dimensions, le type d’isolant et l’épaisseur d’iso-
lant. Deuxièmement, pour estimer le coût et la per-
formance énergétique atteinte après rénovation, nous
considérons que l’épaisseur des panneaux est constante
et qu’il n’y a qu’un seul type d’isolant. Et troisième-
ment, nous considérons que le coût et la performance
énergétique dépendent uniquement et sont proportion-
nels à la surface en m2 des panneaux.
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2.1 Fonction de coût

Les différentes solutions de calepinage sont ordon-
nées en fonction de deux critères qui sont le coût et
la performance énergétique. Le coût d’une solution dé-
pend principalement du coût des panneaux posés et de
leurs équipements. Dans le cadre de cet article, nous ne
tenons pas compte du coût des équipements car celui-ci
n’affecte pas le calepinage final. Le coût d’une solution
dépend donc uniquement de celui des panneaux et en
particulier de sa surface en m2, en tenant compte des
coûts des matières premières (identique pour chaque
solution en vu des restrictions posées) et du coût de
fabrication. Les experts nous ont fourni un moyen de
calculer le coût d’une enveloppe d’isolation par rap-
port à la taille de panneaux. La formule 1 exprime
cette connaissance

cfac =
N∑

i=1

(wi × hi) + (α− wi − hi) (1)

où wi et hi représentent respectivement la largeur
et la hauteur du panneau i, et α est un facteur fourni
par le fabricant qui dépend du procédé de fabrication
en question. Nous pouvons observer dans la formule 1
que le terme (α − wi − hi) diminue avec la taille du
panneau. La fabrication de grands panneaux devient
alors moins cher que celle de petits panneaux (en coût
de main d’oeuvre principalement).

Maintenant, d’un point de vue de performance ther-
mique, des grands panneaux minimisent les joints de
l’enveloppe. En fait, en raison des caractéristiques
thermiques de la rénovation, il est mieux de réduire le
nombre de joints sur une enveloppe : C’est au niveau
des jonctions entre panneaux que se font les transferts
thermiques. Par conséquent, la performance d’un plan
de masse dépend de la longueur de la jonction entre
deux panneaux consécutifs. Le calcul de la longueur
des jonctions pour une enveloppe donnée est simple,
la formule 2 exprime cette connaissance :

ttcfac = wfac + hfac +

N∑

i=1

(wi + hi) (2)

où ttcfac est le coefficient de transfert thermique
de la façade fac, wfac et hfac sont respectivement
la largeur et la hauteur de la façade, wi et hi re-
présentent respectivement la largeur et la hauteur du
panneau i et N est le nombre de panneaux qui com-
posent l’enveloppe. Dans le cadre d’une rénovation par
l’extérieur, celles-ci apparaissent principalement à la
jonction de plusieurs panneaux. Par conséquent, les
façades doivent porter le moins de panneaux possibles
afin de limiter ces fuites thermiques, tout en respectant

les contraintes architecturales, des zones d’accroche et
des contraintes de fabrication.

3 Calepinage de façades et CSP

Dans cette section, nous formalisons le problème de
calepinage de façades comme un problème de satis-
faction de contraintes. Un problème de satisfaction
de contraintes ou CSP se définit à l’aide d’un en-
semble de variables V, chacune associée à un domaine
de valeurs possibles D et un ensemble de relations ou
contraintes C portant sur ces variables [15, 16]. La so-
lution d’un CSP se définit par l’assignation à chaque
variable d’une valeur unique de son domaine de valeurs
possibles, tel que l’ensemble des contraintes de C soit
satisfait.

Posons maintenant la notation suivante : F corres-
pond à l’ensemble des menuiseries, et S à l’ensemble
des zones de support. Soit oe.d et le.d, respectivement
l’origine et la longueur d’un élément e dans une direc-
tion d, avec d ∈ {1, 2}. Par exemple, ofr.1 correspond à
l’origine selon l’axe horizontal et lfr.1 correspond à la
largeur d’une menuiserie fr (axe horizontal). De plus,
lbd et ubd correspondent respectivement à la dimen-
sion minimale et maximale, selon une direction d d’un
panneau.

3.1 Variables

Au regard de notre problème de calepinage, nous
pouvons facilement identifier que les variables de dé-
cision portent sur l’appartenance ou non des pan-
neaux à une solution. La principale difficulté réside
dans la formalisation de ce problème comme un CSP
avec un nombre inconnu de panneaux constituant
une solution. Par conséquent, nous introduisons une
borne maximale sur le nombre de panneaux potentiel-
lement à utiliser pour construire une solution. Soit n ce
nombre maximum de panneaux estimés pour couvrir
une façade. En considérant les dimensions minimales
et maximales des panneaux, nous pouvons borner n

par la valeur suivante : n =
⌈
lfac.1×lfac.2

lb1×lb2

⌉
.

Nous créons alors un ensemble de n variables de pan-
neaux optionnels, chacune se référant à un panneau et
indiquant si celui-ci appartient ou non à la solution.
Chaque panneau 0 ≤ p ≤ n est décrit par son appar-
tenance à la solution, son origine et ses dimensions :

— bp ∈ {0, 1} indique si le panneau appartient ou
non à la solution,

— op.d ∈ [0, lfac.d] correspond à l’origine du pan-
neau p dans la direction d.

— lp.d ∈ [lbp.d, ubp.d] correspond à la longueur du
panneau p dans la direction d.
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Nous pouvons noter que comme un rectangle ou
panneau est déjà défini par un tableau de variables en-
tières (ses coordonnées et ses dimensions), il est plus
naturel d’étendre celui-ci avec une cinquième variable
binaire représentant son appartenance à la solution,
que d’introduire des variables pour représenter tous
les rectangles à considérer [22].

Nous introduisons la variable objectif z représen-
tant le nombre de rectangles qui appartiennent à la

solution. Nous avons donc
⌈
fac1×fac2
ub1×ub2

⌉
≤ z ≤ n

3.2 Contraintes métier

Pour définir le calepinage d’une façade, nous posons
les cinq contraintes métier suivantes entre les éléments
du problème :

(C1) Contraintes de fabrication et de livraison sur
chantier portant sur les dimensions minimales lb

et maximales ub autorisées des panneaux selon
une ou deux directions.

∀p, 0 ≤ p < n, d ∈ {1, 2}, lbd ≤ lp.d ≤ ubd
(C2) Le bas des panneaux doit être aligné sur une zone

de support afin d’y être accroché.

∀p, 0 ≤ p < n,∃s ∈ S, d ∈ {1, 2} |
os.d ≤ op.d ∨ op.d + lp.d ≤ os.d + ls.d

(C3) La façade doit être entièrement recouverte de pan-
neaux.

n−1∑
p=0

(
bp × lp.1 × lp.2

)
= lfac.1 × lfac.d

Nous devons souligner que ces contraintes en-
gendrent un filtrage très faible, car le domaine des
variables l peut être grand et la contrainte permet
aux panneaux de se chevaucher. Par conséquent,
celui-ci doit être renforcé par l’heuristique de re-
cherche.

(C4) Deux panneaux appartenant à la même solution
ne doivent pas se chevauche.

OpenDiffN(b, o, l)

(C5) Chaque menuiserie d’une façade doit être recou-
verte par un et un seul panneau. De plus, une dis-
tance minimale ∆ doit être respectée entre le bord
d’une menuiserie et le bord le plus près du pan-
neau qui l’inclut.

∀f ∈ F,∃p, 0 ≤ p < n, d ∈ {1, 2} |
op.d + ∆ ≤ of.d ∧ of.d + lf.d ≤ op.d + lp.d + ∆

3.3 Contraintes de suppression des symétries

(C6) Afin d’éviter les symétries, nous appliquons une
contrainte d’ordre lexicographique sur la présence
et l’origine des panneaux [21] .

LexChainLessEq({{(1− bp), op,1, op,2}|
0 ≤ p < n})

Cette contrainte permet d’assurer qu’une priorité
est donnée aux premiers panneaux et que les pan-
neaux utilisés dans une solution sont ordonnés de
manière géométrique.

(C7) Afin d’éviter les pertes de temps sur le para-
métrage (position et dimensions) des panneaux
non utilisés dans une solution, nous valuons
les variables de leur origine au premier point
d’accroche et leurs dimensions à leurs va-
leurs minimales. En supposant que le premier
point d’accroche valide correspond à l’origine de
la façade (0,0), nous avons la contrainte suivante :

∀p, 0 ≤ p < n,∀d ∈ {1, 2},
bp = 0⇒ op,d = 0 ∧ lp,d = lbd

4 Implémentation

Cette section donne des détails sur l’implémenta-
tion du modèle. Fondamentalement, notre solution suit
l’approche de [22], où une variable ensembliste est uti-
lisée pour gérer les variables de décision qui sont poten-
tiellement dans la solution. Cependant, dans ce travail,
comme les rectangles sont déjà composés de plusieurs
attributs entiers, nous avons trouvé plus naturel d’uti-
liser une variable binaire supplémentaire par rectangle
à la place d’une variable ensembliste. Intuitivement,
une contrainte ouverte avec des variables booléennes
peut être implémentée avec des algorithmes de filtrage
traditionnels et peut être améliorée en ciblant la struc-
ture du problème.

4.1 Une contrainte ouverte rectangle non-
chevauchement (C4)

À notre connaissance, la contrainte OpenDiffN a
déjà été implémentée (voir non-chevauchement des
rectangles optionnels à la section 4.4.16 de [19] par
exemple) mais nous considérons qu’il est nécessaire de
donner une brève description de son comportement.
L’algorithme de filtrage de la contrainte OpenDiffN

vérifie si deux panneaux qui font partie de la solution,
c’est à dire dont le bi est égal à 1, ne se chevauchent
pas, et procède à un filtrage de domaine pour éviter
les chevauchements, comme des propagateurs de DiffN
traditionnels font. Réciproquement, si deux panneaux
se chevauchent dans l’espace, alors le filtrage de do-
maine sur les variables booléennes fait en sorte qu’au
moins un des ces panneaux n’est pas utilisé. Le filtrage
global est renforcé par un algorithme de disjonction
constructive qui calcule un support valide (du point
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de vue du calepinage) pour le coin en bas à gauche de
chaque rectangle.

4.2 Une contrainte dédiée à couvrant menuiseries
(C5)

La contrainte de C5 est propagée en utilisant une ap-
proche dédiée. L’algorithme de filtrage est assez simple
et fonctionne comme suit : pour chaque menuiserie,
deux panneaux de support (tels que la menuiserie est
inscrit dans les panneaux) sont calculés. Si aucun pan-
neau de support n’est trouvé, alors le solveur échoue.
Dans le cas où un seul panneau est trouvé, alors une
procédure de filtrage est appliquée au panneaux pour
couvrir la menuiserie. Enfin, dans le cas où deux pan-
neaux sont trouvés, alors il n’y a pas de propagation
parce que nous ne savons pas quel panneau sera utilisé
pour couvrir la façade.

4.3 Une contrainte liée à la suppression des symé-
tries

La contrainte lexicographique permet de générer un
ensemble de solutions minimal : les panneaux étant
tous identiques et positionnables n’importe où sur la
façade, des solutions identiques en terme de géomé-
trie mais composées de panneaux différents peuvent
être générées. Afin d’éviter cela, nous utilisons une
contrainte lexicographique permettant d’assurer que
les panneaux sont utilisés dans un ordre prédéfini. Un
panneau Pi ne peut pas être positionné en façade, ni
appartenir à la solution, si l’ensemble des panneaux
le précédant dans l’ordre lexicographique ne sont pas
tous utilisés et positionnés : ∀nk=1 (k < i)∧(Pk.bp = 1).

Nous allons maintenant voir comment exploiter la
structure du problème au sein de la recherche.

5 L’heuristique de recherche

L’heuristique de recherche est responsable de la dé-
limitation des variables de décision lorsque la propaga-
tion ne peut déduire plus d’informations. Notre heu-
ristique est décrite dans l’algorithme 1. C’est une ap-
proche constructive qui considère chaque rectangle un
par un et utilise la priorité de sélection variable sui-
vante : bi, oi1, oi2, li1, et enfin li2. L’originalité de
cette méthode est que certaines décisions ne peuvent
pas être niées : instruction d.once() dans la ligne 27
indique au solveur de ne pas essayer différentes va-
leurs en cas d’échec. Par exemple, si o1 = 1 et le nœud
échoue, il ne sera pas essayer de propager o1 6= 1 et
de calculer une nouvelle décision. Au lieu de cela, il
va revenir en arrière une fois de plus (de la décision
associé à la taille du rectangle précédent). Notre algo-

rithme est complet et explore l’ensemble de l’espace de
recherche afin de déterminer l’ensemble des solutions.

Algorithm 1: Heuristique de recherche dédié.

1 def Fonction obtenirDecisionBranchement:
2 int r ← −1 ; // calculer le premier rectangle non

fixé;
3 for i← 0 to n do
4 if |dom(bi)|+ |dom(oi1)|+ |dom(oi2)|+

|dom(ol1)|+ |dom(ol2)| > 5 then
5 r ← i ; break;

6 if r == −1 then
7 return null ; // tous les rectangles sont fixés

(une solution a été trouvée)
8 // Trouver l’affectation de variable-valeur

suivante pour effectuer
9 VarEntière var, Entière val;

10 if |dom(bi)| > 1 then
11 var ← bi;
12 val ← 1;

13 else if |dom(oi1)| > 1 then
14 var← oi1;
15 val ← dom(oi1).lb;

16 else if |dom(oi2)| > 1 then
17 var← oi2;
18 val ← dom(oi2).lb;

19 else if |dom(oi1)| > 1 then
20 var← li1;
21 val ← dom(li1).ub;

22 else
23 var← li2;
24 val ← dom(li2).ub;

25 Decision d = new Decision(var, val);
26 if var == oi1 ∨ var == oi2 then
27 d.once() ; // empêche le solveur d’essayer

différentes valeurs sur marche arrière
28 return d;

L’heuristique met en œuvre les choix de conception
clés suivants :

1. Nous choisissons d’assigner la valeur 1 à bi afin
d’arriver plus rapidement à une solution.

2. Les variables de position o1 et o2 sont fixées à
leurs limites inférieures afin de ne pas laisser les
lieux découverts entre le rectangle examiné et les
rectangles placés précédemment. En bref, les va-
riables réelles de décision sont b, l1 et l2. Mais o1

et l2 devraient être fixées de manière déterministe,
sans backtracking. Comme les rectangles sont or-
donnés, essayer une valeur supérieure conduirait
à un trou sur la façade, ce qui est interdit. No-
tez que ce n’est possible uniquement que parce
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que le filtrage est assez fort : la borne inférieure
est en effet un support valide du point de vue du
calepinage.

3. Les variables de taille l1 et l2 sont fixées à leurs li-
mites supérieures pour essayer des rectangles aussi
grands que possible et ainsi couvrir la plus grande
surface possible (en m2. Ceci permet d’obtenir
une première solution qui est très proche de la
valeur optimale.

Dans l’ensemble, le mécanisme de recherche com-
bine deux principes différents. Premièrement, il est
basé sur une approche constructive glouton qui est
efficace mais limitée. Deuxièmement, il utilise un al-
gorithme de backtracking personnalisé (certaines dé-
cisions ne peuvent pas être niées) pour explorer des
alternatives.

6 Évaluation

Dans cette section, nous évaluons empiriquement
notre modèle, qui a été implémenté en Java, avec le
solveur Choco [18]. Nous considérons un ensemble de
20 cas, généré à partir des spécifications réalistes. La
surface totale de la façade varie de 104 à 106 pixels
(le rapport en la taille des pixels et la surface réelle
n’est pas considérée) pour tester l’extensibilité de l’ap-
proche. Des panneaux sont générés en utilisant une
borne inférieure de 20 (pixels) et une limite supérieure
de 150 (pixels), à la fois en largeur et en hauteur.

6.1 Une approche en deux étapes

Dans une première expérience on veut évaluer si le
nombre maximal de panneaux utilisés est une bonne
approximation de l’optimum. La figure 4 présente le
nombre de panneaux utilisés et le nombre de panneaux
optionnels pour chaque instance. Le nombre maximum
de panneaux, qui représente le pire des cas, où la taille
des bornes inférieures de panneaux sont utilisées, n’est
jamais atteint. Nous pouvons voir que cette valeur est
en fait très loin de l’optimum. En outre, ce nombre
maximum est une limite supérieure trop haute : pour
une façade de la taille 2300× 575, le solveur gère 3220
panneaux optionnels pour calculer une première solu-
tion qui utilise seulement 96 panneaux. Cela signifie
que nous créons trop de variables inutiles qui ralen-
tissent le processus de résolution. Par conséquent, nous
mettons en place une approche en 2 étapes : d’abord
une solution est calculée en utilisant notre modèle. En-
suite, nous créons un nouveau modèle avec la valeur de
la solution précédente comme le nombre maximum de
panneaux. Puis, nous énumérons toutes les solutions
optimales.
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Figure 4 – Le nombre maximum de panneaux en op-
tion et le nombre de panneaux utilisés dans la première
solution, pour chaque instance.

6.2 Impact de suppression des symétries

Dans une seconde expérience, nous mesurons l’im-
pact de l’ajout de contraintes de suppression de sy-
métries. Plus précisément nous comparons le temps
de trouver une première solution (Figure 5.a) et le
nombre de solutions calculées (Figure 5.b) avec et sans
contraintes de suppression de symétries. En raison de
l’énorme quantité de solutions, nous utilisons un dé-
lai de 60 secondes. Comme nous pouvons le voir sur
la figure 5, les contraintes de suppression de symé-
tries accélèrent la recherche. En outre, elles permettent
de sauter des milliers de solutions qui sont identiques
pour l’utilisateur final. C’est encore plus important
que de gagner du temps de calcul. Notez qu’il semble
que le nombre de solutions diminue lorsque la sur-
face de façade augmente : c’est à cause de la limite
de temps. Comme le problème devient plus gros, le
processus de résolution devient plus lent et énumère
moins de solutions en un temps donné.

6.3 Comparaison de recherche

En ce qui concerne différentes heuristiques de re-
cherche, aucune n’est adapté pour résoudre le pro-
blème. Des stratégies de recherche bôıte noire, bien
connues tels que domOverWDeg, recherche a base
d’impact ou la recherche par activité, ne fonctionnent
pas bien compte tenu des particularités du problème.
Ces heuristiques sont conçues pour résoudre les pro-
blèmes d’une manière aveugle, quand nous n’avons pas
connaissance d’experts du problème. Dans notre cas,
nous mélangeons des variables de genre très différent
(les booléens, les positions, tailles) que nous sommes
en mesure d’ordonner et de grouper par des rectangles.
L’introduction aléatoire soit sur la sélection de va-
riables soit sur la sélection de valeur peut être dé-
sastreuse. En particulier, en utilisant des valeurs ar-
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Figure 5 – Temps nécessaire pour atteindre une pre-
mière solution et le nombre de solutions calculées, avec
un délai de 60 secondes.

bitraires pour o1 et o2 fait une énorme quantité de
possibilités pour les places non couvertes.

Néanmoins, afin de valider la pertinence de notre
heuristique dédiée, nous avons testé 16 heuristiques
prédéfinies de Choco sur une petite façade (400×100).
Nous présentons les résultats pour celles qui ont ob-
tenu au moins une solution. Ces stratégies sont :
domOverWDeg qui sélectionne la variable en fonction
du réseau de contraintes ; lexico_LB qui choisit la pre-
mière variable non instanciée, et l’assigne à sa borne
inférieure ; lexico_Split qui choisit la première va-
riable non instanciée, et supprime la deuxième moi-
tié de son domaine ; maxReg_LB qui choisit la variable
non instanciée avec la plus grande différence entre les
deux plus petites valeurs dans son domaine, et l’as-
signe à sa borne inférieure ; minDom_LB qui choisit la
première variable non instanciée avec la plus petite
taille de domaine, et l’assigne à sa borne inférieure et ;
minDom_MidValue qui choisit la première variable non
instanciée avec la plus petite taille de domaine, et l’as-
signe à la valeur plus proche du milieu de son domaine.
La dernière entrée est notre propre heuristique. Rap-
pelons que les variables sont ordonnées b, o1, o2, l1 et

l2.
Les tableaux 1 et 2 donnent respectivement les ré-

sultats obtenus pour un exemple 400×100 et 400×200.
Bien que certaines heuristiques prédéfinies ont une
bonne performance sur le premier (petit) exemple, au-
cun d’eux n’est extensible. En fait, aucune heuristique
de recherche prédéfini trouve une solution pour une fa-
çade avec la taille 400×200 en un temps de calcul rai-
sonnable alors que notre heuristique dédiée trouve déjà
726 solutions différentes en 180 secondes. Notre heu-
ristique surpasse clairement les autres. Plus important
encore, elle permet de toujours proposer une solution
rapidement, ce qui est essentiel pour l’utilisateur.

Table 1 – Comparaison heuristique sur une façade
400× 100.

Stratégie TPS (s) Total (s) #nœuds #sols
domOverWDeg 18.77 19.94 1412897 66

lexico LB 0.03 0.22 2380 66
lexico Split 0.03 0.16 441 66
maxReg LB 0.03 0.22 2380 66
minDom LB 0.74 19.96 1411183 66

minDom MidValue 43.43 47.32 4755206 66
dedicated 0.03 0.85 10978 66

Table 2 – Comparaison heuristique sur une façade de
400× 200 avec un délai de 3 minutes.

Stratégie TPS (s) #nœuds #sols
domOverWDeg - 7286594 0

lexico LB - 5772501 0
lexico Split - 4966920 0
maxReg LB - 5490088 0
minDom LB - 11961712 0

minDom MidValue - 11157755 0
dedicated 0.039 3499527 726

7 Conclusions

La mâıtrise de la consommation énergétique des bâ-
timents est l’un des défis majeurs du 21e siècle. La
réduction de la consommation énergétique des bâti-
ments se concentre maintenant sur la rénovation de
bâtiments existants. Nos travaux s’inscrivent dans le
cadre du projet ADEME C.R.I.B.A. qui vise à indus-
trialiser la rénovation par l’extérieur d’immeubles de
logements collectifs pour atteindre une performance
énergétique proche de 25kWh/m2/an.

Cet article présente une solution au problème du
calepinage de façades. Ce problème de calepinage est
considéré comme un problème de packing à deux di-
mensions avec rectangles optionnels. Bien qu’il existe
un grand corps de la littérature sur packing à deux di-
mensions, notre scénario industriel comporte trois ca-
ractéristiques jamais considérées simultanément : l’at-
tribution d’un nombre quelconque de panneaux rec-
tangulaires qui ne doivent pas se chevaucher, certains
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éléments de la façade (les menuiseries) doivent abso-
lument être contenues dans les panneaux, et les fa-
çades ont des zones spécifiques pour fixer les panneaux.
Ainsi, autant que nous le savons, aucun système de
soutien, ni système de conception est bien adapté pour
traiter ces particularités.

Considérant que le nombre de panneaux n’est pas
connu à l’avance, nous avons utilisé une variante de la
contrainte de DiffN pour gérer rectangles optionnels
par des variables booléennes. Nous avons mis en place
une contrainte pour le chevauchement obligatoire des
menuiseries et une heuristique de recherche dédié qui
tire parti de la structure du problème et est en me-
sure d’énumérer des solutions optimales par rapport
le nombre de panneaux utilisés. Nos solutions propo-
sées ont été implémentés avec le solveur Choco et de
démontrer la validité de notre méthode. En particu-
lier, notre modèle prend l’avantage à la fois d’une ap-
proche glouton et une approche de recherche d’arbre
pour sortir plusieurs bonnes solutions très rapidement,
ce qui était la condition la plus critique du client. Cela
souligne l’importance de la grande souplesse de pro-
grammation par contraintes.

Plusieurs pistes restent à envisager : la définition
d’autres heuristiques de recherche incluant des cri-
tères esthétiques, la prise en compte des contraintes
de masse des panneaux afin que ceux-ci puissent ef-
fectivement être fixés en façade et la prise en compte
de l’ensemble de variables du problème (type et épais-
seur d’isolant) qui ont un impact sur la définition des
solutions. La fonction objectif doit être modifiée pour
prendre en compte le prix de la solution et une estima-
tion de la performance énergétique du bâtiment après
rénovation. Un benchmark sur différentes géométries
de bâtiments et avec plusieurs heuristiques doit aussi
être conduit afin de confronter nos propositions aux
travaux déjà existants.

La programmation par contraintes est tout à fait
adaptée à la résolution de ce problème de calepinage
car, d’une part, une fonction objectif doit être mi-
nimisée (nombre de panneaux définissant la solution
de calepinage), et d’autre part, la conception d’un tel
prototype d’aide à la décision à base de contraintes
globales ouvertes est très facile grâce aux contraintes
globales et aux algorithmes de recherche prédéfinis.
La formalisation de ce problème comme un CSP a
été réalisée par quatre personnes et a durée plusieurs
mois (recueil, validation et formalisation des connais-
sances) quand l’implémentation des heuristiques de re-
cherche dans un environnement de programmation par
contraintes (i.e. Choco, Gecode, module de domaine
fini de Mozart-Oz) a été réalisée par deux personnes.
Le développement de l’outil a été réalisé en deux se-
maines de travail effectif.
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1 Écoles des Mines de Nantes - 4, rue Alfred Kastler 44000 NANTES
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Résumé

La programmation par contraintes s’attaque en gé-
néral à des problèmes statiques, sans notion de temps.
Cependant, les méthodes de réduction de domaines
pourraient par exemple être utiles dans des problèmes
portant sur des flux. C’est le cas de la vérification de pro-
grammes temps-réel, avec des variables dont les valeurs
peuvent changer à chaque pas de temps. Dans cet article,
nous nous intéressons à la vérification de domaines de va-
riables (flux) dans le cadre d’un langage de diagrammes
de blocs. Nous proposons une méthode de réduction de
domaines de ces flux, pour encadrer finement les valeurs
prises au cours du temps. En particulier, nous proposons
un nouvel algorithme pour calculer un point fixe dans le
cas des boucles temporelles. Nous présentons ensuite une
application au langage FAUST, un langage fonctionnel
temps réel pour le traitement audio et nous testons notre
approche sur différents programmes FAUST standards.

Abstract

Constraint programming usually deals with static
problems. However, domain reduction method could be
useful in stream-based problems. This is the case in for-
mal verification of real time programs for which variables
can be assigned different values at every single time. In
this paper, we focus on domain checking of stream va-
riables in the context of block diagram languages. We
propose a reduction algorithm for streams in order to
tightly reduce their domains all over the time. Particu-
larly, we propose a new technique to compute fix points
of temporal loops. Finally, we apply our method to the
FAUST language, which is a real time language for pro-
cessing and generating audio streams. We also test some
standards FAUST programs.

1 Introduction

La programmation par contraintes [10] offre un en-
semble de méthodes efficaces pour modéliser et ré-
soudre des problèmes combinatoires, mais pas seule-
ment. Les méthodes de propagation de contraintes,
notamment continues [1], peuvent approximer rapide-
ment des ensembles définis dans un langage générique.
Cela permet de les croiser naturellement avec les outils
d’interprétation abstraite [4], où l’on souhaite vérifier
un programme en calculant des sur-approximations de
ses traces, comme cela a été fait dans différents travaux
récents [7, 15, 14].

On s’intéresse dans cet article à un cas particulier
de programmes, des DSP (Digital Signal Process), qui
opèrent sur des flux infinis, et en particulier au lan-
gage FAUST (Functional Audio Stream) destiné à la
synthèse et au traitement de flux audio [13]. Il est
important de vérifier les programmes FAUST car le
langage est destiné à des non-informaticiens et utilisé
dans des concerts, cas où une erreur est inenvisageable.
Plus précisément, nous souhaitons encadrer les valeurs
prises par les flux calculés, notamment pour éviter des
saturations sur les sons produits 1. Avoir un encadre-
ment des flux calculés permet aussi de pouvoir estimer
la mémoire nécessaire au programme lorsqu’il contient
des tables pour stocker certaines valeurs.

Un langage de flux comme FAUST contient des
boucles, qui consistent à itérer certaines opérations
à chaque pas de temps. Traitant de flux infinis, ces
boucles n’ont pas de condition d’arrêt et sont toujours

1. une saturation se produit quand un son sort sort de [−1, 1],
la limite des sons numériques. Dans ce cas, il est en général coupé
pour les valeurs au delà des bornes, ce qui modifie la forme de
l’onde sonore et provoque un effet clairement audible.
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infinies, ce qui ne facilite pas l’analyse des flux gé-
nérés. Le compilateur de FAUST embarque un ana-
lyseur dans le domaine abstrait des intervalles [5, 6],
mais l’opérateur d’élargissement des intervalles, appli-
qué aux boucles FAUST, renvoie presque toujours un
domaine infini, qui ne permet pas de conclure.

Dans cet article, nous utilisons des méthodes de
programmation par contraintes pour vérifier des pro-
grammes temps-réel travaillant sur des flux. Pour cela,
nous proposons une modélisation en contraintes de
diagrammes de blocs, qui décrivent ces programmes.
La propagation des contraintes ainsi générées permet
de calculer des sur-approximations des ensembles de
valeurs prises par les flux au cours du temps. Nous in-
troduisons une contrainte spécifique pour traiter des
décalages temporels et proposons un algorithme de
propagation efficace pour les problèmes incluant cette
contrainte. Enfin, nous appliquons les méthodes déve-
loppées au langage FAUST, un langage temps-réel de
traitement du son. Les contraintes sont calculées dans
la librairie de contraintes continues Ibex [2]. Nous pré-
sentons des tests préliminaires, avec de très bons temps
de résolution, y compris pour des problèmes avec des
décalages temporels.

Ce travail fait suite à [3], où une première modélisa-
tion partielle (uniquement pour certains composants
de FAUST) a été proposée. Cet article présente une
modélisation plus générale des langages de flux, ainsi
qu’un nouvel algorithme efficace pour les boucles. Des
travaux antérieurs comme [9, 8] proposent déjà de ré-
soudre des contraintes sur des flux, mais il s’agit de
calculer un automate dont les chemins sont les solu-
tions des contraintes, ce qui diffère assez nettement de
notre approche où le problème est d’utiliser la propa-
gation de contraintes pour déterminer des propriétés
sur les flux.

Cet article est organisé comme suit : la section 2 in-
troduit la notion de diagrammes de blocs. La section
3 donne la modélisation des diagrammes de blocs en
contraintes, dont l’algorithme de résolution est donné
dans la section 4. Enfin, la section 5 détaille l’applica-
tion visée et les tests réalisés.

2 Diagrammes de blocs

Dans cette section, nous présentons la notion de dia-
grammes de blocs qui sert à définir la sémantique des
langages considérés.

2.1 Syntaxe

Un bloc est une fonction, appliquant un opérateur à
un ensemble d’entrées ordonnées et produisant une ou
plusieurs sorties ordonnées.

b2
op := −

b1
op := x2

b3
op := ×

Figure 1 – Un diagramme de blocs de DBloc(R)

Definition 2.1 (Bloc) Soit E un ensemble non vide.
Un bloc sur E est un triplet b = (op, n,m) tel que :

— n ∈ N est appelé nombre d’entrées ;
— m ∈ N est appelé nombre de sorties ;
— op : En → Em est appelé opérateur.

De plus, les n entrées et les m sorties sont ordonnées :

— [i]b correspond à la ième entrée (1 ≤ i ≤ n) ;
— b[j] correspond à la j ème sortie (1 ≤ j ≤ m).

Pour tout bloc, nous écrirons que l’entrée i (resp.
sortie j) existe ssi i est un entier compris entre 1 et le
nombre d’entrées de ce bloc (resp. j, sorties). Dans la
suite, étant donné un ensemble E non vide, Bloc(E)
correspond à l’ensemble des blocs sur E.

Definition 2.2 (Connecteur) Soit B un ensemble
de blocs. Un connecteur défini sur B est un couple
(b[i], [j]b′) tel que :

— b et b′ sont des blocs de B ;
— la sortie i du bloc b existe ;
— l’entrée j du bloc b′ existe.

Definition 2.3 (Diagramme de blocs) Soit E un en-
semble non vide. Un diagramme de blocs sur E est un
couple d = (B,C) tel que :

— B est un ensemble de blocs sur E ;
— C est un ensemble de connecteurs sur B.

De la même manière que pour les blocs nous uti-
lisons la notation DBloc(E) pour l’ensemble des dia-
grammes de blocs sur E.

La Figure 1 représente trois blocs manipulant des
réels (i.e. appartenant à Bloc(R)). Il s’agit du bloc
b1 muni de la fonction carrée comme opérateur ; du
bloc b2 avec la soustraction et du bloc b3 avec la mul-
tiplication. L’ordre des entrées et sorties est indiqué
par la distance de chacun au point noir. Quant aux
connecteurs, ils sont matérialisés par des flèches allant
d’un bloc à un autre. Ce diagramme de blocs en pos-
sède trois : le connecteur (b1[1], [1]b2) allant de b1 à b2 ;
(b1[1], [1]b3) allant de b1 à b3 et (b2[1], [2]b3) de b2 à b3.
Le tout (ces trois blocs et ces trois connecteurs) forme
un diagramme de blocs manipulant des réels (i.e. un
diagramme de DBloc(R)).
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b2
op := −

b1
op := x2

2

1

4

3

12b3
op := ×

4 3

4

Figure 2 – Un diagramme de DBloc(R) interprété

2.2 Sémantique

Après avoir défini ce que sont les diagrammes de
blocs, nous définissons leur sémantique.

Definition 2.4 (Interprétation d’un bloc) Soit E un
ensemble non vide. Une interprétation I d’un bloc b =
(op, n,m) ∈ Bloc(E) est donnée par l’association de
chaque entrée i à un élément de E noté I([i]b) et de
chaque sortie j à un élément de E noté I(b[j]).

Definition 2.5 (Interprétation d’un diagramme de
blocs) Soit E un ensemble non vide. Une interpré-
tation I d’un diagramme de blocs d = (B,C) ∈
DBloc(E) est telle que I est une interprétation pour
chaque bloc b de B.

En reprenant le diagramme de DBloc(R) en exemple
dans la Figure 1, donner une interprétation à ce dia-
gramme revient à poser un réel devant chaque entrée
et devant chaque sortie des blocs (e.g. Figure 2 où nous
lisons que I([1]b2) vaut 4 et que I(b3[1]) vaut 12).

Definition 2.6 (Modèle d’un bloc) Soient E un en-
semble non vide, b = (op, n,m) un bloc de Bloc(E) et
I une interprétation de b.

I est un modèle de b⇔
op(I([0]b), . . . , I([n]b)) = (I(b[0]), . . . I(b[m]))

Definition 2.7 (Modèle d’un diagramme de blocs)
Soient E un ensemble non vide, d = (B,C) un dia-
gramme de blocs de DBloc(E) et I une interprétation
de d.

I est un modèle de d⇔
∀b ∈ B : I est un modèle de b

et ∀(b[i], [j]b′) ∈ C : I(b[i]) = I([j]b′)

La Figure 2 propose un modèle au diagramme de
blocs de la Figure 1. Remarquons qu’il s’agit d’un mo-
dèle parmi l’infinité de ceux que le diagramme admet.

Pour I une interprétation et d un diagramme de
blocs, nous noterons I |= d la relation : I est un modèle
de d.

2.3 Cas des flux

Jusqu’ici, nous avons construit des diagrammes de
blocs sur des ensembles quelconques. Dans la suite,
nous prenons comme ensemble de base E un ensemble
de flux. Pour cela, nous considérons que le temps est
discrétisé et nous nous intéressons à des suites de va-
leurs pouvant changer à chaque pas de temps.

Definition 2.8 (Flux) Soit D un ensemble non vide.
Un flux x sur D (appelé aussi un flux de domaine D)
est une suite infinie à valeurs dans D.

Dans ce qui suit, nous appelons x(t) la valeur au
temps t du flux x (t ∈ N). Pour un ensemble D non
vide, nous notons S(D) l’ensemble des flux de domaine
D. Parmi les blocs sur les flux, nous distinguons deux
catégories.

Definition 2.9 (Bloc fonctionnel) Soit D un en-
semble non vide et b = (op, n,m) ∈ Bloc(S(D)).

b est fonctionnel ⇔
∃f : Dn → Dm telle que

∀s1, . . . , sn, s
′
1, . . . , s

′
m ∈ S(D)

avec op(s1, . . . , sn) = (s′1, . . . , s
′
m) :

∀t ∈ N : f(s1(t), . . . , sn(t)) = (s′1(t), . . . , s′m(t))

Un bloc fonctionnel peut être calculé à chaque pas
de temps indépendamment. Les blocs non fonctionnels
ont des dépendances temporelles.

Definition 2.10 (Bloc temporel) Soit D un ensemble
non vide et b = (op, n,m) ∈ Bloc(S(D)).

b est temporel ⇔ b n’est pas fonctionnel

Parmi tous les blocs temporels, nous en identifions
un particulier : le bloc fby (followed by).

Definition 2.11 (Bloc fby) Soit D un ensemble non
vide. Le bloc fby = (op, 2, 1) de Bloc(S(D)) est défini
comme suit :

op : S(D)× S(D)→ S(D)

(s1, s2) = s3

avec s3(t) =

{
s1(0) si t = 0
s2(t− 1) sinon

Remarque Un diagramme de blocs sur des flux
peut contenir des cycles (équivalent d’une boucle
en programmation). En pratique, si ces boucles ne
contiennent pas de fby, elles provoquent un calcul in-
fini à chaque pas de temps sauf dans des cas très par-
ticuliers (fonctions nulles par exemple). Mais dès lors
qu’elles contiennent au moins un bloc fby dans le cycle,
ce phénomène ne se produit pas.
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0.1 +

0.9×

b
a

c

fby

0

f

e

d

Figure 3 – Un diagramme de blocs de DBloc(S(R))

Dans toute la suite, on supposera que les dia-
grammes de blocs considérés contiennent toujours au
moins un fby dans chacun de leurs cycles.

La Figure 3 illustre un diagramme de blocs qui, entre
autres, possède un cycle contenant un bloc fby. 2 Dans
ce diagramme, les blocs 0, 0.1 et 0.9 correspondent
aux opérateurs constants (i.e. ∀t ∈ N : 0.9(t) = 0.9).
La Table 1 propose un modèle pour les 5 premiers
temps. Nous pouvons par exemple y lire le décalage
d’un temps entre a et c dû au bloc fby.

3 Vérification des flux par contraintes

Les diagrammes de blocs sur des flux peuvent re-
présenter des programmes. Dans ce cas, il est intéres-
sant de connâıtre certaines propriétés sur les flux gé-
nérés, qu’il s’agisse des sorties du programme ou des
flux intermédiaires (variables locales). Nous présentons
ici une modélisation, sous la forme d’un problème de
contraintes, du problème suivant : encadrer les valeurs
prises par les flux d’un diagramme de blocs.

3.1 Abstraction du temps

La première étape de notre modélisation consiste à
abstraire le temps, de façon à considérer les enveloppes
des flux générés.

Definition 3.1 (Abstraction temporelle) L’abstrac-
tion temporelle d’un flux x est notée ẋ et vaut l’en-
semble des valeurs prises par ce flux :

ẋ =
⋃

t∈N
x(t)

Il est important de souligner que les abstractions
temporelles peuvent contenir un nombre infini d’élé-
ments. De fait, une représentation en extension n’est
pas envisageable. Nous nous intéresseront dans la suite
à des sur-approximations des flux dans les intervalles.

2. Dans la représentation graphique des diagrammes de blocs
sur des flux, nous hachurons les blocs temporels pour les diffé-
rencier des blocs fonctionnels.

t 0 1 2 3 4 . . .
a(t) 0 0.1 0.19 0.27 0.34 . . .
b(t) 0 0.09 0.17 0.24 0.31 . . .
c(t) 0.1 0.19 0.27 0.34 0.41 . . .
d(t) 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 . . .
e(t) 0 0 0 0 0 . . .
f(t) 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 . . .

Table 1 – Modèle du diagramme de la Figure 3
pour les 5 premiers temps.

3.2 Abstraction en intervalles

Dans ce qui suit, nous faisons l’hypothèse que D est
un ensemble totalement ordonné et nous notons ID
l’ensemble des intervalles à valeurs dans D. Pour tout
intervalle I, nous notons dIe sa borne supérieure et bIc
sa borne inférieure.

Definition 3.2 (Sur-approximation) Soit D un en-
semble non vide muni d’un ordre total ≤ et S un en-
semble inclus dans D. Une sur-approximation dans les
intervalles de S est un intervalle englobant noté [S]
appartenant à ID.

[S] = {a ≤ x ≤ b | ∀s ∈ S : a ≤ s ≤ b}
avec a, b et x dans D 3

Definition 3.3 (Sur-approximation minimale) SoitD
un ensemble non vide muni d’un ordre total ≤ et
S un ensemble inclus dans D. La sur-approximation
minimale de S notée JSK est la plus petite sur-
approximation pour l’inclusion ensembliste.

Proposition 3.1 (Treillis des sur-approximations)
Soit D un ensemble non vide muni d’un ordre total
≤ et S un ensemble inclus dans D. L’ensemble des
sur-approximations [S] muni de l’inclusion comme re-
lation d’ordre forme un treillis dont la borne supérieure
est l’union ensembliste et la borne inférieure l’intersec-
tion ensembliste. Le plus petit élément correspond à
la sur-approximation minimale JSK et le plus grand à
l’ensemble étendu D.

Corollaire 3.2 Soit D un ensemble non vide muni
d’un ordre total ≤. Pour tout S inclu dans D, la sur-
approximation minimale existe et est unique.

La démonstration est évidente et laissée au lecteur.

3.3 Modélisation par contraintes

Un diagramme de blocs calcule des sorties en
fonction de ses entrées. Pour calculer une sur-
approximation des flux générés par un diagramme de

3. D appelé ensemble étendu de D correspond à l’union de
D et de ses limites (e.g. R = R ∪ {−∞,+∞})
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a := fby( e , c ) d := 0.1
b := ×( f , a ) e := 0
c := +(b , d) f := 0.9

Figure 4 – Modèle en contraintes sur les flux

a := [fby] ( e , c ) d := [0.1]
b := [×] ( f , a ) e := [0]
c := [+](b , d) f := [0.9]

Figure 5 – Modèle en contraintes sur les intervalles

bloc (B,C) de DBloc(S(D)), nous associons à chaque
entrée et à chaque sortie des blocs de B une variable
de domaine S(D) et nous considérons l’opérateur de
chaque bloc comme une contrainte liant les sorties
aux entrées. Par exemple, l’opérateur + du diagramme
de la Figure 3 calcule c en fonction de b et de d,
de sorte que : c = b + d. De plus, nous ajoutons
une contrainte d’égalité pour les variables qui com-
posent chaque connecteur de C. Dans notre exemple,
nous avons unifié les variables ainsi connectées (e.g.
[1]+ = ∗[1] = b). La Figure 4 présente un modèle en
contraintes sur les flux de l’exemple de la Figure 3.

Nous supposons donc que chaque opérateur du dia-
gramme de blocs peut être traduit dans le langage
de contraintes. A partir de ce modèle de contraintes
sur les flux, nous considérons le modèle sur les inter-
valles contenant exactement les mêmes formulations de
contraintes que celui sur les flux, en remplaçant chaque
fonction par son extension aux intervalles comme dé-
fini dans [11]. Dans ce modèle, le domaine des variables
n’est plus S(D) mais ID.

Definition 3.4 (Extension aux intervalles) Soit D un
ensemble non vide et f : S(D)n → S(D)m une fonction
(n,m ∈ N). Une extension aux intervalles de f , notée
[f ] est telle que :
[f ] : (ID)

n → (ID)
m

X1, . . . , Xn 7→ Y1, . . . , Ym avec
Yi = [{ẏi | xj ∈ Xj , y1, . . . , ym = f(x1, . . . , xn)}]

La Figure 5 présente un modèle en contraintes sur
les intervalles de l’exemple de la Figure 4.

En propageant les contraintes pour le modèle sur les
flux, avec la bonne définition des fonctions étendues
aux intervalles pour le modèle sur les intervalles, nous
pouvons calculer des sur-approximations pour chaque
flux. Ainsi, nous avons traduit un diagramme de blocs
en un problème de contraintes, dans un langage ad
hoc, tel qu’en propageant les contraintes, on obtient
un encadrement (sur-approximation) des valeurs prises
par les flux du diagramme de bloc.

Variable a b c d e f
Solution [0; 1] [0; 0.9] [0; 1] [0.1] [0] [0.9]

Table 2 – Solutions au modèle de contraintes
sur les intervalles de la Figure 5

Le Tableau 2 présente la solution minimale au mo-
dèle de contrainte sur intervalles de la Figure 5.

4 Résolution

Dans cet article, nous résolvons uniquement les dia-
grammes de blocs utilisant exclusivement le bloc fby
comme bloc temporel. Cette restriction n’est pas trop
forte puisque ce bloc suffit à exprimer tous les dia-
grammes de blocs avec une mémoire finie.

4.1 Graphe des dépendances

Pour résoudre les problèmes de contraintes issus des
diagrammes de blocs, nous utilisons les dépendances
entre les flux, devenus des variables du CSP.

Definition 4.1 (Graphe des dépendances) Soient E
un ensemble non vide et d = (B,C) un diagramme de
blocs de DBloc(E). La relation de dépendances notée
→ est la relation sur l’ensemble des entrées et sorties
des blocs de B contenant exactement les couples sui-
vants :

∀(b[i], [j]b′) ∈ C : b[i]→ [j]b′

∀b = (op, n,m) ∈ B : [i]b→ b[j]

(1 ≤ i ≤ n) et (1 ≤ j ≤ m)

Du point de vue de la programmation par
contraintes, le graphe dessiné par cette relation est le
graphe de dépendance des contraintes (dont les nœuds
sont les variables du problème), mais dont les arêtes
sont orientées par la dépendance induite par les blocs/-
contraintes. La Figure 6 correspond au graphe des dé-
pendances de l’exemple de la Figure 3. 4

Le calcul des composantes fortement connexes sur
ce graphe a un intérêt double. Premièrement, il per-
met de découper le problème global en sous-problèmes,
ces sous-problèmes pouvant être traités dans l’ordre
des arêtes qui les relient. Deuxièmement, l’algorithme
standard de [16] retourne les composantes dans l’ordre
de leurs dépendances dans le graphe orienté, ce que
nous utilisons pour choisir l’ordre de la propagation
des contraintes (e.g. pour la Figure 6, nous traiterons
d’abord les composantes du pourtour avant de s’inté-
resser à celle du centre).

4. Comme dans la représentation graphique des diagrammes
de blocs, nous distinguons les blocs temporels des blocs fonction-
nels en hachurant cette fois-ci les flèches des blocs temporels.
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a b

c

e f

d

×

+fby

fby ×

+

Figure 6 – Dépendances inter-connecteurs

Remarque Les cycles du graphe des dépendances
sont produits par les boucles du diagramme de blocs.

4.2 Fonction de transfert

L’algorithme 1 propose une méthode de résolution
des composantes fortements connexes du graphe des
dépendances des contraintes. Nous rappelons l’hypo-
thèse de la section 2.3 : chaque cycle du diagramme de
blocs contient au moins un bloc fby.

Lorsqu’un bloc fby appartient à un cycle, cela im-
plique que son entrée dépend de sa sortie et donc a
fortiori que le flux de sortie au temps t dépend de sa
valeur au temps précédent (cf. Définition 2.11 introdui-
sant la sémantique du bloc fby). Un tel flux de sortie
x peut alors se définir récursivement comme suit :

∀t ∈ N : x(t+ 1) = f(x(t))

et x(0) vaut la valeur au temps 0 de [0]fby

Pour trouver cette fonction, appelée fonction de
transfert de la boucle, nous partons du diagramme de
blocs générant la composante fortement connexe consi-
dérée et nous retirons les connecteurs amenant à des
blocs fby (lignes 10 à 17 de l’Algorithme 1). De ce nou-
veau diagramme, un parcours en profondeur du dual
de son graphe des dépendances donne exactement la
fonction de transfert de la boucle en notation polonaise
inversée. 5

a b

ct ct+1

e f

d

×

+fby

fby ×

+

Figure 7 – Graphe d’une fonction de transfert

5. Il est nécessaire de respecter l’ordre des entrées imposées
par le diagramme de blocs pour la selection des fils (tous les
opérateurs ne sont pas forcément commutatifs).

1: fonction résolutionComposante(
2: C : Set<Contrainte>,
3: domaine : Map<Variable, ID>)
4: retourne Map<Variable, ID>

5:

6: // Retrait des connexions vers fby

7: entrees : List<Variable>
8: sorties : List<Variable>
9: compteur ← 0 : entier

10: pour chaque contrainte b[i] = [j]b′ dans C faire
11: si b′ égale fby alors
12: C ← C \ {b[i] = [j]b′}
13: entrees.ajouter([j]b′)
14: sorties.ajouter(b[i])
15: compteur ← compteur + 1
16: fin si
17: fin pour chaque
18:

19: // Fonction de transfert

20: f : (ID)compteur → (ID)compteur

21: f ← fonctionTransfert(C, domaine,
22: entrees, sorties)
23: approximation : Liste<ID>

24: approximation← surApproximation(f)
25:

26: // MAJ domaines des variables

27: pour chaque i de 1 à compteur faire
28: domaine[entrees[i]]← approximation[i]
29: domaine[sorties[i]]← approximation[i]
30: fin pour chaque
31: propager(C, domaine, entrees ∪ sorties)
32:

33: retourne domaine
34: fin fonction

Algorithm 1 – Résolution des composantes fortement
connexes

La Figure 7 représente le graphe des dépendances
du diagrammes de blocs de la composante centrale de
la Figure 6 où le connecteur menant au bloc fby a
été supprimé. Par lecture de ce graphe, la fonction de
transfert de la boucle en notation infixée est ct+1 =
f × fby(e, ct) + d.

Ensuite, en utilisant les extensions aux intervalles
des opérateurs des blocs (cf. Définition 3.4) et en rem-
plaçant les variables n’appartenant pas à la compo-
sante connexe par leur domaine, nous obtenons la fonc-
tions de transfert sur les intervalles de la boucle (dans
l’Algorithme 1, cette fonction est récupérée via l’appel
à fonctionTransfert de la ligne 21). Dans notre
exemple, elle vaut F (X) = [0.9] × [fby]([0], X) + [0.1]
avec X ∈ IR.

La fonction de transfert sur les intervalles et la clé
de voûte pour la résolution de notre problème de part
la Proposition 4.1.
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fonction surApproximation(f : Dn → Dn)
retourne Liste<ID>

etat : Liste<String>
courant, min, max, image : Liste<ID>

pour chaque i de 1 à n faire
etat[i]← ”Widening”
courant[i]← ∅
min[i]← ∅
max[i]← D

fin pour chaque

tant que continuerBoucle(courant, min, max)
faire

image← f(courant)
pour chaque i de 1 à n faire

si etat[i] = ”Widening” et
image[i] ⊆ courant[i] alors

etat[i]← ”Narrowing”
max[i]← courant[i]

sinon si etat[i] = ”Narrowing” et
image[i] 6⊆ courant[i] alors

etat[i]← ”Widening”
min[i]← courant[i]

fin si

courant[i] = courant[i] ∪ image[i]
si etat[i] = ”Widening” alors

courant[i]←
selectIntervalBetween(courant[i], max[i])

sinon
courant[i]←

selectIntervalBetween(min[i], courant[i])
fin si

fin pour chaque
fin tant que
retourne max

fin fonction

Algorithm 2 – Fonction de recherche aléatoire

Proposition 4.1 Soient D un ensemble non vide et
d = (B,C) un diagramme de blocs de DBloc(S(D)).
Pour tout bloc fby b ∈ B appartenant à une boucle de
d dont la fonction de transfert sur les intervalles est F ,
si un intervalle S de ID est stable par F , alors S est
une sur-approximation valide des flux en sortie de b.

L’Algorithme 2 propose une méthode héritée de l’in-
terprétation abstraite pour déterminer des ensembles
stables par la fonction de transfert sur les intervalles.
Cette fonction ne prétend pas retourner systématique-
ment la sur-approximation minimale mais simplement
une sur-approximation acceptable.

Pour chaque variable d’entrée i de la fonction de
transfert nous associons un espace de recherche dé-
limité par les intervalles min[i] et max[i] qui sont
respectivement initialisés à l’ensemble vide et à l’en-

1: fonction réductionDomaines((B,C) : DBloc(S(D))
2: retourne Map<Variable, ID>

3:

4: // Initialisation

5: domaine : Map<Variable, ID>

6: b : Bloc(S(D))
7: pour chaque b ∈ B faire
8: pour chaque entrée [i]b de b faire
9: domaine[[i]b]← [D]

10: pour chaque sortie b[j] de b faire
11: domaine[b[j]]← [D]

12: fin pour chaque
13:

14: // Pré-traitement

15: graphe : GrapheOrienté<Contrainte>
16: graphe← grapheDépendances(B, C)
17: composante : Set<Connecteur>
18: composantes : Pile<Set<Contrainte>>
19: composantes← composantesFortConnexes(
20: graphe)
21:

22: // Corps de la fonction

23: tant que composantes non vide faire
24: composante← dépiler(composantes)
25: domaine← résolutionComposante(
26: composante, domaine)
27: fin tant que
28:

29: retourne domaine
30: fin fonction

Algorithm 3 – Algorithme global

semble étendu du domaine considéré. A chaque tour de
boucle, courant[i] est sélectionné tel qu’il contienne
min[i] et soit inclus dans max[i] (i.e. min[i] ⊆
courant[i] ⊆ max[i] est un invariant de boucle).

Nous associons également à chaque variable d’entrée
i une variable d’état state[i] qui a pour valeur ”Wide-
ning” ou ”Narrowing”. Il y a passage du widening au
narrowing lorsque l’intervalle courant[i] est stable par
la fonction de transfert et passage du narrowing au
widening dans le cas contraire.

Concernant la fonction selectIntervalBetween,
la méthode de sélection est libre mais nous explici-
terons dans nos expérimentations les choix réalisés
(i.e. aléatoire, dichotomiques, etc.). De même pour la
fonction continuerBoucle qui généralement possè-
dera un compteur pour limiter le nombre d’itérations.
Dans les expérimentations, nous appellons selectIn-
tervalBetween l’heuristique de selections et conti-
nuerBoucle l’heuristique de fin de boucle.

Finalement, l’Algorithme 3 correspond à la résolu-
tion complète du problème.
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5 Faust

Nous appliquons ici les outils développés au langage
FAUST, un langage développé par le Grame 6.

5.1 Présentation

0.1 +

0.9*

process

Figure 8 – Un diagramme de blocs généré par FAUST

FAUST (Functional Audio Stream) est un langage
fonctionnel pour la synthèse et le traitement temps-
réel de flux audio. L’une de ses particularités est
d’avoir une sémantique bien définie, dans un langage
de diagrammes de blocs [12]. Le compilateur FAUST
peut générer pour chaque programme le diagramme de
blocs qui en est la sémantique.

Un programme FAUST est un processeur de si-
gnal numérique (DSP : Digital Signal Processor). Le
concept des DSP n’est pas propre à FAUST, ni au trai-
tement audio : il est utilisé dans toutes les applications
qui reçoivent et traitent des signaux numériques : mo-
dems, appareils multimédia, récepteurs GPS, systèmes
vidéo, . . . FAUST propose un langage complètement
spécifié pour écrire les DSPs.

1 A = + ( 0 . 1 ) ;
2 B = ∗ ( 0 . 9 ) ;
3 proce s s = A ˜ B;

Figure 9 – Exemple de DSP pour FAUST

Chaque DSP ainsi écrit passe dans le compilateur
FAUST et produit un programme C++ optimisé, qui
est ensuite compilé pour une plateforme visée. Ce pro-
cessus de compilation en deux étapes permet à un
même programme FAUST de pouvoir être compilé
pour des téléphones, navigateurs web, dispositifs de
concerts, etc. Nous nous intéressons ici à la première
étape de compilation, qui permet de produire le code
C++. En particulier, la première phase d’analyse syn-
taxique ré-écrit le programme sous une forme normale
unique, dans laquelle sont notamment éliminées les for-
mules redondantes (par exemple x − x). Cette forme

6. http://faust.grame.fr

Diagramme FAUST Sémantique FAUST

prefix

b

c
a

{
c(0) = a(0)

c(t+ 1) = b(t), si t > 0

Diagramme de blocs équivalent

fby

b

c
a

Figure 10 – Bloc prefix de FAUST

Diagramme FAUST Sémantique FAUST

mem ba

{
b(0) = 0

b(t+ 1) = a(t), si t > 0

Diagramme de blocs équivalent

fby

0

a
b

Figure 11 – Bloc mem de FAUST

normale nous permet de travailler sur des expressions
avec peu d’occurences multiples pour les variables.
Une fois cette étape réalisée, le compilateur calcule
le diagramme de blocs résultant du programme. Le
programme de la Figure 9 donne ainsi le diagramme
présenté Figure 8 (copie d’écran de la sortie du com-
pilateur FAUST).

5.2 Modélisation

Notre algorithme ne peut résoudre que des dia-
grammes de blocs de flux utilisant exclusivement le
bloc fby comme bloc temporel. Or, il existe dans le lan-
gage des diagrammes de blocs de FAUST trois blocs
temporels : prefix, mem et delay. Les figures 10, 11 et
12 rappellent la sémantique de ces blocs et proposent
des diagrammes de blocs équivalents (possédant exac-
tement les mêmes modèles) utilisant le bloc fby.

En utilisant l’équivalence proposée du bloc delay à
la Figure 12, la complexité spatiale du pré-traitement
peut devenir importante. Cependant, pour notre pro-
blème de sur-approximation des flux, le fait que ces
derniers soient infinis alors que le nombre de fby ajou-
tés ne l’est pas, nous permet d’écrire un seul bloc fby
pour avoir des solutions équivalentes (i.e. de par l’abs-
traction temporelle de la Définition 3.1). Dès lors, nous
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Diagramme FAUST Sémantique FAUST

delay

n

a
b

{
b(t) = 0, si t < n

b(t+ n) = a(t), sinon

Diagramme de blocs équivalent

fby

0

fby
a

b

n fois

Figure 12 – Bloc delay de FAUST

utilisons la réécriture du bloc mem de la Figure 11 pour
le bloc delay.

Une extension aux intervalles de l’opérateur fby en
accord avec sa sémantique des équivalences proposées
pour les blocs temporels est la suivante : [fby](A,B) =
[A ∪ B]. Le reste du langage FAUST est principale-
ment composé des fonctions arithmétiques usuelles, de
fonctions importées de C++ (dont sin ; cos, exp...)
et d’opérateurs de comparaison. 7 Tous ces opérateurs
s’étendent aux intervalles à la façon de [11], et la tra-
duction par contraintes se fait naturellement dans un
langage usuel de contraintes continues, excepté les opé-
rateurs bit à bit.

5.3 Expériences

Avant de passer aux expérimentations, nous intro-
duisons la notion de distance sur les intervalles afin
de pouvoir mesurer la qualité des solutions retournées
par notre algorithme.

Definition 5.1 (Distance étendue) Soit D un en-
semble non-vide. La fonction de distance étendue d
pour deux éléments x et y de D est donnée par :

d(x, y) = 0 si x = y,

d(x, y) = |x− y| sinon.

Cette définition permet d’évaluer la distance avec les
infinis. Par exemple d(−∞, 0) vaut−∞ et d(+∞,+∞)
retourne 0.

Definition 5.2 (Distance d’intervalles) Soit D un en-
semble non-vide. La fonction de distance pour deux
intervalles X et Y de ID est donnée par :

d(X,Y ) = d(bXc, bY c) + d(dXe, dY e) si X ⊆ Y,
d(X,Y ) = +∞ sinon.

7. voir http://faust.grame.fr/index.php/documentation/

references pour une présentation complète.

Proposition 5.1 Soit un ensemble S inclus dans E,
une sur-approximation [S] est minimale ssi la distance
entre [S] et JSK est nulle.

Une bonne approximation est donc une approxima-
tion ayant la distance la plus petite possible à la sur-
approximation minimale.

Nous avons testé notre approche sur cinq pro-
grammes FAUST : exemple-papier correspond à
l’exemple qui a été déroulé tout au long de ce pa-
pier ; compteur correspond à un flux commençant
à 0 s’incrémentant de 1 à chaque temps (dont la borne
supérieure est infinie) ; bruit-blanc correspond à la
génération d’un bruit (i.e. suite de valeurs aléatoires) ;
son-sinus correspond à la génération d’un son pur et
son-echo à la création d’un écho simple sur une en-
trée audio.

Pour chaque exécution, l’heuristique de fin de boucle
autorise un maximum de 5 branches de recherches
avec pour chaque branche une limite de 500 selections
d’intervalles (i.e. 500 tours de boucles). L’heuristique
de selection des intervalles alterne entre trois : choi-
sir aléatoirement une nouvelle borne inférieure entre
bminc et bmaxc, choisir aléatoirement une nouvelle
borne supérieure entre dmine et dmaxe, ou alors réa-
liser les deux en même temps.

La Figure 13 présente les résultats obtenus en ap-
pliquant notre algorithme de résolution pour une sé-
lection de 5 programmes fondamentaux en FAUST.
L’algorithme a été exécuté 10 fois pour chaque pro-
blème. Nous présentons à chaque fois les moyennes de
temps d’exécution, de distance à la sur-approximation
minimale et du nombre d’itérations.

Ces tests préliminaires, qui seront complétés par
d’autres programmes de la librairie standard de
FAUST, montrent que notre algorithme retourne tou-
jours la plus petite sur-approximation des flux pour
ce jeu d’essais. Le temps de calcul, qui doit être très
rapide pour que notre outil puisse être embarqué dans
le compilateur FAUST, est encourageant : le temps de
calcul est de l’ordre d’une milli-seconde, et varie peu.

5.4 Conclusion

Nous avons présenté une modélisation en contraintes
d’un problème de vérification pour des programmes
temps-réel. Le but à terme est d’implémenter l’outil
dans le compilateur FAUST, ce qui suppose que les
temps de calcul soient très petits (négligeables devant
le temps de compilation). Les premiers tests réalisés
sont encourageant, et nous engagent à poursuivre le
développement de l’outil. Dans un futur proche, ce
travail sera implémenté de façon à pouvoir être inté-
gré dans le compilateur FAUST, et les méthodes seront
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#blocs Temps (10−3s) Distance #itérations
Programme (dont fby) Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

exemple-papier 6 (1) 0, 828 0, 8727 1, 016 0 0 0 851 911, 2 1176
compteur 4 (1) 1, 174 1, 5072 1, 887 0 0 0 1646 2124 2500
bruit-blanc 8 (1) 0, 784 0, 9888 1, 568 0 0 0 1007 1007 1007
son-sinus 5 (1) 0, 326 0, 3906 0, 899 0 0 0 13 13 13
son-echo 7 (1) 0, 134 0, 1376 0, 14 0 0 0 1 1 1

Figure 13 – Résultats pour la résolution du jeu d’essais

testées intensivement pour améliorer le réglage des pa-
ramètres.

Par ailleurs, ce travail montre l’intérêt de l’utilisa-
tion de techniques de programmation par contraintes
dans des cadres exotiques, ici, sur des variables flux.
L’algorithme développé étant générique, il pourrait
avoir des utilisations à d’autres langages de signaux,
ce que nous examinerons par la suite.
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Résumé

Dans cet exposé, nous présentons notre algorithme
amélioré [1] de localisation d’erreurs à partir de contre-
exemples, LocFaults, basé sur la programmation par con-
traintes et dirigé par les flots. Cet algorithme analyse les
chemins du CFG (Control Flow Graph) du programme
erroné pour calculer les sous-ensembles d’instructions
suspectes permettant de corriger le programme. En ef-
fet, nous générons un système de contraintes pour les
chemins du graphe de flot de contrôle pour lesquels
au plus k instructions conditionnelles peuvent être er-
ronées. Ensuite, nous calculons les MCS (Minimal Cor-
rection Set) de taille limitée sur chacun de ces chemins.
La suppression de l’un de ces ensembles de contraintes
donne un sous-ensemble satisfiable maximal, en d’autres
termes, un sous-ensemble maximal de contraintes satis-
faisant la postcondition. Pour calculer les MCS, nous
étendons l’algorithme générique proposé par Li�ton
et Sakallah [11, 12] dans le but de traiter des pro-
grammes avec des instructions numériques plus e�cace-
ment. Nous nous intéressons à présenter l’aspect incré-
mental de ce nouvel algorithme qui n’est pas encore
présenté aux JFPC.

Considérons le programme AbsMinus (voir fig. 1).
Les entrées sont des entiers {i, j} et la sortie attendue
est la valeur absolue de i�j. Une erreur a été introduite
sur la ligne 10, ainsi pour les données d’entrée {i =
0, j = 1}, AbsMinus retourne �1. La post-condition est
juste result = |i� j|.

Le graphe de flot de contrôle (CFG) du programme
AbsMinus et un chemin erroné sont représentés dans la
figure 2. Ce chemin erroné correspondent aux données
d’entrée : {i = 0, j = 1}. Tout d’abord, LocFaults col-
lecte sur le chemin 2.(b) l’ensemble de contraintes C1 =
{i0 = 0, j0 = 1, k0 = 0, k1 = k0 + 2, r1 = i0 � j0} 1.

1. Nous utilisons la transformation en forme DSA [5] qui as-
sure que chaque variable est a↵ectée une seule fois sur chaque
chemin du CFG.

1 class AbsMinus {
2 /⇤Il renvoie | i�j|, la valeur absolue de i moins j⇤/
3 /⇤@ ensures
4 @ ((i < j) ==> (\result == j�i)) &&
5 @ ((i >= j) ==> (\result == i�j)); ⇤/
6 int AbsMinus (int i, int j) {
7 int result ;
8 int k = 0;
9 if ( i <= j) {
10 k = k+2; } // erreur : k = k + 2 au lieu de k = k + 1
11 if (k == 1 && i != j) {
12 result = j�i; }
13 else {
14 result = i�j; }
15 return result; } }

Figure 1 – Le programme AbsMinus

Puis, LocFaults calcule les MCS de C1. Seulement un
MCS peut être trouvé dans C1 : {r1 = i0 � j0}. En
d’autres termes, si nous supposons que les instructions
conditionnelles sont correctes, la seule instruction sus-
pecte sur ce chemin erroné est l’instruction 14.

Ensuite, LocFaults commence le processus de dévia-
tion. La première déviation (voir la figure 3.(a), chemin
vert) produit encore un chemin qui viole la post-
condition, et donc, nous l’ignorons. La second déviation
(voir la figure 3.(b), chemin bleu) produit un chemin qui
satisfait la postcondition. Donc, LocFaults collecte les
contraintes sur la partie du chemin 3.(b) qui précède la
condition déviée, c’est-à-dire C2 = {i = 0, j = 1, k0 =
0, k1 = k0 + 2}. Puis LocFaults recherche les MCS de
C2 [ ¬(k = 1 ^ i 6= j) ; c’est-à-dire nous essayons
d’identifier les instructions qui doivent être modifiées
afin que le programme aura un chemin satisfaisant la
post-condition pour les données d’entrée. Ainsi, pour
cette deuxième déviation deux instructions suspectes
sont identifiées :

– L’instruction conditionnelle sur la ligne 11 ;
– L’a↵ectation sur la ligne 10 car la contrainte cor-

respondante est le seul MCS dans C2 [ ¬(k =
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(a) (b)

Figure 2 – Le CFG et chemin erroné – Le programme Ab-

sMinus

1 ^ i 6= j).

Puis, LocFaults tente de dévier une seconde condi-
tion. Le seul chemin possible est celui où les deux condi-
tions du programme AbsMinus sont déviées. Cependant,
comme il a le même préfixe que le premier chemin dévié,
nous le rejetons.

(a) (b)

Figure 3 – Les chemins avec une déviation – Le programme
AbsMinus

Cet exemple montre que LocFaults produit des infor-
mations pertinentes et utiles sur chaque chemin erroné.
Contrairement à BugAssist [3, 4], un système de l’état
de l’art, il ne fusionne pas toutes les instructions sus-
pectes dans un seul ensemble, ce qui peut être di�cile à
exploiter par l’utilisateur.

Les entrées de notre algorithme sont le CFG du pro-
gramme, CE : un contre-exemple, bcond : une borne
sur le nombre de conditions qui sont déviées, et bmcs :
une borne sur le nombre de MCSs(Minimal Correction
Subsets) générés. Grosso modo, notre algorithme explore
en profondeur le CFG en utilisant CE pour prendre la
branche If ou Else de chaque nœud conditionnel, et
collecte les contraintes qui correspondent aux a↵ecta-
tions sur le chemin induit. Il dévie zéro, une ou au plus
bcond décisions par rapport au comportement du contre-
exemple CE. À la fin d’un chemin, l’ensemble des con-
traintes qui ont été collectées est inconsistant, et au plus
bmcs MCSs sont calculés sur ce CSP.

Plus précisément, LocFaults procède comme suit :

* Il propage premièrement CE sur le CFG jusqu’à la

fin du chemin initial erroné. Puis, il calcule au plus
bmcs MCSs sur le CSP courant. Ce qui représente
une première localisation sur le chemin du contre-
exemple.

* Après, LocFaults essaye de dévier une condition.
Lorsque le premier nœud conditionnel (noté cond)
est atteint, LocFaults prend la décision opposée à
celle induite par CE, et continue à propager CE
jusqu’au dernier nœud dans le CFG. Si le CSP con-
struit à partir du chemin dévié est consistant, il y
a deux types d’ensemble d’instructions suspectes :
– le premier est la condition cond elle-même. En

e↵et, changer la décision pour cond permet à
CE de satisfaire la postcondition ;

– une autre cause possible de l’erreur est une ou
plusieurs mauvaises a↵ectations avant cond qui
ont produit une décision erronée. Puis, Loc-
Faults calcule aussi au plus bmcs MCSs sur le
CSP qui contient les contraintes collectées sur
le chemin qui arrivent à cond.

Ce processus est répété sur chaque nœud condi-
tionnel du chemin du contre-exemple.

* Un processus similaire est ensuite appliqué pour
dévier pour tout k  bcond conditions. Pour
améliorer l’e�cacité, les nœuds conditionnels qui
corrigent le programme sont marqués avec le nom-
bre de déviations qui ont été faites avant d’avoir
été atteints. Pour une étape donnée k, si le
changement de la décision d’un nœud condition-
nel cond marqué avec la valeur k0 avec k0  k
corrige le programme, cette condition est ignorée.
En d’autres termes, nous considérons seulement
la première fois où un nœud conditionnel corrige
le programme.

Cet algorithme incrémental basé sur les flots est
un bon moyen pour aider le programmeur à la chasse
aux bugs car il localise les erreurs autour du chemin
du contre-exemple. Nos résultats ont confirmé que les
temps de cet algorithme sont meilleurs par rapport à
ceux qui correspondent à l’algorithme que nous avons
présenté aux JFPC 2014 dans [2] 2. Les sous-ensembles
d’instructions suspectes fournis sont plus pertinents pour
l’utilisateur. Dans le cadre de notre travaux futurs, nous
envisageons de confirmer nos résultats sur des pro-
grammes avec plusieurs boucles complexes (voir nos
premiers résultats dans [6]). Nous envisageons de com-
parer les performances de LocFaults avec des méthodes
statistiques existantes ; par exemple : Tarantula [7, 8],
Ochiai [9], AMPLE [9], Pinpoint [10]. Nous développons
une version interactive de notre outil qui fournit les sous-
ensembles suspects l’un après l’autre : nous voulons tirer
profit des connaissances de l’utilisateur pour sélectionner
les conditions qui doivent être déviées. Nous réfléchissons
sur comment étendre notre méthode pour supporter les
instructions numériques avec calcul sur les flottants.

2. Les résultats qui présentent les temps de calcul des deux
versions de LocFaults, non-incrémentale et incrémentale, pour
des programmes sans boucles sont disponibles à l’adresse http:

//www.i3s.unice.fr/~bekkouch/Bench_Mohammed.html#rsba
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Résumé

En viticulture de précision, la vendange sélective
consiste à récolter séparément deux qualités de rai-
sin dans une même vigne. On dispose pour cela d’une
machine à vendanger comportant deux trémies et on
connait la localisation des zones de qualités ainsi qu’une
estimation des quantités à récolter. Le problème consiste
à optimiser le trajet de la machine à vendanger tout en
respectant de nombreuses contraintes comme la prise
en compte du sens de traitement des rangs, la capa-
cité de stockage de la machine, son rayon de braquage,
le nombre de vidanges, etc. Après une formalisation du
problème de la vendange sélective, cet article présente
une modélisation sous la forme d’un problème de sa-
tisfaction de contraintes. La dernière section donne des
résultats préliminaires fournis par le solveur AbsCon.

Abstract

In precision viticulture, the problem of differen-
tial harvesting occurs on vineyard with two qualities
of grapes. Given estimated areas of different quality
and quantity, the objective is to optimize the routing
of the grape harvester under several constraints. This
constraints are : harvest a certain amount of first quality
grapes, capacity of the machine, turning radius, num-
ber of emptying, etc. After describing the problem of
differential harvest, the paper models it as a constraint
satisfaction problem. The last section is devoted to pre-
liminary results with AbsCon solver.

1 Introduction

En viticulture de précision, de nombreuses études
ont proposé de définir des zones de qualité intra-
parcellaire [11]. Ces zones peuvent être déterminées
à partir de photos aériennes, de capteurs en champ,
de prélèvements ou des récoltes antérieures. Prendre

en compte ces zones de qualité intra-parcellaire per-
met d’optimiser le coût et la qualité des vendanges.
Cette approche a justifié le récent développement de
prototypes de machine à vendanger capables de gérer
deux qualités différentes de grappes, comme le proto-
type EnoControlTM system (NewHolland Agriculture,
PA, USA). Ce type de machine possède deux réservoirs
appelés trémies qui permet de stocker deux qualités
différentes lors d’une même récolte.

Optimiser la récolte consiste à minimiser le temps de
travail de la vendangeuse, ce qui correspond aux temps
de trajets et aux temps de vidanges de la machine.
Idéalement, le but à atteindre est de remplir les deux
trémies de manière équilibrée afin de vidanger le moins
possible la machine à vendanger. En effet, suivant la
répartition des zones de qualité dans le vignoble et
le rendement des vignes, la trémie qui contiendra une
certaine qualité peut se remplir plus vite que l’autre.
En plus des contraintes de capacité, il faut prendre en
compte le rayon de braquage de la machine : plus le
saut de rangs est petit, plus la machine doit manoeu-
vrer et perd du temps. Toutes ces contraintes rendent
le problème combinatoire et complexe à résoudre. Des
problèmes semblables, comme le problème du voyageur
de commerce [1, 7] ou les problèmes de tournées de vé-
hicules ont déja pu être traités. En programmation par
contraintes, une étude de problèmes de tournées de vé-
hicules a ainsi été étudiée en [8]. D’autres approches
moins génériques, comme la recherche opérationnelle,
ont été testées notamment en agriculture [2, 3]. Tou-
tefois, le problème de la vendange sélective ne rentre
dans aucun des problèmes déjà étudiés et reste inédit.
Devant la multitude des contraintes et les différentes
variantes possibles du modèle, l’utilisation de la pro-
grammation par contraintes semble pertinente afin de
modéliser et de résoudre le problème.
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Après une formalisation du problème de la ven-
dange sélective, ce papier présente une modélisation
de celui-ci sous la forme d’un problème d’optimisation
de contraintes. Enfin, des résultats préliminaires four-
nis par le solveur AbsCon sont présentés en dernière
partie.

2 Le problème de la vendange sélective

Le problème de la vendange sélective (ou Differen-
tial Harvest Problem) se pose sur un vignoble com-
posé de plusieurs zones classées en deux catégories :
les A-zones qui contiennent les A-grappes, c’est-à-dire
les raisins de qualité supérieure et les B-zones, qui pro-
duisent le reste.

On considère une machine à vendanger (ou vendan-
geuse) qui possède deux réservoirs identiques appelés
trémies, qui ont chacune une capacité maximale notée
Cmax. Grâce à ce type de machine, les deux catégo-
ries de grappes peuvent être séparées et donc la qua-
lité supérieure préservée. Dès le début de la récolte,
une des trémies est dédiée à recevoir seulement les A-
grappes (trémie a) et l’autre le reste. Une fois que la
machine a rempli une de ses trémies, elle doit vidanger
ses deux réservoirs dans des bennes situées autour de
la parcelle. Généralement, les bennes sont emmenées
en cave immédiatement après chaque vidange afin de
préserver la qualité des grappes. Elles sont immédia-
tement remplacées par d’autres bennes en attentes sur
la parcelle.

De par sa conception, la vendangeuse met un cer-
tain temps (≈ 10 sec) pour acheminer le fruit pris de
la vigne jusqu’à une de ses trémies. Ce temps est ap-
pelé latence. Ainsi, au moment où la machine à ven-
danger passe d’une zone à l’autre, la qualité du raisin
récolté ne peut pas être garantie, car la latence im-
pose un mixage des raisins récoltés à ce moment-là.
Deux scénarios sont alors possibles : soit la machine
passe d’une A-zone à une B-zone, alors les raisins ra-
massés dès l’entrée de la nouvelle zone sont considé-
rés comme B-grappes et vont dans la trémie b ; soit
la machine passe d’une B-zone à une A-zone et dans
ce cas, les grappes (situées sur la A-zone) sont consi-
dérées comme B-grappes durant le temps de latence
et iront dans la trémie correspondante. Ainsi pour un
même rang, le type et le nombre de transitions peuvent
être différents suivant le sens de récolte. La quantité
de raisin de chaque catégorie peut dont varier. Par
exemple, soit un rang ayant pour séquence les zones :
A−B−A−B (voir figure 1) : si la machine récolte le
rang de gauche à droite, il y a seulement une transition
B − A ; inversement, si la machine passe de droite à
gauche, il y a cette fois deux transitions B−A et donc
deux fois plus de A-grappes dans la trémie b.

A-grappes B-grappes A-grappes B-grappes

trémie a :
trémie b :

A-grappes B-grappes A-grappes B-grappes

Latence

trémie a :
trémie b :

Latence Latence

Figure 1 – Les quantités de grappes dépendent du
sens de récolte du rang.

Notons Rmin, le volume de raisin de qualité A à at-
teindre. Rmin correspond à un volume minimal désiré
par la cave pour compléter un manque de raisin de
première catégorie. La vendange se déroule en deux
phases. La première phase impose une vendange sélec-
tive jusqu’à ce que le seuil Rmin soit atteint. Pendant
cette phase, la trémie a doit contenir uniquement du
raisin A. La deuxième phase débute après la dernière
vidange des trémies qui a permis d’atteindre le volume
Rmin de raisin de qualité A. À partir de là, les deux
trémies peuvent contenir les deux catégories de rai-
sin sans aucune distinction. Suivant Rmin, il y a trois
possibilités pour remplir les deux trémies : dans un
premier temps, les deux trémies servent à séparer les
deux catégories de raisins (voir figure 2.a). Dans le cas
où la trémie a serait pleine, il est possible de continuer
la récolte en dirigeant les raisins A dans l’autre trémie
(voir figure 2.b). Ces raisins doivent être considérés
par la suite comme du raisin déclassé. Enfin, lorsque
Rmin est atteint, les deux trémies servent à récolter
les grappes sans distinction (voir figure 2.c).

trémie a trémie b
(a) pleine (b) (c)

A-grappes B-grappes A-grappes B-grappes A-grappes B-grappes

trémie a trémie atrémie b trémie b

Figure 2 – 3 cas possibles pour remplir les trémies.
(a) A-grappes et B-grappes sont séparées. (b) quand
la trémie a est pleine, les A-grappes et B-grappes sont
mixées dans la trémie b. (c) Une fois que Rmin est
atteint, A-grappes et B-grappes sont mélangées dans
les deux trémies.

La vigne, composée de n rangs, est modélisée en consi-
dérant les deux extrémités de chaque rang. Un rang
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i ∈ {0, . . . , n − 1} est représenté par ses extrémités
2i et 2i + 1. Pour chaque rang, notons QA2i→2i+1 et
QB2i→2i+1 (resp. QA2i+1→2i et QB2i+1→2i) les quantités
de grappes contenues dans le rang i lorsque la machine
récolte dans le sens 2i → 2i + 1 (resp. 2i + 1 → 2i).
Ces quantités tiennent compte de la latence évoquée
plus haut. Une autre donnée importante est le temps
de trajet de la machine entre chaque rang et la benne.
Notons d(p, q) = d(q, p) ∀p, q ∈ {0, 1, . . . , 2n−1}∪{2n}
le temps de passage d’une extrémité p à une extrémité
q (avec l’extrémité 2n qui représente l’emplacement de
la benne). Ce coût dépend du rayon de braquage de la
machine à vendanger.

Définition 1. Problème de la Vendange Sélective :
Soit un vignoble représenté par une matrice de coût
entre extrémités de rangs (ou benne), une estimation
de la quantité de raisin A et B dans chaque rang sui-
vant l’orientation, un seuil Rmin de A-grappes à at-
teindre et une machine à vendanger à deux trémies
de capacité maximale 2 × Cmax. Le problème de la
vendange sélective consiste à trouver une séquence de
rangs qui minimise le déplacement total de la vendan-
geuse et qui permet de récolter tout le raisin dont au
moins Rmin A-grappes.

3 Modélisation CSP

Nous pouvons modéliser le problème de la ven-
dange sélective comme un problème de satisfaction
de contraintes ou COP décrit par : un ensemble de
variables, un domaine représentant les valeurs pos-
sibles de chaque variable et un ensemble de contraintes
sur ces variables. Le problème d’optimisation de
contraintes consiste à rechercher une instanciation des
variables avec une valeur de leurs domaines qui vérifie
toutes les contraintes du problème tout en optimisant
une fonction objectif.

Soit n le nombre de rangs du vignoble, λ le nombre
passages à la benne avec γ le nombre de vidanges où le
raisin est trié (γ ≤ λ ≤ n). Nous appelons site un rang
ou une benne. Notons R = {0, . . . , n − 1}, l’ensemble
des rangs et S = R ∪ {n, . . . , n+λ−1} l’ensemble des
sites du vignoble. Le problème de la vendange sélective
peut-être défini comme suit :

3.1 Variables

Nous créons, pour chaque site i ∈ S :
Pi et Si les variables qui représentent respective-

ment le site précédant, et le site suivant le site i.
Le domaine est D(Pi) = D(Si) = S \ {i} ;

Mixi, la variable booléenne qui représente le mode
de récolte. Si Mixi = 0, les A-grappes sont pré-
servées (première phase) sinon, ces grappes sont

mélangées avec les B-grappes (deuxième phase).
Le domaine de cette variable est : D(Mixi) =
{0, 1} ;

UAi et UBi , représentent les quantités totales de A-
grappes et de B-grappes récoltées depuis la der-
nière vidange jusqu’au site i inclus. On a :
D(UAi ) = D(UBi ) = {0, . . . , 2 × Cmax}. La va-
riable UBi peut dépasser Cmax uniquement en
mode non-trié ;

Ti, la variable représentant le temps de trajet entre
le site i et le site précédent. D(Ti) = N ;

Nous créons, pour chaque rang r ∈ R :
Orir, la variable booléenne représentant l’orienta-

tion du rang r (0 représente la direction 2r →
2r + 1 et 1 l’inverse). D(Orir) = {0, 1} ;

uAr (resp. uBr ), la variable représentant la quantité
de raisin de qualité A (resp. B) contenue dans
le rang r suivant son orientation. D(uAr ) =
D(uBr ) = N ;

3.2 Contraintes

La première contrainte est la contrainte globale all-
different (1) qui contraint de passer une et une seule
fois dans chaque rang. Elle porte sur l’ensemble des
variables précédant :

AllDifferent(P0, . . . , Pn+λ−1) (1)

La contrainte (2) est une contrainte de channeling
entre les variables précédant et suivant :

PSi
= i SPi

= i ∀i ∈ S (2)

Les contraintes (3) et (4) imposent le mode de ven-
dange (sélective ou pas) suivant l’indice correspondant
à une benne de la phase 1 (n à n+γ−1) ou de la phase
2 (n+γ à n+λ−1). La contrainte (5) est une containte
« element » qui transmet le mode de vendange entre
successeurs.

Mixi = 0 ∀i ∈ {n, . . . , n+ γ − 1} (3)

Mixi = 1 ∀i ∈ {n+ γ, . . . , n+ λ− 1} (4)

Mixr = MixSr ∀r ∈ R (5)

La contrainte de table suivante permet d’attribuer
les quantités de raisin suivant le sens de traitement du
rang. ∀i ∈ R, on a :

Orii uAi uBi
0 QA2i→2i+1 QB2i→2i+1

1 QA2i+1→2i QB2i+1→2i

Les quantités de raisin récoltées (contenues dans les
trémies) depuis une vidange sont calculées en fonction
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du volume contenu dans le rang et de la quantité pré-
cédente. Les quantités associées à une benne valent 0 :

Uαi = 0 ∀α ∈ {A,B} ∀i ∈ S \ R (6)

Uαi = UαPi
+ uαi ∀α ∈ {A,B} ∀i ∈ R (7)

Les quantités calculées en (7) sont limitées par la ca-
pacité des trémies (8). La quantité maximale de B-
grappes diffère suivant le mode de récolte (9).

UAi + UBi ≤ 2× Cmax ∀i ∈ R (8)

UBi ≤ (1 +Mixi)× Cmax ∀i ∈ R (9)

La contrainte (10) permet de remplir le contrat de ré-
colte Rmin. Elle concerne uniquement le mode de ré-
colte séparé, c’est-à-dire les vidanges de n à n+ γ − 1.
Il faut prendre en compte que les A-grappes qui sont
dans la trémie a. Cette quantité correspond à la partie
de UAi qui ne dépasse pas la capacité de la trémie a.

n+γ−1∑

i=n

min(UApi , Cmax) ≥ Rmin (10)

Il est possible de reformuler la contrainte (10) sans
la fonction minimum. Nous ajoutons une nouvelle va-
riable nommée Aci ∀i ∈ {n, . . . , n+γ−1} de domaine
D(Aci) = {0, . . . , Cmax} avec :

Aci ≤Cmax (10’a)

Aci ≤UAPi
∀i ∈ {n, . . . , n+ γ − 1} (10’b)

n+γ−1∑

i=n

Aci ≥ Rmin (10’c)

Il est possible d’interdire les trajets entre deux ex-
trémités qui ne sont pas du même côté du vignoble par
la contrainte (11) :

Orii = 1−OriPi ∀i ∈ R (11)

Enfin, l’optimisation porte sur le temps de trajet de la
machine. On pose la contrainte (12), que l’on codera
par une contrainte de table entre le site précédent, son
orientation et le site i :

Ti = d(2Pi +OriPi
, 2i+ (1−Orii)) ∀i ∈ S (12)

Au final, on souhaite optimiser l’expression suivante :

Minimiser :
n+λ∑

i=0

Ti (13)

4 Améliorations du modèle

Nous avons présenté dans la section précédente une
modélisation du problème de la vendange sélective.

Nous avons opté pour des variables représentant les
rangs précédents et suivants. Cette modélisation pos-
sède une symétrie de valeurs. Elle est liée aux bennes
de même type qui sont interchangeables. Ces per-
mutations donnent des solutions de même coût. Afin
d’éliminer ces symétries, nous ajoutons au modèle les
contraintes suivantes :

Pi < Pi+1 ∀i ∈ {n, . . . , n+ γ − 2} (14)

Pi < Pi+1 ∀i ∈ {n+ γ, . . . , n+ λ− 1} (15)

La contrainte (14) (respectivement (15)) impose un
ordre croissant sur les valeurs des rangs précédant une
vidange séparée (resp. non-séparée).

Par ailleurs, comme il est dit dans [8] pour les pro-
blèmes de tournées de véhicules, le modèle proposé
dans la section 3 présente un autre défaut. Lors de
la recherche, des cycles ne passant par aucune benne
risquent d’être explorés inutilement. Il est possible
d’interdire cette configuration par la contrainte globale
cycle. Cette contrainte, introduite dans [5] et [10] per-
met, en ayant un ensemble de variables représentant
des successeurs (ou prédécesseurs) d’avoir un certain
nombre de cycles entre elles. Ici, nous imposons qu’il y
ait un seul cycle sur les variables représentant les sites
précédents et un seul sur les variables représentant les
sites suivants. La combinaison de la contrainte cycle
avec la contrainte Alldifferent permet d’avoir un seul
et unique prédécesseur et successeur. Dans notre cas,
une modélisation avec ou sans cette contrainte pos-
sède le même ensemble de solution mais l’efficacité du
filtrage est alors amoindrie.

1

2 3

4

56 7

1

2 3

4

56 7

(a) (b)

1

2 3

4

56 7

1

2 3

4

56 7

(c) (d)

Figure 3 – La contrainte de cycle sur les variables suc-
cesseurs entre les rangs (cercles) et une benne (carré).

Par exemple, dans la figure 3, à partir de la solution
partielle (a), les cycles présents dans la solution (b)
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peuvent être filtrés. Autrement dit, imposer un seul
cycle permet de retirer les valeurs (figure 3.b) : 1 ∈
D(S4) et 4 ∈ D(P1), 5 ∈ D(S6) et 6 ∈ D(P5) ( 7 /∈
D(S7) et D(P7)) et les seules solutions sont données
en (c) et (d). A notre modélisation, nous ajoutons les
contraintes (16) et (17) :

Cycle(1, (P0, . . . , Pn+λ)) (16)

Cycle(1, (S0, . . . , Sn+λ)) (17)

5 Travaux connexes

Une première modélisation de ce problème a été pré-
sentée dans [4] avec laquelle nous avons pu comparer
les résultats. Dans cette précédente modélisation, une
variable est associée à chaque étape pour décrire l’ex-
trémité visitée à cette étape. Des variables booléennes,
associées à chaque étape, indiquent si la machine doit
faire une vidange à ce moment-là ou non. Le bascule-
ment entre la récolte sélective et la récolte normale est
imposé en fixant l’indice du rang après lequel la récolte
devient simple. Ainsi, la recherche consiste à lancer
plusieurs résolutions en parallèles avec les différents
indices possibles pour le basculement et à conserver le
résultat optimal. Dans cet article, nous avons montré
l’interêt de la démarche qui permet jusqu’à 40% de
gain de temps par rapport à une trajectoire traditio-
nelle de la machine à vendanger.

6 Résultats

Nous avons implémenté les deux modélisations avec
le solveur AbsCon [9], écrit en Java, auquel nous avons
adjoint une contrainte cycle garantissant une permu-
tation circulaire entre les variables. Nos tests ont été
effectués sur un MacBook Pro avec 2,6 GHz Intel Core
i5 et 8 Go de RAM. Les données ont été fournies par
Montpellier SupAgro et sont issues d’un vignoble pro-
venant de l’INRA du Pech-Rouge (Gruissan, Aude,
France) (figure 4). La table 1 représente le temps de
calcul et le nombre de nœuds pour la résolution du
problème avec les deux modèles. Le premier modèle
correspond à celui présenté dans [4]. Les colonnes 2 et
3 correspondent à la modélisation présentée ici sans et
avec les contraintes de cycle. Les nombres de rangs tes-
tés (n=10 et n=16) correspondent à un sous-ensemble
de rangs de la même parcelle. Pour chaque modèle,
nous avons utilisé l’heuristique de choix de valeurs
Random, qui donne les meilleurs temps de calculs et
nous avons imposé un cutoff de 10 échecs au départ,
multiplié par 2 à chaque restart.

Ces résultats montrent que sur de petites instances
réelles, le modèle proposé permet de trouver la solu-
tion optimale dans un temps relativement raisonnable

Figure 4 – Un vignoble avec deux qualités : B-
grappes en rouge et A-grappes en vert.

et améliore sensiblement les temps de calculs du mo-
dèle présenté dans [4]. L’ajout des contraintes de cycle
permet de diminuer l’espace de recherche et le temps
de résolution par rapport à la même approche sans
ces contraintes. Ces résultats restent préliminaires et
doivent être confrontés au passage à l’échelle, mais sont
encourageants pour la suite. De plus, il est important
de noter que notre approche est exacte et calcule la
solution optimale du problème. Pour de plus grandes
instances, nous pourrions recourir à des méthodes lo-
cales de type LNS (Large Neigborhood Search) qui ont
donné de bons résultats sur un problème similaire [6].

7 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté le problème de
la vendange sélective issu de l’agriculture de précision.
Après une formalisation de ce problème, une modélisa-
tion sous la forme d’un problème d’optimisation sous
contraintes à été présentée. Ce nouveau modèle per-
met de résoudre le problème de manière optimale en
des temps raisonnables sur de petites instances réelles.
Il reste à prouver la validité de l’approche sur de plus
grandes instances.
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Modèle de [4] Modèle sans (16) et (17) Modèle avec (16) et (17)
n tps # Noeuds tps # Noeuds tps # Noeuds
10 1 100s 6 624 876 413s 48 050 41s 8 038
16 326 143s 647 119 328 67 826s 8 688 417 11 841s 177 894

Table 1 – Résultats sur 10 et 16 rangs. Comparaison entre le modèle de [4] et celui proposé dans cet article.
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Résumé

Une instance CSP binaire qui satisfait la propriété
des triangles cassés (BTP) peut être résolue en temps
polynomial. Malheureusement, en pratique, peu d’ins-
tances satisfont cette propriété. Nous montrons qu’une
version locale de BTP permet de fusionner des valeurs
dans les domaines d’instances binaires quelconques. Des
expérimentations démontrent la diminution significative
de la taille de l’instance pour certaines classes de pro-
blèmes. Ensuite, nous proposons une généralisation de
cette fusion à des contraintes d’arité quelconque. En-
fin, une version orientée nous permet d’étendre la classe
polynomiale BTP.

Ce papier est un résumé de l’article M. C. Cooper,
A. El Mouelhi, C. Terrioux et B. Zanuttini. On Broken
Triangles. In Proceedings of CP,LNCS 8656, 9–24, 2014.

Abstract

A binary CSP instance satisfying the broken-triangle
property (BTP) can be solved in polynomial time. Unfor-
tunately, in practice, few instances satisfy the BTP. We
show that a local version of the BTP allows the merging
of domain values in arbitrary instances of binary CSP.
Experimental trials demonstrate a significant decrease
in instance size for certain classes of problems. Then
we propose a generalization of this merging to instances
with constraints of arbitrary arity. Finally, a directional
version allows us to extend the BTP tractable class .

This is a summary of the paper M. C. Cooper, A.
El Mouelhi, C. Terrioux et B. Zanuttini. On Broken Tri-
angles. In Proceedings of CP,LNCS 8656, 9–24, 2014.

1 Fusion de valeurs pour les CSP binaires

Nous considérons ici une nouvelle opération de ré-
duction de domaines, qui au lieu d’éliminer des valeurs

∗Ce travail est soutenu par l’Agence Nationale de la Re-
cherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).

comme le ferait une opération classique comme la co-
hérence d’arc ou la substitution de voisinage, fusionne
des valeurs issues d’un même domaine d’un CSP bi-
naire. Nous rappelons qu’un CSP binaire est défini par
un ensemble X de n variables, un domaine D(x) de
valeurs possibles pour chaque variable x ∈ X et une
relation Rxy ⊆ D(x)×D(y) pour chaque couple de va-
riables distinctes x, y ∈ X, qui représente l’ensemble
des couples (a, b) de valeurs compatibles pour (x, y).

La fusion de deux valeurs a, b ∈ D(x) d’un CSP
binaire consiste à remplacer a et b dans D(x) par
une nouvelle valeur c qui est compatible avec toutes
les valeurs des autres variables compatibles avec a ou
b. Une condition de fusion de valeurs pour les va-
leurs a, b ∈ D(x) d’une instance I est une propriété
P (x, a, b) calculable en temps polynomial telle que, si
la propriété est vraie, alors l’instance I ′ obtenue à par-
tir de I en fusionnant a, b ∈ D(x) est satisfiable ssi I
est satisfiable.

Nous définissons une condition de fusion de valeurs
basée sur la propriété BTP [1]. Un triangle cassé sur
deux valeurs a, b ∈ D(x) se définit par un couple de
valeurs d ∈ D(y), e ∈ D(z) de deux variables diffé-
rentes y, z ∈ X \{x} tel que (a, d) /∈ Rxy, (b, d) ∈ Rxy,
(a, e) ∈ Rxz, (b, e) /∈ Rxz et (d, e) ∈ Ryz (voir figure 1).
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Figure 1 – Un triangle cassé sur deux valeurs a, b
d’une variable x donnée.

Proposition 1 L’absence de triangle cassé sur a et b
est une condition de fusion de valeurs.
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La règle de fusion définie par la proposition 1 géné-
ralise la substitution de voisinage [3] et l’interchangea-
bilité virtuelle [4]. Par ailleurs, en plus de conserver la
satisfiabilité, elle permet de reconstruire en temps po-
lynomial toutes les solutions de I à partir des solutions
d’une instance If obtenue en appliquant à I une suite
de fusions. À noter que la reconstruction d’une solu-
tion de I à partir d’une solution de If peut s’effectuer
en temps linéaire dans la taille de l’instance I.

Des expérimentations menées sur plus de 2 300 ins-
tance de la compétition 1 de solvers de 2008 ont montré
que pour 10 % des instances, cette règle s’avère très
efficace avec au moins 40 % de valeurs fusionnées.

2 Extension aux CSP d’arité quelconque

Nous généralisons maintenant la fusion de valeurs
aux CSP d’arité quelconque. Une instance CSP d’arité
quelconque I est définie par un ensemble X de n va-
riables, un domaine D(x) de valeurs possibles pour
chaque variable x ∈ X et un ensemble NoGoods(I)
de tuples incompatibles. La fusion de deux valeurs
a, b ∈ D(x) d’un CSP d’arité quelconque consiste à
remplacer a et b dans D(x) par une nouvelle valeur
c qui est compatible avec tout tuple compatible avec
a ou b. L’ensemble de nogoods de l’instance I ′ ainsi
obtenue est donc défini par :
NoGoods(I ′) = {t ∈NoGoods(I) | 〈x, a〉, 〈x, b〉 /∈ t}

∪ {t ∪ {〈x, c〉} | t ∪ {〈x, a〉} ∈NoGoods(I) ∧
∃t′ ∈NoGoods(I) t.q. t′ ⊆ t ∪ {〈x, b〉}}

∪ {t ∪ {〈x, c〉} | t ∪ {〈x, b〉} ∈NoGoods(I) ∧
∃t′ ∈NoGoods(I) t.q. t′ ⊆ t ∪ {〈x, a〉}}.

Nous pouvons alors définir une condition de fusion
de valeurs basée sur une généralisation des triangles
cassés. Un triangle cassé d’arité générale sur deux va-
leurs a, b ∈ D(x) est défini par un couple de tuples
t, u ne contenant pas d’affectation de la variable x et
satisfaisant les conditions suivantes :

1. Good(I, t ∪ u) ∧ Good(I, t ∪ {〈x, a〉}) ∧
Good(I, u ∪ {〈x, b〉})

2. t ∪ {〈x, b〉} ∈ NoGoods(I) ∧ u ∪ {〈x, a〉} ∈
NoGoods(I)

où Good(I, t) est un prédicat qui est vrai ssi t ne
contient pas deux affectations différentes d’une même
variable et @t′ ⊆ t tel que t′ ∈ NoGoods(I).

Proposition 2 L’absence de triangle cassé d’arité gé-
nérale sur a et b est une condition de fusion de valeurs.

Comme dans le cas binaire, une solution de I peut
être calculée en temps linéaire à partir d’une solution
d’une instance If obtenue en appliquant à I une suite
de fusions.

Notons qu’il existe un lien théorique entre la fusion
de valeurs ne possèdant pas de triangle cassé d’arité
quelconque et la résolution exploitée dans SAT.

1. http://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08

3 Une nouvelle classe polynomiale

À l’image de la propriété BTP dans le cas des CSP
binaires, nous pouvons considérer la notion de triangle
cassé d’arité générale selon un ordre total < sur les va-
riables. Un triangle cassé directionnel d’arité générale
sur deux valeurs a, b ∈ D(x) d’une instance I est un
couple de tuples t, u ne contenant pas d’affectation de
la variable x et satisfaisant les conditions suivantes :

1. t<x et u<x ne sont pas vides

2. Good(I, t<x ∪ u<x) ∧ Good(I, t<x ∪ {〈x, a〉})
∧ Good(I, u<x ∪ {〈x, b〉})

3. ∃t′ t.q. V ars(t′) = V ars(t) ∧ (t′)<x = t<x ∧
t′ ∪ {〈x, a〉} /∈ NoGoods(I)

4. ∃u′ t.q. V ars(u′) = V ars(u) ∧ (u′)<x = u<x ∧
u′ ∪ {〈x, b〉} /∈ NoGoods(I)

5. t ∪ {〈x, b〉} ∈ NoGoods(I) ∧ u ∪ {〈x, a〉} ∈
NoGoods(I)

avec t<x le tuple restreint aux variables précédant x
dans l’ordre < et V ars(t) l’ensemble des variables sur
lesquelles porte t. I satisfait la propriété des triangles
cassés directionnels d’arité quelconque (DGABTP) se-
lon l’ordre sur les variables < s’il n’existe aucun tri-
angle cassé directionnel sur a, b pour tout couple a, b
de n’importe quelle variable x.

Cette propriété permet de définir une nouvelle classe
polynomiale quand l’ordre sur les variables est connu.

Théorème 1 Le problème de satisfiabilité est polyno-
mial pour les instances CSP satisfaisant la propriété
DGABTP selon un ordre fourni avec la donnée du pro-
blème.

La reconnaissance de la classe DGABTP requiert
donc de déterminer s’il existe un ordre sur les variables
selon lequel l’instance CSP considérée satisferait la
propriété DGABTP. Si dans le cas des CSP binaires,
ce problème peut se résoudre en temps polynomial, il
devient malheureusement NP-complet dans les cas des
CSP d’arité quelconque.

Enfin, nous pouvons démontrer que les classes
DGABTP et DBTP (pour Dual Broken Triangle Pro-
perty [2]) sont incomparables.
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Résumé

L’étude des classes polynomiales constitue une ques-
tion importante en intelligence artificielle, en particulier
au niveau des problèmes de satisfaction de contraintes.
Dans ce contexte, la propriété BTP fournit une classe
importante de l’état de l’art. Dans cet article, nous pro-
posons d’étendre et de généraliser cette classe en intro-
duisant la propriété k-BTP (et la classe des instances
satisfaisant cette propriété) où le paramètre k est une
constante donnée. Ainsi, nous avons 2-BTP = BTP, et
pour k > 2, k-BTP est une relaxation de BTP au sens
où k-BTP ( (k + 1)-BTP . En outre, nous montrons
que si k-TW est la classe d’instances ayant une largeur
arborescente bornée par une constante k, alors k-TW (
(k+1)-BTP . Au niveau de la complexité, nous montrons
que les instances satisfaisant k-BTP et qui vérifient la
k-cohérence-forte sont reconnaissables et résolubles en
temp polynomial. Nous étudions aussi la relation entre
k-BTP et l’approche de W. Naanaa qui a proposé un
outil théorique connu sous le vocable directional rank
afin d’étendre les classes polynomiales de manière para-
métrée. Enfin, nous proposons une étude expérimentale
de 3-BTP qui montre l’intérêt pratique de cette classe.

Abstract

The study of tractable classes is an important issue
in Artificial Intelligence, especially in Constraint Satis-
faction Problems. In this context, the Broken Triangle
Property (BTP) is a state-of-the-art microstructure-
based tractable class which generalizes well-known and
previously-defined tractable classes. In this paper, we
propose to extend and to generalize this class using a

∗Ce travail est soutenu par l’Agence Nationale de la Re-
cherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210) ainsi que par l’EPSRC grant EP/L021226/1.

more general approach based on a parameter k which
is a given constant. To this end, we introduce the k-
BTP property (and the class of instances satisfying this
property) such that we have 2-BTP = BTP, and for
k > 2, k-BTP is a relaxation of BTP in the sense that
k-BTP ( (k + 1)-BTP . Moreover, we show that if k-
TW is the class of instances having tree-width bounded
by a constant k, then k-TW ( (k+1)-BTP . Concerning
tractability, we show that instances satisfying k-BTP and
which are strong k-consistent are tractable, that is, can
be recognized and solved in polynomial time. We also
study the relationship between k-BTP and the approach
of Naanaa who proposed a set-theoretical tool, known
as the directional rank, to extend tractable classes in a
parameterized way. Finally we propose an experimental
study of 3-BTP which shows the practical interest of this
class.

1 Introduction

Identifier des fragments polynomiaux, généralement
appelés classes polynomiales, est une question impor-
tante en intelligence artificielle, en particulier dans
les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP).
De nombreuses études ont abordé cette question, no-
tamment dès les débuts de l’intelligence artificielle.
Ces résultats sont souvent de nature théorique avec,
dans certains cas, la mise en évidence de classes po-
lynomiales qui peuvent très souvent être considérées
comme artificielles, au sens où il s’avère difficile, voire
impossible, de les exploiter pour la résolution d’ins-
tances du monde réel. Cela étant, certaines classes po-
lynomiales ont cependant effectivement été utilisées en
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pratique, comme notamment les classes définies par les
réseaux de contraintes de largeur arborescente bornée
[6, 11]. Plus récemment, le concept de classe hybride
a été introduit notamment avec la classe BTP [1].
Cette classe contient strictement des classes polyno-
miales structurelles (comme les CSP arborescents) et
des classes polynomiales définies par restriction de lan-
gage. Un avantage majeur de cette classe, en plus de
sa généralisation de classes polynomiales déjà connues,
est lié à son intérêt pratique. En effet, les instances de
cette classe peuvent être résolues en temps polynomial
à l’aide d’algorithmes tels que MAC (Maintaining Arc-
Consistency [17]) et RFL (Real Full Look-ahead [15]),
algorithmes qui sont généralement mis en œuvre dans
les solveurs. Cela permet à BTP d’être directement
utilisée en pratique. En outre, cette particularité peut
aussi aider à expliquer théoriquement l’efficacité pra-
tique, souvent remarquable des solveurs, alors même
que la complexité en temps des algorithmes qu’ils im-
plémentent est exponentielle dans le pire des cas.

Dans cette contribution, nous revenons sur ce type
d’approche en généralisant la classe polynomiale BTP
dont la définition s’appuie sur l’exclusion de certains
motifs (appelés triangles cassés) dans le graphe de mi-
crostructure associé à toute instance de CSP binaire.
Des travaux très récents allant dans la même direction
ont introduit la classe ETP [13] qui généralise BTP en
relaxant certaines de ses conditions, puisque certains
triangles cassés sont tolérés dans ETP alors qu’ils sont
interdits pour BTP . Ici, nous proposons une généra-
lisation plus large appelée k-BTP qui étend ces tra-
vaux selon deux axes. Tout d’abord, dans le même
esprit que ETP , la nouvelle classe tolère la présence
d’un nombre plus grand de triangles cassés, générali-
sant ainsi strictement ETP (et par conséquent BTP ).
Deuxièmement, la classe k-BTP est paramétrée par
une constante k de sorte à offrir une version générique
et donc plus large, qui montre son intérêt théorique
pour des valeurs quelconques de k, bien qu’en pratique,
le cas pour lequel k = 3 doit probablement constituer
la classe la plus intéressante. Ainsi, alors que BTP
est définie pour des ensembles de 3 variables et ETP
pour des ensembles de 4 variables, k-BTP est définie
sur la base d’ensembles de k+ 1 variables où k est une
constante fixée. Dans cette approche, BTP = 2-BTP
tandis que ETP ( 3-BTP . Ainsi, cette approche
rend possible une généralisation stricte de ces deux
classes. De plus, k-BTP conserve certaines de leurs
propriétés intéressantes ainsi que certains des avan-
tages pratiques. Notamment, nous montrons que les
algorithmes classiques comme MAC ou RFL peuvent
résoudre des instances appartenant à k-BTP en temps
polynomial, en supposant que ces instances vérifient la
k-cohérence-forte [9]. En outre, nous mettons en évi-

dence les relations de cette classe avec des classes po-
lynomiales structurelles et hybrides de la littérature.
Nous montrons en particulier que la classe des réseaux
de contraintes dont la largeur arborescente est bornée
par k est strictement incluse dans la classe k+1-BTP .
Ce résultat donne une première réponse à une question
posée très récemment par M. Vardi et qui portait sur
les relations pouvant exister entre ETP et la classe
polynomiale induite par les instances de largeur arbo-
rescente bornée [18]. Nous revenons également sur un
résultat récent mais relativement méconnu qui a été
proposé par W. Naanaa [14] et dont nous étudions les
relations avec k-BTP .

Dans la partie 2, nous rappelons les définitions des
classes polynomiales BTP et ETP . Dans la partie 3
nous définissons la nouvelle classe k-BTP et nous
montrons que les instances de cette classe peuvent être
reconnues en temps polynomial. En outre, nous mon-
trons que sous l’hypothèse supplémentaire de vérifi-
cation de la k-cohérence-forte, les instances vérifiant
k-BTP peuvent être résolues en temps polynomial et
que les algorithmes standards (comme MAC ou RFL)
peuvent les résoudre polynomialement. Dans la par-
tie 4 nous étudions les relations entre k-BTP et plu-
sieurs classes polynomiales de la littérature, tandis que
dans la partie 5, nous présentons des résultats expé-
rimentaux sur la présence de cette classe au sein des
benchmarks utilisés par la communauté, ainsi que sur
la résolution de ses instances.

2 Préliminaires

Formellement, un problème de satisfaction de
contraintes (CSP) aussi appelé réseau de contraintes
est un triplet (X,D,C), où X = {x1, . . . , xn} est un
ensemble de n variables, D = (Dx1 , . . . , Dxn) est une
liste de domaines finis de valeurs, un par variable, et
C = {c1, . . . , ce} est un ensemble de e contraintes.
Chaque contrainte ci est une paire (S(ci), R(ci)), où
S(ci) = {xi1 , . . . , xik} ⊆ X est la portée (ou scope)
de ci, et R(ci) ⊆ Dxi1

× · · · × Dxik
est sa relation

de compatibilité. L’arité de ci est |S(ci)|. Dans cet
article, nous ne considérerons que le cas des CSP
binaires, c’est-à-dire des CSP pour lesquels toutes
les contraintes ont pour arité 2. Pour simplifier la
notation, nous noterons cij la contrainte portant sur
xi et xj . La structure d’un réseau de contraintes
est représentée par un graphe appelé graphe de
contraintes, dont les sommets correspondent aux
variables et les arêtes aux portées des contraintes.
L’affectation des variables d’un sous-ensemble Y de
X est dite cohérente si elle ne viole aucune contrainte
dont la portée est incluse dans Y . Nous utiliserons
la notation R(cij)[a] pour représenter l’ensemble des
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Figure 1 – Une instance ne vérifiant pas BTP (a) et
une instance BTP (b) par rapport à l’ordre x1 < x2 <
x3 si l’une des deux arêtes en pointillés est présente.

valeurs de Dxj
compatibles avec a ∈ Dxi

. Ainsi, s’il
y a une contrainte dont la portée est {i, j}, alors
R(cij)[a] = {b ∈ Dxj

|(a, b) ∈ R(cij)} ; s’il n’y pas de
contrainte dont la portée est {i, j}, alors, par défaut,
R(cij)[a] = Dxj . Nous rappelons la propriété BTP
introduite dans [1].

Définition (BTP) Une instance de CSP binaire
(X,D,C) satisfait la Broken Triangle Property (BTP)
par rapport à un ordre sur les variables < si, pour tout
triplet de variables (xi, xj , xk) tel que i < j < k, si
(vi, vj) ∈ R(cij), (vi, vk) ∈ R(cik) et (vj , v

′
k) ∈ R(cjk),

alors soit (vi, v
′
k) ∈ R(cik), soit (vj , vk) ∈ R(cjk). Si

aucun de ces deux couples n’existe, (vi, vj , vk, v
′
k) est

appelé triangle cassé sur xk par rapport à xi et xj .

S’il existe au moins un triangle cassé sur xk par
rapport à xi et xj , (xi, xj , xk) est appelé triplet cassé
sur xk par rapport à xi and xj . Soit BTP l’ensemble
des instances pour lesquelles il existe un ordre sur les
variables tel que BTP est vérifiée par rapport à cet
ordre. La propriété BTP est relative à la compatibi-
lité entre valeurs des domaines et peut donc être re-
présentée graphiquement (figure 1) à l’aide du graphe
de microstructure. Par exemple, dans la figure 1 (a),
il y a un triangle cassé sur x3 par rapport aux va-
riables x1 et x2 puisque nous avons (v1, v

′
3) /∈ R(c13)

et (v2, v3) /∈ R(c23) tandis que (v1, v2) ∈ R(c12),
(v1, v3) ∈ R(c13) et (v2, v

′
3) ∈ R(c23) est vérifiée.

Aussi, (x1, x2, x3) est un triplet cassé sur x3 par rap-
port à x1 et x2. Par contre, dans la figure 1 (b), si l’une
des deux arêtes en pointillés (c’est-à-dire des 2-uplets)
figure dans la microstructure, la propriété BTP sera
vérifiée pour tous les ordres sur les variables.

Très récemment, un travail autour de la propriété
BTP a conduit à proposer une propriété voisine,
appelée ETP pour Extendable-Triple Property [13]
qui est basée sur une relaxation des conditions de
BTP, en considérant quatre variables plutôt que trois,
et en tolérant l’existence de certains triangles cassés.

Définition (ETP) Une instance de CSP binaire
(X,D,C) satisfait la Extendable-Triple Property
(ETP) par rapport à un ordre sur les variables < si
et seulement si, pour tout quadruplet de variables
(xi, xj , xk, xl) tel que i < j < k < l, il existe au plus
un triplet cassé sur xl parmi (xi, xj , xl), (xi, xk, xl) et
(xj , xk, xl).

De cette façon, une instance de CSP binaire peut
satisfaire la propriété ETP quand bien même elle
contiendrait deux triplets cassés parmi (xi, xj , xk, xl),
un sur xk, et un autre sur xl, alors qu’aucun n’est auto-
risé avec BTP. Ainsi, ETP généralise strictement BTP
puisqu’une instance peut satisfaire ETP en invalidant
BTP alors que l’inverse est faux. Une conséquence im-
médiate est que la classe des instances satisfaisant
BTP est strictement incluse dans la classe des ins-
tances satisfaisant ETP (notée ETP ) comme indiqué
dans le théorème 1 de [13]. i.e. BTP ( ETP . Comme
dans le cas de BTP, ETP nous permet de définir une
classe polynomiale mais pour cela, il faut imposer une
propriété supplémentaire liée au niveau de cohérence
locale qui doit être vérifiée par les instances. Alors que
l’ensemble des instances satisfaisant BTP définit une
classe polynomiale, l’ensemble des instances satisfai-
sant ETP requiert de plus la satisfaction de la cohé-
rence de chemin forte (Strong-Path-Consistency [9]),
c’est-à-dire la cohérence d’arc et la cohérence de che-
min. Néanmoins, ces instances vont conserver certaines
des propriétés intéressantes vérifiées par les instances
satisfaisant BTP, comme par exemple leur capacité à
être résolues en temps polynomial par des algorithmes
usuels tels que MAC ou RFL. Dans la partie suivante,
nous introduisons une nouvelle propriété qui généralise
BTP mais également ETP.

3 k-BTP : définition et propriétées

Définition (k-BTP) Une instance de CSP binaire
P = (X,D,C) satisfait la propriété k-BTP pour
un k donné (2 ≤ k < n) par rapport à un ordre
sur les variables < si et seulement si, pour tout
sous-ensemble de k + 1 variables xi1 , xi2 , . . . xik+1

tel
que i1 < i2 < . . . < ik−1 < ik < ik+1, il existe au
moins un triplet de variables (xij , xij′ , xik+1

) avec
1 ≤ j 6= j′ ≤ k tel qu’il n’existe pas de triangle cassé
sur xik+1

par rapport à xij et xij′ .

On notera k-BTP l’ensemble des instances pour les-
quelles il existe un ordre sur les variables tel que k-
BTP est vérifiée par rapport à cet ordre. On peut
constater que 2-BTP est exactement BTP alors que
3-BTP inclut ETP. À partir de là, on peut immédia-
tement étendre le théorème 1 de [13] puisque BTP (
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ETP ( 3-BTP . Mais au-delà, un résultat plus géné-
ral, qui est une conséquence immédiate de la définition
de k-BTP peut être formulé :

Théorème 1 Pour tout k ≥ 2, on a :

k-BTP ( (k+1)-BTP

Pour analyser la polynomialité du traitement de k-
BTP, nous montrons maintenant que les instances de
cette classe peuvent être reconnues en temps polyno-
mial :

Théorème 2 Étant donnée une instance de CSP bi-
naire (X,D,C) et une constante k avec 2 ≤ k < n,
il existe un algorithme de complexité polynomiale pour
déterminer un ordre sur les variables < tel que cette
instance satisfait k-BTP par rapport à <, ou pour dé-
terminer qu’un tel ordre n’existe pas.

Preuve : Comme dans la preuve correspondante pour
BTP [1] et ETP [13], nous définissons une instance
de CSP notée Po qui est cohérente si et seulement si
un ordre permettant de vérifier k-BTP existe. Plus
précisément, cette instance possède une variable oi
de domaine {1, . . . , n} par variable xi de X. La va-
leur de oi représente la position de la variable xi
dans l’ordre. Nous ajoutons une contrainte concer-
nant {oi1 , oi2 , . . . oik , oik+1

} et imposant la condition
oik+1

< max(oi1 , oi2 , . . . oik) pour chaque k+1-uplet
de variables (xi1 , xi2 , . . . xik , xik+1

) tel que chaque tri-
plet de variables (xij , xij′ , xik+1

) avec 1 ≤ j 6= j′ ≤ k
possède au moins un triangle cassé sur xik+1

par rap-
port à xij et xij′ . Si Po possède une solution, un
ordre total < sur les variables peut être produit à
partir de l’ordre partiel donné par les valeurs des va-
riables oi. Alors, pour chaque k+1-uplet de variables
(xi1 , xi2 , . . . xik , xik+1

), avec i1 < . . . < ik+1, nous
avons au moins un triplet de variables (xij , xij′ , xik+1

)
avec 1 ≤ j 6= j′ ≤ k qui n’a pas de triangle cassé sur
xik+1

par rapport à xij et xij′ . En effet, si ce n’était pas
le cas, alors la contrainte oik+1

< max(oi1 , oi2 , . . . oik)
aurait été imposée, ce qui serait en contradiction avec
i1 < . . . < ik+1. Donc, si Po possède une solution, nous
avons un ordre satisfaisant la propriété k-BTP.

Inversement, considérons un ordre satisfaisant
la propriété k-BTP et supposons que Po n’a
pas de solution. Cela signifie qu’au moins une
contrainte oik+1

< max(oi1 , oi2 , . . . oik) est violée.
Donc chaque triplet de variables (xij , xij′ , xik+1

)
avec 1 ≤ j 6= j′ ≤ k possède au moins un triangle
cassé sur xik+1

, ce qui est impossible puisque cet
ordre vérifie la propriété k-BTP. Ainsi Po possède
une solution si et seulement si (X,D,C) admet un
ordre satisfaisant la propriété k-BTP. Nous montrons
maintenant que Po peut être construit et résolu en

temps polynomial. Trouver tous les triplets cassés
peut être réalisé en O(n3.d4), tandis que la définition
des contraintes oik+1

< max(oi1 , oi2 , . . . oik) peut être
réalisée en O(nk+1). Donc Po peut être calculé en
O(n3.d4 + nk+1). En outre, Po peut être résolu en
temps polynomial en établissant la cohérence d’arc
généralisée puisque ses contraintes sont max-closed
[12]. �

Nous analysons maintenant la complexité de la
résolution des instances de la classe k-BTP . Afin
d’assurer la polynomialité de k-BTP , nous considé-
rons une condition supplémentaire qui porte sur la
vérification par les instances de la k-cohérence-forte
dont nous rappelons la définition.

Definition (k-cohérence-forte [9]) Une instance
de CSP binaire satisfait la i-cohérence si toute affec-
tation cohérente de i− 1 variables peut être étendue à
une affectation cohérente sur toute ième variable. Une
instance de CSP binaire satisfait la k-cohérence-forte
si elle satisfait la i-cohérence pour tout i tel que
1 ≤ i ≤ k.

La k-cohérence-forte et k-BTP permettent de
définir une nouvelle classe polynomiale :

Théorème 3 Soit P une instance de CSP binaire
telle qu’il existe une constante k avec 2 ≤ k < n pour
laquelle P satisfait k-BTP par rapport à un ordre sur
les variables < ainsi que la k-cohérence-forte. Alors
l’instance P est cohérente et une solution peut être
trouvée en temps polynomial.

Preuve : Considérons un ordre pour l’affectation des
variables correspondant à l’ordre <. Comme l’instance
satisfait la k-cohérence-forte, elle satisfait la cohérence
d’arc et par conséquent, aucun de ses domaines n’est
vide et chaque valeur possède au moins un support
dans chacun des autres domaines. De plus, comme
l’instance satisfait la k-cohérence-forte, il existe une
affectation cohérente des k premières variables. Main-
tenant, et plus généralement, supposons que nous dis-
posons d’une affectation cohérente (u1, u2, . . . ul−1, ul)
pour les l premières variables x1, x2, . . . xl−1, xl dans
l’ordre, avec k ≤ l < n. Nous montrons que cette af-
fectation peut être étendue de façon cohérente sur la
variable xl+1. Pour montrer cela, nous devons prouver
que ∩1≤i≤lR(cil+1)[ui] 6= ∅, c’est-à-dire qu’il existe au
moins une valeur dans le domaine de xl+1 qui est com-
patible avec l’affectation (u1, u2, . . . ul−1, ul).

Nous prouvons d’abord cela pour l = k. Considérons
l’affectation cohérente (u1, u2, . . . uk−1, uk) sur les k
premières variables. Considérons une k+1ème variable
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xk+1 apparaissant plus loin dans l’ordre. Puisque P
satisfait k-BTP , il existe au moins un triplet de va-
riables (xj , xj′ , xk+1) avec 1 ≤ j 6= j′ ≤ k tel qu’il
n’existe pas de triangle cassé sur xk+1 par rapport à
xj et xj′ . D’après le lemme 2.4 présenté dans [1], nous
avons :

(R(cjk+1)[uj ] ⊆ R(cj′k+1)[uj′ ])

ou

(R(cj′k+1)[uj′ ] ⊆ R(cjk+1)[uj ])

Sans manque de généralité, supposons que
R(cjk+1)[uj ] ⊆ R(cj′k+1)[uj′ ] et j < j′. Puisque
P satisfait la k-cohérence-forte, nous savons que l’af-
fectation partielle de (u1, u2, . . . , uj , . . . uk−1, uk) sur
k− 1 variables excluant l’affectation uj′ pour xj′ peut
être étendue de façon cohérente sur la variable xk+1.
De plus, nous savons que R(cjk+1)[uj ] ⊆ R(cj′k+1)[uj′ ]
et par la cohérence d’arc, R(cijik+1

)[uj ] 6= ∅. Par
conséquent, (u1, u2, . . . , uj , . . ., uj′ , . . . , uk, uk+1)
est une affectation cohérente des k + 1 premières
variables.

Notons que cette preuve est également valide pour
tous les sous-ensembles de k+1 variables tels que xk+1

apparâıt plus loin dans l’ordre <, et pas seulement
pour les k + 1 premières variables x1, x2, . . . xk−1, xk
et xk+1.

Maintenant, nous démontrons la propriété pour l avec
k < l < n. C’est-à-dire que nous montrons qu’une af-
fectation cohérente (u1, u2, . . . ul−1, ul) peut être éten-
due à une (l+ 1)ème variable. Comme hypothèse d’in-
duction, nous supposons que chaque affectation cohé-
rente sur l − 1 variables peut être étendue à une lème

variable qui apparâıt plus loin dans l’ordre considéré.
Considérons une affectation cohérente

(u1, u2, . . . ul−1, ul) sur les l premières variables.
Soit (ui1 , ui2 , . . . uik) une affectation partielle de
(u1, u2, . . . ul−1, ul) sur k variables. Comme P sa-
tisfait k-BTP, et comme k < l < n, pour tous les
sous-ensembles de k variables xi1 , xi2 , . . . xik , nous
savons qu’il existe un triangle qui n’est pas cassé
sur xl+1 par rapport à xij et xij′ , avec xij et xij′
apparaissant dans les variables xi1 , xi2 , . . . xik . Aussi,
sans manque de généralité, nous pouvons considérer
que i1 ≤ ij < ij′ ≤ ik ≤ l et que nous avons
R(cij l+1)[uij ] ⊆ R(cij′ l+1)[uij′ ]. Notons que xij et xij′
peuvent être permutées dans l’ordre si c’est nécessaire.

Maintenant, considérons l’affectation cohérente
(u1, u2, . . . ul−1, ul) sur les l premières variables. Par
hypothèse d’induction, chaque affectation partielle
de (u1, u2, . . . ul−1, ul) sur l − 1 variables peut être
étendue à une affectation cohérente sur xl+1 avec
une valeur compatible ul+1. Maintenant, considé-
rons l’affectation partielle sur l − 1 variables où uij′

n’apparâıt pas. Cette affectation est par exemple
(u1, u2, . . . uij , . . . ul−1, ul, ul+1). Comme nous avons
R(cij l+1)[uij ] ⊆ R(cij′ l+1)[uij′ ], la valeur uij′ est éga-
lement compatible avec ul+1, et donc l’affectation
(u1, u2, . . . uij , . . . uij′ , . . . ul−1, ul, ul+1) sur les l + 1
premières variables est une affectation cohérente.

Ainsi, toute affectation cohérente (u1, u2, . . .
ul−1, ul) sur (x1, x2, . . . xl−1, xl) peut être étendue à
une (l + 1)ème variable, pour tout l avec k < l < n.
Et plus généralement, nous avons démontré que toute
affectation cohérente sur l variables, pas nécessai-
rement consécutives dans l’ordre (comme le sont
les l premières variables), peut être étendue à une
affectation cohérente sur toute (l + 1)ème variable qui
apparâıt après ces l variables dans l’ordre < associé
à k-BTP. Ainsi, l’hypothèse d’induction est vérifiée
pour l’étape suivante.

Notons que cette preuve démontre également qu’une
instance qui satisfait la k-cohérence-forte et k-BTP
par rapport à un ordre < est cohérente.

Finalement, étant donné un ordre <, nous mon-
trons que trouver une solution peut être réalisé en
temps polynomial. Étant donnée une affectation
cohérente (u1, u2, . . . ul) avec l < n, trouver une
valeur compatible ul+1 pour la variable suivante
xl+1 est réalisable en recherchant dans son domaine
une valeur compatible, sachant que la taille du
domaine est majorée par d. Pour chaque valeur,
nous devons vérifier les contraintes connectant la
variable xl+1 ce qui peut être réalisé en O(el+1) si
la variable suivante xl+1 possède el+1 voisins parmi
les variables précédentes. Puisque Σ1≤l<nel+1 = e, le
coût total pour trouver une solution est O((n+e).d). �

Dans la suite, nous noterons k-BTP -SkC, la classe
des instances satisfaisant k-BTP et vérifiant la k-
cohérence-forte. Une des propriétés les plus intéres-
santes de la classe BTP est le fait que les instances
de cette classe peuvent être résolues en temps polyno-
mial en utilisant des algorithmes classiques (tels que
MAC ou RFL), cela mêmes qui sont mis en œuvre dans
la plupart des solveurs. La propriété suivante établit
un résultat similaire pour k-BTP -SkC. En effet, la
preuve du théorème 3 nous permet de montrer que des
algorithmes tels que BT (Backtracking), MAC et RFL
peuvent résoudre (i.e. trouver une solution) toute ins-
tance de la classe k-BTP -SkC en temps polynomial :

Théorème 4 Étant donné une instance P de CSP bi-
naire et un ordre sur les variables < tel que P satisfait
k-BTP par rapport à < et vérifie la k-cohérence-forte,
les algorithmes BT, MAC et RFL trouvent une solu-
tion de l’instance P en temps polynomial.

Preuve : Comme l’instance satisfait la k-cohérence-
forte, BT utilisant l’ordre < pour l’affectation des
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variables peut trouver une affectation cohérente sur
x1, x2, . . . xk−1 et xk. De plus, étant donné l avec
k < l < n, il est montré dans la preuve du théorème
3 qu’une affectation cohérente (u1, u2, . . . ul−1, ul) sur
x1, x2, . . . xl−1 et xl peut être étendue à une (l+1)ème

variable, c’est-à-dire sur xl+1. Pour trouver une
affectation de xl+1, nous devons chercher une valeur
compatible dans son domaine. Cela est réalisable en
O(el+1.d) en supposant que xl+1 possède el+1 voisins
dans les variables précédentes. Donc, comme pour
la preuve du théorème 3, trouver une solution de P
est globalement réalisable en O((n + e).d). Si nous
considérons maintenant des algorithmes tels que MAC
ou RFL, par le même raisonnement, nous montrons
que leur complexité est limitée à O(n.(n + e).d2)
en raison du coût supplémentaire du filtrage par
cohérence d’arc effectué après chaque affectation de
variable. �

Dans la partie 5, nous discutons de l’intérêt de la
classe k-BTP d’un point de vue pratique. Avant cela,
dans la partie suivante, nous étudions les relations exis-
tant entre k-BTP et certaines classes polynomiales de
la littérature.

4 Relations existant entre k-BTP et
d’autres classes polynomiales

Nous considérons tout d’abord une classe polyno-
miale très importante, à la fois dans le cadre des CSP,
mais bien au-delà, la classe basée sur la notion de
décomposition arborescente de graphes [16].

Définition (Décomposition arborescente) Étant
donné un graphe G = (X,C), une décomposition ar-
borescente de G est une paire (E, T ) où T = (I, F )
est un arbre et E = {Ei : i ∈ I} une famille de sous-
ensembles (appelés clusters) de X, telle que chaque
cluster Ei est un nœud de T et vérifie :

(i) ∪i∈IEi = X,

(ii) pour chaque arête {x, y} ∈ C, il existe i ∈ I avec
{x, y} ⊆ Ei, et

(iii) pour tout i, j, k ∈ I, si k est sur un chemin de i
vers j dans T , alors Ei ∩ Ej ⊆ Ek.

La largeur d’une décomposition arborescente (E, T )
est égale à maxi∈I |Ei| − 1. La largeur arborescente
ou tree-width w de G est la largeur minimale pour
toutes les décompositions arborescentes de G.

Soit k-TW la classe des instances de CSP binaires
tels que leur largeur arborescente est inférieure ou
égale à une constante k. Il est bien connu que k-TW
constitue une classe polynomiale [11]. Récemment, M.

Vardi a posé une question sur les relations qui pour-
raient exister entre k-TW et ETP ou d’autres généra-
lisations de BTP [18]. Les deux théorèmes qui suivent
donnent une première réponse à cette question.

Théorème 5 k-TW ( (k + 1)-BTP .

Preuve : Nous montrons tout d’abord que k-TW
⊆ (k + 1)-BTP . Il est bien connu que si la largeur
arborescente d’une instance de CSP binaire est bornée
par k, il existe un ordre < sur les variables, tel que
pour xi ∈ X, |{xj ∈ X : j < i et cji ∈ C}| ≤ k [6].
Maintenant, considérons un sous-ensemble de
k + 2 variables xi1 , xi2 , . . . xik , xik+1

, xik+2
tel que

i1 < i2 < . . . < ik−1 < ik < ik+1 < ik+2. Puisque la
largeur arborescente est bornée par k, nous savons
qu’il existe au plus k contraintes cijik+2

∈ C. Donc, il
y a au moins un triplet de variables (xij , xij′ , xik+2

)
avec 1 ≤ j 6= j′ ≤ k tel que cijik+2

/∈ C ou cij′ ik+2
/∈ C.

Sans manque de généralité, supposons qu’il n’y a
pas de contrainte cijik+2

∈ C. Ainsi, il n’y a aucun
triangle cassé sur xik+2

par rapport à xij et xij′
parce que toutes les valeurs de Dxij

sont compatibles

avec toutes les valeurs de Dxik+2
. Ainsi, l’instance de

CSP considérée satisfait la propriété (k + 1)-BTP .
Finalement, il est facile de définir des instances dont
la largeur arborescente est strictement supérieure
à k et qui satisfont la propriété (k + 1)-BTP . Par
exemple, nous pouvons considérer une instance de
CSP monovalente (i.e. dont la taille des domaines
vaut un) et dont le graphe de contraintes est complet,
et possédant une solution. La largeur arborescente de
cette instance est n − 1 alors qu’elle satisfait k-BTP
pour toutes les valeurs possibles de k. �

Le coût de la vérification de cohérence d’instances
de k-TW est du même ordre que celui de l’obtention de
la (k+1)-cohérence-forte, qui est O(nk+1dk+1). Néan-
moins, cela ne nous permet pas d’établir une inclusion
formelle de k-TW dans (k+1)-BTP -S(k+1)C qui est
une classe polynomiale tandis (k+1)-BTP n’est pas
nécessairement une classe polynomiale. Mais si l’on
note k-TW -S(k+1)C, la classe des instances de CSP
binaires appartenant à k-TW et qui satisfont la (k+1)-
cohérence-forte, nous obtenons directement le résultat
suivant :

Théorème 6 Pour toute valeur k < n, on a :

k-TW-S(k+1)C ( (k+1)-BTP-S(k+1)C.

Récemment, la classe polynomiale BTP a égale-
ment été généralisée avec la définition de la propriété
∀∃-BTP [2], d’une manière différente de celle que nous
proposons ici, mais également en remarquant que tous
les triangles cassés n’ont pas besoin d’être interdits.
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Nous allons montrer que ces deux généralisations sont
orthogonales.

Définition (∀∃-BTP) Une instance de CSP bi-
naire P satisfait la propriété ∀∃-BTP par rapport
à un ordre des variables < si et seulement si, pour
chaque paire de variables xi, xk telles que i < k,
pour tout valeur vi ∈ Dxi , ∃vk ∈ Dxk

telle que
(vi, vk) ∈ R(cik) et pour toute variable xj avec j < k
et j 6= i, et pour toute valeur vj ∈ Dxj

et pour toute
valeur v′k ∈ Dxk

, (vi, vj , vk, v
′
k) n’est pas un triangle

cassé sur xk par rapport à xi et xj. Soit ∀∃-BTP
l’ensemble des instances pour lesquelles ∀∃-BTP est
vérifiée par rapport à un certain ordre sur les variables.

La classe ∀∃-BTP peut être résolue et reconnue en
temps polynomial [2]. Elle constitue une classe poly-
nomiale qui inclut strictement BTP car elle n’interdit
pas tous les triangles cassés. Puisque k-BTP n’interdit
également pas tous les triangles cassés, il est naturel de
comparer ces deux classes. Nous analysons cela pour
le cas particulier k = 3, mais le même argument vaut
pour toute valeur de k ≥ 3.

Théorème 7 Même pour les ensembles d’instances
de CSP binaires qui vérifient la cohérence de chemin
forte, les propriétés 3-BTP et ∀∃-BTP sont incompa-
rables.

Preuve : Prenons une instance P ∗ pour laquelle
chaque domaine Dxk

contient une valeur a∗ telle que
pour toutes les autres variables xi, pour toutes les va-
leurs vi ∈ Dxi , (vi, a

∗) ∈ R(cik). On remarque que
P ∗ satisfait ∀∃-BTP puisqu’il ne peut y avoir aucun
triangle cassé de la forme (vi, vj , a

∗, v′k), la valeur a∗

étant compatible avec toutes les affectations à toutes
les autres variables. Il est facile de compléter une tellle
instance P ∗ de sorte qu’elle ne satisfasse pas 3-BTP
pour tout ordre sur les variables en rajoutant des tri-
angles cassés sur d’autres valeurs de domaine que a∗.

Considérons une instance à trois variables notée P3,
avec des domaines {0, . . . , 7} et qui possède les trois
contraintes suivantes :

x1 = x2 ∧ x1 ≡ x2 + 1 (mod 8)

x2 = x3 ∧ x2 ≡ x3 + 2 (mod 8)

x1 = x3 ∧ x1 ≡ x3 + 4 (mod 8)

Ainsi, P3 vérifie la cohérence de chemin forte et
satisfait trivialement 3-BTP (car il n’y a que trois
variables), mais P3 ne satisfait pas ∀∃-BTP, quel que
soit l’ordre des variables. �

Nous considérons maintenant une classe polyno-
miale très générale récemment découverte par Naa-

naa [14] et qui mérite sans aucun doute d’être mieux
connue.

Soit E un ensemble fini et soit {Ei}i∈I une famille
finie de sous-ensembles de E. La famille {Ei}i∈I est
dite indépendante si et seulement si pour tout J ⊂ I,

⋂

i∈I
Ei ⊂

⋂

j∈J
Ej .

Notons que {Ei}i∈I ne peut être indépendante si ∃j 6=
j′ ∈ I tels que Ej ⊆ Ej′ puisque dans ce cas et avec
J = I \ {j′}, nous devrions avoir

⋂

i∈I
Ei =

⋂

j∈J
Ej .

Définition (Rang Directionnel) Soit P une
instance de CSP binaire dont les variables sont
totalement ordonnées par <. Le rang directionnel
de la variable xm est la taille k de la plus grande
affectation cohérente (a1, . . . , ak) à un ensemble de
variables xi1 , . . . , xik (avec i1 < . . . < ik < m) telle
que la famille des ensembles {R(cijm)[aj ]}j=1,...,k est
indépendante. Le rang directionnel de P (par rapport
à l’ordre < de ses variables) est le rang directionnel
maximal sur toutes ses variables.

Naanaa a montré que si P est une instance de CSP
binaire qui a un rang directionnel ne dépassant pas
k et s’il vérifie la (k + 1)-cohérence-forte, alors P est
globalement cohérente [14]. On note DR-k, l’ensemble
de ces instances. Naanaa souligne que certaines classes
polynomiales connues telles que les instances de CSP
binaires avec des contraintes connected row convex [7],
ont un rang directionnel borné.

Si une instance de CSP binaire P est (k + 1)-BTP,
alors aucune variable peut avoir un rang directionnel
plus grand que k. Ceci est dû au fait que pour toute
variable xm et toute affectation (a1, . . . , ak+1) d’un
ensemble de variables xi1 , . . . , xik+1

avec i1 < . . . <
ik+1 < m, par la définition de (k + 1)-BTP, nous de-
vons avoir R(cijm)[aj ] ⊆ R(cij′m)[aj′ ] pour certains
j 6= j′ ∈ {1, . . . , k+1}. Donc, comme observé ci-dessus,
les ensembles {R(cijm)[aj ]}j=1,...,k+1 ne peuvent pas
être indépendants. Il en résulte que la polynomialité de
(k+1)-BTP -S(k+1)C est également un corollaire du
résultat de Naanaa [14]. Toutefois, la propriété (k+1)-
BTP, bien que subsumée par DR-k, peut être détectée
en O(nkdk +n3d4) ce qui inférieur comparativement à
O(nk+1dk+1) pour DR-k.

5 Expérimentations

Dans cette section, nous comparons l’intérêt pra-
tique des classes polynomiales BTP , ETP -SPC, k-
BTP -SkC et DR-(k-1), où SPC notera la cohérence
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de chemin forte, soit la 3-cohérence-forte. Nous ne
considérons que les cas pour lesquels k = 3, puisque
l’établissement de la k-cohérence-forte devient trop
coûteuse en temps, mais aussi du fait que pour k > 3,
cela peut conduire à l’ajout de contraintes d’arité k−1.
Nos expériences concernent 2 373 instances binaires de
la troisième compétition de solveurs CSP 1. Il s’agit
donc d’instances de CSP binaires issues des bench-
marks utilisés pour les évaluations et les comparaisons
de solveurs. Nous mettons d’abord en évidence l’exis-
tence d’instances appartenant à certaines des classes
polynomiales considérées ici. Ce sont les mêmes bench-
marks qui ont été utilisés dans [13]. Ensuite, nous éva-
luons l’impact de ces classes polynomiales sur l’effica-
cité des solveurs. La plupart des solveurs de l’état de
l’art reposant sur les algorithmes MAC ou RFL, nous
présentons donc ici les résultats obtenus sur MAC mais
on peut noter que nous avons observé des résultats si-
milaires avec RFL.

Puisque les classes polynomiales ETP -SPC, 3-
BTP -SPC et DR-2 exigent la vérification de la co-
hérence de chemin forte, nous devons d’abord réali-
ser un tel filtrage sur chaque instance avant de vé-
rifier si elle appartient aux classes considérées, ceci
dans le même esprit que [8]. Ce faisant, 628 instances
ont été détectées comme incohérentes et donc elles
appartiennent trivialement à toutes ces classes poly-
nomiales. 85 des instances restantes appartiennent à
3-BTP -SPC, alors que 87 ont un rang directionnel
inférieur ou égal à deux. Parmi ces instances, nous
avons respectivement 71 et 76 instances appartenant à
BTP -SPC et à ETP -SPC. Les différences entre ces
classes polynomiales sont bien mises en évidence par
certaines instances de la famille bqwh-15-106 puisque
nous pouvons observer toutes les configurations pos-
sibles des relations d’inclusions BTP -SPC ( ETP -
SPC ( 3-BTP -SPC ( DR-2. Par exemple, l’ins-
tance bqwh-15-106-13 appartient à toutes les classes
polynomiales considérées alors que les instances bqwh-
15-106-28, bqwh-15-106-16 et bqwh-15-106-76 appar-
tiennent seulement respectivement à trois, deux ou une
de ces classes polynomiales. Le tableau 5 présente cer-
taines instances appartenant aux classes ETP -SPC,
3-BTP -SPC ou DR-2. Ce tableau fournit également
la largeur arborescente w de ces instances et leur lar-
geur arborescente w′ une fois que le filtrage par cohé-
rence de chemin forte a été appliqué. Quand la largeur
arborescente exacte est inconnue (rappelons que le
calcul d’une décomposition arborescente optimale est
un problème NP-difficile), nous donnons son encadre-
ment par un intervalle. Nous pouvons noter la diver-
sité de ces instances (instances académiques, aléatoires
ou issues du monde réel). Certaines de ces instances

1. Voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08.

appartiennent à 3-BTP -SPC ou DR-2 grâce à leur
structure. Par exemple, graph12-w0 et hanoi-7 ont un
graphe de contraintes acyclique tandis que la largeur
arborescente de domino-100-100 et crossword-m1-uk-
puzzle01 est de deux. Cependant, la plupart des ins-
tances ont une largeur arborescente supérieure à deux.
En outre, dans la plupart des cas, l’application de SPC
peut augmenter de manière significative la largeur ar-
borescente d’origine de ces instances. Par exemple,
la largeur arborescente de l’instance driverlogw-09-sat
est initialement majorée par 108 et est égale à 629
après l’application du filtrage SPC. Cette augmenta-
tion est expliquée par les paires de valeurs qui sont in-
terdites par SPC et dont la mise en évidence conduit
à la représentation de contraintes induites dont l’ajout
a pour effet de densifier le graphe de contraintes.
Lorsque SPC interdit une paire de valeurs (vi, vj) pour
une paire donnée de variables (xi, xj), le filtrage sup-
prime (vi, vj) de la relation R(cij) si la contrainte cij
existe. Cependant, si la contrainte cij n’existe pas en-
core, le filtrage SPC doit d’abord l’ajouter au pro-
blème. Dans un tel cas, du fait des contraintes supplé-
mentaires et de leur nombre, la largeur arborescente
peut augmenter de manière significative. Il est à noter
que pour les instances considérées dont la largeur ar-
borescente est d’au plus deux initialement, la largeur
arborescente demeure inchangée après l’application du
filtrage SPC.

En ce qui concerne la résolution, toutes les instances
appartenant à 3-BTP -SPC ou DR-2 sont résolues
par MAC sans aucun retour arrière, sauf l’instance
driverlogw-04c-sat qui n’y a recours qu’une seule fois.
Il faut noter que MAC n’a pas connaissance de l’ordre
sur les variables nécessaire à la satisfaction de 3-BTP
ni d’ailleurs de l’ordre associé à un rang directionnel au
plus égal à deux. Dans la plupart des cas, nous avons
d’ailleurs observé que l’instance de CSP utilisée dans la
preuve du théorème 2 afin de calculer un ordre sur les
variables approprié n’a pas de contrainte. Ainsi, tout
ordre des variables est approprié. En revanche, pour
une douzaine d’instances, ce CSP possède plusieurs
contraintes mais reste nettement sous-contraint et le
réseau de contraintes correspondant possède plusieurs
composantes connexes. Il en résulte que le CSP asso-
cié à l’ordre possède généralement un grand nombre
de solutions. Il est donc très probable que MAC ex-
ploite implicitement pour l’affectation des variables un
ordre approprié. Par exemple, le CSP associé à l’ordre
pour vérifier si l’instance bqwh-15-106-76 (qui possède
106 variables) a un rang directionnel majoré par deux
possède 65 composantes connexes et admet plus de 33
millions de solutions.

Certaines des instances sont résolues efficacement
par MAC sans retour arrière, même si elles ne font
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Instance n w w′ BTP -SPC ETP -SPC 3-BTP -SPC DR-2
bqwh-15-106-13 106 [7, 48] 104 oui oui oui oui
bqwh-15-106-16 106 [6, 45] 99 non non oui oui
bqwh-15-106-28 106 [7, 52] 105 non oui oui oui
bqwh-15-106-76 106 [6, 44] 100 non non non oui
bqwh-15-106-77 106 [7, 50] 100 non non oui oui
bqwh-18-141-33 141 [7, 64] 134 oui oui oui oui
bqwh-18-141-57 141 [7, 66] 137 oui oui oui oui
domino-100-100 100 2 2 oui oui oui oui
domino-5000-500 5000 2 2 oui oui oui oui

driverlogw-04c-sat 272 [19, 56] [214, 221] non non non oui
driverlogw-09-sat 650 [39, 108] 629 oui oui oui oui
fapp17-0300-10 300 [6, 153] [6, 154] oui oui oui oui
fapp18-0350-10 350 [5, 192] [12, 199] oui oui oui oui
fapp23-1800-9 1800 [6, 1325] [41, 1341] oui oui oui oui
graph12-w0 680 1 1 oui oui oui oui
graph13-w0 916 1 1 oui oui oui oui

hanoi-7 126 1 1 oui oui oui oui
langford-2-4 8 7 7 oui oui oui oui
lard-83-83 83 82 82 non non oui oui
lard-91-91 91 90 90 non non oui oui

os-taillard-4-100-0 16 [3, 9] 15 oui oui oui oui
os-taillard-4-100-9 16 [3, 9] 15 oui oui oui oui

scen5 400 [11, 32] [167, 188] non non oui oui

Table 1 – Quelques instances appartenant à BTP -SPC, ETP -SPC, 3-BTP -SPC ou DR-2 après l’application
de SPC, avec leur largeur arborescente w et la largeur arborescente w′ des instances une fois SPC appliquée.

pas partie de l’une des classes polynomiales étudiées.
Aussi, nous considérons maintenant la notion de back-
door [19] avec l’objectif de proposer des explications au
sujet de cette efficacité, dans le même esprit que dans
[13]. Un backdoor est un ensemble de variables défini
par rapport à une classe polynomiale, tel que, une fois
ces variables affectées, le sous-problème induit se situe
dans cette classe. Ici, nous nous intéressons à des ba-
ckdoors qui sont découverts implicitement par MAC
lors de l’affectation de certaines variables. En effet,
après quelques affectations et l’application du filtrage,
la partie restante du problème peut devenir finalement
polynomiale. Afin de tenter d’observer ce phénomène,
nous allons évaluer le nombre de variables qui doivent
être affectées avant que MAC ne trouve implicitement
un backdoor défini par rapport à l’une des classes étu-
diées ici. Sur les 50 instances examinées ici, nous avons
observé que MAC trouve un backdoor relatif à BTP
après avoir affecté plus de variables que pour les autres
classes considérées. Les nombres de variables affectées
nécessaires pour trouver un backdoor respectivement
pour ETP et 3-BTP sont très proches, voire égaux
dans la plupart des cas. En considérant DR-2, nous
gagnons quelques variables par rapport à ETP et 3-
BTP . Par exemple, MAC a besoin d’affecter au plus
cinq variables avant de trouver un backdoor par rap-

port à 3-BTP ou DR-2 pour 14 instances contre 12
et 4 instances pour ETP et BTP 2. Bien sûr, les ins-
tances qui en résultent ne satisfont pas nécessairement
la cohérence de chemin forte et cela ne nous permet pas
d’exploiter le théorème 4 pour expliquer l’efficacité de
MAC. Néanmoins, comme évoqué ci-dessus, le grand
nombre de solutions du CSP correspondant à l’exis-
tence de ”bons ordres” permet probablement à MAC
d’exploiter implicitement un ordre approprié.

6 Conclusion

Cet article présente une nouvelle famille de classes
polynomiales pour les CSP binaires, k-BTP , et dont
la polynomialité est associée à un niveau donné de k-
cohérence-forte. Cette famille est basée sur une hiérar-
chie de classes d’instances dont la classe BTP consti-
tue le cas de base (BTP = 2-BTP ). Alors que BTP
est définie sur des sous-ensembles de 3 variables, les
classes k-BTP sont définies sur des ensembles de k+1
variables, tout en relaxant les conditions restrictives
imposées par BTP . Nous avons montré que k-BTP
hérite de certaines des propriétés de BTP , comme par

2. Notons que ces instances ne comprennent pas toutes celles
mentionnées dans [13] puisque certaines d’entre elles appar-
tiennent déjà à 3-BTP -SPC et/ou DR-2.
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exemple la possiblité d’être résolue en temps polyno-
mial en utilisant des algorithmes standards tels que
MAC. Nous avons également démontré que k-BTP
généralise strictement la classe des instances dont la
largeur arborescente est bornée par une constante et
nous avons analysé les relations avec la classe basée
sur la notion de rang directionnel récemment intro-
duite par Naanaa. Pour évaluer l’intérêt pratique de
la classe k-BTP , une analyse expérimentale est pré-
sentée. Elle se concentre sur le cas particulier de 3-
BTP . Cette analyse montre un avantage significatif
de k-BTP , comparativement à BTP et aux CSP de
largeur arborescente bornée.

Un développement de ces travaux semble nécessaire
pour déterminer si la condition correspondant à la
k-cohérence-forte est réellement nécessaire ou si une
condition plus faible suffirait pour garantir la polyno-
mialité. En effet, les expériences ont montré que MAC
peut résoudre sans retour arrière certaines instances
appartenant à 3-BTP même lorsque ces instances ne
vérifient pas le niveau correspondant de cohérence.
D’un point de vue théorique et pratique, un défi in-
téressant porte sur la recherche du niveau minimum
de cohérence requis parmi les différents types de co-
hérences locales telles que PIC [10], maxRPC [4] ou
SAC [5]. En outre, l’étude d’une relaxation de la condi-
tion k-BTP devrait être abordée de manière à étendre
la classe des instances qui peuvent être résolues en
temps polynomial, mais dans une direction différente
de celle proposée dans [14], même si d’autres dévelop-
pements théoriques et expérimentaux semblent claire-
ment nécessaires pour véritablement apprécier toutes
les conséquences du résultat de Naanaa. Enfin, il pour-
rait être intéressant d’étudier, déjà sur le cas particu-
lier de 3-BTP , une approche similaire à celle intro-
duite dans [3] où une nouvelle opération de réduction
réalisable en temps polynomial basée sur la fusion des
valeurs de domaines est proposée.
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Résumé

Le clustering sous contraintes utilisateur a connu
un essor important en fouille de données. Dans les dix
dernières années, beaucoup de travaux se sont atta-
chés à étendre les algorithmes classiques pour prendre
en compte des contraintes utilisateur, mais ils sont en
général limités à un seul type de contraintes. Dans de
précédents travaux, nous avons proposé un cadre gé-
nérique et déclaratif, fondé sur la programmation par
contraintes, qui permet de modéliser différentes tâches
de clustering sous contraintes. L’utilisateur peut spéci-
fier un parmi plusieurs critères d’optimisation et combi-
ner différents types de contraintes. Dans ce papier nous
étendons le modèle pour traiter le critère le plus connu
de clustering, qui est la minimisation de la somme des
distances au carré des objets au centre de leur cluster.
C’est un problème difficile et à notre connaissance, il
existe une seule méthode exacte permettant d’intégrer
des contraintes utilisateurs ; elle est fondée sur la pro-
grammation linéaire sur les entiers et la génération de co-
lonnes. Nous développons un algorithme de filtrage pour
la nouvelle contrainte spécifiant ce critère. Des expéri-
mentations sur des bases de données classiques montrent
que notre modèle obtient une meilleure performance que
la méthode exacte fondée sur la programmation linéaire.

1 Introduction

La classification non supervisée (souvent appelée par
le terme anglais “clustering”) est une tâche importante
en fouille de données. Elle vise à regrouper les don-
nées en un ensemble de classes ou clusters, de façon
à ce que les objets d’une même classe aient une forte
similarité entre eux et diffèrent fortement des objets
des autres classes. Elle est souvent représentée par un
problème d’optimisation. Différents critères d’optimi-
sation existent, comme par exemple minimiser le dia-
mètre maximal des clusters, ou maximiser la marge

minimale entre clusters. Depuis les années 2000, des
contraintes utilisateur sont introduites dans la tâche de
clustering pour guider la recherche et pour atteindre
les solutions souhaitées s’il en existe. L’extension avec
des contraintes utilisateur se fait soit en adaptant
les algorithmes classiques pour gérer les contraintes,
soit en modifiant la distance entre données pour tra-
duire les contraintes. Cependant, la plupart des ap-
proches ne garantissent pas la satisfaction de toutes le
contraintes ou la qualité de la solution. De plus, chaque
algorithme est spécifique pour un critère. Dans de pré-
cédents travaux [6, 7, 8], nous proposons un cadre gé-
néral basé sur la programmation par contraintes pour
modéliser le clustering sous contraintes utilisateur. Ce
cadre intègre différents critères : minimiser le diamètre
maximal des clusters, maximiser la marge minimale
entre clusters ou minimiser la somme des dissimilari-
tés intra-cluster. Différents types de contraintes utili-
sateurs sont également intégrés. Le cadre permet de
trouver une solution qui est un optimum global et qui
satisfait toutes les contraintes utilisateur, s’il en existe
une. Dans ce papier, nous développons ce cadre pour
intégrer le critère de minimisation de la somme des
carrés WCSS (Within-Cluster Sum of Squares), qui est
défini par la somme des distances au carré des objets
de chaque cluster au centre du cluster.

Ce critère est le plus souvent utilisé dans les tâches
de clustering pour définir des clusters homogènes. Sa
popularité est dûe au fait que l’algorithme bien connu
des k-moyennes optimise ce critère et trouve un op-
timum local. Trouver un optimum global pour ce cri-
tère est un problème NP-Difficile et trouver une bonne
borne inférieure est aussi difficile [1]. La meilleure ap-
proche exacte pour ce critère est basée sur la pro-
grammation linéaire sur des entiers et la génération
de colonnes [2]. Elle a été récemment généralisée pour
intégrer des contraintes utilisateur [3]. Dans cet ar-
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ticle, nous proposons un calcul de borne inférieure et
développons un algorithme de filtrage pour une nou-
velle contrainte wcss qui caractérise ce critère. Des
expérimentations sur des bases de données classiques
montrent que notre approche basée sur la programma-
tion par contrainte a une meilleure performance que
l’approche fondée sur la programmation linéaire sur
des entiers et la génération de colonnes. De plus, ce
critère s’intègre dans un cadre général, qui permet à
l’utilisateur de construire différentes tâches de cluste-
ring en combinant différents types de contraintes uti-
lisateur.

Dans la suite du papier, nous présentons, en sec-
tion 2, des notions préliminaires sur le clustering sous
contraintes utilisateur et des travaux connexes. Nous
détaillons le modèle en programmation par contraintes
dans la section 3 et l’algorithme de filtrage pour la
nouvelle contrainte wcss dans la section 4. Les expéri-
mentations sont présentées dans la section 5 ; la section
6 contient une discussion sur des travaux futurs et la
conclusion.

2 Préliminaires

2.1 Clustering sous contraintes utilisateur

Le clustering vise à regrouper les données en un en-
semble de classes ou clusters, de façon à ce que les ob-
jets d’une même classe aient une forte similarité entre
eux et diffèrent fortement des objets des autres classes.
Le clustering est souvent défini par un problème d’op-
timisation, i.e. trouver une partition des objets qui op-
timise un critère donné. Considérons une base de don-
nées de n objets O = {o1, . . . , on} et une mesure de
dissimilarité d(o, o′) entre deux objets o, o′ ∈ O. Une
partition ∆ des objets en k classes C1, . . . , Ck est telle
que : (1) pour tout c ∈ [1, k] 1, Cc 6= ∅, (2) ∪cCc = O
et (3) pour tout c 6= c′, Cc ∩ Cc′ = ∅. Le critère à
optimiser peut être entre autres :

– minimiser le diamètre maximal des clusters, où le
diamètre maximal d’une partition ∆ est défini par

D(∆) = max
c∈[1,k]

max
o,o′∈Cc

d(o, o′)

– maximiser la marge minimale entre clusters, où la
marge minimale de ∆ est définie par

S(∆) = min
c,c′∈[1,k]

min
o∈Cc,o′∈Cc′

d(o, o′)

– minimiser la somme des dissimilarités intra-
cluster WCSD (Within-Cluster Sum of Dissimi-
larities)

WCSD(∆) =
∑

c∈[1,k]

1

2

∑

o,o′∈Cc

d(o, o′)

1. Nous utilisons [1, k] pour désigner l’ensemble {1, .., k}.

– minimiser la somme des carrés intra-cluster
WCSS (Within-Cluster Sum of Squares)

WCSS(∆) =
∑

c∈[1,k]

∑

o∈Cc

||o−mc||2

où pour chaque c ∈ [1, k], mc est le centre du
cluster Cc. Dans l’espace euclidien, lorsque la dis-
similarité est définie par d(o, o′) = ||o−o′||2, nous
avons la relation suivante :

WCSS(∆) =
∑

c∈[1,k]

1
2

∑
o,o′∈Cc

d(o, o′)

|Cc|

La classification non supervisée est un problème NP-
Difficile pour tous ces critères sauf pour la maximisa-
tion de la marge minimale. La plupart des algorithmes
classiques utilisent des heuristiques et trouvent un op-
timum local [12]. Par exemple l’algorithme bien connu
des k-moyennes (k-means) trouve un optimum local
pour le critère WCSS. Cependant plusieurs optima
peuvent exister et certains pouvant être plus proches
de la solution recherchée. Afin de mieux modéliser
la tâche d’apprentissage, mais aussi en espérant ré-
duire la complexité, des contraintes définies par l’uti-
lisateur sont ajoutées. On parle alors de la classifica-
tion non supervisée sous contraintes utilisateur. Ces
contraintes peuvent porter sur les classes (contraintes
de classe) ou sur les objets (contraintes objet). Deux
types de contraintes objets, introduites dans [16], sont
couramment utilisés : must-link ou cannot-link. Une
contrainte must-link sur deux objets spécifie qu’ils
doivent être dans la même classe et une contrainte
cannot-link spécifie qu’ils ne doivent pas être dans la
même classe.

Les contraintes de classe imposent des restrictions
sur les classes. La contrainte de capacité minimale
(resp. maximale) exige que chaque classe ait au moins
(resp. au plus) un nombre donné α (resp. β) d’objets :
∀c ∈ [1, k], |Cc| ≥ α (resp. ∀c ∈ [1, k], |Cc| ≤ β).
La contrainte de diamètre maximal spécifie une borne
supérieure γ sur le diamètre de chaque cluster : ∀c ∈
[1, k],∀o, o′ ∈ Cc, d(o, o′) ≤ γ. La contrainte de marge
minimale, aussi appelée δ-contrainte dans [9], spécifie
une borne inférieure δ sur la marge entre deux classes :
∀c ∈ [1, k], ∀c′ 6= c, ∀o ∈ Cc, o

′ ∈ Cc′ , d(o, o′) ≥ δ.
Une contrainte de densité, extension de la ε-contrainte
introduite dans [9], demande que chaque point o ait
dans son voisinage de rayon ε au moins m points de la
même classe : ∀c ∈ [1, k],∀o ∈ Cc,∃o1, .., om ∈ Cc, oj 6=
o ∧ d(o, oj) ≤ ε.

2.2 Travaux connexes

Le clustering avec le critère de minimisation de
WCSS est un problème NP-Difficile [1]. L’algorithme
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populaire des k-moyennes trouve un optimum local
pour ce critère. Cet algorithme commence avec une
partition aléatoire et répète deux étapes : (1) asso-
cier chaque objet au cluster dont le centre est le plus
proche, (2) calculer les nouveaux centres des clusters.
Ces deux étapes sont répétées jusqu’à ce qu’il n’y ait
plus de changement d’affectation de points. Le ré-
sultat trouvé dépend donc de la partition aléatoire
initiale. Quant aux méthodes exactes pour résoudre
ce problème, nous pouvons citer l’algorithme de re-
cherche par branch-and-bound répétitif RBBA (Repe-
titive Branch and Bound Algorithm) [5] et l’algorithme
basé sur la programmation linéaire sur des entiers et la
génération de colonnes [2]. Actuellement les approches
exactes les plus efficaces peuvent résoudre ce problème
pour des bases d’environ 2300 objets [2].

Lorsque des contraintes utilisateur s’ajoutent, l’al-
gorithme COP-kmeans étend l’algorithme k-means
pour traiter des contraintes must-link ou cannot-
link [17]. Cet algorithme modifie l’algorithme des k-
moyennes en affectant chaque objet au cluster dont le
centre est le plus proche, parmi les clusters satisfaisant
les contraintes. S’il n’existe pas de cluster satisfaisant
les contraintes, l’algorithme s’arrête. Cet algorithme
est glouton et très rapide, mais il peut ne pas trou-
ver de solution satisfaisant toutes les contraintes même
lorsqu’une telle solution existe [10].

Récemment, un cadre général pour minimiser ce cri-
tère WCSS et intégrant différents types de contraintes
utilisateur a été développé [3]. Il étend l’approche [2]
fondé sur la programmation linéaire sur des entiers et
la génération de colonnes. Ce cadre permet de trouver
une solution exacte, qui est un optimum global satis-
faisant les contraintes utilisateur. Cependant ce cadre
ne permet de traiter que le critère WCSS.

Dans des travaux récents, nous avons développé un
cadre général pour le clustering sous contraintes uti-
lisateur à base de la programmation par contraintes
[6, 7]. Ce cadre permet de traiter différents critères
d’optimisation : minimiser le diamètre maximal, maxi-
miser la marge minimale ou minimiser WCSD, tout
en intégrant tous les types de contraintes utilisateur
populaires. En plus de traiter des problèmes de clus-
tering mono-critère, la généricité du cadre permet de
l’utiliser dans des problèmes de clustering bi-critère,
comme minimiser le diamètre et maximiser la marge
sous contraintes utilisateur [8]. Dans ce papier nous
développons ce cadre pour traiter le clustering avec
la minimisation de la somme des carrés WCSS sous
contraintes utilisateur.

3 Modélisation des tâches de clustering
sous contraintes utilisateur

Nous présentons un modèle en programmation par
contraintes pour le clustering, intégrant le critère
WCSS et des contraintes utilisateur. Ce modèle étend
le cadre que nous avons développé pour les critères
de diamètre, de la marge ou de WCSD. Pour plus de
détails sur ces critères, nous renvoyons le lecteur vers
[6, 7, 8]. Le modèle permet de formaliser les tâches de
clustering avec ces critères pour un nombre de clusters
k variant entre kmin et kmax clusters (kmin ≤ k ≤
kmax). Les valeurs kmin et kmax sont fixées par l’uti-
lisateur. Si l’utilisateur souhaite k clusters, il suffit de
fixer kmin = kmax = k.

Dans ce modèle, les clusters sont identifiés par leur
indices, qui varient de 1 à k pour une partition en
k clusters. Sans perdre de généralité, pour désigner
le point oi nous utilisons son indice i. Pour représen-
ter l’affectation des points aux clusters, nous utilisons
des variables entières G1, . . . , Gn, avec pour domaine
Dom(Gi) l’ensemble des entiers [1, kmax]. Une affecta-
tion Gi = c signifie que le point i est affecté au cluster
numéro c. Soit G le tableau des variables [G1, . . . , Gn].
Pour représenter le critère de la somme des carrés, nous
introduisons une variable V ayant pour domaine l’in-
tervalle [0,∞).

Les contraintes de la PPC permettent d’exprimer les
contraintes de partition et les contraintes utilisateur.

3.1 Contraintes de partition

Toute affectation complète des variables de G défi-
nit une partition de points en clusters. Cependant, une
partition peut se représenter par plusieurs affectations
différentes. Par exemple, à partir d’une affectation des
variables de G, si l’on fait un échange où toutes les
variables Gi qui ont la valeur c1 prennent la valeur
c2 et les variables Gj qui ont la valeur c2 prennent la
valeur c1, nous obtenons une nouvelle affectation mais
qui représente toujours la même partition, du point
de vue des objets composant les classes. Un autre cas
où l’on obtient la même partition avec une affectation
différente des variables de G est lorsque les variables
ayant une valeur c1 prennent une valeur c3 qui n’est
pas utilisée dans l’affectation. De telles situations re-
présentent des symétries de valeurs. Pour casser ces
symétries, nous imposons que les clusters formés par
les variables Gi soient tels que le numéro 1 est l’indice
du premier cluster créé, et un numéro c, avec c > 1 est
utilisé pour un nouveau cluster si et seulement si le nu-
méro c− 1 est déjà utilisé. Une méthode directe pour
représenter ces conditions [7] est de poser la contrainte
G1 = 1 et les contraintes Gi ≤ maxj∈[1,i−1](Gj) + 1,
pour i ∈ [2, n]. Cependant, afin d’obtenir de meilleures
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interactions et propagations, il est intéressant de pré-
senter ces relations par une contrainte globale avec un
bon algorithme de filtrage. La contrainte precede [13]
permet de réaliser cela :

precede(G, [1, . . . , kmax]).

Cette contrainte impose que G1 = 1 et de plus, si
Gi = c avec 1 < c ≤ kmax, alors il doit exister un
indice j < i tel que Gj = c− 1.

Le fait qu’il y ait au moins kmin clusters signifie
que les valeurs de 1 à kmin doivent apparâıtre dans
Gi. Avec l’utilisation de la contrainte precede, il suffit
qu’au moins une variable Gi soit égale à kmin. Ceci
est représenté par #{i | Gi = kmin} ≥ 1, ou par la
contrainte

atleast(1,G, kmin).

Puisque le domaine des variables Gi est [1, kmax], il
existe au plus kmax clusters. Si l’on veut exactement
k clusters, il suffit de mettre kmin = kmax = k.

3.2 Contraintes utilisateur

Toutes les contraintes utilisateur populaires peuvent
être intégrées dans le modèle.

– Une contrainte must-link sur deux points i, j est
représentée par : Gi = Gj .

– Une contrainte cannot-link sur i, j est représentée
par : Gi 6= Gj .

– Taille minimale des clusters α : chaque point doit
être dans un cluster avec au moins α points (y
compris ce point). Pour chaque i ∈ [1, n], la valeur
de la variable Gi doit donc apparâıtre au moins α
fois dans G, i.e. #{j | Gj = Gi} ≥ α. Pour chaque
i ∈ [1, n], on pose la contrainte : atleast(α,G, Gi).
Cette contrainte permet aussi de mettre une
borne sur le nombre de clusters. En effet, on peut
poser Gi ≤ bn/αc, pour chaque i ∈ [1, n].

– Taille maximale β des clusters : chaque nombre
c ∈ [1, kmax] doit apparâıtre dans G au plus β
fois (c’est aussi vrai pour les numéros non utili-
sés c ∈ [kmin + 1, kmax], qui apparaissent 0 fois),
i.e. #{i | Gi = c} ≤ β. Donc, pour chaque
c ∈ [1, kmax], nous posons : atmost(β,G, c). Cette
contrainte implique aussi : Gi ≥ dn/βe, pour tout
i ∈ [1, n].

– Une contrainte de marge impose que la marge
entre deux clusters doit être au moins δ. Donc
pour chaque couple i < j ∈ [1, n] tel que d(i, j) <
δ, la contrainte Gi = Gj est posée.

– Une contrainte de diamètre impose que le dia-
mètre de chaque cluster ne doit pas dépasser
γ. Pour chaque couple i < j ∈ [1, n] tel que
d(i, j) > γ, on pose : Gi 6= Gj .

– Une contrainte de densité exprime que chaque
point doit avoir dans son voisinage de rayon ε
au moins m points dans le même cluster que lui.
Donc pour chaque i ∈ [1, n], l’ensemble de va-
riables dans le voisinage de rayon ε est calculé
Niε = {Gj | d(i, j) ≤ ε} et cette contrainte est
posée par : atleast(m,Niε, Gi).

3.3 Critère d’optimisation

Pour représenter le fait que V est la somme des car-
rés des clusters formés par les variables de G, nous dé-
veloppons une contrainte globale wcss(G, V, d). L’algo-
rithme de filtrage de cette contrainte est présenté dans
la section 4. La valeur de V est à minimiser.

3.4 Stratégie de recherche

Le branchement est effectué sur les variables de G.
Une stratégie mixte est utilisée. Pour trouver la pre-
mière solution, une recherche gloutonne est utilisée :
à chaque branchement, une variable Gi et une valeur
c ∈ Dom(Gi) telles que l’affectation Gi = c augmente
le moins possible V sont choisies. Lorsque la première
solution est trouvée, la valeur de V dans cette solu-
tion constitue une borne supérieure de la variable V .
Après avoir trouvé la première solution, la stratégie de
recherche change ensuite en une autre stratégie. Dans
cette stratégie, à chaque branchement, pour chaque va-
riable Gi qui n’est pas instanciée, pour chaque valeur
c ∈ Dom(Gi) nous calculons la valeur aic, qui est la
valeur ajoutée à V dans le cas où le point i est affecté
au cluster c. Pour chaque variable Gi non instanciée,
soit ai = minc∈Dom(Gi) aic. La valeur ai représente
donc la valeur minimale ajoutée à V lorsque le point i
est affecté à un cluster. Puisque chaque point doit être
affecté à un cluster, à chaque branchement, la variable
Gi choisie sera celle dont la valeur ai est maximale, et
pour cette variable, la valeur c choisie sera celle dont
aic est minimale. Deux branches sont ensuite créées,
une avec Gi = c et une avec Gi 6= c. Avec cette stra-
tégie, on tente de détecter rapidement l’échec et dans
le cas sans échec, à obtenir une solution avec la valeur
V la plus petite possible.

4 Algorithme de filtrage

Nous développons un algorithme de filtrage pour
une nouvelle contrainte wcss(G, V, d). Cette contrainte
assure que V représente la somme des carrés des clus-
ters formés par l’instanciation des variables de G. Nous
présentons dans cette section le calcul de la borne in-
férieure de V et l’algorithme pour filtrer les domaines
de V et des variables de G, lorsqu’on a une instancia-
tion partielle des variables de G. Puisque la variable
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V représente la fonction objectif à minimiser, cette
contrainte est de type contrainte globale d’optimisa-
tion [11, 15]. L’algorithme de filtrage permet de filtrer
non seulement le domaine de la variable objectif V ,
mais aussi le domaine des variables décisionnelles Gi.

Une instanciation partielle de variables de G corres-
pond au cas où certain nombre de points sont déjà
affectés aux clusters et il reste encore des points non
affectés. Soit U l’ensemble des points non affectés et
soit q = |U |. Soit C l’ensemble de tous les clusters et
soit k = maxi{c | c ∈ Dom(Gi)}. L’entier k représente
le plus grand numéro de clusters restant dans les do-
maines de variables de G et donc le nombre maximum
de clusters possible. Pour chaque cluster Cc (c ∈ [1, k]),
soit nc le nombre de points déjà affectés au cluster Cc
(nc = |Cc|) et soit S1(Cc) la somme des dissimilari-
tés des points qui sont déjà affectés au cluster Cc :
S1(Cc) = 1

2

∑
i,j∈Cc

d(i, j).

4.1 Calcul de la borne inférieure de V

L’objectif est de calculer une borne inférieure de la
somme des carrés V lorsque l’on affecte tout l’ensemble
des points non affectés U dans les clusters C1, . . . , Ck.
Ce calcul se fait en deux étapes :

1. Pour chaque m ∈ [0, q] et pour chaque c ∈ [1, k],
nous calculons une borne inférieure de la somme
des carrés V (Cc,m) pour le cas où l’on ajoute m
points quelconques de U dans le cluster Cc.

2. Pour chaque m ∈ [0, q] et pour chaque c ∈ [2, k],
nous calculons une borne inférieure de la somme
des carrés V (C1 . . . Cc,m) pour le cas où l’on
ajoute m points quelconques de U dans c clusters
C1, . . . , Cc.

Le calcul de la borne inférieure de V s’effectue par l’al-
gorithme 1. Nous détaillons ci-dessous les deux étapes
de calcul.

Ajout de m points de U à un cluster Cc. Si l’on
choisit un ensemble U ′ ⊆ U avec |U ′| = m et si l’on
ajoute les points de U ′ dans le cluster Cc, la somme
des carrés du cluster sera

V (Cc, U
′) =

S1(Cc) + S2(Cc, U
′)

nc +m

Ici S1(Cc) est la somme des dissimilarités entre les
points déjà dans Cc et S2(Cc, U

′) est la somme des dis-
similarités liées aux points de U ′. La valeur de S1(Cc)
est connue. Si l’on connait l’ensemble U ′ la valeur de
S2(Cc, U

′) sera aussi connue. Elle est calculée par :

S2(Cc, U
′) =

∑

u∈U ′,v∈Cc

d(u, v) +
1

2

∑

u,v∈U ′

d(u, v)

Algorithme 1 : Borne inf()

input : une instanciation partielle de variables
de G, un ensemble
U = {i | Gi non instanciée}

output : une borne inférieure pour V
foreach x ∈ U do1

trier u ∈ U dans l’ordre croissant de d(x, u)2

foreach c ∈ [1, k] do3

if c 6∈ Dom(Gx) then4

s2[x, c]←∞5

else6

s2[x, c]← 07

foreach v ∈ [1, n] do8

if Gv est instanciée et Gv ∈ Dom(Gx)9

then
s2[x, val(Gv)] = s2[x, val(Gv)] + d(x, v)

s3[x, 0]← 0;10

for m← 1 to q do11

s3[x,m]← s3[x,m− 1] + d(x, ui)/212

foreach c ∈ [1, k] do13

foreach m ∈ [0, q] do14

foreach x ∈ U do15

s[x] = s2(x, c) + s3(x,m)16

trier tableau s dans l’ordre croissant17

S2(Cc,m)←∑m
i=1 s[i]18

if nc +m = 0 then19

V (Cc,m)← 020

else21

V (Cc,m)←22

(S1(Cc) + S2(Cc,m))/(nc +m)

for c← 2 to k do23

for m← 1 to q do24

V (C1 . . . Cc,m)←25

mini∈[0,m](V (C1 . . . Cc−1, i)+V (Cc,m− i))

retourner V (C1 . . . Ck, q)26
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Mais S2(Cc, U
′) devient inconnu lorsque l’ensemble U ′

n’est pas fixé. Pour tous les sous-ensembles U ′ de taille
m, on peut cependant calculer une borne inférieure
S2(Cc,m) comme suit.

Chaque point x ∈ U , dans le cas où il est affecté au
cluster Cc avec m− 1 autres points, va contribuer une
somme s(x, c,m) = s2(x, c) + s3(x,m), où

– s2(x, c) représente la somme des dissimilarités
entre x et les points de Cc. Si c 6∈ Dom(Gx) alors
s2(x, c) = ∞, car x ne peut pas être affecté au
cluster Cc. Sinon :

s2(x, c) =
∑

v∈Cc

d(x, v)

Cette valeur s2(x, c) vaut 0 si le cluster Cc
est vide. Lignes 3-9 de l’algorithme 1 calculent
s2(x, c).

– s3(x,m) représente la moitié de la somme des
dissimilarités d(x, z), pour tous les m − 1 autres
points z ; si l’on trie tous les points u ∈ U dans
l’ordre croissant des dissimilarités d(x, u), et l’on
désigne par ui le i-eme point dans cet ordre, on a

s3(x,m) ≥ 1

2

m−1∑

i=1

d(x, ui)

cf. lignes 11-12 de l’algorithme 1.
Pour chaque c ∈ [1, k] et m ∈ [0, q], la valeur

s(x, c,m) est représentée par s[x] (ligne 15). La borne
inférieure S2(Cc,m) est donc la somme des m plus
petites contributions s(x, c,m), pour tous les points
x ∈ U . La borne inférieure V (Cc,m) est calculée par :

V (Cc,m) =
S1(Cc) + S2(Cc,m)

nc +m
(1)

Ce calcul est réalisé pour tout c ∈ [1, k] et pour tout
m ∈ [0, q] (lignes 13 à 21 de l’algorithme 1).

Ajout de m points de U aux c clusters C1, .., Cc.
Pour m ∈ [0, q] et c ∈ [1, k], calculons une borne in-
férieure V (C1..Cc,m) de tous les cas possibles où l’on
ajoute m points de U aux clusters C1, ..., Cc. Si l’on
choisit m points x1, . . . , xm ∈ U et si l’on ajoute i
points x1, . . . , xi aux c− 1 clusters C1, . . . , Cc−1 et les
autres m− i points au cluster Cc, la somme des carrés
V (C1..Cc, {x1, .., xm}) sera égale à :

V (C1..Cc−1, {x1, ..xi}) + V (Cc, {xi+1, .., xm})

Lorsque les points x1, . . . , xm sont des points quel-
conques de U , la valeur exacte n’est pas connue. Ce-
pendant :

V (C1..Cc,m) ≥ min
i∈[0,m]

(V (C1..Cc−1, i) + V (Cc,m− i))

La borne inférieure V (C1..Cc,m) est donc calculée
par :

V (C1..Cc,m) = min
i∈[0,m]

(V (C1..Cc−1, i) + V (Cc,m− i))
(2)

Ce calcul est réalisé par un programme dynamique
pour tout c ∈ [2, k] et pour tout m ∈ [0, q] (lignes
23 à 25 de l’algorithme 1). Soit [V.lb, V.ub) l’intervalle
représentant le domaine de la variable V . La borne in-
férieure V.lb est donc fixée à V (C1 . . . Ck, q), la borne
inférieure lorsque l’on affecte l’ensemble de points U
aux clusters C1, . . . , Ck. La complexité de l’algorithme
est O(kqn log q).

Notons qu’avec la formule (2), pour tout c ∈ [1, k],
pour tout m ∈ [0, q], V (C1..Cc,m) est égal à

min
m1+..+mc=m

(V (C1,m1) + · · ·+ V (Cc,mc)) (3)

4.2 Filtrage

Etant donnée une instanciation partielle des va-
riables de G, la borne inférieure V.lb de la variable
V est calculée. Nous présentons le filtrage du domaine
des variables Gi qui ne sont pas instanciées dans l’al-
gorithme 2. Cet algorithme permet donc de filtrer le
domaine de V qui représente la fonction objectif, mais
aussi le domaine des variables décisionnelles Gi.

Dans cet algorithme, pour chaque valeur c ∈ [1, k],
pour chaque variable Gi qui n’est pas instanciée, si c ∈
Dom(Gi), sous l’hypothèse que le point i soit affecté
au cluster Cc, on calcule une nouvelle borne inférieure
de V . Soit C ′c le cluster Cc ∪ {i} et soit C′ = {Cl |
l 6= c} ∪ {C ′c}. La nouvelle borne inférieure V ′ de V
sera la valeur de V (C′, q − 1), car il reste q − 1 points
dans l’ensemble U à affecter aux k clusters. Suivant le
même principe que (2), on a :

V (C′, q−1) = min
m∈[0,q−1]

(V (C′\{C ′c},m)+V (C ′c, q−1−m))

Il faudra donc réviser les bornes inférieures
V (C′\{C ′c},m) et V (C ′c,m), pour tout m ∈ [0, q − 1].
Ces calculs sont présentés dans le reste de cette sous-
section. La nouvelle borne inférieure V ′ est calculée
par la ligne 8 de l’algorithme 2. Ensuite, puisque
Dom(V ) = [V.lb, V.ub), si V ′ ≥ V.ub, la valeur c est
inconsistante et sera supprimée du Dom(Gi) (lignes
9-10). La complexité de l’algorithme 2 est aussi de
O(kqn log q).

Calcul de V (C ′c,m). Rappelons que C ′c est le cluster
Cc auquel on a ajouté le point i, et V (C ′c,m) est la
borne inférieure de la somme des carrés de C ′c lorsqu’on
ajoute m points quelconques de U dans C ′c. D’après
(1) :

V (C ′c,m) =
S1(C ′c) + S2(C ′c,m)

nc + 1 +m
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La valeur de S1(C ′c) est

S1(C ′c) = S1(Cc) + s2(i, c)

La valeur de S2(C ′c,m) peut être révisée à partir de
S2(Cc,m) par :

S2(C ′c,m) = S2(Cc,m) + s3(i,m)

Par (1), on a donc (ligne 7 de l’algorithme 2) :

V (C ′c,m) =
(nc +m)V (Cc,m) + s2(i, c) + s3(i,m)

nc +m+ 1

Calcul de V (C′\{C ′c},m). Cette valeur représente la
borne inférieure lorsque l’on ajoute m points de U\{i}
dans les clusters différents de C ′c. D’après (3), pour
tout q′ ∈ [m, q] on a :

V (C, q′) = min
m+m′=q′

(V (C\{Cc},m) + V (Cc,m
′))

donc pour tout q′ ∈ [m, q] et avec m+m′ = q′, on a :

V (C,m+m′) ≤ V (C\{Cc},m) + V (Cc,m
′)

ce qui correspond à :

V (C\{Cc},m) ≥ V (C,m+m′)− V (Cc,m
′)

Nous avons donc :

V (C\{Cc},m) ≥ max
m′∈[0,q−m]

(V (C,m+m′)−V (Cc,m
′))

Nous avons aussi :

V (C′\{C ′c},m) ≥ V (C\{Cc},m)

car C′\{C ′c} et C\{Cc} désigne le même ensemble de
clusters, V (C′\{C ′c},m) est calculé pourm points quel-
conques de U\{i}, pendant que V (C\{Cc},m) est cal-
culé pour m points quelconques de U . On peut donc
fixer une nouvelle borne inférieure (ligne 4 de l’algo-
rithme 2) :

V (C′\{C ′c},m) = max
m′∈[0,q−m]

(V (C,m+m′)−V (Cc,m
′))

5 Expérimentations

Notre modèle est implanté en utilisant la librai-
rie Gecode (http://www.gecode.org) version 4.2.7.
Cette librairie supporte à la fois des variables flottantes
et entières. Les expérimentations sont réalisées sur un
ordinateur 3.0 GHz Core i7 Intel avec 8 Go de mé-
moire sous Ubuntu. Tous nos programmes sont dispo-
nibles sur http://cp4clustering.com. Nous considé-
rons les bases Iris et Wine du dépôt de données UCI

Algorithme 2 : Filtrage pour wcss(G, V, d)

V.lb← Borne inf()1

foreach c ∈ [1, k] do2

foreach m ∈ [0, q − 1] do3

V (C′\{C ′c},m)←4

maxm′∈[0,q−m](V (C,m+m′)− V (Cc,m
′))

foreach i ∈ [1, n] tel que |Dom(Gi)| > 1 et5

c ∈ Dom(Gi) do
for m← 0 to q − 1 do6

V (C ′c,m)← ((nc +m)V (Cc,m) +7

s2(i, c) + s3(i,m))/(nc +m+ 1)

V ′ ← minm∈[0,q−1](V (C′\{C ′c},m) +8

V (C ′c, q − 1−m))
if V ′ ≥ V.ub then9

supprimer c du Dom(Gi)10

(http://archive.ics.uci.edu/ml). La base Iris est
composée de 150 objets et 3 classes, la base Wine de
178 objets et 3 classes. Nous comparons notre mo-
dèle avec l’approche basée sur la programmation li-
néaire sur des entiers et la génération de colonnes
[3] pour le clustering avec le critère WCSS et avec
les contraintes utilisateur. Nous comparons également
notre modèle avec l’algorithme RBBA [4] dans le cas
sans contraintes utilisateur et avec l’algorithme COP-
kmeans [17] qui trouve des solutions approchées.

5.1 WCSS avec contraintes utilisateur

Pour générer les contraintes utilisateur must-link
et cannot-link, des paires d’objets sont retirées aléa-
toirement et les classes réelles des objets sont consi-
dérées. Si les objets sont de la même classe, une
contrainte must-link est générée, sinon une contrainte
cannot-link est générée. Les contraintes must-link ou
cannot-link sont générées jusqu’à ce que le nombre de
contraintes souhaité soit atteint. Pour chaque nombre
de contraintes, nous générons 5 ensembles différents
pour effectuer le test. Nous considérons pour chaque
test la valeur de WCSS, le temps total d’exécution et
l’indice Rand de la solution trouvée. Puisque le test
est effectué 5 fois pour chaque nombre de contraintes,
nous reportons la valeur moyenne et l’écart-type des
tests. Une limite de temps est fixée à 30 minutes. Le
signe “-” dans les tableaux indique que le temps limite
est dépassé sans qu’une solution optimale soit trouvée
et prouvée.

Le tableau 1 donne, pour la base Iris, la moyenne sur
les 5 tests du temps d’exécution total en secondes ainsi
que de la valeur de l’indice de Rand [14], ainsi que le
pourcentage de l’écart type par rapport à la moyenne
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#c T moy % ecart RI moy % ecart
0 888,99 0,83 0,879 0

50 332,06 78,96 0,940 1,66
100 7,09 40,18 0,978 1,68
150 0,31 36,39 0,989 0,66
200 0,07 24,83 0,992 0,66
250 0,05 10,63 0,996 0,70
300 0,04 9,01 0,998 0,35

Table 1 – Base Iris avec #c contraintes must-link

(100σ/µ). L’indice de Rand mesure la similarité entre
une partition P et la partition réelle P ∗ de la base de
données. Il est défini par :

Rand =
a+ b

a+ b+ c+ d

où a et b sont les nombres de paires de points pour les-
quelles P et P ∗ s’accordent (a nombre de paires qui se
retrouvent dans la même classe dans P et dans P ∗, b
nombre de paires dans différentes classes), c et d sont
les nombres de paires de points pour lesquelles P et
P ∗ ne s’accordent pas (même classe dans P mais diffé-
rentes classes dans P ∗ et vice versa). L’indice Rand va-
rie entre 0 et 1 et plus les deux partitions s’accordent,
plus il est proche de 1.

On peut remarquer que pour cette base, les
contraintes utilisateur ajoutées permettent de réduire
le temps d’exécution et de trouver des solutions de très
bonne qualité.

Pour la base Iris, notre modèle (CP) peut trouver
une solution optimale pour le problème de minimisa-
tion de WCSS sans contraintes utilisateur. L’approche
par la programmation linéaire sur des entiers et la
génération de colonnes (GC) [3] ne peut pas prou-
ver l’optimalité pour ce problème avec moins de 100
contraintes must-link. Les tableaux 2 et 3 reportent les
temps d’exécution en moyenne en secondes des tests
des deux approches et le pourcentage de l’écart type
des tests par rapport au temps moyen. Le tableau 2
présente les cas où seules des contraintes must-link
sont ajoutées et le tableau 3 les cas où l’on ajoute
le même nombre #c de contraintes must-link (ML) et
cannot-link (CL). On peut constater que notre modèle
est le plus efficace dans ces cas.

Pour la base Wine, les deux approches ne peuvent
pas prouver l’optimalité en moins de 30 minutes avec
moins de 150 contraintes must-link, comme le montre
le tableau 4 avec les temps moyen en secondes. On
peut constater que pour la base Wine, notre modèle
est le plus efficace lorsque des contraintes must-link
sont ajoutées.

#c CP % ecart GC % ecart
0 888,99 0,83 - -

50 332,06 78,96 - -
100 7,09 40,18 62 74,24
150 0,31 36,39 0,45 44,55
200 0,06 24,83 0,11 48,03
250 0,05 10,63 0,06 35,56
300 0,04 9,01 0,04 19,04

Table 2 – Base Iris avec #c must-link

#c CP % ecart GC % ecart
25 969,33 51,98 - -
50 43,85 46,67 - -
75 4,97 150 - -

100 0,41 49,8 107 72,35
125 0,09 52,07 4,4 95,85
150 0,06 22,6 0,8 50

Table 3 – Base Iris avec #c ML et #c CL

Notre approche à base de programmation par
contraintes permet aussi de mieux exploiter les
contraintes cannot-link, comme le montre les résul-
tats des tableaux 5 et 6. Ces tableaux présentent le
temps en moyen en secondes et le pourcentage des
cas résolus parmi tous les tests. Le temps de calcul
varie beaucoup en fonction des contraintes ajoutées.
Par exemple pour la base Iris, le tableau 5 montre
que notre modèle est capable de trouver et de prouver
l’optimalité pour environ 60% des cas, alors que GC ne
peut résoudre aucun cas. Pour la base Wine, le tableau
6 montre qu’avec 100 contraintes must-link et 100
contraintes cannot-link, notre modèle peut résoudre
tous les cas alors que GC ne peut résoudre aucun cas.
Lorsque 125 contraintes must-link et 125 contraintes
cannot-link sont ajoutées, les deux approches peuvent
résoudre tous les cas, mais notre approche prend moins
de temps.

#c CP GC
150 6,84 12,98
200 0,11 0,32
250 0,08 0,11
300 0,08 0,06

Table 4 – Base Wine avec #c must-link
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#c CP %res CP GC %res GC
50 1146,86 20% - 0%

100 719,53 80% - 0%
150 404,77 60% - 0%
200 1130,33 40% - 0%
250 172,81 60% - 0%
300 743,64 60% - 0%

Table 5 – Base Iris avec #c contraintes cannot-link

#c CP %res CP GC % res GC
100 10,32 100% - 0%
125 0,35 100% 497,6 100%
150 0,12 100% 13,98 100%

Table 6 – Base Wine avec #c ML et #c CL

5.2 Comparaisons avec COP-kmeans et RBBA

L’algorithme RBBA basé sur la recherche branch-
and-bound répétitive [4] permet de trouver une solu-
tion exacte qui optimise globalement le critère WCSS.
Cet algorithme prend 0.53s pour trouver et prouver la
solution optimale pour la base Iris et 35.56s pour la
base Wine. Cependant, il ne permet pas d’intégrer des
contraintes utilisateur.

Lorsque les contraintes must-link et cannot-link
s’ajoutent, l’algorithme COP-kmeans [17] basé sur
une recherche gloutonne cherche une solution ap-
prochée pour le critère WCSS satisfaisant toutes les
contraintes. Dans le cas où il n’y a que des contraintes
must-link, COP-kmeans trouve toujours une partition
satisfaisant toutes les contraintes qui optimise locale-
ment WCSS. Cependant, avec les contraintes cannot-
link, dans plusieurs cas, l’algorithme n’arrive pas à
trouver une solution satisfaisant toutes les contraintes,
même lorsqu’une telle solution existe. Nous réali-
sons les mêmes jeux de test mais pour chaque en-
semble de contraintes, COP-kmeans est lancé 1000
fois et nous rapportons le nombre de fois où COP-
kmeans trouve une partition. La figure 1 montre le
pourcentage des cas réussis lorsque les contraintes
cannot-link sont ajoutées. Avec les deux bases Iris
et Wine, COP-kmeans ne trouve aucune partition
lorsque 150 contraintes sont ajoutées. Notre modèle
CP trouve toujours des solutions satisfaisant toutes
les contraintes et dans plusieurs cas réussit à prou-
ver l’optimalité des solutions pour la base Iris, comme
le montre le tableau 5. La figure 2 montre le résultat
lorsque l’on ajoute le même nombre #c de contraintes
must-link et cannot-link. Pour la base Wine, COP-
kmeans ne peut trouver aucune partition lorsque #c =

Figure 1 – COP-kmeans avec #c cannot-link

Figure 2 – COP-kmeans avec #c ML et #c CL

75 ou 125 ou 150. Notre modèle CP trouve des solu-
tions satisfaisant toutes les contraintes pour tous les
cas et trouve un optimum global dans tous les cas pour
la base Iris, et dans tous les cas pour la base Wine avec
#c ≥ 100, comme le montre les tableaux 3 et 6.

6 Conclusion

Des cadres génériques et déclaratifs pour modéliser
des tâches de clustering attirent de plus en plus l’at-
tention des communautés de la programmation par
contraintes et de la fouille de données. Nous avons
développé un cadre basé sur la programmation par
contraintes pour le clustering sous contraintes utili-
sateur avec les critères de diamètre, de la marge ou
de la somme des dissimilarités [6, 7, 8]. Dans ce pa-
pier, nous développons ce cadre pour intégrer le critère
bien connu de la somme des carrés WCSS. Trouver
un optimum globale pour ce critère est un problème
NP-Difficile et trouver une bonne borne inférieure est
aussi difficile [1]. La meilleure approche exacte pour
ce critère à notre connaissance est basée sur la pro-
grammation linéaire sur des entiers et la génération
de colonnes [2]. Une extension de cette approche pour
traiter des contraintes utilisateur a été développée [3].
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Dans ce papier, nous présentons un calcul de borne in-
férieure pour la somme des carrés. Nous développons
une nouvelle contrainte wcss et présentons un algo-
rithme pour filtrer le domaine des variables, qui ne
sont pas seulement la variable objective, mais aussi
des variables décisionnelles. Des expérimentations sur
des bases de données classiques montrent que notre
approche obtient une meilleure performance que l’ap-
proche basée sur la programmation linéaire sur des
entiers et la génération de colonnes.

Nous continuons à améliorer l’algorithme de filtrage
pour la contrainte wcss, en exploitant les contraintes
utilisateur qui sont ajoutées aux tâches de clustering.
En effet, les contraintes must-link ajoutées peuvent
fractionner les points en composants connexes, ce qui
peut aider à améliorer la borne inférieure de la somme
des carrés.
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Résumé

Différentes tâches de clustering existent dans le do-
maine de la fouille de données. Le clustering concep-
tuel pour les données qualitatives vise à identifier des
concepts, les clusters sont alors définis par ces concepts.
Le clustering relationnel cherche à partitionner les don-
nées dans des clusters homogènes et/ou bien séparés
à partir d’une mesure de dissimilarité entre les objets.
Des travaux récents ont proposé des cadres généraux et
déclaratifs fondés sur la programmation par contraintes
pour le clustering conceptuel ou pour le clustering rela-
tionnel. Dans ce papier, nous proposons un cadre plus
général qui unifie les clusterings conceptuel et relation-
nel en programmation par contraintes. Ce cadre per-
met de tirer avantage des deux approches, en optimisant
un critère relationnel ou conceptuel et en intégrant des
contraintes qu’elles soient de structure, qu’elles portent
sur les distances entre les objets ou sur leurs propriétés
communes. Nous proposons de plus un modèle amélioré
pour traiter les contraintes conceptuelles reposant sur
des contraintes ensemblistes.

1 Introduction

Depuis une dizaine d’années, il a été montré que des
formalismes déclaratifs, comme la Programmation par
Contraintes, permettaient de modéliser facilement di-
verses tâches de fouille de données, offrant ainsi une
grande flexibilité pour modéliser le problème et inté-
grer des connaissances utilisateur. En particulier, plu-
sieurs approches se sont intéressées à la classification
non supervisée, appelée par la suite clustering, dont
le but est de regrouper des objets en classes (clusters)
de façon à ce que les objets d’un même cluster soient
les plus similaires possibles. On peut distinguer deux
approches : le clustering relationnel [2, 3, 4] et le clus-
tering conceptuel [11, 15]. La première, certainement
la plus connue, repose sur une mesure de dissimila-

rité entre les objets, en général la distance euclidienne
lorsque les données sont décrites par des attributs nu-
mériques. Le regroupement souhaité est souvent modé-
lisé par un critère d’optimisation, comme par exemple
minimiser la dissimilarité maximale des objets d’un
même cluster, ou maximiser la marge minimale entre
les clusters. Cependant, l’interprétation des clusters
est difficile, puisque l’importance des différents attri-
buts est agglomérée dans la mesure de dissimilarité.

Le clustering conceptuel s’applique sur des objets
décrits par des attributs qualitatifs, souvent booléens.
Il vise à regrouper les objets en clusters, de telle ma-
nière que chaque cluster puisse être identifié par un
ensemble d’attributs communs à tous les objets du
cluster. Dans ce cadre, les attributs quantitatifs (nu-
mériques) doivent être, dans une étape préalable au
clustering, discrétisés en attributs qualitatifs. L’un des
intérêts de cette approche est de trouver des clusters
qui sont alors des couples formés d’un ensemble d’ob-
jets et d’un ensemble d’attributs décrivant ces objets.
La discrétisation influence fortement le résultat.

Les méthodes conceptuelles semblent donc plus
adaptées aux données symboliques, même s’il est pos-
sible de discrétiser des attributs numériques, mais elles
ont l’avantage de donner une interprétation des clus-
ters en terme des propriétés que leurs objets vérifient.
Quant aux approches relationnelles, elles nécessitent
de définir une mesure de dissimilarité entre les objets,
ce qui est moins naturel lorsque les données sont hé-
térogènes, composées de descripteurs quantitatifs et
qualitatifs. De plus, elles ne permettent pas d’intégrer
directement des contraintes sur les propriétés vérifiées
par les objets d’un même cluster.

Nous présentons dans ce papier un cadre géné-
ral et déclaratif, fondé sur la Programmation par
Contraintes, permettant d’exploiter les avantages des
deux approches : les données peuvent être décrites
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par des attributs quantitatifs ou qualitatifs ; à ces don-
nées, sont associés une mesure de dissimilarité calculée
sur tout ou partie des attributs et un sous-ensemble
des attributs qualitatifs. Il est alors possible d’intégrer
des contraintes relationnelles, fondées sur les distances
entre les objets et/ou des contraintes conceptuelles
fondées sur les propriétés des objets des clusters. Le
critère d’optimisation peut lui aussi être relationnel
ou conceptuel. Notons que notre approche, lorsqu’ap-
pliquée sans contrainte conceptuelle, modélise le clus-
tering relationnel et vice versa. Ce cadre étend donc le
clustering relationnel en PPC, introduit par [2, 3, 4]
et le clustering conceptuel, présenté dans [11, 15].

De plus, nous proposons dans ce papier deux réali-
sations des contraintes conceptuelles : la première est
l’implantation directe du modèle proposé dans [11],
la seconde repose sur des contraintes ensemblistes et
nous montrons dans nos expérimentations que cette
dernière est plus efficace en termes de propagation que
la première. Enfin, nous montrons sur un jeu de don-
nées l’intérêt de coupler les approches relationnelle et
conceptuelle.

Le papier est organisé comme suit. La section 2 pré-
sente le clustering conceptuel, le clustering relationnel
et les travaux modélisant ces deux types de clustering
dans des approches déclaratives. La section 3 présente
notre cadre, intégrant clustering relationnel et concep-
tuel ; deux réalisations de la vue conceptuelle sont pré-
sentées. Enfin, la section 4 est dédiée aux expérimen-
tations.

2 Clustering conceptuel et relationnel
sous contraintes utilisateur

Soit O = {o1, ..., on} un ensemble de n objets. Le
clustering vise à regrouper les données en un ensemble
de clusters homogènes. Le problème est souvent for-
mulé comme la recherche d’une partition en k clus-
ters C = {C1, .., Ck} satisfaisant les conditions fixées
par l’utilisateur et éventuellement, optimisant un cri-
tère donné. Pour chaque cluster c ∈ C, on note Oc

l’ensemble des objets du cluster. Les clusters forment
une partition, i.e. (1) pour tout c ∈ C, Oc 6= ∅, (2)
∪cOc = O et (3) pour tout c 6= c′, Oc ∩ Oc′ = ∅.
On distingue en général le clustering conceptuel et le
clustering relationnel.

2.1 Clustering conceptuel sous contraintes utilisa-
teur

Dans le clustering conceptuel, les objets sont décrits
par un ensemble d’attributs booléens, aussi appelés
propriétés, A = {a1, ..., am}. Les données sont repré-
sentées par une matrice binaire t de taille n×m telle

que ∀o ∈ O,∀a ∈ A, toa = 1 si et seulement si l’objet
o vérifie l’attribut a. Un cluster est alors vu comme
un couple formé d’un ensemble d’objets constituant le
cluster et d’un ensemble d’attributs caractérisant les
objets de ce cluster. Un cluster doit en général vé-
rifier une propriété de fermeture, à savoir les objets
du cluster satisfont tous les attributs caractérisant ce
cluster (propriété d’intention) et seuls ces objets les
vérifient (propriété d’extension). Un cluster satisfai-
sant cette propriété de fermeture est alos appelé un
concept. Pour chaque cluster c ∈ C, on note Ac l’en-
semble des attributs caractérisant le cluster.

Considérons par exemple les données suivantes :

p1 p2 p3 p4
o1 1 1 1 0
o2 1 1 0 0
o3 1 1 0 1
o4 1 0 1 1
o5 0 1 1 1

Le cluster composé des objets {o1, o2} satisfait les
propriétés p1 et p2. Mais il n’est pas fermé, puisque
o3 satisfait aussi les propriétés p1 et p2. En revanche
les couples ({o1, o2, o3}, {p1, p2}) et ({o4, o5}, {p3, p4})
vérifient la propriété de fermeture et sont des concepts.

Des contraintes et des critères d’optimisation modé-
lisent les conditions qui doivent être satisfaites par les
clusters [11, 10].

Contrainte de taille des clusters, aussi ap-
pelée contrainte de fréquence. Elle permet de
contraindre le nombre d’objets contenus dans chaque
cluster par une borne minimale ou maximale, notée b :
∀c ∈ C, |Oc| ≶ b.

Contrainte de taille des concepts. La taille d’un
cluster, vu comme un concept, est le nombre d’attri-
buts caractérisant ce cluster. On peut de la même
manière contraindre ce nombre par une borne b :
∀c ∈ C, |Ac| ≶ b.

Contrainte d’extension. L’extension d’un ensemble
d’attributs A, A ⊆ A est l’ensemble des objets véri-
fiant ces attributs :
ext(A) = {o ∈ O | ∀a ∈ A, toa = 1}.

La contrainte d’extension est appliquée à chaque
cluster ; elle assure que l’extension des attributs de
ce cluster est exactement l’ensemble des objets de ce
cluster : ∀c ∈ C, Oc = ext(Ac).

Notons que Oc ⊆ ext(Ac) assure que chaque objet
du cluster c vérifie tous les attributs du cluster et que
ext(Ac) ⊆ Oc assure qu’aucun autre objet de O ne
possède tous ces attributs.

Etant donné que l’on se place dans le cadre d’une
partition des objets, ext(Ac) ⊆ Oc assure aussi qu’au-
cun autre cluster ne contient dans son intention cet en-
semble d’attributs (sinon ce cluster serait inclus dans
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ext(Ac) et donc dans Oc). Avec cette contrainte, dans
ce cadre du clustering conceptuel par partionnement,
il est alors impossible d’avoir deux clusters dont l’en-
semble des attributs de l’un est inclus dans l’ensemble
des attributs de l’autre.

Contrainte d’intention. L’intention d’un ensemble
d’objets O, O ⊆ O, est l’ensemble des attributs com-
muns à ces objets :
int(O) = {a ∈ A | ∀o ∈ O, toa = 1}.

La contrainte d’intention est appliquée à tous les
clusters, elle assure pour chaque cluster c ∈ C que l’in-
tention des objets de c est exactement l’ensemble des
attributs de c : ∀c ∈ C, Ac = int(Oc).

De même que précédemment, notons que Ac ⊆
int(Oc) assure que chaque objet de c possède bien les
attributs Ac du cluster et int(Oc) ⊆ Ac assure que
toutes les propriétés communes à Oc appartiennent
bien aux attributs du cluster.

Contrainte de fermeture. La contrainte de ferme-
ture est la conjonction des contraintes d’intention et
d’extension : ∀c ∈ C, Oc = ext(Ac) ∧ Ac = int(Oc).

Elle assure que (Oc, Ac) est un concept au sens de
l’Analyse Formelle de Concepts.

Maximiser le nombre d’objets par cluster.
Afin d’équilibrer la taille des clusters, on peut choisir

d’avoir le plus d’objets possibles dans le cluster de plus
petite taille : maximiser(min{|Oc| | c ∈ C}).
Maximiser le nombre d’attributs caractérisant
les clusters.

De la même façon, on peut choisir d’optimi-
ser la taille du concept minimal des clusters :
maximiser(min{|Ac| | c ∈ C}).

2.2 Clustering relationnel sous contraintes utilisa-
teur

On suppose qu’il existe une mesure de dissimilarité
entre les objets et on note d(o, o′) la dissimilarité entre
deux objets o, o′ ∈ O. Cette dissimilarité est calculée
à partir des attributs en utilisant, par exemple, la dis-
tance euclidienne. Le clustering relationnel regroupe
les objets en optimisant un critère fondé sur la dissi-
milarité entre les objets. Le critère d’optimisation peut
être, par exemple, minimiser le diamètre maximal des
clusters ou maximiser la marge minimale entre clus-
ters.

Minimiser le diamètre. Minimiser le diamètre
consiste à minimiser le diamètre du cluster le plus
grand, c’est-à-dire à minimiser la plus grande distance
entre deux objets d’un même cluster :

minimiser(max{d(o, o′) | c ∈ C ∧ o ∈ Oc ∧ o′ ∈ Oc}).
Notons que minimiser le diamètre a pour effet de

séparer dans des clusters différents les objets éloignés.

Maximiser la marge. Maximiser la marge propose
une vision duale de l’optimisation précédente. En effet,
on souhaite ici différencier au maximum les clusters,
en maximisant la distance entre des points situés dans
des clusters différents.

maximiser(min{d(o, o′) | c 6= c′ ∈ C, o ∈ Oc, o
′ ∈

Oc′}).
Des contraintes utilisateur sont également intégrées

dans les tâches de clustering relationnel. Elles peuvent
être des contraintes sur des objets (must-link, cannot-
link) [17, 18] ou des contraintes sur des clusters [5, 6].

Contraintes must-link et cannot-link. Une
contrainte must-link sur deux objets o, o′ indique qu’ils
doivent être dans le même cluster : ∀c ∈ C, o ∈ Oc ⇔
o′ ∈ Oc. A l’inverse, une contrainte cannot-link indique
que deux objets ne doivent pas être dans le même clus-
ter : ∀c ∈ C, ¬(o ∈ Oc ∧ o′ ∈ Oc).

Contrainte de taille des clusters. Cette contrainte
est identique à la contrainte du même nom (ou
contrainte de fréquence) dans le clustering conceptuel.
Elle permet de fixer une valeur maximale ou minimale
sur le nombre d’objets dans chaque cluster.

Contrainte de diamètre La contrainte de diamètre
permet de fixer une borne supérieure b au diamètre des
clusters, i.e., à la distance maximale entre les objets du
cluster : ∀c ∈ C,∀o, o′ ∈ Oc, d(o, o′) ≤ b.
Contrainte de marge. On peut également
contraindre la distance entre les clusters en im-
posant que cette distance soit supérieure à un seuil
b : ∀c 6= c′ ∈ C,∀o ∈ Oc,∀o′ ∈ Oc′ , d(o, o′) ≥ b.

2.3 Travaux connexes

Depuis quelques années, différents travaux inves-
tissent les cadres génériques et déclaratifs pour diffé-
rentes tâches de clustering sous contraintes utilisateur.
Ces cadres sont développés à base de la programma-
tion par contraintes, de la programmation linéaire sur
des entiers [16, 9, 1] ou de la programmation qua-
dratique [19]. L’objectif général est de proposer un
cadre où l’utilisateur peut intégrer différents types de
contraintes.

Concernant le clustering conceptuel, les premiers
travaux modélisent la recherche d’itemsets (ensembles
d’attributs) dans le cadre de la programmation par
contraintes [8, 10], de SAT [15, 12] ou d’ASP [13].
La recherche d’itemsets est généralisée en recherche
d’ensembles d’itemsets, formalisant ainsi le clustering
conceptuel. Dans [11], les auteurs reformulent les pro-
blèmes de recherche d’ensembles d’items en terme de
programmation par contraintes. Ils formalisent ainsi
la plupart des contraintes classiques de fouille de don-
nées. Le cadre déclaratif et très général de la program-
mation par contrainte permet alors de s’attaquer à la
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plupart des problèmes de recherche d’itemsets. Le clus-
tering conceptuel est formulé par la recherche d’un
ensemble d’itemsets satisfaisant des contraintes spé-
cifiques [11]. Dans cette lignée, un langage basé sur
des contraintes a été proposé [15]. Des tâches de clus-
tering conceptuel peuvent être formulées par des re-
quêtes dans ce langage, qui sont ensuite traduites par
des clauses SAT puis résolues par un solveur SAT.

Quant au clustering relationnel à base de dissimi-
larités, plusieurs cadres génériques sont développés
permettant à l’utilisateur d’intégrer différents types
de contraintes. Nous pouvons citer par exemple l’ap-
proche à base de programmation linéaire sur des en-
tiers pour le critère de la somme des carrés intra-
cluster [1] ou l’approche à base de SAT pour le cas
de partition en 2 clusters (k = 2) [7]. Basée sur la
programmation par contraintes, un cadre général et
déclaratif a été proposé [2, 3, 4]. Ce cadre offre à l’uti-
lisateur le choix de différents critères d’optimisation
et des combinaisons de différents types de contraintes
utlisateur.

3 Modélisation par la programmation par
contraintes

Nous présentons un cadre en programmation par
contraintes, qui unifie le clustering conceptuel et le
clustering relationnel sous contraintes utilisateur. Ce
cadre permet de traiter des données hétérogènes, qui
peuvent être caractérisées par des attributs numé-
riques (quantitatifs) et des attributs symboliques (qua-
litatifs). L’utilisateur peut choisir parmi les attri-
buts ceux qui seront étudiés comme propriétés des
objets et ceux utilisés pour calculer une dissimila-
rité entre paires d’objets. Il peut ensuite poser des
contraintes conceptuelles sur des propriétés ainsi que
des contraintes relationnelles fondées sur la dissimi-
larité. Il peut choisir de trouver toutes les solutions
ou de trouver une solution optimale, étant donné un
critère d’optimisation, pouvant relever du clustering
conceptuel ou du clustering relationnel. Le cadre com-
plet permet donc plusieurs possibilités :

– il peut se décliner en des tâches du clustering pu-
rement conceptuel ou purement relationnel,

– il permet de réaliser des tâches du cluste-
ring conceptuel (ou relationnel) en intégrant des
contraintes relationnelles (ou conceptuelles, res-
pectivement).

Nous présentons ce cadre en quatre parties :
contraintes liées à la structure de l’ensemble de clus-
ters, contraintes relationnelles, contraintes concep-
tuelles et critères d’optimisation. Le modèle est basé
sur le modèle du clustering relationnel sous contraintes
utilisateur [3, 4]. Nous présentons deux réalisations

pour les contraintes conceptuelles : une réalisation bi-
naire qui est une extension directe des travaux de
[8, 10] et une réalisation utilisant des contraintes en-
semblistes.

3.1 Contraintes sur la structure

Dans ce qui suit, on considère un ensemble O de n
objets décrits sur un ensemble d’attributs booléens A
de m attributs. Sans perdre de généralité, nous sup-
posons que les objets et les attributs sont indexés et
identifiés par leur indice, qui est o ∈ [1, n] 1 pour les
objets et a ∈ [1,m] pour les attributs. Ceci implique
aussi que O (ou A) peut être utilisé pour l’ensemble
[1, n] (ou [1,m], resp.) ou vice versa. La description
des objets est représentée par une matrice binaire t
de taille n × m telle que ∀o ∈ O,∀a ∈ A, toa = 1 si
et seulement si l’objet o vérifie l’attribut a. De plus,
une mesure de dissimilarité d permet de calculer une
dissimilarité entre toute paire d’objets.

Chaque cluster est identifié par son numéro, qui va-
rie de 1 à k. Soit C l’ensemble des clusters [1, k]. Pour
représenter l’appartenance de chaque objet o ∈ [1, n]
aux clusters, nous utilisons, comme dans [3], des va-
riables G : O → C, telles que G[o] = c signifie que
l’objet o appartient au cluster c. Le domaine des va-
riables G[o] est l’ensemble des entiers [1, k].

Contraintes de partition Le choix des variables
G représente naturellement une partition. Cepen-
dant il peut engendrer des solutions symétriques. Par
exemple, deux solutions dans lesquelles deux clusters
sont intervertis sont symétriques. Les objets compo-
sant les clusters sont les mêmes mais les numéros des
clusters diffèrent. Supprimer ces symétries se fait par
l’ajout de contraintes. Une stratégie consiste à numé-
roter les clusters dans l’ordre croissant. Plus précisé-
ment, le premier objet est placé dans le cluster numéro
1 puis les suivants sont placés peu à peu soit dans
un cluster déjà créé, soit dans un nouveau cluster. Le
numéro donné au nouveau cluster doit être égal au
plus grand numéro déjà utilisé plus 1. Si l’on consi-
dère le tableau G, on doit avoir G[1] = 1 et pour
toute valeur c ∈ [2, k], s’il existe un indice i tel que
G[i] = c, alors il doit exister un indice j < i tel que
G[j] = c − 1. Ces conditions sont exprimées par la
contrainte precede(G, [1, . . . , k]) [14].

Pour assurer d’obtenir à la fin k clusters non vides,
la valeur k doit apparâıtre au moins une fois dans
le tableau G. Ceci est assuré par la contrainte :
atleast(1, G, k).

1. Nous utilisons la notation [1, n] pour désigner l’ensemble
des entiers {1, .., n}.
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Contraintes must-link et cannot-link Une
contrainte must-link sur deux objets o, o′ se tra-
duit facilement par : G[o] = G[o′]. De la même
façon, une contrainte cannot-link se traduit par :
G[o] 6= G[o′].

Contrainte de taille de clusters Le fait que chaque
cluster c doit avoir au moins (ou au plus) b objets
revient à ce que la valeur c apparaisse au moins (resp.
au plus) b fois dans le tableau G. Ceci est représenté
par la contrainte atleast(b,G, c) (resp. atmost(b,G, c)),
pour toute valeur c ∈ C.

3.2 Contraintes relationnelles

Le diamètre maximal des clusters et la marge mi-
nimale entre clusters sont représentés respectivement
par des variables D et S. Leur domaine est l’intervalle
formé par la distance minimale et la distance maximale
entre deux objets.

Contrainte de diamètre Une contrainte de diamètre
fixe une borne supérieure dmax au diamètre des clus-
ters. Tous les objets o, o′ ∈ O tels que d(o, o′) > dmax

doivent être placés dans des clusters différents. Donc
pour tout o, o′ ∈ O, si d(o, o′) > dmax, on pose une
contrainte G[o] 6= G[o′].

Contrainte de marge Une contrainte de marge fixe
une borne inférieure dmin à la marge entre clusters.
Tous les objets o, o′ ∈ O tels que d(o, o′) < dmin

doivent être placés dans le même cluster. Donc pour
tout o, o′ ∈ O, si d(o, o′) < dmin, on pose une
contrainte G[o] = G[o′].

3.3 Contraintes conceptuelles

Chaque cluster, composé d’un ensemble d’objets, est
aussi caractérisé par un ensemble d’attributs. Pour
représenter les attributs associés aux clusters et mo-
déliser les contraintes conceptuelles permettant d’ex-
primer des conditions sur ces propriétés, nous pré-
sentons deux modèles différents. Le premier modèle
utilise celui de [10, 11], à base de variables binaires.
Le deuxième modèle repose sur des variables ensem-
blistes.

3.3.1 Modèle à base de variables binaires

Pour représenter les attributs associés aux clusters,
de même que dans le modèle de [11], nous utilisons des
variables binaires A : C × A → {0, 1}, où A[c, a] = 1
signifie que l’attribut a participe à Ac, l’ensemble qui
caractérise le cluster c. Cela nécessite k ×m variables
binaires.

Contrainte de taille de concepts Elle peut se re-
présenter par :

∀c ∈ C,
∑

a∈A
A[c, a] ≶ b (1)

où b est la borne de taille. Cette contrainte est réalisée
par k contraintes de somme linéaire sur des variables
de A.

Contrainte d’extension Pour tout o ∈ O, pour tout
c ∈ C :

G[o] = c⇔
∑

1≤a≤m
A[c, a](1− toa) = 0 (2)

Cette contrainte est réalisée par n× k contraintes réi-
fiées, chacune est liée à une contrainte de somme li-
néaire sur des variables de A.

Contrainte d’intention Pour tout c ∈ C, pour tout
a ∈ A :

A[c, a]⇔
∑

1≤o≤n
(G[o] = c)(1− toa) = 0 (3)

Cette contrainte est réalisée par m × k contraintes
réifiées, chacune est liée à une contrainte de somme
linéaire sur des variables booléennes représentant
G[o] = c.

Contrainte de fermeture Par sa définition, la
contrainte de fermeture sur C sera réalisée par les
contraintes (2) et (3), qui représentent respectivement
l’extension et l’intention des clusters de C.

3.3.2 Modèle utilisant des variables ensemblistes

Nous proposons d’utiliser des variables ensemblistes
E : C → P(A) pour représenter les ensembles d’attri-
buts associés aux clusters. Cela nécessite donc k va-
riables ensemblistes Ec, où chaque variable représente
un ensemble Ec ⊆ A.

De la même manière, la représentation des données
sur les attributs qualitatifs est modifiée : chaque objet
o ∈ O est caractérisé par l’ensemble to des attributs
qu’il vérifie.

Avec cette modélisation, la réalisation des
contraintes suivantes est modifiée.

La contrainte de taille de concept (1) devient :

∀c ∈ C, |E[c]| ≶ b

qui est représentée par une contrainte cardinality pour
chaque c ∈ C.
La contrainte extension (2) devient

∀c ∈ C,∀o ∈ O, G[o] = c⇔ Ec ⊆ to
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Cette contrainte est réalisée par n× k contraintes réi-
fiées, chacune est liée à une contrainte d’inclusion.

La contrainte intention (3) devient

∀c ∈ C, Ec = ∩G[o]=cto

Elle est réalisée par k contraintes Ec = ∩G[o]=cto,
avec c ∈ C. Chacune de ces contraintes nécessite n
contraintes de domaine dom réifiées pour construire
l’ensemble Ic = {o ∈ O | G[o] = c} et une contrainte
element ensembliste effectuant Ec = ∩(〈t1, ..., tn〉[Ic]).

3.4 Critères d’optimisation

Minimiser le diamètre Pour représenter le diamètre
maximal des clusters nous utilisons une variable D
du domaine des nombres flottants. Par conséquent, si
deux objets o, o′ ont une dissimilarité plus grande que
D, ils doivent être dans des clusters différents. Cela
est représenté par des contraintes réifiées. Nous po-
sons donc pour chaque paire o < o′ ∈ O la contrainte
réifiée :

d(o, o′) > D ⇒ G[o] 6= G[o′].

Lorsque l’utilisateur fait le choix de minimiser le dia-
mètre, cela revient à minimiser D. Cependant, le
nombre de contraintes réifiées est quadratique par rap-
port au nombre d’objets et la gestion des contraintes
réifiées nécessite des variables et des contraintes sup-
plémentaires. Avec la minimisation de D par branch-
and-bound, nous remplaçons ces contraintes par :

– A chaque solution intermédiaire ∆, calculer le dia-
mètre D(∆).

– Pour chaque paire o < o′ ∈ O telle que d(o, o′) >
D(∆), poser la contrainte G[o] 6= G[o′].

Maximiser la marge La marge minimale entre clus-
ters est représentée par une variable S du domaine des
nombres flottants. De la même façon que pour mini-
miser le diamètre, lorsque l’utilisateur souhaite maxi-
miser la marge entre clusters, la valeur de la variable
S est maximisée. Puisque S représente la marge mi-
nimale entre clusters, deux objets o, o′ ∈ O vérifiant
d(o, o′) < S doivent être dans le même cluster. La mi-
nimisation de S se réalise par :

– A chaque solution intermédiaire ∆, calculer la
marge S(∆).

– Pour chaque paire o < o′ ∈ O telle que d(o, o′) <
S(∆), poser la contrainte G[o] = G[o′].

Maximiser le nombre d’objets par cluster Si
l’utilisateur choisit de maximiser le nombre d’objets
par cluster, une variable F qui représente la fréquence
des clusters est introduite. Son domaine est l’ensemble
[1, n]. Pour chaque valeur c ∈ C, nous posons une
contrainte atleast(F,G, c) pour indiquer que F est la
fréquence du cluster c. La valeur de F est maximisée.

Maximiser le nombre d’attributs caractérisant
les clusters Dans ce cas, une variable T du domaine
[1,m] est introduite. Les contraintes suivantes per-
mettent d’associer T au nombre minimal d’attributs
des clusters, dans le cas du modèle avec des variables
binaires A :

∀c ∈ C, T ≤
∑

a∈A
A[c, a]

ou dans le cas du modèle avec des variables ensem-
blistes E :

∀c ∈ C, T ≤ |E[c]|
La valeur de T est maximisée.

4 Expérimentations

Les modèles présentés précédemment ont été im-
plantés en utilisant la version 4.2.1 de la bibliothèque
de programmation par contrainte Gecode 2. Les expé-
rimentations suivantes ont deux objectifs : comparer
l’efficacité des modèles binaire et ensembliste et mon-
trer l’intérêt de notre cadre unifié.

Nous testons notre approche sur la base Automobile
disponible dans le répertoire UCI 3. Après retrait des
données incomplètes, la base contient 193 objets (des
modèles d’automobiles) et 23 attributs. 22 attributs
(9 symboliques et 13 réels) concernent des caractéris-
tiques techniques des véhicules. Par exemple, une au-
tomobile est caractérisée par un type de motorisation
(diesel ou essence), des roues motrices (4 roues mo-
trices, 2 à l’avant ou 2 à l’arrière), par une puissance
(comprise entre 48 to 288),. . . Le dernier attribut est
le prix (ceux-ci vont de 5118 à 45400).

Nous choisissons de prendre ce prix pour calculer
la dissimilarité entre les véhicules, la distance entre
chaque véhicule étant la différence de prix. Cela per-
met d’obtenir des résultats aisément interprétables.
Les caractéristiques techniques sont quant à elles
discrétisées et fournissent 64 attributs pour le côté
conceptuel (pour chaque donnée réelle, deux attributs
sont créés pour répartir les objets selon leur position
par rapport à la médiane).

Afin d’exploiter le partitionnement des objets, le
branchement est d’abord effectué sur les objets (G) en
les prenant par ordre croissant, puis sur les attributs
(A ou E selon le modèle).

4.1 Comparaison des modèles binaire et ensem-
bliste

La différence entre les modèles binaire et ensembliste
porte sur les contraintes conceptuelles. Les tests sont

2. http://www.gecode.org

3. http://archive.ics.uci.edu/ml
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Contr. k
Modèle bin. Modèle ens.

time(s) #nodes time(s) #nodes

int.
2 0.10 2338 0.14 2877
3 0.63 15109 0.55 13986

ext.

2 0.03 79 0.03 52
3 8.40 145098 0.08 979
4 6960 >1M 0.55 8636
5 2.49 36264

ferm.

2 0.03 24 0.03 47
3 13.50 72494 0.15 963
4 9900 >1M 1.29 8585
5 5.47 36057

Table 1 – Approches binaire et ensembliste

donc effectués respectivement avec la contrainte d’in-
tention, la contrainte d’extension et enfin la conjonc-
tion des deux (i.e. la fermeture). L’optimisation est
réalisée en minimisant le diamètre du plus grand clus-
ter. Les performances obtenues sont résumées dans la
table 1 (le temps de calcul est limité à 3h, le caractère

indique que ce temps de calcul est dépassé).
Les résultats mettent clairement en évidence l’effica-

cité du modèle ensembliste par rapport au modèle bi-
naire. Quel que soit le modèle choisi, la contrainte d’in-
tention seule ne permet pas de réduire suffisamment
l’espace de recherche et se révèle peu efficace. La dif-
férence entre les deux modèles porte sur la contrainte
d’extension (que l’on retrouve également dans la fer-
meture). L’utilisation de contraintes réifiées liées à des
contraintes linéaires dans le cas binaire est très pénali-
sante. Au contraire, les contraintes d’inclusion du mo-
dèle ensembliste permettent une bonne propagation et
un nombre de nœuds à explorer beaucoup moins im-
portant.

4.2 Comparaison avec des approches concep-
tuelles ou relationnelles

Les tests suivants sont réalisés avec le modèle ensem-
bliste. L’objectif est d’obtenir des concepts suivant le
prix avec 2 ou 3 clusters afin que les résultats obtenus
soient les plus interprétables possible. Plusieurs types
de tests (listés dans la table 2) sont réalisés : avec une
approche purement conceptuelle, avec une approche
purement relationnelle et enfin en utilisant notre cadre
unifié.

Expérimentations avec 2 clusters Les premières ex-
périmentations sont réalisées avec 2 clusters, les tailles
des clusters obtenus sont données dans la table 3 et
la figure 1 indique la répartition des objets dans les
clusters en fonction de leur prix.

Test Contrainte Optimisation #cl.
(a) fermeture #obj./cl. 2
(b) fermeture #att./cl. 2
(c) intention diamètre 2
(d) fermeture diamètre 2
(e) fermeture #obj./cl. 3
(f) fermeture #att./cl 3
(g) intention diamètre 3
(h) fermeture diamètre 3

Table 2 – Tests

Clusters
test #obj./cl. #att./cl. diam.
(a) 95 98 2 2 40282
(b) 94 99 2 2 39901
(c) 176 17 1 7 19848
(d) 98 95 1 2 37387

Table 3 – Taille des clusters pour k=2

Figure 1 – Répartition des objets/cluster pour k=2
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Cadre conceptuel : les tests (a) et (b) sont réa-
lisés avec la contrainte de fermeture en maximisant
respectivement la taille des clusters (a) et la taille des
concepts (b). La distance n’intervenant pas, on se place
donc ici dans un cadre purement conceptuel. Pour les
deux tests, la taille des clusters est équilibrée. Alors
qu’on aurait pu espérer que les prix soient corrélés aux
caractéristiques techniques, les clusters obtenus ne re-
présentent pas de regroupement de véhicules par prix.
L’intégration des prix dans les attributs conceptuels
n’est pas présentée ici car elle ne modifie pas les clus-
ters obtenus.

Cadre relationnel : le test (c) est réalisé en mi-
nimisant le diamètre et en utilisant la contrainte d’in-
tention pour obtenir les attributs communs aux ob-
jets de chaque cluster. En se plaçant ainsi dans un
cadre purement relationnel, le diamètre est forcément
optimal et les intervalles de prix des clusters totale-
ment disjoints. On obtient une bonne caractérisation
du second cluster par 7 attributs (roues motrices à
l’arrière, poids élevé, moteur puissant, forte consom-
mation...) du fait de sa petite taille. Au contraire, le
premier cluster n’est lui caractérisé que par 1 attribut
(moteur à l’avant). La différence de taille des clusters
s’explique par des différences de prix très importantes
dans le haut de gamme. Notez qu’utiliser l’ensemble
des attributs dans le calcul de dissimilarité ne permet
pas d’équilibrer davantage la taille des clusters.

Cadre unifié : en remplaçant la contrainte d’inten-
tion par la contrainte de fermeture, le test (d) permet
d’obtenir des concepts tout en minimisant le diamètre.
La taille des clusters obtenus est équilibrée même si les
concepts contiennent peu d’attributs (moteur à l’avant
et poids faible pour l’un, poids élevé pour l’autre), ce
qui est logique étant donné le nombre de clusters et
l’utilisation de la contrainte de fermeture. La réparti-
tion des objets fait apparâıtre que le premier cluster
correspond aux véhicules à bas coût et le second aux
véhicules plus onéreux. La différence de diamètre entre
les deux clusters s’explique, comme précédemment par
des écarts de prix plus importants dans les modèles
haut de gamme. L’extension permet ici de mettre en
évidence le poids comme attribut discriminant.

Expérimentations avec 3 clusters Passer de deux à
trois clusters permet de réduire leur taille et par consé-
quent d’augmenter la taille des concepts. Les résul-
tats des expérimentations pour 3 clusters sont résumés
dans la table 4 et la figure 2.

Cadre conceptuel : les tests (e) et (f) sont réalisés
avec la contrainte de fermeture en maximisant respec-
tivement le nombre d’objets et le nombre d’attributs
(on se place donc à nouveau dans un cadre purement
conceptuel). Les résultats obtenus par les 2 méthodes

Clusters
test #objets #attributs diam.
(e) 63 66 64 3 3 3 38615
(f) 68 61 64 3 3 3 38615
(g) 161 20 12 1 5 10 13226
(h) 72 108 13 4 2 5 33550

Table 4 – Taille des clusters pour k=3

sont très proches, que ce soit au niveau de la taille des
clusters et des concepts, qu’au niveau du contenu de
ces concepts (seul un attribut varie : le poids du vé-
hicule est remplacé par sa hauteur). Cependant dans
ces deux cas encore, comme pour les tests sur deux
clusters, la répartition selon les prix est peu probante.

Cadre relationnel : le test (g) réalisé comme pour
(c) dans un cadre purement relationnel fournit tou-
jours un diamètre optimal et des objets parfaitement
répartis par prix. Cependant, la taille des clusters est
toujours très déséquilibrée.

Cadre unifié : le test (h) permet d’obtenir des clus-
ters de tailles plus équilibrées que l’approche relation-
nelle et reflétant davantage les gammes d’automobile
que l’approche conceptuelle. Le premier cluster carac-
térise 72 véhicules par 4 attributs : un poids élevé,
un moteur de grande taille, une puissance élevée et
une consommation sur autoroute importante. Le se-
cond cluster contient 108 véhicules caractérisés par 2
attributs : un moteur à l’avant et une consommation
sur autoroute faible. Pour le dernier cluster, les 13 vé-
hicules sont caractérisés par 5 attributs : un moteur es-
sence, situé à l’avant, de petite taille, avec 4 cylindres
et une consommation sur autoroute élevée. Le premier
cluster correspond clairement aux véhicules haut de
gamme alors que les deux derniers clusters contiennent
des véhicules de prix plus bas.

Intérêt du cadre unifié Les résultats obtenus précé-
demment démontrent l’intérêt d’une méthode unifiée
qui tire parti des points forts des approches concep-
tuelle et relationnelle. Les tests (i) et (j) montrent
comment améliorer encore les résultats grâce à l’ap-
port des contraintes utilisateur et à une exploitation
plus poussée de la dissimilarité. Les résultats obtenus
se trouvent dans la table 5 et la figure 3.

Le test (i) est réalisé dans le cas d’une recherche de
3 clusters en optimisant le diamètre, avec la contrainte
de fermeture et en ajoutant deux contraintes utilisa-
teur : une taille de clusters supérieure ou égale à 40 et
une taille de concepts supérieure ou égale à 2. Par rap-
port au test (h) réalisé sans ces contraintes utilisateur,
il permet, moyennant une augmentation des diamètres
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Figure 2 – Répartition des objets/cluster pour k=3

des clusters, d’obtenir des tailles de clusters plus équili-
brées. Le premier cluster caractérise les véhicules avec
un poids et un ratio de compression important. Les
véhicules du second cluster sont caractérisés par un
poids faible et un moteur à l’avant. Enfin les caracté-
ristiques du dernier cluster sont : un moteur essence,
situé à l’avant, un poids important et un ratio de com-
pression faible.

Enfin, notre cadre unifié n’est pas restreint à des dis-
similarités calculées sur un seul attribut. Pour notre
exemple, on peut considérer qu’un véhicule haut de
gamme est à la fois cher et puissant. Le test (j) est
ainsi réalisé en calculant une dissimilarité prenant en
compte à la fois la puissance et le prix du véhicule.
En utilisant les mêmes contraintes que précédemment,
les résultats obtenus font apparâıtre des objets mieux
répartis dans les clusters et des concepts bien définis.
Le premier cluster caractérise les véhicules haut de
gamme par les attributs essence, taille de moteur éle-
vée, système d’injection mpfi, course du piston faible,
forte consommation urbaine et sur autoroute. Les vé-
hicules du second cluster sont caractérisés par un mo-
teur à l’avant et de grande taille ainsi qu’une course
du piston élevée. Enfin, le dernier cluster regroupe des
véhicules de bas de gamme caractérisés par un moteur
positionné à l’avant et de petite taille.

Clusters
test #objets #attributs diam.
(i) 57 95 41 2 2 4 36479
(j) 42 56 95 7 3 2 38411

Table 5 – Taille des clusters pour (i) et (j)

Figure 3 – Répartition des objets/cluster pour les
tests (i) et (j)

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé un cadre à base
de programmation par contraintes, qui unifie le clus-
tering relationnel et le clustering conceptuel. Ce cadre
complet offre différentes possibilités, car il peut se dé-
cliner en des tâches de clustering purement conceptuel
ou purement relationnel, ou permettre de réaliser des
tâches de clustering conceptuel (ou relationnel) en in-
tégrant à la fois des contraintes de structure, relation-
nelles ou conceptuelles. Nous avons présenté deux réa-
lisations pour les contraintes conceptuelles : une réa-
lisation binaire utilisant des variables et contraintes
booléennes et une réalisation utilisant des variables et
contraintes ensemblistes. Enfin, des exemples concrets
ont démontré l’intérêt de ce cadre unifié pour l’utilisa-
teur.

Nous continuons à développer ce cadre général dans
plusieurs directions. Le choix du nombre k de clusters
est pour l’instant une contrainte dure du modèle. Le
passage de k en variable du problème implique l’uti-
lisation d’une fonction objective plus complexe que
celles proposées ici. En effet, minimiser le diamètre,
maximiser la marge ou maximiser la taille des concepts
pousse k vers des valeurs élevées. Au contraire, maxi-
miser la taille des clusters tend à amener k vers des va-
leurs faibles. Nous souhaitons également améliorer l’ef-
ficacité de notre cadre pour pouvoir traiter des bases
de données de plus grandes dimensions. Enfin, nous
souhaitons étendre le modèle par l’intégration de nou-
velles contraintes conceptuelles.
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Résumé

Le problème du voyageur de commerce avec fenêtres
de temps (TSPTW) consiste à visiter un ensemble de
clients, en respectant pour chaque client une fenêtre
de temps donnée, tout en minimisant la distance to-
tale parcourue. Ce problème est une extension du pro-
blème du voyageur de commerce qui est NP-difficile au
sens fort. Il a été largement traité, entre autres par la
Programmation Par Contraintes (CP). Dans cet article,
nous présentons différents modèles par Programmation
Par Contraintes. Nous proposons ensuite différentes ap-
proches dans le but d’améliorer la propagation, notam-
ment en utilisant la contrainte globale WeightedCircuit.
Enfin, nous étudions plusieurs stratégies de branchement
ainsi qu’une technique simple d’enregistrement de no-
good. L’évaluation expérimentale est réalisée sur des
benchmarks de la littérature. Ce travail est une première
étape pour évaluer des techniques de filtrage basées sur
les coûts et traiter des problèmes de tournées de véhi-
cules avec fenêtres de temps.

Abstract

The Traveling Salesman Problem with time-windows
(TSPTW) is to visit a set customers within given time-
windows while minimizing the overall distance of the
tour. It is a widely studied extension of the Traveling Sa-
lesman Problem and has received some attention of the
Constraint Programming (CP) community in the past.
We investigate in this paper several CP models for the
problem. In particular, we evaluate the interest of the
WeightedCircuit global constraint. We also discuss bran-
ching strategies and a simple nogood recording tech-
nique. Results are presented on a well known benchmark
of the TSPTW and aims at understanding the current
performances of CP technology on this problem. This is
a first step in a study of cost-based filtering techniques

for routing problems with time-windows.

1 Introduction

Le Problème du Voyageur de Commerce (TSP) est
un problème combinatoire largement étudié. Le pro-
blème rencontré par ce voyageur est de visiter chacun
de ses clients une et une seule fois avant de revenir chez
lui en parcourant une distance minimale. Dans cette
étude, nous nous intéressons à une extension du TSP
prenant en compte les fenêtres de temps et le temps
de service des clients. Il s’agit du Problème du Voya-
geur du Commerce avec Fenêtres de Temps (TSPTW).
L’objet du TSPTW est de trouver le plus court che-
min visitant les clients une et une seule fois tout en
respectant leurs fenêtres de temps. Cela signifie que
les clients doivent être visités dans l’intervalle corres-
pondant. Il est possible d’arriver chez un client avant
sa date de disponibilité et d’attendre pour effectuer le
service au début de sa fenêtre de temps. Le TSPTW
est un sous-problème important au sein d’une large
classe de problèmes dits de tournées de véhicules. Il
correspond également à un problème d’ordonnance-
ment sur une seule machine avec un temps de set-up
dépendant de la séquence et des dates de disponibilités
et de fins des tâches. Le TSPTW est évidemment au
moins aussi difficile que le TSP et c’est donc un pro-
blème NP-Difficile [21]. Dans cette étude, nous étu-
dions le TSPTW avec une approche Programmation
Par Contraintes (CP). Nous évaluons différents mo-
dèles réalisant une propagation plus ou moins forte.
Nous nous intéresserons, par ailleurs, à différentes stra-
tégies de recherche et examinons le meilleur compro-
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mis entre les modèles et les stratégies de recherche.
Cette étude est utile pour identifier le couple mo-
dèle/stratégie le plus robuste afin de l’inclure dans un
solveur de problèmes de tournées de véhicules.
Après une brève introduction sur les travaux déjà effec-
tués (section 2), nous proposons d’abord trois modèles
en CP (section 4). Nous examinons ensuite des tech-
niques de propagation afin d’améliorer le filtrage (sec-
tion 5). Enfin, différentes stratégies de recherche sont
abordées (section 6). Dans la dernière section (section
7), les résultats seront présentés et comparés.

2 État de l’art

L’une des premières approches exactes pour ré-
soudre le TSPTW est proposée par [8]. Elle est ba-
sée sur une procédure de Branch & Bound dont la
borne inférieure est obtenue à l’aide de la programma-
tion dynamique. Une approche par Branch & Bound
est également présentée dans [2] avec une borne infé-
rieure s’appuyant sur le dual de la formulation propo-
sée. Ces approches minimisent le temps total et non le
temps de trajet qui a été introduit dans [16] avec un
programme linéaire où l’on retrouve une formulation
à base de flots. Des contraintes de précédences sont
aussi utilisées et couplées avec une méthode de réduc-
tion des fenêtres de temps proposée dans [10]. Cette
méthode réduit les bornes des fenêtres de temps en
examinant les successeurs et prédécesseurs ainsi que
la contrainte de temps. Dans [1] et plus récemment
dans [9], les auteurs résolvent la version asymétrique
du TSPTW par une méthode de Branch-and-Cut. Plu-
sieurs techniques de propagation sont aussi proposées,
des pré-traitements sur les données ou encore des heu-
ristiques pour obtenir une première solution. À ce jour
l’une des meilleures approches exactes s’appuie sur une
programmation dynamique utilisant des bornes infé-
rieures obtenues par génération de colonnes [3].
En Programmation Par Contraintes, deux approches
ont été étudiées. La première est celle de [20] dans
laquelle les auteurs proposent des contraintes redon-
dantes permettant de réduire l’espace de recherche.
En particulier, ils utilisent la réduction des fenêtres
de temps couplée avec une contrainte d’élimination des
arcs. Cette dernière met à jour systématiquement deux
ensembles pour chaque noeud représentant les noeuds
pouvant se placer avant ou après le noeud considéré.
Les auteurs utilisent aussi une stratégie de recherche
efficace qui est basée sur la fréquence d’apparition d’un
client dans le domaine des successeurs ou prédéces-
seurs. Dans la seconde approche [12], les auteurs se
basent sur le modèle de [20] et ajoutent des bornes
inférieures utilisant un problème d’affectation. Ils uti-
lisent cette borne inférieure pour réaliser un filtrage

par les coûts et l’améliorent avec une méthode de plans
coupants.
Des heuristiques\metaheuristiques ont aussi été pro-
posées afin d’obtenir des résultats rapidement sans
avoir de preuve d’optimalité. Dans [13], une heuris-
tique d’insertion est proposée. On peut également citer
[6] qui utilisent un algorithme de recuit simulé, version
améliorée dans [19]. Plus récemment, un algorithme
Beam-ACO [5, 18] est développé pour le TSPTW. De
plus, les auteurs proposent une formalisation des ins-
tances de TSPTW dans un format standard.

3 Problème et notations

On considère un graphe orienté complet G(N,E)
dans lequel E est l’ensemble des arcs et N =
{0, . . . , n + 1} est l’ensemble des noeuds représentant
les clients et le dépôt. On distingue de plus les en-
sembles suivants Ns = {0, . . . , n} et Ne = {1, . . . , n+
1}). Les noeuds 0 et n+ 1 correspondent au dépôt : le
noeud 0 est le dépôt d’origine où la route commence,
le noeud n+1 est le dépôt de destination où la route se
termine. Nous associons une fenêtre de temps [ai, bi]
pour chaque noeud i ∈ Ne. On considère que le voya-
geur part à l’instant t = 0 du noeud 0 et que la fenêtre
du noeud n + 1 est donc du type [0, bn+1] indiquant
que le chemin doit être complété avant l’heure bn+1.
Une distance dij ∈ N et un temps tij ∈ N de trajet
sont associés à chaque arc (i, j). Le temps de service
du client i est inclus, sans perte de généralité, dans
chaque temps de trajet tij vers les noeuds j ∈ N−{i}.

4 Modèles

Par la suite x (resp. x) désigne la borne supérieure
(resp. la borne inférieure) de la variable x et D(x)
indique son domaine (ensemble fini de valeurs possibles
pour x).

4.1 Premier modèle

Le modèle de base en Programmation Par
Contraintes s’appuie sur les variables nexti pour
chaque noeud i. nexti ∈ [1, . . . , n + 1] représente le
successeur immédiat du noeud i dans la tournée (par
convention nextn+1 = 0). De façon symétrique, la va-
riable predi ∈ [0, . . . , n] représente le prédécesseur du
client i dans la tournée (pred0 = n+ 1). Des variables
représentant une accumulation de quantité complètent
le modèle : dist et start. disti ∈ [0, . . . ,M ], représente
pour chaque noeud i la distance parcourue en arrivant
au noeud i tandis que starti ∈ [ai, . . . , bi], représente
le temps (ou l’heure) d’arrivée chez le client i. M re-
présente ici une borne supérieure de la distance totale
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de parcours.
Le modèle de base (M1) est le suivant :

Minimize z (1)

z =
n∑

i=0

(di,nexti) =

n+1∑

i=1

(dpredi,i) (2)

Circuit(next0, ..., nextn+1) (3)

(M1) distnexti = disti + di,nexti ∀i ∈ Ns (4)

dist0 = 0 (5)

startnexti ≥ starti + ti,nexti ∀i ∈ Ns (6)

start0 = 0 (7)

La contrainte (3), présentée dans [17], permet de
maintenir un circuit dans le graphe en visitant une
seule fois chaque noeud. Cette contrainte implique
notamment AllDifferent(next0, . . . , nextn+1). Les
contraintes (4) et (6) s’appuient sur l’utilisation de la
contrainte Element [24] afin de maintenir l’accumula-
tion de quantités le long de la route. Les variables pred
sont liées aux variables next par la propriété suivante :
nexti = j ⇔ predj = i pour chaque paire (i, j). Cette
propriété se traduit en terme de Programmation Par
Contraintes par l’utilisation de la contrainte globale
Inverse :

Inverse([next0, . . . , nextn+1], [pred0, . . . , predn+1]) (8)

L’utilisation des prédecesseurs renforce la borne in-
férieure sur z car les quantités

∑n
i=0(di,nexti) et

∑n+1
i=1 (dpredi,i) ne sont pas forcément égales ce qui

explique les contraintes d’égalité (2). Cependant ces
quantités sont égales lorsque les variables sont instan-
ciées. De plus ces variables offrent des possibilités sup-
plémentaires pour le branchement.

4.2 Contraintes redondantes

En CP, l’utilisation de contraintes redondantes per-
met le renforcement de la propagation. La contrainte
sur l’élimination des arcs proposée dans [16], permet
l’élimination de valeurs dans le domaine des next en
considérant les fenêtres de temps.

starti + tij > startj ⇒ nexti 6= j ∀(i, j) ∈ Ns ×Ne i 6= j
(9)

Cette dernière contrainte est couplée avec la
contrainte de réduction des fenêtres de temps présen-
tée dans [10]. En effet, les domaines des successeurs
et prédécesseurs peuvent être utilisés pour réduire les
fenêtres de temps.

starti ≥ min
k∈D(predi)

(startk + tki) ∀i ∈ Ne (10)

starti ≤ max
k∈D(nexti)

(startk − tik) ∀i ∈ Ns (11)

On notera que la contrainte (6) n’est pas équivalente
en termes de propagation. Les dernières contraintes

présentées sont utilisées dans [20]. Ces raisonnements
peuvent être renforcés en remplaçant les temps de tra-
jets tab par le temps du plus court chemin entre a et b
et en considérant non plus les successeurs et prédéces-
seurs directs mais les clients devant être visités après
ou avant. Toutefois, dans [12], les expérimentations ont
montré que le calcul du plus court chemin était trop
lourd pour le gain obtenu.
Nous présentons maintenant deux modèles permettant
d’améliorer le modèle de base.

4.3 Modèle booléen

On ajoute à (M1) des variables booléennes bij pour
chaque couple (i, j). Ces dernières permettent d’iden-
tifier l’ordre relatif d’un client i par rapport à un
client j : bij = 1 si le client i est visité avant le
client j et 0 sinon. Ainsi au lieu de raisonner unique-
ment sur les successeurs/prédécesseurs directs, on s’in-
téresse aux clients situés après/avant dans le chemin.
Les contraintes associées à ce modèle sont les suivantes
∀(i, k, j) ∈ N3 s.t i 6= k 6= j :

bik + bki = 1 (12)

(bik = 1 ∧ bkj = 1)⇒ bij = 1 (13)

(M2) (bik = 1)⇒ startk ≥ starti + tik (14)

(bik = 1) ∧ (bkj = 1)⇒ nexti 6= j (15)

(bik = 1)⇒ nextk 6= i (16)

Nous soulignons ici la contrainte (15) dont l’apport
peut être important (voir aussi [20]). L’inconvénient
de ce modèle est que le nombre de contraintes est
en O(n3). Ces raisonnements peuvent constituer l’ob-
jet d’une contrainte globale manipulant l’ensemble du
graphe de précédences pour éviter un problème de mé-
moire. Cette contrainte peut en particulier assurer la
fermeture transitive faite par (13) et la propagation
vers les variables next faite par (15). Nous examinons
un modèle intermédiaire dans la section suivante.

4.4 Modèle position

Nous conservons l’esprit général du modèle booléen,
mises à part les contraintes (13) et (15) qui sont trop
nombreuses. Les variables bij sont toujours présentes
mais nous ajoutons des variables posi représentant la
position du noeud i dans la tournée :

posi =
∑

j∈N\{i}
bji ∀i ∈ N (17)
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Les contraintes de ce modèle sont les suivantes,
∀(i, k) ∈ N2 s.t i 6= k :

bik + bki = 1 (18)

(bik = 1)⇒ startk ≥ starti + tik (19)

(M3) (bik = 1)⇒ nextk 6= i (20)

posk > posi + 1⇒ nexti 6= k (21)

posk > posi ⇔ bik = 1 (22)

AllDifferent(pos0, . . . , posn+1) (23)

Ainsi la contrainte (15) est remplacée par (22). On
notera que le filtrage obtenue par (22) est plus faible
que celui de (15).

Ce modèle est adapté à la mise en oeuvre de
raisonnements énergétiques semblables à ceux de la
contrainte Disjunctive. Notre expérience est que
l’application du filtrage de la Disjunctive est trop
coûteux dans ce contexte et pas toujours utile. Nous
proposons ici un raisonnement qui nous semble un bon
compromis entre temps et filtrage. Il s’agit de mettre
à jour une variable de position posi par rapport à l’en-
semble des autres clients et de leurs possibilités de pla-
cement avant ou après le client i.

Soit Ai l’ensemble des visites qui peuvent être
placées après le client i et Bi l’ensemble des clients
pouvant être avant ou après le client i :

Ai = {j ∈ N | bij = 1}

Bi = {j ∈ N | bij = 1 ∧ bij = 0}
Le temps minimum requis après i est noté EAi :

EAi = ti,nexti +
∑

j∈Ai

tj,nextj

Dans un premier temps, on note que la borne supé-
rieure de starti ne peut pas dépasser le temps mini-
mum requis par les visites de Ai :

starti ≤ startn+1 − EAi

Dans un second temps, nous filtrons la borne infé-
rieure de posi. Considérons les visites x1, . . . , xk de Bi

rangées par ordre croissant de distances aux succes-
seurs :

tx1,nextx1
≤ tx2,nextx2

≤ tx3,nextx3
≤ . . . ≤ txk,nextxk

Soit c le plus grand entier tel que :

EAi +
c∑

j=0

txj ,nextxj
≤ (startn+1 − starti)

c + |Ai| est donc le nombre de visites maximum qui
peuvent avoir lieu après la visite i, ce qui nous donne
une borne inférieure pour posi :

posi ≥ n− (c + |Ai|+ 1)

Un raisonnement symétrique est effectué pour la
borne inférieure de starti et la borne supérieure de
posi en prenant en compte le nombre minimum de
visites pouvant se placer avant le client i.

Ce raisonnement est un cas particulier de raisonne-
ment énergétique que ferait la contrainte Disjunctive
[7] par l’algorithme d’edge-finding. Comme mentionné
en introduction, le TSPTW peut se voir comme un
problème d’ordonnancement sur une machine avec un
temps de setup dépendant de la séquence. On peut
écrire un modèle CP s’appuyant sur une Disjunctive
avec des durées variables pour les tâches. En ajoutant
une variable endi telle que starti + ti,nexti = endi.
Ce modèle n’est pas présenté plus en détails car sa
mise en oeuvre n’a pas été concluante pour le moment.

En ignorant le raisonnement énergétique proposé sur
les positions, on peut ranger les modèles selon le niveau
de propagation atteint. En effet, le modèle de base
(M1) possède un niveau de propagation plus faible
comparé au modèle booléen (M2) qui possède la plus
forte propagation. Le modèle position (M3) est un mo-
dèle intermédiaire en terme de propagation.

5 Amélioration de la propagation

Les modèles précédents souffrent de l’absence d’une
borne inférieure globale de la fonction objectif. Nous
proposons donc de remplacer la contrainte Circuit
par la contrainte WeightedCircuit présentée dans
[4]. Cependant, les techniques coûteuses de filtrage
orientées par le coût se rentabilisent d’autant plus que
la borne supérieure (en cas de minimisation) est une
borne de qualité au noeud racine. En effet, tous les rai-
sonnements s’appuient sur l’écart à la meilleure solu-
tion connue au moment de leur application. Nous pro-
posons donc de calculer une borne supérieure de l’ob-
jectif avant la recherche par une heuristique simple.

5.1 Borne supérieure

Pour obtenir une borne supérieure au noeud ra-
cine, nous effectuons une recherche locale très simple.
Deux opérateurs de voisinage sont appliqués sur une
séquence (initialement aléatoire) de clients : l’échange
de deux clients ou le déplacement d’un client dans la
séquence. Le premier mouvement améliorant trouvé
est effectué. Un mouvement est améliorant s’il réduit le
nombre de clients hors de leur fenêtre de temps ou s’il
réduit la distance parcourue sans augmenter le nombre
de clients visités à l’extérieur de leur fenêtre (optimi-
sation lexicographique). L’algorithme termine en at-
teignant un minimum local, c’est à dire une séquence
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de clients non améliorable par ces deux opérateurs. K
exécutions de cet algorithme sont effectuées à partir
de séquences aléatoires et la meilleure solution réali-
sable est utilisée pour initialiser la borne supérieure de
l’objectif.

5.2 Weighted Circuit

La seconde technique employée est le remplacement
de la contrainte Circuit par la contrainte Weigh-
tedCircuit de [4]. Cette contrainte propage une
borne inférieure de z et filtre des valeurs des variables
next du point de vue du coût. La WeightedCircuit
permet de maintenir un circuit dans un graphe pon-
déré tout en considérant la minimisation du poids to-
tal. Elle correspond au problème du Voyageur du Com-
merce :

WeightedCircuit([next0, . . . , nextn+1], z)

L’algorithme de filtrage est basé sur la relaxation du
TSP qui utilise la ”1-tree relaxation” introduite par
Held et Karp [14]. La ”1-tree relaxation” relâche la
contrainte de degré du TSP et utilise la structure du
1-tree. Cette dernière correspond à un arbre dans le
graphe contenant les noeuds {1, . . . , n + 1} et à deux
arcs incidents au noeud 0. Nous cherchons, dans cette
relaxation, un 1-tree de poids minimum. Un tour dans
le TSP est un cas particulier de 1-tree. La borne de
Held et Karp s’obtient par relaxation Lagrangienne
[14, 15] (pour une étude de la borne de Held et Karp,
se référer à [23]).
La relaxation lagrangienne est basée sur le potentiel de
chaque noeud et le coût lié au potentiel pour chaque
arc. Le potentiel d’un noeud représente le coût de vio-
lation de la contrainte de degré. Ainsi, plus le poten-
tiel d’un noeud est élevé, plus le coût d’un arc inci-
dent sera élevé. Par conséquent, à chaque itération
l’algorithme aura tendance à converger vers un 1-tree
de poids minimum respectant la contrainte de degré.
Lors de l’algorithme de filtrage, nous pouvons distin-
guer deux phases : l’identification des arcs interdits et
l’identification des arcs obligatoires.

Identification des arcs interdits Le calcul du coût
marginal d’un arc e est nécessaire pour l’identification
des arcs interdits. Ce coût représente l’augmentation
du coût du 1-tree si e devait être un arc du 1-tree de
poids minimum. Ainsi, si le coût global du 1-tree de
poids minimum plus le coût marginal d’un arc e est
plus grand que la borne supérieure de z, alors e est un
arc interdit et donc il faut le supprimer du graphe.

Identification des arcs obligatoires. L’identification
des arcs obligatoires est similaire à l’identification des

arcs interdits. Le coût de remplacement d’un arc e re-
présente le coût supplémentaire du 1-tree de poids mi-
nimum lorsque l’arc e est remplacé par un arc ne fai-
sant pas partie du 1-tree. Si le coût de remplacement
d’un arc e associé au coût du 1-tree est supérieur à la
borne supérieure de z, alors l’arc e est un arc obliga-
toire. Cependant, nous ne pouvons pas encore utiliser
ce résultat car notre problème de base est un problème
dans un graphe orienté. Nous devons pour cela, véri-
fier le domaine des variables next associé à l’arc e afin
d’identifier si une arête est obligatoire.

6 Stratégies de recherche

Dans cette section, nous abordons différentes stra-
tégies de recherche pour les modèles présentés précé-
demment. Nous examinons des schémas de branche-
ment consistant à affecter une variable à une valeur de
son domaine.

Plusieurs stratégies applicables à tous les modèles
sont présentées ainsi que deux stratégies spécifiques
aux modèles booléen (M2) et position (M3).

6.1 Stratégies de recherche génériques

PathMaintain : Cette stratégie consiste à étendre un
chemin partant du noeud 0. Après avoir affecté nexti
à j, on sélectionne donc la variable nextj pour prolon-
ger le chemin. La valeur choisie est le noeud ayant sa
fenêtre de temps la plus proche.

MinDomNextPred : Ce schéma de branchement est
souvent utilisé en CP. La variable de plus petit do-
maine parmi toutes les variables next et pred est choi-
sie en priorité. La valeur choisie est la plus petite valeur
dans le domaine de la variable sélectionnée.

HeuristiquePesant : L’heuristique de Pesant est le
schéma de branchement utilisé dans [20].

1. Soit s la taille du plus petit domaine des next et
pred.
Soit V = {nexti| |D(nexti)| = s,∀i = 1, . . . , n} ∪
{predi| |D(predi)| = s, ∀i = 1, . . . , n}.

2. Si |V| = 1, choisir la variable contenue dans V
3. Sinon

(a) Pour chaque élément e dans ∪v∈VD(v), calculer
e# le nombre d’apparition de e dans le domaine
des variables de V.

(b) Choisir la variable qui maximise f(v) =∑
e∈D(v) e

#.

Nous affectons par la suite la valeur correspondant au
client le plus proche (en distance).
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NoGoodsRecording : Un nogood est une affectation
partielle qui ne peut pas être étendue à une solution
faisable. Ainsi, toute affectation contenant un nogood
est soit irréalisable du point de vue des fenêtres de
temps, soit de coût supérieur à z. L’enregistrement de
nogoods peut permettre d’éviter l’exploration redon-
dante de sous-arbres de recherche. L’approche propo-
sée ici impose un schéma de branchement s’appuyant
sur PathMaintain. Une affectation des variables next
depuis le noeud dépôt constitue donc un chemin par-
tiel. Cette affectation est définie par l’ensemble S ⊂ N
de clients visités sur ce chemin, le dernier client noté
k (k ∈ S), la distance d parcourue jusqu’au dernier
client et le temps t indiquant le service au plus tôt
du client k. On caractérise donc une affectation par-
tielle de l’heuristique PathMaintain par le quadruplet
(S, k, d, t). Si l’affectation (S1, k1, d1, t1) est un nogood,
alors il est inutile d’essayer d’étendre toute affectation
(S2, k2, d2, t2) telle que :

S2 = S1, k2 = k1, d2 ≥ d1 et t2 ≥ t1

Sachant que (S1, k1, d1, t1) est un nogood, il est in-
utile d’explorer un chemin partiel contenant les mêmes
clients S (pas forcément dans le même ordre), termi-
nant au même noeud k1 et arrivant plus tard en k1
tout en ayant parcouru une distance plus longue.
On enregistre les nogoods au backtrack pendant le dé-
roulement de l’heuristique PathMaintain. De plus, à
partir du dernier client i sur le chemin partiel, le client
j ∈ D(nexti) est éliminé du domaine de nexti si le
chemin partiel obtenu est prouvé irréalisable par un
nogood connu.
L’heuristique de branchement PathMaintain permet
de se placer dans le même espace de recherche que
l’approche Programmation Dynamique proposée dans
[11]. L’enregistrement des nogoods permet de couper
certaines branches de l’espace de recherche cité précé-
demment.

6.2 Stratégie de recherche pour le modèle booléen

Dans cette section, nous présentons une stratégie de
recherche dédiée au modèle booléen (section 4.3).

ImpactBoolVar : Cette stratégie de recherche
consiste à mesurer l’impact de branchement des bij sur
la réduction des fenêtres de temps. Cet impact corres-
pond à la somme des réductions potentielles sur les
domaines des variables start lorsque la variable est
égale à 0 ou 1. La variable provoquant la plus forte
réduction est choisie en priorité.

1. Pour chaque paire de noeud (i, j), les réductions de
domaine sont notées startGain(i, j), endGain(i, j),
startGain(j, i), endGain(j, i) selon que bij = 1 ou
bij = 0
— startGain(i, j) = max(0, starti + tij − startj)

— endGain(i, j) = max(0, starti − (startj − tij))

2. Sélectionner la variable bij qui maximise f(i, j) =
startGain(i, j) + endGain(i, j) + startGain(j, i) +
endGain(j, i)

3. Appliquer bij = 1

6.3 Stratégie de recherche pour le modèle position

Cette section présente une stratégie de recherche dé-
diée au modèle position (section 4.4).

InflectionPoint : Le principe de cette heuristique
est d’appliquer l’heuristique MinDomNextPred sur des
groupes de variables identifiés au noeud racine après
la propagation initiale. Ces groupes constituent des
ensembles de positions indépendants. En effet, on re-
marque qu’une position instanciée au noeud racine sé-
pare le problème en deux ensembles de positions dis-
joints.

7 Résultats

Les résultats sont séparés en deux parties. La pre-
mière partie est l’analyse des techniques de renforce-
ment de la propagation (section 5). La seconde par-
tie est l’analyse des couples modèle/stratégie de re-
cherche. Cette analyse est une première base pour le
développement d’une relaxation prenant en compte les
fenêtres de temps ainsi que les distances (coûts). Le dé-
veloppement est fait en c++ avec la librairie or-tools
[25] pour la Programmation Par Contraintes. Les tests
ont été effectués sur un Intel Xeon 4 coeurs 2.27 GHz
avec 8.00 Go de mémoire avec une limite de temps de
1200 secondes.

7.1 Amélioration de la propagation

Le but de cette section est de montrer l’apport
des différentes techniques utilisées afin d’améliorer
la propagation (section 5). Les instances utilisées
sont les neufs premières instances de Pesant et al.
[20]. Ce sont des instances dérivées des problèmes
RC2 de Solomon [22] pour le problème VRPTW. Le
modèle utilisé est le modèle booléen et la stratégie de
recherche est MinDomNextPred. Toutes les instances
sont résolues à l’optimum. Deux critères d’évaluation
sont utilisés, le temps de résolution en seconde et le
nombre d’échecs dans l’arbre de recherche.

La Figure 1 présente les résultats obtenus sur les
neufs instances pour les différentes techniques. Basis
représente le modèle de base sans ajouts. UpperBound
est l’ajout de la borne supérieure sur le modèle de
base. Nous pouvons voir que cet ajout apporte déjà
beaucoup pour filtrage. WeightedCircuit est le rempla-
cement de Circuit par WeightedCircuit. Même
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Figure 1 – Amélioration de la propagation

si l’algorithme de filtrage est lourd (voir rc201.0), le
gain reste significatif. Cependant, l’ajout des deux
techniques UpperBound+WeightedCircuit est encore
plus performant et permet de réduire significativement
l’arbre de recherche.

7.2 Résultats des différents modèles et stratégies
de recherche

Dans cette section, nous présentons les différentes
performances des couples modèle/stratégie de re-
cherche. Dans un premier temps, nous verrons le gain
apporté par les NogoodsRecording sur la stratégie de
recherche PathMaintain. Dans un second temps, l’en-
semble des couples sera étudié. Au vu des résultats
de la section précédente, nous décidons de rajouter les
techniques de propagation à tous les modèles (base,
booléen, position). Les instances utilisées sont les ins-
tances 20 et 40 clients de Dumas [11]. Chaque instance
est divisée en groupe de 5 problèmes (w20, w40, w60,
w80, w100). La différence entre les groupes est la lar-
geur des fenêtres de temps. Pour les problèmes w20,
les fenêtres de temps sont très petites entrainant une
propagation importante sur l’ordre des visites. En re-
vanche, avec les problèmes w100, les fenêtres de temps
sont beaucoup plus larges.

PathMaintain/NoGoods : La Figure 2 présente
les différents modèles (base, booléen et position)
couplés aux stratégies de recherche PathMaintain et
NogoodsRecording sur les instances à 20 clients.

Nous nous apercevons que le modèle de base n’est
pas compétitif par rapport aux deux autres modèles.
Au delà de w60, le modèle de base n’arrive pas à
résoudre les problèmes. Évidement, le modèle posi-
tion filtre beaucoup moins que le modèle booléen (le
nombre d’échecs pour le modèle position est supérieure
au modèle booléen). Cependant, pour des problèmes
avec des fenêtres de temps petites (w20, w40) le mo-
dèle position est plus rapide que le modèle booléen. De
plus, le schéma de branchement NogoodsRecording en-
trâıne une diminution du nombre d’échecs par rapport
à la stratégie de recherche PathMaintain. Cependant,
cette dernière n’est pas aussi performante que d’autres
schémas de branchement.

Couple modèle/stratégie de recherche : La Figure
3 montre les différents couples modèle/stratégie de
recherche sur les instances 40 clients pour des petites
fenêtres de temps (w20, w40) et les instances 20
clients pour le reste.

95



n2
0w

20

n2
0w

40

n2
0w

60

n2
0w

80

n2
0w

10
0

0.1

10

1,000

100,000

Instances

C
P

U
(s

)

n2
0w

20

n2
0w

40

n2
0w

60

n2
0w

80

n2
0w

10
0

1

10

100

1,000

10,000

100,000

1,000,000

Instances

N
u
m

b
er

of
fa

il
s

basePathMaintain
baseNoGoods
booleanPathMaintain
booleanNoGoods
positionPathMaintain
positionNoGoods
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Instances Résultats position/HeuriticPesant
[20], [12] Solution Temps(s) # d’échec

rc201.0 628.62p 628.62 0.59 97
rc201.1 654.70p 654.7 0.70 150
rc201.2 707.65p 707.65 0.17 2
rc201.3 422.54p 422.54 0.10 23
rc202.0 496.22p 496.22 0.56 50
rc202.1 426.53p 426.53 2.95 950
rc202.2 611.77p 611.77 5.60 958
rc202.3 627.85p 627.85 38.72 7573
rc203.0 . . 1200 198002
rc203.1 . . 1200 104930
rc203.2 . 617.46 148.8 24266
rc204.0 . 541.45 1.47 79
rc204.1 . 485.37 0.49 38
rc204.2 . . 1200 74351
rc205.0 511.65p 511.65 4.90 1452
rc205.1 491.22p 491.22 0.16 14
rc205.2 714.69f 715.34* 1200 418318
rc205.3 601.24p 601.24 38.14 10909
rc206.0 . 835.23* 1200 129235
rc206.1 . 664.73 2.06 254
rc206.2 655.37p 655.37 6.42 1219

rc207.0 806.69f 806.69 953.93 37390
rc207.1 726.36f 726.36 8.60 521
rc207.2 546.41p 546.41 0.90 55
rc208.0 . . 1200 48194
rc208.1 . 509.04 7.77 914
rc208.2 . 503.92 0.38 4

p : Optimal value from [20], f : Optimal value from
[12],* : Optimality not proved

Tableau 1 – Résultats des instances proposées par Pe-
sant et al. [20] avec le modèle position/heuristique de
Pesant

Tout d’abord, nous nous apercevons que les stra-
tégies de recherche dédiées à un modèle ne sont pas
performantes par rapport à l’heuristique Pesant et al.
ou MinDomNextPred. Ensuite, le modèle position est
efficace, en terme de temps de résolution, pour les pro-
blèmes avec des petites fenêtres de temps (w20, w40,
w60). Cependant, lorsque les fenêtres de temps de-
viennent larges, la vision globale apportée par le mo-
dèle booléen (modèle avec le plus fort raisonnement
de propagation) est plus performante. Enfin, la straté-
gie de recherche des NogoodsRecording ne semble pas
prometteuse.

Comparaison avec les résultats de la littérature :
Le Tableau 1 propose une comparaison des résultats
avec les différentes études en Programmation Par
Contraintes dans [20] et [12] sur les instances de
Solomon et Pesant et al..

Nous résolvons à l’optimum sept instances de plus
que les approches proposées dans [20] et [12]. Toute-
fois, l’optimum de l’instance rc205.2 n’est pas atteint

alors que [12] prouve l’optimalité. Les instances non
résolues sont les instances avec un nombre de clients
supérieur à 35. Notons que la totalité de ces bench-
marks a été résolue par [3].

8 Conclusion

Nous avons tout d’abord étudié trois modèles en
Programmation Par Contraintes pour le TSPTW pos-
sédant des niveaux de propagation différents. Nous
avons ensuite constaté que ces modèles étaient forte-
ment renforcés en remplaçant la contrainte Circuit
par WeightedCircuit couplée au calcul d’une borne
supérieure. Enfin, différentes stratégies de recherche
ont été testées. Cependant, on s’aperçoit que les stra-
tégies de recherche efficaces sont celles déjà largement
utilisées dans la littérature (HeuristiquePesant, Min-
DomNextPred). Cette étude constitue un travail pré-
liminaire pour évaluer l’intérêt d’un filtrage global
orienté par les coûts pour le TSPTW. Notre objectif
est de mettre en oeuvre ce filtrage sur des problèmes
plus généraux de tournées de véhicules.
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[18] Manuel López-Ibáñez and Christian Blum. Beam-
ACO for the travelling salesman problem with
time windows. Computers & Operations Re-
search, 37(9) :1570–1583, 2010.

[19] Jeffrey W. Ohlmann and Barrett W. Thomas. A
compressed-annealing heuristic for the traveling
salesman problem with time windows. INFORMS
Journal on Computing, 19(1) :80–90, 2007.

[20] Gilles Pesant, Michel Gendreau, Jean-Yves Pot-
vin, and Jean-Marc Rousseau. An exact

constraint logic programming algorithm for the
traveling salesman problem with time windows.
Transportation Science, 32(1) :12–29, 1998.

[21] Martin W.P. Savelsbergh. Local search in routing
problems with time windows. Annals of Opera-
tions Research, 4(1) :285–305, 1985.

[22] Marius M. Solomon. Algorithms for the vehicle
routing and scheduling problems with time win-
dow constraints. Operations Research, 35(2) :254–
265, 1987.

[23] Christine L. Valenzuela and Antonia J. Jones. Es-
timating the Held-Karp lower bound for the geo-
metric TSP. European Journal of Operational Re-
search, 102(1) :157–175, 1997.

[24] Pascal Van Hentenryck and Jean-Philippe Ca-
rillon. Generality versus specificity : An expe-
rience with AI and OR techniques. In AAAI,
pages 660–664, 1988.

[25] Nikolaj van Omme, Laurent Perron, and Vincent
Furnon. or-tools user’s manual. Technical report,
Google, 2014.

98



Actes JFPC 2015
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Résumé

Des efforts considérables en recherche ont été dé-
ployés pour la conversion d’une instance CSP non-binaire
en une instance CSP binaire équivalente. Ces travaux
peuvent être subdivisés en deux. Les premiers ont été
consacrés à l’étude du codage binaire des instances non-
binaires. Trois codages ont été proposés à savoir le co-
dage dual, le codage par variables cachées et le codage
double. Malheureusement, ces codages ne permettent
pas d’utiliser des propriétés et des résultats intéressants
restrictifs au cas binaire. Les deuxièmes consistent à
transformer chaque contrainte non-binaire en un en-
semble de contraintes binaires, l’instance obtenue est
appelée primale. Malheureusement, cette transformation
ne préserve pas la satisfiabilité.

Dans cet article, nous proposons deux conditions
dont la présence garantit de pouvoir remplacer une
contrainte non-binaire en un ensemble de contraintes
binaires, tout en préservant la satisfiabilité. Une étude
expérimentale prouve que notre approche n’est pas ar-
tificielle puisque certains benchmarks ternaires peuvent
être transformés en instances binaires équivalentes et par
la suite être efficacement résolues par des algorithmes de
l’état de l’art comme MAC.

Abstract

Considerable research efforts have been focused on
the translation of non-binary CSP into an equivalent bi-
nary CSP. Most of this work was devoted to studying
the binary encoding of non-binary CSP. Three enco-
dings have been proposed namely dual encoding, hid-
den variable encoding and double encoding. Unfortuna-
tely, such encodings do not allow to use some properties
and interesting results defined only for the binary case.

∗Ce travail est soutenu par l’Agence Nationale de la Re-
cherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).

Another work consists in transformating each non-binary
constraint into a set of binary constraints, the obtained
CSP is called primal. Unluckily, this transformation does
not preserve satisfiability.

In this paper, we will propose some conditions, if
they hold, a non-binary constraint can be decomposed
into a set of binary constraints while preserving satisfia-
bility. An experimental study proves that our approach
is not artificial since some ternary benchmarks can be
transformed into equivalent binary instances and effec-
tively solved by MAC.

1 Introduction

Le problème de satisfaction de contraintes (CSP,
[21]) constitue un formalisme important pour exprimer
et résoudre efficacement plusieurs problèmes du monde
réel. La majorité de ces problèmes s’expriment sous la
forme d’instances CSP d’arité quelconque. Théorique-
ment, il est bien connu que toute instance d’arité quel-
conque peut être transformée en temps polynomial en
instance binaire. Pour ce fait, nous avons principale-
ment deux approches : soit en utilisant un des codages
binaires connus tel que le codage dual [8], le codage
par variable cachée [9] et le codage double [24] ou en
convertissant (on dit aussi en décomposant) chaque
contrainte non-binaire en un ensemble de contraintes
binaires [8].

La première approche consiste à définir des nouvelles
contraintes binaires sans convertir les contraintes ori-
ginelles. Elle est basée sur les codages binaires, inspi-
rés des représentations graphiques des instances non-
binaires, pour obtenir une instance binaire équivalente
sans décomposer aucune contrainte originelle (ou sa
relation associée). Malheureusement, aucun de ces co-
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dages n’a permis d’utiliser explicitement certaines pro-
priétés intéressantes, comme la substitution et l’inter-
changeabilité [14] ou quelques autres qui portent sur
l’identification de classes polynomiales ou l’applica-
tion de certaines cohérences. En effet, appliquer cer-
tains niveaux de cohérences [25, 1] ou prouver l’ap-
partenance à certaines classes polynomiales [6] de cer-
taines instances non-binaires est souvent NP-difficile,
ceci est peut être dû à la non-conversion de contraintes
non-binaires. La seconde approche vise à décompo-
ser toutes les contraintes non-binaires en un ensemble
de contraintes binaires. Naturellement, cette approche
n’a pas été développée par la suite vu qu’elle ne pré-
serve pas la satisfiabilité.

Récemment, certains travaux ont montré l’intérêt de
l’utilisation d’une version binaire des instances non-
binaires d’un point de vue graphique [11]. En effet,
la microstructure [19] d’une instance non-binaire exige
l’utilisation des hypergraphes alors qu’une instance bi-
naire peut être représentée par un graphe simple. Dans
la littérature, la théorie des graphes s’avère être plus
riche que celle des hypergraphes et l’utilisation de ces
derniers semble être plus compliquée que les graphes.
En plus, il est plus simple de calculer certains pa-
ramètres graphiques comme la largeur ou de vérifier
quelques propriétés telle que l’acyclicité d’un graphe
plutôt qu’un hypergraphe. Par ailleurs, certains autres
travaux ont prouvé que l’extension de quelques classes
polynomiales aux instances non-binaires peut être ef-
ficacement réalisée en utilisant les microstructures ba-
sées sur les codages binaires [10]. Cette tâche reste
difficile à accomplir avec la définition de Cohen [3] qui
s’appuie sur le complément d’un hypergraphe et qui ne
se réfère pas aux codages binaires. En fait, cette notion
pose plusieurs questions dont la principale consiste à
savoir s’il faudrait considérer toutes les hyperarêtes
qui correspondent aux relations universelles, à l’image
de la notion de complémentaire de graphe dans le cas
binaire. Mais dans ce cas, la taille de l’hypergraphe
serait potentiellement exponentielle en fonction de la
taille de l’instance.

Dans ce papier, nous nous intéressons à la conversion
des contraintes non-binaires en contraintes binaires en
préservant la satisfiabilité. Pour cela, nous allons dans
un premier temps nous référer à la théorie des bases de
données relationnelles pour définir une première règle
pour la décomposition d’une contrainte en un ensemble
de contraintes binaires sans perte de satisfiabilité. Pour
le cas ternaire (instance d’arité trois), nous montrerons
que chaque contrainte satisfaisant cette règle peut être
remplacée par deux contraintes binaires. Dans un se-
cond temps, nous allons introduire une nouvelle règle,
différente de la première, pour décomposer aussi les
contraintes non-binaires, en préservant la cohérence.

Pour le cas ternaire, une telle contrainte sera décom-
posée en trois contraintes binaires. Une partie de ce
travail sera consacrée à étudier des propriétés autour
de la décomposition, comme la complexité et la rela-
tion avec certaines classes polynomiales existantes.

Dans la section suivante, nous rappelons certaines
définitions et notations nécessaires qui seront par la
suite utilisées dans le reste de ce papier. Dans les sec-
tions 3 et 4, nous proposerons les deux règles permet-
tant la décomposition des contraintes sans modifier la
cohérence du problème de départ. En plus de certains
résultats théoriques, notre étude est accompagnée de
quelques résultats expérimentaux prouvant l’applica-
bilité de notre approche et certains liens avec les classes
polynomiales. Avant de conclure, nous appliquons nos
règles sur certaines contraintes bien particulières tel
que les contraintes globales.

2 Préliminaires

Le problème de satisfaction de contraintes constitue
un formalisme important pour exprimer et résoudre
efficacement plusieurs problèmes réels en intelligence
artificielle et en recherche opérationnelle.

Formellement, une instance CSP est définie comme
suit :

Définition 1 (instance CSP) Une instance CSP
est un triplet I = (V,D,C), où V = {V1, ..., Vn} est un
ensemble fini de n variables, D = {D1, ..., Dn} est un
ensemble fini de domaines contenant au plus d va-
leurs, un pour chaque variable et C = {C1, ..., Ce} est
un ensemble de e contraintes. Chaque contrainte Ci

est un couple (S(Ci), R(Ci)) avec :
– S(Ci) = {Vi1 , ..., Vini

} ⊆ V , la portée de la
contrainte,

– R(Ci) ⊆ Di1 × ...×Diai
, la relation qui autorise

r tuples (compatibilité de valeurs).

Nous supposons que toute variable apparâıt au moins
dans la portée d’une contrainte. |S(Ci)| est l’arité de
la contrainte Ci (c’est-à-dire, le nombre de variables
sur lesquelles porte la contrainte ci) et elle sera no-
tée ai . Si la contrainte est d’arité deux, elle est dite
binaire et elle sera notée Cij avec S(Cij) = {Vi, Vj}.
Si toutes les contraintes d’une instance I sont binaires
alors I est dite binaire. Sinon (cas général), I est dite
non-binaire (ou d’arité quelconque). Nous signa-
lons que le cas ternaire est évoqué quand toutes les
contraintes sont d’arité inférieure ou égale à trois.

Nous continuons avec les deux notations suivantes
qui seront nécessaires pour la suite :

Notation 1 (projection d’un(e) tuple/relation)

Étant donnés une contrainte Ci, un tuple ti ∈ R(Ci)
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et un ensemble de variables {Vi1 , ..., Vik} ⊆ S(Ci) :
ti[{Vi1 , ..., Vik}] = (vj ∈ ti | Vj ∈ {Vi1 , ..., Vik})
est la projection du tuple ti sur {Vi1 , ..., Vik}.
R(Ci)[{Vi1 , ..., Vik}] = {ti[{Vi1 , ..., Vik}] | ti ∈ R(Ci)}
est la projection de R(Ci) sur {Vi1 , ..., Vik}.

Notation 2 (restriction d’une contrainte)

Étant donnée une contrainte Ci, Ci[{Vi1 , ..., Vik}] est
la restriction de Ci sur {Vi1 , ..., Vik} (⊆ S(Ci)).
Si nous notons C` = Ci[{Vi1 , ..., Vik}], alors
S(C`) = {Vi1 , ..., Vik} et R(C`) = R(Ci)[{Vi1 , ..., Vik}].

Étant donnée une instance I, la question fondamen-
tale est de décider si I a une solution (une affecta-
tion d’une valeur à chaque variable de I qui satisfait
toutes les contraintes), problème bien connu comme
étant NP-complet même pour le cas binaire.

Dans [8], les auteurs ont introduits une nouvelle mé-
thode pour convertir une instance non-binaire en une
instance binaire. Malheureusement, cette transforma-
tion ne préserve pas la satisfiabilité, c’est-à-dire l’en-
semble de solutions de l’instance initiale n’est pas for-
cément égal à celui de l’instance transformée.

R(C`)
Vi Vj Vk
vi vj vk
v′i vj v′k
v′i v′j vk

R(Cij) R(Cjk) R(Cik)
Vi Vj Vj Vk Vi Vk
vi vj vj vk vi vk
v′i vj vj v

′
k v′i v

′
k

v′i v
′
j v′j vk v′i vk

Figure 1 – Une relation associée à une contrainte non-
binaire R(C`) transformée en trois contraintes dont les
relations sont R(Cij), R(Cjk) et R(Cik).

La figure 1 montre que les trois relations
(R(Cij),R(Cjk) et R(Cik)), obtenues après avoir dé-
composée la contrainte non-binaire C`, autorise l’af-
fectation (v′i, vj , vk) qui n’est pas autorisée par R(C`).
Par conséquent, cette conversion ne préserve pas la sa-
tisfiabilité. Dans les sections suivantes, nous propose-
rons deux conditions pour décomposer les contraintes
tout en préservant la satisfiabilité.

Pour des raisons de simplicité, nous supposons, dans
la suite, que toutes les contraintes sont données en ex-
tension. Nous rappelons que toute contrainte en inten-
sion peut être transformée en une contrainte en exten-
sion.

3 Décomposition basée sur la dépendance
multivaluée

Dans cette partie, nous illustrerons la première
règle, basée sur la dépendance multivaluée, pour dé-
composer les contraintes non-binaires en contraintes

binaires équivalentes. Dans la théorie des bases de don-
nées relationnelles, le concept de dépendance multiva-
luée a été initialement introduit par Fagin dans [13]
pour décomposer et éliminer certaines redondances au-
torisées par la forme normale de Boyce Codd [2]. Du
fait qu’une relation satisfait la dépendance multiva-
luée, elle est décomposable en deux relations sans perte
de satisfiabilité. Ici, nous appliquons cette règle sur les
instances non-binaires afin d’obtenir des instances bi-
naires.

Nous commençons par une règle permettant de dé-
composer une contrainte C` en deux contraintes d’arité
inférieure à a`. Avant cela, nous énonçons la notation
suivante :

Notation 3 Nous notons par VI un sous-ensemble
non-vide de aI variables de V ({Vi1 , ..., ViaI

} | ∀1 ≤
k ≤ aI , Vik ∈ V }). vI note le tuple (vi1 , ..., viaI

) conte-
nant une valeur pour chaque variable de VI .

Cette notation est nécessaire pour les contraintes
d’arité quelconque.

Définition 2 (dépendance multivaluée [13])
Une contrainte d’arité quelconque C` satisfait la
dépendance multivaluée (MvD pour multivalued de-
pendency) s’il existe trois sous-ensembles disjoints de
variables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪VJ ∪VK et
VI � VJ , VK et ∀vI ∈ R(C`)[VI ],∀vJ , v′J ∈ R(C`)[VJ ]
et ∀vK , v′K ∈ R(C`)[VK ] tel que si
• (vI , vJ , vK) ∈ R(C`)
• (vI , v

′
J , v
′
K) ∈ R(C`)

alors,
• (vI , v

′
J , vK) ∈ R(C`) et

• (vI , vJ , v
′
K) ∈ R(C`)

Dans ce cas, nous pouvons noter VI � VJ , VK . Une
instance non-binaire I = (V,D,C) satisfait la dépen-
dance multivaluée si chaque contrainte d’arité quel-
conque C` ∈ C satisfait MvD.

Plus clairement, satisfaire MvD permet de décompo-
ser une contrainte C` en deux contraintes équivalentes
d’arité inférieure à a`.

Proposition 1 Si une contrainte d’arité quelconque
C` satisfait MvD, alors elle est décomposable en deux
contraintes C ′` et C ′′` d’arité inférieure à a` en préser-
vant la satisfiabilité.

Preuve : (par l’absurde) Soit C` une contrainte d’arité
quelconque qui satisfait MvD, nous prouvons par l’ab-
surde que la décomposition de contraintes MvD pré-
serve la satisfiabilité. Donc, nous supposons qu’il existe
une affectation A qui ne viole aucune des nouvelles
contraintes (obtenues après décomposition) sans satis-
faire la contrainte originelle C`. Comme C` satisfait
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MvD, il existe trois sous-ensembles disjoints de va-
riables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et
VI � VJ , VK . Ainsi, nous pouvons exprimer A comme
(vI , vJ , vK). Comme A viole C`, nous devons évidem-
ment avoir deux tuples t1 et t2 appartenant à R(C`)
tel que

– t1[VI ] = vI , t1[VJ ] = vJ et t1[VK ] = v′K ,
– t2[VI ] = vI , t2[VJ ] = v′J et t2[VK ] = vK .

Nous précisons que vK doit absolument être différent
de v′K (pareillement pour vJ et v′J) sinon A ne viole
pas C`. Dans cette direction, nous avons
• (vI , vJ , v

′
K) ∈ R(C`)

• (vI , v
′
J , vK) ∈ R(C`)

Or, par définition de MvD, nous aurons
• (vI , vJ , vK) ∈ R(C`) (1) et
• (vI , v

′
J , v
′
K) ∈ R(C`) (2).

Finalement, (1) contredit notre hypothèse. Par consé-
quent, la décomposition de contraintes MvD préserve
la satisfiabilité. 2

Sémantiquement, une contrainte C` est décompo-
sable s’il existe deux sous-ensembles de variables non-
disjoints X,Y ( S(C`) tel que R(C`) est la jointure
de R(C`)[X] et R(C`)[Y ].

Exemple 1 Cet exemple illustre le cas d’une
contrainte C` d’arité quatre et sa relation asso-
ciée. En considérant VI = {Vi, Vm}, VJ = {Vj} et
VK = {Vk}, C` satisfait MvD, donc elle est décom-
posable en deux contraintes C ′` et C ′′` . Les tables
ci-dessous représentent les relations R(C`), R(C ′`) et
R(C ′′` ).

R(C`)
Vi Vm Vj Vk
vi vm vj v′k
vi vm v′j vk
vi vm v′j v′k
vi vm vj vk
v′i v′m vj vk

R(C ′`) R(C ′′` )
Vi Vm Vj Vi Vm Vk
vi vm vj vi vm vk
vi vm v′j vi vm v′k
v′i v

′
m vj v′i v

′
m vk

Pour le cas ternaire, satisfaire la dépendance mul-
tivaluée garantie la décomposition de la contrainte en
deux contraintes binaires sans perte de satisfiabilité.

D’une façon générale, être MvD permet la décom-
position d’une contrainte d’arité quelconque en deux
contraintes d’arité inférieure à celle de la contrainte
originelle et qui ne sont pas forcément toutes les
deux binaires. Pour cela, nous définissons une nou-
velle forme récursive de la dépendance multivaluée qui
permettra de décomposer les contraintes d’arité quel-
conque en un ensemble de contraintes binaires équiva-
lentes.

Définition 3 (dépendance multivaluée décrémentale)
Une contrainte C` d’arité a` ≥ 3 satisfait la dé-

pendance multivaluée décrémentale (DMvD pour
decremental multivalued dependency) si

1. il existe trois sous-ensembles disjoints de variables
VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et C`

satisfait MvD

2. aI + aJ ≥ 3 alors C`[VI ∪ VJ ] satisfait DMvD.

3. aI + aK ≥ 3 alors C`[VI ∪ VK ] satisfait DMvD.

Une instance non-binaire I = (V,D,C) satis-
fait la dépendance multivaluée décrémentale si chaque
contrainte non-binaire C` ∈ C est DMvD.

Nous devons maintenant montrer que satisfaire
DMvD permet à la contrainte d’être remplacée par
un ensemble de contraintes binaires équivalentes. In-
tuitivement, et d’après la définition précédente, si une
contrainte C` satisfait DMvD, elle sera récursivement
décomposée selon la proposition 1 en commençant
par décomposer C` en deux contraintes équivalentes
d’arité inférieure à celle de C` et nous continuons
avec les nouvelles contraintes jusqu’à l’obtention de
contraintes binaires. Le théorème suivant montre que
cette règle de décomposition préserve la satisfiabilité.

Théorème 1 Si une contrainte C` est DMvD, alors
elle est décomposable en un ensemble de contraintes
binaires sans perte de satisfiabilité.

Preuve : (par induction) Il est clair que DMvD est
définie récursivement en respectant MvD. Donc, nous
allons prouver par induction que quelles que soient la
contrainte C` et son arité a`, si C` satisfait DMvD alors
elle sera décomposée en un ensemble de contraintes
binaires sans perte de satisfiabilité.

– cas de base : pour a` = 3, nous pouvons consta-
ter d’après le théorème 1 que si une contrainte
ternaire satisfait MvD, alors elle est décomposable
en deux contraintes d’arité inférieure (obligatoire-
ment 2) sans perte de satisfiabilité.

– hypothèse d’induction : nous supposons que
les contraintes DMvD avec une arité a` ≤ p − 1
sont décomposables en un ensemble de contraintes
binaires sans perte de satisfiabilité.

– cas inductif : nous prouvons que c’est le cas
aussi quand a` = p. Comme C` est DMvD, elle
est donc décomposable en deux contraintes C ′` et
C ′′` sans perte de satisfiabilité, chacune a une arité
inférieure à p. Nous avons aussi supposé que lors-
qu’une contrainte satisfait DMvD et son arité est
inférieure à p, elle est décomposable en un en-
semble de contraintes binaires en préservant la
satisfiabilité.

DMvD préserve la satisfiabilité quelle que soit l’arité
de la contrainte. 2

Nous étudions maintenant la complexité de vérifi-
cation de cette propriété et nous montrons qu’elle est
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polynomiale seulement quand les trois sous-ensembles
disjoints VI , VJ et VK sont donnés à l’avance.

Proposition 2 Étant donnés une contrainte C` et
trois sous-ensembles disjoints de variables VI , VJ et
VK tel que S(C`) = VI∪VJ∪VK , vérifier si C` satisfait
DMvD par rapport aux trois sous-ensembles disjoints
VI , VJ et VK peut être réalisé en temps polynomial.

Preuve : Pour trois sous-ensembles disjoints de va-
riables VI , VJ et VK donnés tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪
VK , nous aurons besoin de O(a`.r

2.log(r)) pour véri-
fier si la contrainte C` satisfait DMvD.

– r2 pour énumérer les tuples,
– log(r) pour tester l’appartenance des tuples à la

relation associée à la contrainte,
– a` ou plus précisément a` − 2 pour appliquer ré-

cursivement le test sur les nouvelles contraintes.
La complexité de la décomposition est O(r.a2

`) :
– r pour parcourir les tuples de la contrainte C`,
– a2

` ou plus précisément a`(a`−1)/2 qui correspond
au nombre maximal de contraintes binaires.

Par conséquent, vérifier si une contrainte satisfait
DMvD et par la suite la décomposer est réalisable en
temps polynomial. 2

La contrainte C` de l’exemple 1 satisfait DMvD
parce que C ′` et C ′′` sont d’arité trois et sont MvD.

Pour le cas ternaire, cette propriété peut évidem-
ment être vérifiée en temps polynomial et il existe un
algorithme (Algorithme 1) en O(er2.log(r)) pour vé-
rifier si une instance ternaire I pourrait être transfor-
mée en une instance binaire équivalente en respectant
la propriété MvD. La décomposition d’une contrainte
MVD nécessite un temps linéaire O(r) (O(er) pour
décomposer toutes les contraintes).

Algorithm 1: Tester si les contraintes d’une instance

ternaire sont décomposables

function Tester Decomposition(I = (V,D,C) : CSP) : Booléen
foreach C` ∈ C avec S(C`) = {Vi, Vj , Vk} do

if (not TESTER CONTRAINTE(C`,Vi, Vj , Vk)) et
(not TESTER CONTRAINTE(C`,Vj , Vi, Vk)) et (not
TESTER CONTRAINTE(C`,Vk, Vj , Vi)) then

return faux

return vrai
end function
function Tester Contrainte( C` : Contrainte, Vi, Vj , Vk :
Variable) : Booléen
for t`, t

′
` ∈ R(C`) avec t`[{Vi}] = t′`[{Vi}] do

if ((t`[{Vj}] 6= t′`[{Vj}]) et (t`[{Vk}] 6= t′`[{Vk}]))
then

if (((t`[{Vi}], t′`[{Vj}], t`[{Vk}]) /∈ R(C`)) ou
((t`[{Vi}], t`[{Vj}], t′`[{Vk}]) /∈ R(C`))) then

return faux

return vrai
end function

Nous pouvons immédiatement constater qu’une
nouvelle classe polynomiale pourrait être définie pour

les instances ternaires bivalentes 1.

Proposition 3 La classe des instances ternaires bi-
valentes qui satisfont MvD est polynomiale.

Preuve : Dans [15, 4], une classe polynomiale pour
CSP est un ensemble (fini ou infini) d’instances pour
lesquelles il existe deux algorithmes de complexité po-
lynomiale, un premier pour la reconnaissance d’ins-
tances et un second pour les résoudre. Comme nous
l’avons mentionné auparavant, O(er2.log(r)) est suf-
fisant pour vérifier si une instance ternaire satisfait
la MvD. Pour la résolution, nous commençons par
convertir l’instance en instance binaire, ce qui nécessite
O(er) en temps. Ensuite, nous savons que les instances
binaires bivalentes définissent une classe polynomiale
[7] dont la cohérence de chemin est une procédure de
décision. Donc, il faut O(n3d3) pour appliquer PC-4
[17] afin d’avoir une instance globalement cohérente
[7]). 2

Nous avons effectué une étude expérimentale sur
701 instances ternaires de la la compétition CP 2 pour
tester l’applicabilité de notre approche en pratique.
Finalement, nous avons obtenu un total de résultats
pour 581 instances, nous précisons que nous avons fixé
une durée d’une heure pour chaque benchmark et que
notre bibliothèque ne couvre pas les instances avec
des contraintes globales. 72 benchmarks ont été dé-
tectés comme étant MvD parmi lesquels nous pouvons
citer les familles pseudo/primeDimacs, pseudo/par,
pseudo/garden et pseudo/aim. Nous notons que tous
ces benchmarks appartiennent à la classe polynomiale
définie dans la proposition 3. De plus, la version trans-
formées de ces benchmarks est mieux résolue par
MAC[22] que celui de la version ternaire (y compris
le temps de décomposition).

La table 1 montre quelques autres résultats des
benchmarks donts les contraintes ne respectent pas
toutes MvD. Les notations suivantes signifient :

– Family : nom de famille de benchmarks
– N : nombre d’instances ternaires testées de cette

famille
– n : nombre de variables
– e/e’ : nombre de contraintes / nombre de

contraintes ternaires
– E : nombre de contraintes décomposables.

Pour le cas général, si nous ne connaissons pas la ré-
partition de variables en trois sous-ensembles disjoints,
la vérification de cette propriété semble être plus com-
plexe.

1. Une instance CSP est dite bivalente si la taille de tous les
domaines de variables est inférieure ou égale à deux.

2. voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08 pour plus de
détails.
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Family N n e/e’ E

ssa 1 757 847/479 460
aim-100 24 100 263/261 136
primes-* 16 100 46/23 16
travellingSalesman-* 30 69 290/23 1

Table 1 – Résultats expérimentaux de certains bench-
marks ternaires montrant le nombre de contraintes
MvD.

Théorème 2 Étant donnée une contrainte C`, véri-
fier si C` satisfait DMvD est NP-complet.

Preuve : Non détaillée par manque d’espace. Nous
spécifions que la preuve s’appuie sur une réduction
polynomiale du problème 3-SAT connu pour être NP-
complet. 2

Nous pouvons aussi définir un niveau plus élevé de
MvD pour les contraintes non-binaires.

Définition 4 (dépendance multivaluée forte)

Étant donnée une contrainte C` avec a` ≥ 3, nous
disons que C` satisfait la dépendance multivaluée forte
(SMvD pour strong multivalued dependency) si quels
que soient les trois sous-ensembles disjoints de va-
riables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI∪VJ∪VK , nous
avons C` satisfait DMvD. Une instance non-binaire
I = (V,D,C) satisfait la dépendance multivaluée forte
si chaque contrainte non-binaire C` ∈ C est SMvD.

Revenons à l’exemple 1, la contrainte C` n’est pas
SMvD car si on considère VI = {Vj , Vk}, VJ = {Vi} et
VK = {Vm}, C` ne satisfait pas DMvD.

Avant de conclure cette section, nous devons préci-
ser les points suivants. Pour une contrainte C` avec
S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK , si nous n’avons pas VI �
VJ , VK nous ne pouvons rien infirmer à propos de
VJ � VI , VK et VK � VI , VJ . Nous signalons éga-
lement que si VJ � VI , VK et VK � VI , VJ nous ne
pouvons rien confirmer pour VI � VJ , VK .

4 Décomposition basée sur l’interdépen-
dance

Dans cette section, nous présentons une nouvelle
règle, que nous appelons interdépendance, permet-
tant la décomposition de contraintes non-binaires sans
perte de satisfiabilité. L’interdépendance est définie
comme suit :

Définition 5 (interdépendance) Une contrainte
C` d’arité a` ≥ 3 satisfait l’interdépendance
(ID pour interdependency) s’il existe trois sous-
ensembles disjoints de variables VI , VJ et VK

tel que ∀vI ∈ R(C`)[VI ],∀vJ , v′J ∈ R(C`)[VJ ] et
∀vK , v′K ∈ R(C`)[VK ] si
• (vI , vJ , vK) ∈ R(C`)
• (vI , v

′
J , v
′
K) ∈ R(C`)

alors il n’existe aucun v′I tel que
• (v′I , v

′
J , vK) ∈ R(C`) ou

• (v′I , vJ , v
′
K) ∈ R(C`)

Dans ce cas, nous disons aussi que VI , VJ et VK
sont interdépendants (ID). Une instance I = (V,D,C)
satisfait l’interdépendance si chaque contrainte non-
binaire C` ∈ C satisfait ID.

Comme pour la dépendance multivaluée, une
contrainte C` dont la portée peut être partitionnée
en trois sous-ensembles disjoints de variables interdé-
pendants est décomposable en trois contraintes d’arité
inférieure à celle de la contrainte originelle.

Théorème 3 Si une contrainte d’arité quelconque
C` satisfait ID, alors elle est décomposable en trois
contraintes C`[VI ], C`[VJ ] et C`[VK ] sans perte de sa-
tisfiabilité.

Preuve : (par l’absurde) Soit C` une contrainte
d’arité quelconque qui satisfait ID, nous prouvons
par l’absurde que la décomposition de contraintes ID
préserve la satisfiabilité. Donc, nous supposons qu’il
existe une affectation A qui ne viole aucune nouvelles
contraintes (obtenues après décomposition) sans satis-
faire la contrainte originelle C`. Donc, il existe trois
sous-ensembles disjoints de variables VI , VJ et VK tel
que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et C` satisfait ID. Dans
ce cas, nous pouvons exprimer A comme (vI , vJ , vK).
Comme A viole C`, il existe trois tuples t1, t2 et t3
appartenant à R(C`) tel que

– t1[VI ] = vI , t1[VJ ] = vJ et t1[VK ] = v′K (1),
– t2[VI ] = vI , t2[VJ ] = v′J et t2[VK ] = vK (2),
– t3[VI ] = v′I , t3[VJ ] = vJ et t3[VK ] = vK (3).

Nous précisons que vI doit être différent de v′I (pa-
reillement pour vJ , vK et v′J , v′K). Autrement, A ne
viole pas C`. Dans ce cas, nous pouvons écrire
• (vI , vJ , v

′
K) ∈ R(C`)

• (vI , v
′
J , vK) ∈ R(C`)

et par définition de ID, il n’existe aucun v′I 6= vI tel
que
• (v′I , vJ , vK) ∈ R(C`) (a)

ce qui se contredit avec (3) et donc la décomposition
de contraintes ID préserve la satisfiabilité. 2

Exemple 2 Ce deuxième exemple illustre le cas d’une
contrainte C` d’arité quatre et sa relation associée. En
considérant VI = {Vi}, VJ = {Vm, Vj} et VK = {Vk},
C` satisfait ID, donc elle est décomposable en trois
contraintes C ′`, C

′′
` et C ′′′` . Les tables ci-dessous repré-

sentent les quatre relations R(C`), R(C ′`), R(C ′′` ) et
R(C ′′′` ).
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R(C`)
Vi Vm Vj Vk
vi v′m v′j vk
vi vm vj v′k
v′i vm v′j v′k

R(C ′`) R(C ′′` ) R(C ′′′` )
Vi Vm Vj Vm Vj Vk Vi Vk
vi v

′
m v′j v′m v′j vk vi vk

vi vm vj vm vj v
′
k vi v

′
k

v′i vm v′j vm v′j v
′
k v′i v

′
k

Malheureusement, l’interdépendance ne garantie
pas la décomposition de contraintes non-binaires en
contraintes binaires équivalentes. Pour cela, nous in-
troduisons l’interdépendance décrémentale.

Définition 6 (interdépendance décrémentale)

Étant donnée une contrainte C` avec a` ≥ 3, nous
disons que C` satisfait l’interdépendance décrémentale
(DID pour decremental interdependency) si

1. il existe une partition VI , VJ et VK tel que
S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et C` satisfait ID

2. aI + aJ ≥ 3 alors C`[VI ∪ VJ ] satisfait DID.

3. aI + aK ≥ 3 alors C`[VI ∪ VK ] satisfait DID.

4. aJ + aK ≥ 3 alors C`[VJ ∪ VK ] satisfait DID.

Une instance non-binaire I = (V,D,C) satisfait
l’interdépendance décrémentale si chaque contrainte
non-binaire C` ∈ C est DID.

Nous pouvons maintenant déduire que DID est une
condition suffisante pour décomposer une contrainte
non-binaire en un ensemble de contraintes binaires
équivalentes. Comme nous l’avons mentionné dans la
définition précédente, la contrainte C` sera récursive-
ment décomposée en respectant la proposition 3.

Théorème 4 Si une contrainte C` satisfait DID,
alors elle sera décomposée en un ensemble de
contraintes binaires sans perte de satisfiabilité.

Preuve : (par induction) Il est clair que DID est ré-
cursivement définie et basée sur ID. Nous prouvons par
induction que quelle que soit l’arité a` de la contrainte
C` la décomposition de contraintes qui satisfont DID
préserve la satisfiabilité.

– cas de base : pour a` = 3, nous avons mon-
tré dans le théorème 3 que la décomposition de
contraintes ID préserve la satisfiabilité.

– hypothèse d’induction : nous supposons que la
satisfiabilité est préservée pour a` ≤ p− 1.

– cas inductif : nous prouvons qu’elle restera pré-
servée quand a` = p. Comme C` satisfait DID,
elle est donc décomposable en trois contraintes bi-
naires C`[VI∪VJ ], C`[VJ ∪VK ] et C`[VI∪VK ] sans
perte de satisfiabilité, chacune de ses nouvelles
contraintes a une arité inférieure à p. Nous avons
supposé que lorsqu’une contrainte satisfait DID et
son arité est inférieure à p, elle est récursivement
décomposable en un ensemble de contraintes bi-
naires sans perte de satisfiabilité.

La décomposition de contraintes DID préserve la sa-
tisfiabilité quelle que soit l’arité de la contrainte. 2

Nous pouvons constater que la contrainte C` de
l’exemple 2 est DID car les deux contraintes d’arité
trois C ′` et C ′′` satisfont évidemment ID.

Étant donnés une contrainte C` et trois sous-
ensembles disjoints de variables VI , VJ et VK tel que
S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK , vérifier si C` satisfait DID par
rapport à VI , VJ et VK peut se réaliser en temps po-
lynomial. Par contre, dans le cas général, déterminer
s’il existe trois sous-ensembles disjoints VI , VJ et VK
tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK est NP-complet.

Proposition 4 Étant donnés une contrainte C` et
trois sous-ensembles disjoints de variables VI , VJ et
VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK , vérifier si C` satis-
fait DID par rapport à VI , VJ et VK peut se réaliser
en temps polynomial.

Preuve : Similaire à la preuve de la proposition 2 2.

Théorème 5 Étant donnée une contrainte C`, tester
s’il existe trois sous-ensembles disjoints de variables
VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et VI , VJ
et VK sont DID est NP-complet.

Preuve : Supprimée pour manque d’espace. comme
pour le théorème 2, nous devons encore spécifier que
cette preuve repose sur une réduction polynomiale du
problème 3-SAT bien connu pour être NP-complet. 2

Contrairement à la dépendance multivaluée, l’in-
terdépendance est symétrique, c’est-à-dire si une
contrainte C` avec S(C`) = {Vi, Vj , Vk} est ID par
rapport à la variable Vi, elle le sera aussi par rapport
aux variables Vj et Vk. Par conséquent, nous n’avons
pas à tester la propriété pour les trois variables, il suffit
d’avoir un résultat d’une variable de S(C`).

Pour le cas ternaire, cette propriété peut être véri-
fiée, pour une contrainte donnée, en temps polynomial
(O(d.r2log(r))) alors que la décomposition d’une telle
contrainte peut se réaliser en temps linéaire (O(r)).
Ceci nous conduit à la proposition suivante.

Proposition 5 La classe d’instances ternaires biva-
lentes qui satisfont l’interdépendance est polynomiale.

Preuve : Similaire à la preuve de la proposition 3. 2
D’un point de vue expérimental, tous les bench-

marks qui satisfont MvD sont aussi ID en plus de
certaines autres instances de la famille primes-20 et
primes-30. Toutes ces instances satisfont soit la classe
polynomiale décrite dans la proposition 5, soit BTP 3

3. Une instance binaire I satisfait Broken Triangle Pro-
perty (BTP) par rapport à un ordre sur les variables < si,
pour tout triplet de variables (Vi, Vj , Vk) tel que Vi < Vj < Vk,
si (vi, vj) ∈ R(Cij), (vi, v

′
k) ∈ R(Cik) et (vj , v

′′
k ) ∈ R(Cjk),

alors soit (vi, v
′′
k ) ∈ R(Cik), soit (vj , v

′
k) ∈ R(Cjk).
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Family N n e/e’ E

ssa 1 757 847/479 273
pret 8 105 70/70 35
dubois 13 98 65/65 64
travellingSalesman-* 30 69 290/23 1

Table 2 – Résultats expérimentaux sur quelques
benchmarks ternaires montrant le nombre de
contraintes ID.

[5] ou soit DBTP 4 [10]. De plus, les instances binaires
obtenues sont mieux résolues par MAC que les ins-
tances ternaires originelles.

Pour quelques instances appartenant à dubois, pret
et primes, toutes les contraintes ternaires sauf une ont
été remplacées par des contraintes binaires. Globale-
ment, nous avons réussi à convertir 86 benchmarks de
581 considérés (ce qui représente environ 14% au to-
tal).

Maintenant, nous définissons l’interdépendance
forte.

Définition 7 (interdépendance forte) Étant don-
née une contrainte C` avec a` ≥ 3, nous disons que
C` satisfait l’interdépendance forte (SID pour strong
interdependency) si pour chaque trois sous-ensembles
disjoints de variables VI , VJ et VK tel que S(C`) =
VI ∪ VJ ∪ VK , nous avons C` satisfait DID. Une ins-
tance non-binaire I = (V,D,C) satisfait l’interdépen-
dance forte si chaque contrainte non-binaire C` ∈ C
satisfait SID.

Pour l’exemple 2, la contrainte C` ne satisfait pas
l’interdépendance forte en considérant VI = {Vm, Vk},
VJ = {Vj} et VK = {Vi}.

Pour finir, nous définissons comment une contrainte
pourrait être parfaitement décomposable.

Définition 8 (décomposition parfaite) Une
contrainte d’arité quelconque C` est parfaitement
décomposable si elle satisfait l’interdépendance pour
chaque trois sous-ensembles disjoints VI , VJ et VK tel
que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK .

Nous montrons que les contraintes parfaitement dé-
composables possèdent une propriété intéressante qui
sera utilisée dans la suite.

Lemme 1 Une contrainte d’arité quelconque C` satis-
fait ID pour chaque triplet de sous-ensembles disjoints
de variables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI∪VJ∪VK ,
si et seulement si, C`[{Vi, Vj , Vk}] satisfait ID pour
chaque triplet de variables Vi, Vj et Vk ∈ S(C`).

4. DBTP est une extension de BTP aux instances d’arité
quelconque en utilisant le codage dual.

Preuve : (⇒) Pour une contrainte C`, nous sup-
posons qu’elle satisfait ID tous trois sous-ensembles
disjoints de variables VI , VJ et VK tel que S(C`) =
VI ∪VJ ∪VK alors qu’il existe Vi, Vj et Vk ∈ S(C`) tel
que C`[{Vi, Vj , Vk}] ne satisfait pas ID. Donc, il existe
vi, v

′
i ∈ Di, vj , v

′
j ∈ Dj et vk, v

′
k ∈ Dk tel que

– (vi, vj , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}]
– (vi, v

′
j , v
′
k) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] et

– (v′i, v
′
j , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] (ou (v′i, vj , v

′
k) ∈

R(C`)[{Vi, Vj , Vk}]).
Dans ce cas, il est obligatoire que vi du premier tuple
(vi, vj , vk) appartienne à vI et vi du second tuple
(vi, v

′
j , v
′
k) appartienne à v′I qui est différent de vI , au-

trement VI , VJ et VK ne sont pas ID. Pour cela, il
existe vm, v

′
m ∈ Dm (Vm ∈ VI) tel que vI [{Vi, Vm}] =

(vi, vm) et v′I [{Vi, Vm}] = (v′i, vm). Si nous considérons
une autre répartition, c’est-à-dire VI = VI − {Vm} et
VJ = VJ ∪ {Vm}, VI , VJ et VK ne sont pas ID ce qui
est impossible car cela contredit notre hypothèse.
(⇐) Supposons pour une contrainte donnée C` qu’il
existe trois sous-ensembles disjoints de variables VI ,
VJ et VK (avec S(C`) = VI ∪VJ ∪VK) qui ne sont pas
ID bien que Vi, Vj et Vk sont ID pour tout Vi, Vj , Vk ∈
S(C`). Alors, ∃vI , v′I ∈ R(C`)[VI ], vJ , v

′
J ∈ R(C`)[VJ ],

vK , v′K ∈ R(C`)[VK ] de telle façon que
– (vI , vJ , vK) ∈ R(C`),
– (vI , v

′
J , v
′
K) ∈ R(C`) et

– (v′I , v
′
J , vK) ∈ R(C`) (ou (v′I , vJ , v

′
K) ∈ R(C`))

vI 6= v′I =⇒ ∃Vi ∈ VI tel que vI [{Vi}] 6= v′I [{Vi}], nous
notons vi = vI [{Vi}] et v′i = v′I [{Vi}]. D’une façon si-
milaire, nous obtenons vj = vJ [{Vj}], v′j = v′J [{Vj}],
vk = vK [{Vk}] et v′k = v′K [{Vk}]. Ceci implique
que (vi, vj , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}], (vi, v

′
j , v
′
k) ∈

R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] et (v′i, v
′
j , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}].

Par conséquent, Vi, Vj et Vk ne sont pas ID ce qui
contredit notre hypothèse. 2

Nous établissons maintenant le lien entre l’interdé-
pendance forte et la décomposition parfaite.

Corollaire 1 Si une contrainte C` satisfait l’interdé-
pendance forte, alors elle est parfaitement décompo-
sable.

5 Comparaison entre les deux règles

Ici, nous prouvons que les deux règles de décompo-
sition sont différentes et qu’il n’existe aucun lien entre
les deux approches.

Proposition 6 L’interdépendance et la dépendance
multivaluée sont incomparables.

Preuve : Nous devons juste noter que certaines
contraintes de la famille de benchmarks dubois sont
décomposables en considérant l’interdépendance mais
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pas en considérant la dépendance multivaluée. Cer-
tains autres (comme ssa) ont des contraintes qui sont
décomposables en utilisant la dépendance multivaluée
mais pas en utilisant l’interdépendance. Finalement,
nous avons certains benchmarks qui sont décompo-
sables en considérant les deux règles (comme primes-

Dimacs). 2
Nous pouvons finalement signaler que même lors-

qu’une contrainte C` avec S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK est
décomposable en considérant MvD et par rapport à VI ,
VJ et VK , ceci n’impliquera rien sur la décomposition
en considérant ID.

6 Travaux connexes

D’une part, nous pouvons constater que la notion
de décomposition traitée dans ce papier pourrait être
comparée à la notion de transformation introduite
dans [12] sauf que cette dernière, telle qu’elle est dé-
finie, n’autorise pas la décomposition de contraintes.
Certains autres travaux [16, 18] ont étudiés aupara-
vant la décomposabilité de contraintes mais en se ba-
sant sur des règles différentes inspirées dans certains
cas de la théorie des bases de données relationnelles.
Nous devons aussi signaler que les propositions 3 et
5 sont forcément des cas particuliers des classes de
Schaefer [23], modulo renommage des valeurs.

D’autre part, plusieurs autres travaux ont étudié la
décomposition et en particulier pour les contraintes
globales. Pour des raisons d’espace, nous nous limi-
tons ici aux contraintes All-Diff [20]. Pour cela, nous
supposons que toutes les variables possèdent le même
domaine (et par conséquent vi = vj = vk et v′i = v′j =
v′k, etc.). Nous montrons que les contraintes All-Diff
sont décomposables en considérant l’interdépendance
et pas la dépendance multivaluée.

Théorème 6 Toute contrainte non-binaire All-Diff
est parfaitement décomposable.

Preuve : Pour le cas ternaire, toute contrainte C` avec
S(C`) = {Vi, Vj , Vk} est parfaitement décomposable
car si nous avons (vi, v

′
j , v
′′
k ) ∈ R(C`) et (vi, v

′′
j , v
′
k) ∈

R(C`) alors il est impossible que v′′′i ∈ Di existe tel
que (v′′′i , v

′
j , v
′
k) ∈ R(C`) et (v′′′i , v

′′
j , v
′′
k ) ∈ R(C`) vu

que v′j et v′k sont égaux et ils ne peuvent pas apparâıtre
dans un même tuple (par définition de contrainte All-
Diff). Pour le cas général, supposons qu’il est possible
d’avoir une contrainte All-Diff non-binaire qui n’est
pas parfaitement décomposable. D’après le lemme 1,
il existe Vi, Vj , et Vk ∈ S(C`) tel que Vi, Vj et Vk ne
sont pas ID. Puisque R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] est aussi All-
Diff, il en résulte que cette contrainte ternaire All-Diff
est parfaitement décomposable, ce qui est impossible.
2

Théorème 7 Les contraintes All-Diff ne sont pas dé-
composable en considérant la dépendance multivaluée.

Preuve : Étant donnée une contrainte C` avec
S(C`) = {Vi, Vj , Vk}, si nous avons (vi, v

′
j , v
′′
k ) ∈ R(C`)

et (vi, v
′′
j , v
′
k) ∈ R(C`), nous devons avoir (vi, v

′
j , v
′
k) ∈

R(C`) et (vi, v
′′
j , v
′′
k ) ∈ R(C`) pour que C` soit dé-

composable. Mais nous savons que ceci est impossible
à cause de l’affectation d’une même valeur à des va-
riables différentes dans un tuple (par définition des
contraintes All-Diff). 2

Enfin, nous signalons que certaines contraintes glo-
bales paramétrées comme AtMost et AtLeast ne sa-
tisfont ni la dépendance multivaluée ni l’interdépen-
dance.

7 Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit, dans un pre-
mier temps, deux nouvelles règles pour tester si une
contrainte non-binaire est décomposable en un en-
semble de contraintes binaires (ou non-binaires d’arité
inférieure à celle de la contrainte originelle) sans perte
de satisfiabilité. La première règle est basée sur une no-
tion qui a été précédemment introduite dans la théo-
rie des bases de données relationnelles. La deuxième
s’est appuyée sur le concept d’interdépendance entre
les valeurs de variables appartenant à la porté de la
contrainte. Notre étude est accompagnée d’une ex-
périmentation qui montre l’applicabilité de ces deux
règles sur les instances ternaires surtout qu’elles ap-
partiennent toutes à des classes polynomiales connues.
Dans un second temps, nous avons montré que la dé-
pendance multivaluée et l’interdépendance sont diffé-
rentes. Ensuite, nous les avons testées sur quelques
contraintes globales avant de les comparer à certains
travaux précédents. Dans le futur, plusieurs pistes
méritent d’être étudiées. Tout d’abord, il faut tes-
ter si notre approche peut être appliquée sur cer-
taines contraintes globales de l’état de l’art autre que
les contraintes All-Diff. Ensuite, une deuxième piste
consiste à savoir si les instances transformées en consi-
dérant une de nos deux approches sont incluses dans
une classe polynomiale connue ou si elles définissent
une nouvelle classe traitable.
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Résumé

L’ordonnancement est un domaine dans lequel la
programmation par contraintes a pu rapidement s’illus-
trer. Particulièrement, la contrainte cumulative – char-
gée d’assurer la cohérence de l’utilisation limitée d’une
ressource par un ensemble de tâches – est l’un des com-
posant critique probablement responsable de ce suc-
cès. Malheureusement, assurer la cohérence-de-bornes
pour cette contrainte est déjà un problème NP-Difficile.
Dès lors, de nombreuses relaxations furent proposées
afin de réduire les domaines en des temps polynomiaux
parmi lesquelles : Time-Tabling, Edge-Finding, Raison-
nement Énergétique et Not-First-Not-Last. Petr Vilim
a récemment introduit les raisonnements de type Time-
Table Edge-Finding qui renforcent le raisonnement Edge-
Finding en considérant le profil obligatoire de la res-
source. Nous poursuivons l’idée d’exploiter ce même pro-
fil afin de détecter des paires de tâches disjointes de fa-
çon dynamique durant la recherche. Ce nouveau type
de raisonnement – que nous appelons Time-Table Dis-
junctive Reasoning – n’est dominé par aucun raisonne-
ment actuellement publié. Nous proposons un algorithme
simple, ne se basant sur aucune structure de données
complexe, qui implémente une procédure de filtrage ba-
sée sur ce raisonnement avec une complexité temporelle
de O(n2) où n correspond au nombre de tâches. Nos
résultats sur des instances connues mettent en exergue
les apports de notre nouveau propagateur sur certaines
instances et son surcoût dérisoire sur les autres instances.

Abstract

Scheduling has been a successful domain of appli-
cation for constraint programming since its beginnings.
The cumulative constraint – which enforces the usage
of a limited resource by several tasks – is one of the

∗Traduction de l’article CPAIOR 2015 [7]

core components that are surely responsible of this suc-
cess. Unfortunately, ensuring bound-consistency for the
cumulative constraint is already NP-Hard. Therefore,
several relaxations were proposed to reduce domains in
polynomial time such as Time-Tabling, Edge-Finding,
Energetic Reasoning, and Not-First-Not-Last. Recently,
Vilim introduced the Time-Table Edge-Finding reaso-
ning which strengthens Edge-Finding by considering the
time-table of the resource. We pursue the idea of exploi-
ting the time-table to detect disjunctive pairs of tasks
dynamically during the search. This new type of filte-
ring – which we call time-table disjunctive reasoning –
is not dominated by existing filtering rules. We propose a
simple algorithm that implements this filtering rule with
a O(n2) time complexity (where n is the number of
tasks) without relying on complex data structures. Our
results on well known benchmarks highlight that using
this new algorithm can substantially improve the solving
process for some instances and only adds a marginally
low computation overhead for the other ones.

1 Introduction

De nombreux problèmes réels d’ordonnancement re-
quièrent l’utilisation de ressources cumulatives. Une
ressource peut être vue comme une abstraction pour
n’importe quelle entité renouvelable – telle que des ma-
chines, de l’électricité ou encore de la force de travail
– utilisée afin d’exécuter des tâches (aussi appelées ac-
tivités). Bien que de nombreuses tâches peuvent être
exécutées en parallèle sur une même ressource, l’uti-
lisation totale de la ressource à un instant donné est
limitée par une capacité fixe. Dans cet article, nous
nous concentrons sur une seule ressource cumulative
ayant pour capacité discrète C ∈ N et un ensemble
de tâches T = {1, . . . , n}. Chaque tâche i est caracté-
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Figure 1 – Une tâche i caractérisée par sa date de
départ si, sa durée di, sa fin ei, et sa consommation
de ressource ci.

Figure 2 – Consommation de ressource cumulée au
cours du temps. La contrainte cumulative s’assure
que la capacité maximale C n’est pas dépassée.

risée par un temps de départ si ∈ Z, une durée fixe
di ∈ Z et un temps de fin ei ∈ Z de manière à ce
que l’égalité si + di = ei soit vérifiée. Aussi, chaque
tâche i consomme une certaine quantité fixe de res-
source ci ∈ N pendant son temps d’exécution. Notons
que les tâches ne peuvent pas être morcelées pendant
leur temps d’exécution. Par la suite, nous dénotons par
si et si la date de départ au plus tôt et la date de dé-
part au plus tard et par ei et ei la date de fin au plus
tôt et la date de fin au plus tard de la tâche i (voir
Figure 1). La contrainte cumulative [1] assure que
l’utilisation totale de la ressource ne dépasse jamais sa
capacité C et ce pour tout temps t (voir Figure 2) :

∀t ∈ Z :
∑

i∈T :si≤t<ei

ci ≤ C. (1)

Malheureusement, assurer ne serait-ce que la
cohérence-de-bornes est déjà un problème NP-
Difficile [12]. Par conséquent, plusieurs relaxations
furent proposées ces deux dernières décennies afin de
supprimer les valeurs de départ et de fin incohérentes
en des temps polynomiaux. Parmi ces relaxations, la
règle de filtrage Time-Tabling fut le sujet de nom-
breuses recherches par la communauté d’ordonnance-
ment [4, 11, 14]. Un algorithme idempotent fut pro-
posé par Letort [11] qui implémente Time-Tabling avec
une complexité temporelle de O(n2) et a été appli-
qué avec succès à des problèmes de plusieurs cen-
taines de milliers de tâches. L’algorithme le plus ra-
pide (non-idempotent) connu pour Time-Tabling fut
proposé dans [14] et a une une complexité temporelle
de O(n log n). Malgré son avantage lors du passage
à l’échelle, Time-Tabling souffre d’un pouvoir de fil-

Figure 3 – Les tâches i et j ne peuvent pas se super-
poser à cause de la quantité de ressource déjà consom-
mée par k. Comme j ne peut être assignée avant i, j
doit être assignée après i : ei < sj . Cette situation ne
serait pas détectée par l’approche proposée dans [2].

trage limité. À l’autre extrême, les raisonnements de
type Raisonnement Énergétique (ER) [3, 5, 6, 15] at-
teignent des filtrages forts, mais à un coût prohibitif
d’une complexité temporelle de O(n3). Entre ces deux
extrêmes, plusieurs compromis furent proposés afin de
trouver un juste équilibre entre pouvoir de filtrage et
vitesse d’exécution, e.g., Edge-Finding [17, 8], Time-
Table Edge-Finding [18], Time-Table Extended Edge-
Finding [14] ou Not-First-Not-Last [16]. Les règles de
filtrages ci-dessus sont dominées par le filtrage ob-
tenu par le Raisonnement Énergétique, à l’exception
du filtrage obtenu par Not-First-Not-Last, qui n’est
par comparable à celui du Raisonnement Énergétique.

Étonnamment, le filtrage de type Disjunctive Rea-
soning (DR) [3] n’a été que partiellement adapté au
contexte des ressources cumulatives. Dans [2] Bap-
tiste et Le Pape proposent de détecter des ensembles
de tâches qui ne peuvent être exécutées en parallèle
sans excéder la quantité de ressource disponible ini-
tialement. Cependant, cette approche est limitée puis-
qu’elle ne prend pas en compte les changements dans
l’utilisation de la ressource. Cette situation est illus-
trée dans la Figure 3, où une tâche k a été fixée (par
la recherche ou par la propagation). Il est facile de voir
que les tâches i et j ne peuvent se superposer à cause
de la quantité de ressource consommée par la tâche
k. Malheureusement, cette situation n’est pas détec-
tée par l’approche proposée par Baptiste et Le Pape.

Dans le travail qui suit, nous proposons d’amélio-
rer Disjunctive Reasoning en considérant les change-
ments de quantité de ressource disponible au cours du
temps. De même que dans les travaux de Vilim [18],
nous exploitons le profil obligatoire de la ressource –
un composant clef de Time-Tabling – pour détecter
les paires d’activités disjointes dynamiquement. Notre
nouvelle règle de filtrage – que nous appelons Time-
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Table Disjunctive Reasoning – n’est dominée par au-
cune règle de filtrage publiée. Nous proposons un al-
gorithme simple, qui ne repose sur aucune structure
de données complexe, permettant d’implémenter cette
nouvelle règle de filtrage avec une complexité tempo-
relle de O(n2). Nous proposons également plusieurs
améliorations à apporter à cet algorithme. Nos résul-
tats, évalués sur les instances de PSPLIB [9], mettent
en avant que Time-Tabling Disjunctive Reasoning est
une règle de filtrage prometteuse pour les contraintes
cumulative à l’état-de-l’art. En effet, utiliser notre al-
gorithme améliore de façon conséquente la résolution
de certaines instances tout en ayant un surcoût négli-
geable sur le temps de résolution des autres instances.
Cet article est structuré de la façon suivante. La Sec-
tion 2 décrit Time-Tabling et les prérequis nécessaires
à la lecture de ces travaux. La Section 3 est dédiée à la
règle de filtrage Time-Table Disjunctive Reasoning et
présente les fondements de l’algorithme. Les résultats
sont présentés en Section 4. Enfin, cet article conclut
sur les travaux à venir et sur plusieurs améliorations
possibles.

2 Profil obligatoire

Même les tâches qui ne sont pas encore fixées ap-
portent des informations qui peuvent être utilisées par
les règles de filtrages. Par example, il est possible de
déterminer un intervalle sur lequel les tâches dispo-
sant d’une fenêtre d’exécution étroite consommeront
toujours de la ressource. Un tel intervalle est appelé
partie obligatoire.

Définition 1 (Partie Obligatoire). Considérons une
tâche i ∈ T . La partie obligatoire de i est l’intervalle
de temps [si, ei[. En d’autres mots, la tâche i possède
une partie obligatoire si et seulement si son temps de
départ maximum est inférieur à son temps de fin mi-
nimum.

Si la tâche i a une partie obligatoire, nous savons que
la tâche i va consommer ci de ressource pendant toute
sa partie obligatoire peu importe le moment auquel la
tâche sera réellement exécutée (voir Figure 4).

Une version minimale de la consommation de la res-
source sur le temps peut être facilement obtenue en
agrégeant les partie obligatoires de toutes les tâches. 1

Cette agrégation est généralement appelée profil obli-
gatoire de la ressource.

Définition 2 (Profil obligatoire). Le profil obligatoire
d’une ressource TTT correspond à l’agrégation des par-
ties obligatoires de toutes les tâches contenues dans T .

1. Notons que la partie obligatoire d’une tâche fixée corres-
pond à cette même tâche.

Figure 4 – La tâche i a une partie obligatoire [si; ei[
si sa date de début maximale est strictement plus pe-
tite que sa date de fin minimale : si < ei. La tâche i
consomme nécessairement de la ressource pendant sa
partie obligatoire, quel que soit son ordonnancement
final.

Cette notion peut être définie formellement comme une
fonction escalier :

TTT = t ∈ Z→
∑

i∈T |si≤t<ei

ci. (2)

Le problème est incohérent si ∃t ∈ Z : TTT (t) > C.

Le profil obligatoire peut être calculé en O(n) au
moyen d’un algorithme de balayage pour peu que l’on
dispose des tâches triées par temps de départ maxi-
mum et temps de fin minimum.

3 Time-Table Disjunctive Reasoning

Afin d’expliquer Time-Table Disjunctive Reasoning,
nous comptons utiliser quelques notations addition-
nelles. Pour ce faire, considérons deux intervalles de
temps I et J . Nous utilisons le terme J contient I si
la relation I ⊆ J est vérifiée. Par ailleurs, nous disons
que I et J se superposent si et seulement si I ∩ J 6= ∅.

3.1 Raisonnement disjonctif et intervalle minimal
de superposition

Dans [3], Baptiste et al. décrivent brièvement le
raisonnement disjonctif dans le contexte cumulatif
comme un raisonnement entre toutes les paires de
tâches i 6= j, qui force la cohérence-de-bornes sur la
formule suivante :

ci + cj ≤ C ∨ ei ≤ sj ∨ ej ≤ si (3)

La règle de filtrage pour mettre à jour le temps de
départ d’un tâche peut être trivialement dérivée de
cette formule de prédicats.

Proposition 1 (Raisonnement disjonctif). Considérons
une paire de tâches i 6= j ∈ T telle que ci + cj > C,
sj < ei et si < ej. Alors, le prédicat ei ≤ sj doit être
vérifié.
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Figure 5 – Intervalle minimal de superposition de la
tâche i. Quel que soit l’endroit où i est placé, i doit se
superposer à moii, et moii est le plus petit intervalle
qui a cette propriété.

Cette règle affirme que si les tâches i et j ne peuvent
se superposer et que si j ne peut être ordonnancée
au plus tôt sans se superposer à i, alors j ne peut
commencer avant la fin minimale de i : ei ≤ sj . Dans
ce contexte, la tâche i est nommée tâche poussante
alors que la tâche j est appelée tâche poussée. Une
règle de filtrage pour ajuster la date de fin maximale
peut trivialement être dérivée de cette première règle
par symétrie.

La règle présentée en Proposition 1 effectue une
partie du travail de Time-Tabling. En effet, lorsque
ci + cj > C et que la tâche i a une partie obligatoire,
le raisonnement sur la paire de tâches (i, j) est dominé
par celui de Time-Tabling [3]. Cependant, un filtrage
supplémentaire peut être dérivé par raisonnement dis-
jonctif lorsque la tâche i n’a pas de partie obligatoire.
Cette déduction peut être faite lorsque placer j à son
temps de départ minimum causerait une superposition
avec i peu importe la position de i. L’idée fondamen-
tale revient à dire que j ne peut s’exécuter sur un
intervalle de temps sur lequel i s’exécute au moins à
un moment donné. Une contrepartie à la partie obli-
gatoire de i peut donc être définie. Nous la nommons
intervalle minimal de superposition de i.

Définition 3. L’intervalle minimal de superposition
d’une tâche i, dénoté moii, est l’intervalle de temps le
plus petit tel que i s’exécute au moins durant un point
de temps de cet intervalle, et ce peu importe le moment
auquel la tâche i est exécutée. Formellement, l’inter-
valle minimal de superposition est défini par [ei−1, si].

L’intervalle minimal de superposition d’une tâche i,
moii, est illustré en Figure 5.

Lorsqu’une tâche possède une partie obligatoire,
nous considérons qu’elle ne dispose pas d’intervalle
minimal de superposition. En utilisant ce nouveau
concept, il est possible de reformuler la partie de la
Proposition 1 spécifique au raisonnement disjonctif.

Proposition 2 (Raisonnement disjonctif restreint).
Considérons une paire de tâches i 6= j telle que la

Figure 6 – En haut, les tâches i et j ne peuvent pas
se superposer pour des raisons de capacité. Assigner
sj à sj forcerait j à contenir moii, ce qui rendrait le
placement de i impossible. En bas, les valeurs incohé-
rentes de sj sont filtrées, ce sont les t ≤ min(moii). Ce
filtrage est fait en changeant la valeur de sj à ei

.

tâche i n’a pas de partie obligatoire (ei ≤ si) et
que ci + cj > C. Si ordonnancer la tâche j à son
temps de départ minimum la fait se superposer com-
plètement à l’intervalle minimal de superposition de i
(moii ⊆ [sj , ej ]), alors le prédicat ei ≤ sj doit être
vérifié.

Cette règle présentée en Proposition 2 est illustrée
par la Figure 6. L’algorithme suivant est directement
dérivé de cette règle.

Algorithm 1: Un algorithme appliquant la règle
présentée en Proposition 2 en O(n2).

Input: un ensemble de tâches T , capacity C
Input: la capacité de la ressource C
Input: un tableau s liant chaque tâche i à si
Output: un tableau s′ liant chaque tâche i à son

nouveau temps de départ.

1 for i ∈ T such that ei ≤ si do
2 for j ∈ T − {i} do
3 if ci + cj > C ∧moii ⊆ [sj , ej [ then
4 s′j ← max(s′i, ei)

3.2 Time-Table Disjunctive Reasoning restreint

L’une des faiblesses du raisonnement disjonctif ré-
side dans son incapacité à prendre en compte les chan-
gements dans la quantité de ressource disponible avec
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le temps (voir Figure 3). Dans cette section, nous
montrons comment exploiter l’information contenue
dans le profil obligatoire (voir Section 2) pour proposer
une version renforcée du raisonnement disjonctif que
nous appelons Time-Table Disjunctive Reasoning. 2

Nous commençons par introduire Time-Table Dis-
junctive Reasoning pour un cas simple où les paires de
tâches considérées ne possèdent aucune partie obliga-
toire et ne contribuent donc pas au profil obligatoire.
Ce cas particulier nous évite de devoir supprimer les
contributions de chaque tâche du profil lorsque nous
appliquons le raisonnement disjonctif. Cette restric-
tion sera levée dans la Section 3.3 afin de considérer
n’importe quelle paire de tâches.

Considérons donc une paire de tâches i 6= j telle
que ni i ni j ne possède de partie obligatoire et que
moii ⊆ [sj , ej [. Alors, Proposition 2 ne fait que com-
parer ci + cj à C. Cependant, les tâches contenues
dans T − {i, j} pourraient ne pas laisser C unités de
ressources disponibles au moment où i et j se super-
posent. Nous pouvons en dériver une nouvelle règle
qui prend les parties obligatoires des tâches contenues
dans T − {i, j} en compte.

Proposition 3. Considérons une paire de tâches i 6=
j ∈ T telle que ni i ni j ne possède de partie obliga-
toire et que ci + cj + mint∈moii TTT (t) > C. Si exé-
cuter la tâche j à son temps de départ minimum la
fait contenir l’intervalle minimal de superposition de
i (moii ⊆ [sj , ej [), alors le prédicat ei ≤ sj doit être
vérifié.

Démonstration. Si la tâche j contient moii, alors j de-
vrait augmenter la consommation du profil obligatoire
de cj unité pendant tout moii (la tâche j ne possède
pas de partie obligatoire et ne contribue donc pas au
profil obligatoire). Alors, placer la tâche i n’importe
où devrait également augmenter la consommation de
la ressource de ci unités pendant au moins un point de
temps t ∈ moii, rendant ainsi la consommation totale
au point t supérieure à la capacité de la ressource C.
Par ailleurs, puisque moii ⊆ [sj , ej [, la durée de j est
telle que la placer avant ei la ferait contenir moii. Par
conséquent, ces valeurs sont incohérentes et le prédicat
ei ≤ sj doit être vérifié.

3.3 Time-table Disjunctive Reasoning

La règle de filtrage présentée en Proposition 2
peut être renforcée en utilisant une idée similaire à
celle proposée dans [14, 18]. Pour ce faire, nous divi-
sons chaque tâche en deux parties distinctes : sa partie
obligatoire et sa partie libre.

2. L’idée d’exploiter le profil obligatoire pour renforcer des
règles de filtrage existante a déjà été suivie avec succès dans [14,
18].

Définition 4 (Partie libre). Considérons une tâche i ∈
T telle que i possède une partie obligatoire (si < ei).
Sa partie libre, dénotée if , correspond à une tâche sé-
parée dont le temps de départ minimum et le temps de
fin maximum sont les même que ceux de i : sif = si
and eif = ei. La durée de if est égale à la durée
de i moins la taille de sa partie obligatoire : dif =
di − (ei − si). Clairement, si i n’a pas de partie obli-
gatoire alors i = if .

Figure 7 – Une tâche i avec sa partie obligatoire et
sa partie libre if . La partie libre if a toujours un in-
tervalle minimal de superposition moiif .

Par définition, la partie libre d’une activité n’a pas
de partie obligatoire et possède donc toujours un in-
tervalle minimal de superposition (voir Figure 7).
Par la suite, nous référençons l’ensemble des tâches
possédant une partie libre strictement positive par
Tf = {if | i ∈ T ∧ dif > 0}.

Les parties libres nous permettent de généraliser
Proposition 2 à toutes les tâches sans devoir se sou-
cier de la présence de parties obligatoires.

Proposition 4 (Time-Table Disjunctive Reasoning).
Considérons une paire de tâches if 6= jf ∈ Tf telle
que ci + cj + mint∈moiif

TTT (t) > C. Si exécuter la

tâche jf à son temps de départ minimum la fait se su-
perposer à l’intervalle minimal de superposition de if
(moiif ⊆ [sjf , ejf [), alors le prédicat eif ≤ sj doit être
vérifié.

Démonstration. Supposons que la partie gauche de
l’implication soit vérifiée pour i et j et supposons éga-
lement que sj ≤ min(moii). Puisque jf contient moiif
lorsque celle-ci est placée à son temps de départ mini-
mum et dj ≥ djf , placer j avant ou à min(moiif ) la
fait contenir moiif . Observons que j n’a pas de par-
tie obligatoire pendant moiif , puisque max(moiif ) ≤
ejf = min(ej , sj).

Si i ne possède pas de partie obligatoire, i ne contri-
bue pas au profil obligatoire. Cela signifie que ∀t ∈
moiif , TT (t) = TTT −{i,j}(t). Dès lors, placer j avant
ou à min(moii) augmente l’utilisation de la ressource
durant moiif de cj unités, ce qui contredit le fait que
i = if soit placée sur son intervalle minimal de super-
position.
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Si i possède une partie obligatoire, cette tâche
contribue au profil obligatoire exactement durant l’in-
tervalle [min(moiif ) + 1,max(moiif ) − 1]. Dès lors,
placer j avant ou à min(moii) augmente l’utilisation
de la ressource aux points de temps min(moiif ) et
max(moiif ) de cj unités. Cela empêche if d’être placée
vers la gauche ou vers la droite, ce qui par conséquent
signifie que la tâche i elle même ne peut pas s’exécuter
durant ces points de temps. Cela contredit la défini-
tion d’intervalle minimal de superposition puisque i
s’exécute pendant au moins un point de temps de cet
intervalle.

L’utilisation des parties libres a deux avantages : (i)
Elle permet d’utiliser n’importe quelle tâche i en tant
que tâche poussante, (ii) Elle permet de ne calculer
qu’un fois la hauteur minimale par tâche poussante
sans devoir supprimer les parties obligatoires relatives
à la contribution de j.

Nous proposons donc un second algorithme capable
de tirer avantage des parties obligatoires et libres pour
appliquer la règle de filtrage de la Proposition 4 avec
une complexité temporelle de O(n2). Dans cet algo-
rithme, le profil obligatoire (TT ) est encodé dans un
simple tableau de paires (t, c) ou t correspond à une
date et c à une consommation. Ce tableau est ordonné
de façon strictement croissante selon les dates. La pri-
mitive consumption(i, TT ) (voir ligne 3) peut-être im-
plémentée via la formule mint∈moiif

TT (t), calculable

de façon linéaire dans la taille du profil obligatoire. Dès
lors, la complexité de cet algorithme est de O(n2).

Algorithm 2: Time-Table Disjunctive filtering al-
gorithm.

Input: l’ensemble des tâches T
Input: l’ensemble des tâches poussantes

pushing ⊆ Tf
Input: l’ensemble des tâches poussées

pushed ⊆ Tf
Input: la capacité de la ressource C
Input: un tableau s′ liant chaque tâche i à si
Output: un tableau s′ liant chaque tâche i à son

nouveau temps de départ.

1 TT ← initializeT imeTable(T )
2 for if ∈ pushing do
3 gap← C − ci − consumption(i, TT )
4 for jf ∈ pushed− {if} do
5 if moi(i) ⊆ [s(j), e(j)[ then
6 if cj > gap then
7 s′j ← max(s′j , e(i))
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Figure 8 – À cause du profil obligatoire, les tâches i
et j ne peuvent se superposer. Comme j ne peut être
placée avant i, j doit être assignée après i : ei ≤ sj .

Proposition 5. Le filtrage de TTDR n’est dominé ni
par le Raisonnement Énergétique, ni par Not-First-
Not-Last.

Démonstration. Figure 8 présente un exemple où
TTDR peut filtrer certaines valeurs incohérentes que
ni le Raisonnement Énergétique ni Not-First-Not-Last
ne sont capables de détecter. Soit deux tâches i et j
définie respectivement par (si, ei, di, ci) = (2, 11, 3, 2),
et (sj , ej , dj , cj) = (1, 20, 9, 1). Ni la tâche i ni la tâche
j ne possède de partie obligatoire i.e. if = i et jf = j.
Observons également que la condition moii = [4, 8] ⊆
[sj , ej [= [1, 10[ est respectée et que le minimum de
TT durant moii = [4, 8] est de 1. Cela signifie que
les tâches i et j, consommant respectivement 2 et 1
unités de ressource, ne sont pas autorisées à se super-
poser en [4, 8]. Dès lors, sj est mis à jour de sorte que
min(moii) + 1 = ei = 5.

4 Résultats et expériences

Les performances de Time-Table Disjunctive Reaso-
ning (TTDR) furent évaluées sur une célèbre panoplie
de tests du Resource Constraints Project Scheduling
Problem (RCPSP) de PSPLIB [9]. Le but de ces expé-
riences était de mesurer les performances de plusieurs
combinaisons de règles de filtrage de la contrainte cu-
mulative avec et sans TTDR. Voici la liste exhaustive
des règles de filtrage considérées :

— Time-Tabling (TT), implémenté au moyen d’une
variante rapide de l’algorithme présenté dans
[11] ;

— Time-Table Disjunctive Reasoning (TTDR), im-
plémenté selon l’algorithme présenté dans ce pa-
pier et les différentes améliorations proposées
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dans [7] ;
— Edge-Finding (EF), implémenté comme proposé

dans [8] ;

— Raisonnement Énergétique (ER), implémenté
avec un algorithme cubique proposé par Baptiste
et al. in [3]. Nous avons ajouté quelques amélio-
rations proposées par Derrien et Petit pour ré-
duire le nombre d’intervalles considérés [5] ;

— Not-First-Not-Last (NFNL), implémenté avec
un algorithme O(n3), une variante de celui pro-
posé par Schutt et al. [16].

Toutes ces règles de filtrage furent implémentées et
testées dans le solver open-source OscaR [13]. Nous
avons utilisé une recherche SetTimes classique [10], en
brisant les égalités par le choix d’une tâche de durée
minimale. Ces résultats ont été calculés au moyen d’un
processeur 4-core, 8 thread Core(TM) i7-2600 CPU @
3.40GHz et de 8GB de mémoire RAM, exécuté dans
la machine virtuelle Java SE 1.7 JVM.

Nous reportons la distribution cumulée F (τ) des ins-
tances résolues dans les limites calculatoires de τ dans
les figures Figure 9 et Figure 10. Dans la colonne
de gauche, τ est le temps, dans celle de droite c’est
le nombre de noeuds de l’arbre de recherche ; l’abs-
cisse est logarithmique dans les deux cas F (τ) = k
signifie que k instances ont été résolues en moins de τ
ms ou noeuds. Nous avons fixé une limite de 90s pour
chaque calcul. 3 A cause du manque de place, nous ne
montrons que les résultats obtenus sur les instances à
30 et 120 tâches. Les résultats obtenus avec 60 tâches
sont similaires, mais nous avons observé qu’ajouter
TTDR avait peu d’effet sur les instances de 90 tâches,
où seulement deux instances supplémentaires sont fer-
mées en ajoutant TTDR.

Malgré sa complexité temporelle de O(n2), l’algo-
rithme proposé pour TTDR reste très léger. L’unique
surcoût de calcul apparait sur de très petits valeurs
de temps, lorsque TTDR n’est utilisé qu’en combi-
naison avec TT. Cependant, le filtrage supplémentaire
apporté par TTDR compense rapidement ce léger sur-
coût et permet de résoudre plus d’une instance pour
une limite de temps τ .

Les instances PSPLIB sont connues pour être plus
disjonctives que cumulatives. 4 Ajouter des raisonne-
ments à base d’énergie aux instances PSPLIB est un
compromis risqué. En effet, les raisonnements à base
d’énergie trivialisent peu les instances PSPLIB, alors
que TTDR améliore le nombre d’instances résolues par
TT seul. Ceci confirme expérimentalement que TTDR

3. C’est pourquoi les graphes de temps n’ont plus de points
après 217ms.

4. Un problème est dit hautement disjonctif lorsque beau-
coup de paires de tâches ne peuvent être exécutées en parallèle ;
au contraire, un problème est hautement cumulatif si beaucoup
de paires de tâches peuvent être exécutées en parallèle [2].
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Figure 9 – Graphiques pour les instances de PS-
PLIB30. En ordonnée, le nombre cumulé d’instances
résolues. Dans la colonne de gauche, l’abscisse est
log2(t), avec t le temps en ms. Dans la colonne de
droite, l’abscisse est log2(n), avec n le nombre de
noeuds pour trouver l’optimal et prouver l’optimalité.

est complémentaire aux filtrages à base d’énergie pour
la contrainte cumulative (voir Prop. 5)

Finalement, nous voyons aussi que le gain en termes
d’instances résolues ne baisse pas quand nous passons
des instances à 30 tâches à celles à 120 tâches. Ceci
signifie que le filtrage dépend plus de la nature des
instances que de leur taille, et que l’algorithme O(n2)
pour TTDR passe bien à l’échelle.

5 Conclusion

Cet article introduit le Time-Table Disjunctive Rea-
soning, une nouvelle règle de filtrage qui utilise le profil
obligatoire pour détecter des paires disjonctives dy-
namiquement. En s’appuyant sur les intervalles mi-
nimaux de superposition, ce raisonnement accomplit
un nouveau type de filtrage qui n’est dominé par au-
cune règle de filtrage existante telle que le Raison-
nement Énergétique ou Not-First-Not-Last. En plus
d’être nouvelle, TTDR peut être implémentée avec
un simple algorithme O(n2) qui ne repose sur aucune
structure de données complexe. Les bénéfices de l’utili-
sation de TTDR en complément à d’autres règles de fil-
trage ont été évalués sur les instances classiques de PS-
PLIB. Nos résultats montrent que TTDR est une règle
de filtrage prometteuse pour étendre les implémenta-

115



 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 4  6  8  10  12  14  16  18

TT

TT+TTDR
 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 4  6  8  10  12  14  16  18  20  22

TT

TT+TTDR

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 4  6  8  10  12  14  16  18

TT+EF

TT+EF+TTDR
 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 4  6  8  10  12  14  16  18  20

TT+EF

TT+EF+TTDR

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 4  6  8  10  12  14  16  18

TT+ER+NFNL

TT+ER+NFNL+TTDR
 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 4  6  8  10  12  14  16

TT+ER+NFNL

TT+ER+NFNL+TTDR

Figure 10 – Graphiques pour les instances de PS-
PLIB120. En ordonnée, le nombre cumulé d’instances
résolues. Dans la colonne de gauche, l’abscisse est
log2(t), avec t le temps en ms. Dans la colonne de
droite, l’abscisse est log2(n), avec n le nombre de
noeuds pour trouver l’optimal et prouver l’optimalité.

tions état de l’art de la contrainte cumulative. En
effet, utiliser notre algorithme peut améliorer le pro-
cessus de résolution de certaines instances substantiel-
lement, et n’ajoute qu’un surcoût dérisoire aux autres.

Bien que le renforcement proposé par TTDR
soit déjà un bon compromis en termes de vi-
tesse/filtrage, des améliorations peuvent être envisa-
gées. Par exemple, sa complexité en pratique pourrait
être réduite en utilisant des techniques de balayage
pour éviter l’examen de paires qui ne se superposent
pas. Une amélioration encore plus intéressante concer-
nerait le filtrage : on pourrait le rendre encore plus fort
en considérant des intervalles minimaux de superposi-
tion de plus d’une tâche à la fois.
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Résumé
Cet article présente les premiers éléments d’une ap-

proche par contraintes pour la résolution de problèmes
de planification de type lot sizing. Un problème de lot
sizing avec bornes inférieures et supérieures de produc-
tion et de stockage est considéré, et abordé comme une
contrainte globale. Cette dernière permet de calculer des
bornes inférieures sur le coût global des solutions, mais
aussi sur les coûts de setup, les coûts unitaires de pro-
duction et les coûts de stockage et assure un filtrage
efficace. Les tests numériques valident l’approche par
rapport aux approches classiques en PLNE, ce qui per-
met d’envisager son utilisation dans la résolution de pro-
blèmes multi-produits difficiles. Mots-clés : lot sizing,
contrainte globale, programmation par contraintes.

Abstract
This paper presents a constraint programming ap-

proach aiming at solving productions planning problems
such as lot sizing problems. A lot sizing problem with
lower- and upper bounds of production and storage
is studied and considered as a global constraint. This
constraint is able to compute cost-related lower bounds
- specifically on the global cost, the setup cost, the va-
riable production cost and the storage cost. Numerical
tests show the competitiveness of the approach in com-
parison to classical linear programming approaches and
allows us to consider its exploitation in the resolution of
hard multi-item problems. Keywords : lot sizing, global
constraint, constraints programming.

1 Introduction

La planification de production est un domaine riche
en problèmes complexes de la recherche opérationnelle
et de l’optimisation combinatoire. En particulier, les
problèmes de lot sizing, introduit par [18], ont été
largement étudiés. Beaucoup de ces problèmes sont
polynômiaux et abordés par programmation dyna-
mique. En présence de contraintes additionnelles,

comme des capacités de production variables au cours
du temps, ces problèmes deviennent NP-complets.
Ces derniers sont souvent traités par programma-
tion linéaire en nombres entiers. De nombreuses
formulations linéaires ont été proposées [13, 3]. Plus
récemment, des algorithmes d’approximation ont
été proposés pour des variantes NP-difficiles du
problème [15]. Très récemment, des travaux se sont
intéressés à la résolution de problèmes de lot sizing
par la programmation par contraintes [8]. Les auteurs
introduisent une contrainte globale en planification
de production qui considère un ensemble de produits
à réaliser avant leurs dates limites de production sur
une machine de capacité donnée avec un coût de
stockage limité. L’approche traitée dans [8] relève
cependant davantage de l’ordonnancement (détermi-
nation des dates de début des activités) alors que le
présent papier considère un horizon temporel plus
tactique (détermination des quantités à produire sur
un horizon discrétisé), ce qui différencie les problèmes
considérés.

L’objectif de cet article est d’introduire une
contrainte globale pour un problème de lot sizing
mono-produit relativement général, prenant en compte
des capacités et des coûts variables au cours de l’hori-
zon de planification. On considère à la fois des coûts
de setup et les coûts unitaires (par unité de produit)
de production, des coûts unitaires de stockage, ainsi
que des capacités de production et de stockage. Nous
pensons que cette contrainte globale est une brique im-
portante pour la modélisation et la résolution de nom-
breux problèmes multi-produits difficiles. Nous posons
les bases algorithmiques pour la réalisation du fil-
trage. Des résultats expérimentaux préliminaires va-
lident les bornes inférieures proposées en comparant
l’approche avec des modèles de Programmation Li-
néaire en Nombres Entiers (PLNE). Le filtrage apporte
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des informations intéressantes sur les domaines des va-
riables de décision (production et stockage) ainsi que
des bornes inférieures des coûts pris individuellement
(coûts de setup de production, coûts variables de pro-
duction, coûts de stockage).
L’article est structuré de la façon suivante : Une dé-
finition de la contrainte globale est proposée dans la
section 3. Des algorithmes de filtrage sont ensuite pré-
sentés dans les sections 4 et 5. La description des expé-
rimentations ainsi que l’analyse des premiers résultats
obtenus font l’objet de la section 6. La section 7 illustre
l’utilisation de la contrainte globale proposée dans cet
article au sein de différents problèmes déjà abordés
dans la littérature. Pour finir des pistes de recherche
sont proposées dans la section 8.

2 Rappel sur la programmation par
contraintes et notations générales

Un problème de satisfaction de contraintes
(X ,D, C), est constitué d’un ensemble de variables X ,
un ensemble de domaines D spécifiant un domaine
(ensemble fini de valeurs) pour chaque variable et
un ensemble C de contraintes. Une contrainte déter-
mine les combinaisons autorisées de valeurs pour un
sous-ensemble de variables. Les variables, e.g Xi, sont
notées par des lettres majuscules. Xi et Xi dénotent
respectivement les bornes supérieure et inférieure du
domaine de Xi tandis que D(Xi) désigne son domaine.
Étant donnée une contrainte C sur un ensemble de
variables 〈X1, . . . , Xn〉, un support de bornes pour C
est un tuple 〈v1, . . . , vn〉 de valeurs qui soit solution
de / qui vérifie C et tel que Xi ≤ vi ≤ Xi pour toute
variable Xi. Une variable Xi de C est dite cohérente
aux bornes (BC) pour C si Xi et Xi appartiennent à
un support de bornes de C. La contrainte C est dite
BC si toutes ses variables sont BC.

3 Une contrainte globale pour le lot sizing

3.1 Présentation du problème et des notations

Le problème de lot sizing consiste à planifier la pro-
duction d’un unique type de produit sur un horizon
fini de T périodes afin de satisfaire une demande dt à
chaque période t. Le coût de production à une période
t est constitué d’un coût unitaire pt (coût payé par
produit) et d’un coût de setup st payé si au moins
une unité est produite. Le coût de stockage est un
coût unitaire ht payé par produit en stock à la fin de
la période t. De plus, la production (respectivement
le stockage) est limitée par des capacités minimales
et maximales αt et αt (respectivement βt et βt) à
chaque période. L’objectif est de définir un plan

de production satisfaisant les demandes à chaque
période, respectant les capacités et minimisant le
coût global du plan de production. Les notations
utilisées pour la représentation des données et pour
les variables sont résumées ci-dessous :

Paramètres :
– T : Nombre de périodes.
– pt ∈ R+ : Coût unitaire de production à t.
– ht ∈ R+ : Coût unitaire de stockage entre les

périodes t et t+ 1.
– st ∈ R+ : Coût de setup à t (payé si au moins une

unité a été produite à t).
– dt ∈ N : Demande à la période t.
– αt, αt ∈ N : Quantités minimales et maximales de

production à la période t.
– βt, βt ∈ N : Quantités minimales et maximales de

stockage à la période t.
– I0 ∈ N : Niveau de stock initial.

Variables :
– Xt ∈ N : Quantité produite à t.
– It ∈ N : Quantité stockée entre t et t+ 1.
– Yt ∈ {0, 1} : Vaut 1 si au moins une unité est

produite à t, 0 sinon.
– C ∈ R+ : Coût global du problème.
– Cp ∈ R+ : Somme des coûts unitaires de produc-

tion.
– Ch ∈ R+ : Somme des coûts unitaires de stockage.
– Cs ∈ R+ : Somme des coûts de setup de produc-

tion.

La figure 1 schématise le problème, et un modèle
mathématique pour ce problème (L) peut s’écrire :

Minimize C = Cp + Ch + Cs

(L.1) It−1 +Xt − It = dt ∀ t = 1 . . . T

(L.2) αt ≤ Xt ≤ αt ∀ t = 1 . . . T

(L.3) βt ≤ It ≤ βt ∀ t = 1 . . . T

(L.4) Xt ≤ αtYt ∀ t = 1 . . . T

(L) (L.5) Cp =
∑T
t=1 ptXt

(L.6) Ch =
∑T
t=1 htIt

(L.7) Cs =
∑T
t=1 stYt

(L.8) Xt, It ∈ N, Yt ∈ {0, 1} ∀ t = 1 . . . T

Les contraintes (L.1) sont les contraintes de conser-
vation du flot pour chaque période, les contraintes
(L.2) et (L.3) sont les contraintes de capacités, les
contraintes (L.4) sont les contraintes de setup ; notons
également que le paiement d’un coût de setup à t (i.e
Yt = 1) n’implique pas forcément une production à t
(i.e Xt > 0), ce qui sera utile dans la modélisation
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de problèmes multi-produits pour lesquels le coût de
setup est partagé. Finalement, les contraintes (L.5),
(L.6) et (L.7) sont les expressions des différents coûts.

Figure 1 – Lot sizing

Notons que cette formulation est plus générale que
la présentation classique du lot sizing car elle inclut
des quantités minimales à produire et à stocker.

Des cas particuliers du problème (L) on été large-
ment étudiés dans la littérature suivant les différents
paramètres pris en compte. En 1958, Wagner et Whi-
tin introduisent le problème fondateur dans [18], sans
capacités, et le résolvent à l’aide d’un programme dy-
namique en O(T 2). Cette complexité a depuis été amé-
liorée en O(T log T ) dans [5, 17, 1]. Le problème avec
capacités de production constantes et coûts concaves
a été résolu en O(T 4) dans [6]. Avec des hypothèses de
coûts linéaires pour le stockage, la complexité a pu être
abaissée à O(T 3) dans [16]. Le lot sizing avec capacités
de stockage mais sans coûts de setup est résolu dans
[12] en O(T 3) puis résolu avec capacités de stockage
et coûts de setup en O(T 2) dans [2].

Les problèmes de lot sizing mono-produit avec des
coûts non concaves ou capacités de production va-
riables au cours du temps sont eux NP-difficiles [4].

3.2 Sémantique de la contrainte globale

Dans cette section, nous définissons formellement la
contrainte globale. La contrainte porte sur les vecteurs
de variables X = 〈X1, . . . , XT 〉, I = 〈I1, . . . , IT 〉 et
Y = 〈Y1, . . . , YT 〉 et les quatre variables de coûts Cs,
Cp, Ch et C, ces variables correspondant aux variables
de (L). Enfin l’ensemble des paramètres du problème
est noté data = {I0} ∪ {(pt, ht, st, dt)|t ∈ {1, . . . , T}}.

Définition 1 LotSizing(X, I, Y,Cp,Ch,Cs, C, data)
possède une solution si et seulement si il existe un
plan de production solution de (L) ayant des coûts de
production et stockage inférieurs ou égaux à Cp, Cs,
Ch et un coût global inférieur ou égal à C.

Propriété 1 Réaliser la consistance de bornes (BC)
pour la contrainte de LotSizing est NP-Difficile.

Preuve : La contrainte LotSizing possède un sup-
port de bornes si et seulement si il existe un plan de
production respectant les capacités de production (Xt,
Xt), les capacités de stockage (It, It) et les bornes su-
périeures des coûts. Obtenir un plan de production de
coût inférieur à C seul est un problème de lot sizing
mono-produit avec capacités qui est NP-difficile [4]. Vé-
rifier si une borne appartient à un support de bornes
est donc NP-difficile et la réalisation de la consistance
de bornes également. �

4 Réalisabilité et élimination des bornes
inférieures de production/stockage

Les relaxations proposées dans la suite de l’article
n’ont à notre connaissance pas été traitées auparavant
sur ce type de problème, en particulier l’utilisation du
Weighted Interval Scheduling Problem présentée à la
section 5.2.
On ignore dans un premier temps le respect des bornes
supérieures des coûts : l’algorithme 1 effectue la consis-
tance de bornes des équations (L.1) It−1 +Xt−It = dt
et détecte si le problème est réalisable du point de vue
des capacités et de la demande.

Algorithm 1 testerRealisabilite
1: boolean modif ← true
2: while modif do
3: modif ← false
4: for t = 1 . . . T do
5: modif ← modif ∨majBornes(t)
6: end algorithm

L’algorithme majBornes(t) met à jour les bornes
des variables Xt et It pour une période donnée et ren-
voie un booléen qui indique si une des bornes a été
modifiée. Les mises à jour à t sont les suivantes :
– Xt ≥ dt − It−1 + It
– Xt ≤ dt − It−1 + It

– It ≥ −dt + It−1 +Xt et It ≥ dt+1 + It+1 −Xt+1

– It ≤ −dt + It−1 +Xt et It ≤ dt+1 + It+1 −Xt+1

Propriété 2 Il y a équivalence entre :
1. LotSizing possède un plan de production respec-

tant les capacités de stockage et de production.
2. ∀t ∈ {1..T}, D(Xt) 6= ∅ et D(It) 6= ∅ après l’exé-

cution de l’algorithme 1.

Preuve :
Cas 1⇒ 2 : direct.
Cas 2⇒ 1 : Supposons que les bornes et variables Xt

et It ont été mises à jour par l’algorithme 1. Construi-
sons par récurrence une solution réalisable. On pose
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Algorithm 2 ecouler
Entrée : Q, t

1: i← t
2: while Q > 0 do
3: d′i ← max{0, di −Q}
4: Q← Q− di
5: if Q > 0 then
6: I ′i ← Ii −Q
7: I ′i ← max{0, Ii −Q}
8: i← i+ 1
9: end algorithm

X1 = X1 et I1 = I1 qui vérifient la conservation du
flot (d1 est satisfaite) et respecte les capacités à t = 1.
Supposons qu’on dispose d’une solution réalisable pour
les périodes 1, . . . , t − 1 telle que It−1 = It−1. On ob-
tient une solution réalisable pour t en posant :

(a) Xt = dt + It − It−1 et (b) It = It

On vérifie la conservation du flot à t (satisfaction de
la demande assurée par (a)) et si Xt ne viole pas la
capacité de production. Or d’après l’algorithme 1 :
It ≥ −dt + It−1 +Xt et It−1 ≥ dt + It −Xt

En remplaçant It dans (a) on vérifie que Xt ≥ Xt

et en remplaçant It−1 on vérifie Xt ≤ Xt. �
Dans la suite, on suppose que les contraintes de

conservation du flot (L.1) ont été propagées jusqu’au
point fixe (consistance de bornes) ainsi que les
implications Xt > 0 =⇒ Yt = 1 (L.4). On note P le
problème correspondant.

Afin de simplifier les algorithmes de filtrage, P peut
être transformé davantage en supprimant les bornes
inférieures sur la production et les stocks. L’idée est
que s’il existe t tel que Xt > 0, on peut écouler Xt sur
les demandes suivantes - c’est-à-dire que Xt satisfait
un certain nombre de demandes à partir de t. De même
si It > 0, on peut reporter It sur les périodes suivantes.
Cette quantité doit alors être produite à une période
précédente. On ignore laquelle mais cela revient à aug-
menter dt de It.

Le problème obtenu après transformation est
noté P ′ et ses variables et paramètres sont notés
X ′, I ′, Y ′,Cp′,Ch′,Cs′, C ′, p′, h′, s′, d′. L’algorithme 2
permet d’écouler une quantité donnée Q sur les de-
mandes à partir de la période t donnée. L’algorithme
3 permet de transformer P en éliminant les bornes in-
férieures des variablesXt et It. Ainsi on s’assure que P ′
vérifie : X ′t = 0, I ′t = 0 et Yt = Y ′t . La transformation
affecte également les coûts de setup et les demandes.

La figure 2 donne un exemple de transformation de
P sur un horizon T = 3. Les nombres entre crochets
représentent le domaine de Xt et It. La première étape

Algorithm 3 transformerProbleme
1: for t = 1 . . . T do
2: if Yt > 0 then
3: s′t ← 0
4: if Xt > 0 then
5: X ′t ← Xt −Xt

6: X ′t ← 0
7: ecouler(Xt, t)
8: if It > 0 then
9: d′t ← dt + It

10: I ′t ← It − It
11: I ′t ← 0
12: ecouler(It, t+ 1)
13: end algorithm

consiste à éliminer la quantité minimale à produire à
la période 1 en l’écoulant sur les demandes suivantes.
La deuxième étape permet d’éliminer la quantité mi-
nimale à stocker entre les périodes 2 et 3 en l’écoulant
sur la demande suivante. On observe bien qu’alors la
demande d2 est augmentée (flèche plus large). La der-
nière étape permet d’éliminer la borne inférieure de
X3 en diminuant la demande d3.

Propriété 3 A toute solution optimale de P corres-
pond une solution optimale de P ′ de coût égal au coût
optimal de P plus une constante.

Preuve : Écouler Xt sur les demandes suivantes per-
met de prendre en compte un coût de production qui
est obligatoire dans P sans affecter les variables de dé-
cision du problème. De même, on peut écouler It sur
les demandes suivantes et ainsi comptabiliser un coût
de stockage obligatoire. Afin d’éviter de prendre une
décision quant au coût de production induit par cette
quantité, on la reporte sur la demande dt, ce qui assure
la conservation du flot à t. �
En supprimant les bornes inférieures de production

et de stockage, il faut comptabiliser les coûts qu’on a
été obligé de payer. Définissons Cpmin,Chmin,Csmin
et Cmin, les coûts à comptabiliser après le changement
de variable. On rappelle qu’on suppose que la consis-
tance de bornes sur les équations du flot a été atteinte.

Cpmin =
∑T
t=1 ptXt

Chmin =
∑T
t=1 htIt

Csmin =
∑
t|Yt=1 st

Cmin = Cpmin + Chmin + Csmin
Les relations entre les variables de P et P ′ per-

mettent de propager les bornes obtenues par la suite
avec P ′ dans P :
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Figure 2 – Exemple de transformation avec T = 3

Cp = Cp′ + Cpmin et Ch = Ch′ + Chmin
Cs = Cs′ + Csmin et C = C ′ + Cmin

Xt = X ′t +Xt et It = I ′t + It

5 Calcul de bornes inférieures des coûts
et filtrage

Le problème P ′ reste NP-difficile et on étudie dif-
férentes relaxations pour calculer des bornes sur les
coûts et les variables afin de les propager dans P .

5.1 Bornes sur C ′

Une première relaxation porte sur les coûts de setup
en les répartissant sur toute la capacité de production
à chaque période. On pose p̃t = pt + s′t

X′t
si X ′t > 0

et p̃t = pt sinon. Dans le cas où l’on produit à pleine

capacité à t, on va payer ptX ′t + s′t, sinon on ne va
payer qu’une fraction du coût de setup. Il s’agit donc
bien d’une borne inférieure du coût de production à la
période t.
On définit le graphe G = (V,E) (cf. figure 3) tel que :

– V est composé de T + 2 nœuds, un nœud t pour
chaque période, une source s et un puits p.

– E est composé de 3T − 1 arêtes. Chaque nœud t
possède deux arcs sortants : (t, p) avec un coût nul
et une capacité d′t ainsi que (t, t + 1) (sauf pour
T ) avec un coût ht et une capacité I ′t. Enfin T
arcs (s, t) partent de la source vers chaque nœud
t avec un coût p̃t et une capacité X ′t.

Notons CflotPHS le coût minimal d’un flot de quan-
tité

∑T
t=1 d

′
t entre s et p.

Figure 3 – Graphe G pour une borne inférieure de C ′

Propriété 4
C ′ ≥ CflotPHS

Preuve : Toute solution de P ′ est un flot réalisable
dans G. �
On peut propager une deuxième borne sur C ′ en

s’appuyant sur Cs′ et sur une borne prenant en compte
uniquement les coûts unitaires de production et de
stockage. Cette borne est calculée en faisant circuler∑T
t=1 d

′
t unités de flot dans un graphe G2 défini comme

G mais avec p̃t = pt. Ce nouveau réseau permet de
prendre en compte tous les coûts à l’exception du se-
tup. Soit CflotPH le coût optimal du problème de flot
sur G2. On a alors

C ′ ≥ CflotPH + Cs′
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5.2 Borne sur Cs′

Le problème est difficile dès que des capacités de
production et des coûts de setup sont présents.

Propriété 5 Le problème (L) avec ht = pt = βt =
αt = 0 et βt = +∞ est NP-difficile.

Preuve :
La réduction se fait à partir du problème Sac-à-dos :

Entrée : n objets de poids wi, de valeurs vi. Deux en-
tiers V et W .
Question : Existe-t-il un ensemble S d’objets tel que∑
i∈S vi ≥ V et

∑
i∈S wi ≤W ?

On pose st = wt, Xt = vt, ∀t = 1 . . . T et d =
{0, .., 0, V }. On cherche un plan de production tel que∑
t∈S Xt ≥ V et

∑
t∈S|Xt>0 st ≤W . N’importe quelle

solution du lot sizing est équivalente à une solution
où l’on produit à pleine capacité. On peut donc se
restreindre à cet ensemble de solutions. La transfor-
mation est polynômiale. Une solution au problème de
sac-à-dos est aussi solution du lot sizing. Et inverse-
ment une solution du problème de lot sizing est une
solution du sac-à-dos. �

Nous proposons une approche par programmation
dynamique pour obtenir une borne inférieure de Cs′.
L’idée est d’associer une borne inférieure du coût de
setup à chaque sous-plan de production possible et de
chercher un ensemble de sous-plans disjoints maximi-
sant la somme de ces valeurs.

On considère un sous-plan de production, c’est-à-
dire un intervalle de périodes [t1, t2] (t1 < t2). On
cherche à borner le nombre minimum de périodes de
production nt1t2 dans un tel sous-plan pour obtenir
une borne inférieure wt1t2 du coût de setup nécessaire
à l’intervalle [t1, t2].

Les périodes entre t1 et t2 sont simplement ordon-
nées par capacités de production décroissantes d’une
part et par coûts de setup croissants d’autre part. On
considère donc un ordre γ1, . . . , γt2−t1+1 des périodes
de sorte que : X ′γ1 ≥ . . . ≥ X ′γt2−t1+1

Et un ordre δ1, . . . , δt2−t1+1 des périodes de sorte
que : sδ1 ≤ . . . ≤ sδt2−t1+1

Pour estimer la quantité minimale à produire sur
[t1, t2], on suppose que le stock maximum possible
arrive en t1 et le stock minimum possible est laissé
en t2 i.e. que I ′t1−1 = I ′t1−1 et I ′t2 = 0. De plus, on
suppose que la production est maximum aux périodes
déjà actives et ainsi couvrir Qt1,t2 =

∑
t∈[t1,t2]|Y ′t=1 X

′
t

unités. Pour couvrir la demande restante dans [t1, t2]
il faut donc activer au moins nt1t2 périodes :

nt1t2 = min{k |
k∑

j=1
X ′γj ≥

t2∑

t=t1

dt − I ′t1−1 −Qt1,t2}

Le coût de setup minimum nécessaire au sous-plan
[t1, t2] est simplement la somme des nt1t2 plus petits
coûts de setup des Y ′ non instanciés (|D(Y ′t )| = 2)
soit :

wt1t2 =
∑

j=1,...,nt1t2 | |D(Y ′
δj

)|=2

sδj

Tous les sous-plans possibles (il y en a donc
T (T−1)

2 ) sont ordonnés par dates de fin crois-
santes d’abord puis dates de début croissantes :
[1, 2], [1, 3], [2, 3], [1, 4], [2, 4], [3, 4], . . . , [T − 1, T ]. Pour
le ième sous-plan correspondant à l’intervalle [t1, t2] on
note wi la borne inférieure de son coût de setup c’est
à dire wi = wt1t2 . On remarque que n’importe quel
ensemble de sous-plans disjoints permet d’obtenir une
borne inférieure du coût de setup global en considérant
la somme des wi associés à ces sous-plans disjoints.
Pour obtenir la meilleure borne inférieure selon ce
principe, on cherche donc un ensemble S de sous-
plans disjoints qui maximise

∑
k∈S wk. Ce pro-

blème est précisément le Weighted Interval Schedu-
ling Problem [9]. Il s’agit d’un problème polynômial
résolu dans le cas général en O(n logn) (avec n le
nombre d’intervalles), en s’appuyant sur un tri des in-
tervalles en O(n logn) et un programme dynamique
de complexité linéaire O(n). Dans notre cas, les inter-
valles sont déjà ordonnés et l’algorithme de program-
mation dynamique peut donc être appliqué en O(T 2).
On considère l’ordre des intervalles indiqué plus haut
et on note f∗(i) le poids maximum possible avec les
i premiers intervalles. En considérant f∗(0) = 0, on
peut écrire pour tout i = 1, . . . , T (T−1)

2 que :
f∗(i) = max(f∗(i− 1), f∗(pi) + wi)

où pi est le plus grand entier, plus petit que i (donc
pi < i), tel que les intervalles pi et i sont disjoints.
Ainsi pi est le premier intervalle avant le ième et com-
patible temporellement avec le ième. Par exemple [3, 4]
est le 6ème intervalle et p6 = 1 car [1, 2] est compatible
avec [3, 4] mais [1, 3] ne l’est pas. On cherche donc la
valeur CdynS = f∗(T (T−1)

2 ).

Propriété 6
Cs′ ≥ CdynS

Preuve : La validité s’appuie sur deux éléments. wt1,t2
représente une borne inférieure sur le coût de setup du
sous-plan [t1, t2]. De plus, n’importe quel ensemble de
sous-plans disjoints permet d’obtenir une borne infé-
rieure du coût de setup global en considérant la somme
des wi associés à ces sous-plans. �

5.3 Borne sur Ch′

Pour obtenir une borne sur le coût de stockage, on
relâche les coûts de setup et les coûts unitaires de pro-
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Algorithm 4 produireAuPlusTard
1: CglouH ← 0
2: for t = 1 . . . T do
3: UBXt ← Xt

4: for t = T . . . 1 do
5: Q← dt
6: i← t
7: while Q > 0 do
8: if i 6= t then
9: CglouH ← CglouH + htQ

10: prod← min{Q,UBXi}
11: Q← Q− prod
12: UBXi ← UBXi − prod
13: i← i− 1
14: end algorithm

duction (i.e. s′t = p′t = 0). Ce problème relaxé est poly-
nômial et il suffit d’un algorithme qui produit chaque
demande au plus tard en respectant les capacités (voir
algorithme 4). Cet algorithme est présenté en O(T 2)
par souci de clarté mais peut aussi s’écrire en O(T ).

Soit CglouH le coût optimal de ce problème relaxé :

Ch′ ≥ CglouH

5.4 Borne sur Cp′

On définit le graphe G3 comme G (cf. 5.1) avec
p̃t = pt et ht = 0. Le coût minimum d’un flot de∑T
t=1 d

′
t unités sur ce graphe donne une borne sur le

coût unitaire de production.
Soit CflotP le coût optimal de ce problème de flot.

On a alors
Cp′ ≥ CflotP

5.5 Filtrage par coûts réduits

Rappelons que nous faisons l’hypothèse ici qu’une
solution réalisable existe (il existe ainsi un flot réali-
sable pour le réseau G) et qu’il n’y a pas de bornes
inférieures sur les quantités à produire et à stocker.

La résolution du flot de coût minimum fournit à l’op-
timum des coûts réduits pour les arcs de production
i.e les arcs (s, t) de G et les arcs de stockage entre deux
périodes consécutives i.e les arcs (t, t + 1). Ces coûts
réduits peuvent être utilisés pour filtrer les bornes des
variables X ′t et I ′t comme dans [7].
Considérons un arc de stockage (t, t+1) ∈ E. Son coût
réduit est défini par :

cπ(t, t+ 1) = ht + π(t+ 1)− π(t)
avec π(t + 1) (resp. π(t)) la valeur du plus court

chemin de s à t + 1 (resp. t) dans le graphe résiduel
Gf du flot optimal. On rappelle que CflotPHS est le
coût du flot optimal et on pose Ift la valeur du flot

optimal sur l’arc (t, t + 1). Le coût réduit cπ(t, t + 1)
représente la variation de z pour une variation de I ′t
d’une unité.

Ainsi dans le cas où cπ(t, t + 1) > 0, on a Ift = 0
(conditions d’optimalité du flot) et on peut mettre à
jour la borne supérieure de I ′t en appliquant :

CflotPHS + kcπ(t, t+ 1) > C ′ ⇒ I ′t < k

Si au contraire cπ(t, t + 1) < 0 alors Ift = I ′t et on
peut mettre à jour la borne inférieure de I ′t :

CflotPHS − kcπ(t, t+ 1) > C ′ ⇒ I ′t > I ′t − k
Dans le cas où 0 < Ift < I ′t, le coût réduit est nul et

aucun filtrage ne se produit. Les variables de produc-
tion X ′t sont filtrées de la même manière en utilisant
les coûts réduits des arcs de production (s, t).

5.6 Récapitulatif

Le tableau 1 recense les différentes bornes concer-
nées, les valeurs propagées ainsi que les paramètres
pris en compte.

Bornes Valeur Xt It pt ht st

C′ CflotPHS
√ √ √ √ √

CflotPH

+ Cs′

√ √ √ √

Cp′ CflotP
√ √ √

Ch′ CglouH
√ √ √

Cs′ CdynS
√ √

Table 1 – Récapitulatif des bornes

Les algorithmes de filtrage décrits ci-dessus sont uti-
lisés dans l’algorithme de propagation (algorithme 5)
de la contrainte globale.

Algorithm 5 Propager
1: testerRealisabilite() - Section 4
2: transformerProbleme() - Section 4
3: filtrerCs() - Section 5.2
4: filtrerCh() - Section 5.3
5: filtrerCp() - Section 5.4
6: filtrerC() - Section 5.1
7: filtrerCoutsReduits() - Section 5.5

6 Expérimentations

6.1 Résolution du problème par programmation
par contraintes et PLNE

Une fois les instants de production décidés (i.e.
une fois que les Yt sont fixés), le problème devient
facile et est résolu en O(T 2) grâce à l’algorithme
de flot sur le réseau G2 défini à la section 5.1. Il
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suffit donc de brancher uniquement sur les variables
Yt. Pour le moment, le branchement est chronologique.

L’implémentation est réalisée en JAVA sur Choco
3.0 [14] sur des instances générées aléatoirement. Le
problème traité étant résolu facilement par la PLNE,
les benchmarks existants sur le lot-sizing visent plu-
tôt les problèmes avec plusieurs types de produits ou
plusieurs niveaux (un produit et ses constituant dé-
finissant une nomenclature du produit). Les modèles
PLNE sont résolus par ILOG CPLEX 12.5. Deux mo-
dèles PLNE sont utilisés à titre de référence : le modèle
agrégé (AGG) du lot sizing (cf. modèle présenté à la
section 3.1) et le modèle facility location (FL) [10]. De
plus nous renforçons ces modèles en utilisant les bornes
obtenues après le point fixe sur les contraintes de flot
ce qui renforce leur relaxation linéaire (RL). Bien que
la relaxation linéaire du modèle FL soit meilleure que
celle du modèle AGG, le grand nombre de variables
l’empêche de fournir des solutions en un temps raison-
nable. Nous comparons donc seulement les modèles
PPC et AGG. Les résultats du modèle simple de PPC
consistant à poser la décomposition de la contrainte
globale ne sont pas présentés car ce modèle n’est ab-
solument pas compétitif.

6.2 Benchmarking et tests

La génération d’instances se fait de la façon sui-
vante : Les coûts de stockage sont constants et égaux
à 1. Les coûts de setup et les coûts unitaires de pro-
duction sont générés à l’aide de 2 paramètres : e et θ.
e représente le coût total unitaire de production (i.e.
le coût unitaire si la capacité de production est sa-
turée). On le fixe à e = 10. θ ∈ [0, 1] représente la
part du coût de setup par rapport au coût unitaire
de production. Le coût de production total à t (i.e. e
fois la capacité de production) sera donc dû pour θ à
son coût de setup et pour 1 − θ à son coût unitaire
de production. Pour chaque période, θ est pris aléatoi-
rement de façon uniforme dans un intervalle [θ, θ]. La
demande est générée selon une loi uniforme dans l’in-
tervalle [davg−δ, davg +δ]. Les capacités de production
et de stockage sont constantes et peuvent satisfaire
2.5davg. Les cinq classes évaluées sont les suivantes :
– C1 : davg = 1000, δ = 100, θ ∈ [0.8, 1], T = 40
– C2 : davg = 1000, δ = 500, θ ∈ [0.4, 0.6],T = 40
– C3 : davg = 1000, δ = 100, θ ∈ [0.8, 1], T = 80
– C4 : davg = 1000, δ = 500, θ ∈ [0.4, 0.6], T = 80
– C5 : davg = 1000, δ = 10, θ = 0.5, T = 80
La limite de temps est fixée à 1 minute d’exécution.
Le tableau 2 présente les résultats par classe et al-

gorithme. Il indique l’écart moyen à la valeur opti-
male en % (AvgG) de la meilleure solution trouvée,
le nombre de preuves d’optimalité effectuées (#R),

le temps moyen de résolution en secondes (CPU),
le nombre moyen de nœuds explorés (Search) et le
nombre de solutions optimales trouvées (#Opt).

PPC
CL T AvgG #R CPU Search #Opt
C1 40 0.15 % 0 60.00 72449 5
C2 40 0.30 % 0 60.01 69117 4
C3 80 0.83 % 0 60.01 31015 1
C4 80 0.68 % 0 60.02 27911 0
C5 80 0.13 % 0 60.01 36411 1

AGG
CL T AvgG #R CPU Search #Opt
C1 40 0.00 % 10 0.45 1955 10
C2 40 0.00 % 10 0.26 1143 10
C3 80 0.00 % 10 2.07 3663 10
C4 80 0.00 % 10 2.30 3919 10
C5 80 0.00 % 10 3.54 6736 10

Table 2 – Comparaison des modèles PPC et AGG

Le tableau 3 montre pour chaque classe d’instances
considérée l’écart moyen des différentes bornes sur C
par rapport à l’optimal (en %). Les deux dernières
colonnes montrent les bornes au nœud racine (BNR)
du modèle AGG et sa relaxation linéaire (RL).

CL CflotPHS CflotPH

+
CdynS

CflotP +
CglouH+
CdynS

AGG
BNR

AGG
RL

C1 10.67% 13.03% 17.07% 3.13% 10.67%

C2 8.83% 12.89% 16.97% 1.43% 8.83%

C3 9.79% 14.32% 18.55% 2.32% 9.79%

C4 9.03% 14.16% 18.45% 1.77% 9.03%

C5 9.37% 8.57% 8.57% 1.43% 9.37%

Table 3 – Comparaison des bornes au nœud racine

On observe bien que CflotP + CglouH + CdynS est
dominée par CflotPHS . On calcule tout de même cette
borne car on a besoin de CflotP et de CglouH pour fil-
trer Cp et Ch. Par ailleurs, comme on informe AGG
avec les capacités obtenues après la consistance de
bornes au nœud racine, la relaxation linéaire de AGG
est bien identique à CflotPHS . Enfin, on remarque
qu’avec des coûts st et pt variables (classes C1 à C4), la
borne CflotPHS domine la borne CflotPH+CdynS . Cela
vient du fait que le calcul des bornes inférieures sur les
sous-plans (wt1t2) est encore trop faible et prend mal
en compte la variabilité des coûts de setup. Ce n’est
pas le cas sur C5 où ces coûts sont constants.
Le modèle AGG reste plus efficace à ce stade sur

ce problème pur (en particulier pour réaliser la preuve
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d’optimalité), les coupes extraites au nœud racine lui
donnent une borne initiale très forte.

7 Utilisation de la contrainte globale dans
des problèmes multi-items

Cette section illustre l’utilisation de la contrainte
globale proposée au travers de trois problèmes multi-
produits NP-difficiles. Ces problèmes font tous appa-
raître des sous-problèmes de lot sizing mono-produit
avec des contraintes liantes provenant soit des capaci-
tés, soit des coûts, soit d’un entrepôt intermédiaire.

Dans chacun, on cherche à planifier la production
de N types de produits indicés par n = 1 . . . N . Les
variables introduites dans le lot sizing mono-produit
sont maintenant indicées par n. Chaque produit de
type n voit une demande dn,t pour t ∈ 1 . . . T . La
production d’un produit n induit un coût de setup
sn,t et un coût unitaire pn,t en période t. Enfin, le
stockage d’un produit n d’une période t à la suivante
induit un coût de stockage hn,t. Les autres variables
sont indicées suivant le même principe.

7.1 Lot sizing multi-produits avec capacité de pro-
duction commune

Ce premier problème [3] consiste à planifier la
production de N types de produits sur une même
ligne de production ayant la capacité de produire
une quantité maximale αt en période t, tous produits
confondus. Le modèle s’écrit :
Cglobal =

∑N
n=1 Cn

(1)
∑N
n=1 Xn,t ≤ αt ∀ t = 1 . . . T

(2) LotSizing(Xn, In, Yn,Cpn,Chn,Csn, Cn, datan),
∀ n = 1 . . . N

(3) Xn, In ∈ NT ∀ n = 1 . . . N
(4) Yn ∈ {0, 1}T ∀ n = 1 . . . N
(5) Cp,Ch,Cs, C ∈ RN+

7.2 Joint Replenishment Problem

Dans le Joint Replenishment Problem (JRP), des
économies d’échelle sont réalisées si l’on commande
(ou fabrique) plusieurs produits à la fois [11]. La
production d’au moins un produit en période t
engendre un coût de setup majeur st. On appellera
coût de setup mineur le coût de setup sn,t associé à
la production d’un produit de type n.

Soit Yt la variable binaire de setup valant 1 si au
moins un produit n a été fabriqué à t, 0 sinon. Le

modèle s’écrit :
Cglobal =

∑N
n=1 Cn +

∑T
t=1 stYt

(1) LotSizing(Xn, In, Yn,Cpn,Chn,Csn, Cn, datan),
∀ n = 1 . . . N

(2) Yn,t = 1⇒ Yt = 1 ∀ n = 1 . . . N , ∀ t = 1 . . . T
(3) Xn, In ∈ NT ∀ n = 1 . . . N
(4) Cp,Ch, C,Cs ∈ RN+
(5) Y ∈ {0, 1}T

7.3 One-Warehouse Multiretailer Problem

Le One-Warehouse Multiretailer Problem (OWMR)
est une généralisation du JRP [15]. Un entrepôt central
(warehouse) noté 0 approvisionne N détaillants (retai-
lers) indicés par n = 1 . . . N (voir figure 4). Chaque
détaillant a les mêmes caractéristiques que le pro-
blème mono-produit présenté en section 3. Les quanti-
tés commandées par les détaillants sont bornées par les
stocks disponibles à l’entrepôt central. Les paramètres
et variables caractérisant l’entrepôt sont indicés par
0 : s0,t, p0,t, h0,t, etc. La quantité commandée X0,t
par l’entrepôt n’est pas bornée.

Figure 4 – Représentation schématique du problème
OWMR à une période t.

En s’appuyant sur la contrainte de LotSizing le
modèle s’écrit :
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Cglobal =
∑N
n=1 Cn +

∑T
t=1 (p0,tX0,t + s0,tY0,t + h0,tI0,t)

(2) X0,t > 0⇒ Y0,t = 1 ∀ t = 1 . . . T
(3) I0,t−1 +X0,t =

∑N
n=1 Xn,t + I0,t

∀ t = 1 . . . T
(4) LotSizing(Xn, In, Yn,Cpn,Chn,Csn, Cn, datan)

∀ n = 1 . . . N
(5) Xn, In ∈ NT , Yn ∈ {0, 1}T ∀ n = 1 . . . N
(6) C,Cp,Ch,Cs ∈ RN+

La contrainte (3) est la contrainte de conservation du
flot à l’entrepôt.

8 Conclusion et perspectives

Dans un premier temps, nous proposons une
contrainte globale pour la résolution d’un problème de
lot sizing mono-produit très général. Nous étudions
la complexité de la contrainte et proposons un cadre
(réalisabilité et simplification du problème) pour
réaliser le filtrage. Plusieurs bornes inférieures sont
données dont une borne équivalente à la relaxation
linéaire d’un modèle classique PLNE et une borne
originale focalisée sur les coûts de setup. Nos résultats
expérimentaux préliminaires valident cette première
étape. La suite de l’élaboration de cette contrainte
portera sur la généralisation des algorithmes de calcul
de bornes et le filtrage des variables de décision
qui est encore incomplet. Par ailleurs, nous n’avons
pas encore exploré les relaxations des capacités de
production et de stockage.

Dans un deuxième temps, nous montrons l’intérêt
de cette contrainte pour modéliser de nombreux pro-
blèmes multi-produits pour lesquels la PLNE est mise
en échec. Nous pensons que la programmation par
contraintes peut être plus adaptée pour intégrer les
contraintes couplantes. Nous comptons également étu-
dier cette approche sur des réseaux logistiques plus
complexes grâce à des reformulations en stocks éche-
lon [19].
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Résumé

Dans beaucoup de problèmes de planification de pro-
duction, il y a la minimisation des coûts de stockage des
articles produits. Le papier [2] introduit la contrainte
globale StockingCost([X1, . . . , Xn], [d1, . . . , dn], H, c)
qui est satisfaite quand chacune des demandes Xi est
produite avant sa date de livraison di, la capacité c
de la machine est respectée et H est une borne supé-
rieure sur le coût total de stockage. Ce papier est un
résumé de [2] dans lequel est proposé un algorithme
linéaire pour faire de la cohérence aux bornes sur la
contrainte StockingCost. L’efficacité du propagateur
StockingCost a été démontrée sur un problème de di-
mensionnement de lots.

Abstract

Many production planning problems call for
the minimization of stocking/storage costs. The
paper [2] introduces a new global constraint
StockingCost([X1, . . . , Xn], [d1, . . . , dn], H, c) that
holds when each item Xi is produced on or before
its due date di, the capacity c of the machine is
respected, and H is an upper bound on the stocking
cost. This paper is a summary of [2] that proposes linear
time algorithm to achieve bound consistency on the
StockingCost constraint. On a version of the Discrete
Lot Sizing Problem, we demonstrate experimentally the
pruning and time efficiency of our algorithm compared
to other state-of-the-art approaches.

1 Introduction

Les problèmes de planification de production,
comme les problèmes de dimensionnement de lots,
consistent à trouver un plan de production d’un ou
de plusieurs articles qui satisfait les demandes en res-
pectant la capacité de production des machines et qui
minimise les coûts de production.

Pour gérer ce genre de problèmes de dimensionne-
ment de lots, nous proposons la contrainte globale
StockingCost et un algorithme linéaire pour faire de
la cohérence aux bornes.

2 La contrainte StockingCost

La contrainte StockingCost a la forme suivante :
StockingCost([X1, . . . , Xn], [d1, . . . , dn], H, c) où :

— la variable Xi est la date de production de la
demande i,

— l’entier di est la date de livraison pour la de-
mande i,

— l’entier c est la capacité maximum de production,
— si une demande est produite avant sa date de

livraison, elle doit être stockée. La variable H
est une borne supérieure sur le coût total de sto-
ckage.

La contrainte est satisfaite quand toutes les demandes
sont produites avant leurs dates de livraison (Xi ≤ di),
la capacité totale de production est respectée (on ne
peut pas produire plus de c articles à une même
période) et H est une borne supérieure sur le coût
total de stockage (

∑
i(di − Xi) ≤ H). Example :

StockingCost([X1 ∈ [1..2], X2 ∈ [1..2]], [d1 = 2, d2 =
2], H ∈ [0..2], c = 1).
Une première décomposition de la contrainte est :

Xi ≤ di,∀i (1)∑
i(Xi = t) ≤ c, ∀t (2)∑
i(di −Xi) ≤ H (3)

Les inégalités (2) peuvent être remplacées par
une contrainte globale global cardinality

constraint (gcc) (allDifferent, dans le cas
c = 1) [4] ou encore les inégalités (2) et (3) par un
cost-gcc [5] (minimum assignment pour c = 1 [1]).
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3 Principe de l’algorithme de filtrage

Pour faire de la cohérence aux bornes BC(Hmin)
sur la variable de coût H (c’est à dire calculer Hopt =
min

∑
i(di −Xi)), l’idée est de produire les demandes

le plus tard possible. Dans l’algorithme décrit dans [2],
les demandes sont ordonnées dans l’ordre décroissant
de Xmax

i . Si le problème est faisable (c’est à dire que
la contrainte gcc est satisfaite) et puisque le coût de
stockage est uniforme, il suffit alors de prendre les de-
mandes une à une et de les produire virtuellement à
partir de maxXmax

i en tenant compte à chaque fois du
coût de stockage induit et de la capacité de production.

Si Hopt
Xi←v est le nouveau coût optimal quand Xi

prend la valeur v, v doit être supprimée du domaine de
Xi si Hopt

Xi←v > Hmax. L’intuition derrière l’agorithme

pour faire de la cohérence aux bornes BC(Xmin
i ) est

de calculer dans un premier temps pour chacune des
variables Xi, la valeur vi

opt à partir de laquelle Hmin

augmente. Une borne inférieure (mais pas toujours
exacte) peut être alors : vopti − (Hmax −Hmin). Dans
[2], une procédure a été décrite pour avoir la borne
inférieure exacte de Xi en O(n).

4 Résultats expérimentaux sur un pro-
blème de dimensionnement de lots

4.1 Description du problème

Le problème de dimensionnement de lots considéré
ici, décrit dans [3], est un problème avec plusieurs ar-
ticles à produire sur une machine de capacité c = 1.
Il y a des coûts de stockage des articles et des coûts
de transition (coût encouru lors du passage de la pro-
duction d’un article à un autre). Toutes les demandes
doivent être satisfaites avant leurs dates de livraison.

4.2 Un modèle en Programmation par Contraintes

Nous identifions de manière unique chaque de-
mande. L’objectif est d’associer à chacune des de-
mandes, une période qui respecte sa date de li-
vraison. Notons date(p) ∈ [1..nbPeriods], ∀p ∈
[1..nbDemands] la période dans laquelle la de-
mande p est satisfaite. Si dueDate(p) est la date
de livraison de la demande p, on a : date(p) ≤
dueDate(p). On peut casser certaines symétries
concernant des demandes d’un même article en
imposant : date(p1) < date(p2),∀(p1, p2) tel que
dueDate(p1) < dueDate(p2) ∧ item(p1) = item(p2).
En notant objStorage la borne supérieure sur
le coût total de stockage, la partie de sto-
ckage peut être modélisée par la contrainte :
StockingCost(date, dueDate, objStorage, 1).

La seconde partie du problème concernant les coûts
de transition peut être vue comme un modèle classique
du problème du voyageur de commerce où les villes
représentent les demandes et la distance entre deux
villes est le coût de transition des demandes corres-
pondantes. Si successor(p), ∀p ∈ [1..nbDemands] est
la demande produite sur la machine juste après avoir
produit la demande p, on a : ∀p ∈ [1..nbDemands] :
date(p) < date(successor(p)). Une contrainte mi-

nimum assignement [1] est ajoutée sur les variables
successor et les coûts de transition.

4.3 Résultats

Les expériences ont été effectuées avec le solveur
OscaR [6]. La comparaison a été faite avec les trois
autres décompositions décrites dans la section 2. Sur
15 instances générées aléatoirement, la contrainte Sto-
ckingCost offre plus de filtrage et est plus rapide que
les autres décompositions.

5 Conclusion

Pour modéliser certains problèmes de planification
de production en Programmation par Contraintes, la
contrainte globale StockingCost a été proposée ainsi
qu’un propagateur efficace.
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Résumé

Trouver une solution à un problème de satisfaction
de contraintes est en général un problème NP-difficile.
Ainsi, identifier une nouvelle classe polynomiale de CSP,
en d’autres termes, une classe de problèmes de satis-
faction de contraintes pour lesquelles il existe une mé-
thode de reconnaissance et de résolution de complexité
polynomiale, constitue un axe de recherche fondamental
dans l’étude des CSPs. Dans cet article, nous présen-
tons une nouvelle classe polynomiale relationnelle pour
les CSPs binaires. Tout d’abord nous présentons un nou-
vel opérateur ternaire que nous appelons mjx. Nous dé-
crivons ensuite les relations fermées par cet opérateur
en proposant un algorithme d’identification de ces rela-
tions. Afin de réduire la complexité spatiale et temporelle
des traitements, nous définissons une nouvelle méthode
de stockage de ces relations qui permet de réduire la
complexité de chemin consistance, ce dernier niveau de
consistance étant suffisant pour résoudre les instances
de la classe proposée.

Abstract

Finding a solution to a constraint satisfaction pro-
blem is known to be an NP-hard task. Considerable effort
has been spent on identifying tractable classes of CSP. In
other words, classes of constraint satisfaction problems
for which there are polynomial-time recognition and re-
solution algorithms. In this article, we present a relatio-
nal tractable class of binary CSP. Our key contribution
is a new ternary operation that we named mjx. We first
describe mjx-closed relations by proposing an algorithm
which identifies such relations. To reduce space and tem-
poral complexity, we define a new storing technique for
these relations which reduces the complexity of establi-
shing path consistency, the consistency level that allows
solving all instances of the proposed class.

∗Martin Cooper est soutenu par l’Agence Nationale de la
Recherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210) ainsi que par l’EPSRC grant EP/L021226/1.

1 Introduction

Dans la vie quotidienne, de nombreux problèmes
peuvent être définis en termes de contraintes de temps,
d’espace, ou plus généralement de ressources. Nous
pouvons citer à titre d’exemples : les problèmes de pla-
nification et ordonnancement, ou encore les problèmes
d’affectation de ressources. Ces différents problèmes
sont désignés par le terme générique CSP Constraint
Satisfaction Problem, et ont la particularité commune
d’être fortement combinatoires : il faut explorer un
grand nombre de combinaisons afin de trouver une so-
lution.

Trouver une solution à un problème de satisfac-
tion de contraintes est, en général, un problème NP-
difficile. Cependant, un grand nombre de problèmes
qui se posent dans la pratique ont des propriétés par-
ticulières qui leurs permettent d’être résolus efficace-
ment. Bien que le CSP soit NP-complet, il existe des
classes d’instances qui peuvent être à la fois reconnues
et résolues en temps polynomial. Dans la littérature, il
existe trois types de telles classes, dites polynomiales :
les classes structurelles, les classes relationnelles et les
classes hybrides. Les classes structurelles sont basées
sur la structure du réseau de contraintes. Ces classes
exploitent les propriétés topologiques qui existent fré-
quemment dans les problèmes réels. Par exemple l’acy-
clicité du réseau [10], ou les réseaux dont la largeur
arborescente est bornée par une constante [11]. Les
classes relationnelles sont basées sur la sémantique des
contraintes, on parle alors de langage de contraintes.
Pour les caractériser on utilise l’algèbre des opérations
de fermeture (polymorphismes). Parmi les classes re-
lationnelles polynomiales, on peut citer, par exemple
les CSP max-fermés [13] et les CSP médiane fermés
[12, 8]. Plus récemment, des classes dites hybrides ont
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été proposées. Ces classes renferment les deux notions
relationnelle et structurelle. On peut citer notamment
la classe des instances vérifiant la Broken-Triangle Pro-
perty [7] et les CSP à rang borné [14].

Dans cette perspective, nous proposons une nouvelle
classe polynomiale relationnelle définie sur les relations
binaires. Notre contribution consiste à définir un nou-
vel opérateur que nous appelons mjx. Cet opérateur est
un choix très naturel parmi les opérateurs de type ma-
jorité. Des avancés récentes [3, 2] ont permis de s’ap-
procher d’une preuve de la conjecture de Feder et Vardi
que toute classe relationnelle définie par un ensemble
fini de relations est soit polynomiale soit NP-complète
[9]. Cependant, d’un point de vue pratique, il reste du
travail à faire pour identifier les classes polynomiales
qui sont utiles dans de vraies applications. Nous espé-
rons que cet article inspirera d’autres travaux sur la
recherche de classes polynomiales vraiment utiles en
pratique.

Le reste du papier est organisé comme suit : la
Section 2 consiste en une revue bibliographique par-
courant les notions, les définitions et notations néces-
saires pour la suite. Nous donnerons aussi quelques
exemples de relations fermées par mjx. Nous présente-
rons une caractérisation alternative de telles relations
qui nous permettra de donner, dans la Section 3, un al-
gorithme optimal d’identification des relations fermées
par cet opérateur. Les instances de CSP fermées par
mjx étant résolues en temps polynomial par l’établis-
sement de la 3-consistance forte (voir Section 4), cet
article inclut dans la Section 5 un nouvel algorithme
de chemin consistance pour les problèmes fermés par
mjx. L’algorithme proposé optimise la consistance de
chemin moyennant un nouveau calcul des opérations
d’intersection et de composition de relations binaires.
Contrairement aux anciens travaux [4], les nouveaux
algorithmes de calcul de l’intersection et de la compo-
sition possèdent une complexité linéaire O(d), où d est
la taille du plus grand domaine. Finalement, nous don-
nons une conclusion sur ce travail dans la Section 6.

2 Préliminaires

Nous rappelons d’abord quelques notions de base
sur les CSP et les classes polynomiales.

Définition 1 Un problème de satisfaction de
contraintes (CSP) est défini par un triplet (X,D,C),
où

– X = {x1, ..., xn} est un ensemble de n variables.
– D est un ensemble fini et totalement ordonné de
d valeurs, Dxi

⊆ D (que nous noterons aussi plus
simplement Di) étant l’ensemble des valeurs pos-
sibles pour la variable xi.

– C = {c1, ..., cm} est un ensemble de m contraintes
chacune impliquant plusieurs variables.

Chaque contrainte ci est un couple (S(ci), R(ci)), où
S(ci) ⊆ X est la portée de ci (l’ensemble de variables
sur lesquelles elle porte) et R(ci) ⊆ Dj1 × . . .×Djr (si
S(ci) = {xj1 , . . . , xjr}) est sa relation de compatibilité.
L’arité de ci est le nombre de variables appartenant
à S(ci). En général, on distingue les contraintes bi-
naires, dont l’arité vaut 2, des contraintes d’arité quel-
conque. Les CSP binaires (dont toutes les contraintes
sont binaires) sont généralement considérés de façon
différente des CSP dont les contraintes sont d’arité
quelconque.

Nous rappelons maintenant la notion de langage de
contraintes.

Définition 2 Un langage de contrainte Γ est un en-
semble arbitraire de relations, définies sur un domaine
fixe D(Γ). On dénote par CSP(Γ) l’ensemble des ins-
tances (X,D(Γ), C) telles que, pour tout (S,R) ∈ C,
on a R ∈ Γ.

Un langage de contraintes fini Γ est dit polynomial
s’il existe un algorithme polynomial qui permet de ré-
soudre toutes les instances de CSP(Γ). Un langage de
contraintes infini Γ est dit polynomial si chaque sous-
ensemble fini de ce langage est polynomial.

Définition 3 Etant donnée un opérateur φ : Dk →
D, une relation binaire R sur D est fermée par φ si,
pour tout (a1, a

′
1),. . . ,(ak, a

′
k) ∈ D2, on a (a1, a

′
1),. . . ,

(ak, a
′
k) ∈ R ⇒ (φ(a1, . . . , ak), φ(a′1, . . . , a

′
k)) ∈ R. Un

langage Γ est fermé par φ si toute relation de Γ est
fermée par φ.

Dans ce qui suit nous introduisons notre nouvel opé-
rateur appelé mjx, un opérateur ternaire qui appar-
tient à la classe des opérateurs de type majorité. Cette
classe renferme tout les opérateurs ternaires apparte-
nant à la famille des opérateurs de quasi unanimité
[12]. Rappelons que φ : Dk → D est un opérateur de
quasi-unanimité si, pour tout a, b ∈ D, on a

φ(b, a, . . . , a) = φ(a, b, a, . . . , a) = . . .

= φ(a, a, . . . , b) = a

Définition 4 L’opérateur mjx est défini comme suit :

mjx(a, b, c)
def
=





a si a = b ∨ a = c
b si a 6= b ∧ b = c
max(a, b, c) sinon

Ainsi une relation R est fermée par mjx si
et seulement si (a, a′), (b, b′), (c, c′) ∈ R ⇒
(mjx(a, b, c),mjx(a′, b′, c′)) ∈ R
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Par ailleurs, nous rappelons le théorème suivant. Ce
dernier stipule que l’ensemble des CSPs définis sur un
langage fermé par un opérateur de majorité forment
une classe polynomiale.

Théorème 1 [12, 3] Soit Γ un ensemble de relations
sur un domaine fini D. Si Γ est fermé par un opéra-
teur de majorité, alors la résolution de CSP (Γ) est en
temps polynomial.

Il a été prouvé que la fermeture par un opérateur
de majorité est une condition suffisante pour montrer
que la résolution d’une instance s’effectue en temps
polynomial. En effet, d’une part si une relation R est
fermée par un opérateur de majorité φ, alors n’importe
quelle contrainte (S,R) peut être décomposée en des
contraintes binaires et d’autre part toute instance ne
comportant que des contraintes fermée par φ est réso-
lue par la 3-consistance forte [12, 3].

Corollaire 1 Soit I ∈ CSP (Γ). Si Γ est fermé par
mjx alors la résolution de I s’effectue en temps poly-
nomial.

Preuve Pour démontrer que mjx est un opérateur de
majorité, il suffit d’observer que mjx vérifie la pro-
priété suivante de la famille d’opérateurs de majorité :

∀a, b mjx(a, a, b) = mjx(a, b, a) = mjx(b, a, a) = a

L’opérateur mjx est un choix évident parmi tous les
opérateurs de majorité puisqu’il retourne le maximum
de ses arguments lorsque ces derniers sont tous diffé-
rents. Une question importante est de savoir s’il existe
des relations fermées par mjx qui pourraient arriver en
pratique. Nous donnons quelques exemples de telles
relations. La vérification que ces relations sont bien
fermées par mjx suit presque directement de la carac-
térisation alternative des relations fermées par mjx que
nous donnons dans la Section 3.

Exemple 1 Toute relation unaire x ∈ A ⊂ D est fer-
mée par mjx. Toute relation binaire sur domaines boo-
léens est fermée par mjx. Donc la classe des instances
CSP dont toutes les relations sont fermées par mjx
peut être vue comme une généralisation de 2SAT. Les
CSP médiane fermés (“connected row convex”) [8] est
une autre généralisation de 2SAT qui est incomparable
avec les CSP mjx fermés.

Exemple 2 Soit f une fonction monotone décrois-
sante, c’est-à-dire u < v ⇒ f(u) ≥ f(v). Toute re-
lation de la forme x ≥ f(y) est fermée par mjx. Il
s’ensuit que les relations binaires suivantes sont toutes

fermées par mjx, où x, y sont les variables et a, b des
constantes :

x+ y ≥ a
(x ≥ a) ∨ (y ≥ b)

Les relations suivantes sont aussi fermées par mjx :

x = y + c

(x = y + c) ∨ (x ≥ f(y))

Les relations suivantes sont aussi toutes fermées par
mjx.

(x = a) ∨ (y ≥ b)
(x = a) ∨ (y = b)

(x = a) ∨ (x ≥ f(y))

(x = a) ∨ (y = b) ∨ (x ≥ f(y))

((x = a) ∧ (y = b)) ∨ (x ≥ f(y))

Les valeurs (a, b) pourraient représenter des valeurs
par défaut. Par exemple, si x est le temps du début
d’une action dans un problème de planification, x = a
pourraient représenter le fait que l’on n’exécute pas
l’action en question.

3 Identification de relations mjx fermées

La manière la plus intuitive de savoir si une relation
est fermée par mjx consiste à tester toutes les com-
binaisons possibles d’éléments qui appartiennent à la
relation. Il s’agit de vérifier la fermeture de chaque
image de trois paires d’éléments par mjx. Cette mé-
thode simple engendre un nombre de tests de l’ordre
de d6. La section suivante décrit une méthode plus ef-
ficace d’identification de relations fermées par mjx.

3.1 Caractérisation des relations fermée par mjx

Nous passons maintenant à des conditions néces-
saires et suffisantes de fermeture par mjx. Soit R une
relation binaire. Par abus de notation, nous utilisons
aussi R pour sa représentation matricielle. La matrice
R∗ est obtenue à partir de R en supprimant les lignes
et les colonnes nulles. Les lignes et colonnes nulles sont
naturellement éliminées lorsque l’on établit la consis-
tance d’arc.

Proposition 3.1 Soit R une relation binaire telle que
R = R∗ (c’est-a-dire sans ligne ni colonne nulle). Si
R est fermée par mjx alors

(a′ < b′) ∧ (a, a′), (a, b′) ∈ R⇒ ∀c′ > b′, (a, c′) ∈ R
(1)

et

(a < b) ∧ (a, a′), (b, a′) ∈ R⇒ ∀c > b, (c, a′) ∈ R (2)
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Preuve Puisque R = R∗, pour chaque c′ il existe c tel
que (c, c′) ∈ R. Par application directe de la Définition
4, nous obtenons

(a, a′), (a, b′), (c, c′) ∈ R ⇒ (a, c′) ∈ R

pour tout c′ tel que c′ > b′ > a′. De façon analogue,
nous obtenons

(a, a′), (b, a′), (c, c′) ∈ R ⇒ (c, a′) ∈ R

pour tout c tel que c > b > a.
Les conditions (1) et (2) garantissent qu’il n’existe

pas de zéro précédé par deux 1 au sein d’une même
ligne ou d’une même colonne lorsque que la relation
est mjx-fermée.

Proposition 3.2 Si la relation binaire R est fermée
par mjx alors

((a, a′), (b, b′), (c, c′) ∈ R ∧
(a > b, c) ∧ (b′ > a′, c′) ∧

(c 6= b) ∧ (c′ 6= a′)) ⇒ (a, b′) ∈ R
(3)

Preuve Si (a > b, c), (b′ > a′, c′), c 6= b et c′ 6= a′

alors (mjx(a, b, c),mjx(a′, b′, c′)) = (a, b′).

Proposition 3.3 Soit R une relation binaire telle que
R = R∗. R est fermée par mjx si et seulement si nous
avons (1), (2) et (3).

Preuve (⇒) Ceci découle des Propositions 3.1 et 3.2.
(⇐) Soit une relation binaire R. Si R vérifie (1), (2)
et (3) alors quelque soit (a, b′) 6∈ R, nous montre-
rons qu’il n’existe pas (a, a′), (b, b′), (c, c′) ∈ R qui gé-
nèrent (a, b′) par mjx. Supposons que mjx(a, b, c) =
a et mjx(a′, b′, c′) = b′ et (a, b′) 6∈ R. Puisque
(a, a′), (b, b′) ∈ R et (a, b′) /∈ R, nous avons a 6= b et
a′ 6= b′. Puisque mjx(a, b, c) = a 6= b, nous avons c 6= b
et donc deux possibilités : soit a > b, c soit a = c. De
façon similaire, puisque mjx(a′, b′, c′) = b′ 6= a′ nous
avons c′ 6= a′ et les deux possibilités : soit b′ > a′, c′

soit b′ = c′. Dans le cas (a > b, c) ∧ (b′ > a′, c′), (3)
implique que (a, b′) ∈ R ce qui contredit notre hypo-
thèse. Dans le cas (a > b, c) ∧ b′ = c′, (2) implique
également que (a, b′) ∈ R. De façon symétrique, dans
le cas a = c ∧ (b > a′, c′), (1) implique encore que
(a, b′) ∈ R. Enfin, le cas a = c ∧ b′ = c′ est impossible
car (c, c′) ∈ R et (a, b′) 6∈ R. Nous concluons ainsi que
R est fermée par mjx.

Proposition 3.4 On peut stocker une relation binaire
R fermée par mjx en espace O(d).

Preuve Ceci est une conséquence de la Proposi-
tion 3.1 : au lieu de stocker R sous la forme d’une
matrice booléenne, il suffit de stocker les positions des
deux premiers 1 dans chaque ligne de cette matrice.

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 1

2
3
0
1

∞
∞
3
2

Figure 1 – Matrice associée à la relation mjx-fermée
donnnée dans l’Exemple 3 et les deux vecteurs permet-
tant son stockage.

Exemple 3 Soit la relation binaire définie sur
{0, 1, . . . , d − 1} par (|x − y| = a ∨ x + y > b), où
a et b sont des constantes telles que b ≤ 2a. Cette re-
lation est mjx-fermée. La matrice associée à une telle
relation pour d = 4, a = 2 et b = 4, ainsi que les deux
vecteurs qui permettent son stockage selon la Proposi-
tion 3.4, sont montrés dans la Figure 1.

Il est facile, mais fastidieux, de vérifier que les
exemples de relations données dans les Exemples 2 et
3 vérifient les conditions (1), (2) et (3) et donc sont
bien fermées par mjx. Dans le cas où le domaine de la
première variable est booléenne, les conditions (2) et
(3) sont toujours vraies de façon triviale (car il n’existe
pas trois valeurs a, b, c distinctes dans le domaine de
cette variable) et la seule condition à remplir pour être
fermé par mjx est la condition (1), ce qui nous permet
de donner l’exemple suivant.

Exemple 4 La relation (x = a)⇒ (y = b∧y ≥ c), où
x est une variable booléenne, y une variable quelconque
et a, b, c des constantes, est fermée par mjx.

3.2 Vérification de la fermeture par mjx

La vérification de fermeture par mjx consiste à véri-
fier les trois conditions nécessaires et suffisantes de la
Proposition 3.3. La méthode la plus simple consiste à
vérifier que tous les triplets d’éléments (a, a′), (b, b′),
(c, c′) qui appartiennent à la relation ne violent pas ces
conditions. Malheureusement cette méthode engendre
un nombre élevé de tests. Nous montrerons dans cette
section qu’il est possible de vérifier les conditions (1),
(2), (3) en temps O(d2).

Dans cette section nous supposons que la relation R
à tester se présente sous la forme d’une matrice boo-
léenne : R(a, b) = 1 si et seulement si (a, b) appartient
à la relation. Il est raisonnable de supposer que conver-
tir une relation donnée sous une autre forme en matrice
booléenne peut se faire en temps O(d2). D’abord, nous
pouvons remarquer que la vérification des conditions
(1) et (2) nécessite O(d2) instructions : il suffit de par-
courir chaque ligne et chaque colonne une seule fois
pour vérifier que le deuxième 1 (s’il existe) de cette
ligne ou colonne est suivi par une suite de 1.
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Par la suite, dans cette section, nous supposons que
R = R∗ (c’est-à-dire que les lignes et colonnes nulles de
R ont été supprimées) et que R satisfait les conditions
(1) et (2). Une conséquence de cette dernière suppo-
sition est que chaque zéro R(i, j) = 0 est précédé par
au plus un 1 dans la ligne i et au plus un 1 dans la
colonne j.

Pour vérifier la condition (3), pour chaque (a, b′)
tel que R(a, b′) = 0, il faut vérifier qu’il n’existe pas
b, c < a et a′, c′ < b′ tels que

R(a, a′) = R(b, b′) = R(c, c′) = 1

∧ (c 6= b) ∧ (c′ 6= a′)
(4)

Pour ce faire nous utilisons les structures de données
suivantes :

– NL(i, j) =
∑

k<j R(i, k) = le nombre de 1 dans
la ligne i de R avant la colonne j.

– NC(i, j) =
∑

k<iR(k, j) = le nombre de 1
dans la colonne j de R avant la ligne i.

– N(i, j) =
∑

k<j NC(i, k) = le nombre total de
1 dans la sous matrice de R composée des lignes
avant la ligne i et des colonnes avant la colonne j

– lig1(j) = min{i | R(i, j) = 1} = la ligne du
premier 1 dans la colonne j de R

– col1(i) = min{j | R(i, j) = 1} = la colonne du
premier 1 dans la ligne i de R

On peut établir ces structures de données en temps
O(d2) par application directe de leurs définitions, ci-
dessus.

Si R(a, b′) = 0, en s’appuyant sur notre supposition
que R satisfait les conditions (1) et (2), nous savons
qu’il y a au plus un seul 1 dans la ligne a de R avant la
colonne b′ et un seul 1 dans la colonne b′ avant la ligne
a. Il y a donc une seule valeur a′ = col1(a) et une seule
valeur b = lig1(b′) telles que R(a, a′) = R(b, b′) = 1
qui pourraient aussi éventuellement satisfaire b < a ∧
a′ < b′. Dans le cas où nous avons b < a ∧ a′ < b′,
pour compléter la vérification de la condition (4), il
faut vérifier que le nombre de paires (c, c′) telles que
R(c, c′) = 1 ∧ (c 6= b) ∧ (c′ 6= a′) ∧ c < a ∧ c′ < b′

soit 0. Le nombre de telles paires (c, c′) est donné par
la formule suivante

N(a, b′)−NL(b, b′)−NC(a, a′) +R(b, a′).

(le nombre de 1 dans la sous matrice de R composée
des lignes avant la ligne a et des colonnes avant la co-
lonne b′ moins le nombre de ces 1 qui se trouvent dans
la ligne b ou la colonne a′). Nous pouvons conclure que
nos structures de données permettent une vérification
de la condition (4) en temps O(1) pour chaque paire
de valeurs (a, b′), évitant ainsi une recherche complète
sur les valeurs de a′, b, c et c′. Nous avons démontré la
proposition suivante.

Proposition 3.5 Vérifier qu’une relation R est fer-
mée par mjx peut se faire en temps O(d2).

On peut même dire que la complexité de O(d2) est
optimale puisque, dans le pire des cas, il faut d2 opé-
rations pour lire une relation binaire quelconque.

4 Résolution d’instances mjx-fermées

On appelle consistance locale le fait de vérifier que
certains sous ensembles de variables ne violent pas
les contraintes qui lui sont liées. Cela permet de fil-
trer alors certaines valeurs ou tuples impossibles avec
comme conséquence un coût réduit pour la résolution
de l’instance. Il existe plusieurs consistances locales,
offrant chacune un équilibre différent entre efficacité
du filtrage et rapidité de calcul.

On sait qu’une instance dont toutes les relations sont
fermées par un opérateur de majorité, tel que mjx, est
résolue soit par la 3-consistance forte [12] soit par la
consistance d’arc singleton [5]. Il s’avère que dans le
cas des relations fermées par mjx, la consistance de
chemin directionnelle et la consistance d’arc suffisent
(voir Proposition 4.1). Bien qu’intéressant au niveau
théorique, ce résultat ne permet pas forcément de trou-
ver un algorithme plus rapide. Par la suite, nous nous
intéresserons plus particulièrement à la 3-consistance
forte comme algorithme de résolution de CSPs mjx-
fermés.

Définition 5 Un CSP (X, D, C) est chemin-
consistant (directionnel) si pour tout triplet (xi, xj,
xk) de variables (tels que i, j < k dans le cas direc-
tionnel), et pour toute paire de valeurs (vi,vj) ∈ Di

× Dj, il existe une valeur vk de Dk telle que l’instan-
ciation partielle (xi = vi, xj = vj, xk = vk) satisfait
toutes les contraintes binaires de C portant exclusive-
ment sur xi, xj et xk.

Proposition 4.1 Soit I une instance CSP binaire
dans laquelle toutes les contraintes sont mjx-fermées.
Il suffit d’établir simultanément la consistance de che-
min directionnelle et la consistance d’arc pour déter-
miner si I est satisfiable et pour pouvoir trouver une
solution, s’il en existe, en temps linéaire.

Preuve Supposons que I est arc consistante et chemin
consistante directionnelle. Soit (a1, . . . , ak−1) une solu-
tion partielle, c’est-à-dire une affectation aux variables
(x1, . . . , xk−1) qui satisfait toutes les contraintes por-
tant sur ces variables. Par consistance d’arc, nous sa-
vons qu’une telle solution partielle existe pour k = 3.
Nous montrerons qu’il est toujours possible (pour k =
3, . . . , n) d’étendre (a1, . . . , ak−1) à une solution par-
tielle (a1, . . . , ak). Par récurrence, il en suivra que I
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est satisfiable et que l’on peut trouver une solution en
temps linéaire.

Notons Rij la relation de la contrainte portant sur
la paire de variables (xi, xj). Soit Rik(ai) l’ensemble
des valeurs b ∈ Dk telle que (ai, b) ∈ Rij . Grâce à
la consistance d’arc, nous savons que la représenta-
tion matricielle de Rij ne comporte ni ligne ni colonne
nulle. On peut donc déduire de la Proposition 3.1 que
Rik(ai) est de la forme

{pik} ∪ {v | sik ≤ v ≤ mk}

où mk = max(Dk), pik < sik, pik ∈ Dk et sik ∈ Dk ∪
{∞} (pik et sik étant respectivement les positions du
premier et du deuxième 1 dans la ligne ai de la matrice
Rij). Par consistance de chemin, ∀i, j tels que 1 ≤
i, j < k et i 6= j, on a

Rik(ai) ∩Rjk(aj) 6= ∅ (5)

Il y a deux cas :

1. ∀i = 1, . . . , k − 1, mk ∈ Rik(ai), ou

2. ∃i tel que sik =∞ et donc Rik(ai) = {pik}.
Dans le premier cas, on peut choisir ak = mk. Dans
le deuxième cas, on peut choisir ak = pik car pik ∈
Rjk(aj) (pour tout j = 1, . . . , k − 1) par (5). Dans les
deux cas, (a1, . . . , ak) est une solution partielle.

5 Optimisation de la 3-consistance forte

L’algorithme ci-dessous décrit une procédure simple
pour établir la 3-consistance forte, où AC établit la
consistance d’arc.

Algorithm 1 Procédure 3C 1 (X, D, C)

1: répéter
2: pour tout xi, xj , xk ∈ X faire
3: si (i 6= j) ∧ (i 6= k) ∧ (j 6= k) alors
4: Rij ← Rij ∩Πij (Rik on Rkj on Dk)
5: fin si
6: fin pour
7: AC(X,D,C)
8: jusqu’à (pas de changement)

La procédure 3C 1 montre l’intérêt de pouvoir ef-
fectuer rapidement les opérations d’intersection R∩ S
et de composition Πx,y (R on S). Dans les deux sous
sections suivantes nous montrons que ces deux opéra-
tions peuvent s’effectuer en temps O(d) si les relations
R et S sont fermées par mjx, au lieu de O(d2) et O(d3)
respectivement pour des relations quelconques.

5.1 L’intersection de deux relations mjx fermées

L’opération d’intersection s’applique sur des paires
de relations comme suit :

R ∩ S = {(u, v) ∈ D2 | (u, v) ∈ R ∧ (u, v) ∈ S}

Nous utiliserons par la suite l’opération min 2(E) qui
retourne la deuxième plus petite valeur de l’ensemble
E. Nous supposons que chaque relation R est stockée,
comme évoqué dans la proposition 3.4, au moyen des
deux variables suivantes :

– col1R(i) = min{j | R(i, j) = 1} = la colonne
du premier 1 dans la ligne i de R.

– col2R(i) = min 2{j | R(i, j) = 1} = la colonne
du deuxième 1 dans la ligne i de R.

Dans le cas où le premier 1 ou le deuxième 1 n’existe
pas, la variable associée, col1R(i) ou col2R(i), prend
par défaut une valeur supérieure à d que nous note-
rons ∞. En s’appuyant sur le fait que le deuxième 1
dans une ligne est suivi par une suite de 1, calculer l’in-
tersection T = R ∩ S peut se faire à partir des règles
suivantes : ∀i,

col1T (i) =





col1R(i) si col1R(i) = col1S(i)
col1R(i) si col1R(i) ≥ col2S(i)
col1S(i) si col1S(i) ≥ col2R(i)
max(col2R(i), col2S(i)) sinon

et

col2T (i) =





max(col2R(i), col2S(i))
si col1R(i) = col1S(i)

col2S(i) si col1S(i) ≥ col2R(i)
col2R(i) si col1R(i) ≥ col2S(i)
max(col2R(i), col2S(i)) + 1 sinon

Pour simplifier la présentation, ici nous supposons que
Di = {1, . . . , d} avec d + 1 = ∞. Pour chaque valeur
de i, ces calculs s’effectuent en temps constant. Donc
le calcul de R ∩ S s’effectue en temps O(d). Puisqu’il
faut retourner les 2d valeurs col1T (i), col2T (i) qui re-
présentent la relation T , on peut en déduire que cette
complexité est optimale.

5.2 Composition de deux relations fermées par mjx

Nous focalisons dans cette section sur l’opération de
la composition qui opère sur une paire de relations R
et S comme suit :

R◦S = {(u, v) ∈ D2 | ∃w ∈ D, (u,w) ∈ R∧(w, v) ∈ S}

On sait que les polymorphismes sont conservés sous
les opérations de projection et de jointure [6]. Donc, si
R et S sont fermées par mjx, alors T = R ◦ S le sera
aussi. Il s’ensuit que l’on peut représenter T au moyen
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des valeurs col1T (i), col2T (i) (pour chaque ligne i de
la représentation matricielle de T ).

Par souci de simplicité de présentation, nous suppo-
sons que les matrices R et S sont toutes les deux de
taille d× d.

Pour faciliter le calcul nous utiliserons les structures
de données suivantes :

– m1R(i) = min{j | ∃k ≥ i, R(k, j) = 1} = la pre-
mière colonne j telle qu’il existe un 1 dans au
moins une des lignes k ≥ i

– m2R(i) = min 2{j | ∃k ≥ i, R(k, j) = 1} = la
deuxième colonne j telle qu’il existe un 1 dans au
moins une des lignes k ≥ i.

Dans l’algorithme de composition, donné ci-dessous,
la première boucle calcule de façon incrémentale les
valeurs de m1S(i) et m2S(i) pour chaque ligne i, en
commençant avec la dernière ligne.

Pour calculer la ligne i de la matrice T = R ◦ S,
nous distinguons trois cas, selon que la ligne i de R
a la forme (1) (0, . . . , 0), (2) (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ou
(3) (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1). Dans chaque cas, on
peut déduire la forme de la ligne i de T directement
de la définition de l’opération de composition.

1. Si la ligne i de R est nulle, alors la ligne i de T
sera nulle aussi.

2. Si la ligne i de R ne comporte qu’un seul 1 (dans
la colonne j), alors la ligne i de T sera identique
à la ligne j de S.

3. Si la ligne i de R comporte au moins deux 1
(dont les deux premiers dans les colonnes j et
k > j), alors col1T (i) = min{col1S(j),m1S(k)}
et col2T (i) = min 2(col1S(j), col2S(j), m1S(k),
m2S(k)).

L’algorithme 2 reçoit, en entrée, deux relations R
et S qui sont supposées être fermées par mjx et donc
stockées sous la forme des positions des deux premiers
1 dans chaque ligne (col1R et col2R pour R et col1S et
col2S pour S). L’Algorithme calcule, alors, la composi-
tion selon les trois règles données ci-dessus (deuxième
boucle pour). Au préalable, il remplit les structures
de données m1S et m2S décrites ci-dessus (première
boucle pour). Le résultat de l’algorithme, recevant en
entrée R et S, sont deux vecteurs qui mémorisent, res-
pectivement, la position du premier et du deuxième
1 dans chaque ligne de la matrice associée la relation
R ◦ S.

La complexité de notre algorithme de composition
de relations fermées par mjx est O(d). Puisqu’il faut
retourner les 2d valeurs col1T (i), col2T (i), on peut en
déduire que cette complexité est optimale. Cependant,
l’utilisation des algorithmes optimaux d’intersection et
de composition des relations fermées par mjx dans un
algorithme simple de chemin consistance, tel que 3C 1,

n’est pas optimale dans le pire cas. Dans la sous sec-
tion suivante nous montrerons comment construire un
algorithme de chemin consistance pour les instances
dont toutes les relations sont fermées par mjx, de com-
plexité temporelle maximale O(n3d log d+n2d2) et de
complexité spatiale O(n2d).

Algorithm 2 Fonction Composition(R,S) : T = R◦S
- - R et S sont données sous la forme des vecteurs col1R,
col2R et col1S ,col2S

- - Le résultat, T = R ◦ S, est calculée dans col1T et col2T

1: m1 ← ∞
2: m2 ← ∞
3: pour i de d à 1 faire
4: m1S(i) ← min(col1S(i),m1)
5: m2S(i) ← min 2(col1S(i),col2S(i),m1,m2)
6: m1 ← m1S(i)
7: m2 ← m2S(i)
8: fin pour
9: pour i de 1 à d faire

10: j ← col1R(i)
11: k ← col2R(i)
12: si (k = ∞) alors
13: si (j = ∞) alors - - cas 1 : ligne i de R nulle
14: col1T (i) ← ∞
15: col2T (i) ← ∞
16: sinon - - cas 2 : ligne i de R contient un 1
17: col1T (i) ← col1S(j)
18: col2T (i) ← col2S(j)
19: fin si
20: sinon - - cas 3 : ligne i de R comporte deux 1
21: E ← {col1S(j), col2S(j), m1S(k), m2S(k)}
22: col1T (i) ← min(E)
23: col2T (i) ← min 2(E)
24: fin si
25: fin pour
26: retourner (col1T , col2T )

5.3 Algorithme de 3-consistance forte

L’algorithme de composition de la Section 5.2
montre l’utilité des structures de données m1S et m2S .
Nous proposons de stocker ces structures de données
pour chaque relation S de l’instance, au lieu de les re-
calculer chaque fois que l’on souhaite recalculer la com-
position de deux relations R et S. Pendant l’établis-
sement de la 3-consistance forte, les valeurs col1S(k)
et col2S(k) ne peuvent qu’augmenter (suite à la sup-
pression d’un 1 dans la ligne i de la relation S). Pour
mettre à jour les valeurs de m1S(i) et m2S(i) lorsque
col1S(k) ou col2S(k) augmente, il suffit de reprendre
la première boucle de l’algorithme de composition à
partir de la ligne i = k et de continuer l’exécution de
cette boucle tant que m1S(i) ou m2S(i) a changé par
rapport à son ancienne valeur. Ainsi le nombre total
d’opérations sera de l’ordre du nombre de mises à jour
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des variables col1S , col2S plus le nombre des mises à
jour des variables m1S , m2S , ce qui représente un to-
tal de O(d2) opérations par relation, car chacune de
ces quatre variables est monotone et ne peut prendre
que O(d) valeurs.

Lorsque col1R(i) ou col2R(i) augmente, pour mettre
à jour la relation T = R ◦S, il faut recalculer col1T (i)
ou col2T (i) en exécutant l’itération i de la deuxième
boucle de l’algorithme de composition.

Il faut aussi recalculer col1T (i) ou col2T (i), en exé-
cutant l’itération i de cette même boucle, dans les deux
cas suivants :

1. lorsque col1S(j) ou col2S(j) augmente où j =
col1R(i),

2. lorsque m1S(k) ou m2S(k) augmente où k =
col2R(i).

Dans ces deux cas, nous utilisons des structures de
données dédiées pour avoir un accès rapide aux valeurs
de i telles que j = col1R(i) ou k = col2R(i) :

∀j inv col1R(j) = {i | col1R(i) = j}
∀k inv col2R(k) = {i | col2R(i) = k}

Les structures de données inv col1R et inv col2R né-
cessitent en tout seulement O(d) espace mémoire par
relation. Nous pouvons remarquer que le maintien de
ces structures de données inverses peut se faire en
temps O(log d) par opération d’ajout ou de retrait
(ces opérations étant nécessaires lorsque col1R(i) ou
col2R(i) augmente pour une valeur de i) en utilisant,
par exemple, un tas [1]. Le nombre total de ses mises
à jour sera O(d2) par relation, ce qui donne une com-
plexité totale de O(n2d2 log d) pour le maintien des
structures de données inv col1R et inv col2R.

Le nombre maximum de fois qu’une relation por-
tant sur deux variables xi, xj peut être modifiée
est O(d2). Après chaque modification, il faut réta-
blir la 3-consistance sur le triplet xi, xj , xk pour
chaque troisième variable xk, ce qui entrâıne une com-
plexité totale de O(n3d2 + n2d2 log d) pour ces propa-
gations (y compris le maintien des structures de don-
nées inv col1R et inv col2R). L’algorithme détaillé est
donné dans la Section 5.4.

Pendant l’établissement de la 3-consistance forte, il
faut aussi établir et maintenir la consistance d’arc. Le
nombre total d’opérations pour maintenir la consis-
tance d’arc est O(n2d2) si on garde en mémoire, par
exemple, le minimum support pour chaque affectation
(xi, v) dans le domaine Dj de chaque autre variable xj
[4]. Cette structure de données ne nécessite que O(n2d)
espace mémoire. Il s’ensuit que la consistance d’arc ne
fait pas augmenter la complexité (temporelle ou spa-
tiale) maximale. Donc, dans le cas où toutes les re-
lations sont fermées par mjx, établir la 3-consistance

forte (et donc résoudre l’instance) peut se faire en com-
plexité temporelle O(n2d2(n+log d)) et en complexité
spatiale O(n2d).

5.4 Algorithme complet de 3-consistance forte

Dans cette sous section, nous donnons en détail l’al-
gorithme décrit dans la Section 5.3. L’Algorithme 3 de
3-consistance forte appelle les deux sous programmes
MAJ élim vals et Propager PC, décrits plus loin, jus-
qu’à la convergence. La liste L1 est une liste de paires
(i, u) telles que la valeur u est à éliminer du domaine de
la variable xi. Lorsque l’on effectue cette élimination,
il faut mettre à jour toute relation Rij ainsi que toute
relation Rji. On rappelle qu’une relation R est stockée
sous la forme des structures de données col1R, col2R,
m1R et m2R, que nous noterons col1ij , col2ij , m1ij
et m2ij lorsque R = Rij . Les domaines Di sont sto-
ckés explicitement mais aussi implicitement dans les
relations Rij puisque les lignes et les colonnes nulles
correspondent respectivement aux valeurs u /∈ Di et
aux valeurs v /∈ Dj .

Les sous programmes MAJ col12 et MAJ m12
mettent à jour respectivement les structures de don-
nées col1, col2 et m1, m2. MAJ col12(i,j,l,c,L1,L2)
effectue une mise à jour éventuelle de col1ij(l) et
col2ij(l) lorsque (l, c) est éliminé de la relation Rij .
Il est utilisé pour s’assurer que (l, c) soit éliminé de
Rij lorsque (c, l) est éliminé de Rji. L’algorithme
MAJ m12 reprend la première boucle de l’algorithme
de composition de la Section 5.2.

Algorithm 3 Procédure 3-consistance forte(X,D,C)

1: L1 ← {(i, a) | (xi ∈ X) ∧ (a /∈ Di)}
2: L2 ← {(i, j, a) | (xi, xj ∈ X) ∧ (a ∈ Di)}
3: répéter
4: MAJ élim vals(L1, L2)
5: Propager PC(L1, L2)
6: jusqu’à (L1 = ∅) ∧ (L2 = ∅)

L’algorithme Propager PC(L1, L2) propage les élé-
ments de la liste L2 : chaque élément (i, j, l) apparte-
nant à la liste L2 y a été ajouté suite à un changement
qui est survenu concernant la ligne l de la relation Rij

(c’est-a-dire dans les valeurs de col1ij , col2ij , m1ij ou
m2ij). Pour chaque troisième variable k 6= i, j, il faut
rétablir la consistance de chemin sur les deux triplets
de variables : (xi, xj , xk) et (xk, xi, xj). Ceci se fait
de façon optimisée selon la méthode indiquée dans la
Section 5.3. Les mises à jour des relations Rik et Rkj ,
suite au rétablissement de la consistance de chemin,
peuvent entrâıner des ajouts à la liste L1 indiquant les
valeurs qui peuvent être éliminées par la consistance
d’arc. La liste L1 est traitée par le sous programme
MAJ élim vals.
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Algorithm 4 Procédure MAJ élim vals(L1,L2)

1: répéter
2: (i, u) ← pop(L1)
3: si ( u ∈ Di ) alors
4: Di ← Di \ {u}
5: pour j ∈ X \ {i} faire
6: col1ij(u) ← ∞
7: col2ij(u) ← ∞
8: MAJ m12(i,j,u,L2)
9: pour w ∈ Dj faire

10: MAJ col12(j,i,w,u,L1,L2)
11: fin pour
12: fin pour
13: fin si
14: jusqu’à (L1 = ∅)

Algorithm 5 Procédure MAJ col12(i,j,l,c,L1,L2)

1: si ( col1ij = c ) alors
2: col1ij(l) ← col2ij(l)
3: Ajouter (i, j, l) à L2

4: si (col1ij(l) = ∞) alors
5: Ajouter (i, l) à L1

6: sinon
7: col2ij(l) ← min{b | (b > c) ∧ (b ∈ Dj ∪ {∞})}
8: fin si
9: MAJ m12(i,j,l,L2)

10: sinon
11: si ( col2ij(l) = c ) alors
12: col2ij(l) ← min{b | (b > c) ∧ (b ∈ Dj ∪ {∞})}
13: MAJ m12(i,j,l,L2)
14: fin si
15: fin si

Algorithm 6 Procédure MAJ m12(i,j,l,L2)

1: k ← l
2: si (k = d) alors
3: m1 ← ∞
4: m2 ← ∞
5: sinon
6: m1 ← m1ij(k + 1)
7: m2 ← m2ij(k + 1)
8: fin si
9: répéter

10: change ← FAUX
11: m1ij(k) ← min(col1ij(k),m1)
12: m2ij(k) ← min 2(col1ij(k),col2ij(k),m1,m2)
13: si au moins une de m1ij ,m2ij a changée alors
14: change ← VRAI
15: Ajouter (i, j, k) à L2

16: fin si
17: m1 ← m1ij(k)
18: m2 ← m2ij(k)
19: k ← k − 1
20: jusqu’à ( k = 0 ) ∨ ( change = FAUX )

Le sous programme MAJ PC(i,j,l,k,L1,L2) effectue
des mises à jour de la ligne l de la relation Rik suite
au changement dans la relation Rij ou la relation Rjk.
Il s’inspire directement de l’algorithme d’intersection
de la Section 5.1 et de l’algorithme de composition de
la Section 5.2. Il appelle MAJ m12 pour mettre à jour
m1ik, m2ik et il appelle MAJ col12 pour mettre à jour
la relation transposée Rki.

Algorithm 7 Procédure MAJ PC(i,k,l,j,L1,L2)

1: - - recalcul de la ligne l de Rij on Rjk :
2: c1 ← col1ij(l)
3: c2 ← col2ij(l)
4: si (k = ∞) alors
5: si (j = ∞) alors
6: col1 ← ∞
7: col2 ← ∞
8: sinon
9: col1 ← col1jk(c1)

10: col2 ← col2jk(c1)
11: fin si
12: sinon
13: E ← {col1jk(c1), col2jk(c1), m1jk(c2), m2jk(c2)}
14: col1 ← min(E) ;
15: col2 ← min 2(E)
16: fin si
17: - - mise à jour de la ligne l de Rik :
18: si (col1 ≥ col2ik(l)) alors
19: col1ik(l) ← col1
20: col2ik(l) ← col2
21: sinon
22: si (col1ik(l) = col1) alors
23: col2ik(l) ← col2
24: sinon
25: col1ik(l) ← col2
26: col2ik(l) ← min{c | c > col2 ∧ c ∈ Dk ∪ {∞}}
27: fin si
28: fin si
29: si col1ik(l) devient ∞ alors Ajouter (i, l) à L1

30: fin si
31: MAJ m12(i,k,l,L2)
32: pour tout (l, c) éliminé de Rik faire
33: MAJ col12(k,i,c,l,L1,L2)
34: fin pour

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié une classe rela-
tionnelle polynomiale, la classe des instances CSP bi-
naires dans lesquelles toutes les relations sont fermées
par l’opérateur mjx. Cet opérateur de type majorité
est une fonction ternaire qui retourne le maximum de
ces arguments lorsque ceux-ci sont tous distincts. Nous
avons montré, via des exemples, que certaines relations
utiles sont fermée par mjx. Nous avons aussi donné
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Algorithm 8 Procédure Propager PC(L1,L2)

1: répéter
2: (i, j, l) ← pop(L2)
3: pour tout xk ∈ X \ {xi, xj} faire
4: - - pour la ligne l de Rik,
5: - - Rik ← Rik ∩Πik(Rij on Rjk)) :
6: MAJ PC(i,k,l,j,L1,L2)
7: pour (h ∈ inv colij(l) ∪ inv col2ij(l)) faire
8: - - pour la ligne h de Rkj ,
9: - - Rkj ← Rkj ∩Πkj(Rki on Rij)) :

10: MAJ PC(k,j,h,i,L1,L2)
11: fin pour
12: fin pour
13: jusqu’à ( L2 = ∅ )

une caractérisation alternative de relations fermées par
mjx ce qui nous a permis de démontrer que de telles
relations peuvent être stockées en espace O(d). Une
autre contribution était la réalisation d’un algorithme
optimal d’identification de relations fermées par mjx
de complexité O(d2).

L’exploitation de structures de données pour sto-
cker les relations fermées par mjx dépasse le gain mé-
moire puisqu’elle nous a permis de proposer deux nou-
veaux algorithmes d’une complexité linéaire O(d) de
calcul de l’intersection et de la composition de deux
relations fermées par mjx. Par conséquent, nous avons
optimisé la complexité temporelle de la 3-consistance
forte qui passe de O(n3d3) à O(n2d2(n + log d)) pour
une complexité spatiale de O(n2d). La 3-consistance
forte est une méthode de résolution des CSP binaires
dont toutes les relations sont fermées par mjx.

Ces résultats montrent que l’étude d’une classe re-
lationnelle polynomiale définie à partir d’un choix ju-
dicieux de polymorphisme peut se révéler intéressante
en termes d’une méthode de stockage compact et d’un
algorithme de résolution efficace. Il serait intéressant
dans l’avenir d’étudier d’autres classes relationnelles
définies par des polymorphismes simples dans l’espoir
de trouver d’autres résultats similaires, voire même
d’essayer d’établir une théorie concernant les classes
relationnelles qui peuvent être résolues en temps borné
par un polynôme donné. Par exemple, on peut se
demander s’il existe un algorithme de résolution de
complexité o(n3d3) pour CSP(Γ) pour tout langage Γ
fermé par un opérateur de majorité. Une autre pers-
pective de recherche théorique serait d’étudier le poly-
morphisme de type quasi-unanimité d’arité k > 3 qui
retourne le maximum de ses arguments sauf dans le
cas où au moins k− 1 de ces arguments sont égaux (le
cas k = 3 correspondant au polymorphisme mjx).

Il serait intéressant de chercher des applications
dans lesquelles toutes les relations sont fermées par
mjx.
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Résumé

Selon la nature des instances de CSP à traiter,
les méthodes exploitant la décomposition (arborescente)
offrent une approche souvent efficace pour la résolution,
le comptage de solutions et l’optimisation. Aussi, une
bonne partie des efforts de la communauté s’est foca-
lisée sur l’élaboration d’algorithmes visant à trouver les
meilleures décompositions, i.e. celles qui minimisent la
largeur arborescente, soit le paramètre central en termes
de complexité théorique. Dans ce cadre, l’heuristique
Min-Fill constitue la méthode de référence. Nous in-
troduisons ici deux nouvelles méthodes heuristiques dont
le but est d’améliorer Min-Fill. L’une a pour objet de
fonctionner sans triangulation, ce qui permet d’améliorer
les temps de calculs. L’autre vise à améliorer le compor-
tement de Min-Fill en exploitant mieux la topologie
des graphes. L’évaluation expérimentale que nous pré-
sentons montre l’intérêt de ces nouvelles approches.

Abstract

Depending on the nature of CSP instances to consi-
der, the (tree-)decomposition methods offer an approach
often efficient for the solving, the counting of solutions
or the optimization. So, the community has focused a
large part of its efforts on the production of algorithms
aiming to find the best decompositions, i.e. ones which
minimize the tree-width, a central parameter in terms
of theoretical complexity. In this frame, the heuristic
Min-Fill constitutes the reference method. We intro-
duce here two new heuristics with the aim in view to im-
prove Min-Fill. The first one aims to proceed without
triangulation, allowing notably an improvement of the
runtime. The second intends to improve the behaviour
of Min-Fill by exploiting the topology of graphs. The
experimental evaluation we present shows the interest of
these new approaches.

∗Ce travail est soutenu par l’Agence Nationale de la Re-
cherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).

1 Introduction

Les Problèmes de Satisfaction de Contraintes (CSP)
offrent un cadre puissant pour la formulation de pro-
blèmes en Informatique, et en particulier en Intelli-
gence Artificielle. Formellement, un Problème de Sa-
tisfaction de Contraintes est un triplet (X,D,C), où
X = {x1, . . . , xn} est un ensemble de n variables,
D = {Dx1 , . . . , Dxn} est un ensemble de domaines fi-
nis de valeurs, et C = {c1, . . . , ce} est un ensemble
fini de e contraintes. Chaque contrainte ci est une
paire (S(ci), R(ci)), où S(ci) = {xi1 , . . . , xik} ⊆ X
définit la portée de ci, et R(ci) ⊆ Dxi1

× · · · × Dxik

est sa relation de compatibilité. L’arité de ci est notée
|S(ci)|. Un CSP est dit binaire si toutes ses contraintes
sont d’arité 2. La structure d’un réseau de contraintes
(autre terme pour appeler un CSP) est représentée
par un hypergraphe (qui est un graphe dans le cas
binaire), appelé (hyper)graphe de contraintes, et dont
les sommets correspondent aux variables et les arêtes
aux portées des contraintes. Pour simplifier les no-
tations, dans la suite, nous noterons l’hypergraphe
(X, {S(c1), . . . S(ce)}) par (X,C). Sans manque de gé-
néralité, nous supposerons que les réseaux considérés
sont connexes. Une affectation sur un sous-ensemble de
X sera dite cohérente si elle ne viole aucune contrainte.
Vérifier si un CSP possède une solution (i.e. une affec-
tation cohérente de toutes les variables) est bien connu
pour constituer un problème NP-complet. Aussi, de
nombreux travaux ont été développés pour améliorer
la résolution en pratique. Bien évidemment, la com-
plexité de ces approches demeure exponentielle, au
moins en O(n.dn) où n est le nombre de variables et d
la taille maximum des domaines. Au-delà, étant don-
née une instance CSP, d’autres questions peuvent être
formulées conduisant à des problèmes plus difficiles
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encore comme l’optimisation sous contraintes (NP-
difficile) [4] ou le comptage de solutions (#P-complet)
[20]. De plus, on peut utiliser certaines techniques dé-
veloppées dans le cadre CSP pour traiter des pro-
blèmes de compilation de connaissances qui conduisent
également à des problèmes très difficiles en termes de
complexité [10].

Afin de contourner la complexité intrinsèque de
ces différents problèmes (décision, optimisation, comp-
tage, compilation), d’autres approches sont fondées sur
l’exploitation des classes polynomiales structurelles
qui s’appuient sur la notion de décomposition arbores-
cente de graphes [16]. Leur avantage fondamental est
lié à leur complexité théorique, en général de l’ordre
de dw+1 où w est la largeur arborescente du graphe
de contraintes 1. Ainsi, quand la largeur est limitée,
ces méthodes permettent de traiter des instances de
grande taille. C’est le cas par exemple des problèmes
bien connus d’optimisation pour l’allocation de fré-
quences radio [5]. Notons qu’en pratique, la complexité

en temps est plutôt de l’ordre de dw
++1 où w+ ≥ w

est une approximation de la largeur arborescente car
le calcul de décompositions optimales (i.e. de largeur
w) constitue un problème NP-difficile [1].

Toutefois, la mise en œuvre pratique de ce type de
méthodes, bien qu’elle ait très souvent démontré son
intérêt, a également permis de constater que la mini-
misation du paramètre w+ n’est pas toujours la plus
appropriée comme nous l’avions montré lors des JFPC
2014 [14] et de CP 2014 [13]. Cela étant, lorsque l’on
s’intéresse à des problèmes plus difficiles comme l’op-
timisation, le comptage ou encore la compilation, la
largeur et donc sa minimisation devient alors cruciale.
Malheureusement l’obtention d’une largeur optimale
semble inaccessible en pratique, sauf pour de très pe-
tits graphes (quelques dizaines de sommets tout au
plus) [2]. Aussi, en pratique, les décompositions sont
généralement calculées par des approches heuristiques
pour lesquelles Min-Fill [17] constitue à ce jour le
meilleur compromis entre temps de calcul et qualité de
la décomposition obtenue. Pour autant, cette méthode
recèle certains inconvénients. D’une part, elle procède
par triangulation, c’est-à-dire, par ajout d’arêtes. Cela
peut rendre cette approche extrêmement coûteuse en
temps, voire inopérante pour le cas de graphes de
grande taille. D’autre part, Min-Fill n’exploite pas
explicitement les propriétés topologiques du graphe,
ce qui de fait pose un problème justement dans le cas
du calcul de décompositions et conduit parfois cette
heuristique à l’obtention de décompositions de qualité

1. Cette notion est exploitée pour les hypergraphes en l’ap-
pliquant sur leur 2-section [3]. La 2-section d’un hypergraphe
(X,C) est le graphe (X,C′) tel que C′ = {{x, y}|∃c ∈
C, {x, y} ⊆ c}.

médiocre. La complexité temporelle de Min-Fill est
O(n(n + e′)) où e′ est le nombre d’arêtes du graphe
après triangulation (on a donc toujours e′ ≥ e).

Dans cette contribution, afin de contourner ces pro-
blèmes, nous introduisons de nouvelles approches heu-
ristiques. La première, appelée Least-TD, opère sans
triangulation en réalisant un calcul basé sur un par-
cours du graphe qui se limite au calcul de clusters
par le biais d’une exploitation de propriétés liées aux
séparateurs (un séparateur est un ensemble de som-
mets dont la suppression engendre la présence de plu-
sieurs composantes connexes dans le graphe) et aux
composantes connexes. Elle conduit à un algorithme
dont la complexité temporelle est inférieure à celle de
Min-Fill avec O(n(n+ e)), attestée d’ailleurs par une
meilleure efficacité pratique. De plus, cette approche
permet d’améliorer dans de nombreux cas la qualité
de la décomposition.

La seconde approche peut être considérée comme
mixte au sens où elle utilise les qualités de Min-Fill
tout en exploitant la topologie du graphe mais en cher-
chant aussi à éviter les cas de figure où Least-TD
pose problème. Si elle fournit également des décom-
positions qui sont en général de meilleure qualité que
celles calculées par Min-Fill, l’exploitation conjointe
de la triangulation et de la topologie du graphe conduit
à une complexité plus élevée. En effet, l’algorithme
Min-Fill-MG qui la met en œuvre a une complexité
de l’ordre de O(n2(n+ e′)).

La partie suivante introduit les notions de bases as-
sociées à la décomposition arborescente et aux mé-
thodes permettant d’en calculer. La partie 3 introduit
l’algorithme Least-TD alors que la partie 4 présente
l’algorithme Min-Fill-MG. Avant de conclure, nous
présentons des résultats expérimentaux.

2 La décomposition et ses calculs

Historiquement, le Tree-Clustering (noté TC [8]) est
la méthode de référence pour la résolution de CSP bi-
naires via l’exploitation de la structure de leur graphe
de contraintes. Elle est basée sur la notion de décom-
position arborescente de graphes [16].

Définition 1 Étant donné un graphe G = (X,C),
une décomposition arborescente de G est une paire
(E, T ) où T = (I, F ) est un arbre et E = {Ei : i ∈ I}
une famille de sous-ensembles (appelés clusters) de X,
telle que chaque cluster Ei est un nœud de T et vérifie :

(i) ∪i∈IEi = X,

(ii) pour chaque arête {x, y} ∈ C, il existe i ∈ I avec
{x, y} ⊆ Ei, et

(iii) pour tout i, j, k ∈ I, si k est sur un chemin de i
vers j dans T , alors Ei ∩ Ej ⊆ Ek.
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Figure 1 – Un graphe de contraintes de 8 variables
(a) et une décomposition arborescente optimale (b).

Notons que la condition (iii) peut être remplacée
par : si un sommet x est tel que x ∈ Ei∩Ej, alors, tous
les nœuds Ek de T qui apparaissent dans l’unique che-
min de Ei à Ej contiennent x. La largeur d’une décom-
position arborescente (E, T ) est égale à maxi∈I |Ei|−1.
La largeur arborescente ou tree-width w de G est la
largeur minimale pour toutes les décompositions arbo-
rescentes de G.

La figure 1(b) présente un arbre dont les nœuds cor-
respondent aux cliques maximales du graphe présenté
dans la figure 1(a). Il s’agit de l’une des décompositions
arborescentes de ce graphe. Ainsi, nous avons E1 =
{x1, x2, x3}, E2 = {x2, x3, x4, x5}, E3 = {x4, x5, x6},
et E4 = {x3, x7, x8}. La taille maximum des clusters
dans cette décomposition arborescente optimale vaut
4 et donc, la largeur arborescente de ce graphe vaut 3.

La première version de TC [8] débute par le cal-
cul d’une décomposition arborescente qui utilise l’al-
gorithme MCS (Maximum Cardinality Search [19]).
Dans la seconde étape, les clusters sont résolus indé-
pendamment, en considérant chaque cluster comme un
sous-problème, et donc, en énumérant toutes ses solu-
tions. Après cela, une solution globale au CSP, s’il en
existe une, peut alors être efficacement calculée en ex-
ploitant la structure arborescente de la décomposition.
Le complexité en temps de cette première version est
en O(n.w+.log(d).dw

++1) et en O(n.dw
++1) pour l’es-

pace, où w+ + 1 est la taille du plus grand cluster
(w + 1 ≤ w+ + 1 ≤ n).

Notons que cette première approche a été améliorée
pour arriver à une complexité en espace en O(n.s.ds)
[7, 6, 12] où s est la taille de la plus grande intersection
(séparateur) entre deux clusters (s ≤ w+). Aussi, pour
rendre ces méthodes structurelles efficaces, il faut a
priori minimiser les valeurs de w+ et s lors du calcul
de la décomposition arborescente. Ceci est d’autant
plus crucial quand on considère, au-delà des problèmes
de décision, les problèmes d’optimisation, de comptage
ou encore de compilation.

Malheureusement, calculer une décomposition arbo-
rescente optimale (i.e. de largeur w) est NP-difficile
[1]. Aussi, de très nombreux travaux ont abordé cette

Algorithme 1 : Min-Fill

Entrées : Un graphe G = (X,C)
Sorties : Un graphe G′ triangulation de G et un peo

1 Calcul du nombre d’arêtes nécessaires pour la complétion du
voisinage de chaque sommet

2 tant que ∃ un sommet non numéroté faire /* choix du
prochain sommet dans l’ordre */

3 Choix d’un sommet v non numéroté nécessitant un
minimum d’arêtes pour compléter son voisinage ultérieur

4 Numéroter v
5 Compléter le sous-graphe induit par les voisins de v non

numérotés
6 Mettre à jour le nombre d’ajouts d’arêtes nécessaires pour

chaque sommet non numéroté

question. Ils exploitent souvent une approche algorith-
mique fondée sur la notion de graphe triangulé (voir
[11] pour une introduction à cette classe de graphes),
sachant que pour ces graphes, calculer une décompo-
sition arborescente optimale est linéaire. Nous pou-
vons distinguer différentes classes d’approches. Tout
d’abord, il y a les méthodes exactes ou par approxi-
mation (avec garantie) mais qui n’ont pas démontré
à ce jour leur intérêt pratique pour une raison de
temps d’exécution extrêmement important au regard
de la faible amélioration de la valeur de w+ qu’elles
permettent d’obtenir. Viennent ensuite les méthodes
heuristiques n’offrant aucune garantie en termes d’op-
timalité (comme celles fondées sur les triangulations
heuristiques). Ce sont elles qui sont les plus utilisées
en pratique. Elles opèrent en temps polynomial (entre
O(n+e) et O(n3)), sont très simples à implémenter, et
leur avantage semble tout à fait justifié. En effet, ces
heuristiques semblent obtenir des triangulations assez
proches de l’optimum [15]. C’est le cas notamment de
Min-Fill [17] qui calcule souvent des décompositions
optimales en un temps beaucoup plus court que les
approches exactes [18]. Aussi, en pratique, Min-Fill
constitue l’approche de référence depuis maintenant
plusieurs décennies. Nous la présentons dans le détail.

Min-Fill procède en numérotant et donc en ordon-
nant les sommets de G de 1 à n tout en rajoutant les
arêtes nécessaires de sorte que cet ordre soit un ordre
d’élimination parfait (ou peo) pour le graphe résultant
G′ qui sera triangulé. Dans un tel ordre, les voisins ul-
térieurs de chaque sommet (c’est-à-dire les voisins ap-
paraissant après ce sommet dans l’ordre) forment une
clique. La triangulation va être réalisée sur un graphe
G′ initialisé à G. À chaque étape, Min-Fill choisit
parmi les sommets non numérotés, le sommet qui a
besoin du minimum d’arêtes à rajouter pour complé-
ter le sous-graphe induit 2 par ses voisins non encore
ordonnés. Le processus continue jusqu’à ce que tous
les sommets de G soient numérotés.

2. Le sous-graphe G[Y ] d’un graphe G = (X,C) induit par
Y ⊆ X est le graphe (Y,CY ) avec CY = {{x, y} ∈ C|x, y ∈ Y }.
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La complexité en temps deMin-Fill est O(n(n+e′))
où e′ le nombre d’arêtes du graphe triangulé G′. Si
l’heuristique Min-Fill s’avère être la plus coûteuse
parmi les heuristiques de l’état de l’art, son temps
d’exécution est bien meilleur que celui des méthodes
exactes, tout en calculant des décompositions assez
proches de l’optimum. Cependant, Min-Fill souffre
de plusieurs défauts. D’une part, elle procède d’une
certaine façon à l’aveugle en se limitant à des dé-
comptes d’arêtes sans se préoccuper des propriétés to-
pologiques du graphe traité, du moins, explicitement.
D’autre part, l’ajout d’arêtes occasionné par le prin-
cipe de triangulation génère un coût temporel impor-
tant. Aussi, dans les sections suivantes, nous introdui-
sons deux nouvelles heuristiques visant à effacer ces
défauts.

3 Décomposition sans triangulation

Nous proposons ici un algorithme appelé Least-TD,
qui calcule, pour un graphe G = (X,C), une décompo-
sition arborescente en temps polynomial, bien sûr sans
aucune garantie quant à son optimalité, mais sans re-
cours à la triangulation et en prenant en compte la
topologie du graphe. L’objectif est double : obtenir de
meilleurs temps de calcul et éviter certains défauts de
Min-Fill en exploitant d’éventuelles propriétés topo-
logiques.

D’une certaine façon, Least-TD s’inspire de l’algo-
rithme BC-TD [14, 13] qui décompose également sans
triangulation. La première étape de l’algorithme cal-
cule un premier cluster, noté E0. X ′ qui notera par
la suite l’ensemble des sommets déjà traités est donc
initialisé à E0. Cette première étape peut se faire fa-
cilement, en utilisant une méthode heuristique. No-
tons X1, X2, . . . Xk les composantes connexes du sous-
graphe G[X\E0] induit par la suppression dans G des
sommets de E0. Chacun de ces ensembles Xi est inséré
dans une file F . Pour chaque élément Xi supprimé de
F , on notera Vi l’ensemble des sommets de X ′ qui sont
adjacents à au moins un sommet de Xi. On peut noter
que Vi est un séparateur du graphe G puisque la sup-
pression de Vi dans G rend G non connexe (Xi étant
déconnecté du reste de G). Nous considérons alors
le sous-graphe de G induit par Vi et Xi, c’est-à-dire
G[Vi ∪Xi]. L’étape suivante va consister à déterminer
un sommet v de Vi qui possède un minimum de voi-
sins dans Xi. Soit N(v,Xi) = {x ∈ Xi : {v, x} ∈ C}
cet ensemble. On construit alors un nouveau cluster
Ei = N(v,Xi) ∪ Vi.

La figure 2 présente le calcul de E1, le second clus-
ter (après E0), lors du premier passage dans la boucle.
Parmi les sommets de V1, celui qui possède un mini-
mum de voisins dans X1 est le sommet v puisque l’on
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Figure 2 – Illustration de Least-TD

Algorithme 2 : Least-TD

Entrées : Un graphe G = (X,C)
Sorties : Un ensemble de clusters E0, . . . Em d’une

décomposition arborescente de G
1 Choix d’un premier cluster E0 dans G

2 X′ ← E0

3 Soient X1, . . . Xk les composantes connexes de G[X\E0]
4 F ← {X1, . . . Xk}
5 tant que F 6= ∅ faire /* calcul d’un nouveau cluster Ei */
6 Enlever Xi de F

7 Soit Vi ⊆ X′ le voisinage de Xi dans G
8 Déterminer un sommet v ∈ Vi qui possède un minimum

de voisins N(v,Xi) dans Xi

9 Ei ← N(v,Xi) ∪ Vi

10 X′ ← X′ ∪N(v,Xi)
11 Soient Xi1

, Xi2
, . . . Xiki

les composantes connexes de

G[Xi\Ei]
12 F ← F ∪ {Xi1

, Xi2
, . . . Xiki

}

a N(v,X1) = {a} et que pour les autres sommets,
cet ensemble est N(w,X1) = N(x,X1) = {b, c}. Le

cluster E1 aura ainsi pour sommets V1 ∪ {a}. À par-
tir de là, on va obtenir deux nouvelles composantes
connexes : X11

= {d, e, h} et X12
= {b, c, f, g, i, j, k}

qui vont alors être ajoutées à la file F . Quand X11

en sera retiré, on aura Vi = {a}, un nouveau cluster
sera alors construit avec Vi ∪ {d, e} = {a, d, e} et {h}
sera ajouté à F . Quand X12

sera retiré de la file, on
considérera l’ensemble Vi = {a,w, x} pour lequel le
sommet choisi sera a qui ne possède qu’un voisin dans
X12

pour former un nouveau cluster {a, f, w, x}. Deux
nouveaux ensembles seront alors insérés dans F : {i}
et {b, c, g, j, k}. On remarque qu’ainsi, l’algorithme ex-
ploite explicitement la topologie du graphe par le biais
de séparateurs et de composantes connexes.

La file F va être exploitée jusqu’à la suppression de
l’ensemble des sommets du graphe. Nous établissons
maintenant la validité de l’algorithme, puis sa com-
plexité temporelle.

Théorème 1 Least-TD calcule les clusters d’une dé-
composition arborescente.

Preuve : Il suffit de prouver la correction des lignes 5
à 12 de l’algorithme. Nous montrons d’abord que l’al-
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gorithme s’arrête. À chaque passage dans la boucle,
puisque N(v,Xi) est ajouté à X ′, au moins un som-
met de Xi sera rajouté à l’ensemble X ′ et ce sommet
n’apparâıtra pas plus tard dans un nouvel élément de
la file d’attente puisque ces éléments sont définis par
les composantes connexes deG[Xi\Ei], un sous-graphe
qui contient strictement moins de sommets qu’il n’y en
a dans Xi. Ainsi, après un nombre fini d’étapes, l’en-
semble Xi\Ei sera un ensemble vide, et donc aucun
nouvel ajout à F ne sera possible.

Nous montrons maintenant que l’ensemble des clus-
ters E0, E1, . . . Em induit bien une décomposition ar-
borescente de G. Nous le prouvons par une induc-
tion sur l’ensemble des clusters ajoutés en montrant
que tous ces clusters vont induire une décomposition
arborescente du graphe G[X ′]. Initialement, le pre-
mier cluster E0 induit une décomposition arbores-
cente du graphe G[E0] = G[X ′]. L’hypothèse d’in-
duction est que l’ensemble des clusters déjà ajou-
tés E0, E1, . . . Ei−1 induit une décomposition arbores-
cente du graphe G[E0 ∪ E1 ∪ . . . ∪ Ei−1]. Considé-
rons maintenant l’ajout de Ei. Nous montrons que par
construction, E0, E1, . . . Ei−1 et Ei induit une décom-
position arborescente du graphe G[X ′] en montrant
que les trois conditions (i), (ii) et (iii) de la définition
des décompositions arborescentes sont satisfaites.

(i) Chaque nouveau sommet ajouté dans X ′ appar-
tient à Ei

(ii) Chaque nouvelle arête de G[X ′] est à l’intérieur
du cluster Ei.

(iii) On peut considérer deux cas différents pour un
sommet x ∈ Ei, sachant que pour les autres som-
mets, la propriété est déjà satisfaite par l’hy-
pothèse d’induction. Si x ∈ Vi, la propriété a
déjà été vérifiée par hypothèse d’induction. Si
x ∈ Ei\Vi = N(v,Xi), x n’apparâıt pas dans un
autre cluster que Ei et la propriété est vérifiée.

Finalement, il est facile de voir que l’on obtient
bien les clusters d’une décomposition arborescente du
graphe G[X ′], et par extension de G puisqu’en fin de
traitement, on a X ′ = X. 2

Théorème 2 La complexité en temps de l’algorithme
Least-TD est O(n(n+ e)).

Preuve : Les lignes 1-4 sont réalisables en temps li-
néaire, soit O(n+e), puisque le coût de calcul des com-
posantes connexes de G[X\E0] est borné par O(n+e).
Pour le coût de la boucle (ligne 5), notons qu’il y a né-
cessairement moins de n insertions dans la file F car
à chaque passage dans la boucle, on est assuré qu’au
moins un nouveau sommet aura été rajouté dans X ′, et
donc supprimé de l’ensemble des sommets n’ayant pas
encore été traités. Nous analysons maintenant le coût

de chaque traitement associé à l’ajout d’un nouveau
cluster, dont nous donnons pour chacun, sa complexité
globale.

— Ligne 6 : l’obtention du premier élément Xi de
F est bornée par O(n), soit globalement O(n2).

— Ligne 7 : l’obtention du voisinage Vi ⊆ X ′ de Xi

dans G est bornée par O(n + e), et donc globa-
lement par O(n(n+ e)).

— Ligne 8 : cette étape est réalisable en O(n), soit
globalement en O(n2). En effet, on peut profiter
du traitement de la ligne 7 pour calculer pour
tous les sommets de Vi le nombre de sommets
voisins que chacun possède dans Xi, cela n’en-
gendrant aucun surcoût au niveau de ce traite-
ment.

— Lignes 9 et 10 : chacune de ces étapes est réali-
sable en O(n), soit globalement en O(n2).

— Ligne 11 : le coût de la recherche des compo-
santes connexes de G[Xi\Ei] est borné par O(n+
e). Ainsi le coût de cette étape est O(n(n+ e)).

— Ligne 12 : l’insertion de Xij dans F est réalisable
en O(n), soit globalement en O(n2) puisqu’il y a
moins de n insertions dans F .

Finalement, la complexité temporelle de l’algorithme
Least-TD est O(n(n+ e)). 2

D’un point de vue pratique, on peut supposer que
le choix du premier cluster E0 peut être crucial pour
la qualité de la décomposition qui est en cours de cal-
cul. Nous pouvons d’ailleurs noter que ce choix peut
être réalisé par une heuristique éventuellement plus
coûteuse, de sorte à obtenir un premier cluster plus
pertinent, mais en se limitant à un coût de l’ordre de
O(n(n+ e)) afin de ne pas accrôıtre la complexité glo-
bale de l’algorithme. De même, le choix du sommet v
sélectionné dans la ligne 8, peut être d’une importance
considérable sur le plan pratique quand plusieurs som-
mets sont éligibles. Des heuristiques peuvent bien sûr
être utilisées mais cette question ne sera pas abordée
dans le cadre de ce travail.

Dans la section suivante, nous proposons un algo-
rithme de triangulation basé à la fois sur Min-Fill et
sur l’approche de l’algorithme Least-TD.

4 Trianguler en exploitant la topologie

4.1 L’effet boule de neige

Outre le fait que Min-Fill ne garantit pas une trian-
gulation minimum ni même minimale [15], cette heu-
ristique présente un phénomène bien connu qui est l’ef-
fet boule de neige. Il est observé au niveau de l’ajout
considérable d’arêtes au graphe à trianguler (poten-
tiellement d’ordre quadratique par rapport au nombre
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Figure 3 – Illustration de l’effet boule de neige

de sommets considérés comme c’est le cas par exemple
pour une grille ou grid graph). Souvent, cet aspect est
dû à un ajout d’arêtes ne respectant pas ce qui serait
souhaitable au regard de la topologie du graphe. En
effet, la démarche suivie par Min-Fill ignore la to-
pologie du graphe et ne tient compte que du nombre
d’arêtes nécessaires pour compléter le voisinage d’un
sommet. Ainsi, la présence de l’effet boule de neige est
tout à fait possible avec Min-Fill.

On illustre ce phénomène par la figure 3. Les arêtes
pleines sont les arêtes du graphe original et les arêtes
en pointillés sont les arêtes ajoutées par la triangu-
lation. Ce graphe est constitué de deux parties indé-
pendantes A et B, en considérant le sommet x comme
séparateur. Deux parties A et B sont indépendantes
si aucune arête n’est présente entre un sommet de A
et un sommet de B. Ce sont les deux composantes
connexes induites par la suppression du sommet x dans
le graphe (si l’on suppose qu’aucun sommet de B ne
constitue un meilleur choix). La partie B est grisée par
souci de simplification. Chaque sommet est annoté par
le nombre d’arêtes à ajouter pour compléter son voi-
sinage. Compte tenu de l’heuristique de choix, Min-
Fill choisit le sommet nécessitant le minimum d’ajout
d’arêtes, soit x dans ce cas. En choisissant le sommet
x, on ajoute l’arête {a, h}. Une fois mis à jour, les
sommets du graphe auraient toujours besoin du même
nombre d’arêtes à rajouter. Désormais, A et B forment
une seule composante connexe. Ce phénomène est sus-
ceptible de se reproduire si on choisit à l’étape suivante
le sommet a, ce qui conduira à rajouter les arêtes {b, h}
et {d, h} en plus de {b, d}. De plus, au moment de la
prise en compte de h, cela pourrait amener à rajouter
des arêtes entre les nouveaux voisins de h dans A et les
voisins qu’il possède déjà dans B, augmentant ainsi si-
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Figure 4 – Triangulation ne respectant pas la topo-
logie (a) et une triangulation respectant la topologie
(b)

gnificativement le nombre d’arêtes ajoutées. La rétro-
action permettrait donc de renforcer l’effet de boule
de neige. Une solution à ce problème consiste à traiter
indépendamment d’abord les sommets de A ou de B.

La figure 4 montre deux triangulations possibles
d’un graphe. Elle montre que la triangulation qui res-
pecte la topologie du graphe ajoute moins d’arêtes
que la version qui ne tient pas compte de cette
topologie. En effet, Min-Fill établit un ordre dé-
butant par x dans la figure 4(a) avec O =
[x; a; g; b;h; f ; d; e; c; i; k; l;m]. Cependant, dans la fi-
gure 4(b) Min-Fill réussit à ajouter moins d’arêtes
en commençant par la partie A avec un ordre O =
[f ; d; e; c; b; a;x; g;h; i; k; l;m].

Les inconvénients de l’effet boule de neige ne se li-
mitent pas à l’ajout excessif d’arêtes qui augmentent
le temps de calcul de la triangulation et plus générale-
ment le temps d’obtention de la décomposition arbo-
rescente. Il peut y avoir aussi un impact sur la largeur
arborescente w de la décomposition calculée. En effet,
l’ajout excessif d’arêtes augmente potentiellement la
taille des cliques du graphe en cours de triangulation,
et par voie de conséquence, la taille des clusters de la
décomposition, donc sa largeur.

4.2 Mieux guider Min-Fill

Dans cette partie, nous proposons une version nou-
velle de Min-Fill appelée Min-Fill-MG et qui per-
met d’exploiter la topologie du graphe à triangu-
ler. Cette approche applique une stratégie assez sem-
blable à celle employée par Least-TD. Nous utilise-
rons d’ailleurs les mêmes notations. En effet, comme
Least-TD, l’algorithme commence par le choix d’un
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Algorithme 3 : Min-Fill-MG

Entrées : Un graphe G = (X,C)
Sorties : Un ensemble de clusters E0, . . . Em d’une

décomposition arborescente de G
1 Choix d’un premier cluster E0 dans G

2 X′ ← E0

3 Soient X1, . . . Xk les composantes connexes de G[X\E0]
4 F ← {X1, . . . Xk}
5 tant que F 6= ∅ faire /* calcul d’un nouveau cluster Ei */
6 Enlever Xi de F

7 Soit Vi ⊆ X′ le voisinage de Xi dans G
8 Complétion de Vi dans G
9 Gi ←Minfill(G[Vi ∪Xi])

10 CM ← Cliques maximales de Gi

11 Ei ← Clique de CM qui inclut Vi

12 X′ ← X′ ∪ (Ei\Vi)
13 Soient Xi1 , Xi2 , . . . Xiki

les composantes connexes de

G[Xi\Ei]
14 F ← F ∪ {Xi1 , Xi2 , . . . Xiki

}

premier cluster noté E0. X ′ notera l’ensemble des
sommets déjà traités. Cet ensemble est donc initia-
lisé avec le premier cluster E0. Dans la suite, nous
noterons X1, X2, . . . Xk les composantes connexes du
sous-graphe G[X\E0] induit par la suppression dans G
des sommets de E0. Chacun de ces ensembles Xi est
inséré dans une file F en attente de traitement. Ainsi,
on tient compte de la topologie du graphe en identi-
fiant les parties indépendantes du graphe du point de
vue du cluster qui vient de se former. Pour chaque élé-
ment Xi supprimé de la file F , on notera Vi l’ensemble
des sommets de X ′ qui sont adjacents à au moins un
sommet de Xi. Vi est donc un ensemble de sommets
séparant Xi des autres sommets de X ′. La différence
avec Least-TD se présente au niveau de la construc-
tion du nouveau cluster Ei. Considérons le sous-graphe
de G induit par Vi et Xi, c’est-à-dire G[Vi ∪Xi]. Dans
un premier temps, l’ensemble Vi est complété en ra-
joutant dans G les arêtes absentes entre chaque paire
de sommets de Vi (ligne 8). L’étape suivante (ligne
9) consiste en une triangulation de G[Vi ∪ Xi] utili-
sant Min-Fill et construit un graphe triangulé Gi des
sommets de Vi ∪Xi. Les cliques maximales de Gi sont
ensuite (ligne 10) mémorisées dans l’ensemble CM . Le
fait que l’ensemble Vi soit une clique (cf. ligne 8) ga-
rantit l’inclusion de Vi dans au moins une des cliques
maximales mémorisées dans CM . En fait, cette clique
va constituer le nouveau cluster noté Ei qui sera ajouté
à l’ensemble des clusters déjà calculés tout en met-
tant à jour l’ensemble X ′. À ce stade, et comme le fai-
sait Least-TD, on recalcule les nouvelles composantes
connexes issues de la suppression des sommets de Ei et
on les ajoute dans la file. Puis, on réitère le processus
jusqu’à ce que la file soit vide.

La preuve de la validité de Min-Fill-MG est sem-
blable à celle de Least-TD (voir le théorème 1), ex-
cepté concernant la terminaison. Nous nous limitons
donc à prouver l’arrêt de Min-Fill-MG :

Théorème 3 Min-Fill-MG calcule les clusters
d’une décomposition arborescente.

Preuve : Pour prouver que Min-Fill-MG se termine,
il suffit de montrer qu’à chaque passage dans la boucle
de la ligne 5, au moins un sommet de Xi sera ajouté
à X ′. Comme on choisit à chaque étape une clique
maximale issue de la triangulation de G[Vi ∪Xi] = Gi

et qui contient Vi, il suffit de démontrer que ce cluster
incluera Vi strictement (donc que Vi ( Ei).

D’après le théorème de Dirac [9], tout graphe tri-
angulé possède au moins deux sommets simpliciaux
(sommets dont tous les voisins forment une clique)
qui ne sont pas voisins si le graphe n’est pas complet.
Ainsi, on sait qu’il existe deux sommets x et x′ dans
Gi qui sont simpliciaux. On a alors deux possibilités :

1. x ou x′ ∈ Vi. Sans manque de généralité, consi-
dérons x ∈ Vi. Puisque x ∈ Vi, on sait que x
possède au moins un voisin v dans Xi. Puisque x
est simplicial, l’ensemble de ses voisins forme une
clique. Or, comme Vi a été complété (cf. ligne 8),
x possède comme voisins au moins (Vi\{x})∪{v}
qui est une clique de Gi. Ainsi, Vi ∪ {v} est aussi
une clique de Gi. Cette clique est nécessairement
contenue dans une clique maximale de Gi et on
a ainsi au moins une clique Ei de CM telle que
Vi ( Ei.

2. Ni x, ni x′ ne sont dans Vi. Nous démontrons le
résultat par induction sur la taille de Xi. L’hy-
pothèse est que pour |Xi| = k ≥ 2 (car ni x, ni
x′ ne sont dans Vi et si |Xi| = 1, on se retrouve
dans le cas (1)), il existe une clique de Gi incluant
strictement Vi. Pour la base de l’induction, on a
|Xi| = 2. Dans ce cas, comme G[Xi] est connexe,
nécessairement x et x′ sont voisins avant triangu-
lation. Par conséquent, Gi forme une clique car
on ne peut avoir deux sommets de Xi non voi-
sins et simpliciaux. On suppose maintenant que
la proposition est vérifiée pour |Xi| = k ≥ 2 et on
prouve qu’elle est aussi vérifiée pour |Xi| = k+ 1.
Considérons x simplicial. Si x inclut Vi dans son
voisinage, Vi ∪ {x} est une clique de Gi et le ré-
sultat est vérifié. Si x n’inclut pas Vi dans son
voisinage, le sous-graphe de Gi induit par la sup-
pression de x possède k sommets et il est trian-
gulé. Dans ce cas, par hypothèse d’induction, il
contient une clique incluant strictement Vi. A for-
tiori,Gi inclut cette clique et le résultat est vérifié.
Il faut noter que si x inclut une partie de Vi dans
son voisinage, comme x inclut nécessairement au
moins un autre sommet v de Xi dans son voisi-
nage (sinon l’hypothèse de connexité de Xi avant
triangulation de G[Vi ∪Xi] ne serait pas vérifiée)
et que x est simplicial, v sera également voisin de
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ces sommets dans le sous-graphe de Gi induit par
la suppression de x.

En conséquence, on a bien un élément Ei de CM tel
que Vi ( Ei. 2

Théorème 4 La complexité en temps de l’algorithme
Min-Fill-MG est O(n2(n+ e′)).

Preuve : Les lignes 1-4 sont réalisables en temps li-
néaire, soit O(n+e), puisque le coût de calcul des com-
posantes connexes de G[X\E0] est borné par O(n+e).
Nous analysons maintenant le coût de la boucle (ligne
5). Tout d’abord, notons qu’il y a nécessairement
moins de n insertions dans la file F car à chaque pas-
sage dans la boucle, on est assuré qu’au moins, un
nouveau sommet aura été rajouté dans X ′, et donc
supprimé de l’ensemble des sommets n’ayant pas en-
core été traités. Nous analysons maintenant le coût de
chaque traitement associé à l’ajout d’un nouveau clus-
ter, dont nous donnons pour chacun, sa complexité
globale.

— Ligne 6 : O(n2) pour la même raison que Least-
TD.

— Ligne 7 : O(n(n + e′)) pour la même raison
que Least-TD, mais par contre en considérant
e′ comme nombre d’arêtes.

— Ligne 8 : O(n3) avec une majoration abusive.
— Ligne 9 : cette étape calcule une triangulation

en utilisant l’heuristique Min-Fill qui a une
complexité de O(n(n + e′)), soit globalement
O(n2(n+ e′)).

— Ligne 10 : le calcul des cliques maximales d’un
graphe triangulé peut se faire en temps linéaire
(voir [11]), soit O(n+ e′) ici. Ainsi, globalement
le coût sera donc en O(n(n+ e′)).

— Ligne 11 : comme le nombre de clusters est ma-
joré par n, et que le coût du test d’inclusion est
de O(n), le coût total de cette étape peut faci-
lement être majoré par O(n2), soit globalement
par O(n3).

— Pour les lignes 12, 13 et 14 et pour les mêmes
raisons que Least-TD, on peut majorer respec-
tivement par O(n2), O(n(n+ e′)) et O(n2).

Finalement, la complexité temporelle de l’algorithme
Min-Fill-MG est de O(n2(n+ e′)). 2

5 Évaluation expérimentale

Dans cette section, nous comparons la largeur des
décompositions arborescentes produites par Min-Fill,
Least-TD et Min-Fill-MG entre elles, mais aussi à la
largeur arborescente quand celle-ci est connue. Pour
Least-TD et Min-Fill-MG, le choix du premier clus-
ter consiste à calculer une clique maximale contenant

le sommet de plus grand degré dans le graphe. Les
trois méthodes de décomposition sont implémentées en
C++ au sein de notre bibliothèque graphique. Les ex-
périmentations ont été réalisées sur des serveurs lames
sous Linux Ubuntu 14.04 dotés chacun de deux pro-
cesseurs Intel Xeon E5-2609 à 2,4 GHz et de 32 Go
de mémoire. Elles portent principalement sur 1 668
instances CSP issues de la compétition CSP de 2008 3

auxquelles s’ajoutent quelques instances issues du dé-
pôt UCI sur les Réseaux de Croyance et quelques ins-
tances du problème de coloration de graphes. Pour les
deux derniers cas, il s’agit d’instances dont la largeur
arborescente est connue [2]. A noter que parmi toutes
ces instances, certaines correspondent en fait à des hy-
pergraphes dont les décompositions arborescentes sont
obtenues en travaillant sur leur 2-section.

Pour comparer la largeur des décompositions pro-
duites par Min-Fill, Least-TD et Min-Fill-MG,
nous avons considéré 38 instances dont la largeur est
connue. La table 1 présente les résultats obtenus pour
quelques-unes d’entre elles. Le nombre d’instances
considéré peut parâıtre faible, mais il faut se rappe-
ler que déterminer la largeur arborescente d’un graphe
quelconque est un problème NP-difficile. Les méthodes
exactes ne sont vraiment opérationnelles que sur des
graphes de petite taille. Une alternative consiste à pro-
céder à un encadrement de la largeur arborescente par
des bornes inférieures et supérieures mais, faute de dis-
poser de bornes de qualité, cette solution n’aboutit que
trop rarement à déterminer w.

Nous avons observé que Min-Fill et Min-Fill-
MG trouvent une décomposition optimale pour 35
instances alors que Least-TD n’y parvient que pour
24 instances. Dans les cas où la décomposition n’est
pas optimale, la largeur obtenue est souvent proche
de l’optimum. Ceci illustre bien l’aptitude de ces mé-
thodes heuristiques à calculer des décompositions de
qualité en temps raisonnable. En effet, chaque décom-
position est ici calculée en moins de 0,12 s.

À présent, nous comparons les différentes méthodes
heuristiques de décomposition entre elles. Nous consi-
dérons pour cela 1 668 instances CSP issues de la com-
pétition CSP de 2008. La table 2 fournit les largeurs
des décompositions obtenues pour une sélection d’ins-
tances représentatives des différentes tendances obser-
vées. Least-TD produit des décompositions ayant une
largeur inférieure ou égale à celles de Min-Fill pour
1 005 des 1 668 instances. Pour 772 de ces instances,
Least-TD améliore la largeur des décompositions pro-
duites par Min-Fill. L’amélioration peut être très si-
gnificative comme c’est le cas, par exemple, pour l’ins-
tance bqwh-18-141-37_ext avec une largeur de 54

3. Voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08 pour plus de
détails.
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Instances n e w
Min-Fill Least-TD Min-Fill-MG

w+ w+ w+

(a)

alarm.net 37 65 4 4 4 4
barley.net 48 126 7 7 10 7
hepar2.net 70 158 6 6 6 6
water.net 32 123 8 10 11 9

(b)

primes-30-20-3-1 100 98 3 3 3 3
primes-30-40-2-1 100 82 2 2 3 2
mps-red-markshare1 230 12 835 79 79 79 79
mps-red-markshare2-1 330 35 385 149 149 149 149

(c)

david 87 406 13 13 14 13
miles500 128 1170 22 23 29 23
myciel3 11 20 5 5 5 5
myciel4 23 71 10 11 11 11

Table 1 – Nombre de sommets et d’arêtes, largeur arborescente (optimum) et largeur des décompositions
produites par Min-Fill, Least-TD et Min-Fill-MG pour des instances dont la largeur arborescente w est
connue. Ces instances proviennent du dépôt UCI sur les Réseaux de Croyance (a), de la compétition CSP de
2008 (b) et du problème de coloration de graphes (c).

pour Least-TD contre 73 pour Min-Fill. Concernant
Min-Fill-MG, les largeurs produites sont strictement
meilleures que celles de Min-Fill pour 522 instances
et de qualité égale pour 749. À nouveau, le gain peut
être important. Par exemple, la largeur de la décom-
position de l’instance ii-8e2 est de 149 pour Min-
Fill-MG contre 179 pour Min-Fill. Enfin, Least-TD
obtient des largeurs strictement inférieures à celles de
Min-Fill-MG pour 733 instances et égales pour 254
instances.

Concernant le temps d’exécution, Least-TD per-
met de calculer des décompositions plus rapidement
qu’avec Min-Fill. En effet, pour 85 % (respectivement
98 %) des instances, la décomposition est calculée en
moins d’une seconde (resp. une minute) par Least-TD
contre 83 % (resp. 95 %) pour Min-Fill. Par contre,
Min-Fill-MG requiert un temps d’exécution plus long
que les deux premières méthodes avec 57 % (resp. 76
%). Ces résultats étaient prévisibles au regard de la
complexité des algorithmes mais aussi dans la mesure
où l’implémentation actuelle de Min-Fill-MG est as-
sez rudimentaire.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit deux nouvelles
heuristiques Least-TD et Min-Fill-MG pour le cal-
cul de décompositions arborescentes. L’objectif était
d’améliorer Min-Fill, la méthode de référence dans
ce cadre. L’évaluation expérimentale nous a permis de
montrer que nous améliorons la qualité des décom-
positions sur une majorité des instances, et souvent
de manière significative. De plus, les temps de calculs
sont, du moins pour Least-TD, améliorés. Ces deux

nouvelles heuristiques servent ainsi à élargir profita-
blement le catalogue d’algorithmes de décomposition
opérationnels sur le plan pratique, celui-ci étant limité
depuis de nombreuses années à la seule heuristique
Min-Fill.

Au niveau des perspectives, il semble rester beau-
coup à faire. Déja pour des améliorations de la mise
en œuvre de ces deux algorithmes, en particulier pour
Min-Fill-MG qui semble significativement optimi-
sable au niveau des temps de calcul. Au-delà, ces deux
approches ouvrent sur un champ d’investigation pro-
metteur, en particulier concernant Least-TD. En ef-
fet, le schéma d’algorithme utilisé doit permettre la
mise en œuvre d’heuristiques différentes en proposant
d’autres choix pour la sélection associée à la construc-
tion d’un nouveau cluster. En effet, nous avons arrêté
ce choix ici à une unique possibilité alors même que
d’autres sont envisageables comme par exemple choi-
sir un ensemble de sommets de Xi qui accrôıtrait le
nombre de sommets de Vi directement supprimés plu-
tôt que de minimiser le nombre de sommets de Xi

ayant un voisin commun dans Vi comme Least-TD
le fait. Enfin, il reste aussi à analyser ces nouvelles
décompositions au regard de leur apport pour la réso-
lution de CSP, pour le problème de décision, mais plus
particulièrement, pour les problèmes de comptage et
d’optimisation, et éventuellement aussi, étudier leur
impact dans le cas de la compilation.
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de décision décomposables multivalués

Frédéric Koriche Jean-Marie Lagniez Pierre Marquis Samuel Thomas
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Résumé

Dans cet article, nous présentons et évaluons un
algorithme de compilation de réseaux de contraintes
(CNs) en graphes de décision décomposables multiva-
lués (MDDG). Bien que le langage MDDG contienne le
langage Decision-DNNF comme sous-ensemble propre, il
offre les mêmes requêtes et les mêmes transformations
réalisables en temps polynomial, ce qui en fait un langage
intéressant pour beaucoup d’applications. Notre large
panel d’expérimentations a montré que le compilateur
cn2mddg que nous avons développé parvient à compi-
ler des CNs qui se trouvent généralement hors de portée
des approches standard basées sur la transformation du
réseau en CNF, compilée ensuite en Decision-DNNF. De
plus, la taille de la forme compilée obtenue se révèle
plus concise, parfois de plusieurs ordres de grandeur.

Abstract

We present and evaluate a top-down algorithm for
compiling finite-domain constraint networks (CNs) into
the language MDDG of multivalued decomposable deci-
sion graphs. Though it includes Decision-DNNF as a pro-
per subset, MDDGoffers the same key tractable queries
and transformations as Decision-DNNF, which makes it
useful for many applications. Intensive experiments sho-
wed that our compiler cn2mddg succeeds in compiling
CNs which are out of the reach of standard approaches
based on a translation of the input network to CNF, fol-
lowed by a compilation to Decision-DNNF. Furthermore,
the sizes of the resulting compiled representations turn
out to be much smaller (sometimes by several orders of
magnitude).

1 Introduction

La programmation par contraintes (CP) est depuis
longtemps reconnue comme un paradigme de choix
pour la représentation et la résolution de problèmes
combinatoires [22]. Le problème est représenté de ma-
nière compacte et intuitive en utilisant un réseau de

contraintes (CN) ; celui-ci consiste en un ensemble de
variables, chacune étant associée à un domaine de
valeurs, et un ensemble de contraintes qui intercon-
nectent les variables en spécifiant, d’une manière ou
d’une autre, leurs n-uplets de valeurs autorisés. Malgré
le succès indéniable de cette approche déclarative, un
des défis majeurs de la programmation par contraintes
est d’offrir des garanties de performance pour répondre
aux requêtes posées par l’utilisateur, qui se résument
souvent à résoudre des (instances de) problèmes NP-
difficiles. Comme il est souligné dans [13], le critère de
garantie de performance est crucial pour les applica-
tions en ligne, telles que les logiciels de configuration
[17] et les systèmes de recommandation [6], où les re-
quêtes posées « à la volée » par l’utilisateur doivent
être résolues en temps réel.

Le but de cet article est de répondre à ce critère
en utilisant la compilation de connaissances [8]. L’idée
générale est de convertir un langage de contraintes
vers un langage de compilation cible permettant de
résoudre diverses tâches de calcul (que l’on classe sou-
vent en requêtes et transformations) en temps polyno-
mial. Bien que beaucoup de requêtes soient intraitables
lorsque le problème est formulé en CN, elles deviennent
traitables à partir d’une forme compilée de celui-ci,
assurant ainsi une garantie de performance en ligne
quand la forme compilée est de taille raisonnable.

Nous présentons un algorithme descendant cn2mddg
pour la compilation de CNs, à domaines finis,
en graphes de décision décomposables multivalués.
cn2mddg reçoit en entrée un CN représenté sous le for-
mat XCSP 2.1 [23]. Notre algorithme de compilation
retourne en sortie une représentation des solutions du
CN dans le langage MDDG (graphes de décision décom-
posables multivalués). MDDG est l’extension vers les do-
maines non booléens du langage DDG [11], aussi connu
sous le nom de Decision-DNNF [21]. Il est basé sur
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des nœuds ∧ décomposables et des nœuds de décision
(multivalués). Comme le langage des Decision-DNNF,
le langage des MDDG permet le traitement polynomial
de plusieurs classes de requêtes, telles que la recherche
d’une solution, le comptage de solutions (possiblement
pondérées), l’énumération des solutions (avec un délai
polynomial), et l’optimisation sous fonction objectif
linéaire. Ce langage autorise aussi plusieurs transfor-
mations polynomiales, telles que le conditionnement,
c’est-à-dire l’instanciation de variables, et plus géné-
ralement l’ajout de contraintes unaires.

cn2mddg exploite une technique de cache spécifique,
ainsi qu’une nouvelle heuristique de choix de variable
fondée sur une notion de centralité considérée en algo-
rithmique des graphes (betweenness centrality), et dé-
tecte les contraintes universelles pendant la recherche
afin d’effectuer des simplifications supplémentaires.
cn2mddg utilise une approche directe : le CN donné en
entrée est compilé directement en MDDG, sans passer
par une formule intermédiaire. A l’opposé, les compi-
lateurs standard comme c2d [7] ou Dsharp [20], néces-
sitent une approche indirecte pour prendre en charge
les réseaux de contraintes : le CN donné est d’abord
traduit en une CNF équivalente, qui est ensuite trans-
formée par le compilateur en Decision-DNNF.

Nous avons expérimenté notre compilateur cn2mddg
sur un grand nombre de jeux d’essai (173) provennant
de différentes familles (15). A la lumière des résul-
tats expérimentaux, il apparâıt que les approches indi-
rectes sont, dans la majorité des cas pratiques, inutili-
sables : quel que soit l’encodage utilisé, la traduction
du CN en formule clausale (CNF) équivalente requiert
un grand nombre de variables booléennes, et induit
une perte de structure, inhérente à la représentation
clausale (comparée à la représentation graphique d’un
réseau de contraintes). En compilant directement le CN
sans passer par une formule booléenne intermédiaire,
notre compilateur cn2mddg est bien plus robuste puis-
qu’il réussit à compiler beaucoup de CNs qui se sont
révélés hors de portée des approches indirectes, utili-
sant une traduction préliminaire en formule booléenne.
De plus, les tailles des formes compilées obtenues sont
plus concises, le gain de taille étant parfois réduit de
plusieurs ordres de grandeur.

Dans la suite de l’article, nous commençons par in-
troduire quelques notions de base, portant sur les ré-
seaux de contraintes, puis nous présentons le langage
MDDG. Nous décrivons ensuite le compilateur cn2mddg,
et concluons en présentant quelques résultats obte-
nus lors de nos expérimentations. Notre compilateur,
ainsi que les traducteurs, les jeux d’essai utilisés pour
nos expérimentations et des résultats suplémentaires,
peuvent être téléchargés à partir de l’adresse suivante :
http://www.cril.fr/KC/.

2 Préliminaires

Rappelons qu’un réseau de contraintes (CN) (fini)
est un triplet N = (X ,D, C), consistant en un en-
semble de variables X = {X1, . . . , Xn}, un ensemble
de domaines D = {D1, . . . , Dn}, et un ensemble de
contraintes C = {C1, . . . , Cm}. Chaque domaine Di

est un ensemble fini contenant les valeurs possibles de
la variable Xi. Chaque contrainte Cj pose une res-
triction sur les combinaisons de valeurs d’un sous-
ensemble de variables. Formellement, Cj = (Sj , Rj),
où Sj = {Xj1, . . . , Xjk} est une partie de X, appe-
lée portée (ou scope) de Cj , et Rj est un prédicat sur
le produit cartésien de Dj1 × . . . × Djk, appelé rela-
tion de Cj . Rj peut être représenté en extension par
la liste des n-uplets autorisés (ou la liste des n-uplets
interdits), ou en intension via un oracle, c’est-à-dire
une fonction Dj1 × . . .×Djk vers {0, 1} calculable en
temps polynomial en la taille de l’entrée. L’arité d’une
contrainte est donnée par le cardinal de sa portée. Les
contraintes d’arité 2 sont dites binaires et celles d’arité
supérieure à 2 sont dites n-aires.

Exemple 1 Dans la suite, nous considérons le réseau
CN N défini sur quatre variables X1, X2, X3 et X4,
chacune étant associée au même domaine {0, 1, 2}, par
les trois contraintes C1, C2 et C3, caractérisées par les
expressions suivantes :

— C1 = (X1 6= X2) ;
— C2 = (X2 = 0)∨(X2 = 1)∨(X2 = X3 +X4 +1) ;
— C3 = (X3 > X4).

Soit S un sous-ensemble de variables de X . Nous
appelons état (de décision) sur S, une fonction s qui
associe à chaque variable Xi de S un sous-ensemble
s(Xi) de valeurs dans Di. Dans la suite, les états sont
aussi notés comme l’union d’affectations élémentaires,
c’est-à-dire des ensembles de la forme {〈Xi, xj〉}, où
xj ∈ s(Xi). scope(s) représente l’ensemble S des va-
riables pour lesquelles s est défini. Un état s est dit
partiel si scope(s) est un sous-ensemble strict de X , si-
non s est dit complet. Une variable Xi de scope(s) est
dite instanciée si s(Xi) est un singleton. L’ensemble
des variables instanciées de s est noté single(s). Un
état s est dit instancié lorsque toutes ses variables sont
instanciées, i.e. scope(s) = single(s).

Pour un état s et un sous-ensemble de variables
T ⊆ scope(s), nous notons s[T ] la restriction de s à
T , autrement dit s[T ] est l’ensemble {〈Xi, xj〉 ∈ s |
Xi ∈ T}. Une instanciation s satisfait une contrainte
Cj = (Sj , Rj) si Sj ⊆ scope(s) et Rj(xj1, . . . , xjk) = 1,
pour tout l ∈ 1, . . . , k, tel que 〈Xjl, xjl〉 ∈ s[Sj ]. Une
solution d’un CN N = (X ,D, C) est une instanciation
complète s satisfaisant toutes les contraintes Cj de
C. Par exemple, s = {〈X1, 1〉, 〈X2, 0〉, 〈X4, 1〉, 〈X4, 0〉}
est une solution du CN de l’exemple 1.
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X1 X2

X3

X4

Figure 1 – Graphe primal du CN de l’exemple 1.

Soit un CN N = (X ,D, C) et un état s défini sur une
partie de X . Le conditionnement de N par s, noté
N | s, est le CN (X ′,D′, C′) défini par les conditions
suivantes : X ′ = X \ single(s) ; à chaque domaine Di

de D, on associe le domaine D′i ∈ D′, où D′i = Di si
Xi /∈ scope(s) et D′i = s(Di) sinon ; enfin, à chaque
contrainte Cj = (Sj , Rj) de C, on associe la contrainte
C ′j = (S′j , R

′
j), où S′j = Sj \ single(s) et R′j est la

restriction de Rj à S′j .
Le graphe primal d’un CN N = (X ,D, C) est le

graphe non orienté G donné par l’ensemble des som-
mets X et l’ensemble des arêtes E , tel que {Xp, Xq} ∈
E si et seulement si {Xp, Xq} est un sous-ensemble de
la portée Sj d’une contrainte Cj de C. Par exemple, le
graphe primal de l’exemple 1 est décrit dans la figure 1.

3 Le langage MDDG

Dans un premier temps, nous présentons le langage
des graphes de décision multivalués (MDG) :

Définition 1 (MDG) Soit un ensemble fini X de va-
riables à domaine fini. Le langage MDG des graphes
de décision multivalués (à lecture unique) sur X est
l’ensemble des graphes ∆ orientés sans circuit à ra-
cine unique, tels que chaque feuille est étiquetée par
> (vrai) ou ⊥ (faux), et chaque nœud interne N est
soit un nœud ∧, soit N = ∧(N1, . . . , Ni), soit un nœud
de décision N associé à une variable Xi ∈ X , autre-
ment dit un nœud ∨ déterministe N = ∨(N1, . . . , Nj)
tel que Di = {xi1, . . . , xij} et l’arc entre N et
Nk(k ∈ 1, . . . , j) est étiqueté par l’affectation élémen-
taire {〈Xi, xik〉}. Les chemins dans ∆ doivent satis-
faire la propriété de « lecture unique » ( read-once) :
pour tout chemin depuis la racine de ∆ jusqu’à une
feuille, et pour toute variable Xi ∈ X , au maximum
un seul arc peut être étiqueté par une affectation élé-
mentaire portant sur Xi.

Pour chaque nœud N d’un graphe ∆ de MDG, l’en-
semble des variables de N , noté Var(N), est inducti-
vement défini par les conditions suivantes :

— si N est une feuille, alors Var(N) = ∅ ;
— si N = ∧(N1, . . . , Ni) est un nœud ∧, alors

Var(N) =
⋃i

k=1 Var(Nk) ;

∨

∧ ∧ ∧

∨ ∨ ∨ ∨

>> > ∨ > >

>

〈X2,0〉 〈X2,1〉 〈X2,2〉

〈X3,1〉
〈X4,0〉〈X1,1〉 〈X1,2〉

〈X3,1〉
〈X4,0〉 〈X3,2〉 〈X1,0〉 〈X1,2〉 〈X1,0〉 〈X1,1〉

〈X4,0〉 〈X4,1〉

Figure 2 – Un MDDG équivalent au CN de l’exemple 1.

— si N est un nœud de décision N = ∨(N1, . . . , Nj)
associé à une variable X, alors Var(N) = {X} ∪⋃j

k=1 Var(Nk).
Soit s une instanciation complète sur X et soit ∆ un

graphe de MDG sur X , ayant pour racine N . Le graphe
eval(N, s) est défini inductivement par les conditions
suivantes :

— si N est une feuille, alors eval(N, s) = N ;
— si N = ∧(N1, . . . , Ni) est un nœud ∧, alors

eval(N, s) = ∧(eval(N1, s), . . . , eval(Ni, s)) ;
— si N est un nœud de décision N = ∨(N1, . . . , Nj)

associé à la variable X, alors eval(N, s) =
eval(Nk, s) avec 〈X,xk〉 ∈ s.

s est une solution de ∆ si et seulement si le graphe
de MDG sans noeud de décision eval(N, s) est évalué à
vrai.

Le langage MDDG examiné dans cette étude est un
sous-ensemble des MDG contenant des nœuds décompo-
sables, c’est-à-dire des nœuds ∧ dont les fils ne par-
tagent aucune variable en commun.

Définition 2 (MDDG) Soit un ensemble fini X de va-
riables à domaine fini, le langage MDDG sur X est le
sous-ensemble des représentations en MDG ∆ où tout
nœud N = ∧(N1, . . . , Ni) de type ∧ est décompo-
sable, c’est-à-dire Var(Nk) ∩ Var(Nl) = ∅ pour tous
k, l ∈ {1, . . . , i}, tels que k 6= l.

A titre d’illustration, le graphe MDDG décrit dans la
figure 2 est équivalent au CN donné dans l’exemple 1 :
les deux représentations ont le même ensemble de solu-
tions. Pour des raisons de lisibilité, les arcs conduisant
à une feuille ⊥ ne sont pas représentés sur la figure et
la feuille > est dupliquée. De plus, les nœuds avec un
seul fils sont supprimés et leurs étiquettes (dans le cas
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des nœuds de décision) sont regroupées avec celles de
leur arc incident. Les affectation élémentaires corres-
pondantes sont typiquement obtenues par propagation
(dans ce cas, les nœuds ∨ ne sont pas explicitement
construits, nous les mentionnons dans la définition du
langage MDDG dans un souci de simplicité).

Le langage des Decision-DNNF [21, 11] est un sous-
ensemble du langage des MDDG où chaque variable pos-
sède un domaine booléen. En plus du gain d’expressi-
vité obtenu en autorisant des domaines non booléens,
les MDDG peuvent essentiellement traiter les mêmes re-
quêtes et les mêmes transformations que celles des
Decision-DNNF (comptage de solutions pondéré, énu-
mération de solutions, optimisation pour une fonc-
tion objectif linéaire et conditionnement). Les algo-
rithmes en temps polynomial utilisés pour résoudre
ces requêtes et transformations dans les Decision-DNNF
peuvent être étendus aux MDDG, de façon triviale.
MDDG possède aussi des similarités avec le langage

MDD considéré dans [2], ainsi qu’avec le langage AOMDD

considéré dans [18, 19], mais ne cöıncide avec aucun
d’entre eux. Ainsi, MDD et MDDG ne sont pas compa-
rables en terme d’inclusion. D’un côté, une représen-
tation en MDD est une structure non déterministe (plus
d’un arc sortant d’un nœud de décision étiqueté par
une variable Xi peut être étiqueté par une même va-
leur du domaine Di de Xi), alors que les nœuds de
décision des MDDG sont toujours déterministes. D’un
autre côté, les représentations en MDDG autorisent des
nœuds de type ∧, alors que les nœuds internes des
MDD sont tous des nœuds de décision. De la même ma-
nière, AOMDD et MDDG ne sont pas comparables du point
de vue de l’inclusion. AOMDD est adapté à la compila-
tion de modèles graphiques (en particulier, des réseaux
bayésiens), et permet la représentation de fonctions
non booléennes (comme des fonctions d’utilité ou de
coût, des distributions de probabilités discrètes, etc.),
alors que le langage MDDG ne le permet pas. De plus,
les AOMDD sont des structures ordonnées qui respectent
un pseudo-arbre induit par un ordre prédéfini d’élimi-
nation des variables - c’est un prérequis indispensable
pour assurer la canonicité. A l’opposé, les MDDG n’im-
posent pas une telle condition (les représentations en
MDDG ne sont pas canoniques).

4 Un compilateur MDDG de type descen-
dant

Nous avons développé un compilateur cn2mddg de
type descendant qui prend en entrée un CN représenté
sous le format XCSP 2.1 [23], et retourne une repré-
sentation MDDG équivalente à celui-ci, c’est-à-dire ayant
les mêmes solutions. Toutes les caractéristiques ba-
siques offertes par le format XCSP 2.1 sont prises en

compte. En particulier, les contraintes peuvent être re-
présentées en intension (en tant que « prédicats ») ou
en extension (en tant que « relations »). Cependant,
seules trois contraintes globales sont supportées par
notre compilateur dans sa forme actuelle : allDifferent,
weightedSum (c’est-à-dire les contraintes linéaires), et
element. 1

L’architecture de notre compilateur est similaire à
celle des compilateurs de type descendant pour les
domaines booléens, comme c2d (http://reasoning.
cs.ucla.edu/c2d/), ou Dsharp (http://www.haz.
ca/research/dsharp/), tout deux ayant pour cible
le langage Decision-DNNF. Notre compilateur est fondé
sur un algorithme de recherche de solutions, suivant
la trace d’un solver [15]. Il utilise des techniques si-
milaires à celles proposées dans c2d et dans Dsharp,
dont l’analyse de conflits pour guider la recherche, la
propagation de contraintes afin de simplifier la for-
mule, la mise en cache (caching ) de composantes afin
d’éviter la duplication de parties identiques pour la
forme compilée, et une heuristique de choix de va-
riable dynamique (comme Dsharp qui tire parti de
l’heuristique de choix de variable vsads). 2 La méthode
de caching et l’heuristique de choix de variable utili-
sées dans cn2mddg sont spécifiques à la nature du pro-
blème donné en entrée (un CN), qui est plus structuré
que le format « plat » des CNF. De plus, notre algo-
rithme exploite une méthode spécifique pour gérer les
contraintes universelles, permettant d’effectuer plus de
simplifications lors de la compilation.

Les contraintes universelles. Les contraintes univer-
selles sont des contraintes qui sont nécessairement sa-
tisfaites, quelles que soient les affectations des va-
riables apparâıssant dans leur portée (suivant le do-
maine courant des variables). Par exemple, avec le CN

donné dans l’exemple 1, quand la contrainte C2 est
conditionnée par une affectation élémentaire {〈X2, 0〉}
ou {〈X2, 1〉}, C2 devient universelle. A chaque étape
de la compilation, les contraintes universelles sont
détectées. L’universalité de chaque contrainte Cj =
(Sj , Rj) ∈ C pour laquelle il existe au moins unXi ∈ sj
tel que Di a été réduit par propagation à la suite de
la dernière instanciation élémentaire est testée. Nous
cherchons une instanciation s des variables dans la
portée de Cj parmi les valeurs de leur domaine cou-
rant tel que s ne satisfait pas Rj . Cj est valide si et
seulement si nous ne pouvons pas trouver une telle ins-
tanciation s. Pour des raisons d’efficacité, s est cher-
chée d’une façon paresseuse. Une fois une instancia-

1. Ces contraintes peuvent aussi être encodées comme des
« relations », mais dans ce cas il ne sera pas possible de profiter
des propagateurs dédiés.

2. Dans c2d l’heuristique de choix de variable est statique.
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tion s trouvée, elle est sauvegardée, puis reconsidérée
en priorité lorsque l’universalité de Cj est à nouveau
testée. Une fois détectée, une contrainte universelle Cj

est simplement supprimée du réseau courant. Cela sim-
plifie évidemment la suite des traitements (pas besoin
de prendre en compte ces contraintes), favorise la dé-
composition (dû à la suppression d’arcs dans le graphe
primal du CN), et influence l’heuristique de choix de va-
riable. Pour les compilateurs de type Decision-DNNF, la
gestion des contraintes universelles revient simplement
à ignorer toutes les clauses partageant un littéral avec
l’interprétation partielle courante.

Le caching. La mise en cache (caching) est une tech-
nique cruciale pour les compilateurs calculant des re-
présentations à base de graphes orientés sans circuit
(DAG). Le but est d’éviter d’explorer le même sous-
problème deux fois ou plus, et de dupliquer la par-
tie compilée. En effet, du fait de l’interchangeabili-
tée (conditionnelle) des valeurs dans beaucoup de ré-
seaux, il arrive souvent que deux états de décision dis-
tincts s1 et s2 considérés successivement pendant la
recherche conduisent au même sous-problème, autre-
ment dit N | s1 et N | s2 sont équivalents. Dans une
telle situation, plutôt que de compiler les deux réseaux,
il est plus judicieux de ne compiler que N | s1, puis
d’enregistrer dans le cache une clé de N | s1 associée
à la racine N du nœud de sa représentation en MDDG

et détecter que N | s2 est équivalent à N | s1 en
cherchant dans le cache à chaque étape de la compi-
lation. Ainsi, au lieu de calculer le graphe correspon-
dant à N | s2, il suffit de créer un arc pointant vers
N . Par exemple, pour le CN donné dans l’exemple 1,
la composante sur {X3, X4} obtenue par décomposi-
tion dynamique est la même pour les états {〈X2, 0〉}
et {〈X2, 1〉} ; nous n’avons donc pas besoin de la du-
pliquer.

Cependant, tester l’équivalence de deux CNs est un
problème coNP-complet en général, ce problème de-
vant être considéré un nombre exponentiel de fois du-
rant la compilation. Pour ces raisons, il est impossible
de faire du caching en force brute, où l’ensemble des
réseaux différents N | s rencontrés lors de la recherche
seraient considérés (cela demanderait un temps de
compilation ingérable). De ce fait, deux réseaux N | s1

et N | s2 sont considérés comme équivalents lorsqu’ils
sont identiques.

La principale difficulté du caching concerne la taille
des entrées du cache, qui doivent rester aussi petites
que possible. Pour notre mise en cache, nous enregis-
trons d’abord les domaines courants des variables du
problème, c’est-à-dire s restreint à ses variables non
affectées. Stocker l’ensemble des contraintes courantes
serait bien trop gourmand en espace. Heureusement,

c’est inutile dans la plupart des cas. En effet, toute
contrainte Cj = (Sj , Rj) telle que Sj ∩ single(s) = ∅
n’a pas besoin d’être sauvegardée (étant donné que
qu’elle n’est pas affectée). De plus, aucune contrainte
Cj = (Sj , Rj) binaire du réseau donné en entrée n’a
besoin d’être enregistrée à partir du moment où ce ré-
seau est arc-cohérent. En effet, si aucune variable de
Sj = {Xi, Xk} n’a été instanciée, alors nous sommes
dans le cas précédent. Si les deux variables Xi, Xk de
Sj sont instanciées alors soit la contrainte est univer-
selle, soit elle est incohérente et donc, il est inutile
de la stocker dans aucun des deux cas. Enfin, si une
seule variable Xi de Sj est instanciée (disons à la va-
leur xi) alors la projection sur la variable restante
(non instanciée) Xk de la restriction Rj à Xi = xi,
cöıncide avec la restriction de s à {Xk} quand le ré-
seau courant est arc-cohérent. 3 De manière similaire,
nous n’avons pas besoin d’enregistrer les contraintes
allDifferent qui peuvent être considérées comme des
conjonctions de contraintes binaires. Les contraintes
restantes sont sauvegardées dans notre cache. Pour
les contraintes représentées en intension, les variables
instanciées dans s sont remplacées par leurs valeurs
dans les prédicats, et on effectue une étape de simpli-
fication dans le but de réduire les représentations des
contraintes. Les contraintes représentées en extension
sont stockées explicitement. Finalement, pour chaque
contrainte weightedSum, les variables instanciées dans
s sont remplacées par leurs valeurs, les contraintes sont
simplifiées et seul le terme constant en résultant a be-
soin d’être sauvegardé. Les contraintes de type ele-
ment qui sont binaires n’ont pas besoin d’être sauve-
gardées ; pour celles qui sont n-aires, on enregistre en
cache {〈Xi, xi〉 ∈ s | Xi ∈ Sj}.

L’heuristique de choix de variable. Notre heuris-
tique de choix de variable bc est basée sur une notion
de centralité (betweenness centrality) utilisée en algo-

rithmique des graphes [5]. Étant donné un nœud Xi

dans un graphe (dans notre cas, le graphe primal du
CN courant dans lequel les nœuds sont identifiés par
les variables qu’ils étiquètent), bc(Xi) est donné par
le nombre de plus courts chemins entre toute paire de
nœuds passant par Xi. Formellement,

bc(Xi) = ΣXj 6=Xi 6=Xk

σXi(Xj , Xk)

σ(Xj , Xk)

où Xi, Xj et Xk sont des nœuds du réseau, σ(Xj , Xk)
est le nombre de plus courts chemins de Xj à Xk et
σXi

(Xj , Xk) est le nombre de ces chemins passant par

3. Cela rappelle le traitement des clauses binaires dans
Dsharp, qui n’ont pas besoin de figurer dans le cache du mo-
ment où la propagation unitaire a été effectuée [20].
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Algorithm 1: cn2mddg(N )

entrée: un réseau de contraintes N = (X ,D, C), et
un état de décision s sur une partie de X

sortie : la racine N d’une représentation MDDG

équivalente à N | s
1 s← ac(N , s)
2 N ← N | s
3 if unsat(N ) then return leaf(⊥)

4 if #(X ) = 0 then return leaf(>)

5 if cache(N ) 6= nil then return cache(N )

6 C ← removeUniversal(C)
7 CoCo ← connectedComponents(N )
8 N∧ ← ∅
9 foreach Co ∈ CoCo do

10 Xi ← selectVariable(Co)
11 N∨ ← ∅
12 foreach xi s.t. 〈Xi, xi〉 ∈ s do
13 N∨ ←

N∨∪cn2mddg(N , s[Co \{Xi}]∪{〈Xi, xi〉})
14 N∧ ← N∧ ∪ dNode(Xi, N∨)

15 N ← aNode(N∧)
16 cache(N )← N

17 return N

Xi. Dans le CN de l’exemple 1, X2 est l’unique va-
riable maximisant la valeur de bc. Il apparâıt claire-
ment qu’affecter en priorité les variables centrales du
graphe primal (X , E) d’un CN favorise la génération
de composantes connexes disjointes de taille similaire.
Ceci permet la décomposition du réseau en plusieurs
sous-réseaux indépendants (portant sur des ensembles
disjoints de variables), de taille proche, pouvant être
compilés séparément et rassemblés par un nœud ∧
dans la représentation cible en MDDG. Le calcul de la
centralité de tous les nœuds dans (X , E) peut être ef-
fectué en O(n.p), où n = #(X ) et p = #(E). En pra-
tique, le calcul de bc(Xi) pour chaque nœud Xi du
graphe (X , E) d’un CN est suffisamment efficace pour
être effectué dynamiquement, c’est-à-dire être calculé
pour chaque réseau rencontré lors de la compilation.

Le compilateur cn2mddg. L’algorithme 1 présente le
pseudo-code du compilateur cn2mddg. La compilation
d’un CN N s’effectue en appellant cn2mddg sur celui-ci
et sur l’état de décision initial s = {〈Xi, xi〉 | Xi ∈
X , xi ∈ Di}. Tout d’abord (ligne 1), on établit l’arc-
cohérence de N avec s (les valeurs des variables appa-
râıssant dans s n’étant pas supportées par N sont sup-

primées de l’état). Pour des raisons d’efficacité, l’arc-
cohérence est assurée au tout début (au premier ap-
pel) puis est maintenue dynamiquement à chaque fois
qu’une nouvelle affectation élémentaire est considérée
(ligne 13). Ensuite, N est conditionné par l’état cou-
rant (ligne 2). 4 A la ligne 3, nous appelons un solver
CSP afin de déterminer si N est cohérent. Nous avons
développé notre propre solver, basé sur une recherche
en profondeur avec retour en arrière chronologique,
utilisant l’heuristique dirigée par les conflits (devenue
standard) dom/wdeg [4]. L’arc-cohérence est mainte-
nue à chaque point de choix. Un poids est associé à
chaque contrainte Cj de C, et est incrémenté chaque
fois qu’un conflit est détecté. Si N est incohérent, alors
il est équivalent à la formule MDDG réduite à la feuille
étiquetée par ⊥, retournée par l’algorithme. La ligne
4 concerne le dernier cas de base, quand toutes les va-
riables de X ont été considérées. Dans ce cas, N est
équivalent à la formule MDDG >, retournée par l’algo-
rithme. On recherche si le réseau courant N a déjà été
rencontré lors de la compilation (ligne 5). On utilise
pour cela la fonction cache qui fait le lien entre les ré-
seaux rencontrés et la racine du MDDG correspondant
au réseau. Si N a déjà été trouvé durant la compila-
tion, alors l’algorithme retourne simplement la racine
du nœud de la formule MDDG correpondante.

Sinon on simplifie N en supprimant les contraintes
universelles qu’elle contient (ceci est effectué par la
fonction removeUniversal à la ligne 6). Puis, on cherche
les composantes connexes du réseau obtenu (ligne 7).
La fonction connectedComponents retourne une par-
tition CoCo de l’ensemble courant des variables X
correspondant aux composantes connexes du graphe
primal de N (un simple parcours en largeur d’abord
du graphe permet de les déterminer). Ensuite, on
considère chaque élément Co de CoCo successivement
(ligne 9). Co est donc un ensemble de variables indé-
pendant des autres éléments de CoCo ; chaque réseau
N correspondant peut donc être compilé séparément,
que l’on regroupe dans un ensemble de nœudsN∧ préa-
lablement initialisé à l’ensemble vide (ligne 8). Pour
chaque réseau Co, l’état de décision courant s peut
être réduit aux variables apparâıssant dans Co. Une
variable Xi est choisie grâce à la fonction selectVariable
en ligne 10. Ensuite, en ligne 12, on considère succes-
sivement chacune des valeurs xi du domaine courant
de Xi. Plus précisément, pour chaque valeur xi, on
construit une affectation élémentaire correspondante
{〈Xi, xi〉}. On conditionne le réseau par s que l’on a
restreint aux variables de Co privées de Xi, auquel on

4. Dans notre implémentation, le conditionnement N | s à la
ligne 2 est fait implicitement (nous le présentons ainsi pour des
raisons de clarté). A chaque étape, seules les listes des variables
non instanciées et des domaines courants sont mises à jour (pour
des raisons d’efficacité, les contraintes ne sont jamais modifiées).
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ajoute l’affectation {〈Xi, xi〉} ; ce réseau est compilé
récursivement (ligne 13). L’ensemble N∨ des nœuds
de décision, initialisé à l’ensemble vide (ligne 11), est
mis à jour (ligne 13). Lorsque toutes les valeurs xi du
domaine ont été considérées, on construit un nouveau
nœud de décision étiqueté par Xi que l’on ajoute à
l’ensemble des nœuds N∧ (ligne 14). Une fois traité
l’ensemble des éléments de CoCo, on rasssemble les
éléments de N∧ en une conjonction sous forme d’un
nœud ∧ N grâce à la fonction aNode à la ligne 15.
On associe ce nœud à l’entrée N du cache (ligne 16).
Enfin, en ligne 17, nous retournons la racine du MDDG

représentant N .
Il est garanti que l’algorithme 1 termine, puisqu’à

chaque étape de récursion, au moins une variable du
CN initial est instanciée. Par construction, les solutions
du MDDG en sortie sont exactement les mêmes que celles
du CN en entrée.

5 Expérimentations

Alors que la compilation de CN est un sujet de
recherche actif depuis des années (voir [27, 1, 12]),
il n’existe pas à notre connaissance de compilateurs
adaptés aux CNs de domaines non booléens et gé-
rant des contraintes représentées en intension. En par-
ticulier, le compilateur AOMDD 5 suppose que toutes
les contraintes du CN soient représentées en exten-
sion par leurs n-uplets autorisés. Heureusement, un
grand nombre d’encodages CNF adapté aux CNs existent
(entre autres [9, 3, 16, 25, 28, 14]), permettant de com-
parer notre approche à une compilation en Decision-
DNNF précédée d’une transformation du réseau en CNF.

Notre cadre expérimental. Nous avons sélectionné
173 CNs issus de 15 familles différentes. Certaines ins-
tances contiennent des contraintes définies en exten-
sion, par leurs listes des n-uplets autorisés ou encore
par leurs listes de n-uplets interdits. Pour d’autres ins-
tances, les contraintes sont données en intension.

Notre but fut de compiler chaque CN en une repré-
sentation en MDDG grâce au compilateur cn2mddg, et
en une représentation en Decision-DNNF, en traduisant
d’abord chaque instance en CNF, puis en utilisant le
compilateur Dsharp, qui produit une représentation en
Decision-DNNF à partir d’une formule CNF. Pour cela,
nous avons considéré deux encodages CNF différents.
Tout d’abord, le sparse encoding, qui consiste à en-
coder les domaines des variables, puis les contraintes
suivant une méthode mixte (dans le but de minimi-
ser le nombre de clauses générées, chaque contrainte
est encodée en utilisant soit le support encoding soit

5. Disponible à l’adresse http://graphmod.ics.uci.edu/

group/aomdd

le conflict encoding). Enfin, le log encoding, qui utilise
un nombre logarithmique de variables boolénnes pour
encoder les domaines des variables et qui encode les
contraintes suivant le conflict encoding. 6

Pour chaque instance, nous avons calculé le temps
de compilation (en secondes) et la taille de la formule
compilée (le nombre d’arcs dans le graphe). Pour les
approches basées sur une transformation en CNF, nous
avons aussi calculé le temps de traduction et la taille
de la formule CNF obtenue (le nombre de variables et de
clauses). Nous avons lancé nos expérimentations sur un
Quad-core Intel XEON X5550 avec 32Gio de mémoire.
Pour chaque instance nous avons fixé un temps limite
(time-out) à 3600 secondes pour la phase de transfor-
mation en CNF (ainsi que pour la phase de compilation)
et un espace mémoire limite de 8Gio pour stocker la
formule CNF (ainsi que pour la représentation de la
forme compilée).

Quelques résultats obtenus. Dans le temps et la mé-
moire alloués, cn2mddg a réussi à compiler 131 ins-
tances sur les 173 testées. La compilation s’est termi-
née sur un time-out (TO) pour 32 instances, et sur un
memory-out (MO) pour 10 instances. On peut obser-
ver un très grand écart de performances avec Dsharp

qui n’a compilé que 83 instances quand le sparse enco-
ding a été utilisé, et 61 instances lorsque le log encoding
a été utilisé. Plus en détails, la transformation en CNF

a conduit à 27 memory-out avec le sparse encoding
(respectivement 35 avec le log encoding). Sur les 146
(respectivement 138) instances restantes, la compila-
tion en Decision-DNNF par Dsharp s’est terminée sur
un time-out pour 24 instances (respectivement 21), et
sur un memory-out pour 39 instances (respectivement
56).

Quel que soit l’encodage considéré (sparse encoding
ou log encoding) l’approche par transformation en CNF

suivie d’une compilation en Decision-DNNF s’est révé-
lée peu compétitive dans la plupart des cas. Ceci peut
s’expliquer à la fois par le très grand nombre de va-
riables booléennes apparâıssant dans la formule CNF

générée, et de la perte d’information sur la structure
du problème dû au format CNF (comparé à la représen-
tation en CN). Notre compilateur cn2mddg s’est montré
bien plus robuste puisqu’il a réussi à compiler beau-
coup de CN qui se sont montrés hors de portée des ap-
proches par transformation en CNF puis compilation.

En particulier, chacune des 83 instances compilées
avec succès par Dsharp (avec le sparse encoding en
amont) se sont aussi montrées compilables en MDDG

6. Certains traducteurs disponibles, comme Sugar [24] ou
Azucar [26], s’appuient sur des encodages qui ne préservent pas
l’équivalence (ils sont orientés vers la résolution du problème
de satisfaction), et ne peuvent donc être utilisés tels quels dans
notre cadre.
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en utilisant cn2mddg. Les temps de compilation requis
pour créer les représentations en MDDG depuis les ré-
seaux donnés en entrée sont souvent plus courts que les
temps de compilation nécessaires pour créer les com-
pilations en formules Decision-DNNF depuis les repré-
sentations CNF des réseaux donnés. Plus remarquable-
ment encore, les tailles des formules compilées se ré-
vèlent toujours plus petites, parfois de plusieurs ordres
de grandeur, quand le langage cible est MDDG comparé
au langage Decision-DNNF.
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Figure 3 – Comparaison entre temps/taille de com-
pilation en MDDG et temps/taille de compilation en
Decision-DNNF.

On peut observer cet écart clairement sur la figure 3,
où chaque point représente l’une des 83 instances que
Dsharp a réussi à compiler (avec le sparse encoding en
amont). Le temps nécessaire pour compiler (respecti-
vement la taille de) la représentation en MDDG est don-
née sur l’axe des abscisses et le temps nécesssaire pour
compiler (respectivement la taille de) la représentation
en Decision-DNNF depuis la CNF encodée est donné sur

l’axe des ordonnées. 7 Notez bien que toutes les échelles
considérées sur le figure sont logarithmiques.

Le tableau 1 présente une sélection des résultats
obtenus. Chaque ligne correspond à un réseau de
contraintes CNN = (X ,D, C) identifié par la colonne la
plus à gauche. Les colonnes suivantes donnent respec-
tivement le « type » de CN (en extension ou en inten-
sion), son nombre #X de variables, son nombre #C de
contraintes, l’arité maximale maxA des contraintes, la
taille maximale maxD des domaines, un majorant tw
de la largeur d’arbre de son graphe primal, 8 le temps
nécessaire pour compiler le CN en MDDG en utilisant
cn2mddg, et la taille de la formule compilée.

Pour les deux encodages en CNF que nous avons
considérés, nous avons indiqué le nombre #pv de va-
riables propositionnelles que contient la CNF, le nombre
#pcl de clauses obtenues, le temps nécesssaire pour
compiler la CNF en Decision-DNNF en utilisant Dsharp,
et la taille de représentation en Decision-DNNF résul-
tante.

Les résultats obtenus montrent que l’approche
cn2mddg est plus compétitive que l’approche par trans-
formation en CNF suivi d’une compilation en Decision-
DNNF. La comparaison est, en effet, en faveur de
cn2mddg que l’on considère comme critère de compa-
raison le nombre d’instances résolues, ou (ce qui est
plus important) la taille des formules compilées. Les
résultats montrent aussi que la compilation de CNs is-
sus d’applications réelles, et possédant une complexité
significative (souvent hors de portée de la compilation
en tree clustering [10], vu la taille de leur domaine et la
largeur d’arbre de leur graphe primal), vers le langage
MDDG est réalisable.

Nous avons aussi réalisé une évaluation différentielle
de chaque technique nouvelle utilisée dans cn2mddg

afin de déterminer son apport. Pour des raisons d’es-
pace, nous ne pouvons pas donner ici le détail de cette
évaluation. Néanmoins, soit dom/wdeg+noU la version
de cn2mddg pour laquelle l’heuristique de choix de
variable dom/wdeg est utilisée (à la place de bc), et
pour laquelle les contraintes universelles ne sont pas
gérées spécifiquement ; notre évaluation a montré que
dom/wdeg+noU a réussi à résoudre seulement 101 ins-
tances (sur 173) dans le temps et la mémoire alloués ;
de plus, le nombre d’instances (sur 101) pour lesquelles
la taille de la représentation en MDDG obtenue en uti-
lisant cn2mddg (resp. dom/wdeg+noU) est inférieure à
p = 1

2 fois la taille de la représentation en MDDG obte-
nue en utilisant dom/wdeg+noU (resp. cn2mddg) est 35

7. Notons que la différence de temps en faveur de cn2mddg

aurait été bien plus grande encore si nous avions pris en compte
le temps nécessaire à l’encodage du réseau en CNF.

8. Calculé en utilisant QuickBB - voir http://www.hlt.

utdallas.edu/~vgogate/quickbb.html - avec l’heuristique de
choix de variable random et un time-out de 1800 secondes.
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(resp. 6). Le nombre correspondant pour la proportion
p = 1

10 (au lieu de 1
2 ) est 12 (resp. 0). Ainsi, pour plus

de 10% des instances traitées, l’heuristique de choix
de variable bc couplée à la gestion des contraintes uni-
verselles a conduit à une diminution de la taille de la
forme compilée d’un ordre de grandeur.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté un algo-
rithme descendant cn2mddg pour la compilation de
réseaux de contraintes à domaines finis, en graphes
de décision décomposables multivalués. Parmi les dif-
férentes techniques qu’il incorpore, notre algorithme
tire parti d’une méthode de caching spécifique, d’une
nouvelle heuristique de choix de variable basée sur
la betweennes centrality, et une gestion spécifique des
contraintes universelles.

Notre large panel d’expérimentations a montré
que cn2mddg permet de compiler des réseaux de
contraintes qui ne peuvent être compilés en Decision-
DNNF via un encodage préliminaire en CNF. Nous avons
aussi montré que cn2mddg permet typiquement de pro-
duire des représentations compilées de bien plus pe-
tites tailles.

Ce travail ouvre de nombreuses perspectives. Parmi
celles-ci, nous prévoyons d’étendre notre algorithme à
la compilation de réseaux de contraintes pondérées,
aux réseaux bayésiens et aux réseaux de Markov, et
d’évaluer et de comparer le compilateur obtenu aux
approches existantes pour traiter ces modèles gra-
phiques.
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CN
Name type #X #C maxA maxD tw time size

rect-packing/rect-packingrpp07-true I 1168 1273 8 23 15 31.22 5875
rect-packing/rect-packingrpp08-true I 1584 1714 9 31 17 1234.72 162258
rect-packing/rect-packingrpp09-true I 2196 2353 10 36 19 1673.33 514754

ghoulomb/ghoulomb3-4-6 I 3524 3543 16 37 ? 164.95 74427
ghoulomb/ghoulomb3-4-5 I 2033 2051 11 26 31 15.17 5162

driver/normalized-driverlogw-08c-sat-ext E 408 9321 2 11 92 15.63 2931
driver/normalized-driverlogw-08cc-sat-ext E 408 9321 2 11 92 15.96 2931

scheduling/talent-concert I 325 352 46 316 52 1277.21 404437
fapp/fapp18/normalized-fapp18-0350-8 I 350 2387 2 302 187 0.69 4243
fapp/fapp19/normalized-fapp19-0350-6 I 350 3114 2 802 130 79.34 1694146

costaArray/CostasArray10 I 110 338 4 19 23 10.39 13440
costaArray/CostasArray14 I 210 808 4 27 36 TO -

photo/photophoto2 I 89 133 21 11 21 499.93 9564220
photo/photophoto1 I 75 102 18 9 18 10.13 210646

rlfap/normalized-scen4 I 680 3967 2 44 30 3.47 52226
rlfap/normalized-scen7-w1-f4 I 400 660 2 40 7 4.60 444483

radiation/radiation04 I 781 569 9 5180 33 - MO
renault/normalized-renault-mod-32-ext E 111 154 10 42 11 20.39 160238
renault/normalized-renault-mod-11-ext E 111 149 10 42 10 16.22 41919

still-life/still-life7x7 I 690 803 50 50 49 1819.87 738478
configit/Aralia/edfpa15r I 198 110 13 2 28 175.49 2044261
configit/Aralia/edfpa14q I 505 194 22 2 34 TO -
configit/Aralia/das9207 I 600 324 8 2 15 8.94 45853

CNF - sparse mixed encoding CNF - log conflict encoding
Name #pv #pcl time size #pv #pcl time size

rect-packing/rect-packingrpp07-true 8709 110661 15.26 353048 2378 70087 37.70 976110
rect-packing/rect-packingrpp08-true 17724 248417 273.73 4973120 3225 147307 1139.74 7938679
rect-packing/rect-packingrpp09-true 37044 593518 375.66 16118647 4466 392657 TO -

ghoulomb/ghoulomb3-4-6 MO MO MO MO MO MO MO MO
ghoulomb/ghoulomb3-4-5 MO MO MO MO MO MO MO MO

driver/normalized-driverlogw-08c-sat-ext 9528 62825 6.42 139306 1050 46081 32.78 499796
driver/normalized-driverlogw-08cc-sat-ext 9528 62825 5.43 136501 1050 46081 23.63 425617

scheduling/talent-concert MO MO MO MO MO MO MO MO
fapp/fapp18/normalized-fapp18-0350-8 9199429 63582486 - MO 2810 52179077 - MO
fapp/fapp19/normalized-fapp19-0350-6 166130802 867243022 - MO MO MO MO MO

costaArray/CostasArray10 149564 841930 TO - 540 3606946 TO -
costaArray/CostasArray14 988671 5568047 TO - 1036 34687218 - MO

photo/photophoto2 685555 14326576 TO - 204 10923133 - MO
photo/photophoto1 73095 1328839 TO - 172 1117281 TO -

rlfap/normalized-scen4 915553 4875002 - MO 4060 3058032 TO -
rlfap/normalized-scen7-w1-f4 102556 683178 - MO 2392 522995 - MO

radiation/radiation04 MO MO MO MO MO MO MO MO
renault/normalized-renault-mod-32-ext 222582 1755876 TO - 286 138124077 - MO
renault/normalized-renault-mod-11-ext 223718 1762294 3538.01 2399273 286 138117804 - MO

still-life/still-life7x7 MO MO MO MO MO MO MO MO
configit/Aralia/edfpa15r 396 24710 - MO 396 24710 - MO
configit/Aralia/edfpa14q 1010 5793030 TO - 1010 5793030 TO -
configit/Aralia/das9207 1200 3894 642.68 22707412 1200 3894 97.86 9937506

Table 1 – Une sélection de résultats expérimentaux.
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Université Lille-Nord de France CRIL - CNRS UMR 8188 Artois, F-62307 Lens

{koriche,lagrue,epiette,tabary}@cril.fr

Résumé

Cet article examine un fragment du pro-
blème de satisfaction de contraintes stochas-
tiques, représentant les jeux à informations com-
plètes et incertaines. Nous proposons un algo-
rithme de résolution permettant de trouver des
stratégies gagnantes pour cette classe de jeux.
L’intérêt de ce travail est de permettre la résolu-
tion efficace d’un SCSP initial par la résolution
successive d’une séquence de « micro-SCSP »
à chaque étape du jeu. L’algorithme MAC, pro-
posé pour résoudre les premiers micro-SCSP de
la séquence, est couplé à une heuristique de type
UCB utilisée pour estimer les valeurs des stra-
tégies sur toute la séquence. Notre approche,
MAC-UCB, est validée par une série d’expérimen-
tations sur un ensemble de jeux très divers, dé-
crits en GDL (Game Description Language), et
comparée à l’algorithme UCT, qui est la réfé-
rence actuelle pour cette classe de jeux.

1 Introduction

L’objectif du General Game Playing (GGP)
est de concevoir des algorithmes de décision,
non pas « dédiés » à un jeu de stratégie parti-
culier, mais « génériques » de par leur capacité
à jouer de manière pertinente à une grande va-
riété de jeux. Une compétition est d’ailleurs or-
ganisée chaque année par AAAI [7], au cours de
laquelle de nombreux algorithmes de jeux s’y
confrontent. Les jeux sont décrits dans un lan-
gage de représentation, appelé GDL pour Game
Description Language [10] ; la dernière version

de ce langage, GDLII, permet de modéliser
des jeux à information incertaine et incomplète
[20]. Parmi les algorithmes génériques de jeu,
on compte notamment des méthodes de type
Monte Carlo [6], la construction automatique
de fonctions d’évaluation [4], ou encore la pro-
grammation logique [19] et ASP [13]. Bien en-
tendu, le problème GGP n’est pas cantonné aux
« univers ludiques » : il permet de modéliser
des problèmes de prise de décision séquentielle
mono ou multi-agents.

Par son approche déclarative de la résolution
de problèmes combinatoires, la programmation
par contraintes offre un cadre prometteur pour
relever le défi du GGP. Parmi les différents for-
malismes à base de contraintes proposés pour
représenter et résoudre des jeux, on peut citer
les QCSP [8], les strategic CSP [3] ou encore les
constraint games [15]. Cependant, la plupart de
ces formalismes sont restreints aux jeux à infor-
mation complète et certaine : à chaque instant,
les joueurs ont une information complète de
l’état du jeu et leurs actions sont déterministes.
Cette étude se focalise sur le formalisme des ré-
seaux de contraintes stochastiques (SCSP) [21],
utilisés pour la prise de décision séquentielle,
dont l’effet incertain des actions est modélisé
par une distribution de probabilités.

Nous examinons un fragment de SCSP, pro-
posé dans [9], permettant de modéliser des
jeux GDL à information complète mais incer-
taine. De manière importante, le SCSP asso-
cié à cette classe de jeux peut être décomposé
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en une séquence de « micro-SCSP ». A partir
de cette décomposition, nous proposons un al-
gorithme de décision séquentielle couplant la
méthode MAC (Maintaining Arc Consistency)
pour résoudre les micro-SCSP, et la méthode
des bandits stochastiques UCB (Upper Confi-
dence Bound) pour estimer l’utilité des stra-
tégies. Notre algorithme, MAC-UCB, évalué sur
un grand nombre d’expérimentations (∼ 105)
réalisées sur des jeux GDL très divers, se révèle
être, dans la plupart des scénarios, meilleur que
l’algorithme UCT (Upper Confidence Tree), qui
demeure la référence dans le domaine des jeux
de stratégie à information incertaine.

L’article est organisé de la manière suivante.
Le cadre SCSP pour les jeux GDL est introduit
en Section 2, et l’algorithme MAC-UCB est dé-
taillé en Section 3. Avant de conclure, la Sec-
tion 4 présente sur une série de jeux GDL avec
des temps de réflexion différents, les résultats
obtenus par MAC-UCB représentant un joueur,
face à UCT représentant le joueur adverse.

2 Un fragment de SCSP pour GDL

Les SCSP examinés dans cette étude
étendent le modèle originel de Walsh ([21])
pour traiter les contraintes valuées.

SCSP. De manière formelle, un Stochastic
Constraint Satisfaction Problem (SCSP) est un
tuple 〈X,Y,D, P, C, θ〉 tel que X est un en-
semble ordonné de n variables et Y est le sous-
ensemble de X spécifiant les variables stochas-
tiques ; D représente l’ensemble des domaines
associés aux variables de X, P est l’ensemble
des distributions de probabilité appliquées aux
domaines des variables stochastiques, C est
l’ensemble des contraintes, et θ est la valeur
de seuil comprise entre 0 et 1.

Les variables incluses dans X \ Y sont appe-
lées variables de décision et ont la même signi-
fication que celles définies dans un CSP clas-
sique. Nous notons D(z) le domaine associé à
une variable z ∈ X. Plus généralement, pour
un sous-ensemble Z = {z1, · · · , zk} ⊆ X, nous
notons D(Z) l’ensemble des tuples de valeurs
D(z1)× · · · ×D(zk).

Chaque contrainte d’un SCSP est une paire
c = 〈scpc, valc〉, où scpc est le sous-ensemble de

X, dénommé portée de c, et valc est une fonc-
tion qui associe pour chaque tuple τ ∈ D(scpc)
une valeur (ou utilité) valc(τ ) ∈ [0, 1]∪{−∞}.
Une contrainte de décision est une contrainte
c ∈ C où scpc est restreint aux variables de

décisions. À la différence d’une contrainte sto-
chastique dont scpc porte au moins sur une va-
riable stochastique. Une contrainte c ∈ C est
dure si valc retourne −∞ si c est violée sinon
0 et souple si la valeur de retour de la fonc-
tion valc est comprise entre 0 et 1. Si c est une
contrainte dure, alors elle peut être représen-
tée de manière usuelle par une relation, notée
relc, qui contient l’ensemble des tuples auto-
risés pour scpc (i.e. les tuples τ pour lesquels
valc(τ ) 6= −∞).

Étant donné un ensemble de variables Z =
{z1, . . . , zk} ⊆ X, une instanciation I de
Z est un ensemble de paires variable-valeur
{(z1, v1), . . . , (zk, vk)}, tel que vi ∈ D(zi) pour
chaque zi ∈ Z. Une instanciation est dite com-
plète si Z = X. Pour un sous-ensemble Z ′ de
Z, nous notons I|Z′ la projection de I sur Z ′.
L’utilité de I est donnée par :

val(I) =
∑

c∈C
valc(I|scpc

)

Une politique π est un ensemble d’instancia-
tions complètes, structurées en arbre, dont les
nœuds sont les variables deX, et dont les arêtes
sont étiquetées par la valeur assignée au nœud
parent. Les nœuds associés aux variables de dé-
cision ont un seul fils, tandis que les nœuds as-
sociés aux variables stochastiques ont un fils
pour chaque valeur possible de leurs domaines.
Ainsi, chaque instanciation complète de π est
identifiée par un chemin depuis la racine de π
jusqu’à une feuille. Les feuilles sont étiquetées
par l’utilité du chemin correspondant. L’uti-
lité espérée d’une politique π est définie par
la somme des utilités des feuilles pondérées par
leurs probabilités.

Une solution du SCSP est une politique π
dont l’utilité espérée est plus grande ou égale au
seuil θ. Comme θ > −∞, les contraintes dures
sont nécessairement satisfaites par une solu-
tion. Ainsi, une politique π satisfait le SCSP
si toutes les contraintes dures sont satisfaites
et si l’utilité espérée excède le seuil θ.

Exemple 1 Considérons le SCSP défini par
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les variables de décision x1 et x2 et la variable
stochastique y ; les trois variables sont définies
sur le domaine {0, 1, 2}, et la distribution de y
est uniforme (P (0) = P (1) = P (2) = 1/3). Le
réseau possède deux contraintes :

ch(x1, x2) =

{
0 si x1 = x2
−∞ sinon

cs(x1, y) =

{
1 si x1 + y ≥ 1

0 sinon

Enfin, le seuil θ est fixé à 1/2. La politique
π représentée par la figure 1 est une solution
du SCSP, puisqu’elle ne viole pas la contrainte
dure ch et satisfait la contrainte valuée cs avec
une utilité espérée de 2/3 ≥ θ.

x1

x2

y

10 1

0

0

0 1 2

Figure 1 – Une politique π

Le problème consistant à trouver une po-
litique solution d’un SCSP est, en géné-
ral, PSPACE-complet. Il existe cependant une
sous-classe intéressante de SCSP pour la-
quelle le problème de satisfaction est de com-
plexité moindre (NPPP). Il s’agit des one stage
SCSP [21], ou micro-SCSP, que l’on note ici
µSCSP. Formellement, un µSCSP est un SCSP
(X,Y,D, P, C, θ), dans lequel la restriction sui-
vante est imposée sur les politiques : un arbre
d’instanciations complètes π est une politique
de µSCSP si toutes les variables de décision
X sont assignées avant les variables stochas-
tiques Y . Comme le montre Walsh, tout SCSP
défini sur n variables de décision peut être
vu comme une séquence de n µSCSP (les
contraintes peuvent néanmoins porter sur plu-
sieurs µSCSP).

SCSP d’un programme GDL. Dans [9], un for-
malisme a été proposé pour traduire des jeux
GDL [10] vers un SCSP. Un programme GDL
est un ensemble de règles en logique du pre-
mier ordre ; pour un horizon T donné, ce pro-
gramme peut être instancié en T ensembles de
règles, définis aux tours t ∈ {1, · · · , T}.

Nous présentons ici de manière informelle le
processus de transformation d’un programme
GDL à horizon T en SCSP. Pour chaque tour de
jeu t, l’ensemble des règles instanciées à t est
représenté par un µSCSPt défini sur l’ensemble
des variables Xt ∪Xt+1 ∪ {yt}. Deux variables
de décision terminalt et controlt sont utilisées
pour capturer l’état terminal du jeu et indiquer
quel joueur à la main. Chaque fluent apparais-
sant à l’instant t est associé à deux variables
de décision, correspondant aux états du fluent
à l’instant t et à l’instant t + 1. De la même
manière, chaque action apparaissant à t est as-
sociée à une variable de décision. Les domaines
de ces variables représentent toutes les combi-
naisons possibles de constantes qui sont instan-
ciées par les atomes du programme GDL. Enfin,
chaque règle est associée à une contrainte dont
la portée est extraite de façon similaire aux do-
maines des variables pour identifier toutes les
combinaisons de constantes autorisées. En sub-
stance, les contraintes représentent les actions
autorisées à l’instant t et les transitions pos-
sibles entre t et t+ 1.

Le comportement incertain de l’environne-
ment (appelé random dans GDL) est capturé
par la variable stochastique yt (ex : résultat
d’un jet de dés à l’instant t). Le domaine de
yt est donné par les actions possibles de l’envi-
ronnement à l’instant t et, selon les spécifica-
tions GDLII [20], la distribution de probabili-
tés P (yt) est définie comme uniforme sur son
domaine de valeurs 1.

Par construction, le SCSP associé à
un programme GDL à horizon T est dé-
fini comme une séquence de micro-SCSP
〈µSCSP1, · · · , µSCSPT 〉, dans laquelle les
contraintes portant sur les coups légaux et
les transitions d’états sont spécifiées pour
chaque µSCSPt, t ∈ {1, · · · , T − 1}. Le dernier

1. Néanmoins, et comme précisé dans [20], il est
possible de représenter des distributions non-uniformes
d’actions possibles en autorisant plusieurs valeurs asso-
ciées à un choix d’action dans le domaine de yt.
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micro-SCSP de la séquence (µSCSPT ), défini
sur les variables XT ∪ {yT }, joue un rôle
particulier : dans un jeu GDL, le score n’est
donné qu’à l’horizon T et donc seul µSCSPT

possède des contraintes valuées capturant
la fonction de score (dans [0, 1]) sur l’état
terminal. Cette structuration particulière
du SCSP incite naturellement à résoudre le
problème de manière séquentielle en explorant
itérativement chaque µSCSPt.

Le seuil θ peut être ajusté selon la stratégie
désirée : en partant d’un seuil de 0 qui autorise
toute politique « faisable » (ne violant aucune
contrainte dure), il est possible de construire
des SCSP de plus en plus contraints, dont la
résolution pour un seuil θ peut tirer parti de
la résolution pour un seuil θ′ < θ. En particu-
lier, les solutions des µSCSPt aboutissant à des
stratégies non-optimales pour θ′ peuvent être
élaguées lors de la résolution du problème au
seuil θ.

3 MAC-UCB

Dans cette section, nous présentons notre al-
gorithme de résolution MAC-UCB. A partir d’un
SCSP décomposé en une séquence 〈µSCSPt〉 de
micro-problèmes de résolution de contraintes
stochastiques, MAC-UCB cherche une politique
solution en maintenant l’arc consistance sur
chaque µSCSPt et en échantillonnant avec
borne de confiance l’utilité des solutions du
µSCSPt.

Prétraitement. Avant de résoudre un
µSCSP, nous utilisons des techniques de
prétraitement pour améliorer l’efficacité de
résolution. Nous commençons par fusionner les
contraintes dures de même portée. Étant donné
un µSCSP P , deux contraintes dures ci et cj
de P telle que scpci = scpcj deviennent une
unique contrainte ck où relck = relci ∩ relcj et
scpck = scpcj = scpci . Nous supprimons aussi
toutes les contraintes unaires (e.g. contraintes
c dont |scpc| = 1). Le domaine de la variable
impliquée par la contrainte unaire est restreint
aux valeurs autorisées par les tuples de la
relation associée.

Ensuite, nous identifions les variables univer-
selles dans chaque contrainte. Une variable est

universelle sur c si quelque soit la valeur assi-
gnée, c est toujours satisfaite. Autrement dit,
une variable x ∈ scpc est universelle si |relc|
est égal au produit de la taille du domaine de x
avec le nombre de tuples de la relation associée
à la contrainte ci, telle que scpci = scpc \ {x}.
Ces variables sont supprimées de la portée des
contraintes.

La dernière technique de prétraitement est
d’établir la propriété de singleton arc consis-
tance (Singleton Arc Consistency noté SAC [5])
sur le réseau de contraintes associé au µSCSP
correspondant. Un réseau de contraintes P est
singleton arc-consistant si chaque valeur de P
est singleton arc-consistante. Une valeur est
singleton arc-consistante si une fois assignée à
sa variable, elle ne produit pas un réseau arc
inconsistant. Nous appliquons cette propriété
pour supprimer les valeurs inconsistantes des
domaines des variables.

MAC. Une fois le micro-SCSP prétraité, le
problème principal est d’énumérer les solu-
tions faisables de ce problème, dont certaines
peuvent aboutir à une solution optimale. A
notre connaissance, la meilleure méthode pour
résoudre un µSCSP est Forward Checking
(FC) présenté dans [2]. Malheureusement pour
un µSCSP contenant un grand nombre de
contraintes, FC n’est pas suffisament efficace,
à cause de sa faible capacité de filtrage. L’idée
de notre approche est de résoudre le µSCSP
avec l’algorithme de maintien d’arc consistance
(MAC) [16, 17]. Pour rappel, l’algorithme MAC
alterne inférence et recherche. Il effectue une
recherche en profondeur d’abord avec retour
arrière et maintient à chaque nœud une consis-
tance locale : la consistance d’arc (AC) [12, 11].
Pour appliquer cet algorithme sur un problème
de contraintes stochastiques, nous avons besoin
de partitionner les contraintes : d’une part les
contraintes de décision (CSP P ′) et d’autre part
les contraintes stochastiques (µSCSP P ′′). L’al-
gorithme MAC est appliqué sur un CSP clas-
sique composé uniquement des contraintes de
P ′. Les solutions du µSCSP sont identifiées en
combinant la résolution du CSP P ′ avec celle
du µSCSP P ′′.

Premièrement, nous commençons par ré-
soudre le plus petit problème, le µSCSP P ′′. En
effet, pour des jeux GDL, P ′′ contient seulement
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une contrainte sur l’action de l’environnement
et une contrainte pour chaque modification de
fluent connecté aux actions de l’environnement.
Cette partie du problème peut être traitée par
une variante de Forward Checking (FC) [2]
adaptée à notre problème. Comme notre algo-
rithme est utilisé pour la décision séquentielle,
notre version énumère toutes les politiques fai-
sables de P ′′ alors que l’algorithme d’origine
ne retourne que la valeur de satisfaction obte-
nue. L’ensemble des politiques solutions obte-
nues avec FC sur P ′′ est exprimable par une
contrainte cs dont la portée est l’ensemble des
variables de décisions et la relation possède les
valeurs des stratégies gagnantes. Pour réaliser
la jointure des deux ensembles P ′ et P ′′ (pro-
jeté sur les variables de P ′) nous ajoutons à P ′

la contrainte cs. De cette manière, quand nous
utilisons l’algorithme classique MAC sur P ′, il
retourne l’ensemble des solutions de P ′ qui se-
ront les mêmes que celle du µSCSP d’origine.
Cette partie de l’arbre de recherche est filtrée
par la propriété d’arc consistance pour énumé-
rer rapidement les solutions de P ′.

Exemple 2 Afin d’illustrer la résolution d’un
µSCSP P , considérons le µSCSP d’origine
donné par les variables de décision {x, z} et
la variable stochastique y. Le domaine de x est
{1, 2, 3}, et le domaine de y et z est {0, 1, 2}.
La distribution P de y est uniforme sur son do-
maine. Le réseau possède trois contraintes don-
nées par :

c1(x, y) : x+ y > 1

c2(y, z) : y + z > 1

c3(x, z) : x = z

Enfin le seuil θ est fixé à 7/10.
Après partitionnement, la partie CSP P ′ est

donnée par les deux variables de décision x et
z et la contrainte c3. La partie µSCSP P ′′ est
donnée par les trois variables x, y, z et les
contraintes c1 et c2.

L’algorithme FC retourne pour le problème
stochastique les politiques (x = 2 ; z = 2) et
(x = 3 ; z = 2). La satisfaction associée pour
ces politiques est de 1. Ainsi la contrainte cs
est ajoutée à P ′ est :

cs(x, z) : x = z = 2 | x = z = 3

L’algorithme MAC retourne pour ce problème la
solution : (x = 2 ; z = 2).

La figure ci-dessous illustre l’arbre de re-
cherche obtenu quand nous résolvons ces deux
problèmes.

x

yy ×

×
zz z

MAC-cut

FC-cut

0× 1 0× 1 0× 1

1 2 3

0 0 1 2

0 1 2 0 1 2 0 1 2

UCB. La résolution des différents µSCSP cor-
respondant aux états d’un jeu GDL n’est pas
suffisante. Comme nous l’avons vu précédem-
ment dans la section 2, seul le dernier µSCSP de
la séquence (µSCSPT ) possède des contraintes
valuées et retourne une utilité comprise dans
[0, 1]. C’est pourquoi après chaque résolution
de µSCSPt, nous avons besoin de simuler les
états suivants afin d’estimer l’utilité des actions
accomplies jusqu’à t. Dans cet objectif, nous
utilisons l’algorithme standard des bandits sto-
chastiques Upper Confidence Bound (UCB) [1]
qui échantillonne les états suivants de t+1 jus-
qu’à T , et retourne une borne de confiance sur
l’utilité des actions accomplies jusqu’à t. Rap-
pelons qu’UCB commence par jouer chaque ac-
tion possible une fois. Puis, il choisit une ac-
tion i qu’il maximise par x̄i +

√
(2 lnn)/ni,

où x̄i est l’espérance empirique des utilités ob-
tenues à partir de l’action i, ni est le nombre
de fois où l’action i a été choisie jusqu’ici, et
n est le nombre total de simulations. Pour nos
problèmes, 10, 000 simulations sont réalisées et
UCB calcule une utilité avec ces données. Fina-
lement, nous continuons la résolution du pro-
blème en instanciant le prochain µSCSP avec
les valeurs obtenues sur la politique possédant
l’utilité la plus grande, afin d’explorer l’arbre
de recherche optimalement.

Élagage. Rappelons que la tâche de décision
séquentielle associée à un jeu de stratégie est un
problème d’optimisation. De manière classique,
ce problème peut être géré par une séquence de
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problèmes de satisfaction (SCSP) dont le seuil
est augmenté progressivement.

Le seuillage progressif du problème d’optimi-
sation est exploité dans MAC-UCB par deux mé-
thodes d’élagage. La première est probabiliste
et tire parti de la borne de confiance d’UCB ;
rappelons que la qualité de chaque solution du
problème P associé à un µSCSP est estimée par
échantillonnage. Lorsqu’un nombre suffisant de
valeurs de la variable stochastique se situent
en dessous de la borne de confiance, l’instan-
ciation des variables de décision, couplée avec
les valeurs de la variable stochastique, est sup-
primée des solutions du sous-problème stochas-
tique P ′′ de P . Par répercussion, le nombre de
tuples de la contrainte cs associée aux solutions
de P ′′ projetées sur les variables de décision de
P est réduit, ce qui facilite la résolution par
MAC du problème déterministe P ′. En d’autres
termes, plus le seuil θ augmente, plus rapide
est la résolution du µSCSP.

La deuxième forme d’élagage est détermi-
niste, et consiste simplement à ajouter à UCB
un cache lui permettant de connâıtre les feuilles
déjà explorées 2. En combinant cette mise en
cache avec la connaissance du nombre de coups
légaux à chaque état, il est possible de déduire
si tout le sous-arbre après cet état a déjà été
exploré ou non. Ainsi lorsqu’une solution d’un
µSCSP donne lieu à un sous-arbre dont la va-
leur espérée est en dessous de θ, cette solution
peut être éliminée avec certitude. En augmen-
tant itérativement le seuil θ, UCB peut exploiter
son cache pour éliminer dans chaque µSCSP les
solutions sous-optimales pour θ.

4 Résultats expérimentaux

Après un tour d’horizon des SCSP et de
MAC-UCB, nous sommes à présent en mesure de
présenter les résultats expérimentaux obtenus
sur divers jeux avec différents délais de décision
pour les joueurs MAC-UCB et UCT.

Benchmarks. Afin de répondre à l’objectif du
General Game Playing (GGP) [14], nous avons
choisi 13 jeux très divers, décrits en GDLII,

2. Dans nos expérimentations, 32 GB ont été alloués
pour le cache et cette limite n’a jamais été atteint.

qui varient selon le type d’environnement (dé-
terministe vs. stochastique), le nombre d’ac-
tions et de fluents, le nombre et la taille des
contraintes induites par les règles et, naturel-
lement, la fonction objectif (contrainte souple)
associée au but.

— Awale est un jeu de stratégie à 2 joueurs
avec 48 graines et 2 rangées de 6 trous.
Chaque joueur contrôle les 6 trous de son
coté du plateau. Le jeu commence avec 4
graines dans chaque trou. Le but du jeu est
de capturer plus de graines que son oppo-
sant. A chaque tour, un joueur choisit un des
6 trous sous son contrôle et distribue toutes
les graines présentes dans les trous suivants.

— Backgammon est un célèbre jeu de plateau
à 2 joueurs avec 2 dés et 15 pièces par joueur.
Les pièces sont déplacées selon un lancé de
dés et un joueur gagne quand il supprime
toutes les pièces de son plateau.

— Bomberman est un jeu de labyrinthe très
populaire dans l’univers vidéo-ludique. Le
but est de placer des bombes pour tuer tous
les ennemis et détruire les obstacles.

— Can’t stop est un jeu de plateau avec 4 dés
et 3 moines par joueur, notre version du jeu
impliquant seulement 2 joueurs. Le plateau
inclut 9 montées de différentes tailles, le but
étant d’atteindre le haut des 3 montées choi-
sies par les moines.

— Checkers est le célèbre jeu de dames, implé-
menté ici sur un damier 8×8, avec 2 joueurs
contrôlant leurs pions, le but étant d’éliminer
ou bloquer les pions de l’adversaire.

— Chess est l’incontournable jeu d’échecs sur
échiquier de 64 cases, avec 2 joueurs contrô-
lant 16 pièces, le but étant de mettre « échec
et mat » le roi adverse, situation de prise sans
qu’aucune action puisse y remédier.

— Kaseklau est un petit jeu de plateau à 2
joueurs avec un chat et une souris. Le but
est de lancer les 2 dés pour avancer le chat
et la souris sur différentes cases en ramassant
les fromages placés par dessus quand le chat
n’attrape pas la souris.

— Orchard ou « verger » est un jeu coopéra-
tif de plateau à 2 joueurs utilisant un dé à 6
faces. A chaque tour, si le dé tombe sur un
des 4 arbres, le joueur qui a la main enlève un
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fruit de l’arbre, si le dé tombe sur « panier »,
le joueur prend deux fruits de son choix, et si
le dé tombe sur « corbeau », alors ce dernier
perd une pièce. Le but du jeu est de récupé-
rer collectivement tous les fruits avant que le
corbeau perde toutes ses pièces.

— Othello est encore un jeu populaire de pla-
teau 8×8 à 2 joueurs disposant de 64 pions
bicolores. Le jeu s’arrête lorsqu’un aucun
joueur ne peut plus placer de pion sur le pla-
teau, le gagnant étant celui qui a placé le
plus de pions.

— Pacman est un célèbre jeu d’arcade où le
joueur contrôle Pac-Man au travers d’un la-
byrinthe mangeant des points et des fruits
et évitant 4 fantômes souhaitant attraper le
personnage. Le joueur gagne la partie s’il
mange tous les points sans se faire attraper.

— Pickomino est un jeu de 8 dés et de 16 tuiles
incluant 1 à 4 vers. A chaque tour, le joueur
obtient un score issu du lancé de dés corres-
pondant à la valeur d’une tuile. Le but est
d’obtenir le maximum de vers en récupérant
les tuiles contenant le plus de vers.

— Tic-tac-toe est un jeu déterministe bien
connu avec 2 joueurs (X et O) qui marquent
une grille de taille 3× 3.

— Yahtzee est un jeu à 2 joueurs où le but est
d’obtenir le plus grand score en lançant 5 dés.
À chaque tour, les dés sont lancés jusqu’à 3
fois afin d’obtenir l’une des 13 combinaisons,
chacune étant associée à un score.

Le tableau 1 présente les paramètres du
µSCSP correspondant à la traduction de ces
jeux et le temps nécessaire pour l’obtenir. Nous
indiquons le nombre de variables, la taille maxi-
mum des domaines, le nombre de contraintes et
le temps de traduction en secondes. Le jeu le
plus difficile à traduire est Backgammon pos-
sédant un grand nombre de variables, chacune
avec un domaine important et un nombre im-
portant de contraintes de grande portée. Awale,
Can’t Stop, Chess, Pickomino et le Yahtzee
sont aussi intéressants de part la taille du do-
maine ou le nombre de contraintes.

Protocole. Dans le but de confronter notre
algorithme à UCT (Upper Confidence Tree),
nous avons implémenté un version de ce der-
nier, fondée sur l’analyse des jeux multi-joueurs

Jeu #vars maxDom #const temps

Awale 19 37 73 94

Backgammon 76 768 86 347

Bomberman 145 64 42 31

Can’t Stop 16 1,296 409 248

Checkers 86 262,144 52 43

Chess 71 4,096 50 76

Kaseklau 18 7,776 106 35

Orchard 9 146,410 40 12

Othello 81 65 29 51

Pacman 93 64 22 36

Pickomino 29 1,679,616 223 172

TicTacToe 19 18 37 0

Yahtzee 12 30 8,862 182

Table 1 – les jeux traduits en µSCSP et leurs caracté-
ristiques.

[18]. Par souci d’équité, nous avons aussi ajouté
un cache à UCT, lui permettant tout comme
MAC-UCB de connâıtre par avance les sous-
arbres qui ont déjà été explorés. Nous avons
réalisé 390,000 instances de « matchs » entre
UCT et MAC-UCB sur l’ensemble des jeux. Pour
chaque jeu, un joueur suit la stratégie d’UCT
et l’autre joueur celle de MAC-UCB. 5,000 ins-
tances de jeux sont réalisées sur différents
temps (10s, 20s, 30s, 40s, 50s, 60s) par action.

Résultats. Le tableau 2 présente le pourcen-
tage de victoires pour ces matchs sur chaque
jeu avec 30 secondes par action. Nous indi-
quons aussi l’écart type (σ) correspondant au
pourcentage de victoires de MAC-UCB. Pour
tous les jeux, il apparâıt que MAC-UCB est
en moyenne plus performant qu’UCT, le phé-
nomène s’accentuant en fait pour des délais
plus grands. Les résultats sont particulièrement
marquants sur les jeux stochastiques, tels que
Bomberman, Can’t Stop, Kaseklau, Pacman,
Pickomino, Yahtzee, et surtout le Backgam-
mon, pour lequel MAC-UCB gagne dans environ
70 % des cas. Pour jeux déterministes, l’écart
est moins important (excepté Othello), ce qui
s’explique par le fait que, sans action stochas-
tique, MAC-UCB ne peut pas bénéficier du fil-
trage probabiliste. Enfin, pour le jeu coopératif
Orchard, les deux algorithmes atteignent une
moyenne de 70 %, Il est connu que ce pourcen-
tage est le maximum possible pour la stratégie
optimale.

166



Jeu UCT MAC-UCB σ

Awale 43.3 % 56.7 % 1.63 %

Backgammon 31.8 % 68.2 % 5.49 %

Bomberman 34.6 % 65.4 % 6.32 %

Can’t Stop 28.3 % 71.7 % 6.43 %

Checkers 38.8 % 61.2 % 2.12 %

Chess 46.2 % 53.8 % 1.75 %

Kaseklau 28.6 % 71.4 % 6.56 %

Orchard 3 70.2 % 70.2 % 3.41 %

Othello 20.7 % 79.3 % 1.41 %

Pacman 30.9 % 69.1 % 2.73 %

Pickomino 36.6 % 63.4 % 4.89 %

Tictactoe 34.3 % 65.7 % 0.89 %

Yahtzee 28.8 % 71.2 % 5.48 %

Table 2 – Résultats pour les différents jeux GDL avec
30 secondes par coup

Les figures 2 et 3 présentent, respectivement
pour Awale et Backgammon, l’évolution du
pourcentage de victoires de MAC-UCB contre
UCT avec 30 secondes par coup, en faisant évo-
luer le nombre d’instances jusqu’à 5,000. Pour
le jeu déterministe Awale, la performance est
pratiquement stationnaire au bout de 1,000 ins-
tances. Ici, seul le filtrage réalisé par MAC sur
la partie CSP des réseaux stochastiques a un
effet sur cette performance. A l’opposé, pour le
jeu stochastique Backgammon, la performance
de MAC-UCB s’améliore sensiblement, avec une
augmentation de victoires de 10% au bout de
4,000 parties. Cette amélioration peut s’expli-
quer par l’augmentation du nombre d’élagages
probabilistes et déterministes induits par UCB,
dont le cache grossit progressivement. Un phé-
nomène similaire est observé pour les autres
jeux stochastiques.

La figure 4 montre le pourcentage de vic-
toires de MAC-UCB contre UCT sur le jeu Can’t
Stop, avec différents temps par action (10 à
60 secondes). L’écart de performances entre
MAC-UCB et UCT augmente sensiblement avec
le temps de décision autorisé ; MAC-UCB ob-
tient 59.9 % de victoires en 10 secondes par
coup, et 78.9 % de victoires pour 60 secondes

3. Notons que ce jeu est en coopération avec les
autres joueurs, donc nous présentons la moyennes ob-
tenu pour chaque algorithme
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Figure 2 – En abscisse, le nombre d’instance de jeux
et en ordonnée, le pourcentage de victoires de MAC-UCB
contre UCT avec 30 secondes par coup sur Awale.

0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000
0

20

40

60

80

Backgammon

Figure 3 – En abscisse, le nombre d’instance de jeux
en ordonnée, le pourcentage de victoires de MAC-UCB
contre UCT avec 30 secondes par coup sur Backgammon.

par coup. Cet écart est expliqué par la capa-
cité de MAC à résoudre un nombre de plus en
plus grand de µSCSP dans la séquence, ce qui
facilite le travail d’exploration d’UCB.

Nous concluons cette partie expérimentale en
mettant l’accent sur le dilemme de MAC-UCB
entre la résolution (partie MAC) et l’exploration
(partie UCB). Dans le cadre de nos expérimen-
tations, nous avons appliqué un ratio de 90 %
du temps de décision pour la résolution contre
10 % pour l’échantillonnage. Afin de justifier
ce ratio, la figure 5 présente une analyse de
sensibilité de MAC-UCB, en décrivant le pour-
centage de victoires de MAC-UCB face à UCT
pour un ratio variant de 0 % à 100 % pour la
partie résolution sur l’ensemble des jeux étu-
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Figure 4 – En ordonnée, le pourcentage de victoires
de MAC-UCB (×) face à UCT (◦) sur Can’t Stop, et en
abscisse les différents temps possibles par coup sur 5000
instances.

diés. De manière régulière, l’optimum est at-
teint entre 86 et 94 %, ce qui met en lumière
l’importance de résoudre les jeux en se focali-
sant principalement sur leur structure, imposée
par les contraintes dures et le choix du seuil.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons exploité un frag-
ment de la modélisation des problèmes de satis-
faction par contraintes stochastiques permet-
tant de représenter les jeux à informations com-
plètes et incertaines. Les solutions du réseau
stochastique sont interprétées comme des stra-
tégies permettant de jouer à ces jeux. A par-
tir de ce fragment, nous avons proposé un al-
gorithme, MAC-UCB, qui combine résolution et
simulation en utilisant à la fois une technique
de programmation par contraintes pour la réso-
lution (MAC) et une technique d’apprentissage
stochastique pour la simulation (UCB). Testé
dans un contexte GGP sur divers jeux avec
différents temps par coup, MAC-UCB s’avère,
dans la plupart des cas, être plus performant
qu’UCT, la référence dans le domaine des jeux
à information complètes et incertaines.

Ce travail ouvre la voie à de nombreuses
perspectives de recherche. Notamment, afin
d’optimiser la résolution, nous souhaitons ex-
ploiter les symétries présentes dans les µSCSP
obtenus et les méthodes d’arc consistances dé-
diées aux SCSP (ex : [2]). De plus, il serait
intéressant d’exploiter une borne de confiance
plus adaptée aux problèmes de jeux (souvent
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Figure 5 – Analyse de sensibilité entre résolution et si-
mulation de MAC-UCB. En ordonnée, le pourcentage de
victoires de MAC-UCB vs. UCT et en abscisse, le pour-
centage de résolution durant les temps d’action.
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compétitifs) afin d’obtenir de meilleures heu-
ristiques. A plus long terme, nous souhaiterions
étendre notre modèle afin d’intégrer les jeux à
informations incomplètes.

Références

[1] Peter Auer, Nicolò Cesa-Bianchi, and Paul
Fischer. Finite-time analysis of the mul-
tiarmed bandit problem. Machine Lear-
ning, 47(2–3) :235–256, 2002.

[2] Thanasis Balafoutis and Kostas Stergiou.
Algorithms for stochastic CSPs. In Proc.
of CP’06, pages 44–58, 2006.

[3] Christian Bessiere and Guillaume Verger.
Strategic constraint satisfaction problems.
In Proc. of CP’06 Workshop on Modelling
and Reformulation, pages 17–29, 2006.

[4] James Edmond Clune, III. Heuristic eva-
luation functions for general game playing.
PhD thesis, University of California, Los
Angeles, USA, 2008. Adviser-Korf, Ri-
chard E.

[5] R. Debruyne and C. Bessiere. Some prac-
tical filtering techniques for the constraint
satisfaction problem. In Proc. of IJ-
CAI’97, pages 412–417. Springer, 1997.

[6] Hilmar Finnsson and Yngvi Björnsson.
Simulation-based approach to general
game playing. In Proc. of AAAI’08, pages
259–264, 2008.

[7] Michael Genesereth, Nathaniel Love, and
Barney Pell. General game playing : Over-
view of the aaai competition. AAAI Ma-
gazine, 26(2) :62–72, 2005.

[8] Ian P. Genta, Peter Nightingalea, An-
drew Rowleya, and Kostas Stergiou. Sol-
ving quantified constraint satisfaction pro-
blems. Artificial Intelligence, 172(6-
7) :738–77, 2008.

[9] Frédéric Koriche, Sylvain Lagrue, Éric
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[13] Maximilian Möller, Marius Thomas
Schneider, Martin Wegner, and Torsten
Schaub. Centurio, a general game player :
Parallel, Java- and ASP-based. Künstliche
Intelligenz, 25(1) :17–24, 2011.

[14] Dana Nau, Malik Ghallab, and Paolo Tra-
verso. Automated Planning : Theory &
Practice. Morgan Kaufmann, 2004.

[15] Thi-Van-Anh Nguyen, Arnaud Lallouet,
and Lucas Bordeaux. Constraint games :
Framework and local search solver. In
Proc. of ICTAI’13, pages 8–12, 2013.

[16] D. Sabin and E.C. Freuder. Contradicting
conventional wisdom in constraint satis-
faction. In Proc. of CP’94, pages 10–20.
Springer, 1994.

[17] D. Sabin and E.C. Freuder. Understan-
ding and improving the mac algorithm. In
Proc. of CP’97, pages 167–181. Springer,
1997.

[18] Nathan R. Sturtevant. An analysis of uct
in multi-player games. ICGA Journal,
31(4) :195–208, 2008.

[19] Michael Thielscher. Flux : A logic pro-
gramming method for reasoning agents.
Theory Pract. Log. Program., 5(4-5) :533–
565, 2005.

[20] Michael Thielscher. A general game des-
cription language for incomplete informa-
tion games. In Proc. of AAAI’10, pages
994–999, 2010.

[21] Toby Walsh. Stochastic constraint pro-
gramming. In Proc. of ECAI’02, pages
111–115, 2002.

169



Actes JFPC 2015

CoQuiAAS : Applications de la programmation par
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Résumé

L’argumentation est aujourd’hui un des mots-clés
prépondérants en ce qui concerne l’intelligence artifi-
cielle. Elle a notamment sa place dans des thématiques
comme les systèmes multi-agent, où elle permet la mise
en place de protocoles de dialogue (à base de persuasion,
de négociation,. . . ) ou l’analyse de discussions en ligne ;
mais aussi dans le cas où un unique agent doit raison-
ner en présence d’informations conflictuelles (inférence
en présence d’incohérence, mesures d’incohérence). Ce
cadre très riche offre la possibilité de raisonner suivant
un nombre important de sémantiques et propose deux
politiques d’inférence pour chaque sémantique.

D’autre part, les travaux réalisés sur SAT ces der-
nières années, et de façon générale dans le domaine de
la programmation par contraintes, ont permis d’obtenir
des approches efficaces en pratique pour traiter des pro-
blèmes dont la complexité théorique est élevée.

Les besoins d’applications efficaces pour effectuer les
tâches de raisonnement usuelles à partir d’un système
d’argumentation, ainsi que la puissance des techniques
modernes de programmation par contraintes, nous ont
amené à étudier l’encodage des sémantiques usuelles en
argumentation abstraite dans des formalismes logiques,
afin de pouvoir utiliser diverses approches de la program-
mation par contraintes pour développer une bibliothèque
logicielle de raisonnement argumentatif. La bibliothèque
que nous proposons présente l’avantage d’être générique
et aisément adaptable. Après une présentation de la
conception de notre logiciel, nous étudions expérimenta-
lement notre approche sur un ensemble de sémantiques
et de tâches d’inférence usuelles.

1 Introduction

Un système d’argumentation abstrait [15] est un
graphe orienté dont les nœuds représentent des entités
abstraites appelées arguments et dont les arêtes

représentent des attaques entre ces arguments. Ce
cadre simple et élégant est utilisé aussi bien dans des
traitements concernant un seul agent que dans des
scénarios multi-agent. En ce qui concerne le cas d’un
unique agent, celui-ci peut par exemple utiliser un
système d’argumentation pour raisonner à partir d’in-
formations contradictoires, ce qui peut entre autre lui
permettre de construire un système d’argumentation
à partir d’une base de connaissances incohérente pour
en tirer des conséquences non triviales [8]). Dans un
cadre multi-agent, on peut utiliser l’argumentation
pour modéliser des dialogues entre plusieurs agents
[3] ou pour analyser une discussion en ligne entre
utilisateurs de réseaux sociaux [24]. Le sens d’un tel
graphe est déterminé par une sémantique d’accep-
tabilité, qui indique quelles propriétés un ensemble
d’arguments doit satisfaire pour que cet ensemble
soit considéré comme une « solution » acceptable du
problème ; on appelle alors cet ensemble une extension.

À l’heure actuelle, une des tendances fortes dans
la communauté de l’argumentation est de dévelop-
per des approches logicielles pour calculer diverses
tâches d’inférence à partir d’un système d’argumen-
tation pour les sémantiques usuelles (voir http://

argumentationcompetition.org/2015 pour plus de
détails). Pour une sémantique donnée, les requêtes
usuelles concernent majoritairement le calcul d’une ex-
tension, de toutes les extensions, ou bien encore l’ac-
ceptation crédule (respectivement sceptique) d’un ar-
gument particulier, c’est-à-dire son appartenance à au
moins une (respectivement chaque) extension du sys-
tème d’argumentation. Il est connu que pour la plupart
des couples composés d’une sémantique et d’une re-
quête usuelles, la complexité théorique des problèmes
est élevée [14, 17]. Ces tâches nécessitent de ce fait
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de disposer d’outils efficaces en pratique pour pou-
voir être calculées en temps raisonnable. Pour parve-
nir à calculer efficacement les extensions d’un système
d’argumentation, ainsi que pour parvenir à raisonner
sur l’acceptation crédule ou sceptique d’un argument
en temps raisonnable, nous proposons dans cet article
d’utiliser diverses techniques liées à la programmation
par contraintes, domaine dont les approches propo-
sées apportent des solutions efficaces en terme de rai-
sonnement logique pour les problèmes combinatoires.
Nous nous intéressons tout particulièrement dans cet
article à la logique propositionnelle et aux formalismes
dérivés de cette dernière. Plus précisément, nous pro-
posons des encodages sous forme normale conjonctive
pour des problèmes de décision du premier niveau de
la hiérarchie polynomiale, mais aussi des encodages
dans le formalisme Partial Max-SAT ; ces encodages
nous permettent de répondre à des requêtes concer-
nant quatre sémantiques et quatre requêtes usuelles.
Nous tirons ensuite parti de ces encodages pour ré-
soudre les problèmes de notre étude en utilisant des
logiciels et approches de l’état de l’art ayant démontré
leur efficacité pratique.

Nous avons encodé ces différentes approches pour le
raisonnement à partir d’un système d’argumentation
dans une bibliothèque logicielle appelée CoQuiAAS.
Le but de notre bibliothèque est non seulement de
fournir des algorithmes de base permettant de gérer les
principales requêtes pour les principales sémantiques,
mais aussi de fournir un framework évolutif dans lequel
l’ajout de nouveaux paramètres (requête, sémantique)
ou la réalisation de nouveaux algorithmes de résolution
pour des problèmes déjà gérés est aisée.

Dans cet article, nous présentons en premier lieu les
notions de base concernant l’argumentation abstraite
et les problèmes vers lesquels nous réduisons nos re-
quêtes, à savoir le problème SAT (recherche d’un mo-
dèle dans une formule sous forme normale conjonc-
tive) et le problème de la recherche de sous-ensembles
maximaux cohérents (MSS) dans des instances dites
Partial Max-SAT. Nous détaillons à la suite de cette
présentation les encodages que nous avons employés
afin de réduire les problèmes d’argumentation considé-
rés aux problèmes de vérification de cohérence ou de
recherche de sous-ensemble maximal cohérent. Nous
présentons ensuite dans la section 4 la façon dont
nous avons conçu notre bibliothèque, CoQuiAAS. En-
fin, nous donnons des résultats expérimentaux concer-
nant les encodages que nous proposons en section 5, et
nous comparons d’un point de vue conception notre bi-
bliothèque aux logiciels existants capables de calculer
des requêtes faisant parti de notre étude.

2 Préliminaires formels

2.1 Logique propositionnelle

L’alphabet de la logique propositionnelle est com-
posé d’un ensemble de variables booléennes et d’un
ensemble de trois opérateurs usuels : l’opérateur de
négation ¬ (unaire), l’opérateur de conjonction ∧ (bi-
naire) et l’opérateur de disjonction ∨ (binaire), chacun
de ces opérateurs connectant des formules entre elles
(les variables propositionnelles étant elle-même des
formules). Dans la mesure où une formule proposition-
nelle est construite de manière inductive (puisque les
connecteurs s’appliquent sur des formules), elle peut de

ce fait être vue comme un arbre. Étant donnée une af-
fectation de l’ensemble des variables propositionnelles
(appelée interprétation), une formule propositionnelle
est évaluée à vrai si et seulement si le nœud racine de
la formule est évalué à vrai. Pour connaitre la valeur
de ce nœud, il suffit de procéder au calcul de chacun
des nœud dans l’ordre topologique inverse ; en effet
la valeur des feuilles est connue (puisque les feuilles
sont les nœuds correspondant aux variables), et la va-
leur des nœuds internes peut être déterminée en fonc-
tion de la sémantique attachée aux connecteurs qui
leurs sont associés : un nœud négation (¬) a pour va-
leur vrai si et seulement si son fils a la valeur faux,
un nœud ∧ (respectivement ∨) a la valeur vrai si et
seulement si ses deux (respectivement un de ses deux
fils) fils ont (respectivement a) pour valeur vrai. Lors-
qu’une interprétation donne à une formule la valeur
vrai, on dit que c’est un modèle de la formule. Par
convention, on représente une interprétation par l’en-
semble des variables affectées à vrai par cette interpré-
tation. Usuellement, on définit en sus des trois opéra-
teurs présentés les connecteurs d’implication (⇒, tel
que a ⇒ b ≡ ¬a ∨ b) et d’équivalence (⇔, tel que
a ⇔ b ≡ (a ⇒ b) ∧ (b ⇒ a)). Lorsqu’une formule
propositionnelle Φ est équivalente à une conjonction
ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn, on peut représenter Φ comme un en-
semble {ϕ1, . . . , ϕn}.

Dans notre étude, nous traitons d’encodages en for-
mules NNF (Negation Normal Form), c’est-à-dire des
formules propositionnelles dans lesquelles les négations
ne portent que sur des variables (nœuds terminaux).
Cependant, les prouveurs SAT n’étant capables que de
gérer des formules CNF (Conjunctive Normal Form),
une étape de traduction de formule NNF vers CNF
est nécessaire entre les encodages présents dans l’état
de l’art et ceux que nous utilisons de manière effec-
tive ; ceci n’influe cependant pas la généralité de nos
approches dans la mesure où, pour toute formule pro-
positionnelle, on peut déterminer en temps polynomial
une formule CNF équivalente.

Les formules CNF correspondent aux conjonctions
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de disjonction de littéraux (un littéral est une variable
propositionnelle potentiellement niée), c’est-à-dire les
formules écrites sous la forme ∧ni=1(∨ni

j=1li,j). Ces for-
mules sont intéressantes dans la mesure où une dis-
jonction de littéraux (appelée clause) permet de re-
présenter aisément une contrainte ; une formule CNF
est ainsi en fait un ensemble de contraintes, et un mo-
dèle d’une formule CNF est alors une affectation des
variables telle que toutes les contraintes d’un problème
soient satisfaites.

Bien que ce formalisme soit adapté à la représen-
tation d’un problème, la recherche d’un modèle pour
une formule CNF est théoriquement complexe (NP-
difficile [13]). Cependant, des logiciels (appelés prou-
veurs SAT, ou encore solveurs SAT) sont dédiés à la ré-
solution de tels problèmes et permettent d’en résoudre
de plus en plus imposant [9]. Il existe néanmoins des
problèmes pour lesquels il n’existe aucun modèle, c’est-
à-dire aucune affectation complète des variables telle
que l’ensemble des contraintes soit satisfait. On peut
dans ce cas chercher à déterminer une interprétation
qui maximise le nombre de contraintes résolues : on
nomme ce problème Max-SAT [9]. On peut générali-
ser ce problème en donnant un poids à chacune des
contraintes (on cherche alors à maximiser la somme
des poids des contraintes satisfaites) ; il s’agit alors du
problème Weighted Max-SAT. Si des contraintes ont
un poids infini (elles doivent impérativement être sa-
tisfaites), on passe alors dans le cadre des problèmes
Partial Max-SAT et Weighted Partial Max-SAT.

Déterminer une solution à un problème Max-SAT
permet donc de déterminer un ensemble de contraintes
de la formule initiale qui est cohérent, tel que l’ajout
de n’importe quelle autre contrainte issue du problème
de départ rend ce nouvel ensemble incohérent [25] ;
un sous-ensemble de contraintes d’une formule ayant
cette propriété est un sous-ensemble maximal cohérent
(MSS) [26]. Étant donné l’ensemble de contraintes ϕ
d’un problème et ψ un ensemble de contraintes for-
mant un MSS de ϕ, on dit que ψ = ϕ \ ψ est un
coMSS (ou MCS) de la formule [25]. Notons toutefois
que les solutions optimales pour le problème Max-SAT
ne forment qu’un sous-ensemble des MSS d’une for-
mule.

Il est intéressant de noter qu’en ce qui concerne
les algorithmes développés en programmation par
contraintes pour la résolution de problème Max-SAT
ou pour la recherche de MSS, l’approche utilisée
consiste généralement à utiliser comme boite noire un
prouveur SAT classique basé sur l’interface incrémen-
tale de Minisat [4, 20, 23] de manière successive sur
différents problèmes de test de cohérence. En ce qui
concerne le calcul de MSS par le biais d’un tel prou-
veur, on peut par exemple citer l’algorithme BLS [5] ou

plus récemment l’algorithme CMP [22] ; notons toute-
fois que certains logiciels dévolus au calcul de MSS uti-
lisent à cette fin un prouveur Max-SAT comme boite
noire [25].

2.2 Argumentation abstraite

Plusieurs modèles ont été proposés pour formaliser
l’argumentation. Nous travaillons avec l’un des plus
populaires, le cadre proposé par Dung [15].

Définition 1. Un système d’argumentation est un
graphe orienté F = 〈A,R〉 où A désigne un ensemble
fini d’objets appelés des arguments et R ⊆ A× A une
relation appelée relation d’attaque.

La signification intuitive de la relation d’attaque est
celle qui est présente lorsque l’on débat avec quelqu’un.
Si un premier argument a1 est avancé, sans opposition,
rien a priori n’empêche de considérer que a1 est vrai.
Par contre, si quelqu’un avance un argument a2 (a
priori acceptable) qui attaque a1, alors a1 ne peut pas
être accepté, à moins qu’il ne soit ensuite défendu.
Cette notion intuitive de défense peut être formalisée :

Définition 2. Soient F = 〈A,R〉 un système d’argu-
mentation et a1, a2, a3 ∈ A trois arguments.

— L’argument a1 est attaqué par l’argument a2
dans F si et seulement si (a2, a1) ∈ R.

— On dit alors que l’argument a3 défend a1
contre a2 dans F si et seulement si (a3, a2) ∈ R.

On généralise ces notions à l’attaque et la défense d’un
argument par un ensemble d’argument E ⊆ A.

— L’argument a1 est attaqué par l’ensemble
d’arguments E dans F si et seulement si ∃ai ∈ E
tel que (ai, a1) ∈ R.

— L’ensemble d’arguments E ⊆ A défend a1
contre a2 dans F si et seulement si E attaque
a2.

Par exemple, dans le système d’argumentation dé-
crit en Figure 1, l’argument a1 attaque l’argument a2,
et a2 se défend lui-même contre cette attaque.

a1 a2 a3

a4

Figure 1 – Un exemple de système d’argumentation

Lorsque l’on raisonne avec un système d’argumen-
tation, la première tâche est habituellement de déter-
miner quels ensembles d’arguments peuvent être ac-
ceptés conjointement. Différentes propriétés peuvent
être exigées d’un ensemble d’arguments pour qu’il soit
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considéré comme une « solution » raisonnable du sys-
tème d’argumentation. Parmi ces propriétés, deux en
particulier sont exigées par la plupart des sémantiques
usuelles :

— l’absence de conflit : E ⊆ A est sans conflit dans
F si et seulement si @ai, aj ∈ E tels que (ai, aj) ∈
R ;

— l’admissibilité : un ensemble sans conflit E ⊆ A
est admissible si et seulement si ∀ai ∈ E, E dé-
fend ai contre tous ses attaquants.

L’admissibilité et l’absence de conflit sont à la base
des quatre sémantiques usuelles de Dung :

Définition 3. Soit F = 〈A,R〉 un système d’argu-
mentation.

— Un ensemble sans conflit E ⊆ A est une exten-
sion complète de F si et seulement si E contient
tous les arguments que défend E.

— Un ensemble E ⊆ A est une extension préférée
de F si et seulement si E est un élément maximal
selon ⊆ parmi les extensions complètes de F .

— Un ensemble sans conflit E ⊆ A est une ex-
tension stable de F si et seulement si E attaque
tous les arguments qui n’appartiennent pas à E.

— Un ensemble E ⊆ A est une extension de base
de F si et seulement si E est un élément minimal
selon ⊆ parmi les extensions complètes de F .

Étant donnée une sémantique σ, on note Extσ(F ) les
σ-extensions de F . Nous notons les sémantiques ci-
dessus, respectivement, CO,PR, ST et GR.

Nous illustrons en Section 3 ces différentes séman-
tiques sur le système d’argumentation présenté en
Figure 1.

Dung a de plus montré que pour tout système d’ar-
gumentation F ,

— F admet une et une seule extension de base ;
— F admet au moins une extension préférée ;
— tout extension stable de F est une extension pré-

férée de F ;
— F peut n’admettre aucune extension stable.

Étant donnée une sémantique σ, plusieurs problèmes
de décision peuvent être considérés. En premier lieu,
il peut être intéressant de déterminer le statut d’ac-
ceptation, crédule ou sceptique, d’un argument a. On
définit le statut d’un argument a par :

— F accepte a sceptiquement pour la sémantique
σ si et seulement si ∀ε ∈ Extσ(F ), a ∈ ε ;

— F accepte a crédulement pour la sémantique σ
si et seulement si ∃ε ∈ Extσ(F ) tel que a ∈ ε.

De manière évidente, ces deux statuts cöıncident pour
la sémantique de base, dans la mesure où celle-ci
admet une unique extension. Nous notons le problème
d’acceptation crédule (respectivement sceptique) DC

(respectivement DS).
Un autre problème de décision intéressant est Exists,
qui désigne le problème consistant à vérifier s’il existe
une extension non vide pour une sémantique donnée.

Le complexité pour chacun de ces problèmes de dé-
cision est résumée dans la Table 1 (dont les résultats
sont issus d’autres publications [14, 17]). C−c signifie
que le problème considéré est complet pour la classe
de complexité C.

Sémantique GR ST PR CO
DC P NP−c NP−c NP−c
DS P coNP−c ΠP

2 − c P−c
Exist P NP−c NP−c NP−c

Table 1 – Complexité des problèmes d’inférence pour
les sémantiques usuelles

De toute évidence, la complexité du problème Exist
est une borne inférieure pour la complexité du calcul
d’une extension, tandis que la complexité de DS est
une borne inférieure pour la complexité de l’énuméra-
tion des extensions.

3 Encodages logiques pour l’argumenta-
tion abstraite

Il est déjà connu que les sémantiques usuelles des
systèmes d’argumentation peuvent être encodées en
logique propositionnelle [7]. Nous tirons parti des
encodages proposés par Besnard et Doutre pour
proposer des approches permettant de calculer les ex-
tensions, mais aussi de déterminer si un argument est
sceptiquement ou crédulement accepté par un système
d’argumentation. Nos encodages sont basés sur un
langage propositionnel LA, défini avec les connecteurs
usuels sur l’ensemble de variables propositionnelles
VA = {xai | ai ∈ A}, xai signifiant que l’argument ai
est accepté par le système d’argumentation considéré.
Pour raison de lisibilité, nous subsituerons ai à xai .

Rappelons tout d’abord l’encodage de la sémantique
stable défini dans [7].

Proposition 1. Soit F = 〈A,R〉 un système d’argu-
mentation. E ⊆ A est une extension stable de F si et
seulement si E est un modèle de la formule ci-dessous.

ΦFst =
∧

ai∈A
[ai ⇔ (

∧

aj∈A|(aj ,ai)∈R
¬aj)]

Ainsi, nous pouvons proposer des méthodes très
simples pour déterminer les extensions et les statuts
d’acceptation des arguments.
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Proposition 2. Soient F = 〈A,R〉 un système d’ar-
gumentation et ai ∈ A un argument.

— Le calcul d’une extension stable de F revient
au calcul d’un modèle de ΦFst.

— L’énumération des extensions stables de F re-
vient à l’énumération des modèles de ΦFst.

— Déterminer si ai est crédulement accepté par
F pour la sémantique stable revient à déterminer
si ΦFst ∧ ai est cohérente.

— Déterminer si ai est sceptiquement accepté par
F pour la sémantique stable revient à déterminer
si ΦFst ∧ ¬ai est incohérente.

Exemple 1. Lorsque l’on instancie ΦFst avec le sys-
tème d’argumentation présenté en Figure 1, on obtient
la formule

(a1 ⇔ ¬a2), (a2 ⇔ ¬a1 ∧ ¬a3 ∧ ¬a4),
(a3 ⇔ ¬a4), (a4 ⇔ ¬a3)

dont les modèles sont {a1, a3} et {a1, a4}. Les deux
extensions stables de F sont donc Extst(F ) =
{{a1, a3}, {a1, a4}}.

Comme nous l’avons noté dans la section précé-
dente, les prouveurs SAT ne sont capables que de gérer
des formules CNF. En ce qui concerne ΦFst, l’encodage
en formule CNF que nous avons utilisé est le suivant.

ΨF
st =

∧
ai∈A

(ai ∨
∨

aj∈A|(aj ,ai)∈R
aj),

∧
ai∈A

[
∧

aj∈A|(aj ,ai)∈R
(¬ai ∨ ¬aj)]

De façon similaire, Besnard et Doutre ont proposé
un encodage en NNF de la sémantique complète.

Proposition 3. Soit F = 〈A,R〉 un système d’argu-
mentation. E ⊆ A est une extension complète de F
si et seulement si E est un modèle de la formule ci-
dessous.

ΦFco =
∧
ai∈A[ai ⇒ (

∧
aj∈A|(aj ,ai)∈R ¬aj)

∧(ai ⇔ (
∧
aj∈A|(aj ,ai)∈R

∨
ak∈A|(ak,aj)∈R ak))]

De la même façon que pour la sémantique stable,
nous avons dû traduire cette formule NNF en formule
CNF afin de pouvoir utiliser des prouveurs SAT pour
nos calculs. En revanche, contrairement au cas précé-
dent, nous avons ajouté des variables auxiliaires Pa
définies comme équivalentes à la disjonction des atta-
quants de l’argument a. Ces variables additionnelles
nous permettent d’écrire une formule CNF ΨF

co, pour
laquelle il existe une bijection entre les modèles de ΦFco
et de ΨF

co, de manière plus élégante qu’en traduisant
de manière näıve de NNF vers CNF.

ΨF
co =

∧
ai∈A

(¬ai ∨ ¬Pai),
∧
ai∈A

(ai ∨
∨

aj∈A|(aj ,ai)∈R
¬Paj ),

∧
ai∈A

(
∧
aj∈A|(aj ,ai)∈R(¬ai ∨ Paj )),

∧
ai∈A

(¬Pai ∨
∨

aj∈A|(aj ,ai)∈R
aj),

∧
ai∈A

[
∧

aj∈A|(aj ,ai)∈R
(Pai ∨ ¬aj)]

Proposition 4. Soient F = 〈A,R〉 un système d’ar-
gumentation et ai ∈ A un argument.

— Le calcul d’une extension complète de F re-
vient au calcul d’un modèle de ΦFco.

— L’énumération des extensions complètes de F
revient à l’énumération des modèles de ΦFco.

— Déterminer si ai est crédulement accepté par
F pour la sémantique complète revient à déter-
miner si ΦFco ∧ ai est cohérente.

— Déterminer si ai est sceptiquement accepté par
F pour la sémantique complète revient à déter-
miner si ΦFco ∧ ¬ai est incohérente.

Exemple 2. Lorsque l’on instancie ΦFco avec le sys-
tème d’argumentation présenté en Figure 1, on obtient
la formule

(a1 ⇒ ¬a2) ∧ (a1 ⇔ a1 ∨ a3 ∨ a4),

(a2 ⇒ ¬a1 ∧ ¬a3 ∧ ¬a4) ∧ (a2 ⇔ a2 ∧ a4 ∧ a3),

(a3 ⇒ ¬a4) ∧ (a3 ⇔ a3),

(a4 ⇒ ¬a3) ∧ (a4 ⇔ a4)

dont les modèles sont ceux de ΦFst, auxquels on ajoute
{a1} et ∅. Les extensions complètes de F sont donc
Extco(F ) = {{a1, a3}, {a1, a4}, {a1}, ∅}.

Les notions de minimalité et maximalité pour ⊆ ne
sont pas évidentes à mettre en œuvre directement dans
un encodage propositionnel. On définit donc simple-
ment une extension de base (respectivement préférée)
comme un modèle minimal (respectivement maximal)
pour ⊆ de ΦFco. On remarque toutefois que l’extension
de base d’un système d’argumentation peut être cal-
culée en appliquant la propagation unitaire sur ΦFco.

Proposition 5. Soient F = 〈A,R〉 un système d’ar-
gumentation et ai ∈ A un argument.

— Le calcul de l’extension de base de F revient
au calcul des littéraux propagés dans ΦFco.

— Déterminer si ai est accepté par F pour la sé-
mantique de base revient à déterminer si ai est
propagé dans ΦFco.
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Exemple 3. L’application de la propagation unitaire
dans ΦFco définie à l’Exemple 2 donne un ensemble
vide : la sémantique de base appliquée à F donne
Extgr(F ) = {∅}.

Le calcul des extensions préférées de F requiert un
encodage légèrement différent. On remarque qu’un mo-
dèle maximal de ΦFco revient au calcul d’un MSS de la
formule ΦFpr définie comme suit :

Proposition 6. Soit F = 〈A,R〉 un système d’argu-
mentation. E ⊆ A est une extension préférée de F si
et seulement si E est un MSS de la formule pondérée

ΦFpr = {(ΦFco,+∞), (a1, 1), · · · , (an, 1)}

Nous remarquons tout de même que les requêtes
liées à la sémantique préférée ne nécessitent pas toutes
d’utiliser l’extraction de MSS d’une instance Partial
Max-SAT. En effet, vérifier si un argument est cré-
dulement accepté est NP-complet pour la sémantique
préférée. Cela revient en fait exactement à vérifier s’il
est crédulement accepté pour la sémantique complète.

Proposition 7. Soient F = 〈A,R〉 un système d’ar-
gumentation et ai ∈ A un argument.

— Le calcul d’une extension préférée de F revient
au calcul d’un MSS de ΦFpr.

— L’énumération des extensions préférées de F
revient à l’énumération des MSS de ΦFpr.

— Déterminer si ai est crédulement accepté par
F pour la sémantique préférée revient à déter-
miner si ΦFco ∧ ai est cohérente.

— Déterminer si ai est sceptiquement accepté par
F pour la sémantique préférée revient à énumé-
rer les MSS de ΦFpr et vérifier si chacun d’entre
eux contient ai.

Exemple 4. Reprenant l’exemple du système d’argu-
mentaiton F donné en Figure 1, ΦFpr est la formule
pondérée

{(ΦFco,+∞), (a1, 1), (a2, 1), (a3, 1), (a4, 1)}

dont les MSS sont {a1, a3} et {a1, a4}, qui sont donc
les extensions préférées de F .

4 Conception de la bibliothèque Co-
QuiAAS

Nous avons fait le choix du langage C++ pour
l’implémentation de CoQuiAAS pour ses avantages en
terme de paradigme de programmation et d’efficacité.
Tout d’abord, l’utilisation du paradigme objet de
ce langage nous permet d’envisager une conception
élégante pour notre bibilothèque (voir Figure 3),
permettant notamment de maintenir et faire évoluer

aisément le logiciel. De plus, le langage C++ garantit
de bonnes performances du point de vue du temps
de calcul, contrairement à d’autres langages orientés
objet. Enfin, cela facilite l’intégration de coMSSEx-
tractor, qui est l’outil sous-jacent pour la résolution
des problèmes.

Le logiciel coMSSExtractor [22] a été développé
comme une surcouche du solveur SAT Minisat [19].
L’API de coMSSExtractor permet à notre logiciel Co-
QuiAAS d’appeler ses fonctionnalités de solveur SAT
et ses fonctionnalités d’extracteur de MSS/coMSS.

Figure 2 – Le logo de CoQuiAAS

Le cœur de notre application est l’interface Solver,
qui contient les méthodes nécessaires à la résolution
des problèmes étudiés. initProblem doit être écrite
de manière à ce qu’une classe réalisant l’interface Sol-
ver intègre les données d’entrée, à savoir la formule
logique correspondant au système d’argumentation
et au problème traité. La méthode computeProblem

effectue alors les calculs correspondant à la résolution
du problème, et displaySolution permet d’afficher
le résultat au format demandé par la First Inter-
national Competition on Computational Models of
Argumentation.

La classe abstraite SATBasedSolver (respective-
ment CoMSSBasedSolver) réunit les fonctionnalités et
initialisations communes à tous les solveurs basés sur
un prouveur SAT (respectivement un extracteur de
coMSS), comme par exemple la méthode hasAModel

qui retourne un booléen indiquant si l’instance SAT
produite à partir du problème d’argumentation traité
est cohérente ou non. Parmi les classes filles de
SATBasedSolver, on trouve DefaultSATBasedSolver
et ses classes filles, qui sont dédiées à l’utilisation de
l’API de coMSSExtractor pour employer ses fonc-
tionnalités de solveur SAT héritées de Minisat afin de
résoudre les problèmes traités. Si l’utilisateur souhaite
faire appel au solveur SAT de son choix au lieu de
coMSSExtractor, une option de la ligne de commande
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indique à la SolverFactory de retourner une instance
de la classe ExternalSATBasedSolver, elle-aussi classe
fille de SATBasedSolver, qui est initialisée avec une
commande à exécuter afin d’employer tout logiciel
externe capable de lire une formule CNF au format
DIMACS et de retourner une solution en utilisant le
formalisme imposé dans les compétitions de prouveurs
SAT. Cette classe permet d’exécuter la commande
fournie à CoQuiAAS pour effectuer les calculs liés
à la résolution du problème, et peut par exemple
permettre de comparer l’efficacité relative de plusieurs
solveurs SAT différents sur les instances d’argumenta-
tion, dès lors que la sémantique considérée l’autorise.
La même conception se retrouve du côté de la classe
CoMSSBasedSolver, qui peut être instanciée via le
solveur par défaut DefaultCoMSSBasedSolver, qui fait
appel aux fonctions de l’API de CoMSSExtractor,
ou via la classe ExternalCoMSSBasedSolver pour
utiliser un logiciel tiers dont les entrées et sorties
correspondent à celles de coMSSExtractor, pour les
couples requête/sémantique gérés.

Notre conception est suffisamment souple pour per-
mettre une évolution aisée de la bibliothèque Co-
QuiAAS. Il est par exemple simple de créer un prou-
veur basé sur l’API d’un prouveur SAT autre que
coMSSExtractor : il suffit de créer une nouvelle classe
MySolver qui hérite de SATBasedSolver (et donc de
l’interface mère de tous les prouveurs, Solver), puis
d’implémenter les méthodes abstraites de cette classe,
à savoir les fonctions initProblem, hasAModel, get-
Model et addBlockingClause. Il est aussi possible,
par exemple, d’hériter directement de la classe Solver
et d’écrire ses trois méthodes initProblem, compute-
Problem et displaySolution pour créer un prouveur
quelconque. Par exemple, si l’on souhaite développer
des solveurs de problèmes d’argumentation utilisant le
cadre des CSP, en se basant sur des encodages comme
ceux présentés dans [2], il suffit d’ajouter une nou-
velle classe CSPBasedSolver qui implémente l’interface
Solver, et de reproduire le processus qui a mené à la
conception des solveurs basés sur SAT, en se basant
cette fois-ci sur l’API d’un solveur CSP (ou sur un
solveur CSP externe).

Une fois le prouveur rédigé, il suffit ensuite de re-
lier une option de la ligne de commande à l’utilisa-
tion de ce prouveur, en mettant à jour pour cela la
méthode getSolverInstance de la SolverFactory,
qui dispose parmi ses paramètres de l’ensemble des
arguments de la ligne de commande de CoQuiAAS,
via la map opt. On peut par exemple relier le para-
mètre -solver MySolver à l’utilisation de la classe
MySolver dédiée au nouveau solveur en ajoutant le
simple code suivant.

i f ( ! opt [ ”−s o l v e r ” ] . compare ( ”MySolver ” ) )

return new MySolver ( . . . ) ;

De la façon dont l’interface Solver est conçue, il
est supposé qu’un solveur soit consacré à un unique
problème pour une unique sémantique. Il est ainsi
possible d’implémenter une classe dédiée à une sé-
mantique et un problème particuliers, utilisant un al-
gorithme adapté à ceux-ci. Par exemple, [10] décrit
une procédure qui permet de déterminer si un argu-
ment donné est dans l’extension de base d’un sys-
tème d’argumentation. On peut envisager d’implé-
menter une classe GroundedDiscussion qui implé-
mente elle-même l’interface Solver afin de résoudre le
problème d’inférence sceptique sous la sémantique de
base.

Ce comportement de CoQuiAAS n’empêche cepen-
dant pas l’implémentation de prouveurs capables de
résoudre plusieurs requêtes d’une même sémantique,
à partir du moment où la SolverFactory redirige
les différents problèmes à traiter vers la même classe.
Ainsi, étant donnée la possibilité d’utiliser, pour une
sémantique donnée, différentes approches toutes ba-
sées sur SAT (ou les coMSS) quel que soit le pro-
blème traité, nous avons simplifié la conception de nos
solveurs en utilisant une classe par sémantique. Par
exemple, la méthode computeProblem est implémen-
tée de la façon décrite dans l’Algorithme 1 dans la
classe CompleteSemanticSolver.

Algorithme 1 : computeProblem

Données : Un système d’argumentation F , un
problème P , un argument ai

suivant P faire
cas où Calcul d’une extension

computeOneExtension(F )

cas où Énumération des extensions
computeAllExtensions(F )

cas où Acceptation crédule
checkCredulousAcceptance(F ,ai)

cas où Acceptation sceptique
checkSkepticalAcceptance(F ,ai)

Notons que la valeur du paramètre ai est ignorée
lorsque le problème considéré est le calcul d’une ex-
tension ou l’énumération des extensions.

5 Expérimentations

Nous avons mené nos expérimentations sur les jeux
d’instances fournis par les organisateurs de la First
International Competition on Computational Models
of Argumentation afin d’éprouver les solveurs en amont
de la dite compétition. Le premier jeu d’instance se
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«interface»
Solver

initProblem(AF)
computeProblem()
displaySolution()

SATBasedSolver

hasAModel()
getModel()
addBlockingClause()

SolverFactory

getSolverInstance(sem,prob,opt)

DefaultSATBasedSolver ExternalSATBasedSolver

CoMSSBasedSolver

DefaultCoMSSBasedSolver ExternalCoMSSBasedSolver

CompleteSemanticSolver StableSemanticSolver GroundedSemanticSolver PreferredSemanticSolver

Figure 3 – Diagramme de classe simplifié de la partie « solveur » de CoQuiAAS

décompose en une famille de 20 instances dites real,
dont le nombre d’arguments va de 5000 à 100000, et 79
instances aléatoires dont le nombre d’arguments varie
entre 20 et 1000. Le deuxième jeu d’instances comporte
des instances aléatoires dont le nombre d’arguments
varie entre 200 et 400. CoQuiAAS a été exécuté sur des
machines équipées de processeurs Intel Xeon cadencés
à 3.00 GHz associés à 2 Go de mémoire vive, dont le
système d’exploitation est la distribution GNU/Linux
CentOS 6.0 (64 bits).

Nous avons en priorité étudié l’efficacité pratique de
notre méthode sur les problèmes d’énumération, étant
donné que le temps pour énumérer les extensions d’un
système d’argumentation est une borne supérieure du
temps requis pour les autres tâches que nous avons
implémentées. Les résultats sont donnés en Table 2.
Nous avons agrégé les temps par famille d’instances, et
présentons ici les temps moyens, arrondis à 10−2 près.
Le symbole − indique que l’intégralité de la famille
a atteint le timeout fixé à 900 secondes. Les autres
familles ont été intégralement résolues.

Nos expérimentations montrent l’efficacité de notre
approche sur les instances de la compétition. Seules
les instances rdm1000 ont atteint le timeout sans être
résolues, pour les sémantiques stable, complète et pré-
férée. Les temps moyens pour la résolution des ins-
tances XXX300 avec ces trois sémantiques sont nette-
ment plus élevés que les temps moyens requis pour

Famille #Inst. Gr St Pr Co

rdm20 25 < 0.01 0.01 < 0.01 < 0.01

rdm50 24 < 0.01 < 0.01 < 0.01 < 0.01

rdm200 24 < 0.01 0.5 5.32 1.57

rdm1000 6 0.25 − − −
real 20 7.25 7.51 8.55 6.88

XXX200 4 < 0.01 0.08 0.04 0.03

XXX300 64 0.02 12.53 34.8 21.36

XXX400 22 0.01 0.12 0.13 0.08

Table 2 – Temps moyen par famille pour énumérer
les extensions pour les différentes sémantiques

les instances XXX400 sur les mêmes sémantiques. Cela
s’explique par la présence de quelques instances par-
ticulièrements difficiles dans cette famille. Certaines
d’entre elles nécessitent plusieurs dizaines de secondes,
et même jusque 280 secondes pour la sémantique com-
plète et 653 secondes pour la sémantique préférée ; ce-
pendant la grande majorité des instances de cette fa-
mille est tout de même résolue très rapidement (41
instances sont résolues en strictement moins d’une se-
conde avec la sémantique complète, et 37 instances
pour la sémantique préférée).
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6 Travaux connexes

Plusieurs approches similaires ont été développées
ces dernières années. ASPARTIX [21], tout d’abord,
propose une implémentation basée sur des techniques
ASP pour calculer les extensions d’un système d’argu-
mentation, pour un grand nombre de sémantiques. Il
ne permet par contre pas de travailler avec des requêtes
comme l’acceptation crédule et l’acceptation sceptique
d’un argument. CEGARTIX [18], basé sur SAT, se
concentre sur les requêtes dont la complexité est au
second niveau de la hiérarchie polynomiale. Bien que
performante, la version actuelle de ce logiciel est net-
tement moins générale que notre bibliothèque, et qui
permet déjà de travailler avec toutes les requêtes et sé-
mantiques usuelles, et qui peut être aisément étendue
pour travailler avec les autres sémantiques. ArgSem-
SAT [12], enfin, est aussi basé sur SAT et permet l’énu-
mération des extensions pour les sémantiques usuelles.
Pour autant que nous sachions, aucun de ces logiciels
ne permet l’intégration aisée d’autres types de solveurs
de contraintes.

7 Conclusion

Dans cet article, nous présentons notre approche
basée sur SAT et sur l’extraction de MSS dans le
formalisme Partial Max-SAT pour résoudre les pro-
blèmes d’inférence les plus courants en argumenta-
tion abstraite. Nous mettons en avant la concep-
tion de notre bibliothèque CoQuiAAS, qui a été
développée de façon à être aisément maintenable
et évolutive. Une première version de notre logi-
ciel est d’ors et déjà disponible en ligne à l’adresse
http://www.cril.univ-artois.fr/coquiaas.

Plusieurs pistes sont envisagées pour de futurs tra-
vaux. Tout d’abord, concernant l’inférence à partir
d’un système d’argumentation abstrait, il existe un
certain nombre de sémantiques qui ont été propo-
sées après les quatre sémantiques « classiques » de
Dung. Développer une approche pour ces sémantiques
est un défi particulièrement intéressant, notamment
la sémantique semi-stable [11] et la sémantique stage
[27], pour lesquelles même l’acceptation crédule est au
deuxième niveau de la hiérarchie polynomiale. Tou-
jours dans le cadre de Dung, nous savons que lorsque
certaines propriétés sont satisfaites par le graphe, cer-
taines sémantiques cöıncident. Par exemple, si le sys-
tème d’argumentation est dit « cohérent » (suivant la
définition donnée dans [15]), alors la sémantique stable
et la sémantique préférée cöıncident. Ainsi, il n’est pas
nécessaire dans ce cas d’utiliser l’approche à base de
MSS pour calculer les extensions préférées, il est pos-
sible d’utiliser l’approche pour la sémantique stable,
qui est basée sur SAT et est beaucoup plus efficace.

De même, il existe une propriété permettant de dé-
terminer si toutes les sémantiques cöıncident, ce qui
permet de se limiter à la sémantique de base pour
raisonner. Nous souhaitons donc développer des mé-
thodes de pre-processing afin de permettre de détecter
les graphes pour lesquels il est possible d’utiliser une
approche dont la complexité est moins élevée.
Nous envisageons aussi d’étendre notre travail aux di-
verses extensions du cadre de Dung, tels les Weighted
Argumentation Frameworks [16], les Preference-based
Argumentation Frameworks [1] ou les Value-based Ar-
gumentation Frameworks [6].
Enfin, du point de vue de l’expérience de l’utilisateur,
il serait très intéressant d’avoir un moyen de visuali-
ser les systèmes d’argumentation et les résultats des
requêtes effectuées sur ces systèmes. Nous envisageons
donc de développer une interface graphique, basée sur
le moteur de calculs de CoQuiAAS, pour améliorer
la qualité des interactions entre l’utilisateur et le sys-
tème.
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Résumé

Dans ce papier, nous discutons de l’efficacité de la ré-
solution du problème SAT dans un cadre massivement pa-
rallèle. Plus précisément, nous proposons une première ver-
sion d’un solveur SAT, nommé SwarmSAT, fondé sur une
approche de type collaborative à la CubeAndConquer et où
la partie communication est gérée grâce à la bibliothèque
Open MPI. Nous montrons expérimentalement que l’ap-
proche de base, qui consiste à diviser l’espace de recherche
sous forme de cubes et de les résoudre en parallèle, n’est pas
viable en pratique. Ces explications mettront en évidence
les axes d’améliorations à apporter à SwarmSAT pour de
futurs travaux.

1 Introduction

Longtemps étudié dans un contexte séquentiel pour
ses nombreuses applications industrielles (planifica-
tion, vérification formelle, . . .), le problème SAT a fait
éclore des algorithmes efficaces et puissants qui s’ex-
pliquent à la fois par l’amélioration des solveurs SAT
modernes (apprentissage, VSIDS, watched literal, . . .)
et l’accroissement de la puissance de calcul. Aujour-
d’hui, les solveurs SAT permettent la résolution de pro-
blèmes de taille importante contenant des millions de
variables et de clauses. Néanmoins, certaines instances
restent encore inabordables en raison, en autres, de
leur structure. La parallélisation des algorithmes de
résolution pour SAT constitue un axe d’amélioration.
Ceci est renforcé par le fait qu’à l’heure actuelle la puis-
sance de calcul d’un ordinateur ne se traduit plus par
une augmentation des fréquences du microprocesseur,
mais par l’augmentation du nombre de cœurs de calcul
au sein de celui-ci. Dans ce contexte, nous distinguons
deux modèles pour la résolution parallèle du problème
SAT : le modèle concurrentiel qui exécute en paral-
lèle plusieurs solveurs séquentiels en concurrence sur
le même problème (Plingeling [6], PeneLoPe [1], . . .) ;

et le modèle collaboratif (coopératif) fondé sur le para-
digme « diviser pour mieux régner » (CubeAndConquer
[11], Dolius [4], . . .).

Dans ce papier, nous présentons un solveur modu-
laire collaboratif, nommé SwarmSAT, basé sur une ré-
solution massivement parallèle de cubes générés se-
lon la méthode proposée dans CubeAndConquer [11].
Les communications entre les différentes unités de cal-
cul sont gérées grâce à la bibliothèque de communi-
cation Open MPI. Dans la partie expérimentation,
nous étudions l’impact des différents composants de
SwarmSAT (qualité des cubes, coût des communica-
tions, . . .). Puis, nous comparons SwarmSAT avec un
solveur collaboratif différent nommé Dolius [4] et nous
discutons des axes d’améliorations possibles.

2 Préliminaire

Nous supposons le lecteur habitué avec les concepts
de variables, de clauses et d’interprétations usités dans
le contexte de SAT (voir [7], pour plus d’informa-
tions). Dans cette section nous nous focalisons uni-
quement sur la description du solveur collaboratif
CubeAndConquer[8].

Le solveur CubeAndConquer, initialement proposé
pour être exécuté sur une grille de calcul, consiste à
diviser l’espace de recherche en millions de cubes (un
cube (ou terme) est une conjonction de littéraux) et à
les résoudre en parallèle. Étant donné l’importance des
cubes, les auteurs proposent d’utiliser un solveur look-
ahead de type DPLL pour la génération de ces derniers.
Cette approche développe un arbre de recherche dans
lequel chaque branche correspond à un cube. La pro-
fondeur de cet arbre est bornée par une heuristique.
Une fois la génération des cubes terminée, ces derniers
sont résolus par un ensemble de solveurs Plingeling
(de type CDCL) en parallèle.
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3 SwarmSAT

Dans cette section, nous décrivons les trois types de
processus utilisés dans le solveur SwarmSAT, ainsi que
la manière dont les communications entre ces derniers
sont réalisées.

3.1 Les différents processus

Le scout : Il se charge de la construction des cubes de
la même manière que CubeAndConquer (ie. utilisation
du solveur march_cc [12]).

Le worker : C’est un solveur SAT qui se charge de la
résolution des cubes. Afin de profiter du travail déjà
réalisé et d’obtenir une raison lors de l’échec de la réso-
lution de ce dernier, le cube sera passé en assumption
et le problème résolu de manière incrémentale (voir [3]
pour plus d’informations). Ainsi, le résultat retourné
par le solveur peut être de deux types : soit il répond
SAT et le problème est donc montré globalement satis-
faisable ; soit le cube est réfuté. Dans ce dernier cas, il
est possible, grâce à la notion d’assumption, d’extraire
une raison de l’insatisfaisabilité du cube. Si la clause
ainsi générée est vide, l’insatisfaisabilité est donc
montré globalement, sinon l’insatisfaisabilité est lo-
cale et le worker demande un nouveau cube à résoudre.

Le master : Il se charge de l’initialisation et de la com-
munication entre les workers et le scout. C’est ce der-
nier qui va s’occuper de gérer les cubes produits par le
scout (ils sont stockés dans une file) et qui les distri-
bue au worker en attente. Le master a aussi la tâche de
centraliser les clauses provenant des cubes déjà prouvés
insatisfaisables. Grâce à ces dernières, il a également la
possibilité de ne pas considérer un cube qui contredit
une des clauses.

3.2 Communication dans SwarmSAT

Les communications sont réalisées point-à-point via
des messages non-bloquants. Elles sont utilisées pour
la transmission des cubes ainsi que le passage de cer-
taines clauses des workers au master ou encore pour la
transmission de la solution. Remarquons que dans la
version actuelle de SwarmSAT, aucune des clauses ap-
prises n’est échangée entre les workers.

4 Mode de fonctionnement

SwarmSAT est un solveur modulaire qui permet
d’ajouter facilement de nouveaux types de workers,
de gérer une création de cubes dynamique ou sta-
tique et aussi de résoudre une instance du problème

SAT en parallèle que ce soit en mode collaboratif (à la
CubeAndConquer) ou concurrentiel (à la ppfolio [13]).

La gestion de l’ajout d’un nouveau solveur est ainsi
réalisée grâce à l’ implémentation d’une interface écrite
en C++. Elle permet de définir les méthodes nécessaires
à la gestion des communications via Open MPI. Dans
la version expérimentée de ce papier, nous avons consi-
déré les solveurs Glucose [5] et MiniSat [10] pour im-
plémenter les workers.

En ce qui concerne le scout, nous utilisons la
version de march_cc fournie par les auteurs de
CubeAndConquer. Cependant, nous avons aussi pro-
posé une version dynamique qui, contrairement à la
version initiale, permet de rendre disponibles les cubes
durant leur génération (dans CubeAndConquer il fallait
parfois attendre plus de 20 minutes pour obtenir tous
les cubes). Cela nous permet d’anticiper la résolution
des cubes même si en contrepartie, certains cubes au-
raient été prouvés insatisfaisables durant la phase de
création.

Dans la suite, nous nommerons SwarmSAT(W, S, G)C
pour signifier que nous utilisons comme worker des sol-
veurs de type W (Glucose, MiniSat, . . .) et un scout
utilisant la méthode S pour la génération des cubes.
La lettre G peut prendre comme valeur dynamic ou
static en fonction de la disponibilité des cubes (di-
rectement ou après leur création) tandis que C permet
de connaître le nombre de workers utilisés.

5 Expérimentations

L’ensemble des expérimentations ont été réalisées
sur 64 cœurs grâce à deux nœuds de 32 cœurs. Les
nœuds de calcul sont des Dell R910 avec 4 Intel Xeon
X7550 contenant chacun huit cœurs. Chaque unité de
calcul dispose d’un contrôleur Gigabit Ethernet et de
256 Go de RAM.

Les expérimentations présentées dans ce qui suit uti-
lisent le même protocole (instances et temps de résolu-
tion) que celui proposé par les auteurs de Dolius [4].
Plus précisément, nous considérons 20 minutes comme
limite de temps réel. Les instances sélectionnées sont
issues de la compétition SAT 2013 (application track)
[2]. Une instance est sélectionnée si elle a été résolue
par au moins un des cinq premiers solveurs parallèles
de la compétition et ne peut être résolue par tous ces
solveurs. Cela permet d’avoir des instances difficiles et
diversifiées : 18 satisfaisables et 33 insatisfaisables.

Dans SwarmSAT, étant donné la nature du scout (du-
rée limitée) et du master (peu de travail), nous avons
choisi de faire cohabiter ces derniers avec les workers.

Nous comparons le solveur Dolius [4] avec diffé-
rentes versions de SwarmSAT présentées subséquem-
ment :
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- S(G,∅,∅)64 pour SwarmSAT(Glucoserdm, ∅, ∅)64 :
la génération des cubes étant vide, cette version
est un solveur concurrentiel. Afin que les solveurs
rentrent en concurrence nous utilisons une ver-
sion de Glucose avec une graine aléatoire diffé-
rente pour chaque worker ;

- S(G,m,d)64 pour SwarmSAT(Glucose, march_cc,
dynamic)64 : nous utilisons 64 workers de type
Glucose et march_cc en mode dynamique pour
la génération des cubes ;

- S(M,m,d)64 pour SwarmSAT(MiniSat, march_cc,
dynamic)64 : nous utilisons 64 workers de type
MiniSat et march_cc en mode dynamique pour
la génération des cubes ;

- S(G,m,s)64 pour SwarmSAT(Glucose, march_cc,
static)64 : nous utilisons comme workers 64 sol-
veurs Glucose et march_cc en mode statique.
Ici, les workers tentent de résoudre l’instance en
deux étapes. Dans un premier temps, sans cube
durant le temps nécessaire à l’exécution du scout.
Puis dans un seconds temps, via les cubes.

Solveur SAT(18) UNSAT (33) Total (51)
S(G,∅,∅)64 12 12 24
S(G,m,s)64 10 11 21
S(M,m,d)64 10 1 11
S(G,m,d)64 6 4 10

Dolius 13 24 37

Table 1 – Résultats des différentes versions de
SwarmSAT et de Dolius

Le tableau 1 reporte les résultats obtenus par les dif-
férentes approches expérimentées dans ce papier. Tout
d’abord, nous discutons des résultats obtenus par le
solveur Dolius. Nous pouvons remarquer que ce der-
nier est significativement meilleur sur les instances
insatisfaisables (24 instances insatisfaisables résolues)
que les différentes versions de SwarmSAT testées (12
pour la meilleure version de SwarmSAT). Cela s’explique
largement par le fait que contrairement à SwarmSAT,
Dolius permet d’échanger les clauses apprises entre les
différentes unités de calcul. Cet échange d’informations
permet de guider les solveurs plus rapidement vers la
génération d’une clause vide. Pour ce qui est des ins-
tances satisfaisables, nous pouvons voir que l’impact
de l’échange d’informations n’est pas aussi prépondé-
rant et qu’une version concurrentielle simple telle que
S(G,∅,∅)64 permet de résoudre approximativement le
même nombre d’instances (13 pour Dolius et 12 pour
S(G,∅,∅)64).

Concernant les résultats obtenus par les différentes
versions de SwarmSAT, nous observons qu’une divi-
sion de l’espace de recherche à l’aide de cubes, telle
qu’elle a été proposée dans [11], n’est pas efficace si elle
n’est pas accompagnée d’un échange d’informations
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Figure 1 – Nombre d’instances résolues en fonction
du temps des SwarmSATs et Dolius.

entre les solveurs. En effet, la version concurrentielle
de SwarmSAT S(G,∅,∅)64, qui ne divise pas l’espace de
recherche à l’aide de cubes, fournie les meilleurs résul-
tats (12 instances satisfaisables résolues et 12 instances
insatisfaisables résolues). De plus, comme le montre la
figure 1, S(G,∅,∅)64 résout aussi plus rapidement les ins-
tances. Afin de vérifier que la perte de performances de
l’approche basée sur les cubes n’était pas due au coût
de communication, nous avons mesuré ces derniers. Il
s’avère que le temps de transfert des cubes du master
aux workers ainsi que le passage des clauses apprises
des workers au master est insignifiant (moins de 2 se-
condes au total).

Les expérimentations ne permettent pas de conclure
sur la qualité des cubes. En effet, bien que S(G,m,s)64
résolve significativement plus d’instances (10 ins-
tances satisfaisables et 11 instances insatisfaisables)
que S(G,m,d)64 (6 instances satisfaisables et 4 instances
insatisfaisables) et S(M,m,d)64 (10 instances satisfiables
et 1 instance insatisfaisable), dans la plupart des cas
cela est une conséquence du fait que la génération de
tous les cubes est trop coûteuse en temps. Pour 33 ins-
tances la génération ne termine pas et pour les 18 ins-
tances restantes, cette dernière nécessite en moyenne
296.27 secondes du temps alloué à la résolution. Ces
chiffres montrent que dans la majeure partie du temps
S(G,m,s)64 est équivalent à S(G,∅,∅)64. Cela explique
largement les performances de S(G,m,s)64.

Finalement, nous pouvons voir que le choix du sol-
veur utilisé pour implémenter les workers est prépon-
dérant. Ainsi, le choix du solveur MiniSat permet
de résoudre plus facilement les instances satisfaisables
tandis qu’utiliser Glucose permet d’être plus efficace
sur les instances insatisfaisables. Ces résultats s’ex-
pliquent par le fait que cette différence de performance
en fonction de la satisfaisabilité de l’instance existe
déjà entre ces deux solveurs lorsqu’ils sont exécutés sé-
quentiellement. Néanmoins, il semble que dans le cas
d’une résolution incrémentale le phénomène est accen-
tué.
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6 Conclusion et perspectives

Ce papier présente un nouveau solveur SAT, nommé
SwarmSAT, largement inspiré de CubeAndConquer et
dédié au massivement parallèle. Cette première mou-
ture utilise pour la génération des cubes le solveur
march_cc [11] et comme workers l’un des deux solveurs
de l’état de l’art Glucose et MiniSat. Les résultats ex-
périmentaux montrent que dans le cadre de la résolu-
tion d’instances industrielles SwarmSAT (plus générale-
ment, les approches fondées sur CubeAndConquer) ne
sont pas efficaces en pratique (sauf dans le cas où les
instances seraient de type académique).

Bien que les résultats obtenus dans ce papier ne
soient pas à la hauteur de nos attentes, les travaux réa-
lisés autour de la création du solveur SwarmSAT forment
une base solide pour de nombreuses extensions. En ef-
fet, nous avons la possibilité d’actionner plusieurs le-
viers afin d’améliorer notre approche.

En ce qui concerne la génération des cubes, de
nombreuses pistes restent à explorer. Dans un pre-
mier temps, nous envisageons de modifier le solveur
march_cc afin de contrôler le temps nécessaire à la
création des cubes. Par exemple, nous pouvons réduire
la profondeur de l’arbre de recherche exploré. Nous
examinons aussi la possibilité d’itérer le processus de
génération de cubes. Plus précisément, nous pourrions
dans un premier temps générer des cubes avec une pe-
tite profondeur d’arbre afin de fournir rapidement des
cubes aux workers et de les « améliorer » en augmen-
tant cette dernière. Il serait aussi possible de régénérer
un nouveau pool de cubes si ces derniers sont considé-
rés mauvais par les workers (par exemple si les solveurs
n’avancent pas dans la résolution des cubes).

Un fait marquant des expérimentations est que pour
beaucoup d’instances le nombre de cubes résolus est in-
signifiant (par exemple pour bob12s06 seulement 4%
des cubes ont été traités). Une telle situation peut
conduire à focaliser la recherche sur une seule partie de
l’espace de recherche. Cela peut être très préjudiciable
lorsque nous observons l’impact des redémarrages dans
les solveurs SAT modernes. Afin d’atténuer ce phéno-
mène, nous envisageons de faire en sorte que des cubes
puissent obtenir le statut indéterminé. De cette ma-
nière un worker peut libérer un cube et en choisir un
autre. Par la suite, le cube ainsi libéré pourra être re-
travaillé.

Une autre piste d’amélioration concerne l’échange
d’informations entre les workers. Notons que cela est
d’une certaine manière déjà réalisée via le transfert des
clauses apprises lorsqu’un cube est réfuté. Il est tout à
fait envisageable de partager des clauses entre les diffé-
rentes unités de calcul. Cependant, souhaitant rendre
applicable SwarmSAT dans le cadre massivement paral-

lèle, une attention particulière devra être apportée à la
manière donc cet échange sera réalisé. Pour cela, nous
pourrons nous inspirer des travaux présentés dans [1]
(pour le choix des clauses à partager) et [9] (pour réa-
liser cet échange).

Finalement, au vu des résultats obtenus par
S(G,m,d)64 et S(M,m,d)64, il semblerait qu’il y ait fort
à gagner à utiliser plusieurs types de solveurs pour im-
plémenter les workers.
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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons aux ap-
proches hyper-heuristiques pour résoudre le problème
de Minimisation d’Interférences lors de l’Affectation de
Fréquence noté (MI-FAP) dans un réseau cellulaire.
Nous proposons trois variantes d’hyper-heuristiques. Ces
hyper-heuristiques se distinguent entres elles de par la
stratégie utilisée pour sélectionner l’heuristique de bas
niveau à appliquer. La première se base sur une fonction
de choix (HFC) pour sélectionner l’heuristique la plus ap-
propriée. La seconde choisit aléatoirement l’heuristique
de bas niveau et est notée (HHA). La troisième, nom-
mée stochastique hyper-heuristique (SHH) combine les
deux stratégies de sélection : la fonction de choix et
la stratégie aléatoire pour sélectionner l’heuristique de
bas niveau. La sélection de l’heuristique se fait selon
l’une des deux stratégies en utilisant une probabilité
fixe. Nous proposons aussi une adaptation d’une méta-
heuristique récente pour résoudre le problème MI-FAP. A
cet effet, nous avons retenu l’algorithme d’Optimisation
Basée sur la Biogéographie noté (OBB). Des expérimen-
tations sont réalisées sur des benchmarks publics de di-
verses tailles avec pour objectif de prouver l’efficacité de
nos approches hyper-heuristiques. Les résultats trou-
vés sont comparés à ceux obtenus par la méthode
d’Optimisation basée sur la Biogéographie (OBB). Les
résultats obtenus par les approches hyper-heuristiques
sont nettement meilleures que ceux obtenus par la méta-
heuristique(OBB).Les résultats expérimentaux montrent
l’efficacité des deux méthodes SHH et HHA compara-
tivement à la méthode HFC pour résoudre le MI-FAP.

Abstract

In this paper, we are interested in hyper-heuristic
approaches for solving the Minimum Interference Fre-
quency Assignment Problem (MI-FAP) in cellular net-

work. We propose three variants of hyper-heuristics.
The Hyper-heuristics vary from each other in the strat-
egy used to select the heuristics. First, we propose
a Choice Function based Hyper-Heuristic (CFH) which
uses a function to select the appropriate heuristic. The
second approach is a Random Hyper-Heuristic (RHH)
that selects randomly the heuristic to apply. The third
one is a Stochastic Hyper-Heuristic (SHH). SHH com-
bines both the choice function and the randomness
strategies. SHH uses a walk probability to decide, among
the selection strategies, the heuristic that is going to be
applied. All of the algorithms have been tested, evalu-
ated on public available benchmarks and compared with
the Biogeography Based Optimization (BBO) meta-
heuristic. The experiments show the effectiveness of the
proposed Hyper-Heuristics methods compared to BBO.
On other hand, the experimental results prove that the
performances of both SHH and RHH methods are better
than the CFH method in solving the MI-FAP.

1 Introduction

Un réseau radio mobile passe plusieurs phases lors
de son design telles que le placement des antennes
et l’affectation de fréquences. Cette dernière est une
étape cruciale dans le design d’un réseau de télécom-
munication. C’est un problème d’optimisation combi-
natoire bien connu qui revient à trouver un plan de
fréquences optimal de façon à satisfaire la demande en
trafic et à assurer la qualité de service tout en min-
imisant les interférences co-canal et canaux adjacents.
Le problème de minimisation des interférences lors de
l’affectation de fréquence en anglais Minimum Inter-
ference Frequency Assignment Problem et noté (MI-
FAP) a été introduit dans les années soixante par Met-

184



zeger [21], il a depuis suscité l’intérêt de beaucoup de
chercheurs [1, 11, 17].

En pratique les opérateurs de téléphonies mo-
bile disposent d’un nombre limité de fréquences ra-
dio représentatnt une ressource rare et couteuse
de l’opérateur. Ils disposent aussi d’un nombre
d’émetteurs / récepteurs (TRXs) auxquels il faut af-
fecter des fréquences pour assurer le service. Afin
de gérer ces deux faits, les opérateurs font appel au
principe de réutilisation de fréquences. Ce dernier
n’a pas que des avantages, il a pour effet d’engendrer
des interférences particulièrement lorsque des (TRXs)
proches géographiquement utilisent la même fréquence
ou des fréquences adjacentes. En théorie le prob-
lème d’affectation de fréquences est un problème NP-
Difficile [13].

D’un point de vue mathématique le problème MI-
FAP est une généralisation du problème de col-
oration de graphe. Le problème de minimisation
d’interférences lors de l’affectation des fréquences est
un problème d’optimisation combinatoire dont l’issue
est la découverte d’une affectation de fréquences pour
chaque TRXs du réseau avec le minimum possible
d’interférences et le respect des contraintes ci-dessous
nommées :

1. Les contraintes de cellules :

• Les contraintes de séparation : les émetteurs
/ récepteurs d’une même cellule ne doivent
pas utiliser la même fréquence.

• Les canaux bloqués : certaines fréquences ne
sont pas opérationnelles dans certaines cel-
lules.

2. Les contraintes des interférences inter-cellules :

• Les interférences Co-channel : ces dernières
sont engendrées dans le cas où deux TRXs
proches géographiquement utilisent la même
fréquence (f).

• Les interférences Canal-adjacent : ces
dernières sont engendrées dans le cas où deux
TRXs proches géographiquement utilisent
des fréquences adjacentes(f), (f+1 / f -1).

Diverses méthodes et approches pour résoudre le
problème MI-FAP ont été proposées. Nous pouvons
trouver des approches évolutionnaires telles que EAs
et des algorithmes d’optimisation par colonies de four-
mis (ACO / EAs) [18], un algorithme de recherche
Tabu [8, 5] et ses améliorations [22]. On peut citer
aussi un algorithme de recuit simulé utilisé dans [9],
un algorithme Branch and cut proposé dans [12], un
algorithme culturel [2], ainsi que des approches de ré-
solution par algorithme hybride utilisant l’algorithme

génétique et la recherche Tabu [20] et d’autre ap-
proches hybrides que l’on trouve dans [19]. Une ré-
solution par hyper-heuristique parallèles a été proposé
dans [24] sur des données non disponibles.

Dans ce papier, nous proposons trois hyper-
heuristiques qui se basent sur différents mécanismes
lors de la sélection de l’heuristique de bas niveau
à appliquer pour résoudre le MI-FAP. La première
hyper-heuristique se base sur une fonction de choix,
elle est notée(HFC), la deuxième choisit aléatoirement
l’heuristique à appliquer, elle est notée (HHA) et enfin
la troisième nommée Stochastique Hyper-Heuristique
(SHH) combine les deux précédentes méthodes de
sélection pour choisir l’heuristique de bas niveau à
utiliser. Des expérimentations numériques sont réal-
isées sur des différents benchmarks dans le but de
tester et de prouver l’efficacité des approches pro-
posées. Nous comparons les résultats obtenus par
les approches hyper-heuristiques avec ceux obtenus
par l’adaptation de l’algorithme d’optimisation basée
sur la Biogéographie pour le problème MI-FAP. Cette
dernière est une des méta-heuristiques les plus récentes
qui a retenu notre attention. Nous étions alors curieux
de voir ses performances sur le problème MI-FAP.

Le reste de ce papier est organisé comme suit : la
section 2 présente le problème MI-FAP. La section 3 in-
troduit les approches hyper-heuristique proposées. La
section 4 présente brièvement l’algorithme OBB, que
nous adaptons pour le problème MI-FAP. Quelques ré-
sultats expérimentaux sont donnés dans la section 5.
Enfin, la section 6 donne une conclusion et quelques
perspectives inhérentes à ce travail.

2 Description et modélisation du prob-
lème

Le problème de minimisation des interférences lors
de l’affectation des fréquences dans un réseau cel-
lulaire peut être énoncé comme suit : considérons
un réseau cellulaire N découpé en nc cellules : C=
{C1, C2 . . . Ci, . . . Cnc}. Le réseau dispose d’un inter-
valle [Fmin, Fmax] de fréquences opérationnelles et NF
=|Fmin−Fmax| le nombre de fréquences. Pour chaque
cellule, on dispose d’un ensemble de fréquences opéra-
tionnelles. Les interférences entre les (TRXs) sont
représentées par les deux matrices IMco respective-
ment IMadj définies comme suit :

• La matrice IMco[nc][nc] : une matrice de rang
nc× nc où l’élément IMco[i][j] exprime le niveau
d’interférence co-channel dans le cas où des émet-
teurs/ récepteurs de cellules i et j utiliseraient une
même fréquence (f).

• La matrice IMadj [nc][nc] : une matrice de rang
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nc×nc où l’élément IMadj [i][j] exprime le niveau
d’interférence canal-adjacent dans le cas où des
émetteurs/ récepteurs de cellules i et j utilis-
eraient des fréquences adjacentes (f), (f + 1/
f − 1).

Une solution S = {f1, f2, fi . . . fd} du problème MI-
FAP est une affectation de fréquences aux d émet-
teurs / récepteurs du réseau qui satisfait les contraintes
des cellules. Chaque élément fi de S correspond à
la fréquence assignée au ime émetteur/ récepteur du
réseau.

Le problème d’affectation de fréquences dans un
réseau cellulaire consiste à trouver une allocation de
fréquence à chaque TRX du réseau qui minimise les
interférences. C’est un problème d’optimisation com-
binatoire dont la fonction objectif permet d’évaluer le
niveau d’interférences généré par toute affectation S
de fréquences aux différents (TRXs) du réseau. Cette
fonction que nous cherchons à minimiser est exprimée
par la formule suivante [15] :

F (S) =

nc∑

i=1

nc∑

j=1

(Yij× IMco[i][j]+Zij× IMadj [i][j])∗wi(1)

où :

• wi : est un poids associé à chaque cellule. Il
dépend du trafic de la cellule.

• Yij : est une variable de décision, qui prend 1 si
des (TRXs) de cellules i et j utilisent la même
fréquence dans S, 0 sinon.

• IMco[i][j] : est un élément de la matrice IMco

qui exprime le niveau d’interférence provoqué par
l’affectation dans S d’une même fréquence à des
(TRXs) des cellules i et j.

• Zij : est une variable de décision, qui prend 1 si
des (TRXs) de cellules i et j utilisent dans S des
fréquences adjacentes, 0 sinon.

• IMadj [i][j] : est un élément de la matrice IMadj

qui exprime le niveau d’interférence provoqué par
l’affectation de fréquences adjacentes dans S à des
(TRXs) des cellules i et j.

Si Sol représente l’ensemble des solutions, la valeur
optimale de la fonction objectif est alors F ∗ =
MINS∈Sol(F (S)) et la solution réalisant cette valeur
optimale est notée S∗.

3 Des approches Hyper-heuristiques pour
le MI-FAP

Les hyper-heuristiques sont des méthodologies de
recherche travaillant à un haut niveau d’abstraction
et d’indépendance par rapport au problème
d’optimisation traité. Elles sont définies dans [4]
comme ”heuristics to choose heuristics”, c’est-à-dire
des heuristiques permettant de choisir d’autres
heuristiques.

Les hyper-heuristiques sont des (méta) heuris-
tiques de haut niveau qui manipulent un ensemble
d’heuristiques de bas niveau. L’objectif est de gérer
la sélection des heuristiques de bas niveau à appli-
quer parmi un ensemble d’heuristiques. La stratégie
de sélection de l’heuristique de bas niveau est très
importante pour l’hyper-heuristique. Elle doit avoir
l’habilité de choisir l’heuristique la plus appropriée à
chaque itération durant le processus de recherche de
solution et assurer la bonne collaboration entre les dif-
férentes heuristiques manipulées.

Dans cet article, nous proposons trois approches
fondées sur l’hyper-heuristique pour résoudre le
problème MI-FAP. La principale différence entre ces
trois approches se situe dans la stratégie utilisée pour
la sélection de l’heuristique de bas niveau. Les ap-
proches hyper-heuristiques proposées dans ce travail
manipulent cinq heuristiques de bas niveau. Nous
présentons dans ce qui suit les cinq heuristiques de bas
niveau que nous proposons pour le problème MI-FAP :

L’heuristique h1 : h1 implémente une recherche
locale de base et simple à mettre en oeuvre. C’est une
procédure itérative qui démarre d’une solution initiale
générée aléatoirement X. A chaque itération, une so-
lution voisine est obtenue en appliquant un mouve-
ment. Pour le problème MI-FAP, le mouvement con-
siste à modifier la fréquence d’un (TRX). Le choix
du (TRX) se fait aléatoirement parmi l’ensemble des
(TRXs). Le choix de la nouvelle fréquence à affecter
se fait avec le respect des contraintes de cellules. Le
processus est répété un nombre de fois avec pour ob-
jectif l’amélioration de la solution.

L’heuristique h2 : h2 est une recherche locale
stochastique. Elle prend en entrée la meilleure solu-
tion trouvée, puis génère un voisin en appliquant un
mouvement. Comme pour l’heuristique h1 le mou-
vement consiste à modifier la fréquence d’un (TRX).
Pour h2 le mouvement s’effectue en utilisant une prob-
abilité fixe wp > 0. La probabilité wp > 0 intervient
lors du choix du (TRX) dont la fréquence sera modi-
fiée. Le choix du (TRX) se fait selon les deux critères
suivants :

• Le premier critère consiste à sélectionner un
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(TRX) parmi l’ensemble des (TRXs) de manière
aléatoire avec une probabilité wp > 0. La règle
du mouvement ici est similaire à celle appliquée
dans h1.

• Le deuxième critère consiste à choisir, avec
une probabilité 1 − wp, un (TRX) appartenant
à la cellule dont l’affectation des fréquences -
à ses différents (TRXs)- a engendré le plus
d’interférences. On remplace la fréquence actuelle
du (TRX) par la fréquence la moins assignée aux
(TRXs) des cellules prochent géographiquement
de la cellule trouvée.

L’heuristique h3 : h3 reprend le principe d’un
opérateur de mutation qui selon un paramètre de
mutation noté (mrate) appliquera ou non, pour
chaque (TRX) d’une solution X, une perturbation.
C’est à dire que l’affectation de fréquence actuelle
de chaque (TRX) sera modifiée ou non selon le
paramètre mrate. La solution obtenue est ensuite
passée comme paramètre d’entrée (solution de départ)
à une recherche locale pour l’améliorer. La recherche
locale appliquée est implémentée par l’heuristique
(h1).

L’heuristique h4 : h4 s’inspire de l’opérateur de
croisement d’un algorithme génétique afin de créer une
nouvelle solution. Pour la mettre en oeuvre nous pro-
posons de combiner la meilleure solution avec la moins
bonne solution obtenues à l’appel de cette heuristique.
Ensuite on applique un opérateur de mutation sur la
nouvelle solution obtenue. L’opérateur de mutation
est celui proposé dans l’heuristique h3. Suite à la
phase de mutation, nous appliquons la recherche local
stochastique implémentée par l’heuristique h2 afin
d’améliorer la solution obtenue.

L’heuristique h5 : h5 s’inspire tout comme
l’heuristique h4 de l’opérateur de croisement d’un al-
gorithme génétique dans le but de créer une nouvelle
solution. Pour la mettre en oeuvre nous proposons
de combiner la meilleure solution avec une nouvelle
solution générée aléatoirement. Ensuite on applique
l’heuristique h3 à la solution obtenue. Cette solution
est ensuite améliorée en utilisant la recherche locale
stochastique imlplémentée par h2.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire
les différentes hyper-heuristiques que nous proposons
pour résoudre le problème MI-FAP.

3.1 L’hyper-heuristique fonction de choix (HFC)

Dans un premier temps, nous proposons une approche
hyper-heuristique basée sur une fonction de choix

pour sélectionner l’heuristique de bas niveau à ap-
peler. Cette fonction de choix est une adaptation au
problème MI-FAP de la fonction utilisée dans [6, 7]
pour le problème de scheduling. Elle associe à chaque
heuristique de bas niveau un score qui correspond
à son efficacité. Ce score permettra de sélectionner
l’heuristique la plus adéquate à chaque étape du pro-
cessus de recherche.

Algorithm 1 Hyper-heuristique Fonction Choix
(HFC)

Require: Une instance du MI-FAP, un ensemble
d’heuristiques de bas niveau, la fonction de choix,
les paramètres α, β et γ.

Ensure: meilleure solution S∗.
1: Génerer une solution initiale S;
2: Evaluer la qualité F (S) de la solution S donnée

par la fonction F de l’équation (1);
3: S∗= S ; F ∗= F (S);
4: while ( le critère d’arrêt non vérifié) do
5: Pour chaque heuristique hi, calculer son score

en utilisant la fonction de choix score(hi).
6: Sélection de l’heurisituqe hi ayant le score le plus

élevé.
7: Appliquer hi à S afin d’obtenir une nouvelle so-

lution S
′

de qualité F (S′).
8: if F (S′) < F ∗ then
9: S∗=S′.

10: F ∗=F (S′).
11: end if
12: end while

Afin d’attribuer un score à chaque heuristique de bas
niveau, la fonction de choix se base sur les éléments
suivants :

1. La performance récente de chaque heuristique
(représentée par g1).

2. La performance récente de paires d’heuristiques
(représentée par g2).

3. La récence du dernier appel de l’heuristique
(représentée par g3).

Ainsi nous avons :
∀i, g1(hi) =

∑
n α

n−1 In(hi)
Tn(hi)

∀i, g2(hRL, hi) =
∑
n β

n−1 In(hLL,hi))
Tn(hRL,hi))

∀i, g3(hi) = elapsedT ime(hi)
α, β ∈ [0, 1], γ ∈ R

Avec :

• hi : la ime heuristique et hRL la dernière heuris-
tique lancée.
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• α, β et γ sont des poids reflétant l’importance de
chaque terme. Ils ont été fixés empiriquement.

• Les valeurs In et Tn donnent l’information sur la
qualité de la solution et le temps CPU de la iime

heuristique.

Le score de chaque chaque heuristique de bas niveau
est définit comme suit :
∀i, score(hi) = αg1(hi) + βg2(hRL, hi)) + γg3(hi)

• g1 est la performance récente de l’heuristique (hi).

• g2 est la performance récente de la paire
d’heuristiques : l’heuristique (hi) et celle la précé-
dant (hRL).

• g3 mesure la récence du dernier appel de
l’heuristique (hi).

Les termes g1 et g2 sont les éléments qui permet-
tent d’intensifier la recherche tandis que l’élément g3

apporte de la diversification et cela en favorisant les
heuristiques qui n’ont pas été choisies depuis un long
moment.

L’hyper-heuristique basée sur cette fonction de choix
est présentée dans l’algorithme 1.

3.2 L’hyper-heuristique aléatoire (HHA)

Algorithm 2 Hyper-Heuristique Aléatoire (HHA).

Require: Une instance du MI-FAP et un ensemble
d’heuristiques de bas niveau.

Ensure: meilleure solution S∗.
1: génerer une solution initiale S;
2: Evaluer la qualité F (S) de la solution S donnée

par la fonction objective de l’équation (1);
3: S∗= S ; F ∗= F (S);
4: while ( le critère d’arrêt non rencontré) do
5: Sélection aléatoire de l’heurisituqe hi.
6: Appliquer hi à S afin d’obtenir une nouvelle so-

lution S
′

de qualité F (S′).
7: if F (S) < F ∗ then
8: S∗=S′.
9: F ∗=F (S′).

10: end if
11: end while

La seconde hyper-heuristique que nous proposons
pour le problème MI-FAP sélectionne l’heuristique à
appeler de façon aléatoire, ce qui donne une chance
à chaque heuristique d’être appelée. Comme il a
été souvent mentionné, la force de l’ aléatoire réside
dans sa capacité à apporter de la diversité. L’hyper-
heuristique utilisant cette sélection aléatoire est illus-
tré dans l’algorithme2.

3.3 L’hyper-heuristique stochastique (SHH)

La troisième hyper-heuristique que nous proposons
combine les deux stratégies de sélections introduites
précédemment : la sélection basée sur la fonction de
choix et la sélection aléatoire de l’heuristique à appeler.
L’idée est inspirée de la recherche locale stochastique
proposée dans [3] pour résoudre le problème de déter-
mination du gagnant dans une enchère combinatoire.
A chaque étape, le processus de recherche sélectionne
selon une probabilité fixe wp1 > 0 une des deux méth-
odes de sélection suivantes :

• Sélectionner aléatoirement l’heuristique à appli-
quer avec une probabilité fixe wp1 >0.

• Sélectionner l’heuristique en utilisant la fonction
de choix avec une probabilité 1− wp1.

L’hyper-heuristique stochastique est illustrée par
l’algorithme 3.

Algorithm 3 Stochastic Hyper-heuristique (SHH).

Require: Une instance du MI-FAP, un ensemble
d’heuristiques, la probabilité wp1, la fonction de
choix, α, β, γ.

Ensure: meilleure solution S∗

1: générer une solution initiale S;
2: Evaluer la qualité F (S) de la solution S donnée

par la fonction objective de l’équation (1);
3: S∗= S ; F ∗= F ; F , F ∗ qualité des solutions S

respec S∗ obtenues grâce à la formule (1).
4: while ( le critère d’arrêt non rencontré) do
5: r ← un nombre aléatoire entre 0 et 1;
6: if (r < wp1) then
7: hi=Une heuristique choisie aléatoirement;
8: else
9: hi=Une heuristique choisie selon la fonction

de choix;
10: end if
11: Appliquer hi sur S afin d’obtenir une nouvelle

solution S
′

de qualité F
′
.

12: if F ′ < F ∗ then
13: S∗=S’.
14: F ∗=F’.
15: end if
16: end while

4 Adaptation de l’algorithme
d’optimisation basée sur la Biogéo-
graphie pour le MI-FAP

Pour compléter notre étude nous voulons utiliser une
méthode à population pour résoudre le problème MI-
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FAP. Notre choix est naturellement porté sur la méth-
ode basée sur la Biogéographie qui représente une des
méthodes à population les plus récentes. Nous avons
été curieux de tester ces performances sur le problème
MI-FAP et voir comment elle se comporte en com-
paraison par rapport à l’approche hyper-heristique.
L’optimisation basée sur la biogéographie (OBB) est
une méta-heuristique évolutionnaire proposée par Dan
Simon en 2008 [25]. La méthode s’inspire de la science
de la Biogéographie. Cette dernière étudie la distri-
bution des espèces dans leur environnement naturel.
La méthode utilise les résultats obtenus par le modèle
mathématique de la Biogéographie introduit en 1960
par Robert MacArthur et Edward Wilson. Ce modèle
décrit le processus de migration (émigration et immi-
gration) des espèces d’un habitat (̂ıle) vers un autre
à la recherche de l’habitat comportant les meilleures
conditions de vie. L’optimisation basée sur la biogéo-
graphie est une méthode qui manipule une popula-
tion. Chaque individu de la population correspond à
un habitat par analogie à la Biogéographie. La qualité
de chaque habitat est donnée par Habitat Suitability
Index (HSI) qui correspond à la qualité de la solu-
tion. Chaque habitat est caractérisé par l’ensemble de
ses variables indépendantes appelées en anglais Suit-
ability Index Variable (SIV), le nombre d’espèces, le
taux d’immigration λ et le taux d’émigration µ. La
méthode d’optimisation basée sur la Biogéographie est
régie par deux processus : un processus de migration
et un processus de mutation. La migration dans OBB
est un processus probabiliste où les bonnes solutions
partagent l’information avec les mauvaises solutions.
Les bonnes solutions dans la méthode d’optimisation
basée sur la Biogéographie sont celles ayant un bon
HSI, un large nombre d’espèces, un taux d’émigration
µ élevé et un faible taux d’immigration λ.

λ = I(1− k/n) (2)
µ = E(k/n) (3)

Avec E, I les taux d’émigration respectivement
d’immigration maximales, k le nombre d’espèces
présentes sur l’̂ıle et n le nombre d’espèces maximal
que peut contenir une ı̂le.

Le processus de migration est un processus proba-
biliste où les taux d’immigration λ et d’émigration µ de
chaque habitat sont utilisés afin de transmettre les car-
actéristiques entre les habitats. Durant ce processus
les bonnes solutions partagent leurs caractéristiques
avec les mauvaises solutions. Ainsi les mauvaises solu-
tions sont améliorées en héritant des caractéristiques
des bonnes solutions. Nous proposons dans la figure 1
un schéma qui illustre le processus de migration pour
le problème MI-FAP. Considérons les deux solutions

Une bonne solution Xi avec un µ élevé.
F4 F2 F4 F3 F2 F3 F1

Une mauvaise solution Xj avec λ élevé.

F5 F5 F2 F1 F2 F3 F3

⇓
La solution Xj aprés la migration

F5 F2 F4 F1 F2 F3 F1

Figure 1: Schéma illustrant le processus de mi-
gration pour le MI-FAP

Xi et Xj qui représentent des plans de fréquences.
Tel que Xi est une bonne solution et Xj une mau-
vaise solution. A partir de la figure 1, nous pouvons
observer qu’au cours du processus de migration, les
fréquences assignées aux deuxième, troisième et six-
ième TRXs dans la solution Xj ont été modifiées. Les
nouvelles valeurs de ces fréquences sont celles héritées
de la bonne solution Xi.

Nous détaillons ci-après l’adaptation de la méth-
ode (OBB) que nous proposons pour le problème
MI-FAP. La population initiale est générée aléatoire-
ment. Chaque habitat de la population correspond
à un plan de fréquence. Nous définissons PopSize
comme le nombre d’individus de la population. En-
suite, l’algorithme applique à chaque fois les étapes
suivantes : évaluer la qualité de chaque solution en
calculant son HSI, pour chaque solution mapper le
nombre d’espèces à partir du HSI, calculer le taux
d’émigration µ et le taux d’immigration λ. Suite à
ces opérations, certaines solutions sont choisies pour
le processus de migration. Pour rappel cette étape
dépend des taux µ et λ. L’algorithme se poursuit avec
le processus de mutation. La mutation est un pro-
cessus qui permet d’apporter de la diversité et éviter
la convergence rapide de l’algorithme, il est régi par
un paramètre de mutation fixe noté (Pm). Nous pro-
posons d’appliquer la mutation sur la partie la moins
bonne de la population. Afin de conserver la meilleure
solution dans la population manipulée par (OBB), une
stratégie d’élitisme est implémentée. A chaque généra-
tion (G), la stratégie d’élitisme que nous adoptons
permettra de conserver (nelit) solutions de la généra-
tion précédente (G − 1) si aucun autre individu n’est
meilleur qu’eux.

L’algorithme 4 présente le principe de fonction-
nement de la méthode OBB pour le problème MI-FAP.
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Algorithm 4 La méthode d’optimisation basée sur la
Biogéographie pour le MI-FAP

Require: Une instance du MI-FAP, HSI
Ensure: La meilleure solution trouvée S
1: Génération aléatoire de la population initiale
2: while (le critère d’arrêt non rencontré) do
3: Evaluer la qualité de chaque solution.
4: Calculer le nombre d’espèces.
5: Calculer les taux µ et λ.
6: Appliquer la migration.
7: Appliquer la mutation.
8: end while

5 Résultats expérimentaux

Dans le but de valider nos approches hyper-
heuristiques et la méthode d’optimisation basée sur
la Biogéographie, des tests ont été effectués sur dif-
férentes instances du problèmes MI-FAP. Dans nos ex-
périences, nous avons considéré le benchmark du pro-
jet de Coopération européenne dans le domaine de la
recherche Scientifique et Technique Action 259 (COST
259). Nous avons travaillé sur les données produites
par Siemens AG. Les données sont disponibles dans
[10]. Nos algorithmes ont été implémentés en util-
isant le langage java sous window 7 et sous la machine
intel core i5 4GB de RAM. Nous donnons ci-dessous
quelques caractéristiques des instances testées.

• Siemens 01 : 506 cellules, 930 TRXs, 74
fréquences, 20417 interférences co-channel , 10344
interférences canal adjacent.

• Siemens 02 : 254 cellules, 977 TRXs, 82
fréquences, 30982 interférences co-channel, 13970
interférences canal adjacent.

• Siemens 03 : 894 cellules, 1623 TRXs, 55
fréquences, 63893 interférences co-channel, 25105
interférences canal adjacent.

• Siemens 04 : 760 cellules, 2785 TRXs,
38 fréquences, 113658 interférences co-channel,
64341 interférences canal adjacent.

Les paramètres utilisés dans notre étude expérimen-
tale ont été obtenus après une étude empirique, leurs
valeurs sont donnés ci-dessous :

• Les paramètres de l’algorithme de OBB : PopSize
150, nelit=2, Pm=0.1.

• Les paramètres de l’hyper-heuristique basée sur la
fonction de choix : α= 0.9, β= 0.1, et γ=1.5

• Paramètre de l’hyper-heuristique stochastique :
wp1 = 0.27.

• Le nombre d’itération pour l’heuristique h1 :
NumberIter= 50.

• Le nombre d’itération et la probabilité utilisée
dans l’heuristique h2 : NbIter=50, wp=0.25.

• Le paramètre de mutation dans h3 : mrate=0.05.

• Le nombre d’itération des recherches locale ap-
pliquées dans les heuristiques h3, h4, h5 est fixé à
: 100.

5.1 Les résultats obtenus

Du fait de la nature non déterministe des algorithmes
que nous proposons, des séries d’expériences de 10
tests ont été effectuées pour les différents benchmarks.
Le critère d’arrêt des algorithmes est défini en fonction
du temps CPU. Ce paramètre est fixé à 1800 secondes.
Les résultats présentés dans les tableaux 1 à 4 corre-
spondent aux valeurs moyennes (Mean), la meilleure
valeur (Best), la valeur la moins bonne (worst) de
la fonction objectif, obtenus sur 10 exécutions pour
chacun des algorithmes testés. La valeur (std) corre-
spond à l’écart type entre les différentes exécutions.
Les résultats en gras indiquent les meilleurs résultats
obtenus en termes de meilleure valeur (Best) et valeur
moyenne (Mean). Les résultats présentés dans les
tableaux 1 à 4 montrent clairement que les méthodes
basée sur l’Hyper-heuristique donnent de meilleurs ré-
sultats que OBB.

Statistical HFC HHA SHH OBB
Features Cost Cost Cost Cost

Best 47.70 21.27 42.79 223.62
Mean 88.78 41.60 49.04 250.18
Worst 253.54 98.96 58.95 270.13
Std 60.52 22.93 5.26 13.22

Table 1: Les résultats obtenus sur Siemens 01

Le tableau 1 présente les résultats obtenus par
les différentes méthodes sur l’instance Siemens 01.
Une colonne est réservée pour présenter les résul-
tats de chaque méthode. Nous pouvons voir que
les trois hyper-heuristiques HFC, HHA et SHH sur-
passent largement la méthode OBB sur cette in-
stance en terme de meilleure (best), moyenne (Mean)
et mauvaise solutions trouvées. Nous pouvons con-
stater aussi que l’hyper-heuristique aléatoire (HHA)
et l’hyper-heuristique stochastique (SHH) donnent de
meilleurs résultats en terme de meilleur, moyenne et
moins bonne solutions que l’hyper-heuristique basée
sur une fonction de choix. Les résultats entre les
deux méthodes HHA et SHH sont comparables en ter-
mes de valeur moyenne, HHA est meilleur en terme
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de meilleur valeur mais moins bonne en terme moins
bonne valeur.

Statistical HFC HHA SHH OBB
Features Cost Cost Cost Cost

Best 4990,70 5187.72 4199.66 5941,29
Mean 5815,79 5422.59 4672.32 6426,40
Worst 6180.81 5672.4 4941.44 7068,98
Std 376.09 137.31 237.64 372.10

Table 2: Les résultats obtenus sur Siemens 02

Le tableau 2 présente les résultats obtenus sur
l’instance Siemens 02. On peut voir que les résultats
obtenus par l’hyper-heuristique stochastique (SHH)
sont meilleurs que ceux de toutes les autre méthodes.
Les deux hyper-heuristLes HHA et HFC sont légère-
ment meilleurs que la méthode OBB. Les résultats
obtenus par HHA et HFC sont comparables voir HFC
est légèrement meilleure. En effet, HFC est meilleure
que HHA en terme de meilleure solution et HHA est
légèrement meilleure que HFC en terme de solution
moyenne.

Statistical HFC HHA SHH OBB
Features Cost Cost Cost Cost

Best 923,12 884.64 702.48 1460,65
Mean 1409,34 1004.09 787.99 1544,94
Worst 1816.39 1196.19 944.16 1771,72
Std 268.58 90.42 76.63 94.79

Table 3: Les résultats obtenus sur Siemens 03

Le tableau 3 présente les résultats obtenus par
les différentes méthodes sur l’instance Siemens 03.
Ici aussi, on constate que l’hyper-heuristique SHH
présente des résultats meilleurs que ceux de toutes les
autres méthodes. Les résultats de HHA sont légère-
ment meilleurs que ceux de HFC qui est elle même
meilleure que la méthode OBB.

Statistical HFC HHA SHH BBO
Features Cost Cost Cost Cost

Best 108232.4 76968.78 87723.83 110021,78
Mean 110959.6 89047.31 91096.05 111314.60
Worst 114512.9 94984.77 99928.78 112774,69
Std 2516.33 5191.25 3635.05 882.01

Table 4: Les résultats obtenus sur Siemens 04

Le tableau 4 contient les résultats obtenus par les
différentes méthodes pour l’instance Siemens 04. On
peut voir que les méthodes HHA et SHH surpassent les
deux autres méthodes HFC et OBB. Les résultats de
HHA et SHH sont comparables avec une légère avance
pour la méthode aléatoire. Nous pouvons remarquer
aussi que les résultats entre OBB et l’hyper-heuristique
basée sur une fonction de choix sont comparables.

Nous remarquons que l’écart type obtenu pour les
différents tests est relativement petit.

Les résultats obtenus et résumés dans les quatre
tableaux précédents montrent clairement l’efficacité et
la pertinence de l’approche hyper-heuristique, com-
paré à la méthode d’optimisation basée sur la Biogéo-
graphie. Ceci peut être expliqué par le fait que la
méthode d’optimisation basée sur la Biogéographie
converge rapidement et stagne, malgré le processus
de mutation qui semble être insuffisant pour perme-
ttre à l’algorithme de s’échapper des optimums lo-
caux. Les résultats obtenus par l’hyper-heuristique
stochastique et l’hyper-heuristique à sélection aléa-
toire sont meilleures comparées à ceux obtenus par
l’hyper-heuristique basée sur une fonction de choix.
En effet, cette dernière souffre du manque de diver-
sité, et stagne souvent dans un optimum local. Quant
à l’hyper-heuristique aléatoire de part sa stratégie
de sélection aléatoire donne une chance à chaque
heuristique d’améliorer la solution, ce qui assure une
grande diversité. L’efficacité de l’approche hyper-
heuristique stochastique s’explique par le bon équili-
bre entre diversité et intensification. La sélection
aléatoire de l’heuristique apporte l’élément de diver-
sification alors que la sélection selon la fonction de
choix permet d’intensifier la recherche. Il est évi-
dent que l’hyper-heuristique basée sur une fonction
de choix reste sensible aux choix des paramètres util-
isés. Nous restons convaincus qu’une étude plus ap-
profondie sur les valeurs et l’influence des paramètres
utilisés garantira de bien meilleurs résultats. En con-
séquence, nous pensons qu’avec de bons réglages sur
ces paramètres l’hyper-heuristique stochastique finira
par l’emporter largement devant l’hyper-heuristique
aléatoire. L’hyper-heuristique stochastique semble
plus stable et plus robuste.

Instances HFC HHA SHH OBB SA-DP
Cost Cost Cost Cost Cost

Siemens 01 12.559 7,33 12,04 47.019 2.20
Siemens 02 51.148 54,39 45,33 65.093 14.27
Siemens 03 81.502 90,95 69 130.387 4.73
Siemens 04 442.302 347,59 370,22 466.566 77.25

Table 5: Comparaison de nos méthodes avec SA-DP

Le problème MI-FAP a été largement étudié sur dif-
férents benchmarks autres que ceux que nous avons
testés [14, 16]. Nous présentons dans le tableau 5 une
comparaison de nos méthodes avec la méthode du re-
cuit simulé combiné à la programmation dynamique
[10]. Pour réaliser cette comparaison, nous avons ap-
porté une légère modification à la fonction objectif
présentée dans la formule (1). Nous ne prenons plus en
compte le poids wi associé à chaque cellule. La valeur
de la fonction objectif correspond alors à la somme
des interférences Co-canal et canal adjacent. Ce qui
explique la différence entre les résultats présentés dans
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le tableau 5 et les résultats présentés dans les tableaux
1-4. Les différentes valeurs reportées dans le tableau 5
correspondent à la valeur moyenne de la fonction ob-
jectif obtenue sur dix exécutions. Nos méthodes sont
lancées pour un temps CPU fixé à 1800 secondes. La
colonne (SA-DP) correspond aux résultats obtenus par
la méthode du recuit simulé combiné à la programma-
tion dynamique. Les résultats de la méthode SA-DP
ont intégralement été récupérés de [10]. Cette méth-
ode est celle ayant donnée les meilleurs résultats dans
la littérature. Néanmoins, nous tenons à signaler qu’il
a été reporté dans [10, 23] que ces bons résultats ont
été trouvés par la méthode SA-DP après un temps
de calcul très important parfois mesuré en semaines.
D’autre résultats, moins bon que ceux obtenus par la
méthode (SA-DP), sont disponibles sur [10]. On peut
trouver aussi dans [22, 23] des résultats obtenus par
méthode tabou. Ces derniers restent moins bons que
ceux obtenus par (SA-DP).

6 Conclusion

Le travail présenté dans ce papier avait pour objec-
tif d’une part, d’introduire trois approches basées sur
l’approche hyper-heuristique pour résoudre le prob-
lème d’affectation de fréquence dans un réseau cel-
lulaire. Nous avons d’autre part adapté l’algorithme
d’optimisation basée sur la Biogéographie pour le
problème MI-FAP. Nous avons présenté, dans un pre-
mier temps trois variantes d’hyper-heuristique : une
hyper-heuristique basée sur une fonction de choix, une
hyper-heuristique à sélection aléatoire et une hyper-
heuristique stochastique. Les hyper-heuristiques pro-
posées manipulent un ensemble d’heuristiques de bas
niveaux. La différence entre les hyper-heuristiques
développées réside dans le mécanisme de sélection
de l’heuristique à appeler. Nous avons implémenté
puis testé nos méthodes sur différentes instances du
problème d’affectation de fréquences. Nous avons pu
observer l’efficacité des approches hyper-heuristiques
comparées à OBB. Nous avons ensuite comparé nos
méthodes à la méthode (SA-DP). Les résultats ex-
périmentaux montrent que les performances des algo-
rithmes proposés restent faibles par rapport à ceux
de la méthode SA-DP obtenu après des semaines de
temps de calcul. Les résultats que nous avons présen-
tés dans ce papier sont encore en progrès, une analyse
expérimentale plus poussée reste à faire. Les heuris-
tiques de bas niveau, les paramètres des algorithmes
proposés peuvent être mieux travaillés. Une compara-
ison avec d’autres algorithmes est planifiée. Ainsi que
des tests sur d’autres instances pour lesquels les temps
de calculs sont connus est en cours de réalisation.
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Résumé

Les Problèmes de Satisfaction de Contraintes per-
mettent de modéliser de façon expressive et déclarative
les problèmes. De leur côté, les solveurs dédiés au pro-
blème de satisfaisabilité (SAT) peuvent gérer de gigan-
tesques instances SAT. Nous présentons donc une tech-
nique pour modéliser de façon expressive les problèmes
sur les contraintes ensemblistes et pour les encoder auto-
matiquement en SAT. Notre technique est expressive et
moins sujette aux erreurs. Nous l’appliquons au probème
du Social Golfer en essayant de casser des symmétries du
problème.

Abstract

Constraint Satisfaction Problems allow one to ex-
pressively model problems. On the other hand, propo-
sitional satisfiability problem (SAT) solvers can handle
huge SAT instances. We thus present a technique to ex-
pressively model set constraint problems and to encode
them automatically into SAT instances. Our technique
is expressive and less error-prone. We apply it to the
Social Golfer Problem and to symmetry breaking of the
problem.

1 Introduction

La plupart des problèmes combinatoires peuvent
être formulés comme des problèmes de satisfaction de
contraintes (CSP) [15]. Un CSP est défini par des
variables et des contraintes reliant ces variables. Ré-
soudre un CSP consiste à trouver des affectations des
variables qui satisfont les contraintes. Une des plus
grandes forces des CSP est l’expressivité : les variables
peuvent être de différents types (domaines finis, in-
tervalles, ensembles, . . .) et les contraintes également
(linéaires ou non, arithmétiques, ensembliste, boo-
léennes, . . .). Par ailleurs, le problème de satisfiabilité
(SAT) [12] est restreint, en terme d’expressivité, aux

variables booléennes et aux formules propositionnelles.
Cependant, de nos jours, les solveurs SAT peuvent ma-
nipuler des instances SAT gigantesques (plusieurs mil-
lions de variables et de clauses). Il est donc intéressant
d’encoder les CSP en SAT (e.g., [3, 5]) afin de béné-
ficier de l’expressivité des CSP et de la puissance de
SAT.

Nous nous intéressons ici à l’encodage de contraintes
ensemblistes CSP en instances SAT. Dans la commu-
nauté de la programmation par contraintes, plusieurs
systèmes pour les contraintes ensemblistes ont été réa-
lisés (e.g., bibliothèques [14], intégré à un solveur [1]).
Ces travaux ont montré que de nombreux problèmes
peuvent être modélisés facilement avec des ensembles.

Coder des problèmes (et des contraintes ensem-
blistes) directement en SAT est fastidieux (e.g., [16]
ou [13]). De plus, optimiser les instances en terme de
nombre de variables et clauses conduit rapidement à
des modèles très complexes et illisibles dans lesquels se
glissent facilement des erreurs. Ainsi, notre approche
est basée sur l’encodage automatique des contraintes
ensemblistes en instances SAT. Pour ce faire, nous dé-
finissons des règles (⇔enc) qui encodent les contraintes
ensemblistes (telles que l’intersection, l’union, l’appar-
tenance ou le cardinal) dans les clauses et variables
SAT correspondantes. L’avantage est que le langage
de modélisation (i.e., les contraintes ensemblistes clas-
siques) est déclaratif, expressif, simple et lisible. Nous
avons utilisé cette technique pour divers problèmes,
et les instances SAT automatiquement générées sont
de complexité similaire aux instances générées ”̀a la
main”. De plus, leur résolution avec un solveur SAT
standard (dans notre cas Minisat) est efficace.

Nous illustrons notre approche avec le problème du
Social Golfer : q golfeurs jouent chaque semaine du-
rant w semaines, répartis dans g groupes de p golfeurs

194



(q = p.g) ; comment programmer le calendrier de ces
golfeurs afin qu’aucun d’eux ne joue plus d’une fois
dans le même groupe qu’un autre golfeur ?

Des travaux d’encodage tels que [3] et [5] étudient la
relation entre la résolution SAT et CSP (en terme de
propriétés telles que la consistance) des contraintes sur
les domaines finis. Nous sommes nous intéressés par
un autre type de contraintes. Pour le problème du So-
cial Golfer (SGP), le travail le plus proche est [16] qui
est une révision et une amélioration de [13]. Alors que
ces travaux présente l’encodage direct en SAT, nous
nous intéressons à un langage de modélisation de plus
haut niveau qui est automatiquement transformé en
instances SAT. [16] propose également des techniques
pour casser les symétries afin d’améliorer le modèle ;
quelques une de ces symétries disparaissent naturelle-
ment avec les ensembles (e.g., permutations dues au
numérotage des joueurs dans un groupe). Les symé-
tries restantes peuvent être facilement cassées dans
notre modèle, soit en ajoutant des contraintes ou en
raffinant le modèle.

Il est à noter que nous utilisons la contrainte globale
de cardinalité de [4] pour encoder la cardinalité des
ensembles.

2 Encodage des contraintes ensemblistes

Nous présentons l’encodage de contraintes ensem-
blistes classiques en CSP (e.g., ∈, ∪, ∩, . . .) dans des
clauses SAT.

Univers et Supports. De façon informelle, l’univers
est l’ensemble des éléments qui sont utilisés dans le
modèle d’un certain problème, et le support F d’un
ensemble F de ce modèle est l’ensemble des éléments
potentiellement dans F (i.e., F est un sur-ensemble de
F ).

Definition 1 Soit P un problème, et M un modèle
de P dans L, i.e., une transcription de P du langage
naturel au langage de contraintes L.

— l’univers U de M est un ensemble fini de
constantes ;

— le support de l’ensemble F du modèle M est un
sous-ensemble de l’univers U ; nous le notons F .
F représente les éléments de U qui sont possi-
blement éléments de F :

F ⊆ F ⊆ U et F ∈ P(F)

où P(F) = {A|A ⊆ F} est l’ensemble des parties
de F .

Tout élément de U \ F ne peut faire partie de F .
Les majuscules (e.g., F ) désignent des ensembles, et
les majuscules calligraphiques (e.g., F) leur support.

Lorsqu’il n’y a pas de confusion, nous abrégeons ”l’en-
semble F du modèle M” par ”l’ensemble F”. Considé-
rons un modèle M avec l’univers U , et un ensemble
F sur F . Pour chaque x de F , nous considérons une
variable booléenne xF qui est vraie si x ∈ F et fausse
autrement. Nous appelons l’ensemble de ces variables,
les variables support de F . Par la suite, nous écrivons
xF pour xF = true et ¬xF pour xF = false.

La règle d’encodage ⇔enc. Dans la suite, nous
considérons 3 ensembles F , G, et H sur leurs supports
respectifs F , G et H et l’univers U , et pour chaque
x ∈ U les diverses variables booléennes xF , xG , et
xH comme défini au-dessus. |G| dénote le cardinal de
l’ensemble G.

Nous ne forçons pas les supports à être ”minimaux” :
par exemple, pour la contrainte F = G, les ensembles
F \G et G \F peuvent être non vides, alors que F \G
et G \ F doivent être vides. Ces cas sont considérés
par l’encodage. Permettre aux supports de ne pas être
minimaux facilite les processus de modélisation. Par
contre, l’utilisation de supports réduits limite la taille
des instances SAT générées.

Les clauses qui sont générées par la règle d’encodage
⇔enc sont de la forme ∀x ∈ F , φ(xF ) qui réprésente
les |F| formules φ(xF ) construites pour chaque élé-
ment x du support F de F (x réfère à l’élément du sup-
port/univers, et xF à la variable representant x pour
l’ensemble F ). Pour la contrainte d’appartenance, la
règle n’est pas quantifiée ; pour les multi-intersection
et multi-union, un quantificateur universel addition-
nel sur i est utilisé pour dénoter un ensemble de règles
d’encodage, chacune reliée à un des ensembles Fi.

Le tableau 1 présente nos règles pour les contraintes
ensemblistes : d’abord la contrainte, puis son enco-
dage en SAT, et finalement le nombre de clauses gé-
nérées. Des contraintes telles que x 6∈ F ou F 6= G
sont définies de façon similaire à des contraintes défi-
nies dans le tableau 1. De plus, les contraintes peuvent
être reliées par les connecteurs ∨, ∧, et→. Dans notre
implémentation pour générer les instances SAT, le ré-
sultat d’une union doit être stocké dans un ensemble.
Ainsi, H =

⋃n
i=1 Fi est équivalent à H = F1 ∪ H1,

H1 = F2 ∪ H2, . . . La contrainte de multi-union ré-
duit significativement le nombre de variables (pour les
ensembles intermédiaires Hi).

3 Encodage SAT pour les modèles à
contraintes ensemblistes

Parmi les divers modèles SAT pour le SGP, le plus
classique est l’encodage direct (DE) [16] (qui est déjà
une révision de [13]). [16] propose également une va-
riante de DE utilisant des variables intermédiaires.
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Nous l ?appellerons TME. Nous proposons un modèle
pour le SGP à base de contraintes ensemblistes, indé-
pendantes des solveurs. Ces contraintes sont ensuite
encodées en SAT grâce à nos règles ⇔enc.

Modèle ensembliste Une instance du problème est
donnée par un triplet g−p−w : p joueurs par groupe,
g groupes par semaine, et w semaines. L’univers est
l’ensemble des golfeurs P = {p1, . . . , pq} avec q = g.p
le nombre total de golfeurs. Nous avons besoin de w.g
variables ensemblistes pour modéliser les groupes G1,1,
. . ., Gw,g. L’ensemble Gi,j représente le groupe j de la
semaine i et est sur le support Gi,j = P. Chaque Gi,j

contiendra p joueurs de P. Les supports sont ”mini-
maux” : ils ne peuvent pas être réduits sans perdre de
solutions (symétriques). Voici les contraintes du pro-
blème du Social Golfer.

— p joueurs par groupe chaque semaine

∀i ∈ [1..w],∀j ∈ [1..g], |Gi,j | = p (1)

— Chaque golfeur joue chaque semaine

∀i ∈ [1..w]
⋃

j=1..g

Gi,j = P (2)

— Un golfeur ne joue pas dans deux groupes la
même semaine

∀i ∈ [1..w]
⋂

j=1..g

Gi,j = ∅ (3)

Les contraintes (3) ne sont pas nécessaires car
elles sont impliquées par les contraintes (1)
et (2).

— Deux joueurs ne peuvent pas jouer deux fois dans
le même groupe

∀w1, w2 ∈ [1..w], pi, pj ∈ P,
g1, g2 ∈ [1..g], w1 > w2 ∧ i > j ∧ (4)

pi ∈ Gw1,g1 ∧ pj ∈ Gw1,g1

∧ pi ∈ Gw2,g2 → pj 6∈ Gw2,g2

Une autre formulation peut être donnée en uti-
lisant les contraintes de cardinalité :

∀w1, w2 ∈ [1..w], g1, g2 ∈ [1..g],

w1 > w2 ∧ g1 ≥ g2 ∧
|Gw1,g1 ∩Gw2,g2 | ≤ 1 (5)

SCE : encodage des contraintes ensemblistes A
partir du modèle ci-dessus, nos règles⇔enc d’encodage
vont automatiquement générer l’instance SAT corres-
pondante (voir section 2). Le nombre de clauses géné-
rées est :

— Les contraintes (1) génèrent w.g.w.(g.p +∑g.p
i=1[2ug.pi (bu

g.p
i

2 c+ 1)(du
g.p
i

2 e+ 1)− (
ug.p
i

2 + 1)])
clauses avec ug.pg.p = 1,ug.p1 = g.p et ug.pi =
ug.p2i−1+2ug.p2i +ug.p2i+1. La complexité de la formule
générée par les contraintes (1) est O(w2.g3.p2).

— Les contraintes (2) génèrent w.g.p clauses.
— Les contraintes (4) génèrent w.(w − 1).g.(g +

1).q.(q − 1)/2) clauses (O(w2.g4.p2)) et les
contraintes (5) génèrent w.((w − 1)/2).g.((g +

1)/2).3.q.(q +
∑q

i=1[2uqi (bu
q
i

2 c + 1)(du
q
i

2 e + 1) −
(
uq
i

2 + 1)]) clauses (O(w2.g5.p3)).

Complexité des instances SAT Puisque la com-
plexité des contraintes (4) est O(w2.g4.p2) alors que
la complexité des contraintes (5) est O(w2.g5.p3),
nous nous concentrerons sur la formulation avec
implications (contraintes (4)). La complexité des
instances SAT générées par l’encodage du modèle
par contraintes ensemblistes (SCE) constitué des
contraintes (1), (2), et (4) est O(w2.g4.p2).

Post-traitement par propagation unitaire La
propagation unitaire est un procédé simple pour élimi-
ner des clauses unitaires (des clauses avec uniquement
des littéraux faux et un littéral libre) en donnant la
valeur vrai aux littéraux libres. Cette valuation peut
donner de nouvelles clauses unitaires, et le procédé est
alors itéré jusqu’à atteindre un point fixe. Les algo-
rithmes de propagation unitaire peuvent significative-
ment réduire : 1) la taille des instances, 2) le nombre de
variables et 3) le temps de résolution. Il est à noter que
l’encodage que nous avons choisi pour la contrainte de
cardinalité génère de nombreuses clauses unitaires qui
disparaissent avec la propagation unitaire.

4 Suppression de symétries pour le SGP

Retirer des solutions symétriques facilite le travail
d’un solveur complet. Le problème du Social Gol-
fer possède de nombreuses symétries : la position
d’un joueur dans un groupe n’est pas pertinente ; les
groupes d’une semaine peuvent être renumérotés ; les
semaines peuvent être permutées, . . . La suppres-
sion de symétries consiste à éliminer les symétries par
l’ajout de nouvelles contraintes ou la modification du
modèle. [13] propose des clauses pour retirer les sy-
métries entre les joueurs, pour ordonner les groupes
d’une semaine, et pour ordonner les semaines. Cepen-
dant, ces clauses deviennent de plus en plus complexes
et des erreurs peuvent facilement s’introduire. En fait,
[16] corrige les clauses pour la suppression de symétries
de [13] (erreurs d’indices principalement dans les nom-
breux opérateurs

∨
et
∧

). Nous appelons cet encodage

TMESB. D’autres symétries peuvent être supprimées
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([11] ou [10]). Toutes les symétries peuvent être sup-
primées [7], mais au coût d’un nombre super exponen-
tielle de contraintes qui ne peut pas être considéré en
pratique.

Avec notre langage nous pouvons supprimer les sy-
métries en ajoutant de nouvelles contraintes au modèle
initial ou en raffinant ce modèle par modification de
supports et contraintes ; Notre modèle étant différent
de celui de [16], nous n’avons pas les mêmes symétries.
Nous essayons cependant de supprimer les similaires.
Le premier groupe de suppression de symétries (SB1)
consiste à remplir la première semaine : les p premiers
joueurs dans le 1er groupe, les p suivants dans le se-
cond, et ainsi de suite. Afin de complèter SB1, nous
considérons le groupe SB2 : les p premiers joueurs
(qui ont déjà joué ensemble dans le 1er groupe de la
1ère semaine grâce à SB1) sont répartis dans différents
groupes chaque semaine. Quand p est plus grand que
g il est clair que le problème n’a pas de solution. Par
la suite nous considérons donc que g ≥ p.
Suppression de symétries pour le modèle en-
sembliste par ajout de contraintes Pour SB1,
il suffit d’ajouter les contraintes suivantes au modèle
SCE.

∀i ∈ [1..p.g], pi ∈ G1,i div (p+1) (6)

Pour le 2ème groupe SB2 de suppression de symétries,
les contraintes nécessaires sont également simples :

∀i ∈ [2..w],∀j ∈ [1..p], pj ∈ Gi,j (7)

Ces contraintes augmentent le nombre de clauses des
instances SAT générées, mais toutes ces nouvelles
clauses sont unitaires et vont donc être utilisées (puis
disparâıtre) par propagation unitaire. L’encodage SAT
de ce modèle ensembliste avec suppression de symé-

tries par ajout de contraintes est nommé SCESBC et
consiste en les contraintes (1), (2), (4), (6) et (7).

Suppression de symétries par modification du
modèle. Bien que cela soit plus ennuyeux, cela ré-
duit les supports des ensembles et les cardinalités, et
par conséquent la taille des instances SAT générées.
Pour SB1 l’unique modification consiste à modifier le
support des groupes de la 1ère semaine et à fixer ses
groupes :

∀i ∈ [1..g],G1,i = {p1+(i−1).g, . . . pp+(i−1).g}
and ∀i ∈ [1..g], G1,i = G1,i (8)

Les autres ensembles, variables, et contraintes restent
inchangés. Pour SB2, nous changeons les variables de
groupes. Plutôt que les Gi,j , nous considérons les en-
sembles G′1,1, . . . , G

′
w,g tels que :

— pour la 1ère semaine Gi,j = G′i,j ;
— pour les semaines suivantes Gi,j = G′i,j ∪ {pj} si

j ≤ p, Gi,j = G′i,j sinon.
Le support des G′1,i (i.e., les groupes de la 1ère

semaine) sont définis comme avec SB1. Puisque les
p premiers joueurs sont répartis sur les p premiers
groupes de chaque semaine, les supports des autres
groupes peuvent être réduits à P ′ = {pp+1, . . . , pq}, et
∀i ∈ [2..w],∀j ∈ [1..g],Gi,j = P ′
P joueurs par groupe chaque semaine. Les
contraintes (1) doivent être remplacées par les
contraintes (9)–(11).

∀i ∈ [1..g], |G′1,i| = p (9)

∀j ∈ [2..w],∀i ∈ [1..p], |G′j,i| = p− 1 (10)

∀j ∈ [2..w],∀i ∈ [p+ 1..g], |G′j,i| = p (11)

Chaque joueur joue chaque semaine. Les
contraintes (12) remplacent les contraintes (2).

∀j ∈ [2..w]
⋃

i=1..g

Gj,i = P ′ (12)

Deux joueurs ne peuvent pas jouer deux fois
dans le même groupe. Les contraintes (4) sont
remplacées par les contraintes (13)–(17). Puisque 2
groupes Gi,j avec j ≤ p et i > 1 ont le joueur pj
en commun, les groupes correspondants G′i,j (dont les
supports ne contiennent pas les pl, l ≤ p) ne peuvent
pas avoir d’autres joueurs pk en commun :

∀w1, w2 ∈ [2..w], pi ∈ P, g1 ∈ [1..p], w1 > w2,

pi ∈ G′w1,g1 → pi 6∈ G′w2,g1 (13)

La relation entre les autres paires de groupes ne change
pas.
Entre un groupe de la 1ère semaine (sauf le 1er groupe)
et les groupes des autres semaines :

∀w1 ∈ [2..w], pi, pj ∈ P, g1 ∈ [2..g], g2 ∈ [1..g],

i > j, pi ∈ G′1,g1 ∧ pj ∈ G′1,g1 ∧ (14)

pi ∈ G′w1,g2 → pj 6∈ G′w1,g2

Entre deux groupes (sauf de la 1ère semaine) de même
numéro avec un indice supérieur à p :

∀w1, w2 ∈ [2..w], pi, pj ∈ P, g1 ∈ [p+ 1..g],

w1 > w2, i > j, pi ∈ G′w1,g1 ∧ pj ∈ G′w1,g1 ∧ (15)

pi ∈ G′w2,g1 → pj 6∈ G′w2,g1

Entre deux groupes (sauf de la 1ère semaine) de nu-
méros différents :

∀w1, w2 ∈ [2..w], pi, pj ∈ P, g1, g2 ∈ [1..g],

w1 > w2, g1 6= g2, i > j, pi ∈ G′w1,g1 ∧ (16)

pj ∈ G′w1,g1 ∧ pi ∈ G′w2,g2 → pj 6∈ G′w2,g2
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L’encodage SAT du modèle ensembliste avec sup-
pression de symétries par modification de modèle est

nommé SCESBM et est composé des contraintes (8)–
(17).

5 Comparaisons de modèles

Le tableau 2 résume les codages (décrits aupara-
vant) que nous comparons dans la prochaine section.
NOMUP dénote le codage NOM après propagation
unitaire.

Expressivité. Les variables de notre modèle ensem-
bliste sont bien plus simples : 2 indices au lieu de 4, ceci
les rendant plus lisibles. En fait, nous n’avons pas à nu-
méroter les positions dans un groupe, et nous n’avons
pas à ajouter un index pour représenter le numéro du
joueur. La seconde différence est la simplicité et la li-
sibilité des contraintes. De fait, les contraintes ensem-
blistes sont plus expressives que de pures clauses SAT.
Ensuite, l’encodage en SAT est fait par les règles⇔enc.
L’avantage est double : 1) les contraintes sont lisibles,
expressives, faciles à modifier, et le modèle qui en ré-
sulte est donc plus compréhensible ; 2) moins de fautes
peuvent s’introduire car le procédé de modélisation est
beaucoup plus simple et léger. De plus, le modèle en-
sembliste est indépendant des solveurs : le même mo-
dèle (exceptée l’exacte syntaxe) peut être résolu pas
un solveur CSP sur les ensembles ou par un solveur
SAT après encodage par les règles ⇔enc.

En résumé, en terme d’expressivité, lisibilité, sensi-
bilité aux erreurs, et indépendance aux solveurs, notre
modèle ensembliste est supérieur à un encodage direct
tel que DE ou TME. La suppression de symétries est
également plus simple dans notre modèle.

Structure du modèle Afin de comparer les en-
codages, nous avons généré des instances du SGP
avec : l’encodage direct DE, celui de Triska-Musliu [16]
(TME), et notre encodage de modèle ensembliste avec
propagation unitaire (SCEUP) et sans (SCE). Dans
le tableau 3, chaque instance est définie par le tri-
plet (groupes, joueurs par groupe, semaines) et pour
chaque encodage, le nombre de clauses et variables (gé-
nérées). L’encodage le plus petit pour chaque instance
est en gras. On ne peut pas comparer les encodages
uniquement par leur taille. Cependant, les très grosses
instances ne sont pas résolvables, due aux limites de
mémoires. Il est donc primordial de générer des ins-
tances les plus petites possibles.

L’encodage direct (DE) est clairement inutilisable
quand le nombre de joueurs ou de groupes grossit :
le nombre de clauses explose immédiatement. Avec
l’introduction de variables intermédiaires, le nombre
de clauses est moins important pour TME, mais le

nombre de variables grossit tout de même. SCE pro-
duit plus de variables mais moins de clauses. Comme
supposé, SCEUP produit l’encodage le plus intéressant
en terme de variables et clauses : en fait, SCE génère
de nombreuses clauses unitaires ou binaires (section 3)
qui disparaissent après propagation unitaire.

Impact de la suppression de symétries Nous
avons appliqué les 2 groupes de suppression de
symétries présentés en section 4 ; les résultats sont
présentés dans le tableau 3. Pour TME, l’introduction
de contraintes supplémentaires augmente le nombre
de clauses (environ 10% de clauses supplémentaires),
et le nombre de variables ne change pas. Il est à
noter que la propagation unitaire est inutile pour

les instances TME et TMESB, car ces instances ne
possèdent pas de clauses unitaires. Pour SCE, la
suppression de symétries par ajout de contraintes
accroit de façon négligeable le nombre de contraintes

(voir SCESBC). La suppression de symétrie par

modification du modèle (SCESBM) réduit significa-
tivement la taille des instances SAT générées : de
20 à 60% de variables en moins et de 40 à 60% de
clauses en moins. Cette réduction significative est
due à la réduction des supports et aux contraintes de
cardinalité.

Sans propagation unitaire, les instances de

SCESBM sont toujours les plus petites en terme de
nombre de clauses. La propagation unitaire n’a aucun
impact sur TME. Cependant son impact est signifi-

catif sur SCE, SCESBM et SCESBC. Pour SCE, la
propagation unitaire divise le nombre de variables par
un facteur de 6 à 25 : ceci est principalement dû aux
variables des contraintes de cardinalité. Le nombre
de clauses est réduit d’environ 10%. Pour SCESBC,
la propagation unitaire réduit encore plus le nombre
de variables (jusqu’à 30 fois moins de variables).
Le nombre de clauses est lui réduit de 30 à 60%.
Pour SCESBM, la propagation unitaire est moins
spectaculaire : en fait, le modèle intiale est lui-même
réduit. Cependant, le nombre de variables est divisé
par un facteur de 5 à 15. Le nombre de clauses est
réduit d’environ 10%.

En résumé, la propagation unitaire est plus bé-

néfique à SCESBC ; cependant, SCESBM
UP donne

toujours les meilleures instances en terme de nombre
de variables et clauses.

6 Analyse expérimentale

Nous comparons maintenant l’efficacité des enco-
dages en terme de temps de résolution, et pour cela,
nous utilisons le solveur MiniSat [9]. SatELite [8] est
un pré-traitement de Minisat qui réduit énormément

199



Table 2 – Liste des encodages
Nom Description Contraintes

DE Encodage direct [16]
TME encodage Triska-Musliu [16]

TMESB TME avec suppression de symétries [16]
SCE encodage SAT du modèle ensembliste (1), (2), (4)

SCESBC SCE avec suppression de symétries par ajout de contraintes (1), (2), (4),(6), (7)

SCESBM SCE avec suppression de symétries par modification de modèle (8)–(17)
NAMEUP encodage après propagation unitaire

Table 3 – Taille des instances générées avec différents encodages.

DE TME TMESB
* SCE SCESBM SCESBC SCEUP SCESBMUP SCESBCUP

Prob. var cl. var cl. var cl. var cl. var cl. var cl. var cl. var cl. var cl.
×106 ×103 ×103 ×103 ×103 ×103 ×103 ×103 ×103

5-3-6 1 350 3 1 800 60 1 800 71 8 625 50 5 702 21 8 625 50 1 410 44 860 18 980 23
5-3-7 1 575 4 2 100 79 2 100 92 11 110 68 7 734 30 11 110 68 1 645 60 1 032 26 1 176 34
8-4-4 4 096 48 5 120 323 5 120 390 24 224 235 14 192 96 24 224 235 3 840 205 2 376 78 2 580 92
8-4-5 5 120 81 6 400 483 6 400 567 34 752 373 22 476 173 34 752 373 4 800 335 3 168 149 3 440 176
8-4-6 6 144 121 7 680 675 7 680 776 47 072 543 32 552 273 47 072 543 5 760 498 3 960 243 4 300 288
8-4-7 7 168 170 8 960 898 8 9601 016 61 184 744 44 420 396 61 184 744 6 720 692 4 752 361 5 160 427
8-4-8 8 192 227 10 2401 153 10 2401 288 77 088 978 58 080 542 77 088 978 7 680 918 5 544 500 6 020 593
8-4-9 9 216 292 11 5201 441 11 5201 592 94 7841 243 73 532 711 94 7841 243 8 6401 175 6 336 663 6 880 786
8-4-10 10 240 365 12 8001 759 12 8001 928 114 2721 540 90 776 902 114 2721 540 9 6001 465 7 128 848 7 7401 006
9-4-6 7 776 196 9 7201 048 9 7201 191 117 324 858 46 344 448 117 324 858 7 344 793 5 620 472 5 620 472
9-4-7 9 072 274 11 3401 401 11 3401 568 157 2841 180 63 368 652 157 2841 180 8 5681 104 6 008 562 6 744 701
9-4-8 10 368 366 12 9601 805 12 9601 996 203 0761 553 82 984 895 203 0761 553 9 7921 465 7 024 783 7 868 975
9-4-9 11 664 470 14 5802 261 14 5802 261 254 7001 976 105 1921 176 254 7001 977 11 0161 878 8 0401 040 8 9921 294
9-4-10 12 960 588 16 2002 767 16 2003 006 312 1562 451 129 9921 496 312 1562 451 12 2402 342 9 0561 334 10 1161 658

le nombre de clauses (e.g., en utilisant de la détection
de subsomptions) et variables (e.g., en éliminant les
littéraux purs). Ce pré-traitement a un coût, mais il
améliore généralement le temps global de résolution. Il
peut aussi être désactivé. Le tableau 4 représente les
temps de résolution de Minisat, avec ou sans le pré-
traitement SatElite.

Les expérimentations sont réalisées avec un CPU In-
tel Core i5-2540M cadencé à 2.60GHz CPU et 4 GB
RAM. Pour chaque résolution, un temps limite de 300
secondes est accordé (”-” si le temps limite est expiré).
De plus longs temps d’execution on été testés, mais
aucune différence significative n’a été observée. Les ré-
sultats pour l’encodage DE ne sont pas présentés car,
comme supposé, aucun résultats n’a été otenu dans un
temps raisonnable.

Le tableau 4 montre que l’utilité de SatElite est
difficile à prédire : selon les instances, il peut si-
gnificativement améliorer ou détériorer les résultats.
En moyenne, il n’améliore pas les résultats, et les

meilleurs temps de résolution sont obtenus sans ce pré-
traitement. La suppression de symétries par modifi-

cation du modèle (SCESBM) donne les meilleurs (ou
très proche du meilleur) résultats, avec ou sans pré-
traitement. La propagation unitaire a peu d’influence

sur les temps de résolution pour l’encodage SCESBM.
La suppression de symétries par ajout de contraintes

(SCESBC) n’améliore pas, sauf quand la propagation

unitaire est appliquée (SCESBC
UP ). En fait, SCESBC

UP
obtient des résultats aussi bons que SCESBM. Sup-
primer les symétries dans TME est plutôt un procédé
fluctuant : selon les instances et l’usage ou non de Sat-
ELite, les résultats sont significativement améliorés ou
dégradés.

En résumé, les meilleurs résultats sont obtenus avec

notre modèle contraintes ensemblistes, avec SCESBC
UP

quand le pré-traitement est appliqué, ou de manière

prédominante avec SCESBM
UP quand le pré-traitement

n’est pas appliqué. Finalement, les meilleurs résultats
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Table 4 – Temps de résolution Minisat

Prob. T
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U
P

S
C
E
S
B
C

U
P

avec SatElite sans SatElite

5-3-6 8.92 0.69 0.18 0.06 0.12 0.12 0.07 0.04 9.37 0.30 1.05 0.01 0.01 0.26 0.01 0.01
5-3-7 98.28 13.37 1.42 0.13 1.21 5.09 0.09 0.08 97.47 24.86 9.19 0.06 0.13 5.67 1.79 0.28
8-4-4 1.04 1.33 0.97 0.32 1.19 0.90 0.29 0.27 0.05 0.23 0.09 0.03 0.07 0.07 0.03 0.03
8-4-5 2.26 2.64 1.93 0.86 2.51 1.89 0.84 0.78 0.08 0.58 0.13 0.06 0.11 0.06 0.05 0.07
8-4-6 4.44 5.16 3.65 1.87 4.74 3.65 1.82 1.71 0.25 3.58 0.27 0.14 0.18 0.19 0.08 0.09
8-4-7 34.25 94.68 8.66 3.59 8.52 7.52 3.64 3.46 27.05 25.88 3.53 0.48 1.71 1.94 0.56 0.98
8-4-8 - - - - - - - - - - - - - - - -
8-4-9 - - - - - - - - - - - - - - - -
8-4-10 - - - - - - - - - - - - - - - -
9-4-6 8.45 10.52 11.24 3.15 10.34 11.10 2.71 4.58 0.23 3.72 0.37 0.13 0.29 0.25 0.11 0.13
9-4-7 13.69 27.16 18.95 5.80 17.8 19.04 5.12 8.76 0.31 6.61 0.58 0.22 0.51 0.36 0.14 0.24
9-4-8 - - 31.87 11.10 29.60 31.48 12.72 14.90 247.83 - 14.66 5.03 1.10 20.93 2.62 0.68
9-4-9 - - - - - - - - - - - - - - - -
9-4-10 - - - - - - - - - - - - - - - -

sont obtenus sans pré-traitement.

7 Discussion et Conclusion

Modélisation. Modéliser un problème avec des
contraintes ensemblistes et ensuite générer automati-
quement l’instance SAT correspondante est beaucoup
plus simple que d’écrire directement les instances SAT
comme avec DE ou TME. La suppression des symé-
tries est plutôt ardue dans les encodages directs, et
très simple par ajout de contraintes dans le modèle
ensembliste (un peu plus ardue par rafinement de mo-
dèle). Utiliser un formalisme de haut niveau est donc
bénéfique à la phase de modélisation : cela simplifie la
tâche, et limite les possibilités d’introduction d’erreurs
(généralement dues à la manipulation de nombreux in-
dices). L’encodage SAT est ensuite automatisé.

Instances SAT Nous avons montré que les instances
SAT générées automatiquement par notre encodage
sont de bonne qualité : 1) elles contiennent toujours
significativement moins de clauses (avec ou sans sup-
pression de symétrie, et avec ou sans propagation uni-
taire) ; 2) après propagation unitaire, elles contiennent
également moins de variables ; et 3) elles sont résolues
plus efficacement par Minisat, sans ”tuning de para-
mètres”, avec ou sans pré-traitement par SatElite.

Suppression de symétries Nous avons montré que
supprimer des symétries par ajout de contraintes au
modèle ensembliste est très simple. De plus, après
propagation unitaire, les instances SAT générées sont
beaucoup plus petites, et leur temps de résolution

est également amélioré. La suppression de symétries
par modification du modèle est encore plus béné-
fique. L’effort supplémentaire par rapport à l’ajout de
contraintes, est très bénéfique au niveau de la taille
des instances, mais juste valable en terme de temps
de résolution (ceci dépend des instances et du pré-
traitement). Ainsi, il faut mettre en balance temps de
résolution et de modélisation. La taille des instances
générées peut aussi être un facteur décisif : de plus gros
problèmes peuvent être générés par la suppression de

symétries en modifiant le modèle (voir SCESBM).

Contraintes ensemblistes en programmation
par contraintes En terme d’ensembles, l’expressivité
de notre proposition est plus ou moins similaire à celle
d’un système de programmation par contraintes tel
que [1] : c’était notre but. L’avantage de [14] ou [1],
est que les contraintes ensemblistes peuvent être mé-
langées à d’autres contraintes. Nous prévoyons aussi
l’encodage d’autres contraintes dans le futur. Dans des
sytèmes tels que [14], un solveur spécial doit être réa-
lisé (à base de réduction de domaine et d’énuméra-
tion). [2] compare des solveurs CSP ensemblistes pour
le SGP : la plupart des résultats sont obtenus par des
heuristiques de recherche (dynamiques) ou des méca-
nismes spécifiques de résolution. Notre approche est
très différente : nous ne voulons pas réaliser un sol-
veur spécifique, ni adapter ou régler un solveur exis-
tant pour résoudre efficacement nos instances SAT ;
nous voulons transformer un modèle ensembliste de
haut niveau en une instance SAT de ”bonne” qualité
(en terme de taille et résolution) qui est efficacement
résolue par un solveur SAT classique.
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En terme de résolution, l’instance 5-3-6 de notre mo-
dèle ensembliste n’est pas résolue avant le temps limite
par le solveur standard de [1], alors que son encodage
est résolu en moins d’une seconde par Minisat.

Afin de réduire encore la taille des instances SAT
générées, nous prévoyons d’ajouter un pré-traitement
(forcer une consistance locale) pour réduire les sup-
ports des ensembles. Pour le SGP, les supports sont
”minimaux”(en terme de réduction comme dans [14]).
Cependant, pour d’autres problèmes, les supports
peuvent être réduits par un processus de déduction
(sans perdre de solution), et donc, les instances SAT
générées peuvent également être plus petites. Un tel
mécanisme pourrait être équivalent à une phase de ré-
duction du système [14].

Conclusion Nous avons présenté une technique pour
l’encodage en SAT de contraintes ensemblistes : la mo-
délisation est effectuée en utilisant des contraintes en-
semblistes expressives et déclaratives qui sont ensuite
automatiquement converties en variables et clauses
SAT grâce à nos règles d’encodage ⇔enc. Cette tech-
nique a été appliquée avec succès au problème du So-
cial Golfer, et à la suppression de symétries pour ce
problème. Les avantages de notre technique sont les
suivants : 1) la modélisation est expressive, déclara-
tive et lisible. De plus, les modèles sont indépendants
du solveur et peuvent être résolus par un solveur CSP
ou SAT. 2) cette technique limite l’introduction d’er-
reurs, ce qui est fréquent avec des codages directs en
SAT ; 3) des symétries peuvent être supprimées par
le simple ajout de contraintes supplémentaires ou par
raffinement du modèle ; 4) les instances SAT qui sont
automatiquement générées sont plus petites que celles
de [16] qui sont directement écrites et ont déjà subi
des améliorations ; après propagation unitaire, nos ins-
tances contiennent également moins de variables que
celles de [16] ; 5) finalement, par rapport au temps de
résolution, nos instances du SGP automatiquement gé-
nérées sont résolues plus rapidement, avec ou sans pro-
pagation unitaire, avec ou sans suppression de symé-
tries et avec ou sans SatElite.

Nous avons appliqué notre technique à d’autres pro-
blèmes (tels que le car-sequencing, les n-reines, le su-
doku, . . .). Nous obtenons toujours des modèles très
simples et très lisibles. Les instances SAT générées
semblent également convenir parfaitement à un sol-
veur tel que Minisat.

Nous avons l’intention d’adapter notre encodage
pour d’autres domaines, tels que les domaines finis et
les séquences. Nous prévoyons également de raffiner la
notion de supports et d’intégrer un pré-traitement afin
de les réduire. Cela n’aura pas d’impact sur le modèle
du SGP que nous avons proposé, mais pour beaucoup
de problèmes, cela permettra d’obtenir des instances

SAT encore plus petites.
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Résumé

Le problème de somme coloration (MSCP) est un
problème dérivé du problème de coloration (GCP). Pour
ces deux problèmes NP-difficiles, il s’agit d’affecter une
couleur ci à chaque sommet v d’un graphe G = (V,E),
en respectant les contraintes de voisinage : deux som-
mets voisins ne peuvent avoir une couleur identique.
Pour MSCP, nous considérons qu’un poids pi est as-
socié à chaque couleur ci. Alors que GCP a pour but
de minimiser le nombre des couleurs utilisées, MSCP a
pour but de minimiser la somme des poids des couleurs
utilisées.

À travers ce papier, nous présentons et comparons
quatre méthodes exactes permettant de résoudre le pro-
blème MSCP. La première de ces méthodes est une mé-
thode de séparation et évaluation, basée sur le calcul de
bornes supérieures et inférieures. Les deux méthodes sui-
vantes consistent à transformer le graphe en une instance
MaxSAT et en une instance MinSAT, et de les résoudre
avec un solveur approprié. La dernière méthode consiste
à transformer le problème MSCP en un problème COP
et à utiliser un solveur dédié à la résolution.

Abstract

The Minimum Sum Coloring Problem (MSCP) is an
extension to the well known Graph Coloring Problem
(GCP). Both NP-hard problems consist in assigning a
color ci to each vertex v of a graph G = (V,E) while
respecting the neighborhood constraints : two adjacent
vertices cannot share a same color. For MSCP, a weight
pi is associated with each color ci. While the objective of
GCP is to minimize the number of colors, the objective
of MSCP is to minimize the sum of the color weights.

In this paper, we propose and compare four methods
to solve MSCP. The first one is a Branch-and-Bound me-
thod which uses upper and lower bounds to reduce search
space. The second, the third and the fourth methods en-
code MSCP instances into a MaxSAT , MinSAT and

COP instance respectively, and solve these instances
with dedicated solvers.

1 Introduction

Le problème de coloration de graphe (Graph
Coloring Problem GCP) est un problème majeur en
optimisation combinatoire. De nombreuses études ont
été menées autour de ce problème NP-difficile [7].
Les méthodes proposées pour résoudre ce problème
sont multiples et se divisent en deux catégories,
les méthodes exactes et les méthodes approchées.
Les méthodes exactes visent à fournir une solution
optimale au problème, elles regroupent les méthodes
de Branch-and-Bound (e.g. [22]), de décomposition
de graphe (e.g. [20]), mais aussi les formulations sous
forme de problème SAT [26]. Les méthodes appro-
chées fournissent une borne supérieure ou inférieure
au problème et rassemblent les algorithmes gloutons
comme le célèbre DSATUR [5] et des heuristiques
et méta-heuristiques [24, 8, 19]. Dans la littérature
ces méthodes sont généralement testées sur des
benchmarks de référence comme DIMACS et COLOR
[6, 10].
Le problème de somme coloration minimale d’un
graphe (Minimal Sum Coloring Problem MSCP) est
un problème dérivé de GCP qui fut introduit en
1989 par Kubicka et Schwenk [14]. Les principaux
résultats publiés sur MSCP montrent des propriétés
structurelles relatives aux familles de graphes pour
lesquelles il existe des algorithmes efficaces et des
bornes théoriques [11, 1, 21, 3]. Des études plus
récentes proposent des heuristiques [18] et méta-
heuristiques [25, 12, 4, 23] qui fournissent des bornes
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pour les instances ci-dessus citées.

Les travaux que nous reportons dans cet article,
portent principalement sur une approche exacte pour
le problème MSCP, dédiées donc à produire une
solution optimale pour ce problème. Nous proposons
une méthode de Branch-and-Bound basée sur l’élabo-
ration de bornes supérieures et inférieures pertinentes,
et un encodage du problème MSCP en une instance
MaxSAT , MinSAT et COP . Nous analysons et
comparons ensuite ces quatre méthodes exactes pour
MSCP. Les résultats ont été obtenus sur des instances
structurées des benchmarks de référence et sur des
graphes aléatoires.

Ce papier est organisé de la façon suivante :
Dans la section 2 nous donnons une définition for-
melle des problèmes GCP et MSCP. Dans la section 3,
nous présentons le calcul de bornes inférieures (LB).
Dans la section 4, nous présentons la transformation
d’un problème MSCP en un problème MaxSAT puis
en un problème MinSAT et pour terminer cette
section, en un problème COP . Enfin dans la section 5,
nous comparons le temps de réponse de ces différentes
méthodes sur un ensemble d’instances.

2 Problème de somme coloration

2.1 Définitions préliminaires

Soit un graphe non orienté G=(V,E) où V est l’en-
semble des sommets (|V | = n) et E ⊆ V ×V l’ensemble
des arêtes (|E| = m). Le voisinage N (v) d’un sommet
v ∈ V est défini comme suit : N (v) = {u ∈ V | (v, u) ∈
E}. Le degré d’un sommet v est le nombre de sommets
voisins de v, nous le notons d(v). Le degré du graphe
G est ∆(G) = max{d(v);∀v ∈ V }. Un sous-graphe
induit G′ = (V ′, E′) de G=(V,E) est un graphe tel
que V ′ ⊆ V et ∀(u, v) ∈ E si u ∈ V ′ et v ∈ V ′ alors
(u, v) ∈ E′. Une clique C = (Vc, Ec) d’un graphe G est
un sous-graphe induit complet de G, tel que si u ∈ Vc
et si v ∈ Vc alors (u, v) ∈ E.

2.2 Coloration et somme coloration

Une coloration du graphe est une fonction c : V 7→
{1, 2, . . . , k} qui associe à chaque sommet v ∈ V une
couleur c(v) représentée ici par un entier naturel. Une
coloration est dite valide, si ∀(u, v) ∈ E, c(u) 6= c(v).
Nous notons X = X1, X2, . . . , Xk une coloration de G,
avec Xi = {v ∈ V | c(v) = i}, nommée classe couleur
i.

GCP a pour objectif de trouver une coloration
valide du graphe, en utilisant un nombre minimal

de couleurs. Ce nombre minimal est appelé nombre
chromatique du graphe et ce nombre est appelé χ(G).
Nous notons qu’une clique de nc sommets requiert nc
couleurs.

Pour MSCP , à chaque couleur i est associé un poids
pi. A une coloration donnée X du graphe, correspond
donc un poids P (X) égal à la somme des poids des
couleurs utilisées par X.

P (X) = p1 × |X1|+ p2 × |X2|+ . . .+ pk × |Xk|

MSCP consiste à trouver une coloration valide dont
la somme des poids associés est minimale. Nous no-
tons Σ(G) cette somme, appelée somme chromatique
du graphe.

Σ(G) = min{P (X) | X est une coloration valide deG}
Kubicka et Schwenk [14] ont démontré que MSCP

est un problème NP-difficile. Le plus petit nombre
de couleurs utilisées pour colorier le graphe G dans
une solution optimale pour MSCP est appelé force du
graphe et noté s(G).

Comme les classes de couleur Xi forment des en-
sembles de sommets deux à deux indépendants, il est
possible d’échanger deux couleurs ci et cj , sans atten-
ter à la validité de la coloration. Nous noterons X ′ =
Exch(i,j)(X) la coloration obtenue par un tel échange.
Nous parlons alors de colorations symétriques (X ′ est
symétrique à X). Néanmoins, les colorations corres-
pondantes n’auront pas forcément un même poids as-
socié. Nous définirons donc une relation de dominance
entre les colorations afin d’éviter l’énumération de co-
lorations symétriques. Sans perte de généralité nous
pouvons considérer que : ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k} si i < j
alors pi < pj .

Définition 1 Une coloration X ′ est dite dominée
par une coloration X si ∃ ci, cj, telles que X ′ =
Exch(i,j)(X) et P (X) ≤ P (X ′).

Propriété 1 La coloration Xθ = X1, X2, . . . , Xk

pour laquelle est vérifiée |X1| ≥ |X2| ≥ . . . ≥ |Xk|
domine toutes les colorations X ′ symétriques à Xθ.
Xθ est la coloration dominante de sa classe.

Dans la suite de cette étude, comme dans la majorité
des travaux de la littérature nous considèrerons que :
∀i, pi = i. A la couleur ci correspondra donc le poids
i. Il est immédiat de trouver la coloration dominante
Xθ à partir d’une coloration quelconque du graphe : il
suffit d’ordonner les classes de couleurs suivant l’ordre
décroissant de leur cardinalité. Donc, quelque soit la
méthode employée pour trouver une coloration valide,
nous nous rapportons toujours à la coloration Xθ lors
de l’évaluation d’une solution.
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2.3 Propriétés

Nous pouvons trouver dans la littérature quelques
résultats théoriques et structurels relatifs à MSCP
[11, 3, 1, 21]. Celui qui nous intéresse plus particuliè-
rement, fournit une borne supérieure et une borne in-
férieure théoriques, nous permettant de diminuer l’es-
pace de recherche dans la résolution de MSCP . Alavi
et al [1] ont ainsi démontré que pour un graphe com-
posé de m arêtes, la somme chromatique est encadrée

comme suit : d
√

8me ≤ Σ(G) ≤ b 3(m+1)
2 c. De plus Ma-

lafiejski [21] montre que la force du graphe est bornée
par le degré du graphe plus un : s(G) ≤ ∆(G)+1. Pour
la suite, nous utilisons ces bornes pour l’initialisation
de la borne inférieure et pour l’initialisation du nombre
de couleurs à considérer dans le Branch-and-Bound et
dans la formulation SAT et COP de MSCP . Nous no-
tons que même si le nombre chromatique d’un graphe
est connu, nous ne pouvons nous limiter à ce nombre
dans l’exploration de l’espace des solutions. La figure
1 illustre bien cette particularité. En effet, pour cet
arbre de 8 sommets et 7 arêtes, dont le nombre chro-
matique est trivialement 2, il est nécessaire d’utiliser 3
couleurs pour obtenir la somme chromatique. De ma-
nière générale, s(G) peut être très éloigné de χ(G), et
l’espace des solutions de MSCP peut être plus compli-
qué à explorer que celui de GCP [13].

a1

b1

c1

d
2

e
1

f 2

g 2

h 2

a1

b1

c1

d
2

e
3

f 1

g 1

h 1

P (X)=12

X(G) = 2

Σ(G) = 11

s(G) = 3

Figure 1 – Comparaison des solutions optimales pour
GCP et MSCP

3 Branch-and-Bound pour MSCP

Nous présentons dans ce paragraphe une méthode
de Branch-and-Bound (Séparation et Evaluation),
pour la résolution exacte de MSCP . L’exploration
complète de l’ensemble des solutions pourrait se re-
présenter par un arbre de coloration comme le montre
la figure 3 pour le cas d’une coloration du graphe de
la figure 2. Chaque noeud de l’arbre correspond à un
sommet du graphe et chaque arête pendante à une
assignation de couleur pour le sommet correspondant.
Le principe de la méthode développée, consiste à
séparer l’ensemble des solutions en plusieurs sous-
ensembles de solutions représentés par les différents

noeuds, et à évaluer en chaque noeud la pertinence
de continuer à explorer ce sous-ensemble de solutions.
Les critères de séparation et évaluation employés sont
décrits ci-dessous.

Séparation. Comme dans la majorité des méthodes
énumératives, notre séparation de l’espace des solu-
tions se fait par l’assignation d’une couleur à un som-
met. Les couleurs sont comprises entre 1 et ∆(G) +
1 comme mentionné dans le paragraphe précédent.
Toute branche de longueur n, le nombre de sommets,
correspond à une coloration X valide dont le poids
associé est celui de la coloration dominante Xθ (cf.
propriété 1). En chacun des noeuds, nous devons dis-
poser de l’ensemble des couleurs disponibles pour le
sommet correspondant, afin de séparer en autant de
sous-ensembles. Pour plus de clarté dans la suite de
l’exposé, nous convenons que la séparation relative au
sommet vi est effectuée au niveau i de notre arbores-
cence (cf. figure 3).

a b

c

Figure 2 – Graphe

a

b b b

c c c c c c

21 3

1 232 1 3

1 2 1323

Figure 3 – Arbre de coloration pour k = 3 du graphe
de la figure 2

Evaluation. Il nous est nécessaire pour cet évalua-
tion de maintenir à jour une borne supérieure globale
UB ainsi qu’une borne inférieure LB, relative au
sous-ensemble de solutions représenté par le noeud en
cours d’évaluation. Initialement ces bornes sont res-
pectivement UBDSATUR et d

√
8me. UBMDSATUR est

une borne supérieure calculée à partir de l’algorithme
glouton MDSATUR [18]. S’il s’avère lors de l’évalua-
tion d’un noeud, que LB ≥ UB, alors la branche est
coupée, l’exploration de ce sous-ensemble de solutions
est abandonnée, car toutes les solutions X contenues
dans ce sous-ensemble verifient P (X) ≥ UB.

Borne supérieure : Si une branche complète de
l’arbre a pu être développée, elle correspond à une
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coloration complète et valide X du graphe, et si
UB ≥ P (Xθ), alors la borne supérieure UB est mise
à jour (UB ← P (Xθ)).

Borne inférieure : La performance de cet algorithme
repose également sur la qualité de la borne inférieure
LB calculée en chaque noeud. Si nous considérons que
nous nous trouvons au niveau i de l’arborescence, les
sommets v1, v2, . . . , vi−1 ont une couleur qui leur a été
préalablement assignée. Dans ce cas une borne infé-
rieure triviale, LB1, peut être déterminée en considé-
rant par défaut que les n− i+ 1 sommets non coloriés,
le sont avec leur plus petite couleur disponible, notée
ppcdispo(vi). La valeur de cette borne est alors calcu-
lée comme suit :

LB1 =
i−1∑
t=1

c(vt) +
n∑
t=i

ppcdispo(vt)

L’intérêt d’une telle borne est sa faible compléxité
(O(n)), mais beaucoup trop de contraintes (les arêtes
entre les sommets non coloriés) sont relâchées dans le
calcul de LB1 qui n’est donc pas très efficace dans la
phase d’évaluation.

Nous proposons une borne inférieure préservant
d’avantage les contraintes de voisinage du problème.
Pour calculer cette borne, nous décomposons la par-
tie du graphe non colorié noté G̃ = (Ṽ , Ẽ), en une
partition de cliques C1, C2, . . . , Cl telle que ∀i, j Ci ∩
Cj = ∅ et ∀u∈G̃, ∃Ci tq. u∈Ci. Pour obtenir une
telle décomposition, nous utilisons un algorithme glou-
ton CliquePart détaillé dans l’algorithme 3. Cet al-
gorithme traite les sommets suivant un ordre fixe.
Après avoir testé expérimentalement différents cri-
tères, nous avons choisi d’ordonnancer ces sommets
suivant l’ordre croissant de leur degré. Chacune des
cliques est alors coloriée en fonction des couleurs dis-
ponibles des sommets qui la composent. Nous notons
Plb(Ci) la somme associée à la clique Ci. Considé-
rons l’ensemble de toutes les couleurs disponibles d’une
clique Ci : Disp(Ci) =

⋃
v∈Ci

{Dispo(v)} et posons

|Ci| = αi. Alors la somme des αi plus petites cou-
leurs disponibles (Plb(Ct)) est une borne inférieure de
la somme chromatique de la clique Ci. Par extension,
la borne inférieure LB2 est alors calculée comme suit :

LB2 =
i−1∑
t=1

c(vt) +
l∑
t=1

Plb(Ct)

L’algorithme récursif BBMSCP (cf. algorithme 1)
synthétise l’ensemble de la méthode de séparation et
évaluation présentée dans cet article. Dans cet algo-
rithme, le paramètre G désigne le graphe non encore
colorié, S la somme des couleurs assignées et UB la

Algorithme 1 : BBMSCP(G,S,UB)

Input : G = (V,E)
S somme des couleurs assignées
UB borne supérieure

Output : Σ(G) la somme chromatique
1 begin
2 if | V |= ∅ then
3 return S;

4 Choisir v un sommet de G ;
5 Disp(v) := liste des couleurs disponibles de v
6 foreach c ∈ Disp(v) telle que S + c 6 UB

do
7 foreach u ∈ N (v) do
8 Disp(u) := Disp(u) \ {c}
9 if LB2(G \ v) + S + c < UB then

10 UB :=BBMSCP(G \ v,S + c, UB);

11 foreach u ∈ N (v) do
12 Disp(u) := Disp(u) ∪ {c}

13 return UB;

Algorithme 2 : LB2(G)

Input : G = (V,E)
Output : lb une borne inférieure de Σ(G)

1 begin
2 lb← 0;
3 Décomposer G en une partition de cliques

C1, C2, . . . , Cl;
4 foreach Ci do
5 Disp(Ci) :=

⋃
v∈Ci

Dispo(v)

6 foreach x := 1 to |Ci| do
7 cmin := MIN{c | c ∈ Disp(Ci)}
8 lb := lb+ cmin
9 Disp(Ci) := Disp(Ci) \ {cmin}

10 return lb;
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Algorithme 3 : CliquePart(G)

Input : G = (V,E)
Output : P une partion en cliques de G

1 begin
2 P = ∅;
3 while G n’est pas vide do
4 v ← le plus petit sommet de G;
5 G← G\{v};
6 if Il existe une clique C dans P tel que v

est connecté à tous les sommets de C then
7 insérer v dans C;

8 else
9 créer une nouvelle clique C;

10 insérer v dans C;
11 P :=P ∪ {C};

12 return P ;

meilleure borne supérieure rencontrée. Le premier ap-
pel sera donc BBMSCP (G, 0, UBMDSATUR). L’algo-
rithme LB2 (cf. algorithme 2) donne les détails du
calcul de la borne inférieure proposée dans ce para-
graphe, basée sur le partitionnement en cliques de la
partie du graphe non encore colorié.

4 Résolution par codage de MSCP en
SAT et COP

4.1 Préliminaire

4.1.1 SAT

Le problème SAT est un problème issu de la lo-
gique propositionnelle qui consiste à tester si une
formule F sous forme normale conjonctive (CNF )
possède une interprétation I satisfaisant toutes les
clauses F . Cependant, le problème SAT n’est pas suf-
fisant pour modéliser un problème d’optimisation tel
que le problème MSCP . En effet, il est nécessaire
de considérer le problème weighted partial MaxSAT
ou le problème dual weighted partial MinSAT. Le
problème weighted partial MaxSAT est une exten-
sion du problème MaxSAT, respectivement, le pro-
blème weighted partial MinSAT est une extension
du problème MinSAT. Ces deux problèmes sont
des formules CNF constituées de clauses dures et
de clauses souples (voir exemple 1). Dans le cas
d’un problème weighted partial MaxSAT, le but est
de trouver une affectation qui satisfasse toutes les
clauses dures en maximisant la somme des poids des
clauses souples satisfaites. Pour le cas du problème
weighted partial MinSAT, l’objectif est de déterminer
une affectation qui satisfasse toutes les clauses dures

tout en minimisant la somme des poids des clauses
souples satisfaites.

Exemple 1 Soit une formule F bien formée pour
le problème weighted partial MaxSAT composée des
clauses {(C1,∞), (C2,∞), (C3, 3), (C4, 5)}, C1=x ∨
y,C2=¬x ∨ y, C3=x et C4 = ¬x où C1 et C2 sont
des clauses dures, et C3 et C4 sont clauses souples.
L’interprétation {x = faux, y = vrai} est une so-
lution optimale du problème weighted partial MaxSAT
contrairement à l’interprétation {x = vrai, y =
vrai} qui est une solution optimale pour le problème
weighted partial MinSAT.

4.1.2 COP

Le problème de satisfaction de contraintes (CSP) a
pour objectif de déterminer s’il existe une instancia-
tion des variables telle que toutes les contraintes du
problème soient satisfaites. Le formalisme simple de
CSP permet de faciliter la modélisation de nombreux
problèmes. Un CSP est défini par un triplet (X,D,C ),
où X est un ensemble fini de variables {x1, x2, ..., xn},
D est l’ensemble des domaines associés à chaque va-
riable du problème {dom(x1), dom(x2), ..., dom(xn)}
et C est un ensemble fini de contraintes {c1, c2, ..., cm}.
Une contrainte ci ∈ C est une relation portant sur
un ensemble de variables appartenant à X. Le pro-
blème d’optimisation sous contraintes (COP ) est une
extension du problème de satisfaction de contraintes
(CSP ) auquel est associé une fonction objectif F :
Dx1

× Dx2
× ... × Dxn

→ N. Une solution optimale
du CSP est un solution qui minimise ou maximise
la fonction objectif tout en respectant l’ensemble de
contraintes C. Un COP est donc défini par un qua-
druplet (X,D,C,F ).

4.2 Codages de MSCP

4.2.1 vers SAT

À travers cette section, nous présentons le pas-
sage d’un problème MSCP vers un problème
weighted partial MaxSAT et weighted partial MinSAT.
Les variables booléennes xai du codage SAT sont dé-
finies comme suit :

xai =





1 si nous colorions le sommet a
avec la couleur i

0 sinon

Les clauses dures du problème weighted partial Max-
SAT sont identiques à celles du problème weighted par-
tial MinSAT. L’ensemble des clauses dures correspond
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à l’ensemble des contraintes du problème GCP. Ces
dernières sont les suivantes :

— Attribuer à un sommet quelconque une couleur
1, 2..., k (1) :

xa1 ∨ xa2 ∨ ... ∨ xak

— Un sommet quelconque ne peut posséder qu’une
seule couleur (2) :

¬xai ∨ ¬xaj pour tout i 6= j

— Deux sommets voisins a et b ne peuvent pas être
coloriés de la même façon (3) :

¬xai ∨ ¬xbi pour tout i

Le nombre de clauses dures ainsi générées est :

n︸︷︷︸
(1)

+ (n×
(
k

2

)
)

︸ ︷︷ ︸
(2)

+ (m× k)︸ ︷︷ ︸
(3)

L’ensemble des clauses souples est un ensemble
de clauses unitaires correspondant aux sommets
et aux couleurs. Chaque clause souple est pon-
dérée selon un poids. Dans le cas du problème
weighted partial MaxSAT, nous souhaitons maximiser
la somme des poids des clauses souples satisfaites,
contrairement au problème weighted partial MinSAT
qui a pour objectif de minimiser la somme des poids
des clauses souples satisfaites. Dans les deux cas, le
nombre de clauses souples générées est de :

(n× k)

La réécriture d’une instance MSCP génère une
CNF de complexité spatiale en O(n× k2 +m× k).

Exemple 2 Si nous prenons le graphe de la figure 1,

pour k = 3, l’instance générée est la suivante :

clauses dures : xa1 ∨ xa2 ∨ xa3
xb1 ∨ xb2 ∨ xb3
xc1 ∨ xc2 ∨ xc3
¬xa1 ∨ ¬xa2
¬xa1 ∨ ¬xa3
¬xa2 ∨ ¬xa3
¬xb1 ∨ ¬xb2
¬xb1 ∨ ¬xb3
¬xb2 ∨ ¬xb3
¬xc1 ∨ ¬xc2
¬xc1 ∨ ¬xc3
¬xc2 ∨ ¬xc3
¬xa1 ∨ ¬xb1
¬xa2 ∨ ¬xb2
¬xa3 ∨ ¬xb3
¬xa1 ∨ ¬xc1
¬xa2 ∨ ¬xc2
¬xa3 ∨ ¬xc3
¬xb1 ∨ ¬xc1
¬xb2 ∨ ¬xc2
¬xb3 ∨ ¬xc3

weighted partial MaxSAT (encodage 1)

clauses souples : xa1 3
xa2 2
xa3 1
xb1 3
xb2 2
xb3 1
xc1 3
xc2 2
xc3 1

weighted partial MinSAT (encodage 1)

clause souples : ¬xa1 3
¬xa2 2
¬xa3 1
¬xb1 3
¬xb2 2
¬xb3 1
¬xc1 3
¬xc2 2
¬xc3 1

Dans l’instance MaxSAT et l’instance MinSAT, un
poids plus grand est associé à une clause souple cor-
respondant à une couleur plus petite, pour que le
solveur MaxSAT (MinSAT) la satisfasse (falsifie) en
priorité. En effet, la satisfaction (falsification) d’une
clause souple dans MaxSAT (MinSAT) signifie l’affec-
tation de la couleur correspondante au sommet cor-
respondant. Par exemple, la satisfaction de la clause
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x11 dans MaxSAT signifie l’affectation de la couleur
1 au sommet 1, de même que la la falsification de la
clause ¬x11 dans MinSAT. À noter que la seule diffé-
rence entre le codage MinSAT et le codage MaxSAT
est le signe des clauses souples. Comme nous allons
voir, cette petite différence a un très grand impact
dans la résolution de MSCP. En effet, la résolution
MinSAT repose sur le calcul d’une borne supérieure
détectant les clauses souples ne pouvant être falsifiées
en même temps. Avec cet encodage, nous observons
par exemple que les clauses souples ¬xa1 et ¬xa2 ne
peuvent être falsifiées au même moment car la clause
dure ¬xa1 ∨ ¬xa2 serait violée. À travers cet exemple
nous pouvons donc observer que le codage MinSAT
permet une meilleure prise en considération des spéci-
ficités de l’instance MSCP . Un autre encodage valide
MinSAT et MaxSAT est d’utiliser le même ensemble
de clauses dures et de coder l’ensemble des clauses
souples de la façon suivante :

Exemple 3

weighted partial MaxSAT (encodage 2)

clause souples : ¬xa1 1
¬xa2 2
¬xa3 3
¬xb1 1
¬xb2 2
¬xb3 3
¬xc1 1
¬xc2 2
¬xc3 3

weighted partial MinSAT (encodage 2)

clause souples : xa1 1
xa2 2
xa3 3
xb1 1
xb2 2
xb3 3
xc1 1
xc2 2
xc3 3

Il apparâıt clairement que ce codage n’est pas du
tout adapté au problème MinSAT. En effet, contrai-
rement au codage précédent il est seulement possible
d’en déduire que seules les clauses souples xa1, xa2 et
xa3 ne peuvent être falsifiées simultanément. Le cal-
cul de la borne supérieure s’en trouve dégradé. Il est à
noter que pour le problème MaxSAT, le choix de l’en-
codage 2 est plus efficace. Une raison est le fait de la
proximité de la lower bound et l’upper bound durant

la résolution de MaxSAT [15]. Dans la suite de ce pa-
pier, l’encodage 1 est utilisé pour la transformation de
MSCP en un problème MinSAT et l’encodage 2 est
utilisé pour la transformation de MSCP en un pro-
blème MaxSAT .

4.2.2 vers COP

Pour transformer un problème de somme coloration
en COP il est dans un premier temps nécessaire de dé-
terminer l’ensemble des variables deX, puis l’ensemble
des domaines de chaque variable, et enfin déterminer
les différentes contraintes liées au problème MSCP .
Nous définissons donc le COP de la façon suivante :

— X={v1, v2, ..., vn} chaque variable vi correspond
à un sommet du graphe ;

— dom(v1)=dom(v2)=...=dom(vn)={1,2,...,k} cor-
respond au différentes couleurs possibles ;

— Si vi et vj sont deux sommets du graphe tel que
(vi, vj)∈ E alors cij ∈ C et nous définissons cij :
vi 6= vj ;

— La fonction objectif à minimiser : F =
n∑

i=1

vi.

La réécriture d’une instance MSCP génère un CSP
de complexité spatiale en O(n+m).

Exemple 4 Si nous prenons le graphe de la figure 1,
pour un k valant 3, le COP (X,D,C) générée est la
suivante :

— X={a,b,c} ;
— dom(a)=dom(b)=dom(c)={1,2,3} ;
— C={cab, cac, cbc} ;
— minimiser F = a+ b+ c.

5 Resultat

Nous avons mené nos expérimentations sur un
processeur Intel Westmere Xeon E7-8837 de 2.66GHz.
Comme il s’agit du tout début de nos travaux, les
seules instances que nous avons utilisées sont des
graphes aléatoires et quelques instances issues de
COLOR [10] et DIMACS [6].

Les graphes aléatoires sont des instances de taille et
de densité variables. Un graphe aléatoire est construit
de la façon suivante : la densité d d’un graphe aléatoire
est comprise entre 0.1 et 0.9. Pour chaque couple u, v
de sommets, l’arête (u, v) est ajoutée au graphe avec
la probabilité d. Les graphes structurés ont été utili-
sés comme Benchmark lors du ”computational sympo-
sium” [10] et lors du deuxième challenge DIMACS [6].
Ils correspondent à des applications modélisés par des
graphes.
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5.1 Résultats expérimentaux

Nous comparons les méthodes suivantes :

— BBMSCP : l’algorithme de Branch-and-Bound
que nous proposons dans ce papier ;

— MaxSatz [16] : nous avons utilisé la version de ce
solveur de weighted partial MaxSAT qui a parti-
cipé à l’évaluation de MaxSAT de 2009 ;

— ISAC [2] : nous avons utilisé la version de ce sol-
veur de weighted partial MaxSAT qui a participé
à l’évaluation de MaxSAT de 2013 ;

— MinSatz [17] : nous avons utilisé la version
weighted partial MinSAT de 2013 ;

— Choco3 [9] : nous avons utilisé la version 3.3.0.

Le tableau 1 synthétise l’ensemble des résultats
expérimentaux obtenus pour un ensemble d’instances
aléatoires, tandis que le tableau 2 présente les résultats
pour les instances structurées. Sont représentés dans
les différentes colonnes, N le nombre de sommets, M
le nombre d’arêtes, Σ(G) la somme chromatique et
pour BBMSCP, MaxSatz, ISAC, MinSatz et Choco3
les temps d’exécution de chaque solveur en secondes.
Si après 1 heure d’exécution la methode n’est pas
terminée, le processus est stoppé (N/A).

Ces résultats préliminaires montrent l’efficacité des
solveurs weighted partial MinSAT et weighted partial
MaxSAT dans la résolution du problème MSCP ,
notamment le solveur ISAC. Une première explication
est que pour couper les branches, ces solveurs utilise
une borne calculée en exploitant des raisonnements
propositionnels comme les règles de référence et
la propagation unitaire en prenant en compte des
relations entre les clauses souples. Pour permettre
une exploitation optimale de la borne supérieure de
MinSAT et la borne inférieure de MaxSAT , il est
nécessaire d’adapter le codage de l’instance MinSAT
et MaxSAT . Cette remarque est confirmée par le ta-
bleau 3. Celui-ci contient les résultats expérimentaux
obtenus de ces deux encodages (cf exemple 2 et 3)
pour un ensemble d’instances aléatoires en utilisant
les solveurs MinSatz, MaxSatz et ISAC.

Nous pouvons observer que les résultats confirment
l’importance majeure du choix de l’encodage pour la
résolution de MaxSAT et MinSAT . Ces résultats
nous montrent que l’efficacité de la résolution d’un
problème ne dépend pas uniquement du solveur,
mais également du choix de l’encodage du problème.
Nous notons que le solveur MinSatz n’est pas adapté
pour la résolution de problèmes de grande taille,

car le nombre maximum de clauses souple est limité
à 10000. Ceci est dû à l’utilisation d’une matrice
adjacente implémentée dans le solveur MinSatz. Nous
allons remédier à ce problème dans la prochaine
amélioration de MinSatz.

Malgré le peu de différence entre le codage d’une
instance MaxSAT et d’une instance MinSAT ,
nous observons que le problème MinSAT peut être
pertinent dans la résolution de certains problèmes.
Nous notons que la complexité spatiale du codage
de MSCP en CNF est quadratic en nombre de
couleurs, et que cette complexité est linéaire pour le
codage de MCSP en COP . Cependant, les tableaux
1 et 2 montrent des résultats peu encourageant pour
la résolution de MSPC par COP .

Nous pouvons également voir que le solveur BBM-
SCP, première ébauche de nos travaux, reste compé-
titif. En effet, le nombre d’instances résolues par le
solveur BBMSCP est supérieur à celui des instances
résolues par Choco3, et il possède un temps de ré-
solution comparable aux solveurs MaxSatz, ISAC et
MinSatz.

6 Conclusion

À travers cet article, nous avons présenté MSCP et
proposé différentes méthodes exactes de résolution.
La première méthode se base sur un algorithme de
branch-and-bound (BBMSCP ), pour lequel les pre-
miers résultats montrés sont prometteurs. BBMSCP
est à notre connaissance le premier solveur exact dédié
à la résolution de MSCP . Les résultats obtenus nous
encouragent à développer de nouvelles bornes et de
nouveaux types de branchement pour BBMSCP, afin
d’en augmenter l’efficacité sur les instances de plus
grande taille. Nous avons également proposé un co-
dage sous forme de problème weighted partial MinSAT
et weighted partial MaxSAT, et remarqué qu’ils sont
particulièrement adapté pour la résolution de MSCP.
Une piste très prometteuse serait de combiner l’ex-
ploitation des structures des graphes et des bornes de
BBMSCP avec la puissance de raisonnement logique
de ces solveurs dans la résolution de MSCP .

Remerciements : Nous remercions sincèrement les
reviewers pour leurs remarques constructives qui nous
ont permis d’améliorer la présentation de nos travaux.
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BBMCP MaxSatz ISAC MinSatz Choco3
Instances N M Σ(G) Temps Temps Temps Temps Temps
S10A23 10 23 20 0 0 0 0 30
S10A40 10 40 34 0 0 0 0 48
S10A5 10 5 14 0 0 0 0 3

S20A100 20 100 55 10 126 0 172 N/A
S20A19 20 19 27 0 0 0 0 2
S20A50 20 50 39 0 0 0 0 74
S20A75 20 75 52 8 144 0 18 N/A
S20A95 20 95 50 3 29 0 32 307
S25A100 25 100 63 96 1051 0 150 N/A
S25A30 25 30 40 0 0 0 0 25
S30A100 30 100 65 105 242 0 22 N/A
S30A44 30 44 48 0 0 0 0 1551
S35A60 35 60 60 54 2 0 0 N/A

Table 1 – Comparaison du temps d’exécution en secondes nécessaire à la détermination de la somme chroma-
tique d’un pool d’instances aléatoires.

BBMCP MaxSatz ISAC MinSatz Choco3
Instances N M Σ(G) Temps Temps Temps Temps Temps

1FI3 30 100 54 2 9 0 2 707
miles250.col 128 387 334 N/A 2 0 0 N/A
miles500.col 128 1170 715 N/A 20 0 0 N/A
myciel3.col 11 20 21 0 0 0 0 3
myciel4.col 23 71 45 0 9 0 0 1944

queen5 5.col 25 160 75 3036 N/A N/A N/A N/A

Table 2 – Comparaison du temps d’exécution en secondes nécessaire à la détermination de la somme chroma-
tique d’un pool d’instances structurées.
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MinSatz MaxSatz ISAC
Encodage 1 Encodage 2 Encodage 1 Encodage 2 Encodage 1 Encodage 2

Instances N M Σ(G) Temps Temps Temps Temps Temps Temps
S10A23 10 23 20 0 0 0 0 0 0
S10A40 10 40 34 0 15 0 0 0 0
S10A5 10 5 14 0 0 0 0 0 0

S20A100 20 100 55 172 N/A N/A 126 N/A 0
S20A19 20 19 27 0 2213 0 0 0 0
S20A50 20 50 39 0 N/A 8 0 0 0
S20A75 20 75 52 18 N/A 1372 144 N/A 0
S20A95 20 95 50 32 N/A N/A 29 N/A 0
S25A100 25 100 63 150 N/A N/A 1051 N/A 0
S25A30 25 30 40 0 N/A 0 0 0 0
S30A100 30 100 65 22 N/A N/A 242 N/A 0
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tique d’un pool d’instances aléatoires entre l’encodage du problème MinSAT 1 et 2.

[14] E. Kubicka and A.J. Schwenk. An introduction
to chromatic sums. In CSC’89 : Proceedings of
the 17th conference on ACM Annual Computer
Science Conference, pages 39–45, New York, NY,
USA, 1989. ACM.

[15] C.M. LI, F. Manya, and J. Planes. Exploiting unit
propagation to compute lower bounds in branch
and bound maxsat solvers. In CP 05 : Proceedings
of the 11st international conference on Principles
and Practice of Constraint Programming, pages
403–414, Sitges, SPAIN, 2005.
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Résumé

Cet article est un résumé en français de [5]. Les
contraintes table sont très utiles pour la modélisation
de problèmes combinatoires complexes en Program-
mation par Contraintes (PPC). Elles sont un moyen
universel de représentation, mais malheureusement,
la taille des tables peut grandir de manière exponen-
tielle. Dans [5], nous proposons la possibilité d’intro-
duire des contraintes arithmétiques simples au niveau
des entrées des tables. Les tuples classiques de va-
leurs sont, dès lors, remplacés par des smart tuples. Il
est possible de voir les contraintes smart table comme
des combinaisons logiques de contraintes arithmé-
tiques simples. Cette nouvelle forme de tuples permet
un encodage compact de nombreuses contraintes, in-
cluant une douzaine de contraintes globales connues.
Dans [5], nous montrons également comment, avec
la seule exigence d’acyclicité des smart tuples, un al-
gorithme de filtrage de cohérence d’arc (généralisée)
peut être conçu. Les expériences réalisées montrent
que la contrainte table smart est un outil générique
prometteur pour la PPC.

Les contraintes table donnent explicitement la liste des
tuples acceptés (ou interdits). Cette liste est appelée la
table de la contrainte. Ces contraintes peuvent théorique-
ment encoder n’importe quelle contrainte (d’une certaine
manière, on peut les qualifier de contraintes universelles).
Malheureusement, la taille des tables peut augmenter ex-
ponentiellement avec l’arité des contraintes, ce qui repré-
sente un problème de taille. Parmi les solutions propo-
sées à ce problème, deux d’entre elles correspondent à
une modification de la définition des tuples. Il s’agit des
tuples compressés [3, 6, 8] et des supports courts appli-
qués aux contraintes table [2]. Les tuples compressés per-
mettent de remplacer certaines valeurs par des ensembles ;
un tuple compressé représente alors le produit cartésien
des différents ensembles impliqués. Les supports courts
appliqués aux contraintes table permettent de ne spéci-
fier aucune valeur pour certaines variables au niveau d’un

tuple ; une variable non spécifiée pouvant prendre n’im-
porte quelle valeur de son domaine. Dans [5], nous pro-
posons de généraliser ces deux approches en introduisant,
au niveau des entrées de tables, des contraintes arithmé-
tiques simples. Ces tuples sont appelés smart tuples et
les contraintes table sur des smart tuples, des contraintes
smart table. Par exemple, l’ensemble des tuples {(1, 2, 1),
(1, 3, 1), (2, 2, 2), (2, 3, 2), (3, 2, 3), (3, 3, 3)} pour les va-
riables {x1, x2, x3} dont les domaines sont {1, 2, 3} peut
être représenté par le smart tuple suivant :

x1 x2 x3
= x3 ≥ 2 ∗

ou, sous une forme équivalente par (x1 = x3, x2 ≥ 2).
Une étoile dans la forme tabulée signifie que la variable
peut prendre n’importe quelle valeur de son domaine, si
elle n’est pas contrainte ailleurs (ce qui n’est pas le cas
dans l’exemple).

Il est à noter que les smart tuples peuvent être vus
comme une disjonction de conjonctions de contraintes
arithmétiques simples. Les combinaisons logiques de
contraintes ont été largement étudiées dans la littérature.
L’originalité de l’approche présentée dans ce papier est
que la forme des smart tuples (disjonctions de conjonc-
tions, conjonctions formant des réseaux acycliques) per-
met de définir un algorithme de filtrage efficace pour obte-
nir la cohérence d’arc généralisée (GAC). Les contraintes
smart table peuvent être perçues comme un sous ensemble
de l’algèbre logique définie dans [1]. Les règles de fil-
trage pour contraintes smart table sont d’ailleurs directe-
ment dérivées de celles présentées dans [1]. La restriction
aux disjonctions de conjonctions est motivée par un désir
de garder la sémantique des contraintes smart table proche
de celle des contraintes table classiques. La restriction aux
conjonctions acycliques est une nécessité pour pouvoir uti-
liser les règles de filtrage de [1] et garantir l’obtention de
GAC de manière efficace.
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1 Définition de la contrainte smart table

Une contrainte smart table est définie par un en-
semble de smart tuples. Cet ensemble de smart tuples
est appelé la smart table et représenté par table(sc)
pour une contrainte smart table sc. Un smart tuple σ
est lui même un ensemble de contraintes de tuple. Une
contrainte tuple peut prendre quatre formes différentes :

1. <var> <op> a

2. <var> ∈ S ou <var> 6∈ S
3. <var> <op> <var>

4. <var> <op> <var> + b

où <var> est une variable de la portée de la contrainte
smart table, a et b, des constantes, S, un ensemble de
constantes et <op> un opérateur choisi dans {<,≤,=, 6=
,≥, >}. La sémantique d’une contrainte smart table est
simple et naturelle : un tuple classique τ est accepté par
une contrainte smart table sc ssi il existe σ ∈ table(sc) tel
que τ satisfait σ. Une variable de la contrainte qui n’est pas
contrainte par une contrainte de tuple peut prendre n’im-
porte quelle valeur de son domaine dans le smart tuple.

Les contraintes smart table peuvent être utilisées pour
modéliser efficacement de nombreuses contraintes, y com-
pris certaines contraintes globales bien connues. Nous don-
nons ci-dessous un exemple de contrainte smart table en-
codant la contrainte Element. Les contraintes de tuple sont
écrites directement dans la table de la contrainte dans la co-
lonne correspondant à la première variable de la contrainte
de tuple. Par exemple, la contrainte de tuple x1 ≤ x3 + 2
sera représentée par ≤ x3 + 2 dans la colonne de x1.

Element(I, [x1, x2, . . . , xm], R) : x̄[I] = R

I x1 . . . xm R
= 1 ∗ . . . ∗ = x1
= 2 ∗ . . . ∗ = x2
. . . . . . . . . . . . . . .

= m ∗ . . . ∗ = xm

2 Filtrage de la contrainte smart table

Cette section concerne le filtrage GAC de la contrainte
smart table. La propriété GAC nécessite que chaque lit-
téral (couple variable-valeur) ait un support sur chaque
contrainte. Un support pour un littéral est un tuple valide
et accepté par la contrainte prouvant que le littéral peut sa-
tisfaire la contrainte avec les domaines courants. L’identifi-
cation de l’ensemble des supports d’une contrainte permet
donc en général d’obtenir GAC pour cette contrainte. Pour
une contrainte smart table sc, chaque smart tuple σ corres-
pond à un CSP Pσ . Les variables de Pσ sont les variables
de la portée de sc et les contraintes sont les contraintes de
tuples de σ. Nous imposons que les graphes de contraintes
liés aux CSPs de chaque smart tuple soient acycliques. Les

tuples classiques supportés par un smart tuple σ sont ceux
dans sol(Pσ). L’ensemble des supports pour une contrainte
smart table est donc

⋃
σ∈table(sc) sols(Pσ). Calculer l’en-

semble des solutions pour chaque CSP Pσ peut sembler
coûteux. Heureusement, la forme acyclique des CSPs de
smart tuples permet d’obtenir efficacement l’ensemble des
littéraux apparaissant dans sols(Pσ). En effet, nous avons
la propriété suivante :

Propriété 1 Si σ est un tuple smart d’une contrainte smart
table et que P ′σ est la fermeture GAC de Pσ , alors P ′σ est
globalement consistant.

Cette propriété nous permet d’obtenir l’ensemble des sup-
ports en calculant la fermeture GAC des smart tuples.

L’algorithme de filtrage pour les contraintes smart table,
que nous appelons smartSTR, est basé sur STR et STR2
[7, 4]. Le principe de fonctionnement de STR / STR2 est
de parcourir les tuples de la table de la contrainte. La va-
lidité de chaque tuple est testée. Si le tuple est valide, les
supports sont collectés. Sinon, le tuple est retiré de la table.
Pour SmartSTR, un smart tuple σ est valide si Pσ est sa-
tisfaisable et les supports collectés sont ceux de sols(Pσ).
L’astuce de la fermeture GAC de Pσ est utilisée dans les
deux cas.
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3 Université Lyon 1, LIRIS, UMR5205, F-69622 France

{mael.minot,samba-ndojh.ndiaye,christine.solnon}@liris.cnrs.fr

Résumé

La taille d’un plus grand sous-graphe commun per-
met de mesurer la similarité entre des objets représen-
tés par des graphes. Cependant, trouver un tel sous-
graphe est un problème NP-difficile. Nous décrivons
dans cet article une méthode de décomposition, basée
sur le graphe de compatibilité, qui produit des sous-
problèmes indépendants. Des résultats expérimentaux
montrent l’efficacité de cette méthode sur des instances
difficiles.

Abstract

The size of a maximum common induced subgraph
serves as a measure to evaluate the similarity level bet-
ween objects represented by graphs. However, finding
such a subgraph is an NP-hard problem. In this ar-
ticle, we describe a decomposition method, based on the
compatibility graph, that produces independent subpro-
blems. Experiments show that this method obtains very
good results on difficult instances.

1 Introduction

La recherche d’un plus grand sous-graphe commun
est un problème NP-difficile particulièrement com-
plexe qui n’en reste cependant pas moins intéres-
sant du fait de ses nombreuses applications en chi-
mie, biologie ou encore en traitement d’images, lors-
qu’il est nécessaire de mesurer la similarité d’objets
représentés par des graphes. Il existe deux principaux
types d’approches complètes permettant de résoudre
ce problème. La technique dite du branch and bound
construit incrémentalement tous les sous-graphes com-
muns possibles [16]. Une construction de sous-graphe

est alors stoppée dès que l’algorithme parvient à prou-
ver que ce sous-graphe ne permettra pas de construire
une solution plus grande que la meilleure trouvée
jusqu’alors. Les améliorations de cette technique im-
pliquent généralement de trouver des moyens d’élimi-
ner des branches plus tôt en prouvant leur inutilité.
La Programmation par Contraintes (PPC, ou CP en
anglais), notamment, permet de réduire le nombre de
branches en propageant des contraintes [18, 26]. La
PPC est compétitive avec l’état de l’art pour résoudre
ce problème, mais il reste difficile de résoudre des ins-
tances dont les graphes ont plus de quelques dizaines
de sommets. La seconde approche complète pour la re-
cherche d’un plus grand sous-graphe commun est basée
sur une reformulation du problème en un graphe dit
de compatibilité [1, 2, 8, 13]. Chaque clique présente
dans ce graphe de compatibilité correspond à un sous-
graphe commun, et une clique maximum est un sous-
graphe commun maximum. Ainsi, il devient possible
de se contenter de résoudre le problème de la clique
maximum dans le graphe de compatibilité.

Afin d’améliorer le processus de résolution, le pro-
blème peut être décomposé en sous-problèmes indé-
pendants, qui offrent donc la possibilité d’être réso-
lus en parallèle. Une telle approche a été présentée
par exemple dans [7, 14, 15] pour le problème de la
clique maximum, ou dans [21, 22] pour les problèmes
de satisfaction de contraintes. Dans la plupart des cas,
cette décomposition prend la forme d’un découpage
des domaines. Par exemple, Régin et al. proposent
dans [21, 22] de créer p sous-problèmes indépendants
en choisissant k variables telles que la taille du produit
cartésien de leurs domaines est proche de p. Un sous-
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problème est alors généré pour chaque instanciation
possible de ces k variables, excepté pour les instan-
ciations provoquant d’emblée une inconsistance vis-à-
vis des contraintes du problème (« Non Detected In-
consistent subproblems »), étant donné qu’il s’agit de
branches qui n’auraient pas été considérées par une
recherche séquentielle.

Un autre moyen de décomposer un problème est de
tirer parti de sa structure [11, 5, 6]. Ces méthodes
impliquent généralement une décomposition arbores-
cente du graphe de contraintes. Cependant, dans le
cas du problème du plus grand sous-graphe commun,
les associations de sommets doivent être strictement
distinctes, ce qui induit l’utilisation de contraintes
allDifferent dans les modèles de PPC. La portée de ces
contraintes est égale à l’ensemble des variables dans
son entier, ce qui rend inutile toute méthode basée
sur une décomposition arborescente du fait de l’ap-
parition d’un sous-problème équivalent au problème
initial, non-décomposé. Une variante proposée par [3]
se base sur la microstructure du problème de satis-
faction de contraintes plutôt que sur son graphe de
contraintes. Cette nouvelle approche produit des pro-
blèmes complètement indépendants, ce qui permet de
conserver la possibilité de les résoudre en parallèle.

Dans cet article, nous appliquons cette technique
au problème du plus grand sous-graphe commun, afin
de le décomposer en un ensemble de problèmes indé-
pendants tout en réduisant la taille de l’espace de re-
cherche à explorer. Ces travaux sont la continuation
de ceux présentés dans [17].

La section qui suit présente le problème du plus
grand sous-graphe commun de manière plus détaillée,
ainsi que quelques notions de PPC. Une méthode de
décomposition destinée aux problèmes de PPC sera
également résumée. La section 3 explique comment
adapter cette méthode de décomposition au problème
du plus grand sous-graphe commun. La section 4
donne les premiers résultats expérimentaux et les ana-
lyse, introduisant ainsi la section 5, qui propose des
voies d’amélioration des performances. Les résultats
finaux ainsi obtenus sont quant à eux présentés en sec-
tion 6.

2 Préliminaires

2.1 Plus grand sous-graphe commun

Définition 1 Un graphe non orienté G est défini par
un ensemble fini de nœuds NG et un ensemble EG ⊆
NG × NG d’arêtes. Chaque arête est un couple non
orienté de nœuds.
Dans un graphe orienté, EG est un ensemble d’arcs,
qui sont des couples orientés de nœuds.

Dans les définitions suivantes, nous nous plaçons
dans le cadre des graphes orientés. Cependant, les no-
tions abordées peuvent être étendues aux graphes non
orientés.

Définition 2 Soient deux graphes G et G′. G est iso-
morphe à G′ s’il existe une bijection f : NG → NG′

préservant les arêtes, i.e., ∀(u,v) ∈ NG ×NG, (u,v) ∈
EG ⇔ (f(u),f(v)) ∈ EG′ .

Définition 3 G′ est un sous-graphe induit de G si
NG′ ⊆ NG et EG′ = EG∩(NG′×NG′). On dit alors que
G′ est le sous-graphe de G induit par le sous-ensemble
de nœuds NG′ , et on note G′ = G↓NG′ .

En d’autres termes, G′ est obtenu à partir de G en
retirant tout nœud de G qui ne se trouve pas dans
NG′ , et en conservant uniquement les arêtes dont les
deux extrémités sont présentes dans NG′ .

Les sous-graphe dits partiels sont, eux, obtenus en
considérant un sous-ensemble NG′ de NG et un sous-
ensemble d’arêtes de G dont les extrémités sont toutes
deux dans NG′ , comme formalisé dans la définition
suivante :

Définition 4 G′ est un sous-graphe partiel de G si
NG′ ⊆ NG et EG′ ⊆ EG∩(NG′×NG′). Un sous-graphe
partiel G′ de G induit par un sous-ensemble EG′ de EG

est défini par (NG′ ,EG′), où NG′ = ∪(x,y)∈EG′ (x, y).

Définition 5 Un sous-graphe commun de deux gra-
phes G et G′ est un graphe qui est isomorphe à des
sous-graphes de G et G′.

Définition 6 Un plus grand sous-graphe induit com-
mun (ou « MCIS » pour « Maximum Common Indu-
ced Subgraphe ») est un sous-graphe induit commun
avec un nombre de nœuds maximal.

Définition 7 Un plus grand sous-graphe partiel com-
mun (ou « MCPS » pour « Maximum Common Partial
Subgraphe ») est un sous-graphe partiel commun avec
un nombre d’arêtes maximal.

La figure 1 expose des exemples de MCIS et de
MCPS.

Dans cet article, nous nous restreignons à la re-
cherche d’un MCIS. Cependant, les résultats peuvent
aisément être étendus au problème du MCPS, comme
le montre [18].

2.2 Modèle de PPC pour le problème du MCIS

Définition 8 Un problème de satisfaction de con-
traintes (« CSP » pour « Constraint Satisfaction Pro-
blem ») est défini par un triplet (X,D,C) : X est
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Figure 1 – Les nœuds pleins de ces deux graphes
forment un MCIS. Une bijection peut être définie de
la manière suivante : 2 ↔ d, 3 ↔ e, 4 ↔ b, 5 ↔ c,
6 ↔ a. Les nœuds dont le contour n’est pas en poin-
tillés, associés aux arêtes épaisses, forment quant à eux
un MCPS.

un ensemble fini de variables, D associe un domaine
D(xi) à chaque variable xi ∈ X, et C est un ensemble
de contraintes. Chaque contrainte est définie sur un
sous-ensemble de variables et donne la liste des va-
leurs qui peuvent être affectées à ces variables simul-
tanément. Une solution est une affectation de toutes
les variables qui satisfait toutes les contraintes.

[18] a introduit un modèle CSP pour le problème du
MCIS se montrant plus performant que le branch and
bound standard de [16]. Puisque le problème du MCIS
est un problème d’optimisation, ce modèle utilise la gé-
néralisation des CSP connue sous le terme CSP soft.
Dans un CSP souple, les solutions doivent satisfaire
un ensemble de contraintes dites dures tout en opti-
misant une fonction objectif, qui correspond au coût
de violation associé à une combinaison de contraintes
souples (soft). Pour deux graphes G et G′ donnés, ce
modèle est :

— Variables : X = {xu | u ∈ NG} ∪ {x⊥, cost}
— Domaines : D(x⊥) = {⊥}, D(cost) = [0,|NG|],

et ∀u ∈ NG,D(xu) = NG′ ∪ {⊥}
— Contraintes dures : ∀{u,v} ⊆ NG, (xu = ⊥) ∨

(xv = ⊥) ∨ ((u,v) ∈ EG ⇔ (xu,xv) ∈ EG′)
— Contraintes souples : softAllDiff (X,cost)
Chaque nœud u de G est associé à une variable

xu dont le domaine contient tous les nœuds de G′.
Les domaines contiennent également une valeur sup-
plémentaire ⊥ qui est utilisée lorsque u n’est associée
à aucun nœud de G′. Une variable additionnelle x⊥
joue un rôle particulier : elle reçoit forcément l’unique
valeur de son domaine, qui n’est autre que ⊥. Grâce
à cette variable et à la contrainte souple softAllDiff ,
chaque autre variable se verra affecter une valeur dif-
férente de ⊥ à chaque fois que cela sera possible. La
variable cost est contrainte d’être égale au nombre de
variables qui devraient changer de valeur pour satis-
faire une hypothétique contrainte allDiff dure. L’en-
semble de contraintes dures garantit la préservation
des arêtes dans le sous-graphe commun construit. Une
solution de ce CSP est une affectation de toutes les va-

riables de X qui satisfait chaque contrainte dure tout
en minimisant la valeur de cost. Le MCIS associé à une
solution de ce CSP souple est défini par l’ensemble de
nœuds u′ ∈ NG′ tel qu’il existe une variable xu ∈ X
qui est associée à u′ dans cette solution. [18] évalue
expérimentalement différentes techniques de propaga-
tion de contraintes. La combinaison « MAC+Bound »
fourni généralement de très bons résultats : « Maintai-
ning Arc Consistency » (MAC) [23] est utilisée pour
propager les contraintes dures ; « Bound » vérifie qu’il
est toujours possible d’affecter des valeurs distinctes à
suffisamment de variables de X pour faire mieux que
le plus faible coût (valeur de cost) rescencé parmi les
sous-graphes communs déjà trouvés (c’est une version
allégée de GAC(softAllDiff ) [19] qui calcule le nombre
maximal de variables qui pourront obtenir des valeurs
distinctes).

2.3 Graphe de compatibilité

Une autre approche visant à résoudre le problème
du MCIS est basée sur sa reformulation en instance
du problème de la clique maximum dans un graphe de
compatibilité [1, 8, 20].

Définition 9 Une clique est un sous-graphe dont les
nœuds sont tous liés deux à deux. Une clique est dite
maximale si elle n’est pas strictement incluse dans
une autre clique, et maximum s’il s’agit d’une des
plus grandes cliques du graphe considéré, en prenant
comme critère le nombre de nœuds qui la composent.

Définition 10 Un graphe de compatibilité pour le
problème du MCIS entre deux graphes G et G′ est
un graphe GC dont l’ensemble des nœuds correspond
à NGC

= NG × NG′ et où deux nœuds sont reliés
par une arête s’ils sont compatibles. Soient (u,u′)
et (v,v′) deux nœuds de GC (i.e. {u,v} ⊆ NG et
{u′,v′} ⊆ NG′). (u,u′) et (v,v′) sont compatibles si
u 6= v et u′ 6= v′, et si les arêtes sont préservées (i.e.
(u,v) ∈ EG ⇔ (u′,v′) ∈ EG′).

Comme chacun pourra le constater dans la figure 2,
une clique dans GC décrit un ensemble d’associations
compatibles entre les nœuds de G et de G′. Ainsi, une
telle clique correspond à un sous-graphe induit com-
mun, et une clique maximum dans GC est un MCIS de
G et G′. Il suit logiquement que toute méthode capable
de trouver une clique maximum dans un graphe peut
être employée pour résoudre le problème du MCIS.

2.4 TR-décomposition

[10] a introduit une méthode de décomposition,
nommée TR-décomposition, visant à résoudre une ins-
tance de CSP binaire en divisant les domaines des
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1
2

3

a↔ 1

a↔ 2

a↔ 3

b↔ 1 b↔ 2 b↔ 3

c↔ 1

c↔ 2

c↔ 3

Figure 2 – Deux graphes et le graphe de compatibilité
associé, qui souligne les combinaisons possibles d’affec-
tations, par paires. Par exemple, puisque a et c ne sont
reliés par aucune arête tandis que 1 et 3 le sont, les af-
fectations a ↔ 1 et c ↔ 3 ne sont pas compatibles,
car une arête serait amenée à disparâıtre, ce qui est
formellement interdit par le problème du MCIS.

variables afin d’obtenir des sous-problèmes indépen-
dants. Cette méthode s’appuie sur une réduction du
CSP en une instance du problème de la recherche d’une
clique de taille n (où n est le nombre de variables du
CSP) dans la microstructure du CSP. La microstruc-
ture d’un CSP est un graphe similaire au graphe de
compatibilité décrit en section 2.3. Chaque nœud de
la microstructure correspond à une affectation, donc
un couple (variable, valeur). Deux nœuds sont reliés
par une arête si et seulement si les affectations corres-
pondantes sont compatibles, i.e. si chaque contrainte
du problème est satisfaite lorsque ces deux affectations
sont effectuées simultanément. De ce fait, une clique à
n sommets dans la microstructure constitue une solu-
tion au CSP.

L’idée principale derrière la TR-décomposition est
de trianguler la microstructure afin de générer plus ai-
sément les sous-problèmes : un graphe quelconque peut
comporter un nombre exponentiel de cliques maxi-
males en fonction du nombre de nœuds. Un graphe tri-
angulé, en revanche, ne peut avoir plus de |NG| cliques
maximales, et la structure spécifique de ces graphes
facilite également l’énumération de ces cliques [9]. [10]
considère la classe des graphes triangulés afin de faire
bénéficier la TR-décomposition de ces propriétés.

Définition 11 Un graphe G est triangulé si et seule-
ment si chacun de ses cycles de longueur supérieure
ou égale à 4 possède au moins une corde. On appelle
corde d’un cycle toute arête dont les extrémités sont
deux nœuds non consécutifs du cycle.

On appelle triangulation l’opération qui consiste à
transformer un graphe donné en graphe triangulé uni-
quement en ajoutant des arêtes. La figure 3 montre
une triangulation possible du graphe de compatibilité
déjà rencontré dans la figure 2.

Puisque la triangulation ajoute des arêtes sans ja-
mais en enlever, les cliques maximales du graphe

a↔ 1

a↔ 2
a↔ 3

b↔ 1

b↔ 2

b↔ 3

c↔ 1

c↔ 2

c↔ 3

Figure 3 – Une version triangulée de graphe de com-
patibilité de la figure 2. Les arêtes qui ont dû être
ajoutées (« fill edges ») sont indiquées en pointillés.

d’origine restent présentes au cours de la transfor-
mation : chacune est incluse dans une clique maxi-
male du graphe triangulé. L’étape suivante de la TR-
décomposition consiste à extraire ces cliques se trou-
vant au sein des nouvelles cliques maximales. Cette
tâche est généralement plus aisée lorsque les cliques
maximales du graphe triangulé sont petites, et donc
plus proches des cliques d’origine.

En résumé, la méthode appelée TR-décomposition
consiste à construire la microstructure du problème,
à la trianguler, à extraire les cliques maximales de la
microstructure triangulée, et à résoudre séparément les
sous-problèmes induits par ces cliques, ce qui permet
de retrouver les cliques de la microstructure d’origine.

3 Méthode de décomposition pour le pro-
blème du MCIS

Nous proposons ici de combiner la TR-décomposi-
tion avec le modèle de PPC défini dans [18] afin de ré-
soudre le problème du MCIS en utilisant le graphe de
compatibilité. Tandis que la TR-décomposition avait
initialement été définie pour des instances de CSP, le
modèle de PPC de [18] est un CSP souple. Une adap-
tation est donc nécessaire. Il se trouve que le problème
du MCIS peut être résolu en trouvant une clique maxi-
mum dans le graphe de compatibilité. Nous inspirant
de [10], nous suggérons d’utiliser la classe des graphes
triangulés afin de tirer profit de leur nombre de cliques
maximales limité.

Dans ce but, nous construisons le graphe de compa-
tibilité de l’instance de problème du MCIS et triangu-
lons ce graphe, ajoutant donc des arêtes. Ces arêtes,
appelées « fill edges », ajoutent des compatibilités er-
ronées, car elles sont en contradiction avec la défini-
tion du graphe de compatibilité. De ce fait, une clique
maximum dans ce nouveau graphe n’est pas forcément
la meilleure solution. Ce n’est qu’un sous-problème –
parmi d’autres – dans lequel il est possible que nous
trouvions plusieurs solutions. Une clique maximum du
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graphe de compatibilité reste une clique (mais pas for-
cément maximum ni même maximale) dans le graphe
triangulé. De plus, cette clique apparâıtra forcément
dans au moins une des cliques maximales de ce graphe
triangulé. Pour ces raisons, chaque clique maximale du
graphe triangulé définit un sous-problème (par le biais
du sous-graphe qu’elle induit dans le graphe de compa-
tibilité d’origine) dans lequel il est possible de trouver
une clique maximum du graphe de compatibilité ini-
tial. De tels sous-problèmes peuvent être vus comme
des instances habituelles du problème du MCIS pou-
vant être résolues en appliquant le modèle de PPC de
[18], à la différence près que les domaines des variables
sont réduits.

Plus précisément, pour chaque clique maximale K
relevée dans la version triangulée du graphe de compa-
tibilité associé à G et G′, on définit un sous-problème
ayant les mêmes variables et contraintes (décrites en
section 2.2) que le problème initial. Les domaines, en
revanche, sont restreints à

D(xu) = {v ∈ NG′ | (u↔ v) ∈ K} ∪ {⊥}
Les domaines respectifs de x⊥ et de cost restent quant
à eux inchangés. Ainsi, par exemple, dans la figure 3,
le sous-ensemble de nœuds {(b ↔ 1), (b ↔ 3), (c ↔
2)} est une clique maximale. Dans le sous-problème
associé, D(b) = {1,3,⊥}, D(c) = {2,⊥}, et D(a) =
{⊥}.

Chaque solution à un des sous-problèmes correspond
à une clique maximale du graphe de compatibilité,
et donc à un sous-graphe induit commun. Le sous-
problème de l’exemple précédent possède deux solu-
tions : associer b à 1 et c à 2, ou associer b à 3 et c à 2.
Ces solutions correspondent à autant de cliques maxi-
males du graphe de compatibilité : {(b↔ 1), (c↔ 2)}
et {(b↔ 3), (c↔ 2)}. L’arête {(b↔ 1), (b↔ 3)} n’est
pas utilisée pour construire ces cliques-solutions car il
s’agit d’une fill edge, ajoutée lors du processus de tri-
angulation et n’étant donc pas présente dans le graphe
de départ.

Notez que ces sous-problèmes sont complètement in-
dépendants, une caractéristique qui permet une implé-
mentation parallèle extrêmement aisée du processus
de résolution. Toute méthode capable de résoudre un
CSP ou le problème de la clique maximum peut être
employée pour résoudre ces sous-problèmes.

3.1 Bornes inférieures

Au cours de la résolution des sous-problèmes (que
celle-ci se déroule en séquentiel ou en parallèle), il
est possible d’ignorer tout sous-problème au sujet du-
quel on peut démontrer qu’il ne contient pas de so-
lutions plus grandes que la meilleure trouvée jusque-
là. En effet, certains sous-problèmes comportent des

domaines contenant uniquement la valeur ⊥. Une va-
riable ayant un tel domaine n’aura d’autre choix que
de se voir affecter cette valeur spéciale. Ainsi, si le
nombre de variables ayant un domaine contenant autre
chose que ⊥ est plus petit que la taille du plus grand
sous-graphe induit commun trouvé jusque-là, le sous-
problème peut être ignoré. Par exemple, dans la fi-
gure 3, résoudre le sous-problème correspondant à la
clique maximale {(b↔ 1), (b↔ 3), (c↔ 2)} fournit un
MCIS potentiel à deux nœuds. Une fois cette solution
trouvée, il est inutile d’examiner les sous-problèmes
dans lesquels seules deux variables ou moins ont un do-
maine n’étant pas restreint à⊥ : de tels sous-problèmes
ne peuvent contenir de solutions comportant plus de
deux nœuds et ne nous permettront donc pas de faire
mieux que la solution précédemment trouvée.

Bien entendu, il est intéressant de trouver de grands
sous-graphes induits communs tôt, car cela permet
d’éliminer davantage de sous-problèmes. Pour ce faire,
il est possible d’exécuter un algorithme heuristique afin
d’obtenir rapidement une première solution, non op-
timale mais satisfaisante, avant de procéder à la dé-
composition. Dans nos expériences, nous utilisons Ant-
Clique [25] (disponible à l’adresse [24]) afin de recher-
cher des cliques maximales dans le graphe de compa-
tibilité initial. Il est apparu que cette heuristique était
capable de trouver une solution optimale pour plus de
90 % des instances résolues, malgré un temps d’exécu-
tion souvent négligeable par rapport au temps complet
de résolution. Notez qu’AntClique ne prouve pas l’op-
timalité ; cette tâche est laissée à nos algorithmes de
résolution de CSP.

Éliminer des sous-problèmes de cette manière était
particulièrement important dans l’approche présentée
par [3], car le CSP considéré était strict. Tout sous-
problème avec au moins une variable au domaine vide
pouvait être ignoré, car seules les solutions affectant
une valeur à chaque variable étaient valides. Dans
notre cas (qui est un problème d’optimisation), en re-
vanche, les solutions valides peuvent se contenter de ne
donner une valeur qu’à un sous-ensemble des variables.
La seule manière d’éliminer un sous-problème en ayant
la certitude de ne pas nuire à la complétude de l’ap-
proche est donc de prouver qu’il ne comporte pas de
solution plus grande que la meilleure solution actuelle.
Dans de telles conditions, il faut qu’un nombre signi-
ficatif de valeurs aient un domaine vide. De plus, il se
trouve que décomposer ce problème en se contentant
de trianguler donne rarement lieu à de telles possi-
bilités d’éliminations, dans les expériences que nous
menons.
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3.2 Complexité

Soient n et n′ les nombres respectifs de nœuds des
deux graphes dans lesquels nous recherchons un MCIS.

La première étape consiste à construire le graphe
de compatibilité, chose faite en temps quadratique par
rapport à son nombre de nœuds, i.e., en O((nn′)2).
Nous lançons ensuite AntClique afin d’obtenir une
borne inférieure de la taille du MCIS. Cet algo-
rithme demande un temps en O((nn′)2), car le nombre
de cycles d’AntClique est borné. La troisième par-
tie de la résolution est la triangulation du graphe
de compatibilité. Le but est ici d’ajouter le moins
d’arêtes possible. Il se trouve qu’il s’agit d’un problème
NP-difficile. Nous sommes donc contraints d’utiliser
une heuristique, en l’occurrence l’algorithme glouton
minFill [12], qui nous permet d’effectuer cette trian-
gulation en O((nn′)3). La quatrième étape est l’ex-
traction des cliques maximales du graphe triangulé.
Il y en a au plus nn′, et chacune d’entre elles est
obtenue en temps linéaire. Enfin, la dernière étape
est de résoudre les sous-problèmes représentés par
ces cliques maximales. L’initialisation du problème en
fonction des sommets composant la clique demande
un temps linéaire par rapport au nombre d’arêtes de
cette clique. Chaque sous-problème a O(n) variables.
Cependant, la taille des domaines dépend, elle, de la
structure du graphe de compatibilité triangulé. Soit
d la taille du plus grand domaine d’un sous-problème
(avec d ≤ n′ + 1). Chaque sous-problème est résolu
avec MAC+Bound, en O(d3.n2.dn). Il en suit que la
complexité temporelle globale de la TR-décomposition
est en O((nn′)3 + nn′(d3.n2.dn)).

En comparaison, la complexité du problème du
MCIS sans décomposition est en O(d′3.n2.d′n) où d′

est la taille du plus grand domaine dans le problème
initial. Il faut noter que d ≤ d′ et que selon la qualité
de la décomposition la valeur de d peut être beaucoup
plus petite que celle d′.

4 Premières expériences

Les expériences suivantes ont pour but de comparer
l’approche de PPC pure de [18] (MAC+Bound) avec
la TR-décomposition. Ces deux méthodes utilisent la
même heuristique AntClique pour obtenir une solution
initiale, qui sert de première borne inférieure.

Nos algorithmes ont été développés en C et com-
pilés avec GCC, en utilisant le niveau d’optimisation
-O3. Les programmes ont été exécutés avec une limite
de temps de trois heures sur des processeurs Intel R©

Xeon R© CPU E5-2670 0 à 2,60 GHz, avec 20 480 Ko
de mémoire cache et 4 Go de RAM.

Les instances utilisées proviennent du benchmark

présenté par [4] et ont été prises dans leur version
étiquetée et orientée. Le nombre d’étiquettes diffé-
rentes, pour une instance donnée, a été fixé à 15 %
du nombre de nœuds des deux graphes de l’instance.
Par exemple, quand les graphes ont 60 nœuds, il y a
60× 15÷ 100 = 9 types d’étiquettes différents. ce pa-
ramètre permet de régler la difficulté des instances.
Ces étiquettes sont prises en compte comme expliqué
dans [18], en s’assurant que des nœuds associés pour
construire un sous-graphe commun possèdent la même
étiquette. De manière similaire, les arêtes situées entre
des paires de nœuds correspondants doivent avoir la
même étiquette. Chaque domaine est ainsi réduit aux
valeurs associées à des nœuds ayant la même étiquette
que le nœud associé à la variable.

Nous considérons trois types d’instances :

bvg Bounded Valence Graphs, dans lesquels les degrés
des sommets ne peuvent dépasser une valeur fixe,
propre au graphe.

rand Random graphs, dans lesquels les arêtes sont dis-
posées de manière aléatoire (voir [4] pour plus de
détails).

m2D, m3D and m4D Meshes (maillages) à deux,
trois ou quatre dimensions respectivement.

Ces graphes ont un nombre de nœuds allant de 10 à 100
inclus. Nous considérons 3 268 instances prises au ha-
sard parmi les 81 700 que présente le benchmark, sans
favoriser l’un des types d’instances. Leurs proportions
sont ainsi relativement préservées.

Puisque notre méthode de décomposition est avant
tout conçue pour les instances particulièrement diffi-
ciles, nous nous concentrons sur les (nombreuses) ins-
tances que la méthode standard (MAC+Bound [18])
ne parvient pas à résoudre en moins de 100 secondes.
Le nombre d’instances passe ainsi de 3 268 à seulement
1 177.

Le tableau 1 donne les spécificités des instances se
trouvant dans les séries que nous avons utilisées, et
ce avant et après le filtrage retirant les instances ju-
gées trop faciles selon le critère susmentionné. On re-
marque que les graphes aléatoires (rand) sont moins
présents après filtrage, ce qui signifie qu’ils ont ten-
dance à être plus faciles. A contrario, les maillages
représentent une part bien plus importante de notre
panel d’instances après ce filtrage. Cela n’a rien d’une
surprise, car les maillages sont connus pour rendre dif-
ficile la recherche d’un plus grand sous-graphe com-
mun, et ceux-ci ont été créés par [4] principalement
pour cette raison. Cette difficulté provient de la struc-
ture répétitive de ces graphes, qui fait apparâıtre de
nombreux grands sous-graphes communs qui ne sont
cependant que rarement optimaux.

Nous allons dans un premier temps évaluer la qualité
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Tableau 1 – La proportion représentée par chaque
type de graphe dans l’ensemble d’instances de départ,
puis après exclusion des instances résolues en moins de
100 secondes sans décomposition.

Toutes les instances Instances difficiles
Total 3 268 1 177
bvg 1 232 (37,7 %) 394 (33,5 %)
rand 744 (22,8 %) 135 (11,5 %)
m2D 700 (21,4 %) 335 (28,5 %)
m3D 384 (11,8 %) 201 (17,1 %)
m4D 208 (6,4 %) 112 (9,5 %)

de la décomposition par rapport à la taille des espaces
de recherche avec et sans décomposition. La taille de
l’espace de recherche d’un (sous-)problème est égale
à la taille du produit cartésien de ses domaines, en
comptant ⊥. Dans le cadre de la TR-décomposition,
la somme des tailles des espaces de recherche des dif-
férents sous-problèmes est une bonne mesure de la
qualité de la décomposition dans le cas extrême où
tous les sous-problèmes sont résolus consécutivement.
Notre premier constat est que la TR-décomposition
réduit l’espace de recherche. Nous étudions donc tout
d’abord l’impact de cette réduction sur le processus
de résolution. La figure 4 nous montre que cette ré-
duction est d’un facteur généralement situé entre 2 et
106. Cependant, cette réduction ne se traduit pas sys-
tématiquement par une diminution du temps de calcul
nécessaire à la résolution. Dans la figure 4, nous com-
parons le temps nécessaire à la résolution du problème
initial et le temps nécessaire à la décomposition du
problème et à la résolution de tous les sous-problèmes
sur un seul processeur. Nous notons que seules 8 (resp.
10 et 2) instances de type bvg (resp. meshes et rand)
sont résolues plus rapidement, dans ces conditions de
processeur unique, avec la décomposition. Il s’agit d’un
point négatif de notre approche, et nous comptons étu-
dier cet inconvénient avec davantage d’attention.

Cependant, du fait que les sous-problèmes sont indé-
pendants, nous pouvons les résoudre en parallèle plu-
tôt que sur un unique processeur. On remarque que
pour de nombreuses instances, il n’y a qu’un nombre
très faible de gros sous-problèmes, entourés d’une mul-
titude de sous-problèmes de taille réduite. De ce fait,
il n’est pas extrêmement utile d’avoir autant de pro-
cesseurs à notre disposition que nous avons généré de
sous-problèmes. Si le nombre de processeurs est limité
àm, nous pouvons, une fois la décomposition terminée,
disposer les sous-problèmes dans une file (une méthode
similaire à ce qui a été fait dans [21, 22]). Un sous-
problème est initialement donné à chaque processeur.
Par la suite, dès lors qu’un processeur a terminé la ré-
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Figure 4 – La réduction de la taille de l’espace de
recherche mise en relation avec la réduction du temps
de calcul. Chaque point (x,y) correspond à une ins-
tance i. Soit Si l’ensemble des sous-problèmes générés
à partir de i. x donne le rapport entre le temps de
calcul nécessaire à la résolution de i et celui néces-
saire à la résolution de tous les sous-problèmes de Si

(sur un unique processeur, et en incluant le temps de
décomposition). y donne le rapport entre l’espace de
recherche de i et la somme des espaces de recherche
des sous-problèmes de Si.

solution du sous-problème qui lui avait été attribué, le
sous-problème suivant dans la file lui est affecté. Pour
améliorer la répartition de la charge de travail, nous
tentons de placer les sous-problèmes semblant les plus
complexes en premier dans la file, en utilisant la taille
de l’espace de recherche comme critère d’estimation
de la difficulté. Ainsi, la figure 5 montre que seuls 9
processeurs suffisent à obtenir des performances com-
parables avec celles obtenues avec un nombre illimité
de processeurs.

Avec 9 processeurs, notre décomposition est généra-
lement plus rapide que la méthode sans décomposition,
puisqu’une fois la décomposition effectuée, le temps
nécessaire au reste du processus de résolution tend à
être égal ou proche du temps nécessaire à la résolution
du plus difficile des sous-problèmes. De plus, sur ces
instances, le temps de décomposition est généralement
négligeable.

Étant donné que nous tentons ici d’employer un
nombre réduit de processeurs, il est préférable de
conserver le nombre de sous-problèmes le plus bas pos-
sible, et ce sans annihiler les bénéfices de la décom-
position. Le nombre moyen de sous-problèmes est de
33,44 sur ces instances, avec un maximum de 142. No-
tez cependant que seules trois instances dépassaient
le nombre de 100 sous-problèmes. Ainsi, le nombre de
sous-problèmes à résoudre peut rendre notre nombre
de processeurs insuffisant pour certaines instances.

Le coefficient d’accélération obtenu en utilisant m

222



101 102 103 104
0

100

200

300

(3h)
Temps (secondes)

In
st

a
n
ce

s
ré
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Figure 5 – Une comparaison du nombre d’instances
résolues pour différentes limites de temps (il ne s’agit
pas du cumul des temps) pour la méthode standard
et pour la TR-décomposition, avec un nombre illimité
hypothétique de processeurs. Une troisième courbe
montre que 9 processeurs seraient suffisants pour ré-
soudre autant d’instances dans la limite du temps im-
parti.

processeurs se trouve être inférieur à m. cette diffé-
rence s’explique par la présence de nombreuses re-
dondances entre sous-problèmes : différents proces-
seurs font des vérifications similaires, perdant ainsi du
temps.

Résoudre les sous-problèmes en parallèle réduit l’im-
pact de ces redondances, mais ce point souligne le
fait qu’utiliser la TR-décomposition avec un unique
processeur (ou un nombre très faible par rapport au
nombre de sous-problèmes générés) à notre disposi-
tion donnerait des résultats médiocres lorsque les sous-
problèmes ont de grandes intersections, car un même
processeur pourrait résoudre les mêmes parties du pro-
blème à plusieurs reprises. Pour cette raison, il peut
être utile d’ajouter une phase de prétraitement vi-
sant à réduire la taille des intersections entre sous-
problèmes.

5 Réduction du nombre de sous-pro-
blèmes par fusion

Bon nombre de couples de sous-problèmes pré-
sentent de grandes intersections, ce qui signifie que
nous risquons de résoudre plusieurs fois des parties
similaires du problème : le même sous-graphe com-
mun serait construit par deux fils d’exécution sans
que nous n’en tirions aucun bénéfice. Afin de limi-

ter ces redondances tout en réduisant le nombre de
sous-problèmes, il est possible de fusionner certains
de ces sous-problèmes. Plus formellement, deux sous-
problèmes peuvent être remplacés par un nouveau
sous-problème en calculant l’union des valeurs autori-
sées par les deux sous-problèmes d’origine. Notez que
les solutions se trouvant dans les sous-problèmes ini-
tiaux sont toujours présentes dans la version fusionnée,
car les domaines des variables ne peuvent que grandir
durant cette opération.

Dans le but d’empêcher les sous-problèmes de gros-
sir jusqu’à revenir à une taille comparable à celle du
problème initial non décomposé, ce qui rendrait la TR-
décomposition inutile, il est possible de fixer une li-
mite, en prenant par exemple comme critère la taille
de l’espace de recherche du sous-problème formé par
la fusion. Dans de telles conditions, la fusion de deux
sous-problèmes est interdite si cela créerait un sous-
problème dont la taille de l’espace de recherche dépasse
la limite choisie. Cette limite peut être déterminée en
fonction de la plus grande taille d’espace de recherche
trouvée parmi les sous-problèmes. L’idée derrière ce
choix est d’empêcher l’apparition de sous-problèmes
qui seraient à même de ralentir le processus global de
résolution, puisque c’est souvent le sous-problème le
plus difficile qui se montre déterminant pour le temps
de résolution en parallèle. Il est possible de combiner
cette limite avec d’autres. Nous utilisons par exemple
une comparaison de la somme des tailles d’espaces de
recherche des deux problèmes considérés et de celle
du sous-problème qui résulterait d’une fusion de ces
deux sous-problèmes. Si la somme calculée est bien
plus grande que cette taille qui pourrait être obtenue,
cela signifie que l’intersection des espaces de recherche
des deux sous-problèmes considérés a une taille non
négligeable et qu’il serait intéressant de les fusionner.

Pour résumer ce principe, nous introduisons ici la
notion de gain, qui exprime l’évolution de la taille to-
tale de l’espace de recherche au cours d’une fusion hy-
pothétique :

Définition 12 Soient S1 et S2 deux sous-problèmes
distincts. Le gain offert par la fusion de S1 et de
S2 est donné par le rapport suivant : gain(S1, S2) =
size(S1)+size(S2)

size(S1∪S2)
, où size(Si) correspond à la taille de

l’espace de recherche de Si, et S1 ∪ S2 représente le
sous-problème qui serait créé si S1 et S2 venaient à
être fusionnés.

Il s’ensuit logiquement que deux sous-problèmes of-
frant un gain strictement supérieur à 1, une fois fu-
sionnés, permettent à la complexité théorique d’être
plus basse qu’en résolvant ces sous-problèmes séparé-
ment. À l’inverse, un gain strictement inférieur à 1 si-
gnifie que fusionner ces sous-problèmes augmenterait
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la complexité théorique.
Bien entendu, fusionner des sous-problèmes lorsque

leur nombre a déjà été ramené au nombre de proces-
seurs disponibles ou à un nombre encore plus faible
ne présente a priori aucun avantage. Des fusions sup-
plémentaires risqueraient de créer des sous-problèmes
extrêmement difficiles, car les limites utilisées, basées
sur les tailles d’espaces de recherche, ne sont pas in-
faillibles et sont avant tout des moyens d’estimations
de la difficulté. Nos expériences nous ont montré que
ce risque vaut certes la peine d’être pris lorsque le
nombre de sous-problème est grand mais qu’il valait
mieux stopper le processus de fusion dès que ce nombre
devenait convenablement faible.

6 Expériences avec fusions de sous-pro-
blèmes

Ces nouvelles expériences emploient la fusion de
sous-problèmes afin d’effectuer un prétraitement. Le
but principal de ces fusions est de réduire l’impact
des intersections entre sous-problèmes : fusionner deux
sous-problèmes permet d’éviter que le programme ne
fasse de mêmes vérifications plusieurs fois. Cependant,
fusionner de manière irréfléchie peut ralentir la résolu-
tion dans son ensemble en créant des sous-problèmes
exceptionnellement longs à résoudre.

Au cours de ces expériences, les restrictions sui-
vantes ont été imposées lors du prétraitement :

— Le gain minimal qu’une paire de sous-problèmes
doit offrir pour prétendre à la fusion est de 1,
excepté dans les cas où une autre valeur est ex-
plicitement indiquée.

— Toute fusion qui créerait un sous-problème ayant
un espace de recherche plus grand que le plus
grand observable parmi les sous-problèmes cou-
rants est interdite, comme expliqué en section 5.

— Nous n’effectuons qu’une fusion à la fois, en choi-
sissant à chaque cycle la paire de sous-problèmes
offrant le meilleur gain, tout en ignorant celles
qui ne respectent pas la condition précédemment
exposée.

Les résultats obtenus sont visibles dans les figures 6
et 7. Dans la limite de temps de 3 heures, plusieurs
instances sont uniquement résolues par les méthodes
usant de la TR-décomposition.

En ce qui concerne le nombre de sous-problèmes,
nous observons une moyenne de 33,44 (resp. 31,69,
20,63 et 8,22) sur les 1 177 instances examinées si au-
cune fusion n’est effectuée (resp. si les sous-problèmes
sont fusionnés avec un gain minimal de 1, 0,5 et 0).
Cette moyenne n’a pas pu descendre en dessous de 8,
même avec un gain minimal de 0 (auquel cas la seule
limite fixée est celle relative à la taille de l’espace de
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Figure 6 – Ce graphique montre notre baseline (un
unique CSP résolu avec MAC et une borne infé-
rieure) ainsi que deux autres courbes pour la TR-
décomposition sur 8 processeurs : l’une avec fusions
(avec un gain minimal de 1) et l’autre sans fusion.

recherche le plus grand parmi les sous-problèmes), car
huit processeurs étaient utilisés et les fusions sont né-
cessairement stoppées dès lors qu’il ne reste pas plus
d’un sous-problème par processeur. Il est également
intéressant de noter que le nombre de sous-problèmes
générés durant ces expériences correspondait générale-
ment à moins de un pourcent du maximum théorique
(qui est égal au nombre de nœuds dans le graphe de
compatibilité).

Concernant le temps nécessaire pour réaliser les fu-
sions, il n’a pas dépassé le tiers de seconde pour un
gain minimal de 1 ou les deux tiers de seconde pour 0.

Le tableau 2 montre l’impact du choix de gain mini-
mal de fusion sur les performances. Des fusions exces-
sives ont un effet négatif sur certaines instances, tandis
que ne pas fusionner du tout fait également baisser les
performances.

La figure 6 montre qu’utiliser un gain minimal de fu-
sion de 1 permet effectivement à la TR-décomposition
d’être plus efficace. La tableau 2 résume ces résultats
de manière plus lisible.

On constate que le choix d’un gain minimal de 1
offre de meilleurs résultats que les autres possibilités
ici passées en revue.

Puisque la fusion de sous-problèmes est avant tout
conçue pour diminuer les redondances entre sous-
problèmes, cette méthode peut rapprocher de n le co-
efficient d’accélération offert par l’usage de n proces-
seurs. Notez cependant que, malgré ces redondances,
25 instances ont été résolues plus rapidement avec dé-
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Tableau 2 – Le nombre d’instances résolues après
différents laps de temps, pour différentes politiques
de fusion : g0 n’a pour seule limite que la règle in-
terdisant de créer des sous-problèmes plus grands que
le plus grand courant ; g0,5 ignore les paires de sous-
problèmes offrant un gain inférieur à 0,5 ; g1 est notre
méthode déjà présentée dans les figures précédentes ;
« S. f. » n’effectue aucune fusion. « M+B » correspond
aux résultats obtenus avec MAC+Bound.

T (s) M+B F. g0 F. g0,5 F. g1 S. f.
0 0 0 0 0 0

100 2 21 29 34 32
200 50 81 84 92 86
400 111 132 135 140 138
800 163 187 190 196 185

1 600 220 233 233 238 231
3 200 249 269 270 278 268
6 400 289 306 309 313 310

10 800 327 347 351 353 345
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Figure 7 – Ce graphique montre l’évolution des per-
formances pour différents nombres de processeurs. Les
fusions sont ici toujours activées (gain minimal de 1).
La baseline, présente dans les figures précédentes, est
également affichée.

composition même en utilisant un unique processeur,
parfois plus de deux fois plus rapidement.

7 Conclusion

Nous présentons dans cet article une adaptation de
la TR-décomposition, préalablement définie par [10],
au problème du plus grand sous-graphe commun in-
duit. Cette méthode s’appuie sur une triangulation
du graphe de compatibilité du problème et permet de

décomposer ce problème en sous-problèmes indépen-
dants, pouvant être résolus en parallèle. Nous présen-
tons une technique de fusion visant à réduire les redon-
dances inhérentes à cette approche. Les expériences
montrent que la TR-décomposition est une méthode
adaptée au problème du MCIS sur les instances diffi-
ciles. Sur ces instances, le temps nécessaire à la décom-
position est généralement rentabilisé grâce à un rac-
courcissement significatif de la phase de résolution pro-
prement dite. De plus, fusionner des sous-problèmes de
manière avisée ouvre de nouvelles perspectives et amé-
liorent ces résultats.

À l’avenir, plusieurs points feront l’objet d’une at-
tention plus particulière.

D’autres méthodes de décomposition présentent un
certain attrait, comme effectuer plusieurs triangula-
tions pour équilibrer les sous-problèmes. Là encore,
il nous sera nécessaire de trouver un bon compromis
entre le temps que nécessite la décomposition appli-
quée et sa qualité.

Il sera également possible d’adapter la TR-décom-
position à l’approche consistant à recherche une clique
maximale dans le graphe de compatibilité (intégral ou,
avec des sous-problèmes, divisé) plutôt que de résoudre
des CSP.

Il serait intéressant d’employer des instances plus
réalistes, provenant de cas scientifiques réels ou tout du
moins présentant des structures plus caractéristiques.
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Bessière. Specific filtering algorithms for over-
constrained problems. In Principles and Prac-

tice of Constraint Programming – CP 2001, pages
451–463. Springer, 2001.

[20] J W Raymond, E J Gardiner, and P Willett. Ras-
cal : calculation of graph similarity using maxi-
mum common edge subgraphs. The Computer
Journal, 45(6) :631–644, 2002.
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Résumé

La méthode BTD permet de résoudre efficacement
des instances CSP en tirant profit de la structure des pro-
blèmes à travers une décomposition arborescente du ré-
seau de contraintes. Cette décomposition permet d’iden-
tifier des sous-problèmes indépendants dont la résolu-
tion peut être effectuée par toute méthode de résolution
de CSP classique. Dans cet article, nous introduisons
un cadre générique pour intégrer BTD dans une biblio-
thèque de programmation par contraintes, ce qui nous
permet de bénéficier des différents algorithmes de propa-
gation et de recherche implémentés dans la bibliothèque.
Ce cadre a été implémenté à l’aide de la bibliothèque
Gecode, et nous considérons deux variantes : la première
(BTD-G) utilise la recherche Gecode par défaut pour
résoudre chaque sous-problème, tandis que la seconde
(BTD-GR) utilise une recherche avec restarts. Cela nous
permet d’évaluer l’intéret d’utiliser une recherche avec
restarts lors de la résolution des sous-problèmes. Ces
deux variantes sont comparées expérimentalement sur
les instances de la compétition CSP’2009. Nous consta-
tons que BTD-GR surpasse BTD-G pour beaucoup d’ins-
tances, et que BTD-GR surpasse Gecode (dans sa ver-
sion avec restarts) pour un grand nombre d’instances
structurées.

Abstract

BTD exploits tree decompositions of constraint net-
works to speed up their solution process. The decompo-
sition is used to identify independent subproblems which
may be solved by any constraint solver provided that
it is complete. Since now, BTD has been implemented
on top of ad hoc solvers which are often restricted to
constraints defined in extension. In this paper, we intro-
duce a framework for integrating BTD in a Constraint

Programming library, thus allowing us to benefit from
various kinds of constraints, propagators, and heuristics
to solve subproblems identified by BTD. This framework
has been implemented on top of Gecode, and we consider
two variants of it : The first one (BTD-G) uses the de-
fault Gecode search without restarts, whereas the second
one (BTD-GR) uses the restart-based Gecode search.
This allows us to evaluate the interest of using restarts
when assigning values to the variables of a same cluster.
These two variants are experimentally evaluated on the
CSP’2009 competition benchmark, showing that BTD-
GR outperforms BTD-G on many instances, and that
BTD-GR outperforms Gecode (with a restart policy) on
many structured instances.

1 Introduction

Le formalisme CSP (problème de satisfaction de
contraintes) permet de modéliser très simplement un
problème en identifiant un ensemble de variables à
affecter avec un ensemble de valeurs en essayant de
respecter des contraintes. Les méthodes de résolu-
tion structurelles offrent les meilleures garanties théo-
riques pour la recherche d’une solution d’une ins-
tance CSP [6]. Cependant, leur efficacité pratique n’est
pas toujours évidente à démontrer. La méthode BTD
[11], tout en garantissant parmi les meilleures bornes
de complexité théorique [10], a donné des résultats
très prometteurs sur des instances binaires souvent
générées de manière aléatoire [11, 9, 10]. Des éva-
luations ont également été menées avec succès sur
des instances structurées de la compétition CSP-2008
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[2, 13, 12, 15]. Malheureusement, ces dernières ex-
périmentations posent des restrictions sur l’arité des
contraintes, sur la définition des relations en extension
ou en intention, voire sur la gestion des contraintes glo-
bales. Par ailleurs, le fait que BTD puisse reposer sur
toute méthode capable de résoudre les sous-problèmes
identifiés par la décomposition arborescente a conduit
à plusieurs combinaisons ([11, 3, 2, 13]) avec des mé-
thodes telles que FC [7], MAC [22], CBJ [20], Deci-
sion Repair [14, 19], mais aussi avec plusieurs heu-
ristiques de choix de variables telles que dom/ddeg
[1] et dom/wdeg [4]. [13] a proposé une intégration
des politiques de restarts [5] dans BTD. Malgré tous
ces travaux, il reste un grand nombre de possibili-
tés qui n’ont pas encore été explorées et beaucoup
de types d’instances sur lesquelles cette méthode n’a
pas été évaluée. Il semble difficile d’accomplir cette
tâche en implémentant directement tous les outils né-
cessaires du fait du nombre impressionnant de tech-
niques proposées chaque année par la communauté
programmation par contraintes. Néanmoins, il faut no-
ter que cette communauté dispose de plusieurs biblio-
thèques regroupant une grande partie des techniques
les plus performantes de résolution de CSP. Nous pro-
posons de nous appuyer sur toutes ces ressources of-
fertes par ces bibliothèques afin de faciliter l’intégra-
tion dans BTD des meilleures techniques de résolu-
tion de CSP et l’évaluation de ces combinaisons sur
un ensemble diversifié d’instances contenues dans les
benchmarks disponibles. Pour cela, nous définissons un
cadre générique d’intégration de BTD dans une biblio-
thèque de programmation par contraintes (CP). Ce
cadre suppose uniquement l’existence dans la biblio-
thèque d’une méthode capable d’énumérer l’ensemble
des solutions d’une instance CSP. Nous montrons éga-
lement comment étendre ce cadre à des approches de
résolution utilisant des politiques de restarts. Ces deux
variantes ont été implémentées dans la bibliothèque
Gecode [23] et des expérimentations ont été menées
sur l’ensemble des instances CSP du benchmark de la
compétition CSP’2009. Les résultats démontrent l’effi-
cacité de BTD combinée avec une politique de restarts
limitée aux clusters de la décomposition arborescente.

La section 2 fait quelques rappels sur les notions de
base liées à la méthode BTD. Dans la section 3, nous
présentons le cadre générique, puis nous discutons de
l’intégration de politiques de restarts dans la section
4. La section 5 décrit les résultats expérimentaux.

2 Préliminaires

Un problème de satisfaction de contraintes
(X,D,C) est défini par un ensemble de variables
X, une fonction domaine D qui associe à chaque

variable xi ∈ X l’ensemble D(xi) des valeurs pouvant
être affectées à xi, et un ensemble de contraintes C
à satisfaire. Une contrainte cj ∈ C est définie sur
un sous-ensemble des variables portée(cj) ⊆ X et
restreint les valeurs que ces variables peuvent prendre
simultanément. Etant données deux fonctions domaine
D et D′, nous notons D′ ⊆ D si D′(xi) ⊆ D(xi) pour
chaque variable xi ∈ X. Nous disons qu’une fonction
domaine D affecte une variable xi si |D(xi)| = 1. Une
solution est une fonction domaine qui affecte toutes
les variables et satisfait toutes les contraintes.

La structure d’un CSP (X,D,C) peut être repré-
sentée par l’hypergraphe H(X,D,C) = (X, E), appelé
hypergraphe de contraintes, tel que E = {portée(c)|c ∈
C}. Chaque sommet de cet hypergraphe est associé
à une variable du CSP, et chaque hyperarête à une
contrainte. La 2-section de H(X,D,C) est le graphe
G(X,D,C) = (X,E) où E = {{xi, xj} ⊆ X : ∃ck ∈
C, {xi, xj} ⊆ portée(ck)}. Ainsi, toute contrainte ck ∈
C induit une clique dans la 2-section qui contient les
sommets associés à portée(ck). Une décomposition ar-
borescente d’un CSP est définie sur la 2-section de son
hypergraphe de contraintes.

Définition 1 [21] Une décomposition arborescente
d’un graphe G = (X,E) est un couple (K,T ) où
T = (I, F ) est un arbre, K : I → P(X) est une fonc-
tion qui associe un sous-ensemble de variables Ki ⊆ X
(appelé cluster) à chaque sommet, et les conditions
suivantes sont vérifiées :
(i) ∪i∈IKi = X ;
(ii) pour chaque arête {xj , xk} ∈ E, il existe un som-
met i ∈ I tel que {xj , xk} ⊆ Ki ;
(iii) pour tout i, j, k ∈ I, si k est sur le chemin entre
i et j dans T , alors Ki ∩Kj ⊆ Kk.
La largeur w d’une décomposition arborescente (K,T )
est égale à la taille maximum des clusters moins 1, i.e.,
w = maxi∈I |Ki|−1. La largeur d’arbre (ou treewidth)
w∗ de G est la largeur minimum sur l’ensemble de ses
décompositions arborescentes.

Etant donnée une décomposition arborescente
(K,T ) d’un CSP (X,D,C) et une racine r ∈ I, BTD
identifie des sous-problèmes indépendants qui sont
résolus séparément. Plus précisément, chaque sous-
problème ne contient qu’un sous-ensemble de l’en-
semble initial de variables. BTD affecte en premier les
variables du cluster racine Kr. S’il n’existe pas d’affec-
tation cohérente de ces variables, alors le problème est
incohérent. Sinon, si r a k fils i1, . . . , ik dans l’arbre T ,
BTD résoud récursivement k sous-problèmes indépen-
dants : chaque sous-problème est associé à un fils ij
de r et contient l’ensemble des variables apparaissant
dans les clusters associés aux sommets du sous-arbre
de T enraciné en ij . Ces k sous-problèmes sont indé-
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Algorithme 1 – BTD((X,D,C), (K,T ), r)
Données : une instance CSP (X,D,C), une décomposition arborescente (K,T ), et un sommet racine r de T
Résultats : Retourne succès s’il existe une fonction domaine D′ ⊆ D qui affecte de façon cohérente toutes les variables des

clusters associés aux sommets de T ; retourne échec sinon.
model ← buildModel((X,D,C),Kr)1

tant que model.next() 6= null faire2

Soit newD la fonction domaine retournée par next() (telle que newD affecte de façon cohérente toutes les variables de Kr)3

Pour chaque fils i de r, soit Ai le tuple de valeurs affectées aux variables de Kr ∩Ki dans newD4

tant que il n’existe pas de fils j de r tel que Aj est un nogood5

et il existe un fils i de r tel que Ai n’est pas un good faire6

Soit Ti le sous-arbre de T enraciné en i7

si BTD((X, newD, C), (K,T i), i) = succès alors8

enregistrer Ai comme good9

sinon10

enregistrer Ai comme nogood11

si pour chaque fils i de r, Ai est un good alors12

retourne succès13

retourne échec14

pendants car, dès lors que les variables du cluster ra-
cine Kr ont été affectées, il n’existe plus de contrainte
partagée entre deux sous-problèmes différents.

Afin d’éviter d’exlorer plusieurs fois une même zone
de l’espace de recherche, BTD enregistre des (no)goods
structurels. Un good (resp. nogood) structurel est une
affectation des variables d’un séparateur (i.e., les va-
riables qui appartiennent à l’intersection d’un cluster
racine avec un de ses fils) tel que le sous-problème as-
socié à ce fils est cohérent (resp. incohérent) quand
on affecte ainsi ces variables. Ces (no)goods structu-
rels permettent de réduire la complexité théorique de
BTD à O(ndw+1) où n est le nombre de variables, d
la taille du plus grand domaine, et w la largeur de
T . La complexité en espace est O(nsds) où s est la
taille du plus grand séparateur. Le nombre maximum
de (no)goods structurels que BTD peut enregistrer sur
un séparateur donné est borné par ds.

3 Cadre générique d’une intégration de
BTD dans une bibliothèque CP

Comme cela a été signalé dès son introduction [11],
BTD peut utiliser n’importe quelle approche de ré-
solution de CSP pour rechercher une solution dans
un sous-problème défini par un cluster. Nous propo-
sons ici un cadre générique pour l’intégration de BTD
dans une bibliothèque CP, permettant ainsi de com-
biner BTD avec l’ensemble des techniques de résolu-
tion, algorithmes de propagation (qui n’altèrent pas
la structure du problème en rajoutant des contraintes
portant sur des variables qui ne se trouvent pas au
sein d’un même cluster) et heuristiques intégrés dans
la bibliothèque.

Notre cadre suppose uniquement que la bibliothèque
CP fournit deux méthodes :

— une méthode buildModel((X,D,C),Ki) qui re-
tourne un modèle CP étant donnés une instance
CSP (X,D,C) et un sous-ensemble de variables
à instancier Ki ⊆ X ;

— une méthode next() qui retourne une nouvelle
fonction domaine D′ ⊆ D qui affecte de façon
cohérente toutes les variables de Ki, ou bien re-
tourne null s’il n’existe plus de solution.

La fonction générique qui intègre BTD dans une
telle bibliothèque CP est décrite dans l’algorithme
1. Cette fonction prend en entrée une instance CSP
(X,D,C), une décomposition arborescente (K,T ), et
un sommet racine r de T . BTD appelle tout d’abord la
méthode buildModel afin de construire le modèle CP,
où l’ensemble des variables à affecter est restreint à
celles du cluster racine Kr. Ensuite, elle appelle ité-
rativement la méthode next (ligne 2) pour rechercher
des affectations cohérentes des variables de Kr, jus-
qu’à ce que soit une affectation puisse être étendue
à une solution pour tous les sous-problèmes de r (de
sorte que le problème est résolu - ligne 12), ou bien
il n’existe plus d’autre affectation cohérente (de sorte
que le problème est incohérent - ligne 13). Dans les
lignes 3 à 10, BTD tente d’étendre l’affectation cou-
rante des variables de Kr à une solution pour tous les
sous-problèmes : pour chaque fils i de r dans T , s’il
existe un (no)good pour les valeurs affectées aux va-
riables du séparateur (Kr∩Ki), alors ce sous-problème
a déjà été résolu précédemment ; sinon BTD est ré-
cursivement appelée sur le sous-arbre de T enraciné
en i, et le (no)good correspondant à ce sous-problème
est enregistré. La boucle lignes 5 à 10 se termine soit
quand un nogood est trouvé pour un fils (dans ce cas,
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la recherche passe à l’affectation suivante des variables
de Kr), soit quand il existe un good pour tous les fils
(dans ce cas, la recherche s’arrête sur un succès, ligne
12).

Etant donné un modèle retourné par la méthode
buildModel((X,D,C),Kr), si la complexité en temps
de l’ensemble des appels à la méthode next() (pour
rechercher toutes les affectations cohérentes des va-
riables de Kr) est O(|Kr|d) où d = maxxi∈Kr

|D(xi)|,
alors la complexité en temps de l’algorithme 1 est la
même que celle de l’algorithme BTD introduit dans
[11].

4 Intégration de politiques de restarts
dans le cadre générique

Les bibliothèques CP récentes intègrent des poli-
tiques de restarts qui améliorent fortement les per-
formances des méthodes de résolution de CSP. Une
recherche avec restarts est composée de plusieurs re-
cherches successives, chacune de ces recherches étant
limitée (borne sur le temps ou sur le nombre d’échecs,
par exemple) : quand la limite est atteinte, la re-
cherche courante est arrêtée et une nouvelle recherche
est lancée avec une nouvelle limite (typiquement, une
limite plus grande). Chaque nouvelle recherche consi-
dère des heuristiques différentes, par exemple, de sorte
que des zones différentes de l’espace de recherche sont
explorées. Par ailleurs, des informations peuvent être
transmises d’une recherche à l’autre, concernant par
exemple l’ordre dans lequel affecter les variables ou
bien des nogoods liés aux échecs [17].

L’intégration de restarts dans BTD peut se faire de
deux manières orthogonales qui peuvent être combi-
nées. La première qui a été proposée dans [13] consiste
à changer de cluster racine à chaque tour. Cela conduit
évidemment à modifier l’ordre d’affectation des va-
riables et donc à explorer différentes parties de l’espace
de recherche.

La seconde que nous explorons ici consiste à utiliser
une méthode de résolution à base de restarts pour la
résolution des clusters (recherche d’une solution dans
le cluster courant). Plus précisément, quand nous de-
mandons à la bibliothèque CP de rechercher une af-
fectation cohérente des variables du cluster racine Kr

(appel de la méthode next(), ligne 2 de l’algorithme 1),
nous paramétrons la bibliothèque CP afin qu’elle uti-
lise une politique de restarts. Cependant, les approches
à base de restarts ne permettent pas directement de
lister toutes les solutions d’un problème. En effet, re-
chercher une nouvelle solution juste après avoir trouvé
une première solution peut conduire exactement à la
même solution. Il est nécessaire donc de rajouter une
contrainte (un nogood) interdisant la solution trou-

vée pour pouvoir en trouver potentiellement d’autres.
Nous proposons de combiner ces nogoods avec des no-
goods structurels (i.e., des nogoods sur les séparateurs
des clusters) : quand une affectation cohérente pour les
variables du cluster racine Kr a été trouvée, BTD es-
saie récursivement de l’étendre à tous les sous-arbres
de r ; s’il réussit (ligne 11), alors BTD s’arrête sur un
succès et il n’est pas nécesssaire d’ajouter un nogood
dans la mesure où le problème enraciné en r est ré-
solu ; sinon, nous ajoutons au modèle Gecode le no-
good correspondant aux valeurs affectées aux variables
de Kr ∩ Ki où i est le fils de r pour lequel BTD a
retourné un échec. Concrêtement, cela est réalisé en
modifiant la ligne 10 de l’algorithme 1 pour ajouter le
nogood Ai à model, en plus d’enregistrer Ai comme un
nogood structurel.

Notons que les nogoods ajoutés au modèle Gecode
sont des nogoods visant à empêcher la méthode next()
de Gecode de retourner une solution qu’elle a déjà re-
tournée précédemment. L’objectif est donc différent
des nogoods introduits par Lecoutre et al dans [17],
qui visent à éviter d’explorer plusieurs fois des zones
de l’espace de recherche menant à des échecs. De fait,
lorsque Gecode utilise une politique de restarts, ces
nogoods liés aux échecs sont automatiquement gérés
par Gecode.

Théorème 1 La complexité en temps de l’algo-
rithme 1 utilisant une politique de restarts est
O(nbrestarts.n

2dw+1+s) avec nbrestarts le nombre de
restarts, n le nombre de variables, d la taille maxi-
mum des domaines, w la largeur de la décomposition
arborescente et s la taille maximum des intersections
entre clusters.

Si une solution est trouvée sur un cluster, soit elle
mène à une solution globale dans le sous-problème en-
raciné en ce cluster et celui-ci est résolu, soit elle ne
mène pas à une solution globale dans ce sous-problème
et un nogood est rajouté et on cherche la solution sui-
vante. Sachant que la recherche de la solution suivante
ne commence pas nécessairement là où s’était arrêté la
dernière, son coût est en O(dw+1). Cette recherche de
la solution suivante est effectuée autant de fois que la
solution précédente a conduit à un échec et donc à l’en-
registrement d’un nogood. Le nombre maximum de no-
goods qu’il est possible d’avoir est borné par maxf.ds,
avec maxf le nombre maximum de fils du cluster cou-
rant. En outre, maxf peut être borné par n. De ce
fait, la complexité de cette version de BTD est en
O(n2dw+1+s) pour chaque restart. Par ailleurs, nous
avons noté un nombre de restarts limité sur les expéri-
mentations que nous avons menées. Il est en moyenne
de 4 par instance avec un maximum de 460 pour une
instance très difficile contenant 680 variables.
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5 Évaluation expérimentale

5.1 Description du benchmark et des conditions
expériementales

Nous avons choisi d’évaluer les méthodes proposées
sur les 3285 instances CSP du benchmark de la compé-
tition CP’2009 (Fourth International CSP Solver Com-
petition : http ://www.cril.univ-artois.fr/CSC09/).
Ces instances ont été regroupées en cinq classes :

— la classe C1, qui contient 556 instances définies
avec des contraintes globales (alldiff, cumulative,
element, weightedsum),

— la classe C2, qui contient 709 instances avec des
contraintes d’arité quelconque définies en inten-
tion,

— la classe C3, qui contient 686 instances avec des
contraintes binaires définies en intention,

— la classe C4, qui contient 699 instances avec des
contraintes d’arité quelconque définies en exten-
sion,

— la classe C5, qui contient 635 instances avec des
contraintes binaires définies en extension.

Nous avons utilisé le modèle proposé dans [18] pour dé-
finir ces instances au sein du solveur Gecode. Toutes
les expérimentations ont été menées sur des proces-
seurs Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2670 0 @ 2.60GHz,
avec 20480 Ko de cache et 3Go de RAM. Chaque mé-
thode a été exécutée sur ces instances avec une durée
limite fixée à 30mn au-delà de laquelle cette instance
est considérée comme non résolue par la méthode. Les
temps reportés dans la suite de cette section incluent
le temps nécessaire au prétraitement de l’instance et
au calcul de la décomposition arborescente (détaillés
en 5.2). Si la mémoire nécessaire pour la résolution
d’une instance dépasse les 3Go de RAM, alors cette
instance est également considérée comme non résolue
par la méthode.

5.2 Approches considérées et détails d’implémen-
tation

Nous avons implémenté l’algorithme 1 à l’aide de
la bibliothèque Gecode [23], de façon très naturelle
dans la mesure où Gecode fournit les deux méthodes
buildModel et next, et permet d’ajouter des nogoods à
un modèle. Nous appelons BTD-G (resp. BTD-GR) la
variante utilisant Gecode sans restarts (resp. Gecode
avec restarts) quand la méthode next est appelée.

Paramètres de Gecode. Une première série d’expéri-
mentations nous a permis de constater que la configu-
ration de Gecode (sans BTD) qui obtient les meilleurs
résultats sur les instances considérées est celle qui uti-
lise une politique de restarts combinée à l’heuristique

de choix de variables INT VAR AFC SIZE MAX
(correspondant à minDom/wdeg [4] avec un choix
aléatoire en cas d’égalités) et un choix de valeurs aléa-
toire. La politique de restarts est basée sur une pro-
gression géométrique avec un facteur d’échelle fixé à
2000 et une base à 2. Les restarts sont combinés avec
l’enregistrement d’un nogood à chaque fois qu’une af-
fectation partielle incohérente est trouvée, la profon-
deur maximale d’enregistrement de ces nogoods étant
limitée à sa valeur par défaut (i.e., 128). Cette confi-
guration de Gecode est appelée GecodeR dans la suite.

Nous utilisons les mêmes heuristiques de choix de
variables et de valeurs que GecodeR pour BTD-G et
BTD-GR, et la même politique de restarts pour BTD-
GR.

Calcul d’une décomposition arborescente pour
BTD-G et BTD-GR. BTD repose sur une décom-
position arborescente d’un CSP, et sa complexité en
temps dépend de la taille des clusters. Plus les clus-
ters sont petits, plus le problème est simple à ré-
soudre en théorie. Cependant, le calcul d’une décom-
position minimisant la taille maximum des clusters est
un problème NP-difficile. Ainsi, une heuristique est
souvent utilisée pour calculer une triangulation de la 2-
section de l’hypergraphe de contraintes (de sorte que
tout cycle de longueur supérieure ou égale à 4 pos-
sède une arête reliant deux sommets non consécutifs).
Cette propriété assure qu’on peut facilement calcu-
ler une décomposition arborescente du graphe dont
les clusters sont ses cliques maximales. Dans notre
cas, nous avons choisi d’utiliser l’approche consis-
tant à construire d’abord un graphe dont les som-
mets représentent les cliques maximales et il existe
une arête entre deux sommets si les cliques maxi-
males correspondantes ont une intersection qui n’est
pas vide. Ensuite, un arbre recouvrant est calculé de-
puis ce graphe. Cet arbre induit une décomposition
arborescente. Nous utilisons l’heuristique de triangu-
lation Minfill [16] qui est connue pour sa capacité à
produire des clusters de taille réduite.

L’espace mémoire nécessaire au stockage des
(no)goods structurels dépend de la taille maximale des
séparateurs entre les clusters. Il est très important de
limiter cette valeur [8]. Comme [8], nous avons fixé la
borne maximum à ne pas dépasser à 10. Si deux clus-
ters ont une intersection dont la taille dépasse cette
valeur, ils sont fusionnés pour former un seul cluster.

Une fois que la décomposition arborescente a été cal-
culée, nous devons choisir un cluster racine, à partir
duquel la recherche BTD sera commencée. Ce cluster
racine est choisi aléatoirement parmi l’ensemble des
clusters qui ont le plus grand nombre de variables. Les
fils de chaque cluster sont ordonnés par taille de sépa-
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Figure 1 – Comparaison de BTD-G, BTD-GR et GecodeR. Chaque point (x, y) de la courbe de gauche (resp.
de droite) correspond à une instance résolue en x secondes par BTD-GR, et y secondes par BTD-G (resp.
GecodeR). La couleur et la forme des points dépendent de la classe de l’instance : + pour C1, × pour C2, ∗
pour C3, 2 pour C4, et � pour C5.

rateur croissante : dans la boucle des lignes 5 à 10 de
l’algorithme 1, nous choisissons en premier le fils i de
r tel que |Ki∩Kr| soit minimal, puis le deuxième plus
petit, etc.

Prétraitement sur les instances. Pour certaines ins-
tances, la 2-section n’est pas connexe. Dans ce cas,
nous décomposons tout d’abord la 2-section en com-
posantes connexes, et nous résolvons chaque sous-
problème correspondant à chaque composante connexe
séquentiellement. Cela est fait pour toutes les ap-
proches considérées (y compris GecodeR). Notons que
le fait de résoudre chaque composante connexe séparé-
ment n’implique pas nécessairement que le sous-graphe
de la 2-section induit par les variables d’un cluster soit
nécessairement connexe, comme cela a été remarqué
dans [13].

Pour chaque instance, nous demandons à Gecode
de propager ses contraintes afin de filtrer ses domaines
avant de commencer sa résolution. Gecode ne garantit
pas que ce filtrage assure la cohérence d’arc généralisée
pour toutes les contraintes : sur certaines, il peut être
moins fort pour réduire le temps de calcul nécessaire.
Néanmoins, ce filtrage suffit à résoudre 12 instances du
benchmark. Par ailleurs, ce filtrage permet de réduire
le domaine d’au moins une variable à une seule valeur
pour 672 instances. Pour ces instances, nous éliminons
de la 2-section les sommets correspondant à des va-
riables dont le domaine est réduit à une seule valeur,
avant de calculer la décomposition arborescente. Cela
permet souvent d’avoir une meilleure décomposition
en termes de taille des clusters : la largeur est diminuée
pour 86% des 672 instances, et augmentée pour 6% de

ces instances ; quand elle est diminuée, elle diminue
de 37% (en moyenne, avec une diminution maximale
de 98% pour une instance) ; quand elle est augmentée,
elle augmente de 20% (en moyenne, avec une augmen-
tation maximale de 31%).

5.3 Résultats expérimentaux

Parmi les 3285 instances du benchmark, 1880 ne
sont pas structurées du tout dans le sens où leur dé-
composition arborescente ne contient qu’un seul clus-
ter (contenant toutes les variables). Pour ces 1880 ins-
tances, BTD-G (resp. BTD-GR) se comportent comme
Gecode sans restarts (resp. comme GecodeR). La seule
différence est due au coût de calcul de la décomposi-
tion arborescente, qui est généralement très petit com-
paré au temps de résolution : en moyenne sur les 1880
instances non structurées, le coût de calcul de la dé-
composition arborescente est égal à 2% du temps CPU
de résolution par GecodeR.

Parmi les 1405 instances pour lesquelles la décom-
position arborescente comporte plus d’un cluster, 427
ne sont résolues par aucune des approches considérées
dans la limite de temps CPU considérée (30 minutes).
La figure 1 compare BTD-G avec BTD-GR (partie
gauche), et BTD-GR avec GecodeR (partie droite)
pour les 978 instances restantes (dont la décomposition
comporte plus d’un cluster, et qui sont résolues par au
moins une approche). La partie gauche nous montre
que l’utilisation d’une politique de restarts pour cher-
cher une affectation cohérente du cluster courant amé-
liore la résolution pour un grand nombre d’instances,
tandis que cela dégrade la résolution pour un nombre
réduit d’instances. La partie droite nous montre que, si
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GecodeR BTD-GR
C1 C2 C3 C4 C5 C1 C2 C3 C4 C5

1s 4 13 5 46 2 0 1 6 22 2
5s 1 12 2 12 4 1 1 6 22 2
10s 2 12 4 7 5 3 1 7 21 2
50s 1 7 3 9 4 3 4 7 17 1
100s 1 6 3 7 3 3 3 7 16 0
500s 1 5 3 5 0 2 2 9 14 0
1000s 1 2 3 3 0 1 2 9 13 0
1800s 1 3 3 0 1 1 2 9 11 0

Table 1 – Nombre d’instances bien structurées résolues par GecodeR et pas BTD-GR (partie gauche) et nombre
d’instances bien structurées résolues par BTD-GR et non GecodeR (partie droite), pour différentes limites de
temps CPU.

pour beaucoup d’instances la décomposition dégrade
les performances, pour certaines instances elle l’amé-
liore fortement. En particulier, 16 instances qui ne sont
pas résolues par GecodeR dans la limite de temps de
1800 secondes sont résolues par BTD-GR en moins
d’une seconde.

Regardons maintenant d’un peu plus près les ins-
tances pour lesquelles la décomposition arborescente
est bonne, c’est-à-dire, les instances pour lesquelles le
plus grand cluster de la décomposition arborescente
comporte au plus cinquante pour cent des variables.
Parmi les 1405 instances pour lesquelles la décomposi-
tion arborescente comporte plus d’un cluster, il y a 520
instances pour lesquelles la décomposition est bonne :
70 (resp. 126, 80, 103, and 141) instances de la classe
C1 (resp. C2, C3, C4, et C5).
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Figure 2 – Evolution du nombre d’instances bien
structurées résolues par BTD-GR, BTD-G, et Geco-
deR en fonction du temps CPU.

La figure 2 nous montre que, pour ces instances bien
structurées, BTD-GR est clairement plus performant

que GecodeR, pour des limites de temps supérieures à
10 secondes, tandis que pour des limites de temps in-
férieures, les deux approches ont des résultats relative-
ment similaires. Nous constatons également que BTD-
GR est plus performant que BTD-G, ce qui confirme
bien le fait que l’intégration d’une politique de restarts
pour résoudre chaque cluster améliore le processus de
résolution. Au bout de 1800 secondes, BTD-GR (resp.
BTD-G et GecodeR) ont été capables de résoudre 339
(resp. 326 et 324) instances bien structurées.

La table 1 nous montre que chacune des deux ap-
proches BTD-GR et GecodeR est capable de résoudre
des instances que l’autre n’est pas capable de résoudre.
Il est intéressant de noter que les instances qui ne
sont résolues que par BTD-GR appartiennent à toutes
les classes, même si une majorité d’entre elles appar-
tiennent à la classe C4 des instances n-aires définies en
intention.

6 Conclusion

Nous avons montré dans cet article comment inté-
grer la méthode BTD dans une bibliothèque de pro-
grammation par contraintes, utilisée comme une boite
noire pour résoudre des sous-problèmes. Cette intégra-
tion nous permet de bénéficier des algorithmes de réso-
lution implémentés dans la bibliothèque (propagation
de contraintes globales, heuristiques de choix de va-
riables, restarts, etc). Nous avons réalisé cette intégra-
tion à l’aide de la bibliothèque Gecode. Les premières
expérimentations sur le benchmark de la compétition
CSP 2009 montrent tout le potentiel de cette intégra-
tion. En particulier, certaines instances difficiles pour
la version considérée de Gecode sont bien mieux réso-
lues en exploitant une décomposition arborescente.

Cette étude a également permis de montrer qu’une
stratégie de restart peut être appliquée à l’intérieur de

233



chaque cluster, et que cette stratégie améliore les per-
formances. Cette stratégie est complémentaire de celle
proposée dans [13], et ces deux stratégies pourraient
être combinées.

Cette première intégration de BTD dans une biblio-
thèque de contraintes nous ouvre de nombreuses pers-
pectives de recherche. Dans la version actuelle, nous
avons fait le choix de considérer toutes les contraintes
initiales dans chaque cluster, comme cela est proposé
dans [11, 13]. Cela permet à Gecode de filtrer au maxi-
mum les domaines, mais bien évidemment, cela peut
être assez coûteux en temps. Une autre possibilité au-
rait été de restreindre l’ensemble des contraintes à
celles dont la portée est incluse dans le cluster courant,
ce qui est moins coûteux en temps mais peut égale-
ment moins réduire les domaines des variables. Nous
travaillons actuellement à l’extension de notre cadre
d’intégration de BTD dans une bibliothèque de pro-
grammation par contraintes afin de pouvoir considérer
différents sous-ensembles de contraintes, pour chaque
sous-problème.
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Résumé

Nous présentons dans cet article de nouvelles stra-
tégies de choix de nœud dans un algorithme de Branch
and Bound sur intervalles pour l’optimisation globale
sous contraintes. La stratégie standard en meilleur
d’abord choisit le nœud qui a la plus petite borne infé-
rieure de l’estimation de l’objectif dans le domaine cor-
respondant. Nous proposons d’abord de nouvelles stra-
tégies qui prennent aussi en compte la borne supérieure
de l’estimation de l’objectif. Une bonne précision sur
cette borne supérieure, obtenue par l’application de plu-
sieurs opérateurs de contraction, permet d’obtenir plus
rapidement de bonnes solutions réalisables et donc de
meilleures performances. Nous proposons également une
autre stratégie qui réalise un compromis entre diversifica-
tion et intensification en plongeant de manière gloutonne
dans des régions potentiellement réalisables à chaque
nœud de la recherche en meilleur d’abord. Ces nouvelles
stratégies obtiennent de meilleurs résultats expérimen-
taux que la recherche en meilleur d’abord sur des ins-
tances difficiles d’optimisation globale sous contraintes.

Abstract

We present in this article new strategies for selec-
ting nodes in interval Branch and Bound algorithms for
constrained global optimization. The standard best-first
strategy selects a node with the lowest lower bound of
the objective estimate. We first propose new node selec-
tion policies where an upper bound of each node/box is
also taken into account. The good accuracy of this upper
bound achieved by several contracting operators leads to
a good performance of the criterion. We propose another
strategy that also makes a tradeoff between diversifica-
tion and intensification by greedily diving into potential
feasible regions at each node of the best-first search.
These new strategies obtain better experimental results
than classical best-first search on difficult constrained
global optimization instances.

∗Ignacio Araya est financé en partie par le projet Fondecyt
11121366.

1 Introduction

Cet article traite d’optimisation globale continue dé-
terministe calculée par un algorithme de Branch and
Bound sur intervalles. Plusieurs travaux ont été réali-
sés pour trouver de bonnes stratégies de branchement
[10], mais la sélection de nœud elle-même a été peu étu-
diée. Les solveurs sur intervalles suivent généralement
une stratégie en meilleur d’abord (BFS), et quelques
études ont été menées pour limiter la croissance expo-
nentielle de la mémoire utilisée [6, 18].

Travaux connexes

À notre connaissance, Casado et al. dans [6] et
Csendes dans [9] ont été les seuls à proposer des stra-
tégies de choix de nœud pour des algorithmes de B&B
sur intervalles. Un critère à maximiser appelé C3 dans
[14] et adapté ensuite pour l’optimisation globale sans
contraintes est :

f∗ − lb
ub− lb

où [lb, ub] = [f ]N ([x]) est l’intervalle obtenu par l’éva-
luation naturelle par intervalles de la fonction objectif
f sur la bôıte courante [x] : [lb, ub] est un intervalle
incluant tous les nombres réels images d’un point de
[x] par f . f∗ est l’optimum. Quand f∗ n’est pas connu,

f̃ , le coût du meilleur point réalisable trouvé jusque
là, peut être utilisé comme approximation de f∗. Ce
critère favorise les petites bôıtes et les nœuds avec une
valeur de lb faible.

Pour l’optimisation sous contraintes, un autre cri-
tère (à maximiser) nommé C5 est égal à C3 × fr. Il
prend en compte un ratio de faisabilité fr calculé à
partir de toutes les contraintes d’inégalité. Le critère
C7 propose de minimiser lb

C5
.
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D’autres stratégies de choix de nœud ont été étu-
diées pour des algorithmes de B&B (non sur inter-
valles) en profondeur d’abord, en largeur d’abord ou en
meilleur d’abord. La recherche en profondeur d’abord
favorise l’exploitation (l’intensification). La recherche
en meilleur d’abord favorise plus l’exploration (la di-
versification) car deux noeuds successifs peuvent ap-
partenir à des régions significativement différentes de
l’espace de recherche.

Différentes stratégies sont proposées dans l’optimi-
seur SCIP [20]. La profondeur, la largeur et le meilleur
d’abord sont disponibles. Avec l’option restartdfs,
SCIP réalise une recherche en profondeur d’abord,
mais périodiquement (c.-à-d. tous les k = 100 retours
en arrière), choisit le meilleur nœud. La stratégie la
plus sophistiquée, appelée Upper Confidence bounds
for Trees (UCT) [13], est utilisée pour les problèmes
MIP.

La sélection de nœud de l’optimiseur global Baron
est brièvement décrite dans [21]. La stratégie par dé-
faut alterne entre le nœud ayant la violation minimum
et celui de plus petite borne inférieure de l’estimation
du coût. La violation d’un nœud est définie comme la
somme des erreurs pour chaque variable, ces erreurs
étant calculées à partir de la solution de la relaxation
convexe du problème. Quand la limitation en mémoire
devient critique, Baron passe en profondeur d’abord.

Des stratégies de choix de nœud ont aussi été dé-
finies pour des problèmes MINLP convexes. La stra-
tégie par défaut de l’optimiseur Bonmin [5] choisit le
nœud avec la plus petite borne inférieure de l’estima-
tion du coût. Les stratégies en profondeur et en largeur
d’abord sont aussi disponibles. Finalement, une stra-
tégie dynamique commence en profondeur d’abord et
passe en largeur d’abord après avoir trouvé trois solu-
tions entières réalisables.

La recherche K-Best-First Search [11] s’applique aux
problèmes d’optimisation combinatoire. KBFS(k) réa-
lise de manière itérative des cycles d’expansion de
nœuds. A chaque cycle, les k meilleurs nœuds sont trai-
tés et leurs enfants sont mis dans la liste des nœuds
à traiter. Ainsi, KBFS réalise un compromis entre des
recherches en largeur et en meilleur d’abord. Si k = 1,
KBFS(1) mène une recherche en meilleur d’abord. Si
k = ∞, alors tous les nœuds à un niveau sont traités
avant de passer au niveau suivant ; KBFS(∞) mène
donc une recherche en largeur d’abord.

Contribution et plan

Cet article propose de nouvelles stratégies pour des
algorithmes de B&B sur intervalles.

Après une présentation des bases nécessaires à la
compréhension de l’article dans la partie 2, une pre-
mière approche est décrite dans la partie 3. Cette ap-
proche utilise, non seulement une borne inférieure mais
aussi une borne supérieure de l’estimation de l’objec-

tif sur un nœud. Cette borne supérieure est rendue
plus précise en utilisant des méthodes de contraction
qui éliminent des régions infaisables. La stratégie que
nous proposons alterne entre le nœud avec la plus pe-
tite borne inférieure et celui avec la plus petite borne
supérieure.

Une seconde approche réalise simplement un com-
promis entre exploration et exploitation. Un algo-
rithme de B&B par intervalle en meilleur d’abord exé-
cute à chaque nœud une plongée gloutonne en profon-
deur d’abord pour se focaliser sur des régions faisables
(voir partie 4).

Dans la partie 5, une étude empirique des différentes
variantes de ces nouvelles stratégies montre qu’elles
obtiennent de bonnes performances sur des problèmes
difficiles d’optimisation non convexe appartenant au
banc d’essai Coconut.

2 Algorithmes de Branch and Bound sur
intervalles

Un intervalle [xi] = [xi, xi] définit l’ensemble des
nombres réels xi tels que xi ≤ xi ≤ xi. Une bôıte [x] est
un produit cartésien d’intervalles [x1]× ...× [xi]× ...×
[xn]. w([x]) représente la taille du plus grand intervalle
de la bôıte [x].

Cet article traite d’optimisation globale continue
sous contraintes d’inégalités définie par :

min
x∈[x]

f(x) s.c. g(x) ≤ 0

où f : Rn → R est la fonction objectif (non convexe)
et g : Rn → Rm est un un vecteur de fonctions (non
convexes) 1 x = {x1, ..., xi, ...xn} est un vecteur de va-
riables dont le domaine est la bôıte [x]. x est dit réa-
lisable s’il satisfait les contraintes.

Un schéma de B&B sur intervalles pour l’optimisa-
tion globale continue sous contraintes (aussi connue
comme programmation non linéaire NLP) est décrit
ci-après. Les algorithmes 1 et 2 correspondent aux al-
gorithmes implantés dans IbexOpt [22] et IBBA [19]
et permettent de comprendre les stratégies de choix de
nœud qui suivent. Par ailleurs, ces stratégies peuvent
être incorporées dans tout algorithme de branch and
bound sur intervalles.

L’algorithme de B&B maintient deux types princi-

paux d’information durant la recherche : f̃ , le coût du
meilleur point réalisable trouvé jusque là et fmin la
plus petite borne inférieure [x].lb de l’estimation de
l’objectif sur les nœuds [x] à explorer. En d’autres
termes, pour chaque bôıte [x], il est garanti qu’il
n’existe pas de point réalisable avec un coût inférieur
à [x].lb.

1. Les équations hj(x) = 0 peuvent être relâchées en deux
inégalités −ε ≤ hj(x) ≤ +ε.
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Algorithm IntervalBranch&Bound (f , g, x, box, εobj, εsol)

fmin ← −∞ ; f̃ ← +∞ ; xf̃ ← ⊥
fsbmin ← +∞ /* La plus petite borne inférieure des nœuds ayant atteint la précision εsol. */
Boxes← {box}
while Boxes 6= ∅ and f̃ − fmin > εobj and f̃−fmin

|f̃ | > εobj do

[x] ← BestBox (Boxes, criterion) ; Boxes ← Boxes \ {[x]}
([x]1, [x]2) ← Bisect ([x])

([x]1, xf̃ , f̃) ← Contract&Bound ([x]1, f , g, x, εobj , xf̃ , f̃)

([x]2, xf̃ , f̃) ← Contract&Bound ([x]2, f , g, x, εobj , xf̃ , f̃)

(fsbmin, Boxes) ← UpdateBoxes ([x]1,εsol, f
sb
min,Boxes)

(fsbmin, Boxes) ← UpdateBoxes ([x]2,εsol, f
sb
min, Boxes)

fmin ← min(fsbmin, min[x]∈Boxes [x].lb)

Algorithm 1: Branch and Bound sur intervalles

L’algorithme est lancé avec l’ensemble de
contraintes g, la fonction objectif f et avec la
bôıte des domaines d’entrée initialisant la liste Boxes
des bôıtes à traiter. εobj est la précision requise sur
l’objectif et est utilisé comme critère d’arrêt. Nous
ajoutons au système une variable xobj correspondant
à l’image (au coût) de la fonction objectif et une
contrainte f(x) = xobj .

La procédure BestBox choisit le prochain nœud à
traiter. Si le critère choisit un nœud [x] avec la plus
petite borne inférieure de l’estimation de l’objectif
([x].lb), l’algorithme B&B suivra la stratégie la plus
commune (le meilleur d’abord).

La bôıte choisie est ensuite coupée en deux sous-
bôıtes [x]1 et [x]2 le long d’une dimension choisie par
une stratégie de branchement.

Les deux sous-bôıtes sont alors traitées par la pro-
cédure Contract&Bound (voir l’algorithme 2). Une

contrainte xobj ≤ f̃ − εobj est ajoutée au système pour
diminuer la borne supérieure de l’estimation de l’ob-
jectif dans la bôıte. La valeur εobj permet que la pro-
chaine solution trouvée soit significativement meilleure
que le meilleur point réalisable courant. La procé-
dure Contraction contracte ensuite la bôıte courante
sans perdre de partie réalisable. En d’autres termes,
quelques parties non réalisables aux bords du domaine
sont enlevées par des algorithmes issus de la program-
mation par contraintes (CP) et des algorithmes de
convexification. Cette contraction travaille sur la bôıte
étendue incluant la variable objectif xobj . Ainsi, aug-
menter xobj revient à augmenter la borne inférieure de

l’objectif sur la bôıte courante.

La procédure FeasibleSearch appelle ensuite une
ou plusieurs heuristiques recherchant un point réali-
sable xf̃ qui améliore le meilleur coût trouvé jusqu’à

présent (upperbounding).

Les derniers appels à UpdateBoxes, décrits à l’algo-

Algorithm Contract&Bound ([x],f ,g,x,εobj,xf̃ ,f̃)

g′ ← g ∪ {xobj ≤ f̃ − εobj}
[x] ← Contraction ([x], g′ ∪ {f(x) = xobj})
if [x] 6= ∅ then

/* Upperbounding */
(xf̃ ,cost)←FeasibleSearch ([x],f ,g′,εobj)

if cost < f̃ then f̃ ← cost

return ([x], xf̃ , f̃)

Algorithm 2: La procédure Contract&Bound lancée
à chaque nœud de l’algorithme B&B

rithme 3, mettent généralement les deux sous-bôıtes
dans l’ensemble Boxes des nœuds à explorer. Si la taille
d’une bôıte atteint la précision εsol, cette bôıte ne sera
pas étudiée (bissectée) et seule la valeur fsbmin sera mise
à jour.

On remarquera que si l’arbre de recherche est par-
couru en meilleur d’abord, une mémoire de taille ex-
ponentielle peut être requise pour stocker les nœuds à
traiter.

Rappelons que [x].lb est un minorant de l’objectif
dans la bôıte [x] en tenant compte des contraintes (il
n’existe aucun point réalisable avec un coût inférieur
à [x].lb) et [x].ub est un majorant de l’objectif pour le
prochain point réalisable recherché dans la bôıte cou-
rante.

L’arithmétique par intervalles appliquée sur l’objec-
tif donne facilement des premières valeurs pour ces
bornes. Avec l’arithmétique par intervalles, on rem-
place les opérateurs mathématiques standard dans
f par leurs équivalents sur intervalles pour calculer
[f ]([x]). Ainsi, [f ]([x]) donne une valeur pour [x].lb

tandis que [f ]([x]) calcule une valeur pour [x].ub. Nous
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Algorithm UpdateBoxes ([x], εsol, f
sb
min, Boxes)

if [x] 6= ∅ then
if w([x]) > εsol then

Push ([x], Boxes)

else
fsbmin ← min(fsbmin, xobj)

/* or fsbmin ← min(fsbmin, [f ]([x])) */

return (fsbmin, Boxes)

Algorithm 3: Procédure de mise à jour des listes de
nœuds à explorer ou du coût minimum de l’objectif
sur les petites bôıtes qui ne seront pas étudiées

verrons dans la section suivante comment ces bornes
sont affinées en tenant compte des contraintes, donc
de l’espace réalisable, et de la précision εobj .

3 Nouvelles stratégies basées sur le calcul
de bornes supérieures

En optimisation, le choix du prochain nœud à trai-
ter est crucial pour obtenir de bonnes performances.
Si la stratégie habituelle de choix du nœud ayant la
plus petite borne inférieure de l’estimation de l’objectif
(stratégie en meilleur d’abord) permet une recherche
optimale en optimisation sans contraintes, ce n’est plus
le cas avec des contraintes.

Il est aussi intéressant d’obtenir rapidement de bons
points réalisables, pour limiter d’une part la taille
de la liste des nœuds à traiter et pour réduire l’es-
pace de recherche en propageant les contraintes. Le
meilleur nœud est alors celui qui améliore le plus le
meilleur point réalisable. En effet, cette amélioration
de la borne supérieure réduit globalement l’espace réa-

lisable grâce à la contrainte xobj ≤ f̃ . Il existe deux
phases dans un B&B :

1. une phase où on essaye de trouver la solution
optimale,

2. une seconde phase où on prouve que cette solu-
tion est optimale, ce qui requiert de traiter tous
les nœuds restants.

Le choix de nœud ne concerne donc que la première
phase.

Nous définissons dans cette section de nouvelles
stratégies agrégeant deux critères pour choisir la bôıte
courante :

1. LB : Le critère bien connu utilisé en meilleur
d’abord choissant le nœud ayant le plus petit
[x].lb. Ce critère est optimiste puisque nous es-
pérons trouver une solution avec un coût fmin,
auquel cas la recherche est terminée.

2. UB : Ce critère choisit le nœud ayant la plus pe-
tite borne supérieure de l’estimation de l’objec-
tif, le nœud avec le plus petit [x].ub. Ainsi, si un
point réalisable est trouvé, on espère qu’il amé-
liorera de manière importante le meilleur coût
trouvé jusque là.

Le critère UB est le symétrique du critère LB.
Pour chaque bôıte, [x].lb et [x].ub sont calculés par
la procédure Contract&Bound et étiquettent le nœud
avant de le stocker dans l’ensemble des nœuds à trai-
ter. Rappelons qu’une variable xobj représentant la
valeur de l’objectif a été introduite. Ainsi, [x].lb et
[x].ub sont simplement les bornes de l’intervalle [xobj ]
après contraction. Des techniques de programmation
par contraintes comme 3BCID [23] peuvent améliorer
[xobj ] en traitant et enlevant de petites tranches aux
bornes de [xobj ] (rognage).

Nous pensons qu’une clé du succès du critère UB
est qu’il évalue l’objectif plus précisément que l’éva-
luation naturelle ne le ferait (ub en calculant [lb, ub]←
[f ]([x])).

Nous proposons deux manières d’agréger ces deux
critères.

Sommer les deux critères : LB+UB. Cette stratégie
choisit le nœud avec la plus petite valeur de la somme
[x].lb+[x].ub. Cela correspond à minimiser les deux cri-
tères avec le même poids, c.-à-d. minimiser le milieu de
l’intervalle représentant l’estimation de l’objectif dans
la bôıte.

Alterner les deux critères : LBvUB. Dans cette
deuxième stratégie, on choisit la prochaine bôıte à trai-
ter en utilisant un des deux critères. Un choix aléatoire
est effectué par la fonction BestBox à chaque selection
de nœud, avec une probabilité UBProb de choisir UB.
Si UB (resp. LB) est choisi et si plusieurs nœuds ont
le même coût [x].ub (resp. [x].lb), alors nous utilisons
l’autre critère LB (resp. UB) pour départager les ex-
aequo.

Des expérimentations ont montré que les perfor-
mances n’étaient pas sensibles à un réglage fin du pa-
ramètre UBProb pourvu qu’il reste entre 0.2 et 0.8 ;
ainsi il a été fixé à 0.5. Les expérimentations de la par-
tie 5 soulignent l’impact positif de ce critère sur les
performances.

3.1 Améliorer le critère UB en favorisant les ré-
gions réalisables

Tous les nœuds à explorer ont une étiquette UB dé-
pendant du meilleur coût trouvé au moment où les
bôıtes ont été traitées par Contract&Bound. Grâce aux
modifications apportées à Contract&Bound (voir l’al-
gorithme 4), ces étiquettes tombent dans l’une des

quatre catégories de coût dépendant de la valeur f̃ .
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Algorithm Contract&Bound ([x], f , g,x, εobj,xf̃ , f̃)

g′ ← g ∪ {xobj ≤ f̃ − (εobj−0.1εobj)}
[x] ← Contraction ([x], g′ ∪ {f(x) = xobj})
if [x] 6= ∅ then

// Upperbounding :
(xf̃ , cost)←FeasibleSearch ([x], f, g′, εobj)

if cost < f̃ then

f̃ ← cost

[x].ub ← f̃ − εobj
else

[x].ub ← xobj

return ([x], xf̃ , f̃)

Algorithm 4: Modification de la procédure
Contract&Bound pour améliorer le critère UB

Elles indiquent avec quelle priorité les bôıtes sont choi-
sies quand le critère UB est utilisé. L’étiquette UB
[x].ub est :

1. inférieure à f̃−εobj si la procédure de contraction
a réduit le maximum de l’estimation de l’objectif
dans la bôıte,

2. égale à f̃ − εobj , si la bôıte est un descendant
de la bôıte contenant le meilleur point réalisable

actuel de coût f̃ ,

3. égale à f̃ − 0.9 εobj si la bôıte a été traitée après

la dernière mise à jour de f̃ ,

4. supérieure à f̃ − 0.9 εobj dans le cas restant.

Comme on le voit dans le pseudo-code de
Contract&Bound, le terme additionnel 0.1 εobj péna-
lise les bôıtes qui ne sont pas issues par bissections
successives de la bôıte où le meilleur point réalisable
actuel a été trouvé.

Les bons résultats expérimentaux obtenus par la
stratégie LBvUB (cf. partie 5) suggèrent qu’il est impor-
tant de réaliser à la fois une intensification (UB) et une
diversification (LB) de la recherche. L’ajout d’un se-
cond critère permet d’éviter les inconvénients de l’uti-
lisation d’un seul critère, c.-à-d. (pour LB) choisir des
bôıtes prometteuses sans point réalisable et (pour UB
modifié) aller plus en profondeur dans l’arbre de re-
cherche en restant dans un minimum local.

3.2 Implantation de l’ensemble des nœuds à ex-
plorer

Dans IbexOpt, l’ensemble Boxes des nœuds à ex-
plorer était initialement implanté par une structure de
tas ordonné par le critère LB. Pour la stratégie LBvUB,
chaque nœud dans l’ensemble Boxes est étiqueté par

deux valeurs : [x].lb et [x].ub et on a essayé plusieurs
implantations pour trier les nœuds selon les deux cri-
tères LB et UB.

1. Un tas ordonné par [x].lb :

Le choix de nœud utilisant UB est alors effec-
tué en un coût linéaire par rapport au nombre
de nœuds à explorer. En pratique, le temps né-
cessaire à la gestion du tas représente environ
10% du temps de calcul total quand ce nombre
de nœuds dépasse 50000.

2. Une variante utilisant toujours un seul tas teste
la taille du tas |Boxes| :

Si |Boxes| dépasse 50000, la probabilité UBProb
est mise à 0.1 ; sinon, UBProb reste égal à 0.5.
Cette variante produit donc moins d’appels avec
le critère UB.

3. Deux tas :

Finalement, nous avons essayé une implan-
tation avec deux tas, l’un pour LB, l’autre
pour UB. Toutes les opérations sont alors en
O(log2(|Boxes|)), sauf le processus de filtrage du
tas lancé quand un nouveau point réalisable est
trouvé. Ce ramasse-miettes enlève de Boxes tous
les nœuds ayant [x].lb > f̃ .

4 La stratégie “Feasible Diving”

Nous avons conçu une autre stratégie de choix de
nœud qui réalise aussi un compromis entre exploita-
tion et exploration. L’algorithme B&B par intervalles
réalise une recherche en meilleur d’abord décrite à l’al-
gorithme 5.

Cette stratégie utilise une variante du critère LB :
elle choisit un nœud avec le plus petit [x].lb, mais nous
avons juste ajouté deux autres critères pour départager
les ex-aequo :

1. le nœud le plus haut dans l’arbre de recherche.

2. en cas d’égalité sur [x].lb et sur ce critère, on
choisit le nœud généré en premier.

À chaque nœud de cette recherche, nous appelons
une procédure effectuant une recherche gloutonne en
profondeur d’abord pour intensifier la recherche dans
la région de la bôıte courante. Cette procédure Fea-
sible Diving est décrite à l’algorithme 6. À partir du
nœud sélectionné, FeasibleDiving construit un arbre
en profondeur et garde le nœud le plus prometteur
à chaque itération. La bôıte est bissectée sur une di-
mension choisie par la même stratégie que dans l’al-
gorithme B&B, par exemple SmearSum relative [22]
et les deux sous-bôıtes sont traitées par la procédure
Contract&Bound (voir l’algorithme 2). La sous-bôıte
avec la plus petite borne inférieure de l’objectif est
traitée par l’itération suivante de Feasible Diving tan-
dis que l’autre est mise dans le tas global Boxes sto-
ckant la liste des nœuds à explorer.
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Algorithm IntervalBranch&BoundBis (f , g, x, box, εobj, εsol)

fmin ← −∞ ; f̃ ← +∞ ; xf̃ ← ⊥
fsbmin ← +∞ /* La plus petite borne inférieure des nœuds ayant atteint la précision εsol. */
Boxes← {box}
while Boxes 6= ∅ and f̃ − fmin > εobj and f̃−fmin

|f̃ | > εobj do

[x] ← BestBox (Boxes, criterion) ; Boxes ← Boxes \ {[x]}
([x], xf̃ , f̃ , fsbmin, Boxes) ← FeasibleDiving ([x], g, f , x, εsol, xf̃ , f̃ , fsbmin, Boxes)

if [x] 6= ∅ /* w([x]) < εsol */ then fsbmin ← min(fsbmin, xobj)

fmin ← min(fsbmin, min[x]∈Boxes [x].lb)

Algorithm 5: Branch and Bound sur intervalles (variante appelant Feasible Diving)

Algorithm FeasibleDiving ([x], g, f , x, εsol, xf̃ , f̃ , fsbmin, Boxes)

while [x] 6= ∅ and w([x]) > εsol do
([x]1, [x]2) ← Bisect ([x])

([x]1, xf̃ , f̃) ← Contract&Bound ([x]1, f , g, x, εobj , xf̃ , f̃)

([x]2, xf̃ , f̃) ← Contract&Bound ([x]2, f , g, x, εobj , xf̃ , f̃)

([x]best, [x]worst) ← Sort ([x]1, [x]2, criterion) /* [x]best.lb < [x]worst.lb */
(fsbmin, Boxes) ← UpdateBoxes ([x]worst,εsol, f

sb
min, Boxes)

[x]← [x]best

return ([x], xf̃ , f̃ , fsbmin, Boxes)

Algorithm 6: La procédure Feasible Diving lancée à chaque nœud du B&B en meilleur d’abord.

La procédure FeasibleDiving essaye de plonger
dans une région réalisable (ou de montrer que la région
explorée ne contient pas de point réalisable) grâce aux
procédures Contraction et FeasibleSearch appelée
à chaque itération. Avec cette plongée, on espère que
ces procédures trouveront des points réalisables dans
des petites sous-bôıtes.

Il est mentionné dans [5] et [4] qu’une procédure
similaire a été proposée pour des solveurs MIP. Bien
que non détaillée dans la littérature, cette procédure
Probed Diving semble être utilisée par le solveur MIP
CPLEX d’IBM Ilog avec un certain succès.

5 Expérimentations

Nous avons mené des expérimentations sur un en-
semble de problèmes d’optimisation globale continue
sous contraintes. La partie 5.1 décrit le protocole expé-
rimental. La partie 5.2 détaille les essais réalisés avec
les différentes stratégies mixant LB et UB, spéciale-
ment LB+UB et LBvUB. Les parties 5.3 et 5.4 comparent
FeasibleDiving à la stratégie standard en meilleur
d’abord et à LBvUB.

5.1 Protocole expérimental et implantation

Toutes les variantes de notre solveur NLP
IbexOpt [22] ont été implantées dans la bibliothèque
libre en C++ Interval-Based EXplorer (Ibex) [8, 7]. Les
principaux composants de IbexOpt sont :

— Pour la contraction et l’estimation de la borne
inférieure :
— des contracteurs provenant de la program-

mation par contraintes sur intervalles comme
l’algorithme bien connu de propagation de
contraintes HC4 [15, 3] et le contracteur plus
récent ACID [17].

— des contracteurs réalisant une relaxation li-
néaire des contraintes et de l’objectif X-
Taylor [1] et ART [16] (relaxation basée sur
l’arithmétique affine).

— Pour la recherche d’un point réalisable :
Une approche originale extrait une région inté-
rieure (bôıte ou polytope) dans l’espace réali-
sable en utilisant les algorithmes InHC4 et In-
XTaylor [2].

On notera qu’aucune méthode lagrangienne ou
d’analyse convexe n’est utilisée dans la version cou-
rante d’IbexOpt.
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Nous avons sélectionné toutes les instances des séries
1 et 2 du banc d’essai sur l’optimisation globale sous
contraintes Coconut 2 qui :

— sont résolues en un temps compris entre 1 se-
conde et 1 heure par un compétiteur (précision
εobj = 1e-8),

— possèdent entre 6 et 50 variables,
— sont résolues par IbexOpt en utilisant la

meilleure stratégie de branchement parmi Smear
sum absolue (ssa) ou relative (ssr), Smear max
(sm), Intervalle le plus large (lf) et Tour de rôle
(rr).

Cela donne les 84 instances listées en annexe (voir
tableau 6).

5.2 Tests sur des stratégies mixtes LB/UB

Les expérimentations sur les meilleures stratégies
mélangeant les critères LB et UB sont décrites dans
cette partie. Par rapport à la stratégie LB standard
(en meilleur d’abord), la meilleure stratégie de choix
de nœud obtient un gain d’environ 40% sur le temps
total et de 25% en moyenne, ce qui signifie que les plus
grands gains sont obtenus sur les problèmes difficiles.
De plus, on obtient un gain significatif sur plusieurs
instances et la stratégie est robuste, c.-à-d. aucune
perte importante par rapport à LB n’a été observée.

Comparaison entre LB+UB et les variantes LBvUB

Le tableau 1 montre les résultats expérimentaux ob-
tenus avec différentes variantes mixant les critères LB
et UB. Les gains/pertes par rapport à LB sont expri-

més par time(LB)
time(LB/UB) .

Critère #tas t(s) t(s) t(s) t(s) nds nds
max max moy. total moy. total
perte gain gain gain gain gain

LB+UB 1 0.14 10.2 1.21 1.54 1.28 1.70
LBvUB 1 0.52 9.17 1.17 1.58 1.20 1.75
LBvUB-01 1 0.52 21.7 1.18 1.64 1.19 1.67
LBvUB 2 0.46 21.7 1.28 1.67 1.26 1.83

Table 1 – Comparaison entre LB+UB et les variantes
LBvUB. LBvUB-01 est LBvUB avec la probabilité UBProb
égale à 0.1 quand la taille du tas dépasse 50000 nœuds.

D’après ces expérimentations, LBvUB avec deux tas
(un pour chaque critère) semble être la meilleure va-
riante et l’expérimentation suivante justifie le choix de
cette variante pour le critère UB.

2. www.mat.univie.ac.at/~neum/glopt/coconut/
Benchmark/Benchmark.html

Quel est le meilleur critère UB ?

Nous avons réalisé d’autres tests sur ces 84 instances
avec une précision sur l’objectif εobj = 1.e-6 (au lieu
de 1.e-8) en utilisant la version plus récente 2.1.10
d’Ibex. Toutes ces expérimentations utilisent une stra-
tégie “LBvAutre” (avec une probabilité 0.5 de choisir
un des deux critères pour le choix de nœud). Le pre-
mier critère est LB et l’ “autre” critère est :

— UB0 : UB sans biais favorisant les descendants
(sous-bôıtes) dans l’arbre du B&B du nœud où

le dernier f̃ a été trouvé.
— UB1 : UB avec la modification de la procédure

Contract&Bound décrite dans l’algorithme 4 qui

favorise les descendants du nœud où le dernier f̃
a été trouvé.

— FUB : UB avec un biais plus fort pour les des-
cendants des nœuds où un point réalisable a été
trouvé. Un tel descendant avec le plus petit UB
est choisi, si il existe ; dans le cas contraire, on
choisit un nœud avec le plus petit UB.

— MID : valeur de la fonction objectif au milieu
de la bôıte, donc en oubliant la région réalisable.

— C3, C5 ou C7 : les critères décrits dans [14] et
mentionnés dans l’introduction.

Le tableau 2 montre une comparaison synthétique
de toutes ces variantes. Nous utilisons une formule plus
sophistiquée pour les gains, qui donne une mesure plus
équitable. La valeur dans chaque case correspond à
une moyenne d’un ratio de temps normalisé entre une
stratégie s et la stratégie de référence LB. Une valeur
inférieure à 1 correspond à un gain, une valeur supé-
rieure à 1 une perte. La mesure prend en compte le
temps CPU d’une stratégie s pour résoudre une ins-
tance i (ce temps CPU est en fait une moyenne sur 10
essais effectués avec différentes graines pour les choix
aléatoires effectué dans IbexOpt). Il est calculé de la
manière suivante :

— timeRatio(i, s) = time(i,s)
time(i,s)+time(LB,i)

— averageT imeRatio(s) est la moyenne des
timeRatio(i, s).

— ratio de temps normalisé (valeur pour les gains

de s) = averageT imeRatio(s)
1−averageT imeRatio(s)

UB0 UB1 FUB MID C3 C5 C7

sur les 84 instances 0.87 0.84 0.87 0.91 0.93 1.03 1.08
sur les inst. > 10 s. 0.80 0.74 0.77 0.88 0.87 0.94 0.99

Table 2 – Comparaison entre les stratégies de choix de

nœud LB et LBvAutre (Autre définissant la colonne)

La stratégie LBvUB, avec la variante UB1 présentée
à l’algorithme 4, obtient les meilleurs résultats. On ob-
serve un gain de 26% de UB1 sur LB sur les problèmes
difficiles.
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Les critères C3, C5 et C7 ont donné de moins bons
résultats sur notre échantillon. Cela suggère qu’une
évaluation précise de [x].lb et de [x].ub obtenue par
contraction est en pratique meilleure qu’une évalua-
tion par l’arithmétique d’intervalles de ces valeurs et
que le ratio de faisabilité n’est peut être pas une me-
sure pertinente.

Comparaison détaillée entre LB et LBvUB

La figure 1 montre un diagramme comparant la
meilleure variante de LBvUB (LBvUB1) avec LB. Le ta-
bleau 3 confirme les bénéfices de LBvUB.

Figure 1 – LB versus LBvUB. Les coordonnées de
chaque point représentent le temps CPU (en secondes)
utilisé par les compétiteurs. La plupart des points sont
sous la diagonale, ce qui illustre le fait que LBvUB do-
mine LB.

5.3 Comparison entre LB et FeasibleDiving

La figure 1 montre un diagramme comparant Fea-
sibleDiving avec LB. Le tableau 3 confirme les bé-
néfices de FeasibleDiving.

5.4 Comparaison entre LBvUB et FeasibleDiving

Nous concluons cette partie expérimentale en com-
parant les deux stratégies présentées dans cet article.

La figure 3 montre un diagramme comparant la
meilleure variante de LBvUB (LBvUB1) à FD. Le ta-
bleau 5 confirme les bénéfices de FeasibleDiving qui
permet de résoudre les deux instances concon et mcon-
con.

Remarque : rappelons que l’algorithme B&B appelle
une procédure de recherche de meilleur point réali-
sable à chaque nœud exploré par FeasibleDiving.

Figure 2 – LB versus FD. Les coordonnées de chaque
point représentent le temps CPU (en secondes) utili-
sés par les compétiteurs. La plupart des points appa-
raissent sous la diagonale ce qui montre que FD do-
mine nettement LB.

En effet, chaque itération de FeasibleDiving appelle
Contract&Bound qui lui-même appelle les procédures
Contraction et FeasibleSearch. Il est possible d’ap-
peler si souvent FeasibleSearch dans IbexOpt parce
que cela correspond à deux procédures relativement
peu coûteuses (InHC4 et In-XTaylor dans [2]). Quand
l’algorithme plonge, la bôıte courante devient petite
et est davantage susceptible soit de contenir un espace
réalisable que ces procédures arrivent à trouver, soit
d’être éliminée par les procédures de contraction. Ceci
pourrait expliquer les bons résultats obtenus par Fea-
sibleDiving.

6 Conclusion

La stratégie de choix de nœud est une voie de re-
cherche prometteuse pour améliorer la performance
des algorithmes de B&B sur intervalles. Nous avons
proposé dans cet article deux nouvelles stratégies qui
obtiennent de bons résultats expérimentaux sur des
instances difficiles.

Ces deux approches sont basées sur un algorithme de
recherche en meilleur d’abord. La première stratégie,
appelée LBvUB, alterne entre la sélection d’un nœud
avec la plus petite borne inférieure (LB) de l’objectif et
d’un nœud avec la plus petite borne supérieure (UB).
Le critère UB est biaisé pour favoriser les descendants
du nœud où le dernier point réalisable a été trouvé.
Les bornes inférieures et supérieures sont rendues plus
précises par des opérations de contraction.

La seconde stratégie de choix de nœud, Feasible-
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gain gain gain gain équiv. perte perte perte
Gain >5 [2,5] [1.2,2] [1.05,1.2] [0.95,1.05] [0.8,0.95] [0.5,0.8] <0.5
#instances 4 7 29 21 15 5 0 1

Table 3 – Détail des gains et pertes de LBvUB par rapport à LB. Les gains sont exprimés par time(LB)
time(LBvUB) . Les

valeurs indiquent le nombre d’instances avec un gain dans un intervalle donné.

gain gain gain gain équiv. perte perte perte
Gain > 5 [2, 5] [1.2, 2] [1.05, 1.2] [0.95, 1.05] [0.8, 0.95] [0.5, 0.8] < 0.5
#instances 4 21 21 9 18 9 2 0

Table 4 – Détail des gains/pertes de FD par rapport à LB. Les gains sont exprimés par time(LB)
time(FD) . Les valeurs

donnent le nombre d’instances ayant un gain dans un intervalle donné.

Figure 3 – LBvUB et FD. Les coordonnées de chaque
point représentent les temps CPU (en secondes) utili-
sés par les compétiteurs.

Diving, est appelée à chaque nœud d’un algorithme
B&B en meilleur d’abord en utilisant une variante du
critère LB. La procédure FeasibleDiving plonge de
manière gloutonne ne gardant qu’un nœud à chaque
itération. Chaque nœud traité par cette procédure est
contracté et un point réalisable y est cherché.

Ces deux stratégies donnent de meilleurs résultats
que l’algorithme B&B standard en meilleur d’abord.
FeasibleDiving permet de résoudre deux instances
supplémentaires. Nous pensons que cette stratégie bé-
néficie d’une synergie avec les procédures de recherche
de point réalisables disponibles dans IbexOpt et utili-
sées par la procédure FeasibleDiving.
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A Liste des 84 instances d’optimisation
globale sous contraintes testées

Nom Br. Name Br. Name Br. Nom Br.

ex2 1 9 ssr ex8 2 1 ssa linear ssr hs088 lf
ex3 1 1 ssr ex8 4 4 ssr meanvar ssr hs093 ssr
ex5 3 2 ssr ex8 4 5 lf process ssr hs100 ssr
ex5 4 3 ssr ex8 4 6 ssr ramsey lf hs103 ssr
ex5 4 4 ssa ex8 5 1 ssr sambal rr hs104 lf
ex6 1 1 ssr ex8 5 2 ssr srcpm sm hs106 lf
ex6 1 3 ssr ex8 5 6 ssr avgasa ssr hs109 ssr
ex6 1 4 ssr ex14 1 2 ssr avgasb ssr hs113 lf
ex6 2 6 ssr ex14 1 6 ssr batch ssa hs114 rr
ex6 2 8 ssr ex14 1 7 ssr dipigri ssr hs117 ssa
ex6 2 9 ssr ex14 2 1 ssr disc2 ssr hs119 ssa
ex6 2 10 ssr ex14 2 3 ssr dixchlng lf makela3 ssr
ex6 2 11 ssr ex14 2 7 ssr dualc1 ssr matrix2 lf
ex6 2 12 ssr alkyl (rr) lf dualc2 ssr mistake ssa
ex7 2 3 ssr bearing ssr dualc5 ssr odfits ssr
ex7 2 4 lf hhfair ssr genhs28 lf optprloc ssr
ex7 2 8 lf himmel16 ssr haifas ssr pentagon ssr
ex7 2 9 lf house ssr haldmads lf polak5 ssr
ex7 3 4 ssr hydro ssr himmelbk lf robot lf
ex7 3 5 ssr immun rr hs056 lf concon ssr
ex8 1 8 ssr launch ssr hs087 ssr mconcon ssr

Table 6 – Banc d’essai testé. Les systèmes ont été sé-
lectionnés dans le banc d’essai Coconut (séries 1 et 2)
suivant le protocole décrit à la partie 5. La meilleure
stratégie de branchement (colonne Br.) a été choisie
pour chaque système, la même pour toutes les mé-
thodes, parmi : plus grand intervalle (lf), tour de rôle
(rr), Smear max (sm), Smear sum absolue (ssa) (voir
[12]) et Smear sum relative (ssr) (voir [22]).
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Résumé
Nous étudions les relations entre Multi-Valued De-

cision Diagrams (MDD) et les tuples (i.e. les élé-
ments du produit cartésien du domaine des variables).
D’abord nous améliorons les méthodes existantes
pour transformer un ensemble de tuples, des Global
Cut Seeds et des séquences de tuples en MDDs. Puis
nous présentons plusieurs algorithmes sur place pour
ajouter et supprimer des tuples d’un MDD. Ensuite
nous considérons une contrainte MDD qui est modifiée
durant la recherche en supprimant plusieurs tuples.
Nous donnons un algorithme qui adapte MDD-4R à
ces modifications dynamiques et persistantes. Plu-
sieurs expérimentations montrent que les contraintes
MDD sont compétitives avec les contraintes de table.

Abstract
We study the relations between Multi-valued De-

cision Diagrams (MDD) and tuples (i.e. elements of
the Cartesian Product of variables). First, we improve
the existing methods for transforming a set of tuples,
Global Cut Seeds, sequences of tuples into MDDs.
Then, we present some in-place algorithms for ad-
ding and deleting tuples from an MDD. Next, we
consider an MDD constraint which is modified du-
ring the search by deleting some tuples. We give
an algorithm which adapts MDD-4R to these dyna-
mic and persistent modifications. Some experiments
show that MDD constraints are competitive with Table
constraints.

1 Introduction

Les contraintes de table sont fondamentales et implé-
mentées dans tous les solveurs CP. Elles sont explicitement
définies par un ensemble d’éléments du produit cartésien
du domaine des variables, aussi appelés tuples, qui sont va-
lides.

Dans cet article, nous détaillons uniquement la phase de
suppression d’un ensemble de tuples d’un MDD, pour le
reste de ces méthodes, le lecteur est invité à lire [16].

Cheng et Yap ont proposé de compresser l’ensemble des
tuples d’une contrainte en utilisant un Multi-valued De-
cision Diagram (MDD) et ont défini mddc un des pre-
miers algorithme établissant la cohérence d’arc pour ceux-
ci [7, 6]. Récemment, nous avons présenté MDD-4R un
nouvel algorithme qui améliore mddc [14]. MDD-4R pro-
cède comme GAC-4R et, contrairement à mddc, maintient
le MDD durant la recherche d’une solution. Nous avons
aussi introduit un algorithme efficace pour réduire un MDD
et plusieurs algorithmes pour combiner les MDDs [15].
Grâce à ces nouveaux algorithmes, plusieurs expérimen-
tations basées sur des problèmes réels montrent qu’une ap-
proche basée sur les MDD devient compétitive avec les mé-
thodes ad-hoc comme l’algorithme de filtrage associé avec
les contraintes regular ou knapsack. De ce fait, le rempla-
cement des contraintes de table par un MDD semble être
possible dans le futur. Dans ce papier, nous espérons faire
un pas de plus dans cette direction.

Les contraintes de table sont très utiles pour modéliser et
résoudre beaucoup de problèmes réels. Elles peuvent être
spécifiées soit directement par l’utilisateur, soit en synthéti-
sant d’autres contraintes ou sous-problèmes [13, 12]. Elles
ont été modifiées pour travailler avec des tuples ou des sé-
quences de tuples [8, 10, 17]. De plus, leur expressivité est
forte.

Si nous voulons être compétitif avec les contraintes de
table, nous avons besoin de représenter efficacement dif-
férents type d’ensembles de tuples compressés. Pour cela
nous montrons comment les GCSs (Global Cut Seeds) et
les séquences de tuples peuvent être représentés par un
MDD. Notamment, nous allons montrer qu’un MDD peut
être construit directement depuis un ensemble trié de tuples
sans utiliser de structure intermédiaire coûteuse en espace
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comme celle proposée par Cheng and Yap.
Ensuite, nous considérons l’ajout et la suppression d’un

tuple d’un MDD. Nous verrons que cette opération peut
être efficacement effectuée en utilisant une méthode qui
consiste à isoler le chemin du MDD correspondant au tuple
dans le cas de la suppression et a celui du préfixe com-
mun dans le cas de l’ajout. Ces opérations rendent plus fa-
cile l’ajout/suppression d’un ensemble de tuples, qui sont
les modifications que nous pouvons apporter à un MDD.
D’un coté, cela renforce l’expressivité des MDDs. D’un
autre coté, cela ouvre aussi la porte à des algorithmes dy-
namiques pour maintenir la cohérence d’arc des contraintes
MDD. Aussi nous proposons un algorithme de cohérence
d’arc pour ces contraintes quand plusieurs tuples sont dé-
finitivement supprimés durant la recherche. Cet algorithme
est basé sur les opérations effectuées au préalable et doit
être implémenté efficacement car la suppression d’un tuple
peut créer de nouveaux noeuds dans le MDD et cela cause
plusieurs problème avec la restaurations après le backtrack.
En d’autres termes, une suppression persistante est une
modification monotone par rapport à la consistance de la
contrainte, mais la maintenance du MDD n’est pas mono-
tone.

Être capable de maintenir la cohérence d’arc d’un MDD
auquel plusieurs tuples sont supprimés définitivement pos-
sède deux gros avantages. D’abord, cela est utile pour tra-
vailler avec des problèmes comme l’enregistrement des no-
goods. Actuellement, des algorithmes ad-hoc ou des tables
dynamiques sont utilisés. Donc cela renforce notre idée
de voir les contraintes MDD comme un possible rempla-
cement des contraintes de table. Ensuite, les contraintes
MDD sont maintenant compétitives avec les algorithmes
ad-hoc pour la contrainte regular. Donc avoir un algorithme
dynamique pour eux nous donne immédiatement un algo-
rithme dynamique pour les contraintes regular.

Dans cet article, nous rappelons quelques définitions,
nous détaillons uniquement la suppression sur place de
tuples dans un MDD. Nous validons notre approche à l’aide
d’une étude expérimentale et pour finir concluons. Les opé-
rations d’ajout de tuple sur place sont détaillé dans le rap-
port [16].

2 Définitions

Un multi-valued decision diagram (MDD) est une mé-
thode pour représenter une fonction discrète. C’est une ex-
tension multi-valeur des BDDs [5].

Un MDD, comme utilisé en CP, [1, 11, 12, 3, 9], est
un Directed Acyclic Graph (DAG) avec une racine, uti-
lisé pour représenter des fonctions f : {0...d − 1}r →
{true, false}, basées sur un entier donné d (Voir Figure .).
Pour r variables données, la représentation par un DAG est
faite pour contenir r niveaux, tel que chaque variable soit
représentée par un niveau spécifique du graphe. Chaque

FIGURE 1 – Un MDD representant l’ensemble de tuples
{{a,a},{a,b},{c,a},{c,b},{c,c}}

noeud d’un niveau spécifique possède au plus d arcs sor-
tants vers les noeuds du niveau suivant du graphe. Chaque
arc possède une étiquette correspondant à sa valeur. Le
niveau final est représenté par le noeud terminal true (le
noeud terminal false est souvent omis). Il y a une équiva-
lence entre f(v1, ..., vr) = true et l’existence d’un chemin
du noeud racine au noeud terminal true et dont les arcs sont
étiquetés par v1, ..., vr. Les noeuds sans aucun arc sortant
ou arc entrant sont supprimés.

Dans une contrainte MDD, le MDD modélise l’en-
semble des tuples qui satisfont la contrainte, tel que chaque
chemin du noeud racine au noeud terminal true correspond
à un tuple autorisé. Chaque variable du MDD correspond à
une variable de la contrainte. Un arc associé à une variable
du MDD correspond à une valeur de la variable correspon-
dante de la contrainte.

Par commodité, nous allons noter d le nombre maximum
de valeur dans le domaine d’une variable et un arc sortant
de x vers y étiqueté par v sera noté (x, v, y). Nous noterons
aussi par ω+(n) l’ensemble des arcs sortants de n.

Un exemple de MDD est donné en Figure 1. Ce MDD re-
présente les tuples {a,a}, {a,b}, {c,a}, {c,b} et {c,c}. Pour
chaque tuple, il y a un chemin du noeud racine (0) vers
le noeud terminal (tt) dont les arcs sont étiquetés par les
valeurs du tuple.

La réduction d’un MDD est une des opérations les plus
importante. Elle consiste à fusionner les noeuds équiva-
lents, i.e. les noeuds possédant le même ensemble ω+ en
ne considérant que les deux dernières composantes (valeur
et extrémité terminale). Généralement, un algorithme de ré-
duction fusionne les noeuds jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de
noeuds équivalents. Le plus souvent, seuls les MDD réduits
sont considérés car ils sont plus petits. Notons que l’opéra-
tion de réduction ne peut pas augmenter le nombre d’arc.

3 Suppression de tuples d’un MDD

Plusieurs travaux ont été effectués pour appliquer des
opérations sur les BDDs. Par exemple, Bryant a définit des
algorithmes pour appliquer différents opérateurs [5, 4]. Ce-
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pendant, les algorithmes décrits ne sont pas sur place (i.e.
il y a la creation d’un BDD résultat) et ce n’est pas fa-
cile de généraliser ces algorithmes écrit pour des BDDs
aux MDDs. Cela est en partie due aux règles booléennes
qui ne sont plus vraies quand nous avons d valeurs dans
le domaine et parce-que la complexité de certains d’entre
eux est multiplié par O(d) quand nous travaillons avec d
valeurs. Plusieurs algorithmes ont été proposés pour appli-
quer des opérateurs aux MDDs [2, 15]. Cependant, ils ne
sont pas sur place.

Dans cette section nous définissons un algorithme sur
place pour la suppression de tuples d’un MDD. Ces algo-
rithmes sont nécessaires pour être capable de définir des
algorithmes dynamiques pour la contrainte MDD compéti-
tifs avec ceux des contraintes de table.

Nous donnons d’abord un algorithme pour la suppres-
sion d’un seul tuple d’un MDD. Puis nous le généralisons
pour un ensemble de tuples.

3.1 Suppression d’un tuple d’un MDD

La suppression d’un tuple d’un MDD est faite par une
opération appelée "path isolation". L’idée de cette opéra-
tion est de construire un chemin spécifique dont les arcs
sont étiquetés par les valeurs du tuple qui doit être sup-
primé. De plus les arcs équivalents aux arcs du chemin isolé
sont supprimés du MDD.

Cela se déroule en quatre étapes :

1. L’isolation du premier niveau

2. L’isolation de tous les niveaux intermédiaires (ni le
premier, ni le dernier)

3. L’isolation du dernier niveau

4. L’appel d’un algorithme de réduction incrémentale
sur le MDD

Détaillons ces étapes. Soit τ le tuple que nous voulons
supprimer. soit τ [i] la valeur pour la variable x[i].

Étape 1. D’abord nous identifions a1 = (r, n1, τ [1])
l’arc du premier niveau étiqueté par τ [1] la première valeur
du tuple. Nous créons le noeud ne1, l’arc (r, ne1, τ [1]) et
nous supprimons l’arc a1. Nous affectons mddNode à n1
et isolatedNode à ne1.

Étape 2. Pour chaque niveau i de 2 à r − 1
nous répétons l’opération suivante. Nous identifions
ai = (mddNode, ni+1, τ [i]) l’arc sortant partant de
mddNode étiqueté par τ [i]. Nous créons le noeud nei+1

et l’arc (isolatedNode, nei+1, τ [i]). Pour chaque arc
(mddNode, y, w) tel que w 6= τ [i] nous créons l’arc
(isolatedNode, y, w). Nous affectons mddNode à ni+1

et isolatedNode à nei+1.

FIGURE 2 – le MDD de gauche est le MDD initial auquel
nous retirons le tuple {0,0,0}. Le MDD du milieu MDD est
le résultat de l’isolation du chemin correspondant au tuple.
les noeuds aI et bI sont crées depuis les noeuds a et b dans
le but de créer le chemin isolé. Le MDD de droite est le
résultat de cette opération.

Étape 3. Pour chaque arc (mddNode, tt, w) tel que
w 6= τ [i] nous créons l’arc (isolatedNode, tt, w).

Étape 4. Nous appliquons un algorithme de réduction
en ne considérant que le chemin et les voisins du chemin.

Si à un moment nous ne pouvons plus identifier un arc,
cela signifie que τ n’appartient pas au MDD. Figure 2
montre l’application de cet algorithme.

la complexité de cette suppression est bornée par O(rd)
car pour chaque noeud isolé, nous avons besoin de recréer
ses arcs. cependant, en pratique c’est souvent proche de
O(r). Donc nous pouvons simplement gérer la suppression
d’un ensemble de tuples en répétant cet algorithme. Nous
proposons d’améliorer cette méthode.

3.1.1 Suppression d’un ensemble de tuples.

Nous donnons un algorithme sur place pour supprimer
un ensemble de tuples d’un MDD. Dans ce cas, nous trans-
formons l’ensemble de tuples en MDD puis nous sous-
trayons ce nouveau MDD du MDD initial. Cet algorithme
généralise le précédant et suit les étapes suivantes. Il isole
les noeuds ayants un chemin commun au deux MDD, en-
suite il supprime les arcs communs des noeuds isolés au
dernier niveau du second. L’algorithme 1 est une possible
implémentation.

La Figure 3 montre la soustraction de l’ensemble de
tuples { {1,0,1} ,{1,1,1} ,{1,2,1} ,{1,3,1} } au MDD repré-
sentant tout les tuples possibles pour les valeurs {0,1,2,3}.
L’ensemble est isolé du MDD. Ensuite, la suppression de
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FIGURE 3 – Le MDD de gauche représente le MDD auto-
risant tous les tuples pour le domaine {0,1,2,3}. Le MDD
de droite représente la suppression de l’ensemble de tuples
{ {1,0,1} ,{1,1,1} ,{1,2,1} ,{1,3,1} } au MDD de gauche.

l’arc étiqueté 1 du noeud d correspond à la suppression
seule des tuples contenus dans le l’ensemble.

Il est difficile de borner la complexité de la suppression
de T tuples, car le MDD créé peut compresser l’informa-
tion.

3.2 Réduction incrémentale

Une réduction est requise après la suppression ou l’ajout
de tuples. En utilisant un algorithme générique, cela est
coûteux car tous les noeuds sont traversés pour pouvoir fu-
sionner les noeuds équivalents. Si l’on considère que nous
ajoutons/supprimons des tuples d’un MDD qui est déjà ré-
duit, nous pouvons économiser des calculs pour l’applica-
tion de la réduction appliquée après ces opérations. En effet
seuls les noeuds isolés et ceux ayant un noeud voisin isolé
ont besoin d’être reconsidéré pour tester leur équivalence
car les autres ne sont pas modifiés. De plus, identifier les
noeuds isolés est facile car ils appartiennent à la liste L de
l’algorithme. L’avantage de cette approche est que l’étape
de réduction n’augmente pas la complexité de l’opération
de suppression.

4 Experimentations

Le but de ces experimentations est de montrer que
lorsque nous appliquons des suppressions une approche ba-
sée sur les MDD est compétitive avec une approche basée
sur les tables. Même si elle utilise des tuples compressés.

Machines MacBook Pro, Intel Core I7, 2,3GHz, 8GB
memory.

Solveur or-tools 3158.

Algorithm 1: In-place Deletion Algorithm
DELETION(L,mdd1,mdd2)

// Step 1 : first layer
for each (root(mdd1), v, y1) ∈ ω+(root(mdd1)) do

if ∃(root(mdd2), v, y2) ∈ ω+(root(mdd2)) then
ADDARCANDNODE(L, 1, root(mdd1), v, y1, y2)
DELETEARC(root(mdd1), v, y1)

// Step 2 : intermediate layers
// L[i] is the set of nodes in layer i.
for each i ∈ 1..r − 2 do

L[i]← ∅
for each node x ∈ L[i− 1] do

get x1 and x2 from x = (x1, x2)
for each (x1, v, y1) ∈ ω+(x1) do

if ∃(x2, v, y2) ∈ ω+(x2) then
ADDARCANDNODE(L, i, x, v, y1, y2)
else CREATEARC(L, i, x, v, y1)

// Step 3 : last layer
for each node x ∈ L[r − 1] do

get x1 and x2 from x = (x1, x2)
for each (x1, v, tt) ∈ ω+(x1) do

if 6 ∃(x2, v, y2) ∈ ω+(x2) then
CREATEARC(L, r, x, v, tt)

PREDUCE(L)
return root

ADDARCANDNODE(L, i, x, y1, v, y2)
if 6 ∃y ∈ L[i] s.t. y = (y1, y2) then

y← CREATENODE(y1, y2)
add y to L[i]

CREATEARC(x, v, y)

Instances selectionnées Nous construisons des ins-
tances aléatoires pour avoir une vue globale des deux ap-
proches.

Impact des suppressions Nous étudions le nombre
de modifications déclenchées par la suppression de tuples.
L’ensemble de tuples contient 6 variables et 5 valeurs. La
Figure 4 montre les résultats pour trois types d’ensemble de
tuples, un ayant une petite densité (8%), une moyenne den-
sité (15%) et une grande densité (25%). Nous observons
une évolution linéaire pour les contraintes de table ce qui
est normal. L’approche MDD a besoin de moins de modi-
fications. Étonnement, les meilleurs résultats sont obtenus
pour les faibles et hautes densités. Le pire des cas pour les
MDDs semble pour une densité moyenne. Cela peut être
expliqué par le fait que les modifications ont beaucoup à
faire et qu’il y a beaucoup de noeuds. La haute densité est
fortement compressée, alors que la faible densité n’a que
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FIGURE 4 – Nombre de modifications pour la suppression
de tuples. Graphe du haut : medium density. Graphe du
bas : high density. Graphe du milieu : high density

Algorithme #suppression Domain size
10 12 14

GAC4R 0 1570 2123 2710
GAC4R 100 000 1274 1511 1763
MDD4RD 0 1115 1385 1815
MDD4RD 100 000 763 879 1064

TABLE 1 – temps (en ms) pour supprimer 100 000 tuples
depuis un ensemble de tuples contenant 230 000 éléments
durant la recherche de toutes les solutions.

peu de travail à effectuer.

Suppression de tuples durant la recherche Nous
considérons un problème composé de contraintes d’arité
6. Chaque contrainte est définie depuis une table conte-
nant 230 000 tuples. Nous cherchons toutes les solutions
et appliquons la suppression de 100 000 tuples durant la
recherche. Cela déclenche 600 000 modifications pour les
contraintes de table, car nous avons besoin de vérifier si
un tuple est un support pour chacune de ses valeurs. Il est
intéressant de remarquer que le nombre de modifications
(création/suppression d’arcs et de noeuds) déclenché pour
le MDD est de 135 000. Ce nombre est donc plus petit, cela
vient du fait que un MDD compresse les tuples. Par contre,
plus d’opérations peuvent être requises quand un tuple est
supprimé mais la structure de donnée reste compressés et
reste donc plus performante. La Table 1 nous donne plu-
sieurs informations sur le temps requis pour appliquer ces
opérations. Une fois encore, l’approche MDD fonctionne
bien.

5 Conclusion

Nous avons décrit des algorithmes sur place efficaces
pour supprimer un ensemble de tuples d’un MDD. Nous
avons aussi montré plusieurs experimentations. Ce travail
contribue à la preuve que l’approche basée sur les MDD
est compétitive avec une approche basée sur les tables pour
représenter les contraintes en extension en programmation
par contraintes.
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Résumé

Cet article présente Parallel-Oriented Solver Lan-
guage (POSL, prononcé "puzzle") : un système pour
construire des méta-heuristiques interconnectées tra-
vaillant en parallèle. Le but de ce travail est d’obtenir
un système pour facilement construire des solveurs et
réduire l’effort de leur développement en proposant un
mécanisme de réutilisation de code entre les différents
solveurs. La nouveauté de cette approche porte sur
le fait que l’on voit un solveur comme un ensemble
de composants spécifiques, écris dans un langage
orienté parallèle basé sur des opérateurs.

Un avantage de POSL est la possibilité de parta-
ger non seulement des informations mais aussi des
comportements, permettant ainsi de modifier à chaud
les solveurs. POSL permets aux composants d’un sol-
veur d’être transmis et exécutés par d’autres solveurs.
Il propose également une couche supplémentaire per-
mettant de définir dynamiquement des connexions
entre solveurs.

L’implémentation de POSL restant un travail en
cours, cet article se concentre uniquement sur ses
concepts.

1 Introduction

L’optimisation combinatoire a d’importantes appli-
cations dans des champs divers, tels que l’appren-
tissage automatique, l’intelligence artificielle et l’in-
génierie logicielle. Dans certains cas, le but principal
est de simplement trouver une solution, comme pour
les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP). Une
solution sera une affectation de valeur à chaque va-
riable du problème afin de satisfaire chacune de ses
contraintes. En d’autres mots : il s’agit de chercher une
solution possible.

Les CSP trouvent beaucoup d’applications dans
l’industrie. Pour cette raison, plusieurs techniques

et méthodes peuvent être appliquées pour résoudre
ces problèmes. Bien que ces techniques, telles que les
méta-heuristiques par exemple, se montrent efficaces,
les problèmes que l’on souhaite résoudre en pratique
sont parfois trop vastes, c’est-à-dire, avec un espace
de recherche trop grand, pour pouvoir être traité en
un temps raisonnable.

Cependant, le développement de l’architecture des
ordinateurs nous mène vers des machines massive-
ment multi/many cœurs. Cette évolution, étroitement
liée aux développements des super-calculateurs, a ou-
vert une nouvelle manière de trouver des solutions
pour les problèmes d’optimisation combinatoire, ré-
duisant les temps de résolution. Adaptive Search [3]
est l’un des algorithmes les plus efficaces, montrant
de très bonnes performances et passant à l’échelle de
plusieurs centaines ou même milliers de cœurs. C’est
un exemple de recherche locale dit multi-walk, c’est-
à-dire d’algorithmes explorant l’espace de recherche
en lançant plusieurs processus indépendants de re-
cherche, avec ou sans communication. Pour Adaptive
Search, une implémentation de multi-walk coopératif
a été publiée dans [9]. Ces travaux ont montré l’effi-
cacité du schéma parallèle multi-walk, c’est pourquoi
nous avons orienté POSL vers celui-ci.

Ces dernières années, beaucoup d’efforts ont été
fait en parallélisation de la programmation par
contraintes. Dans ce champ de recherche, la bonne
gestion des communications inter-processus, utiles
pour partager des informations entre solveurs, est
absolument critique pour garantir de bonnes perfor-
mances. Dans [8], une idée proposée est d’inclure des
composants bas niveau de raisonnement pour la ré-
solution de problèmes SAT, afin d’ajuster dynamique-
ment la taille des clauses partagées pour réduire les
potentiels engorgements de communication. L’inter-
action entre solveurs est appelée coopération de solveurs
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et est très populaire dans ce domaine de recherche du
fait de leurs bons résultats [11]. Meta–S est une implé-
mentation du système proposé dans [5], permettant
de traiter des problèmes à travers la coopération de
solveurs sur des domaines à spécialiser. POSL propose
un mécanisme de création de stratégies de commu-
nication indépendamment des solveurs, donnant la
possibilité d’étudier facilement les processus de réso-
lution et leurs résultats. Créer des solveurs implémen-
tant différentes stratégies parallèles peut être aussi
complexe que fastidieux. En ce sens, POSL donne la
possibilité de faire de rapides prototypes de solveurs
parallèles.

En programmation par contraintes, les résultats pu-
bliés se focalisent souvent sur l’amélioration de cer-
taines métriques telles la vitesse de convergence ou la
qualité des solutions par des solveurs connus. Cepen-
dant, ceci requière de profondes connaissances pour
trouver le bon algorithme à appliquer au bon pro-
blème. Hyperion [2] est un système Java pour méta
et hyper-heuristiques basé sur le principe d’inter-
opérabilité, fournissant des patrons génériques pour
une variété d’algorithmes de recherche locale et évolu-
tionnaires, permettant des prototypages rapides avec
la possibilité de réutiliser le code source. POSL vise
à offrir ces avantages, mais en fournissant également
un mécanisme permettant de définir des protocoles
de communications entre solveurs.

Dans cet article, nous expliquons une méthodolo-
gie pour utiliser POSL afin de construire différents sol-
veurs coopératifs basés sur le couplage de quatre com-
posants indépendants : operation module, open channel,
computation strategy et les communication channels ou
subscription. Récemment, l’approche hybride mène à
de très bons résultats en satisfaction de contraintes [4].
Ainsi, puisque les composants de solveurs peuvent
être combinés, POSL est conçu pour obtenir simple-
ment des ensembles de solveurs différents à exécuter
en parallèle.

POSL propose, à travers un simple langage basé sur
des opérateurs, une manière de créer une computation
strategy, combinant des composants (à savoir des ope-
ration modules et open channels) définis au préalable.
On retrouve une idée similaire dans [6] sans com-
munication, où une méthode d’algorithme évolution-
naire utilisant un simple opérateur de composition
est proposée, afin d’instancier automatiquement de
nouvelles heuristiques de recherche locale pour SAT,
en voyant ces dernières comme une combinaison de
blocs indépendants. Une autre idée intéressante est
proposée dans Templar [12], un système pour générer
des algorithmes changeant de composants prédéfinis
via une hyper-heuristique Dans la dernière phase de
programmation via POSL, les solveurs peuvent être

connectés à d’autres solveurs, en fonction de la struc-
ture de leurs open channels, leur permettant de partager
non seulement des informations mais également des
comportements, donnant la possibilité d’envoyer et
recevoir leur operation module. Cette approche donne
ainsi aux solveurs la possibilité d’évoluer durant leur
exécution, en fonction d’un contexte parallèle.

Les travaux présentés dans ce papier se concentrent
sur les concepts de POSL uniquement ; son implémen-
tation est un travail en cours.

2 Problèmes ciblés

POSL est un système pour résoudre les CSP. Un
CSP est défini par un triplet xX,D,Cy où X “
tx1, x2, . . . , xnu est un ensemble fini de variables,
D “ tD1,D2, . . . ,Dnu, est l’ensemble des domaines de
chaque variable dans X, et C “ tc1, c2, . . . , cmu, est l’en-
semble des contraintes. Chaque contrainte est définie
selon un ensemble de variables et détermine les com-
binaisons possibles de leurs valeurs. Nous désignons
par P un CSP donné.

Une configuration s P D1 ˆ D2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Dn est une
combinaison de valeurs de chaque variable dans X.
Nous écrivons que s est une solution de P si et seule-
ment si s satisfait chacune des contraintes ci P C.

3 Solveurs parallèles POSL

POSL permet de construire des solveurs suivant
différentes étapes :

1. L’algorithme du solveur considéré est exprimé
via une décomposition en modules de calcul. Ces
modules sont implémentés à la manière de fonc-
tions séparées. Nous appelons operation module ces
morceaux de calcul (figure 1a).

2. L’étape suivante consiste à décider quelles sont
les types d’informations que l’on souhaite rece-
voir des autres solveurs. Ces informations sont
encapsulées dans des composants appelés open
channel, permettant de transmettre des données
entre solveurs (figure 1a).

3. Une stratégie générique est codée à travers POSL,
en utilisant les opérateurs fournis par le langage
appliqués sur les composants donnés lors des
étapes 1 et 2. Cette stratégie définie non seule-
ment les informations échangées, mais détermine
également l’exécution parallèle de composants.
Lors de cette étape, les informations à partager
sont transmises via les opérateurs ad-hoc. On
peut voir cette étape comme la définition de la
colonne vertébrale des solveurs.
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(a) Definition du operation mo-
dule s (blocs bleus) et l’open
channel s (rouge)

(b) Definition de la computa-
tion strategy

(c) Solveurs déconnectés (d) Definition de cooperation
par subscriptions

Figure 1 – Construire des solveurs parallèles avec
POSL

4. Les solveurs sont créés en instanciant la strategy,
operation module et open channel, puis en les assem-
blant (figure 1d).

Les sous-sections suivantes expliquent en détail
chacune des étapes ci-dessus.

3.1 Operation module

Un operation module est la plus basique et abstraite
manière de définir un composant de calcul. Il reçoit
une entrée, exécute un algorithme interne et retourne
une sortie. Dans ce papier, nous utilisons ce concept
afin de décrire et définir les composants de base d’un
solveur, qui seront assemblés par la computation stra-
tegy.

Un operation module représente un morceau de l’al-
gorithme du solveur qui est suceptible de changer
au cours de l’exécution. Il peut être dynamiquement
remplacé ou combiné avec d’autres operation modules,
puisque les operation modules sont également des in-
formations échangeables entre les solveurs. De cette
manière, le solveur peut changer/adapter son compor-
tement à chaud, en combinant ses operation modules
avec ceux des autres solveurs. Ils sont représentés par
des blocs bleus dans la figure 1.

Definition 1 (Operation Module) Un operation mo-
dule Om est une application définie par :

Om : DÑ I (1)

Dans (1), la nature de D et I dépend du type
d’operation module. Ils peuvent être soit une configu-
ration, ou un ensemble de configurations, ou un en-
semble de valeurs de différents types de données, etc.

Soit une méta-heuristique de recherche locale, basée
sur un algorithme bien connu, comme par exemple

Tabu Search. Prenons l’exemple d’un operation module
retournant le voisinage d’une configuration donnée,
pour une certaine métrique de voisinage. Cet operation
module peut être défini par la fonction suivante :

Omneighborhood : D1 ˆD2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆDn Ñ 2D1ˆD2ˆ¨¨¨ˆDn

où Di représente la définition des domaines de cha-
cune des variables de la configuration d’entrée.

3.2 Open channels

Les open channel sont les composants des solveurs
en charge de la réception des informations commu-
niquées entre solveurs. Ils peuvent interagir avec les
operation modules, en fonction du computation strategy.
Les open channel jouent le rôlé de prise, permettant
aux solveurs de se brancher et de recevoir des infor-
mations. Il sont représentés en rouge dans la figure 8.

Un open channel peut recevoir deux types d’infor-
mations, provenant toujours d’un solveur tiers : des
données et des operation modules. En ce qui concerne
les operation modules, leur communication peut se faire
via la transmission d’identifiants permettant à chaque
solveur de les instancier.

Pour faire la distinction entre les deux différents
types de open channels, nous appelons Data Open
Channels les open channels responsables de la récep-
tion de données et Object Open Channels ceux s’oc-
cupant de la réception et de l’instanciation d’operation
modules.

Definition 2 (Data Open Channel) Un Data Open
Channel Ch est un composant produisant une application
définie comme suit :

Ch :U Ñ I (2)

et retournant l’informationI provenant d’un sovleur tiers,
quelque soit l’entréeU.

Definition 3 (Object Open Channel) Si nous notons
M l’espace de tous les operation modules de la définition 1,
alors un Object Open Channel Ch est un composant
produisant un operation module venant d’un solveur tiers
défini ainsi :

Ch :MÑM (3)

Puisque les open channel reçoivent des informations
provenant d’autres solveurs sans pour autant avoir
de contrôle sur celles-ci, il est nécessaire de définir
l’information NULL, signifiant l’absence d’informa-
tion. La figure 2 montre le mécanisme interne d’un
open channel. Si un Data Open Channel reçoit une
information, celle-ci est automatiquement retournée
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(a) Data Open Channel

(b) Object Open Channel
Figure 2 – Mécanisme interne du open channel

(figure 2a, lignes bleues). Si un Object Open Channel
reçoit un operation module, ce dernier est instancié et
exécuté avec l’entrée de l’open channel, et le résultat
est retourné (figure 2b, lignes bleues). Dans les deux
cas, si aucune information n’est reçue, l’open channel
retourne l’objet NULL (figure 2, lignes rouges).

3.3 Computation strategy

La computation strategy est le cœur du solver. Elle
joint les operation modules et les open channels de ma-
nière cohérente, tout en leur restant indépendant. Ceci
signifie qu’elle peut changer ou être modifiée durant
l’exécution, sans altérer l’algorithme général et en res-
pectant la structure du solveur. À travers la computa-
tion strategy, on peut décider également des informa-
tions à envoyer aux autres solveurs.

La computation strategy est définie par des opéra-
tions paramétriques. Tout d’abord, nous allons défi-
nir ce que sont ces opérations et les illustrées dans
différents scénarios.

Definition 4 (Opérateurs de POSL) Nous appelons
opérateur de POSL un opérateur paramétrique défini
comme suit :

OP tM1,M2, . . . ,Mnu : DOP Ñ IOP (4)

Nous appelons Compound Module l’opération définie
par (4), où chaque Mi est : i) Soit un operation module,
ii) Soit un open channel, iii) Soit un compound module.

Par soucis de simplification, nous utiliserons à partir de
maintenant le terme de Module pour désigner soit un ope-
ration module, un open channel ou un compound module.

Figure 3 – Un compound module

Pour illustrer la définition 4, la figure 3 montre gra-
phiquement les concepts d’Operator, Operation et Com-
pound Module.

Chaque fois qu’une opération (4) est exécutée, l’opé-
rateur évalue chaque module séparément, en affectant
ses entrées à des module composant cette opération,
c’est-à-dire que l’entrée de l’opérateur sera l’entrée
de certains modules impliqués, voir de tous les module
en fonction de l’opérateur. Après avoir évalué les mo-
dules, l’opérateur traite les données et retourne une
sortie.

Le processus d’évaluation d’un module fonctionne de
la manière suivante :

1. Évaluation d’un Compound Module : L’entrée
de l’opérateur est passée au compound module et
est évaluée.

2. Évaluation d’un Operation Module : Tout
comme pour le compound module, l’entrée de
l’operateur est passée à l’operation module et est
évaluée.

3. Évaluation d’un Open Channel :
— Data open channel : Le résultat de l’évalua-

tion est la donnée réceptionnée, quelque soit
l’entrée.

— Object open channel : Le résultat de l’évalua-
tion correspond à celui de l’évaluation de
l’operation module réceptionné.

Comme nous le voyons par la définition 4, dans
chaque opérateur fourni dans POSL, un ou plusieurs
compound modules sont impliqués. En fonction de la
nature de l’opérateur, ils peuvent être exécutés de ma-
nière séquentielle uniquement ou peuvent être exécu-
tés en parallèle. POSL propose également des grou-
pages d’opérations et laisse la possibilité de définir
comment les compound modules impliqués vont être
exécutés :

1. rOP tM1,M2, . . . ,Mnus : Les compound modules
M1,M2, . . . ,Mn seront exécutés séquentielle-
ment.

2. JOP tM1,M2, . . . ,MnuKp : Les compound module
M1,M2, . . . ,Mn seront exécutés en parallèle si et
seulement si OP supporte le parallélisme.
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Dans le cas particulier où un des compound modules
impliqués est un open channel, chaque opérateur gère
l’information NULL à sa manière.

Afin de grouper des modules, nous utiliserons la
notation |.| comme un groupe générique qui pourra
être indifféremment interprété comme r.s ou comme
J.Kp.

L’opérateur suivant nous permet d’exécuter deux
modules séquentiellement, l’un après l’autre.

Definition 5 (Operator Sequential Execution) Soient
i) M1 : D1 Ñ I1 et ii) M2 : D2 Ñ I2. deux modules
différents. L’Operator Sequential Execution est défini
par l’opérateur paramétrique :

ÞÝÑ pM2,M1q : D1 Ñ I2

et l’opération |M1 ÞÝÑM2| retourne un compound mo-
dule comme résultat de l’exécution deM1 suivi deM2.

L’opération |M1 ÞÝÑM2| peut être effectué si et seule-
ment si I1 Ď D2.

L’opérateur présenté dans la définition 5 est un
exemple d’opérateur ne supportant pas une exécution
parallèle de ses compound modules impliqués, puisque
l’entrée du second compound module est la sortie du
premier.

L’opérateur suivant est utile pour exécuter des mo-
dules séquentiels créant des branchements de calcul
selon une condition booléenne :

Definition 6 (Operator Conditional Sequential Exe-
cution) Soient i)M1 : D1 Ñ I1, ii)M2 : D2 Ñ I2 et
iii)M3 : D3 Ñ I3 et trois modules différents. L’Operator
Conditional Sequential Execution est défini par l’opéra-
teur paramétrique :

ÞÝÝÑă.ą pM1,M2,M3q : t0, 1u ˆD1 Ñ Io

et l’opération
ˇ̌
ˇ̌M1 ÞÝÝÝÝÑăcondą

tM2,M3u
ˇ̌
ˇ̌ retourne un com-

pound module comme résultat de l’exécution séquentiel de
M1 suivi de M2 si ă cond ą est vrai, ou de M3 le cas
échéant.

L’opération
ˇ̌
ˇM1 ÞÝÝÑă.ą tM2,M3u

ˇ̌
ˇ peut être appliquée si

et seulement si I1 Ď D2 XD3 et I2 Y I3 Ď Io.

Nous pouvons exécuter séquentiellement des mo-
dules créant des boucles de calcul, en définissant les
compound modules avec un autre opérateur condition-
nel :

Definition 7 (Operator Cyclic Execution) Soit M1 :
D1 Ñ I1 un module. L’Operator Cyclic Execution est
défini par :

	 pM1q : t0, 1u ˆD1 Ñ I1

Figure 4

Algorithm 1: Code POSL de la figure 4

r	 ă stop_cond ą t„
M1 ÞÝÝÝÝÑăcondą

tM2; rM2 ÞÝÑM3su


us

et l’opération	 pă cond ąq tM1u retourne un compound
module comme résultat de l’exécution séquentielle deM1
tant que ă cond ą reste vrai.

L’opération 	 pă cond ąq tM1u peut être exécutée si
et seulement I1 Ď D1.

Dans la figure 4, on présente un exemple simple
combinant des modules utilisant les opérateurs de
POSL introduis ci-dessus. L’algorithme 1 montre le
code correspondant. Cet exemple montre trois opera-
tion modules faisant partie d’un compound module avec
pour but de générer une configuration initiale à partir
de laquelle débutera un solveur de recherche locale.
Nous avons ainsi :

— M1, générant une configuration aléatoire.
— M2, sélectionnant une variable aléatoire d’une

configuration donnée, et recopiant sa valeur dans
une autre variable.

— M3, stockant la meilleure configuration trouvée.

Dans cet exemple, l’operation moduleM2 est d’abord
exécuté, suivi deM3 si tous les éléments de la confi-
guration générée sont différents (< cond >). Si-
non, seul l’operation module M3 est exécuté. Cette
opération est répétée un certain nombre de fois
(< stop_cond >).

Jusque là, nous avons supposé que nous pouvons
seulement exécuter deux modules, en utilisant la sor-
tie du premier comme entrée du second. Seulement
parfois, des modules peuvent avoir besoin d’autres
informations en entrée provenant de modules exécutés
bien avant eux. Dans ce cas, il est nécessaire de donner
des entrées supplémentaires :

Definition 8 (Operator Cartesian Product) Soient
i) M1 : D1 Ñ I1 et ii) M2 : D2 Ñ I2. deux modules
différents. L’Operator Cartesian Product est défini par
l’opérateur paramétrique :

ˆ pM1,M2q : Do Ñ I1 ˆ I2
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et l’opération
ˇ̌
ˇM1 ˆ M2

ˇ̌
ˇ retourne un compound module

comme résultat de l’exécution deM1 et deM2. Son image
est le produit cartésien de l’image des opérandes.

L’opération
ˇ̌
ˇM1 ˆ M2

ˇ̌
ˇ peut être appliquée si et seule-

ment siDo Ď D1 XD2.

La figure 5 montre un scénario où il est nécessaire
d’utiliser cet opérateur.

POSL offre la possibilité de faire muter les solveurs.
En fonction de l’opération, un ou plusieurs module
opérande(s) sera exécutée(s), mais seule la sortie de
l’un d’entre eux sera retournée par le compound mo-
dule. Nous présentons ces opérateurs dans deux défi-
nitions, groupant ceux qui exécutent uniquement un
opérande de module (définition 9) et ceux exécutant
les deux opérandes (définition 10).

Definition 9 Soient i)M1 : D1 Ñ I1 et ii)M2 : D2 Ñ
I2. deux module différents et une probabilité ρ. Nous pou-
vons alors définir l’opérateur paramétrique suivant :

1. ρ pρ,M1,M2q : Do Ñ Io Où :
ˇ̌
ˇM1 ρ M2

ˇ̌
ˇ exécute

" M1 avec probabilité ρ
M2 avec probabilité p1´ ρq

2. _ pM1,M2q : Do Ñ Io Où :
ˇ̌
ˇM1 _ M2

ˇ̌
ˇ exécute

" M1 siM1 n’est pas null
M2 sinon

Ces opérations peuvent être appliquée si et seulement si
Do Ď D1 XD2 et I1 X I2 Ď Io sont vérifiés.

La définition suivante fait appelle aux notions de
parallélisme coopératif et de parallélisme compétitif. Nous
disons qu’il y a parallélisme coopératif quand deux
unités de calcul ou plus s’exécutent simultanément,
et que le résultat obtenu provient de la combinaison
des résultats calculés par chaque unité de calcul (voir
définitions 10.1 et 10.2). À l’opposé, nous considérons
qu’il y a parallélisme compétitif lorsque le résultat
obtenu est une solution ne provenant que d’un seul
processus exécuté en parallèle ; en général le premier
processus à terminer (voir définition 10.3).

Definition 10 Soient i)M1 : D1 Ñ I1 et ii)M2 : D2 Ñ
I2. . deux module différents. Soient également o1 et o2 les
sorties deM1 etM2 respectivement, telles qu’il existe une
relation d’ordre totale entre elles. Nous définissons alors les
opérateurs paramétriques suivants :

1. M pM1,M2q : Do Ñ Io où :
ˇ̌
ˇM1 M M2

ˇ̌
ˇ retourne max to1, o2u

2. m pM1,M2q : Do Ñ Io où :

Figure 5

Algorithm 2: Code POSL de la figure 5

M1 ÞÝÑ
s
M2 ˆ

r
M3 � M4

z
p

{

p
ÞÝÑM5

ˇ̌
ˇM1 m M2

ˇ̌
ˇ retourne min to1, o2u

3. � pM1,M2q : Do Ñ Io où :
ˇ̌
ˇM1 � M2

ˇ̌
ˇ retourne"

o1 siM1 termine en premier
o2 sinon

Ces trois opérations peuvent être appliquées si et seule-
ment siDo Ď D1 XD2 et I1 X I2 Ď Io.

Nous illustrons un de ces trois opérateurs dans
l’exemple de la figure 5. Les modules rentrant en jeu
sont :

— M1, retournant une configuration
— M2, calculant un paramètre de tolérance ε
— M3 et M4, calculant le voisinage N de la confi-

guration provenant de M1. Ces deux operation
modules calcule N de manière différente, mais ils
sont combinés de façon à ce que seul la sortie du
premier module terminant son calcul soit retour-
née.

— M5, sélectionnant une configuration dans N
améliorant le coût global avec un tolérance ε, à la
manière du Threshold Accepting Method [1]

Dans l’algorithme 2, les modulesM3 etM4 sont exé-
cutés en parallèle, mais seule la sortie du premier mo-
dule à terminer son calcul sera retournée.

De la même manière, le compound module composé
deM3 etM4 peut être exécuté en parallèle avecM2,
parce qu’ils sont indépendants l’un de l’autre et que
l’opérateur le permet. Il est important de souligner
qu’ils peuvent être exécutés par l’opérateur ˆ , puis-
qu’ils reçoivent la même entrée.

Les opérateurs introduits par les définitions 9 et 10
sont très utiles en terme de partage d’informations
entre solveurs, mais également en terme de partage
de comportements. Si un des opérandes est un open
channel alors l’opérateur peut recevoir l’operation mo-
dule d’un autre solveur, donnant la possibilité d’ins-
tancier ce module dans le solveur le réceptionnant.
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L’opérateur va soit instancier le module s’il n’est pas
null et l’exécuter, soit exécuter le module donné par le
second opérande.

POSL contient également des opérateurs pour ma-
nipuler des ensembles, ce qui est particulièrement utile
pour les solveurs basés sur des populations.

Definition 11 Soient i) M1 : D1 Ñ 2I1 et ii) M2 :
D2 Ñ 2I2 . . deux modules différents, où 2I désigne l’en-
semble des sous-ensembles d’un certain type de données
I. Soient les ensembles V1 et V2 les sorties respectives de
M1 etM2. Nous définissons les opérateurs paramétriques
suivants :

1. Y pM1,M2q : Do Ñ Io où :
ˇ̌
ˇM1 Y M2

ˇ̌
ˇ retourne V1 Y V2

2. X pM1,M2q : Do Ñ Io où :
ˇ̌
ˇM1 X M2

ˇ̌
ˇ retourne V1 X V2

3. ´ pM1,M2q : Do Ñ Io où :
ˇ̌
ˇM1 ´ M2

ˇ̌
ˇ retourne V1zV2

Les opérateurs peuvent s’appliquer si et seulement on a
Do Ď D1 XD2 et I1 X I2 Ď Io.

Un exemple classique d’operation module retournant
des ensembles est l’algorithme calculant l’ensemble
NS des voisins d’une configuration donnée S dans
une méthode de recherche locale. Prenons les operation
modules suivants :

1. M1 qui, étant donnée une configuration S, calcule
l’ensemble des configurationsN1

S “
 

S1i
(

où

S1i P NSðñgpSi,Sq ă ε
avec ε ą 0, et g une fonction de proximité.

2. M2 qui, étant donnée une configuration S, cal-
cule l’ensemble des configurationsN2

S “
 

S1i
(

où
chaque S1i est obtenue en faisant varier la valeur
de quelques variables de S choisies aléatoirement.

En partant des deux operation modules ci-dessus et
en utilisant un des opérateurs présentés jusque-là, on
peut créer un compound module pour calculer un voisi-
nage de S étant orienté à la fois exploitation et explo-
ration :

. . . ÞÝÑ
r
M1 Y M2

z
p
ÞÝÑ . . .

Dans ce cas, nous avonsNS “ N1
S YN2

S .
Maintenant, nous définissons les opérateurs nous

permettant d’envoyer de l’information vers d’autres
solveurs. Deux types d’envois sont possibles :

Figure 6

Algorithm 3: Code POSL de la figure 6 cas (a)

M1 ÞÝÑ LMMo ÞÝÑM2

(a) on exécute un operation module et on envoie sa
sortie,

(b) ou on envoie l’operation module lui-même.

Definition 12 Soit M : D Ñ I un operation module.
Nous avons les opérateurs paramétriques suivant :

1. L.Mo pMq : DÑ I où :
LMMo exécuteM et envoie la sortie

2. L.Mm pMq : DÑ I où :
LMMm exécuteMmais envoie l’operation module plu-
tôt que sa sortie.

Algorithm 4: Code POSL de la figure 6 cas (b)

M1 ÞÝÑ LMMm ÞÝÑM2

Les algorithmes 3 et 4 montrent du code utilisant
POSL illustrant deux situations possibles de la confi-
guration de la figure 6 : a) envoyer le résultat de l’exé-
cution de l’operation module M b) envoyer l’operation
moduleM lui-même.

La figure 7 montre un autre exemple où l’on peut
combiner un open channel avec l’operation module M2

à travers l’opérateur _ . L’operation module M2 sera
exécuté tant que l’open channel reste null (figure 7a,
lignes rouges). Si un operation module a été reçu par
l’open channel, il sera exécuté à la place de l’operation
moduleM2 (figure 7b lignes bleues).

Avec les opérateurs présentés jusqu’ici, nous
sommes en mesure de concevoir des stratégies (ou
algorithme) de résolution d’un problème d’optimisa-
tion combinatoire donné. Une fois une telle stratégie
définie, on peut changer les composants (operation mo-
dule et open channel) auxquels elle fait appel, permet-
tant ainsi d’implémenter différents solveurs à partir
de la même stratégie mais composés de différents
modules, du moment que ces derniers respectent la
signature attendue, à savoir le typage des entrées et
sorties.

Pour définir une computation strategy, nous utilise-
rons l’environnement suivant :
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(a) Le solveur exécute son propre operation module

(b) Le solveur exécute l’operation module provenant
d’un autre solveur

Figure 7 – Deux comportements différents dans le
même solveur

1 St := cStrategy
2 oModule: < liste des types d’operation modules > ;
3 oChannel: < liste des types d’open channels > ;
4 {
5 < ...computation strategy... >
6 }

Avant de programmer la computation strategy, il est
nécessaire de déclarer les types d’operation modules
et d’open channels qui seront utilisés. Ceci est spéci-
fié par < liste des types d’operation modules >
et < liste des types d’open channels> respecti-
vement. Après ces déclarations, le corps du code
contient des opérateurs de POSL combinant des mo-
dule. Un exemple simple est illustré par l’algorithme 5.

3.4 Définition de solveur

Une fois des operation modules, open channels et com-
putation strategy définis, nous pouvons créer des sol-
veurs en choisissant et instanciant les composants que
nous allons intégrer au solveur. POSL fournit un en-
vironnement pour cela :

1 solver_k := solver
2 {
3 cStrategy: < strategy > ;
4 oModule: < liste des instances d’operation modules > ;
5 oChannel: < liste des instances d’open channels > ;
6 }

3.5 Définition des communications

Une fois que nous avons défini la stratégie de nos
solveurs, l’étape suivante est de déclarer les canaux
de communication reliant certains solveurs entre eux.
Jusque là, les solveurs sont effectivement déconnec-
tés, mais ont tout pour établir des communications
(voir figure 1c). POSL propose à l’utilisateur une
plate-forme pour facilement définir une méta-strategie
à suivre par l’ensemble des solveurs.

Les communications sont établies en respectant les
règles suivantes :

1. À chaque fois qu’un solveur envoie une informa-
tion via les opérateurs L.Mo ou L.Mm, il créé une prise
mâle de communication

2. À chaque fois qu’un solveur contient un open
channel, il créé une prise femelle de communication

3. Les solveurs peuvent être connectés entre eux en
créant des subscriptions, reliant prises mâles et fe-
melles (voir figure 8).

Avec l’opérateur p¨q, nous pouvons avoir accès aux
operation modules envoyant une information et aux
noms des open channels d’un solveur. Par exemple :
Solver1 ¨M1 fournit un accès à l’operation module M1
du Solver1 si et seulement si il est utilisé par l’opérateur
L.Mo (ou L.Mm), et Solver2 ¨ Ch2 fournit un accès à l’open
channel Ch2 de Solver2. Nous définissons à présent les
subscriptions.

Definition 13 Supposons deux solveurs différents Solver1
et Solver2. Nous pouvons les connecter grâce à l’opération
suivante :

Solver1 ¨M1 Solver2 ¨ Ch2

La connexion peut être définie si et seulement si :

1. Solver1 possède un operation module appelé M1 en-
capsulé dans l’opérateur L.Mo ou L.Mm.

2. Solver2 contient un open channel appelé Ch2 recevant
le même type d’informations envoyées parM1.

La définition 13 n’exprime que la possibilité de défi-
nir statiquement des stratégies de communication. À
terme, nous aimerions inclure dans POSL des opéra-
teurs permettant plus de souplesse et d’expressivité
en terme de communication entre solveurs, notam-
ment à travers des stratégies dynamiques de commu-
nication.

4 Un solveur POSL

Dans cette section, nous allons expliquer la struc-
ture d’un solveur créé par POSL en nous appuyant sur

259



un exemple. Nous choisissons un des algorithmes les
plus classiques : une méta-heuristique de recherche
locale. Les méta-heuristiques ont une structure com-
mune : ils commencent par initialiser quelques struc-
tures de données qui leur sont propres (une liste ta-
bou pour le Tabu Search [7], une température pour le
Simulated Annealing [10], etc). Puis, une configuration
initiale s est générée, soit aléatoirement soit à travers
une certaine heuristique. Viennent ensuite les étapes
de résolution à proprement parlé, à savoir la sélec-
tion d’une nouvelle configuration s˚ extraite parmi le
voisinage V psq de la configuration actuelle. Si s˚ est
une solution au problèmeP alors le processus s’arrête
et s˚ est retournée, sinon les structures de données
sont actualisées, s˚ est prise en compte ou non pour
une nouvelle itération, en fonction de certains critères
(comme par exemple la pénalisation d’optimum lo-
caux du Guided Local Search [1]).

Les restarts constituent un mécanisme classique
pour éviter de rester piégé dans un minimum local.
Ils sont déclenchés lorsque l’on n’arrive plus à trou-
ver une meilleure configuration, ou parfois après un
timeout.

Les operation modules composant un algorithme de
recherche locale sont décrits ci-dessous :

O. M.´ 1 : Génére une configuration s

O. M.´ 2 : Défini le voisinageV pSq
O. M.´ 3 : Sélectionne s˚ PV psq
O. M.´ 4 : Évalue le critère d’acceptation pour s˚

Nous pouvons combiner les modules pour en créer
de plus complexes. Par exemple, si l’on souhaite un
operation module générant une configuration aléatoire
mais capable de donner parfois une configuration pré-
définie (par exemple passée en paramètre) suivant
une certaine probabilité, notre operation module pour-
rait être la combinaison via l’opérateur ρ de deux
modules basiques s’occupant respectivement de gé-
nérer une configuration aléatoire et de renvoyer une
configuration donnée en paramètre.

Complexifions encore un peu notre solveur : sup-
posons que nous avons une fonction de voisinage
qui est orientée exploitation, mais que parfois nous
souhaitons demander à d’autres solveurs de nous en-
voyer leur operation module calculant le voisignage,
afin d’exécuter l’un de ces derniers dans notre sol-
veur. Ceci est modélisable par l’open channel suivant :

O. Ch.´ 1 : Demande de l’operation moduleV psq.
Supposons que nous aimerions toujours communi-

quer à tout le monde notre configuration courante. Il
est possible d’appliquer l’opérateur L.Mo à l’operation
module 4.

Figure 8 – Stratégie de coopération entre solveurs

Algorithm 5: Stratégie générale d’une méta–
heuristique de recherche locale
St Ð strategy
oModule :Ma

1,Mb
1,M2,M2,M4 ;

oChannel : Ch1 ;
{
r	 pIterations% 10000 != 0q t”
Ma

1 ρ Mb
1

ı
ÞÝÑ

r	 pIterations% 1000 != 0q t”
Ch1 _ M2

ı
ÞÝÑM3 ÞÝÑ LM4Mo

us
us

}

La figure 8 présente l’exemple ci-dessus. L’open
channel de Solver-1 est représenté en rouge. Solver-
1 contient un open channel demandant une fonction
de voisinage. Il peut donc être connecté à Solver-2
puisque ce dernier applique l’opérateur L.Mo pour en-
voyer son operation module de voisinage. Une subscrip-
tion (bloc vert) est alors créée définissant le canal de
communication. La figure montre qu’aucun solveur
ne contient d’operation module permettant d’envoyer
une configuration, laissant ainsi le module chargé
d’évaluer une configuration sans communication avec
l’extérieur.

L’algorithme 5 montre un code POSL pour la com-
putation strategy du solveur Solver-1 décrit précédem-
ment.

L’algorithme 6 montre une définition de solver.
Nous mettons ici en place une computation strategy,
suivit des instances des modules (operation modules et
open channels).

Supposons qu’il existe un autre solver Σ2 avec un
operation moduleMV partageant sa fonction de voisi-
nage. Nous pourrions le connecter avec le solveur Σ1
comme le montre l’algorithme 7.
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Algorithm 6: Definition d’un solveur utilisant une
méta–heuristique de recherche locale

Σ1 Ð solver
{

strategy : St
oModule : ma

1, mb
1, m2, m3, m4

oChannel : ch1

}

Algorithm 7: Définition de la communication
entre solveurs
Σ2 ¨MV Σ1 ¨ Ch1

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons présenté POSL, un sys-
tème pour construire des solveurs parallèles. Il pro-
pose une manière modulable pour créer des solveurs
capables d’échanger n’importe quel type d’informa-
tions, comme par exemple leur comportement même,
en partageant leurs operation modules. Avec POSL, de
nombreux solveurs différents pourront être créés et
lancés en parallèle, en utilisant une unique stratégie
générique mais en instanciant différents operation mo-
dules et open channels pour chaque solveur.

Il est possible d’implémenter différentes stratégies
de communication, puisque POSL fournit une couche
pour définir les canaux de communication connectant
les solveurs entre eux via des subscriptions.

L’implémentation de POSL reste un travail en cours.
Notre principale tâche est de créer un système aussi
général et souple que possible, permettant d’inclure
de nouvelles fonctionnalités dans un futur proche.
Notre but est d’obtenir une bibliothèque riche en ope-
ration modules et open channels à proposer aux utili-
sateurs, basés sur une étude approfondie des algo-
rithmes classiques de résolution de problèmes combi-
natoires. Ainsi, nous espérons faciliter et accélérer la
conception de nouveaux algorithmes.

En parallèle, nous prévoyons de développer de
nouveaux opérateurs, en fonction des besoins des dé-
veloppeurs. Il est nécessaire, par exemple, d’améliorer
la langage de définition de solveurs afin d’accélérer et
simplifier encore le processus de production de sol-
veurs. En outre, nous visons à étendre le langage de
définition de communication pour permettre de créer
de plus complexes et versatiles stratégies de commu-
nication, utiles pour étudier le comportement des sol-
veurs parallèles.

À moyen terme, nous sommes intéressés par l’in-
tégration de méthodes d’apprentissage automatique

afin de permettre aux solveurs de s’adapter automa-
tiquement, en fonction par exemple des résultats des
solveurs qui leur sont voisins dans le réseau.
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Résumé

Ce papier résume l’article [3] accepté à la conférence
« CPAIOR2015 ». Nous considérons un problème dy-
namique de tournées de véhicules avec fenêtres tempo-
relles (DS-VRPTW), dans lequel les clients sont libres
de soumettre leurs requêtes alors que les véhicules ont
déjà commencé leurs tournées. Ces clients sont dits «
stochastiques » car nous disposons d’information sto-
chastique (en termes de distributions de probabilités) sur
les requêtes futures. Nous proposons une nouvelle règle
de décision, GSA, ainsi qu’une approche heuristique vi-
sant à l’approximer. Nous introduisons également une
nouvelle stratégie d’attente. Les résultats expérimentaux
montrent que notre approche est compétitive avec l’état
de l’art.

Abstract

This paper summarizes paper [3] accepted to the «
CPAIOR2015 » conference. We consider a dynamic ve-
hicle routing problem with time windows and stochastic
customers (DS-VRPTW), such that customers may re-
quest for services as vehicles have already started their
tours. We introduce a new decision rule, GSA, as well
as a heuristic approach for efficiently approximating it.
We introduce a new waiting strategy. Experiments show
that our approach is competitive with state-of-the-art
methods.

1 Description du problème

1.1 Données du DS-VRPTW

Considérons un horizon de temps discret [1, H], de
façon à ce que chaque évènement aléatoire ou décision
soit associé à une unité discrète de temps t ∈ [1, H].

Le DS-VRPTW est défini sur un graphe complet de n
sommets représentant les positions potentielles de re-
quêtes (PPR). Les arrêtes sont pondérées par les temps

de trajets séparant les sommets. À chaque PPR sont
associés une quantité demandée, un temps requis pour
servir la requête ainsi qu’une fenêtre temporelle.

On note R ⊆ [1, n]× [0, H] l’ensemble des requêtes.
Chaque requête (i, t) se caractérise donc par le PPR
associé i et par l’unité de temps t à laquelle elle est ré-
vélée. Si t = 0, la requête est connue avant l’exécution
du problème et celle-ci est dite déterministe. Si t > 0,
la requête est révélée durant l’exécution du problème,
c’est-à-dire alors que les véhicules ont déjà commencé
leurs tournées ; elle est dite dynamique. Durant l’exé-
cution du problème et à un temps donné t ∈ [1, H],
seules les requêtes déjà révélées sont connues. Cepen-
dant, à chaque unité de temps à venir t′ ∈ [t+1, H] est
associé un vecteur de probabilités P t′ décrivant, pour
chaque sommet i ∈ [1, n], la probabilité P t′ [i] qu’une
requête soit révélée pour le sommet i au temps t′.

Afin de satisfaire les requêtes, k véhicules de même
capacité sont disponibles.

1.2 Solution du DS-VRPTW

À la fin de l’horizon de temps, une solution est
constituée d’un sous-ensemble des requêtes Ra ⊆ R,
ainsi que de k routes (une pour chaque véhicule). Ra

contient les requêtes ayant été acceptées ; les requêtes
dans R \ Ra ont été rejetées. Les routes obtenues à
la fin de l’horizon doivent impérativement satisfaire
les contraintes du VRPTW classique, restreintes aux
seules requêtes Ra.
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Une solution au DS-VRPTW est construite durant
l’exécution. À chaque unité de temps t ∈ [1, H], une
action at est calculée, composée de deux parties : pour
chaque requête révélée au temps t, une décision d’ac-
ceptation ou de refus ; pour chaque véhicule, les dé-
cisions opérationnelles à appliquer au temps t (servir
une requête, voyager vers un sommet ou attendre au
sommet courant). Certaines décisions peuvent égale-
ment être prises à t = 0. Une solution est donc une
séquence d’actions a0..H couvrant l’ensemble de l’ho-
rizon de temps.

L’objectif est de minimiser, à la fin de l’horizon de
temps, le nombre total de requêtes rejetées par a0..H .

2 Résolution du problème

Afin de résoudre le DS-VRPTW, une règle de dé-
cision doit choisir, à chaque unité de temps, la pro-
chaine action à effectuer étant données les actions pré-
cédentes, les requêtes déjà connues ainsi que l’informa-
tion stochastique sur les requêtes futures.

La meilleure action à un temps donné t ∈ [1, H]
est celle qui minimise l’espérance du nombre de re-
quêtes rejetées, sur le restant de l’horizon [t+1, H]. Ce
type de modélisation est appelé programme stochas-
tique multi-étapes (multistage stochastic program).

Bien que fournissant une action optimale, la réso-
lution d’un programme stochastique multi-étapes est
beaucoup trop couteuse pour pouvoir être appliquée
à des situations réalistes. Par conséquent, les règles
de décision conçues pour résoudre les DS-VRPTW
préfèrent généralement approximer le programme sto-
chastique plutôt que le résoudre optimalement.

2.1 Une nouvelle règle de décision

Nous proposons une nouvelle règle de décision ap-
pelée Global Stochastic Assessment (GSA), que nous
comparons avec les règles existantes comme Multiple
Scenario Approach (MSA) [2]. GSA est basée sur la
génération de scénarios.

Contrairement à MSA, GSA a la particularité de
respecter les contraintes de non-anticipation et par là-
même de prendre de meilleures décisions dans notre
contexte stochastique. En d’autres termes, alors que
les approches de type MSA approximent un pro-
gramme stochastique en deux étapes, GSA approxime
un programme stochastique multi-étapes.

2.2 Une nouvelle stratégie d’attente

Un véhicule terminant le service d’une requête a gé-
néralement le choix entre voyager directement vers un
autre sommet du graphe ou attendre à sa position cou-
rante. Bien qu’inutiles dans un contexte deterministe,

les temps d’attente peuvent cependant s’avérer judi-
cieux lorsque des requêtes ont la possibilité d’être ré-
vélées dynamiquement durant l’exécution.

Par ailleurs, les stratégies de repositionnement per-
mettant à un véhicule de se déplacer vers un som-
met pour lequel aucune requête n’est (encore) connue
apportent également davantage d’anticipation [1]. La
nouvelle stratégie d’attente proposée dans [3] permet
de déterminer heuristiquement les temps d’attente le
long d’une route. Cette nouvelle stratégie permet en
outre de tirer un meilleur profit des sommets de repo-
sitionnement.

2.3 Algorithme heuristique

Un algorithme permettant de résoudre le DS-
VRPTW est décrit dans [3]. Basé sur la génération de
scénarios et la recherche locale, l’algorithme intègre la
règle de décision GSA afin de calculer dynamiquement
les actions à opérer durant l’exécution du problème.

3 Expérimentations

Les expériences réalisées sur des instances de test,
incluant différents degrés de dynamisme, montrent que
non seulement notre nouvelle approche est compéti-
tive par rapport aux méthodes de l’état de l’art, mais
aussi que celle-ci permet le calcul a priori de solu-
tions anticipatives utiles pour des problèmes totale-
ment dynamiques, c’est-à-dire dans lesquels aucune re-
quête n’est connue avant de commencer les tournées.
De plus, les résultats montrent que lorsque le degré de
dynamisme augmente, la nouvelle stratégie d’attente
proposée tend à produire de meilleurs résultats que les
stratégies existantes.
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Résumé

Nous proposons dans cet article un nouvel opérateur
de contraction forte pour le CSP numérique. Cet opé-
rateur, nommé TEC (Tree for Enforcing Consistency),
construit un sous-arbre d’exploration avant d’effectuer
l’union (l’enveloppe) des espaces de recherche associés
aux feuilles de ce sous-arbre. TEC construit le sous-
arbre en largeur d’abord par un processus de bissection
et de contraction. TEC généralise à plusieurs dimen-
sions le principe de la disjonction constructive utilisée
par l’opérateur CID existant. A la différence des opéra-
teurs classiques de contraction forte, tels que CID ou 3B,
qui considèrent toutes les variables du problème, TEC
concentre son travail sur un sous-ensemble de variables à
bissecter de manière adaptative. L’enveloppe des bôıtes
feuilles du sous-arbre TEC étant contrainte à être pa-
rallèle aux axes, la bôıte résultante surestime l’espace
de recherche. Pour éviter cet inconvénient, nous propo-
sons Graham-TEC, qui permet d’inférer des contraintes
implicites linéaires. Graham-TEC génère une enveloppe
convexe avec des demi-plans portant sur des paires de
variables. Des expériences préliminaires portant sur un
banc d’essais de l’état de l’art valident l’intérêt de notre
approche, en montrant des gains significatifs sur plu-
sieurs instances difficiles.

1 Introduction

Les solveurs par intervalles permettent de résoudre
des systèmes de contraintes numériques (c’est-à-dire
des équations ou inégalités à valeurs dans R) en pre-
nant en compte des incertitudes (bornées) dans les pa-
ramètres (dues à des erreurs de mesure en physique
par exemple) et les erreurs d’arrondis des calculs sur
les nombres flottants. Des calculs rigoureux sont ren-
dus possibles par la manipulation de domaines des va-
riables bornés par des nombres flottants et l’utilisation
de l’arithmétique d’intervalles.

Le processus de résolution est basé sur une
stratégie de branchement et de contraction

(Branch & Contract). Le branchement consiste
à sélectionner une variable du système et à couper son
domaine en (généralement) deux sous-intervalles. Ce
processus génère un arbre d’exploration. La contrac-
tion (ou filtrage) consiste à réduire les domaines des
variables du système sans perte de solution afin de
limiter l’explosion combinatoire. Les opérateurs de
contraction existants proviennent de trois domaines
de recherche : la programmation par contraintes,
l’analyse par intervalles et la programmation mathé-
matique. Le processus de branchement et contraction
enchâıne couramment un contracteur de programma-
tion par contraintes et un opérateur de convexification
polyhédrale.

En programmation par contraintes sur domaines fi-
nis, un principe de rognage (shaving) peut être uti-
lisé pour filtrer les domaines. L’algorithme établissant
la singleton arc-consistency (SAC [8]) affecte tempo-
rairement une valeur à une variable (les autres étant
temporairement éliminées) et calcule une cohérence lo-
cale sur le sous-problème correspondant. Si une inco-
hérence est obtenue, la valeur est supprimée du do-
maine dans tout le sous-arbre, sinon elle est mainte-
nue. Dans le dernier cas, la réduction effectuée sur les
domaines des autres variables est perdue. La disjonc-
tion constructive permet de mieux exploiter cette ré-
duction en effectuant l’union des sous-problèmes géné-
rés par l’affectation de chaque valeur à la variable. Ce
principe, mis en œuvre dans l’algorithme Partition-1-
AC [6, 4], produit une cohérence strictement plus forte
que la SAC. Elle donne un espoir de réduction sur po-
tentiellement toutes les variables du système quand
l’algorithme travaille sur (rogne) une seule variable.

Sur les domaines continus qui contiennent une infi-
nité de nombres réels, les intervalles sont divisés en un
nombre spécifié de sous-intervalles qui jouent le rôle
de valeurs dans le CSP sur domaines finis. L’opéra-
teur de contraction CID [19] applique ainsi le principe
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de la disjonction constructive sur chaque variable du
système prise une à une. Il déclenche un algorithme
de propagation de contraintes, comme 2B [11, 12, 5]
ou Mohc [2], sur chaque sous-problème correspondant
à un sous-intervalle de la variable traitée. L’union des
différents domaines contractés est alors retournée. Plus
précisément, la bôıte (produit cartésien des intervalles)
enveloppe de cette union est rendue car les intervalles
sont réduits seulement aux bornes (pas de trous au
milieu des intervalles).

Dans cet article, nous proposons un nouvel opéra-
teur de contraction, appelé TEC (Tree for Enforcing
Consistency), qui généralise l’opérateur CID en ap-
pliquant le rognage sur plusieurs variables simultané-
ment. TEC effectue un parcours arborescent de type
Branch & Contract dont le nombre de nœuds est borné
par un paramètre donné. La contraction est obtenue en
retournant la bôıte enveloppe des feuilles de cet arbre,
c’est-à-dire la plus petite bôıte (parallèle aux axes) qui
englobe toutes les bôıtes feuilles.

La bôıte enveloppe, qui peut se voir comme un
ensemble de contraintes (linéaires) unaires sur les
variables du système, peut grandement surestimer
l’union des bôıtes feuilles. C’est pourquoi nous propo-
sons une variante de TEC, appelée Graham-TEC, qui
infère des contraintes linéaires implicites pour chaque
paire de variables. Une enveloppe convexe de la projec-
tion des bôıtes feuilles en deux dimensions permet de
mieux approximer l’union des feuilles. Ces contraintes
binaires linéaires sont ajoutées au polytope généré par
l’opérateur X-Newton [3] de convexification polyhé-
drale utilisé pendant la résolution pour mieux contrac-
ter les domaines.

Après les définitions et les notations présentées à la
section 2, la section 3 décrit l’opérateur TEC et sa mise
au point expérimentale. La section 4 présente Graham-
TEC et la section 5 détaille des expériences prélimi-
naires encourageantes obtenues par une stratégie en-
châınant Graham-TEC et l’opérateur X-Newton enri-
chi par les contraintes linéaires fournies par Graham-
TEC.

2 Définitions et notations

Les algorithmes présentés dans cet article per-
mettent de résoudre des systèmes ou réseaux de
contraintes numériques. Un réseau de contraintes
numériques est défini par un triplet P = (X, [X], C),
où X représente un ensemble de n variables réelles à
valeurs dans [X]. Nous notons [xi] = [xi, xi], l’inter-
valle/domaine de la variable xi ∈ X, où xi et xi sont
des nombres flottants. Une contrainte de C est une
équation ou une inégalité sur les nombres réels défi-
nie par une expression mathématique classique pou-
vant contenir des opérateurs arithmétiques, trigono-
métriques, d’exponentiation, etc. Une solution de P

est un vecteur n-dimensionnel de [X] satisfaisant l’en-
semble des contraintes de C.

Le domaine [X] = [x1]× ...× [xn] est un produit car-
tésien d’intervalles communément nommé bôıte (pa-
rallèle aux axes). La largeur ou taille d’un inter-
valle [xi] est définie par ω(xi) = xi − xi. La largeur
d’une bôıte est donnée par la plus grande largeur sur
l’ensemble des intervalles de la bôıte, c’est-à-dire :
maxi=1..n ω(xi).

L’union de plusieurs bôıtes n’étant généralement pas
une bôıte, un opérateur Hull d’enveloppe a été défini.

Définition 1. Soit box1, ..., boxm un ensemble
de bôıtes n-dimensionnelles. L’opération Hull de
box1, ..., boxm, notée Hull(box1, ..., boxm), est la bôıte
minimale incluant l’ensemble de ces m bôıtes.

Un réseau de contraintes numériques peut être ré-
solu par une stratégie de branchement et de contrac-
tion (Branch & Contract) mentionnée en introduction.
Ce processus, détaillé à l’algorithme 1, débute avec le
domaine initial box = [X] et se termine lorsque la taille
des bôıtes feuilles de l’arbre d’exploration est inférieure
à une précision ε donnée. Le parcours est effectué en
profondeur d’abord. Il est garanti que les bôıtes éli-
minées par contraction ne contiennent pas de solution
réelle. Les bôıtes feuilles rangées dans AtomicBoxes
puis renvoyées par l’algorithme peuvent contenir ou
non des solutions. Des algorithmes comme celui de
Newton sur intervalles [13] peuvent être utilisées pour
essayer de garantir l’existence d’une solution réelle
dans les bôıtes atomiques.

Algorithm 1: Branch&Contract

Input: N = (X, box, C) : an NCN, ε : precision parameter
Output: A set of atomic boxes including all the solutions

1 Boxes← {box} /* stack (LIFO) of boxes */
2 AtomicBoxes← ∅ /* set of atomic boxes */
3 while Boxes 6= ∅ do
4 box′ ← Boxes.pop()

5 box′ ← CPContract(box′)
6 box′ ← ConvexifyContract(box′)
7 if box′ 6= ∅ then
8 if ω(box′) < ε then
9 AtomicBoxes.push(box′)

10 else
11 (box1, box2)← Bisect(box′)
12 Boxes.push(box1)
13 Boxes.push(box2)

14 return AtomicBoxes

La contraction (ou filtrage) se définit informelle-
ment par la réduction des domaines aux bornes sans
perte de solution. L’algorithme 1 souligne que la plu-
part des solveurs à intervalles font appel à deux opé-
rateurs de filtrage en séquence, l’un issu de la pro-
grammation par contraintes (CPcontract) et l’autre
de l’analyse par intervalles ou de la programmation
mathématique. Ce dernier (ConvexifyContract) se

265



base sur une convexification polyhédrale de l’espace-
solution pour contracter les domaines.

Plusieurs opérateurs de contraction ont été proposés
par la communauté de programmation par contraintes.
L’opérateur HC4 [5, 12] permet de calculer la 2B-
cohérence [11]. Cette cohérence locale s’apparente à la
cohérence de bornes (Bound-consistency), une forme
d’arc-cohérence restreinte aux bornes des intervalles.

Comme expliqué en introduction et de manière si-
milaire à SAC pour le CSP sur domaines finis [8], l’al-
gorithme établissant la 3B-cohérence [11] se base sur
un principe de rognage qui élimine un sous-intervalle
aux bornes des domaines quand l’appel à un algo-
rithme comme la 2B-cohérence sur le sous-problème
correspondant produit un domaine vide (prouvant
l’absence de solution dans le sous-problème). L’opéra-
teur CID (Constructive Interval Disjunction) se base
sur le principe de la disjonction constructive appliqué
aux domaines des variables. La procédure principale
de CID, VarCID, sélectionne une variable xi. L’inter-
valle [xi] est découpé en scid sous-intervalles ; chaque
sous-problème correspondant est contracté par un opé-
rateur de contraction tel que HC4, puis le Hull de l’en-
semble des bôıtes résultantes est retourné. Ce proces-
sus est itéré sur chaque variable tant qu’une contrac-
tion est obtenue.

3 L’opérateur TEC

La disjonction constructive de l’opérateur CID peut
produire une contraction sur l’ensemble du réseau
lorsqu’un rognage est effectué sur une seule variable.
L’opérateur TEC généralise ce principe en ne rognant
qu’un sous-ensemble des variables mais de façon simul-
tanée. TEC construit en fait un sous-arbre d’explora-
tion de taille bornée avant d’effectuer le Hull des bôıtes
feuilles générées. En chaque nœud du sous-arbre TEC,
est appliquée une cohérence locale telle que la 2B-
cohérence. L’algorithme 2 détaille le fonctionnement
de TEC.

3.1 Algorithme

TEC met en œuvre un processus de bissection et
de contraction en construisant en largeur d’abord un
sous-arbre de taille bornée. Ce processus combina-
toire (recherche arborescente) est réalisé par la boucle
while (ligne 4). La bôıte initiale est tout d’abord
contractée par le sous-contracteur Φ avant d’initiali-
ser la file Boxes. A chaque itération, la première bôıte
de Boxes est extraite selon un principe First In First
Out mettant en œuvre le parcours en largeur d’abord.
Si cette bôıte n’est pas vide (non détectée incohérente
par la cohérence locale) et si sa taille est supérieure à
un paramètre de precision ε, elle est bissectée sur une
dimension et chacune des sous-bôıtes générées est alors

contractée par Φ puis placée dans Boxes. Si la bôıte
est trop petite (de taille inférieure à ε), elle est ajoutée
dans AtomicBoxes. Ce processus s’arrête lorsque le
parcours arborescent a contracté un nombre de noeuds
maximum (paramètre TECnodes 1) ou lorsque la file
Boxes est vide. L’enveloppe (Hull) de l’ensemble des
bôıtes feuilles (Boxes ∪ AtomicBoxes) est retournée
par l’opérateur.

Algorithm 2: TEC

Input: N = (X, box, C) : an NCN, Φ : subcontractor,
TECnodes : max calls, ε : precision parameter

Output: box : the contracted box
1 Boxes← {Φ(X, box, C, ε)} /* queue (FIFO) of boxes */
2 AtomicBoxes← ∅ /* set of atomic boxes */
3 #nodes← 1
4 while Boxes 6= ∅ and #nodes ≤ TECnodes do
5 box′ ← Boxes.pop()

6 if box′ 6= ∅ then
7 if ω(box′) > ε) then
8 (box1, box2)← Bisect(box′)
9 Boxes.push(Φ(X, box1, C, ε))

10 Boxes.push(Φ(X, box2, C, ε))
11 #nodes← #nodes+ 2

12 else
13 AtomicBoxes.push(box′)

14 box← Hull(Boxes ∪ AtomicBoxes)

3.2 Le choix de paramètres pour TEC

Nous détaillons dans cette section les paramètres
choisis pour l’opérateur TEC. Ces choix ont été validés
par des expérimentations préliminaires non reportées
dans cet article.

Parcours en largeur d’abord

Le paramètre TECnodes permet de borner le
nombre de noeuds du sous-arbre TEC. L’utilisation
d’un parcours en largeur d’abord découle naturelle-
ment de ce choix de paramètre. Soulignons toutefois
qu’une première version de l’opérateur TEC bornait
l’arbre TEC par sa hauteur, ce qui rendait indiffé-
rent l’ordre du parcours (en largeur ou en profondeur
d’abord), l’arbre étant complet. En revanche, cette
version avait un défaut majeur. Le doublement po-
tentiel du nombre de noeuds à chaque niveau du sous-
arbre rendait le contrôle de l’opérateur délicat. C’est
pourquoi cette version de TEC bornée par la hauteur
a été abandonnée au profit de la version présentée.

Stratégie de choix de variables

TEC ne rogne/bissecte pas l’ensemble des variables
du réseau. Par conséquent, il est nécéssaire d’intro-
duire une stratégie de choix de variables. Le choix

1. Notons que ce nombre est nécessairement impair dans
l’implantation actuelle.
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d’un sous-ensemble de variables prédéfinies a rapide-
ment été écarté. En effet, un tel choix ne prend pas en
compte l’évolution du réseau et peut manquer cruelle-
ment de pertinence dans certains cas. Notre choix s’est
donc orienté vers une étude expérimentale des straté-
gies dynamiques de choix de variables.

Stratégie de branchement

Le branchement effectué en chaque nœud a aussi fait
l’objet d’une étude expérimentale permettant d’obser-
ver le comportement de l’opérateur en fonction du
nombre de sous-bôıtes générées (bissection, trissection,
...). La bissection est la plus avantageuse au vu des ré-
sultats. L’utilisation de stratégies de choix de variables
dynamiques semble expliquer ces résultats. En effet,
on peut remarquer qu’une variable peut être traitée
plusieurs fois dans une même branche de l’arbre. La
stratégie peut alors sélectionner consécutivement deux
fois la même variable, et ainsi appliquer un principe de
trissection. L’avantage est que le choix du nombre de
sections s’adapte ainsi dynamiquement en fonction de
la contraction du domaine.

3.3 Valeurs par défaut des paramètres de TEC

Une étude expérimentale préliminaire a permis de
calculer les valeurs par défaut de l’opérateur TEC.
Ces valeurs permettent de définir une version de TEC
stable et comparable à l’algorithme 3BCID [19] de
l’état de l’art.

Le sous-contracteur Φ de TEC est un contracteur
de programmation par contraintes (cf. la procédure
CPcontract à l’algorithme 1). Des études non repor-
tées dans cet article montrent que l’utilisation de HC4
est préférable à celle de 3BCID au sein de l’arbre
TEC [16].

Selon l’instance considérée (cf. section 5), la
meilleure valeur du paramètre TECnodes oscille entre
10 et 100. Nos études ne nous ont pas permis de trou-
ver un critère intelligent permettant de sélectionner
TECnodes selon l’instance traitée. Toutefois, la va-
leur 25 donne un compromis toujours acceptable et
définit ainsi la valeur par défaut de TECnodes lors de
la comparaison à l’existant.

Enfin, nos comparaisons expérimentales des diffé-
rentes stratégies de choix de variables existantes nous
ont conduits à choisir la stratégie SmearSumRel 2.

2. SmearSumRel est une stratégie de choix de variables
connue comme l’une des plus performantes [18]. Elle se base
sur la fonction smear [10]. smear(xi, cj) mesure l’impact de la
variable xi sur la fonction de cj . Son calcul implique la largeur
de [xi] et la dérivée partielle de cj par rapport à xi évaluée sur
la bôıte [X].

4 L’opérateur Graham-TEC

Nous présentons dans cette section une variante
de TEC, nommée Graham-TEC, qui infère des
contraintes binaires implicites. Ces contraintes li-
néaires sont ensuite ajoutées au polytope généré
par l’opérateur de convexification polyhédrale uti-
lisé pendant la résolution. Plus précisément, si l’on
reprend l’algorithme 1, nous proposons de mettre
en œuvre CPContract par Graham-TEC, qui trans-
met des contraintes linéaires à la procédure suivante
(ConvexifyContract) pour enrichir son polytope. Cet
ajout compense la relaxation de l’espace solution par
la convexification et permet ainsi de mieux contracter
les domaines.

Comme le fait TEC, l’opérateur Graham-TEC
construit un arbre en largeur d’abord. Il calcule en-
suite, pour chaque paire de variables, l’enveloppe
convexe des bôıtes feuilles de l’arbre TEC. Finale-
ment, l’algorithme retourne, comme TEC, une bôıte
contractée issue de l’enveloppe des bôıtes feuilles, mais
retourne en plus un ensemble de contraintes binaires
linéaires formant un polyèdre convexe.

4.1 Construction du polytope

L’algorithme 3 est appelé à la fin de l’algorithme 2.
Cet algorithme prend en entrée l’ensemble des bôıtes
feuilles de l’arbre TEC, la bôıte Hull de celles-ci ainsi
qu’un paramètre γ permettant de décider si un demi-
plan construit est ajouté ou non au polytope. Il re-
tourne au final un ensemble de contraintes binaires
linéaires.

Pour chaque paire (xi, xj) de variables, et pour
chaque bôıte feuille l de l’arbre TEC, les quatre som-
mets du rectangle correspondant à la projection de l
sur les deux dimensions (xi, xj) sont ajoutés à une liste
Points. Si un sommet est trop proche d’un sommet du
rectangle [hi]× [hj ] (correspondant à la projection de
la bôıte enveloppe h), le quadrant est considéré comme
”couvert” et aucun demi-plan ne sera ajouté dans cette
zone. Dans le cas extrème d’une seule bôıte feuille
confondue avec son enveloppe, ces conditions calculent
bien une distance nulle pour chacun des 4 quadrants, si
bien que PolytopeGenerator termine immédiatement
sans construire de contraintes linéaires implicites. Les
conditions précises décrites aux lignes 10 à 17 mesurent
la distance à un sommet du rectangle [hi] × [hj ] en
pourcentage γ de la largeur [hi] ou [hj ]. La figure 1
montre un exemple.

Un algorithme de génération d’enveloppe convexe
[9] est ensuite appelé sur chaque quadrant sélectionné.
L’algorithme produit une liste ordonnée des points
composant l’enveloppe convexe de tous les points de
Points. Cet algorithme classique de géométrie algo-
rithmique commence par trier les points candidats
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Algorithm 3: PolytopeGenerator

Input: h : the box representing the hull
TECLeaves : set of TEC leaves, γ : the min gain
Output: S : a set of linear constraints

1 S ← ∅
2 [hi]← h[xi] ; [hj ]← h[xj ]

3 foreach (xi, xj) ∈ X2 with i < j do
4 Points← ∅
5 foreach sector ∈ {NE,NW,SW,SE} do
6 cover(sector)← false

7 foreach l ∈ TECLeaves do
8 [li]← l[xi] ; [lj ]← l[xj ]

9 Points← Points ∪ {(li, lj), (li, lj), (li, lj), (li, lj)}
10 if |hi − li|<γ×ω(hi) and |hj − lj |<γ×ω(hj) then

11 cover(SE)← true

12 if |hi − li|<γ×ω(hi) and |hj − lj |<γ×ω(hj) then
13 cover(NE)← true

14 if |hi − li|<γ×ω(hi) and |hj − lj |<γ×ω(hj) then
15 cover(NW )← true

16 if |hi − li|<γ×ω(hi) and |hj − lj |<γ×ω(hj) then

17 cover(SW )← true

18 foreach sector ∈ {NE,NW,SW,SE} do
19 if ¬cover(sector) then
20 //Graham outputs the pareto front on a sector
21 paretoFront← Graham(Points, sector)
22 S ← S ∪ getRigorousConstraints(h, xi,
23 xj , paretoFront, sector)

24 return S

par angle polaire en fonction d’un point « pivot ». Il
parcourt ensuite les points dans ce nouvel ordre en
construisant l’enveloppe convexe dans le sens trigo-
nométrique direct. L’algorithme décide de mettre le
point courant dans l’enveloppe, plus précisément dans
une liste paretoFront, si l’angle entre les deux derniers
segments de l’enveloppe en construction est positif. La
complexité en temps de cet algorithme est dominée
par le tri en O(p.log(p)) où p est le nombre de points
traités.

A partir de cette liste de points, la procédure ge-

tRigorousConstraints génère un ensemble de demi-
plans (contraintes binaires linéaires) qui seront ajoutés
au polytope créé par ConvexifyContract.

4.2 Génération rigoureuse des contraintes

La procédure getRigorousConstraints (cf. algo-
rithme 4) permet de générer de manière rigoureuse
des contraintes linéaires à partir des points de l’en-
veloppe convexe. Chaque paire de points consécutifs
((xi, yi), (xi+1, yi+1)) prise dans la liste paretoFront
est traitée itérativement. Le but est de générer une
droite quasi-confondue avec le segment entre ces deux
points. La difficulté réside dans le fait que la droite
réelle y = ax + b qui passe par ces deux points a
généralement des coefficients a et b qui ne sont pas
des nombres flottants (cf. figure 2). Or, les problèmes
d’arrondis des calculs sur les flottants pourraient en-
trâıner la génération d’un demi-plan à coefficients flot-

Figure 1 – Illustration de la procédure PolytopeGe-

nerator. Le rectangle en pointillés représente la bôıte
initiale (avant contraction de l’opérateur) projetée sur
xi et xj . h représente la bôıte enveloppe retournée par
l’opérateur. Les quadrantsNW , SW et SE ne pouvant
pas apporter de gain suffisant, ils ne sont pas traités
(d étant inférieure à γ × ω(hj)).

tants qui n’englobe pas ces deux points. Pour éviter ce
problème, les demi-plans sont calculés de manière ri-
goureuse grâce à l’arithmétique d’intervalles. A partir
des points (xi, yi) et (xi+1, yi+1), l’arithmétique d’in-
tervalles calcule des (tout petits) intervalles [a] et [b]
contenant nécessairement les coefficients réels. Le lec-
teur pourra facilement vérifier le choix des bornes per-
mettant d’approximer les deux coefficients de manière
rigoureuse :

— pour les 4 quadrants, le coefficient directeur est
donné par a ;

— pour les deux quadrants nord, la droite calculée
est définie avec le coefficient b ;

— pour les deux quadrants sud, la droite calculée
est définie avec le coefficient b ;

La figure 2 illustre ce calcul rigoureux sur le qua-
drant SE.

La ligne 19 ajoute une condition pour garantir que
le point précédent satisfasse l’inégalité, c’est-à-dire
que le demi-plan contienne aussi le point précédent
(xi−1, yi−1). En effet, l’arrondi a peut entrâıner la vio-
lation de cette contrainte en théorie (dans un cas pa-
thologique où les 3 points seraient quasi-alignés).

Pour un quadrant donné, l’ensemble paretoFront
peut contenir au maximum r points, avec r le nombre
de bôıtes feuilles du sous-arbre TEC. La boucle princi-
pale de l’algorithme 4 peut donc produire au plus r−1
contraintes linéaires. Certaines de ces contraintes li-
néaires peuvent être presque parallèles entre elles (ou
parallèles aux bords de la bôıte). Ces contraintes ne
couperaient alors presque pas de volume de la bôıte et
ralentiraient l’opérateur ConvexifyContract sans en
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Figure 2 – Schéma représentant le calcul rigoureux
sur le quadrant SE. La droite en pointillés correspond
à la droite de coefficients a et b à valeur dans R. La
deuxième correspond à la droite de coefficients a et b
arrondis sur les nombres flottants.

Algorithm 4: getRigorousConstraints

Input: paretoFront = ((x1, y1), . . . , (xm, ym)), h the box
representing the hull, x and y two dimensions, sector

Output: P a set of rigorous half-planes
1 P ← ∅
2 foreach (xi, yi) ∈ paretoFront do
3 //Build the degenerated intervals :
4 [xi]← [xi, xi] ; [yi]← [yi, yi]
5 [xi+1]← [xi+1, xi+1] ; [yi+1]← [yi+1, yi+1]
6 //Interval of slope value of the linear function
7 [a]← ([yi+1]− [y1])/([xi+1]− [xi])
8 //Interval of y-intercept value of the linear function
9 [b]← [yi]− ([xi]× [a])

10 switch sector do
11 case SE
12 p← a× x− y ≤ −b
13 case NE

14 p← a× x− y ≥ −b
15 case NW

16 p← a× x− y ≥ −b
17 case SW
18 p← a× x− y ≤ −b

19 if (xi−1, yi−1) satisfies p then P ← P ∪ {p}
20 return P ′ ⊆ P

améliorer la contraction. Aussi, à la dernière ligne de
getRigorousConstraints, nous prévoyons de ne ren-
voyer qu’un sous-ensemble des contraintes générées.
On pourrait imaginer de ne retourner qu’un top-k
des contraintes rognant le plus d’espace, ce qui re-
viendrait à explorer

(
k
r−1

)
combinaisons. Le choix des

contraintes à conserver implanté dans la version cou-
rante est assez simple. Nous utilisons un algorithme
glouton qui traite chaque contrainte linéaire indivi-
duellement et vérifie qu’elle rogne au moins une pro-
portion γ sur l’une des dimensions. Ce test est illustré
sur la figure 3. La contrainte en pointillés rouges ne
permet de rogner qu’une portion d sur la dimension
xi, inférieure à γ × h[xi], et elle n’est donc pas posée.
En revanche, la contrainte linéaire en noir permet de
couper significativement [hi] et [hj ] et sera donc trans-
mise à ConvexifyContract. Cette procédure glou-

tonne ne filtre en quelque sorte que les contraintes
linéaires presque parallèles aux axes, modulo une nor-
malisation des deux largeurs ω([hi]) et ω([hi]). Nous
l’étendrons à court terme pour prendre en compte les
contraintes parallèles entre elles. Elle permet de ré-
duire en pratique le nombre de contraintes transmises
à ConvexifyContract, réduction que nous quantifie-
rons expérimentalement.

Figure 3 – Illustration de la procédure getRigorous-
Constraints. La droite en pointillés n’apportant pas
un gain suffisant par rapport au bord de la bôıte, elle
n’est pas ajoutée au polytope généré.

5 Validation expérimentale

Dans cette section, nous présentons les résultats de
l’opérateur TEC et de son extension Graham-TEC, et
nous les comparons aux deux opérateurs de contrac-
tion HC4 et 3BCID définissant l’état de l’art.

5.1 Bancs d’essais et outil de résolution

Nous avons implanté TEC et Graham-TEC dans la
bibliothèque à intervalles libre Ibex (Interval-Based
EXplorer) [7]. Cette bibliothèque a facilité l’implan-
tation de nos opérateurs en fournissant un certain
nombre de briques telles que la stratégie de résolu-
tion Branch & Contractdécrite par l’algorithme 1,
HC4 et 3BCID comme contracteurs issus de la PPC
(CPContract) et X-Newton comme opérateur de
convexification polyhédrale (ConvexifyContract).

Les comparaisons sont faites sur des problèmes de
résolution traités par une stratégie proche de celle
décrite par l’algorithme 1, mais aussi sur des pro-
blèmes d’optimisation globale sous contraintes traités
par l’optimiseur IbexOpt [18]. En plus du branche-
ment et de la contraction (qui enchâıne CPContract
et ConvexifyContract), IbexOpt cherche à calculer
en chaque nœud de l’arbre un minorant et un majo-
rant de la fonction objectif dont la différence décide de
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la terminaison. CPContract (cf. algorithme 1, ligne 5)
représente les opérateurs que nous comparons (HC4,
3BCID, TEC, Graham-TEC) tandis que l’opérateur
X-Newton (ConvexifyContract) est utilisé dans cha-
cune des stratégies. L’heuristique de choix de variables
utilisée est l’heuristique SmearSumRel présentée à la
section 2.

Tous les paramètres ont été fixés à des valeurs com-
munes à toutes les instances testées. La précision d’une
bôıte solution (cf. algorithme 1, ligne 8) a été fixée à
ε = 1.e-10 et le temps-limite de chaque instance a été
fixé à 1800 secondes. Pour les instances d’optimisation,
la valeur du paramètre de précision sur la fonction ob-
jectif a été fixée à εobj = 1.e-08. Les paramètres de
TEC ainsi que ceux de Graham-TEC utilisés lors de
nos expériences sont ceux présentés à la section 3.3,
à savoir : TECnodes=25, bissection=SmearSumRel.
L’ensemble de nos expériences ont été réalisées sur un
Intel 64 bits 2.6GHz, doté de 32Go de RAM sous
Linux.

Nous avons effectué nos différentes expériences sur
deux bancs d’essais. Un échantillon de 23 instances
provenant du banc d’essais COPRIN 3, qui porte sur
des problèmes de résolution et un échantillon de 82 ins-
tances provenant du banc d’essais COCONUT 4 qui
porte sur des problèmes d’optimisation globale sous
contraintes numériques. Ces instances ont fait l’ob-
jet d’une sélection lors de travaux de membres de
l’équipe Ibex portant sur un autre sujet [14]. Elles cor-
respondent à toutes les instances difficiles des séries 1
et 2, mais ne dépassant pas 50 variables 5.

5.2 Résultats obtenus par TEC

Sur les 23 instances en résolution, TEC est lé-
gèrement meilleur que HC4 en temps de résolution
(−7% en moyenne) mais a une capacité de contraction
plus importante (−53% du nombre de nœuds explo-
rés en moyenne). Notons que l’opérateur X-Newton
utilisé après l’opérateur HC4 permet le plus gros de
la contraction. En effet, en laissant HC4 comme seul
contracteur de la stratégie, le temps de résolution ex-
plose et dépasse souvent le temps-limite. En revanche,
l’opérateur 3BCID permet une meilleure contraction
que TEC sur certaines instances, avec une perte d’un
facteur 2 en temps de résolution sur 3 instances
(butcher8-a, butcher8-b et Synthesis).

Nous présentons plus en détail les résultats obte-
nus sur les 82 instances d’optimisation globale sous
contraintes. La figure 4 présente le comparatif des opé-

3. www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/Benches/
benches.html

4. www.mat.univie.ac.at/~neum/glopt/coconut/
Benchmark/Benchmark.html

5. Peu d’instances dépassant cette taille peuvent être traitées
aujourd’hui par les optimiseurs déterministes (à intervalles ou
non rigoureux d’ailleurs) sans paramétrage ad-hoc

rateurs HC4 et TEC en fonction de leurs temps d’exé-
cution.

Figure 4 – TEC versus HC4 : Les coordonnées de
chaque point représente le temps d’exécution (en se-
condes) requis par les deux stratégies.

Sur 2 instances, TEC obtient un gain en temps su-
périeur à un facteur 2 par rapport à HC4. En particu-
lier, l’instance haldmads est résolue en moins de 120
secondes par TEC alors qu’elle n’est pas résolue par
HC4 dans le temps-limite de 30 mn. Le tableau 1 pré-
sente les gains détaillés en temps d’exécution de TEC
par rapport à HC4.

loss loss loss loss equiv gain gain gain gain
< .2 [.2,.5] [.5,.7] [.7,.9] [.9,1.1] [1.1,1.4] [1.4,2] [2,5] >5

≤ 60s 0 2 6 12 13 10 4 2 1

> 60s 0 0 1 4 17 6 2 0 2

Table 1 – Gains détaillés de TEC par rapport à HC4. Le

gain est exprimé par
temps(HC4)
temps(TEC)

. Les valeurs représentent le

nombre d’instances (résolues en moins de 60s et en plus de 60s)
correspondant à chaque plage de gains.

Bien que TEC permette d’améliorer significative-
ment le temps d’exécution sur certaines instances dif-
ficiles, il est souvent non compétitif avec HC4 sur des
instances faciles (rapidement résolues). Une explica-
tion à ce phénomène tient au surcoût de la contrac-
tion supplémentaire. Le tableau 2 permet de visualiser
les gains détaillés en nombre de nœuds explorés par
la stratégie utilisant TEC par rapport à celle utilisant
HC4. Ces résultats confirment le gain en contraction.

loss loss loss loss equiv gain gain gain gain
< .2 [.2,.5] [.5,.7] [.7,.9] [.9,1.1] [1.1,1.4] [1.4,2] [2,5] >5

≤ 60s 0 0 0 1 27 13 4 3 2

> 60s 0 0 0 0 11 12 2 4 3

Table 2 – TEC vs. HC4 : Résumé des gains en #noeuds

La figure 5 présente le comparatif des opérateurs
3BCID et TEC en fonction de leurs temps d’exécution.
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Figure 5 – TEC vs. 3BCID (temps CPU)

TEC et 3BCID sont deux opérateurs de contrac-
tion forte. Par conséquent, ces deux opérateurs sont
coûteux en chaque nœud. Sur la figure 5 on constate
que sur certaines instances difficiles, TEC semble plus
approprié que 3BCID et sur certaines autres 3BCID
obtient de meilleurs résultats. Toutefois, 3BCID per-
met de résoudre l’instance ex8_4_5 tandis que TEC
ne le permet pas, même en étendant le temps-limite à
une heure. Le tableau 3, présente les gains détaillés en
temps d’exécution.

loss loss loss loss equiv gain gain gain gain
< .2 [.2,.5] [.5,.7] [.7,.9] [.9,1.1] [1.1,1.4] [1.4,2] [2,5] >5

≤ 60s 1 1 6 12 13 10 5 2 0

> 60s 1 0 4 2 17 2 6 0 0

Table 3 – TEC vs. 3BCID : Résumé des gains en temps

Ce tableau montre une répartition quasiment uni-
forme des instances résolues en plus de 60 s. En effet,
3BCID est plus performant sur 7 instances et TEC sur
8 instances pour les instances résolues en plus de 60 s.
Pour celles résolues en moins d’une minute, 3BCID est
légèrement meilleur. Cette observation nous a poussés
à explorer des versions hybrides de ces deux opéra-
teurs, toutefois, sans résultats.

Le tableau 4 permet de visualiser les gains détaillés
en nombre de nœuds de l’arbre d’exploration de TEC
par rapport à 3BCID.

loss loss loss loss equiv gain gain gain gain
< .2 [.2,.5] [.5,.7] [.7,.9] [.9,1.1] [1.1,1.4] [1.4,2] [2,5] >5

≤ 60s 1 1 3 9 24 9 2 1 0

> 60s 1 0 2 7 15 6 0 1 0

Table 4 – TEC vs. 3BCID : Résumé des gains en #noeuds

La répartition des instances en fonction du gain en
nombre de nœuds de l’arbre d’exploration montre que
l’opérateur 3BCID semble apporter plus fréquemment
une contraction supérieure. Toutefois, cette différence
reste mineure.

5.3 Résultats obtenus par Graham-TEC

L’opérateur Graham-TEC obtient de meilleurs ré-
sultats que l’opérateur TEC pour les problèmes de
résolution. Graham-TEC améliore les temps d’exécu-
tion sur les 23 instances par rapport à HC4 (−12% en
moyenne) et produit une contraction supérieure, avec
une réduction moyenne de 63% du nombre de nœuds
explorés. Toutefois, Graham-TEC reste moins perfor-
mant que 3BCID sur ce benchmark (+5% en moyenne
en temps d’exécution).

Sur les instances d’optimisation, Graham-TEC amé-
liore aussi l’opérateur TEC. La figure 6 présente le
comparatif des opérateurs HC4 et Graham-TEC en
fonction de leurs temps d’exécution.

Figure 6 – Graham-TEC vs. HC4 : (temps CPU)

Pour les instances résolues en plus de 400 secondes,
Graham-TEC est plus performant sur 9 instances alors
que HC4 l’est sur 3 instances. Parmi les 9 instances où
Graham-TEC est plus performant, 2 d’entres elles ne
sont pas résolues par HC4 (haldmads et disc2). De
plus, même en étendant la limite de temps à 3600 s,
HC4 ne permet pas de résoudre ces deux instances.

Le tableau 5, présentant les gains détaillés en temps
d’exécution montre que HC4 est majoritairement plus
performant sur les instances résolues en moins de 60 s.

loss loss loss loss equiv gain gain gain gain
< .2 [.2,.5] [.5,.7] [.7,.9] [.9,1.1] [1.1,1.4] [1.4,2] [2,5] >5

≤ 60s 0 2 8 13 13 9 2 2 1

> 60s 0 0 3 3 16 7 0 1 3

Table 5 – Graham-TEC vs. HC4 : Résumé des gains en temps

De manière identique à TEC, Graham-TEC est un
opérateur de contraction forte qui peut entrâıner un
surcoût sur des instances faciles.

La figure 7 présente le comparatif des opérateurs
3BCID et Graham-TEC en fonction de leurs temps
d’exécution.
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Figure 7 – Graham-TEC vs. 3BCID : (temps CPU)

Pour les instances résolues en plus de 400 secondes,
Graham-TEC est plus performant que 3BCID sur 7
instances dont une instance (disc2) n’est pas résolue
par 3BCID, même en étendant le temps-limite à une
heure. A l’inverse, l’instance ex8_4_5, résolue unique-
ment par 3BCID, n’est pas résolue par Graham-TEC
avec un temps-limite étendu à 3600 s. Le tableau 6
présente les gains détaillés en temps d’exécution.

loss loss loss loss equiv gain gain gain gain
< .2 [.2,.5] [.5,.7] [.7,.9] [.9,1.1] [1.1,1.4] [1.4,2] [2,5] >5

≤ 60s 1 1 5 10 19 8 4 2 0

> 60s 1 0 4 4 15 4 2 1 1

Table 6 – Graham-TEC vs. 3BCID : Résumé des gains en
temps

Pour les instances résolues en plus de 60 s, Graham-
TEC obtient un gain d’un facteur supérieur à 2 sur 2
instances tandis que 3BCID n’obtient un gain d’un fac-
teur supérieur à 2 que sur une seule instance. Toutefois,
la répartion des instances reste quasiment uniforme. Le
tableau 7 présentant le gain en nombre de nœuds de
l’arbre d’exploration montre que Graham-TEC permet
une contraction plus importante que 3BCID.

loss loss loss loss equiv gain gain gain gain
< .2 [.2,.5] [.5,.7] [.7,.9] [.9,1.1] [1.1,1.4] [1.4,2] [2,5] >5

≤ 60s 1 1 1 6 23 12 4 1 1

> 60s 1 0 2 5 8 12 2 1 1

Table 7 – Graham-TEC vs. 3BCID : Résumé des gains en
#noeuds

Ces résultats s’expliquent par le fait que Graham-
TEC reste encore coûteux sur certaines instances
à cause du travail supplémentaire effectué sur les
contraintes inférées. Malgré nos améliorations, ce sur-
coût est parfois contreproductif, en particulier sur les
instances contenant un grand nombre de variables. De
ce fait, malgré une contraction potentiellement plus
forte, le surcoût occasionné par les contraintes infé-

rées peut, dans certains cas, engendrer une perte de
performance à cause d’un faible gain en contraction.

Une étude qualitative, sur l’ensemble des 82 ins-
tances étudiées, indique qu’en moyenne Graham-TEC
infère 12 contraintes par nœud. On peut constater une
augmentation drastique de cette moyenne en fonction
du nombre de variables. En effet, sur les instances de
moins de 9 variables, la moyenne est de 6 contraintes,
pour celles entre 9 et 14 variables, la moyenne est de
8 contraintes tandis que pour les instances de plus de
14 variables, la moyenne grimpe à 35 contraintes par
nœud. Toutefois, il est important de remarquer que la
perte de performance de Graham-TEC n’est pas direc-
tement liée à l’augmentation du nombre de contraintes
inférées. Le gain de contraction peut compenser le sur-
coût engendré, apportant alors un gain de performance
même sur des instances avec une moyenne élevée.

6 Travaux existants

Le principe de convexification polyédrale de
l’ensemble-solution est souvent utilisé en optimisation
et en programmation mathématique [17]. Il consiste
à calculer une approximation extérieure de l’espace-
solution en convexifiant chaque contrainte d’inéga-
lité individuellement. Une approximation polyédrale
de l’espace-solution permet de réduire l’espace de re-
cherche et/ou d’améliorer la borne inférieure de la
fonction objective à minimiser en faisant appel à un
résolveur de programmation linéaire. L’idée de TEC
est significativement différente puisque les contraintes
linéaires apprises dépendent du nœud courant. Elles ne
correspondent pas aux contraintes initiales mais sont
déduites des réductions obtenues durant l’exploration
de l’arbre TEC.

L’approche de Pelleau et al. [15] s’inspire de travaux
effectués en interprétation abstraite pour étendre la
notion de bôıte dans le CSP numérique. Au lieu de
représenter les domaines par des bôıtes, chaque paire
(i, j) de variables du système est associée à un octogone
qui peut se voir comme l’intersection de deux bôıtes, la
bôıte « initiale » et une bôıte ayant subie une rotation
de 45 degrés. Pour chaque chaque paire (i, j), quatre
contraintes ±xi ± xj ≤ ck sont ajoutées. Exprimer les
contraintes dans la bôıte pivotée revient à remplacer
dans leur expression les variables xi et xj par leur re-
présentation dans la nouvelle base. Gérer ces domaines
étendus revient ainsi à contracter un système avec de
nombreuses contraintes additionnelles.

Un contracteur arborescent proche de TEC a été
introduit en 2009 [1]. Des sous-systèmes carrés de
contraintes d’égalité (avec autant d’équations que d’in-
connues et donc un ensemble fini de solution) doivent
être préalablement sélectionnés dans le réseau. A
chaque noeud de l’arbre de recherche général, une
contraction basée sur une exploration arborescente est
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lancée pour chaque sous-système. A la différence de
l’arbre TEC, un appel au sous-contracteur (HC4) est
suivi par un appel à Newton sur intervalles qui ex-
ploite le fait que le sous-système est carré, ce qui per-
met de converger parfois plus vite vers les solutions.
Ce contracteur, appelé Box-k, obtient de bons résul-
tats sur des systèmes de contraintes peu denses. Sa
limite actuelle est de demander à l’utilisateur d’iden-
tifier un ensemble de sous-systèmes qui seront traités
par Box-k. Au final, TEC est plus généraliste que Box-
k et s’applique sur tout le système (quoique peu de
variables soient en pratique bissectées à chaque appel
compte-tenu de la faible valeur de TECnodes).

7 Conclusion

Cet article a introduit deux nouveaux opérateurs
de contraction arborescents obtenant de bonnes per-
formances par rapport à l’état de l’art. L’opérateur
Graham-TEC permet de faire un lien entre les deux
principaux types d’opérateurs de contraction utilisés
dans la plupart des résolveurs à intervalles, à savoir
les opérateurs de contraction issus de la programma-
tion par contraintes et ceux reposant sur une convexifi-
cation polyhédrale. Nos premiers résultats expérimen-
taux montrent l’intérêt de cette approche qui obtient
des gains significatifs par rapport à l’état de l’art sur
des instances difficiles d’optimisation globale.

L’opérateur Graham-TEC reste en revanche trop
coûteux sur certains types d’instances, en particulier
lorsque l’on monte en dimension. En effet, cet opé-
rateur traite toutes les paires de variables et peut
ainsi générer un nombre quadratique de contraintes
linéaires. Bien que des heuristiques de sélection de
contraintes aient été élaborées, il faut encore amélio-
rer cet opérateur pour mieux prendre en compte cette
croissance.
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[12] F. Messine. Méthodes d’optimisation globale ba-
sées sur l’analyse d’intervalle pour la résolu-
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Abstract

In [5], we introduce skypattern cubes and propose an
efficient bottom-up approach to compute them. Our ap-
proach relies on derivation rules collecting skypatterns
of a parent node from its child nodes without any do-
minance test. Non-derivable skypatterns are computed
on the fly thanks to Dynamic CSP. The bottom-up prin-
ciple enables to provide a concise representation of the
cube based on skypattern equivalence classes without
any supplementary effort. Experiments on mutagenicity
datasets show the effectiveness of our proposal.

1. Introduction
La notion de requêtes skyline [1] a été récemment

intégrée dans la découverte de motifs pour extraire des
motifs appelés skypatterns [4, 6]. Les skypatterns sont
des motifs basés sur la notion de Pareto-dominance
pour lesquels aucune mesure ne peut être améliorée
sans en dégrader au moins une autre. De tels motifs
sont intéressants car ils n’obligent pas à fixer de seuil
sur les mesures et possèdent un très fort intérêt global.

Dans la pratique, l’utilisateur ne connait pas a priori
le rôle exact de chaque mesure, et ne peut détermi-
ner à l’avance le sous-ensemble le plus approprié de
mesures. De façon similaire au cube de skylines [3],
l’utilisateur aimerait disposer du cube de skypatterns.
Chaque élément du cube est un nœud qui associe, à
un sous-ensemble des mesures, son ensemble de sky-
patterns. De plus, l’utilisateur peut facilement repérer
les sous-ensembles de mesures ayant le même ensemble
de skypatterns (qui forment une classe d’équivalence).

2. Contexte et définitions
Soit I un ensemble de littéraux appelés items. Un

motif est un sous-ensemble non-vide de I. Le langage
d’itemsets correspond à LI = 2I\∅. Un jeu de don-
nées est un multiset de motifs appelées transactions.
La Figure 1a représente un jeu de données r où chaque
transaction ti est décrite par les items notés A, . . . , F .

Exemple 1. Pour le jeu de données de Fig. 1a, on
a freq(BC)=5, area(BC)=10 et mean(BCD.price)=25,
avec les mesures suivantes définies par :

— freq(x) = |{t ∈ r | x ⊆ t}|.
— area(x) = freq(x)× taille(x) où taille(x)=|x|.
— min(x.att) (resp. max(x.att)) est la plus petite (resp.

grande) valeur de x pour l’attribut att.
— mean(x) = (min(x.att) + max(x.att))/2.

Les skypatterns permettent d’exprimer une préférence
de l’utilisateur via une relation de dominance [4].

Définition 1 (Dominance Pareto). Soit M un en-
semble de mesures, un motif xi domine un autre motif
xj sur M (noté xi �M xj), ssi ∀m∈M,m(xi)≥m(xj)
et ∃m ∈M,m(xi) > m(xj).

Définition 2 (Skypattern et opérateur skypattern).
Soit M un ensemble de mesures, un skypattern sur M
est un motif non-dominé. L’opérateur skypattern est
Sky(M) = {xi ∈ LI | 6 ∃xj ∈ LI , xj �M xi}
Exemple 2. Pour M = {freq, area}, on a Sky(M) =

{BCDE,BCD,B,E} (cf Figure 1b).

Soit M un ensemble de mesures, deux motifs xi et
xj sont indistincts sur M (noté xi=Mxj) ssi ∀m∈M,
m(xi)=m(xj). xi et xj sont incomparables sur M (noté
xi ≺�M xj) ssi (xi 6�M xj) et (xj 6�M xi) et (xi 6=Mxj).

Définition 3 (Skypattern incomparable). Un motif
x ∈ Sky(M) est incomparable sur M ssi ∀xi∈Sky(M)
tel que xi 6= x, xi ≺�M x.

Définition 4 (Skypattern indistinct). Un motif
x∈Sky(M) est indistinct sur M ssi ∃xi∈Sky(M) tel
que (xi 6= x) ∧ (xi =M x).

On peut regrouper les skypatterns indistincts.

Définition 5 (Groupe de skypatterns indistincts
(GSI)). S⊆Sky(M) est un GSI ssi |S|≥2 et
∀xi, xj∈S,(xi=Mxj)∧∀xi∈S,∀xj∈Sky(M)\S,(xi≺�Mxj).

Exemple 3. Pour M={freq, area}, BCDE et BCD sont

incomparables. B et E (indistincts) forment un GSI.

Définition 6 (Cube de skypatterns pour M).
SkyCube(M)={(Mu, Sky(Mu)) |Mu ⊆M,Mu 6= ∅}
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Trans. Items
t1 B E F
t2 B C D
t3 A E F
t4 A B C D E
t5 B C D E
t6 B C D E F
t7 A B C D E F

Item A B C D E F
Prix 30 40 10 40 70 55

(a) Jeu de données r.

(b) Skypatterns pour M={freq, area}.
(c) Treillis associé à M .

Sous-ensemble de M Ensemble de skypatterns
{m1, m2, m3, m4} {BCDE, BCD, BDE, EF,

BE, E}
{m1, m2, m3} {BCDE, BCD, BE, E}
{m1, m2, m4} {E}
{m1, m3, m4} {BCDE, BCD, BDE, EF,

BE, E}
{m2, m3, m4} {BCDE, BDE, EF, E}
{m1, m2} {E}
{m1, m3} {BCDE, BCD, B, E}
{m1, m4} {E}
{m2, m3} {BCDE}
{m2, m4} {E}
{m3, m4} {BCDE, BDE, EF, E}
{m1} {B, E}
{m2} {ABCDEF, ABCEF,

ABDEF, ABEF, ABCDE,
ABCE, ABDE, ABE,
ACDEF, ACEF, ACDE,
ACE, ADEF, ADE, AEF,
AE, BCDEF, BCEF,
CDEF, CEF, BCDE,
BCE, CDE, CE, BDEF,
DEF, BDE, DE, BEF,
EF, BE, E}

{m3} {BCDE}
{m4} {E}

(d) Cube de skypatterns pour M .

Figure 1 – M = {m1 : freq,m2 : max,m3 : area,m4 : mean}.

Exemple 4. La Figure 1c représente le treillis associé à

M . La Figure 1d associe à chaque sous-ensemble non-vide

de M son ensemble de skypatterns.

3. Règles de dérivation et calcul du cube

Deux règles de dérivation permettent construire de
manière ascendante le cube de skypatterns, : l’une
pour les skypatterns incomparables (cf. le théorème 1)
et l’autre pour les GSI (cf. le théorème 2).

Théorème 1 (Règle pour les incomparables). Soit
Mu⊆M , si x est un skypattern incomparable pour Mu,
alors ∀m ∈M \Mu, x ∈ Sky(Mu ∪ {m}).
Théorème 2 (Règle pour les GSI ). Soient Mu⊆M
et S un GSI pour Mu. ∀m∈M\Mu, ∀x∈S t.q.
m(x)=max

x′∈S
{m(x′)}, x ∈ Sky(Mu ∪ {m}).

Mais, ces deux règles ne permettent pas toujours
de déterminer tous les skypatterns d’un nœud père à
l’aide des skypatterns de ses fils.

Exemple 5. Pour Mu={m1,m3}, les skypatterns déri-

vés sont : B, E et BCDE (le motif BCDE est incom-

parable alors que les motifs B et E sont indistincts).

Mais, les deux règles ne permettent pas de déduire que

BCD ∈ Sky(Mu).

Les CSP Dynamiques permettent de calculer à la vo-
lée les skypatterns manquants (non-dérivables). Consi-
dérons la séquence P1, . . . , Pn de CSP où chaque Pi =
({x},LI , qi(x)) et :
- q1(x) = (B 6�Mu x) ∧ (E 6�Mu x) ∧ (BCDE 6�Mu x).
- qi+1(x) = qi(x) ∧ (si 6�Mu x) où si est la première
solution à la requête qi(x).
Chaque requête qi(x) permet d’agrandir la zone de
non-dominance jusqu’à ce qu’elle soit totalement dé-

terminée, i.e. ∃n t.q. qn(x) n’a pas de solution. Mais,
tous les si ainsi obtenus ne sont pas forcément des sky-
patterns pour Mu. Une étape de post-traitement doit
être effectuée afin de les déterminer [6].

4. Expérimentations

Nous avons mené une évaluation expérimentale sur
différents jeux de données de l’UCI et sur un jeu
de données réel Mutagénicité [2], problème majeur
dans l’évaluation des risques des substances chimiques
fourni par le CERMN (www.cermn.unicaen.fr). Les ré-
sultats obtenus montrent l’efficacité de notre proposi-
tion et la qualité de nos règles de dérivation.

Conclusion. Nous avons conçu une méthode bottom-
up efficace pour calculer le cube de skypatterns. Les
expérimentations menées montrent l’intérêt de notre
proposition. La navigation à travers le cube est une
perspective très prometteuse.
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Abstract

Solvers performances can be improved through the
cost reduction of propagators. The impact of this re-
duction has however an uncertain outcome. We propose
a simple approach to estimate it in a realistic manner,
before starting the actual research endeavor.

Résumé

Un axe de recherche important de notre commu-
nauté est la réduction du coût des propagateurs (algo-
rithmes de filtrage de domaines), dans le but d’améliorer
les performances des solveurs de contraintes. L’impact de
cette réduction reste cependant incertaine. Nous propo-
sons une approche simple permettant d’estimer celui-ci
de façon réaliste, avant même de débuter le travail de
recherche. Cet article résume le travail présenté dans [6].

Introduction La propagation est une caractéristique
spécifique à la programmation par contraintes : elle per-
met à un solveur de contraintes de réduire l’espace de
recherche, apportant parfois un important gain de per-
formance. En pratique, la clé du succès réside dans un
bon équilibre entre le temps sauvé en filtrant des va-
leurs et le temps passé à exécuter les propagateurs. Une
quantité non-négligeable de travail de recherche vise à
améliorer ce compromis.

Nous considérons le cas particulier pour lequel le but
est d’optimiser la performance d’une technique de pro-
pagation donnée, sans changer son comportement du
point de vue entrée-sortie. 2 façons d’obtenir cet effet
sont 1) élaborer des algorithmes plus efficace fournissant
le même filtrage ; 2) restreindre l’activation du propaga-
teur en question à l’aide d’une condition nécessaire afin
de réduire le nombre d’activations dénuées de filtrage.
Pour 1) et 2), obtenir des améliorations est un long pro-
cessus avec des résultats incertains. Dès lors, posséder
des outils permettant de sonder le potentiel de tech-
niques de propagation et d’évaluer l’impact d’améliora-
tions spécifiques est d’un grand intérêt.

Le temps et le nombre d’échecs sont régulièrement
utilisés pour comparer l’utilisation d’un propagateur avec

une approche de base. Les 2 approches sont testées sur
un ensemble d’instances résolues de manière complète
(avec le risque de biaiser l’analyse vers des instances
de tailles plus modestes). Aussi, des heuristiques de re-
cherche statiques sont généralement choisies afin de réa-
liser des comparaisons équitables et rigoureuses. Ceci
risque de réduire la portée de l’analyse car des heuris-
tiques dynamiques sont généralement préférées en pra-
tique. Nous proposons d’étendre ce type d’évaluation
en : 1) instrumentant le solveur afin de collecter des
informations au sujet de la contrainte ; 2) enregistrant
et rejouant des arbres de recherches afin de permettre
des comparaisons équitables avec des heuristiques et des
tailles d’instances arbitraires. 2 cas d’étude sont ici consi-
dérés : le Raisonnement Énergétique [3, 1] et le Raison-
nement en Cardinalité pour l’Empaquetage Revisité [5].

Approche Proposée Formellement, nous désirons
évaluer une fonction filtrante φ qui lie un ensemble de
domaines D0, . . . Dn−1 à un second ensemble de do-
maines D′0, . . . D

′
n−1 tels que D′i ⊆ Di. Plus spécifique-

ment, nous voulons estimer le potentiel de deux pistes
d’amélioration : 1) améliorer l’efficacité de l’implanta-
tion actuelle et 2) restreindre l’activation de φ à l’aide
d’une condition nécessaire.
Mesure de Performance : Afin d’évaluer les perfor-
mances de φ, nous comparons le temps pour résoudre
un problème de satisfaction de contraintes avec et sans
φ, dénotés respectivement par M∪φ et M . Afin de s’as-
surer que 1) les 2 exécutions explorent le même espace
de recherche et que 2) tous les nœuds de recherche sont
visités dans le même ordre, nous proposons de « rejouer »
l’arbre de recherche.
Technique de Rejeu : Le processus de recherche peut
être vu comme l’évaluation de la fonction récursive
traverse(b,M) prenant en paramètre la stratégie de re-
cherche b et le problème cible M . Soit enregistre(b)
et rejoue(b) 2 stratégies de recherche d’emballage
mémorisant et ré-ajoutant les contraintes retournées
par b, respectivement. Pour évaluer φ, nous exécu-
tons séquentiellement 1) traverse(enregistre(b),M), 2)
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traverse(rejoue(b),M) et 3) traverse(rejoue(b),M ∪
φ), et nous comparons les résultats de 2) et 3). Ceci
permet 1) d’aborder des instances de tailles arbitraires
et 2) d’utiliser n’importe quelle stratégie de recherche.
Évaluer le Potentiel du Propagateur : Soit t+φ et

t−φ les temps d’exécution totaux de φ pour lesquels
les activations ont respectivement conduit à de l’éla-
gage de domaine ou non. Cette information est mesu-
rée en introduisant une fonction d’emballage stats(φ)
qui vérifie la taille des domaines avant et après l’exé-
cution de φ. Si t(b,M) est le temps requis pour exé-
cuter traverse(b,M), nous pouvons estimer l’impact de
la réduction du temps d’exécution de φ par un facteur
µ ∈ [0, 1] en calculant :

t(rejoue(b),M ∪ stats(φ))− µ · (t+φ + t−φ )

De même, l’impact de la restriction de l’exécution de φ à
l’aide d’une condition nécessaire qui empêche une frac-
tion µ ∈ [0, 1] des activations inutiles peut être estimé
en calculant :

t(rejoue(b),M ∪ stats(φ))− µ · (t−φ )
Cette simple approche linéaire nous permet de compa-
rer des implantations réelles de φ avec des homologues
fictifs, fournissant ainsi une chance d’explorer quelles va-
leurs de µ seraient nécessaires pour vaincre l’approche
de base M , et donc une meilleure compréhension de l’ef-
fort requis pour arriver à une telle fin. Une plus grande
sagacité peut être obtenue en opérant cette comparai-
son sur une panoplie de tests reconnue. Pour ce faire,
nous nous reposons sur des profils de performance [2].
Ceux-ci sont des fonctions de distribution cumulatives
F (τ) d’une métrique de performance donnée τ (dans
notre cas le rapport entre le temps de résolution requis
par une approche cible et celui de l’approche de base).
En supposant la panoplie de tests assez représentative,
F (τ) peut être interprétée comme une probabilité. Soit
φ0, φ1, . . . l’ensemble des implantations de φ considé-
rées, etM l’ensemble des instances de test. Le profil de
performance de φi est donné par :

Fφi(τ) =
1
|M|

∣∣∣
{
M ∈M : t(rejoue(b),M∪φi)

t(rejoue(b),M)
≤ τ

}∣∣∣

Pour une description sur la façon d’interpréter ces profils
de performance, nous renvoyons le lecteur à l’article [6]
que le présent document résume.

Expérimentations Nous avons appliqué notre ap-
proche à deux propagateurs, à savoir le Raisonnement
Énergétique [3, 1] et le Raisonnement en Cardinalité
pour l’Empaquetage Revisité [5]. Nous avons également
considéré les classes de propagateurs fictifs suivantes :
φcost
µ , i.e. une implantation pour laquelle le temps est

réduit par un facteur µ ; φcost
O(f(n)), i.e. une implanta-

tion pour laquelle la complexité temporelle est O(f(n)) ;
φoracle
p , i.e. une implantation qui restreint l’exécution de
φ à l’aide d’une condition nécessaire provoquant des ac-
tivations inutiles avec une probabilité p.

Nous avons utilisé le solveur OscaR [4]. La configu-
ration expérimentale, les résultats et leur analyse sont
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Figure 1 – Exemple de profil de performance pour le
Raisonnement Énergétique.

donnés dans [6]. Un exemple de profil de performance
est donné dans la figure 1.

Conclusion Évaluer les avantages potentiels fournis
par la réduction du coût d’une procédure de filtrage est
d’un grand intérêt afin de rendre nos efforts de recherche
aussi fructueux que possible. De plus, mesurer exacte-
ment le gain obtenu par un algorithme de filtrage per-
met de réduire le biais des évaluations empiriques. Nous
avons ici proposé une première étape dans cette direc-
tion, à savoir une méthodologie systématique permet-
tant de simuler les performances d’implantations fictives
de propagateurs avec un coût réduit.
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king optimization software with performance pro-
files. Mathematical programming, 91(2) :201–213,
2002.

[3] Jacques Erschler and Pierre Lopez. Energy-based
approach for task scheduling under time and re-
sources constraints. In 2nd international workshop
on project management and scheduling, pages 115–
121, 1990.

[4] OscaR Team. OscaR : Scala in OR, 2012. Available
from https://bitbucket.org/oscarlib/oscar.

[5] François Pelsser, Pierre Schaus, and Jean-Charles
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Résumé
Le potentiel de Lennard-Jones est un modèle rela-

tivement réaliste décrivant les interactions entre deux
atomes au sein d’un gaz rare. Déterminer la configura-
tion la plus stable d’un cluster à N atomes revient à
trouver les positions relatives des atomes qui minimisent
l’énergie potentielle globale ; ce potentiel joue un rôle
important dans le cadre des aggrégats atomiques et les
nanotechnologies.

Le problème de cluster est NP-difficile et ouvert pour
N > 4, et n’a jamais été résolu par des méthodes glo-
bales fiables. Nous proposons de résoudre le problème
de cluster à cinq atomes de manière optimale avec des
méthodes d’intervalles qui garantissent un encadrement
du minimum global, même en présence d’arrondis. Notre
modèle spatial permet d’éliminer certaines symétries du
problème et de calculer des minorants plus précis dans
le branch and bound par intervalles.

Nous montrons que la meilleure solution connue
du problème à cinq atomes est optimale, fournissons
la configuration spatiale correspondante et comparons
notre solveur fiable aux solveurs BARON et Couenne.
Alors que notre solution est numériquement certifiée
avec une précision de 10−9, les solutions de BARON
et Couenne sont entachées d’erreurs numériques.

Abstract
The Lennard-Jones potential is a relatively realis-

tic model that describes pairwise interactions between
spherical noble gas atoms. Determining the most stable
configuration of a cluster with N atoms amounts to fin-
ding the relative positions of the atoms that minimize
the global potential energy ; this potential plays an im-
portant role in cluster chemistry and nanotechnologies.

The cluster problem is NP-hard and is open for
N > 4. It has never been solved with reliable global op-
timization methods. We solve the cluster problem with
five atoms using interval-based methods ; they compute
a rigorous enclosure of the global minimum, even in the

presence of roundoff errors. Our spatial model eliminates
the symmetries of the problem and reduces the overes-
timation inherent to interval computations.

We show that the best known solution of the clus-
ter problem with five atoms in the literature is opti-
mal, and provide the corresponding spatial configuration.
While our solution is numerically certified with precision
10−9, the solutions of state-of-the-art solvers BARON
and Couenne are vitiated by roundoff.

1 Motivation

1.1 Potentiel de Lennard-Jones

Le potentiel de Lennard-Jones [6] est un modèle re-
lativement réaliste décrivant les interactions (répulsion
à courte distance et attraction à grande distance) entre
deux atomes sphériques au sein d’un gaz rare. Il est
donné en unités réduites par :

V (d∗
ij) = 4

(
1

d∗
ij

12 −
1

d∗
ij

6

)
(1)

où d∗
ij est la distance (en ångströms) entre les centres

des atomes i et j.
Déterminer la configuration la plus stable d’un clus-

ter à N atomes revient à trouver les positions rela-
tives des atomes qui minimisent l’énergie potentielle
globale :

N∑

i<j

V (d∗
ij) = 4

N∑

i<j

(
1

d∗
ij

12 −
1

d∗
ij

6

)
(2)

Ce potentiel simplifié modélise les interactions de Van
der Waals (terme attractif à la puissance 6) et joue
donc un rôle crucial dans le problème de repliement
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de protéine ; celui-ci consiste à prédire la structure tri-
dimensionnelle d’une protéine à partir de sa séquence
d’acides aminés.

1.2 Un problème ouvert

En dépit de son apparente simplicité, le problème
de cluster de Lennard-Jones est NP-difficile ; les tests
numériques de [8] suggèrent que le nombre de minima
locaux croît de manière exponentielle avec N .

Pour N ≤ 4, les positions des atomes qui minimisent
l’énergie globale correspondent aux sommets d’un té-
traèdre régulier. En revanche, le problème de cluster
de Lennard-Jones pour N ≥ 5 demeure un problème
ouvert qui n’a jamais été résolu par des méthodes glo-
bales fiables [17]. Nombre de configurations supposées
optimales 1 ont été obtenues grâce à un vaste panel de
techniques de résolution approchées [10, 5, 7, 18, 4]. La
meilleure solution connue pour le cluster de Lennard-
Jones à cinq atomes est une bipyramide à base trian-
gulaire [14], d’évaluation −9.103852415708.

2 Optimisation globale fiable

2.1 Analyse d’intervalles

L’analyse d’intervalles [9] est un outil de choix pour
l’optimisation de problèmes à variables continues. Une
extension aux intervalles F d’une fonction réelle f
construit de manière automatique un minorant et un
majorant rigoureux de f sur un intervalle X = [X, X] :

f(X) = {f(x) | x ∈ X} ⊂ F (X) (3)
L’arithmétique d’intervalles est implémentée sur ma-
chine en arrondissant vers l’extérieur. Les algorithmes
de branch and bound par intervalles [13] exploitent les
propriétés conservatives de l’arithmétique d’intervalles
pour borner le minimum global f∗ de manière rigou-
reuse : f̃−f∗ < ε, où f̃ est le meilleur majorant connu
de f∗, et ε est la précision requise.

Cependant, les techniques d’intervalles produisent
généralement une surestimation de l’image de la fonc-
tion en raison du problème de dépendance : les occur-
rences multiples des variables apparaissant dans l’ex-
pression analytique de f sont décorrélées. Par exemple,
X−X = [X−X, X−X] non réduit à {0}. L’ensemble
construit est {x1−x2 | x1 ∈ X, x2 ∈ X} ⊃ {x−x | x ∈
X} = {0}.

2.2 Programmation par contraintes sur intervalles

Les techniques de contraction [3] ont récemment
donné un second souffle aux méthodes d’optimisation

1. Une liste des meilleures solutions connues est disponible
sur http://doye.chem.ox.ac.uk/jon/structures/LJ.html

globale. Les contracteurs réduisent les domaines des
variables par rapport à une contrainte ou un système
de contraintes sans perte de solutions. En optimisa-
tion sans contraintes, ils peuvent être invoqués pour
contracter les boîtes par rapport aux contraintes f ≤ f̃
et ∇f = 0 (où ∇f est le gradient de f).
En particulier, l’algorithme d’évaluation-

propagation (aussi connu sous le nom HC4Revise [2])
calcule une approximation de la cohérence 2B. Il
consiste à propager une contrainte en effectuant un
double parcours de son arbre syntaxique, dans le but
de contracter chaque occurrence des variables.

3 La première preuve d’optimalité pour
cinq atomes

Nous proposons de résoudre le problème de cluster
à cinq atomes avec des méthodes d’intervalles : notre
algorithme Charibde [16] est un solveur hybride coopé-
ratif (figure 1) combinant un algorithme de branch and
contract par intervalles et un algorithme stochastique
à population [15]. Les deux algorithmes, indépendants,
sont exécutés en parallèle et échangent bornes, solu-
tions et espace de recherche par passage de messages.
Charibde converge lorsqu’est trouvée une solution x̃
telle que F (x̃)− f∗ < ε.

Algorithme
évolutionnaire

population

meilleur individu meilleur majorant

solution ponctuelle

Méthode
d’intervalles

sous-domainesdomaine
réduisent

injectée dans

met à jour

Figure 1 – Schéma coopératif de Charibde

Lorsque l’algorithme évolutionnaire améliore sa
meilleure évaluation, il met à jour le meilleur majo-
rant connu f̃ du minimum global afin d’accélérer les
coupes du branch and contract par intervalles. En re-
tour, lorsque la méthode d’intervalles trouve une solu-
tion ponctuelle qui améliore f̃ , elle est injectée dans la
population. Enfin, la population est périodiquement
réinitialisée dans un domaine réduit, calculé à par-
tir des sous-domaines restants. Ceci permet de ne pas
explorer certains sous-espaces sous-optimaux éliminés
par la méthode d’intervalles.
Charibde combine de manière séquentielle un algo-

rithme de contraction de type HC4Revise et la diffé-
rentiation automatique en mode adjoint, ce qui permet
d’exploiter la contraction sur les nœuds intermédiaires
dans l’arbre syntaxique [12].
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3.1 Modèle spatial

L’atome i est caractérisé par ses coordonnées
cartésiennes (xi, yi, zi) ∈ R3. On note x =
(x1, y1, z1, . . . , xN , yN , zN ) le vecteur des 3N variables
du cluster à N atomes. La distance interatomique
d∗

ij > 0 entre les atomes i et j est alors :

d∗
ij

2 = (xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 (4)

En injectant l’équation 4 dans l’équation 2, nous ob-
tenons un problème d’optimisation sans contraintes.

3.2 Reformulation du problème

Une technique usuelle permettant d’éliminer le pro-
blème de dépendance dans l’équation 1 consiste à com-
pléter le carré :

V (d∗
ij) = 4

(
1

d∗
ij

6 −
1
2

)2

− 1 (5)

L’expression analytique du potentiel de Lennard-Jones
V (d∗

ij) est donc optimale par rapport aux occurrences
de d∗

ij . L’expression de la fonction objectif (équation 2)
reste néanmoins sujette au problème de dépendance,
car les coordonnées des atomes interviennent à plu-
sieurs reprises dans les termes de distances d∗

ij . No-
tons que les coordonnées sphériques ou cylindriques
feraient apparaître plusieurs occurrences des coordon-
nées dans chaque terme de distance, et n’ont donc pas
été privilégiées.

L’équation 2 ne faisant intervenir que des distances
entre atomes, la solution optimale du problème de
cluster est invariante par translation et rotation. Afin
d’éliminer les symétries et de réduire considérable-
ment l’espace de recherche, les coordonnées de certains
atomes peuvent être fixées :





x1 = y1 = z1 = 0
x2 ≥ 0, y2 = z2 = 0
x3 ≥ 0, y3 ≥ 0, z3 = 0
x4 ≥ 0, y4 ≥ 0, z4 ≥ 0

(6)

La taille du problème de cluster à cinq atomes est
alors réduite de 15 à 9 variables.

3.3 Solution optimale certifiée

Charibde prouve l’optimalité de la meilleure solu-
tion connue (voir sous-section 1.2) avec une précision
ε = 10−9 :

f∗
5 = −9.103852415707552 (7)

Les coordonnées spatiales correspondantes sont don-
nées dans le tableau 1, pour un domaine initial

Atome x y z
1 0 0 0
2 1.1240936 0 0
3 0.5620468 0.9734936 0
4 0.5620468 0.3244979 0.9129386
5 0.5620468 0.3244979 -0.9129385

Table 1 – Solution optimale du cluster à cinq atomes

Figure 2 – Configuration optimale en bipyramide à
base triangulaire

(xi, yi, zi) ∈ [−1.2, 1.2]. La configuration optimale est
illustrée dans la figure 2.
Les temps de calcul moyens et nombres d’évalua-

tions (NE) moyens de la fonction objectif et de son
gradient sont donnés dans le tableau 2 sur 100 exé-
cutions. Charibde atteint l’optimum global f∗

5 pour
chacune des exécutions, après une moyenne de 764 ité-
rations (en un temps de 0.11s), mais un total de 1436s
est nécessaire à la preuve d’optimalité.

Temps CPU moyen (s) 1436
Temps CPU maximal (s) 1800
NE de f5 483642320
NE de sa fonction d’inclusion 132 + 7088758
NE de son gradient 78229737

Table 2 – Résultats moyens sur 100 exécutions

3.4 Comparaison avec des solveurs de pointe

Les solveurs complets BARON [11] et Couenne [1]
sont basés sur des algorithmes de branch and bound
spatial ; les minorants de la fonction objectif sur
les sous-domaines sont calculés par des relaxations
convexes qui peuvent être sujettes à des erreurs d’ar-
rondis. Une comparaison entre BARON, Couenne et
Charibde (tableaux 3 et 4) suggère que les solveurs
non fiables BARON et Couenne convergent beaucoup
plus rapidement que les méthodes d’intervalles. Néan-
moins, ils ne peuvent garantir de bornes sur la solution
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en raison d’erreurs numériques, contrairement à Cha-
ribde. Ainsi, l’optimum local trouvé par BARON est
incorrect à partir de la sixième décimale (pour une
précision demandée de 10−9) et l’optimum global de
Couenne l’est à partir de la cinquième décimale (les
décimales incorrectes sont soulignées).

Solveur Minimum Statut indiqué
BARON -9.10385346444055 local
Couenne -9.103870325603582 global
Charibde -9.103852415707552 certifié

Table 3 – Minima de BARON, Couenne et Charibde

Solveur Recherche Preuve
BARON 0.23s 0.23s
Couenne 41.94s 61.7s
Charibde 0.11s 1436s

Table 4 – Comparaison des temps de convergence

4 Conclusion

Nous avons prouvé que la meilleure solution connue
pour cinq atomes est optimale, fermant ainsi le pro-
blème ouvert de cluster de Lennard-Jones pour N = 5.
Charibde fournit une preuve d’optimalité avec une pré-
cision ε = 10−9 même en présence d’arrondis.

Notre modèle spatial élimine les symétries du pro-
blème et calcule des minorants plus précis la fonction
objectif. Une comparaison de Charibde avec les sol-
veurs de pointe BARON et Couenne montre que ces
derniers ne peuvent garantir d’encadrement rigoureux
du minimum global et produisent des solutions enta-
chées d’erreurs numériques.
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Résumé

Cet article est un résumé français de l’article Multi-
variable Distributed Backtracking with Sessions [3]. Le
formalisme des CSP Distribués (DisCSP) étend le mo-
dèle CSP classique pour représenter et résoudre des pro-
blèmes de décision ne pouvant être résolus de manière
centralisée sur une seule machine, pour des raisons di-
verses (e.g., taille excessive ou privacité). Dans cet ar-
ticle, nous proposons un algorithme complet de réso-
lution de DisCSP, nommé Backtracking distribué avec
sessions (DBS), qui a la particularité de gérer les DisCSP
où chaque agent encapsule un sous-problème composé
de plusieurs variables et contraintes. Nous prouvons que
l’algorithme est correct et complet, et donnons des ré-
sultats expérimentaux prometteurs.

La majorité des travaux sur les DisCSP considèrent
que chaque agent encapsule une seule variable. Cepen-
dant, la plupart des problèmes distribués (e.g., emplois
du temps, trafic routier, exploration multi-robots…)
sont plus naturellement modélisés en affectant plu-
sieurs variables et contraintes à chaque agent. Il est
possible de décomposer le problème jusqu’à ce qu’il
n’y ait plus qu’une seule variable par agent, ou en-
core de transformer le problème afin que le domaine de
chaque variable représente l’ensemble des solutions au
problème local, mais ces solutions ne sont guère satis-
faisantes : elles ont entre autres pour effet d’augmenter
exponentiellement le nombre de messages échangés ou
la taille des domaines considérés.

Nous proposons l’algorithme DBS, qui se place dans
la famille des algorithmes ABT [4, 1], avec la particu-
larité de proposer une gestion spécifique des agents
à plusieurs variables. D’autre part, pour établir le
contexte des messages de backtrack, ABT nécessite de
calculer un nogood lors de chaque conflit au cours de la
recherche. Ces nogoods sont très coûteux à calculer [2].
Nous montrons qu’il est possible d’utiliser la notion de

session pour définir le contexte des messages de back-
track, sans affecter les propriétés de correction et de
complétude de l’algorithme. Ainsi, la prise en compte
des messages est bien plus efficace. Cependant, il s’agit
d’un compromis : en effet, les sessions sont moins por-
teuses d’information que les nogoods : il faut donc gé-
néralement échanger plus de messages pour résoudre
un problème avec DBS qu’avec (Multi-)ABT. Nous ré-
duisons l’impact de ces messages supplémentaires en
proposant un ensemble de filtres permettant d’élimi-
ner de nombreux messages inutiles sans affecter les
propriétés de l’algorithme.

1 Fonctionnement de DBS

A0

A1

A2

X0 X1X2

X3X4X5

X6 X8 X7

L’exemple ci-dessus est un problème de 2-coloration
de graphe distribué entre trois agents A0, A1 et A2,
cités par ordre de priorité : ABT et DBS nécessitent
de fixer un ordre de priorité statique entre les agents.
Chaque agent choisit une solution locale (telle que re-
présentée sur la figure), puis tente de l’étendre à ses
voisins de priorité inférieure par l’envoi d’un message
« OK ? ». Comme la solution de l’agent A1 est incom-
patible avec la solution de A0 (la contrainte X1 ̸= X3

n’est pas respectée), A1 va changer de solution pour
avoir X3 = . L’agent A2 reçoit trois messages : la
solution locale de A0, et les deux solutions locales suc-
cessives de A1. À chaque solution locale correspond un
numéro de session. La première solution était consis-
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tante et n’entrainait pas d’action de la part de A2. La
deuxième proposition va nécessiter pour A2 de changer
de solution, or il n’en existe pas qui soit compatible à
la fois avec A0 et A1 : un message de backtrack est
généré et est envoyé à A1, accompagné du numéro de
session correspondant.

Quand A1 reçoit le message, il peut utiliser le nu-
méro de session pour confirmer que la demande de
backtrack correspond bien à sa solution courante (en
effet, la première solution aurait pu être insatisfaisante
pour A2). Ici, ABT aurait nécessité des calculs com-
plexes basés sur les nogoods attachés aux messages de
backtrack. Comme A1 n’a pas d’autre solution com-
patible, il transmet la demande de backtrack à A0. Un
processus similaire est alors executé pour la deuxième
solution locale (symétrique) de A0, qui détecte alors
l’insatisfaisabilité du problème.

DBS utilise diverses structures de données pour mé-
moriser les solutions courantes des agents voisins de
priorité supérieure ainsi que les solutions déjà propo-
sées ou reçues : en effet, l’asynchronisme de l’algo-
rithme peut amener un agent de priorité supérieure à
proposer plusieurs fois une solution identique du point
de vue de l’agent courant. Nous prouvons que DBS est
correct et complet [3].

2 Gestion du multi-variable

Nous proposons une première optimisation simple
pour gérer le multi-variable. Contrairement à Multi-
ABT qui générait pour chaque agent une variable dont
le domaine représentait l’ensemble des solutions lo-
cales, DBS ne considère que les solutions qui sont diffé-
rentes du point de vue des autres agents (c’est-à-dire
les affectations différentes des variables d’interface).
Nous exploitons la notion de « voisinage partiellement
interchangeable » (PIN).

D’autre part, DBS ne calcule pas l’ensemble des so-
lutions au préalable, mais les génère au fur et à mesure
de la recherche de manière « paresseuse ».

3 Filtrage des messages

Comme DBS tend à envoyer plus de messages que
les autres algorithmes de la littérature, nous propo-
sons un système de filtres (ou heuristiques) permettant
d’éliminer certains messages obsolètes sans avoir à les
traiter :

1. si un agent reçoit successivement deux proposi-
tions « OK ? » d’un même agent, seul le plus ré-
cent doit être considéré ;

2. à la réception d’un message « OK ? », tous les
messages de backtrack en attente sont obsolètes ;

3. après l’envoi d’un message de backtrack, tous les
messages de backtrack reçus des voisins de priori-
té inférieure à propos de la solution inconsistante
deviennent obsolètes ;

4. si plusieurs messages « OK ? » sont en attente, il
faut traiter en priorité les messages d’agents de
priorité maximale pour réduire au mieux l’espace
de recherche

4 Expérimentations & perspectives

Nous avons testé l’impact de l’utilisation des PIN
et des différents filtres sur les performances de DBS,
et l’avons comparé à d’autres algorithmes gérant le
multi-variables : Multi-ABT, Multi-AWC et AFC.

Si le nombre de messages échangés par DBS peut
rester important comparativement à ces algorithmes
(jusqu’à deux ordres de magnitude avec une seule va-
riable par agent), ceux-ci sont filtrés ou traités extrê-
mement rapidement, au point qu’aucune accumulation
de messages n’est constatée dans la file d’attente. Dans
le cas mono-variables, où ABT reste l’algorithme le
plus performant, on constate que l’essentiel du temps
de calcul de DBS est consacré à la gestion des mes-
sages, alors que pour ABT il est au niveau du cal-
cul des nogoods. Quand le nombre de variables par
agent augmente, DBS devient particulièrement perfor-
mant (plus de deux ordres de magnitude en termes de
Wallclock CPU de NCCC) par rapport aux autres al-
gorithmes, dans la mesure où le nombre de messages
n’explose plus.

Outre une amélioration possible des structures de
données de DBS, nous prévoyons dans des travaux fu-
turs d’étudier la gestion de la privacité et de la robus-
tesse parmi cette famille d’algorithmes.
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