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Préface

Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JFPC) constituent le principal
congrés de la communauté francophone travaillant sur la programmation par contraintes
(PPC), les problémes de satisfaction de contraintes (CSP), de satisfiabilité (SAT) et de
programmation logique avec contraintes (CLP). Les JFPC regroupent aussi des thématiques
liées en recherche opérationnelle, sur les méta-heuristiques, I'analyse par intervalles, etc. Pour
la quatriéme année consécutive, les JFPC sont organisées conjointement avec les Journées
d’Intelligence Artificielle Fondamentale, offrant ainsi aux participants un spectre scientifique
encore plus vaste.

Les JFPC sont issues de la fusion des conférences JFPLC (Journées Francophones de
Programmation en Logique et par Contraintes) nées en 1992 et des JNPC (Journées Nationales
sur la résolution pratique des problémes NP-complets) nées en 1994. Dixiéme édition de la
série, les JFPC 2014 a Angers succédent a celles d’Aix-en-Provance (2013), Toulouse (2012), Lyon
(2011), Caen (2010), Orléans (2009), Nantes (2008), Rocquencourt (2007), Nimes (2006) et Lens
(2005).

L’objectif majeur des JFPC est de permettre aux scientifiques, industriels et étudiants
francophones de se rencontrer, d’échanger et de présenter leurs travaux dans un cadre
convivial. Cette année, les JFPC ont eu le plaisir de recevoir 46 soumissions provenant de
Belgique, Canada, France, Irlande, Maroc, Tunisie, etc. Chaque article soumis a fait I'objet de
relectures soignées par trois membres du comité de programme.

A T'issue des discussions menées sur la base des rapports, 38 articles ont été acceptés
pour étre présentés et publiés dans les actes, ce qui correspond a un taux d’acceptation de
82 %. Sachant qu’'une part conséquente des soumissions est constituée de versions en francais
d’articles de conférences et de journaux internationaux parmi les plus sélectifs du domaine, ce
taux est révélateur de la qualité scientifique des JFPC.

Le comité de programme a réuni 39 scientifiques académiques et industriels, issus de 6
pays différents, représentant plus de 30 organismes. Je remercie treés sincérement les membres
du comité et les relecteurs additionnels pour la pertinence et la qualité de leur travail, ainsi
que les auteurs qui nous ont permis de proposer un programme scientifique tres attractif. Je
remercie I’Association Francaise pour la Programmation par Contraintes (AFPC) pour son
investissement régulier en termes d’animation et de promotion de la communauté. Enfin, je
remercie vivement I'équipe d’organisation, les participants et les sponsors sans qui cet
événement n’aurait pu avoir lieu.

Thierry Petit,
Président du comité de programme des JFPC 2014
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Résumé

Ou comment des algorithmes issus de I'informatique
(programmation par contraintes, intelligence artificielle)
offrent une alternative prometteuse aux mathématiques
appliquées pour des probléemes numériques tels que I'op-
timisation globale continue et |'estimation de paramétres
non-linéaire robuste.

Les intervalles donnent une représentation simple et
élégante d’ensembles continus de points d’un espace
de recherche. A Torigine utilisés dans le calcul scien-
tifique, ils ont permis, depuis la fin des années 1980,
le développement de méthodes de programmation par
contraintes sur les réels. Ces méthodes se déclinent
concretement suivant deux types d’algorithmes : les
contracteurs et les extracteurs de région intérieure.

Les contracteurs sont des algorithmes de filtrage (ré-
duisant un domaine & un sous-domaine) vus comme
des opérateurs mathématiques purs, c’est-a-dire, indé-
pendants de la notion de contrainte et sans effet de
bord. Cette vision abstraite permet de constituer une
algebre de contracteurs ou la construction de straté-
gies complexes s’obtient par simple composition; on
parle alors de programmation par contracteurs [6].

La sémantique d’un contracteur se définit en fonc-
tion de la partie filtrée; typiquement, celle-ci ne
contient aucune solution du CSP. L’extraction de ré-
gion intérieure est une opération duale a la contrac-
tion dans le sens ou la sémantique est cette fois liée
au sous-domaine calculé. Les algorithmes existants
construisent notamment des boites ou des polytopes
dits intérieurs, c’est-a-dire, contenant seulement des
points solutions [3, 8].
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Nous présentons dans une premiere partie la pro-
grammation par contracteurs et les principes de plu-
sieurs contracteurs; certains maintenant classiques
comme l'algorithme de propagation de contraintes
numériques Hcd [4], d’autres plus récents comme
MoHcC [1, 7] qui exploitent plus finement des pro-
priétés de monotonie. Nous présenterons également
des contracteurs issus d’autres disciplines, telles que
le traitement d’image (contracteur “pixel appartenant
& une zone d’intérét”) ou les mathématiques discretes
(opérateur de q-intersection, liés au probleme de la re-
cherche de g-cliques dans un graphe).

Nous présentons ensuite deux méthodes d’extrac-
tion de régions intérieures originales [2] : une méthode
duale a Hc4 pour I'extraction de boites intérieures et
une méthode utilisant une formule de Taylor sur in-
tervalles convexe pour 'extraction de polytopes inté-
rieurs.

Dans la suite de I'exposé, nous montrerons comment
ces opérateurs peuvent étre combinés pour former des
stratégies de résolution efficaces pour des problemes
fondamentaux tels que :

— L’optimisation globale sous contraintes, ou notre
stratégie IBEXOPT [10] s’avére particulierement
efficace pour les probléemes non convexes. L’ex-
traction de régions intérieures en optimisation
globale sous contraintes offre en particulier un
outil complémentaire & ’optimisation locale per-
mettant d’obtenir de bons points réalisables. Les
succes croissants de cette stratégie suggerent que
la PPC sur intervalles devient un paradigme im-
portant a I'interface de I'informatique et des ma-
thématiques appliqués.



— L’estimation de parametres robuste, ou le

contracteur de g-intersection joue un role clé
pour la prise en compte des mesures aber-
rantes [5]. La stratégie d’estimation [9] ba-
sée sur la g-intersection offre une alternative
aux méthodes statistiques classiques comme les
moindres carrés ou la méthode du khi 2, ou en-
core a la méthode statistique RANSAC tres utili-
sée en vision.

Tous les opérateurs et les stratégies décrits au cours
de cet exposé sont implantés et disponibles dans la
bibliotheque libre en C++ IBEX (www.ibex-1ib.org).
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Contraintes NP-Difficiles avec des coiits: exemples
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Hadrien Cambazard
G-SCOP, Université de Grenoble / Grenoble INP / UJF-Grenoble / CNRS

{hadrien.cambazard}@grenoble-inp.fr

Nous nous intéressons a la prise en compte pratique,
en Programmation par Contraintes, de sous-problemes
NP-Difficiles avec des cotits. En particulier, nous dis-
cuterons de l'utilisation de la Relaxation Lagrangienne
et la Programmation Dynamique pour mettre au point
des mécanismes de filtrage.

De plus en plus de contraintes globales NP-Difficiles
sont mises au point (BIN-PACKING, NVALUE, etc.) et
integrent des modeles de cotits. Ces contraintes s’ap-
puient souvent sur la résolution de relaxations [5, 8] et
la Relaxation Lagrangienne apparait comme une tech-
nique de choix qui a été beaucoup utilisée en Recherche
Opérationnelle [6, 9]. Elle peut permettre d’obtenir ou
d’approximer la borne de la relaxation linéaire efficace-
ment sans passer par un solveur linéaire [10] mais pose
des difficultés pour une implémentation générique.

Le probleme de l'acheteur voyageur qui constitue
une généralisation du voyageur de commerce servira de
fil conducteur. Nous essayerons néanmoins de donner
un apergu d’autres contextes applicatifs [2, 10, 3] ainsi
que des contraintes pour lesquelles ces techniques ont
été employées : MULTI-COST REGULAR [7], WEIGTED
CIRCUIT [1], PMEDIAN [4].
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Résumé

Du point de vue théorique, les méthodes exploitant
des décompositions (arborescentes) constituent une ap-
proche pertinente pour la résolution de CSP quand la
largeur (arborescente) des réseaux de contraintes est pe-
tite. Dans ce cas, elles ont souvent montré leur intérét
pratique. Cependant, parfois, un mauvais choix pour le
cluster racine (une décomposition arborescente est un ar-
bre de clusters) peut dégrader significativement les per-
formances de résolution.

Dans cet article, nous mettons en avant une expli-
cation de cette dégradation et nous proposons une solu-
tion reposant sur les techniques de redémarrage. Ensuite,
nous présentons une nouvelle version de I'algorithme
BTD (pour Backtracking with Tree-Decomposition [8])
intégrant des techniques de redémarrage. D'un point
de vue théorique, nous prouvons que des nld-nogoods
réduits peuvent &tre mémorisés et exploités durant la
recherche et que leur taille est plus restreinte que celle
des nld-nogoods enregistrés par MAC+RST+NG [9].
Nous décrivons également comment les (no)goods struc-
turels peuvent étre exploités quand la recherche redé-
marre a partir d'une nouvelle racine. Enfin, nous mon-
trons empiriquement l'intérét de I'approche proposée.

1 Introduction

Un probleme de satisfaction de contraintes (CSP,
voir [14] pour un état de I’art) est un triplet (X, D, C),
on X = {z1,...,z,} est un ensemble de n vari-
ables, D = (dg,,...,d;,) est une liste de domaines
finis, & raison d’'un domaine par variable, et C' =
{C1,...,C.} est un ensemble fini de e contraintes.

*Ce travail est soutenu par I’Agence Nationale de la
Recherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).
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Chaque contrainte C; est un couple (S(C;), R(C;)),
ou S(Cy) = {zi,,...,xi,} C X est la portée de C;,
et R(C;) C Ay X -0 X dhk est sa relation de com-
patibilité. L arité de C; est |S(C;)|. Un CSP est dit bi-
naire si toutes ses contraintes sont d’arité 2. La struc-
ture d’un réseau de contraintes est représentée par un
hypergraphe (un graphe dans le cas binaire), appelé
hypergraphe de contraintes, dont les sommets corre-
spondent aux variables et les arétes aux portées des
contraintes. Dans cet article, pour simplifier le propos,
nous ne traitons que du cas binaire. Cependant ce tra-
vail peut facilement s’étendre au cas non-binaire en ex-
ploitant la 2-section [1] (aussi appelée graphe primal)
de I’hypergraphe de contraintes, ce que nous ferons
d’ailleurs pour nos expérimentations lors desquelles
nous considérerons des CSP binaires et non-binaires.
De plus, sans perte de généralité, nous supposons que
le graphe de contraintes est connexe. Pour simplifier
les notations, dans la suite, nous noterons le graphe
(X, {S(C4),...5(C.)}) par (X, C). Une affectation sur
un sous-ensemble de X est dite cohérente si elle ne vi-
ole aucune contrainte. Déterminer si un CSP possede
une solution (i.e. une affectation cohérente de toutes
les variables) est connu pour étre NP-complet. Aussi,
de nombreux travaux ont été réalisés pour rendre la
résolution plus efficace en pratique en utilisant des al-
gorithmes énumératifs optimisés qui peuvent exploiter
des heuristiques, de ’apprentissage de contraintes, du
retour en arriere non-chronologique, des techniques de
filtrage basées sur la propagation de contraintes, etc.
La complexité en temps de ces approches est naturelle-
ment exponentielle, au moins en O(n.d") avec n le
nombre de variables et d la taille du plus grand do-
maine.

Généralement, afin de garantir une résolution effi-



cace, la plupart des solveurs exploitent simultanément
plusieurs techniques parmi celles précédemment citées
(comme les heuristiques, ’apprentissage de contraintes
ou le filtrage). De plus, souvent, ils tirent également
profit de I'utilisation de techniques de redémarrage. En
particulier, les techniques de redémarrage permettent
habituellement de réduire I'impact de mauvais choix
effectués par des heuristiques (comme Iheuristique
d’ordonnancement des variables) ou de 'apparition du
phénomene de queue lourde. Elles ont été récemment
introduites dans le cadre des CSP (e.g. dans [9]). Pour
des raisons liées a l'efficacité, elles sont généralement
exploitées avec des techniques d’apprentissage (comme
la mémorisation de nld-nogoods [9]).

Dans cet article, nous introduisons pour la premiere
fois, les techniques de redémarrage dans des méthodes
de résolution de CSP par décomposition. Les méth-
odes par décomposition (e.g. [4, 8]) résolvent les CSP
en prenant en compte certaines propriétés du réseau
de contraintes. Souvent, elles reposent sur la notion de
décomposition arborescente de graphes [12]. Dans ce
cas, leur intérét est relatif a leur complexité théorique
en temps, i.e. dv" 1 avec wt la largeur de la décompo-
sition arborescente considérée. Comme le calcul d’une
décomposition arborescente optimale est NP-Difficile,
les décompositions employées sont généralement pro-
duites a l'aide de méthodes heuristiques et donc four-
nissent une approximation d’une décomposition opti-
male. Quand le graphe possede de bonnes propriétés
topologiques, et donc quand w™ est petit, ces méth-
odes permettent de résoudre de grandes instances, e.g.
les instances d’allocation de fréquence [3]. D’un point
de vue pratique, elles obtiennent des résultats promet-
teurs sur de telles instances. Cependant, leur efficacité
peut étre significativement dégradée par de mauvais
choix effectués par des heuristiques. Afin de présenter
ce probleme, nous considérerons ici la méthode BTD
[8] qui constitue une référence dans I’état de I'art pour
ce type d’approche [11].

Au niveau de BTD, la décomposition arborescente
considérée et le choix d’un cluster racine (i.e. du pre-
mier cluster étudié) induisent un ordre particulier sur
les variables. Aussi, sachant I'impact significatif que
I'ordre sur les variables peut avoir sur l'efficacité d’un
solveur, ce choix de cluster racine est crucial. Dans [7],
I’approche proposée consiste a choisir 'ordre sur les
variables avec plus de liberté, mais Defficacité dépend
toujours du choix du cluster racine. Dans la prochaine
section, nous expliquons pourquoi il est difficile de pro-
poser un choix de cluster racine convenable. En con-
séquence, afin de réduire 'impact du choix de racine
sur lefficacité pratique, nous proposons une alterna-
tive basée sur les techniques de redémarrage. Nous
présentons alors une nouvelle version de BTD util-

isant ces techniques. D’un point de vue théorique, nous
prouvons ensuite que des nld-nogoods réduits peuvent
étre enregistrés durant la recherche et que leur taille
est restreinte par rapport a celle des nld-nogoods mé-
morisés par MAC+RST+NG [9]. Nous décrivons aussi
comment les (no)goods structurels peuvent étre ex-
ploités quand la recherche redémarre a partir d’un nou-
veau cluster racine. Enfin, nous montrons expérimen-
talement l'intérét de 'approche proposée.

La section 2 rappelle le cadre de BTD et décrit I’al-
gorithme BTD-MAC . Ensuite, la section 3 présente
lalgorithme BTD-MAC+RST. Dans la section 4, nous
évaluons l'intérét des redémarrages pour la résolution
de CSP al’aide de méthodes par décomposition, avant
de conclure dans la section 5.

2 La méthode BTD

La méthode BTD [8] constitue une référence dans
I’état de I'art lorsqu’il s’agit de résoudre des CSP en
exploitant la structure de leur graphe de contraintes
[11]. Elle repose sur la notion de décomposition ar-
borescente de graphes [12].

Définition 1 Une décomposition arborescente d’un
graphe G = (X, C) est un couple (E,T) avec un arbre
T = (I,F) et une famille E = {E; : i € I} de sous-
ensembles de X, tel que chaque sous-ensemble (appelé
cluster) E; est un neud de T et vérifie :

(i) UserB; = X,
(it) pour chaque aréte {z,y} € C, il existe i € I avec
{z,y} C By, et
(1ii) pour tout i,j,k € I, si k est sur un chemin de i
aj dans T, alors E; N E; C E,.

La largeur d’une décomposition arborescente (E,T) est
égale & maz;cr|E;| — 1. La largeur arborescente (ou
tree-width) w de G est la largeur minimale sur toutes
les décompositions arborescentes de G.

Etant donnés wune décomposition arborescente
(E,T) et un cluster racine E,, nous notons Desc(E;)
l’ensemble des sommets (variables) appartenant a 1'u-
nion des descendants Ej de E; dans le sous-arbre
enraciné en Ej;, FE; inclus. La figure 1(b) présente
un arbre dont les noeuds correspondent aux cliques
maximales du graphe de la figure 1(a). Il s’agit
d’une décomposition arborescente possible pour ce
graphe. Aussi, nous avons E; = {z1,x2,23}, F2 =
{w2, w3, 24,25}, B3 = {24,705, 76}, Es = {x3, 27,28},
Desc(Ey) = X et Desc(E2) = {xa,x3, 74,25, %6}

1. Cet algorithme n’a jamais été décrit précisément dans la
littérature. L’algorithme MAC-BTD évoqué dans [8] correspond
en fait & BTD-RFL (i.e. BTD basé sur Real-Full Lookahead).
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Comme la taille maximale des clusters est 4, la largeur
arborescente de ce graphe est 3.

Etant donné un ordre compatible < sur les clus-
ter (i.e. un ordre qui peut étre produit par un par-
cours en profondeur d’abord de T a partir du cluster
racine E,), BTD effectue une recherche énumérative
en utilisant un ordre =< sur les variables (dit compati-
ble) tel que Vx € E;, Yy € Ej, avec E; < Ej, z < y.
Autrement dit, I'ordre sur les clusters induit un or-
dre partiel sur les variables puisque les variables de
E; sont affectées avant celles de E; si E; < E;. Pour
lexemple de la figure 1, Ey < Fy < B3 < FEy4 (resp.
1 X w9 R x3 < ... <X xg) est un ordre compatible pos-
sible sur E (resp. X). En pratique, 1'algorithme BTD
débute sa recherche en affectant de fagon cohérente
les variables du cluster racine E, avant d’explorer un
cluster fils. Quand il explore un nouveau cluster F;, il
n’affecte que les variables de E;\(E; N E,;)) 2.

Afin de résoudre chaque cluster, BTD peut exploiter
n’importe quel algorithme qui ne modifie pas la struc-
ture du graphe de contraintes. Par exemple, BTD peut
reposer sur 'algorithme MAC (pour Maintaining Arc-
Consistency [15]). Durant la résolution, MAC peut
prendre deux types de décisions : des décisions pos-
itives x; = v; qui affectent la valeur v; a la variable z;
(nous notons Pos(X) 'ensemble des décisions positives
de la suite de décisions ) et des décisions négatives
x; # v; qui assurent que x; ne pourra pas étre affec-
tée a la valeur v;. Soit ¥ = (d1,...,d;) (ou chaque J;
peut étre une décision positive ou négative) la suite
de décisions courante. Une nouvelle décision positive
Tiy1 = v;y1 est choisie et un filtrage par cohérence
d’arc (AC) est accompli. Si aucun domaine ne devient
vide, la recherche continue avec la prise d’une nouvelle
décision positive. Sinon, la valeur v;4+1 est supprimée
du domaine d, , ,, et un filtrage par AC est réalisé. Si
un échec se produit a nouveau, MAC revient en ar-
riere et change la derniere décision positive z, = vy
en xp # vp. Concernant BTD-MAC (i.e. BTD util-
isant MAC pour résoudre chaque cluster), nous pou-
vons constater que la prochaine décision positive porte
nécessairement sur une variable du cluster courant F;,
du moment ou une variable de E; ne figure pas dans
une décision positive, et que seuls les domaines des
variables futures présentes dans Desc(F;) sont sus-
ceptibles d’étre impactés par le filtrage par AC (car
E; N Ey;) est un séparateur du graphe de contraintes
et que toutes ses variables ont déja été affectées).

Quand BTD a instancié de fagon cohérente toutes
les variables d’un cluster FE;, il tente de résoudre
chaque sous-probleme enraciné en un des clusters fils
E; de E;. Plus précisément, pour un fils E; et une
suite de décisions courante 3, il essaie de résoudre le

2. On suppose que E; N Ep@ = () si E; est le cluster racine.
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sous-probléme induit par les variables de Desc(Ej) et
I'ensemble de décisions Pos(X)[E; N E;] (i.e. ensem-
ble des décisions positives impliquant une variable de
E;NE;). Une fois ce sous-probleme résolu, en prouvant
soit l’existence, soit l'inexistence de solution, il mé-
morise soit un good structurel, soit un nogood struc-
turel. Formellement, étant donnés un cluster E; et Ej
un de ses fils, un good structurel (resp. nogood struc-
turel) de E; par rapport & E; est une affectation co-
hérente A de E; N E; telle que A peut (resp. ne peut
pas) étre étendue de fagon cohérente sur Desc(E;)
[8]. Dans le cas particulier de BTD-MAC, T'affecta-
tion cohérente A est représentée par la restriction de
I’ensemble des décisions positives de ¥ sur E; N Ej,
a savoir Pos(X)[E; N E;]. Ces (no)goods structurels
peuvent étre employés plus tard dans la recherche
pour éviter d’explorer une partie redondante de 'ar-
bre de recherche. En effet, dés que la suite de déci-
sions courante ¥ contient un good (resp. nogood) de
E; par rapport a E;, BTD n’a plus besoin de résoudre
& nouveau le sous-probleme induit par Desc(E;) et
Pos(X)[E; N E;] car il a déja établi que ce sous-
probléme possédait au moins une solution (resp. au-
cune). Dans le cas d’un good, il poursuit sa recherche
avec le prochain cluster fils. Dans celui d’un nogood,
il revient en arriére. Par exemple, considérons un CSP
de 8 variables x1, ..., zg ayant chacune pour domaine
{a,b,c} et dont le graphe de contraintes et une dé-
composition arborescente possible sont donnés a la fig-
ure 1. Supposons que la suite de décisions courante
Y =(x1 = a,x9 # b,xy = ¢,x3 = b) a été construite
selon un ordre sur les variables compatible avec I'or-
dre sur les clusters £ < Fy < E3 < E4. BTD essaie
de résoudre le sous-probleme enraciné en FE5 et une
fois résolu, il mémorise {xs = ¢,z3 = b} comme un
good ou un nogood structurel de E; par rapport a
E5. Si, plus tard, BTD étudie la suite de décisions
(r1 # a,xz3 = byxy = byxe # a,x2 = c¢) et que
celle-ci est cohérente, il continuera sa recherche avec
le prochain fils de F; (& savoir Ey), si {ze = ¢,x3 = b}
a été mémorisé sous la forme d’un good, ou il revient en
arriére & la derniére décision de Ej si {2 = ¢, x5 = b}
correspond a un nogood.

L’algorithme 1 correspond a I’algorithme BTD-
MAC. Initialement, la suite de décisions courante et les
ensembles N et G de (no)goods structurels mémorisés
sont vides et la recherche débute avec les variables du
cluster racine F,. Etant donnés un cluster courant F;
et la suite de décisions courante ¥, les lignes 16-23
consistent a explorer le cluster F; en affectant les vari-
ables de Vg, (avec Vg, ensemble des variables non-
instanciées du cluster F;) comme le ferait MAC tandis
que les lignes 1-14 permettent de gérer les fils de FE;
et donc d’utiliser et d’enregistrer des (no)goods struc-
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FIGURE 1 — Un graphe de contraintes de 8 variables (a) et une décomposition arborescente optimale (b).

Algorithme 1: BTD-MAC (InOut : P = (X, D,C) :
CSP; In : ¥ : cluster, Vg, :
ensemble de variables ; InOut : G : ensemble de goods,

suite de décisions, F; :

N : ensemble de nogoods)

1 if Vg, = ? then
2 result < true
3 S < Sons(E;)
4 while result and S # () do
5 Choose a cluster E; € S
6 S« S\{E,}
7 if Pos(X)[E; N Ej] is a nogood of E; w.r.t. Ej in N
then result < false
8 else if Pos(X)[E; N E;] is not a good of E; w.r.t.
E; in G then
9 result < BTD-MAC(P,%,E;,E;\(E; N E;),G,N)
10 if result then
11 ‘ Record Pos(X)[E; N E;] as good of E; w.r.t.
E; in G
12 else
13 Record Pos(X)[E; N Ej;] as nogood of E;
w.r.t. E; in N
14 return result
15 else
16 Choose a variable z € Vg,
17 Choose a value v € d
18 dy + dp\{v}
19 if AC (P,.XU(z=v)) AN BTD-MAC(P, XU (z =v), E;,
Ve, \{z}, G, N)= true then return true
20 else
21 if AC (P,X U (x # v)) then
22 | return BTD-MAC(P,S U (z # v),E;,Vg,,G,N)
23 else return false

turels. BTD-MAC(P,%,E;,Vg,,G,N) renvoie true s’il
parvient & étendre Y de fagon cohérente sur les vari-
ables de Desc(E;)\(E;\VE,), false sinon. Sa complex-
ité en temps est O(n.s2.e. log(d).d”" ™2) pour une com-
plexité en espace en O(n.s.d®) avec w' la largeur de
la décomposition arborescente considérée et s la taille
de la plus grande intersection entre deux clusters.
D’un point de vue pratique, généralement, BTD ré-
sout efficacement les CSP ayant une petite largeur
arborescente [6, 7, 8]. Cependant, parfois, un mau-
vais choix de cluster racine peut dégrader significa-
tivement la qualité de la résolution. Le choix du clus-

ter racine est crucial dans la mesure ou il impacte
directement 'ordre sur les variables, en particulier le
choix des premieres variables. Aussi, afin de faire un
choix plus éclairé, nous avons sélectionné quelques in-
stances de la compétition de solveurs de 20083 pour
lesquelles nous avons lancé BTD & partir de chaque
cluster de la décomposition arborescente considérée.
Nous avons d’abord constaté que, pour une méme in-
stance, les temps d’exécution varient de plusieurs or-
dres de grandeur selon le cluster racine choisi. Par
exemple, pour instance scenll-f12 (qui est la plus
facile de la famille scenll), BTD ne parvient & prou-
ver l'absence de solution que pour 75 des 301 choix de
racine possibles. Ensuite, nous avons observé que ré-
soudre certains clusters (pas nécessairement le cluster
racine) et leurs sous-problémes se révele étre plus coti-
teux pour certains choix de racine que pour d’autres.
Cela s’explique par le fait que le choix du cluster racine
induit un ordre particulier sur les clusters et les vari-
ables. En particulier, comme pour un cluster F;, BTD
ne tient compte que des variables de E;\(E; N Ep ), il
ne manipule pas le méme ensemble de variables pour
FE; selon la racine choisie. Malheureusement, il sem-
ble utopique de vouloir proposer un choix de racine
basé uniquement sur les propriétés de l'instance a ré-
soudre car ce choix est intimement lié & 'efficacité de
la résolution. Dans [7], une approche a été proposée
pour choisir 'ordre sur les variables avec plus de lib-
erté mais son efficacité demeure dépendante du choix
de racine. Limiter I'impact du choix de racine est donc
une nécessité. Dans la section 3, nous proposons une
solution exploitant des techniques de redémarrage.

3 Exploitation des redémarrages au sein
de BTD

Il est bien connu que n’importe quelle méthode ex-
ploitant des techniques de redémarrage doit autant que

3. Voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI0S.
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possible éviter d’explorer plusieurs fois les mémes par-
ties de l'espace de recherche et que la randomisation et
I'apprentissage sont deux voies possibles pour attein-
dre ce but. Au niveau de 'apprentissage, BTD exploite
déja des (no)goods structurels. La premiére question
qui se pose est de savoir s’il est possible de réutiliser
des (no)goods structurels aprés un redémarrage et si
oui, sous quelles conditions. De plus, suivant le mo-
ment ou se produit le redémarrage, nous n’avons au-
cune garantie quun (no)good aura déja été mémorisé.
Aussi, une autre forme d’apprentissage est requise si
on veut garantir une bonne efficacité pratique. Ici,
nous considérons les nld-nogoods réduits (pour neg-
ative last decision nogoods) dont l'intérét pratique a
été mis en avant dans l'algorithme MAC+RST+NG
[9]. Nous rappelons d’abord la notion de nogood dans
le cas de MAC :

Définition 2 ([9]) Etant donnés un CSP P =
(X,D,C) et un ensemble de décisions A, Pa est le
CSP (X,D',C) avec D' = (d}, ,...,d, ) tel que pour
chaque décision positive x; = v, d,, = {v;} et pour
chaque décision négative x; # v;, dj,, = dg,\{v;}. Pour
le cas ot x; napparait pas dans A, on a d;i =d,,.

A est un nogood de P si Pa n’a pas de solution.

Dans la suite, nous supposerons que pour toute vari-
able z; et toute valeur v;, la décision positive z; = v;
est toujours considérée avant la décision x; # v;.

Proposition 1 ([9]) Soit ¥ = (01,...,0;) une suite
de décisions prises le long d’une branche de [’arbre
de recherche développé durant la résolution d’un CSP
P. Pour toute sous-suite ¥/ = (01,...,0¢) préfize de
Y telle que §; est une décision négative, ’ensemble
Pos(X) U{=d,} est un nogood (appelé un nld-nogood
réduit) de P avec =6y la décision posilive correspon-
dant a dp.

Autrement dit, étant donnée une suite de décisions
3. prises le long d’une branche d’un arbre de recherche,
chaque nld-nogood réduit caractérise la visite d’une
partie inconsistante de cet arbre de recherche. Quand
un redémarrage se produit, un algorithme comme
MAC+RST+NG peut mémoriser de nouveaux nld-
nogoods réduits et les exploiter ensuite pour éviter d’-
explorer a nouveau des parties déja visitées de 'arbre
de recherche. Il a été établi dans [9] que le calcul et
I'utilisation de ces nld-nogoods réduits peuvent étre
faits efficacement, notamment en les stockant sous la
forme d’une contrainte globale avec un propagateur
spécifique pour établir la cohérence d’arc.

L’utilisation d’apprentissage au sein de BTD peut
mettre en danger sa validité des qu’on ajoute au prob-
léme initial une contrainte dont la portée n’est in-
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cluse dans aucun cluster. Par conséquent, la mémorisa-
tion des nld-nogoods réduits dans une contrainte glob-
ale portant sur toutes les variables, comme proposé
dans [9], est impossible. Cependant, en exploitant les
propriétés d’un ordre compatible sur les variables, la
proposition 2 montre que cette contrainte globale peut
étre décomposée en une contrainte globale par cluster.

Proposition 2 Soit ¥ = (01,...,0;) une suite de
décisions prises le long d’une branche de [’arbre de
recherche développé durant la résolution d’un CSP P a
laide d’une décomposition arborescente (E,T) et d’un
ordre compatible sur les variables. Soit X[E;] la sous-
suite construite en ne considérant que les décisions de
Y concernant des variables de E;. Pour toute sous-
suite Xy = (0iy, ..., 0i,) préfive de X[E;] telle que d;,
est une décision négative et que chaque variable de
E; N By apparait dans une décision de Pos(X, ),
Uensemble Pos(X ) U{=0;,} est un nld-nogood réduit
de P.

Preuve : Soient Pg, le sous-probleme induit par les
variables de Desc(E;) et Ag, 'ensemble des décisions
de Pos(Xg;) relatives aux variables de E; N ).
Comme FE; N E,;) est un séparateur du graphe de
contraintes, Pg,|a 5, est indépendant du reste du
probleme P. Considérons 3[E;] la sous-suite de ¥ qui
ne contient que des décisions impliquant des variables
de E;. D’apres la proposition 1 appliquée & X[E;] et
Pp,iap,, Pos(Xg,) U {=d;,} est nécessairement un
nld-nogood réduit. O

Il en découle les deux corollaires suivants qui per-
mettent de majorer la taille des nogoods produits et
de les comparer a ceux produits par la proposition 1.

Corollaire 1 FEtant donnée une décomposition ar-
borescente de largeur w™, les nogoods réduits produits
par la proposition 2 sont de taille au plus wt + 1.

Corollaire 2 Sous les mémes hypotheses que la
proposition 2, pour chaque nld-nogood réduit A produit
par la proposition 1, il existe au moins un nld-nogood
réduit A’ produit par la Proposition 2 tel que A’ C A.

En mémorisant des (no)goods structurels, BTD ex-
ploite déja une forme particuliere d’apprentissage.
Tout (no)good structurel d’un cluster F; par rapport
a un cluster fils E; est par définition orienté de E;
vers E;. Cette orientation est induite directement par
le choix d’un cluster racine. Quand un redémarrage se
produit, BTD peut choisir un cluster différent comme
cluster racine. Si c’est le cas, nous devons considérer
des (no)goods structurels avec différentes orientations.
La proposition 3 établit comment ces (no)goods struc-
turels peuvent étre utilisés de fagon valide quand BTD
exploite des techniques de redémarrage.



Proposition 3 Un good structurel de E; par rapport
a E; peut étre utilisé si le choix courant de cluster
racine induit que I est un fils de E;.

Un nogood structurel de E; par rapport a F; peut étre
utilisé quel que soit le choix de cluster racine.

Preuve : Soit un good A de E; par rapport a E; pro-
duit pour un cluster racine E,. Par définition d’un
good structurel, le sous-probléme Pg,a possede au
moins une solution et sa définition ne dépend que de
A et du fait que E; est un fils de F;. Par conséquent,
pour n’importe quel choix de cluster racine pour lequel
Ej est un fils de E;, A sera encore un good structurel
de E; par rapport a E; et pourra donc étre utilisé pour
ne pas explorer des parties redondantes de ’espace de
recherche.

Concernant les nogoods structurels, tout nogood
structurel A de E; par rapport a E; est un nogood, et
donc toute suite de décisions ¥ telle que A C Pos(X)
ne pourra étre étendue en une solution, indépendam-
ment du choix de cluster racine. Ainsi, les nogoods
structurels sont utilisables quel que soit le choix de
racine. O

Il s’ensuit que contrairement aux nogoods, pour les
goods, 'orientation doit étre prise en compte. Il serait
donc plus pertinent des les appeler des goods struc-
turels orientés.

L’algorithme 3 décrit I’algorithme BTD-MAC+RST
qui exploite des techniques de redémarrage tout en
mémorisant des nld-nogoods réduits et des (no)goods
structurels. L’exploitation des techniques de redé-
marrage peut étre vue comme le choix d’un clus-
ter racine (ligne 3) et l'exécution d’une nouvelle in-
stance de BTD-MAC+NG (ligne 4) & chaque redé-
marrage jusqu’a ce que le probleme soit résolu en
montrant 1’(in)existence de solution. L’algorithme 2
présente 'algorithme BTD-MAC+NG. Comme BTD-
MAC, étant donnés un cluster E; et une suite de dé-
cisions courante ¥, BTD-MAC+NG explore le clus-
ter E; (lignes 16-27) en affectant les variables de
Vg, (avec Vg, l'ensemble des variables non instan-
ciées de FE;). Quand E; est instancié de maniere co-
hérente, il gere les fils de E; et donc utilise et mé-
morise des (no)goods structurels (lignes 1-14). Les
(no)goods structurels utilisés peuvent avoir été mé-
morisés durant 'appel courant & BTD-MAC+NG ou
durant un appel précédent. En effet, si le premier ap-
pel & BTD-MAC+NG s’effectue avec des ensembles
vides pour les ensembles G et N de goods et nogoods
structurels, G et N ne sont pas réinitialisés a chaque
redémarrage. Notons que leurs emplois (lignes 7-8) se
font en accord avec la proposition 3. Ensuite, a la dif-
férence de BTD-MAC, BTD-MAC+NG peut stopper
sa recherche aussitot que la condition de redémarrage

est atteinte (ligne 21). Si c’est le cas, il mémorise des
nld-nogoods réduits par rapport a la suite de déci-
sions ¥ restreinte aux décisions impliquant les vari-
ables de E; (ligne 22) en accord avec la proposition 2.
La détection et la mémorisation des nld-nogoods ré-
duits s’effectuent selon la méthode proposée dans [9]
appliquée a la sous-suite de décisions de ¥ n’impli-
quant que des décisions concernant des variables du
cluster F;. Nous considérons qu’une contrainte glob-
ale est associée a chaque cluster F; pour manipuler
les nld-nogoods enregistrés au niveau de F; et que
leur exploitation s’effectue au travers d’un propaga-
teur spécifique quand la cohérence d’arc est appliquée
(lignes 19 et 25) comme dans [9]. La condition de redé-
marrage peut porter sur des parametres globaux (e.g.
le nombre de retours en arriere accomplis depuis le
début de lappel courant & BTD-MAC+NG), des lo-
caux (e.g. le nombre de retours en arriere accomplis
dans le cluster courant ou le nombre de (no)goods
structurels mémorisés) ou une combinaison des deux.
BTD-MAC+NG(P,X,E;,Vg,,G,N) renvoie :

— true s’il parvient a étendre ¥ de fagon cohérente
sur les variables de Desc(E;)\(E;\VE,),

— false §’il prouve que ¥ ne peut pas s’éten-
dre de fagon cohérente sur les variables de
Desc(E;)\(E\Vz,),

— unknown si un redémarrage se produit.

BTD-MAC+RST(P) renvoie true si P possede au
moins une solution, false sinon.

Théoreme 1 BTD-MAC+RST est correct, complet
et termine.

Preuve : BTD-MAC+NG differe de BTD-MAC par
Iexploitation des techniques de redémarrage, par ’en-
registrement de nld-nogoods réduits et au niveau des
ensembles G et N qui ne sont pas nécessairement
vides au départ. Quand un redémarrage se produit, la
recherche est arrétée et des nld-nogoods réduits sont
mémorisés de facon valide en accord avec la proposi-
tion 2. Concernant les (no)goods structurels, N et G
ne contiennent que des (no)goods structurels valides
et leurs usages (lignes 7-8) s’effectuent en accord avec
la proposition 3. Par conséquent, comme BTD-MAC
est correct et termine et que ces propriétés ne sont
pas remises en cause par les différences entre BTD-
MAC et BTD-MAC+NG, il en est de méme pour
BTD-MAC+NG. Concernant la complétude, comme
BTD-MAC est complet, BTD-MAC+NG l’est aussi
sous réserve qu’aucun redémarrage ne se produise. Par
ailleurs, la survenue d’un redémarrage ne fait qu’inter-
rompre la recherche. Elle ne remet donc pas en cause
le fait que s’il avait eu une solution dans la partie de
I’espace de recherche explorée par ’appel courant a
BTD-MACHNG, celui-ci aurait trouvé cette solution.
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Algorithme 2: BTD-MAC+NG (InOut : P =
(X,D,C) : CSP; In : ¥ : suite de décisions, E; : clus-
ter, Vg, : ensemble de variables; InOut : G : ensemble
de goods, N : ensemble de nogoods)

1 if VE,» = () then
2 result < true
3 S < Sons(E;)
4 while result = true and S # 0 do
5 Choose a cluster E; € S
6 S+ S\{E;}
7 if Pos(X)[E; N E;] is a nogood in N then
result < false
8 else if Pos(X)[E; N Ej] is not a good of E; w.r.t.
Ej; in G then
9 result <
BTD-MAC+NG(P,2,E;,E;\(E; N Ej;),G,N)
10 if result = true then
11 Record Pos(X)[E; N Ej] as good of E; w.r.t.
E; in G
12 else if result = false then
13 Record Pos(3)[E; N E;] as nogood of E;
w.r.t. Ej in N
14 return result
15 else
16 Choose a variable z € Vg,
17 Choose a value v € d,
18 dy < d;\{v}
19 if AC (P,2U(xz =v)) A BTD-MAC+NG(P,
YUz =v), E;, Vg,\{z}, G, N)=true then return
true
20 else
21 if must restart then
22 Record nld-nogoods w.r.t. the decision sequence
S[E;)
23 return unknown
24 else
25 if AC (P, U (z # v)) then
26 return
BTD-MAC+NG(P, 2 U (x # v),E;,VE,,G,N)
27 else return false

Comme BTD-MAC+RST ne fait que réaliser
plusieurs appels & BTD-MAC+NG, il est forcément
correct. Au niveau de la complétude, si 'appel & BTD-
MAC+H+NG n’est pas interrompu par un redémarrage
(ce qui est nécessairement le cas du dernier appel
a BTD-MAC+NG si BTD-MAC+RST termine), la
complétude de BTD-MAC+NG implique celle de
BTD-MAC+RST. Par ailleurs, I'enregistrement de
nld-nogoods réduits a chaque redémarrage garan-
tit de ne pas explorer une partie de l’espace de
recherche déja explorée par un précédent appel a
BTD-MAC+NG. 11 s’ensuit qu’au fil des appels

Algorithme 3: BTD-MAC+RST (In
(X,D,C) : CSP)
1 G+ 0; N+ 0

P =

2 repeat
3 Choose a cluster E,. as root cluster
4 result «+ BTD-MAC+NG (P,0,E, ,E,,G,N)

5 until result # unknown
6 return result
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successifs & BTD-MAC+H+NG, on va explorer une
partie de plus en plus réduite de ’espace de recherche.
Ainsi, la terminaison et donc la complétude de BTD-
MAC+RST sont garanties par l’enregistrement non
limité de nld-nogoods effectué durant les différents
appels a BTD-MAC+NG ainsi que par la terminaison
et la complétude de BTD-MAC+NG. O

Théoréme 2 BTD-MAC+RST a wune complexité
en temps en O(R.((n.s%.e.log(d) + w.N).dv +2 +
n.(wt)2.d)) et une complexité en espace en O(n.s.d* +
wt.(d + N)) avec w* la largeur de la décomposition
arborescente considérée, s la taille de la plus grande
intersection E; N E;, R le nombre de redémarrages et
N le nombre de nld-nogoods réduits mémorisés.

Preuve : BTD-MAC sans nld-nogoods a une com-
plexité en temps en O(n.s2.e.log(d).d*" +2). D’apres
les propositions 4 et 5 de [9], mémoriser et gérer les nld-
nogoods de taille au plus n peut s’effectuer respective-
ment en O(n?.d) et O(n.N). Comme, d’apres le corol-
laire 1, la taille des nld-nogoods est au plus w*+1, ces
deux opérations peuvent étre accomplies respective-
ment en O((w?)2.d) et O(w*.N). BTD-MAC+HRST
réalise au plus R appels a BTD-MAC. Par conséquent,
on obtient une complexité en temps pour BTD-
MAC+RST en O(R.((n.s2.e.log(d) + w*.N).dv" +2 4
n.(wt)2.d)).

En exploitant la structure de données proposée
dans [9], la complexité en espace pour stocker les
nld-nogoods réduits est en O(w™.(d+ N)) dans le pire
des cas car, selon le corollaire 1, BTD-MAC+RST
mémorise N nogoods de taille au plus wt + 1. Con-
cernant la mémorisation des (no)goods structurels,
BTD-MACHRST possede la méme complexité en
espace que BTD, a savoir O(n.s.d®). Donc, au total,
la complexité en espace est O(n.s.d* +w™.(d+N)). O

Si BTD-MAC+RST emploie une politique de redé-
marrage géométrique [16] basée sur le nombre de re-
tours en arriére autorisés (i.e. un redémarrage se pro-
duit des que le nombre de retours en arriere effectués
dépasse le nombre de retours en arriere autorisés qui
est initialement fixé a ng et augmenté d'un facteur
multiplicatif » & chaque redémarrage), nous pouvons
majorer le nombre de redémarrage :

Proposition 4 Etant donnée une politique de redé-
marrage géométrique basée sur le mombre de re-
tours en arriére avec un nombre de retours en ar-
riére initialement fixé a ng et un facteur multipli-

catif v, le nombre de redémarrage R est majoré par
’VIOg(nH»(erJrl).log(d)flog(ng)-‘

log(r)

Preuve : Dans le pire des cas, le nombre de retours
N L +
en arriere est majoré par n.d” ! car on a au plus n



clusters et que le nombre de retours en arriere pour
un cluster donné est au plus O(d* ™). Au iéme
redémarrage, le nombre de retours en arriere autorisé
est ng.r'. Dans le pire des cas, BTD-MAC+RST
termine des que ng.rt > n.d“’+“, i.e. dés que

i > log(m)+(w! +1). log(d)—log(no)
= log(r

4 Expérimentations

Dans cette section, nous évaluons l'intérét pratique
des redémarrages pour la résolution de CSP grace
a des méthodes par décomposition. Dans ce but,
nous comparons BTD-MAC+RST avec BTD-MAC,
MAC et MAC+RST+NG sur 647 instances (d’arité
quelconque) issues de la compétition de solveurs de
2008. Les instances sélectionnées sont celles qui pos-
sedent des décompositions arborescentes convenables
(i.e. celles avec un rapport n/wt au moins égal a 2).
Les décompositions arborescentes sont calculées avec
lalgorithme Min-Fill [13] qui est considéré comme
une des meilleures heuristiques de I'état de Dart [5].
Le temps d’exécution de BTD-MAC(+RST) inclut
le temps de calcul de la décomposition arborescente.
Tous les algorithmes exploitent 1'heuristique de choix
de variables dom/wdeg [2]. Pour le choix du cluster
racine, nous avons testé plusieurs heuristiques. Nous
présentons ici les deux meilleures :

— RW : on choisit le cluster qui maximise la somme
des poids des contraintes dont la portée inter-
secte le cluster (les poids considérés sont ceux
de dom/wdeg). Cette heuristique est aussi util-
isée pour BTD-MAC.

— RA : on choisit alternativement soit le cluster qui
contient la prochaine variable selon I’heuristique
dom/wdeg appliquée & toutes les variables et qui
maximise la somme des poids des contraintes dont
la portée intersecte le cluster, soit le cluster suiv-
ant en classant les clusters dans ’ordre décrois-
sant du rapport nombre de contraintes sur taille
du cluster moins un.

Ces deux heuristiques visent a suivre le principe du
first-fail. Le second cas de I'heuristique RA permet
d’apporter de la diversité a la recherche. Les poli-
tiques de redémarrage utilisées reposent toutes sur le
nombre de retours en arriere autorisés. Les valeurs
présentées ici sont celles qui fournissent les meilleurs
résultats parmi les valeurs testées. Plus précisément,
pour MAC+RST+NG, nous exploitons une politique
géométrique pour laquelle le nombre initial de retours
en arriere autorisés est 100 et le facteur multiplicatif
1.1. BTD-MAC+RST avec RW utilise une politique
géométrique avec un facteur de 1.1 et initialement 50
retours en arriére sont autorisés. Pour RA, nous ap-
pliquons une politique géométrique avec un facteur 1.1
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FIGURE 2 — Nombre total d’instances résolues par
chaque algorithme.

et un nombre initial de retours en arriere autorisé de
75 quand le cluster est choisi selon la premiere regle.
Dans le cas de la seconde, nous utilisons un nombre
constant de retours en arriere autorisés fixé également
a 75. Les expérimentations sont effectuées avec nos
propres solveurs implémentés en C++, sur un PC basé
sur Linux avec un processeur Intel Pentium IV cadencé
a 3,2 GHz et 1 Go de mémoire. Le temps d’exécution
est limité & 1 200 s (sauf pour la table 1).

La figure 2 présente le nombre total d’instances ré-
solues par chacun des algorithmes considérés. D’abord,
nous pouvons noter que, pour BTD-MAC+RST, les
deux heuristiques RW et RA se comportent de maniere
similaire. Ensuite, il apparait clairement que BTD-
MACHRST résout plus d’instances que les autres al-
gorithmes. Par exemple, BTD-MAC+RST résout 582
instances en 15 863 s avec RW (resp. 574 instances
en 13 280 s avec RA) alors que MAC+RST+NG n’en
résout que 560 en 16 943 s. Sans les techniques de redé-
marrage, le nombre d’instances résolues est encore plus
faible avec 536 instances en 18 063 s pour MAC et 544
instances en 13 256 s pour BTD-MAC.

Afin de mieux analyser le comportement des dif-
férents algorithmes, nous considérons maintenant les
résultats obtenus par famille d’instances?. La table 2
fournit le nombre d’instances résolues et la somme des
temps d’exécution pour ces instances pour chacun des
algorithmes considérés tandis que la table 3 présente
la somme des temps d’exécution en ne considérant
que les instances résolues par tous les algorithmes.
Nous pouvons d’abord constater, que pour certains
types d’instances, comme les instances de la famille
graph coloring, I'utilisation de techniques de redémar-

4. Notons que nous ne prenons pas en compte toutes les in-
stances d’une famille, mais seulement celles qui ont une décom-
position arborescente adéquate (cf. n/wt > 2).
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rage ne permet pas d’améliorer l'efficacité de BTD-
MACHRST par rapport &8 MAC+RST+NG ou BTD-
MAC. Par contre, pour les autres familles considérées,
on peut observer que BTD-MAC+RST obtient des ré-
sultats intéressants. Ces bons résultats sont parfois dus
a la décomposition arborescente (e.g. pour les familles
dubois ou haystacks) car ils sont proches de ceux de
BTD-MAC. De méme, dans certains cas, ils résultent
principalement de I’emploi de techniques de redémar-
rage (e.g. pour les familles jobshop ou geom) et ils sont
alors voisins de ceux de MAC+RST+NG. Enfin, dans
d’autres cas, BTD-MAC+RST tire pleinement partie
a la fois de la décomposition arborescente et des tech-
niques de redémarrage (e.g. pour les familles renault,
superjobshop ou scenl1). Dans de tels cas, il surclasse
clairement les trois autres algorithmes. Par exemple,
il est deux fois plus rapide que MAC+RST+NG pour
résoudre les instances de la famille scenl1, qui con-
tient les instances d’allocation de fréquence les plus
difficiles [3]. La table 1 présente les temps d’exécution
de MAC+RST+NG et de BTD-MAC+H+RST pour ces
instances. Nous pouvons remarquer que BTD-MAC ne
résout que les trois plus simples. Cela s’explique par
un mauvais choix de cluster racine. Il s’avere que, pour
toutes les instances de cette famille, la plupart des
choix de cluster racine conduisent a passer beaucoup
de temps a résoudre certains sous-probléemes. Aussi, les
techniques de redémarrages se révelent ici tres utiles.

Enfin, nous avons observé que BTD-MACHRST est
généralement plus efficace sur les instances ne possé-
dant pas de solution que MAC+RST. Par exemple, si
on considere les instances dépourvues de solution qui
sont résolues par tous les algorithmes, il nécessite 4 260
s pour les résoudre contre 7 105 s pour MAC+RST.
Un tel phénomene s’explique en partie par 'utilisation
des décompositions arborescentes. En effet, si BTD-
MACHRST explore, au début de la recherche, un clus-
ter sans solution, il peut rapidement conclure que le
probleme entier n’en a pas non plus.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons d’abord décrit com-
ment intégrer MAC dans BTD. Nous avons ensuite
montré comment il est possible d’améliorer les méth-
odes de résolution exploitant des décompositions en
leur ajoutant le concept de redémarrage. Cela nous
a conduit a proposer une version étendue de BTD, a
savoir la méthode BTD-MAC+RST. Pour cela, nous
avons d’abord décrit comment les nogoods classiques
peuvent étre incorporés dans une méthode de résolu-
tion par décomposition tout en préservant la struc-
ture induite par la décomposition considérée. Ensuite,
nous avons introduit la notion de good structurel ori-
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Instance MAC+RST+NG | BTD-MAC+RST
scenl1-f12 0,51 0,30
scenl1-f11 0,50 0,30
scenl1-f10 0,65 0,35
scenl11-f9 1,32 1,54
scenl1-18 1,60 1,78
scenl1-f7 12,93 6,81
scenl1-f6 20,23 9,86
scenl1-f5 102 45,72
scenl1-f4 397 202
scenl1-3 1277 609
scen11-f2 3 813 1911
scenl1-f1 9 937 5014

TABLE 1 — Temps de résolution en s (sans limite) pour
I'instance scenll.

enté. En effet, si les nogoods structurels peuvent étre
directement utilisés quand BTD effectue des redémar-
rages, les goods doivent vérifier certaines propriétés
liées a l'ordre d’exploration d’'une décomposition ar-
borescente, d’ou la nécessité de les orienter. Dans la
derniere partie du papier, les expérimentations ont
clairement démontré l'intérét pratique de I'utilisation
des redémarrages dans les méthodes de résolution par
décomposition. Cela permet, dans les faits, de dépasser
le probleme induit par I'ordre d’exploration des clus-
ters, qui, trés souvent, nuit de facon significative a 1’ef-
ficacité pratique. Ces résultats ont également prouvé
que 'ajout des redémarrages au sein de BTD permet
de surclasser significativement les algorithmes MAC
et MAC+RST+NG quand la topologie du réseau de
contraintes possede une largeur convenable.

Comme perspectives de ce travail, nous pensons
d’abord que des améliorations sont possibles au niveau
des politiques de redémarrage qui peuvent étre vues
sous un nouvel éclairage. Il serait particulierement in-
téressant de définir de nouvelles politiques spécifiques
au cas des décompositions en considérant des poli-
tiques locales ou des combinaisons de politiques lo-
cales et globales mais aussi, d’adapter d’autres straté-
gies comme les redémarrages de Luby [10]. De plus,
nous pouvons envisager des choix plus éclairés pour le
choix du cluster racine en exploitant des informations
plus riches et spécifiques aux décompositions, comme
par exemple, le nombre de (no)goods dans un clus-
ter. Enfin, cette approche pourrait étre appliquée a
un niveau supérieur. Aujourd’hui, nous exploitons des
redémarrages pour contourner le probleme du choix
du cluster racine. Toutefois, l'efficacité des méthodes
de résolution par décomposition est également forte-
ment liée a la qualité de la décomposition employée.
Aussi, pour contourner le probléeme du choix d’une
décomposition convenable, nous pourrions envisager
d’utiliser une nouvelle décomposition a chaque redé-
marrage. Tout en offrant plus de liberté, cette alter-



BTD-MAC+RST

Famille Hinst MAC BTD-MAC MAC+H+RST+NG "W RA
F#rés. | temps | #rés. | temps | Frés. temps #rés. | temps | #rés. | temps
dubois 13 51 2232 13 0,03 5 2 275 13 0,04 13 0,05
geom 83 83 415 83 819 83 479 83 468 83 460
graphColoring 39 29 1989 33 1291 29 2 783 34 | 2825 33 | 2769
haystacks 46 2 5,82 8 169 2 4,43 8 172 8 172
jobshop 46 37 617 35 469 46 14,87 46 13,15 46 10,93
renault 50 50 23,89 50 86,81 50 24,30 50 22,96 50 24,73
pret 8 4 250 8 0,05 4 552 8 0,06 8 0,05
scens11 12 8 1632 3 1,25 9 537 10 878 10 882
Super-jobShop 46 19 1 648 21 1179 33 2 315 34 1553 27 449
travellingSalesman-20 15 15 191 15 229 15 214 15 346 15 294

TABLE 2 — Nombre total d’instances résolues et temps total de résolution en s par famille pour chaque algorithme.

BTD-MAC+RST

Famille #inst. MAC | BTD-MAC | MAC+RST+NG W ’A
dubois 5/ 13 2 232 0,01 2275 | 0,01 0,01
graphColoring | 27 /39 | 951 1051 1308 | 846 1277
haystacks 2 /46 5,82 0 4,43 0 0,01
jobshop 33/46 | 392 468 5,63 | 5,10 4,48
pret 4/8 250 0,01 552 | 0,02 0
rifapScens11 3/ 12 2,75 1,25 1,66 | 0,95 1,10
Super-jobShop | 16 /46 | 1 275 830 14,83 | 9,60 16,04

TABLE 3 — Temps de résolution en s pour chaque algorithme pour les instances résolues par tous les algorithmes.

native engendre des questions plus complexes car les 8]
nogoods, structurels ou non, et les goods ne seraient
utilisables qu’en respectant des conditions encore plus
restrictives. [9]
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Résumé

Dans cet article, nous introduisons un nouveau pro-
bléeme, appelé Top-k SAT, qui consiste a énumérer les
modeles top-k d'une formule propositionnelle. Un mo-
dele top-k est défini comme un modeéle ayant moins de
k modeles qui lui sont préférés par rapport a une relation
de préférence. Nous démontrons que Top-k SAT géné-
ralise deux problemes connus : le probleme Partial Max-
SAT et le probleme des modeéles minimaux. En outre,
nous proposons un algorithme général pour Top-k SAT.
Ensuite, nous donnons la premiere application de notre
cadre déclaratif en fouille de données, a savoir le pro-
bleme de I'énumération des motifs ensemblistes top-k
fréquents ayant des tailles supérieures ou égales a min
(FCZME,,.). Enfin, pour mettre en évidence les aspects
déclaratifs intéressants de notre cadre, nous fournissons
des encodages de nombreuses variantes de FCZME ..
dans le probleme Top-k SAT.

Abstract

In this paper, we introduce a new problem, called
Top-k SAT, that consists in enumerating the Top-k mo-
dels of a propositional formula. A Top-k model is defined
as a model with less than k models preferred to it with
respect to a preference relation. We show that Top-k
SAT generalizes two well-known problems : the partial
Max-SAT problem and the problem of computing mini-
mal models. Moreover, we propose a general algorithm
for Top-k SAT. Then, we give the first application of our
declarative framework in data mining, namely, the pro-
blem of enumerating the Top-k frequent closed itemsets
of length at least min (FCZME,,..). Finally, to show the
nice declarative aspects of our framework, we encode se-
veral other variants of FCZME ;. into the Top-k SAT
problem.
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1 Introduction

Le probleme de l'extraction de motifs ensemblistes
fréquents est fondamental en fouille et analyse de don-
nées. Il possede des applications dans de nombreux
domaines, en particulier, dans 'analyse des données
volumineuses. Depuis le premier article d’Agrawal [1]
sur les regles d’association et l'extraction de motifs
ensemblistes, un nombre important de travaux, défis
et projets ont vu le jour montrant 'intérét réel de ce
probléme [21].

Des progres importants ont été réalisés en
fouille de données en termes d’implémentations, de
plates-formes, de bibliotheques, etc. Comme indiqué
dans [21], plusieurs travaux traitent de la concep-
tion d’algorithmes d’exploration de données haute-
ment évolutives pour les données a grande échelle. Un
probleme important en extraction de motifs ensem-
blistes et en fouille de données de maniere général,
concerne la grande taille de la sortie a partir de laquelle
il est difficile pour I'utilisateur d’extraire des informa-
tions pertinentes. Par conséquent, il est primordial de
réduire la taille de la sortie en exploitant la structure
des données objets de I’extraction. Par exemple, le cal-
cul des motifs fermés, le calcul des motifs maximaux
et le calcul d’autre formes condensées font partie des
techniques connues permettant de réduire la taille de
la sortie.

La majeure partie des travaux au sujet de 'extrac-
tion de motifs ensemblistes fréquents passe par 1'utili-
sation d'un quorum A. En un sens, il permet a 1'utili-
sateur de controler dans une certaine mesure la taille
de la sortie en extrayant uniquement les motifs ensem-
blistes couvrant au moins A transactions. Cependant,
il est difficile pour un utilisateur de fournir un seuil
approprié. Comme mentionné dans [9], un seuil petit



peut mener a produire un nombre important de mo-
tifs ensemblistes, alors qu’un seuil grand peut mener
& une sortie vide. Dans [9], les auteurs propose d’ex-
traire les n motifs les plus intéressants possédant des
tailles arbitraires en utilisant un ordre total sur les mo-
tifs. Dans [12], il est proposé d’extraire les motifs top-k
fréquents et fermés ayant des tailles supérieures a une
borne donnée min ou k est le nombre désiré de mo-
tifs & extraire. Les auteurs démontrent que fixer une
borne inférieure pour les tailles des motifs a extraire
est beaucoup plus facile que de fixer un seuil pour
les fréquences. Depuis l'introduction du probleme de
I'extraction de motifs top-k, plusieurs travaux de re-
cherche ont exploré son utilisation en fouille de graphes
(e.g. [13, 23]) et en d’autre taches en fouille de données
(e.g. [14, 15]). Ce cadre peut étre considéré comme un
bon moyen permettant 'extraction des k& motifs pré-
férés suivant des mesures spécifiques. Partant de ce
constat, notre objectif dans cet article est de définir
un cadre général fondée sur la logique propositionnelle
pour l'extraction des motifs préférés top-k selon une
relation de préférence prédéfinie.

La notion de préférence joue un role central dans
plusieurs disciplines comme 1’économie, la recherche
opérationnelle et la théorie de décision de maniere
générale. Elle est importante pour la conception de
systemes intelligents qui prennes en charge des dé-
cisions. La modélisation et le raisonnement avec des
préférences prennent une place importante en intel-
ligence artificielle et les domaines qui lui sont liés
comme le raisonnement non-monotone, la planifica-
tion, le diagnostique, etc. Par exemple, l'introduction
de la sémantique préférentielle pour le raisonnement
non-monotone par Shoham [19] a permis de fournir
un cadre unificateur ou la logique non-monotone est
réduite a une logique standard avec une relation de
préférences sur ses modeles. Il est important de no-
ter que plusieurs modeles pour la représentation et le
raisonnement sur les préférences ont été proposés. Les
contraintes souple [16], par exemple, sont une des fa-
cons les plus générales de traiter les préférences quanti-
tatives, alors que approche CP-net (Conditional Pre-
ferences networks) [3] est plus appropriée dans le cas
qualitatif. Il existe une littérature importante au su-
jet des préférences, nous renvoyons le lecteurs intéressé
aux articles [24, 4, 7] pour une vue d’ensemble.

Dans cet article, nous nous concentrons sur les pré-
férences qualitatives définies par une relation de préfé-
rences sur les modeles d’une formule propositionnelle.
L’étude des préférences en logique propositionnelle n’a
pas recu beaucoup d’attention. Il y a néanmoins des
travaux importants comme dans [18] oll on trouve une
approche pour la résolution du probleme de la cohé-
rence en présence de préférences qualitatives sur les

littéraux. Les auteurs démontre en particulier que la
procédure DPLL peut étre facilement adaptée pour le
calcul de modeles optimaux selon une relation d’ordre
partielle. La problématique du calcul des modeles op-
timaux en utilisant DPLL a également été étudiée
dans [6].

La contribution de cet article est double. Tout
d’abord, nous proposons un cadre générique pour le
traitement des préférences qualitatives au sein du pro-
bleme de la cohérence propositionnelle. Nous consi-
dérons des préférences qualitatives définies en utili-
sant une relation réflexive et transitive sur les modeles
d’une formule propositionnelle. Cela est réalisé par
Iintroduction d’un nouveau probleme, nommé Top-k
SAT, défini comme le probléme d’énumération des mo-
deles top-k d’une formules propositionnelle. Un modele
top-k est défini comme un modele ayant moins de k
modeles qui lui sont préférés par rapport a une relation
de préférence. Nous démontrons que Top-k SAT géné-
ralise deux problemes connus, a savoir Partial Maz-
SAT et le probleme d’énumération des modeles mini-
maux. Nous définissons en outre un type particulier de
relations de préférences qui nous permet d’introduire
un algorithme générique pour le calcul des modeles
top-k.

Quant a notre deuxieme contribution, nous introdui-
sons la premiere application de notre cadre déclaratif
en fouille de données. Plus précisément, nous consi-
dérons le probleme de 'extraction des motifs ensem-
blistes fermés top-k [25]. Dans ce probleme, le seuil
de fréquence n’est pas connu. Dans le probleme de
I'extraction de motifs ensemblistes fréquents, la no-
tion de motif top-k est introduite comme une alter-
native a 'utilisation d’un seuil de fréquence. Il s’agit
d’une maniere élégante de réduire la taille de la sor-
tie. Dans cette article, nous fournissons une encodage
dans Top-k SAT du probleme de I'extraction des mo-
tifs ensemblistes fermés top-k. Pour montrer les bons
aspects déclaratifs de notre cadre, nous fournissons
également d’autres encodages de variantes de ce pro-
bleme de fouille de données. Enfin, I’étude expérimen-
tale préliminaire sur certains jeux de données montre
la faisabilité de notre approche.

2 Définitions préliminaires et notations

Dans cette section, nous décrivons le probleme de
cohérence d’'une formule propositionnelle, appelé SAT.
Nous considérons les formules propositionnelles en
forme normale conjonctive (CNF). Une formule CNF
® correspond a une conjonction de clauses, ou une
clause est une disjonction de littéraux. Un littéral est
soit positif (p) ce qui correspond & une variable propo-
sitionnelle, soit négatif (—p) dans le sens ou il est la né-
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gation d’une variable propositionnelle. Les deux litté-
raux p et —p sont considérés comme complémentaires.
Une formule CNF peut également étre vue comme un
ensemble de clauses, et une clause comme un ensemble
de littéraux. Nous rappelons que toute formule propo-
sitionnelle peut étre transformée en une formule CNF
en utilisant la méthode de Tseitin [22]. Nous utilisons
la notation Var(®) pour représenter 'ensemble de va-
riables apparaissant dans ®.

Une interprétation M d’une formule proposition-
nelle ® est une fonction qui associe une valeur M(p) €
{0,1} (0 pour fauz et 1 pour vrai) aux variables pro-
positionnelles p € V telle que Var(®) C V. Elle est
étendue aux formule de la maniere usuelle. Un modéle
d’une formule ® est une interprétation M qui vérifie
M(®) = 1. Le probleme SAT consiste & décider si une
formule CNF possede un modele ou non.

Nous utilisons la notation ! afin de faire référence
au littéral complémentaire de [. Plus précisément, si
I =palors ! est —p et si ] = —p alors [ est p. Pour
tout ensemble de littéraux L, ’ensemble L est défini
comme {I | I € L}. En outre, nous utilisons la notation
M (M est une interprétation définie sur Var(®)) pour
représenter la clause \/ ¢ vy, (e 5(p), ot s(p) = p si
M(p) = 0, —p sinon.

Soient @ une formule CNF et M une interprétation
définie sur Var(®). Nous utilisons la notation M (®)
pour représenter ’ensemble de clause ayant comme va-
leur de vérité 1 en utilisant M. Considérons mainte-
nant un ensemble de variables propositionnelles tel que
X C Var(®). La notation M N X est utilisée pour re-
présenter l'ensemble de variables {p € X|M(p) = 1},
tandis que M| x est utilisée pour représenter la restric-
tion de M a X.

3 Préférences et modeles top-k

Soient & une formule propositionnelle et Ag 'en-
semble de ses modeles. Une relation de préférences =
définies sur Ag est une relation binaire réflexive est
transitive. L’énoncé M = M’ signifie que M est au
moins aussi préféré que M'’. La notation P(®, M, >)
est utilisée pour représenter le sous-ensemble de Ag
défini comme suit :

PO M,=)={M €Ap | M' = M}

ot M’ = M correspond au deux énoncés M’ = M
et M # M'’. En d’autres termes, il correspond & l’en-
semble des modeles préférés a M.

Nous introduisons maintenant une relation d’équi-
valence ~x définie sur P(®, M, >), o X est un en-
semble de variables. Elle est définie comme suit :

M2y MiFMNX=M'"NX
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Ainsi, 'ensemble P(®, M, ») peut étre décomposé en
un ensemble de classes d’équivalence par ~x, noté
[P(®, M, =)]¥. Dans notre contexte, cette relation
d’équivalence est utilisée afin de prendre en compte
uniquement un sous-ensemble de variables proposi-
tionnelles. Par exemple, la transformation de Tseitin
introduit de nouvelles variables qui peuvent n’avoir au-
cune importance dans le cas de certaines relations de
préférences.

Définition 1 (Modéele top-k) Soient & un formule
propositionnelle, M un modéle de ®, > une relation
de préférences définie sur les modéles de ®, X un en-
semble de variables propositionnelles et k un entier na-

turel supérieur ou égal a 1. M est un modéle top-k
selon = et X ssi |[P(®,M,=)|¥| <k—1.

Il est important de noter que l’ensemble des mo-
deles top-k n’est pas nécessairement égal a k. En effet,
il peut étre strictement plus grand ou plus petit que k.
Par exemple, une formule incohérente posseéde 0 mo-
dele top-k. Par ailleurs, si la relation de préférences
correspond a un ordre total alors le nombre des mo-
deles top-k est nécessairement inférieur ou égal a k.

On peut aisément constater que la propriété de mo-
notonie suivante est satisfaite : si M est un modele
top-k et M’ = M, alors M’ est aussi un modele top-
k.

Le probleme Top-k SAT. Soient ® une formule
propositionnelle, > une relation de préférences définie
sur l’ensemble des modeles de ¢, X un ensemble de
variables propositionnelles et k£ un entier naturel supé-
rieur ou égal a 1. Le probleme Top-k SAT consiste a
calculer un ensemble £ des modeles top-k de ® selon
> et X vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. pour tout modele top-k M, il existe M’ € L tel

que M ~x M’ ; et

2. pour tous M et M’ dans L, si M # M’ alors

Msx M.

Les deux précédentes propriétés viennent du fait que
I’on est uniquement intéressé par les valeurs de vérité
des variables dans X. En effet, la premiere propriété
signifie que, pour tout modele top-k, il existe un mo-
dele dans £ qui lui est équivalent selon ~x. De plus, la
second propriété signifie que £ ne peut contenir deux
modeles top-k équivalents.

Dans la prochaine définition, nous introduisons un
type particulier de relations de préférences, appelées
relation de d-préférences, qui nous permet d’introduire
un algorithme générique pour le calcul des modeles
top-k.

Définition 2 Soient ® une formule propositionnelle
et = une relation de préférences définie sur les mo-
déles de ®. La relation = est une relation de relation



de d-préférences, si il existe une fonction polynomiale
en temps fw- de l’ensemble des interprétations a l'en-
semble des formules CNF telle que, pour tout modéle
M de @ et pour toute interprétation M’', M’ est un
modéle de ® A fr (M) ssi M’ est un modéle de ® et
M F M.

Notons que, pour un modele donné M d’une formule
®, fw (M) est une formule telle que quand on l'ajoute
4 ® avec M, les modeles de la formule résultante sont
différents de M et ils sont au moins aussi préférés que
M. Intuitivement, cela peut étre vu comme un moyen
d’introduire des bornes inférieures durant le processus
d’énumération. Dans la suite de ’article, nous consi-
dérons uniquement les relations de d-préférences.

3.1 Top-k SAT et Partial MAX-SAT

Dans cette section, nous montrons que le pro-
bleme Top-k SAT généralise le probleme Partial MAX-
SAT [10]. Dans ce probleme, chaque clause est soit
souple, soit dure, I'objectif étant de trouver une in-
terprétation qui satisfait toutes les clauses dures avec
un nombre maximum de clauses souples. Le probleme
MAX-SAT est un cas particulier du probleme Partial
MAX-SAT ou toutes les clauses sont souples.

Soit & = &, A @, une instance du probleme Partial
MAX-SAT telle que ®}, est sa partie dure et P, est sa
partie souple. La relation notée >4, est une relation
de préférences définie comme suit : pour tous modeles
M et M’ de @), définis sur Var(P, A Dy), M =g, M’
si et seulement si |[M(®;)| > |[M'(D,)].

Il est a noter que >g, est une relation de 6-
préférences. En effet, la fonction f-, peut étre définie
comme suit :

Fra, M) =( N\ po & )N Y pe > [M(D,)]
Ced, Ced,

ou po pour C € &, sont des variables propositionnelles
nouvelles.

Les modeles top-1 de @, selon =4, et Var(®) corres-
pondent a ’ensemble de toutes les solutions de ® dans
Partial MAX-SAT. Naturellement, ils constituent les
modeles les plus préférés suivant >4,, et cela signifie
qu’ils satisfont ®; et le nombre maximum de clauses
dans ®,. Ainsi, le probleme Top-k SAT peut étre vu
comme une généralisation de celui de Partial MAX-
SAT.

La formule f-, (M) implique une contrainte
connue sous le nom de contrainte de cardinalité (in-
égalité linéaire 0/1). De nombreux encodages polyno-
miaux en formule CNF de cette contrainte existent
dans la littérature. Le premier encodage a été proposé
par Warners dans [26]. Récemment, d’autres enco-
dages efficaces ont été fournis, la majeure partie amé-

liore Defficacité de la propagation de contrainte (e.g.
[2, 20]).

3.2 Top-k SAT et modeles X-minimaux

Soient M et M’ deux interprétations et X un en-
semble de variables propositionnelles. Le modele M
est dit plus petit que M’ selon X, écrit M <x M’, si
MNX C M N X. Nous considérons maintenant <x
comme une relation de préférences, i.e., M <x M’
signifie que M est au moins aussi préféré que M’.

Nous démontrons maintenant que <x est une rela-
tion de d-préférences. Dans ce cadre, nous définissons

f=< comme suit :
A

faxM)=(\/ PV
pEX\M

pEMNX
Effectivement, M’ est un modele de la formule
® AN MA f< (M) si et seulement si M’ est un
modele &, M’ # M, et soit M'NX = M N X soit
(MNX)\(M'NX) # 0. Les deux dernitres propriétés
signifient que M Ax M’. En fait, si M’ satisfait
/\p'EX\MH’ alors on obtient M'NX C M nN X.
Autrement, M’ satisfait \/ \x P et cela signifie
que (M NX)\(M’'NX) # . Cette derniere propriété
exprime que soit M'NX Cc M N X soit M et M’
sont incomparable selon <x.

Soient ® une formule propositionnelle, X un en-
semble de variables propositionnelles et M un modele
de ®. Alors, M est un modéle X -minimal de @ si il
n’existe pas de modele strictement plus petit que M
selon <x. Dans [5], il a été démontré que trouver un
modgle X-minimal est PN POUog(m)]_difficile, ol n est
le nombre de variables propositionnelles.

L’ensemble des modeles X-minimaux correspond a
I’ensemble de tous les modeles top-1 selon <x et
Var(®). En effet, si M est un modele top-1, alors
il n’existe pas de modele M’ tel que M’ <x M, et
cela signifie que M est un modele X-minimal. Dans ce
contexte, notons que calculer ’ensemble des modeles
top-k pour k > 1 peut étre vu comme une généralisa-
tion du probleme du calcul des modeles X-minimaux.

3.3 Un algorithme générique pour Top-k SAT

Dans cette section, nous décrivons notre algorithme
pour le probleme Top-k SAT dans le cas des rela-
tions de J-préférences (Algorithme 1). L’idée de base
est tout simplement d’utiliser la formule f-(M) as-
sociée a un modele M afin d’obtenir des modeles qui
sont au moins aussi préférés que M. Cet algorithme
prend en entrée une formule CNF @, une relation de
o-préférences =, un entier naturelle £ > 1, et un en-
semble X de variables propositionnelles permettant de
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Algorithme 1: Top-k

Input : Une formule CNF @, une relation de préférences >,
un entier k£ > 1, et un ensemble X de variables
Output : Un ensemble £ de modele top-k

1 & — P

2 L+ 0

3 while (solve(®’)) do /¥ M est un modéle de ®' */

4 if (AM’' € LM =~=x M & M = M’) then

5 ‘ replace(M, M’, L);

6 else if (VM' € LM %x M’ & |preferred(M,L)| < k)
then

7 S <+ min_top(k, L);

8 add(M, L);

9 remove(k, L);

10 S < min_top(k, L) \ S;

11 @~ @A Appes f=(M);

12 else

13 | @ « @ A fe(M)

14 O — ' ANM;

15 return L;

définir la relation d’équivalence ~x. Il fournit en sor-
tie un ensemble £ de modeles top-k de & vérifiant les
deux propriétés données dans la définition du probléme
Top-k SAT.

3.3.1 Description de I'algorithme

Dans la boucle while, nous utilisons des bornes infé-
rieures pour trouver les modeles optimaux. Ces bornes
inférieures sont obtenues en utilisant le fait que la re-
lation de préférences considérée est une relation de 6-
préférences. A chaque étape, une borne inférieures est
intégrée en utilisant la formule :

N M)

M'es

— Lingnes 4 — 5. Notons premiérement que la pro-
cédure replace (M, M’,L) remplace M’ avec
M dans L. Nous appliquons ce remplacement car
il existe un modele M’ dans £ qui équivalent &
M’ et M permet d’obtenir une meilleure borne
inférieure.

— Lignes 6 — 11. Dans le cas ou M n’est équi-
valent & aucun modele dans L et le nombre de
modeles dans £ qui lui sont préférés est stric-
tement inférieur & k (|preferred(M,L)| < k),
nous ajoutons M a L (add(M,L)). Notons que
S contient premierement les modeles de £ avant
I’ajout de M qui ont exactement k — 1 modeles
qui leur sont préférés dans cet ensemble. Avant
lajout de M a L, nous supprimons de L les
modeles qui ne sont pas top-k, i.e., ils ont plus
que k — 1 modeles qui leur sont préférés dans £
(remove(k, £)).

Ensuite, nous modifions le contenu de S. Il est
a noter que les éléments de S avant 'ajout
de M ont été utilisés comme des bornes infé-
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rieures dans des étapes précédentes. Par consé-
quent, afin d’éviter I'ajout de la méme borne
plusieurs fois, le nouveau contenu de S corres-
pond aux modeles dans £ qui ont exactement
k — 1 modeles qui leurs sont préférés dans L
(min_top(k, £)) privé des éléments du précédent
contenu de S. Dans la ligne 11, nous intégrons
des bornes inférieures dans ®’ en utilisant les é1é-
ments de S. Effectivement, pour tout modele M
de " A Ajpeg (M), on a M" £ M, pour
tout M’ € S.

— Lines 12 — 13. Dans le cas ou M n’est pas un
modele top-k, nous intégrons la borne inférieure
qui lui est associée.

— Line 14. Cette instruction permet d’éviter de
trouver le méme modele dans deux étapes diffé-
rentes de la boucle while.

Proposition 1 L’algorithme Top-k (Algorithme 1)
est correct.

Démonstration : La démonstration de la correc-
tion est fondée sur la définition des relations de 6-
préférences. En effet, la fonction f- nous permet
d’exploiter des bornes afin d’améliorer systématique-
ment le niveau de préférences des modeles. Comme le
nombre des modeles est fini, 'ajout des négations des
modeles trouvés a chaque itération mene & une formule
incohérente. Par conséquent, l'algorithme termine.
Comme expliquer dans la description, nous utilisons
des bornes inférieures pour trouver les modeles opti-
maux. Ces bornes sont obtenues en utilisant la fonction
fe-
a

4 Relations de préférences totales

Nous fournissons ici un second algorithme pour le
calcul des modeles top-k dans le cas des relations de
d-préférences totales (Algorithme 2). Une relation de
o-préférences > est totale si, pour tous modeles M et
M ona M= M ou M = M.

Notre algorithme dans ce cas est fourni dans Algo-
rithme 2 :

— Lignes 3 — 8. Dans cette partie, nous calculons

Iensemble £ de k& modeles différents de @ tel
que, pour tout M, M’ € L avec M # M’ on a
M % x M. En effet, si M est un modele de @ et
M’ est un modele de <I>/\M‘1X/\- .. /\./\/1‘"X/\./\/l|x7
alors on peut aisément déduire que M %x M’.
— Ligne 9. L’ensemble min(L) correspond au plus
grand sous-ensemble de L vérifiant la propriété
suivante : pour tout M € min(L), il n’existe pas
de modele dans £ qui est strictement moins pré-
féré que M. L’affectation dans cette ligne nous




Algorithme 2: Top-kT
Input : Une formule CNF &, une relation totale de préférences
>, un entier k > 1, et un ensemble X de variables
Output : Un ensemble £ de modele top-k
P — P
L+ 0
for (i< 0to k—1) do
if (solve(®’)) then
add(M, L);
P — DA M x;
else
| return L;
' = @A N pge MA A emincey £= (M');
while (solve(®’)) do /* M est un modéle de &' */
if (GM € LM =x M & M = M’) then
| replace(M, M, L);
else if (VM' € L. M %x M') then
S <+ min(L);
add(M, L);
remove(k, L);
S < min(L) \ S;
@ &' A Apgres Fr(M);
else
| @« @ A fr(M)
O — ' ANM,;
22 return L;

/* M est un modéle &' x/
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permet d’obtenir uniquement des modeles qui
sont au moins aussi préférés qu'un élément de
min(L). En effet, nous n’avons pas besoin de
considérer les modeles qui sont moins préférés
que les éléments de min(L), car il est clair qu’ils
ne sont pas des modeles top-k. Notons que tous
les éléments de min(L) sont équivalents par rap-
port a la relation ~ induite par >, car cette re-
lation est totale.

— Line 10 — 21. La boucle while est similaire
a celle de l'algorithme Top-k. Nous supprimons
seulement la condition |preferred(M, L)| < k et
nous remplagons min_top(k, L) avec min(L). En
fait, étant donné que la relation > est totale, il
est clair que Von a |preferred(M, L)| < k par les
bornes inférieures ajoutées précédemment. En
outre, comme > est totale, I’ensemble des mo-
deles supprimés par remove(k, L) (Ligne 16) est
soit un ensemble vide, soit min(L).

Proposition 2 L’algorithme Top-kT (Algorithme 2)
est correct.

La correction de cet algorithme est obtenue a partir de
celle de l'algorithme Top-k et le fait que les relations
de d-préférences considérées sont totales.

5 Une application de Top-k SAT en fouille
de données

Le probleme de lextraction des motifs ensemblistes
fréquents est fondamental en fouille de donnée [1]. De
nombreuse tache de fouille de données sont liées a ce

probleme comme celui de I'extraction de regles d’asso-
ciation. Récemment, les auteurs de [17, 11] ont proposé
la premiere méthode fondée sur la programmation par
contraintes (CP) pour le probléme de 'extraction des
motifs ensemblistes fréquents. Ce cadre fournit une ap-
proche déclarative et flexible. Il permet, entre autres,
aux problemes de fouille de données de bénéficier de
plusieurs techniques de résolution dans la programma-
tion par contraintes.

Dans le probleme de l'extraction des motifs ensem-
blistes, la notion de motif top-k est introduite comme
une alternative a 'utilisation de seuils de fréquence.
Dans cette section, nous proposons un encodage per-
mettant ’énumération des motifs ensemblistes fermés.
Ensuite, nous utilisons cet encodage dans le cadre du
probleme Top-k SAT pour le calcul des motifs top-k.

5.1 Extraction des motifs top-k

Soit Z un ensemble d’items. Une transaction cor-
respond & un couple (tid,I) ou tid est son identi-
fiant et I est un ensemble d’items (I C 7). Une base
de transactions est un ensemble fini de transactions
ou chaque identifiant ne réfere qu’une seule transac-
tion. On dit qu’une transaction (¢ir,I) supporte un
ensemble d’items J si J C I.

La couverture d’un ensemble d’items I dans une
base de transaction D est l’ensemble des iden-
tifiants des transactions dans D supportant I
C(I,D) = {tid | (tid,J) € D,I C J}. Le support de I
dans D est défini par : S(I,D) =| C(I,D) |. En outre,
la fréquence de I dans D est : F(I,D) = %.

Par exemple, considérons la base de transactions sui-
vante :

tid | ensemble d’items
1 a,b,c,d

2 a,b,e, f

3 a,b,c,m

4 a,c,d, f,j

5 .

6 d

7 d,j

Transaction database D

Dans cette base, on a S({a,b,c},D) = |[{1,3}| =2 et
F({a,0},D) = 3.

Soient D une base de transactions définie sur Z et
A un seuil de support. Le probleme de I'extraction des
ensembles fréquents consiste a calculer I’ensemble sui-
vant :

FIM(D,\) ={I CT|SI,D)>\}
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Définition 3 (Motif fermé) Soient D une base de
transactions et I wun ensemble d’items tel que
S(I,D) > 1. I est fermé ssi, pour tout ensemble
d’items J tel que I C J, S(J,D) < S(1,D).

On peut aisément constater que tous les motifs
fréquents peuvent étre obtenus a partir des motifs
fermés en calculant leurs sous-ensembles. Etant donné
que le nombre des motifs fermés est inférieur a celui
des motifs fréquents, ’énumération des motifs fermés
permet de réduire la taille de la sortie.

Dans cet article, nous considérons principalement
le probleme de I’énumération des motifs ensemblistes
fermés top-k ayant des tailles supérieures a min. Dans
ce probleme, nous considérons le seuil de fréquence
comme étant inconnu.

Définition 4 (FCIME ) Soient k et min deus
nombres mnaturels strictement supérieurs a 0. Le
probléme de l’énumération des motifs fermés top-k
consiste & calculer tous les motifs fermés ayant des
tailles supérieures ou égales a min tels que, pour
chaque motif, il n’existe pas plus de k — 1 motifs fer-
més ayant des tailles supérieures ou €gales a min et
des valeurs de support supérieures a la sienne.

5.2 Un encodage fondé sur SAT pour FCZM"

vin

Nous proposons ici un encodage fondé sur SAT
pour le probléme FCZM® . . Soient Z un ensemble
d’items, D = {(0,¢;),...,(n — 1,t,—1)} une base de
transactions définie sur Z, et k et min deux nombre
naturels strictement supérieurs a 0. On associe a
chaque item dans D une variable propositionnelle p,.
De telles variables propositionnelles permettent d’en-
coder I'ensemble candidat I C 7, i.e.,, p, =1ssia € I.
De plus, pour chaque ¢ € {0,...,n — 1}, on associe a
la i-éme transaction une variable propositionnelle b;.

Dans un premier temps, nous introduisons la
contrainte permettant de considérer uniquement les
ensembles ayant des tailles supérieures ou égales a
min :

Z Da = MiN (1)
acl
Nous introduisons maintenant la contrainte permet-
tant de capturer les transactions ou le candidat n’est
pas supporté :

Ao\ p) @
=0 a€Z\t;

Cette contrainte signifie que b; est vrai si et seulement
si le candidat n’est pas supporté par t;.
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Par la contrainte suivante, nous forgons le candidat
a étre fermé :

n—1
A(/\bii_}aeti)%pa (3)

a€T i=0
Intuitivement, cette contrainte signifie que si

S(I,D)=8(IU{a},D) alorsonaa € I.

Dans ce contexte, le calcul des motifs ensemblistes
fermés top-k de tailles supérieures & min correspond
au calcul des modeles top-k de (1), (2) et (3) selon la
relation =g et X = {pala € Z}, ot B = {bg,...,bn_1}
et >=p est définie comme suit : M =g M’ si et seule-
ment si [M(B)| < |M’'(B)]. Cette relation est une re-
lation de J-préférences, car on peut définir f»-, comme
suit :

Fro M) = (3 b < IM(B)))
1=0

En effet, cette formule nous permet d’avoir des mo-
deles correspondant & des motifs fermés avec des sup-
ports supérieurs ou égaux a celui de ’ensemble associé
a M.
5.3 Quelques variantes de FCZM" .
Notre but ici est d’illustrer les bons aspects décla-
ratifs de notre cadre. Ainsi, nous considérons des va-
riantes simples de FCZM® . et nous montrons que
leurs encodages fondés sur SAT peuvent étre obtenus
a 'aide de modifications simples :

5.3.1 Variante 1 (FCZME )

Dans cette variante, nous considérons le probleme
de I’énumération des motifs fermés top-k de tailles in-
férieures a max. Un encodage pour cette variante peut
étre obtenu en ajoutant & (2) et (3) la contrainte sui-
vante :

Z Pa < mazx (4)
acT
Dans ce cas, nous utilisons la méme relation de J-
préférences = p définie précédemment.

5.3.2 Variante 2 (FCZM}%)

Nous proposons maintenant un encodage du pro-
bleme de I’énumération des motifs fermés top-k ayant
des supports supérieurs a X\. Dans ce contexte, un mo-
tif fermé top-k est un motif fermé ayant un support
supérieur a A tel qu’il existe moins de k — 1 motifs
fermés avec des supports supérieurs a A et de tailles
strictement supérieures a la sienne. Notre encodage,
dans ce cas, est obtenu par l'ajout a (2) et (3) de la
contrainte suivante :



3

b > A (5)
i=0

La relation de préférences utilisée est >=; définie

comme suit : M >=; M’ si et seulement si |[M(I)| >

|M'(I)|. Elle est une relation de d-préférences car f-,

peut étre définie de la maniere suivante :

fer (M) = " pa = IM(D)]

acl

5.3.3 Variante 3 (FMZM?Y)

Nous considérons ici une variante du probleme de
I’énumération des motifs maximaux. Elle consiste a
calculer les motifs maximaux top-k ayant des supports
supérieurs a A et pour chacun d’eux, il n’existe pas plus
de k — 1 motifs maximaux avec des tailles supérieures.
Notre encodage correspond aux deux contraintes (2)
et (5). Nous utilisons dans ce cas la relation de J-
préférences =.

6 Expérimentations

Dans cette section, nous évaluons les performances
de notre algorithme pour Top-k SAT de maniére empi-
rique. Notre premier objectif est de démontrer les bons
aspects déclaratifs et 'efficacité de notre cadre. Nous
considérons dans ce contexte le probleme FCZME .

Pour nos expérimentations, nous avons implanté
lalgorithme Top-k (Algorithme 1) en utilisant le lo-
giciel MiniSAT 2.2!. Dans notre encodage fondé sur
SAT, nous avons utilisé I'encodage de la contrainte de
cardinalité proposé dans [8].

Nous avons considéré une variété d’instances obte-
nue & partir des dépots FIMI 2 et CP4IM3. Toutes les
expérimentations ont été effectuées sur des machines
Intel Xeon quad-core avec 32GB de RAM cadencé a
2,66 Ghz. Pour chaque instance, nous avons utilisé un
temps mort de 4 heures de temps CPU.

Table 1 fournit des détails sur les différentes bases
de transactions. La premiere colonne contient le nom
de l'instance considérée. Dans la deuxieme et la troi-
sieme colonnes nous fournissons la taille de I'instance
en termes de respectivement le nombre de transactions
(#trans) et le nombre d’items (#items). La quatrieme
colonne contient la densité de la base (dans) définie
comme le pourcentage de 1 dans la base. L’ensemble
des instances varie des peu danses (e.g. mushroom) au
tres denses (e.g. Hepatitis). Enfin, dans les deux der-
nieres colonnes, nous fournissons la taille de la formule

1. MiniSAT : http ://minisat.se/
2. FIMI : http ://fimi.ua.ac.be/data/
3. CP4IM : http ://dtai.cs.kuleuven.be/CP4IM /datasets/

CNF (#vars, #clauses) qui correspond & notre enco-
dage de FCIM?F ;. On peut dores et déja constater
que ces formules ont des tailles raisonnables. La taille
maximale est obtenue dans le cas de l'instance connect

(67 815 variables et 5 877 720 clauses).

[ instance [ #trans | #items | dens(%) | #vars | #clauses |
200-1 101 36 44 173 2196
Hepatitis 137 68 50 273 4934
Lymph 148 68 40 284 6355
audiology 216 148 45 508 17575
Heart-cleveland 296 95 47 486 15289
Primary-tumor 336 31 48 398 5777
Vote 435 48 33 531 14454
Soybean 650 50 32 730 22153
Australian-credit 653 125 41 901 48573
Anneal 812 93 45 990 39157
Tic-tac-toe 958 27 33 1012 18259
german-credit 1000 112 34 1220 73223
Kr-vs-kp 3196 73 49 3342 121597
Hypothyroid 3247 88 49 3419 143043
chess 3196 75 49 3346 124797
splice-1 3190 287 21 3764 727897
mushroom 8124 119 18 8348 747635
connect 67558 129 33 67815 5877720

TABLE 1 — Caractéristiques des instances

Afin d’analyser le comportement de notre algo-
rithme pour Top-k SAT sur FCIZME . nous avons
réalisé deux types d’expérimentations. Dans le pre-
mier, nous donnons a min la valeur 1 alors que 'on
varie la valeur de k£ de 1 a 10000. Dans le second type,
nous fixons la valeur de k a 10 et on varie la valeur de

min de 1 jusqu’a la taille maximale.
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FIGURE 1 — FCIM?} pour des valeurs différentes de k

Des résultats pour un ensemble d’instances repré-
sentatives sont fournis en Figure 1 (échelle logarith-
mique). Les autres instances présentent un comporte-
ment similaire. Comme attendu, le temps nécessaire
pour le calcul des modeles top-k augmente avec ’aug-
mentation de la valeur k. Pour connect, notre algo-
rithme ne parvient pas dans la limite du temps mort a
calculer tout les modeles top-k pour les valeurs de k su-
périeures a 1000. Cette figure montre clairement que le
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calcul des modeles top-k peut étre réalisé de maniere
efficace pour des valeurs petites de k. Par exemple,
sur toutes les instances, le calcul des modeles top-10
nécessite moins de 100 seconds. En conséquence, il est
évident que le probleme de 'extraction des motifs top-
k offre une alternative a l'utilisateur dans le contrdl de
la taille de la sortie. Dans Figure 2, nous montrons que
les résultats obtenus de I'instance la plus dure de Table
1. Sur splice-1, l'algorithme ne parvient pas a tout
calculer dans la limite du temps mort pour k£ > 20.

6000 T
splice-1 —e—

5000

4000 [

3000 /

time(seconds)

2000

1000 =

FIGURE 2 — Instance de FCZM" difficile

Dans notre second type d’expérimentations, notre
objectif est d’étudier le comportement de notre al-
gorithme lorsque l'on varie la valeur de min. Dans
Figure 3, nous fournissons des résultats obtenus sur
trois instances représentatives (mushroom, connect et
chess) ou k est fixé & 10 et min varie entre 1 jusqu’a
la taille maximale des transactions. Notre algorithme
est efficace dans le cas ou probléme est sous-contraint
(valeurs petites pour min - de nombreux modeles top-
k) mais également dans le cas ol le probleme est sur-
contraint (valeurs grandes pour min - un petit nombre
de modeles top-k). Quant a l'instance connect, I’algo-
rithme ne parvient pas a résoudre le probleme dans la
limite du temps mort pour min > 15. Pour toutes les
instances, les différentes courbes présentent un pic de
difficulté pour les valeurs moyennes de min.

7 Conclusion and Perspectives

Dans cet article, nous introduisons un nouveau pro-
bleme, appelé Top-k SAT, défini comme le probleme
d’énumération des modeles top-k d’une formule propo-
sitionnelle. Un modele top-k est défini comme un mo-
dele ayant moins de k£ modeles qui lui sont préférés par
rapport a une relation de préférence. Nous montrons
que le probleme Top-k SAT généralise deux autres pro-
bléemes connus : le probleme Partial Max-SAT et le
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probleme des modeles minimaux. Un algorithme géné-
rique pour Top-k SAT est proposé et évalué de maniere
expérimentale sur le probleme de ’extraction des mo-
tifs fermé top-k.

Bien que notre nouveau probleme de calcul des mo-
deles préférés top-k est flexible et déclarative, il y a
un certain nombre de questions qui méritent des ef-
forts de recherche supplémentaires. Une des directions
est 'amélioration en terme d’efficacité de I'algorithme
permettant 'énumération des modeles top-k. On en-
visage également 1’étude de I’application du probleme
Top-k SAT dans le cadre d’autres probleme de fouille
de données, comme la fouille de séquences.
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Résumé

Un opérateur de filtrage nommé CID et une variante
efficace 3BCID ont été proposés en 2007. Ces opéra-
teurs calculent pour des CSP numériques traités avec
des méthodes a intervalles une consistance partielle équi-
valente a Partition-1-AC pour les CSP a domaines finis.
Les deux parametres principaux de CID sont le nombre
d’appels a la procédure principale et le nombre maximum
de sous-intervalles traités par cette procédure. Cet opé-
rateur 3BCID est efficace pour la résolution de CSP nu-
mériques, mais |I'est moins en optimisation globale sous
contraintes.

Cet article propose une variante adaptative de
3BCID. Le nombre de variables traitées est calculé auto-
matiquement durant la recherche, les autres paramétres
étant fixés de maniére robuste. Sur un échantillon repré-
sentatif d'instances, ACID apparait comme la meilleure
approche en résolution et en optimisation. Elle a été
choisie comme méthode de contraction par défaut du
résolveur par intervalles Ibex.

Abstract

An operator called CID and an efficient variant 3BCID
were proposed in 2007. For numerical CSPs handled
by interval methods, these operators compute a par-
tial consistency equivalent to Partition-1-AC for discrete
CSPs. The main two parameters of CID are the number
of times the main CID procedure is called and the maxi-
mum number of sub-intervals treated by the procedure.
The 3BCID operator is state-of-the-art in numerical CSP
solving, but not in constrained global optimization.

This paper proposes an adaptive variant of 3BCID.
The number of variables handled is auto-adapted during
the search, the other parameters are fixed and robust to
modifications. On a representative sample of instances,
ACID appears to be the best approach in solving and op-
timization, and has been added to the default strategies
of the Ibex interval solver.
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1 Disjonction constructive sur intervalles

(CID)

Un opérateur de filtrage/contraction pour les CSP
numériques appelé Constructive Interval Disjunction
(CID) a été proposé dans [13]. Appliqué d’abord aux
problemes de satisfaction traités par les méthodes a in-
tervalles, 'opérateur a été appliqué plus récemment en
optimisation globale sous contraintes. Cet algorithme
détient les performances de référence en résolution,
mais est généralement surpassé en optimisation par les
algorithmes plus simples de propagation de contraintes
comme HC4. La principale contribution pratique de cet
article est de montrer qu’une version auto-adaptative
de CID peut devenir efficace a la fois en résolution et
en optimisation, et ce, sans ajouter de parametres uti-
lisateurs.

1.1 Rognage

Le principe de rognage (shaving en anglais) est uti-
lisé pour calculer Singleton Arc Consistency (SAC) en
domaines finis [7] et la 3B-consistance sur les CSP
continus [9]. Le rognage est également au coeur de l’al-
gorithme SATZ [11] utilisé pour prouver la satisfia-
bilité d’une formule booléenne. Le rognage fonctionne
de la maniere suivante. Une valeur est temporairement
affectée & une variable (les autres valeurs étant tempo-
rairement supprimées du domaine) et une consistance
est calculée sur le sous-probleme correspondant. Si une
inconsistance est détectée, alors la valeur peut étre
supprimée définitivement du domaine de la variable.
Sinon la valeur est maintenue dans le domaine.

Contrairement & ’arc-consistance, cette consistance
n’est pas incrémentale [7]. En effet, le travail de la pro-
cédure de réfutation porte sur toutes les variables d’un



sous-probleme afin de supprimer une seule valeur d’un
domaine. C’est pourquoi calculer SAC en domaines fi-
nis fait appel & un algorithme de point-fixe ou toutes
les variables doivent étre traitées a nouveau a chaque
retrait d’une valeur [7]. La remarque tient aussi pour
la version améliorée SAC-Opt [5].

Le méme principe de rognage peut étre suivi pour
les CSP numériques (NCSP).

1.2 CSP numérique

Un NCSP est défini par un triplet P = (X, [X],C),
ou X désigne un n-ensemble de variables numériques,
a valeurs réelles dans un domaine [X]. On note [z;] =
[xi,T;) le domaine/intervalle de la variable z; € X, ou
z; et T; sont des nombres flottants (permettant d’im-
planter les algorithmes sur un ordinateur). Une solu-
tion de P est un n-vecteur dans [X] qui satisfait toutes
les contraintes de C'. Les contraintes C' définies dans un
NCSP sont numériques. Ce sont des équations et des
inégalités comprenant des opérateurs mathématiques
comme +, «, /, exp, log, sin.

On appelle boite (parallele aux axes) un produit car-
tésien d’intervalles, comme le domaine [X] = [z1]X... X
[n]. w(z;) dénote la largeur T; — x; d’un intervalle
[x;]. La largeur d’une boite est donnée par la largeur
T — Ty de sa plus grande dimension z,,. L’union de
plusieurs boites n’est généralement pas une boite si
bien que l'on utilise plutét un opérateur d’enveloppe
(Hull) pour calculer la plus petite boite comprenant
toutes les boites traitées.

Les NCSPs sont généralement résolus par une stratégie
de type Brancher & Contracter & intervalles :

— Brancher : une variable z; est choisie et son in-
tervalle [x;] est divisé en deux sous-intervalles;
les deux sous-boites ainsi construites sont trai-
tées (contractées), ce qui rend combinatoire I’en-
semble du processus de résolution.

— Contracter : un processus de filtrage permet
de contracter les intervalles (i.e., améliorer les
bornes des intervalles) sans perte de solutions.

Le processus commence avec un domaine initial
[X] et s’arréte quand la largeur des feuilles/boites de
I’arbre de recherche atteint une largeur inférieure a une
précision donnée en entrée. Ces feuilles fournissent une
approximation de toutes les solutions du NCSP.

Plusieurs algorithmes de contraction ont été pro-
posés. Mentionnons ’algorithme de propagation de
contraintes appelé HC4 [3, 10], une implantation ef-
ficace de l'algorithme 2B [9] qui calcule une consis-
tance locale optimale (enveloppe-consistance — hull-
consistency) seulement si des hypotheéses fortes sont
réunies (en particulier, chaque variable doit apparaitre
au plus une fois dans une méme contrainte). La procé-
dure 2B-Revise travaille avec toutes les fonctions de

projection d’une contrainte donnée. Informellement,
une fonction de projection isole une occurrence don-
née d’une variable dans ’expression de la contrainte.
Par exemple, considérons la contrainte  + y = z.z;
x « z.x — y est une fonction de projection (parmi
d’autres) qui vise & réduire le domaine de la variable .
Evaluer la fonction de projection, en utilisant ’arith-
métique des intervalles, sur le domaine [x] x [y] X [2]
(i.e., remplacer les occurrences de variable de la fonc-
tion de projection par leurs domaines et utiliser I'ex-
tension aux intervalles des opérateurs mathématiques
impliqués) produit un intervalle image intersecté en-
suite avec [x]. D’ou une réduction potentielle du do-
maine. Une boucle de propagation proche de AC3 per-
met alors de propager les réductions obtenues pour un
domaine de variable donné vers d’autres contraintes
du systeme.

1.3 L’algorithme 3B

Des consistances plus fortes ont également été pro-
posées. La 3B-consistance [9] est une consistance par-
tielle similaire & SAC pour CSP quoique limitée aux
bornes du domaine. Considérons les 2n sous-problemes
d’un NCSP donné oti chaque intervalle [z;] (i € {1..n})
est réduit & sa borne inférieure z; (resp. borne supé-
rieure T;). La 3B-consistance est vérifiée ssi chacun des
2n sous-problémes est enveloppe-consistant.

En pratique, I'algorithme 3B(w) subdivise les do-
maines en plusieurs sous-intervalles, également appe-
lés tranches, de largeur w, largeur qui correspond a
une précision : la 3B(w)-consistance est vérifiée ssi les
tranches aux bornes de la boite traitée ne peuvent
pas étre éliminées par HC4. Appelons var3B la pro-
cédure de I'algorithme de 3B chargée de rogner un in-
tervalle [z;]. Le parametre s3, de var3B est un en-
tier positif spécifiant un nombre de sous-intervalles :
w = w(x;)/s3p donne la largeur d’un sous-intervalle.

1.4 L’algorithme CID

La disjonction constructive sur intervalles
(Constructive Interval Disjunction — CID) est
une consistance plus forte que la 3B-consistance [13].
La CID-consistance est similaire a Partition-1-AC
dans les CSP & domaines finis [4]. Partition-1-AC est
strictement plus forte que SAC [4].

La procédure principale varCID traite une variable
x;. Les parametres principaux de varCID sont x;, un
nombre s.q de sous-intervalles (précision) et un algo-
rithme de contraction cte, comme HC4. [z;] est sub-
divisé en s.;q tranches de taille égale ; chaque sous-
probleme correspondant est traité par le contracteur
cte et on renvoie finalement 'enveloppe des différentes
boites contractées, comme le détaille I’algorithme 1.
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Procedure VarCID (z;, Scid, (X, C, in-out [X]), ctc)
[X] < empty box
for j < 1 to s¢ciq do
/* La j° sous-boite de [X] sur z; est traitée : */
sliceBox < SubBox (j, i, [X])
/* Calcul d’une consistance sur la sous-boite : */
sliceBox’ < ctc(X, C, sliceBox)
/* "Union” avec les sous-boites précédentes : */
[X] + Hull([X]', sliceBox’)

LX)« X7

Algorithm 1: La procédure principale de I'opérateur
CID pour le rognage du domaine d’une variable z;.

Intuitivement, CID généralise 3B puisqu’une sous-
boite éliminée par var3B serait aussi éliminée par var-
CID. De plus, contrairement a var3B, varCID peut
aussi contracter [X] sur plusieurs dimensions.

Notons que, dans limplémentation effective, la
boucle peut étre interrompue plus tot si [X]' devient
égale & la boite initiale [X] dans toutes les dimensions,
exceptée x;.

var3BCID est une variante (hybride) opérationelle
de varCID.

1. Comme var3B, elle cherche d’abord & éliminer
des sous-intervalles aux bornes de [z;], sous-
intervalles de largeur w = w(x;)/ssp chacun. On
conserve les boites gauche [X;] et droite [X,] qui
ne sont pas exclues par le contracteur ctc (sl y
en a).

2. Ensuite, la boite restante [X]' est traitée par
varCID qui subdivise [X]' en s.q sous-boites.
Les sous-boites sont contractés par cte, leur en-
veloppe (hull) donnant [X.;4].

3. Finalement, on renvoie I'enveloppe de [X], [X,]
et [Xud]

Le fonctionnement de var3BCID est illustré par la
figure 1.

—_— «—
3B: <<<ht <<
1 P’ 1
X
| ————>
CID: H—-
FIGURE 1 - Fonctionnement de la procédure

var3BCID. La valeur 10 est choisie pour le parametre
s3p et la valeur 1 est choisie pour s.;q-

var3BCID repose sur la volonté de gérer différentes

largeurs de domaines (précisions) pour ssp et Seiq. En
effet, le meilleur choix pour sz, se situe généralement
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dans la fourchette {5..20} tandis que s.;q doit étre qua-
siment toujours limité & 1 ou 2 (ce qui entraine une
enveloppe finale de 3 ou 4 sous-boites). La raison en
est que le cout effectif en temps de la partie rognage
est plus faible que celui de la disjonction constructive
de domaine. En effet, si aucun sous-intervalle d’un do-
maine n’est éliminé par var3B, alors seulement deux
appels a ctc sont réalisés, un pour chaque borne de I'in-
tervalle traité ; alors que lorsque varCID est appliqué,
le sous-contracteur est souvent appliqué s.;q fois.

La procédure var3BCID a été étudiée et expérimen-
tée de maniere approfondie dans le passé. Le nombre et
l'ordre dans lequel les appels & var3BCID sont réalisés
est une question plus difficile étudiée dans cet article.

2 CID adaptatif : apprendre le nombre de
variables traitées

Comme dans SAC ou 3B, un point quasi-fixe en terme
de contraction peut étre atteint par 3BCID (ou CID) en
appelant var3BCID dans deux boucles imbriquées. Une
boucle intérieure appelle var3BCID sur chaque variable
x;. Une boucle extérieure appelle la boucle intérieure
jusqu’a ce qu’aucun intervalle ne soit contracté plus
que d’une certaine précision/largeur (atteignant ainsi
un point quasi-fixe). Appelons 3BCID-fp (fized-point)
cette version “historique”.

Deux raisons nous ont amenés a changer radicale-
ment cette gestion. D’abord, comme dit plus haut,
var3BCID peut contracter la boite traitée dans plu-
sieurs dimensions. Un avantage significatif est que le
point quasi-fixe en terme de contraction peut ainsi étre
atteint en un petit nombre d’appels a var3BCID. Sur
la plupart des instances en satisfaction ou optimisa-
tion, il s’avere que le point quasi-fixe est obtenu en
moins de n appels. Dans ce cas, 3BCID est clairement
trop couteux. Ensuite, le principe derriere varCID est
proche d’un point de choix dans un arbre de recherche.
La différence est que l'on calcule une enveloppe des
sous-boites obtenues apres contraction (par cte). Cest
pourquoi une idée est d’utiliser une heuristique stan-
dard de branchement pour sélectionner la prochaine
variable a “varcider”. (Nous écrirons par la suite qu'une
variable est varcidée quand la procédure var3BCID est
appelée sur cette variable pour contracter la boite cou-
rante.)

Pour résumer, I’idée pour rendre 3BCID bien plus ef-
ficace en pratique est de remplacer les deux boucles
imbriquées par une seule boucle appelant numVar-
CID fois la procédure var3BCID et d’utiliser une va-
riante efficace de 'heuristique de branchement ba-
sée sur la fonction Smear pour sélectionner les va-
riables & varcider (heuristique appelée SmearSumRel
dans [12]). Informellement, la fonction Smear favorise



les variables avec un large domaine et un fort impact
sur les contraintes — en mesurant les dérivées partielles
(sur intervalles).

Une premiere idée est de fixer numVarCID au
nombre n de variables. Appelons 3BCID-n cette ver-
sion. Elle produit de bons résultats en satisfaction mais
est dominée par la propagation de contraintes pure en
optimisation. Comme dit ci-dessus, cette approche est
trop coliteuse quand la valeur optimale de num Var-
CID est inférieure & n (ce qui est souvent le cas en
optimisation), mais peut aussi avoir un impact négatif
sur les performances si un effort plus grand pouvait
apporter un filtrage significativement plus grand.

Le but d’un algorithme CID adaptatif (ACID) est
précisément de calculer dynamiquement pendant la
recherche la valeur du parametre numVarCID. Plu-
sieurs politiques d’auto-adaptation ont été testées et
nous décrivons trois versions intéressantes. Toutes ces
politiques mesurent le gain en taille de I’espace de re-
cherche apres chaque appel & var3BCID. Ils mesurent
un ratio de contraction d’une boite [X]® par rapport
a une boite [X]* comme un gain moyen relatif dans
toutes les dimensions :

n

gainRatio([X1]%,[X]%) = %Z(l _ w(ﬂf%)

2.1 ACIDO : auto-adapter numVarCID pendant la
recherche

La premiere version ACIDO adapte le nombre de
variables rognées dynamiquement a chaque noeud de
I’arbre de recherche. Les variables sont tout d’abord
triées selon leur impact, calculé par la méme formule
que pour 'heuristique de branchement SmearSumRel.
Les variables sont ensuite rognées jusqu’a ce que le
ratio de contraction cumulée pendant les nv derniers
appels a var3BCID devienne inférieur a ctratio. Cet
algorithme a donc 2 parametres nv and ctratio qui se
sont avérés assez difficiles a régler. Les expérimenta-
tions ont montré qu’on pouvait fixer ctratio a 0.001
que nv dépendait du nombre de variables n du pro-
bleme. Fixer nv avec la formule nv = max(3,%) a
donné les meilleurs résultats. Les résultats expérimen-
taux ne sont pas mauvais, mais cette approche ne per-
met pas a numVarCID d’atteindre 0, c.-a-d. de n’appe-
ler que la propagation de contraintes. C’est un incon-
vénient majeur quand une simple propagation est la
méthode la plus efficace.

2.2 ACIDL1 : succession de phases d’apprentissage
et d’exploitation

Une approche plus sophistiquée pallie cet incon-
vénient. ACID1 alterne des phases d’apprentissage et

d’exploitation pour l'auto-adaptation de la valeur
num VarCID. Selon le numéro du nceud courant, 1’al-
gorithme est dans une phase d’apprentissage ou d’ex-
ploitation. Le comportement de ACID1, décrit par I'al-
gorithme 2, est le suivant :

— Les variables sont triées selon leur impact (me-
suré par la formule de I’heuristique SmearSum-
Rel).

— Pendant une phase d’apprentissage (pendant
learnLength nceuds), nous analysons 1’évolution
du ratio de contraction d’un appel a var3BCID
au suivant et enregistrons le nombre kvarCID de
rognages nécessaire pour obtenir ’essentiel du
filtrage.

Nous n’atteignons pas nécessairement le point-
fixe en terme de filtrage a chaque nceud, et nous
nous limitons & un nombre 2.num VarCID de va-
riables rognées (avec un minimum égal & 2).
Dans la premiere phase d’apprentissage, nous
rognons n variables, c’est-a-dire que nous effec-
tuons le premier appel & ACID1 avec num VarCID
=0.5n.

Pour le noeud courant, la fonction lastSigni-
ficantGain renvoie un nombre kvarCID de va-
riables rognées, le kvarCID®™¢ appel ayant
donné la derniére contraction significative. Apres
cet appel a var3BCID, le gain sur la boite cou-
rante produit par un appel a var3BCID et calculé
par la formule gainRatio, n’excede jamais un
ratio donné, appelé ctratio. Cette analyse com-
mence par la derniére variable rognée. (Pour la
lisibilité du pseudo-code, nous avons omis les pa-
rametres de la procédure var3BCID, c.-a-.d. s3p,
Scid, les contraintes C et le contracteur ctc.)

— Pendant la phase d’exploitation suivant une
phase d’apprentissage, la moyenne des diffé-
rentes valeurs kvarCID (obtenues dans les nceuds
de la phase d’apprentissage) fournit la nouvelle
valeur de num VarCID. Cette valeur sera utilisée
pendant toute la phase d’exploitation. On notera
que cette valeur peut au plus étre le double de
celle de la précédente phase d’exploitation, mais
peut aussi significativement baisser.

Tous les cycleLength nceuds dans ’arbre de re-

cherche, les 2 phases sont réappelées.

De nombreuses variantes de ce schéma ont été tes-
tées. En particulier, il est apparu contre-productif
d’avoir une seule phase d’apprentissage et donc d’ap-
prendre num VarCID une seule fois, ou au contraire de
mémoriser les calculs d’une phase d’apprentissage a la
suivante.

Nous avons fixé expérimentalement les 3 parametres
de la procédure ACID1, a savoir learnLength, cy-—
cleLength et ctratio, respectivement a 50, 1000 et
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Procedure ACID1 (X, n, in-out [X], in-out call, in-
out numVarCID)
learnLength < 50
cycleLength < 1000
ctratio < 0.002
/* Tri des variables selon leur impact */
X < smearSumRelSort (X)
if call % cycleLength < learnLength then
/* Phase d’apprentissage */
nvarCID < maxz(2,2. numVarCID)
for i from 1 to nvarCID do
[X]71 « [X]
var3BCID (X[:%n], [X], ...)
ctcGains[i] < gainRatio( [X], [X]°'%)
kvarCIDI]call] +  lastSignificantGain
(cteGains, ctratio, nvarCID)
if call % cycleLength = learnLength then
/* Fin de la phase d’apprentissage */
L numVarCID < average (kvarCID[])

else
/* Phase d’exploitation */
if numVarCID > 0 then
for i from 1 to numVarCID do
L | var3BCID (X[i %n], [X], ...)

L call + call +1

Algorithm 2: Algorithm ACID1

Function
nvarCID)
for i from nvarCID downto 1 do
if (ctcGainsli] > ctratio) then

L L return i

lastSignificantGain(ctcGains, ctratio,

return 0

0.002. ACID1 est donc devenue une procédure sans pa-
rametres. Avec ces valeurs, le surcoiit des phases d’ap-
prentissage (pendant lesquelles la valeur précédente de
num VarCID est doublée) reste faible.

2.3 ACID2 : Prise en compte de la profondeur dans
I'arbre de recherche

Une critique peut étre formulée envers ACID1 : la
moyenne kvarCID est faite avec des valeurs obtenues
a différentes profondeurs de I’arbre de recherche. Cet
inconvénient est partiellement corrigé par les phases
d’apprentissage successives de ACID1, ou chaque phase
correspond & une partie de l'arbre de recherche.

Pour aller plus loin, nous avons congu un raffinement
de ACID1 ou chaque phase d’apprentissage regle plu-
sieurs valeurs différentes suivant la largeur de la boite
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étudiée. Une valeur correspond & un ordre de grandeur
dans la largeur de la boite. Par exemple, nous déter-
minons une valeur num VarCID pour les boites ayant
une largeur comprise entre 1 et 0.1, une autre pour
les boites avec une largeur entre 0.1 et 0.01, etc. Fi-
nalement, cette approche, appelée ACID2, a donné en
général des résultats similaires a ceux de ACID1 et est
apparu moins robuste. En effet, a certains niveaux de
largeur de boite, le réglage a été effectué sur quelques
neeuds seulement, ce qui le rend peu significatif.

3 Expérimentations

Tous les algorithmes ont été implantés dans la bi-
bliotheque logicielle de résolution par intervalles en
C++ Ibex (Interval Based EXplorer) [6]. Les expéri-
mentations ont été effectuées sur la méme machine
(Intel X86 3GHz). Nous avons testé les algorithmes
pour la résolution de NCSP carrés et sur des problemes
d’optimisation globale sous contraintes. Résoudre un
NCSP consiste a trouver toutes les solutions d’un sys-
téme bien contraint de n équations non linéaires por-
tant sur n variables réelles bornées. L’optimisation glo-
bale consiste a trouver le minimum global d’une fonc-
tion & n variables, sous des contraintes (équations et
inégalités), la fonction objectif et/ou les contraintes
étant non convexes.

3.1 Expérimentations en satisfaction de

contraintes

Nous avons sélectionné dans le banc d’essai CO-
PRIN ! tous les systémes qui pouvaient étre résolus par
un des algorithmes testés dans un temps compris entre
2s et 3600s. La limite de temps a été fixée a 10000 s. La
précision requise pour une solution est 10~8. Certains
de ces problemes peuvent avoir une taille (nombre de
variables) & fixer. Dans ce cas, nous avons choisi la
plus grande taille pouvant étre résolue par un des al-
gorithmes en moins d’une heure.

Nous avons comparé notre méthode ACID et ses va-
riantes avec les techniques de filtrage bien connues :
une simple propagation de contraintes HC4, 3BCID-
n (voir partie 2) et 3BCID-fp (point fixe) pour la-
quelle on lance une nouvelle itération sur toutes les
variables quand un domaine est réduit de plus d’1%.
A chaque nceud de larbre de recherche, nous avons
utilisé la séquence suivante de contracteurs : HC4, sha-
ving, Interval-Newton [8] et X-Newton [2]. shaving
dénote une variante de ACID, 3BCID-n, 3BCID-fp, ou
rien si HC4 seul est testé.

1. www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/Benches/
benches.html



TABLE 1 — Résultats obtenus par ACID1 en résolution de CSP continus. Pour chaque probleme, sont indiqués
son nombre de variables et les résultats obtenus par ACID1 : le temps de calcul, le nombre de branchements, le
nombre moyen de variables rognées (déterminé dynamiquement par ACID1). Nous indiquons aussi la meilleure et
la plus mauvaise méthode parmi ACID1, HC4, 3BCID-fp, et 3BCID-n, le rapport en temps de calcul entre ACID1
et la meilleure méthode, et entre ACID1 et la pire méthode.

#var |ACID1|ACID1 |ACID1 meilleur | pire ratio en temps |ratio en temps
temps | #nceuds | #varcids ACID1/meilleur | ACID1 /pire

Bellido 9| 3.45 518 5|ACID1 HC4 1 0.89
Brown-7 71 396| 540730 4.5|ACID1 HC4 1 0.82
Brent-10 10| 17.6 3104 9| ACID1 HC4 1 0.14
Butcher8a 8 981 | 204632 9(3BCID-n |HC4 1.03 0.49
Butcher8b 8| 388| 93600 10.8 | ACID1 HC4 1 0.31
Design 9| 29.2 5330 11|3BCID-n |HC4 1.07 0.37
Dietmaier 12| 926 82364 26.3 | ACID1 HC4 1 0.19
Directkin 11| 327 2322 7|ACID1 3BCID-fp 0.84
Disc.integralf2-16 32| 592 58464 0.4|HC4 3BCID-fp 1.02 0.52
Eco-12 11| 3156| 297116 12| ACID1 HC4 1 0.32
Fredtest 6| 25.2| 11480 0.8|HC4 3BCID-fp 1.04 0.91
Fourbar 4| 437| 183848 0.1|ACID1 3BCID-n 1 0.85
Geneig 6| 178 83958 2.9 |HC4 3BCID-fp 1.02 0.82
Hayes 7| 3.96 1532 7.5|3BCID-n |HC4 1.14 0.77
15 10| 15.9 3168 11.5|ACID1 HC4 1 0.13
Katsura-25 26| 691 5396 10.4 | ACID1 3BCID-fp 1 0.67
Pramanik 3| 23.1 23696 0.2 ACID1 HC4 1 0.69
Reactors-42 42| 1285| 23966 134 | 3BCID-fp|HC4 1.07 0.13
Reactors2-30 30| 1220 38136 90| 3BCID-n |HC4 1.14 0.12
Synthesis 33| 356 7256 53.8 | 3BCID-fp |HC4 1.15 0.25
Trigexp2-23 23| 2530| 227136 39.4 | 3BCID-fp |HC4 1.26 0.25
Trigo1-18 18| 2625 37756 6.1|ACID1 3BCID-fp 1 0.8
Trigolsp-35 36| 2657| 70524 2.4 ACID1 3BCID-fp 1 0.41
Virasoro 8| 1592| 266394 0.6|3BCID-n |3BCID-fp 1.08 0.28
Yamamural-16 16| 2008 68284 0.4|3BCID-n |HC4 1.02 0.86
Yamamuralsp-500| 501| 1401 146 144 | ACID1 HC4 1 0.14

Pour chaque probleme, nous utilisons la meilleure
heuristique de bissection parmi deux variantes de la
fonction Smear [12]. Le parametre principal ctratio
de ACID1 et ACID2, mesurant une stagnation dans le
contraction quand les variables sont rognées, a été fixé
a 0.002. Les parametres de var3BCID, sz, and Sgiq,
ont été fixés a leurs valeurs par défaut, respectivement
10 et 1, proposées dans [13]. Des expérimentations sur
les instances sélectionnées ont confirmé que ces valeurs
étaient pertinentes et robustes. En particulier, fixer sg;,
a 10 donne de meilleurs résultats que des valeurs plus
petites (s3» = 5) ou plus grandes (s3; = 20). Pour
21 des 26 instances, s3; = 20 a donné de plus mau-
vais résultats. Comme on peut le voir sur le tableau 1,
ACID1 apparait souvent comme le meilleur, ou proche
du meilleur. Sur seulement 4 problemes sur 26, il est
plus de 10% plus lent que le meilleur. Le nombre de va-
riables rognées a été réglé pres de 0 dans les problemes

ou HC4 suffisait, et a plus que le nombre de variables
dans les problemes oi 3BCID-fp est apparue étre la
meilleure méthode.

Sur la partie gauche du tableau 2, on a résumé les
résultats obtenus par les 3 variantes de ACID et leurs
concurrents.

ACID1 est le seul qui a pu résoudre les 26 problemes
en 1 heure, tandis qu’HC4 n’a pu résoudre que 21 pro-
blemes en 10000s. Les gains en temps de calcul obte-
nus par ACID1 sur ses concurrents sont assez signifi-
catifs (voir la ligne gain maz), tandis que ses pertes
restent faibles. ACIDO avec ses deux parametres a été
plus difficile a régler, et les expérimentations n’ont pas
montré d’intérét a utiliser ’algorithme plus complexe
ACID2. ACID1 obtient de meilleurs gains par rapport a
3BCID-n en temps total qu’en moyenne parce que les
plus grands gains ont été obtenus sur des instances dif-
ficiles avec un grand nombre de variables. Sur la partie
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TABLE 2 — NCSP : Gains en temps de calcul. Sont indiqués :

le nombre de problemes résolus en 3600s et en

10000s et différentes statistiques sur le temps CPU, ratio entre ACID1 et chaque concurrent C; (un par colonne) :

la moyenne, le maximum, le minimum et I’écart type du rappor

t ACID1 time
C; time

ACID1 |HC4 3BCID-fp|3BCID-n |ACIDO|ACID2 | ACID1 | 3BCID-fp|3BCID-n
- XN |- XN - XN

#pbs résolus< 3600 26 20 23 24 25 24 20 16 20
#pbs résolus< 10000 26 21 26 26 26 26 22 21 22
Gain moyen 1 0.7 0.83 0.92] 0.96| 0.91 1 0.78 1.02
Gain maximum 1 0.13 0.26 0.58| 0.45| 0.48 1 0.18 0.38
Perte maximum 1 1.04 1.26 1.14| 1.23| 1.05 1 2.00 1.78
Ecart type gains 0 0.32 0.23 0.15| 0.15] 0.19 0 0.34 0.28
Temps total 23594 | >72192 37494 27996 | 26380 | 30428 || 29075 50181 31273
Gain total 1 0.63 0.84| 0.89| 0.78 1 0.58 0.93

droite du tableau, on indique les rapports de temps de
résolution obtenus quand on enleve X-Newton de la
séquence des contracteurs (4 problémes n’ont pas pu
étre résolus en 10000s). La seule variante d’ACID étu-
diée est ACID1. ACID1 et 3BCID-n obtiennent globale-
ment des résultats similaires, meilleurs que 3BCID-fp,
mais avec un plus grand écart type qu’avec X-Newton,
car le rognage prend une part plus importante dans la
contraction.

3.2 Expérimentations en optimisation globale sous
contraintes

Nous avons sélectionné dans la série 1 du banc d’es-
sais Coconut d’optimisation globale sous contraintes 2
les 40 instances qu’ACID ou un concurrent peut ré-
soudre en un temps compris entre 2s and 3600s. La
limite en temps de calcul a été fixée a 3600s. Nous
avons utilisé IbexOpt, la stratégie d’Ibex qui réalise
un algorithme de Branch & Bound en meilleur d’abord.
Le protocole expérimental est le méme que pour la ré-
solution des NCSP, sauf que nous n’avons pas utilisé
Interval-Newton, qui n’est implanté que pour les sys-
temes carrés.

Pour chaque instance, nous avons utilisé la meilleure
heuristique de bissection (la méme pour toutes les mé-
thodes) parmi largestFirst, roundRobin et des va-
riantes de la fonction Smear. La précision requise sur
I'objectif est 1078, Chaque équation est relachée en 2
inégalités avec une précision égale 4 1078,

Le tableau 3 a les mémes colonnes que le tableau 1,
avec en plus une colonne indiquant le nombre de
contraintes de l'instance.

Pour ce qui concerne la programmation par
contraintes dans IbexOpt, HC4 correspond a I’état de

2. www.mat.univie.ac.at/ neum/glopt/coconut/
Benchmark/Benchmark.html
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l’art et 3BCID est rarement utile 3. C’est pourquoi nous
présentons dans ’avant derniere colonne une compa-
raison entre ACID1 et HC4. Le nombre de variables ro-
gnées a en effet été réglé par ACID1 & une valeur com-
prise entre 0 et le nombre de variables. De nouveau, on
peut remarquer qu’ACID1 est robuste et est le meilleur,
ou au plus 10% plus lent que le meilleur, pour 34 des
40 instances. Le tableau 4 montre que nous avons ob-
tenu un gain moyen de 10% sur HC4. C’est significa-
tif car la contraction due aux contraintes représente
seulement une partie de la stratégie IbexOpt [12] (les
relaxations linéaires et la recherche de points faisables
sont d’autres algorithmes appartenant a la stratégie
par défaut de IbexOpt qui ne sont pas étudiés dans
cet article). ACIDO rogne un minimum de 3 variables,
ce qui est souvent trop. ACID2 obtient des résultats
légerement moins bons qu’ACID1, ce qui rend en pra-
tique ce raffinement non prometteur.

4 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article une version
adaptative de I'opérateur de contraction 3BCID utilisé
par des méthodes a intervalles, opérateur proche de
partition-1-AC dans les CSP en domaines finis. La
meilleure variante de cet opérateur adaptatif, appelé
ACID1 dans larticle, alterne des phases d’apprentis-
sage et d’exploitation pour adapter le nombre de va-
riables traitées. Ces variables sont sélectionnées par
une heuristique de branchement efficace et tous les
autres parametres sont fixés et robustes aux modifi-
cations.

3. En fait, 'algorithme récent de propagation de contraintes
Mohc [1] est meilleur que HC4. Mohc n’est pas encore réimplanté
en Ibex 2.0. Cependant, 3BCID(Mohc) montre en gros les mémes
gains par rapport & Mohc que 3BCID(HC4) par rapport a HCA4...



ACID1 n’ajoute aucun parametre aux stratégies de  [13] G. Trombettoni and G. Chabert. Constructive

résolution et d’optimisation. Il produit les meilleurs Interval Disjunction. In Proc. CP, volume 4741
résultats en moyenne. Pour chaque instance traitée, of LNCS, pages 635—-650. Springer, 2007.
il est le meilleur ou proche du meilleur, méme en
présence des autres contracteurs (Interval-Newton,
X-Newton). C’est pourquoi nous l'avons ajouté aux
stratégies par défaut de résolution et d’optimisation
d’Ibex.
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TABLE 3 — Résultats obtenus par ACID1 en optimisation

##var | #ctr | ACID1 | ACID1 ACID1 |meilleur |pire Temps Temps Temps

temps | #nceuds | #veids ACID1/meilleur | ACID1/HC4 | ACID1 /pire
Ex2_1.7 20| 10| 8.75 465 3 |HC4 3BCID-fp 1.03 1.03 0.7
Ex2_1.8 24| 10| 6.18 200 0|HC4 3BCID-fp 1.06 1.06 0.91
Ex2_1.9 10 1| 10.1 1922 0.75 | HC4 3BCID-fp 1.04 1.04 0.9
Ex5_4 4 27| 19| 915 23213 0.8 | ACID1 3BCID-n 1 0.96 0.91
Ex6_1_1 8 6| 60.8 13071 8.9 |HC4 3BCID-fp 1.21 1.21 0.73
Ex6.1_3 12 9| 297 29154 11.7 |HC4 3BCID-fp 1.19 1.19 0.63
Ex6_1_4 6 4] 1.99 505 6 | ACID1 3BCID-fp 1 0.97 0.8
Ex6_2_6 3 1 107| 46687 0 |HC4 3BCID-fp 1.02 1.02 0.74
Ex6_2_8 3 1| 48.2 21793 0.1 |HC4 3BCID-fp 1.01 1.01 0.72
Ex6_2_9 4 2| 51.9 19517 0.1 |HC4 3BCID-fp 1.02 1.02 0.72
Ex6_2_10 6 3| 2248| 569816 0| ACID1 3BCID-fp 1 0.99 0.64
Ex6_2_11 3 1] 29.3 13853 0.3 |HC4 3BCID-fp 1.05 1.05 0.73
Ex6-2_12 4 2| 21.6 7855 0.1|HC4 3BCID-fp 1.02 1.02 0.8
Ex7.2_3 8 6| 194 4596 4.4|3BCID-n |HC4 1.07 0.17 0.17
Ex7_2_4 8 4] 36.8 5606 4.2 | 3BCID-fp |HC4 1.04 0.66 0.66
Ex7_2_8 8 4] 38.0 6792 4.1|3BCID-n |HC4 1.09 0.71 0.71
Ex7.2_9 10 7| 78.0 14280 9.3 |3BCID-n |HC4 1.07 0.48 0.48
Ex7_3_4 12| 17| 2.95 366 3|3BCID-n |3BCID-fp 1.23 0.99 0.89
Ex7_3_5 13| 15| 4.59 894 6 |3BCID-n |HC4 1.05 0.38 0.38
Ex8.4.4 17| 12| 1738 46082 0.9 | ACID1 3BCID-fp 1 0.99 0.87
Ex8.4.5 15| 11 772 25454 4.8 |HC4 3BCID-fp 1.03 1.03 0.75
Ex8.5_1 6 5 9.67 2138 2.75| ACID1 3BCID-fp 1 0.84 0.82
Ex8_5_2 6 4] 325 5693 0.8 | ACID1 3BCID-fp 1 0.9 0.87
Ex8_5_6 6 4] 324 10790 1.8 |HC4 3BCID-fp 1.02 1.02 0.76
Ex14.1.7 10| 17| 665 95891 3.3|3BCID-n |HC4 1.03 0.61 0.61
Ex14.2_3 6 91 2.01 360 2 |HC4 3BCID-fp 1.17 1.17 0.69
Ex14.2.7 6 9 49.9 5527 0|HC4 3BCID-n 1.47 1.47 0.48
alkyl 14 7| 3.95 714 4 |HC4 3BCID-fp 1.2 1.2 0.91
bearing 13| 12| 11.6 1098 13|3BCID-n |HC4 1.01 0.53 0.53
hhfair 28| 25| 26.6 3151 10| 3BCID-n |HC4 1.12 0.58 0.58
himmel16 18] 21 188 21227 15.5|3BCID-n |3BCID-fp 1.1 0.94 0.88
house 8 8| 62.8 27195 3.25 |HC4 3BCID-fp 1.09 1.09 0.79
hydro 300 24| 609 32933 0| ACID1 3BCID-fp 1 0.88 0.78
immun 21 7| 417 1317 2.5 | ACID1 3BCID-fp 1 0.55 0.28
launch 38| 28 107 2516 21| ACID1 3BCID-n 1 0.79 0.43
linear 24| 20| 751 27665 0.25| ACID1 3BCID-n 1 0.98 0.65
meanvar 7 2| 243 370 2 |HC4 3BCID-fp 1.04 1.04 0.84
process 10 7| 2.61 611 8 |HC4 3BCID-fp 1.08 1.08 0.77
ramsey 31 22 164 4658 4.3 | ACID1 3BCID-fp 1 0.85 0.68
srcpm 38| 27| 160 6908 0.5 | ACID1 3BCID-fp 1 0.62 0.33

TABLE 4 — Problémes d’optimisation : rapport des gains en temps de résolution : temps ACID1/temps xxx
\ [ACID1[HC4 [3BCID-fp|3BCID-n[ACIDO[ACID2]

# pbs résolus 40 40 40 40 40 40
Gain moyen 1 0.9 0.77 0.88 0.91| 0.97
Gain maximum 1| 0.17 0.28 0.35| 0.62] 0.28
Perte maximum 1| 1.47 1.04 1.23| 1.18| 1.19
Ecart type gains 0] 0.25 0.16 0.18| 0.12| 0.14
Temps total 9380 |10289 12950 11884 | 11201 | 9646
Gain total 1| 0.91 0.72 0.79| 0.84| 0.97
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Résumé

Nous apprenons des réseaux de contraintes en uti-
lisant des requétes partielles. Autrement dit, nous de-
mandons a l'utilisateur de classer une affectation de
sous-ensembles de variables comme positive ou néga-
tive. Nous fournissons un algorithme qui, étant donné un
exemple complet négatif, apprend une contrainte du ré-
seau cible avec un certain nombre de requétes partielles,
logarithmique en taille de I'exemple. Nous présentons
une étude théorique sur les bornes inférieures en termes
de requétes pour apprendre certaines classes de réseaux
de contraintes et montrons |'optimalité de notre algo-
rithme générique dans certains cas. Enfin, nous évaluons
expérimentalement notre algorithme.

Abstract

We learn constraint networks by asking the user par-
tial queries. That is, we ask the user to classify assign-
ments to subsets of the variables as positive or negative.
We provide an algorithm that, given a negative example,
focuses onto a constraint of the target network in a num-
ber of queries logarithmic in the size of the example.
We give information theoretic lower bounds for learning
some simple classes of constraint networks and show that
our generic algorithm is optimal in some cases. Finally
we evaluate our algorithm on some benchmarks.

1 Introduction
La programmation par contraintes (PPC) connait

un succes croissant et est largement utilisée dans
de nombreuses applications industrielles. Toutefois, la
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premiere difficulté que rencontre un utilisateur de ce
paradigme est la modélisation. Quelle est la traduction
fidele de la spécification du probléme en contraintes ?
Plusieurs techniques ont été proposées pour répondre
a ce besoin de facon automatique. Freuder et Wal-
lace ont proposé dans [7] des stratégies de sugges-
tion (matchmaker) pour les applications ot les utilisa-
teurs n’ont pas prévu toutes les contraintes a I’avance
mais sont néanmoins capables d’en proposer a chaque
fois que le systéme retourne une non-solution. La pre-
miere version de CoNnacq (CoNAcQ.1l) [3, 4] implé-
mente une acquisition passive de contraintes ot I'utili-
sateur fournit un ensemble de solutions/non-solutions
(ex. des emplois du temps congus & la main). Sur
la base de ses exemples, CONACQ.1 apprend un en-
semble de contraintes qui accepte/rejette toutes les
solutions/non-solutions fournies au départ. Dans le
méme cadre passif, une autre approche utilise des
solutions et non-solutions et réalise I'acquisition des
contraintes grace & une base de connaissances (in-
cluant des interprétations logiques des solutions/non-
solutions) et des techniques de Programmation Lo-
gique Inductive [10]. Dans [2], Beldiceanu et Simo-
nis ont proposé MODELSEEKER, un systeme d’acqui-
sition de contraintes passive basé sur le catalogue des
contraintes globales, dont la portée des contraintes
sont des lignes, des colonnes ou toute autre propriété
structurelle que peut capturer MODELSEEKER. Seuls
les exemples positifs (solutions) sont fournis par 'uti-
lisateur. MODELSEEKER implémente également une



technique efficace qui permet de classer les meilleures
contraintes candidates sur un ensemble particulier de
variables.

La version active de CoNACQ (CONACQ.2) [5] sol-
licite ’aide de l'utilisateur a classifier des exemples
comme positives/négatives (solutions/non-solutions)
avec des requétes d’appartenance compleétes (c.-a-d. af-
fectation complete des variables) [1]. Une acquisition
active des contraintes présente plusieurs avantages :
i) Le nombre de requétes nécessaires pour converger
a l'ensemble de contraintes cible peut étre considéra-
blement réduit. ii) 'utilisateur peut étre une machine
(ex. systéme expert, simulateur, etc.). Par exemple,
la société NORMIND a récemment recruté un spécia-
liste en PPC pour transformer un systeme expert qui
détecte les défaillances dans les circuit électroniques
d’un avion Airbus en un modele & contraintes, afin
de rendre l'outil plus efficace et facile & maintenir. Un
autre exemple est celui d’apprendre les contraintes qui
traduisent les actions non atomiques d’un robot (ex.
attraper une balle) en posant des requétes & un si-
mulateur de robot [11]. Le cadre actif d’acquisition
de contraintes évoque deux défis connus en apprentis-
sage automatique : i) La qualité et comment générer
des requétes? ii) Le nombre de requétes nécessaires
pour converger vers l’ensemble des contraintes cible ?
Concernant le deuxiéme point, il a été démontré que
le nombre de requétes completes nécessaires pour at-
teindre le réseau de contraintes cible est exponentiel
dans le cas général.

Dans cet article, nous proposons QUAcQ (pour
QuickAcquisition), un systéme actif d’acquisition de
contraintes qui demande a l'utilisateur de classifier,
non seulement des requétes completes, mais aussi des
requétes partielles. Etant donné un exemple négatif,
QUACQ est capable d’apprendre une contrainte du ré-
seau cible avec un nombre de requétes (partielles) loga-
rithmiques en taille de ’exemple. Nous présentons éga-
lement une étude théorique sur les bornes inférieures
en termes de requétes pour apprendre certaines classes
de réseaux de contraintes et montrons 'optimalité de
notre algorithme générique dans certains cas. Enfin,
nous évaluons expérimentalement notre algorithme.

QUACQ est défini de sorte & pouvoir apprendre un
modele générique. En PPC, les données sont générale-
ment séparées du modele. Le modele du Sudoku, par
exemple, contient des contraintes génériques comme
la permutation des valeurs dans chaque carré. D’autre
part, les données définissent les différentes grilles de
sudoku avec les cases pré-remplies. Autre exemple,
le probleme d’emploi du temps, le modele contient
des contraintes génériques comme par exemple « au-
cun enseignant ne peut donner deux cours dans une
méme plage horaire ». Par contre, les données per-

mettent de préciser le nombre des salles, la disponi-
bilité d’un enseignant donné pour un créneau donnée,
etc. Un des avantages de cette approche est qu’elle per-
met de réduire l'effort de I'utilisateur. Premierement,
QUACQ converge plus rapidement que les autres sys-
temes. Deuxiemement, les requétes partielles sont plus
faciles a classifier que les requétes completes. Troisie-
mement, contrairement aux autres approches, QUACQ
n’a pas besoin d’exemples positifs pour apprendre ’en-
semble des contraintes : un point intéressant lorsque
le probleme en question n’a jamais été résolu.

2 Contexte

L’apprenant et 1'utilisateur doivent partager un
méme vocabulaire pour pouvoir communiquer. Dans le
cadre d’acquisition de contraintes, ce vocabulaire est
défini par un ensemble (fini) de variables X et leurs
domaines D = {D(X;)}x,ex, ou D(X;) C Z est le do-
maine fini de la variable X;. Etant donnée une suite de
variables S C X, une contrainte représente une paire
(¢, S) (notée Cg), ol c est une relation sur Z précisant
les tuples autorisés pour les variables S. S étant la
portée de la contrainte C's. Un réseau de contraintes
est un ensemble C' de contraintes sur le vocabulaire
(X, D). Une affectation ey sur un sous-ensemble de
variables Y C X est rejetée par une contrainte cg si
S CY et la projection ey [S] de e sur les variables de
S n’est pas dans cg. Une affectation complete sur X
est une solution de C ssi elle n’est rejetée par aucune
contrainte dans C. Nous utilisons la notation sol(C')
pour I’ensemble des solutions de C' et la notation C[Y]
pour ’ensemble des contraintes de C' dont la portée
est incluse dans Y.

En terme d’apprentissage automatique, nous utili-
sons la notion de biais de contraintes, noté B, qui re-
présente un ensemble de contraintes construit a par-
tir d’un langage I" sur le vocabulaire (X, D). C’est &
partir du biais B que I'apprenant construit le réseau
de contraintes. Un concept est une fonction booléenne
sur DX = Tlx,exD(X;). Etant donné un exemple
e € DX, un concept cible fr renvoie 1 pour e ssi e est
une solution du probleme que l'utilisateur a en téte,
0 autrement. Une requéte d’appartenance ASK (e) est
une question de classification posée a l'utilisateur, ou
e est une affectation compléte sur DX. La réponse &
ASK (e) étant out ssi fr(e) = 1.

Pour étre en mesure d’utiliser des requétes partielles,
nous posons une condition supplémentaire sur les ca-
pacités de l'utilisateur. Méme si ce dernier n’est pas
en mesure d’exprimer les contraintes de son probleme,
il est capable de décider si une instantiation partielle
des variables X viole certaines exigences ou non. Un
réseau cible est un réseau Cr tel que sol(Cr) = {e €
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DX | fr(e) = 1}. Une requéte partielle ASK(ey),
avec Y C X, est une question de classification po-
sée a l'utilisateur, ou ey est une affectation partielle
dans DY = TIx,cy D(X;). Un ensemble de contraintes
C accepte une requéte partielle ey ssi il n’existe au-
cune contrainte cg dans C' qui rejette ey [S]. La ré-
ponse & ASK (ey) étant oui ssi Cr accepte ey. Pour
toute affectation ey sur Y, nous notons kg (ey) le sous-
ensemble des contraintes de B violées par ey. Une af-
fectation ey est dite positive ou négative selon la clas-
sification de 'utilisateur.

Nous nous intéressons au probleme de convergence
en acquisition de contraintes. Etant donné un ensemble
E d’exemples (partiels) classés par 'utilisateur (en po-
sitif/negatif), on dit qu'un réseau de contraintes C est
en conformité avec E si C' accepte tous les positifs et
rejette tous les négatifs dans E. On dit que le processus
d’acquisition a convergé sur le réseau Cr, C B si C, est
en conformité avec E et pour tout autre réseau C' C B
en conformité avec E, nous avons sol(C’) = sol(CL).
S’il n’existe pas de C', C B tel que Cf, est en confor-
mité avec E, nous disons que nous avons atteint un
état d’effondrement . Cela se produit lorsque Cr Z B.

3 Algorithme Générique d’Acquisition de
Contraintes

Dans cette section, nous présentons QUACQ, une
nouvelle approche d’acquisition active de contraintes.
QUACQ prend en entrée un biais B sur un vocabu-
laire (X, D). Il génere des requétes (partielles) que
pose a l'utilisateur jusqu’a ce qu’il atteigne un état
de convergence en retournant un réseau de contraintes
Cp, équivalent au réseau cible Cr, ou un état d’effon-
drement. Lorsqu’'un utilisateur répond par oui & une
requéte complete, on retire du biais B les contraintes
violées par cet exemple. Dans le cas d’un non, qa entre
dans une boucle (fonctions FindScope et FindC) qui
permet d’ajouter d’une contrainte a C.

3.1 Description de QuAcq

qa (algo. 1) initialise le réseau qu’il va apprendre
Cr, alensemble vide (ligne 1). Si Cp, est unsatisfiable
(ligne refqa :fail), espace des réseaux possibles s’ef-
fondre parce qu’il n’existe plus de sous-ensemble du
biais B capable de classer correctement les requétes
déja posées. A la ligne 4, QUACQ calcule une affec-
tation complete e satisfaisant le C courant et viole
au moins une contrainte du biais B. Si un tel exemple
n’existe pas (ligne 5), alors toutes les contraintes qui
restent dans B sont des contraintes impliquées par Cr,,
ce qui nous conduit & un état de convergence. Autre-
ment, QUACQ pose la question ASK (e) a l'utilisateur,
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qui pourra répondre par oui ou non.

Si la réponse est oui, nous pouvons retirer de B 'en-
semble kp(e) des contraintes qui rejettent l'exemple
e (ligne6). Dans le cas d’'un non, cela veut dire que
e viole au moins une contrainte du réseau cible Cr.
Nous appelons ensuite la fonction FindScope pour cal-
culer la portée d’au moins une contrainte violée par e.
La fonction FindC permet par la suite de déterminer
quelle contrainte, avec une telle portée, a été violée
par e (ligne 8). Si aucune contrainte n’est retournée
par FindC (ligne 9), c’est encore une condition suffi-
sante pour atteindre un état d’effondrement (c.-a-d.
aucune contrainte de B ne rejette 'exemple négatif
e). Autrement, la contrainte retournée par FindC est
ajoutée au réscau Cp, (ligne 10).

Algorithm 1: QUACQ : Acquisition de contraintes
avec des requétes partielles
Cr + 9
while true do
if sol(Cy) = @ then return “collapse”;
choose e in DX accepted by Cr, and rejected
by B ;
if e = nil then return “convergence on C”;
if ASK(e) =yesthen B <+ B\ kg(e) ;
else
¢ < FindC(e,FindScope(e, @, X, false));
if ¢ = nil then return “collapse”;
10 else O + Cr U {c};
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La fonction récursive FindScope prend en para-
metres un exemple négatif e, deux ensembles de va-
riables R et Y, et un booléen ask_query. Un invariant
de FindScope est que e viole au moins une contrainte
dont la portée est un sous-ensemble de RUY . Lorsque
FindScope est appelée avec ask_gery = false, nous
savons déja si R contient la portée d’une contrainte
qui rejette e (ligne 1). Si ask_gery = true, nous de-
mandons & lutilisateur si la projection e[R] est po-
sitive ou non (ligne 2). Si oui, nous pouvons retirer
de B les contraintes qui rejettent e[R], sinon, nous re-
tournons I’ensemble vide (ligne 4). La ligne 5 est at-
teinte uniquement dans le cas ol e[R] ne viole aucune
contrainte. Il est évident que e[R U Y] viole au moins
une contrainte. Par conséquent, et sachant que Y est
un singleton, la variable dans Y appartient nécessaire-
ment & la portée d’une contrainte violée par e[R U Y.
La fonction retourne donc Y. Si aucune des conditions
de retour n’est satisfaite, ’ensemble Y est divisé en
deux (ligne 6) et nous appliquons une technique simi-
laire & QUICKXPLAIN![9] pour élucider les variables

1. La différence principale est que QUAcQ divise un en-



Algorithm 2: Fonction FindScope : retourne la

portée d’une contrainte dans Cp

Algorithm 3: Fonction FindC : retourne une

contrainte dans Cr avec une portée Y

function FindScope (in e, R, Y, ask_query) :
scope;
begin

1 if ask_query then

2 if ASK(e[R]) = yes then

3 B + B\ kp(e[R)]);

4 else return g;

5 if Y| =1 then return Y;

6 split Y into < Y7, Y5 > such that

Vil =T[IY|/2] ;

7 Sy < FindScope(e, RU Yy, Y, true);

Sy <+ FindScope(e, RU Sy, Y1, (S1 # 9));
return S; U Ss;

d’une contrainte violée par e[R U Y] en un nombre lo-
garithmique d’étapes (lignes (lines 7-9).

La fonction FindC prend en parametres e et Y,
e étant 'exemple négatif qui a permis & FindScope
de retourner la portée Y d’une contrainte violée.
FindC retire de B dans un premier temps toutes les
contraintes de portée Y qui sont impliquées par le Cf,
courant ( ligne 1)? L’ensemble A contient au départ
lensemble des contraintes violées par e (ligne 2). Si
A ne contient plus de contraintes avec une portée Y
(ligne 3), FindC retourne &, ce qui provoquera un ef-
fondrement dans QUACQ. A la ligne 5, un exemple
e’ est généré de maniere & avoir dans A & la fois des
contraintes qui rejettent e’ et d’autres qui I’acceptent.
Si aucun exemple de ce type n’existe (ligne 6), cela si-
gnifie que I’ensemble des contraintes qui restent dans
A est équivalent & Cp[Y]. Dans ce cas, FindC retourne
une contrainte de A, sauf si A est vide (lignes 7-8).
Si un exemple a été trouvé, on demande a l'utilisateur
de le classifier (ligne 9). Si I'exemple est positif, les
contraintes violées par cet exemple sont retirées de B
et de A (ligne 10). Si exemple est négatif, on retire
de A toutes les contraintes qui acceptent cet exemple.
nous retirons de A toutes les contraintes accepter cet
exemple ( ligne 11).

3.2 Exemple lllustratif

Nous illustrons le fonctionnement de QUACQ sur
un exemple simple. Considérons l’ensemble des va-
riables X7, ..., X5 avec les domaines {1..5}, un langage
I'= {:775}, un biais B = {:ij77éij| 1,7 €1..5,1 < ]},

semble de variables alors que QUICKXPLAIN divise un ensemble
de contraintes

2. Cette étape pouvait étre effectuée dans QUACQ, juste
apres la ligne 10, le cotit de calcul étant réduit nous avons préféré
I’effectuer dans FindC.

function FindC(in e,Y) :
begin

constraint;

1 B%B\{Cy‘CleCy};

2 A<+ {cy € BlY]|elcev};

3 if A = @ then return o;

4 while true do

5 choose ¢’ in sol(Cr[Y]) such that
e, € Aye' Ecand € [

6 if ¢’ = nil then

7 if A = @ then return nil;
L else pick ¢ in A; return ¢;

9 if ASK(e') = yes then

10 ‘ B+ B\ kp(e); A+ A\ kp(e);

11| else A<+ ANkp(e);

et un réseau de contraintes cible Cr = {=15, #34}.
Supposons que le premier exemple généré a la ligne
4 dans QUACQ est e; = (1,1,1,1,1). La trace d’exé-
cution de FindScope(er,d, X; ... X5, false) est pré-
senté dans le tableau ci-dessous. Chaque ligne corres-
pond & un appel a FindScope. Les requétes portent
toujours sur un sous-ensemble de variables de R. ’x’
dans la colonne ASK signifie que I'appel précédent
retourné un @, donc la question est ignorée. Les re-
quétes des lignes 1 et 2.1 dans le tableau ont per-
mis a la fonction FindScope de retirer les contraintes
#12,7&13,7&23 et 7&14,#24 de B. Une fois la portée
(X3, X4) est retourné, FindC exige a besoin d'un seul
exemple pour retourner #s4 et retirer=34 de B. Sup-
posons maintenant que ’exemple suivant généré par
QUACQ soit e5 = (1,2,3,4,5). FindScope retournera
la portée (X7,X5) et FindC retournera par la suite
=15 le méme traitement effectué sur e;. Les contraintes
=12, =13, =14, =23, —24 sont retirées de B suite & une
requéte partielle positive sur Xy,..., Xy et #15 par
FindC. Ensuite, des exemples comme ez = (1,1,1,2,1)
et eg = (3,2,2,3,3), positifs, permettront de retirer les
contraintes #25, 7é35, =45 et =25, =35, 7&45 de B et at-
teindre la convergence.

call | R Y ASK | return
0 %] X1, X2, X3, X4, X5 X X3, X4
1 X17X27X3 X4,X5 yes X4
1.1 X17X27X3,X4 X5 no %)
1.2 X17X27X3 X4 X X4
2 X4 X1,X2,X3 yes X5
2.1 X4,X17X2 X3 yes X3
2.2 X4,X3 X1,X2 no %)
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3.3 Complexité

Nous analysons la complexité de QUACQ en termes
de nombre de requétes. Les requétes sont posées a 1'uti-
lisateur dans les lignes 6 de QUACQ, 2 de FindScope
et 9 de FindC.

Proposition 1. FEtant donnés un biais B construit a
partir d’un langage I, un réseau cible Cp et une portée
Y, FindC a besoin de O(|I'|) requétes pour retourner
une contrainte ¢y de Cr si cette derniére existe.

Démonstration. A chaque fois que FindC génére une
requéte, quelle que soit la réponse de l'utilisateur, la
taille de I’ensemble A diminue strictement. Ainsi, le
nombre total de requétes posées dans FindC est majo-
rée par |Al|, qui lui-méme, est majorée par le nombre
de contraintes du langage I" d’arité |Y'| (voir ligne 2 de
FindC).

O

Proposition 2. Etant donnés un biais B, un réseau
cible Cr et un exemple e € DX \ s0l(Cr), FindScope
a besoin de O(|S| - log |X|) requétes pour retourner la
portée S d’une des contraintes de C violée par e.

Démonstration. FindScope est un algorithme récur-
sif qui géneére, au plus, une requéte par appel (ligne
2). Par conséquent, le nombre de requétes est majoré
par le nombre de n?uds de ’arbre des appels récur-
sifs a FindScope. Nous allons montrer qu’une feuille
de I'arbre est soit sur une branche qui conduit a une
variable de la portée S qui sera retournée, ou elle re-
présente le n 7ud fils d’une telle branche. Quand une
branche ne conduit pas a une variable de la portée
S, cette branche nous conduit nécessairement vers des
feuilles qui correspondent a des appels de FindScope
qui retournent @. La seule facon pour qu'un appel
de FindScope au niveau des feuilles retourne l’en-
semble vide est d’avoir recu la réponse non a sa re-
quéte (ligne 4). Soit Ry, Yyis les valeurs des para-
metres R et Y pour un appel feuille avec la réponse
non, et Ryarent, Yparent les valeurs des parametres R
et Y de 'appel parent dans 'arborescence des appels
récursifs. A partir de la réponse non sur la requéte
ASK (e[Ryis]), on peut déduire que S C Ry;s mais
S & Rparent Parce que 'appel au niveau parent a regu
un oui. Considérons d’abord le cas ou la feuille re-
présente le fils gauche du n?ud parent. Par construc-
tiOIl, Rpa'r'cnt g Rfils g Rpa'rcnt U YZuarcnt- En consé-
quence, Ypqrent intersecte S, et le n 7ud parent est sur
une branche qui conduit & une variable dans S. Consi-
dérons maintenant le cas ol la feuille représente le fils
droit du n?ud parent. Comme nous sommes sur une
feuille, sila variable ask juery est a faux, on sort néces-
sairement de FindScope par la ligne 5, ce qui signifie
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que ce n 7ud est la fin d’'une branche qui nous conduit
a une variable dans S. Ainsi, nous sommes siirs d’avoir
ask_query & vrai, ce qui signifie que le fils gauche du
n 7ud parent a retourné un ensemble non vide et que
le n 7ud parent est sur une branche qui mene vers une
variable dans S.

Nous avons prouvé que chaque feuille est soit sur
une branche qui mene vers une variable dans S, soit
elle représente un fils d'un n 7ud qui mene vers une va-
riable dans S. Ainsi, le nombre de n 7uds dans 'arbre
est au plus deux fois le nombre de n?uds dans les
branches qui conduisent & une variable de S. Les
branches peuvent étre, au plus, de longueur log|X]|.
Par conséquent, le nombre total de requétes générées
par FindScope est au plus 2-|5|-log | X|, qui est dans
O(|S] - log | X]).

O

Theorem 1. FEtant donnés un biais B construit a par-
tir d’un langage I' de contraintes d’arité bornée, et un
réseau cible Cr, QUACQ a besoin de O(|Cr|-(log | X |+
IT|)) requétes pour apprendre un réseau équivalent d
Cr ou a s’effondrer, et de O(|B|) requétes pour prou-
ver la convergence.

Démonstration. A chaque fois qu’on qu'un exemple
est classé négatif a la ligne 6 dans QUACQ, la por-
tée d’une contrainte cg dans Cr est retournée avec au
plus |S] - log | X| requétes (proposition 2). Sachant que
le langage I' ne contient que des contraintes d’arité
bornée, |S| est également bornée et cg est retournée
avec O(|T'|) requétes ou on atteint un état d’effondre-
ment (proposition 1). Par conséquent, le nombre de
requétes nécessaires pour apprendre Cr ou de s’effon-
drer est en O(|Cr|- (log|X|+|I'|)). La convergence est
atteinte une fois B est réduit a vide grace aux exemples
classés positive a la ligne 6 dans QUAcQ. Chacun de
ces exemples conduit nécessairement au retrait d’au
moins une contrainte de B suite a la facon dont on
génere les exemples a la ligne 4. Cela donne un total
de O(|B)).

O

4 Langages Simples

Nous considérons des langages simples dans le but
d’obtenir une estimation théorique de lefficacité de
QUACQ. Pour chacun de ces langages, nous analysons
le nombre de requétes nécessaires pour apprendre un
réseau dans ce langage. Dans certains cas, nous mon-
trons que QUACQ apprend les probléemes dans le lan-
gage donné avec un nombre de requétes asymptotique-
ment optimal. Cependant, pour certains langages, un
nombre de requétes plus important est nécessaire dans
le pire des cas. Dans notre analyse, nous considérons



le cas ou la solution de C';, qui maximise le nombre de
contraintes violées dans le biais B est choisie lorsqu’un
exemple complet doit étre généré (ligne 4 de QUACQ).

4.1 Langages pour lesquels QuAcq est optimal

Theorem 2. QUACQ apprend un réseau booléen dans
le langage {=,#} avec un nombre de requétes asymp-
totiquement optimal.

Démonstration. (Esquisse.) Tout d’abord, nous don-
nons une borne inférieure sur le nombre de requétes
nécessaires pour apprendre un réseau dans ce langage.
Prenons la restriction aux seules égalités. Dans une
instance de ce langage, toutes les variables d'une com-
posante connexe doivent étre égales. L’ensemble de ces
instances est donc isomorphique a I’ensemble des par-
titions de m objets, dont la taille est donnée par le
nombre de Bell :

1 sin=0

Sy (5)Cn—i) sin>0 (1)

%

con+n) ={

Par un argument de la théorie de l'information, on
peut donc déduire qu’au moins log C'(n) requétes sont
nécessaires pour apprendre un tel probleme. Cela im-
plique une borne inférieure de Q(nlogn), puisque
log C(n) € Q(nlogn) (voir [6] pour une preuve). Le
langage {=,#} est plus riche, et donc requiert au
moins autant de requétes.

Ensuite, nous considérons la requéte soumise a 1'uti-
lisateur dans la ligne 6 de QUACQ, et nous faisons le
compte des réponses oui et non. L’observation clé est
qu'une instance de ce langage contient au plus O(n)
contraintes non redondantes. Pour chaque réponse non
en ligne 6 de QUACQ, une nouvelle contrainte va étre
ajoutée a Cp. Seules les contraintes non redondantes
sont découvertes de cette maniere puisque la requéte
doit satisfaire Cp. Il s’en suit qu’au plus O(n) telles
requétes recoivent une réponse non, chacune entrai-
nant O(logn) requétes supplémentaires au travers de
la procédure FindScope.

Maintenant nous pouvons borner le nombre de ré-
ponses oui a la ligne 6 de QUACQ. La méme obser-
vation sur la structure de ce langage est a nouveau
utile. Dans la version complete de la preuve, nous
montrons que la requéte qui maximise le nombre de
contraintes violées dans le biais B tout en satisfai-
sant les contraintes de Cp viole au moins [|B|/2]
contraintes de B. Donc, chaque requéte dont la ré-
ponse est oui réduit de moitié le nombre de contraintes
dans B. Il s’en suit que la requéte soumise a la ligne 6
de QUACQ ne peut recevoir plus de O(logn) réponse
oui. Le nombre total de requétes est donc borné par
O(nlogn). O

Le méme argument s’applique aux sous-langages {=
} et {#} sur des domaines booléens. De plus, cela est
toujours vrai pour {=} sur des domaines arbitraires.

Corollary 1. QUAcCQ apprend un réseau sur des
domaines non bornés dans le langage {=} avec un
nombre de requétes asymptotiquement optimal.

4.2 Langages pour
optimal

lesquels QuAcq est non-

Tout d’abord, nous montrons qu'un réseau de
contraintes booléennes dans le langage {<} peut étre
appris avec O(n) requétes. Ensuite, nous montrons que
QUACQ a besoin de Q(nlogn) requétes.

Theorem 3. Les réseaux de contraintes booléennes
dans le langage {<} peuvent étre appris en O(n) re-
quétes.

Démonstration. Notez que, pour décrire un tel pro-
bleme, les variables peuvent étre partitionnées en trois
ensembles. i) Les variables qui doivent prendre la va-
leur 0 (c.-a-d. la partie gauche d’une contrainte <),
ii) les variables qui doivent prendre la valeur 1 (c.-a-
d. la partie droite d’une contrainte <), iii) et les va-
riables libres (c.-a-d. les variables qui n’apparaissent
dans aucune contrainte). Dans une premiére étape, on
partitionne les variables en trois ensembles, G, D,
initialement vide et correspondant respectivement a
Gauche, Droite et Inconnu. Durant cette étape, nous
avons trois invariants :

1. Il n’existe pas de x,y € I tel que x < y appartient
au réseau cible Cr

2. x € G ssi il existe y € I et < y est dans le
réseau cible Cp

3. x € D ssiil existe y € I et y < x dans le réseau
cible Cr

Nous passons par toutes les variables du probleme, une
a la fois. Soit x la derniére variable tirée. Nous posons
une requéte a l'utilisateur ou z, ainsi que toutes les
variables dans I sont mises a 0, et toutes les variables
de D sont mises a 1 (variables dans G restent sans
affectation). Si la réponse est oui, alors il n’y a pas
de contrainte entre x et une variable y € I, donc x est
mise dans I sans toucher aux invariants. Autrement, x
est soit impliquée dans une contrainte y < x ou x < y
avec y € I. Afin de décider quelle valeur prendre pour
x, une deuxiéme requéte est générée ou la valeur de
x passe a 1 et toutes les valeurs des autres variables
restent inchangées. Si la réponse a cette requéte est
oui, alors la premiere hypothese est vraie et nous met-
tons z dans D, autrement, nous mettons z dans G. La
encore, les invariants sont vérifiés.
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A la fin de cette étape, on peut dire que les variables
dans I n’ont pas de contraintes entre elles. Cependant,
elles peuvent étre impliquées dans des contraintes avec
des variables de G ou de D. Dans la deuxieme étape,
nous passons en revue les variables x € I, et nous géné-
rons une requéte ou toutes les variables de G sont mises
a 0, toutes les variables de D sont mises a 1 et z est
mise a 0. Si la réponse est non, on peut dire qu’il existe
une contrainte y < x avec y € G et donc z est ajou-
tée & D (et retirée de I). Sinon, nous posons la méme
requéte, mais avec la valeur de = qui passe a 1. Si la
réponse est non, il existe alors un y € D tel que z < y
appartient au réseau cible, donc z est ajoutée a D (et
retirée de I). Pour le dernier cas ol la réponse est oui
pour les deux requétes, on peut conclure que x n’ap-
partient a aucune contrainte du réseau cible. Lorsque
chaque variable a été examinée de cette maniere, les
variables restantes dans I ne sont pas impliquées dans
les contraintes du réseau cible.

O

Theorem 4. QUAcQ n’apprend pas les réseaux de
contraintes booléennes dans le langage {<} avec un
nombre minimal de requétes.

Démonstration. D’apres le théoreme 3, ces réseaux
peuvent étre appris en O(n) requétes. Ce type de ré-
seaux peut contenir jusqu’a n — 1 contraintes non re-
dondantes. QUACQ apprend une contrainte a la fois,
ou chaque appel & FindScope prend Q(logn) requétes.
Par conséquent, QUACQ a besoin de Q(nlogn) re-
quétes. O

5 Evaluation Expérimentale

Pour évaluer la faisabilité de notre approche,
nous avons produit des résultats expérimentaux avec
QUACQ sur une machine Xeon E5462@2.80GHz Intel
avec 16 Go de RAM, et sur plusieurs problemes.

Random. Nous avons généré des réseaux de
contraintes binaires de fagon aléatoire, avec 50 va-
riables, des domaines de taille 10, et m contraintes bi-
naires. Les contraintes binaires sont générées a partir
du langage I' = {>, <, <, >, #,=}. QUACQ prend en
entrée un biais B contenant le graphe complet de 7350
contraintes binaires de I'. Les résultats présentent la
moyenne de 100 exécutions de QUACQ avec deux den-
sités différentes : m = 12 (sous-contraint) et m = 122
(transition de phase).

Reégles de Golomb. (prob006 in [8]) Le réseau
cible est formulé avec m variables correspondant aux
m marques de la regle, et des contraintes d’arité va-
riable. Nous présentons les résultats sur des regles de
taille 8. QUACQ est initialisé avec un biais de 770
contraintes basé dans le langage I' = {|z; — z;| #
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|z — x|, |25 — 5| = |z — @], 25 < xj, 2 > x;}, com-
prenant des contraintes binaires, ternaires® et quater-
naires.
Probleme du Zébre. Le probleme du Zebre de Le-
wis Carroll a une solution unique. Le réseau cible est
formulé avec 25 variables, des domaines de 5 valeurs, 5
cliques de contraintes # et 14 contraintes supplémen-
taires figurant dans la description du probléeme. Pour
tester QUACQ sur ce probleme, nous ’avons initialisé
avec un biais B de 4450 contraintes unaires et binaires
d’un langage I" de 24 contraintes (contraintes arithmé-
tiques et des contraintes de distance).
Sudoku. Le réseau cible du probleme de Sudoku est
formulé avec 81 variables, des domaines de taille 9 et
810 contraintes # sur les lignes, les colonnes et les
carrés. Nous avons initialis¢é QUACQ avec un biais B
de 6480 contraintes binaires du langage I' = {=, #}.
Pour chaque probleme, nous rapportons la taille
|Cr| du réseau appris (qui peut étre plus petit que
le réseau cible en raison des contraintes redondantes),
le nombre total de requétes #gq, le nombre de requétes
d’appartenance (complétes) #¢. (c.-a-d. les requétes
de la ligne 6 de QUACQ), la taille moyenne des re-
quétes G, et le temps moyen nécessaire pour générer
une requéte (en secondes).

5.1 QuAcq et convergence

Pour assurer une convergence rapide, nous avons be-
soin de requétes classées positives et qui réduisent au
maximum le biais B. Le meilleur moyen d’avoir de
telles requétes est de générer un exemple a la ligne 4
de QUACQ qui maximise les contraintes violées dans
B. Nous avons implémenté I’heuristique maz pour gé-
nérer une solution du C'f, courant qui viole un nombre
maximum de contraintes de B. Toutefois, cette heu-
ristique peut étre couteuse puisqu’elle résout un pro-
bleme d’optimisation. Nous avons ensuite ajouté des
bornes de 1 et 10 secondes pour ’heuristique mazx, pour
obtenir respectivement deux variantes maz-1 et max-
10. Nous avons également implémenté une heuristique
moins couteuse que nous appelons sol. Elle résout sim-
plement le C', courant et s’arréte a la premiere solution
qui viole au moins une contrainte de B.

Notre premiere expérimentation était de comparer
maz-1 et maz-10 sur de gros problemes. On observe
que les performances lorsqu’on utilise maz-1 n’est pas
significativement meilleure en nombre de requétes que
max-10. Par exemple, sur rand_122, on a #q = 1074
pour maz-1 et #q = 1005 pour maz-10. Le temps
moyen pour générer une requéte étant 0.14 secondes
pour maz-1 et 0,86 pour maz-10 avec, respectivement,

3. Les contraintes ternaires sont obtenues lorsque i = k ou
J =1ldans |z; — x| # |zg, —



TABLE 1 — Résultats de QUACQ (convergence).

|CL] #q  #qc q temps

4yp mat- 12 196 34 24.04 023
rand- sol 12 286 133 33.22 0.09
d1zg MaT 86 1074 94 1390 0.14
rand- sol 83 1062 120 15.64  0.06
Cotomp M1 91 488 101 5.12  0.32
oM gl 138 709 153  5.31 0.25
Zoh maz-1 60 638 64 822  0.15
e g0l 60 634 63 8.20 0.02
Sudoic maz-1 810 8645 821 20.58  0.16
uaeEt sl 810 9593 815 20.84 0.06

une borne de 1 et 10 secondes. Nous avons donc décidé
de ne pas présenter les résultats avec max-10.

Le tableau 1 présente les résultats obtenus avec
QUACQ pour apprendre un réseau de contraintes jus-
qu’a convergence en utilisant les heuristiques maz-1
et sol . Une premiere observation est que I'heuris-
tique maz-1 nécessite généralement moins de requétes
que sol pour atteindre la convergence. Cela est par-
ticulierement vrai pour rand_12, qui est tres creux, et
Golomb, qui contient de nombreuses contraintes re-
dondantes. Si on regarde de plus pres, cette différence
s’explique principalement par le fait que maz-1 néces-
site beaucoup moins de requétes completes positives
que sol pour réduire B a vide et prouver la conver-
gence (rand_12 : 22 requétes complétes positives pour
maz-1 et 121 pour sol ). Mais en général, sol n’est pas
aussi mauvais que nous pouvions espérer. La raison en
est que, exceptés les réseaux tres creux, le nombre de
contraintes de B violées «par chance» avec sol est as-
sez grand. La deuxieme observation est que lorsque le
réseau contient un grand nombre de contraintes redon-
dantes, mazx-1 converge sur un réseau plus petit que
sol . Nous avons observé cela sur Golomb, et d’autres
problemes non rapportés ici. La troisieme observation
est que la taille moyenne des requétes est toujours si-
gnificativement plus petite que le nombre de variables
du probleme. Une derniere observation est que sol est
tres rapide en termes de génération de requétes. Il est
donc envisageable d’utiliser QUACQ sur des probléemes
réels de taille importante.

Notre deuxieme expérimentation consiste a évaluer
Ieffet de la taille du biais sur le nombre de requétes.
Sur le probleme du zebre, nous avons initialisé QUACQ
avec des biais de différentes tailles et stocké le nombre
de requétes pour chaque exécution. La figure 1 montre
que lorsque |B| augmente, le nombre de requétes suit
une échelle logarithmique. Un résultat prometteur car
cela signifie que 'acquisition de contraintes avec des

biais expressifs (de grande taille) passe & ’échelle.

QUACQ a deux principaux avantages comparant
CoNACQ. Le premier est la taille moyenne des re-
quétes ¢ avec les requétes partielles, qui sont proba-
blement plus facile a classifier pour 1'utilisateur. Le se-
cond avantage est le temps que nécessite QUACQ pour
générer des requétes. CONACQ.2 a besoin de trouver
des exemples qui violent exactement une contrainte du
biais pour atteindre la convergence (ce qui peut étre
coliteux & calculer). D’autre part, QUACQ peut utili-
ser des heuristiques pas tres couteuses comme maz-1
et sol pour générer des requétes.

5.2 QuAcq as a solver

CONACQ.2 et MODELSEEKER ont besoin d’exemples
positifs pour apprendre un réseau de contraintes. Par
contre, QUACQ peut apprendre sans exemple positif
complet. Cette propriété peut étre tres utile lorsque le
probleme n’a pas été préalablement résolu. Nous avons
simplement besoin de sortir de QUAcQ deés qu’un
exemple complet est classé par l'utilisateur comme
positif. Nous avons évalué cette fonctionnalité en ré-
solvant une séquence de 5 instances de Sudoku, des
grilles avec des cases pré-remplies. Pour chaque grille,
on sort de QUACQ lorsque la solution est trouvée.
Comme le but n’est pas d’atteindre la convergence,
nous avons remplacé ’heuristique maz-1 par un min-
1, une heuristique qui tente de satisfaire autant que
possible les contraintes de B, avec une borne d’une se-
conde. Chaque exécution prend en entrée le Cf, et le
B résultants de 'exécution précédente, vu que le ré-
seau partiellement appris d’une exécution donnée reste
valide comme point de départ d’une résolution d’une
autre grille. Le nombre de requétes nécessaires pour ré-
soudre chacune des 5 grilles est, respectivement, 3859,
1521, 687, 135 et 34. La taille de Cf, apres chaque exé-
cution est, respectivement, 340, 482, 547, 558, et 561.
Nous notons, que pour la premiere grille, ot QUACQ
commence avec un biais complet, nous trouvons la so-
lution en seulement 44% de requétes nécessaires pour
que QUACQ converge (voir le tableau 1). Apres cela,
chaque exécution de QUACQ sur les grilles qui restent,
a besoin de moins de requétes pour trouver une solu-
tion vu que Cp, se rapproche de plus en plus du réseau
cible.

6 Conclusion

Nous avons proposé QUACQ, un algorithme qui
apprend un réseau de contraintes en demandant a
I'utilisateur de classifier des affectations partielles en
tant que positive ou négative. Chaque fois que I’al-
gorithme regoit un exemple négatif, I'algorithme dé-
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FIGURE 1 — QUACQ avec différentes tailles de biais sur le probleme du zebre

couvre une contrainte au probleme en effectuant un
nombre logarithmique de requétes. Nous avons démon-
tré que QUACQ est optimal pour certains langages
de contraintes. Notre approche comporte quelques
avantages par rapport aux travaux existants. Pre-
mierement, elle converge toujours sur le réseau de
contraintes cible en un nombre polynomial de requétes.
Deuxiemement, les requétes sont souvent plus courtes
que les requétes d’appartenance et sont plus faciles a
répondre par un utilisateur. Troisiemement, contraire-
ment aux autres techniques, I'utilisateur n’a pas a four-
nir des exemples positifs pour converger. Cette der-
niere propriété peut étre tres utile lorsque le probleme
n’a pas été préalablement résolu. Nos expérimenta-
tions démontrent que générer de bonnes requétes par
QUACQ n’est pas difficile d’'un point de vue compu-
tationnel et que lorsque le biais croit, le nombre de
requétes augmente de fagon logarithmique. Ces résul-
tats sont prometteurs pour 'utilisation de QUACQ sur
des problemes réels. Cepencdant, les problemes avec
des réseaux de contraintes denses (tel le Sudoku) re-
quierent un trop grand nombre de requétes pour étre
répondu par un humain. Il serait intéressant d’utili-
ser MODELSEEKER pour apprendre rapidement des
contraintes globales et d’utiliser QUACQ pour finali-
ser le modele.
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Résumé

Cet article propose d'utiliser le paradigme de
la programmation par contraintes stochastiques
pour modéliser et identifier des politiques op-
timales dans les jeux a information incertaine.
Nous présentons une traduction permettant de
modéliser les jeux décrits dans le formalisme
GDL (Game Description Language) en instances
du probléeme d’'optimisation de contraintes sto-
chastiques (SCSP). Notre traduction est démon-
trée correcte pour la classe GDL des jeux a in-
formation compléte et environnement « indiffé-
rent ». L'intérét de notre approche est illustré
par une premiére résolution d'un jeu GDL en uti-
lisant un solveur SCSP générique.

1 Introduction

La capacité pour un programme de jouer ef-
ficacement a n’importe quel jeu de stratégie
(GGP pour General Game Playing) constitue
l'un des défis majeurs de I'TA. Une compéti-
tion sur ce sujet est d’ailleurs organisée annuel-
lement par AAAI [8]. Cette capacité générique
de jouer a amené les chercheurs a confronter di-
verses approches efficaces, parmi lesquelles on
peut citer des programmes utilisant des mé-
thodes de type Monte Carlo [7], la construction
automatique de fonctions d’évaluation [5], ou
encore la programmation logique [16] et ASP
[13]. Bien entendu, le probléme GGP n’est pas
cantonné aux « univers ludiques » : il permet
de modéliser des problemes de prise de décision
séquentielle mono ou multi-agents.

Dans le contexte GGP, les jeux sont dé-
crits dans un langage de représentation, appelé
GDL pour Game Description Language [12]. Ce
langage, basé sur la programmation logique,
permettait dans sa premiere version de mo-
déliser n’importe quel jeu & information cer-
taine et complete. Une nouvelle version du lan-
gage, GDLII (GDL with Incomplete Informa-
tion [17]), permet quant & elle de traiter des
jeux & informations incertaines et/ou incom-
pletes. Dans ce cadre, et de fagon usuelle en
théorie des jeux, I'incertitude est modélisée par
I'intervention de l’environnement, qui est un
joueur comme les autres. Les actions de ce
joueur, dénommé random, ne sont guidées par
aucun objectif, mais juste par une distribution
de probabilités entre les actions possibles. Il est
ainsi possible par ce biais de modéliser des lan-
cers de dés ou de pieces de monnaie, ou encore
des distributions de cartes.

Différents formalismes ont été proposés afin
de gérer les problemes liés aux jeux a 'aide de
réseaux de contraintes parmi lesquels on peut
citer les QCSP [9], les strategic constraint sa-
tisfaction problems [3] ou encore les constraint
games [14]. Mais aucun d’entre eux n’aborde
les problemes liés a 1’aléatoire ni ne fait le lien
avec GDL. L’objectif de cet article est d’abor-
der le probleme GGP d’un point de vue origi-
nal, fondé sur les réseaux de contraintes sto-
chastiques (SCSP) [18]. En effet, les SCSP sont
des outils puissants permettant non seulement
de modéliser et de résoudre des jeux a infor-
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mations complétes et certaines via QCSP [2],
mais également de modéliser 'intervention du
hasard. Nous montrons comment réécrire des
jeux décrits a l’aide de GDL en SCSP et, par ce
biais, comment la résolution du probleme cor-
respondant peut identifier une stratégie qui, en
espérance, est optimale.

L’article est organisé de la facon suivante.
Le formalisme GDL est introduit en Section 2.
Nous présentons en particulier une sémantique
originale, basée sur les jeuz stochastiques (ou
jeuz de Markov) [15]. Nous présentons égale-
ment dans cette section un jeu a information in-
certaine, le jeu du Verger, qui sert de fil conduc-
teur pour 'ensemble de cet article. Apres avoir
rappelé en Section 3 le formalisme SCSP, la
section 4 propose une traduction (prouvée cor-
recte) d’un fragment de GDL vers SCSP. Avant
de conclure, des expérimentations préliminaires
utilisant un solveur générique SCSP sont pré-
sentées en Section 5.

2 Formalisme GDL

L’objectif de GDL est de fournir un langage
générique pour la représentation de n’importe
quel jeu, y compris les jeux collaboratifs ou en-
core les jeux a actions simultanées. La version
récente [17] permet de traiter des jeux avec ob-
servation partielle ou le hasard peut intervenir.
Notre étude se focalise sur un fragment parti-
culier de cette version : les jeux a information
complete et environnement « indifférent » (obli-
vious environment). Pour ces jeux, les joueurs
ont une observation compléte de 1’état courant.
L’environnement est aléatoire mais son com-
portement ne peut pas étre influencé par celui
des (autres) joueurs. Ce fragment de GDLII
couvre une classe de problemes tres étudiée
en théorie des jeux [4], ainsi qu'une variété de
jeux de stratégie pour lesquels les joueurs n’ont
pas d’effet sur les actions de I’environnement.
Un exemple caractéristique est celui des « jeux
de dés » ou les joueurs peuvent choisir les dés
qu’ils lancent, mais ne peuvent pas influencer
le comportement des dés.

2.1 Langage

Le langage GDL est dérivé de la program-
mation logique (avec égalité et négation). Rap-
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pelons que l'univers de Herbrand d’un pro-
gramme logique est défini par ’ensemble des
termes instanciés (grounded terms) obtenus
a partir des symboles de fonctions (incluant
les constantes) du programme. Dans un pro-
gramme GDL, les joueurs et objets du jeu
sont décrits par des constantes, tandis que les
fluents (ou percepts) et actions (coups) sont
décrits par des termes. Par exemple, dans le
jeu du morpion, le terme cell(2,2,b) est un
fluent indiquant que la case (2,2) du plateau
est marquée par un jeton noir. Nous notons %
l'univers de Herbrand d’un programme GDL;
Yr et X4 désignent les sous-ensembles de X
correspondant respectivement aux termes des
fluents et aux termes des actions.

Les atomes d’'un programme GDL sont
construits a partir d'un ensemble fini de sym-
boles de relations et de symboles de variables.
Certains symboles ont un role spécifique dans
le programme, et sont décrits dans la table 1.

Mot-clé Description

role(J) J est un joueur

init(F) le fluent F fait partie de ’état initial
true(F) F fait partie de I’état courant
legal(J,A) | J peut faire l'action A

does(J, 4) laction de J est A

next(F) F fait partie de I’état suivant
terminal I’état courant est terminal
goal(J,N) J recoit N dans I’état courant
random le « joueur » environnement

TABLE 1 — Mots-clés GDL

Par exemple, legal(P,mark(X,Y)) est un
atome indiquant que le joueur P a le droit de
marquer la case (X,Y) du plateau.

Les regles d’un programme GDL sont des im-
plications composées d’un atome pour le consé-
quent et d’un ensemble de littéraux (atomes
ou négations d’atomes) pour l'antécédent. Par
exemple, la regle :

legal(random,noop) < true(control(bob))

signifie que si le joueur bob a actuellement la
main alors noop (ne rien faire) est une action
légale du joueur random.

Afin d’étre walide, un programme GDL
doit satisfaire plusieurs conditions syntaxiques.
Pour des raisons de décidabilité, il doit étre
stratifié [1] et permis [11]; ces deux conditions
ne sont pas détaillées pour des raisons de place,
mais sont expliquées dans [12]. D’autre part,



comme le but d'un programme GDL est de re-
présenter un modele formel de jeu, il doit aussi
respecter des conditions sur les mots-clés :

(i) role apparait uniquement dans les faits;

(ii) true apparait uniquement dans le corps
des regles;

(ili) init apparalt uniquement dans la téte
des regles et ne peut dépendre des mots-
clés true, legal, does, next, terminal
et goal;

(iv) does apparait uniquement dans le corps
des regles et ne dépend pas de legal,
terminal et goal;

(v) next apparalt uniquement dans la téte
des regles.

Dans le cadre des jeux a information com-
plete et environnement indifférent, nous ajou-
tons les conditions :

(vi) Pour chaque fluent F, il existe une ins-
tance £ de F tel que init(f) est un fait.

(vii) Les atomes legal(random, A) ol A désigne
une action apparaissent uniquement dans
les faits.

2.2 Sémantique

Un modele courant pour représenter les jeux
a information incertaine est celui des jeux sto-
chastiques (ou jeu de Markov) [15]. Un jeu
de Markov a n joueurs sur ¥ est un tuple
(N,S, A, P,R) tel que :!
— N ={1,...,n} est 'ensemble des joueurs,
— S est un ensemble d’états ;

— A= A; x..x A,, ou A; est un ensemble
fini d’actions accessibles au joueur i ;

— P :SxAxS — [0, 1] est la fonction de tran-
sition; P(s,a,s’) est la probabilité de passer
de ’état s en I’état s’ en appliquant I’action
jointe a ;

— R ={(ry,..,ry),our; : S — R est la fonc-
tion de gain du joueur 1.

A ce tuple s’ajoutent I'état initial sog € S et

I’ensemble des états terminaur Sie,r C S.
Montrons maintenant comment construire

un tel modele a partir d’'un programme va-

lide GDL, noté P. Un état du jeu est un

1. Pour un ensemble U, nous notons 2V I’ensemble
de toutes les parties finies de U.

sous-ensemble de son univers de Herbrand X.
Puisque les restrictions syntaxiques de GDL ga-
rantissent une dérivabilité finie des termes ins-
tanciés, tout état est une partie finie de X p. Les
n instances de role(R) définissent les n joueurs
du modele stochastique. Désignons par n + 1
Penvironnement (random).

L’état initial est construit a partir des termes

de init(F).

Afin  de capturer les coups @ 1é-
gaux d'un joueur dans un état donné
s = {fi,"+, fm}, notons S¢ye l'ensemble

des faits {true(fi),...,true(f)}. Les termes
instanciés de legal(J, A) dérivables de PUSyye,
définissent toutes les actions légales des joueurs
J dans I'état s. Les états terminaux Sy, et le
vecteur de fonctions de gain R sont construits
de maniere analogue, en utilisant les atomes
terminal et goal(R,N). Dans un jeu & envi-
ronnement indifférent, I’ensemble des coups
légaux de n+1, noté L(n+1), est indépendant
de I'état courant : il est construit a partir des
termes de legal(random, A).

Pour spécifier la fonction de transition, nous
avons besoin de 1’état courant ainsi que des
actions réalisées simultanément dans cet état.
Pour un vecteur @ = {(ay, - ,ap,any1) dac-
tions jouées par les n joueurs et l’environne-
ment (n+1), notons agees 'ensemble des faits :
{does(1,a1),...,does(n+1,a,41)}. L’état sui-
vant est construit a partir des termes instan-
ciés de next(F) dérivables de P U Sirye U Qgoes-
De maniere concise, cet état suivant est noté
Q(s,a). En particulier, si a est la concaté-
nation a’ - a,11 d’une action jointe a’ des n
joueurs et d’une action a,y; de l'environne-
ment, alors Q(s,a’-a,+1) dénote 1’état suivant
obtenu a partir de s lorsque, simultanément,
les joueurs ont accompli a’ et I’environnement
a joué ap1.

La distribution de probabilités sur les tran-
sitions est capturée par le comportement sto-
chastique de I'environnement : elle est définie
par la distribution uniforme sur tous les coups
légaux que peut jouer n + 1 dans l'état cou-
rant. Notons que les états résultants ne sont
pas forcément équiprobables. 2

2. Par exemple, un dé « pipé » avec une probabi-
lité de 1/2 de tomber sur 6 peut étre modélisé par dix
actions légales de random, dont cing donnent le méme
effet (tomber sur un 6).
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Définition 1 La sémantique d’un jeu wvalide
GDL P a environnement indifférent peut étre
décrite par le jeu stochastique (N, S, A, P, R)
tel que :

— N ={i:PErole(i) et i # random} ;

— §=2%r;

— A; ={a:PU Sgrye = legal(i,a),s € S};

— P(s,a,s') = |{“n+1EL("Jlrle;zsfl)Cf(s,a»anJrl)}|

Cp(s) = c 52: P U Sirue E goal(i,c),
0 sinon.

Naturellement, I’état initial et les états ter-
minaux sont définis par :

So = {f eXr:G 'Z init(f)}
Ster = {8 € S : GU Strye = terminal}

2.3 Un exemple : le Jeu du Verger

Le jeu du Verger (Obstgarten) est un jeu de
société coopératif de 1 a 4 joueurs contre I’envi-
ronnement. Il se compose de 4 arbres contenant
chacun 10 fruits et d’un corbeau composé de 9
pieces. A chaque tour, chaque joueur lance un
dé composé de 6 faces :

— 4 faces correspondant chacune & un arbre :
le joueur doit alors retirer un fruit de cet
arbre;

— une face corbeau : le joueur doit retirer une
piece au corbeau;

— une face panier : le joueur doit retirer deux
fruits de son choix.

L’objectif est de retirer I'ensemble des fruits
de chaque arbre avant que le corbeau ne soit en-
tierement décomposé. Il est intéressant de no-
ter que la seule et unique décision du joueur
intervient lors du tirage du « panier ». La stra-
tégie optimale dans ce cas étant de toujours
prendre les fruits dans l’arbre le plus chargé
(ou les arbres les plus chargés). Des simula-
tions montrent que cette stratégie permet de
gagner dans environ 68,4% des cas, tandis que
la pire stratégie (toujours prendre dans l’arbre
le moins chargé) ne permet de gagner que dans
53,2% des cas.

Dans le but d’utiliser un exemple court, la
figure 1 présente un codage GDL du Verger avec
un seul joueur (bob), 2 arbres contenant 2 fruits
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et un corbeau de taille 1. Nous utiliserons pour
ce jeu un dé a quatre faces : r (prendre un fruit
dans l’arbre rouge), v (prendre un fruit dans
Parbre vert), p (laisser la main au joueur pour
qu’il choisisse deux fruits) et ¢ (retirer une piece
au corbeau).

% les rbles
role (bob)
role (random)

% opérations sur les entiers
succ (0, 0)
succ (0,1)
succ(1,2)

% couleurs des arbres
tree (r)
tree (v)

% initialisation de 1l’état du jeu
init (state(2,2,1))

init (control (random) )

legal (random, roll (D))

% définition des coups légaux du joueur
legal (bob, noop) < true(control (random))
legal (bob, choice (C1,C2)) < tree(Cl),
tree(C2), true(control (bob))

% évolution du jeu
next (control (bob)) < does (random, roll (p)),
true (control (random))
next (control (random)) < true(control (bob))
next (control (random)) < does (random,roll (R)),

true (control (random)), R # p

next (state(R,V,C)) < true(state(R1,V,C)),
succ (R,R1) ,does (random, roll (r))

next (state(R,V,C)) < true(state(R1,V1,C)),
succ(R,R1), succ(V,V1l), does (bob,choice(v,r))

% objectifs et récompenses
goal (bob, 100) < true(state(0,0,C))

% fin du jeu
terminal < true(state(R,V,0))
terminal < true(state(0,0,C))

FIGURE 1 — Programme GDL du Verger allégé

3 CSP Stochastiques

Le modele des CSP stochastiques que nous
présentons dans cette étude, étend le cadre ori-
ginal de Walsh [18] aux contraintes valuées.
De maniere formelle, un Stochastic Constraint
Satisfaction Problem (SCSP) est un 6-tuple
(X,Y,D,P,C,0) ou X représente un ensemble
de n variables, Y est un sous-ensemble de X
représentant les variables stochastiques, D re-
présente les domaines associés aux variables de
X, P est ’ensemble des distributions de proba-
bilités appliquées aux domaines des variables



stochastiques, C est ’ensemble des contraintes
et 0 représente une valeur de seuil dans R.

Un SCSP est donc composé de variables
de décisions et de variables stochastiques. Les
variables de décisions ont le méme sens que
celles définies dans le cadre des CSP classiques.
Pour chaque variable stochastique, on asso-
cie une distribution de probabilité aux valeurs
des domaines de ces variables. Pour une va-
riable x, on note D(z) le domaine associé a x,
et plus généralement, pour un sous-ensemble
Z = {z, - ,z} de variables dans X, on
note D(Z) lensemble des tuples de valeurs
D(z1) x -+ x D(z).

Chaque contrainte du SCSP est une paire
C = (sepo,valc), ou scpo est un sous-
ensemble de X, appelée portée de C, et valc
est une fonction qui associe & chaque tuple
T € D(scpe) une valeur (ou utilité) vale(T)
dans R U {—oco}. Une contrainte C est dure
si son ensemble d’arrivée est {—o0,0}. Dans
ce cas, C' peut étre représentée de maniere
habituelle par une relation, notée relc indi-
quant les tuples de valeurs autorisées (i.e. les
tuples T pour lesquels valc(T) # —o0). Dans
un SCSP les contraintes dures portent unique-
ment sur des variables de décision. Les autres
contraintes, dites souples, peuvent porter sur
des variables arbitraires.

Une interprétation I est un tuple dans D(X)
qui associe donc a chaque variable z € X une
valeur dans son domaine D(z). Si’on note Iz
la projection de I sur le sous-ensemble Z C X,
alors 'utilité d’une interprétation I est :

val(I) = Z vale (1sep,.)

ceC

Une politique 7 est représentée par un arbre
dont chaque nceud décrit une variable de 1'en-
semble X. Les nceuds représentant des va-
riables de décisions ne comportent qu'un seul
fils (correspondant & la valeur assignée & cette
variable) tandis que les nceuds représentant des
variables stochastiques possedent un fils pour
chaque valeur possible du domaine. Les arétes
sont étiquetées par la valeur assignée a la va-
riable correspondante. Les feuilles sont étique-
tées par l'utilité de l'assignation associée au
chemin depuis la feuille jusqu’a la racine. L’uti-
lité espérée d’une politique 7 se définie alors
comme la somme des utilités des feuilles pon-

dérées par leurs probabilités. Une solution du
SCSP est une politique 7 dont 1'utilité espérée
est supérieure ou égale au seuil 6.

Il est facile de voir que si une politique 7
contient au moins une branche dont I'assigna-
tion viole une contrainte dure, son utilité es-
pérée (—oo) ne peut pas satisfaire le SCSP.
Ainsi une politique 7 satisfait le probleme de
contraintes stochastiques si elle est « faisable »
(i.e. ne viole aucune contrainte dure) et son uti-
lité espérée dépasse le seuil 6.

Considérons par exemple le SCSP de la fi-
gure 2. Dans la politique 7 qui est illustrée, les
variables x et z sont décisionnelles (assignées &
la valeur 0). La variable y est stochastique, avec
trois valeurs (0, 1 et 2) équiprobables. Comme
7 satisfait systématiquement la contrainte dure
Ch, et satisfait la contrainte souple Cy avec
une utilité espérée de 2/3 > 1/2, cette politique
constitue donc une solution du SCSP.

X ={z,y,z} | D(z) = D(y) = D(2) ={0,1,2}
Y ={y} P0)=P(1)=P2)=1/3
C={Cp,Cs} | Cp:z=2

con={y o
0=1/2

FIGURE 2 — Un SCSP et une politique

4 De GDL a SCSP

Afin d’obtenir un modeéle SCSP & partir d’'un
programme GDL, il est nécessaire de fixer au
préalable un horizon de temps 7', dont les pas
t € {1,---,T} capturent les tours de jeu.
La traduction que nous proposons permet de
construire a partir d’'un programme GDL P et
d’un horizon T, les ensembles de variables X,
de domaines D et de contraintes C, ainsi que
les distributions de probabilité P du SCSP cor-
respondant. Cette traduction se décompose en
quatre étapes que nous allons examiner.

63



4.1 Elimination des fonctions

Les composants du SCSP associés a un pro-
gramme GDL P sont extraits a partir des
termes, atomes et regles de P. En particulier, les
domaines et contraintes font appel aux termes
instanciés dérivables de P. Méme si avec les
restrictions syntaxiques de GDL, il est possible
d’utiliser ’approche de la Section 2 pour dé-
river les termes instanciés de P apparaissant
comme fluents et actions, le cout de telles re-
quétes sur un programme logique stratifié est
généralement prohibitif [6].

Afin de circonvenir a ce probléeme, notre tra-
duction utilise une transformation de P en un
programme P’ sans fonction. En utilisant la mé-
thode de Lifschitz et Yang [10], cette transfor-
mation se déroule en deux phases : un aplatis-
sement (flattening) qui réduit les imbrications
de termes, suivi d’une élimination qui remplace
les fonctions par des prédicats.

L’aplatissement procede comme suit : pour
chaque symbole de fonction f apparaissant
dans P, on construit un programme équi-
valent Ps dit f-aplati dans lequel toute oc-
currence d’'un terme de la forme £(tq,--- ,ty)
est transformée par une égalité de la forme
f(ty, - ,tx) =2, ol Z est une variable
de renommage. Par exemple, si P contient
latome legal(random,roll(c)), alors dans
P: l'atome est transformé en la conjonction
legal(random,Z),roll(c) = Z. En appliquant
le f-aplatissement sur toutes les fonctions f de
P, le programme obtenu ne contient plus d’im-
brication. Notons que I’aplatissement est poly-
nomialement borné par le nombre de fonctions
et la profondeur des termes.

La phase d’élimination s’effectue de la ma-
niere suivante : chaque symbole de fonction
f d’arité k est associé a un symbole de rela-
tion F d’arité k + 1; toute égalité de la forme
f(ty, -+ ,tx) =2z est remplacée par l'atome
F(t1, - ,tx,2); enfin, la regle® :

(F'2)F(t1,- - ,tk, 2)

est ajoutée & P’ garantissant ainsi I’équivalence
des modeles stables entre P et P’.

3. En programmation logique 3! signifie ”il existe un
et un seul”.
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4.2 Extraction des variables

L’ensemble X des variables du SCSP est
obtenu de la maniere suivante. On associe a
t € {1,---,T}, les variables role;, control,
et terminal;. Intuitivement, role; indique le
joueur représenté au tour t, control; indique
quel joueur a la main au tour ¢, et terminal
indique si au temps t le jeu est terminé.

Pour chaque instance i de role(J) et
chaque t € {1,--- ;T — 1} est engendrée une
variable a;; indiquant 'action du joueur i au
tour t. De méme, une variable Grondom,: €st
construite pour ’action de I'environnement.

Les variables SCSP associées aux fluents sont
extraites a partir des prédicats décrivant les
fluents du programme P’. Spécifiquement, si
F(Xy, - ,Xg, Z) est un atome d’arité k + 1, tel
que la variable de renommage apparait dans un
des prédicats init, true et next, alors F est
un fluent et la variable f; est ajoutée a X.

Enfin, comme un programme GDL peut in-
clure des symboles de relation dits « sta-
tiques », qui ne varient pas d’état en état, mais
sont utilisés pour établir des relations entre
fluents (e.g. succ (I, J)). Pour chaque sym-
bole de relation statique et instant, une va-
riable SCSP est construite. Cependant, comme
ces variables sont universelles sur toutes les
contraintes ou elles apparaissent, on pourra
alors dans une phase de prétraitement les re-
tirer de la portée des contraintes.

4.3 Extraction des domaines

Concernant les variables associées au dérou-
lement du jeu, terminal; est booléenne, et le do-
maine de role; et control; est I’ensemble consti-
tué par les N joueurs (extraits préalablement)
et Penvironnement (random).

Le domaine de chaque variable fluent f est
donné par l’ensemble des combinaisons des
constantes cy,- - ,cx qui peuvent étre instan-
ciées des atomes A de la forme F(tq,- - , tg,2).
Ces domaines sont extraits par filtrage sur le
réseau suivant. Pour chaque fluent F d’arité
k+1 nous construisons les variables f{,---, f¢
et f{,---, fi. Les domaines de f{,---, ff sont
initialement formés par tous les symboles de
constantes du programme P et le domaine de
chaque f{ est formé par I'ensemble des sym-
boles de constantes apparaissant en position



GDL Variable SCSP | Domaine SCSP

role (J) rolet {random, bob, undefined}

legal (bob, A) Ahob, ¢ {{choice} x {r,v} x {r,v}} U {noop, undefined}}
legal (random, A) Grandom,t {{roll} x {c,p,r,v}}

next (state(...)) statey {(3,3,2),...,(0,0,0)} U {undefined}

next (control(...)) controly {bob, random, undefined}

succ(...) succy {(0,0),(0,1),(1,2),(2,3),undefined}

tree(...) treey {r,v,undefined}

terminal(...) terminaly {true, false}

TABLE 2 — Variables et domaines

dans les atomes préfixés par F de P. Une aréte
(f?, ff) est construite pour chaque index i, et
une aréte (ff,g;) est construite des lors que,
dans une regle de P, le méme symbole de va-
riable apparait en position ¢ dans un atome
préfixé par F et en position j par un atome
préfixé par G. Par arc-consistance, on élimine
dans chaque variable f; les constantes ne pos-
sédant pas de support. Ainsi, les valeurs de f}
sont données par 'union des valeurs de f{ et
celles des variables voisines g; possédant un
support. Enfin, pour chaque instant ¢, le do-
maine de la variable fluent f; est donné par
D(f) = D(f{) x --- x D(f}).

L’extraction des domaines des variables d’ac-
tion s’effectue de maniere analogue, en iden-
tifiant au préalable, a partir de la relation
legal(j,A), les atomes A qui participent a
la construction du domaine de a; ;.

Un point technique : on rajoute la valeur
undefined a chaque domaine des variables de
décisions car si terminal, prend la valeur true,
toutes ces variables différentes de terminal &
un instant supérieur a t sont instanciées a
undefined.

La table 2 illustre 'extraction des variables
et des domaines obtenues sur le jeu du Verger
présenté dans la section 2.3.

4.4 Extraction des contraintes

Pour chaque regle R du programme GDL P
et chaque instant ¢, on associe une contrainte
CRr,t. Les regles de rééeritures de la table 3 spé-
cifient la portée des contraintes.

Dans le SCSP, toutes les contraintes sont
dures, exceptée la contrainte de score. Ainsi,
pour chaque regle R du programme P, la sé-
mantique de Cpr; est une « relation » sur
le domaine de sa portée. Cette relation est
construite comme suit. Apreés élimination de

au temps t associés au jeu du Verger

Atome GDL Portée de la contrainte

init (£(...)) {fo} € scpe,

true(f(...)) {ft} € sepe,

does (j,a(...)) {ajt} € scpe,

next (£(...)) {fi+1} € scpe,

legal (j,a(...)) {ajt} € scpe,

goal (j,N) {roles} € scpscore;

terminal {terminal;} € scPierminal
TABLE 3 — regles de réécritures de la portée des
contraintes

fonctions, nous savons que tous les termes de R
dans P ont été transformés en prédicats dans la
régle correspondante R’ de P’. Supposons que
cette régle résultante R’ soit de la forme :

A17"‘7Ak<;B17"‘7Bk’

Notons qu’apreés élimination des fonctions,
l'antécédent peut contenir plusieurs atomes.
Comme R’ exprime en général une implication,
la relation de Cr; doit capturer cette implica-
tion. Dans ce but, soit A (resp. B) I’ensemble
{A17 e ,Ak} (resp. {B17 ce 7Bk/}). Soit U(Al)
I’ensemble des combinaisons de constantes qui
sont instances de A;, et U(A) (resp. U(B)) la
jointure de ces combinaisons sur A (resp. B).
D’autre part, soient C(B) (resp. C(AB)) len-
semble des combinaisons de constantes qui sont
instances de la conjonction sur B (resp. A UB).
L’ensemble des combinaisons de constantes qui
sont instances de R’ est donc :

C(AB) U (U(A) » (U(B) \ C(B)))

Cet ensemble d’instances peut étre obtenu par
application de requétes conjonctives. La projec-
tion de cet ensemble sur scpe,  donne relcy, , .

Notons que par la regle d’information com-
plete (vi), les contraintes associées & init n’au-
torisent qu’une seule valeur par variable de
fluent fy. La contrainte souple score; associe
a chaque joueur j la valeur N donnée dans
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goal (j,N) sile corps de la regle associée a
cet atome est vrai, et la valeur 0 sinon.

Pour terminer, la composante P du SCSP est
formée en associant une distribution de proba-
bilité uniforme sur le domaine de random; a
chaque instant ¢.

4.5 Equivalence des modeles

Dans le modele SCSP obtenu, notons Xy g
I’ensemble des variables de fluent apparaissant
dans DPétat initial, et Xy, (resp. Xq.) len-
semble des variables de fluent (resp. d’action)
au temps t. Par construction,

e ()

La réécriture obtenue détermine un graphe
orienté sans circuit (DAG) étiqueté Gscsp,r
dont ’ensemble des sommets S et des arcs A
est le plus petit ensemble construit de la ma-
niere suivante :

— Tunique tuple so € D(Xy,0) qui est autorisé
par le SCSP est un sommet de S';

— si sy € D(Xyft) est un sommet de S et
siy1 € D(Xg141) tel que la concaténation
St - S¢4+1 est un tuple autorisé par le SCSP,
alors s;41 est un sommet de S et (S¢, Sey1)
est un arc de A.

Chaque arc (8¢, St11) est étiqueté par la pro-
babilité % ou d est la taille de D(arandom,t) €t
k est le nombre de tuples (s¢, a, sy41) autorisés
pour lesquels a € D(@random,t)- Enfin, chaque
sommet s; est étiqueté par une table associant
a chaque joueur ¢ dans le domaine de role; son
utilité donnée par scorey(1).

De maniere analogue, nous associons a un
programme GDL, noté P, le DAG suivant :
chaque état s du jeu de Markov de P est ré-
écrit en éliminant les symboles de fonctions (cf
Section 4.1) et en ne conservant que la com-
binaison de constantes du prédicat ; ’ensemble
des sommets est 'ensemble S des états (trans-
formés) du jeu de Markov de P’ atteignables
depuis I’état initial par un chemin de longueur
au plus 7 — 1.4 1l existe un arc (sy, s; + 1) entre
deux sommets ssi il existe un vecteur d’actions

4. La longueur du chemin est donnée par le nombre
de ses arcs.
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légales a pour s, tel que spp1 = Q(st, a).
Chaque arc (s, st + 1) est étiqueté par la pro-
portion d’actions a de random pour lesquelles
st+1 = Q(st, a-a). Enfin, chaque sommet s; est
étiqueté par son vecteur de récompenses R(s;).

Proposition 1 Pour tout horizon T, si SCSP
est la traduction du programme GDL P alors les
graphes Gscsp 7 et Gp.r sont identiques.

Preuve (schéma général). De part la regle de
réécriture associée & init, le sommet sy de
Gscse, 7 appartient aussi a Gp 1. Par hypothese
d’induction, supposons que s; appartienne a
la fois & G'scse,7 €t Gp,r. Considérons un état
Si4+1 € D(Xf141) tel que s; - s¢41 est un tuple
autorisé par le SCSP. Alors il existe un tuple
a € D(X, ;) tel que s; - as;41 est autorisé par
le SCSP, ce qui implique que a est un vecteur
d’actions légales, et donc s;y1 appartient a la
fois & Gscse,r €t Gpr. De la méme maniere,
Parc (sy, s;4+1) appartient aux deux graphes.
Comme 'environnement est indifférent et que
son domaine d’actions est le méme pour P et
SCSP, les étiquettes sur les arcs sont iden-
tiques. Enfin, par la réécriture de goal (j, N)
en scoreq, les étiquettes sur les sommets sont
identiques.

5 Résolution et expérimentations
préliminaires

Pour simplifier la résolution du réseau de
contraintes stochastiques obtenu, nous utili-
sons des techniques de prétraitement.

La premiere technique utilisée est la fusion
des contraintes de méme portée. Ainsi, deux
contraintes ¢; et ¢; (de relation rel., et rel,;)
tel que scp., = scp.; deviennent une unique
contrainte ¢y de relation rel,, = rel., Urel,;.

La seconde technique utilisée est la suppres-
sion de toutes les contraintes unaires (d’arité
1). Le domaine des variables présentes dans ces
contraintes est restreint aux valeurs satisfaisant
les tuples de la relation associée.

Une derniére technique consiste en la dé-
tection des variables universelles dans chaque
contrainte. Quelque soit la valeur prise par ces
variables, la contrainte est toujours satisfaite.
Ces variables sont alors supprimées de la por-
tée des contraintes. Une variable x est univer-
selle dans une contrainte c¢; si le nombre de



tuples de rel., est égal au produit de la taille
du domaine de x avec le nombre de tuples de
la relation associée a la contrainte c; telle que

sepe, \ {} = scpe,.

Algorithme 1 : search

Données : seuil 0, politique m, entier
Résultat : politique 7, satisfaction 6
sii > |X]| alors

| retourner (7,1)

N o=

3 0+0
4 pour chaque v € D(z;) faire
5 si isConsistent(z;, v, C) alors
6 si z; € S alors
7 p  prob(z;,v)
8 (7,0¢) search(eh*g,ﬂ,i+ 1)
9 0« 0+px*6;
10 si 6 > 0, alors
11 | retourner (,0)
12 sinon
13 7+ sol U {(zj,v)}
14 (m,0¢) < search(0p,m,i+ 1)
15 0 < max(0,6t)
16 si 0 > 0, alors
17 | retourner (r,6)
18 sinon
" L mem\ {0}

20 retourner (7,0)

Le solveur SCSP utilisé pour résoudre le ré-
seau de contraintes stochastiques obtenu utilise
une méthode de recherche arborescente avec
retour arriere sur l’ensemble des valeurs du
domaine de chaque variable. L’algorithme 1
illustre cette résolution. La méthode est appe-
lée avec le seuil souhaité, une politique 7 initia-
lement vide et I'indice de la premiere variable a
assigner (initialement d’indice 0). Elle retourne
une politique 7 qui satisfait les contraintes
dures et tel que la probabilité de satisfaire les
autres contraintes est supérieure ou égale au
seuil 0. Notons que si le SCSP est insatis-
fiable, la politique retournée est vide. La fonc-
tion isConsistent(z,v,C) retourne vrai si la
valeur v pour la variable z satisfait ’ensemble
des contraintes C. De méme, la probabilité
d’obtenir la valeur v pour la variable stochas-
tique x est donnée par la fonction prob(z,v).

Le tableau 4 indique les résultats obtenus sur
le jeu du Verger allégé (deux fruits par arbre et
un corbeau de taille 1) avec différents horizons
et un seuil de 50%. Ces expérimentations ont
été réalisées sur un bi-processeurs quad-core In-

tel XEON X5550 - 2,66 GHz - 8 Mo cache.

Horizon Temps #m
1 29 ms 0
2 28 s 0
3 4 min 53 s 0
4 37 min 6
5 4 h 54 min 12

TABLE 4 — Politiques gagnantes du Verger 2 2 1 avec
0 > 50%

Les valeurs des variables apop,: et stateg; a
chaque temps dans les politiques satisfaisant le
réseau de contraintes obtenu pour le jeu du Ver-
ger d’horizon 4 avec un seuil de 50% sont réper-
toriées dans le tableau 5. Les valeurs de stateg ¢
sont des triplets représentants le nombre de
fruits dans les arbres r et v et la taille du cor-
beau c. Les valeurs de la variable apop,; corres-
pondent & laction « ne rien faire » (noop) et
aux quatre actions de choix de fruits : (r,v),
(v,r), (r,r), (v,v). Le joueur random lance le
dé avec une probabilité équiprobable. On peut
noter que les stratégies gagnantes sont celles
faisant intervenir cette derniere action. C’est
pourquoi, il est intéressant de noter qu’'a t = 1
la quantité de fruits dans chaque arbre n’a pas
été modifiée. Les stratégies optimales présen-
tées dans le tableau & t = 1, nous indique que
la stratégie optimale est de sélectionner un fruit
dans chaque arbre. Les quatre premieres solu-
tions représentent le cas ou le joueur random
tire deux fois de suite le panier. Les solutions 5
et 6, le cas ou le joueur a le choix au temps 1
puis le joueur random tire un fruit dans ’arbre
v puis dans I'arbre r (solution 5) ou l'inverse
(solution 6). Notons que le nombre de solutions
est conditionné par la valeur de seuil. Avec un
seuil de 50%, les solutions retournées corres-
pondent a la stratégie optimale attendue dans
le jeu du Verger.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé de mo-
déliser sous la forme de réseaux de contraintes
stochastiques des jeux GDL a information in-
certaine et compléte ou un joueur représen-
tant l’environnement joue indifféremment des
actions des autres joueurs. La traduction de ce
fragment de GDL utilise une sémantique basée
sur un jeu de Markov. Nous avons montré que
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Variable t=1 t=2 t=3 t=4
stateo ¢ 221 111 111 001
Abob.t choice v r noop choice v r undefined
stateg,¢ 221 111 111 001
Apob,t choice r v noop choice v r undefined
stateg ¢ 221 111 111 001
Abob.t choice v r noop choice r v undefined
stateg, ¢ 221 111 111 001
Apob.t choice r v noop choice r v undefined
stateg ¢ 221 111 101 001
Abob.t choice v r noop noop undefined
stateg ¢ 221 111 011 001
Apob. ¢ choice v r noop noop undefined

TABLE 5 — Politiques gagnantes du Verger d’horizon 4
(o1 & état initial stateg,0 = (2 2 1) et apop,0 = NOOP)

notre réécriture est correcte par I’équivalence
des modeles a chaque horizon. Nos premieres
expérimentations sur le jeu du Verger a 'aide
d’un solveur SCSP générique sont concluantes
et permettent de mettre en avant la stratégie
optimale pour un horizon donné.

A court terme, nous souhaitons étendre notre
modele & un environnement dont les actions
du joueur random peuvent dépendre de 1'état
courant. De méme, des méthodes de filtrages
adaptées au SCSP peuvent étre utilisées afin
d’accélérer la recherche de modeles. Plus géné-
ralement, ce travail offre de nombreuses pers-
pectives dont notamment I’apprentissage auto-
matique de stratégies optimales.
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Résumé

Le raisonnement énergétique (ER) pour la
contrainte Cumulative permet un filtrage des domaines
supérieur a la plupart des algorithmes de I'état de I'art.
Hélas, il est généralement trop colteux pour étre uti-
lisé en pratique. Une des raisons de ce co(t important
est que trop d’intervalles de temps sont considérés.
Dans la littérature, des approches heuristiques ont été
développées dans le but de réduire le nombre d’inter-
valles a considérer, entrainant une perte de filtrage.
Dans cet article, nous démontrons qu'il est possible de
réduire le nombre d’intervalles d’intérét jusqu’a un fac-
teur sept pour la condition d’échec et le propagateur,
sans diminuer la puissance de filtrage. En outre, nous
montrons que, pour certaines classes de problémes,
associer ER a un algorithme de Time-Table constitue
le meilleur compromis opérationnel.

1 Introduction

Les problemes d’ordonnancement Cumulatifs (CuSP)
sont présents dans de nombreux contextes industriels. Ils
ont été tres largement été étudiés en Programmation Par
Contraintes (PPC). Le probleme CuSP est défini par un en-
semble d’activités 4 et une ressource de capacité C'. C’est
un probleme NP-difficile. Chaque activité a € A est dé-
finie par quatre variables : sa date de début de consom-
mation s,, sa durée p,, sa date de fin e, et sa consom-
mation en ressource h,. Nous utiliserons la notation a =
{54, Pas€as ha}- Usuellement, les variables de durée et de
consommation sont fixées. Une solution du CuSP est un or-
donnancement de I’ensemble des taches vérifiant :

Va€A:Sq+ps=¢€s A VieN: Y h,<C
ac A

i€lsaseal
En PPC ce probléme est généralement modélisé par la
contrainte Cumulative [1].
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Le raisonnement énergétique de Baptiste et al. (ER) est
un des algorithmes de filtrage les plus puissants pour la
contrainte Cumulative [2]. Cet algorithme utilise une ca-
ractérisation des intervalles dit d’intérét, c’est-a-dire des
intervalles suffisants pour vérifier que toutes les regles de
filtrage sont satisfaites. Malheureusement, ER est souvent
trop cofiteux pour étre utilisé en pratique. Tout d’abord, sa
complexité en temps est O(n?). De plus, la constante ca-
chée dans cette complexité en temps est élevée. En effet, de
nombreux intervalles sont caractérisés comme étant d’inté-
rét alors que la plupart d’entre eux pourraient étre ignorés.
Dans la littérature, seules des approches heuristiques ont
été proposées pour réduire ce nombre d’intervalles [3].

Cet article propose une caractérisation précise des inter-
valles d’intérét pour la condition d’échec, que nous appe-
lons checker énergétique, ainsi que pour le propagateur.
Nous démontrons qu’il est possible de réduire ce nombre
d’intervalles par un facteur sept pour le checker et pour
le propagateur, sans perte de déduction. Nos expériences
montrent une réduction non négligeable du temps d’exé-
cution par rapport a I’existant. L’association d’un checker
énergique et d’un algorithme de filtrage Time-Table (basé
sur la base du profil cumulatif des parties obligatoires [7])
donne des résultats prometteurs. En outre, notre approche
permet de répondre par I’affirmative a une question théo-
rique ouverte [2] concernant les algorithmes de filtrage ef-
fectuant un raisonnement énergétique : les intervalles d’in-
térét pour le checker énergétique sont suffisants pour réali-
ser un filtrage énergétique complet.

2 Etat de I'art

Pour une variable x, z représente la valeur minimum
dans son domaine, et T la valeur maximale. Le raisonne-
ment énergétique consiste a comparer 1’énergie disponible



dans un intervalle (la durée de I'intervalle x la capacité
C du probleme) avec la quantité de ressource nécessaire-
ment consommée par les activités qui coupent cet inter-
valle. Pour une activité a, la longueur minimale occupée
dans un intervalle [t1, ¢2] est notée M I(a,t1,t2) :

MI(a,ty,ts) =max (O,min (pa,tg—t17ei—t1,t2—§)).

Proposition 1 (Checker énergétique [4]) Si la condition

th,tz S NQ,tl < tg

Cx(ta—t1) > Y hax MI(a,ty,ts) 1)
acA

n’est pas respectée, alors la contrainte Cumulative n’ad-
met pas de solution.

La question est alors de trouver le plus petit ensemble
d’intervalles [t1,t2], to > t1 devant étre vérifiés pour dé-
tecter I’infaisabilité. A partir de cette condition une régle
d’ajustement des bornes des domaines peut étre définie :
pour une activité a la borne s, peut étre mise a jour si I’ac-
tivité I’ordonnancement de a a s, entraine nécessairement
une surcharge (et de méme concernant 5,). L’étude du pro-
pagateur sera effectuée dans la section 4.

Caractérisation de Baptiste et al. Pour s’assurer
que la condition (1) est respectée, Baptiste et al. [2] ont
montré qu’il est suffisant de vérifier les intervalles de la
forme suivante :

- [tl,tz],tl €01 <ty €09

— [tl,tz],tl €01 <ty € O(tl)

- [t17t2]7t2 €0y >t € O(tz)
avec O = {s4,Va € A} U{5,,Va € A} U{eq,Va € A},
Oy = {eq,Va € A} U {5;,Va € A} U {e,,Va € A},
O(t) = {sq + €, —t,Va € A}. Notons Op I’ensemble de
ces intervalles.

Cette caractérisation permet de réduire le nombre d’in-
tervalles d’intérét & 9+3+3 =15 pour chaque paire d’acti-
vité. Baptiste et al. ont démontré ([2], proposition 19) que
cette caractérisation est suffisante pour détecter une sur-
charge en analysant la fonction représentant 1’évolution de
I’énergie disponible : Slack(A, t1,t2) = C X (ta—1t1) —
ZaGA ha X Af[(a,thtg).

Sachant que MI(a,t1,ts) peut étre calculé en temps
constant et compte tenu des définitions de Oy, O et O(t),
nous obtenons un checker naif en O(nS), en calculant
M1I(a,ty,t2) pour tout t1, ta et a. Cependant, la fonc-
tion de Slack est linéaire et continue par morceaux. Un
extremum local ne peut étre trouvé que dans les points
critiques de la fonction Slack(A,t1,t3). Ces points cri-
tiques ne peuvent exister que pour des valeurs de ¢; et iy
correspondant aux intervalles caractérisés. Ces propriétés
conduisent & un checker en O(n?) [2]. Deux questions sub-
sistent, présentées comme ouvertes dans [2].

1. L’ensemble d’intervalles d’intérét a été démontré
comme étant suffisant, mais est il minimal en taille ?

2. Cet ensemble reste t-il suffisant pour appliquer un fil-
trage aux bornes ?

Caractérisation de Schwindt. Schwindt a proposé une
caractérisation plus fine se basant sur une étude plus pré-
cise des extrémums de la fonction f; (t1,t2) —
Slack(A,t1,ta) (théorémes 3.7 et 3.8 dans [8], écrite en
allemand). Cette fonction a deux variables est localement
minimale seulement si sa dérivée a gauche est plus petite
que sa dérivée a droite, a la fois pour ¢; et pour ¢. Comme
Slack(A,t1,ts) est une somme d’intersections minimales,
il doit exister une activité 7 (resp. j) telle que son in-
tersection minimale a une dérivée a gauche plus grande
que sa dérivée a droite sur ¢; (resp. t2). Ces observations
conduisent au théoreme 1.

Théoreme 1 La fonction Slack(A,t1,ts) est localement
minimum seulement si il existe deux activités i, j telles que
les deux propositions suivantes sont satisfaites.

aij\l](i,tl,tg) 6+N11(i7t17t2)
>
oty oty
3_MI(j,t1,t2) 8+MI(j,t17t2)
Oto Oto

Les valeurs de ¢; pour lesquelles la condition (2) est res-
pectée sont appelées dates d’intérét pour le début d’inter-
valle. De méme, les valeurs de ¢o pour lesquelles la condi-
tion (3) est respectée sont appelées dates d’intérét pour la
fin d’intervalle. Leur conjonction donne alors les condi-
tions nécessaires pour qu’un intervalle [t1, o[ puisse étre
considéré comme d’intérét pour le checker énergétique.

Schiwndt en a proposé une caractérisation en analysant
les variations de la fonction d’intersection minimale, don-
nant 8 intervalles possibles, tous inclus dans la caractéri-
sation de Baptiste et al. Cette caractérisation répond a la
premiere question laissé ouverte : Le nombre d’intervalles
dans la caractérisation de Baptiste et al. peut étre réduit.

Nous proposons dans la section suivante une nouvelle
analyse de la fonction d’intersection minimale, menant a
une caractérisation plus précise des intervalles d’intérét.

(@)

3

3 Caractérisation pour le checker

Dans cette section nous allons étudier I’inégalité (3) pour
déterminer sous quelles conditions une date de fin peut étre
considérée comme étant d’intérét. Le probleme cumulatif
étant symétrique, nous en déduirons de (2) les conditions
pour I’intérét d’une date de début.

Nous souhaitons caractériser, pour une date de début ¢;
et une activité a les points d’intérét issus de la fonction
fa 1 ta — MI(a,t1,t2) : Les valeurs de to pour lesquelles
la dérivée a gauche est plus grande que la dérivée a droite.
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Propriété 1 Pour une date de début d’intervalle t, et une
activité a, la fonction fa : to — M1 (a,t1,t2) a au plus 1
point d’intérét et ce point appartient a Oy U O(t1).

Preuve Nous démontrons la propriété 1 par une étude de
cas : nous démontrons que pour les 4 positions de ¢; par
rapport a a il existe au plus un point d’intérét. Pour cela
nous prouvons que la fonction fy est linéaire et conti-
nue par morceaux, composée d’au plus 3 morceaux. Les
deux points critiques correspondent au début et a la fin
de consommation. Nous démontrons ensuite que la fin de
consommation est 1’'unique point avec une dérivée plus
grande a gauche qu’a droite. Nous prenons un exemple
graphique avec une méme activité pour les quatre cas :
a={s,€(2,4], pa=4, €. €[6,8], ha}.

1. tlgsi:

4
t=1 !

Temps
0123456738910

Nous rappelons la définition de MI(a,t1,t3) =
max (07min (pa, to—t1, ea—1t1, tz—g)). Ce qui
nous amene a étudier trois cas :

(a) sity <35, alors MI(a,ty,tz) =0.

(b) sis, <ty <e,alors MI(a,ty,t2) =t — 3Sg.

(c) sieg < tgalors MI(a,t1,t2) = pa.
pa—(€a—ta) est égale a 0 lorsque to = S, et p, lorsque
ty = €,. Donc lorsque ¢; < s, la fonction de consom-

mation est continue et linaire par morceaux, composée
de trois morceaux, avec un unique point d’intérét : e,.

2. t1267a:

t1=7
0
— DU Temps
0123456728910

Dans ce cas M I(a, t1,t2) = 0 pour tout intervalle. La
fonction est trivialement continue et linéaire par partie
sans point d’intérét.

3. t1>siett1<eiett1<$:

3
t1=3 }
1%7

M
0123456728910

Temps
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soit A = t; — s,. Etudions trois cas pour les valeurs
de ts :

(a) sity <355 alors MI(a,t1,tz) =0.

(b) sisy < to < € — A alors MI(a,ty,ta) =
tog — Sq.

(c) sity > e, — Aalors MI(a,ty,ta) = ps — A.

Dans chacun des trois cas, la fonction est linéaire.
Puisque t5 — 5, est égale a 0 lorsque t2 = 5, et que
to = 8, et p, — A lorsque to = €, — A, la fonction de
consommation est continue et linéaire par morceaux,
composée de 3 morceaux, avec un unique point d’in-
térét : s, +e, — t1.

4, t1>slett1<eiett12§:

ti=4.5 -~
0 :1.5

Temps
0123456738910

Nous avons ici deux cas distincts :
(a) si t2 < eithen Mf(a,tl,tz) = t2 — tl
(b) si MI(a,ty,ta) =ps — A

Sachant que ty — t; = p, — A lorsque t2 = ¢4, la
fonction de consommation est continue et linaire par
morceaux, composée de deux parties, avec un unique
point d’intérét : e,.
Nous avons montré que quelque soit la date de début d’in-
tervalle ¢; et quelque soit I’activité a, la fonction f5 : to —
MI(a,ty,t2) est continue et linéaire par morceaux, avec
au plus un point d’intérét. Selon les cas les différents points
d’intérét sont : eq, 54 + €4 — t1 €t €, appartenant tous les
trois 2 O U O(ty). Ce qui démontre la propriété. O

Nous avons caractérisé, pour une activité a, les valeurs
possibles de fin d’intervalle pour lesquelles la condition (3)
est vérifiée (Table 1). Par symétrie, nous pouvons déduire
les valeurs de début d’intervalle pour lesquelles la condi-
tion (2) est vérifiée (Table 2).

conditions to

t1<s; e; cas 1
t1>s; Ati1<e; AN t1<8; | site;—t; | cas3
t1>s8 Nt1<e; N11235; | e cas 4

TABLE 1 — Conditions d’intérét de fin d’intervalle.

Le cas 3 et son symétrique, bien que satisfaisant les
conditions nécessaires individuellement, ne peuvent ame-
ner ensemble a un intervalle d’intérét. En effet, locale-
ment, la fonction 6 — MI(i,t; + 0,2 — ) est égale a



conditions intervalle

Siss; N € =e [si, &1 A

si>8; A si<e; N s;<3F; A s;+€—8;>€ [si, s;+€—si] | B

5i>8; A si<ej A 525 A e;>e (56, €] C

5<s; ANg<e N E>5 AE<e; 57, ¢5) D

5>s; AF<e; ANF<F AF<site—5<e A sj+e—5<¢ 57, sj+e;—%5i] | E

5>s; AF<e; NF>F A e;j<e A e;j>F A ej<e; (5, €] F

g <e Ne>5 ANe>e A si+eg—e <5 [si+ei—¢j, €] | G

€j<€ N €>5 Nej>e NSi<si+e—e;j<e; N s;<site—e; [si+ei—ej, ¢5] | H

TABLE 3 — Intervalles d’intérét pour une paire d’activités (z,7)

conditions 131 ments, triés par ordre de date croissante, appartiennent
to>€; Si Sym. 1 d’apres la caractérisation précédente a quatre ensembles :
to<€ N l2>5; A la>e; | si+€—t1 | Sym.3 - Sy = (54,0a),Vac A;
la<e; N ta>5; N ta<e | 5 Sym. 4 - Em = (eq,a),Yac A;

TABLE 2 — Conditions d’intérét de début d’intervalle.

MI(i,ty,t2) + 6. Nous ne sommes donc pas en présence
d’un extremum pour I’intersection minimale. L’intervalle
n’est donc pas d’intérét pour trouver un minimum de la
fonction de Slack.

Nous pouvons donc déduire 8 cas (de A a H) de la
conjonction des conditions pour ¢; et 2. La Table 3 résume
les intervalles d’intérét pour toute paire d’activités (4, 7).

Notre caractérisation est plus précise que celle proposée
par Schwindt : par exemple le cas B dans la Table 3 est plus
précis que le cas équivalent iii dans la table 3.5 page 84
de [8]. Notons que pour tout couple d’activités seulement
deux des cas sont possibles, les conditions étant mutuelle-
ment incompatibles. Nous avons donc réduit la caractérisa-
tion de 15 a 2 intervalles d’intérét par couple d’activités.

De plus, nous pouvons remarquer que tout intervalle
d’intérét commence seulement aux dates de début au plus
tot et au plus tard s4, 54, ou alors finit a des valeurs de
fins (plus tard ou plus tot). Cette remarque amene a un al-
légement de I’algorithme en O(n?) pour le checker pro-
posé par Baptiste et al. [2], en réduisant I’ensemble des
dates de début d’intervalle O; a un nouvel ensemble :

Ogs = {sq, Ya € A}U{5;,Va € A}.

3.1 Nouvel algorithme pour le checker

Dans cette section nous décrivons un nouvel algorithme
pour le checker énergétique, basé sur les principes de celui
de Baptiste et al. [2], en limitant les dates de début d’inter-
valle a I’ensemble Og tel que défini dans la section précé-
dente (Og = {84, Va € A}U{s,,Va € A}).

En triant les intervalles par date de fin croissante on peut
calculer le changement de consommation entre deux inter-
valles, incrémentalement. Chaque début et fin de consom-
mation sont représentés par un événement. Ces événe-

- &y = (a, a),VaEA;

- L = (sq+€ —t1,a),VacA.
Nous avons vu dans la section précédente que le début
de consommation d’énergie d’une activité (SoC,) est soit
au début de I’intervalle si le début d’intervalle intersecte
la partie obligatoire de I’activité (cas 4), soit en 5, (cas
1&3). De plus, la fin de consommation d’énergie (EoC,,)
est soit €, si t; < 84 (cas 1), soit e, si t; intersecte la
partie obligatoire (cas 4), ou bien sinon s, + €, — t1 si
t1>5, et t1 <eq et t] <354 (cas 3).

1 foreach t; € Og do

2 pente =C — 3 - MI(a,ty,t; +1);

3 charge = 0; 199 = t;

4 L ={{t —t1,a)| (t',a) € L};

5 foreach event(te, a) > t1 in Sy, Em, Ep, L' do
6 charge += pente x (ta — t3'4) ;

7 if charge < 0 then Fail;

8 if event est un SoC,, then

9

‘ pente —= hyg;
10 else if event est un EoC,, then
11 ‘ pente += hg;
12 end
13 9l = to;
14 end
15 end

Algorithm 1: FRC, un nouveau checker énergétique.

4 Caractérisation pour le propagateur

4.1 Suffisance des intervalles d’intérét

Le raisonnement énergétique permet de filtrer les bornes
des variables. SiI’ordonnancement d’une activité a son pla-
cement au plus tot (placement le plus a gauche possible)
induit une surcharge alors ce placement n’est pas valide et

72



la valeur s, peut étre filtrée. La consommation par déca-
lage gauche de I’activité a qui coupe I'intervalle [t1, ta] est
définie par :

LS(a,t1,t2) = max(0, min(eq, t2) — max(saq, 1))

N

Réciproquement la consommation par décalage a droite
est:

RS(a,t1,t2) = max(0, min(eg, t2) — max (54, t1))

Par souci de lisibilité notons Dispo(a, t1,t2) I’énergie dis-
ponible pour une activité a dans I'intervalle [t1, to] :

Dispo(a,ti,ta) = Slack(A\a,t1,1t2)
La régle de filtrage définie par Baptiste et al. s’écrit alors :

Proposition 2 Pour une activité a si il existe un intervalle
[t1, ta] tel que :

Dispo(a,ti,ta) > hexLS(a,tq,ts) 4

n’est pas vérifiée alors le placement a gauche de I’activité
a n’est pas valide ; et I’activité ne peut commencer avant :

o — hi x Dispo(a,ty,t2) Q)

a

Cette regle vérifie si I’activité a placée a son placement au
plus tdt créée une surcharge. Si c’est le cas alors un filtrage
de s, peut étre effectué en calculant la quantité d’énergie
disponible dans I’intervalle pour 1’activité a et en fixant sa
date de début au plus tot a ce moment la. Une regle symé-
trique utilisant le placement a droite RS(a,t1,t2) permet
de calculer une date apres laquelle 1’activité ne peut finir et
d’effectuer un filtrage sur e,.

Proposition 3 Pour une activité a si il existe un intervalle
[t1, ta] tel que :

Dispo(a,ti,ta) > hexRS(a,t1,t2) 6)

n’est pas vérifiée alors, le placement a droite de ’activité
a n’est pas valide ; et I’activité ne peut finir apres :

1
bt o x Dispo(a,t1,t2) @)
1

a

Les regles de filtrage (4) et (6) s’appliquent a tout inter-
valle [t1,t2[. Il convient alors de trouver le plus petit en-
semble d’intervalles devant étre vérifiés pour détecter si un
filtrage peut étre effectué. Baptiste et al. proposent d’uti-
liser la caractérisation du checker pour le propagateur. Ils
laissent malgré tout ouverte la question de complétude de
cette caractérisation. Nous allons démontrer cette complé-
tude puis nous en affinerons la caractérisation.

Théoréme 2  V[t1,t2[, (4) et (6) sont vérifiés.
<~

Vit1,ta,t1 € O1,t2 € O,
Viti,ta[,t1 € O1,t2 € O(t1),
V[t1,t2[,t2 € Og,t1 € O(t2),

(4) et (6) sont vérifiés.
(4) et (6) sont vérifiés.
(4) et (6) sont vérifiés.
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Pour démontrer ce théoréme commencons par démontrer
I’équivalence pour la condition (4). De maniére analogue a
la démonstration précédente étudions les variations de la
fonction associée :

fs : ta—> Dispo(a,t1,t2) —haxLS(a,ty,t2) (8)

Si toutes les valeurs de la fonction sont positives alors
aucun filtrage n’est nécessaire d’apres la regle de filtrage
d’ER. 11 suffit alors de chercher la présence de valeur néga-
tive. Démontrer le théoréme revient alors a démontrer que
tous les minimums de f3 correspondent a des intervalles de
Op. Cette fonction étant la somme de fonctions linéaires et
continues par morceaux les minimums locaux ne peuvent
exister que si une partie de la somme est minimale.

L’étude des minimums induit par Dispo(a, t1,t2) a déja
été effectuée (propriété 1) ; pour rappel Dispo(a,tq,ts) =
Slack(A\ a,t1,ts). Il nous reste donc a caractériser les
minimums de —h,xLS(a,t1,ts). Cela revient a chercher
les points d’intérét de la fonction fy : to — LS(a,t1,t2);
les points pour lesquels la dérivée a gauche est plus petite
que la dérivée a droite (théoreme 1).

Propriété 2 Pour une date de début d’intervalle t, et une
activité a la fonction fy : to — LS(a,t1,t2) a au plus 1
point d’intérét : €q.
Preuve En suivant le modele de la démonstration de la
propriété 1 nous étudions différents cas.
1. tl < Sa :
Alors LS(a, t1,t2) = max(0, min(eq, t2) — sq) Etu-
dions alors 3 sous cas :
(a) sity < sqalors LS(a,tq,t2) = 0.
(b) sisq <ty <eqalors LS(a,ty,ta) =ty — s4.
(c) sieq < toalors LS(a,t1,t2) = pa.
Ce qui montre que lorsque ¢; < s, alors la fonction de
consommation est continue et linéaire par morceaux,
composée de trois morceaux, avec seulement un point
d’intérét : e,.
2. 54 <ty
Alors LS(a,t1,t2) = max(0, min(eq,t2) — t1) Etu-
dions alors 2 sous cas :
(a) sity < eqalors LS(a,ty,ts) =ta — 1.
(b) sieq < tyalors LS(a,ti,tz) =eq — t1.
Ce qui montre que lorsque t1 > s, alors la fonction de
consommation est continue et linéaire par morceaux,
composée de trois morceaux, avec seulement un point
d’intérét : e,.
Nous avons montré que quelque soit la date de début
d’intervalle t; et quelque soit ’activité a la fonction f
(t2 — LS(a,t1,t2)) est continue et linéaire par morceaux,
avec au plus un unique point d’intérét : e,. Ce qui démontre
la propriété. O



preuve du théoréme 2 L’implication de la droite vers la
gauche est évidente.

D’apres les propriétés 1 et 2 les points d’intérét de la
fonction f3 appartiennent & O U O(¢1). Par symétrie les
points d’intérét pour le début d’intervalle appartiennent a
01 U O(t2). Les minimums de f3 sont alors dans Op. Ce
qui démontre I’'implication de la droite vers la gauche pour
la condition (4).

La démonstration de 1’'implication pour la condition (6)
est equivalente. a

Le théoreme 2 répond directement & la seconde question
ouverte :

Propriété 3 La caractérisation proposée par Baptiste et
al. est suffisante pour effectuer un filtrage énergétique com-
plet.

4.2 Caractérisation des intervalles d’intérét

La table 3 donne la caractérisation des intervalles d’inté-
rét induits par Slack(A,t1,t2). Ces intervalles sont d’in-
térét pour toutes les activités puisque la fonction Slack
est commune aux conditions de filtrage de chaque ac-
tivité. Chaque activité a en outre des intervalles d’inté-
rét qui lui sont propres : ceux induit par LS(a,tq,ts) et
RS(a,t1,ts). Dans le but d’obtenir une caractérisation fine
des intervalles d’intérét pour le propagateur nous nous inté-
ressons maintenant a caractériser les intervalles définis par
LS(a,t1,ts) et RS(a,t1,t2) qui n’ont pas déja été carac-
térisés par Slack(A, t1,1t2).

Par exemple la fonction de consommation a gauche
LS(a,t1,t2) nous donne comme date de fin d’intervalle
d’intérét e,. Or lorsque t; > 3, la fin d’intervalle e,
est déja induite (cas 4). Les conditions d’intérét de e,
pour le placement a gauche peuvent alors étre renforcées :
t1 < eq ANty < 5,. Symétriquement les conditions d’inté-
rét pour s, comme date de début sont : to > s4 Ata < €q.

La fonction de consommation a droite nous donne
comme date de fin d’intervalle d’intérét e,. Or lorsque
t1 < s, la fin d’intervalle e, est déja induite (cas 1). Les
conditions d’intérét pour €, peuvent alors étre renforcées :
t1 < e, Aty > s4. Symétriquement les conditions d’intérét
pour 5, comme date de début sont : 5 > 5, Aty > e4.

conditions to
t1<e; Nt1<38; | e LS
ti1<e; Nti1>s; | € RS

TABLE 4 — conditions d’intérét de fin d’intervalles

conditions t1
ta>s; A t2<e | s; | Sym.LS
t2>5; A ta>e; | 5; | SymRS

TABLE 5 — conditions d’intérét de début d’intervalles

De maniére analogue a la construction des intervalles
d’intérét pour le checker nous pouvons établir que les inter-
valles d’intérét pour le placement a gauche se construisent
par la conjonction des conditions d’intérét pour la date de
début et la date de fin.

Pour une activité a les intervalles d’intérét sont alors
construit de trois manieres :

1. Le début est d’intérét pour LS(a,t1,t2) et la fin est
d’intérét pour Slack(i,t1,t2) pour une activité i.

2. Le début est d’intérét pour Slack(i,t1,t2) pour une
activité ¢ et la fin est d’intérét pour LS(a, t1,t2).

3. Le début et la fin sont d’intérét pour LS(a, t1,t2).

Puisqu’il existe seulement une date de fin (resp. début)
d’intérét par activité le cas 1 (resp. 2) induit n — 1 inter-
valles d’intérét pour I’activité a. Le cas 3 nous indique que
I'intervalle [sq, eq] est toujours d’intérét pour le placement
a gauche de activité a. Ces intervalles sont précisément
caractérisés dans la table 6. Nous avons donc défini 2xn—1
intervalles d’intérét pour le placement a gauche de I’acti-
vité a. De méme pour le placement a droite (Table 7). Avec
les 2xn? intervalles d’intérét commun 2 chaque activité
notre caractérisation permet de réduire le nombre d’inter-
valle d’intérét pour chaque activité de 15n2 4 2n% +4n —2.
Soit un facteur jusqu’a 7 lorsque le nombre d’activité est
supérieur a 30 .

4.3 Nouvel algorithme pour le propagateur

Baptiste et al. proposent un algorithme calculant pour
tous les intervalles d’intérét 1’énergie totale consommée
puis vérifiant pour chaque activité si le placement a gauche
(ou a droite) ne rajoute pas trop d’énergie, filtrant le cas
échéant. Nous proposons dans notre nouvel algorithme de
reprendre cette phase (ligne 1 a 16), en se limitant aux inter-
valles caractérisés dans la Table 3 (ce qui réduit le nombre
d’intervalles calculés de 15n2 a 2n?).

1 foreach Intervalle d’intérét [t1,to[ (cf Table 3) do

2 W .= ZaeAhaXMI(a,tl,tg);

3 if W > C x (ta — t1) then

4 | fail;

5 else

6 foreach activité a € A do

7 Disp:= Cx(to—t1)—WH+hoM I (a,t1,t2);
8 if Disp < hy.LS(a,ty,t2) then

9 ‘ Sq := max(Sq, t2 — h% x Disp);
10 end

11 if Disp < hy.RS(a,t1,ts) then

12 ‘ €, = min(eg, t; + 1% x Disp);
13 end

14 end

15 end

16 end
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conditions intervalle
5j<8i N € <€ (s, @i LS;1
s;>80 A sj<e; N 8j<F A S+ —e;>s; A Ssi+e—e<e [s;, si+& —ej] | LS;2
si>si A sj<e A s;>s ANE<g B [55, el | LS8
5<85 Ng<e [55, €] LS4
sjtej—ei<e A sjte—ei<5i A ei<€ A ei>5j A ei>e; [s;+e—ei e | LS5
55 <5 A ei<ej A ei<5j A ei<ej B 5, el LSi6
[si, eil LS;7
TABLE 6 — Intervalles d’intérét pour le placement & gauche.
conditions intervalle
5; <8 N ei>e; (57, & RS;1
5;>8 N 5j<e NS<S A sitE—5<5 A si+6—5;<¢; 55, si+e—35;] | RS;2
5j>5i N Sj<e N5i25 N ei>e [55, &l RS;3
5;>5 N € >¢) — [s;, &) RS;4
S+ —EG<E A sj+e—&>s N E<e; A EG>ej [s;+¢ —e, &) | RSH
5>s AEG<e Ag>5 Ag<e; o 55, @ RS,6
[5i, & RSiT

TABLE 7 — Intervalles d’intérét pour le placement a droite.

Lalgorithme doit ensuite calculer les intervalles d’inté-
rét pour chaque activité (il en existe 4n — 2).

7 foreach activité a € A do

—

18 foreach [ty, to[ d’intérét pour LS, (cf Table 6) do
19 Disp = CX(tQ*tl)*ZZ—EA\Q]\/II(Ltl,tQ);
20 if Disp < ho.LS(a,ty,ts) then

21 ‘ Sq i=max(sy, to — i x Disp);

22 end

23 end

24 foreach [ty, to[ d’intérét pour RS, (cf Table 7) do
25 Disp = CX(tQ*tl)*ZieA\aMI(i,tl,tg);
26 if Disp < ho.RS(a,ty1,t2) then

27 | @ :=min(eg, 1 + 5~ X Disp);

28 end

29 end

30 end

Algorithm 2: Propagateur énergétique.

5 Expérimentations

Nous avons effectué des expérimentations en Choco [9]
version 3 (release 13.03), sur un ordinateur doté d’un pro-
cesseur 2.9 GHz Intel Core i7. Nous avons effectué des
tests sur des instances générées aléatoirement ainsi que sur
des instances de la PSPLIB[6]. Les instances aléatoires ont
10 ou 20 activités, chacune ayant une durée choisie dans
Iintervalle [1,10], et une hauteur dans [1, 5]. Nous avons
utilisé une heuristique de branchement first fail [5].
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5.1 Expérimentations du checker énergétique

Nous avons comparé trois algorithmes :

— L’algorithme 1, ERC';

— L’algorithme de Baptiste et al. [2] ;

— Lalgorithme naif en O(n?) raisonnant sur I’ensemble

des intervalles d’intérét définis par la Table 3.

Le nombre de noeuds est identique pour toutes les ins-
tances, pour les trois algorithmes, comme nous I’atten-
dions. La Table 10 montre un gain de temps d’exécution
de I’ordre de 20 a 30% en utilisant 1’algorithme 1 en com-
paraison a celui de Baptiste et al.

Algorithm 1 | Baptiste et al. O(n?)
Instances (ps/node) (us/node) | (us/node)
Random10 16.47 24.97 29.31
Random20 43.95 56.24 78.74
PspLib 30 450.67 618.77 1268.92
PspLib 120 1339.24 1683.26 11 288.54

TABLE 8 — Temps moyen par noeud

Nous avons aussi utilisé notre checker énergétique en
combinaison avec 1’algorithme de Time-Table de Letort et
al. [7], en comparaison avec 1’algorithme de propagation
Time-Table Edge-Finding de Vilim [10]. Nous avons fixé
une limite de temps a 5 minutes. De facon surprenante,
sur les problemes générés aléatoirement (mono ressource),
le checker énergétique a pu dans le temps imparti prouver
I’optimalité de 72 des 100 instances, alors que 1’algorithme
TTEF n’a pu en prouver que 7. Ces résultats montrent 1’im-
portance que peut avoir un checker énergétique dans un
moteur de résolution de contraintes, dans certains contextes
d’utilisation.



TT | TT + TT +
TTEF | Algorithm 1
| Random20 6 7 72

TABLE 9 — #prouvé sur 100 instances.

5.2 Expérimentations du propagateur énergé-
tique

Nous avons ensuite effectué des expérimentations du
nouvel algorithme de propagation pour le raisonnement
énergétique (Algorithme 2), en comparant deux algo-
rithmes :

— L’algorithme 2;

— L’algorithme de Baptiste et al. [2] ;

Le nombre de noeuds est identique pour toutes les ins-
tances, conformément a ce que nous attendions. La Table 9
montre un temps d’exécution réduit d’un facteur 2 a 4 par
I’utilisation de notre algorithme 2 en comparaison a celui
de Baptiste et al.

Algorithm 2 | Baptiste et al.
Instances (ps/node) (ns/node)
Random10 91 244
Random?20 327 641
PspLib 30 4372 8 809
PspLib 120 41418 151 390

TABLE 10 — Temps moyen par noeud

Nous avons aussi combiné notre propagateur énergé-
tique avec 1’algorithme de Time-Table, sur les mémes 100
instances que celles présentées dans la Table 9. Cette com-
binaison a démontré I’optimalité pour 63 instances.

6 Conclusion et perspectives

Dans cet article nous avons proposé une nouvelle carac-
térisation des intervalles a considérer pour le checker et
pour le propagateur énergétique. Notre caractérisation ré-
duit le nombre d’intervalles d’intérét par un facteur 7. De
plus nous avons démontré que la caractérisation de Bap-
tiste et al. est suffisante pour assurer un filtrage énergétique
complet.

Nous avons de plus montré que 1’utilisation de notre che-
cker énergétique est le meilleur compromis pour prouver
I’optimalité d’une certaine classe de probleme.

Le filtrage énergétique est 1’un des plus performant pour
le probleme cumulatif, ce papier montre qu’il est possible
d’en améliorer le temps d’exécution sans perte de filtrage.
Ceci ouvre des perspectives intéressantes pour obtenir un
propagateur proposant un bon compromis filtrage-temps
d’exécution.
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Résumé

D’un point de vue théorique, les méthodes de décom-
positions (arborescentes) offrent une bonne approche
lorsque la largeur (arborescente) des réseaux de con-
traintes (CSP) est petite. Dans ce cas, elles ont sou-
vent montré leur intérét pratique. Ainsi, la littérature,
en provenance des Mathématiques ou de I'Intelligence
Artificielle, a concentré |'essentiel de ses efforts a min-
imiser un seul paramétre, la largeur arborescente (ou
tree-width). Néanmoins, des études expérimentales ont
montré que ce parameétre n'est pas toujours le plus per-
tinent a considérer pour la résolution de CSP.

En particulier, dans cet article, nous montrons ex-
périmentalement que les algorithmes de décomposition
de I'état de I'art produisent des clusters (une décom-
position arborescente est un arbre de clusters) ayant
plusieurs composantes connexes. Ensuite, nous mettons
en évidence que la présence de tels clusters crée un
réel probleme pour I'efficacité des méthodes de résolu-
tion. Pour éviter ce genre de probleme, nous présentons
ici un nouveau paramétre graphique dans le cadre des
CSP, et qui est appelé la Bag-Connected Tree-Width,
qui ne tient compte que des décompositions arbores-
centes dont chaque cluster est connexe, et qui sont ap-
pelées Bag-Connected Tree-Decompositions. Un premier
algorithme polynomial calculant ces décompositions est
proposé. Enfin, nous montrons expérimentalement que
|"utilisation de ces Bag-Connected Tree-Decompositions
améliore considérablement la résolution de CSP par les
méthodes de décomposition.

*Ce travail est soutenu par I’Agence Nationale de la
Recherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).
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1 Introduction

Les Problemes de Satisfaction Contraintes (CSP)
offrent un moyen assez puissant pour la formulation
de problemes en informatique, et en particulier en In-
telligence Artificielle. Formellement, un Problémes de
Satisfaction Contraintes est un triplet (X, D,C), ou
X = {x1,...,2,} est un ensemble de n variables,
D = (Dy,,...,D,,) est un ensemble de domaines fi-
nis de valeurs, un par variable, et C' = {Cy,...,C.}
est un ensemble fini de e contraintes. Chaque con-
trainte C; est une paire (S(C;), R(C;)), ou S(C;) =
{Zi,,...,mi, } C X définit la portée ou scope de C;, et
R(C;) C Dy, x -+ X Dy, est sa relation de com-
patibilité. 1’arité de C; est notée |S(C;)|. Un CSP
est dit binaire si toutes ses contraintes sont d’arité 2.
La structure d’un réseau de contraintes (autre terme
pour appeler un CSP) est représentée par un hyper-
graphe (qui est un graphe dans le cas binaire), ap-
pelé (hyper)graphe de contraintes, et dont les som-
mets correspondent aux variables et les arétes aux
portées des contraintes. Dans cet article, pour une
question de simplification, nous n’évoquerons que le
cas des CSP binaires mais ce travail peut directe-
ment étre étendu aux CSP non binaires en s’appuyant
sur la 2-section [2] de 'hypergraphe de contraintes
(aussi appelée graphe primal), comme cela sera fait
dans la partie expérimentale puisque nous y traiterons
a la fois des CSP binaires et non binaires. De plus,
et sans manque de généralité, nous supposerons que
les réseaux considérés sont connexes. Pour simplifier
les notations, dans la suite, nous noterons le graphe
(X, {S(C4),...5(C.)}) par (X, C). Une affectation sur
un sous-ensemble de X sera dite cohérente si elle ne
viole aucune contrainte. Vérifier si un CSP possede
une solution (i.e. une affectation cohérente de toutes



les variables) est bien connu pour constituer un prob-
leme NP-complet. Aussi, de nombreux travaux ont été
développés pour rendre la résolution d’instances tres
efficace en pratique, cela, en utilisant des formes opti-
misées de backtracking, des heuristiques, de 'appren-
tissage de contraintes, des techniques de backtracking
non-chronologique, des techniques de filtrage basées
sur la propagation de contraintes, etc. La complexité
de ces approches demeure bien évidemment exponen-
tielle, au moins en O(n.d™) ou n est le nombre de vari-
ables et d la taille maximum des domaines.

Une autre approche de la problématique concerne
I’étude des classes polynomiales qui s’appuient sur
des propriétés des réseaux de contraintes. Il a notam-
ment été montré que si la structure d’'un CSP binaire
est acyclique, il peut étre résolu en temps linéaire
[10]. En exploitant et en généralisant ces résultats
théoriques, des méthodes de résolution de CSP ont
été définies, comme par exemple le Tree-Clustering
[7]. Ce type de méthodes s’appuie sur la notion de
décomposition arborescente (Tree-Decomposition) de
graphes [19]. Leur avantage fondamental est lié & leur
complexité théorique, de I'ordre de d¥*! on w est la
largeur arborescente (Tree-Width) du graphe de con-
traintes. Quand ce graphe possede de « belles » pro-
priétés topologiques, a savoir quant w est « petit »,
ces méthodes permettent de résoudre des instances de
grande taille. C’est le cas par exemple des problemes
bien connus d’allocation de fréquences radio [4]. No-
tons qu’en pratique, la complexité en temps est plutot
de l'ordre de d*" +! olt wt > w est en fait une approx-
imation de la largeur arborescente car le calcul de dé-
compositions arborescentes optimales (i.e. de largeur
w) constitue un probleme NP-difficile [1].

Toutefois, la mise mise en ceuvre pratique de ce
type de méthodes, bien qu’elle ait trés souvent dé-
montré son intérét, a également permis de constater
que la minimisation du parametre w™ n’est pas tou-
jours la plus appropriée. Outre la difficulté du calcul
de la valeur optimale de w, i.e. w, la manipulation
de décompositions optimales ne conduit pas toujours
a une résolution des plus efficaces en pratique. Cela
a d’ailleurs mené a proposer des méthodes de décom-
position de graphes qui rendent la résolution de CSP
plus efficace (d’un point de vue pratique), mais pour
lesquelles w™ peut étre significativement plus grand
que w [14].

Dans cette contribution, nous montrons que l'une
des raisons a ce manque d’efficacité dans la résolu-
tion de CSP par décomposition peut se trouver dans
la nature méme des décompositions pour lesquelles
wT est proche de w. En effet, la minimisation de wT
peut conduire a des décompositions pour lesquelles
certains clusters recelent plusieurs composantes con-
nexes. Malheureusement, cette absence de connectiv-

ité conduit a des méthodes de résolution qui vont
dépenser un temps considérable dans la résolution
de sous-problemes relatifs & ces clusters déconnectés,
en passant beaucoup de temps a aller d’'une com-
posante connexe & une autre. Pour éviter ce prob-
leme, nous introduisons dans le cadre des CSP un
nouvel invariant de graphe avec un parametre appelé
Bag-Connected Tree-Width. Ce parametre est égal a
la largeur minimale pour toutes les décompositions
arborescentes pour lesquelles chaque cluster possede
une unique composante connexe. Ces décompositions
seront appelées Bag-Connected Tree-Decompositions.
Ce parametre qui a été introduit tres récemment dans
[18]1 est égal & la largeur minimum pour toutes les
Bag-Connected Tree-Decompositions. Nous démon-
trons ici que le calcul de ce parametre est NP-difficile.
Aussi, nous proposons un premier algorithme de com-
plexité polynomiale en temps, précisément O(n(n+e)),
dont l'objet est d’approximer ce parametre a l’aide
d’un calcul de décomposition associée. Les expérimen-
tations que nous présentons montrent la pertinence
de ce parametre puisque sa prise en compte permet
d’améliorer significativement la résolution de CSP par
décomposition.

Notons que ce travail s’appuie sur la décomposition
arborescente, mais qu’il pourrait tres bien étre adapté
a d’autres méthodes de décompositions (par exemple
[12, 13]). En effet, pour la plupart des méthodes de ré-
solution de CSP a base de décomposition, les décompo-
sitions sont en fait calculées a I’aide d’algorithmes qui
visent a approximer au mieux un parametre graphique
(la largeur) sans prendre en compte ni la connectivité
des clusters produits, ni d’ailleurs la phase de réso-
lution qui va suivre. Aussi, les problémes observés ici
avec la décomposition arborescente peuvent également
se présenter pour d’autres formes de décompositions.

La partie suivante introduit les principes des méth-
odes de résolution de CSP par décomposition arbores-
cente. La partie 3 met en évidence certains des prob-
lemes inhérents au calcul de « bonnes » décomposi-
tions tandis que la partie 4 introduit la notion de Bag-
Connected Tree-Decomposition, tout en proposant un
premier algorithme qui permet d’en calculer. Avant de
conclure, nous présentons des résultats expérimentaux
qui montrent I'intérét que recele 'exploitation de cette
notion pour la résolution pratique de CSP.

2 Résolution de CSP par décomposition

Le Tree-Clustering (noté T'C' [7]) constitue la méth-
ode de référence pour la résolution de CSP binaires

1. Au moment de la soumission, nous ignorions l’existence
de cette nouvelle notion essentiellement étudiée d’un point de
vue combinatoire car elle n’apparait actuellement dans aucune
publication mais uniquement dans un rapport technique.
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F1GURE 1 — Un graphe de contraintes de 8 variables
(a) et une décomposition arborescente optimale (b).

via 'exploitation de la structure de leur graphe de
contraintes. Cette méthode est basée sur la notion de
décomposition arborescente de graphes [19].

Définition 1 Etant donné un graphe G = (X,0),
une décomposition arborescente de G est une paire
(B, T) oo T = (I,F) est un arbre et E ={E; :i € I}
une famille de sous-ensembles de X, telle que chaque
sous-ensemble (appelé cluster ou bag au niveau math-
ématique) E; est un neud de T et vérifie :

(it) pour chaque aréte {x,y} € C, il existei € I avec
{x7 y} g Ei’ et

(iii) pour touti,j, k € I, si k est un chemin de i vers
j dans T, alors E; N E; C Ey.

Notons que la condition (i) peut étre remplacée
par : si un sommet T est tel que v € E; N Ej, alors,
tous les neuds Ey de T qui apparaissent dans 'u-
nique chemin de E; a E; contiennent x. La largeur
d’une décomposition arborescente (E,T) est égale a
maz;cr|F;| — 1. La largeur arborescente w de G est
la largeur minimale pour toutes les décompositions ar-
borescentes de G.

La figure 2(b) présente un arbre dont les nceuds cor-
respondent aux cliques maximales du graphe présenté
dans la figure 2(a). Il ’agit de 'une des décompositions
arborescentes de ce graphe. Ainsi, nous avons E; =
{z1, 22,23}, By = {@2, 3,24, 25}, By = {24, 75,26},
et By = {z3,27,28}. La taille maximum des clusters
dans cette décomposition arborescente optimale vaut
4 et donc, la largeur arborescente de ce graphe vaut 3.

La premiere version de TC [7] débute par le calcul
d’une décomposition arborescente (qui utilise 'algo-
rithme MCS [22]). Dans la seconde étape, les clus-
ters sont résolus indépendamment, en considérant
chaque cluster comme un sous-probleme, et donc, en
énumérant toutes ses solutions. Apres cela, une so-
lution globale au CSP, s’il en existe une, peut alors
étre efficacement calculée en exploitant la structure
arborescente de la décomposition. Les complexités en
temps et en espace de cette premiere version sont en
O(n.wt.log(d).d” +1) ot w + 1 est la taille du plus
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grand cluster (w + 1 < w' + 1 < n). Notons que
cette premiere approche a été améliorée pour arriver
& une complexité en espace en O(n.s.d®) [6, 5] ou s
est la taille de la plus grande intersection (séparateur)
entre deux clusters (s < w™). Malheureusement, ce
type d’approche qui résout complétement chaque clus-
ter n’est pas efficace dans la pratique. Afin de con-
tourner ce type de probléme, la méthode BTD (pour
Backtracking on Tree-Decomposition [16]) a été pro-
posée et a finalement démontré tout son intérét sur le
plan pratique, et figure désormais comme une méthode
de référence dans 'état de l'art pour ce type d’ap-
proches. Contrairement a TC, BTD n’a pas besoin
de résoudre exhaustivement chaque cluster pour dé-
montrer I'existence de solution. Une recherche de type
backtrack est réalisée en exploitant un ordre sur les
variables, induit par une recherche en profondeur dans
la décomposition arborescente considérée. Alors que
cette approche a démontré son intérét pratique, d'un
point de vue théorique, dans le pire des cas, ses com-
plexités en temps et en espace sont du méme ordre
que celles des versions améliorées de TC, précisément
O(n.sZ.e.log(dS).dw++1) pour la complexité en temps,
et O(n.s.d®) pour la complexité en espace. Aussi, pour
rendre une méthode structurelle efficace, il faut a pri-
ori minimiser les valeurs de w* et s lors du calcul de
la décomposition arborescente. Malheureusement, cal-
culer une décomposition arborescente optimale (i.e. de
largeur w) est NP-difficile [1]. Aussi, de trés nombreux
travaux ont abordé cette question. Ils exploitent sou-
vent une approche algorithmique fondée sur la notion
de graphe triangulé (se reporter & [11] pour une intro-
duction & cette classe de graphes). Nous pouvons dis-
tinguer différentes classes d’approches. Tout d’abord,
il y a les méthodes recherchant des décompositions op-
timales ou bien leur approximation (avec garanties)
mais qui n’ont pas démontré a ce jour leur intérét pra-
tique pour une raison de temps d’exécution extréme-
ment important au regard de la faible amélioration de
la valeur de wt qu’elles permettent d’obtenir. Vien-
nent ensuite les méthodes n’offrant aucune garantie en
termes d’optimalité (comme celles fondées sur les tri-
angulations heuristiques) mais qui s’aveérent les plus
utilisées au niveau pratique. Elles operent en temps
polynomial (entre O(n + e) et O(n?)), sont tres sim-
ples & implémenter, et leur avantage semble tout a fait
justifié. En effet, ces heuristiques semblent produire
des triangulations assez proches de 'optimum [17]. En
pratique, les méthodes les plus usitées pour calculer
des décompositions arborescentes sont basées sur MCS
[22] et Min-Fill [20] qui offrent de bonnes approxima-
tions de w™. De plus, dans [14], les expérimentations
ont montré que l'efficacité pour la résolution de CSP
n’est pas seulement corrélée & la valeur de w™, mais
aussi a celle de s. Néanmoins, a notre connaissance,



ces études se sont essentiellement concentrées sur la
valeur de w™ et & un degré moindre de s, mais pas sur
la structure interne des clusters qui semble également
fournir un parametre des plus pertinents. Cette ques-
tion est développée dans la partie 3 qui montre que les
propriétés topologiques des clusters constituent égale-
ment un parametre crucial pour la résolution de CSP.

3 Impact des clusters non connexes

L’étude des décompositions arborescentes montre
qu’elles recelent tres souvent des clusters constitués de
plusieurs composantes connexes. Par exemple, consid-
érons un réseau constitué d’un cycle sans corde (c¢’est-
a-dire sans aréte joignant deux sommets non consécu-
tifs dans le cycle) de n sommets (avec n > 4). Toute
décomposition arborescente optimale possede exacte-
ment n — 2 clusters de taille 3, et parmi eux, n — 4
clusters possedent 2 composantes connexes.

Ce phénomene est également observé sur des in-
stances réelles, des lors que 'on considere des décom-
positions arborescentes de qualité satisfaisante. Par ex-
emple, la célebre instance RLFAP Scen-06 que 1'on
retrouve notamment dans la compétition CSP 2008 2
est définie sur 200 variables et son réseau admet des
décompositions arborescentes de petite largeur et qui
peuvent étre calculées tres facilement (e.g. Min-Fill
en trouve une pour laquelle w™ = 20). Malheureuse-
ment, une analyse détaillée de ces décompositions ar-
borescentes montre qu’elles possedent plusieurs clus-
ters non connexes. Plus généralement, il s’avere qu’en-
viron 32% des 7272 instances de la compétition CSP
2008 possedent des décompositions arborescentes qui
recelent au moins un cluster non connexe quand MCS
ou Min-Fill sont utilisées, ce qui est généralement le
cas quand on emploie ce type de méthodes pour la ré-
solution de CSP. Parmi ces instances pour lesquelles
MCS ou Min-Fill produisent de telles décompositions
arborescentes, nous retrouvons notamment la plupart
des instances RLFAP ou FAPP qui se trouvent étre par
ailleurs souvent exploitées comme benchmarks pour ce
type de méthodes, & la fois pour les problemes de dé-
cision et pour ceux d’optimisation. De plus, parfois,
le pourcentage de clusters non connexes dans ces in-
stances peut étre considérable, atteignant jusqu’a 99%
et en moyenne aux environs de 35%. Pour les instances
FAPP, la moyenne est d’environ 48% pour les décom-
positions arborescentes produites par Min-Fill, et plus
importante encore en utilisant MCS. Cette observation
serait encore plus frappante pour les algorithmes qui
trouvent des décompositions de largeurs plus petites,
comme illustré par I’exemple du cycle sans corde.

La présence de clusters non connexes dans les dé-
compositions arborescentes considérées peut avoir un

2. Voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI0S8.

sous-arbre de clusters

FIGURE 2 — Cluster non connexe au sein d’une décom-
position arborescente.

impact extrémement négatif sur efficacité pratique
des méthodes de décomposition qui seront alors sanc-
tionnées, lors de la résolution des instances, par un
temps de calcul trés important et un recours consid-
érable a la mémoire. Pour bien comprendre cela, il faut
déja se rappeler que si un réseau de contraintes n’est
pas connexe, cela peut avoir des conséquences impor-
tantes sur efficacité de sa résolution. Par exemple,
si 'une de ses composantes connexes n’a pas de solu-
tion, et si la résolution aborde d’abord une composante
connexe qui en possede, chacune de ses solutions de-
vra étre obtenue avant de prouver l'incohérence du
CSP. Pour le cas des méthodes de décomposition, ’ex-
istence de clusters non connexes est peut-étre encore
plus pernicieuse. Dans le cas de TC, considérons un
cluster non connexe. D’une part, le phénomene déja
rencontré dans le cas de réseaux non connexes peut se
présenter. Mais il est également possible que ce clus-
ter possede des solutions. Toutes ces solutions seront
alors calculées et mémorisées avant de traiter un autre
cluster. Leur nombre peut étre considérable car il cor-
respond au produit du nombre de solutions de chacune
de ses composantes connexes. Notons de plus que pour
certains benchmarks provenant des instances FAPP, le
nombre de composantes connexes dans un cluster peut
méme étre supérieur a 100. Toutefois, de nombreuses
solutions locales a ce cluster peuvent étre incompati-
bles globalement, car ces composantes connexes seront
en général reliées par des contraintes qui apparaissent
dans d’autres clusters. La figure 2 présente un exemple
de décomposition pour laquelle deux composantes con-
nexes d’un cluster E; sont connectées via une séquence
de contraintes qui apparaissent dans un sous-probleme
enraciné dans ce cluster. Ainsi, I'incohérence globale
des solutions locales de E; ne peut étre détectée que
quand ces clusters auront été résolus, au moment de
la recomposition de solutions globales produites par
TC lors de sa derniere étape. Cela conduit TC a une
consommation considérable de temps et de mémoire,
rendant de fait cette approche irréaliste en pratique.

D’autres méthodes ont été proposées de sorte a
éviter ce type de phénomene ot les clusters sont résolus
indépendamment lors d’une premiere étape. C’est no-
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tamment le cas de BTD qui est I'une des approches les
plus efficaces basées sur des décompositions. Bien que
BTD ait montré son intérét pratique, le phénomene ob-
servé existe toujours, méme s’il s’avere généralement
atténué. Pour bien comprendre cela, nous devons rap-
peler que BTD résout une instance en résolvant suc-
cessivement les sous-problemes enracinés dans chaque
cluster de la décomposition arborescente. Mais con-
trairement & TC qui calcule d’abord toutes les solu-
tions d’un cluster, lors de ’acces a un cluster, BTD se
limite & ne calculer qu’une seule solution. Grossiere-
ment, le sous-probleme enraciné dans un cluster F;
correspond a un sous-probléeme impliquant toutes les
variables figurant dans la descendance de F; dans la
décomposition arborescente (voir [16] pour plus de dé-
tails). BTD commence une recherche de type back-
track en affectant systématiquement les variables du
cluster racine avant d’explorer un cluster fils. Lors de
I'exploration d’un nouveau cluster E;, BTD affecte les
variables qui apparaissent dans le cluster E; exceptées
celles figurant dans le séparateur E;NE, ;) 3. Par exem-
ple, considérons le graphe de contraintes de la figure
2 et sa décomposition arborescente associée. Si nous
supposons que Fj est le cluster racine, BTD essaye
d’abord d’affecter de fagon cohérente les variables de
E;. Si c’est le cas, BTD poursuit la recherche avec I'un
des clusters fils (i.e. E5 ou E4). Si BTD choisit d’ex-
plorer d’abord Fs, il devra affecter de fagon cohérente
les variables de Eo\(E1 N Es) (i.e x4 et x5).
Maintenant et plus généralement, considérons le cas
d’un cluster non connexe F;. Nous avons deux cas :

— si G[E\(E; N Ey;))]* est déconnecté : BTD doit
affecter de fagon cohérente les variables qui sont
réparties dans plusieurs composantes connexes. Si
le sous-probleme enraciné en E; est trivialement
cohérent (par exemple, il admet un grand nom-
bre de solutions), BTD va trouver une solution en
faisant au plus quelques backtracks et enchainer
directement sur la recherche dans le cluster suiv-
ant. Ainsi, dans un tel cas, la non-connexité de
F; n’entraine pas de probleme. En revanche, si ce
sous-probleme a peu de solutions, voire aucune,
nous avons une probabilité significative que BTD
passe beaucoup de temps d’une composante con-
nexe de G[E;\(E; N E,;)] & une autre lorsqu'il
résoudra ce cluster. BTD peut avoir a explorer
toutes les affectations cohérentes de chaque com-
posante connexe en intercalant éventuellement les
variables des différentes composantes connexes.
En effet, si BTD exploite des techniques de fil-
trage, l'affectation d’une valeur & une variable

3. Nous noterons ;) le cluster parent du cluster E; et nous
supposerons que F; N Ep;y = 0 si E; est le cluster racine.

4. Pour tout Y C X, G[Y] = (Y, Cy) est le sous-graphe de
G = (X, C) induit par Y ou Cy = {{z,y} € Clz,y € Y}.
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x de E;\(E; N Ey;)) a une incidence principale-
ment sur les variables de la composante con-
nexe de G[E;\(E; N Ep;))] qui contient z. En re-
vanche, le filtrage ne modifiera pas ou tres peu le
domaine d’une variable figurant dans une autre
composante connexe. Cela implique que les in-
cohérences seront souvent détectées plus tard et
pas nécessairement dans F; mais dans I'un de
ses clusters descendants (comme illustré dans la
figure 2). Si c’est le cas, BTD peut nécessiter
une quantité considérable de temps et de mé-
moire (& cause de enregistrement de (no-)goods)
pour résoudre le sous-probleme enraciné en Fj,
surtout si les variables ont des domaines de grande
taille. Ce phénomene négatif a par exemple été ob-
servé empiriquement sur certains benchmarks de
la classe FAPP (e.g. I'instance normalized-fapp05-
0350-10) avec une version de BTD basée sur MAC
[21].

— si G[E;\(E;NEy;))] est connexe : nécessairement,
E; est un cluster non connexe parce que son sé-
parateur avec son cluster pere n’est pas connexe.
Comme les variables de ce séparateur sont déja
affectées, la non-connectivité de F; n’entraine au-
cun probleme.

Cet impact négatif des clusters non connexes est
tout a fait compatible avec les résultats empiriques
rapportés dans la littérature. Nous avons constaté que
parfois, le pourcentage de clusters non connexes avec
Min-Fill differe sensiblement d’avec celui de MCS, ce
qui pourrait notamment expliquer certaines différences
d’efficacité observées par différents auteurs. En effet,
méme si la largeur est identique, les décompositions
calculées par Min-Fill offrent de meilleurs résultats
pour la résolution que ceux obtenus avec MCS [14];
et Min-Fill est considérée comme étant la meilleure
heuristique de 1’état de l'art. Par ailleurs, ’analyse
des décompositions arborescentes montre également
que la connexion entre composantes connexes de cer-
tains clusters est fréquemment observée seulement au
niveau des clusters feuilles de la décomposition, ce qui
augmente davantage les effets négatifs observés. Pour
éviter ce genre de phénomene, nous étudions dans la
partie 4 les classes de décompositions arborescentes
pour lesquelles tous les clusters devront étre connexes.

4 Un nouveau parametre pour la décom-
position de réseaux de contraintes

Les constats présentés plus haut nous conduisent
tout naturellement & ne considérer que des décomposi-
tions arborescentes pour lesquelles, les clusters seraient
tous connexes. Cette notion a tres récemment été in-
troduite dans le cadre de la Théorie des Graphes
mais n’a semble-t-il pas trouvé, pour le moment,



d’écho au sein de cette communauté. Plus précisé-
ment, la notion de Connected Tree- Width est présen-
tée dans [18]° et a fait l'objet, lors de sa défini-
tion, d’une étude portant sur ses propriétés combina-
toires. Les questions algorithmiques, comme notam-
ment le probleme de son calcul en termes de com-
plexité ou bien la proposition d’algorithme ’approxi-
mant, n’ont pas été évoquées. Cette contribution four-
nit en fait un théoreéme central indiquant une majora-
tion de ce nouveau parametre en fonction de la largeur
arborescente et de la longueur maximum de ses cy-
cles géodésiques (cycles pour lesquels la distance entre
toute paire de sommets du cycle est égale a la longueur
du plus court chemin empruntant le cycle). Du point
de vue terminologique, il nous apparait préférable d’u-
tiliser les termes Bag-Connected Tree-Decomposition
et Bag-Connected Tree-Width qui n’ont a ce jour, et a
notre connaissance, pas encore fait I’'objet d’une autre
définition. Nous présentons donc la notion de Bag-
Connected Tree-Decomposition, qui correspond aux
décompositions arborescentes telles que chaque clus-
ter F; est connexe (i.e. G[E;] est un graphe connexe).

Définition 2 Etant donné un graphe G = (X,0),
une Bag-Connected Tree-Decomposition de G est
une décomposition arborescente (E,T) de G telle que
pour tout E; € E, le sous-graphe G[|E;] de G in-
duit par E; est un graphe connexe. La largeur d’une
Bag-Connected Tree-Decomposition (E,T) est égale &
maz;cr|E;| — 1 et la Bag-Connected Tree-Width w,
est la largeur minimale pour toutes les bag-connected
tree-decompositions de G.

Etant donné un graphe G = (X, C) de largeur ar-
borescente w, on a nécessairement w < w.. Néan-
moins, si G est un graphe triangulé, w = w,.. Sinon,
par exemple pour les graphes formés d’un cycle de
longueur n et sans corde, la Bag-Connected Tree-
Width vaut [%].

Une question naturelle maintenant est liée au calcul
des Bag-Connected Tree-Decompositions optimales,
c’est-a-dire de largeur égale a w.. Nous montrons que
ce probleme, comme pour le cas des décompositions
arborescentes, est NP-difficile (la preuve est donnée
en annexe).

Théoréme 1 Calculer une Bag-Connected Tree-
Decomposition optimale est NP-difficile.

Nous avons vu que pour la résolution de CSP,
il n’est pas nécessaire de trouver une décomposi-
tion arborescente optimale, et c’est méme souvent
souhaitable. Aussi, nous proposons ici un algorithme
appelé Bag-Connected-TD, qui calcule, pour un graphe

5. A ne pas confondre avec la notion du méme nom introduite
dans [9] mais qui est différente.

F1GURE 3 — Illustration de Bag-Connected-T D

G = (X, (), une Bag-Connected Tree-Decomposition
en temps polynomial, bien siir, sans aucune garantie
quant a son optimalité

La premiere étape de ’algorithme calcule un pre-
mier cluster, noté Ey, constitué d’un sous-ensemble de
sommets connexes. X’ notera par la suite ’ensemble
des sommets déja traités. Cet ensemble est initialisé a
FEjy. Cette premiere étape peut se faire facilement, en
utilisant une méthode heuristique. Dans la suite, nous
noterons Xy, Xo,... X} les composantes connexes du
sous-graphe G[X\ Ey] induit par la suppression dans G
des sommets de Fy. Chacun de ces ensembles X; est in-
séré dans une file F'. Pour chaque élément X; supprimé
de la file F', on notera V; C X ’ensemble des sommets
de X’ qui sont adjacents & au moins un sommet de
X;. On peut noter que V; (qui peut étre connexe ou
non) est un séparateur du graphe G puisque la sup-
pression de V; dans G rend G non connexe (X; étant
déconnecté du reste de G). Un nouveau cluster E; est
alors initialisé par cet ensemble V;. Nous considérons
alors le sous-graphe de G induit par V; et X;, c’est-a-
dire G[V; U X;]. Nous choisissons un premier sommet
x € X; qui est connecté & au moins un sommet de F;
(donc un sommet de V;). Ce sommet est ajouté a F;.
Si G[E;] est connexe, le processus est arrété puisque
nous sommes siirs que E; sera un nouveau cluster con-
nexe. Sinon, on continue, en prenant un autre sommet
de Xl

La figure 3 présente le calcul de E1, le second clus-
ter (apres Ey), lors du premier passage dans la boucle.
Apres lajout des sommets a, b et ¢, le sous-graphe
G[ViU{a,b,c}] n’est pas connexe. Si le prochain som-
met atteint est d, il est rajouté a Fi, et donc F; =
Vi U{a,b,c,d} constitue un nouveau cluster connexe,
stoppant ainsi la recherche dans G[V; U X1].

Quand ce calcul est terminé, nous rajoutons les som-
mets de E; & X’ et nous calculons X, ... Xiki les com-
posantes connexes du sous-graphe G[X;\ E;]. Chacune
est alors rajoutée a la file F. Dans 'exemple de la
figure 3, deux composantes connexes seront calculées,
{e} et {f, g, h}. Le processus se poursuit tant que la file
n’est pas vide. Dans ’exemple, et pour la partie droite
du graphe, 'algorithme calculera 3 clusters connexes :
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Algorithme 1: Bag-Connected-T D

Input : Un graphe G = (X, C)
Output : Un ensemble de clusters Ey, ... E,, d’une
bag-connected tree-decomposition de G

1 Choisir un premier cluster connexe Ey in G

2 X'+ Eg

3 Soient X1,... X les composantes connexes de G[X\ Eo]

4 F«+ {Xy,... Xy}

5 while F # () do /* calcule un nouveau cluster E; */

6 Enlever X; de F

7 Soit V; C X' le voisinage de X; dans G

8 E; < V;

9 Recherche dans G[V; U X;] & partir de V; plus z € X;.
Chaque fois qu’un nouveau sommet x est atteint, il est
ajouté a E;. Le processus s’arréte dés que le sous-graphe
G[E;] est connexe

10 if V; appartient aux clusters déja trouvés then

11 L Détruire le cluster V; (parce que Vi C E;)

12 X' «— X'UE;

13 Soient X, Xig, ... Xik,b les composantes connexes de
GIX:\Ei]

14 F(—FU{XH,XQ,...Xiki}

{d,e}, {b,c,d, f} et {f,g,h}.

Notons que la ligne 11 est utile uniquement quand
I’algorithme construit un cluster E; contenant tous les
sommets d'un cluster déja obtenu E; (i.e. E; C E;).
Dans un tel cas, le cluster I; peut étre supprimé car
il sera inutile dans la décomposition arborescente.

Nous établissons maintenant la validité de 1'algo-
rithme, puis sa complexité temporelle (les preuves sont
données en annexe).

Théoréeme 2 Bag-Connected-T D calcule les clusters
d’une Bag-Connected Tree-Decomposition.

Théoréme 3 La complexité en temps de l’algorithme
Bag-Connected-TD est O(n(n + €)).

D’un point de vue pratique, on peut supposer que
le choix du premier cluster Ey peut étre crucial pour
la qualité de la décomposition qui est en cours de cal-
cul. De méme, le choix de sommet x, sélectionné dans
la ligne 9 peut étre d’une importance considérable.
Pour ces deux choix, des heuristiques peuvent bien str
étre utilisées. Cette question est abordée dans la par-
tie suivante. Cependant, un choix particulier de ces
heuristiques permet, sans aucune modification de la
complexité, de calculer des décompositions arbores-
centes optimales pour le cas des graphes triangulés.
Supposons que le premier cluster Fy soit une clique
maximale. Cela peut étre réalisé efficacement en util-
isant une approche gloutonne. Maintenant, pour le
choix du sommet x a la ligne 9, nous considérons le
sommet qui posseéde le nombre maximum de voising
dans I'ensemble V;. Comme dans un graphe triangulé,
tous les clusters d'une décomposition arborescente op-
timale sont des cliques, nécessairement, V; étant une
clique, x sera relié a tous les sommets de V; et donc, F;
sera une clique. Progressivement, chaque clique max-
imale sera trouvée et la décomposition arborescente
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sera optimale. Les lignes 10-11 seront utilisées pour le
cas de cliques maximales incluant plus d’un sommet z
issu d’une nouvelle composante connexe. Dans tous les
cas, 'intérét pratique de ce type de décomposition est
basé a la fois sur l'efficacité de son calcul, mais aussi
sur lapport qu’elle peut avoir pour la résolution de
CSP. Cette question est abordée dans la partie suiv-
ante.

5 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous comparons l'efficacité de la
résolution ainsi que les valeurs des parametres struc-
turels, selon que 'on utilise des décompositions ar-
borescentes produites par Min-Fill ou bien par l'algo-
rithme Bag-Connected-TD. En ce qui concerne le choix
du premier cluster dans les calculs de Bag-Connected
Tree-Decompositions, nous calculerons de fagon glou-
tonne une clique maximale du réseau de contraintes 6.
Dans lalgorithme Bag-Connected-TD, pour choisir le
prochain sommet, nous avons considéré six heuris-
tiques dont nous ne présentons ici que les 4 meilleures :

— NV1 : le prochain sommet est un sommet situé
dans le voisinage des sommets précédemment
choisis.

— NV2 : les sommets sont traités dans lordre
décroissant des degrés.

— NV3 : les sommets sont traités selon l'ordre dans
lequel ils sont visités par un parcours en largeur
d’abord du graphe a partir des sommets de V;.

— NV4 : nous choisissons comme prochain sommet
celui qui possede le nombre maximum de voisins
dans I’ensemble V.

La résolution de CSP est réalisée par BTD basée sur
MAC, en utilisant I’heuristique de choix de variables
dom/wdeg [3]. Nous choisissons comme cluster racine
celui qui maximise le rapport —%5. Ce choix donne
de meilleurs résultats que ceux introduits dans [15].
Les temps d’exécution de la décomposition pour Min-
Fill et Bag-Connected-TD sont similaires et sont inclus
dans ceux de BTD et ils se révelent relativement nég-
ligeables au regard du temps de résolution. Toutes les
implémentations sont écrites en C++. Elles ont été
réalisées sur un PC sous Linux doté d’un processeur
Intel Pentium IV 3,2 GHz avec 1 Go de mémoire.

5.1 Instances pour lesquelles Min-Fill produit des
clusters non connexes

Dans ce paragraphe, nous comparons, du point de
vue de Defficacité de la résolution, les bag-connected
tree-decompositions a celles qui contiennent des clus-
ters non connexes. Pour ce faire, nous considérons

6. Rappelons-nous que nous utilisons les 2-sections pour les
instances non binaires.
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FIGURE 4 — Nombre d’instances résolues pour chaque décomposition arborescente considérée pour les bench-
marks pour lesquels Min-Fill produit des clusters non connexes (a) et pour les instances pour lesquelles Min-Fill
produit une décomposition arborescente avec des clusters connexes (b).

1 597 instances (d’arité quelconque) parmi les 2 310 in-
stances de la compétition CSP 2008 et pour lesquelles
Min-Fill produit une décomposition arborescente pos-
sédant au moins un cluster non connexe. Sont exclues
des résultats, les instances qui n’ont pu étre résolues
sans dépasser la limite de temps (& savoir 1 200 secon-
des) ou qui contiennent des contraintes globales (car
elles ne sont pas encore mises en ceuvre dans notre
solveur). Parmi les instances étudiées, nous pouvons
notamment trouver des instances issues des familles
rifap, fapp, modifiedRenault, graphColoring, bqwh ou
travellingSalesman.

La figure 4 (a) présente le nombre cumulé d’in-
stances résolues pour chaque type de décomposi-
tion arborescente. Tout d’abord, nous pouvons ob-
server qu’en utilisant chacune des bag-connected tree-
decompositions, BTD résout plus d’instances qu’en
utilisant les décompositions arborescentes déconnec-
tées produites par Min-Fill. On notera que cette ob-
servation reste vraie si nous utilisons les décomposi-
tions produites par les heuristiques non présentées. Le
meilleur nombre d’instances résolues est obtenu grace
aux décompositions produites par les heuristiques NV2
et NV3. Ces décompositions permettent de résoudre
respectivement 114 et 111 instances de plus qu’avec
Min-Fill. Celles a base de NV1 et NV4 sont proches
I'une de I'autre. Par ailleurs, pour toute les décompo-
sitions, la plupart des instances sont résolues en moins
de 60 secondes.

Afin de comparer plus équitablement les temps
d’exécution, nous ne considérons maintenant que les
instances qui sont résolues par BTD pour toutes les
décompositions considérées, y compris Min-Fill. Le
temps d’exécution pour résoudre les 1 230 instances
en utilisant les décompositions basées sur Min-Fill est
de 50 669 secondes alors qu’en utilisant les décompo-
sitions connexes basées sur des NV1, cela ne nécessite
que 32 372 secondes. Les décompositions basées sur
NV2 sont relativement proches de NV1, a savoir 33 202
secondes. Celles qui sont basées sur NV3 et NV4 sont

légerement plus lentes avec respectivement 36 420 et
36 087 secondes. On notera que les deux autres heuris-
tiques (non présentées ici) surpassent également la dé-
composition Min-Fill.

Si nous nous concentrons sur les 329 instances ayant
une structure bien adaptée a la décomposition (i.e. de
largeur relativement faible par rapport au nombre de
variables), de nouveau, on observe la méme tendance,
a savoir que BTD exploité sur des bag-connected tree-
decompositions est plus performant que BTD avec
Min-Fill. Le meilleur temps d’exécution est obtenu par
BTD en utilisant NV1 avec 5 698 secondes, tandis que
le pire l'est en utilisant Min-Fill avec 13 641 secondes.
De plus, BTD utilisant NV2 et NV4 fournit des résul-
tats voisins I'un de l'autre avec respectivement 6 137
et 6 010 secondes tandis que BTD avec NV3 nécessite
8 483 secondes.

Enfin, si 'on compare ces résultats avec ceux
obtenus par un algorithme énumératif -classique
comme MAC, nous pouvons noter que certaines in-
stances résolues par BTD avec certains NVi ne sont
pas résolues par MAC et inversement. Nous observons
également que MAC se comporte parfois mieux, par-
fois moins bien que BTD basé sur des décompositions
connexes. Toutefois on peut estimer que globalement,
les résultats sont similaires. Ceci s’explique par le fait
que la plupart des 1 597 instances que nous considérons
sont loin d’avoir une structure adaptée a la résolution
par décomposition. En revanche, lorsque la structure
possede des caractéristiques intéressantes, BTD sur-
classe clairement MAC. Par exemple, BTD exploitant
une décomposition basée sur NV3 ne nécessite que 856
secondes pour résoudre 10 instances sur les 12 de la
famille rifapScens11 tandis que MAC n’en résout que
8 en 1 595 secondes. Par ailleurs, pour résoudre ces
huit instances, BTD ne nécessite que 63 secondes, ce
qui correspond a un comportement 25 fois plus rapide
que celui de MAC.
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5.2 Instances pour lesquelles Min-Fill produit des
décompositions arborescentes connexes

Nous abordons ici brievement le comportement de
BTD pour résoudre les instances pour lesquelles Min-
Fill produit des bag-connected tree-decompositions.
Bien siir, pour ces instances, Min-Fill et I'algorithme
Bag-Connected-TD ne produisent pas nécessairement
les mémes décompositions. Nous nous concentrons ici
sur les cas les plus pertinents, c’est-a-dire les 191 in-
stances ayant une structure adaptée a une approche
de résolution par décomposition.

Comme le montre la figure 4 (b), I'utilisation de
BTD basé sur Min-Fill permet de résoudre plus d’in-
stances que BTD basé sur NV1 ou NV2 (143 contre
140 instances), mais un nombre inférieur & BTD basé
sur NV3 ou NV4 qui en résolvent respectivement 144
et 157. Si nous concentrons notre étude sur les 132
instances qui sont résolues par BTD pour toutes les
décompositions arborescentes considérées, y compris
avec Min-Fill, BTD basé sur NV3, NV4 ou Min-Fill
conduit aux meilleurs cumuls de temps d’exécution
avec respectivement 1 283, 1 298 et 1280 secondes tan-
dis que BTD basé sur NV1 ou NV2 est bien plus lent,
avec respectivement 2 226 et 2 265 secondes.

5.3 Comparaison des paramétres structurels

Le tableau 1 présente la valeur des parametres
structurels pour certaines instances qui sont représen-
tatives des tendances générales. Sans surprise, Min-
Fill produit des décompositions de largeur plus pe-
tite, mais avec un plus grand nombre de clusters,
que celles produites par Bag-Connected-TD. Cepen-
dant, si dans certains cas, la largeur obtenue par Bag-
Connected-TD est significativement plus grande que
celle fournie par Min-Fill (e.g. la largeur produite par
NV3 pour U'instance squares-23-23), dans d’autres cas,
elle reste relativement proche, voire parfois méme égale
a celle obtenue par Min-Fill. Cela se produit notam-
ment pour linstance renault-mod-35_exrt mais aussi
pour les instances pour lesquelles Min-Fill produit une
bag-connected tree-decomposition (cf. partie (b) du
tableau 1). Nous observons également que la qualité
de la largeur obtenue grace a Bag-Connected-TD peut
varier considérablement selon les instances. Si NV1
présente souvent la meilleure largeur parmi celles cal-
culées par I'algorithme Bag-Connected-TD, celle-ci est
cependant parfois inférieure pour NV3 ou NV4 (e.g.
pour Uinstance mps-red-gnetl1).

Enfin, pour ce qui concerne le parametre s, les ten-
dances constatées se révelent similaires a celle ob-
servées pour la largeur.
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6 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit, dans le cadre
de la résolution de CSP, le concept de Bag-Connected
Tree-Decomposition. Apres avoir montré l'intérét de
cette notion et proposé un premier algorithme polyno-
mial qui calcule de telles décompositions, nous avons
démontré expérimentalement la pertinence de cette
approche car elle permet d’améliorer considérablement
la résolution de CSP basée sur les méthodes de décom-
position. En effet, ce type de décomposition permet de
résoudre beaucoup plus d’instances et d’améliorer le
temps d’exécution, par exemple, d’environ 63% dans le
cas des instances pour lesquelles Min-Fill produit des
clusters non connexes. En outre, ces décompositions
peuvent aussi, pour les benchmarks bien structurés,
rendre BTD bien plus performant que MAC, en étant
en particulier jusqu’a 25 fois plus rapide (par exemple
pour la famille d’instances rifapScensi1).

La premiere extension a ce travail porte sur 1’étude
de ces décompositions dans le domaine plus général des
modeles graphiques en TA. Il s’agit d’exploiter cette
notion avec d’autres classes de méthodes telles que
I’Hypertree-Decompositions, And/Or Search, ou en-
core Bucket Elimination. Cette démarche est en ef-
fet particulierement justifiée par le fait que, méme
si certaines de ces approches sont en théorie basées
sur d’autres parametres (par exemple 1'Hypertree-
Width), les implémentations efficaces connues s’ap-
puient généralement sur des algorithmes de calcul
de décompositions arborescentes (par exemple Min-
Fill pour I'Hypertree-Decomposition [8]). Un autre
développement qui nous semble prometteur porte sur
I'utilisation des Bag-Connected Tree-Decompositions
dans le domaine de I'optimisation ou encore des prob-
lemes de comptage de solutions.

Enfin, il serait aussi judicieux de développer le tra-
vail balbutiant relatif & une étude théorique de ce nou-
veau parametre, d'un point de vue mathématique, et
portant par exemple sur les propriétés fondamentales
de la Bag-Connected Tree-Width. Le travail prélim-
inaire présenté dans [18] offre un premier élément
de réponse mais limité pour le moment & une seule
borne supérieure de ce parametre. Une autre question
pourrait porter sur la mise en évidence de classes de
graphes pour lesquelles ce parametre est facile a cal-
culer (i.e. de complexité polynomiale), ou bien alors
proche de la largeur arborescente. Ou bien encore,
de déterminer des problemes qui sont difficiles quand
la largeur arborescente est bornée par une constante,
et qui deviendraient faciles quand la Bag-Connected
Tree-Width est bornée par une constante.



TABLE 1 — Valeur des parametres structurels pour certaines instances pour lesquelles Min-Fill produit des
clusters non connexes (a), et pour lesquels Min-Fill produit une bag-connected tree-decomposition (b).

Instances n . Min-Fill NV1 NV2 NV3 NV4

wh | s wr s wr s wr | s [wl] s
2-insertions-4-3 149 541 38 34 66 54 95 14 | 101 66 58 | 57
ewddr2-10-by-5-9 50 265 16 15 22 17 21 20 26 23 | 45 37
renault-mod-33_ext 111 133 11 11 12 11 14 11 17 15 16 13
(a) scen? 400 | 2 865 33 29 90 48 319 9]116 | 94| 81 34
squares-23-23 1058 | 1268 45 4 45 5 45 5| 235 88 | 45 26
fapp06-0500-1 500 | 3478 | 221 | 210 286 284 286 284 | 314 | 314 | 313 | 248
js-taillard-15-100-4 225 | 1785 86 70 114 102 121 97 | 129 | 102 | 210 | 197
mps-red-gnet1 5 380 621 | 970 | 773 | 1272 | 1265 | 1272 | 1265 | 978 | 954 | 998 | 974
anna-9 138 493 12 12 14 14 14 14 16 15 14 13
(b) haystacks-10 100 459 9 1 9 1 9 1 9 1 9 1
renault-mod-8_ext 111 126 11 11 11 11 12 11 13 12 11 11
qwh-15-106-9_ext 22512324 | 99| 99 102 102 102 102 | 103 | 103 | 173 | 168
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7 Annexes

Preuve du Théoréme 1 : Nous proposons une ré-
duction polynomiale du probleme du calcul d’une dé-
composition arborescente optimale vers ce probleme.
Considérons un graphe G = (X,C) de largeur ar-
borescente w, la décomposition arborescente de G as-
sociée étant (E,T). Considérons le graphe G’ obtenu
en ajoutant & G un sommet universel z, i.e. un som-
met qui est relié a tous les sommets de G. Notons qu’a
partir de (E,T), nous pouvons obtenir une décompo-
sition arborescente pour G’ en ajoutant dans chaque
cluster E; € E, le sommet x. Il s’agit d’'une Bag-
Connected Tree-Decomposition puisque chaque cluster
est nécessairement connexe (au moins par des chemins
contenant x) et sa largeur vaut w + 1. Pour montrer
que cet ajout de sommet définit une réduction, il suf-
fit de montrer que w est la largeur d’arbre de G si et
seulement si la Bag-Connected Tree-Width w. de G’
est w+ 1.

1. (=) Nous savons qu’au plus, la largeur de la
décomposition arborescente considérée de G’ est
w + 1 puisque les clusters de cette décomposition
arborescente sont connexes et que sa largeur est
w+1. Supposons que w. < w, et que donc, il existe
une Bag-Connected Tree-Decomposition de G’ de
largeur au plus w. En utilisant la décomposition
arborescente de G’, on peut définir le méme arbre,
mais en supprimant le sommet = pour obtenir une
décomposition arborescente de G de largeur w—1,
ce qui contredit '’hypothese.

2. (<) Avec le méme type d’arguments que ci-
dessus, nous savons que la largeur arborescente w
de G est au plus w, — 1. Et par construction, elle
ne peut pas étre strictement inférieure & w, — 1.
Donc, c’est exactement w. — 1.

De plus, la construction de G’ est possible en temps
linéaire. O

Preuve du Théoréme 2 : Il suffit de prouver les
lignes 5-14 de l'algorithme. Nous montrons d’abord
que l’algorithme s’arréte. A chaque passage dans la
boucle, au moins un sommet sera rajouté a I’ensemble
X’ et ce sommet n’apparaitra pas plus tard dans un
nouvel élément de la file d’attente puisque ces éléments
sont définis par les composantes connexes de G[X;\ E;],
un sous-graphe qui contient strictement moins de som-
mets qu’il n’y en a dans X;. Ainsi, aprés un nombre
fini d’étapes, ’ensemble X;\ E; sera un ensemble vide,
et donc aucun nouvel ajout a F' ne sera possible.
Nous montrons maintenant que ’ensemble des clus-
ters FEy, Fh,...FE, induit une bag-connected tree-
decomposition. Par construction, chaque nouveau
cluster est connexe. Donc, nous devons juste prouver
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qu’ils induisent une décomposition arborescente. Nous
le prouvons par induction sur les clusters ajoutés, en
montrant que tous ces clusters ajoutés vont induire
une décomposition arborescente du graphe G[X'].

Initialement, le premier cluster Ey induit une dé-
composition arborescente du graphe G[Ey] = G[X'].

Pour I'induction, notre hypothese est que I’ensem-
ble des clusters déja ajoutés Fy, E1, . .. F;_1 induit une
décomposition arborescente du graphe G[Ey U E; U
... U E;_1]. Considérons maintenant l'ajout de E;.
Nous montrons que par construction, Fgy, E1,...FE;_1
et E; induit une décomposition arborescente du graphe
G[X'] en montrant que les trois conditions (i), (ii) et
(iii) de la définition des décompositions arborescentes
sont satisfaites.

i) Chaque nouveau sommet ajouté dans X’ appar-

(i) Chaq y pp
tient & F;

(ii) Chaque nouvelle aréte dans G[X'] est a l'in-
térieur du cluster F;.

(iii) On peut considérer deux cas différents pour un
sommet x € F;, sachant que pour les autres
sommets, la propriété est déja satisfaite par I’hy-
pothese d’induction :

(a) z € E;\V; : dans ce cas, x n’apparait pas
dans un autre cluster que E; et donc, la pro-
priété est vérifiée.

(b) = € V; : dans ce cas, par hypothese d’induc-
tion, la propriété a déja été vérifiée.

Finalement, il est facile de voir que si la ligne

11 est appliquée, on obtient bien les clusters d’une
décomposition arborescente du graphe G[X']. O

Preuve du Théoreme 3 : Les lignes 1-4 sont réalis-
ables en temps linéaire, soit O(n + ¢), puisque le coiit
de calcul des composantes connexes de G[X\FEp] est
borné par O(n + e). Néanmoins, nous pouvons noter
que la ligne 1 peut étre réalisée par une heuristique
éventuellement plus couteuse, de sorte a obtenir un
premier cluster plus pertinent, mais en se limitant a en
O(n(n+-e)) afin de ne pas accroitre la complexité glob-
ale de l'algorithme. Nous analysons maintenant le cotit
de la boucle (ligne 5). Tout d’abord, notons qu’il y a
nécessairement moins de n insertions dans la file d’at-
tente F' car a chaque passage dans la boucle, on est as-
suré qu’au moins, un nouveau sommet aura été rajouté
dans X'; et donc supprimé de I’ensemble des sommets
n’ayant pas encore été traités. Nous analysons main-
tenant le cott de chaque traitement associé a l’ajout
d’un nouveau cluster, dont nous donnons pour chacun,

sa complexité globale.
— Ligne 6 : I'obtention du premier élément X; de
F est bornée par O(n), et donc globalement par

0(n?).



— Ligne 7 : Pobtention du voisinage V; C X’ de X;
dans G est bornée par O(n + e), et donc globale-
ment par O(n(n + e)).

— Ligne 8 : cette étape est réalisable en O(n), soit
globalement en O(n?).

— Ligne 9 : le colt de la recherche dans G[V; U X;]
débutant avec les sommets de V; et x € X; est
borné par O(n+e). Puisque la boucle while s’exé-
cute au plus n fois, le cotit global de la recherche
dans ces sous-graphes est borné par O(n(n + €)).
En outre, pour chaque nouveau sommet = ajouté,
la connexité de G[F;] est testée avec un coiit sup-
plémentaire borné par O(n + ¢). On peut remar-
quer qu’un tel sommet n’est ajouté au plus qu’une
fois, donc globalement, le cotit de ce test est borné
par O(n(n + e)). Donc, le cout de la ligne 9 est
globalement borné par O(n(n + e)).

— Lignes 10-11 : en utilisant une structure de don-
nées adaptée, cette étape peut étre réalisée en
O(n), soit globalement en O(n?).

— Ligne 12 : cette étape est réalisable en O(n), soit
globalement en O(n?).

— Ligne 13 : le cotlit de la recherche des composantes
connexes de G[X;\E;] est borné par O(n + e).
Ainsi, globalement, le colit de cette étape est
O(n(n +e)).

— Ligne 14 : I'insertion de X;; dans F' est réalisable
en O(n), soit globalement en O(n?) puisqu’il y a
moins de n insertions dans F'.

Finalement, la complexité temporelle de I'algorithme
Bag-Connected-T'D est O(n(n +¢)). O
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Résumé

La Recherche a Voisinage Large (LNS) est un fra-
mework qui permet de combiner |'expressivité de la pro-
grammation par contraintes avec l'efficacité de la re-
cherche locale pour résoudre les problemes d’optimisa-
tion combinatoire. Ce papier introduit une extension de
LNS pour résoudre les problemes combinatoires avec
plus d'un objectif a optimiser simultanément. Ce nou-
veau framework, nommé MO-LNS, maintient non pas
la meilleure solution courante mais une population de
meilleures solutions courantes. A chaque itération, une
de ces solutions est sélectionnée, relachée et optimisée
dans le but de strictement améliorer la qualité de la po-
pulation. L'efficacité de cette approche est évaluée sur
plusieurs exemples.

Abstract

Large neighborhood search (LNS) is a framework
that combines the expressiveness of constraint program-
ming with the efficiency of local search to solve com-
binatorial optimization problems. This paper introduces
an extension of LNS, called Multi-Objective LNS (MO-
LNS), to solve multi-objective combinatorial optimiza-
tion problems ubiquitous in practice. The idea of MO-
LNS is to maintain a set of nondominated solutions ra-
ther than just one best-so-far solution. At each iteration,
one of these solutions is selected, relaxed and optimized
in order to strictly improve the hypervolume of the main-
tained set of nondominated solutions. We show experi-
mentally the efficiency of this approach on two multi-
objective combinatorial optimization problems.

1 Introduction

Les problemes d’optimisation multiobjectif sont om-
niprésents dans le monde réel. En effet, il n’est pas
rare d’étre confronté a plusieurs objectifs a optimi-
ser simultanément (e.g. colt et qualité). Dans le cas
ol aucune préférence ne peut étre établie a priori, il
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est souvent nécessaire de proposer a l'utilisateur un
ensemble de solutions contenant tous les compromis
optimaux entre ces objectifs. L'utilisateur, ensuite, sé-
lectionne lui-méme la solution qui correspont le plus a
ses besoins.

Il n’est pas étonnant que la théorie et la métho-
dologie de l'optimisation multiobjectif fassent ’objet
d’un intérét grandissant [10]. Au moment d’écrire cet
article, les meta-heuristiques hybrides entre recherche
locale et algorithmes évolutionnaires obtiennent les
meilleurs résultats sur de nombreux probléemes mul-
tiobjectif standards i.e. le probléeme du voyageur de
commerce multiobjectif [8]. Malheureusement, et en
dépit des fonctionnalités proposées par des biblio-
theques telles que ParadisEO [1] et jMetal [2], ces ap-
proches sont encore loin d’étre déclaratives. En effet,
I'utilisateur doit toujours fournir de nombreuse fonc-
tions de bas niveau (e.g. génération du voisinage, mu-
tation) qui nécessitent une importante connaissance
du probléme & résoudre [4].

La programmation par contraintes est une tech-
nique d’optimisation reconnue pour son aspect décla-
ratif tout en étant compétitive pour résoudre les pro-
blemes d’optimisation combinatoire a un seul objec-
tif [13, 15, 20]. En particulier, le framework de re-
cherche & voisinage large (LNS), combinant Deffica-
cité de la recherche locale avec I'expressivité de la pro-
grammation par contraintes, fut appliqué avec succes
a de nombreux problemes industriels complexes et de
grandes tailles [9, 12, 14, 19]. Dans ce travail, nous pré-
sentons une simple extension de la recherche a voisi-
nage large pour résoudre les problemes d’optimisation
cominatoire multiobjectif. L’efficacité et la flexibilité
de ce nouveau framework, nommé recherche multiob-
jectif & voisinage large (MO-LNS), est vérifiée sur plu-
sieurs instances du probleme du sac a dos [22] et du



probleme d’allocation de conteneurs [18].
Ce document est structuré comme suit...

2 Prérequis

Un probleme d’optimisation multiobjectif est un
quadruple M = (X,D,C,F) ou X = {z1,...,2,}
est un ensemble de variables, D = {D,...,D,}
est 'ensemble des domaines de ces variables, C est
un ensemble de contraintes sur les variables et F =
{f1,---, fm} est un ensemble de fonctions objectif &
minimiser simultanément. Dans la suite de ce docu-
ment, nous supposons que m variables obji, ..., 0bjn,
(que nous appelons variables objectif) ont été ajou-
tées a I’ensemble de variables X et contraintes a étre
égale a la valeur prise par leur fonction objectif i.e.
obj; = fi(X). En particulier, la valeur minimale et la
valeur maximale du domaine d’une variable objectif
obj; correspondent aux bornes de cet fonctions objec-
tif par rapport a un assignment partiel des variables
de X.

Une solution d’un probleme multiobjectif M est une
assignation compléte des variables de X qui satisfait
toutes les contraintes de I’ensemble C. Dans ce travail,
nous représentons une solution sol par sa projection
dans Despace objectif (soly,...,soly,) ol sol; est la
valeur assignée a la variable objectif obj;.

Comme il est peu commun qu’une solution soit a la
fois optimale pour tous les objectifs en méme temps,
nous cherchons & définir un ordre partiel entre le vec-
teur objectif des différentes solutions. Parmis ces or-
donnancements, la dominance faible de Pareto (que
nous appelons dominance dans le reste de ce docu-
ment) est un choix commun (voir FIGURE 1).

Définition 1 (Dominance faible). Considérons sol =
(soly,...,s0ly,) et sol' = (solf,...,soll,) deux solu-
tions d’un probléme multiobjectif. Nous disons que sol
domine sol’, dénoté sol < sol’, si et seulement si :

Vie{l,...,m} : sol; < sol} (1)

Soit sols(M) l'ensemble de toutes les solutions
d’un probleme multiobjectif M. Une solution sol €
sols(M) est dite efficace si et seulement si il n’existe
pas de solution sol’ € sols(M) qui domine sol :

Bsol’ € sols(M) : sol’ # sol Asol' =< sol.  (2)

En d’autres mots, une solution est dite efficace si il
n’est pas possible d’améliorer la valeur d’'un objectif
sans dégrader la valeur d’au moins un autre objectif
(i.e. une solution efficace est un compromis optimal
entre les objectifs).

Résoudre un probleme multiobjectif revient souvent
a trouver ’ensemble de toutes les solutions efficaces

i.e. l’ensemble efficace ou front de Pareto (voir FI-
GURE 2 illustre le front de Pareto d’un ensemble de so-
lutions arbitraire). Malheureusement, la taille du front
de Pareto croit souvent de facon exponentielle avec la
taille du probléme & résoudre [3]. De ce fait, en pra-
tique, seule une approximation de cet ensemble peut
étre trouvée en des temps et quantités de mémoire rai-
sonnables. Nous appelons une telle approximation une
archive.

Définition 2 (Archive). Une archive A est un ensemble
de solutions sans dominance i.e. un ensemble de solu-
tions tel qu’aucune solution de A ne domine une autre
solution de A :

Vsol € A, fsol’ € A : sol’ # sol A sol' < sol. (3)

Clairement, le front de Pareto est une archive.

o
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FIGURE 2 — Les solu-
tions efficaces de cet es-
pace biobjectif de solu-
tions sont coloriées en
noir. Le front de Pareto
est I’ensemble de toutes
les solutions efficaces.

FIGURE 1 - La solution e
domine les solutions b, ¢
et d tout en étant domi-
née par f. Les solutions
a et g ne dominent pas e
et ne sont pas dominées
par e.

Une archive peut servir de base pour diviser I’espace
objectif en en trois sous-espaces disjoints :

— L’espace dominé qui contient les solutions domi-
nées par au moins une solution contenue dans
larchive (FIGURE 3a) ;

— L’espace de diversification qui contient les so-
lutions qui ne sont dominées par aucune so-
lution contenue dans l’archive et qui ne do-
minent aucune solution contenue dans I’archive
(FIGURE 3b);

— L’espace d’intensification qui contient les solu-
tions qui dominent au moins une solution conte-
nue dans 'archive (FIGURE 3c).

La taille de I’espace dominé par une archive est un
indicateur, nommé hypervolume H [23], communément
utilisé pour mesurer la qualité d’une archive. Plus I’hy-
pervolume d’une archive est grand, plus sa qualité est
élevée. Clairement, la taille de ’espace dominé ne peut
étre augmentée qu’en ajoutant dans l’archive des so-
lutions provenant de l’espace d’intensification ou de

90



obj,
obj,

obj, obj, obj,

F1GURE 3 — Une archive partitionne ’espace objectif
en trois sous-espaces disjoints : (a) 'espace dominé,
(b) Tespace de diversification et (c) Pespace d’intensi-
fication.

I’espace de diversification. Observons que, ’archive de-
vant rester sans dominance, toutes les solutions domi-
nées par une nouvelle solution (provenant de I’espace
d’intensification) doivent étre supprimées de larchive.

3 Travaux similaires

La contrainte epsilon (ou e-constraint) est certaine-
ment la méthode la plus communément utilisée pour
résoudre les problemes d’optimisation multiobjectif au
moyen de la programmation par contraintes [6, 21].
L’idée est de décomposer le probléeme original en une
séquence de sous-problemes a un seul objectif. A
chaque itération, un nouveau sous-probléme est généré
en contraignant tous les objectifs, sauf un, a prendre
une meilleure valeur que celle assignée dans la solu-
tion optimale du sous-probléme précédent. A terme,
I’ensemble de ces solutions optimales forme le front de
Pareto du probleme original.

La contrainte de Pareto [5, 7, 17] est une alterna-
tive (plus efficace [5]) pour calculer le front de Pa-
reto de maniere exacte. L’idée derriere cette contrainte
est d’utiliser une archive pour élaguer les branches de
I’arbre de recherche qui ne peuvent mener & une solu-
tion qui ne soit pas dominée par au moins une solution
contenue dans larchive (i.e. la solution ne peut pro-
venir de 'espace dominé par Dlarchive). Chaque fois
qu'une nouvelle solution est trouvée, celle-ci est ajou-
tée dans I’archive pour en améliorer sa qualité. La qua-
lité de I’archive continue de s’améliorer incrémentale-
ment tout au long de la recherche jusqu'a devenir le
front de Pareto dont I'optimalité est prouvée lorsque
la recherche est compléte. Formellement, la contrainte
de Pareto impose la proposition suivante ou A est I'ar-
chive améliorée incrémentallement :

/\ \/ obj; < sol; (4)

sole A i=1
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4 Recherche Multiobjectif a voisinage
large

La recherche a voisinage large hybride la program-
mation par contraintes et la recherche locale pour amé-
liorer incrémentallement une meilleure solution cou-
rante. A chaque itération, un voisinage de cette solu-
tion est généré en relachant une partie de sa structure
(e.g. la valeur assignée & une partie des variables de
décisions). La programmation par contraintes est uti-
lisée pour explorer ce voisinage en résolvant le sous-
probleme généré par I’étape de relaxation.

Au lieu de se concentrer sur une seule solution, la
recherche multiobjectif & voisinage large (MO-LNS) se
concentre sur une population de meilleure solutions
courantes i.e. une archive. A chaque itération, une so-
lution de l’archive est sélectionnée, relachée, et réop-
timisée pour améliorer strictement la qualité de cette
archive. Comme précisé ci-dessus, il existe deux ma-
nieres d’améliorer la qualité d’une archive :

— Diversifier ’archive en y ajoutant une solution
provenant de son espace de diversification. La
solution peut étre ajoutée directement dans ’ar-
chive puisque celle-ci ne domine aucune solution
contenue dans ’archive ;

— Intensifier l’archive en y ajoutant une solution
provenant de son espace d’intensification. Dans
ce cas, il est nécessaire de supprimer toutes les
solutions de ’archive qui sont dominées par la
nouvelle solution avant de lajouter (l'archive
doit rester sans dominance).

En utilisant la contrainte de Pareto (posée sur l'ar-
chive & améliorer), nous nous assurons qu’aucune so-
lution appartenant a l’espace dominée ne puisse étre
découverte.

4.1 Sélectionner la solution a relacher

Le choix de la solution a relacher lors de chaque ité-
ration peut avoir un impact important sur les chances
de succes de l'itération i.e. les chances d’améliorer I’ar-
chive. La recherche de nouvelles solutions ayant lieu
dans le voisinage de la solution sélectionnée, il y a de
fortes chances pour que ces nouvelles solutions soient
proches (dans 'espace objectif) de la solution & ’ori-
gine du voisinage. Nous appelons ce phénomene effet
de proximité.

Il est reconnu par la communauté multiobjectif
qu’une archive de faible cardinalité bien répartie sur
le front de Pareto est préférable a une archive de forte
cardinalité éloignée du front ou concentrée dans une
certaine partie. Des lors, il semble intuitif qu’une heu-
ristique de sélection aléatoire pousse l'archive a se di-
versifie. Malheureusement, cette stratégie peut avoir
un impact fortement négatif du a leffet de proximité.



Imaginons qu’a un certain point, ’archive contienne un
groupement de solutions. Sélectionner une solution de
ce groupement tendra a générer de nouvelles solutions
proche de celle-ci et donc & renforcer le groupement.
Deés lors, la probabilité de sélectionner une solution de
ce méme groupement est renforcée et ainsi de suite.
Pour éviter ce probleme, nous suggérons une simple
heuristique aléatoire qui tend a remplir les “trous” dans
I’archive. L’idée est de sélectionner un point aléatoi-
rement sur I’hyperplan passant par les extrémitées de
Parchive (i.e. une ligne dans le cas d’un probléme biob-
jectif). La solution sélectionnée est celle qui se trouve
le plus proche dans ’espace objectif en terme de dis-
tance Euclidienne (voir FIGURE 4). Dans la suite, nous
faisons référence a cette stratégie par heuristique du
plus proche voisin.

obj,

obj,

FIGURE 4 — L’heuristique du plus proche voisin tend &
sélectionner les solutions proches de “trous” dans I’ar-
chive. La ligne discontinue correspond a ’hyperplan
entre les extrémités de ’archive. Les losanges corres-
pondent a de possibles points générés aléatoirement
sur cet hyperplan. Chaque fléche pointe vers la solu-
tion la plus proche de ces points.

4.2 Guider l'intensification et la diversification

Une archive contenant de nombreuses solutions éloi-
gnées du front de Pareto est la conséquence d’une di-
versification trop importante au début de la recherche.
Cela peut-étre du a de nombreux facteur tels que la na-
ture des voisinages explorés ou tout simplement ’heu-
ristique utilisée pour explorer I'arbre de recherche.
Afin de contrer ce probleme, il est souvent intéressant
de trouver rapidement un petit nombre de solutions
proches du front de Pareto avant de diversifier Iar-
chive. A P'instar du framework de recherche & voisinage
large avec objectifs variables [16], nous proposons de
controler dynamiquement les bornes des différents ob-
jectifs pour forcer 'intensification de ’archive durant
la recherche. Trois modes de contrdle sont utilisés :

— Sans filtrage : les bornes de la variable objectif

ne sont pas contraintes a étre améliorées ;

— Filtrage faible : chaque fois qu'une nouvelle solu-

tion est découverte, la borne supérieure de la va-

riable objective est contrainte a étre plus petite
ou égale a la valeur assignée dans cette solution
i.e. obj; < sol;;

— Filterage fort : chaque fois qu’'une nouvelle so-
lution est découverte, la borne supérieure de la
variable objectif est contrainte a étre strictement
plus petite que la valeur assignée dans cette so-
lution i.e. obj; < sol;.

4.2.1 Diversification

Le but d’une phase de diversification est de complé-
ter ’archive de nouvelle solutions non-dominées sans
pour autant dominer les solutions contenues dans ’ar-
chive. Pour ce faire, nous configurant toutes les va-
riables objectif en mode sans filtrage. Ainsi, nous lais-
sons la contrainte de Pareto s’assurer que les nouvelles
solutions découvertes n’appartiennent pas a l'espace
dominée par ’archive.

4.2.2 Intensification

Le but d’une phase d’intensification est de découvrir
de nouvelles solutions que domine la solution relachée.
Nous proposons deux différentes configuration des ob-
jectifs permettant de forcer ce résultat :

— Intensification stricte : tous les objectifs sont

configuré en mode de filtrage fort ;

— Intensification guidée : tous les objectifs sont
configuré en mode de filtrage faible & I’exception
d’un objectif configuré en mode de filtrage fort
(cet objectif guide l'intensification).

5 Résultats

Cette section compare les performances de la re-
cherche multiobjectif & voisinage large avec celle d'une
approche en programmation par contraintes utilisant
uniquement la contrainte de Pareto. Nous présentons
les résultats obtenus sur le probléeme biobjectif du sac
a dos ainsi que sur une version biobjectif du probleme
d’allocation de conteneurs. Toutes nos expériences ont
été réalisées au moyen du solver open-source OscaR[11]
sur une machine équipée d’un processeur Intel Core i7
cadencé a 2.7GHz.

5.1 Probleme du sac a dos a deux objectifs

Nos expériences furent réalisées sur plusieurs ins-
tances du probleme du sac a dos allant de 50 a 250 ob-
jets (ces instances proviennent de la bibliotheque MO-
COLib [22]). Les résultats présentés dans la TABLE 5.1
correspondent a la moyenne des résultats obtenus au
moyen de 10 seeds différentes et d’une limite de temps
fixée a une minute. La taille et ’hypervolume du front
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Hs |S] |90 57 Hs IS] |90 57
Inst. |S*| Hs+ MO-LNS CP  MO-LNS CP MO-LNS  CP Inst. |S*| Hg« MO-LNs CP  MO-LNS CP MO-LNS CP
100A 172 1559 15,59 1505 172 128 172 112 A 6 1848 1848 1022 6 4 6 1
100B 174 1512 15,12 1462 170,6 124 164,7 93 B 72976 2976 1010 7 3 70
100C 64 16,68 16,68 16,68 64 64 64 64 ¢ 8 3597 3597 852 8 2 8 0
100D 76 1631 16.31 1628 76 T3 76 73 D 8 5358 5358 535 8 1 8 0
150A 244 39.66 39.66 3542 226.2 88 187 31
150B 348 4146 41.46 3631 303.3 91 1924 51
150C 166 3417 34.17 33.15 155.6 83 127 34 TABLE 2 — Comparison of MO-CP and MO-LNS on
150D 207 3604 36.04 328 199.8 88 155.6 62 real-life instances of the Bi-Objective Tank Allocation
200A 439 64.34  64.34 5743 361 86 178.2 34 Problem.
200B 397 6578 65.77 58.82 345.2 108 232.8 54
200C 328 57.48 57.46 4830 297.8 60 187.1 18
200D 361 7342 73.40 6271 3041 64 1769 29 5 minutes (instance A). Aussi, I’hypervolume montre
250A 629 94.37 94.34 78.68 4335 70 955 12 que les solutions trouvée via pure programmation par
250B 629 8967  89.65 7481  410.9 90 107.9 44 contraintes sont fort éloignées du front de Pareto.
250C 528 91.25 91.24 7530 383.3 72 108.9 22
250D 424 66.56 66.55 56.98 303.4 51 142.8 26

TABLE 1 — Comparison of MO-CP and MO-LNS on
standard instances of the Bi-Objective Knapsack Pro-
blem.

de Pareto exacte est donnée dans les colonnes 2 et
3. Les hypervolumes obtenus par MO-LNS et CP sont
donnés dans les colonnes 4 et 5 alors que la taille des ar-
chives correspondantes sont données dans les colonnes
6 et 7. Finalement, les colonnes 8 et 9 présentent le
nombres de solutions efficaces trouvées par chaque mé-
thode. Comme nous pouvons le voir, MO-LNS obtient
de bien meilleur résultats. Aussi, les valeurs d’hypervo-
lume obtenues par MO-LNS sont tres proches de celles
du front optimal.

5.2 probleme biobjectif d’allocation de conteneurs

Le probleme d’allocation de conteneurs consiste a
assigner différents volumes de produits chimiques dans
différents conteneurs tout en respectant un ensemble
de contraintes de sécurité e.g. éviter de placer des pro-
duits dont la réaction est dangereuse dans des conte-
neurs proches. Une assignation idéale doit maximier le
volume de conteneurs non utilisé afin de minimiser les
couts de nettoyage. Minimiser le nombre de conteneurs
utilisé est également souhaitable pour maximiser les
chances d’accepter de nouvelles cargaison par la suite.

Les résultats obtenus sur ce probleme sont présenté
dans la TABLE 5.2 dont les colonnes ont la méme signi-
fication que dans la table précédente. Le front de Pa-
reto exact de chaque instance a été calculer au moyen
de la contrainte epsilon et du solver MIP Gurobi avec
un temps de calcul d’environ 3 minutes. Le framework
MO-LNS est en mesure de trouver ces front optimaux
en moins d’'une minute. Notons également que 'ap-
proche en pure programmation par contrainte n’est
capable de ne trouver qu'une seule solutio efficace en
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6 Conclusion

Cet article décrit une maniere simple d’étendre le
framework de recherche a voisinage large pour ré-
soudre les problemes d’optimisation multiobjectif. Ce
nouveau framework utilise la contrainte de Pareto pour
améliorer incrémentalement la qualité de 'approxima-
tion du front de Pareto. Afin d’accélérer la convergence
vers les solutions de qualité, nous proposons de mixer
des phases d’intensification et de diversification. Nos
résultats démontre que cette approche incomplete pro-
pose des résultats bien supérieurs a ceux obtenus via
des approches classique en pure programmation par
contraintes.
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Résumé

Nous proposons une adaptation de la mé-
thode Embarrassingly Parallel Search (EPS) pour les
centres de calcul. EPS est une méthode simple et
efficace pour la résolution parallele des problémes
en PPC. EPS décompose statiguement le probléme
en un grand nombre de sous-problémes distincts qui
sont résolus par des workers (threads/processus).
Le nombre de sous-problémes est proportionnel au
nombre de coeurs. EPS obtient d’excellents résultats
sur des machines multi-cceurs (40), mais ceux-ci se
dégradent sur un centre de calcul (512 cceurs). Dans
cet article, nous montrons que cette dégradation est
due a la décomposition et proposons une nouvelle dé-
composition paralléle pour remédier a ce probleme. Fi-
nalement, nous montrons que les gains d'EPS sont
supérieurs d’'un ou plusieurs ordres de grandeur a
ceux du work stealing.

1 Introduction

En programmation par contraintes, les solveurs utilisent
le parallélisme pour obtenir des gains de performance en
partageant des taches durant la résolution. Plusieurs mé-
thodes ont été proposées, la plus connue étant le work
stealing [11, 13, 6, 15, 4, 9]. Récemment, une nouvelle
approche, nommée Embarrassingly Parallel Search (EPS)
[12], donnait de bons résultats.

L’idée d’EPS est de décomposer le probleme initial en
un grand nombre de sous-problémes qui sont consistants
avec la propagation (I’application du mécanisme de propa-
gation sur ces problemes ne détecte pas d’inconsistance).
Ces sous-problemes sont ajoutés dans une queue gérée par
un master. Ensuite, chaque worker prend un sous-probleme

*Ces travaux ont bénéficié d’un acceés aux moyens de calculs et de
visualisation du Centre de Calcul Interactif hébergé a I’'Université Nice
Sophia Antipolis. Ils sont supportés également par OSEO, avec le projet
ISI "Pajero”.
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de la queue et le résout. On répete le processus jusqu’a que
tous les sous-problemes soient résolus. La sélection des
sous-problemes par les workers est dynamique et il n’y a
aucune communication entre les workers. EPS est basé sur
I’idée que s’il y a un grand nombre de sous-problemes a
résoudre alors les temps de résolution des workers seront
bien équilibrés méme si les temps de résolution des sous-
problemes sont déséquilibrés. Autrement dit, I’équilibrage
de charge est automatiquement obtenu au sens statistique.
Ici, le nombre de sous-problemes ne dépend pas du pro-
bléme initial mais plutét du nombre de workers. Des ex-
périences ont montré qu’une décomposition doit générer
environ 30 sous-problémes par worker.

Des expérimentations préliminaires de la méthode EPS
sur un centre de calcul (512 cceurs/workers) ont montré
qu’on obtient un bon passage a 1’échelle de la résolution
d’un probléme sans tenir compte du temps de décompo-
sition. Cependant, la décomposition devient plus difficile
et la part de la décomposition dans le temps total aug-
mente avec le nombre de sous-probléemes. Tout d’abord,
le nombre de sous-problémes a générer augmente de ma-
niere linéaire avec le nombre de cceurs. Ensuite, le temps
total de résolution diminue lorsqu’on augmente le nombre
de workers. Enfin, la décomposition d’EPS proposée dans
[12] n’est pas parallélisée de maniere efficace. Dans cet ar-
ticle, nous améliorons la décomposition parallele du pro-
bléme initial pou un grand nombre de workers.

Une décomposition parallele naive a été proposée dans
[12]. Elle décompose le probleme initial en un nombre de
sous-problemes €gal au nombre de workers et on assigne
un sous-probléme a chaque worker. Ensuite, chaque wor-
ker décompose son sous-probleme en 30 sous-probleémes.
C’est suffisant lorsque le nombre de workers est limité (40
par exemple) mais cela devient problématique avec des
centaines de workers. Ce gain est limité car il n’y a au-
cune raison d’avoir des sous-problémes équivalents a dé-
composer. L’idéal serait d’avoir plus de sous-problemes



a décomposer mais avoir plus de sous-problemes est ce
qu’on cherche ! C’est la raison pour laquelle nous avons be-
soin de trouver un autre algorithme. Cependant, nous avons
constaté que :

1. la différence entre les gains de performance dimi-
nue lorsque le nombre de sous-problemes augmente.
Cette évolution n’est pas linéaire. Il y a une grande
différence entre les gains de performance lorsqu’il y
a moins de 5 sous-problemes par worker. Ces dif-
férences diminuent lorsqu’il y a plus de 5 sous-
problemes par worker.

2. une décomposition ne doit pas générer des sous-
problémes inconsistants, car une telle décomposition
aurait un impact négatif sur les performances.

3. découper un probléme initial en un petit nombre
de sous-problemes sans qu’on vérifie 1’inconsistance
prend un temps raisonnable par rapport au temps total
de décomposition.

A partir de ces observations, nous devons trouver un pro-
cessus itératif qui décompose le probleme. Ainsi, nous pro-
posons une méthode en 3 phases :

— une phase initiale ot 1’on génere 1 sous-probleme
par worker le plus rapidement possible sans utiliser
la propagation qui détecte I’inconsistence des sous-
problémes.

— une phase principale génere 5 sous-problémes par
worker. Chaque sous-probleme est consistant avec la
propagation.

— une phase finale génére 30 sous-problémes par worker
a partir de I’ensemble des sous-problemes calculés a
la fin de la phase principale.

En générant un petit nombre de sous-problemes, on
risque d’avoir une répartition de charge non équilibrée. Ce-
pendant, le colt relatif est faible au début de la décom-
position. Ainsi, il est raisonnable de décomposer rapide-
ment pour "démarrer" les workers qui a leur tour vont re-
décomposer les sous-problemes. Ensuite, il faut générer
5 sous-problemes par worker a partir des sous-problemes
précédemment calculés afin que la répartition de charge
devienne raisonnablement plus équilibrée. Par la suite, les
workers redécomposent les sous-problemes en 30 sous-
problemes par worker. Une fois la décomposition terminée,
les workers résolvent des sous-problemes.

Nous rappelons d’abord les préliminaires. Puis nous
décrivons les décompositions existantes et nous présen-
tons une parallélisation efficace de la décomposition. Fi-
nalement, nous donnons des résultats expérimentaux et
concluons.

2 Préliminaires

Un worker est une unité de calcul chargée de résoudre
un sous-probleme. La plupart du temps, il correspond a un

ceeur d’un processeur. On considere qu’il y a w workers.
Nous rappelons quelques définitions. Puis, nous présentons
deux méthodes que nous comparerons.

2.1 Work stealing

Le work stealing a été proposé a 1’origine par [3] et a été
implémenté pour la premiére fois sur un machine parallele
Lisp [5]. Cette méthode découpe le probléme dynamique-
ment durant la résolution.

Les workers résolvent des sous-problemes et lorsqu’un
worker termine un sous-probleme, il "vole" un peu de tra-
vail d’un autre worker. Habituellement, il est mis en ceuvre
comme suit : quand un worker W n’a plus de travail, il de-
mande du travail & un autre worker V. Si la réponse est po-
sitive, alors le worker V' découpe le probleme qu’il résout
actuellement en deux sous-problemes et en donne un au
worker W . Par exemple, appliqué a un arbre binaire, si V'
est sur la branche de gauche, il donne la branche de droite
a IV sinon il descend d’un niveau et donne la branche de
droite a W. Dans le cas ou la réponse est négative, W de-
mande a un autre worker U, jusqu’a ce qu’il arrive a avoir
du travail ou qu’il ait demandé a tous les workers.

Cette méthode a été implémentée sur plusieurs solveurs

(Comet [9] ou ILOG Solver [11] par exemple) et de diffé-
rentes facons [13, 6, 15, 4] selon que le travail est centralisé
ou non, de la décomposition de 1’arbre de recherche ou de
la méthode de communication entre les workers. Le work
stealing essaie de résoudre en partie le probleme de 1’équi-
librage de la charge de travail en décomposant dynamique-
ment les sous-problemes.
Quand un worker est en attente, il ne doit pas "voler" trop
de problemes faciles, car il devra redemander du travail
presque immédiatement. Cela se produit fréquemment a
la fin de la recherche lorsqu’un grand nombre de workers
n’ont plus de sous-problémes a résoudre et demandent tout
le temps du travail et ce qui entraine beaucoup de commu-
nications inutiles.

Ainsi, la méthode obtient généralement un bon passage
a I’échelle pour un petit nombre de workers mais il est dif-
ficile de maintenir un gain linéaire lorsque le nombre de
workers augmente. Dans [2], la résolution en parallele du
probléme des 17-reines ne passe pas a 1’échelle a partir de
29 workers.

Certaines méthodes [14, 6] ont été développées pour ten-
ter d’améliorer ce passage a 1’échelle [14]. Xie et autres
[14] proposent d’utiliser une approche impliquant plusieurs
masters et workers. Chaque master possede ses workers.
L’espace de recherche est divisé entre les différents mas-
ters, tel que chaque master met ses sous-arbres de re-
cherche dans une queue qui seront distribués aux workers.
Lorsqu’un neeud du sous-arbre est détecté comme un nceud
racine d’un large sous-arbre, les workers génerent un grand
nombre de sous-arbres et I’ajoute dans la queue afin d’avoir
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une meilleure répartition de charge.

Dans [6], les auteurs expérimentent sur 64 cceurs en utili-
sant le work stealing. Un master centralise toutes les infor-
mations (bornes, solutions et requétes). Le master estime
quel worker possede la plus grande quantité de travail afin
de redistribuer le travail aux workers en attente.

Un autre inconvénient du work stealing qui n’est souvent
pas mentionné est que sa mise en ceuvre est intrusive. Elle
est ainsi fortement dépendante du solveur et oblige d’avoir
une tres bonne connaissance du solveur CP et d’avoir acces
a des fonctions internes. Il existe des méthodes qui tentent
de répondre a ce probleme [8].

2.2 EPS

L’Embarassingly Parallel Search (EPS) est décrit dans
[12]. Cette méthode décompose de maniere statique le
probléme initial en un grand nombre de sous-problemes
consistants avec la propagation qui sont ensuite mis dans
une queue a la disposition des workers. Lorsque la décom-
position est terminée, les workers prennent dynamique-
ment les sous-problémes de la queue lorsqu’ils sont en at-
tente. Précisément, EPS est basée sur les étapes suivantes :

. on découpe le probléme en p sous-problémes tel que

p > w et on les met dans la queue.

« chaque worker prend a tour de role un sous-probleme

dans la queue et le résout.

. un master contrdle les acces concurrents de la queue.

. la résolution est terminée lorsque tous les sous-

problemes sont résolus.

Dans le cas des problemes d’optimisation, le master gere
la valeur de 1’objectif. Lorsqu’un worker prend un sous-
probleme de la queue, il prend également la meilleure va-
leur courante de I’objectif. Ensuite, lorsqu’un worker ré-
sout le sous-probléme, il communique au master la valeur
de I’objectif trouvée. Il faut noter qu’il n’y a pas d’autres
communications lorsqu’un worker trouve la meilleure so-
lution, les autres workers qui sont en train de travailler ne
peuvent pas 1'utiliser pour améliorer leur solution courante.

La réduction des communications est un avantage
par rapport au work stealing. Un autre avantage est la
possibilité de rejouer la résolution en mémorisant les
sous-problemes et leur ordre de traitement. Cela ne cofite
presque rien et c’est tres utile dans le débogage d’applica-
tions.

2.3 Définitions

Un réseau de contraintes CA = (X, D, C) est défini de
la maniere suivante :
. un ensemble de n variables X = {x1,...,2,}
. un ensemble de n domaines finis D =
{D(z1),...,D(zs)} ob D(x;) I’ensemble des
valeurs possibles pour la variable z;,
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. un ensemble de contraintes entre les variables C =
{C1,...,C.}. Une contrainte C; est définie sur un
sous-ensemble de variables X¢, = {z;,..., 24}
de X par un sous-ensemble du produit cartésien
D(x;1) x ... x D(x;;), qui spécifie quelles combi-
naisons de valeurs des variables {z;,, ..., z;, } admis-
sibles entre elles.

Chaque contrainte C; est associée a un algorithme de
filtrage qui supprime les valeurs des domaines de ses va-
riables pour lesquelles il n’est pas possible de satisfaire la
contrainte. La propagation de contraintes applique les al-
gorithmes de filtrage des contraintes de C dont les variables
ont vu leur domaine réduit, a tour de rdle, jusqu’a ce que
plus aucune réduction ne soit faite. On déleégue la propaga-
tion de contraintes a un solveur externe. Par souci de com-
modités, nous utiliserons le mot "probleme" a la place d’un
réseau de contraintes lorsqu’on 1’utilise pour représenter le
réseau de contraintes et non pour la recherche d’une solu-
tion. Nous admettons que le probléme P est consistant a
la propagation si et seulement si I’exécution du mécanisme
de propagation sur P ne déclenche pas un échec.

Notation 1 Soir ) un probleme, nous notons D(Q, x) le
domaine résultant de la variable x lorsqu’on applique le
mécanisme de propagation sur Q).

3 Décomposition en sous-probléemes

La méthode EPS est basée sur la décomposition du pro-
bleéme initial en g sous-problemes. [12] a montré que les
sous-problemes générés doivent étre consistants avec la
propagation. Dans le cas contraire, 1’algorithme parallele
peut considérer les sous-problémes qui ne seraient pas ré-
solus par un algorithme de recherche séquentiel.

Si on souhaite générer p sous-problemes alors on peut
utiliser I’algorithme suivant, nommé SIMPLEDECOMPOSI-
TIONMETHOD. On considére un ordre quelconque des va-
riables ! 21, ..., 2,,. On calcule la valeur k tel que | D(z1)| x
oo x | D(zk—1)|] < p < |D(z1)] X ... X |D(xp—1)| x
|D(x)|. Puis, on génere toutes les affectations des va-
riables de z; a x et on les regroupe s’il y en a beaucoup.

Une premiere parallélisation de cette décomposition est
décrite dans [12]. Le probleme initial est découpé en w
sous-problemes par la méthode de décomposition simple.
Chaque worker regoit un de ces sous-problemes et le dé-
compose en p/w sous-problémes consistants avec la pro-
pagation en appliquant la décomposition séquentielle. Le
master rassemble tous les sous-problemes calculés. Si
un worker n’arrive pas a générer p/w sous-problémes,
le master demande aux autres workers de redécomposer
leurs sous-problemes jusqu’a atteindre le nombre de sous-
problemes souhaité.

1. Dans cet article, on n’étudie pas I’influence d’un ordre spécifique.



Algorithm 1: Quelques fonctions utiles
SIMPLEDECOMPOSITION(CN, p)

calculer la valeur %k tel que |D(xy)| x ... X
[D(zr-1)| < p < [D(@1)] x ... x [D(x-1)| ¥
[ D()l;

génere toutes les affectations des variables de x
amwy;

regrouper ces affectations et mettre les sous-
problémes résultants dans S ;
retourner S et la valeur k;

COMPUTEDEPTH(CN, cardsS, 6, p)

retourner d tel que cardS x |D(zs41)| X ... X
|D(z4—1)| < p < cardS x |D(zs+1)] X X
[D(a1)| % [D(xa)l:

GETDOMAINS(.S)

retourner 1’ensemble des domaines de
D = {D(S,z1),D(S,x2),...,D(S,z,)}
tel que Vo € X D(S,x) = UpcsD(P, x);

GENERATESUBPROBLEMS(CN, S, d)

lancer une recherche de solutions basée sur une
DBDEFS avec d la profondeur limite sur le ré-
seau de contrainte formé par CA et la table de
contraintes définie a partir des éléments de S
retourner 1’ensemble des feuilles qui ne sont pas
des échecs;

4 Une décomposition paralléle efficace

Comme mentionné dans I’introduction, il y a trois obser-
vations majeures par rapport a la décomposition :

1. La différence de travail entre les workers décroit
lorsque le nombre de sous-problémes augmente. Ce
n’est pas une relation linéaire. I1 y a une grande diffé-
rence entre les temps d’activité des workers lorsqu’il
y a moins de 5 sous-problemes par worker. Cette dif-
férence décroit lorsqu’il y a plus de 5 sous-problemes
par worker.

2. Une décomposition simple en sous-problemes qui
peuvent étre inconsistants, génere rapidement des
sous-problemes car les inconsistances sont rapide-
ment détectées.

3. La décomposition du probleme initial en un petit
nombre de sous-problemes exige peu de temps par
rapport a la durée totale de la résolution.

La méthode est décomposée en 3 principales phases.
Une premiere phase rapide ou le but est de donner du tra-
vail aux workers en ne considérant pas 1’équilibrage de
charge. Ensuite, une seconde phase qui est le cceur de la
décomposition. Dans cette phase, on essaie de progresser
dans la décomposition et de gérer la répartition de charge

entre les workers, car on ne peut pas éviter son déséqui-
libre. On progresse par des courtes étapes de décompo-
sition. Ces étapes sont suivies par la synchronisation des
workers et par I'union des ensembles des sous-problemes
calculés par chaque worker. On veut ainsi régler le dés-
équilibre de la répartition de charge. En d’autres termes,
les workers décomposent n’importe quel sous-probleme en
un petit nombre de sous-problemes. Ensuite, on rassemble
tous les sous-problemes et chaque sous-probléme est a nou-
veau décomposé en un petit nombre de sous-probleémes.
Lorsque le nombre de sous-problemes générés est proche
de 5 sous-problemes par worker, on sait qu’il faut avoir
moins de sous-problemes pour I’équilibrage de charge.
Ainsi, on peut continuer et aller a la derniere phase : la
décomposition des sous-problemes permettant d’atteindre
30 sous-problemes par worker.

Les phases sont définies de la maniere suivante :

— Une phase initiale dans laquelle on décompose le plus
rapidement possible le probleme en autant de sous-
problemes qu’il y a de workers

— Une phase principale qui a pour but de générer 5
sous-problemes par worker. Chaque sous-probléeme
est consistant avec la propagation. Cette phase est di-
visée en plusieurs étapes afin d’atteindre ce but tout
en équilibrant le travail entre les workers.

— Une phase finale qui consiste a générer 30 sous-
problémes par worker a partir de I’ensemble des sous-
probleémes calculés par la phase principale.

L’algorithme 2 est une possible implémentation de la
nouvelle décomposition parallele. Cet algorithme utilise
nbPbStep, un tableau de valeurs définissant le nombre de
sous-problemes requis pour chaque étape.

La question restante est la définition du nombre d’étapes
et le nombre de sous-problémes par worker qui doivent &tre
générés pour chaque étape de la seconde phase. La décom-
position de la premicre phase est clairement mauvaise et
on doit s’arréter pour redistribuer les sous-problemes aux
workers le plus rapidement possible. Les expérimentations
ont montré qu’il faut s’arréter lorsqu’on génere 1 sous-
probléme consistant avec la propagation par worker. En-
suite, un arrét a 5 sous-problemes par worker est suffisant
pour la seconde phase.

5 Partie Expérimentale

Machines Toutes les expériences ont été effectuées sur
le Centre de Calculs Interactifs de 1I’Université de Nice So-
phia Antipolis ayant 1152 cceurs répartis sur 144 proces-
seurs Intel E5-2670 (chaque processeur possede 16 cceurs),
avec 4608 Go de mémoire au total et fonctionnant sous
Linux (http://calculs.unice.fr/). Le centre de
calcul utilise un outil de planification (OAR) qui s’occupe
de la gestion et de la soumission des travaux (I’exécution
des programmes).
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Algorithm 2: EPS : Amélioration de la décomposition
en parallele

WORKERDEC(CN, Q, d)
S« 0;
run in parallel
while Q # () do
prendre P € () et supprimer P dans Q);
\» S’ <~ GENERATESUBPROBLEMS(CN, P, d);
S+ Sus’

return S;

DECOMPOSE(CN, S, nbspb)
while |S| < nbspb do
d +~COMPUTEDEPTH(CN, | S|, d, nbspb);
S <+ WORKERDEC(CN, S, d);
if S = () then return (;
CN « (X,GETDOMAIN(S),C)

return S;

PARALLELDECOMPOSITION(CN,
numsStep, p)

nbPbStep,

S <+~ WORKERDEC(CN, S, d);
CN «+ (X,GETDOMAIN(S),C);
for i=0 to numStep-1 do
S «+DECOMPOSE(CN, S, nbPbStep[i]);
L if S = 0 or |S| > p then return S;

return S;

Détails d’implémentation EPS est implémentée dans
gecode 4.0.0 [1]. Nous utilisons MPI (Message Passing In-
terface), un protocole de communication pour échanger les
informations entre les processus. Chaque processus lit un
modele FlatZinc pour initialiser le probleme et les diffé-
rentes informations (sous-problémes, résultats) sont échan-
gées a travers les messages entre le master et les workers.

Instances sélectionnées 38 instances sont sélection-
nées. Deux types de probleme sont étudiés : les problemes
d’énumération et les problemes d’optimisation. Certaines
viennent de la CSPLib et ont été modélisées par Hakan
Kjellerstrand (voir [7]) et d’autres proviennent de la dis-
tribution minizinc (1.5 voir [10]).

Pour étudier la décomposition, on sélectionne les instances
utilisées dans [12] qui ne sont pas trop longues a résoudre
avec le solveur Gecode ainsi que les autres instances consi-
dérées difficiles (plus de 500 secondes et moins de 1h) afin
de les utiliser pour les expérimentations avec un plus grand
nombre de workers (512 workers).

Tests Premierement, il est important de noter que la dé-
composition doit étre terminée pour démarrer la résolution
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(S, d) < SIMPLEDECOMPOSITION(CN, nbPbStep[0]);

des workers. On note respectivement £ge. €t t,.s le temps
de décomposition et le temps de résolution des workers.
Ainsi, le temps total de la résolution ¢ est égal a tgec + tres-
Soit tg le temps de la résolution séquentielle, su donne le
gain de performance par rapport au temps de la résolution
séquentielle tel que su = ty =+ t. De plus, on définit st
le gain de performance de la résolution des workers tel que
su = tg + tres-

5.1 Analyse sur la décomposition

5.1.1 Profondeur dans la décomposition

La figure 1 montre I’évolution de la profondeur lors-
qu’on utilise plus de workers avec EPS. Comme prévu, la
profondeur dans la décomposition croit avec le nombre de
workers. Parfois, il peut étre important avec certaines ins-
tances, comme warehouses ou talent scheduling film1 16 ou
non comme allinterval 15 (voir tableau 2). Ainsi, I’amé-
lioration de la décomposition peut avoir un impact sur ¢,
notamment pour des problemes faciles.

25—
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104:
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FIGURE 1 — Profondeur pour atteindre 30 sous-problemes
par worker en fonction du nombre de workers.

5.1.2 Les paramétres de la décomposition

Maintenant, on doit choisir nbPbStep[1] pour la phase
principale. On sélectionne quelques instances représenta-
tives afin de fixer le bon nombre de sous-problemes par
worker. Le tableau 1 montre que 5 est un bon choix.

5.1.3 Comparaison des algorithmes de décom-
position

On note respectivement Decgeq, Decy/y et Decyjp la
décomposition séquentielle et la décomposition parallele



Instance anbStep[l] Instance number of workers
to(s) su
3 4 5 6 7 1w 8w ‘ 16w ‘ 32w ‘ 64w ‘ 96w ‘ 128w ‘ 256w ‘ 512w
market_split_s5-02 33144 | 73 | 142 | 254 | 50.7 | 69.7 | 1015 | 2017 | 405.9
sb_sb_13_13_6_4 08]05]07 | 11110 market_split_u5-09 3266.6 | 7.3 | 143 | 257 | 51.5 | 68.6 | 103.0 | 207.4 | 411.8
; market_split_s5-06 3183.9 | 64 | 127 | 240 | 480 | 640 | 960 | 197.5 | 3840
suglyama o 25| 1413115115 prop_stress_0600 27292 | 38 | 67| 161 | 24.1 | 322 | 483 | 1042 | 193.1
patternSetMiningGerman | 1.4 | 1.4 | 0.9 | 0.9 | 1.1 nmseq_400 25058 | 4.1 | 72| 150 | 30.1 | 401 | 60.1 | 117.7 | 240.4
radiation 03 061061070406 prop_stress_0500 1350.6 | 2.5 | 44 | 13.1 | 202 | 269 | 404 | 818 | 161.6
- £illomino_18 7639 | 24 | 51| 114|188 | 251 | 377 | 724 | 1507
total time(s) ‘ 53 ‘ 3.8 ‘ 3.6 ‘ 39 ‘ 4.2 steiner—triples_09 6049 | 5.7 | 123 | 217 | 415 | 553 | 83.0 | 1432 | 3320
nmseq_300 5553 | 24| 51| 82| 165|219 329 | 693 | 1317
. . o golombruler 13 1303.9 | 7.3 | 147 | 27.3 | 537 | 89.5 | 117.4 | 213.1 | 4279
TABLE 1 — Comparaison des temps de décomposition (en cc_base_mzn_rnd_test.11 32795 | 17| 5.0 | 89| 143 [ 204 | 306 | 597 | 1226
. s . . ghoulomb_3-7-20 29938 | 23 | 39| 82174 | 218 | 328 | 763 | 1311
secondes) en fonction d’un nombre de sous-problemes fixé pattern_set_mining_kl_yeast 28713 | 29| 58| 115|239 | 305 | 458 | 91.6 | 1832
still_life_free_8x8 28089 | 2.6 | 64 | 104 | 209 | 27.8 | 417 | 835 | 166.9
dans la seconde phase avec 96 workers. bacp-6 27633 | 6.7 | 12.1 | 237 | 474 | 63.1 | 947 | 2124 | 3789
depot_placement_st70_6 2665.1 | 3.4 7.3 | 147 | 294 | 39.2 58.8 | 147.6 | 235.1
open_stacks_01_wbp_20_20_1 15232 | 3.0 | 65100 | 23.1 | 268 | 402 | 954 | 160.8
. . .. .. . bacp-27 14997 | 5.6 | 112 | 204 | 438 | 544 | 816 | 2143 | 3265
naive qui sont décrites dans [12] ainsi que la nouvelle dé- still_life_still_life_9 11451 | 31| 61| 114 | 229 | 305 | 457 | 894 | 1829
CompOSitiOI‘l parallé]e On peut remarquer que tous ]es al_ talent_scheduling_alt_filml1l7 566.1 | 2.4 43 | 11.0 | 22.0 | 31.3 51.7 95.9 | 175.8
. . A ‘ " total (to) or geometric average (su) | 416945 | 3.7 | 75| 147|283 |37.9| 567 | 117.3 | 2239
gorithmes donnent toujours la méme décomposition. Le ta-
bleau 2 compare le temps de décomposition entre les dif-
férentes méthodes de décomposition avec 96 workers et le ~ TABLE 3 — Facteurs de gain détaillés pour chaque instance
facteur de gain su de chaque algorithme de décomposition. et pour chaque nombre de workers avec EPS.
On note que Dec améliore Decg ar un facteur de
//1 seq
gain de 3,8 et Dec, /o améliore Dec,/; par un facteur de Instance Seq.  Work stealing EPS
gain de 3.4. Ainsi, la nouvelle méthode de décomposition t t s t s
parallele améliore clairement la décomposition. market_split_s5-02 3314.4 - -] 82 4059
market_split_u5-09 3266.6 - - 79 411.8
Instance Seq. Decy s Decy s Decory market_split_s5-06 3183.9 - - 8.3 384.0
to Stpes  taee | SU tagee  SU  taee  SU prop_stress_0600 2729.2 | 1426.4 1.9 14.1 193.1
s PN - s ” s ” nmseq_400 2505.8 - - 104 2404
allinterval 15 2200 | 835| 03] 751 06]69.1] 3.1 1382 pFOPfSFreSSfomo 1350.6 | 670.0 2.0 84 1616
magicsequence_40000 3166 | 1168 | 14| 766 | 85|282| 215 13.1 fillomino_18 763.9 - - 5.1 150.7
sportsleague_10 170.1 | 744 | 05| 616 | 22381 | 94|145 steiner—triples_09 604.9 790 77 1.8 332.0
sb_sb_13_13_6_4 1351 | 824 | 07| 575| 14 |446| 129 | 93 i :
quasigroup7_10 2870 | 765 | 06| 656 | 38 |381| 131|170 _"msea 300 555.3 42 1317
non_non_fast_6 5824 | 809 | 80| 383|130 |288 | 297 | 158
golombruler_13 13039 | 942 | 03| 921 | 45 |710 8.9 | 57.2 golombruler_13 1303.9 15,5 839 3.0 4279
warehouses 1394 | 2199 | 0.7 [ 1083 | 49 |25.1| 148 | 9.1 L poce o rnd test.1l 32795 R Sl 268 1226
setcovering 88.4 74.6 0.2 65.3 24| 244 4.7 | 151
depot_placement_att4s_5 | 1133 | 749 | 04| 603 | 14 |389| 62 |147 ghoulomb_3-7-20 29938 | 5754 52| 228 1311
depot_placement_rat99_5 203 | 769 | 04| 309 | 04 321 69| 29 pattern_set_mining_kl_yeast 2871.3 299.8 9.6 15.7 183.2
fastfood ££58 23| 7| 06| 2741 061264 ) 37| 37 still life free 8x8 28089 | 1672.8 17| 168 166.9
open_stacks_01_problem . . .3 . B K .1 . _
open_stacks_01_wbp 1807 | 722| 09| 530| 32319 217| 75 Pacp=6 2763.3 | 330.1 8.4 7.3 3789
sugiyama 2375 | 805 | 13| 565! 50297 330! 66 depot_placement_st70_6 2665.1 | 1902.9 1.4 11.3  235.1
patternSetMiningGerman 1039 | 734 | 09| 447 | 22287 | 11.6| 8.0 open_stacks_01_wbp_20_20_1 1523.2 153.9 9.9 9.5 160.8
tadont. seohequling titn | 233 | 78| 23| 3 | 108|187 | an1 | 73 P2%P=2T 14997 | 5796 26| 46 3265
d-ent_senecuiing o n il e il Bl ki 1 = still_life_still_life_9 11451 | 1401 82| 63 1829
total(s) and geom. average(r) | 4371.1 | 858202 | 57.0 | 68.1 | 33.5 | 259.0 | 10.7 talent_scheduling alt_filmll7 566.1 95.5 5.9 32 1758
total (t) ou moyenne geométrique (s) | 416945 | 7941 541957 2239

TABLE 2 — Comparaison des différents algorithmes de dé-
composition avec 96 workers.

5.1.4 Analyse du passage a I’échelle

On teste le passage a 1’échelle d’EPS avec différents
nombres de workers sur les instances difficiles. Les détails
des facteurs de gain sont décrits dans le tableau 3. On re-
marque que la résolution du Golomb-ruler et des instances
du market-split (environ 400 for 512 workers) passe tres
bien a I’échelle avec EPS.

5.2 Comparaison avec le work stealing

Le tableau 4 présente une comparaison entre EPS et le
work stealing de gecode avec 512 workers. Le gain de per-

TABLE 4 — Comparaison entre le work stealing et EPS avec
512 workers.

formance moyen du work stealing est de 5,4. Plusieurs ins-
tances ne sont pas résolues avec 512 workers. Par contre,
EPS atteint un gain de performance moyen de 223,9. La
méthode EPS est meilleure que le work stealing sur toutes
les instances sélectionnées. EPS arrive a obtenir de gains de
performance presque linéaires avec 7 instances. Les autres
instances étant booléennes, 1’estimation de la profondeur
d’EPS pour générer les sous-problémes est mauvaise car
elle s’appuie sur le produit des puissances de 2 (domaines
booléens). Avec une mauvaise estimation, les synchronisa-
tions prennent du temps et par suite EPS ne parvient pas a
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atteindre des bons gains de performance.

6 Conclusion

La décomposition séquentielle et la décomposition pa-
rallele naive d’EPS sont des méthodes acceptables quand il
y a seulement un petit nombre de workers. Ces méthodes
limitent les performances d’EPS sur un centre de calcul
avec des centaines de cceurs. Dans cet article, nous avons
décrit une version parallele et efficace de la décomposi-
tion. En parallélisant la décomposition de probleme et en
fixant trois phases au cours du processus, EPS obtient une
meilleure répartition de charge lors de la décomposition.
Par conséquent, EPS passe a I’échelle avec un centre de
calcul et obtient une accélération moyenne a 223,9 avec
gecode sur une machine avec 512 cceurs. On montre clai-
rement que I’implémentation du work stealing dans le sol-
veur gecode s’adapte mal sur des centaines de cceurs. EPS
est plus efficace d’un ou plusieurs ordres de grandeur.
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Résumé

Les satellites d’observation de la Terre sont des
senseurs qui acquierent des données, les com-
pressent et les mémorisent a bord, puis les vident vers
le sol. Du fait de I'utilisation d’algorithmes de compres-
sion de plus en plus sophistiqués, le volume de don-
nées résultant d’'une acquisition est de moins en moins
prédictible. Dans de telles conditions, planifier les ac-
tivités de vidage du satellite hors-ligne au sol est de
plus en plus problématique. Dans ce papier, nous rap-
portons les résultats d’'une étude visant a évaluer le
bénéfice d’'une planification des activités de vidage a
bord, quand le volume de données produit par chaque
acquisition est connu.

Le probléme de vidage des données a résoudre
a bord est un probléme d’affectation et d’'ordonnan-
cement avec des ressources non partageables, des
contraintes de précédence, des durées minimum dé-
pendantes du temps et un critére d’optimisation com-
plexe. La librairie générique InCELL [10] est utili-
sée pour modéliser contraintes et critere, vérifier les
contraintes non temporelles, propager les contraintes
temporelles et évaluer le critére. Au dessus de cette li-
brairie, des algorithmes de recherche gloutonne et lo-
cale ont été développés pour produire des plans de
vidage, compte-tenu du temps et des ressources de
calcul limités disponibles a bord.

Abstract

Earth observation satellites are space sensors
which acquire data, compress and record it on board,
and then download it to the ground. Because of the
use of more and more sophisticated compression al-
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gorithms, the amount of data resulting from an ac-
quisition is less and less predictable. In such condi-
tions, planning satellite data download activities offline
on the ground is more and more problematic. In this
paper, we report the results of a work aiming at eva-
luating the positive impact of planning downloads on-
board when the amount of data produced by each ac-
quisition is known.

The data download problem to be solved on
board is an assignment and scheduling problem with
unsharable resources, precedence constraints, time-
dependent minimum durations, and a complex opti-
mization criterion. The generic INCELL library [10])
is used to model constraints and criterion, to check
non temporal constraints, to propagate temporal
constraints, and to evaluate the criterion. On top of this
library, greedy and local search algorithms have been
designed to produce download plans with limited time
and computing resources available on board.

1 Introduction

Les satellites d’observation de la Terre sont des senseurs
qui acquierent des données, les compressent et les mémo-
risent a bord, puis les vident vers le sol. Du fait de 1’ utilisa-
tion d’algorithmes de compression de plus en plus sophis-
tiqués, le volume de données qui résulte d’une acquisition
et qui doit étre mémorisé a bord et ensuite vidé vers le sol
est de moins en moins prédictible. Il dépend des données
acquises. Par exemple, dans le cas d’instruments optiques,
la présence de nuages sur la zone observée permet une forte
compression dont le résultat est un faible volume de don-



nées a mémoriser et a vider.

Dans de telles conditions, la fagon classique de gérer ces
satellites devient de plus en plus problématique. En effet,
jusqu’a maintenant, toutes les décisions sont prises hors-
ligne au sol et le satellite est un simple exécutant qui ne
prend, ni ne modifie aucune décision. Typiquement, chaque
jour, un plan d’activité incluant les activités d’acquisition
et de vidage avec des dates de début précises est construit
au sol pour le jour suivant. Ce plan est téléchargé vers le
satellite via une station de contrdle et ensuite exécuté tel
quel sans aucune modification. Dans un contexte ou le vo-
lume de données généré par les acquisitions est incertain,
si les volumes maximaux sont considérés au moment de la
planification, les plans seront toujours exécutables, mais le
systéme pourra étre sous-utilisé. Si des volumes espérés ou
n’importe quels volumes inférieurs aux volumes maximaux
sont considérés, les plans pourront ne pas étre exécutables.

Une option alternative consiste a modifier au moins en
partie la facon de gérer ces satellites, en prenant les dé-
cisions de vidage le plus tard possible, quand les acqui-
sitions sont réalisées et les volumes générés sont connus.
Comme ces satellites ne sont pas de facon permanente
accessibles par une station de contrdle et comme les vo-
lumes générés sont d’abord connus a bord, ces décisions
doivent et peuvent étre prises a bord. Par exemple, juste
avant une fenétre de visibilité d’une station de réception
pendant laquelle des vidages sont possibles, le satellite peut
construire un plan de vidage qui prenne en compte les vo-
lumes générés par toutes les acquisitions déja réalisées.

Dans cette étude, nous considérons le contexte des futurs
satellites Post-Pléiades : la génération des satellites d’ob-
servation optique de la Terre qui suivra celle des satellites
Pléiades actuellement opérationnels. Dans un tel contexte,
de nouvelles contraintes de vidage doivent €tre prises en
compte telles que la mémorisation des données sur diffé-
rentes tranches mémoire, 1’utilisation de plusieurs canaux
de vidage ou I’emploi de clés de cryptage. De plus, les
criteres de vidage a optimiser sont le nombre et 1’impor-
tance des acquisitions vidées, le délai entre acquisitions et
vidages et le partage équitable de la ressource satellite entre
utilisateurs.

Le premier objectif de 1’étude était de développer au
dessus d’une bibliotheque générique d’optimisation sous
contraintes des algorithmes efficaces capables de prendre
des décisions de vidage de fagon autonome a bord. Le se-
cond objectif était d’évaluer I’impact opérationnel de 1’uti-
lisation de tels algorithmes par rapport a la fagon classique
de gérer ces satellites entierement depuis le sol.

Le papier est organisé de la fagon suivante. Dans la sec-
tion suivante, 1’architecture mixte de décision bord-sol que
nous supposons est décrite. Puis, le probleme de planifi-
cation des vidages de données est informellement décrit et
un modele a base de contraintes de ce probleme est pro-
posé et analysé. L’approche algorithmique retenue, repre-

! exécution :
' des acquisitions ce '
! 1 1 1 1 [ 2cquisitions
! | B - | B - !
I I
! M — vidages |
I | Iy —— | I
| planification exécution !
! des vidages des vidages Bord !
””””” plans d*acq e st S uini bttt
,,,,,,,,,, fenétres de visibilite ___________ domnées dpbservation
3 lanifi Lltenétre de fenétre de 3
! planification o 51 vidage Sol |
| 1

des acquisitions

FIGURE 1 — Architecture de prise de décision.

nant les idées de recherche locale a base de contraintes
(Constraint-based Local Search, CLS [4]) et utilisant la bi-
bliotheque générique InCELL (Invariant-based Constraint
EvaLuation Library [10]), est ensuite décrite. Apres une
présentation des divers scénarios utilisés pour I’évaluation,
les résultats expérimentaux permettent de comparer 1’effi-
cacité des différentes variantes algorithmiques et d’évaluer
I’impact positif de la prise de décision a bord.

2 Architecture de prise de décision

Nous considérons le contexte des futurs satellites Post-
Pléiades avec les hypotheéses suivantes sur le systéme phy-
sique :

— Dinstrument d’observation est fixe sur le satellite,
mais I’antenne de vidage des données est mobile
avec une vitesse et un angle de débattement maxi-
maux ;

— pour observer une zone sol, I’instrument d’observa-
tion et donc tout le satellite doit étre pointé vers elle ;
pour vider des données vers une station sol, I’antenne
de vidage doit étre pointée vers elle ;

— gréce a des actionneurs gyroscopiques, le satellite est
agile et capable de se mouvoir rapidement en attitude
selon les trois axes autour de son centre de gravité
tout en se déplagant sur son orbite ;

— acquisitions et vidages peuvent étre réalisés en paral-
lele.

Dans ce contexte, la figure 1 montre 1’architecture de

prise de décision que nous supposons.

Planification des acquisitions Les plans d’acquisi-
tion sont construits comme d’habitude hors-ligne au sol.
Ceci est justifié par le fait que leur construction est col-
teuse en temps de calcul et que les requétes d’acquisition
sont d’abord connues au sol. Ces plans ne considérent ni
les limitations en termes de mémoire et de vidage, ni les
activités de vidage. D’un plan d’acquisition, il est possible
de déduire, pour chaque station de réception st, les fenétres
sur lesquelles vider des données vers st est effectivement
possible (pointer 1’antenne mobile vers st est possible, en
prenant en compte la position et 1’orientation du satellite, la

104



barrettes  compression  tranches
de détection des ¢ mémoire .., tage

— 0 AT antenne
e B B m— e = o

de vidage

— -3

— 1
instrument mémoire

FIGURE 2 — Comment les données sont produites, mémo-
risées et vidées.

position de la station et I’angle maximum de débattement
de I’antenne). Le plan d’acquisition et les fenétres de visi-
bilité résultantes sont alors téléchargés vers le satellite via
n’importe quelle station de controle.

Exécution des acquisitions Les plans d’acquisition
sont exécutés a bord sans aucune modification, sauf quand
une acquisition a conduirait a un dépassement mémoire.
Dans ce cas, a est réalisée si et seulement si il est possible
de libérer suffisamment de mémoire en effacant des acqui-
sitions de plus faible priorité.

Planification des vidages Les plans de vidage sont
construits a bord avant une fenétre de visibilité ou un
groupe de fenétres chevauchantes. Ceci est justifié par
le fait que les volumes générés par les acquisitions sont
d’abord connus a bord. Ces plans prennent en compte les
volumes exacts pour les acquisitions déja réalisées et les
volumes maximaux pour les acquisitions qui se terminent
durant la(les) fenétre(s) de visibilité concernées.

Exécution des vidages Les plans de vidage sont en-
suite exécutés de facon flexible, en prenant en compte le
fait que les volumes générés par les acquisitions qui se ter-
minent durant la(les) fenétre(s) de visibilité peuvent étre
plus faibles que les volumes maximaux pris en compte par
la planification. Cela peut permettre de commencer des vi-
dages plus tot que ce qui avait été planifié.

3 Probleme de planification des vidages

La figure 2 montre comment les données sont produites,
mémorisées et vidées.

Production et mémorisation des données Pour
obtenir une observation multi-fréquence, chaque acquisi-
tion active un sous-ensemble de barrettes de détection. Elle
produit un ensemble de fichiers de données, chacun étant
mémorisé sur une tranche mémoire avec une taille qui dé-
pend du taux de compression effectif.

Vidage des données Le vidage peut utiliser plusieurs
canaux d’émission concurrents. Chaque fichier doit étre
vidé sans interruption sur un canal. Le débit de vidage
est une fonction constante par morceaux de la distance
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satellite-station. Du fait du mouvement du satellite sur son
orbite et de la Terre sur elle-méme, la distance satellite-
station évolue. En conséquence la durée de vidage d’un
fichier dépend de I’instant auquel il débute. Les fichiers
issus d’une acquisition peuvent étre vidés dans n’importe
quel ordre sur n’importe quels canaux, mais doivent &tre
tous vidés dans la méme fenétre de visibilité. Canaux et
tranches mémoire sont des ressources non partageables.
Cela implique que, si deux fichiers sont mémorisés sur la
méme tranche ou utilisent le méme canal, leurs vidages ne
peuvent pas se chevaucher.

Cryptage des données Les données sont cryptées
avant vidage. Une clé est associée a chaque utilisateur. Phy-
siquement, un composant de cryptage est associé a chaque
canal, ce qui permet a des données associées a des utili-
sateurs différents d’étre vidées en parallele. Une table de
changement de clé, qui contient tous les changements a ef-
fectuer et leurs instants précis, est associée a chaque canal,
ce qui permet a des données associées a des utilisateurs
différents d’étre vidées en séquence sur chaque canal. Le
nombre de changements qu’il est possible de mémoriser
dans la table est limité. Réinitialiser cette table prend un
certain temps et interrompt les vidages sur tous les canaux.

Fenétres de vidage Vider des données est possible
uniquement a I’intérieur des fenétres de visibilité. De plus,
en fonction de 1’ utilisateur, seules certaines stations et donc
certaines fenétres sont autorisées. Nous supposons qu’une
fenétre de visibilité peut inclure plusieurs fenétres de vi-
dage, chacune avec sa table de changement de clé associée.
En conséquence, entre deux fenétres de vidage successives,
un temps minimum est nécessaire pour réinitialiser la table.
De plus, si les deux fenétres successives sont associées a
deux stations différentes, passer de 1’'une a I’autre prend un
certain temps requis pour pointer 1’antenne vers la nouvelle
station. Ce temps de transition dépend de I’instant auquel
la transition est enclenchée du fait du mouvement du satel-
lite sur son orbite et sur lui-méme et du mouvement de la
Terre sur elle-méme.

Dates de vidage au plus tot et au plus tard Le
vidage d’une acquisition doit débuter apres 1’acquisition
elle-méme et se terminer avant une date limite au dela de
laquelle les données n’ont plus aucune valeur.

La figure 3 représente un plan de vidage valide ou les
décisions d’affectation et de vidage ont été prises, mais les
dates de début de vidage n’ont pas encore été fixées (plan
temporellement flexible). Ce plan implique 4 acquisitions
A, B, C, and D, chacune produisant 5 fichiers (A1, A2, A3,
A4 et AS pour 'acquisition A) distribués sur 5 tranches
mémoire, 2 fenétres de visibilité chevauchantes (Vw1 vers
la station S1 et Vw2 vers la station S2), une fenétre de vi-
dage par fenétre de visibilité et 3 canaux de vidage.

Seules les contraintes temporelles de précédence sont re-
présentées : (1) séquences de vidage sur chaque canal, (2)
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FIGURE 3 — Exemple de plan de vidage avec ses contraintes temporelles de précédence.

séquences de vidage depuis chaque tranche, (3) vidages
dans les fenétres de visibilité, temps de transition entre
deux fenétres de vidage successives dii (4) au mouvement
de I’antenne et (5) a la ré-initialisation de la table de chan-
gement de clé, (6) acquisition avant vidage (pour 1’acqui-
sition C qui se termine a I’instant Ea(C) dans la fenétre
Vwl) et (7) vidage avant la date limite (pour 1’acquisition
D dont la date limite de vidage DI(D) se situe dans la fe-
nétre Ww2). Les durées de vidage (8) sont implicitement
représentées par les rectangles associés a chaque fichier.

Les contraintes non temporelles ne sont pas représen-
tées : (9) tous les fichiers issus d’une acquisition vidés dans
une méme fenétre de visibilité dont la station associée est
autorisée et (10) nombre maximum de changements de clé
sur chaque canal pour chaque fenétre de vidage.

4 Modele

4.1 Variables de décision

Les variables de décision peuvent étre classées en va-
riables non temporelles et variables temporelles. Les va-
riables non temporelles incluent :

— un nombre ndw de fenétres de vidage et la séquence

dwSeq (de longueur ndw) de fenétres de vidage ;

— pour chaque acquisition a, la fenétre de vidage dw,

a l'intérieur de laquelle a est vidée et, pour chaque
fichier associé f, le canal ch,, s surlequel f est vidé ;
— pour chaque fenétre de vidage w, la fenétre de visibi-
lité associée vw,,, pour chaque canal ¢, la séquence
cSeqy,. de vidages de fichiers sur c et, pour chaque
tranche m, la séquence mSeq,, ., de vidages de fi-
chiers depuis m.

Les variables temporelles incluent :

— pour chaque acquisition a et chaque fichier associé

f, les dates de début et de fin sdf, s et edfq s du
vidage de f;

— pour chaque fenétre de vidage w, ses dates de début
et de fin sdw,, et edw,,.

4.2 Contraintes

Sur la base de cette définition des variables de décision,
toutes les contraintes de (1) a (10) informellement présen-
tées a la fin de la section 3 peuvent étre formulées.

Beaucoup d’entre elles sont des contraintes temporelles
simples [2] comme la contrainte (3) qui impose que toute
fenétre de vidage soit incluse dans sa fenétre de visibilité
associée, avec Sw,,,, and Ew,,,, les dates de début et de fin
d’une fenétre de visibilité vw :

Yw € [1;ndw] : (SWyw, < sdwy) A (edwy < EWyy,)

ou les contraintes (6) et (7) qui expriment que le vidage
d’une acquisition doit commencer apres 1’acquisition elle-
méme et finir avant la date limite, avec Na le nombre d’ac-
quisitions, Nf, le nombre de fichiers résultant d’une acqui-
sition a, Ea, la date de fin d’une acquisition a et DI, sa
date limite de vidage :

Va € [1;Na],Vf € [1;Nf,] :
(Eaa < Sdfa,f) A (edf%f <Dl,)
Certaines d’entre elles sont des contraintes temporelles
simples dépendantes du temps [11] comme la contrainte (8)
qui exprime la durée du vidage d’un fichier en fonction de
la date de début de vidage, avec V,,  le volume d’un fichier
f issu d’une acquisition a et DuDI la durée de vidage en
fonction du volume a vider, de la fenétre de visibilité et de
la date de début de vidage dans cette fenétre :

106



Va € [1;Na],Vf € [1;Nf,] :
edfa’f - Sdfa,/ = DUDI(Va,f7 VWdw,, Sdfa,f)

Certaines d’entre elles sont des contraintes non tempo-
relles comme la contrainte (8) qui impose qu’une acquisi-
tion soit vidée vers une station autorisée, avec St la sta-
tion associée a une fenétre de visibilité vw, Ss,, I’ensemble
des stations autorisées par un utilisateur v et U, 1’utilisa-
teur demandeur d’une acquisition a :

Va € [1;Na] : Styy,, € SsUa

dwg

4.3 Critéere d’optimisation

Dans un but de simplification, le critere d’optimisation
considéré dans ce papier est purement utilitariste et ne
considere pas I’objectif de partage équitable de 1’usage du
satellite entre ses différents utilisateurs. Il est défini comme
un vecteur d’utilités, avec une utilité par niveau de priorité.
Pour chaque niveau de priorité p, I'utilit¢ U,, est simple-
ment définie comme la somme des poids des acquisitions
vidées de priorité p, pondérés par leur coefficient de frai-
cheur, de facon a favoriser des délais courts entre acquisi-
tion et vidage :

Vp e [1;Np] : U, = >
ac[1;Na] | P,=p

W, - Fr,(eda,)

ou Np est le nombre de niveaux de priorité, Na le
nombre d’acquisitions, P, et W, la priorité et le poids
d’une acquisition a, Fr, son niveau de fraicheur (compris
entre O et 1) en fonction (monotone décroissante) de sa date
eda, de fin de vidage : eda, = max .. 1.Nf, | edfa, 5.

Deux plans de vidage sont comparés en comparant leurs
deux vecteurs d’utilité¢ de facon lexicographique des prio-
rités 1 a Np: n’importe quelle amélioration a un niveau de
priorité p est préféré a n’importe quelle amélioration a des
niveaux de priorité inférieurs a p.

5 Analyse du probleme

Toujours dans un but de simplification, nous supposons
dans ce papier qu’au plus une fenétre de vidage (éventuel-
lement aucune) est associée a une fenétre de visibilité sta-
tion et que les fenétres de vidage résultantes sont ordon-
nées suivant la date de début de leur fenétre de visibilité
associée. Voir I’exemple de la figure 3 ol nous considé-
rons deux fenétres de vidage dwl et dw?2 et la séquence
[dw]l, dw?2)].

Dans ces conditions, le probleme a traiter combine trois
sous-problemes connectés :
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1. un probleme d’affectation ou une fenétre de vidage
(éventuellement aucune) est associée a chaque acqui-
sition : variables dwy, ;

2. un probleme d’ordonnancement ou un canal (éven-
tuellement aucun) est associé a chaque fichier et ou
les vidages de fichiers sont ordonnés sur chaque ca-
nal et chaque tranche: variables ch, ¢, cSequy, et
msS €qw,m ;

3. un probleme temporel ou les dates de début et de fin
sont fixées : variables sdf, f, edfq, f, sdw,, et edwy,.

Probléme d’affectation Le probleme d’affectation est
proche du probleme Multi-knapsack [6] ou les objets sont
les acquisitions et les sacs sont les fenétres, mais les pre-
miers sacs sont préférés et des conflits peuvent exister entre
sacs (fenétres chevauchantes).

Probléeme d’ordonnancement Dans chaque fenétre
de vidage, le probleme d’ordonnancement est proche du
probleme Flexible Open-shop Scheduling [8] avec deux
types de ressources non partageables : canaux et tranches.
Chaque vidage requiert une ressource de chaque type, mais
le choix du canal est libre alors que la tranche est pré-
affectée. L’ ordre des vidages est libre.

Probléme temporel Quand les problemes d’affecta-
tion et d’ordonnancement ont été résolus, c’est-a-dire
quand toutes les variables non temporelles ont été affec-
tées, le probléme temporel résultant a la forme d’un Simple
Temporal Network (STN [2]). Les seules exceptions sont
les contraintes de durée de vidage et de transition entre fe-
nétres de vidage qui sont dépendantes du temps (durées de
vidage et de transition entre fenétres dépendent des instants
auxquels vidages et transitions commencent). Le résultat
est un Time-dependent STN (TSTN [11]) pour lequel les
techniques STN peuvent étre étendues et des algorithmes
polynomiaux peuvent décider de la cohérence et, en cas de
cohérence, calculer les dates au plus tot et au plus tard de
toutes les variables temporelles.

6 Algorithmes de planification

Globalement, les algorithmes que nous avons dévelop-
pés sont des algorithmes gloutons heuristiques non chro-
nologiques qui, de fagon séquentielle et sans aucun back-
track, choisissent une acquisition et tentent de 1’ajouter au
plan de vidage. Ce choix algorithmique est justifié par les
limitations bord en termes de temps et de ressources de cal-
cul. Il faut cependant souligner que ce choix n’est pas dé-
finitif et que d’autres choix sont possibles sur la base du
méme modele, tels que des algorithmes de type squeaky
wheel optimization [5], tabu search [3] ou simulated an-
nealing [7]. Il faut aussi souligner que ces algorithmes
gloutons incluent des mécanismes sophistiqués de choix



d’affectation et d’ordonnancement des vidages, de vérifica-
tion des contraintes non temporelles et de propagation des
contraintes temporelles. Conformément a I’analyse du pro-
bleme en section 5, ces algorithmes comportent trois par-
ties : affectation des vidages, ordonnancement des vidages
et vérification et propagation des contraintes.

6.1 Affectation des vidages

Les algorithmes d’affectation prennent en entrée un plan
de vidage courant cohérent et un ensemble d’acquisitions
candidates (non encore affectées). Ils fournissent en sor-
tie une acquisition a (sélectionnée parmi les candidates) et
une fenétre de vidage pour a. Nous avons développé deux
algorithmes d’affectation : MaxWeight et MinRegret.

MaxWeight est 1’algorithme le plus basique. A chaque
étape, il sélectionne une acquisition a de priorité maximum
et de poids maximum, avec tirage aléatoire en cas d’égalité,
et sélectionne la premiere fenétre (au sens chronologique)
dans laquelle insérer a est possible.

MinRegret est un peu plus sophistiqué. Il maintient pour
chaque acquisition a la premiére et la seconde fenétre (w1,
et w2,) dans lesquelles insérer a est possible, ainsi que le
regret qui résulterait du fait de ne pas choisir la premiere
(wly,). Si edal, et eda2, sont les dates de fin de vidage
de a qui résulterait du choix de w1, et de w2,, le regret R
peut étre défini comme suit :

Va € [1;Na] : R(a) = W, - (Fr,(edal,) — Fr,(eda2,))

En s’inspirant des heuristiques classiques utilisées pour
traiter les problémes de sac-a-dos, I’algorithme sélectionne
a chaque étape une acquisition a de priorité maximum et
de ratio maximu.m R(a)/ > feltNE, V,. s entre regret et
volume et sélectionne la premiere fenétre (wl,) pour a.

6.2 Ordonnancement des vidages

Les algorithmes d’ordonnancement prennent en entrée
un plan de vidage courant cohérent, une fenétre de vidage
w et une acquisition a a insérer dans w. Ils produisent un
nouveau plan de vidage cohérent avec a inséré dans w ou
un échec si I’insertion a échoué.

Nous avons développé trois algorithmes d’ordonnance-
ment : EnQueue, IdleFill et Scheduler. Les deux premiers
sont des algorithmes gloutons, tandis que le troisieme uti-
lise des mécanismes de recherche locale. De plus, les deux
premiers produisent des ordonnancements ou les vidages
des acquisitions sont totalement ordonnés : vider al avant
a2 implique que, sur chaque canal et chaque tranche, aucun
fichier de a2 n’est vidé avant un fichier de al. Au contraire,
le troisieéme algorithme construit des ordonnancements ol
il est possible d’entrelacer les vidages des acquisitions.

EnQueue est I’algorithme le plus basique. Pour insérer
une acquisition a dans une fenétre w, il I’insere systémati-
quement a la fin de la séquence courante de vidage.

IdleFill remédie au défaut le plus évident de 1’algo-
rithme précédent: comme certaines acquisitions se ter-
minent au cours de fenétres de visibilité, certains vidages
doivent attendre la fin d’acquisition ; ceci peut engendrer
des périodes d’inactivité dans 1’ordonnancement. Pour évi-
ter ce phénomene, IdleFill insére une acquisition a a la pre-
miere position dans la séquence courante de vidage ou au
moins un canal est inactif et ’insertion est possible.

Pour les deux algorithmes, suivant une heuristique de
type plus contraint en premier, ’insertion de tous les fi-
chiers de a est réalisée de facon séquentielle suivant un
ordre de volume décroissant. Toujours, pour limiter les pé-
riodes d’inactivité dans 1’ordonnancement, pour chaque fi-
chier f, s’il existe un canal ¢ sur lequel le dernier fichier
S’ vient de la méme tranche que f, alors f est placé sur ¢
juste apres f; sinon f est placé sur un canal ¢ qui permet
un vidage au plus tot.

Scheduler est un algorithme de recherche locale ins-
piré de mécanismes efficaces utilisés pour traiter des pro-
blemes classiques d’ordonnancement. Il est appelé en cas
d’échec des algorithmes gloutons précédents et peut dé-
marrer de I’ordonnancement qu’ils produisent. Dans cet or-
donnancement, les contraintes sur les fenétres de visibilité
sont violées et le but est de produire un ordonnancement
plus court qui les satisfasse. Pour cela, 1’algorithme réa-
lise une séquence de mouvements locaux dont le but est
de réduire la longueur du chemin critique (la séquence de
vidages dont la longueur induit la longueur de 1’ordon-
nancement ; si rien n’est changé dans cette séquence, la
longueur de I’ordonnancement ne sera pas réduite et les
contraintes sur les fenétres de visibilité resteront violées).
Ces mouvements locaux sont congus pour éviter de pro-
duire des cycles dans 1’ordonnancement : ordre sur les ca-
naux contradictoire avec 1’ordre sur les tranches.

6.3 Vérification et propagation des contraintes

La librairie générique InCELL (Invariant-based
Constraint EvaLuation Library [10]) est utilisée pour
modéliser variables, contraintes et critere, pour vérifier les
contraintes non temporelles, pour propager les contraintes
temporelles et pour évaluer le critere. InCELL tire son
inspiration des idées de Constraint-based Local Search
(CLS [4]).

Avec CLS, comme avec d’autres approches déclaratives
pour I’optimisation sous contraintes, 1’utilisateur définit un
modele de son probleme en termes de variables de déci-
sion, de contraintes et de critere a optimiser. Puis, il définit
un algorithme de recherche gloutonne ou locale [1] dans
I’espace d’affectation des variables. Le modele n’est pas
utilisé pour propager les contraintes comme avec les al-
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gorithmes classiques de recherche arborescente, mais pour
vérifier les contraintes et évaluer le critere en fonction de
I’affectation courante. Parce que le nombre de mouvements
locaux réalisés en un temps limité est une des clés du suc-
ces de ces algorithmes, des techniques efficaces sont uti-
lisées pour réaliser chaque mouvement local aussi rapide-
ment que possible. Ces techniques utilisent une traduction
du modele (variables, contraintes et critere) en un DAG
(Directed Acyclic Graph) d’invariants. Chaque invariant a
un ensemble d’entrées et une sortie. Il maintient une cer-
taine fonction des entrées vers la sortie, par exemple le fait
qu’une variable est égale a la somme d’autres variables :
N . - N
x = Y., ; y; etil la maintient de facon incrémentale : sur
cet exemple, si la valeur d’une certaine variable y; est mo-
difiée, il n’est pas nécessaire de recalculer toute la somme ;
il suffit d’ajouter a « la différence entre la nouvelle et I’an-
cienne valeur de y;. Globalement, aprés chaque change-
ment dans 1’affectation des variables, le DAG d’invariants
est ré-évalué de facon paresseuse et incrémentale : seuls les
invariants dont une des entrées est modifiée sont ré-évalués
de fagon incrémentale.

InCELL est une implémentation des idées de CLS visant
plus particulierement les problemes d’ordonnancement et
donc la gestion du temps et des ressources. Avec InCELL,
des invariants a entrées et sorties multiples permettent de
représenter des expressions, des contraintes arithmétiques
et logiques et des contraintes sur le temps et les res-
sources. De plus, dans InCELL, les contraintes temporelles
simples [2] de la forme y — x < D, ou x et y représentent
deux positions temporelles et D une constante, sont gé-
rées de fagon spécifique : les variables temporelles ne sont
pas affectées comme les variables non temporelles le sont ;
les techniques de type STN sont utilisées pour propager
les contraintes temporelles, pour vérifier leur cohérence et
pour calculer les dates au plus tot et au plus tard de chaque
variable temporelle. Ce traitement spécifique est justifié par
I’existence d’algorithmes polynomiaux capables de vérifier
la cohérence d’un STN et de calculer les dates au plus tot
et au plus tard de chaque variable du STN. De tels algo-
rithmes n’existent en général pas pour les contraintes non
temporelles. En plus, INCELL permet d’exprimer et de trai-
ter de la méme fagon des contraintes temporelles simples
dépendantes du temps [11] de la forme y — 2 < D(x,y),
ou D n’est plus une constante, mais une fonction de x et y.

Une fois que les contraintes non temporelles ont été véri-
fiées et les contraintes temporelles propagées par InCELL,
le résultat est un plan de vidage qui affecte a chaque va-
riable temporelle sa date au plus tot, car il est préférable de
vider les données au plus tot. A partir de ce plan de vidage,
les tables de changement de clé sont fixées avec des dates
de changement précises pour chaque fenétre de vidage et
chaque canal.
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FIGURE 4 — Nombre d’acquisitions vidées de priorité 2 sur
le scénario 4. On cherche a maximiser ce nombre.

Scénario 1 Scénario 4

moyen [ max | moyen [ max

MaxWeight-EnQueue | 0.041 | 0.221 | 0.048 | 0.460
MaxWeight-IdleFill | 0.035 | 0.221 | 0.049 | 0.686
MaxWeight-Scheduler | 0.232 | 4.149 | 0.655 | 21.708
MinRegret-EnQueue | 0.161 | 1.434 | 0.239 | 3.531
MinRegret-IdleFill | 0.152 | 1.544 | 0.215 2.839
MinRegret-Scheduler | 0.157 | 1.521 | 2.116 | 78.511

TABLE 1 — Temps de calcul moyen et maximum (en se-
condes) sur les scénarios 1 et 4 (processeur Intel i5-520,
1.2GHz, 4GBRAM).

7 Algorithmes d’exécution

Dans 1’architecture de prise de décision retenue, des
plans de vidage sont construits avant chaque fenétre ou
groupe de fenétres de visibilité en faisant 1’hypothese de
volumes maximaux pour toutes les acquisitions se termi-
nant pendant la(les) fenétre(s) de visibilité. Si les volumes
réels sont plus faibles que les volumes maximums, il est
possible de démarrer des vidages plus tot que prévu et donc
d’améliorer la qualité du plan sans modifier les décisions
d’affectation et d’ordonnancement.

Pour implémenter une exécution flexible et réactive des
plans, nous nous inspirons de 1’approche Partial Order
Schedule (POS [9]) et construisons & partir de n’importe
quel plan de vidage un graphe de précédence (un DAG)
qui représente toutes les précédences qui doivent étre sa-
tisfaites par 1’exécution. Une fois ce graphe construit, il
peut étre exécuté dans un ordre topologique : chaque nceud
est exécuté des que tous ses prédécesseurs dans le graphe
ont été exécutés. On peut facilement montrer que, du fait
des volumes maximaux pris en compte par la planification,
une telle exécution ne conduira jamais a une violation des
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FIGURE 5 — Age moyen de I'information (en secondes) pour les priorités 1 et 2 (a gauche et a droite) sur les scénarios 1

et 4 (en haut et en bas). On cherche a minimiser cet age.

contraintes sur les fenétres de visibilité et les dates limites
de vidage.

8 Résultats expérimentaux

8.1 Scénarios

Larchitecture de prise de décision et les divers algo-
rithmes de planification ont été expérimentés sur différents
scénarios réalistes fournis par Airbus Defence and Space.
Chaque scénario couvre un jour d’activité du satellite.

Ces scénarios impliquent 5 tranches mémoire, 3 canaux
de vidage, 5 utilisateurs, 2 niveaux de priorité, de 3 a 23
stations de réception, de 20 a 115 fenétres de visibilité as-
sociées et 1364 acquisitions a vider. Comme chaque acqui-
sition produit 5 fichiers, le nombre de fichiers a vider est
égal a 6820. Si Vmaxz est le volume maximum d’un fichier
(sans compression), son volume réel (aprés compression)
est généré de facon aléatoire entre Vmax /4 et Vmaz. Les
scénarios different suivant le nombre de stations de récep-
tion disponibles et la facon dont les acquisitions sont dis-
tribuées entre utilisateurs et niveaux de priorité.

Nous présentons les résultats obtenus sur deux scéna-
rios typiques : le scénario 1 qui implique un grand nombre
de stations de réception (23) induisant de nombreuses op-
portunités de vidage et le scénario 4 qui implique un pe-
tit nombre de stations de réception (3) induisant peu d’op-

portunités de vidage. De plus, nous présentons les résultats
obtenus sur les deux scénarios avec différentes hypotheses
concernant le volume de données généré par une acquisi-
tion avant compression : ratio en volume variant de 1 a 5
conduisant a des problemes de plus en plus sur-contraints.
Par exemple, le scénario 1 avec un ratio en volume égal
a 1 est largement sous-contraint: chaque acquisition peut
étre vidée dans la premiere fenétre de visibilité suivant I’ac-
quisition. Au contraire, le scénario 4 avec un ratio en vo-
lume égal a 5 est fortement sur-contraint : les acquisitions
ne peuvent pas toutes étre vidées et un grand nombre reste
en mémoire a bord a la fin de la journée

8.2 Comparaison ente algorithmes de planifica-
tion

Nous comparons tout d’abord les six algorithmes de pla-
nification résultant de la combinaison des algorithmes d’af-
fectation et d’ordonnancement: MaxWeight ou MinRe-
gret pour I’affectation et EnQueue, IdleFill ou Scheduler
pour I’ordonnancement.

En ce qui concerne le nombre d’acquisitions vidées,
toutes les acquisitions sont vidées dans le scénario 1 et
toutes les acquisitions de priorité 1 le sont dans le scéna-
rio 4, mais pas toutes les acquisitions de priorité 2 avec des
ratios en volume élevés. La figure 4 montre le nombre d’ac-
quisitions de priorité 2 vidées dans le scénario 4 en fonction
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Scénario 1 : Nombre d’acquisitions vidées Scénario 1 : Age moyen de I’information
ratio en volume 1 2 3 4 5 ratio en volume 1 2 3 4 5
prio. 1 sol 269 | 209 | 269 | 2069 | 269 prio. 1 sol 5167 | 5200 | 5232 | 5268 | 5419
bord | 269 | 269 | 269 | 269 | 269 bord | 5149 | 5165 | 5179 | 5195 | 5233
prio. 2 sol 1087 | 1087 | 1087 | 988 729 prio. 2 sol 610 | 692 | 993 | 1505 | 2403
bord | 1087 | 1087 | 1087 | 1087 | 1087 bord | 593 628 | 700 | 915 | 1219
Scénario 4 : Nombre d’acquisitions vidées Scénario 4 : Age moyen de I’information
ratio en volume 1 2 3 4 5 ratio en volume 1 2 3 4 5
prio. 1 sol 244 | 244 | 244 | 244 | 244 prio. 1 sol 6639 | 6725 6758 | 6914 | 7125
bord | 244 | 244 | 244 | 244 | 244 bord | 6490 | 6507 6544 | 6567 | 6586
prio. 2 sol 1099 | 1099 | 595 | 297 | 246 prio. 2 sol 6700 | 12898 | 13539 | 13771 | 11784
bord | 1099 | 1099 | 1099 | 912 | 722 bord | 5875 | 7180 | 9591 | 17073 | 22474

TABLE 2 — Comparaison entre planification sol et bord : nombre d’acquisitions vidées (a gauche) et 4ge moyen de 1’infor-
mation (en secondes ; a droite) pour les priorités 1 et 2 sur les scénarios 1 et 4 (en haut et en bas).

du ratio en volume (de 1 a 5).

La figure 5 montre I’dge moyen de I’information en se-
condes (distance moyenne entre acquisition et vidage sur
toutes les acquisitions vidées) pour les priorités 1 et 2 (a
gauche et a droite) dans les scénarios 1 et 4 (en haut et
en bas) en fonction du ratio en volume (de 1 a 5). Le fait
que 1’age de I’information pour les acquisitions de priorité
1 soit plus grand que pour celles de priorité 2 est dii a un
plus petit nombre de stations de réception autorisées pour
les acquisitions de priorité 1.

Ces résultats en termes de nombre d’acquisitions vidées
et d’age moyen de I’information montrent que, pour 1’af-
fectation, MinRegret est meilleur que MaxWeight et que,
pour I’ordonnancement, IdleFill est clairement meilleur
que EnQueue, mais que Scheduler est seulement Ié-
gerement meilleur que IdleFill. Finalement, en termes
de qualité des plans, MinRegret-IdleFill et MinRegret-
Scheduler semblent étre les meilleurs algorithmes.

Le tableau 1 montre le temps de calcul moyen et maxi-
mum en secondes (sur tous les appels a la planification,
avant chaque fenétre ou groupe de fenétres de visibilité)
dans les scénarios 1 et 4, uniquement pour un ratio en vo-
lume de 1: ces temps de calcul ne changent pas de facon
significative pour des ratios supérieurs (de 2 a 5).

Ces résultats en termes de temps de calcul montrent
que MaxWeight-EnQueue and MaxWeight-IdleFill sont
les plus efficaces. Remplacer MaxWeight par MinRegret
multiplie le temps de calcul environ par 5. Remplacer En-
Queue ou IdleFill par Scheduler peut le multiplier par 30.

En conséquence, le choix du meilleur algorithme dépend
des ressources de calcul disponibles a bord. Si elles sont
suffisantes, MinRegret-IdleFill semble étre le meilleur
candidat. Sinon, il peut étre remplacé par MaxWeight-
IdleFill.
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8.3 Comparaison entre planification au sol ou a
bord

Nous avons ensuite comparé ce qui peut étre obtenu en
planifiant les vidages au sol comme cela est actuellement
fait (planification sur un horizon d’un jour, faisant 1’hypo-
theése de volumes maximaux, fixant des dates précises de
vidage et ne permettant aucune flexibilité a bord) et ce qui
peut étre obtenu en planifiant les vidages a bord (planifica-
tion des vidages avant chaque fenétre ou groupe de fenétres
de visibilité, suivie d’une exécution flexible). Dans les deux
cas, I’algorithme de planification utilisé est MinRegret-
IdleFill.

Le tableau 2 montre le nombre d’acquisitions vidées (a
gauche) et I’4ge moyen de I'information (a droite) pour les
priorités 1 et 2 dans les scénarios 1 et 4 (en haut et en bas)
en fonction du ratio en volume (de 1 a 5).

Ces résultats montrent 1I’impact positif de la planification
a bord en termes de nombre d’acquisitions vidées qui peut
étre multiplié par 3 pour les acquisitions de priorité 2 a par-
tir de ratios en volume de 3 ou 4, mais aussi en termes d’age
moyen de I’information qui peut étre divisé par 2 pour les
acquisitions de priorité 2. Dans certains cas, nous pouvons
cependant observer que la planification a bord augmente
I’age moyen de I'information. Ceci est dii a un plus grand
nombre d’acquisitions vidées, mais vidées assez tard.

En plus, ces résultats montrent le bon comportement des
algorithmes de planification bord qui privilégient les ac-
quisitions de priorité 1: quels que soient le scénario et le
ratio en volume, les acquisitions de priorité 1 sont toutes
vidées et, quand le ratio en volume augmente (probleme de
plus en plus sur-contraint), ’dge moyen de I’information
croit moins vite pour les acquisitions de priorité 1 que pour
celles de priorité 2.



9 Conclusion

Dans ce papier, nous avons montré comment 1’incerti-
tude sur le volume de données généré par les acquisitions
peut étre gérée en utilisant des algorithmes bord simples
et efficaces de planification et d’exécution des vidages qui
combinent une recherche gloutonne ou locale, un modele a
base de contraintes et des appels a une librairie générique
d’évaluation et de propagation des contraintes.

Nous avons aussi montré les avantages opérationnels qui
peuvent étre tirés de mécanismes de décision autonome
a bord concernant les vidages: augmentation du nombre
d’acquisitions vidées, diminution de I’age de I’information
sur les données vidées, utilisation possible de moins de
stations de réception ou de moins de fenétres de visibilité
et augmentation possible de la taille des données acquises
(fauchée plus large et/ou plus forte résolution de I’instru-
ment d’observation).
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Résumé

Dans ce papier, une nouvelle approche d'apprentis-
sage de clauses est proposée. En effet, en traversant le
graphe d'implications séparément a partir des littéraux
x et —x, nous dérivons une nouvelle classe de clauses
Bi-Assertives qui peuvent conduire a un graphe d'impli-
cations plus compact. Ces nouvelles clauses Bi-Assertives
sont plus courtes et tendent a induire plus d'implications
que les clauses Bi-Assertives classiques. Les résultats ex-
périmentaux montrent que I'exploitation de cette nou-
velle classe de clauses Bi-Assertives permet d'améliorer
les performances des solveurs issus de I'état de I'art de
SAT particulierement sur les instances crafteds.

1 Introduction

Le probleme SAT, i.e., le probleme de décider si
une formule booléenne sous forme normale conjonc-
tive (CNF) est satisfiable ou non est central en In-
formatique et en Intelligence Artificielle incluant les
problemes de satisfaction de contraintes (CSP), plani-
fication, raisonnement non-monotone, vérification de
logiciels, etc. Aujourd’hui, le probleme SAT a gagné
une audience considérable avec ’avénement d’une nou-
velle génération de solveurs capablent de résoudre des
grandes instances issues du codage des applications du
monde réel ainsi que par le fait que ces solveurs consti-
tuent d’importants composants de base pour plusieurs
domaines, e.g., SMT (SAT Modulo Théorie), démons-
tration automatique, comptage de modeles, probleme
QBF, etc. Ces solveurs communément appelés solveurs
SAT modernes CDCL (Conflict Driven, Clause Lear-
ning) [9, 4] sont basées sur la propagation unitaire
classique [2] finement combinée avec des structures
de données efficaces (ex. watched literals), des poli-
tiques de redémarrages [6, 5, 7], des heuristiques de
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choix de variables basées sur les activités VSIDS (Va-
riable State Independant, Decading Sum) [9], ainsi que
Papprentissage de clauses [8, 9, 13]. L’apprentissage
de clauses est actuellement reconnu comme la compo-
sante la plus importante des solveurs SAT modernes.
Ces solveurs SAT modernes peuvent étre vus comme
une version étendue de la bien connue procédure DPLL
[2] obtenue gréce a ces différentes améliorations. L’al-
gorithme pour la dérivation des clauses a partir des
conflits dans ces solveurs SAT est basé sur I'utilisation
d’une structure de données importante appelée graphe
d’implications [8, 9]. Il est important de noter que la
bien connue reégle de résolution joue encore un role
important dans efficacité des solveurs SAT modernes.
Théoriquement, en intégrant I’apprentissage de clauses
aux procédures DPLL [2], le solveur SAT obtenu for-
mulé comme un systéme de preuve s’avere aussi puis-
sant que la résolution générale [11, 12].

Une nouvelle classe de clauses assertives appe-
lée clauses Bi-Assertives qui est une relaxation des
clauses assertives a été proposée dans [10]. Ces
clauses Bi-Assertives communément appelées clauses
Bi-Assertives classiques permettent de découvrir les
implications manquées par les clauses assertives clas-
siques. Elle est définie de la méme maniére comme une
clause assertive. Une clause asssertive contient exac-
tement un littéral du niveau de conflit tandis qu'une
clause Bi-Assertive contient exactement deux littéraux
du niveau de conflit. Pour plus d’amples détails au-
tours des clauses Bi-Assertives classiques, nous réfe-
rons les lecteurs & [10].

L’approche proposée dans ce papier est basée sur
une analyse de conflit séparée. En effet, en traversant
le graphe d’implications séparément a partir de = et
-z, nous dérivons une nouvelle classe de clauses Bi-
Assertives. Ces clauses different de celles proposées par



Pipatsrisawat et Darwiche [10] car elles ne sont pas des
clauses falsifiées c’est a dire satisfaites par l'interpré-
tation partielle courante. Ces clauses ne peuvent étre
dérivées par le parcours traditionnel du graphe d’im-
plications. De plus, nos clauses Bi-Assertives peuvent
étre utilisées pour obtenir un graphe d’implications
plus compact. Elles sont plus courtes et tendent a in-
duire plus d’implications que les clauses Bi-Assertives
classiques.

Ce papier est organisé comme suit. Apres quelques
notations et définitions préliminaires, quelques notions
théoriques autours des solveurs SAT, nous présentons
notre approche. Finalement avant de conclure, les ré-
sultats expérimentaux obtenus sur les instances des
récentes compétitions SAT démontrant la faisabilité de
cette approche sont présentés.

2 Définitions
2.1 Définitions et notations préliminaires

Une formule CNF F est une conjonction de clauses,
ol une clause est une disjonction de littérauz. Un
littéral est interprété comme une variable proposition-
nelle positive (z) ou négative (—z). Les deux littéraux
x et —x sont appélés complémentaire. On note par
[ le littéral complémentaire de I. Pour un ensemble
de littéraux L, L est défini comme {/ | I € L}. Une
clause unitaire est une clause contenant seulement un
seul littéral (appelé littéral unitaire), tandis qu’'une
clause binaire contient excatement deux littéraux.
Une clause vide , notée L, est interprétée comme
fausse (insatisfiable), alors quune formule CNF vide,
notée T, est interprétée comme vraie (satisfiable).
L’ensemble des variables apparaissant dans F est noté
Vr. Un ensemble de littéraux est complet s’il contient
un littéral pour chaque variable de V£, et fondamental
s’il ne contient pas de littéraux complémentaires.
Une affectation p d’une formule booléenne F est une
fonction qui associe la valeur p(z) € {false,true} a
quelques variables de x € F. p est dite compléte s’elle
attribue une valeur pour chaque variable z € F, et
partielle sinon. Une affectation est alternativement
représentée par un ensemble de littéraux complet
et fondamental, de fagon évidente un modeéle d’une
formule F est une affectation p qui laisse la formule
vraie ; notée p = 3.

On dénote par nlz,c;,c;] la résolvante entre une
clause ¢; contenant le littéral x et c¢; une clause conte-
nant l'opposé de ce méme littéral —z. En d’autres
termes, n(z, ¢;, ¢;] = ¢; U ¢;\{z, ~z}.

Nous dénotons également par F|, la formule obte-
nue en assignant a vrai le littéral x dans F. Formelle-

ment, Fl, = {c|c € F,{z,~z}nc=0}U{c\{-z} |ce
F,—xz € ¢} (c’est a dire : les clauses contenant x sont
par conséquent satisfaites et enlevées; et celles conte-
nant —z sont simplifiées). Nous définissons F* comme
la formule F fermée sous la propagation unitaire, dé-
finie de maniére récursive comme suit : (1) F* = F
si F ne contient pas de clause unitaire,, (2) F* =1 si
F contient deux clauses unitaires {z} et {-x}, (3) si-
non, F* = (F|;)* ol z est le littéral apparaissant dans
une clause unitaire de F. Une clause c est déduite par
propagation unitaire de F, notée F I ¢, si (F|z)* =L.

2.2 Recherche DPLL

DPLL [2] est une procédure de recherche de type
backtrack:; A chaque neeud les littéraux affectés (le lit-
téral de décision et les littéraux propagés) sont éti-
quetés avec le méme niveau de décision, initialisé a
1 et incrémenté a chaque nouveau point de décision.
Le niveau de décision courant est le niveau le plus
élevé dans la pile de propagation. Lors d’un retour-
arriere ("backtrack”), les variables ayant un niveau
supérieur au niveau du backtrack sont défaites et le
niveau de décision courant est décrémenté en consé-
quence (égal au niveau du backtrack). Au niveau i,
Iinterprétation partielle courante p peut étre repré-
sentée comme une séquence décision-propagations de
la forme <(l’;€)7$zl , 1227 . ,m};nk> ol le premier litté-
ral mfk correspond au littéral de décision xj affecté au
niveau ¢ et chaque ;c}cj de 'ensemble 1 < j < ny, repré-
sente les littéraux unitaires propagés a ce méme niveau
i. Soit & € p, on note I(x) le niveau d’affectation de x.
Pour une clause a, [(«) est défini comme le maximum
des niveaux de ses littéraux affectés.

2.3 Analyse de conflit et graphe d’implications

Le graphe d’implications est une représentation
standard utilisée classiquement pour analyser les
conflits dans les solveurs SAT modernes. A chaque
fois qu’un littéral y est propagé, on sauvegarde une
référence de la clause impliquant la propagation de y,
qu’on note imp(y). La clause imp(y), appelée implica-
tion de y, est dans ce cas de la forme (21 V-V, Vy)
ou chaque littéral z; est faux sous 'affectation par-
tielle courante (p(x;) = false,¥i € 1..n), alors que
ply) = wvraie. Lorsqu’un littéral y n’est pas obtenu
par propagation mais issue d’une décision, imp(y)
est indéfinie, qu’on note par convention imp(y) =L.
Quand imp(y) #L, on dénote par exp(y) I'ensemble
{Z | = € imp(y) \ {y}}, appelé ensemble des explica-
tions de y. Quand imp(y) est indéfini, on défini exp(y)
comme ’ensemble vide. Dans la suite, nous rappelons
la définition formelle d’un graphe d’implications, des
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clauses assertives classiques et comment ces clauses
sont dérivées [1].

Definition 1 (graphe d’implications) Soient F
une formule CNF, p une interprétation partielle.
Soit exp [l'ensemble des explications pour des lit-
téraux déduits par propagation unitaire dans p. Le
graphe d’implications associé a F, p et exp est
G = (N, €) ou

— N = p, c’est-a-dire un neeud pour chaque lit-

téral de p, de décision ou propagé;

— E={(z,y) |z €p,y €p,x €exp(y)}.

Dans le reste du papier, pour des raisons de sim-
plicité, un graphe d’implications sera simplement noté
g;. on note par m le niveau du conflit.

Exemple 1 G%, représenté par la figure 1 est un
graphe d’tmplications pour la formule F et l'in-
terprétation partielle p données ci-dessous : F 2
{Cl’-~~7012}

(01)_‘151 V —T11 \Y T2 (Cg)_\l‘l V X3
((23)_‘.%2 \Y —T12 \Y Ty (04)_\331 V \/".733 \Y Ts5
(cs)xa Vx5V g Var () sV —xe Vs
(c7)—x7 V g (cg)—ws V —xg V g
(o) (c10)7w13 V 714 V 10
(c11 (c12)7x15 V ~16 V T13

Co 1‘10\/—‘1317\/.%1
c11)7x13 V T17

X6(3)

x12(3)

x6(3)

FIGURE 1 — Graphe d’implications G% = (N, €)

p={(. 25 N(=h) ... W(@ty) .. ag. )
((z1y), - ><($16)7 af3, 239, 277,27 .. )} le niveau de
conflit est 5 et p(F) = faux.

Definition 2 (clause assertive) Une clause ¢ de la
forme (a V ) est appelée clause assertive si et
seulement si p(c) = false, l(x) = m et Vy €
a,l(y) < U(z). x est appelé littéral assertif, tandis que
assertingLevel(c) = maz{l(-y) | y € a} est le niveau
d’assertion du littéral .
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L’analyse de conflit est le résultat de 'application de
la résolution a partir de la clause conflit en utilisant
différentes implications encodées dans le graphe d’im-
plications. On appelle cela, la dérivation de la clause
assertive (DCA en court).

Definition 3 (dérivation de la clause assertive)
Une dérivation de la clause assertive m est une se-
quence de clauses (01,09,...0%)
conditions suivantes :

satisfaisant les

1. o1 = nlx,imp(x), imp(—x)], ou {x,-x} est un
conflit ;

2. 0;, pour tout i € 2.k, est construit en sélection-
nant un littéral y € o;_1 pour lequel imp(y) est
défini. Nous avons alors y € 0,1 ety € imp(y),
les deux clauses résolues. La clause o; est définie
comme Ny, oi—1,imp(y)] ;

3. o est en plus une clause assertive.

Considérons & nouveau I’exemple 1. Le parcours du
graphe d’implications G% (voir Figure 1) conduit & la
dérivation de la clause assertive (o1, ...,07) ol

— 01 = n|xg, C7,08] = (—\acrr Vv ﬂx7r Vv _|.’L'85)

— 02 = n[x&O’l:PG ( _‘Ir V —xr )

— 03 = 77[$7702, Cs (_‘ _‘«Tg, V _|$4 )

(
(

] = _‘%
| =
— 04 = n[ry,03,¢ 3%

= (—ai, ﬁxé V —ws® v mwg)

— 05 = n[rs,04,¢4] = ﬁ:lsf Ty VR IRV LAY
—?)

06 = 77[51727 05, cl} = (_\l‘%l V _‘l'?2 Vv _\l'g \Y _‘l‘35 \Y
)

— o7 = nlxs, 06, c2] = (mx112V 2123Vt Vo ®)
La clause o7 est la prémiere clause rencontrée qui
contient un seul littéral —x; du niveau de conflit cou-
rant 5. Notons que cette résolvante est fausse sous
Iinterprétation partielle p. Par conséquent, le littéral
-z est impliqué au niveau 3 qui correspond au niveau
maximum de tous les autres littéraux (7112, 7122 et
—Xg ) de o7. Les solveurs SAT ajoutent la clause o7 a la
base des clauses apprises, effectuent un retour-arriere
non chronologique au niveau 3 et affectent le littéral
assertif —x; a la valeur de vérité vraie par propagation
unitaire. Le nceud x; correspondant au littéral asser-
tif =1 est appelé Premier Unique Point d’Implication
(First UIP).

Nous introduisons & présent une propriété impor-
tante appelée 1—empowerment [10], qui caractérise les
clauses assertives classiques.

Definition 4 (1-Empowerment) Soit ¢ une
clause de la forme (a V1), ot l est un littéral et o une
disjonction de littérauz (une sous-clause). La clause ¢
est 1—empowerment par rapport a la formule CNF
F wvia le littéral | si et seulement si :



1. FE (aVl) : La clause c est impliquée par F

2. FA-aFFl : Le littéral I ne peut pas étre dérivé
de la formule F N\ —a en utilisant la propagation
unitaire.

Toute clause assertive ¢ = («a V I) satisfait la pro-
priété 1—empowerment. En effet, comme c est dérivée
de la formule F par résolution, alors ¢ est une consé-
quence de F (condition 1 de la définition 4). La se-
conde condition de la définition 4 est aussi satisfaite
comme le littéral [ n’est pas dérivé au niveau d’asser-
tion ou la sous-clause « est falsifiée (condition 2 de
la définition 4). Cette propriété exprime que le litté-
ral [ ne peut pas étre déduit par propagation unitaire
de F sans I'ajout de la clause ¢ a F. Cependant, si on
ajoute la clause assertive a la base des clauses apprises,
on déduit par propagation unitaire que le littéral [ doit
étre assigné a vrai au niveau d’assertion. Pour plus de
détails sur les shémas d’apprentissage basés sur Iar-
chitecture CDCL, nous référons les lecteurs a [8, 9, 1].

Un autre type de clauses assertives appelées clauses
Bi-Assertives fut introduit dans [10].

Definition 5 (Clauses Bi-Assertives) Une clause
¢ de la forme (aVzVy) est appelée clause Bi-Assertive
si p(c) = false, l(a)) < m et level(y) = level(z) = m.

11 est important de noter qu’une clause Bi-Assertive
classique est fausse sous linterprétation courante p.
Pour dériver de telles clauses Bi-Assertives a partir
d’un conflit, on suit exactement la méme dérivation
par résolution. La seule différence est que le proces-
sus se termine quand la résolvante courante est une
clause Bi-Assertive. Comme toute clause Bi-Assertive
ne contribue pas & la progapation unitaire, dans [10],
les auteurs proposent d’apprendre la premiere clause
Bi-Assertive qui satisfait la propriété 1—empowerment
respectivement avec les clauses utilisées pour sa déri-
vation.

Exemple 2 Considérons par exemple la formule
CNF F = (!L‘l \ 1'2) N (ﬁxl V £E3) A (1’2 V —x3 V 1'4)
et la clause (xo V x4) qui est impliquée par la formule
F. L’ajout du littéral —x4 a F ne permet pas a la pro-
pagation unitaire de dériver xo bien que xo soit impli-
qué par F N —xzy4. Cette dérivation devient possible si
nous ajoutons la clause (x2V x4) a F. Ainsi la clause
(x2Vx4) est 1—empowering respectivement avec F via
le littéral xo. Cependant la clause (xo V x3) nest pas
1—empowering respectivement avec la formule F, car
FAN-zobaxg et FA-x3h 2o,

Dans la section suivante, nous proposons une nou-
velle classe de clauses Bi-Assertives plus courtes et

qui tendent a induire plus d’implications que les
clauses Bi-Assertives classiques. Ces nouvelles clauses

Bi-Assertives conduisent & un graphe d’implications
plus compact.

3 Une nouvelle classe de clauses Bi-
Assertives

Dans cette section, nous montrons premierement
comment dériver les nouvelles clauses Bi-Assertives.
Ensuite, nous démontrons que leur utilisation peut
conduire & obtenir plus d’implications qu’avec les
clauses Bi-Assertives classiques. Illustrons cette nou-
velle approche proposée en utilisant un simple
exemple.

3.1 Motivation

Soit F une formule CNF, p une affectation partielle.
Supposons que nous avons un graphe d’implications
(_75'T associé a F et p. Pour des raisons de simplicité, la
figure 2 représente le graphe d’implications restreint
au sous-graphe induit par les nceuds entre le conflit et
le Premier Unique Point d’Implication (First UIP).
Supposons que le niveau de conflit est 5.

x16(2)

x17(2)

x15(3) x15(3)

FIGURE 2 — Sous-graphe d’implications G% = (N, €)

En traversant le graphe d’implications séparément
a partir des littéraux x14 et —xy14 jusqu’au Premier
Unique Point d’Implication x1, nous dérivons de nou-
velles clauses Bi-Assertives d1, d2, d3 et 4 comme suit :

— o1 =1[*10,c13,69] = w15 V 211 V w8 V 21y

— 01 =nx11,01,C10] = ~T15 V T8 V T14

— 09 =[xy, C7,03] = 17 V "5 V X2 V X8

- 52 = 17[135, g9, 64] = 17 V ) V xrs
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03 = N[T12, €14, €11] = "T13 V "9 V 714
03 = n[r13,03, c12] = ~215 V "9 V 2214
o4 = n|xs, cs, 5] = w3 V w7 V X9
04 = n[r7,04,06] = 16 V "3 V 9

Les nouvelles clauses Bi-Assertives §1, 02, 03, 04
forment un ensemble de clauses connexes. Plus précise-
ment, la clause ds est liée a la clause d; par la variable
g, 01 est liée a &3 par la variable x14 et d3 est liée a
d4 par la variable zg. Comme nous pouvons l’obser-
ver, ’ensemble des clauses Bi-Assertives forment une
chaine de clauses connectées. Il est important de no-
ter que les clauses Bi-Assertives classiques qui peuvent
étre obtenues du graphe d’implications de la figure 2
sont :

— 61 = x5 V xg V X9,

- (55 =215V 217 V22 V —Zg,

- (5:’3 =215 V x16 V 28 V X3,

- (5‘/1 = 215 V17 V 16 V g V 3.

Notons qu’en utilisant le schéma d’apprentissage
classique de clauses (schéma First UIP), on peut déri-
ver la clause assertive (—z3; V =23 V =235 V =) qui
fournit un niveau de backjumping égal a 3.

x17(2) x16(2)

F1GURE 3 — Nouveau graphe d’implications plus com-
pact obtenu de G% = (N, €) en utilisant les nouvelles
clauses Bi-Assertives.

A travers la figure 3, nous montrons que le graphe
d’implications original (figure 2) peut étre reéerit de
fagon plus compact.

Considérons & présent que les nouvelles clauses Bi-
Assertives 01, d2, 03 et 04 sont ajoutées a la base des
clauses apprises et supposons qu’au niveau 3 le littéral
o est assigné a vrai. Il est facile de voir que tous les
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littéraux xg, x14, "9, —x3 et —xy (voir figure 3) en-
semble avec les littéraux z4, x5, 19, T11 seront impli-
qués par propagation unitaire. Ces derniers littéraux
propagés sont impliqués grace aux clauses initiales de
la formule qui sont c3, ¢4, ¢y €t c1p.

Cependant, si nous considérons le graphe d’implica-
tions original (figure 2), nous dérivons par propagation
unitaire uniquement les littéraux xg, 14, T4, T5, T10,
11 et pas les littéraux —xg, —x3 et —xy.

Supposons maintenant que toutes les clauses Bi-
Assertives classiques 7, 85, 8% et d) sont ajoutées
a la base des clauses apprises. L’affectation de x5 &
vrai au niveau 3 conduit au méme ensemble d’impli-
cations par propagation unitaire. Cependant, si nous
décidons d’assigner x14 a vrai au niveau 3, en utilisant
les nouvelles clauses Bi-Assertives, nous dérivons les
littéraux —xg, —x3 et —z; tandis qu’avec les clauses
Bi-Assertives classiques aucun littéral n’est impliqué
par propagation unitaire.

Autre différence importante qui peut étre faite ici
est que la dérivation de toutes les clauses Bi-Assertives
classiques possibles est quadratique dans le pire des cas
alors que les nouvelles clauses Bi-Assertives peuvent
étre dérivées en temps linéaire (voir figure 3). Par
conséquent, la recherche de toutes les clauses Bi-
Assertives classiques prend plus de temps que la re-
cherche des nouvelles clauses Bi-Assertives proposées.

A partir de cet exemple illustratif, on voit que
I’ajout des nouvelles clauses Bi-Assertives a la base
des clauses apprises permet de dériver plus d’implica-
tions que I'ajout des clauses Bi-Assertives classiques.
Nous pouvons également observer que les clauses Bi-
Assertives proposées établissent un lien entre le littéral
assertif —xq et les deux littéraux conflits x14 et —x14.

3.2 Analyse de conflit séparée : formulation géné-
rale

On donne a présent une présentation formelle de
notre approche de dérivation des nouvelles clauses Bi-
Assertives. Dans toutes les définitions suivantes, nous
considérons m comme le niveau de conflit courant.

Dans notre approche, a partir d’'un simple conflit,
nous dérivons plusieurs nouvelles clauses Bi-Assertives
en traversant le graphe d’implications séparement a
partir des deux littéraux conflits z et —zx jusqu’au
Premier Unique Point d’Implications (First UIP). Ces
nouvelles clauses sont ensuite ajoutées a la base des
clauses apprises pour intensifier la propagation uni-
taire.

Notons que nous avons seulement besoin d’'un simple
parcours du graphe d’implications pour dériver a la
fois la clause assertive classique et I’ensemble des nou-
velles clauses Bi-Assertives. En effet, la clause asser-
tive classique peut étre progressivement générée des



nouvelles clauses Bi-Assertives. De cette manicre, nous
n’avons aucun surcout de recherche additionnel di &
la dérivation de ces nouvelles clauses Bi-Assertives.

Definition 6 (Dérivation de la clause Bi-Assertive)

Soit x un littéral conflit, nous définissons la dériva-
tion de la clause Bi-Assertive a partir de x comme la
séquence de clauses Cy = (0§,0%,...,0%) satisfaisant
les conditions suivantes :

1. of, est dérivée par résolution sur z entre imp(x)
et imp(z) ot —z € imp(x) ;

2. of, pour tout i € 2..k, est construite par réso-
lution sur un littéral z € o | s.t. l(z) = m et
pour lequel imp(Z) est définit. La clause of est
définie comme n(z,0F_1,imp(Z)] ;

3. of est une clause Bi-Assertive.

Definition 7 (littéral Bi-Assertif) Soit = un
littéral conflit et Cy = (07,05,...,0%) une dérivation
de la clause Bi-Assertive. Nous définissons un littéral

Bi-Assertif comme un littéral b € o} tel que b # x et
I(b) =m.

Si nous considérons a nouveau le graphe d’implica-
tions de la figure 2, I'ensemble des différents littéraux
Bi-Assertifs sera {zs, x9, x2, 3, T1}.

Propriété 1 Soient G un graphe d’implications et x
un littéral conflit de G Soient B* et B™ les deux en-
sembles de clauses Bi-Assertives générées a partir des
deuz littéraux conflits x et —x respectivement. Au ni-
veau du backjumping, si un littéral Bi-Assertif y de
B* (respectivement B™*) est assigné a vrai, alors tous
les littéraux —z tels que z est un littéral Bi-Assertif de
B™ (respectivement B*) seront impliqués.

Preuve : La preuve est triviale. Une illustration
de la preuve est donnée dans ’exemple de motivation
précédent.

Il est facile de voir que le nombre de nouvelles
clauses Bi-Assertives qui peuvent étre générées de tout
graphe d’implications est au moins égal a 2. En effet, si
nous considérons un graphe d’implications G avec un
littéral conflit = et y comme littéral assertif (schéma
First UIP), il est facile de voir qu’on peut dériver au
moins deux clauses Bi-Assertives by = («V y V ) et
by = (B VyV —x). Dans ce cas la clause assertive ré-
sultante est a = (' V SV y).

Propriété 2 Soit G un graphe d’implications, x un
littéral conflit de G. Soient N* et N~ les deuz en-
sembles de clauses encodées dans G entre le First
UIP et les deux littérauz conflits x et —x respective-
ment. La complezité temporelle nécessaire pour géné-
rer toutes nos nouvelles clauses Bi-Assertives est en
O(IN*| 4+ |N7*|) dans le pire des cas.

Preuve Comme mnos nouvelles clauses Bi-
Assertives sont générées en remontant en parallele les
deux branches (branche contenant le littéral = et celle
contenant —z) du graphe d’implications G & partir des
deux littéraux conflits = et —x, chaque clause de N®
et N7% est impliquée dans une étape de résolution.
Ainsi la complexité temporelle nécessaire pour la déri-
vation de toutes les nouvelles clauses Bi-Assertives est
en O(|N?| 4+ |[N™*|) dans le pire des cas.

Si nous considérons les clauses Bi-Assertives clas-
siques [10], et souhaitons générer toutes ces clauses, la
complexité temporelle nécessaire pour effectuer cette
opération sera quadratique dans le pire des cas.

Propriété 3 Soit G un graphe d’implications, x un
littéral conflit de G. Soient N* et N7 les deux en-
sembles de clauses encodées dans G entre le First
UIP et les deux littéraux conflits x et —x respective-
ment. La complezité temporelle nécessaire pour géné-
rer toutes les clauses Bi-Assertives classiques est en
O(IN*| x [N™*|) dans le pire des cas.

Preuve : Le pire des cas est rencontré lorsque que
nous avons un graphe d’implications G avec |N*| et
|N7*| littéraux Bi-Assertifs. La forme d’un tel graphe
est représentée par la figure 3. Cette figure correspond
a un graphe d’implications dans lequel tous les nocuds
sont des littéraux Bi-Assertifs. Comme le processus de
génération des clauses Bi-Assertives classiques com-
mence par effectuer une prémiere étape de résolution
entre les deux clauses impliquant les littéraux x et
—x, pour générer toutes les clauses Bi-Assertives clas-
siques, nous gardons alternativement le littéral Bi-
Assertif de la partie du graphe liée & = (respective-
ment & ), et nous traversons toute 'autre partie du
graphe liée & —z (respectivement & x). Par conséquent,
la complexité temporelle nécessaire pour la dérivation
de toutes les clauses Bi-Assertives classiques est en
O(IN®| x |N"=]).

Il est important de noter que les clauses Bi-
Assertives classiques et les nouvelles clauses Bi-
Assertives proposées dans ce papier different sur cer-
tains aspects. Premierement, les nouvelles clauses Bi-
Assertives (respectivement clauses Bi-Assertives clas-
siques) sont satisfaites (respectivement falsifiées) sous
Iinterprétation courante. Deuxieémement, les deux
classes de clauses sont générées en utilisant des traver-
sées différentes du graphe d’implications. Par consé-
quent, les ensembles de clauses Bi-Assertives générées
par les deux approches sont différents (Voir I’exemple
de motivation donné & la section 3.1).
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3.3 Exploitation des nouvelles clauses Bi-

Assertives

Au cours de la recherche, quand un conflit est ren-
contré sur un littéral x, nous 'analysons en traversant
le graphe d’implications séparément a partir de = et
—z. Toutes les clauses Bi-Assertives dérivées au cours
de cette analyse sont stockées dans une nouvelle base
de clauses Bi-Assertives apprises. Ces nouvelles clauses
sont gérées de la méme maniere que les clauses de la
base des clauses apprises classiques. Nous exploitons
une stratégie de réduction de la base des clauses ap-
prises identique a celle implémentée dans Minisat 2.2
[4] qui est le solveur le plus utilisé actuellement. En
effet, dans ce solveur, la fonction de réduction de la
base des clauses apprises est appelée une fois que la
taille de la base dépasse un certain seuil. La clause as-
sertive classique est aussi ajoutée a la base des clauses
apprises classiques.

4 Expérimentations

Les expérimentations ont été réalisées sur un large
panel d’instances industrielles et crafteds issues des
dernieres compétitions SAT. Toutes les instances sont
simplifiées par pré-traitement SatElite [3]. Afin
d’étudier I'impact de notre approche, nous I’avons im-
plémentée dans le solveur Minisat 2.2 [4] et nous avons
effectué une comparaison entre le solveur original et ce-
lui amélioré avec ’apprentissage des nouvelles clauses
Bi-Assertives que nous appelons Minisat+NB. Tous les
tests ont été effectués sur un cluster Xeon 3.2GHz (32
GB RAM). Les résultats du temps de calcul sont indi-
qués en secondes. Pour ces expérimentations, le temps
de calcul limite a été fixé a 4 heures.

4.1 Problémes crafteds

Pour ces problemes, nous utilisons un ensemble
d’instances crafteds issues de la compétition SAT 2011.
Le schéma (en échelle logarithmique) donné dans la
partie haute de la figure 4 détaille les résultats de
Minisat et Minisat+NB sur chaque instance crafted.
L’axe x (respectivement y) correspond au temps CPU
tx (respectivement ty) obtenu par Minisat (respecti-
vement Minisat+NB).

Chaque point de coordonnées (tx,ty) correspond
a une instance SAT. Les points en-dessous (respecti-
vement au-dessus) la diagonale indique les instances
résolues plus rapidement en utilisant notre approche
c’est & dire ty < tx (respectivement ty > tz). La ma-
jorité des points sur la figure se trouvent en-dessous la
diagonale, ce qui signifie que Minisat+NB est meilleur.
Cette figure montre clairement le gain de temps obtenu
grace a notre approche. Globalement, sur les instances
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de type crafted, notre approche apporte des améliora-
tions intéressantes.

La partie bas de la figure 4 montre les mémes
résultats avec une représentation différente donnant
pour chaque technique le nombre d’instances résolues
(# instances) en moins de t secondes. Cette figure
confirme D'efficacité de notre approche d’apprentissage
sur ces problemes. De cette figure, nous pouvons ob-
server que Minisat+NB est généralement plus rapide
et résoud 15 instances de plus que Minisat.

Une analyse plus fine de la partie haute de la figure
4 montre que Minisat+NB résoud plus rapidement 81
instances que Minisat, qui lui méme résoud 51 ins-
tances plus efficacement que son opposé.

4.2 Problémes industriels

Pour ces probléemes, nous utilisons un ensemble
d’instances industrielles issues de la sAT Challenge
2012. Le schéma (en échelle logarithmique) représenté
par la figure 5 détaille les résultats de Minisat et Mi-
nisat+NB sur chaque instance industrielle. Sur ces ins-
tances industrielles, les résultats montrent que les deux
solveurs ont un comportement similaire. Ceci confirme
que lorsque le graphe d’implications ne contient pas
de littéraux Bi-Assertifs intermédiaires sur les deux
cOtés des littéraux conflit, notre approche ne cause
pas de surcotit additionnel. En effet, le graphe d’impli-
cations est traversé seulement une fois. Globalement,
nous pouvons voir que ’addition de notre processus
d’apprentissage & Minisat améliore ses performances
sur certaines familles d’instances.

La table 1 représente un focus sur quelques familles
industrielles. Pour ces familles, les gains sont relative-
ment importants. Par exemple, si nous conséderons la
famille vmpc, nous pouvons voir que notre approche
d’apprentissage permet d’avoir un gain d’un ordre de
magnitude avec Minisat+NB (instances 31, and 33).
Sur la méme famille, Minisat+NB résoud une instance
de plus que Minisat. Sur la famille manol, nous pou-
vons également voir que Minisat+NB résoud 6 ins-
tances de plus que Minisat. Sur la famille velev, Mi-
nisat+NB est meilleur sur les 4 instances résolues par
Minisat+NB et Minisat et résoud 3 instances de plus
que Minisat. Globalement, on peut voir que sur cer-
taines familles, Minisat+NB est plus rapide et résoud
plus de problemes que Minisat.
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familles Minisat Minisat+NB
vmpc_26 14.14 21.06
vmpc_27 42.62 11.31
vmpc_28 98.99 23.45
vmpc_29 73.41 465.88
vmpc_30 467.25 535.62
vmpc_31 7707.81 415.29
vmpc_32 1822.31 2742.98
vmpc_33 6617.32 174.37
vmpc_34 - 120.65
manol-pipe-f7idw 4442 .4 378.08
manol-f9b 125.13 139.83
manol-f9bidw - 670.52
manol-finidw - 680.25
manol-f8nidw 3105.14 335.41
manol-f8idw - 1606.05
manol-f8bidw - 181.76
manol-fn 36.11 44.09
manol-f10ni 392.21 492.48
manol-f10bi 491.96 490.90
manol-f10n 291.57 296.35
manol-f10nidw - 2104.96
manol-f10i 376.61 305.58
manol-f10bid 1381.6 1066.62
manol-f10id 1279.94 1402.43
manol-f10bidw - 1742.06
velev-Tpipe_q0_k 4747.46 1796.33
velev-11pipe_q0_k - -
velev-14pipe_q0_k - -
velev-13pipe_q0_k - -
velev-10pipe_q0_k - 5342.33
velev-9pipe_q0_k 545.58 129.849
velev-15pipe_q0_k - -
velev-8pipe_q0_k - 5316.14
velev-12pipe_k - -
velev-8pipe_k - -
velev-6pipe_k 46.57 19.46
velev-10pipe_k - -
velev-7pipe_k - 2721.39
velev-9pipe_k 874.26 232.91
velev-13pipe_k - -

TABLE 1 — Zoom sur quelques familles d’instances in-
dustrielles
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cient Solvers”.

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons proposé une nouvelle
approche pour 'apprentissage des clauses. Plus pré-
cisement, a chaque conflit, nous traversons le graphe
d’implications séparément & partir de et -~z (z le lit-
téral conflit) jusqu’au Premier Unique Point d’Impli-
cation (First UIP). Au cours de cette traversée, nous
dérivons une nouvelle classe de clauses Bi-Assertives
qui peuvent conduire a un graphe d’implications plus
compact. Plus intéressant, ces nouvelles clauses Bi-
Assertives tendent & étre plus courtes et induisent
plus d’implications que les clauses Bi-Assertives clas-
siques [10]. Les résultats expérimentaux montrent que
I'exploitation de cette nouvelle classe de clauses Bi-
Assertives permet d’améliorer les performances des
solveurs issus de ’état de ’art de SAT. Notre approche
bénéficie particulierement aux instances crafted et per-
met des améliorations significatives sur certaines fa-
milles d’instances industrielles.

Ce travail ouvrent plusieurs perspectives intéres-
santes comme travaux futurs. Nous envisageons de
trouver une méthode pour gérer plus finement la nou-
velle base de clauses Bi-Assertives. En effet, comme
le cas de la gestion de la base des clauses assertives,
conserver un grand nombre de clauses Bi-Assertives
peut altérer l'efficacité de la propagation unitaire, tan-
dis que supprimer trop de clauses peut rendre l'ap-
prentissage inefficace. Par conséquent, il faut trouver
de bons criteres permettant d’identifier les clauses Bi-
Assertives les plus pertinentes. Enfin, nous envisageons
d’exploiter le graphe d’implications proposé dans [1]
pour dériver de nouvelles clauses assertives. En effet,
laddition des arcs (appelés arcs inverses) ensemble
avec nos clauses Bi-Assertives pourrait conduire aux
clauses assertives meilleures en termes de niveau de
backjumping et de taille.
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Résumé

Dans cet article, nous proposons une premiere appli-
cation des techniques de fouille de données au probleme
de la satisfiabilité propositionnelle. Notre approche de
compression a base de fouille de donnés, a pour but de
découvrir et d’exploiter les connaissances structurelles
cachées pour réduire la taille des formules proposition-
nelles sous forme normale conjonctive (CNF). Elle com-
bine a la fois les itemsets fréquents et I'encodage de
Tseitin afin de fournir une représentation compacte des
formules CNF. L’'évaluation expérimentale de notre ap-
proche montre des réductions intéressantes de la taille
des instances d'applications issues des dernieres compé-
titions SAT.

Abstract

In this paper, we propose a first application of data
mining techniques to propositional satisfiability. Our pro-
posed mining based compression approach aims to dis-
cover and to exploit hidden structural knowledge for re-
ducing the size of propositional formulae in conjunctive
normal form (CNF). It combines both frequent itemset
mining techniques and Tseitin's encoding for a compact
representation of CNF formulae. The experimental eva-
luation of our approach shows interesting reductions of
the sizes of many application instances taken from the
last SAT competitions.

1 Introduction

La Satisfiabilité Propositionnelle (SAT), & savoir, le
probleme de vérifier si une formule booléenne sous
forme normale conjonctive (CNF) est satisfiable ou
non, est devenu une probleme de base dans de nom-
breux domaines d’application, tels que la vérification
formelle, planification et diverses nouvelles applica-
tions dérivées par les récents progres impressionnants
obtenus dans la résolution pratique de SAT.
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Le succes croissant obtenu en résolvant des instances
SAT du monde réel met en évidence une réelle transi-
tion a I’échelle industrielle et commerciale. Il en résulte
une croissance rapide de la taille des instances CNF en-
codant des problemes du monde réel. Par conséquent,
la conception de nouveaux modeles efficaces pour re-
présenter et pour résoudre les instances SAT de tres
grandes tailles ("Big instances”) est clairement un défi
important.

Récemment, une approche originale pour la com-
pression des ensembles de clauses binaires a été pro-
posée par J. Rintanen dans [10]. Les clauses binaires
sont omniprésentes dans les formules propositionnelles
qui représentent des problemes du monde réel, allant
de la vérification de modeles aux problémes de pla-
nification en IA. Dans [10], en utilisant des variables
auxiliaires, il est montré comment des graphes de
contraintes contenant de grandes cliques ou bi-cliques
de clauses binaires peuvent étre représentés de ma-
niere plus compacte que la représentation quadratique
et explicite. La principale limitation de cette approche
réside dans sa restriction a des ensembles particuliers
de clauses binaires dont le graphe de contraintes re-
présente des cliques ou des bi-cliques. Ces régularités
particulieres peuvent étre causées par la présence d’
une contrainte au-plus-un sur un sous-ensemble de va-
riables booléennes, interdisant a plus d’une variable de
prendre la valeur vraie.

Dans la communauté fouille de données, plusieurs
modeles et techniques pour découvrir des motifs in-
téressants dans les grandes bases de données ont été
proposés au cours des dernieres années. Le probleme
de fouille de motifs fréquents est bien connu et essen-
tiel dans l'exploration de données, la découverte de
connaissances et 'analyse des données. Depuis le pre-
mier article d’Agrawal [1] sur les regles d’association



et la fouille d’itemsets, un grand nombre d’ouvrages et
de projets ont vu le jour, montrant l'intérét réel de ce
probleme (voir [11] pour une récente étude).

Notre objectif dans ce travail est de proposer un
moyen original pour compresser les formules boo-
léennes CNF. Notre approche de compression basée
sur la fouille de données a pour but de découvrir des
structures cachées dans les formules CNF et de les ex-
ploiter pour réduire leur taille globale en préservant
la satisfiabilité. Il s’agit de la premieére application des
techniques de fouille de données a la satisfiabilité pro-
positionnelle.

Dans cet article, nous présentons la premiere ap-
proche d’extraction de motifs pour la satisfiabilité pro-
positionnelle. Nous montrons que les techniques de
fouille de données sont tres appropriées pour découvrir
des motifs intéressants d’'une CNF. Ces motifs sont en-
suite utilisés pour réécrire la formule CNF de maniere
plus compacte.

2 Le probléeme de fouille de motifs fré-
quents

2.1 Notations et définitions préliminaires

Soit Z un ensemble d’items. Un ensemble I C 7 est
appelé itemset. Une transaction est un couple (tid, I)
tel que tid est 1'identifiant de la transaction et I est un
itemset. Une base de transactions D est un ensemble
fini de transactions construit sur Z ou deux transac-
tions différentes n’ont pas le méme identifiant de tran-
saction. On dit qu’une transaction (tid, I) supporte un
itemset J si J C I.

La couverture d’'un itemset I dans une table de
transactions D est I’ensemble d’identifiants de transac-
tions de D supportant I : C(I,D) = {tid | (tid, J) €
D et I C J}. Le support d’un itemset I dans D est
défini par : S(I,D) =| C(I,D) |. De plus, la fréquence
de I dans D est définie par : F(I,D) = < gg?.

Soient D une base de transactions sur Z et A un seuil
minimum de support. Le probleme de fouille d’item-
sets fréquents consiste a calculer I’ensemble suivant :
FIM(D,N)={ICT|S8(,D) >}

Le probleme de calculer le nombre d’itemsets fré-
quents est # P-Difficile [6]. La classe de complexité # P
correspond aux problemes de comptage de ’ensemble
associé a un probleme de décision N P. Par exemple,
compter le nombre de modeles satisfaisant une formule
CNF est un probleme #P.

2.2 Itemsets Fréquents, Fermés, et Maximaux

Rappelons, a présent, deux représentations conden-
sées d’'un ensemble d’itemsets fréquents, a savoir les

itemsets maximaux et les itemsets fermés.

Définition 1 (Itemset Fréquent et Maximal)
Soient D une base de transactions, A un seuil minimal
pour le support et I € FIM(D,N). I est appelé
mazimal si pour tout I' D I, I' ¢ FIM(D,\) (I
n’est pas un itemset fréquent).

On dénote par MAX (D, \) I'ensemble de tous les
itemsets fréquents et maximaux dans D et A le seuil
minimal pour le support.

Définition 2 (Itemset Fréquent et Fermé)
soient D une base de tramsactions, A un seuil de
support minimal et I € FIM(D,\). I est dit fermé
si pour tout I' O I, C(I,D) # C(I', D).

On dénote par CLO(D, \) 'ensemble des itemsets
fréquents et fermés dans D avec A un seuil de support
minimal.

On peut facilement déduire que si on dispose de
tous les itemsets fréquents fermés (resp. maximaux),
tous les motifs fréquents peuvent étre calculées sans
utiliser la base de transactions correspondante. En
effet, les motifs fréquents correspondent a tous les
sous-ensembles d’itemsets fréquents fermés (resp.
maximaux).

Le nombre de motifs fréquents et maximaux (resp.
fermés) est significativement plus faible que le nombre
de motifs fréquents. Néanmoins, ce nombre n’est pas
toujours polynomial en la taille de la base de tran-
sactions [14]. En particulier, le probléme du comptage
du nombre de motifs fréquents maximaux est # P-
complet (voir aussi [14]).

3 De la forme CNF a la base de transac-
tions

Nous présentons d’abord le probleme de satisfiabi-
lité et quelques notations nécessaires. Nous considé-
rons que les formules propositionnelles sous forme nor-
male conjonctive (CNF). Une CNF @ est une conjonc-
tion de clauses, ou une clause est une disjonction de
littéraux. Un littéral est une variable positive (p) ou
négative (—p). Les deux littéraux p et —p sont dit com-
plémentaires. La taille de la CNF @ est défini comme
|®| = > cqlcl, olt |c] est égal au nombre de littéraux
dans c¢. Une clause unitaire est une clause contenant
un seul littéral (appelé littéral unitaire), alors qu’'une
clause binaire contient exactement deux littéraux. Une
formule qui ne contient que des clauses binaires est
appelé formule 2-CNF. Une clause vide, notée L, est
interprétée comme fausse (insatisfiable), alors qu’'une
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CNF wvide, notée T, est interprétée comme vraie (sa-
tisfiable).

Soient ¢y et ¢y deux clauses de . On dit que ¢; sub-
sume co si ¢p C cg. Si ¢ subsume co, alors la clause
co peut étre supprimée de ® en préservant la satisfia-
bilité. Une formule ® est fermée par subsumption si
Ve € &, Ac € ® tel que ¢ # ¢ et ¢ subsume ¢. On
désigne par ®°, la formule obtenue a partir de ® en
éliminant toutes les clauses subsumées.

Nous notons I le complémentaire d’un littéral de I.
Plus précisément, si | = p, alors [ est —p et si [ = —p,
alors [ est p.

On note Vs l'ensemble des variables proposition-
nelles apparaissant dans ®, tandis que ’ensemble des
littéraux de @ est défini comme L.

Un interprétation B d’une formule propositionnelle
® est une fonction qui associe une valeur B(p) € {0,1}
(0 correspond & faux et 1 & vrai) pour les variables
p € Vo. Un modéle d’'une formule ® est une inter-
prétation B satisfaisant la formule : B(®) = 1. Le pro-
bléme SAT consiste & décider si une formule CNF don-
née admet un modele ou non. On définit ®|, comme
étant la formule obtenue a partie de ® en affectant x
a vrai. Formellement ®|, = {¢ | ¢ € ®,{z,~z} Nc =
0y u{c\{—z} | c € ®,~z € c}. &* denote la formule
fermée par propagation unitaire, définie récursivement
comme suit :

(1) @* = ® si ® ne contient pas de clause unitaire,
(2) ®* =L si ® contient deux clauses unitaires {z} et
{_‘x}v

(3) autrement, ®* = (®|,)* ol = est un littéral appa-
raissant dans une clause unitaire de ®.

Une formule CNF peut étre considérée comme une
base de transactions, appelée une base CNF, ou les
items correspondent aux littéraux et les transactions
aux clauses. Notons que les littéraux complémentaires
correspondent & deux items différents.

Définition 3 (de CNF a D) Soit ® = A<, G
une formule CNF. L’ensemble des items T = Lg et
la base de transactions associée a @ est définie comme

Par exemple, la formule CNF (21 V -z V —x3) A
(1 V-9 Vag) Axy A (23 V —xy) correspond & la base
de transactions suivante :

tid itemset

1 X1, T2, X3
2 T, T2, T4
3 x1

4 T3, T4

Dans ce contexte, un itemset fréquent correspond
a un ensemble de littéraux fréquents : le nombre de
clauses contenant ces littéraux est supérieur ou égal
au seuil minimal pour le support. Par exemple, si nous
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fixons le seuil minimal A & 2, nous obtenons {z1, 2}
comme motif fréquent dans la base de transactions pré-
cédente. L’ensemble des motifs fréquents maximaux
est le plus petit ensemble de motifs fréquents de lit-
téraux ou chaque ensemble fréquent de littéraux est
inclus dans au moins un de ses éléments. Par exemple,
I'unique motif fréquent maximale dans ’exemple pré-
cédent est {1, 2} (A = 2). En outre, ensemble des
motifs fréquents fermés est le plus petit ensemble de
motifs fréquents de littéraux ou chaque motif fréquent
est inclus dans au moins un de ses éléments ayant le
méme support. Par exemple, ’ensemble des motifs fré-
quents fermés est {{z1, w2}, {z1}}.

Dans la définition d’une base de transactions, nous
n’avons pas besoin que l’ensemble des items d’une
transaction soit unique. En effet, deux transactions
différentes peuvent avoir le méme ensemble d’éléments
mais avec des identifiants différents.

4 Compression de CNF fondée sur la
fouille de données

Dans cette section, nous décrivons notre approche
de compression fondée sur la fouille de données, ap-
pelée Mining4SAT, pour réduire la taille d’une for-
mule CNF. L’idée principale consiste a rechercher des
ensembles fréquents de littéraux (sous-clauses) et les
remplacer par de nouvelles variables en utilisant ’en-
codage de Tseitin [12].

4.1 Transformation de Tseitin

La transformation de Tseitin consiste a introduire
de nouvelles variables pour représenter des sous-
formules. Par exemple, pour deux variables données
a et b d’'une formule booléenne, et v une nouvelle va-
riable. On peut ajouter la définition v <+ a Vb (appelé
extension) a la formule tout en préservant la satisfiabi-
lité. Le principe de 'extension de Tseitin est a la base
de la transformation linéaire de formules booléennes
générales en CNF. Deux décennies plus tard, aprés un
article fondateur de Tseitin, Plaisted et Greenbaum
ont présenté une traduction en CNF plus améliorée
qui produit essentiellement un sous-ensemble de la re-
présentation de Tseitin [8]. Ils ont remarqué que par le
suivi des polarités de sous-formules, on peut éliminer
une grande partie de la traduction de Tseitin. Dans la
suite, nous utilisons I'approche de Plaisted et Green-
baum. Plus précisément, comme la disjonction a Vb est
une sous-clause de polarité positive, il suffit d’ajouter
la formule v — a V b i.e., la clause (—v V a V b)

Considérons la formule DNF suivante (une disjonc-
tion de conjonctions) :

(a A Az)) V(YL A Aym) V(21 Ao A zy)



Une maniere naive de convertir une telle formule en
CNF consiste & appliquer la distributivité de la dis-
jonction sur la conjonction.

(z1Vyr Vzi) A Vyr V) A A(@V yYm V ozn)

Une telle approche naive est clairement exponen-
tielle dans le pire des cas. Dans la transformation de
Tseitin, des variables auxiliaires sont introduites pour
empécher une telle explosion combinatoire, principale-
ment causée par la distributivité de la disjonction sur
la conjonction et vice versa. Avec les variables supplé-
mentaires, la formule CNF obtenue est linéaire en la
taille de la formule d’origine. Cependant uniquement
I’équivalence pour la satisfiabilité est préservée :

(b1 Vita ViEs)A(t1 = (k1 A Az))A(ta = (Y1 A Aym))

Alts = (21 A+ A zy))

4.2 Réduction de la taille des formules CNF

Décrivons plus en détail comment les techniques de
fouille d’itemsets peuvent étre combinées avec le prin-
cipe de Tseitin pour compresser les formules CNF.

Afin d’illustrer notre approche fondée sur I'exploi-
tation des techniques de fouille pour la compression,
nous considérons la formule CNF & suivante :

(k1 V- VazpVar) A A(x1 V-V, Vag)

telle que n > 2, k > Z—ﬂ et ay,...,a sont des

clauses. Comme on peut le remarquer, la sous-clause
(x1 V ...,Vz,) apparait dans chacune des clauses de
®. En utilisant la transformation de Tseitin, on peut
réécrire ® comme suit :

(yVar)A--- ANyVag)A(z1 V- Vo, V-y)

ou y est une variable additionnelle. En effet, n x k
littéraux sont remplacés par k+n+1 littéraux condui-
sant & un gain par rapport au nombre de littéraux de
(nxk)—(n+k+1).

Maintenant, si 'on considere la base CNF corres-
pondant & ®, {z1,...,2,} est un itemset fréquent on
le seuil minimal pour le support est supérieur ou égal
a k. Il est facile de voir que, pour réduire le nombre
de littéraux, n doit étre supérieur ou égal a 2. En ef-
fet, si n < 2, il n’y a pas de réduction du nombre
de littéraux, au contraire, leur nombre croit. En ce
qui concerne la valeur de k, on peut aussi voir qu'une
telle transformation n’est intéressante que lorsque k
> Z—ﬂ Ainsi, il existe trois cas : si n = 2, alors k > 4,
sinon si n = 3, alors k£ > 3, autrement k£ > 2. Par
conséquent, le nombre de littéraux est toujours réduit
lorsque k > 4.

De toute évidence, une interprétation booléenne est
un modele de la formule obtenue apres réduction si et
seulement si il est un modele de P.

Dans 'exemple précédent, nous montrons comment
le probleme de trouver les motifs fréquents peut étre
utilisé pour réduire la taille d’'une formule CNF. On
peut voir que, en général, il est plus intéressant d’en-
visager une représentation condensée des motifs fré-
quents (fermés et maximaux) pour réduire le nombre
de littéraux. En effet, en utilisant une représentation
condensée, nous considérons tous les motifs fréquents
et le nombre de variables propositionnelles auxiliaires
et les nouvelles clauses (dans notre exemple, y et
(1V-- -V, V-y)) introduite est inférieure & celles en
utilisant tous les motifs fréquents. Par exemple, dans
la formule précédente, il n’est pas intéressant d’in-
troduire une nouvelle variable propositionnelle pour
chaque sous-ensemble de {z1,...,2,}.

Exemple 1 Considérons la formula ® contenant les
4 clauses suivantes :

-z V T1 \ |£4\/$5V$6|

x3 \2 |14\/ac5\/x6|
—x1 V xo Y, | 4 V 25 V 6 |
-z V T3 \Y | z4 V x5 V 6 |

Supposons que le seuil de support minimal est infé-
rieur & 4, alors la sous-clause (x4 V x5 V xg) est fré-
quente. En utilisant notre approche, la formule ® peut
étre réécrite sous la forme :

—zo Va1V |y |
3V [y |

-z V x2 \% |y |

-z Vxg  V |y |
-y \ xg4 V x5 V Tg

Dans cet exemple simple, la formule originale
contient 27 littérauz, tandis que la nouvelle formule
contient uniquement 23 littérauz.

Fermés vs. Maximaux Dans la Section 2.2, nous
introduisons deux représentations condensées des ite-
mets fréquents : fermés et maximaux. La question est :
quelle est la meilleure représentation ? Nous savons que
I’ensemble des motifs fréquents maximaux est inclus
dans celui des fermés. Ainsi, un petit nombre de nou-
velles variables et de nouvelles clauses sont introduites
en utilisant des motifs fréquents maximaux. Cepen-
dant, il y’a des cas ou 'utilisation des motifs fréquents
fermés est plus appropriée. Par exemple, considérons
la formule suivante :
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(x1 V...V V... Vo, Val) A

(1 V... Vap V... VZ,Van) A
(z1 V... Vzr Vp1) A

(1 V... Vap VB.)

telle que k > 2, m,m’ > 4 et n > k. Nous suppo-
sons que les motifs fréquents sont les sous-ensembles

de {z1,...,z,}. Par conséquent, {xi,...,z,} est
I'unique itemset maximal et les itemsets fermés sont
{z1,...,xn} et {x1,... 21}

Commencons par remplacer l'itemset fréquent et

fermé {zi,...,x,} dans la réduction du nombre de
littéraux :

(yVar)A... ANlyVam) A

(1 V... Vo V B1) A

(1 V... Var VB,,/) A

(x1 V... Vz, V-y)

Maintenant, en utilisant {x1,...,2x}, nous obte-

nons la formule suivante :

(yVar)A... ANy Vam) A
(zVB)A.AGVB) A
(zV&p41 V... Vo, V-y) A

(1 V...V V-z)

Dans cet exemple, il est plus intéressant de consi-
dérer les motifs fréquents fermés dans notre approche
Mining4SAT.

En fait, un motif (fermé) fréquent I et I'un de ses
sous-ensembles I’ (qui peut étre fermé) sont & la fois

intéressants si S(I') — S(I) > \‘Iﬂ% — 1. En effet, si
nous appliquons notre transformation en utilisant I,
puis le support de I’ dans la formule qui en résulte
est égal & S(I') — S(I) + 1, et nous savons que I’ est

intéressant dans la formule résultante si son support
est supérieur a m%}

Chevauchement Soit ® un ensemble d’itemsets.
Deux itemsets I et I’ de ® se chevauchent si NI’ # (.
De plus, I et I’ sont dans la méme classe de chevau-
chement s’il existe k itemsets Iy,...,I; de @ tels que
I=0,I; =Iet pour tout 1 <i < k-1, I; et ;11
se chevauchent.

Dans notre transformation, on peut avoir quelques
problemes lorsque deux motifs fréquents se che-
vauchent.

Par example, si {x1, 2,23} et {z2, 3, 24} sont deux
itemsets fréquents (3 est le seuil minimum pour le sup-
port) tel que S({z1,22,23}) = 3, S{z2,23,24}) = 3
et S({z1,xq,23,24}) = 2, alors si nous appliquons
notre transformation en utilisant {xy, xq, 23}, alors le
support de {3, 23, x4} est égal & 2 (non fréquent) dans
la formule résultante et vice versa. Ainsi, nous ne pou-
vons pas utiliser les deux dans la transformation.
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Notons que la notion de chevauchement peut étre
vue comme une généralisation de celle de sous-
ensemble. Soient I et I’ deux motifs fréquents tels
qu’ils se chevauchent. Les deux motifs sont intéressants
dans notre transformation si :

L.8I) — sq ur)y > M2 _ 1 o

[1-1
ST -8IuUr) > }ﬂﬂ — 1. Cela provient
du fait que si 'on applique la transformation
en utilisant I (resp. I’), alors le support de I’
(vesp. I) est égal & S(I') —S(IUI') + 1 (resp.
S(I)—S(IUI)+1).

2. |[I\I'| > k (vesp. |[I'\I| > k) tel que k = 2 si
S(I) > 4 (resp. S(I') > 4), k =3s1S{I) =3
(resp. S(I') = 3), k = 4 autrement. En effet,
dans les cas précédents, I\I' (resp. I'\I) peut
étre utilisé dans notre transformation.

L’algorithme Mining4SAT Nous décrivons main-
tenant notre algorithme de compression, appelé Mi-
ning4SAT, en utilisant 'ensemble des motifs fréquents
fermés. Notons que la transformation optimale en uti-
lisant ’ensemble de tous les motifs fréquents fermés
peut étre obtenue par une transformation optimale en
utilisant séparément les classes de chevauchement de
cet ensemble. En fait, puisque deux classes de chevau-
chement distinctes ne partagent pas de littéraux, la
réduction appliquée pour une formule donnée a ’aide
des éléments d’une classe de chevauchement n’affecte
pas les supports des éléments des autres classes. En
outre, on peut facilement calculer I’ensemble de toutes
les classes de chevauchement de I’ensemble des mo-
tifs fréquents fermés : soit G = (V, E) un graphe non
orienté de telle sorte que V est I’ensemble des motifs
fréquents fermés et (Iy,I;) est une aréte de G si et
seulement si I; et Iy se chevauchent ; C' est une classe
de chevauchement si et seulement si elle correspond
a ’ensemble des sommets d’'une composante connexe
de G, ce qui n’est pas inclus dans aucune autre com-
posante connexe de G. Pour cette raison, nous nous
limitons ici aux réductions qui peuvent étre obtenues
en utilisant une seule classe de chevauchement. L’en-
semble du processus de réduction de la taille peut étre
réalisé en effectuant une itération sur toutes les classes
de chevauchement.

Soit I un itemset fréquent fermé, on note «(I) la
valeur S(I) x ([I| — 1) — |I] — 1 qui correspond au
nombre de littéraux réduits par I’application de notre
transformation avec I sur une formule CNF.

L’algorithme 1 prend en entrée une formule CNF
¢ et une classe de chevauchement C, et retourne ¢
apres I'application de 'algorithme de réduction de la
taille. On effectue des itérations jusqu’a ce qu’il n’y



Algorithm 1 Réduction de la taille

Require: Une formule ¢, une classe de chevauchement d’itemsets
fréquents et fermés C

1: while C # 0 do

2: I < MostInterstingElment(C);
3: replace($, I, z);

4: Add(p,I,x) :
5.
6
7

remove(C, I);
replaceSubset(C, I, x);
: removeUninterestingElements(C) ;
8: updateSupports(C) ;
9: end while
10: return ¢

ait aucun élément dans C. A chaque itération, on sé-
lectionne d’abord l'un des éléments les plus intéres-
sants dans C (ligne 2) : un élément I de C tel que
aucun élément I’ € C satisfaisant a(I’) > «(I). No-
tez que cet élément n’est pas nécessairement unique
dans C. Cette instruction signifie que ’algorithme 1
est un algorithme glouton, car il fait un choix locale-
ment optimal & chaque itération. Ensuite, il applique
notre transformation en utilisant I = {y1,...,yn} :
il remplace les occurrences de I avec une nouvelle va-
riable propositionnelle z (ligne 3) ; et il ajoute la clause
y1 V... Vyp,Vox a ¢ (ligne 4). Il supprime I de C' (ligne
5) et remplace I dans les autres éléments de C par x
(ligne 6). La prochaine instruction (ligne 7) consiste &
retirer les éléments de C' qui pourraient augmenter le
nombre de littéraux : les éléments qui se chevauchent
avec I et qui ne sont pas inclus dans I. Comme expli-
qué précédemment, un élément de C' qui se chevauche
avec I n’augmente pas nécessairement le nombre de
littéraux. Ainsi, par la suppression d’éléments de C
parce qu’ils se chevauchent avec I, notre algorithme
peut supprimer des motifs fréquents fermés diminuant
le nombre de littéraux. Une solution partielle a ce pro-
bleme consiste a recalculer les motifs fréquents fermés
dans la formule retournée par 'algorithme 1. La der-
niére instruction dans la boucle while (ligne 8) consiste
a mettre a jour les supports des éléments restants dans
C : le support d’un élément I’ restant dans C change
lorsqu’il est inclus dans I et son nouveau support est
égal a S(I')—S(I)+1. Cette instruction supprime éga-
lement tous les éléments de C' devenant sans intérét en
raison des nouveaux supports et tailles.

5 Application : Une représentation Com-
pacte d’un ensemble de clauses binaires

Les clauses binaires (formule 2-CNF) sont omnipré-
sentes dans les formule CNF encodant des problemes
du monde réel. Certaines d’entre elles contiennent
plus de 90 % de clauses binaires. Une des raisons
principales est que l’encodage de plusieurs types de
contraintes en CNF conduit & de grands ensembles
de clauses binaires. Par exemple, I'expression que les

variables x1,...,x, doivent prendre des valeurs dif-
férentes dans {vy,...,v,} conduit & n? x m? clauses
binaires (cliques de clauses binaires) avec un encodage
naif. Pour n = 100 et m = 10, nous obtenons envi-
ron un million de clauses binaires ou 10 mégaoctets si
chaque clause binaire est codée avec 10 octets. Un
autre exemple donné par Rintanen dans [10], concerne
I’encodage de problemes de planification en SAT et en
particulier de certains invariants tels que celui expri-
mant qu’'un objet ne peut pas étre a deux endroits en
méme temps. Pour n variables d’état il y a %
invariants qui sont des clauses binaires. Dans le cas
d’un probléme de planification avec n = 5000 variables
d’état et une formule qui code pour la recherche de
plans de 100 points, si ce n’est que I'une des variables
d’état qui est vrai a un moment donné, la taille to-
tale de l'ensemble de clauses binaires est d’environ
12 gigaoctets.

5.1 Compression d’un ensemble arbitraire de
clauses binaires

Dans cette section, nous montrons comment notre
approche fondée sur la fouille de données peut étre uti-
lisée pour obtenir une représentation compacte d’un
ensemble arbitraire de clauses binaires. Ensuite, nous
considérons deux cas particuliers intéressants corres-
pondant & des ensembles de clauses binaires représen-
tant soit une clique ou une bi-clique. Il est important
de noter que, dans [10], les auteurs ont étudié ces seuls
cas particuliers.

Afin de réaliser des réductions importantes en
nombre de littéraux, mais aussi en nombre de clauses,
nous proposons une approche en quatre étapes pour la
compression d’un ensemble de clauses binaires. Dans la
premiere étape, nous réécrivons ’ensemble de clauses
binaires en utilisant une autre représentation plus ap-
propriée. Deuxiemement, a partir de cette représenta-
tion intermédiaire, nous construisons une nouvelle base
de transactions. Ensuite, nous cherchons des item-
sets fréquents et fermés. Enfin, nous appliquons l’al-
gorithme de compression obtenu par une légere mo-
dification de D’algorithme 1 sur ’ensemble de clauses
binaires.

Nous présentons d’abord une représentation plus
pratique et équivalente d’un ensemble de clauses bi-
naires.

Définition 4 (B-implication) Une
est une formule booléenne de la forme :
que f(x) est une conjonction de littérauz.

B-implication
xV B(x) tel

Soit S ’ensemble suivant de clauses binaires : {(z V
Y1)s---5(x V yr)}, avec k > 1. Notons que la B-
implication B(S) =z V (y1 A--- Ayg) est équivalente
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Algorithm 2 B-implications

Require: Une formule ®, un ordre total < sur £(®)
1: C(z) =0, YV € L(P)

2: for c= (zVy) € ® do

3 if © < y then

4 C(z) < C(z) U {y}

5 else

6: C(y) + C(y) U {z}

7 end if

8: end for

9: for z € L(P) do

10: if C(z) = {y} and |C(y)| > 1 then

11: C(y) « C(y) U {z}
12: C(z) «+ 0

13: end if

14: end for

15: return {[z V (A, ce() ¥z € £(®) | C(z) # 0}

a la conjonction des éléments de S. Ainsi, chaque for-
mule 2-CNF ® peut étre transformée en un ensemble
de B-implications, noté By ().

La formule originale ® peut étre obtenue & partir
de By (®) en distribuant Vv sur A. Cependant, Il
existe plusieurs facons de réécrire une 2-CNF sous la
forme d’une conjonction de B-implications. Une ap-
proche naive consiste simplement a fixer complétement
Pordre de la relation sur Lg.

Nous définissons un ordre total sur Lg. Soit f une
bijection de Lg vers {1...|Ls|}. Un littéral x est in-
férieur a un littéral y, noté x < y, si et seulement si
f(x) < f(y). De cette fagon, chaque littéral de ® est
associé a un entier naturel unique. La relation < est
un ordre total. Maintenant, en utilisant cet ordre, nous
obtenons une fagon unique de réécrire une formule 2-
CNF comme un ensemble de B-implications. Soient &
une formule 2-CNF et (z V y) € ®, nous ajoutons de
maniére conjonctive y (respectivement z) a () (res-
pectivement S3(y)), si < y (respectivement y < x).

L’algorithme 2 consiste a calculer I’ensemble des
B-implications associées a une formule 2-CNF . Il
nécessite une formule 2-CNF & et un ordre total <
sur £(®) comme entrée, et fournit un ensemble de B-
implications By (1)(®) en sortie. Dans la ligne 1, on
initialise C(x) par l'ensemble vide pour tous les lit-
téraux de ®. Suite & notre relation d’ordre, dans les
lignes 2 — 9, nous construisons ’ensemble §(z) pour
chaque littéral z € Lg. En effet, pour chaque clause
binaire (zVy) € ®, y est ajouté a C(x) (respectivement
x est ajouté a C(y)) si ¢ < y (respectivement y < z).

Dans les lignes 10 — 14, si selon ’ordre choisi, nous
avons © < y et B(x) ne contient qu'un seul litté-
ral, alors nous essayons d’améliorer la compression de
I'ensemble des B-implications By, ay(®). Dans ce cas,
nous ajoutons x & ’ensemble C(y), que s’il contient
au moins un littéral, et nous initialisons C(z) a vide.
Dans la ligne 16, nous retournons les B-implications
de la forme [z V B(z)] telles que C(x) n’est pas vide.

En supposant que l'ajout d'un élément a un en-
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semble peut étre réalisé en temps constant, la com-
plexité au pire des cas de l'algorithme 2 est en O(|®|+
£(®)).

Maintenant, nous expliquons comment une base de
transactions est associée a une formule 2-CNF, en uti-
lisant un ensemble de B-implications que nous consi-
dérons comme une représentation intermédiaire.

Définition 5 (De 2-CNF a D) Soit ® une formule
2-CNF'. La base de transactions associée a ® est défini
comme DY = {(tidy,, Bi)|z: V B; € By (@)}

L’algorithme Mining4Binary  Nous allons dé-
crire notre approche de compression d’une formule
2-CNF @, appelée Mining4Binary (pour réduire la
taille d’un ensemble de clauses binaires). Tout d’abord,
apreés la rééeriture de ® comme Bpy(r)(®), nous
construisons la base de transactions Dg. Ensuite, I'en-
semble des motifs fréquents fermés et ses classes de
chevauchement associés C sont calculés. La derniere
étape a pour objectif de réduire la taille de la formule
2-CNF @ en utilisant une version légerement modi-
fiée de l'algorithme 1. Nous avons seulement besoin
d’ajouter deux modifications. Premierement, notre al-
gorithme de compression des 2-CNF prend en entrée
Bpy(r))(®) et renvoie un ensemble condensé des B-
implications . Deuxiemement, pour un itemset I =
{y1,.--,yn}, &laligne 4 de 'algorithme 1, nous intro-
duisons une nouvelle variable z et nous ajoutons une
B-implication [~z V (y1 Ay2 A -+ Ayn)] & Bpya)(®).
Cet algorithme modifié retourne un ensemble de B-
implications condensé. La derniere étape est une tra-
duction triviale des B-implications obtenues en 2-
CNF.

Il est évident que le taux de compression dépend de
I'ordre choisi. En effet, la représentation intermédiaire
(B-implications) est construite selon un ordre total, et
la base de transactions dépend de cette représentation
intermédiaire.

Exemple 2 Considérons la formule 2-CNF & sui-
> =

(1 Va2) A (1 Vas) A (1 Ves) A (21 Vas) A

(1 Vag) A (1 Var) A (2 Vaes) A (w2 Vag) A

(z2 Vas) A (2 Vae) A (z2Vaor) A (3 Vxa) A

(3 Vag) A (z3 Var) A (zaVes) A (zaVas) A

(xa Vag) A (za Var) A (x5 Vaxe) A (5 Var) A

(z6 V x7)

En utilisant ordre total 1 < ... < x7 sur Lo, nous
pouvons réécrire ® sous la forme de l’ensemble des B-
. . . 1 .
implications B, ), (®) :

B\l/[/\](cp) =

vante :

{lz1V (z2 Azs Axa A5 Aze A x7)],

[%2 \ (xs Nxza NTs N\ xg N .”L‘7)],

[z3 V (x4 AN x5 A 6 A 7)),

lzs V (z6 A x7)],

[z6 V (z7)]}

La base de transaction DY est construite a

partir  de B[lv(/\)](@) en considérant uniquement

6({1)1), e 75(1‘6) N



[ tid [ itemset
itidng xo x3 T4 x5 T6 x7
tidy, T3 T4 5 T6 T7
tidy, T4  T5 T TT
tljdg:‘l x5 x6 x7
tzdz5 xe6 x7
tidzb. x7

Le processus de fouille des itemsets se fait sur la par-
tie conjonctive de B\l/[A](CIJ) représentée dans la base de
transactions. En fizant le seuil de support minimum a
4, nous obtenons comme motifs fréquents {xs5,x¢,x7}.
En utilisant Ualgorithme de compression des 2-CNF
décrit ci-dessus, nous pouvons réécrire B[IV(A)] (®) sous
la forme va(A)](@) :

Biw(@) = A{lz1Vv(@2AzsAy)],
[za V (x5 ANza AY)]
[z3 V (za AY)]
lzs V (z6 A z7)] ,
[z6 V (z7)] ,
[~y V(x5 Az A7)}

Finalement un simple encodage de BFV(A)](Q) sous
forme CNF conduit a la formule 2-CNF compressée
susvante :

P =

(1 Va2) A (1 Vas) A (z1Vaea) A (z2Vas) A
(o Vayg) A (3 Vag) A (x5 Vae) A (x5 Var) A
(6 V7)) A

(x1 Vy) A(z2Vy) A(zsVy) A (zaVy) A

(x5 V=y)A (z6 V —y) A (27 V —y)

La substitution de litemset {x5,xq,27} permet de

réduire la taille de la formule 2-CNF ®. En effet, la
2-CNF résultante contient 5 clauses binaires en moins.

5.2 Cas particulier de (Bi-)cliques d’'un ensemble
de clauses binaires

Dans [10], J. Rintanen a abordé le probleme de la
représentation de grands ensembles de clauses binaires
de maniere compacte. I a notamment montré que
les graphes de contraintes issues d’applications réelles
(par exemple de la planification en AI) contiennent de
grandes cliques ou bi-cliques de clauses binaires. Une
bi-clique impliquant les deux ensembles de littéraux
X ={x1,29,...,xn} et ¥ = {y1,92,. .., Ym} exprime
la formule propositionnelle ® = (1 Az A -+ Axy,) V
(y1 Ay2 A+ Aym), alors qu'une clique impliquant les
littéraux X = {x1,z2,...,2,} exprime qu’au plus un
littéral de X est a faux.

Bi-cliques de Clauses Binaires Expliquons comment
une bi-clique peut étre compressée avec la méthode
Mining4Binary. Soit ® = [(z1 Vy1) A (1 Vy2) V-V
(@1 Vym)].. (&0 Vy) Az Vy2) Ve V(@ Vym)]
une bi-clique de n x m de clauses binaires (voir Fi-
gure 1). Compte tenu de la relation d’ordre totale dé-
fini par : f(z;) =4, f(y;) = n+ j. En utilisant cette
relation d’ordre Bpy(r)(®) correspond exactement a
{(xi V{y1i ANy2 A+ - Ayw])|l < i < n}. Evidemment,

la base de transactions D% contient un unique item-
set fréquent et fermé {y1,yo, ..., ym . L’application de
notre algorithme conduit a la représentation compacte
suivante & = [A; ;< (@i V 2)] A [A1<jcmn (02 V y;)].
On obtient exactement le méme gain que dans [10]
(O(n+m) clauses binaires et une variable supplémen-
taire).

1 Y1
T2 Y2
Tn-1 Ym—-1
T Ym

FiGUurRE 1 — Bi-clique :
clauses

Représentation avec n x m

Binaires Soit & =
A (z; V z,)] une clique

Cliques de Clauses
/\1§i§n71[(xi V mip1) A
de n? clauses binaires (voir Figure 2). L’ensemble
B (@) = {[zs V(g1 A Aay)]|l < <n — 1}
en utilisant l'ordre défini par : f(x;) = 4. Si nous
regardons de plus prés D%, litemset fréquent et
fermé I avec la plus grande valeur «(I) corresponds &
{‘rn/2: s 7'rn}'

Dans les premieres 5 lignes de Dfi>7 I est remplacé
par une nouvelle variable x et un nouvel ensemble
de clauses binaires [z V (zz A, A x,)]) est ajouté,
conduisant & deux sous-problémes de taille 5 + 1. De
toute évidence, le méme traitement est effectué sur
I'ensemble B, (5)(®). Par conséquent, le nombre de
variables est définie par I’équation de récurrence sui-
vante :

(1)
(2)

Le cas de base est atteint pour n = 6, ou la derniere
variable additionnelle est introduit pour représenter la
conjonction x4 A x5 A xg. Pour n < 6 aucune nouvelle
variable n’est introduite parce qu’aucun itemset fré-
quent et fermé ne peut conduire & une réduction de
la taille de la formule. Par conséquent, a partir de la
solution de I’équation de récurrence précédente, nous
obtenons que notre encodage introduit O(n) variables
auxiliaires. En utilisant le méme raisonnement, on ob-
tient aussi la méme complexité O(n) pour le nombre
de clauses binaires. Cela correspond a la complexité
obtenue dans [10].

V() =2x V(5 +1)+1

V(6) = 1.
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FIGURE 2 — Clique : Représentation avec n? clauses

Les deux cas particuliers de cliques et bi-cliques
de clauses binaires considérées dans cette section per-
mettent de montrer que lorsqu’une contrainte n’est pas
bien codé, notre approche peut étre utilisée pour cor-
riger et produire un encodage plus efficace et compact
de maniere automatique.

6 Experimentations

Instance orig. comp. % red

1dlx_c_iqh7_a 190 Mb 164 Mb 13.68 %
6pipe_6_0o00.*-as.sat03-413 11 Mb 7.7 Mb 30.00 %
9dIx_vliw_at_b_iq6.*-*04-347 76 Mb 65 Mb 14.47 %
abb313GPIA-9-c.*.sat04-317 | 21 Mb 6.9 Mb 67.14 %
EO05F18 3.7 Mb 2.2 Mb 40.54 %
eq.atree.braun.11.unsat 120 Kb 72 Kb 40.00 %
eq.atree.braun.12.unsat 144 Kb 88 Kb 38.88 %
k2mul.miter.*-as.sat03-355 1.5 Mb 1.3 Mb 13.33 %
korf-15 1.2 Mb 752 Kb 37.33 %
rbcl xits_ 08_UNSAT 1.1 Mb 856 Kb 22.18 %
SAT_dat.k45 3.5 Mb 2.6 Mb 25.71 %
traffic_b_unsat 18 Mb 12 Mb 33.33 %
x1mul.miter.*-as.sat03-359 1.1 Mb 928 Kb 15.63 %
9dIx_vliw_at_b_ig3 19 Mb 15 Mb 21.05 %
9dlx_vliw_at_b_iq4 31 Mb 26 Mb 16.12 %
AProVE07-09 2.8 Mb 2.7 Mb 3.57 %

eq.atree.braun.10.unsat 96 Kb 56 Kb 41.66 %
goldb-heqc-frglmul 348 Kb 328 Kb 5.74 %

minand128 7.7 Mb 2.6 Mb 66.23 %
ndhf xits_ 09_UNSAT 2.6 Mb 2.1 Mb 19.23 %
velev-pipe-o-uns-1.1-6 5.5 Mb 4.4 Mb 20.00 %

TABLE 1 — Résultats de MiningdSAT : Papproche gé-
nérale

Dans cette section, nous présentons une évaluation
expérimentale de nos approches proposées. Deux types
d’expérimentations ont été menées. La premiere porte
sur la réduction de la taille de formules CNF arbi-
traires en utilisant ’algorithme MiningdSAT, tandis
que la seconde tente de réduire la taille des sous-
formules 2 -CNF uniquement, en utilisant 1’algorithme
Mining4Binary.

Les deux algorithmes sont testés sur différentes ins-
tances issues de la compétition SAT 2012. A partir des
600 instances issues de la catégorie applications, nous
avons sélectionné 100 instances en prenant au moins
une par famille. Tous les tests ont été effectués sur un
cluster 3.2GHz Xeon (2 Go de RAM) et le temps limite
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a été fixé a 4 heures. Dans le tableau 1 et le tableau 2,
nous indiquons la taille en Kilo-octets (Kb) ou méga-
octets (Mb) de chaque instance SAT avant (orig.) et
apres réduction (comp.). Nous fournissons également
le pourcentage de réduction %red.

Le tableau 1 met en évidence les résultats obtenus
par approche générale MiningdSAT. Dans ces expé-
rimentations et afin de garantir des réductions pos-
sibles, nous nous limitons & chercher des itemsets fré-
quents et fermés de tailles supérieures ou égales a 4.
Par conséquent, les clauses binaires ne sont pas consi-
dérés. Comme nous pouvons le remarquer, notre ap-
proche de réduction MiningdSAT permet des réduc-
tions en taille de plus de 20 % sur la majorité des
cas. Notons aussi que le maximum (67,14 %) est at-
teint dans le cas de 'instance abb313GPIA -9-c*sat0/-
317%: sa taille d’origine est de 21 Mb et sa taille apres
réduction est de 6.9 Mb.

Dans le tableau 2, nous présentons un échantillon
des résultats obtenus par ’algorithme Mining4Binary
en compactant uniquement les clauses binaires. Nous
observons le méme comportement que dans la premiere
expérimentation en terme de réduction de la taille.

Pour étudier l'influence de la compression sur le
temps de résolution, nous avons également testé le sol-
veur SAT MiniSAT 2.2 a la fois sur les instances ori-
ginales et sur celles obtenues apres réduction.

En résumé, notre approche permet d’atteindre des
réductions significatives en matiere de taille des ins-
tances sans perdre en efficacité de résolution.

Instance orig. comp. % red
velev-pipe-o-uns-1.1-6 5.5 Mb 3.2 Mb 41.81 %
9dlx_vliw_at_b_iq2 11 Mb 6 Mb 44.45 %
1dlx c_iq57_a 190 Mb 124 Mb 34.73 %
7pipe_k 14 Mb 5.4 Mb 61.42 %
SAT_dat.k100.debugged 16 Mb 13 Mb 18.75 %
IBM_FV_2004_rule_batch 9.7 Mb 7.5 Mb 22.68 %
231 1_SAT dat.k80.debugged

sokoban-sequential-p145-*.040-* 24 Mb 14 Mb 41.66 %
openstacks-*-p30_1.085-* 30 Mb 26 Mb 13.33 %
aaailO-planning-ipc5-*-12-stepl6 17 Mb 12 Mb 29.41 %
k2fix_gr_rcs_w8.shuffled 3.4 Mb 1.7 Mb 50.00 %
homer17.shuffled 20 Kb 16 Kb 20.00 %
gripperl3u.shuffled-as.sat03-395 524 Kb 364 Kb 30.35 %
grid-strips-grid-y-3.045-* 52 Mb 42 Mb 19.23 %

TABLE 2 — Resultats de Mining4Binary : une approche
pour 2-CNF

Dans nos expérimentations, nous avons présenté les
deux algorithmes de compression, MiningdSAT (pour
les clauses de taille arbitraire) et Mining4Binary (pour
les formules 2-CNF). Comme les deux algorithmes
peuvent étre appliqués de maniere indépendante, nous
n’avons pas présenté les résultats en utilisant un al-
gorithme en deux étapes de compression : application
de T'algorithme de MiningdSAT générale dans la pre-
miere étape sur la formule d’origine, suivi par l’al-



gorithme de Mining4Binary spécialisé sur la formule
compressée dérivée dans le premiere étape. Les résul-
tats peuvent étre obtenus en cumulant les réductions
obtenues dans les deux étapes. Par exemple, si nous
prenons 1’ exemple de 'instance 1dlx_c_iq57_a pré-
sente a la fois dans le tableau 1 et le tableau 2, la
réduction de 'algorithme en deux étapes est calculée
comme suit : (190 — 164) + (190 — 124) = 92Mb. Le
rapport de réduction est égal a 48,42%.

7 Conclusion et travaux futurs

Dans cet article, nous proposons la premiere ap-
proche de fouille de données Mining4SAT, pour ré-
duire de la taille des formules booléennes sous forme
normale conjonctive (CNF). Elle peut étre considérée
comme une étape de pré-traitement qui a pour but de
découvrir des connaissances structurelles cachées qui
sont utilisées pour diminuer le nombre de littéraux et
de clauses. MiningdSAT combine les deux techniques
d’extraction de motifs fréquents pour découvrir des
structures intéressantes.
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Abstract

Many industrial applications require the use of table
constraints (e.g., in configuration problems), sometimes
of significant size. During the recent years, researchers
have focused on reducing space and time complexities of
this type of constraint. Static and dynamic reduction ba-
sed approaches have been proposed giving new compact
representations of table constraints and effective filte-
ring algorithms. In this paper, we study the possibility of
combining both static and dynamic reduction techniques
by proposing a new compressed form of table constraints
based on frequent pattern detection, and exploiting it in
STR (Simple Tabular Reduction).

Résumé

De nombreuses applications industrielles nécessitent
I'utilisation des contraintes table (les problemes de confi-
guration par exemple) ayant parfois une taille impor-
tante. Au cours des derniéres années, les chercheurs ont
mis |'accent sur la réduction de la complexité en espace
et en temps de ce type de contraintes. Des approches ba-
sées sur la réduction statique et dynamique ont été pro-
posées donnant de nouvelles représentations compactes
des contraintes table et des algorithmes de filtrage ef-
ficaces. Dans cet article, nous étudions la possibilité de
combiner a la fois des techniques de réduction statiques
et dynamiques en proposant une nouvelle forme réduite
des contraintes table basée sur la détection des motifs
fréquents, et son exploitation dans STR (Simple Tabular
Reduction).

Introduction

Les contraintes table, qui sont des contraintes en
extension énumérant les tuples de valeurs autorisées
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ou interdites pour un ensemble de variables, sont lar-
gement étudiées en programmation par contraintes
(CP). En effet, elles sont présentes dans de nombreux
champs d’applications du monde réel, dans des do-
maines tels que la conception, la configuration, les
bases de données et la modélisation de préférences.
De plus, dans certains cas, les contraintes table four-
nissent pour un utilisateur non-expert la seule maniere
naturelle d’exprimer ses contraintes. Jusqu’a présent,
la recherche sur les contraintes table a principalement
porté sur le développement d’algorithmes rapides pour
assurer la cohérence d’arc généralisée (GAC), qui est
une propriété correspondant & un niveau maximum de
filtrage lorsque les contraintes sont traitées indépen-
damment. Les algorithmes GAC pour les contraintes
table sont 'objet d’un intérét ancien, datant de GAC4
[21] et GAC-Schema [2]. Les algorithmes classiques
iterent sur l’ensemble des tuples de différentes ma-
nieres [2, 19, 18]. Un algorithme récent basé sur AC5 a
été proposé dans [20], et a montré son efficacité sur les
contraintes table de petite arité. Pour les contraintes
table de grande arité, le maintien dynamique de l’en-
semble des supports des contraintes table peut étre
assuré & travers les variantes de STR [23, 15, 16].

Les contraintes table sont importantes pour la mo-
délisation de problemes sous contraintes, mais elles
sont limitées en pratique car 1’espace mémoire néces-
saire pour les représenter peut croitre de fagon expo-
nentielle avec leur arité. Pour réduire la complexité
de l'espace, les chercheurs ont mis I’accent sur diffé-
rentes formes de compression. Les arbre de préfixes
[6], les diagrammes de décision multi-valeurs (MDD)
[3] et les automates finis déterministes (DFAE) [22]



sont des structures générales utilisées pour représen-
ter les contraintes table de fagon compacte afin de fa-
ciliter le processus de filtrage. L’utilisation du produit
cartésien est un autre mécanisme classique pour re-
présenter de maniere compacte un grand ensemble de
tuples. Par exemple, il a été appliqué avec succes pour
le traitement des ensembles de solutions [10], I’élimi-
nation de symétries [5, 4], et Papprentissage [13, 17].
Jusqu’a présent, cette forme de compression a été utili-
sée par deux algorithmes GAC : en revisitant le schéma
général GAC [14] et en combinant les tuples compres-
sés avec STR [24]. Le dernier travail montre comment
les variantes STR2 et STR3 peuvent avantageusement
bénéficier de la forme compressée des tuples lorsque le
taux de compression est élevé.

Récemment, nous avons proposé une approche de
compression originale basée sur des algorithmes de
data-mining [7], ou toutes les occurrences des motifs
les plus fréquents dans une contrainte sont remplacées
par leurs indices dans une table des motifs. L utilisa-
tion des techniques de fouille de données pour com-
presser les contraintes table a également été étudiée
dans [11], mais d’une maniere treés différente car des
variables et des valeurs supplémentaires sont néces-
saires, et les contraintes sont reformulées. Les mémes
auteurs ont également étudié la compression des ins-
tances SAT dans [12]. Dans [7], un motif a été défini
comme une séquence de valeurs consécutives. ce qui
nous a empéché de bénéficier des variantes de STR, op-
timisés. Dans cet article, nous proposons de relacher
cette condition (séquence de valeurs consécutives), en
considérant tout sous-tuple comme un motif fréquent
possible, et en identifiant les plus fréquents au moyen
de techniques de fouille de données. Par conséquent,
chaque table peut étre “découpée” en plusieurs frag-
ments, ou chaque fragment associe a un motif y une
sous-table contenant toutes les extensions de p qui
peuvent étre trouvées dans la table de départ.

Nous proposons un algorithme pour manipuler les
contraintes table fragmentées basé sur STR2, la va-
riante optimisée de STR. Le papier est organisé comme
suit. Apres le rappel des définitions usuelles en section
1, nous présentons, dans la section 2, un processus de
compression pour des contraintes table en détaillant
I’algorithme utilisé pour obtenir la nouvelle forme de
contraintes table fragmentées. Ensuite, nous décrivons,
dans la section 3, un algorithme optimisé pour assu-
rer GAC sur les contraintes table fragmentées. Enfin,
nous concluons apres avoir donné quelques résultats
expérimentaux en section 4.

1 Préliminaires

Un réseau de contraintes (discret) (CN) N est un
ensemble fini de n variables reliées par un ensemble
fini de e contraintes. Chaque variable x a un domaine
qui représente ’ensemble fini de valeurs qui peuvent
étre assignées a . Le domaine initial d'une variable
x est noté dom™™(z) tandis que le domaine courant
de z est noté dom(x). Nous avons toujours dom(z) C
dom™™%(z). Chaque contrainte ¢ porte sur un ensemble
ordonné de variables, appelé portée (scope) de c et noté
sep(e), et est sémantiquement défini par une relation,
notée rel(c), qui contient 'ensemble des tuples autori-
sés pour les variables impliquées dans c. Une contrainte
table (positive) c est une contrainte telle que rel(c) est
définie explicitement en énumérant les tuples qui sont
autorisés par ¢ (voir exemple ci-dessous). L’ arité d'une
contrainte ¢ est la taille de scp(c). L’arité maximale du
réseau sera notée r.

Example 1 Soit ¢ une contrainte table positive por-
tant sur les wariables x1,x9,x3,T4,x5 telles que
dom(z1) = dom(xzg) = dom(zs) = dom(xy) =
dom(zxs) = {a,b,c}. La table 1 liste les T tuples au-
torisés par la contrainte c.

Ty T2 T3 X4 Ts
T1 (Ca b7 C, a, C)
T2 (av a, ba C, a‘)
5| (a, ¢ b, ¢ a)
74| (b, a, ¢ b, ¢
75 | (b, a, a, b, b)
6 | (¢, ¢ b, ¢ a)
| (a, ¢ a, ¢ a)

TABLE 1 — Une contrainte
T1,T2,X3,T4,Ts5

table ¢ portant sur

Soit X = {z1,...,x,} un ensemble ordonné de va-
riables. Une instanciation I de X est un ensemble
{(z1,a1), ..., (xr,ar;)} qui est également noté {z; =
ai,...,r, = a;} tel que Vi € 1.r,a; € dom™¥(x;).
X est notée vars(I) et chaque a; est notée I[x;]. Une
instanciation I est valide ssi ¥(x,a) € I,a € dom(zx).
Un r-tuple T sur X est une suite de valeurs (ay, ..., a,)
telle que Vi € 1..r,a; € dom™¥(x;); la valeur a; sera
notée 7[z;]. Un tuple défini sur un ensemble X peut
étre vu comme une instanciation de X et inversement.
De ce fait, un r-tuple 7 sur sep(c) est valide ssi 'ins-
tanciation sous-jacente est valide. Un r-tuple 7 sur
sep(e) est un support sur la contrainte r-aire ¢ ssi T
est un tuple valide qui est autorisé par c. Si 7 est un
support sur une contrainte ¢ impliquant une variable
x et tel que 7[x] = a, on dit que 7 est un support pour
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(z, a) sur c. GAC est une cohérence de domaine définie
comme suit :

Definition 1 Une contrainte c satisfait la cohérence
d’arc généralisée (GAC) ssiVz € sep(c),Va € dom(z),
il existe au moins un support pour (x,a) sur c. Un CN
N est GAC ssi chaque contrainte de N est GAC.

L’application de GAC implique la suppression de
toutes les valeurs qui n’ont pas de support sur
une contrainte. De nombreux algorithmes ont été
mis au point pour établir GAC selon la nature des
contraintes. STR [23] est I'un de ces algorithmes pour
les contraintes table : il supprime les tuples invalides
lors de la recherche de supports en utilisant une struc-
ture de données qui sépare les tuples valides des tuples
invalides. Cette méthode de recherche des supports
améliore le temps de recherche en évitant les tests
redondants sur des tuples invalides qui ont déja été
détectés comme invalides lors des précédents applica-
tion de GAC. STR2 [15], une optimisation de STR,
évite certaines opérations de base concernant la vali-
dité de tuples et I'identification des supports, par 1'in-
troduction de deux ensembles importants appelés S5“P
et v (décrits ultérieurement). Dans le meilleur des
cas, STR2 est r fois plus rapide que STR. Nous intro-
duisons maintenant les notions de motif et sous-table
qui seront utilisées dans notre approche.

Definition 2 Un motif p d’une contrainte c est une
instanciation I d’un sous ensemble de variables de c.
On note scp(p) sa portée, qui est vars(l), |p| sa lon-
gueur, qui est égale a |scp(p)|, et nbOce(p) son nombre
d’occurrences dans rel(c), qui est |{T € rel(c) | p C

T}.

Example 2 Dans la table 1, py={zy = a,x4 =
c,rs = a} et uyo={xs = c,x5 = c} sont des
motifs de longueurs respectives 3 et 2, tels que
sep(pr) ={z1, w4, x5} et sep(pz) ={ws, x5}

Definition 3 Une sous-table T associée a un motif
u d’une contrainte c est la table obtenue en ne conser-
vant que les tuples de ¢ qui contiennent u et en effacant
1 dans chacun de ces tuples.

T={r\p|Terellc) Np1}
La portée de T est scp(T) = sep(c) — sep(p)

Example 3 La table 2 représente la sous-table asso-
ciée au motif py=(x1 = a,x4 = ¢,x5 = a) de ¢ décrite
par la table 1.

Definition 4 Un fragment d’une contrainte c est un
couple (p, T) tel que p est un motif de la contrainte c
et T est la sous-table associée au motif ji.
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TABLE 2 — La sous-table T7 associée au motif pq

Comme l’ensemble des tuples représentés par un
fragment (u,T") représente en fait le produit cartésien
de p par T, nous allons également utiliser la nota-
tion p®T pour désigner un fragment d’une contrainte.
Apres le processus de fragmentation d’une contrainte,
I’ensemble des tuples qui ne sont associés a aucun mo-
tif sont regroupés dans un fragment par défaut noté

0,7)

Example 4 Le motif p=(x1 = a,z4 = ¢,x5 = a) de
la contrainte ¢, détecté en figure 1(a), apparait dans
les tuples T, T3 et 7. Donc le fragment résultant est
composé du motif p et sa sous-table correspondante
extraite de ¢, comme décrit en figure 1(b).

T1
T2
T3
T4
T5

T6
7

T1 | T4 | X5 ® a b T2

(b) Un fragment (u,T") de ¢

FIGURE 1 — Un exemple de fragment de contrainte

Le test de validité sur les tuples (classiques ou bien
compressés) est une opération trés importante dans
les algorithmes de filtrage pour les contraintes table.
Pour les contraintes table fragmentée, nous étendons
la notion de validité & un fragment d’une contrainte.

Definition 5 Un fragment (u,T) est valide ssi il
existe au moins un tuple du produit cartésien p @ T
qui soit valide. De ce fait, un fragment est valide ssi
son motif est valide et sa sous-table correspondante
contient au moins un sous-tuple valide.



2 Méthode de compression

Plusieurs algorithmes de fouille de données, tels que
Apriori [1]et FP -Growth [8], peuvent étre utilisés pour
identifier les motifs les plus fréquents. Dans le cadre
de notre approche, nous n’avons pas besoin d’iden-
tifier chaque motif fréquent possible mais seulement
ceux qui sont utiles pour la compression, et en parti-
culier au plus un motif par tuple. La construction d’un
FP-Tree (Frequent-Pattern Tree) qui est la premiere
étape dans l'algorithme FP-Growth est particuliere-
ment bien adapté a cet objectif car elle identifie chaque
motif long et fréquent. Cette construction ne nécessite
que trois parcours de la table de la contrainte.

Nous expliquons brievement la construction d’un
F P-Tree dans notre contexte de compression de table,
en utilisant la contrainte donnée par le tableau 1.
Les détails de la méthode générale peuvent étre trou-
vés dans [8, 9]. L’algorithme prend comme parametre
minSupport qui est le nombre minimal d’occurrences
d’un motif pour qu’il soit considéré comme fréquent.
Dans notre exemple, nous allons utiliser minSupport=
2 pour identifier les motifs qui apparalssent au moins
deux fois.

Dans une premiere étape, nous collectons le nombre
d’occurrences de chaque valeur. Par abus de langage,
nous appellerons fréquence le nombre d’occurrences
d’une valeur. Cette étape nécessite un parcours de la
table. Le résultat sur notre exemple est donné par la
figure 2(a). Ensuite, lors d’un deuxiéme parcours, nous
trions I’ensemble des tuples par ordre décroissant de
fréquence des valeurs. Le résultat est donné par la
figure 2(b) ou la fréquence d’une valeur est donnée
entre parentheéses. Les valeurs qui ont une fréquence
en dessous du seuil minSupport sont retirées du tuple
(elles sont identifiés en caracteres gras) parce qu’ils ne
peuvent pas apparaitre dans un motif fréquent. Une
fois le tuple trié et éventuellement réduit, il est in-
séré dans le FP-Tree qui est essentiellement un arbre
de préfixe ou chaque branche représente la partie fré-
quente d’un tuple et chaque nceud contient le nombre
de branches qui partagent ce nceud. Chaque aréte liant
un parent & son enfant est étiquetée avec une valeur.
Le nceud racine n’est pas étiqueté. La figure 3(a) re-
présente le FP-Tree obtenu sur notre exemple. Le pre-
mier tuple inséré dans l’arbre est le début de 7 qui est
(r1 = ¢,x3 = ¢,x5 = ¢). Cela crée la branche la plus
a gauche de l'arbre. Chaque nceud de cette branche
a initialement une fréquence de 1. Le deuxieme tuple
inséré est (x4 = c¢,x5 = a,x1 = a,x2 = a,x3 = b)
qui crée la troisieme branche a gauche dans l’arbo-
rescence (chaque nceud ayant une fréquence de 1 &
cette étape). Lorsque 73 est insérée, la nouvelle branche
(x4 = ¢,x5 = a,21 = a,z2 = c¢,x3 = b) partage

X T2 T3 T4 I5
al| 3 3 2 1 4
b| 2 1 3 2 1
c| 2 3 2 4 2

(a) Les fréquences

L | @T1=c @zz=c @r5=Cc (LX2=Db (@HXs=a
T2 | WTa=c @Wrs=a @FT1=a @)r2=a @T3=0>
T3 | WTa=c @HTs=a @G)Tr1=a @T2=c @T3=D>b
T | ®r2=a @z1=b @r3=c @za=b @u5=0C
Ts | @r2=a @r1=b @x3=a @Ta=b @@W)x5=Db
T6 4) s =Cc @ATs=a (B)T2=CcC 3)x3=">b (2)x1 =c¢
TT | WTa=c @WTz=a @FT1=a @)IT2=C (T3=a

(b) Les tuples triées selon un ordre décroissant de fréquence

FIGURE 2 — Les deux premiere étapes de compression

. ; 2

xlzc‘x;;:b‘xgzmgzb T5=cC
1 1 1 1 1

(a) L’arbre des péfixes fréquents (FP-tree)

T2 | T3

Ty | x4 | T3 ® al| b |7
al c | a c| b |73
a T7

3 | @ | @
= [ 25 3| T4 | ®s
Rlc|b|ec|m

Ty | T2 | T3 | T4 | T

(b) Table compressée

FIGURE 3 — FP-tree et la table compressée

ses trois premieres arétes avec la derniere branche.
De ce fait, les fréquences des nceuds correspondants
sont incrémentées a 2. Les autres tuples sont insérés
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de la méme fagon. Finalement, les nceuds ayant une
fréquence en dessous du seuil minSupport sont sup-
primés. L’arbre restant est représenté avec des lignes
épaisses et entouré par une ligne en pointillés sur la
figure 3(a). Il faut maintenant identifier les motifs du
FP-tree qui sont utiles pour la compression. Chaque
neeud de 'arbre correspond & un motif fréquent p qui
peut étre lu sur le chemin menant de la racine au nceud
lui-méme. La fréquence f de ce motif est donnée par
le noeud lui-méme. Les gains qui peuvent étre obtenus
par la factorisation de ce motif fréquent est |u| x (f—1)
valeurs (on peut supprimer toutes les occurrences du
motif, sauf une). Dans notre exemple, pour la premiere
branche en gras, nous pouvons voir qu’en utilisant
le motif (z4 = ¢,x5 = a), nous gagnons six valeurs,
avec le motif (z4 = ¢,x5 = a,21 = a) nous gagnons
également 6 valeurs tandis qu'on ne gagne que 4 va-
leurs avec la branche compléte (x4 = ¢, x5 = a, 21 =
a,xs = ¢). Par conséquent, nous réduisons 'arbre en
supprimant les nceuds qui offrent un gain moindre que
leur pere. Les feuilles de ’arbre obtenu représentent
les motifs fréquents utilisé dans notre compression :
(x4 = ¢,x5 = a,x1 = a) et (x2 = a,z; = b). Pour
terminer, nous créons un fragment pour chaque motif
fréquent que nous avons identifié. Ces fragments seront
remplis lors d’un dernier parcours de la contrainte.
Pour chaque tuple, nous utilisons le FP-tree pour iden-
tifier si le tuple (trié) commence par un motif fréquent.
Dans ce cas, nous ajoutons le reste du tuple a la sous-
table correspondante. Les tuples qui ne commencent
pas par un motif fréquent sont ajoutés au fragment
par défaut.

L’algorithme 1 résume les différentes étapes du pro-
cessus de compression.

3 Processus de filtrage des contraintes
tables fragmentées

Afin d’appliquer GAC sur les contraintes table
fragmentées, notre idée est d’adapter la technique
(STR), et plus précisément la variante STR2 optimi-
sée. Comme une contrainte table fragmentée est com-
posée de plusieurs fragments, chacune composée d'un
motif et d’une sous-table, le processus de filtrage que
nous proposons agit & deux niveaux distincts. Au ni-
veau haut, la validité de chaque fragment est détermi-
née, et au niveau bas, la validité de chaque couple (mo-
tif, sous-tuple) est vérifiée. Rappelons qu’un fragment
est valide ssi a la fois son motif est valide et au moins
un sous-tuple de la sous-table est valide (voir la défi-
nition 5). Dans cette section, nous décrivons d’abord
les structures de données utilisées, puis nous présen-
tons notre algorithme GAC, et enfin nous donnons une
illustration.
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Algorithm 1: compress(T: table, minSupport: en-
tier)

calculer la fréquence de chaque valeur de T'

for i €1..|T| do

T« Ti]

trier 7 par ordre décroissant de fréquence et
supprimer les valeurs moins fréquentes que le
seuil minSupport

5 ajouter T a l'arbre des préfixes fréquents (ceci
met & jour la fréquence des noeuds)

6 tmpli] < T

B W =

7 réduire 'arbre en supprimant les nceuds qui ont
une fréquence en dessous de minSupport ou bien
tels que |p| x (f — 1) est plus petit que pour leur

parent
8 for i € 1..|T| do
9 T < tmpli]
10 chercher dans ’arbre si 7 commence par un
motif fréquent u. Si ce n’est pas le cas, u + 0
11 ajouter T[] \ pu & la sous-table correspondante
A p

3.1 Structures de données

Une contrainte table fragmentée c est représentée
par un tableau entries|c|] de p fragments. La gestion
des fragments valides, appelés fragments courants?®,
est effectuée comme suit :

— entriesLimit[c] est lindice du dernier frag-
ment courant dans entries[c]. Les éléments
de entries[c] aux indices allant de 1 &
entriesLimit[c] sont les fragments courants de
c.

— la suppression d’un fragment (qui est devenu
invalide) & lindice i est faite par l'appel a
la fonction removeEntry(c,i). Cet appel effec-
tue une permutation entre les fragments d’in-
dice i et entriesLimit[c], puis décrémente
entriesLimit[c]. Notez que 'ordre initial de frag-
ments n’est pas conservé.

— La restauration d'un ensemble de fragments
se fait simplement en changeant la valeur de
entriesLimit[c].

Chaque fragment de entries peut étre repré-
senté comme un enregistrement composé d’un champ
pattern et un champ subtable. Plus précisément :

— le champ pattern enregistre une instanciation
partielle u, et peut étre représenté en pratique
comme une structure composée de deux tableaux :
un pour les variables, la portée du motif, et I'autre

1. Les fragments courants correspondent aux fragments va-
lides obtenus comme résultat du dernier appel de 'algorithme.



pour les valeurs.

— la structure subtable stocke une sous-table T
et peut étre représentée en pratique comme une
structure composée de deux tableaux : un pour les
variables, a savoir la portée de la sous-table T, et
d’autre part, un tableau a deux dimensions, pour
les sous-tuples.

Dans notre présentation, nous allons traiter directe-
ment p et T sans tenir compte de tous les détails d’im-
plantation. Par exemple, T sera considéré comme un
tableau & deux dimensions. La gestion de I’ensemble
des sous-tuples valides, appelés sous-tuples courants
de T, est réalisée comme suit :

— limit[T] est I'indice du dernier sous-tuple courant
dans T'. Les éléments de T" aux indices allant de 1
a 1imit[T] sont les sous-tuples courants de 7T

— la suppression d’un sous-tuple (qui est devenu in-
valide) & l'indice i est effectuée par un appel a la
fonction removeSubtuple(7, 7). Cet appel effectue
une permutation entre les sous-tuples a indices ¢
et 1imit[T], puis décrémente 1imit[7]. Notez que
I'ordre initial de sous-tuples n’est pas conservé.

— la restauration d’un ensemble de sous-tuples
se fait simplement en changeant la valeur de
limit[T].

Notez que la gestion des fragments courants et sous-
tuples courants utilise les mémes principes que ceux
de STR. En outre, comme dans [15], nous utilisons
deux ensembles de variables, appelés S?% et S5UP.
L’ensemble S”® contient des variables non affectées
(et éventuellement, la derniere variable assignée) dont
les domaines ont été réduits depuis le dernier appel
de Palgorithme de filtrage sur c. Pour configurer Sv%,
nous avons besoin d’enregistrer la taille du domaine de
chaque variable x juste apres I'exécution de STR-slice
sur ¢ : cette valeur est enregistrée dans lastSize[z].
L’ensemble S*"P contient des variables non affectées de
la contrainte ¢ dont les domaines contiennent chacun
au moins une valeur pour laquelle un support doit étre
trouvé. Ces deux ensembles permettent de restreindre
les itérations sur les variables a celles qui sont unique-
ment pertinentes. Nous utilisons également un tableau
gacValues|z] pour chaque variable z. A tout moment,
gacValues|z] contient toutes les valeurs de dom(z)
pour lesquelles un support a déja été trouvé : par
conséquent, les valeurs d’une variable x pour lesquelles
on n’a pas trouvé de support sont exactement ceux
de dom(z) \ gacValues[z]. Notez que les ensembles
Svel and S*UP sont initialement définis par rapport
a la portée de c. Cependant, pour chaque sous-table,
nous aussi allons utiliser des ensembles locaux S et
Slsup de SV et S5UP comme expliqué plus loin.

3.2 Algorithmes

L’algorithme 2 est une procédure de filtrage, appelé
STR-~slice, qui établit GAC sur une contrainte table
fragmentée ¢ appartenant a un CN N. Les lignes 1-
10, qui sont exactement les mémes que ceux de 1’algo-
rithme 5 de [15], nous permettent d’initialiser les en-
sembles SV, S5UP et gacValues. Rappelons que SV
doit contenir la variable courante, notée lastPast(P), si
elle appartient a la portée de c. Les lignes 11-22 iterent
sur tous les fragments de c. Pour tester la validité d'un
fragment, nous vérifions d’abord la validité du motif
w (algorithme 3), puis si le motif est valide, nous vé-
rifions la validité de la sous-table T" en la parcourant
(algorithme 4). Si un fragment n’est plus valide, il est
retiré a la ligne 22. Sinon, compte tenu des valeurs qui
sont présentes dans le motif, nous devons mettre a jour
gacValues ainsi que S**P quand un premier support
pour une variable est trouvé. Les lignes 23—-30, qui sont
exactement les mémes que ceux de l'algorithme 5 de
[15], permettent de gérer la réduction de domaines : les
valeurs qui n’ont pas de support sont supprimées a la
ligne 25 et si le domaine d’une variable = est vide, une
exception est levée a la ligne 27. En outre, 'ensemble
des variables X.,; réduits par STR-slice est calculé et
retourné afin que ces “événements” puissent étre pro-
pagés a d’autres contraintes.

L’algorithme 4 est une fonction importante, appe-
lée scanSubtable, de STR-slice. Son réle est de par-
courir tous les sous-tuples courants d’une sous-table
donnée, afin de recueillir des valeurs qui ont des sup-
ports et de supprimer les tuples non valides. Notez
que lorsque cette fonction est appelée, nous avons la
garantie que le motif associé a la sous-table est valide
(notez l'opérateur “and then” a la ligne 14 de 'algo-
rithme 2). La premiere partie de la fonction, plus préci-
sément les lignes 1-10, nous permettent de construire
des ensembles locaux SV et S'uP de SV et S5UP.
Ces ensembles sont obtenus, respectivement, par 1'in-
tersection de SY avec scp(T) et S*“P avec scp(T). Une
fois les ensembles S et SUP initialisés, nous bénéfi-
cions d’une exploitation optimale concernant les tests
de validité et la recherche des supports, comme dans
STR2. La deuxieme partie de la fonction, les lignes
9-21, consiste a itérer sur ’ensemble des sous-tuples
courants de 7. Il s’agit d’un parcours d’un ensemble
de tuples similaire au parcours classique utilisé dans
STR2. Enfin, la ligne 22 renvoie vraie quand il existe
encore au moins un sous-tuple valide. Il est intéressant
de noter la synchronisation paresseuse effectuée entre
I’ensemble global unique S*“P et les ensembles locaux
spécifiques S'*“P (un ensemble par sous-table). Quand
une variable x est identifiée comme “entierement sup-
portée” (pour toute valeur du domaine courant de x et
pour toute contrainte ¢ impliquant x, il existe un sup-
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Algorithm 2: STR-slice(c: contrainte)

W N =

© 0 N O W

10

11
12
13
14

15
16
17

18
19

20

21
22

23
24
25
26
27

28
29

30

Entrées: c est une contrainte table fragmentée
Sorties: ’ensemble des variables dans scp(c) avec
des domaines réduits

// Initialisation de S'* et S°uP
Sval — 0

SSUP )

if lastPast(P) € scp(c) then

L Sval ¢ gval | {astPast(P)}

foreach variable x € scp(c) | « ¢ past(P) do
gacValues|z] < {)
SoUP — g5 U {z}
if |dom(z)| # lastSize[c][z] then
Sval — Sval U {1,}
lastSize[c|[z] < |dom(z)|

// Itération sur 1’ensemble des fragments
11
while i < entriesLimit|c] do
(1, T) < entries|c]|[i] // ith fragment
if isValidPattern(u) and then
scanSubtable(T') then
foreach variable x € scp(p) | x € 5P do
if p[z] € gacValues[z] then
gacValues|z] +
gacValues|z] U {pu[z]}

if |dom(z)| = |gacValues[z]| then
L Ssup (. gsup \ {l‘}
| i i+1
else

removeEntry(c, i) // entriesLimit]c]

est décrementé

// Les domaines sont mis & jour et X,
est calculé, comme dans STR2
Xevt — @
foreach variable x € S*“P do
dom(x) < gacValues|z]
if dom(xz) = () then
| throw INCONSISTENCY
Xevt — Xevt U {.Z'}
lastSize[c][z] + |dom(z)|

return X.,;

Algorithm 3: isValidPattern(u: motif): booléen

W N =

foreach variable x € scp(p) do

if u[z] ¢ dom(x) then
L L return false

return true
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Algorithm 4: scanSubtable(T: sous-table): boo-
léen
Entrées: T est une sous-table d’'un fragment
Sorties: vrai ssi il existe au moins un tuple valide
dans la sous-table T’

// Initialisation de Sl et Slsup
Slvul . @
foreach variable z € S** do

if z € sep(T) then

L Slval — Slval U {.I‘}

Sisur

foreach variable x € S°"P do
if z € sep(T) then
L Slsup — Slsup U {ZL‘}

B N e

® N o wm

// Itération sur 1’ensemble des
sous-tuples

911
10 while 7 < 1imit[T] do
11 7+ T[]  // i®° sous-tuple courant
12 if isValidSubtuple(S*®, 7) then
13 foreach variable x € S'*“? do
14 if 7[z] & gacValues|z] then
15 gacValues[z] +
gacValues[z] U {7[z]}
16 if |dom(z)| = |gacValues|z]| then
17 Slsup — Slsup \ {:L'}
18 L S8UP ¢ §sup\ Ly}
19 1 i+1
20 else
21 removeSubtuple(7,7))  // 1limit[T] est
décrémenté
22 return limit[T] >0

port pour x dans c), elle est immédiatement retirée de
S*UP (voir la ligne 19 de l'algorithme 2 et la ligne 18
de lalgorithme 4). Par conséquent, cela signifie que les
prochaines sous-tables (fragments) bénéficieront d’une
telle réduction, mais I'information est transmise uni-
quement & linitialisation (lignes 6-8 de 1’algorithme
4). D’autre part, une fois initialisé, ’ensemble global
S n'est jamais modifié lors de 'exécution de STR-
slice.

Comme GAC-slice est une extension directe de
STR2, il maintient GAC.

Au sujet du retour arriere : Dans notre implanta-
tion, les fragments et les tuples peuvent étre restau-
rés en modifiant la valeur de la limite des pointeurs
(entriesLimit[c] et 1imit[T] pour chaque sous-table



Algorithm 5: isValidSubtuple(S*®: variables, 7:
tuple): booléen

foreach variable x € S do

1
2 if 7[z] ¢ dom(z) then
3 L return false

4 return true

T de ¢), enregistrée a chaque profondeur de la re-
cherche. La restauration est alors réalisée en O(1 + p)
(pour chaque contrainte) ot p est le nombre de frag-
ments. Cependant, en introduisant une structure de
données simple, il est possible de n’appeler la procé-
dure de restauration qu’en cas de besoin, ce qui limite
la complexité de la restauration & O(1) dans certains
cas : il suffit d’enregistrer les pointeurs de limites qui
doivent étre mis a jour lors d’un retour en arriere, et ce
pour chaque niveau. Lorsque ’algorithme de recherche
procede a un retour en arriere, nous devons également
gérer 'ensemble lastSize. Comme indiqué dans [15],
nous pouvons enregistrer le contenu d’un tel réseau a
chaque profondeur de la recherche, de sorte que 1’état
d’origine de la table peut étre restauré lors d’un retour
en arriere.

3.3 lllustration

NE

o

bl a

v | b | b

E 1| 29| m3] 24| 25 E x| 29| w3] 24| 25
’2@@(1)(1( @@@(-I)bn(
2 2 e )
£ =

(a) Avant l'appel (b) Apres I'appel

FIGURE 4 — L’appel de STR-slice sur une contrainte
table fragmentée apres ’événement x3 # a

Les figures 4 et 5 illustrent les différentes étapes pour
filtrer une contrainte table fragmentée, quand STR-
slice est appelé aprés un événement. Dans la figure
4, considérant que le nouvel événement est tout sim-
plement x5 # a (soit la suppression de la valeur a
de dom(z3)), STR-slice commence par vérifier la va-
lidité des fragments courants (de 1 & entriesLimit).
Ainsi, pour le premier fragment, la validité du motif
pu={r1 = a,x4 = c,x5 = a} est vérifiée en premier
lieu. Puisque u reste encore valide (notre hypothése

est que I’événement était seulement 3 # a), la sous-
table du premier fragment est parcourue. Dans ce cas,
le sous-tuple {z2 = ¢,z3 = a} est déclaré invalide,
ce qui modifie la valeur de 1limit pour la sous-table
de ce premier fragment. Apres I’appel de STR-slice,
la contrainte est dans I’état décrit par la figure 4(b).
Dans la figure 5, le nouvel événement est zsz # b.
On recommence avec le premier fragment courant et
puisque le motif est toujours valable, nous vérifions la
validité des sous-tuples associés. Comme le sous- tuple
{z2 = a,x3 = b} n’est plus valide, il est permuté avec
{ze = ¢,z3 = b}. Ce sous-tuple est & son tour dé-
tecté invalide, ce qui fait passer la valeur de limit a
0. Ceci est illustré en figure 5(a). Comme la sous-table
du premier fragment est vide, le fragment est supprimé
en permutant sa position avec celle du dernier frag-
ment courant. Aprés 'appel de STR-slice, I’état de la
contrainte est telle que donné par la figure 5(b) (notez
qu’une deuxiéme permutation a été effectuée)

To| T3 - ~ T3 | Ty | T5 B
¢ | b~ L1} T2 c|blcl.|E
al bz b T'a | © i
clal:|= :
oo = {EEEEE R
B |
(b1 | @petitidet=l 2 (B8 |E
=
Z ®Lc blblalc E -
g c|blclal=|= [clal :g

(a) Apres le parcours du pre-
mier fragment

(b) Apres I'appel

FIGURE 5 — a partir de la figure 4(b), STR-slice est

appelé apres 'événement x3 # b

4 Résultats expérimentaux

Afin de montrer l'intérét pratique de notre ap-
proche, nous avons mené une expérimentation avec
notre solveur AbsCon en utilisant un cluster avec des
bi-processeurs Xeon a quatre cceurs a 2.66 GHz avec
16GiB de RAM sous Linux. Comme STR1, STR2 et
STR3 appartiennent a 1’état de I'art des algorithmes
de GAC pour les contraintes table, nous comparons
les comportements respectifs de STR1, STR2, STR3
et STR-slice sur différentes instances ? impliquant des
contraintes table positives d’arité supérieure a 2. Pour
STR-slice, nous sélectionnons les motifs fréquents avec
une fréquence au moins égale & 10 % du nombre de
tuples dans la table. Cette valeur a été obtenue apres

2. disponibles sur http://www.cril.univ-artois.fr/CSCO09.
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plusieurs expérimentations. D’une maniere similaire
on a choisi 10 comme taille minimale des sous-tables.
Le paramétrage automatique de ces parametres est
I'une de nos perspectives. Nous utilisons MAC avec
dom/ddeg comme choix d’ordonnancement des va-
riables et lexico comme heuristique de choix de valeur,
pour résoudre tous ces problemes. Un temps maximal
de 1200 secondes a été fixé par instance. Les deux heu-
ristiques de choix garantissent I’exploration du méme
arbre de recherche, indépendamment de ’algorithme
de filtrage utilisé.

Instance #ins STR1 STR2 STR3 STR-slice
a7-v24-d5-ps05 11 298.05 147.73 189.14 115.30 (66% — 5.74)
bdd 70 4453 13.44 99.21  20.35 (86% — 0.59)
crossword-ogd 43 90.05 39.35 25.69 29.59 (75.51% — 0.36)
crossword-uk 43 9520 45.88 44.33 47.21 (88.69% — 0.18)
renault 46 19.66 14.39 13.37 17.20 (47.15% - 0.67)

TABLE 3 — Le temps CPU moyen sur différentes séries

Instance STR1 STR2 STR3 MDD STR-slice

a7-v24-d5-ps0.5-psh0.7-9 879 334 367 25.5 200 (69% — 5.41)
a7-v24-d5-ps0.5-psh0.9-6 353 195 324 16.6 174 (62% — 5.82)
bdd-21-2713-15-79-11 78.5 23.5 485 82.6 31.7 (88.05% — 0.28)
crossword-ogd-vg12-13 799 342 208 >1,200 242 (73.46% - 0.74)

crossword-uk-vg10-13 1,173 576 589 >1,200 598 (89.63% — 0.48)

TABLE 4 — Le temps CPU sur quelques instances

Le tableau 3 montre les résultats en moyenne (temps
CPU en secondes) par série. Pour chaque série, le
nombre d’instances testées est donné par #ins; il cor-
respond au nombre d’instances résolues par les trois
variantes en 1200 secondes. Notez que la moyenne des
taux de compression et le temps CPU (en secondes)
sont également donnés pour STR-slice entre paren-
theéses. On définit le taux de compression comme la
taille de la table fragmentée sur la taille initiale de la
table, ou la taille d’une table fragmentée est le nombre
de valeurs sur l’ensemble des motifs et sous-tables.
Les résultats du tableau 3 montrent que STR-slice
est compétitif avec STR2 et STR3. Bien que le taux
de compression obtenu pour les instances de la série
renault soit plutot encourageant, le temps CPU ob-
tenu pour STR-slice est décevant. Nous pensons que
la présence de nombreuses contraintes avec des pe-
tites tables dans les instances renault est pénalisant
pour STR-slice parce que, dans ce cas, la gestion des
fragments de la contrainte n’est pas compensée par la
légere réduction spatiale obtenue. Le tableau 4 pré-
sente les résultats obtenus sur certaines instances. En
termes d’espace, STR3 est la variante qui utilise la
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plus grande quantité de mémoire (parfois avec un fac-
teur trés important). STR-slice, bien que nécessitant
quelques structures de données supplémentaires est la
variante la moins cheére de STR en terme de mémoire
(comme indiqué par les taux de compression dans les
tableaux 3 et 4). Notez que d’autres méthodes de com-
pression de la littérature telles que celles basées sur
MDD [3] peuvent surclasser les variantes STR lorsque
le taux de compression est (tres) élevé. C’est le cas, par
exemple, sur les instances de la série a7-v24-d5-ps05.
Cependant, sur d’autres séries telles que crossword,
I'approche MDD peut étre dépassée par un facteur im-
portant par les variantes de STR, (sur les instances de
mots croisés difficiles, STR2, STR3 et STR-slice sont
généralement environ 5 fois plus rapide que MDD).

Une observation générale de cette expérimentation
préliminaire est que STR-slice concurrence STR2 et
STR3, sans toutefois 'emporter clairement. Plusieurs
perspectives pour améliorer ce constat sont dévelop-
pées dans la conclusion.

Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté une approche
originale pour le filtrage des contraintes table : elle
combine une nouvelle technique de compression en
utilisant le concept de contraintes table fragmentées
et une adaptation optimale de la réduction tabulaire
(comme dans STR2). Notre expérimentation prélimi-
naire montre que STR-slice est un concurrent aux
algorithmes de 1’état de l'art de la technique STR.
Plusieurs améliorations de I’algorithme STR-slice sont
envisageables. Tout d’abord, nous pensons que le ré-
glage des parametres utilisés pour guider la compres-
sion doit étre automatisé (éventuellement, en utilisant
des techniques d’apprentissage automatique). STR-
slice pourrait alors bénéficier d’une meilleure com-
pression. Deuxiémement, nous croyons que, dans le
contexte de ’émergence du big data, de nouveaux pro-
blemes de contraintes devraient émerger rapidement
ou les contraintes pourraient étre de (trés) grande arité
et impliquer de tres grandes tables. STR-slice pourrait
avantageusement traiter ces “énormes” contraintes,
surtout si 'on considére que la fragmentation pour-
rait étre menée de maniére récursive sur les sous-tables
(une autre perspective de ce travail). Enfin, nous pen-
sons que le concept de contraintes table fragmentées
est intéressant en soi pour la modélisation. En effet,
certaines formes d’expressions conditionnelles peuvent
étre représentées d’une maniere simple et naturelle, di-
rectement avec les contraintes table fragmentées.
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Résumé

Nous introduisons un nouvel outil permettant d'éla-
guer des branches satisfiables d'un arbre de recherche
d'un QCSP. Cet outil permet, entre autres, de restaurer
la propriété d'absorption du vrai par rapport a la disjonc-
tion dans les solveurs QCSP basés sur une conjonction de
contraintes et un algorithme de recherche quantifié. Ce
nouvel outil est inspiré de la coupure de Prolog comme
un outil dont I'utilisation est laissée sous la responsabi-
lité du concepteur du QCSP pour élaguer des parties de
I'espace de recherche qui sont connues par construction
inutiles a parcourir. Ce nouvel outil permet en particu-
lier d'utiliser efficacement un QCSP pour spécifier des
jeux a deux joueurs sans restreindre le langage QCSP.
Notre solveur QCSP construit au-dessus de GeCode ob-
tient d'excellents résultats vis-a-vis de |'état de I'art des
solveurs QCSP.

Abstract

We introduce a new tool to prune some satisfiable
branches of the search tree of a QCSP. This tool can
be used to restore the annihilator property of true for
disjunction in QCSP solver based on a conjunction of
constraints and a quantified search algorithm. This new
tool is inspired by the cut rule of Prolog as a tool un-
der responsibility of the designer of the QCSP to prune
some parts of the search space which are by construc-
tion known to be useless. It is a simple solution to use
efficiently QCSP to design finite two-player games with
out restricting the QCSP language. Our QCSP solver
built over GeCode obtained very good results compared
to state-of-the-art QCSP solvers.

1 Introduction

Le probleme de satisfaction de contraintes quan-
tifiées (ou QCSP pour Quantified Constraint Sa-
tisfaction Problem) est une généralisation du pro-
bleme de satisfaction de contraintes (ou CSP pour
Constraint Satisfaction Problem) dans laquelle les va-
riables peuvent étre non seulement quantifiées exis-
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tentiellement (comme dans les CSP) mais aussi uni-
versellement [2]. L’étude des QCSP est récente mais
il existe un réel intérét pour mettre au point des
techniques efficaces pour résoudre de tels probléemes
(cf. [6] pour un panorama). Cette extension est pleine
de promesses car elle permet de coder de maniere
plus compacte certains problemes et méme d’en mo-
déliser d’autres qui ne peuvent l'étre en CSP. Mais
cette extension accroit la complexité de décision de
NP-complet & PSPACE-complet. Les QCSP sont bien
adaptés a la représentation des jeux a deux joueurs.
Le domaine des QCSP est a 'intersection de deux do-
maines : le domaine des CSP [7] et celui des QBF [3].
Il n’y a, & I'aune de nos connaissances que trois sol-
veurs QCSP, excepté le notre : BlockSolve[8], Queso[4]
et Qecode [1]. BlockSolve est basé sur un algorithme
de Fourier-Motzkin par élimination de quantificateurs.
Queso est basé sur un algorithme de recherche quanti-
fié et son approche est trés proche de la notre. Qecode
est aussi un solveur basé sur un algorithme de re-
cherche quantifié mais est dédié a une restriction des
QCSP (QCSP+), qui nécessite une forme restreinte de
la quantification, et qui est utilisé principalement pour
spécifier des jeux finis a deux joueurs. Ce dernier sol-
veur est toujours maintenu tandis que les deux autres
ne le sont plus. Comme un solveur QCSP basé sur un
algorithme de recherche quantifié peut étre vu comme
une extension d’un solveur CSP basé sur un algorithme
de recherche, il est particulierement pertinent de cher-
cher a construire un solveur QCSP au-dessus de tech-
nologies pour solveur CSP sans les changer. Cette ap-
proche est la notre : nous implantons QuaCode, un
solveur QCSP, au-dessus de GeCode, une bibliotheque
de classes pour la gestion des contraintes dans un CSP,
sans changer le coeur de la bibliotheque.

Pour un solveur QCSP cong¢u comme une extension
a un solveur CSP, I’ensemble des contraintes est consi-
déré comme une conjonction (un A-solveur QCSP).
Quand un probléme est représenté pour étre une en-



trée d’un tel solveur QCSP, les contraintes sont issues
d’un ensemble de contraintes primitives du langage
mais rarement un probléme représentant un jeu a deux
joueurs est exprimé comme une telle conjonction mais
plutot par une grande formule logique. Par exemple,
dans un jeu fini & deux joueur sur m tours, le pro-
bleme est exprimé avec une alternance de vérification
des régles pour le joueur existentiel (R3) et pour le
joueur universel, 'adversaire, (Ry) et terminé par une
vérification des conditions de victoire pour le joueur
existentiel (VC) :

dx Yy ...z Vyp—13z,
R3(z1) A (Ry(z1,91) —

( (Rg(l’hyh...,(ﬂn,l)/\
(RV(xlay% s 7mn717yn*1) —
(Rﬂ(why% sy Tn—1, yn,hxn)/\
Vc(wlayQa LR 7‘rn717yn717xn)) ) . ))

Pour transformer ce QCSP complexe en une entrée
pour un A-solveur QCSP, des symboles proposition-
nels existentiellement quantifiés sont introduits. Mais
si cette transformation préserve les solutions du QCSP,
elle change le nombre de noeuds explorés. La princi-
pale raison est que la propriété d’absorption du vrai
par rapport a la disjonction n’est pas préservée dans
le A-solveur QCSP. Nous introduisons un nouvel outil,
Ioutil coupure, qui restaure cette propriété sans avoir
a modifier le coeur du solveur. Ce nouvel outil est ins-
piré de la coupure de Prolog comme un outil sous la
responsabilité du concepteur du QCSP pour élaguer
des parties de ’espace de recherche dont le parcours
est connu comme étant inutile par construction. La
section 2 énonce les préliminaires indispensables. La
section 3 présente notre nouvel outil. La section 4 dis-
cute de la gestion des quantificateurs universels vis-a-
vis de la librairie CSP sous-jacente. La section 5 évalue
notre solveur de QCSP, QuaCode, et I'impact de ’outil
coupure. La section 6 dresse quelques perspectives.

2 Préliminaires

Le symbole PS représente les symboles proposition-
nels, le symbole 3 représente le quantificateur existen-
tiel et le symbole V représente le quantificateur uni-
versel (3 = V et ¥ = 3). Le symbole A représente la
conjonction logique, le symbole V représente la dis-
jonction logique, le symbole — représente l'implica-
tion logique, le symbole <+ représente 1'équivalence lo-
gique, le symbole T représente ce qui est toujours vrai
et le symbole | représente ce qui est toujours faux.
Le symbole = représente 1’équivalence entre formules.
Un QCSP est quintuplet (V,ordre, quant,D,C) : V
est un ensemble de n variables, ordre est une bijec-
tion de V dans [1..n], quant est une fonction de V

dans {3,V} (quant(v) dénote le quantificateur asso-
cié & la variable v), D est une fonction de V dans
I’ensemble des domaines {D(v1), ..., D(v,)} telle que,
pour toute variable v; € V, D(v;) en dénote son do-
maine, i.e. 'ensemble fini de toutes les valeurs pos-
sibles (D(v) est le domaine associé a la variable v), C
est un ensemble de contraintes. Si vj,,...,v;, sont les
variables d’une contrainte ¢; € C alors la relation as-
sociée a c; est un sous-ensemble du produit cartésien
D(vj,) x ... x D(vj,.). Dans ce qui suit, pour chaque
i € [1..n], qv, = quant(v;) et D,, = D(v;).

Un QCSP (V,ordre, quant, D, C) est généralement
représenté par sa formule en logique du premier ordre
Qo V1 - - - G, Un /\cjeC cj avec v1 € Dy, ..., vp € Dy,
ordre(v;) = i, pour chaque i € [1..n]. Avec cette repré-
sentation gy, v1 ...qy, v, est appelé « lieur » (un lieur
vide étant noté ¢).

Algorithme 1 decns, fonction de décomposition d’un
QCSP complexe en un QCSP équivalent sous la forme
d’un A3-QCSP.

Entrée: Une formule ¢

Entrée: Un nombre n

Sortie: Une paire composée d'un lieur et d’une for-

mule
si ¢ =T ou ¢ = L ou ¢ est une contrainte primitive
alors
retourner (g,¢)
sinon

¢ = [on < (zoy)](¢'), avec 0, € PS,0 € {A,V,—}
et x,y € PS ou une contrainte primitive
(Q: D) = dec/\3(¢/7 n+ 1)
retourner (Q3o,,(((zoy) + o,) A D))
fin si

Un QCSP Q¢ est considéré comme complexe si
certaines de ses contraintes contiennent des connec-
teurs logiques sinon il est considéré comme décom-
posé. L’algorithme 1, qui spécifie la fonction decnas
qui décompose un QCSP complexe en introduisant
des symboles propositionnels existentiellement quanti-
fiés intermédiaires, préserve la sémantique du QCSP :
Si (Q3,D) = decp3(C,1) alors QC = QQ3D.
Le dual d’'un QCSP (primal) en est sa négation :
Toy V1 - - - Qo Un, cheC —c; avec v € Dy, ..., vy €
D,, . Le dual d'un QCSP complexe peut aussi étre
décomposé mais par introduction de symboles propo-
sitionnels universellement quantifiés suivant trois mo-
difications de la fonction deca3 en une fonction decyy :
les contraintes primitives sont niées, I'appel récursif
est sur decyy et la derniére instruction est rempla-
cée par retourner (QVo,, (((zx oy) < o0,) V D)).
Cette décomposition selon la fonction decyy préserve
aussi la sémantique du QCSP d’origine : Si (Qv, D) =
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decyy(C, 1) alors =QC = QQyD.

L’ensemble T(Q) avec v1 € Dy, ..., v, € Dy, , Q =
Gv, V1 - - - Qu, U, est 'ensemble des arbres tels que :

— chaque nceud feuille est étiqueté avec le symbole
O et a la profondeur n,

— chaque noeud interne a la profondeur &, 0 < k <
n, est étiqueté avec la variable vgy1,

— chaque arc reliant un nceud de profondeur k£ a
I'un de ses fils est étiqueté par un élément de
l)vk7

— toutes les étiquettes des arcs reliant un nceud a
I'un de ses fils sont différentes.

Soit (V,ordre, quant, D, C) un QCSP tel que V =
{v1,...,vn}, avec v1 € Dy, ..., v, € D,, . Une stra-
tégie est un arbre de T(qy,v1 - . - qu, vn) tel que

— chaque nceud étiqueté par une variable existen-
tiellement quantifiée admet un unique fils et

— chaque nceud étiqueté par une variable univer-
sellement quantifiée dont le domaine est de taille
k admet k nceuds fils.

Un scénario est une séquence d’étiquettes
valy, . ..,val, sur un chemin (vy,valy),. .., (v,,val,),
val; € D,, pour tout i, 1 < ¢ < n, d'un arbre
T(quy V1 - - - Qu,, Vn)- Un  scénario  waly,...,val,
pour un QCSP (V,ordre,quant,D,C) tel que
V. = {v1,...,v,} est un scénario gagnant si
(Ai<icn Vi val;) A (/\cjeC ¢;) est vrai; un tel
scénario correspond a l'instanciation complete
v1 = valy, ..., v, = val,; c’est un scénario gagnant
si linstanciation satisfait toutes les contraintes.
Une stratégie est une stratégie gagnante si tous les
scénarios sont des scénarios gagnants. S’il n’y a pas
de quantificateur, la stratégie O est toujours une
stratégie gagnante.

Nous pouvons donner une sémantique plus intuitive
pour les QCSP : un QCSP VzQC avec x € D, admet
une stratégie gagnante si et seulement si, pour tout
val € Dy, Q(C A (x = val)) admet une stratégie ga-
gnante et un QCSP JxQC avec x € D, admet une
stratégie gagnante si et seulement si, pour au moins
un val € D, Q(C A (x = val)) admet une stratégie
gagnante.

Les stratégies gagnantes des QCSP complexes sont
aisément accessibles a partir de stratégies gagnantes
des QCSP décomposés correspondants en remplagant
les sous arbres introduits par les symboles proposition-
nels existentiellement quantifiés intermédiaires par des
neeuds feuilles étiquetés par O.

L’algorithme 2 présente la structure d’un algorithme
de recherche quantifié pour un QCSP complexe décom-
posé selon I'application de ’algorithme decn3.
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Algorithme 2 Un algorithme de recherche quantifié
pour solveur de A-QCSP

Entrée: Un QCSP Q¢
Sortie: vraisile QCSP Q¢ admet au moins une stra-
tégie gagnante et faux sinon
C :=decp3(9, 1)
pileRetour Arriere := ()
tant que true faire
selon atteintPointFize(C) faire
cas failure
retour sur le dernier choix existentiel (z,k) de
pileRetour Arriére
si aucune alors retourner faux
sinon ajouter & C la contrainte (z = k)
cas succes
retour sur le dernier choix universel (z,k) de
pile Retour Arriére
si aucune alors retourner vrai
sinon ajouter & C' la contrainte (z = k)
cas branche
sélectionner la variable non instanciée suivante x
pour tout k € D(z) empiler (z,k) dans

pileRetour Arriére
sélectionner le premier choix (x,k) de
pile Retour Arriere
ajouter & C' la contrainte (z = k)
fin selon

fin tant que

3 L’outil coupure

De nos jours les solveurs de contraintes quantifiées
sont basés sur l'utilisation d’une file de contraintes
considérée comme une conjonction de contraintes pri-
mitives. Le cadre QCSP est un cadre puissant pour
représenter des problemes avec adversaires mais ces
problemes sont rarement décrits sous la forme d’une
conjonction n-aire de contraintes primitives. Ces pro-
blemes sont représentés avec des contraintes complexes
incluant des disjonctions et des implications! Pour
traiter un QCSP avec un solveur QCSP moderne, les
problemes doivent étre transformés : les contraintes
complexes sont décomposées grace a un algorithme de
décomposition (cf. la section 2).

Le QCSP Qu L1 - - qx,ﬂ,lxiqmwlmﬂ»l v, Tn
R(z1,...,z;) V G(x1,...,2,) est, par exemple,
décomposé en le QCSP

qz, 21 - QiniQxiH [ S Qx,,,ﬂﬁn
01301302 ... 0, F05 . .. 0;,
(01 VL) A Raec(1, -y i) A Gaee(1, ...y Ty)

avec

1. et des quantificateurs nichés dans les formules mais ceci
est hors de la portée de cet article.



(Rdec(xlv s 7xi)7017 .. -,Om)
= decaa(R(z1,...,2;),1) et
(Gaee(T1, .-y Tp), 07, - . .,0;)

decpa(G(x1,...,2p),1)

Meéme si les deux QCSP sont équivalents, le se-
cond est bien plus complexe a résoudre car de nom-
breuses instances satisfiables sont explorées durant la
recherche. Ces branches sont alors combinées (au ni-
veau des variables universellement quantifiées) pour
construire des stratégies gagnantes. Une propriété de
la logique sous-jacente tres importante pour leffica-
cité est perdue dans un A-solveur : la propriété d’ab-
sorption du T par rapport a la disjonction i.e. si un
argument d’une disjonction n-aire est vrai alors il est
inutile de calculer les autres arguments, la disjonction
est vraie. Si R(z1,...,x;) est vrail pour une instancia-
tion quelconque alors il n’est pas nécessaire de résoudre
Qrip1 Titl - - G, TnG(T1, ..., 2,) poOur cette instancia-
tion mais le A-solveur le fait.

Exemple 1 Le jeu de Nim est un jeu & deuz joueurs
qui se joue avec un tas de pieces ou d’allumettes. Le
but du jeu est d’étre celui qui se saisira de la derniére
allumette. Chaque joueur peut prendre de une a trois
allumettes. Avec la variante de Fibonacct, le minimum
est d’une allumette et le maximum pour le premier
tour est du nombre initial d’allumettes moins une.
Puis chaque joueur peut prendre d’une jusqu’au double
d’allumettes que son adversaire a pris au tour pré-
cédent. Le joueur existentiel débute. Avec un nombre
pair n d’allumettes, le QCSP est le suivant (x; est le
nombre d’allumettes choisies au tour i) : R3(1) = T
(Le joueur existentiel choisit entre 1 et n — 1 allu-
mettes) et pour tout i, 1 < i < %, R3(i) = (x5 <
2% y;_1) N (@i + Bicjci(z; +y;) < n) et pour tout 1,
1<i <3, Ry(i) = (yi < 2%2)AN(Z1<j<i(zj+y;) <n)
(chaque joueur prend d’une jusqu’au double d’allu-
mettes que son adversaire & pris au tour précédent) :
39€1Vy1 s 3"Llnflvynfl
Rg(l) A (Rv(l) — (Rg(?) AN (Rv(Q) —
(o (Re(n—1) = 1))
AVEC T1, Y1y« -y Tn—1,Yn—1 € [L.n —1].
Pour n =4, nous obtenons le QCSP :

31‘1V3/13$2Vy2
(s < 220 A (@1 + 1) < 4)) =
(((w2 £ 2% y1) A (w1 + 91 + 22) < 4))A
(g2 < 2% 22) A (&1 + 31+ 22+ 32) < 1) > 1))
avec x1,y1,%2,y2 € {1,2,3}

=

Le dual du QCSP est le QCSP suivant :

V21 3y1 Voo Jyo
(1 < 2% z1) A ((z1+91) <4)A
(2 <25 y1) A((z1 + 41 + 22) < 4)) —
(((y2 < 2% x2) A (21 +y1 + 22 +12) <4)AT)))
avec x1,y1,%2,y2 € {1,2,3}

FIGURE 1 — Arbre de recherche pour le probléme (pri-
mal) original

FIGURE 2 — Arbre de recherche pour le primal décom-
posé selon la A3-décomposition

F1GURE 3 — Arbre de recherche pour le dual décomposé
selon la, AJ-décomposition

FIGURE 4 — Arbre de recherche pour le dual décomposé
selon la VV-décomposition

Pour Uinstanciation (x1 = 1), (y1 = 1), (xz2 = 1), le
QCSP est réduit a Vya(((y2 < 2)A(y2 <1)) > L) =1
avec yo € {1,2,3} et pour linstanciation (r1 = 1),
(y1 = 1), (x2 = 2) (x de la figure 1), le QCSP est
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FI1GURE 5 — Arbre de recherche pour le QCSP primal
avec coupure

réduit o Yy2(((y2 < 4) A (y2 <0)) — L) =T avec
yo € {1,2,3}.

Pour Uinstanciation (x1 = 1), (11 = 2), (x2 = 1)
(t de la figure 1), le QCSP est réduit o Yy2(((y2 <
2)A(y2 <0)) = L) =T avec y2 € {1,2,3}.

Pour Uinstanciation (x1 = 1), (y1 = 3) (1 de la
figure 1), le QCSP est réduit ¢ JxoVys A = T avec
zo,y2 € {1,2,3} et A = (3 < 2) = (((x2 < 6) A
(22 < ) A (32 < 2 %22) A (@2 + 92) < 0)) = 1))).
Mais en fait, YxoVys A = T avec za,y2 € {1,2,3}. Sous
Uinstanciation partielle x, 1 et I, toutes les branches
sont vraies.

Par construction, la propriété d’absorption de L
par rapport a la conjonction est assurée par un sol-
veur (Q)CSP : si une contrainte est fausse, puisque
la file est une conjonction n-aire, il n’est pas néces-
saire de calculer les autres contraintes et le solveur
revient en arriere. Dans un A-solveur pour QCSP,
la propriété d’absorption de T par rapport a la dis-
jonction n’est plus assurée. Méme si pour une ins-
tanciation quelconque la conjonction de contraintes
decaz(R(x1,...,x;)) est vrai (et donc ((01 Voi) <> T)
est aussi vrai), le A-solveur QCSP tentera de résoudre
le QCSP Gy, Tit1-- -Gz, Tndec(G(21,...,2,)) pour
cette instanciation. En d’autres termes, pour détec-
ter un succes, dans un A-solveur QCSP, toutes les
contraintes doivent étre satisfaites et tant qu’il de-
meure des variables non instanciées ou des contraintes
non résolues, ’algorithme de recherche quantifié 2 ne
peut pas décider.

Exemple 2 La décomposition selon l’algorithme N3-
dec du QCSP de l’exemple 1 est le QCSP suivant :

Ha:NylHa:szgﬂolHoZ
(1 < 2% 21) A (21 +41) < 4)) = o)A
(01 & (((w2 €2 y1) A((z1 + 31 +22) < 4)) Ao2))A

(02 & (g2 < 2% @) A((21 + 91 + 22 +12) <4)) = 1))

avec T1,Yy1,%2,Y2 € {1,2,3}, 01,0, € BOOL

La figure 2 montre U'arbre de recherche pour le
QCSP ci-dessus :
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Sous les instanciations partielles x, T et I, toutes les
branches sont vraies mais la propriété d’absorption du
T par rapport a la disjonction n’est pas appliquée et
les branches ne sont pas élaguées.

La décomposition du dual selon l’algorithme N3-dec
du QCSP de l’exemple 1 est le QCSP suivant :

Vl’lﬂylezﬂyQﬂOlEOQ
(((y1 < 2%xz1) A (1 +y1) <4)) Ao1)A
(01 ¢ (((w2 < 2xy1) A((m1 + 31 + 32) < 4)) = 02))A
(02 > ((y2 < 2x @) A (21 +y1 + 22 +y2) <4))AT))
avec x1,Y1,%2,y2 € {1,2,3}, 01,0, € BOOL

La figure 8 montre Uarbre de recherche pour le
QCSP ci-dessus :

Sous les instanciations partielles x, T et I, toutes les
branches sont fausses et la propriété d’absorption du
L par rapport a la conjonction est appliquée, ainsi les
branches sont élaguées.

De la méme maniere et aussi par construction, la
propriété d’absorption du T par rapport a la disjonc-
tion est aussi assurée par un solveur dual pour un
QCSP basé sur une file considérée comme une dis-
jonction n-aire, mais dans ce cas, c’est la propriété
d’absorption du L par rapport & la conjonction qui
n’est plus assurée. En d’autres termes, pour détecter
un échec, dans un solveur dual pour QCSP, toutes les
contraintes doivent étre violées et tant qu’il demeure
des variables non instanciées ou des contraintes non
violées, 'algorithme de recherche quantifié 2 ne peut
pas décider.

Exemple 3 La décomposition VV du dual du QCSP
de exemple 1 est le QCSP suivant :

V$13y1Vx23y2V01V02
(g < 2% 1) A((@1+31) <4)) AoV
(01 < ((=(z2 2% y1) V(21 +y1 +22) < 4)) Vor))V
(02 < (((y2 < 2* @) A((z1 +y1 + 22 +92) <4))AT))
avec x1, Y1, T2, Y2 € {1,2,3},01,02 € BOOL

Le figure 4 montre l’arbre de recherche du QCSP
ci-dessus.

Sous les instanciations partielles %, T et I, toutes les
branches sont fausses mais la propriété d’absorption
de L par rapport a la conjonction n’est pas appliquée
et les branches ne sont pas élaguées.

Quand toutes les branches du sous-arbre du dual
sont fausses, nous pouvons en toute sécurité élaguer
ces branches dans le probleme primal car elles cor-
respondent a des branches succes. Dans le but d’éla-
guer ces branches, nous introduisons un outil, la « cou-
pure », avec la sémantique suivante :

Définition 1 L’outil coupure est défini, pour un en-
semble de contraintes S et une contrainte e comme



coupure(S,e) : si 7(N.cgc — e) est vrai alors le
QCSP courant est résolu.

L’outil coupure est un outil sous la responsabilité du
concepteur du QCSP puisque si la coupure est vraie il
est attendu que I’ensemble des branches du QCSP cou-
rant soient vraies sans la moindre vérification. L’outil
coupure est inutile pour les CSPs puisque les solveurs
CSP arrétent au premier succes.

Exemple 4 Nous ajoutons au AI-QCSP de
lexemple 2 les deux nouvelles coupures :

coupure({}, (y1 <2+ 1) A ((z1 +31) < 4)))

coupure( {(y1 <2* 1), ((z1 +y1) <4), (22 < 2xy1),
(1 +y1 +22) < 4)},

((y2 <25 x2) A ((m1 + Y1 + 22 + y2) < 4)))

La premiére coupure éte le sous-arbre sous 1 (cf.
figure 2) :

[21 < lyr < 3](=((y1 < 2xx1) A((21 +91) <4)))

est vrai. La seconde coupure éte les sous-arbres sous
x et T (cf. figure 2) : Soit S = (y1 <2xx1) A
(x1+y1) <4 A (22 <2xy1) A (21 +y1 +22) < 4)
ete=((y2 <2xx2) A((T1 + 91 + 22 +y2) <4)).

(*) [z1 < 1)[y1 « 1z < 2]|(S) est vrai et [z1 +
1[yr + L[z « 2](e) est faur puisque yo > 0
donc [z1 + 1)[y1 < 1][ze <+ 2](=(S — e€)) est
urat.

(1) [r1 < 1y1 < 2][z2 < 1)(S) est vrai et [x1 <
1yr « 2][xz2 < 1](e) est faux puisque y2 > 0
done [x1 < 1][y1 < 2][z2 < 1](=(S — €)) est
vrat.

Dans tous les cas, o(—=(S — e€)) est vrai pour une ins-
tanciation o signifie que le joueur universel essaye de
tricher pour continuer & joueur (et donc perd auto-
matiquement). La figure 5 montre l’arbre de recherche
pour le AN3- QCSP augmenté de ces deux nouvelles
contraintes. Le nombre de branches est de 4 au lieu
de 10 pour larbre de recherche du QCSP primal (cf.
figure 2) ce qui est un gain important.

Tout jeu fini & deux joueurs peut étre représenté
comme un QCSP complexe :

Q¢ = 33:1Vy1 e Hacn_1Vyn_13xn
R3(z1) A (Ry(z1,91) —

( (Ra(l’l,yl,...,l‘n_l)/\
(Ry(®1, Y15+ -+ Tne1y Yn—1) —
(Rﬂ(xlvyh sy Tn—1, ynfhxn)/\
Vc(mla Yt - 7$n717yn717xn)) ) .- ))

Les variables 1 € Dg,y1 € Dy,,...,Tn-1 €
D, ., Yyn—1 € Dy, _,,x, € D, représentent les mou-
vements, n le nombre de tours, Ra(z1,y1,...,2;) les

regles & respecter pour le joueur existentiel au tour 7,
Ry(x1,y1,--.,Ti—1,Yyi) les régles pour le joueur uni-
versel au tour i et VC(z1,y1,...,%,) les conditions de
victoire pour le joueur existentiel. Le joueur existen-
tiel gagne si le QCSP est vrai, sinon, c’est le joueur
qui gagne. Un joueur gagne immédiatement si son ad-
versaire triche.

Le théoreme suivant exprime qu’avec I’outil coupure,
le A-solveur pour le QCSP obtenu par une décompo-
sition selon l'algorithme decp3 calcule les mémes stra-
tégies gagnantes que le A-solveur pour QCSP sans la
coupure mais qu’avec 1’outil de coupure le A-solveur
pour QCSP calcule le méme arbre de recherche que
pour le QCSP complexe (qui est bien plus petit que
I’arbre de recherche pour le QCSP basé sur une dé-
composition selon 1'algorithme decn3).

Théoreme 1 Soit Q¢ le QCSP complexe suivant spé-
cifiant un jeu a deux joueurs :

Q¢ = 31’1Vy1 cee 3(E'nflvynflaxn
Ra(x1) A (Ry(z1,51) =
( (Rg(ml,yl,...,xn,l)/\
(RV(xlvylv BN 'rnfhynfl) —
(R3(x1,Y1, -+ Tne1, Yn—1, Tn)A
VC(r1,y1y- s Tna1,Yn-1,%n))))--.))

avec £1 € Dy ,y1 € Dy,,..
Dy, . xn € Dyg,.
Soit (Q3,A) = decp3(¢, 1) et l’ensemble
Y = {coupure({Ra(x1),...,Ra(x1,y1,. -, Yi—1,2i)}
U{RV(-rlayl)a"'7RV($1ay17-~-7-T7,'711yi71)}7
Ry(21,91,. - ¥i-1,%5,y:) ) | 1<i<n}

de coupures (avec Ry(x1,y1,...,Yi—1,%i,Y;) = L). Les
propositions suivantes sont vérifiées :

— Soit s une stratégie pour QQ3. s est une stratégie
gagnante pour QQ3A si et seulement si s est une
stratégie gagnante pour QQ3(A NX).

— Soit T un arbre de recherche pour Q. T est un
arbre de recheche de Q¢ si et seulement si T est
un arbre de recherche pour QQ3(ANY).

<y Tp—1 € Dznfmyn—l S

Le théoreme présenté ci-dessus est une application
de loutil coupure pour un QCSP spécifiant un jeu a
deux joueurs. Mais cet outil peut étre utilisé pour n’im-
porte quelle expression logique qui assure le succes du
QCSP lorsqu’elle devient vraie. Le principal avantage
de cet outil est qu’il peut étre utilisé dans n’importe
quel solveur du moment méme ot ’on peut décrire ses
propres propagateurs. D’un autre coté, la responsabi-
lité de sa juste utilisation incombe au concepteur du
QCSP. Dans [5], les auteurs décrivent une approche
permettant de restituer I’absorption de la contrainte
ou. Cette approche a le méme impact que 'outil cou-
pure pour le traitement de la contrainte ou mais il né-
cessite la modification profonde du cceur du solveur.
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En effet, il est nécessaire de représenter les liens entre
les contraintes primitives sous forme d’arbre mais aussi
de modifier les mécanismes internes permettant de dé-
cider si une contrainte doit étre propagée au non. Cette
approche est en contradiction avec I’hypothese initiale
de cet article qui veut que nous ne touchions pas au
cceur du solveur. De plus l'outil coupure n’est pas res-
treint au traitement de la contrainte ou mais peut étre
utilisé pour des contraintes plus complexes.

4 Discussion

Pour étudier l'impact de loutil coupure sur la
résolution d’instances QCSP, nous avons développé
QuaCode un solveur QCSP construit au-dessus de
GeCode?. Ainsi, toute contrainte présente dans
GeCode est disponible dans QuaCode. QuaCode im-
plémente ’algorithme 2 pour chercher une stratégie
gagnante. Méme si cet algorithme est complet et per-
met de résoudre toute instance QCSP, il instancie
inutilement certaines variables universelles augmen-
tant considérablement le temps de résolution. Pre-
nons l'exemple suivant : JzIyVz(y + 2 < x) avec
x,y,z € {0,1,2}.

En utilisant I’algorithme 2 nous obtenons I'arbre de
recherche de la figure 6. Cet arbre peut facilement étre
réduit. En effet, si z est instancié a 0 ou 1, la propaga-
tion permet de contracter le domaine de z en retirant
2. Or z est une variable universelle, cela conduit donc
a un échec. L’algorithme 2 ne détecte pas cet échec des
que z est instancié a 0 ou 1, mais doit attendre que
toutes les variables de la branche soient instanciées.

FIGURE 6 — Arbre de recherche obtenu avec 'algo-
rithme 2

FIGURE 7 — Arbre de recherche optimisé.

2. http://www.gecode.org
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Il y a deux raisons permettant a un solveur CSP
de retirer une valeur d’'un domaine d’une variable :
soit durant I’étape de propagation suite a la contrac-
tion d’'un domaine par une contrainte, soit lors de
I’étape de branchement par instanciation d’une va-
riable. Dans un QCSP, I'instanciation d’une variable
est réalisé de la méme maniere que dans un CSP (le
domaine de la variable choisie est réduit). Cela n’est
pas vrai pour la contraction d'un domaine pendant la
phase de propagation. En effet, méme si la contrac-
tion d’une variable existentielle s’effectue de la méme
maniere, toute contraction d’'une variable universelle
doit conduire a un échec de la branche courante de
I’arbre de recherche. En surveillant les variables quan-
tifiées universellement, il est possible de détecter ces
échecs des qu'une variable universelle est contractée.
L’arbre de recherche correspondant sera donc plus pe-
tit comme le montre la figure 7.

Pour implémenter ce mécanisme de surveillance
dans QuaCode sans changer le coeur de la bibliotheque
GeCode, nous avons développé une contrainte de sur-
veillance. Cette contrainte surveille toute modification
du domaine d’une variable survenant pendant la phase
de propagation. Pour implémenter une telle contrainte,
nous avons besoin d’une variable existentielle supplé-
mentaire ., insérée, dans le lieur, juste apres la va-
riable universelle zy & surveiller. Une contrainte de sur-
veillance est définie comme suit :

watch(xy, Tayz) =
si D(xy) = D(Z4y,) ne rien faire
si D(xy) C D(Zqu.) échec
sinon D(zv) < D(Zauz)

Il est donc nécessaire de poster autant de contraintes
de surveillance qu’il y a de variables universelles dans
le probleme. Les variables x,,, ne peuvent pas étre
modifiées lors de la phase de propagation car elles n’ap-
paraissent pas dans les contraintes du probleme (sauf
dans la contrainte de surveillance). Ce n’est que lors
d’un branchement qu’'une variable x4, peut étre mo-
difiée. La variable xy associée sera mise a jour lors de
I’étape de propagation qui suivra. Si zy est est modifié
durant la phase de propagation, alors la contrainte de
surveillance provoque un échec. Les variables supplé-
mentaires ajoutées n’augmentent pas la taille de 1'es-
pace de recherche. En effet, I’algorithme de recherche
ne voit que les variables x4, et non les variables ini-
tiales du probleme, la taille de ’espace de recherche
reste inchangé.

5 Expérimentations

5.1 Comparaison de QuaCode avec I'état de I'art

Pour comparer QuaCode avec les principaux sol-
veurs QCSP de I’état de ’art, nous avons utilisé deux



problemes classiques : le probleme du boulanger et le
jeu MatrixGame. Nous avons réalisé nos expérimenta-
tions sur un ordinateur sous Linux équipé d'un Intel i5
a 1.8GHz et 4GB de RAM. Le temps maximum pour
la résolution d’une instance est fixé a une heure.

Le probleme du boulanger consiste a aider un
boulanger souhaitant acquérir quatre poids distincts a
choisir dans l'intervalle {1,...,40} kg, lui permettant
de peser n’importe quelle quantité entiere de farine
dans lintervalle {1,...,40} kg en utilisant une ba-
lance de Roberval. Pour la pesée, chaque poids peut
étre placé de n’importe quel coté de la balance ou
ne pas étre utilisé. Ce probleme peut modélisé par le
QCSP  suivant sachant que wy,wo, w3, wy, f €
{1,...,40}, c1,ca,c3,¢4 € {-1,0,1}, alors
E|w1ElnglngIw4Vf361302303304(221:1 w;.c; = f)

Le probleme du boulanger admet une unique stra-
tégie gagnante {1,3,9,27} (modulo les permutations
des variables w;). La premiere stratégie gagnante est
trouvée rapidement quelque soit le solveur. Nous avons
donc construit trois instances plus difficiles a résoudre
en éliminant les premieres stratégies gagnantes. L’ins-
tance Baker; correspond a l'instance initiale. L’ins-
tance Bakers empéche le solveur de trouver une stra-
tégie gagnante ol wy; = 1, ainsi, la premiere straté-
gie gagnante sera {3,1,9,27}. L’instance Bakerg est
construite de sorte que la premiere stratégie gagnante
soit {9,1,3,27}. Sur ce probléme, nous comparons
QuaCode et Queso?, un solveur QCSP en Java écrit
par P. Nightingale. Queso n’est plus maintenu, mais
son code source est toujours disponible sur le site
de l'auteur. Les résultats de la figure 8(a) montrent
que QuaCode trouve la premiere stratégie gagnante
plus rapidement que Queso quelque soit 'instance. Sur
I'instance Bakerg, QuaCode est cing fois plus rapide
que Queso. Cela illustre que méme si QuaCode n’est
pas un solveur QCSP construit de zéro, les contraintes
de GeCode, les contraintes de surveillance des va-
riables universelles ainsi qu’un algorithme de recherche
quantifié simple sont suffisant pour rivaliser avec un
solveur ad’hoc.

Le jeu MatrixGame est un jeu a deux joueurs de
d tours. Il est joué sur une matrice de 0/1 de taille 2.
A chaque tour, le 3-joueur coupe horizontalement la
matrice en deux et décide si il faut conserver la par-
tie haute ou basse. Puis, le V-joueur coupe la matrice
verticalement et décide si il faut conserver la partie
gauche ou droite. Le 3-joueur gagne si la derniere case
contient 1.

Le jeu MatrixGame peut aussi étre modélisé par un
QCSP. Pour ce probleme, nous comparons QuaCode
avec Qecode?, un solveur QCSP/QCSP+ également

3. http://pn.host.cs.st-andrews.ac.uk/
4. http://www.univ-orleans.fr/lifo/software/qecode/

basé sur GeCode. Pour résoudre un QCSP+, Qecode
construit une succession de CSPs ou toutes les va-
riables sont quantifiées existentiellement. L’algorithme
de recherche de solution de GeCode est appelé pour
résoudre chaque CSP et les résultats sont récupérés
et analysés par Qecode. Qecode connecte ensuite tous
les résultats pour résoudre le QCSP+. Bien que le jeu
MatrixGame soit souvent modélisé par un QCSP+, il
n’y a aucune regle a vérifier entre chaque tour de jeu.
Les contraintes dépendent de toutes les variables du
probléme, et donc aucune des spécificités des QCSP+
n’est nécessaire pour ce probleme. Il peut donc étre
parfaitement modélisé par un QCSP. Le jeu Matrix-
Game est fourni avec Qecode mais pas avec Queso,
nous n’avons donc pas retenu ce dernier pour cette
expérience.

-104
T T
= —eo— QuaCode
%5 6L - o= Queso
= 7
1<)
o
< ’
o 20 / B
o
w0
[=¥
= ool i
1 1 1
Baker Bakers Bakerg
Instance du probleme
(a) Probléme du boulanger
1 6 Jf T T T .|
— 0 E N —e— QuaCode |
5 108 B /) -»- Qecode [
8 . N
= 10* £ El
El |
ERSS E
5 E J El
s [ ¥ ]
g2k :
Ewf S/ .
S ]
10() L L L L L L [
2 4 6 8 10 12 14

Profondeur du jeu

(b) MatrixGame

FIGURE 8 — Temps de calculs.

La figure 8(b) compare les temps de calcul de
QuaCode et Qecode sur le jeu MatrixGame. Nous ob-
servons que QuaCode est systématiquement plus ra-
pide que Qecode. Lorsque la profondeur du jeu dépasse
7, la différence dépasse le facteur mille. Comme les
deux solveurs sont basés sur GeCode, le gain d’effica-
cité s’explique par l'utilisation des contraintes de sur-
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veillance des variables universelles. En effet, Qecode
construit plusieurs problemes relachés ou les quan-
tificateur universels sont remplacés par des existen-
tiels. Pendant la résolution d’un des problemes rela-
chés, le solveur agit comme une boite noire sans au-
cune connaissance des quantificateurs originaux. Le
solveur n’est donc pas capable de détecter rapidement
les échecs diis aux variables universelles et doit ex-
plorer tout le sous-arbre de recherche pour conclure a
un échec. Au contraire, QuaCode coupe ces branches
au plus t6t grace aux contraintes de surveillance. Plus
I'instance est grosse, plus le gain sera important car le
sous-arbre évité sera plus important.

Les résultats expérimentaux sur ces deux problemes
montrent 'efficacité de QuaCode. Pourvu d’un sol-
veur QCSP performant, nous allons maintenant pou-
voir étudier 'outil coupure (voir section 3) afin de va-
lider son utilité.

5.2 L’impact de I'outil coupure dans QuaCode

Nous allons maintenant montrer 'intérét de 'outil
coupure lors de la résolution d’'un QCSP. Nous com-
parons QuaCode avec et sans coupure pour tester son
efficacité. Lorsque les informations sont disponibles,
nous comparons également QuaCode avec Qecode, le
solveur QCSP+. Pour ces expérimentations, nous al-
lons utiliser la variante Fibonacci du jeu de Nim (voir
exemple 1) fournie avec Qecode.

Lors de la comparaison de QuaCode avec et sans
coupure, nous observons que le nombre d’échecs dé-
tectés pendant la recherche reste identique. En effet,
Poutil coupure n’est utile que pour couper plus tot les
branches satisfiables de I’arbre de recherche, il n’amé-
liore pas la détection des échecs.

L’outil coupure évite de parcourir des branches ga-
ranties d’étre satisfiables de l'arbre de recherche. Le
nombre de noeuds explorés ainsi que le nombre de
propagations est donc moindre comme le montre la fi-
gure 10. Cette information n’étant pas disponible pour
Qecode, nous comparons uniquement QuaCode avec
et sans coupure. Nous observons qu’au dela de 9 allu-
mettes, le nombre de propagations de QuaCode sans
coupure est significativement plus grand que celui de
QuaCode avec coupure. La figure 9 montre le nombre
noeuds explorés pendant la recherche. Notons que ce
nombre de noeuds ne correspond pas exactement au
nombre de noeuds du véritable arbre de recherche en
raison de la fagcon dont GeCode calcule cette informa-
tion durant le backtrack. Nous avons légerement modi-
fié Qecode pour qu’il affiche cette information et ainsi
I'inclure dans notre étude. Qecode et QuaCode avec
coupure sont tous les deux plus rapides que QuaCode
sans coupure. En effet, Qecode est congu pour trai-
ter plus efficacement les QCSP+ et éviter de parcourir
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les branches évidentes conduisant obligatoirement & un
succes. Les résultats de Qecode et QuaCode avec cou-
pure suivent le méme schéma. Cependant, QuaCode
nécessite toujours moins de noeuds que Qecode. Sur
la derniere instance, Qecode requiert deux fois plus de
noeuds que QuaCode pour résoudre le probleme.
L’utilisation de 1'outil coupure peut conduire a un
gain exponentiel du nombre de noeuds et de propaga-
tions. Cela se répercute immédiatement sur les temps
de calculs. Des que le nombre d’allumettes dépasse
15, le temps de résolution pour QuaCode sans cou-
pure dépasse une heure alors qu’il reste sous une se-
conde pour QuaCode avec coupure (voir figure 11). En-
fin, QuaCode est plus rapide que Qecode quelque soit
I'instance NimFibo utilisée. Sur les derniéres instances,
il est deux fois plus rapide que Qecode. QuaCode et
Qecode sont tous les deux basés sur GeCode, ils uti-
lisent donc les mémes propagateurs. Cependant, dans
Qecode, la résolution des CSPs est laissée a GeCode
et aucune connaissance provenant de la quantifica-
tion des variables n’est utilisée pendant cette étape.
QuaCode surveille les variables universelles (voir sec-
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tion 4) pour détecter au plus t6t certains échecs. Ces
échecs ne sont pas décelables lorsque les quantifica-
teurs sont existentiels, il est donc impossible & Qecode
de les trouver lors de la résolution des sous-problemes.

Le cadre QCSP+ est utile pour modéliser un jeu a
deux joueurs a horizon fini. Nous avons montré qu’uti-
liser un solveur dédié aux QCSP+ n’est pas la seule
fagon de résoudre efficacement ces problémes. En ef-
fet, nos expérimentations illustrent bien 'impact de
Ioutil coupure. Un de ses intéréts est d’adapter facile-
ment un solveur QCSP afin de résoudre efficacement
des problemes QCSP+.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté 'outil coupure,
un outil utilisé pour éviter de parcourir des branches
de larbre de recherche ou le succes est garanti. Cet
outil est sous la responsabilité de 1'utilisateur qui doit
utiliser sa connaissance du probleme pour ajouter les
coupures lors de la modélisation. Nous avons montré
qu’ajouter cette connaissance dans QuaCode un sol-
veur QCSP construit au dessus de GeCode améliore
significativement la recherche d’une stratégie gagnante
en évitant de parcourir certaines branches de ’arbre
de recherche. Pour le cas des QCSP+, certaines cou-
pures peuvent étre ajoutées automatiquement car elles
ne dépendent que des opérateurs liés aux tours de jeux
du V-joueur.

Nous avons prouvé qu’une coupure dans le probleme
primal correspond a une branche échouée du dual.
Ainsi, la connaissance sur le dual d’un probleme peut-
étre injectée sous forme de coupures dans le primal.
Résoudre le dual d’un probleme est aussi difficile que
de résoudre le primal. Ainsi, méme si les coupures pou-
vaient étre calculées automatiquement par analyse de
la résolution du primal, le temps passé ne serait pas

rentabilisé. En conséquence, fournir 1'outil de coupure
permettant a l'utilisateur d’ajouter lui méme ces in-
formations peut s’avérer étre tres utile.

En prolongement de ce travail, nous prévoyons
d’étudier les goods trouvés pendant la résolution afin
de générer automatiquement des coupures. L’appren-
tissage des mogoods a montré son efficacité pour ré-
soudre des CSPs, nous pensons que 'apprentissage des
goods pourrait de maniere symétrique améliorer la re-
cherche d’une stratégie gagnante dans un QCSP. Nous
sommes également intéressés par d’autres facons de gé-
nérer des coupes a faible colit comme par exemple en
analysant la formule du probleme initial a la décou-
verte de disjonctions.
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Résumé

La Théorie des Jeux étudie des situations dans
lesquelles de multiples agents ayant des objectifs en
conflits recherchent une décision collectivement satis-
faisante. La question d'une représentation compacte des
utilités des agents est d’'une importance cruciale car la
représentation classique d'un jeu a n joueurs est la don-
née d'une matrice a n dimensions pour chaque joueur, ce
qui est de taille exponentielle. Dans cet article, nous étu-
dions le cadre des Jeux avec Contraintes, ou Constraint
Games, dans lesquels les utilités sont représentées par des
CSP. La Programmation par Contraintes permet de don-
ner un modele compact et élégant a de nombreux jeux.
Nous distinguons deux types de Constraint Games : les
jeux de satisfaction et les jeux d'optimisation. De plus,
en ajoutant des contraintes dures, il est possible d’'inter-
dire certaines situations globales. Dans cet article, nous
étudions une technique de recherche compléte et nous
montrons que notre solveur utilisant la représentation
compacte des Constraint Games se compare favorable-
ment au solveur classique Gambit.

Introduction

La Théorie des Jeux connait un immense succes pour
la modélisation de l'interaction entre multiples agents
[21, 20]. Dans un jeu stratégique, chaque joueur doit
choisir une action parmi un ensemble d’actions possi-
bles et recoit une récompense dont la valeur dépend
aussi des actions choisies par les autres joueurs. Un
des concepts de solution les plus connus est celui de
Uéquilibre de Nash en stratégies pures (PNE) dans
lequel aucun joueur n’est en mesure d’améliorer son
utilité en ne changeant que ses propres actions. Il y a
de nombreux concepts de solution [24] mais les PNE
ont 'avantage de préciser un choix de fagon détermin-
iste pour les joueurs. En effet, les PNE pour les jeux
sont I'analogue des solutions dans les Constraint Sat-
isfaction Problems (CSP) : certains jeux n’ont pas de
PNE, certains PNE peuvent étre préférés a d’autres.
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Ils sont néanmoins un outil fondamental pour 1’étude
des jeux.

La représentation de base d'un jeu est donnée par une
multimatrice appelée forme nmormale dont la taille est
exponentielle dans le nombre de joueurs. La taille in-
traitable de cette représentation est une sévere limita-
tion pour une utilisation large de modeles basés sur les
jeux. Ceci a motivé plusieurs travaux sur les représen-
tations compactes. Certaines sont basées sur une lim-
itation des interactions entre joueurs, comme les jeux
graphiques [18] ou les jeux graphe-action [17] tandis
que d’autres sont basées sur des restrictions de langage
comme les Boolean Games [14, 9, 3] ou les Constraint
Games [22].

Ici nous étudions les Constraint Games dans lesquels
les utilités sont représentées par des CSP ou des Con-
straint Optimization Problems (COP). Les Constraint
Games possedent un langage de modélisation tres riche
permettant de représenter les buts des joueurs. En par-
ticulier, ils permettent de représenter de fagcon com-
pacte la plupart des jeux classiques tels que les jeux de
congestion [26], les jeux de réseaux [5], les problemes
d’ordonnancement stratégiques [28], et bien d’autres.
De plus, il est facile d’exprimer des contraintes dures
partagées par tous les joueurs [25] permettant de lim-
iter I’ensemble des stratégies conjointes possibles et
ainsi d’exclure des équilibres irréalistes.

En dépit du grand intérét consistant a modéliser 1'in-
teraction stratégique multi-agents, il est tres difficile
de trouver un solveur retournant les PNE. A notre
connaissance, il n’y a que le solveur Gambit [19],
qui est considéré comme 1’état de l'art. Toutefois,
des transformations logiques non-compactes ont été
étudiées [8, 12], ainsi que les ASP [7]. Pour les Boolean
Games, une technique a été proposée pour les jeux a
graphe d’interaction acyclique [2] ou en utilisant des
techniques de marchandage [10]. Pour les Constraint
Games, seul un solveur basé sur la recherche locale a
été proposé [22]. Sans surprise, il permet de résoudre



de treés grands jeux mais au prix de 'incomplétude.
Cette situation est due en grande partie de la com-
plexité de la recherche d’'un PNE [13, 3].

Peu d’autres travaux mélangent jeux et Programma-
tion par Contraintes. Dans [4], il est proposé de trouver
un équilibre de Nash en stratégies mixte en utilisant
les contraintes continues. D’autres cadres ont pour
but de résoudre un probleme combinatoire a 'aide de
plusieurs agents, soit en attribuant les variables aux
joueurs comme dans les DCOP [11] ou en laissant les
agents choisir leurs variables a tour de role comme
dans Game-SAT [29] ou Adversarial CSP [6].

Dans cet article, nous prouvons que les Constraint
Games sont ¥5-complets comme les Boolean Games
et nous nous intéressons au probleme de la recherche
exhaustive de tous les PNE d’un jeu donné. Bien que
la recherche d’un seul équilibre soit déja un probleme
intéressant en soi, les trouver tous est une base qui per-
mettra d’aller vers la recherche d’équilibres satisfaisant
des conditions particulieres. Par exemple, la correction
de la recherche des équilibres de Nash Pareto-efficaces
est directement conséquence de la complétude de la
recherche des PNE. Nous avons implanté notre algo-
rithme dans le solveur ConGa. Ce solveur est basé sur
un calcul accéléré des équilibres basé sur une condition
que nous appelons consistance de Nash et une détec-
tion incomplete mais paresseuse de certains états tou-
jours dominés (Never Best Responses, ou NBR). Nous
démontrons l'efficacité de notre approche sur des jeux
de la suite Gamut [23] ainsi que sur des applications
réalistes.

Constraint Games

Soit V' un ensemble de variables et D = (Dg)zev
la famille de leurs domaines (finis). Pour W C V|
nous notons DY D'ensemble des n-uplets sur W, soit
Izew D,. La projection d’un n-uplet (ou d’un en-
semble de n-uplets) sur une variable (ou un ensem-
ble de variables) est notée | : pour t € DV, t|, = t,
tlw = (tz)zew et pour E C DV, E|yw = {t|w | t € E}.
Pour W,U C V, la jointure de A € D" et B C DY
est AXM B ={te DV |ty € A A tly € B}.
Quand W N U = (), nous notons la jointure des n-
uplets t € DV et w € DY par (t,u). Une con-
straint ¢ = (W, T) est un couple composé d’un sous-
ensemble W = var(c) C V de variables et une relation
T = sol(c) € DV (appelée solutions). Un Constraint
Satisfaction Problems (CSP) est un ensemble de con-
traintes. Nous notons sol(C') = M.co sol(c) 'ensem-
ble de ses solutions. Afin de simplifier I’exposition,
nous identifions sol(C') avec son extension cylindrique
a toutes les variables de V' (c.a.d avec n’importe quelle
combinaisons de valeurs pour les variables qui n’appa-

raissent pas dans C).

Soit P un ensemble de n joueurs et V' un ensemble fini
de variables. L’ensemble des variables est partitionné
entre les variables contrélées V., = UiGP V; ou V; est
le sous-ensemble de variables contrdlées par le joueur
i, et Vg est 'ensemble des variables non-contrélées ou
existentielles (Vg =V \ V).

Definition 1 (Constraint Satisfaction Game)
Un Constraint Satisfaction Game (ou CSG) est un
4-uplet (P,V,D,G) ou P est un ensemble fini de
joueurs, V est un ensemble fini de wvariables com-
posé dune famille d’ensembles disjoints (V;) pour
chaque joueur ¢ € P et un ensemble Vg de variables
existentielles disjoint des wvariables des joueurs,
D = (Dx)xev est la famille de leurs domaines et
G = (G;)iep est une famille de CSP sur V.

Le CSP G| est appelé le but du joueur 7. Dans un CSG,
tandis que le joueur i ne controle que ses variables V;,
sa satisfaction dépend aussi des variables controlées
par les autres joueurs. Dans la plupart des cas, les
variables existentielles sont utilisées pour des calculs
et sont dépendantes fonctionnellement des variables
de décision, mais ceci n’a bien sir pas de caractere
obligatoire.

Une stratégie pour le joueur i est une affectation
de ses variables controlées V;. Un profil de stratégies
s = (8i)iep est la donnée d’une stratégie pour chaque
joueur.

Definition 2 (Stratégie gagnante) Un profil de
stratégies s est gagnant pour i s’il satisfait le but de i :
s € s0l(G;).

Un CSG peut étre interprété comme un jeu au sens
classique avec une utilité booléenne dont la valeur vaut
1 quand le but du joueur est satisfait et 0 sinon.
Nous notons s_; la projection de s sur V_; = V' \ V.
Pour un profil de stratégies s, un joueur i a une dévi-
ation bénéfique si s & sol(G;) et Is, € D" tel que
(si,s—;) € so0l(G;). Une déviation bénéfique corre-
spond au fait qu'un joueur va tenter de modifier son
affectation des variables qu’il contréle s’il pense pou-
voir obtenir une meilleure utilité. Un n-uplet s est une
meilleure réponse pour le joueur i si ce joueur n’est
pas en mesure de trouver une déviation bénéfique.
Nous pouvons maintenant définir la notion de solu-
tion d’'un CSG par un équilibre de Nash en stratégies
pures (PNE) :

Definition 3 (PNE)  Un profil de stratégies s est
un Equilibre de Nash en Stratégies Pures (ou PNE)
d’un CSG C si et seulement si aucun joueur n'a de
déviation bénéfique. Ou, ce qui revient au méme, Si s
est une meilleure réponse pour tous les joueurs.

154



Theorem 1 Les CSG sont ¥5-complets.

Proof 1 La preuve est similaire & la preuve de 35-
complétude des jeux booléens [3].

Les buts des joueurs peuvent étre considérés comme
des contraintes molles ou des préférences car il est pos-
sible que le but d’un joueur ne soit pas satisfait dans
un PNE si ce joueur ne peut de toutes fagon pas le
satisfaire. Au pire tous les joueurs peuvent étre dans
ce cas. Mais il peut arriver que certaines regles inter-
disent certaines situations de se produire. Il est donc
naturel de rejeter ces profils de stratégies en posant des
contraintes dures partagées par ’ensemble des joueurs
[25]. I est facile de représenter ces contraintes dans les
CSG en ajoutant simplement un CSP global au prob-
leme :

Definition 4 (CSG avec Contraintes Dures)
Un Constraint Satisfaction Game avec Contraintes
Dures (ou CSG-HC) est un 5-uplet (P,V,D,C,G) ot
(P,V,D,G) est un CSG et C est un CSP sur V.

Il est donc utile de distinguer un profil de stratégies qui
ne satisfait le but d’aucun joueur d’un profil qui ne sat-
isfait pas les contraintes dures. Le premier peut étre un
PNE tandis que le second non. Les contraintes dures
améliorent Pexpressivité des CSG (sans en changer la
complexité).

En ajoutant un critéere d’optimisation, il est possible
de représenter les jeux classiques. Un Constraint Opti-
mization Game (ou COG) est une extension des CSG
dans laquelle chaque joueur tente d’optimiser un ob-
jectif. Pour cela, on donne un critere d’optimisation
pour chaque joueur ¢ de la forme min(z) ou max(x)
ol x € V est une variable devant étre optimisée par le
joueur q.

Definition 5 (Constraint Optimization Game)
Un Constraint Optimization Game (ou COG) est
un S-uplet (P,V,D,G,opt) ot (P,V,D,G) est un
CSG et opt = (opt;)icp est une famille de critéres
d’optimisation pour chaque joueur de la forme min(z)
ou max(zx) otz € V.

Une stratégie gagnante pour le joueur i est toujours
un profil qui satisfait G;. Toutefois, la notion de dévia-
tion bénéfique doit étre adaptée. On note <,p, ’ordre
(partiel) sur les profils de stratégies tel que s <gpt, 8’
st s_; =5, et s|, < 'l quand opt; = min(x) (resp.
sz > 8’|z quand opt; = max(z)). Pour un profil s, un
joueur i a une déviation bénéfique si Is, € DVi tel que
s’ = (s},5_;) € s0l(G;) et s’ <,p, 5. Avec cette adap-
tation, la notion de solution est la méme que pour les
CSG. De plus, les COG peuvent étre étendus avec des
contraintes dures de la méme fagon que les CSG, ce
qui donne les COG-HC.
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Exemples de Constraint Games

Dans cette section, nous montrons que des jeux com-
plexes peuvent étre facilement exprimés avec les Con-
straint Games.

Example 1 (Location Game) Dans cet exemple
inspiré par [15], n vendeurs de glaces P = {1,2,..,n}
désirent choisir un emplacement numéroté de 1 a m
pour installer leur stand dans une rue. Chaque vendeur
i a fixé le priz d’une glace a p; et on suppose qu’il y
a un client a chaque emplacement. Il est impossible
pour deux vendeurs de choisir le méme emplacement.
Les clients choisissent leur vendeur en minimisant la
somme de la distance entre leur maison et le vendeur
le plus proche et le priz de la glace.
Nous avons besoin des variables existentielles suiv-
antes (dont la valeur est déterminée fonctionnellement
par Uemplacement l; choisi par le vendeur i) :
— costy. : définit le cout que le client ¢ doit payer s’il
choisit le vendeur i.
— mine : définit le coiut minimal que le client ¢ doit
payer pour sa glace.
— choice;. : variable booléenne qui vaut 1 si le client ¢
choisit le vendeur i.
benefit; : définit le bénéfice du vendeur i.
The Location Game (LG) can be easily modelled by a
COG-HC in which each seller wants to mazimize her
profit :
-P={1,...,n}
-vieP,V,={l;}
-YieP,D(;)={1,...,m}
— les contraintes dures C' sont les suivantes :
— les wvendeurs occupent des emplacements dif-
férents : all_different(ly, s, ...,1y)
- Vi € P,Ve € [1.m], costic = |c — ;]| + p;
- Ve € [1..m], min. = min(costic, . ..,costy)
- Ve € [1..m], (min. =cost;.) < (choice;e = 1). On
utilise une implication et non une équivalence car
il peut arriver qu’un client obtienne le méme prix
de deux vendeurs. La contrainte de somme suiv-
ante assurera qu’un client n’ira que chez un seul
vendeur.
- Ve e [1.m], > cpchoice. = 1
-Vi € P, G; contient la contrainte suivante
benefit; = p;. Zce[l..m] choice;..
-VYi € P, le critere d’optimisation est Opt; =
max(benefit;)
Une caractéristique intéressante de cet eremple est
qu’il utilise une contrainte globale (ici all_different ).
Cela montre l'intérét des contraintes dures dans la
modélisation de jeur réalistes. Il est possible de trans-
former ce probléme en un CSG en fizant un profit
minimal mp; pour chaque joueur i et en ajoutant la
contrainte que le joueur i est satisfait si son bénéfice



dépasse mp; : on ajoute ; > mp; to G; a la place de
la condition d’optimisation. Dans la version de ce jeu
définie par Gamut [25], les vendeurs choisissent le priz
des glaces et non leur emplacement car il n’y a aucun
moyen d’exclure le fait que deux joueurs peuvent se
mettre au méme endroit.

Example 2 (Cloud Resource Allocation Game)
L’allocation de ressources est un élément central dans
la gestion du calcul dans le nuage ou les clients
utilisent et payent des ressources de calcul a la
demande. Afin de gérer les conflits d’intéréts entre
différents clients, [16] ont proposé le cadre du CRAG
(Cloud Resource Allocation Game) dans lequel l’al-
location de resosurces est définie par un équilibre de
Nash.

Un fournisseur d’informatique dans le nuage possede
un ensemble M = {My,...,M,} de m machines,
chaque machine M; ayant une capacité c; représen-
tant la quantité de ressource disponible (par exemple
heure-CPU, mémoire). Le cott d’utilisation d’une ma-
chine j est donné par lj(z) = x X u; ot x est le
nombre de ressources demandées et u; un cout uni-
taire. Un ensemble de n clients P = {1,2,..,n} veut
utiliser simultanément le nuage. Le client i € P a
my; taches {Ti1, ..., Tim,} @ exécuter, de capacité re-
spective {d;1, ..., dim, }. Chaque client i € P choisit de
maniére €goiste une allocation r;;, pour sa tache Ty
(k € 1.m;) et souhaite minimiser son codt cost; =
Y k=1..m, lrix (dir). Nous supposons que le fournisseur
posséde suffisamment de ressources pour satisfaire la
demande de tous les clients : Zie[l”n] Zke[l”ml] dir <
Zje[l,..m] c;j. Ce probleme est modélisé par le COG-
HC swivant :

-P={1,.,n}

- Vi e P,V; = {Tilv-"vriml}

- Vie P, Vk e [1, ,mZLD(nk.) = {1, . ,m}

— C est composé des contraintes dures suivantes :

— contraintes de channelling pour les wvariables
booléennes établissant que la machine j est de-
mandée par la tache t;, : (1, = j) <> (choice;j, =
)

— contraintes de capacité : Vj €
Dict. ) 2keft.m,) Choicein X dik < ¢

- Vi e P,G; est composé de :

cost; = Z Z choice;ji, X Lj(d;r)

j=1l.mk=1..m;

[1,..,m],

- Vi € P,Opt; = Minimize (cost;)

Parmi les autres exemples intéressants, on trouve les
jeux de réseaux [5], Pordonnacement stratégique [28],
ou les jeux de la suite Gamut [23].

Techniques de coupe

Un algorithme naturel pour trouver les PNE consiste
a générer et tester. Curieusement, cet algorithme est
le seul connu pour trouver un PNE [27] et constitue la
base de 'algorithme du solveur de référence Gambit
[19]. D’apres le résultat de complexité (théoréme 1),
il est toutefois improbable qu'un algorithme efficace
(polynomial) existe. Dans la suite, afin de simplifier
la présentation, nous supposons que chaque joueur 7
ne controle qu’une seule variable x; de domaine D;.
L’extension a plusieurs variables de décision par joueur
n’est pas difficile et notre solveur ConGa n’a d’ailleurs
pas cette limitation, de nombreux exemples ne pouvant
se contenter d’une variable par joueur.

Algorithm 1 enuml

1: function ENUM1(Game CG) : setof tuples
2 Nash + 0

3 for s € DV do

4 if IsNash(s) then
5: Nash = Nash U {s}
6 end if
7 end for
8 return Nash
9: end function

10: function IsNAsH(tuple s) : boolean
11: for i € P do

12: for v € D;,v # s; do

13: if (s—i,v) <opt; s then
14: return false

15: end if

16: end for

17: end for

18: return true

19: end function

L’algorithme enumi (Algorithme 1) consiste &
énumérer tous les profils de stratégies et les tester pour
vérifier qu’aucun joueur n’a de déviation bénéfique. On
passe au profil suivant deés qu’'une telle déviation est
détectée. L’exemple suivant montre que certaines dévi-
ations sont testées plusieurs fois.

Example 3 Soit G le jeu a deuz joueurs défini par la
bimatrice suivante :

Y
1 2 3
a| (01)a | (L0) | (1.0)
c [ b| (01)s | (0,0) (1,0
cl (10) | (L.1) | (0.0)

Supposons que ’énumération commence par le joueur
x. Le premier n-uplet énuméré est (a,1) indiqué par
«a. La déviation est testée pour le joueur y qui reste
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stable. La déviation est ensuite testée pour le joueur
x et un mouvement vers (c,1) est trouvé. Ce n-uplet
n’est donc pas un PNE. Le candidat suivant est (b,1)
indiqué par 5. Ce n-uplet est testé pour y et encore
une fois on ne trowve pas de déviation. Mais lorsqu’on
teste le joueur x, on retrouve la méme déviation vers
(¢,1) qui avait déja été calculée pour x en .

Cette forme d’enlisement est une bonne motivation
pour étudier les techniques de recherche et de coupe
pour les Constraint Games. Afin de présenter notre
technique, nous commengons par rappeler [13] ou
les auteurs introduisent (& lorigine pour les jeux
graphiques) un CSP composé de contraintes de Nash
pour représenter les meilleures réponses de chacun des
joueurs.

Definition 6 (GGS-CSP) Soit  CG =
(P,V,D,G,opt) wun COG. La contrainte de
Nash du joueur i € P est g = (V.,T) ou

T ={te D"V | At' e DVitqgt <om t}. Le
GGS-CSP G(CQG) de CG est défini par l'ensemble des
contraintes de Nash pour chaque joueur.

Ce CSP a comme propriété importante que ses solu-
tions sont les PNE du jeu en question :

Theorem 2 ([13]) t est un PNE de CG + t €
50l(G(CQ))

Il en découle qu’un PNE d’un Constraint Game CG a
un support dans chacune de ses contraintes de Nash.
Notre technique consiste a réaliser un parcours de 1’es-
pace de recherche en affectant les variables de chaque
joueur a tour de role selon un ordre prédéfini sur P.
Pour chaque profil candidat, nous recherchons son sup-
port avec un calcul incrémental des contraintes de
Nash. Chaque déviation trouvée est enregistrée dans
une table pour chacun des joueurs. On évite enseuite
de recalculer les déviations déja enregistrées grace a
une recherche dans les tables.

Toutefois, comme nous étudions ici des jeux quelcon-
ques sans faire d’hypothese sur leur structure, chaque
contrainte de Nash a comme arité la totalité des vari-
ables controlées, ce qui peut poser des problemes d’en-
combrement en mémoire. Toutefois, on peut déja noter
qu’un n-uplet non stocké ou supprimé ne pose pas de
probleme de correction. Il se peut simplement qu’une
déviation soit calculée plusieurs fois. On peut donc en
dernier recours limiter la taille des tables. Mais en pra-
tique deux choses limitent I’extension des tables.
Premicrement, les tests de déviation sont faits dans
l'ordre inverse de 1’énumération. Ce qui veut dire
qu’un n-uplet testé pour le premier joueur devra étre
meilleure réponse pour tous les autres joueurs. Dans la
plupart des probléemes que nous avons étudié, cela lim-
ite le nombre de n-uplets atteignant les niveaux élevés.
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Deuxiemement, il est possible de supprimer un n-uplet
t d’une table quand on est siir qu’aucun n-uplet ¢’ ne
déviera plus vers t. Cette propriété est donnée par le
théoreme suivant d’indépendance des sous-jeux. Soit
un Constraint Game CG = (P,V, D, G,opt). Un jeu
CG = (P,V,D',G,opt) est un sous-jeu de CG si
i € P,D; C Djeti# j — D)= Dj On note
par br;(t) = {t' € sol(G;) | t';, = t_;} Pensemble
des stratégies meilleures réponses a partir de ¢ pour le
joueur i.

L,

F1GURE 1 — Indépendance des sous-jeux

Proposition 3 Soit CG un constraint game et CG’
un sous-jeu de CG tel que D, C D;. Soit D" = D\ D',
t'e D'V ett" € D"V. AlorsVj € P,j # i — brj(t)N
br;(t') = 0.

Proof 3 Par l’absurde. Supposons qu’il existe t' €
D'V et t" € D"V tel que brj(t') N bri(t") # 0.
Soit s € brj(t") Nbr;(t"). Alors puisque s € br;(t'),
s; € D'Vi. Puisque s € bri(t"), s; € D"Vi, Dot la
contradiction. O

Cette proposition est illustrée en Figure 1 : si 'on
coupe l'espace de recherche selon le joueur Z, les
meilleures réponses des joueurs X et Y sont forcées
de rester dans leur sous-espace respectif par rapport a
Z.

En appliquant inductivement la Proposition 3 sur une
séquence d’affectations de stratégies pour les joueurs
de 1 & k avec k < n, on voit que deux branches de
I’arbre de recherche ne partageront pas de meilleures
réponses pour les joueurs suivants. On peut donc réini-
tialiser les tables des joueurs en aval une fois une
branche explorée.

La derniére optimisation consiste en 1’élimination
de stratégies qui ne sont jamais meilleures réponses
(never best responses, ou NBR).

Definition 7 Une stratégie s; pour le joueur i est une
never best response si Vt_;, 3s} tel que (s},t_;) <opt;
(sia t*l)

L’élimination itérative des NBR est une technique de
coupe préservant la correction pour les jeux [1]. On
peut noter qu’elle est plus forte que I’élimination des



stratégies fortement dominées. Mais hélas sa détection
est tres couteuse dans le cas d’'un jeu a n joueurs car il
est nécessaire de s’assurer que l'action ne sera jamais
choisie pour tous les profils des autres joueurs. Toute-
fois, étre une NBR dans un sous-jeux est une condition
suffisante pour ne pas étre un équilibre :

Proposition 4 Soit CG un constraint game et CG’
un sous-jeux de CG tel que D, C D;. Soit s; € D;
une NBR de CG' avec j # i. Alors, pour tout s_;, si
s = (s;j,s_;) est un PNE, alors s; ¢ Dj.

Proof 4 Par ['absurde. Supposons qu’il existe un
PNE s = (sj,s—j) avec (s—;); € Dj. Puisque s est
un PNE, on a Yk € P,s, € br(s)|x. Bt puisque s;
est une NBR pour j dans CG', il existe s} tel que
(8558-5) <opt; (8j,5—5). Donc s & br(s)];. O

En appliquant inductivement la proposition 4 sur une
séquence d’affectation de stratégies pour les joueurs de
1 a k avec k < n, on voit que si 'on détecte qu'une
valeur v est NBR pour le joueur k£ dans le sous-jeux
défini par la suite d’affectations, alors cette valeur ne
pourra pas participer a un PNE et nous pouvons la
supprimer. Elle ne sera toutefois supprimée que dans
la branche courante et pourra réapparaitre par la suite
avec un préfixe d’affectations différent.

Un algorithme d’énumération des PNE

Nous proposons un algorithme de recherche arbores-
cente pour le calcul de tous les PNE. Il est basé sur les
trois idées suivantes :

Algorithm 2 ConGa

1: global :

2 BR : array[l..n] of tuples
3: cent : array[l..n] of integer
4 Nash : set of tuples

5 S : global solver

6: function CoNGA(Game CQ) : setof tuples
7 Nash < 0

8: Initialize solver S with hard constraints
9: A<+ D

10: enum(A, 1)

11: return Nash

12: end function

— tous les candidats (sauf ceux détectés comme NBR)
sont générés dans un ordre lexicographique;

— les solutions non-dominées de chaque joueur sont
enregistrées dans une table;

— quand un test de dominance est exécuté, on
recherche d’abord une déviation dans la table des
meilleures réponses calculées.

Nous supposons donné un ordre sur les joueurs de 1 a
n. La fonction principale (Algorithm 2) lance la traver-
sée récursive (Algorithm 3) en commengant par le
joueur 1. Nous distinguons lors du calcul les domaines
initiaux des variables (appelés D et utilisés pour cal-
culer les déviations) des domaines courants réduits lors
de I’exploration de I’arbre de recherche (appelés A et
réduits par I'arc-consistance sur les contraintes dures).

Algorithm 3 enum

1: procedure ENUM(domains A, int 7)

2 status < S.propagate(A)

3 if status then

4 if i > n then

5: checkNash(tuple(A),n)

6 else

7 BRJi] «+ 0

8 Cnt[i] <« Hj>i‘Dj|

9: while A; # () do

10: choose v € A;

11: B+ A

12: enum((B_;, (B; = {v})),i+1)
13: A +— A — {’U}

14: if ent[i] <0 then

15: checkEndOfTable(A, i)
16: break

17: end if

18: end while

19: end if
20: end if

21: end procedure

La propagation des contraintes dures permet d’assurer
qu’aucun n-uplet interdit ne sera exploré. Si la propa-
gation retourne false, alors au moins un des domaine
a été vidé et cela signifie qu’il n’y a pas de solution
dans ce sous-espace. Sinon, les domaines de A sont ré-
duits par arc-consistance. Les valeurs des variables de
chaque joueur sont énumérées récursivement. Quand
un n-uplet complet est obtenu en fin de récursion, il
est testé pour savoir s’il est un PNE (ligne 5) par l’al-
gorithme 4. Si ce n’est pas le cas, il reste au moins un
domaine a explorer. Chaque joueur i possede une ta-
ble BRJi] de meilleures réponses, initialement vide, et
un compteur cntfi] initialisé & la taille du sous-espace
engendré par les variables qui suivent dans ’ordre sur
les joueurs. Dans un souci d’efficacité, les tables BR[i]
sont implantées par des arbres de recherche. car I'inser-
tion et la suppression peuvent étre réalisées en O(|P]).
Apres Pappel récursif de enum, on teste teste si tous le
sous-espace situé en aval d’'un joueur i a été testé pour
déviation. Si c’est le cas, toutes les autres valeurs pour
7 sont des NBR et on peut remonter au noeud par-
ent (lignes 14-17). Ce saut en arriere est effectué apres
une exploration des valeurs du sous-espace inexploré
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stockées dans la table (fonction checkEndOfTable, Al-
gorithme 6).

Algorithm 4 checkNash

1: procedure CHECKNASH(tuple ¢, int 7)
2 if i = 0 then

3 Nash < Nash U {t}

4 else

5: d < search_table(t, BR, 1)
6 if d =0 then

7 d <+ deviation(t, i)

8 if d =0 then

9: d <+ Di
10: end if
11: insert_table(i, BR, d)
12: entli] --
13: end if
14: if t; € d then
15: checkNash(t,i — 1)
16: end if
17: end if

18: end procedure

La procédure checkNash dans l'algorithme 4 vérifie si
un joueur peut faire une déviation bénéfique a par-
tir d’un n-uplet. Puisque I’exploration est faite niveau
par niveau, la vérification démarre par le niveau le
plus profond. En premier, le n-uplet est recherché dans
la table du joueur (ligne 5). S’il n’est pas trouvé, un
solveur pour le but G; est appelé dans la fonction
deviation décrite dans Palgorithme 5 (ligne 7). Cette
fonction retourne I'ensemble d des meilleures réponses
pour le joueur ¢ a partir du n-uplet ¢. Il peut y avoir
plusieurs déviations. Dans un CSG, cela signifie sim-
plement que le but a plusieurs solutions en changeant
les variables controlées par le joueur i. Dans un COG,
cela signifie que la valeur optimale est atteinte en
plusieurs points. Si d est vide, alors il n’existe pas
d’action pour i satisfaisant le but. Dans ce cas on re-
tourne le domaine initial puisque ce joueur n’a pas
de préférence particuliere étant donné que son but est
toujours insatisfait.

Algorithm 5 deviation

1: function DEVIATION(tuple ¢, int 7) : set of integer
2 d«0

3 Initialize solver S; with G; (and opt; for a COG)
4: add constraints z; = t; for all j # 4
5: sol « S;.getSolution()

6 while sol # nil do

7 d + dU {sol}

8 sol « S;.getSolution()

9 end while

10: return d

11: end function
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Algorithm 6 checkEndOfTable

1: procedure CHECKENDOFTABLE(domain A, int %)
2: for all t € BRJ[i| such that ¢ € II;—1..,A; do
3: checkNash(¢, n)

4: end for

5: end procedure

La procédure checkEndOfTable décrite dans 1'algo-
rithme 6 est appelée quand le sous-espace a été exploré
et juste avant d’effectuer le retour arriere. Elle vérifie
que tous les n-uplets appartenant a la zone inexplorée
sont bien testés comme candidats PNE. Un exemple
de retour arriere est donné en Figure 2.

FIGURE 2 — Détection online des never best responses

Dans cet exemple, le domaine des joueurs Y et Z est
respectivement de taille 9 et 3. Donc cnt[Y] est initial-
isé a 3. Tous les n-uplets testés sont de la forme lyz
ou 1 est la valeur sur X. Si nous supposons que les
n-uplets 113, 121, 133 et 142 sont stable pour Z, ces
n-uplets sont remontés au niveau de Y pour étre testés.
Les fleches pleines montrent les déviations trouvées et
enregistrées pour Y. On voit dans cet exemple qu’en
explorant seulement les valeurs 1, 2, 3 et 4 pour Y,
on obtient un parcours complet du sous-espace défini
par Z (toutes les valeurs du domaines de Zont été
explorées). Donc aprés l'exploration de Y = 4, on en
déduit que le sous-espace de Y ne peut plus contenir de
PNE avec X = 1, sauf éventuellement pour la valeur
182 enregistrée dans la table de Y. Toutes les valeurs
restantes de Y sont des NBR. Il est donc suffisant de
tester ce dernier n-uplet grace a checkEndOfTable et
nous pouvons remonter au joueur X (lignes pointil-
lées). En général, checkEndOfTable teste tous les n-
uplets de BR[Y'] qui appartiennent & l’espace non en-
core exploré. Cette détection des NBR est incomplete
mais en échange est tres peu cotiteuse puisqu’il n’y
a qu'un compteur a maintenir. Notons également que
par la proposition 3, quand on passe a X = 2, la ta-
ble pour Y peut étre réinitialisée car aucun n-uplet ne
déviera plus vers un n-uplet ou X = 1.

Proposition 5 ConGa est correct et complet.



Nom Gen NF Gambit enuml ConGa #PNE
Tps | Taille Tps Tps | #Cand #Dev Tps | #Cand #Dev
CG.7.15 253 5.1 MO 70 1.7E+8 1.8E+8 27 | 2.1E47 | 1.3E47 630
CG.8.15 4613 89 MO 1019 2.5E+9 2.7E+9 371 | 3.1E48 | 1.9E+48 1680
CG.9.15 TO - — | 17361 | 3.8E+10 | 4.2E+10 5880 | 4.9E49 | 2.9E4+9 5040
GTTA.3.100 1 0.1 17 4 1.0E+6 1.3E+6 0| 1.0E+4 | 1.0E+4 1
GTTA.4.100 113 1.7 1844 312 1.0E+8 1.3E+8 10 1.0E+6 | 1.0E+6 1
GTTA.5.100 TO 205 MO 4032 | 1.0E4+10 | 1.3E+10 778 | 1.0E+8 | 1.0E48 1
LG(GV).2.1000 1 0.01 134 339 1.0E+6 1.0E+6 6 | 2.0E+3 | 1.5E43 0
LG(GV).2.2000 6 0.04 655 1441 4.0E+6 4.0E+6 31 | 4.0E+3 | 3.5E+3 0
LG(GV).2.3500 17 0.1 5337 6789 1.2E+7 1.2E+7 93 | 7.0E4+3 | 6.0E43 0
LG(GV).2.5000 34 0.2 7786 20000 2.5E+7 2.5E+7 201 | 1.0E+4 | 9.0E+3 0
LG(GV).2.20000 552 3.7 MO TO - — 3578 | 4.0E+4 | 3.9E+5 0
MEG.3.100 1 0.1 13 0 1.0E+6 1.0E+6 0| 19E+4 | 1.5E+4 100
MEG.4.100 91 1.9 1555 28 1.0E+8 1.0E+8 6 | 1.9E+6 | 1.3E+6 100
MEG.5.100 TO 241 MO 2082 | 1.0E4+10 | 1.0E+10 403 | 1.9E48 | 1.2E48 100
MEG.30.2 8784 91 MO 423 1.1E4+9 2.1E+9 503 | 5.4E+8 | 1.1E+9 2
MEG.35.2 TO - — | 15933 | 3.4E+10 | 6.9E+410 TO - - 2
TD.3.99 3 0.1 14 0 9.7E+5 9.8E+5 0 1.9E+4 | 1.5E+4 1
TD.4.99 76 1.9 1572 26 9.6E+7 9.7TE+7 7| 1.9E4+6 | 1.3E+6 1
TD.5.99 8930 119 MO 2028 9.1E+9 9.6E+9 446 | 1.8E48 | 1.2E48 1
CRAG.7.9 N/A N/A N/A 323 4.7E+6 5.3E+6 57 | 1.0E4+6 | 5.9E+5 1
CRAG.8.9 N/A N/A N/A 3300 4.2E+7 4.8E+7 540 | 9.5E+6 | 5.3E46 1
CRAG.9.9 N/A N/A N/A - 3.8E+8 4.3E+8 5022 | 4.3E+47 | 4.8E+7 1
LG(HC).4.30 N/A N/A N/A 26 6.5E+5 8.0E+5 6 | 1.4E+5 | 4.4E+4 24
LG(HC).5.30 N/A N/A N/A 778 1.7E+7 2.1E+7 257 | 4.1E+4+6 | 1.2E+5 240
LG(HC).6.30 N/A N/A N/A TO - — | 13180 | 1.1E+8 | 3.2E+7 2160

TABLE 1 — Results for Gamut and other games

Proof 5 La correction vient de la correction du test
des PNE (théoréme 2). Un PNE découvert a forcément
été testé en tant que meileure réponse pour chaque
joueur. Soit le n-uplet a été trouvé dans une table en
tant que déviation d’un autre n-uplet, soit il a directe-
ment €té testé par le solveur sur le but du joueur. La
complétude vient du parcours exhaustif de ’espace de
recherche et de la correction de la coupe des NBR. O

Experiments

Nous avons réalisé des expérimentations sur des jeux
classiques de la suite Gamut [23] et sur des jeux
avec contraintes dures. Les résultats sont résumés
dans la table 1 dans laquelle le nom du jeu est suivi
par le nombre de joueurs et la taille des domaines.
Les jeux de Gamut sont CG (Congestion Game),
GTTA (Guess Two Third Average), LG(GV) (Loca-
tion Game, Gamut version), MEG (Minimum Effort
Game) et TD (Traveller’s Dilemma). Leur descrip-
tion peut étre trouvée dans [23]. Les autres jeux sont
LG(HC) (Location Game avec contraintes dures, ex-
emple 1) et CRAG (Cloud Resource Allocation Game,
exemple 2).

Pour chaque instance, nous avons comparé notre
solveur ConGa au solveur Gambit et & un solveur que
nous avons appelé enuml (Algorithme 1). Ce solveur
travaille comme Gambit en examinant chaque n-uplet
et la seule différence est qu’il travaille sur la représen-
tation compacte des Constraint Games au lieu des
multimatrices. Les expériences ont été réalisées sur un
serveur de calcul AMD Opteron 6174 possédant 4 pro-
cesseurs totalisant 48 coeurs a 2,2 GHz et avec 256 Go
de RAM. Dans la table 1, les temps sont donnés en
secondes, et la notation aE+b désigne a x 10°.

Les expériences menées avec Gambit sont composées
de deux parties : premiérement nous générons la forme
normale du jeu (colonne Gen NF), puis nous langons le
solveur gambit-enumpure sur cette forme normale afin
de trouver tous les PNE. Nous avons mesuré le temps
nécessaire a sa génération (avec un time-out de 9000
secondes), sa taille (en Go), puis le temps de résolution
par Gambit (avec un time-out de 20 000 secondes). TO
signifie Time Out, MO Memory Out et " signifie que
I'information n’est pas pertinente (par exemple, si le
temps de génération dépasse le time-out, il n’est pas
possible de lancer la résolution). Comme on pouvait s’y
attendre, la taille de la forme normale devient tres vite
intraitable et excede la capacité mémoire de Gambit,
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bien que nous ayons constaté qu’il puisse gérer des
matrices d’environ 2 Go.

Pour enuml et ConGa, nous avons mesuré le temps
nécessaire a la résolution d’une instance (avec aussi
un time-out de 20 000 secondes), le nombre de profils
candidats et le nombre de déviations testées. Avec un
raisonnement simple, on peut trouver que le nombre de
candidats examinés par enuml est simplement |D"<|,
et le nombre de tests de déviations est compris entre
le nombre de candidats (s’il n’y a aucun PNE et que
la détection est immédiate) et une borne supérieure de
|DVe| x |P| (si tous les candidats sont des PNE). Sans
surprise, nous voyons que ConGa coupe la plupart du
temps une bonne partie de ’espace de recherche, grace
a la détection des NBR. Mais de facon plus intéres-
sante et la plupart du temps, il évite aussi des tests
de déviation, ce qui signifie que la solution est trou-
vée dans une table avant que le test soit lancé. Un
contre-exemple est le Minimum Effort Game avec une
taille de domaine de 2 (MEG.30.2 et MEG.35.2) pour
lequel ni les tables ni la détection de NBR ne fonc-
tionnent car les domaines sont trop petits. On pourra
aussi noter que les jeux avec contraintes dures ne sont
pas exprimables en forme normale et donc ne peuvent
pas étre résolus par Gambit. Ceci est indiqué par N/A
(non applicable). Dans toutes les autres expériences,
ConGa surpasse Gambit et enuml par au moins un
ordre de magnitude, voire plus.

Un probleme potentiel de ConGa pourrait étre que
la taille des tables augmente trop. Il est tres facile
de trouver un exemple dans lequel le premier joueur
aura une table de taille exponentielle : le jeu ol aucun
joueur n’a de contrainte. Dans ce jeu, tous les profils de
stratégies sont des PNE et sont donc enregistrés dans
la table du premier joueur. Toutefois, ce comporte-
ment extréme n’a jamais été observé dans les jeux que
nous avons testé en exemple. Les tables restent a des
tailles raisonnables, soit parce qu’elles sont associées a
des joueurs en bas de ’arbre et sont donc réinitialisées
souvent, soit parce que de nombreux profils sont filtrés
avant d’atteindre les joueurs des plus hauts niveaux.

Conclusion

Les Constraint Games proposent un cadre compact et
naturel pour formuler des modeles en théorie des jeux.
Dans cet article, nous proposons le premier solveur
complet pour les constraint games basé sur un calcul
de consistance par rapport aux contraintes de Nash et
une détection des Never Best Responses. Nous mon-
trons que ces techniques sont capable de surpasser le
solveur Gambit considéré comme état de I'art. Mais ce
travail ouvre aussi de nouvelles directions de recherche
afin de trouver des techniques algorithmiques efficaces
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pour calculer les équilibres de Nash. Nous nous in-
téressons aux heuristiques de recherche, aux constraint
games graphiques, et a d’autres concepts de solutions
comme les équilibres de Nash Pareto-efficaces.
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Résumé

Nous proposons dans cet article une nouvelle ap-
proche basée sur la CP pour l'aide a la localisation
des erreurs dans un programme pour lequel un contre-
exemple est disponible, c'est a dire que |'on dispose
d'une instanciation des variables d'entrée qui viole la
post-condition. Pour aider a localiser les erreurs, nous
générons un systeme de contraintes pour les chemins du
CFG (Graphe de Flot de Contrdle) ou au plus k instruc-
tions conditionnelles sont susceptibles de contenir des
erreurs. Puis, nous calculons pour chacun de ces chemins
des ensembles minima de correction (ou MCS - Minimal
Correction Set) de taille bornée. Le retrait d'un de ces
ensembles de contraintes produit un MSS (Maximal Sa-
tisfiable Subset) qui ne viole plus la post condition. Nous
adaptons pour cela un algorithme proposé par Liffiton et
Sakallah [22] afin de pouvoir traiter plus efficacement
des programmes avec des calculs numériques. Nous pré-
sentons les résultats des premiéres expérimentations qui
sont encourageants.

Abstract

We introduce in this paper a new CP-based ap-
proach to support errors location in a program for which
a counter-example is available, i.e. an instantiation of the
input variables that violates the post-condition. To pro-
vide helpful information for error location, we generate
a constraint system for the paths of the CFG (Control
Flow Graph) for which at most k conditional statements
may be erroneous. Then, we calculate Minimal Correc-
tion Sets (MCS) of bounded size for each of these paths.
The removal of one of these sets of constraints yields a
maximal satisfiable subset, in other words, a maximal
subset of constraints satisfying the post condition. We
extend the algorithm proposed by Liffiton and Sakallah
[22] to handle programs with numerical statements more
efficiently. We present preliminary experimental results
that are quite encouraging.

1 Introduction

L’aide a la localisation d’erreur & partir de contre-
exemples ou de traces d’exécution est une question

*Ce travail a débuté au NII (National Institute of Informa-
tics, 2-1-2 Hitotsubashi, Chiyoda-ku, Tokyo 101-8430) ou Mi-
chel Rueher a été invité plusieurs fois en tant que Professeur
associé depuis 2011. Les idées générales et la démarche ont été
définies lors des réunions de travail avec les professeurs Hiroshi
HOSOBE et Shin NAKAJIMA.

cruciale lors de la mise au point de logiciels critiques.
En effet, quand un programme P contient des erreurs,
un model-checker fournit un contre-exemple ou une
trace d’exécution qui est souvent longue et difficile a
comprendre, et de ce fait d’un intérét trés limité pour
le programmeur qui doit débugger son programme.
La localisation des portions de code qui contiennent
des erreurs est donc souvent un processus difficile et
couteux, méme pour des programmeurs expérimentés.
C’est pourquoi nous proposons dans cet article une
nouvelle approche basée sur la CP pour l'aide a la loca-
lisation des erreurs dans un programme pour lequel un
contre-exemple a été trouvé; c’est a dire pour lequel
on dispose d’une instanciation des variables d’entrée
qui viole la post-condition. Pour aider a localiser les
erreurs, nous générons un systeme de contraintes pour
les chemins du CFG (Graphe de Flot de Contrdle) ot
au plus k instructions conditionnelles sont susceptibles
de contenir des erreurs. Puis, nous calculons pour cha-
cun de ces chemins des ensembles minima de correction
(ou MCS - Minimal Correction Set) de taille bornée.
Le retrait d’'un de ces ensembles des contraintes ini-
tiales produit un MSS (Maximal Satisfiable Subset)
qui ne viole plus la post condition. Nous adaptons
pour cela un algorithme proposé par Liffiton et Sakal-
lah afin de pouvoir traiter plus efficacement des pro-
grammes avec des calculs numériques. Nous présentons
les résultats des premieres expérimentations qui sont
encourageants.

La prochaine section est consacrée a un position-
nement de notre approche par rapport aux princi-
pales méthodes qui ont été proposées pour ce résoudre
ce probleme. La section suivante est dédiée a la des-
cription de notre approche et des algorithmes utilisés.
Puis, nous présentons les résultats des premieres expé-
rimentations avant de conclure.

2 Etat de l'art

Dans cette section, nous positionnons notre ap-
proche par rapport aux principales méthodes exis-
tantes. Nous parlerons d’abord des méthodes utilisées
pour l'aide a la localisation des erreurs dans le cadre

163du test et de la vérification de programmes. Comme



I’approche que nous proposons consiste essentiellement
a rechercher des sous-ensembles de contraintes spé-
cifiques dans un systeme de contraintes inconsistant,
nous parlerons aussi dans un second temps des algo-
rithmes qui ont été utilisés en recherche opérationnelle
et en programmation par contraintes pour aider 1'uti-
lisateur a debugger un systeme de contraintes incon-
sistant.

2.1 Meéthodes d’aide a la localisation des erreurs
utilisées en test et en vérification de pro-
grammes

Différentes approches ont été proposées pour aider
le programmeur dans l'aide a la localisation d’erreurs
dans la communauté test et vérification.

Le probleme de la localisation des erreurs a d’abord
été abordé dans le cadre du test ou de nombreux sys-
temes ont été développés. Le plus célebre est Taran-
tula [16, 15] qui utilise différentes métriques pour éta-
blir un classement des instructions suspectes détectées
lors de l'exécution d’une batterie de tests. Le point
critique de cette approche réside dans le fait qu’elle
requiert un oracle qui permet de décider si le résultat
du test est juste ou non. Nous nous plagons ici dans
un cadre moins exigeant (et plus réaliste) qui est celui
du Bounded-Model Checking (BMC), c’est a dire un
cadre ou les seuls prérequis sont un programme, une
post-condition ou une assertion qui doit étre vérifiée,
et éventuellement une pré-condition.

C’est aussi dans ce cadre que se placent Bal et al[1]
qui utilisent plusieurs appels & un Model Checker et
comparent les contre-exemples obtenus avec une trace
d’exécution correcte. Les transitions qui ne figurent
pas dans la trace correcte sont signalées comme une
possible cause de 'erreur. Ils ont implanté leur algo-
rithme dans le contexte de SLAM, un model checker
qui vérifie les propriétés de sécurité temporelles de pro-
grammes C.

Plus récemment, des approches basées sur la déri-
vation de traces correctes ont été introduites dans un
systéme nommé Explain[14, 13] et qui fonctionne en
trois étapes :

1. Appel de CBMC! pour trouver une exécution qui
viole la post-condition ;

2. Utilisation d’un solveur pseudo-booléen pour re-
chercher I’exécution correcte la plus proche;

3. Calcul de la différence entre les traces.

Explain produit ensuite une formule propositionnelle
S associée a P mais dont les affectations ne violent
pas la spécification. Enfin Explain étend S avec des
contraintes représentant un probleme d’optimisation :
trouver une affectation satisfaisante qui soit aussi
proche que possible du contre-exemple ; la proximité
étant mesurée par une distance sur les exécutions de
P.

Une approche similaire a Explain a été introduite
dans [25] mais elle est basée sur le test plutét que sur
la vérification de modeles : les auteurs utilisent des

1. http://www.cprover.org/cbmc/

séries de tests correctes et des séries erronées. Ils uti-
lisent aussi des métriques de distance pour sélectionner
un test correct a partir d’un ensemble donné de tests.
Cette approche suppose qu’un oracle soit disponible.

Dans [11, 12], les auteurs partent aussi de la trace
d’un contre-exemple, mais ils utilisent la spécification
pour dériver un programme correct pour les mémes
données d’entrée. Chaque instruction identifiée est un
candidat potentiel de faute et elle peut étre utili-
sée pour corriger les erreurs. Cette approche garan-
tit que les erreurs sont effectivement parmi les ins-
tructions identifiées (en supposant que lerreur est
dans le modele erroné considéré). En d’autres termes,
leur approche identifie un sur-ensemble des instruc-
tions erronées. Pour réduire le nombre d’erreurs po-
tentielles, le processus est redémarré pour différents
contre-exemples et les auteurs calculent I'intersection
des ensembles d’instructions suspectes. Cependant,
cette approche souffre de deux problémes majeurs :

— Elle permet de modifier n’importe quelle expres-
sion, ’espace de recherche peut ainsi étre tres
grand ;

— Elle peut renvoyer beaucoup de faux diagnostics
totalement absurdes car toute modification d’ex-
pression est possible (par exemple, changer la der-
niere affectation d’une fonction pour renvoyer le
résultat attendu).

Pour remédier & ces inconvénients, Zhang et al [28]
proposent de modifier uniquement les prédicats de flux
de contréle. L’intuition de cette approche est qu’a tra-
vers un switch des résultats d’un prédicat et la modi-
fication du flot de controle, I’état de programme peut
non seulement étre modifié & peu de frais, mais qu’en
plus, il est souvent possible d’arriver a un état suc-
ces. Liu et al [23] généralisent cette approche en per-
mettant la modification de plusieurs prédicats. Ils pro-
posent également une étude théorique d’un algorithme
de débogage pour les erreurs RHS, c’est a dire les er-
reurs dans les prédicats de controle et la partie droite
des affectations.

Dans [3], les auteurs abordent le probleme de l’ana-
lyse de la trace d’'un contre-exemple et de l'identifi-
cation de 'erreur dans le cadre des systemes de véri-
fication formelle du hardware. Ils utilisent pour cela
la notion de causalité introduite par Halpern et Pearl
pour définir formellement une série de causes de la vio-
lation de la spécification par un contre-exemple.

Récemment, Manu Jose et Rupak Majumdar [17, 18]
ont abordé ce probleme différemment : ils ont introduit
un nouvel algorithme qui utilise un solveur MAX-SAT
pour calculer le nombre maximum des clauses d’'une
formule booléenne qui peut étre satisfaite par une af-
fectation. Leur algorithme fonctionne en trois étapes :

1. ils encodent une trace d’'un programme par une
formule booléenne F' qui est satisfiable si et seule-
ment si la trace est satisfiable;

2. ils construisent une formule fausse F’ en imposant
que la post-condition soit vraie (la formule F’ est
insatisfiable car la trace correspond & un contre-
exemple qui viole la post-condition) ;
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maximum de clauses pouvant étre satisfaites dans
F’ et affichent le complément de cet ensemble
comme une cause potentielle des erreurs. En
d’autres termes, ils calculent le complément d'un
MSS (Maximal Satisfiable Subset).

Manu Jose et Rupak Majumdar [17, 18] ont implanté
leur algorithme dans un outil appelé BugAssist qui
utilise CBMC.

Si-Mohamed Lamraoui et Shin Nakajima [20] ont
aussi développé récemment un outil nommé SNIPER
qui calcule les MSS d’une formule v» = EIANTF N AS
ou FEI encode les valeurs d’entrée erronées, TF est
une formule qui représente tous les chemins du pro-
gramme, et AS correspond & I’assertion qui est violée.
Les MCS sont obtenus en prenant le complément des
MSS calculés. L’implémentation est basée sur la repré-
sentation intermédiaire LLVM et le solveur SMT Yices.
L’implémentation actuelle est toutefois beaucoup plus
lente que BugAssist.

L’approche que nous proposons ici est inspirée des
travaux de Manu Jose et Rupak Majumdar. Les prin-
cipales différences sont :

1. Nous ne transformons pas tout le programme en
un systeme de contraintes mais nous utilisons
le graphe de flot de controle pour collecter les
contraintes du chemin du contre exemple et des
chemins dérivés de ce dernier en supposant qu’au
plus k instructions conditionnelles sont suscep-
tibles de contenir des erreurs.

2. Nous n’utilisons pas des algorithmes basés sur
MAXSAT mais des algorithmes plus généraux
qui permettent plus facilement de traiter des
contraintes numériques.

2.2 Méthodes pour débugger
contraintes inconsistant

un systeme de

En recherche opérationnelle et en programmation
par contraintes, différents algorithmes ont été propo-
sés pour aider l'utilisateur a debugger un systeme de
contraintes inconsistant. Lorsqu’on recherche des in-
formations utiles pour la localisation des erreurs sur
les systemes de contraintes numériques, on peut s’in-
téresser a deux types d’informations :

1. Combien de contraintes dans un ensemble de
contraintes insatisfiables peuvent étre satisfaites ?

2. Ou se situe le probleme dans le systeme de
contraintes ?

Avant de présenter rapidement les algorithmes? qui
cherchent & répondre & ces questions, nous allons défi-
nir plus formellement les notion de MUS, MSS et MCS
a laide des définitions introduites dans [22].

Un MUS (Minimal Unsatisfiable Subsets) est un en-
semble de contraintes qui est inconsistant mais qui de-
vient consistant si une contrainte quelconque est re-
tirée de cet ensemble. Plus formellement, soit C' un
ensemble de contraintes :

2. Pour une présentation plus détaillée voir
//users.polytech.unice.fr/ rueher/Publis/Talk_NII_
2013-11-06.pdf

http:

M C C est un MUS & M est UNSAT
et Ve € M : M\ {c} est SAT.
La notion de MSS (Maximal Satisfiable Subset) est une
généralisation de MaxSAT / MaxCSP ou l'on consi-
dere la maximalité au lieu de la cardinalité maximale :
M C C est un MSS & M est SAT

et Ve e C\ M : M U{c} est UNSAT.
Cette définition est trés proche de celle des IIS (Irre-
ducible Inconsistent Subsystem) utilisés en recherche
opérationnelle [5, 6, 7].
Les MCS (Minimal Correction Set) sont des complé-
ments des MSS (le retrait d’'un MCS a C produit un
MSS car on “corrige” l'infaisabilité) :

M C C est un MCS < C'\ M est SAT

et Ve € M : (C\ M) U{c} est UNSAT.
Il existe donc une dualité entre 'ensemble des MUS et
des MCS [4, 22] : informellement, ensemble des MCS
est équivalent aux ensembles couvrants irréductibles
des MUS; et ’ensemble des MUS est équivalent aux
ensembles couvrants irréductibles des MCS. Soit un
ensemble de contraintes C' :

1. Un sous-ensemble M de C est un MCS ssi M est
un ensemble couvrant minimal des MUS de C';

2. Un sous-ensemble M de C est un MUS ssi M est
un ensemble couvrant minimal des MCS de C';

Au niveau intuitif, il est aisé de comprendre qu’'un
MCS doit au moins retirer une contrainte de chaque
MUS. Et comme un MUS peut étre rendu satisfiable en
retirant n’importe laquelle de ses contraintes, chaque
MCS doit au moins contenir une contrainte de chaque
MUS. Cette dualité est aussi intéressante pour notre
problématique car elle montre que les réponses aux
deux questions posées ci-dessus sont étroitement liées.

Différents algorithmes ont été proposés pour le cal-

cul des IIS/MUS et MCS. Parmi les premiers travaux,
ont peut mentionner les algorithmes Deletion Fil-
ter, Additive Method, Additive Deletion Method,
Elastic Filter qui ont été développés dans la com-
munauté de recherche opérationnelle [5, 27, 6, 7]. Les
trois premiers algorithmes sont des algorithmes itéra-
tifs alors que le quatrieme utilise des variables d’écart
pour identifier dans la premiere phase du Simplexe les
contraintes susceptibles de figurer dans un IIS.
Junker [19] a proposé un algorithme générique basé
sur une stratégie "Divide-and-Conquer” pour calculer
efficacement les IIS/MUS lorsque la taille des sous-
ensembles conflictuels est beaucoup plus petite que
celle de ’ensemble total des contraintes.
L’algorithme de Liffiton et Sakallah [22] qui calcule
d’abord I’ensemble des MCS par ordre de taille crois-
sante, puis I'ensemble des MUS est basé sur la pro-
priété mentionnée ci-dessus. Cet algorithme, que nous
avons utilisé dans notre implémentation est décrit dans
la section suivante.

Différentes améliorations [10, 21, 24] de ces algo-
rithmes ont été proposées ces derniéres années mais
elles sont assez étroitement liées & SAT et a priori assez

3. Soit ¥ un ensemble d’ensemble et D I'union des élements
de ¥. On rappelle que H est un ensemble couvrant de X si
HCDetVSeX: HUS # 0. H est irréductible (ou minimal)
si aucun élément ne peut étre retiré de H sans que celui-ci ne
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difficilement transposables dans un contexte ou nous
avons de nombreuses contraintes numériques.

3 Notre approche

Dans cette section nous allons d’abord présenter le
cadre général de notre approche, a savoir celui du
“Bounded Model Checking” (BMC) basé sur la pro-
grammation par contraintes, puis nous allons décrire
la méthode proposée et les algorithmes utilisés pour
calculer des MCS de cardinalité bornée.

3.1 Les principes : BMC et MCS

Notre approche se place dans le cadre du “Boun-
ded model Checking” (BMC) par programmation par
contraintes [8, 9]. En BMC, les programmes sont
dépliés en utilisant une borne b, c’est a dire que
les boucles sont remplacées par des imbrications de
conditionnelles de profondeur au plus b. Il s’agit en-
suite de détecter des non-conformités par rapport a
une spécification. Etant donné un triplet de Hoare
{PRE,PROG,,POST}, ou PRE est la pré-condition,
PROG, est le programme déplié b fois et POST est
la post-condition, le programme est non conforme si
la formule ® = PRE AN PROG, N =POST est satis-
fiable. Dans ce cas, une instanciation des variables de
® est un contre-exemple, et un cas de non conformité,
puisqu’il satisfait a la fois la pré-condition et le pro-
gramme, mais ne satisfait pas la post-condition.

CPBPV [8] est un outil de BMC basé sur la program-
mation par contraintes. CPBPV transforme PRE et
POST en contraintes, et transforme PROG;, en un
CFG dans lequel les conditions et les affectations sont
traduites en contraintes*. CPBPV construit le CSP de la
formule ® a la volée, par un parcours en profondeur du
graphe. A I'état initial, le CSP contient les contraintes
de PRE et =POST, puis les contraintes d’un chemin
sont ajoutées au fur et & mesure de I'exploration du
graphe. Quand le dernier noeud d’un chemin est at-
teint, la faisabilité du CSP est testée. S’il est consistant,
alors on a trouvé un contre-exemple, sinon, un retour
arriere est effectué pour explorer une autre branche du
CFG. Si tous les chemins ont été explorés sans trouver
de contre-exemple, alors le programme est conforme
a sa spécification (sous réserve de I’hypotheése de dé-
pliage des boucles).

Les travaux présentés dans cet article cherchent
a localiser Verreur détectée par la phase de BMC.
Plus précisemment, soit CE une instanciation des va-
riables qui satisfait le CSP contenant les contraintes
de PRE et -POST, et les contraintes d'un chemin
incorrect de PROG} noté PATH. Alors le CSP C =
CEUPREUPATHUPOST est inconsistant, puisque
CE est un contre-exemple et ne satisfait donc pas
la post-condition. Un ensemble minima de correction
(ou MCS - Minimal Correction Set) de C' est un en-
semble de contraintes qu’il faut nécessairement enlever

4. Pour éviter les probléemes de re-définitions multiples des
variables, la forme DSA (Dynamic Single Assignment [2]) est
utilisée

pour que C devienne consistant. Un tel ensemble four-
nit donc une localisation de ’erreur sur le chemin du
contre-exemple. Comme 'erreur peut se trouver dans
une affectation sur le chemin du contre-exemple, mais
peut aussi provenir d’'un mauvais branchement, notre
approche (nommée LocFaults) s’intéresse également
aux MCS des systemes de contraintes obtenus en dé-
viant des branchements par rapport au comportement
induit par le contre-exemple. Plus précisément, I’algo-
rithme LocFaults effectue un parcours en profondeur
d’abord du CFG de PROG,, en propageant le contre-
exemple et en déviant au plus k.. conditions. Trois
cas peuvent étre distingués :

— Aucune condition n’a été déviée : LocFaults a
parcouru le chemin du contre-exemple en collec-
tant les contraintes de ce chemin et il va calculer
les MCS sur cet ensemble de contraintes ;

— kmaz conditions ont été déviées sans qu’on ar-
rive a trouver un chemin qui satisfasse la post-
condition : on abandonne ’exploration de ce che-
min ;

— d conditions on déja été déviées et on peut en-
core dévier au moins une condition, c’est a dire
kmaz > 1. Alors la condition courante ¢ est dé-
viée. Si le chemin résultant ne viole plus la post-
condition, l’erreur sur le chemin initial peut avoir
deux causes différentes :

(i) les conditions déviées elles-mémes sont cause
de l’erreur,

(ii) une erreur dans une affectation a provoqué
une mauvaise évaluation de ¢, faisant prendre
le mauvais branchement.

Dans le cas (ii), le CSSP CEUPREUPATH_ U{c},
ou PAT H. est ’ensemble des contraintes du che-
min courant, c’est a dire le chemin du contre-
exemple dans lequel d déviations ont déja été
prises, est satisfiable. Par conséquent, le CSP CEU
PREUPATH U{—c} est insatisfiable. LocFaults
calcule donc également les MCS de ce CSP, afin de
détecter les instructions suspectées d’avoir induit
le mauvais branchement pour c.
Bien entendu, nous ne calculons pas les MCS
des chemins ayant le méme préfixe : si la dévia-
tion d’une condition permet de satisfaire la post-
condition, il est inutile de chercher a modifier des
conditions supplémentaires dans la suite du che-
min

3.2 Description de I'algorithme

L’algorithme LocFaults (cf. Algorithm 1) prend en
entrée un programme déplié non conforme vis-a-vis de
sa spécification, un contre-exemple, et une borne maxi-
mum de la taille des ensembles de correction. I1 dévie
au plus k4, conditions par rapport au contre-exemple
fourni, et renvoie une liste de corrections possibles.

LocFaults commence par construire le CFG du pro-
gramme puis appelle la fonction DFS sur le chemin du
contre-exemple (i.e. en déviant 0 condition) puis en ac-
ceptant au plus k4, déviations. La fonction DFS gere
trois ensembles de contraintes :
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Algorithm 1: LocFaults

1 Fonction LocFaults(PROG,,CE kmaz,MCSy)
Entrées:

o Ne AW

- PROG,

: un programme déplié b fois non conforme vis-a-vis de sa spécification,

— CFE : un contre-exemple de PROGY,,
— kmaz : le nombre maximum de conditions a dévier,
— MCSy : la borne du cardinal des MCS
Sorties: une liste de corrections possibles
2 début

CFG + CFG.build(PROGY}) % construction du CFG

MCS = ]

DFSgevic(CFG.root,CE,0,0,0,MCS,MCSy) % calcul des MCS sur le chemin du contre-exemple
DFSgevic(CFG.root,CE0,0,kmaz,MCS,MCSy) % calcul des MCS en prenant au plus kmaz déviations
retourner MCS

Algorithm 2: DF Sy ;e

1

Fonction DFSgeyie(n,P,CSPy,CSP,,k,MCS,MCSy)
Entrées:
— n : noeud du CFG,

P : contraintes de propagation (issues du contre-exemple et du chemin),
CSP,; : contraintes des conditions déviées,

CSP,
k : nombre de conditions a dévier,
MCS : ensemble des MCS calculés,

: contraintes des affectations,

— MCSy : la borne du cardinal des MCS
début

fin

si n est la postcondition alors

% on est sur le chemin du CE, calcul des MCS
CSP, <+ CSP, U {cstr(POST)}
MCS.add(MCS(CSPy, MCSy))

fin
sinon si n est un noeud conditionnel alors

si P U {cstr(n.cond)} est faisable alors

% next est le noeud ou 'on doit aller, devie est la branche opposée
next = n.gauche

devie = n.droite

fin

sinon

next = n.droite
devie = n.gauche

fin
si k£ > 0 alors
% on essaie de dévier la condition courante
corrige = correct(devie,P)
si corrige alors
% le chemin est corrigé, on met & jour les MCS
CSP,; + CSPy U {cstr(n.cond)}
MCS.addAll(CSPy) % ajout des conditions déviées
% calcul des MCS sur le chemin qui meéne a la derniere condition déviée
pour chaque c dans CSP,; faire
| CSPy «+ CSP, U{~c}
fin
MCS.add(MCS(CSP,, MCSy))
fin
sinon si k>1 alors
% on essale de dévier la condition courante et des conditions en dessous
DF'Sjeyic(devie,P,CSPy U {cstr(n.cond)},CSPy,k — 1,MCS,MCS)

fin
% dans tous les cas, on essaie de dévier les conditions en dessous du noeud courant
DFSjeyic(next,P,CSPy,CSPq,k,MCS,MCSy)

fin

sinon

% k=0, on est sur le chemin du contre-exemple, on suit le chemin
DFSjeyic(next,P,CSPy,CSPy,k,MCS,MCSy)

fin
fin
sinon si (n est un bloc d’affectations) alors
pour chaque affectation ass € n.assigns faire
P.add(propagate(ass,P))
‘ CSP, < CSP, U {cstr(ass)}

fin
% On continue I’exploration sur le noeud suivant

DFSdeuie (n.nea:t,CE7P,CSPd,CSPa ,k‘J\fCS,MCSb)

fin

qui ont été déviées a partir du chemin du contre-
exemple,
— CSP, : I'ensemble des contraintes d’affectations

du chemin,
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— P : l'ensemble des contraintes dites de propa-
gation, c’est a dire les contraintes de la forme
variable = constante qui sont obtenues en pro-
pageant le contre exemple sur les affectations du



Algorithm 3: correct

1

Fonction correct(n,P)
Entrées:
— n : noeud du CFG,
— P : contraintes de propagation (issues du contre-exemple et
du chemin),
Sorties: true si le programme est correct sur le chemin
induit par P

2 début
3 si n est la postcondition alors
4 si P U {cstr(POST)} est faisable alors
5 | retourner true
6 fin
7 sinon
8 | retourner false
9 fin
10 fin
11 sinon si n est un noeud conditionnel alors
12 si P U {cstr(n.cond)} est faisable alors
13 % exploration de la branche If
14 retourner correct(n.left,P)
15 fin
16 sinon
17 | retourner correct(n.right,P)
18 fin
19 fin
20 sinon si (n est un bloc d’affectations) alors
21 % on propage les affectations
22 pour chaque affectation ass € n.assigns faire
23 | P.add(propagate(ass,P))
24 fin
25 % On continue I’exploration sur le noeud suivant
26 retourner
correct(n.next,P,CSP;,CSP,,MCS,MCS})
27 fin
28 fin

Algorithm 4: MCS

1

Fonction MCS(C,MCS)

Entrées: C' : Ensemble de contraintes infaisable,
MCSy : Entier

Sorties: MCS : Liste de MCS de C de
cardinalité inférieure & MCSy

2 début
3 C’ + ADDYVARs(C)
4 MCS « 0
5 E+1
6 tant que SAT(C') A k<=MCS, faire
7 Cl+ C'A
ATMOST({“ylu Y25 -ees “yn}7k)
8 tant que SAT(C)) faire
9 MCS.add(newMCS).
10 Cl < CL A
BLOCKINGCLAUSE(newMC'S)
11 C'+ C' A
BLOCKINGCLAUSE(newM CS).
12 fin
13 k<« k+ 1
14 fin
15 retourner MCS
16 fin

chemin.

L’ensemble P est utilisé pour propager les informa-
tions et vérifier si une condition est satisfaite, les en-
sembles C'SP; et CSP, sont utilisés pour calculer les
MCS. Ces trois ensembles sont collectés a la volée
lors du parcours en profondeur. Les parametres de la
fonction DFS sont les ensembles CSP;, CSP, et P
décrits ci-dessus, n le noeud courant du CFG, MCS

nombre de déviations autorisées et MC'Sy la borne de
la taille des MC'S. Nous notons n.left (resp. n.right)
la branche if (resp. else) d’'un noeud conditionnel, et
n.next le noeud qui suit un bloc d’affectation ; cstr est
la fonction qui traduit une condition ou affectation en
contraintes.

Le parcours commence avec CSP; et CSP, vides
et P contenant les contraintes du contre-exemple. 11
part de la racine de 'arbre (CFG.root) qui contient la
pré-condition, et se déroule comme suit :

— Quand le dernier noeud est atteint (i.e. noeud de
la post-condition), on est sur le chemin du contre-
exemple. La post-condition est ajoutée a CSP, et
on cherche les MCS,

— Quand le noeud est un noeud conditionnel, alors
on utilise P pour savoir si la condition est sa-
tisfaite. Si on peut encore prendre une déviation
(i.e. k > 0), on essaie de dévier la condition cou-
rante ¢ et on vérifie si cette déviation corrige
le programme en appelant la fonction correct.
Cette fonction propage tout simplement le contre-
exemple sur le graphe a partir du noeud courant
et renvoie vrai si le programme satisfait la post-
condition pour ce chemin,

— Si dévier ¢ a corrigé le programme, alors les
conditions qui ont été déviées (i.e. CSPy U c)
sont des corrections. De plus, on calcule aussi
les corrections dans le chemin menant a c,

— Si dévier ¢ n’a pas corrigé le programme, si on
peut encore dévier des conditions (i.e. k > 1)
alors on dévie ¢ et on essaie de dévier k — 1
conditions en dessous de c.

Dans les deux cas (dévier ¢ a corrigé ou non le pro-

gramme), on essaie aussi de dévier des conditions

en dessous de ¢, sans dévier c.

Quand le noeud est un bloc d’affectations, on pro-

page le contre-exemple sur ces affectations et on

ajoute les contraintes correspondantes dans P et
dans CSP,.

L’algorithme LocFaults appelle l'algorithme MCS
(cf. Algorithm 4) qui est une transcription directe de
l'algorithme proposé par Liffiton et Sakallah [22]. Cet
algorithme associe a chaque contrainte un sélecteur
de variable y; qui peut prendre la valeur 0 ou 1; la
contrainte AtMost permet donc de retenir au plus k
contraintes du systéeme de contraintes initial dans le
MCS. La procédure BlockingClause (newMCS) appe-
lée & la ligne 10 (resp. ligne 11 ) permet d’exclure les
sur-ensembles de taille k (resp. de taille supérieure a

Lors de l'implémentation de cet algorithme nous
avons utilisé IBM ILOG CPLEX® qui permet & la fois
une implémentation aisée de la fonction AtMost et
la résolution de systemes de contraintes numériques.
Il faut toutefois noter que cette résolution n’est cor-
recte que sur les entiers et que la prise en compte des
nombres flottants nécessite 1'utilisation d’un solveur
spécialisé pour le traitement des flottants.

5. http://www-01.ibm.com/software/commerce/

la liste des corrections en cours de construction, k 1€] §&ptimization/cplex-optimizer/



Programme Contre-exemple Erreurs —5 — L"Cpa“1<°52 — BugAssist
AbsMinusKO (i=0,7 =17 17 {17} 77 177 {171 {17}
AbsMinusKO2 {i=o0,,=1} 11 (11,117} 15L,{17} (15L,{17} (11,117} {i7, 20,16}
AbsMinusKO3 {i=0,j=1} 14 {20} {E}’{{I;O}}'{lz}’ {E}’{{lﬁ]}}'{lz}’ {Q}‘{{%;O}}’{w} {16, 20}

MinmaxKO {’"1;32’:“;% =15 19 {10},{19} E%%ES; E%ﬁ%‘ﬁg; %%%ﬁg% {18, 19, 22}

MidKO {a=2,b=1,c=3} 19 {19} {19} {19} {14, ?2’26} {14, 19, 30}

is i5 i5 . -

Maxmin6varKO fia::—li ,be::_OiL,fC::—_ALB}. 27 {28} g % g {é"l 112'62}“
Maxmin6varKO2 d{:“ f,zwl’eb:::f'f::fé} 12 {65} 2 2 22 {12, 64,166}
Maxmin6varKO3 e S0 12,15 (65} (65} {%651}5} {%3'5)}—“} {121‘613}1 64,

Maxmin6varKO4 {a i;;ﬁ -oyes :é} 12,15, {116} {116} {116} (12{’11156}17} {12,166}

{26} {26} {26}
{48} {30}.{25} {29,327} {29, 32}

Ta51, (507 {257 129 55, 5711257 (26,27, 32,

TritypeKO {i=2,j=3k=2} 54 {54} {53, 57},{25}, {30} {fz‘{;‘:%g(’{g‘”}’ 33, 36, 48,

{54} o TIST {50 T.155] 57,68}
153, 571.{25},.1307
151
21 {21} {21
26 {267 {26
{35}.{27}.{25¢} {29,57},{30},{27}, {29, 57},{30},{27},
{53},1251.{27} {25} {25 {21, 26, 27,
TritypeKO2 {i=2,j=2k=4} 53 {54} 132, 447 ,{33},{257}, 132,44}, {33},125T, 29, 30, 32,
27 27 33,35, 36,
{54} 135,127 5,{257 355,127 5,125] 53, 68}
{53}.{25}.{277} {53}.{25}.{27}
54 54
31 21 21
26 26 26
29 29 29 {21, 26, 27,
TritypeKO2V?2 {i=1,j=2k=1} 31 {50} }—g% :} g;%’ {Q’—s}’g“}’{"l}' {3—'4—}'224}"{31}’ ii ;é 33
= {361,131 1,{257 136,131 ,125] 19,68}
{50} {49} .{31}.{25} {49} .{31}.{25}
50 50
31 21 21
29 {26,57},{30},{25} {26,57},{30},{25},
30 ,{2'} {27 .
30 ,{2;} {29} {229143%6'3227’
TritypeKO3 {i=1,j=2Fk=1} 53 {54} 132, 44}.1337,{30T, 133T.030T, ool ibiGe
25 » 39, 36,
(51} T35 {301.1257 257 48, 53, 68
{53Y.{30}.{257} {257}
54
{45},{33}.{25} {26,32} +
{29, 32} T
T357.1351, (257 125} (26,27 29,
TritypeKO4 {i=2,j =3,k =3} 45 {46} {46} : \{r%% 35, 45, 49,
. 571,125 > 45,49,
{46} L 68}
46
{26} + 26
{29} T 29
33T.{257 {52, 45}, 1331.{257 {26, 27, 29,
TritypeKO5 {i=2,j=3k=3} 32,45 {40} 1257 I0T.{257 30, 32, 33,
{40} 1257 53).{257 35,49, 68}
{257} 35,571,1251
{26} 26
{297} 29
{257 29Y,{33).{257
,{25} {3 53},{33 .{25} {26, 27,29,
TritypeKO6 {i=2,j=3k=3} 32,33 {40} 1257 {52, 45, 571,1331.{25] 30, 32, 33
{40} 19},{2 35,49, 68}
{40}
2
31 31 31 128,29, 31,
TriPerimetreKO {i=2j=1k=2} 58 {58} B37T.0321.027] B2 L127) [EAREIRPLS; 32,35, 37
58 58 58 65, 72}
32 32 32 {28, 32, 33,
{40}.{33}.{27} {40}.{33}.{27} {40},{33}.{27} 34, 36, 38,
TriPerimetreKOV2 {i=2,j=3k=2} 34 {60},{34} 295, ’ 495, ’ 2075, ’ 40,41, 52,
- - - 55, 56, 60,
{60}, {34} {60}, {34} {60}, {34} o v el

TABLE 1 — MCS identifiés par LocFaults pour des programmes sans boucles

4 Evaluation expérimentale

Pour évaluer la méthode que nous avons proposée,
nous avons comparé les performances de LocFaults et
de BugAssist [17, 18] sur un ensemble de programmes.
Comme LocFaults est basé sur CPBPV[8] qui travaille
sur des programmes Java et que BugAssist travaille
sur des programmes C, nous avons construit pour cha-
cun des programmes :

— une version en Java annotée par une spécification

JML;
— une version en ANSI-C annotée par la méme spé-
cification mais en ACSL.
Les deux versions ont les mémes numéros de ligne et
les mémes instructions. La précondition est un contre-

exemple du programme, et la postcondition corres] 69

pond au résultat de la version correcte du programme
pour les données du contre-exemple. Nous avons consi-
déré qu’au plus trois conditions pouvaient étre fausses
sur un chemin. Par ailleurs, nous n’avons pas cherché
de MCS de cardinalité supérieure a 3. Les expérimen-
tations ont été effectuées avec un processeur Intel Core
i7-3720QM 2.60 GHz avec 8 GO de RAM.

Nous avons d’abord utilis¢é un ensemble de pro-
grammes académiques de petite taille (entre 15 et 100
lignes). A savoir :

— AbsMinus. Ce programme prend en entrée deux

entiers ¢ et j et renvoie la valeur absolue de ¢ — j.
— Minmax. Ce programme prend en entrée trois

entiers : inl, in2 et in3, et permet d’affecter la

plus petite valeur a la variable least et la plus
grande valeur a la variable most.




LocFaults BugAssist
Programme L
P =0 <1 <2 <3 P L

AbsMinusKO 0,487s | 0,044s | 0,073s | 0,074s | 0,062s | 0,02s | 0,03s
AbsMinusKO2 0,484s | 0,085s | 0,065s | 0,085s | 0,078s | 0,01s | 0,06s
AbsMinusKO3 0,479s | 0,076s | 0,113s | 0,357s | 0,336s | 0,02s | 0,04s
MinmaxKO 0,528s | 0,243s | 0,318s | 0,965s | 1,016s | 0,01s | 0,09s
MidKO 0,524s | 0,065s | 0,078s | 0,052s | 0,329s | 0,02s | 0,08s
Maxmin6varKO 0,528s | 0,082s | 0,132s | 0,16s | 0,149s | 0,06s | 1,07s
Maxmin6varKO2 0,536s | 0,064s | 0,072s | 0,097s | 0,126s | 0,06s | 0,66s
Maxmin6varKO3 0,545s | 0,066s | 0,061s | 0,29s | 0,307s | 0,04s | 1,19s
Maxmin6varKO4 0,538s | 0,06s 0,07s | 0,075s | 0,56s | 0,04s | 0,78s
TritypeKO 0,493s | 0,022s | 0,097s | 0,276s | 2,139s | 0,03s | 0,35s
TritypeKO2 0,51s | 0,023s | 0,25s 2,083 | 3,864s | 0,02s | 0,69s
TritypeKO2V2 0,514s | 0,034s | 0,28s | 1,178s | 1,31s | 0,02s | 0,77s
TritypeKO3 0,493s | 0,022s | 0,26s | 1,928s | 4,535s | 0,02 | 0,48s
TritypeKO4 0,497s | 0,023s | 0,095s | 0,295 | 5,127s | 0,02s | 0,21s
TritypeKO5 0,492s | 0,021s | 0,099s | 0,787s 0,8s 0,01s | 0,25s
TritypeKO6 0,492s | 0,025s | 0,078s | 0,283s | 1,841s | 0,03s | 0,24s
TriPerimetre KO 0,518s | 0,047s | 0,126s | 1,096s | 2,389s | 0,03s | 0,64s
TriPerimetreKOV2 | 0,503s | 0,043s | 0,271s | 0,639s | 1,958s | 0,03s | 1,20s

TABLE 2 — Temps de calcul

— Tritype. Ce programme est un programme clas-
sique qui a été utilisé tres souvent en test et vé-
rification de programmes. Il prend en entrée trois
entiers (les co6tés d’un triangle) et retourne 3 si les
entrées correspondent a un triangle équilatéral, 2
si elles correspondent a un triangle isocele, 1 si
elles correspondent a un autre type de triangle, 4
si elles ne correspondent pas a un triangle valide.

— TriPerimetre. Ce programme a exactement la
méme structure de contrdle que tritype. La diffé-
rence est que TriPerimetre renvoie la somme des
cOtés du triangle si les entrées correspondent a un
triangle valide, et -1 dans le cas inverse.

Pour chacun de ces programmes, nous avons considéré
différentes versions érronées.

Nous avons aussi évalué notre approche sur les
programmes TCAS (Traffic Collision Avoidance Sys-
tem) de la suite de test Siemens[26]. 11 s’agit 1a aussi
d’un benchmark bien connu qui correspond & un sys-
teme d’alerte de trafic et d’évitement de collisions aé-
riennes. Il y a 41 versions erronées et 1608 cas de
tests. Nous avons utilisé toutes les versions erronées
sauf celles dont l'indice AltLayerValue déborde du
tableau Positive RAAItThresh car les débordements
de tableau ne sont pas traités dans CPBPV. A savoir,
les versions TcasKO...TcasKO41. Les erreurs dans
ces programmes sont provoquées dans des endroits dif-
férents. 1608 cas de tests sont proposés, chacun cor-
respondant a contre-exemple. Pour chacun de ces cas
de test T, on construit un programme T'casV;T; qui
prend comme entrée le contre-exemple, et dont post-
condition correspond a la sortie correcte attendue.

Le code source de l’ensemble des programmes
est disponible a ’adresse http://www.i3s.unice.fr/
“bekkouch/Bench_Mohammed.html.

La table 1 contient les résultats pour le premier
ensemble de programmes :

— Pour LocFaults nous affichons la liste des MCS.170

La premiere ligne correspond aux MCS identifiés
sur le chemin initial. Les lignes suivantes aux MCS
identifiés sur les chemins pour lesquels la postcon-
dition est satisfaite lorsqu’une condition est dé-
viée. Le numéro de la ligne correspondant a la
condition est souligné.

— Pour BugAssist les résultats correspondent a la
fusion de l’ensemble des compléments des MSS
calculés, fusion qui est opérée par BugAssist
avant 'affichage des résultats.

Sur ces benchmarks les résultats de LocFaults sont
plus concis et plus précis que ceux de BugAssist.

La table 2 fournit les temps de calcul : dans les
deux cas, P correspond au temps de prétraitement et
L au temps de calcul des MCS. Pour LocFaults, le
temps de pré-traitement inclut la traduction du pro-
gramme Java en un arbre de syntaxe abstraite avec
Poutil JDT (Eclipse Java development tools), ainsi que
la construction du CFG dont les noeuds sont des en-
sembles de contraintes. C’est la traduction Java qui est
la plus longue. Pour BugAssist, le temps de prétrai-
tement est celui la construction de la formule SAT.
Globalement, les performances de LocFaults et Bu-
gAssist sont similaires bien que le processus d’éva-
luation de nos systemes de contraintes soit loin d’étre
optimisé.

La table 3 donne les résultats pour les programmes
de la suite TCAS. La colonne Nb_E indique pour
chaque programme le nombre d’erreurs qui ont été
introduites dans le programme alors que la colonne
Nb_CFE donne le nombre de contre-exemples. Les co-
lonnes LF et BA indiquent respectivement le nombre
de contre-exemples pour lesquels LocFaults et BugAs-
sist ont identifié I'instruction erronée. On remarquera
que LocFaults se compare favorablement & BugAs-
sist sur ce benchmark qui ne contient quasiment au-
cune instruction arithmétique ; comme précédemment
le nombre d’instructions suspectes identifiées par Loc-



Programme Nb_E Nb_CE LF BA
TcasKO 1 131 131 131
TcasKO2 2 67 67 67
TcasKO3 1 23 2 23
TcasKO4 1 20 16 20
TcasKO5 1 10 10 10
TcasKO6 3 12 36 24
TcasKO7 1 36 23 0
TcasKO8 1 1 1 0
TcasKO9 1 7 7 7
TcasKO10 6 14 16 84
TcasKO11 6 14 16 46
TcasKO12 1 70 52 70
TcasKO13 1 4 3 4
TcasKO14 1 50 6 50
TcasKO16 1 70 22 0
TcasKO17 1 35 22 0
TcasKO18 1 29 21 0
TcasKO19 1 19 13 0
TcasKO20 1 18 18 18
TcasKO21 1 16 16 16
TcasKO22 1 11 11 11
TcasKO23 1 41 41 41
TcasKO24 1 7 7 7
TcasKO25 1 3 0 3
TcasKO26 1 11 11 11
TcasKO27 1 10 10 10
TcasKO28 2 75 74 121
TcasKO29 2 18 17 0
TcasKO30 2 57 57 0
TcasKO34 1 77 77 77
TcasKO35 4 75 74 115
TcasKO36 1 122 120 0
TcasKO37 4 94 110 236
TcasKO39 1 3 0 3
TcasKO40 2 122 0 120
TcasKO41 1 20 17 20

TABLE 3 — Nombre d’erreurs localisés pour TCAS

Faults est dans I’ensemble nettement inférieur a celui
de BugAssist.

Les temps de calcul de BugAssist et LocFaults sont
trés similaires et inférieurs & une seconde pour chacun
des benchmarks de la suite TCAS.

5 Discussion

Nous avons présenté dans cet article une nouvelle
approche pour l'aide a la localisation d’erreurs qui
utilise quelques spécificités de la programmation par
contraintes. Les premiers résultats sont encourageants
mais doivent encore étre confirmés sur des programmes
plus importants et contenant plus d’opérations arith-
métiques.

Au niveau des résultats obtenus LocFaults est plus
précis que BugAssist lorsque les erreurs sont sur le
chemin du contre exemple ou dans une des conditions
du chemin du contre-exemple. Ceci provient du fait
que BugAssist et LocFaults ne calculent pas exacte-
ment la méme chose :

BugAssist calcule les compléments des différents
sous-ensembles obtenus par MaxSat, c’est a dire des
sous-ensembles de clauses satisfiables de cardinalité
maximale. Certaines "erreurs ” du programme ne vont
pas étre identifiées par BugAssist car les contraintes
correspondantes ne figurent pas dans le complément
d’un sous ensemble de clauses satisfiables de cardina-
lité maximale.

LocFaults calcule des MCS, c’est a dire le complé-

ment d’un sous-ensemble de clauses maximal, c’est &]7]

dire auquel on ne peut pas ajouter d’autre clause sans
le rendre inconsistant, mais qui n’est pas nécessaire-
ment de cardinalité maximale.

BugAssist identifie des instructions suspectes dans
I’ensemble du programme alors que LocFaults re-
cherche les instructions suspectes sur un seul chemin.

Les travaux futurs concernent a la fois une ré-
flexion sur le traitement des boucles (dans un cadre
de bounded-model checking) et 'optimisation de la
résolution pour les contraintes numériques. On utili-
sera aussi les MCS pour calculer d’autres informations,
comme le MUS qui apportent une information complé-
mentaire a ['utilisateur.
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Abstract

Nous considérons un solveur générique de prob-
lémes de satisfaction de contraintes (CSP) binaires,
paramétré par des choix de haut niveau, a savoir le
type de recherche, le niveau de propagation de con-
traintes et I'heuristique de choix de variables. Nous
comparons expérimentalement 18 configurations de
ce solveur générique sur plus d’'un millier d'instances.
Un premier but est de comprendre la complémentarité
des différents types de recherche, avec une attention
particuliere sur Backtracking with Tree-Decomposition
(BTD). Le second objectif est d’introduire un sélecteur
d’algorithme par instance pour choisir automatique-
ment la meilleure approche pour chaque nouvelle in-
stance a résoudre. Nous montrons expérimentale-
ment que ce sélecteur obtient de meilleures perfor-
mances par rapport a nos 18 configurations initiales.

1 Introduction

Les méthodes completes basées sur la technique du back-
tracking résolvent les CSP en construisant un arbre de
recherche. Pour le BackTracking Chronologique (CBT)
[27], cet arbre est exploré en profondeur d’abord. Lors
d’un échec, la recherche revient au dernier point de choix.
Cela mene a une exploration inutile de sous-arbres quand
I’échec n’est pas di a la derniere décision. Pour sur-
monter ce probleme, des techniques de backtracking in-
telligent ont été proposées, comme Conflict-directed Back-
Jumping (CBJ) [26] et Dynamic BackTracking (DBT) [12].
Elles exploitent dynamiquement la structure du probleme
pour retourner a la cause de 1’échec et ainsi éviter une
exploration redondante de certaines zones de 1’espace de
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recherche. Backtracking with Tree Decomposition (BTD)
[18] capture la structure statique du probleme en identifiant
des sous-problemes indépendants.

CBJ, DBT et CBT ont déja été comparés expérimentale-
ment (voir par exemple, [21]). BTD a aussi été comparé
a CBT et CBJ (voir, [18]). Cependant, a notre connais-
sance, c’est la premiere fois que BTD est comparé a CBJ
et DBT sur un ensemble de problemes aussi conséquent.
Il est intéressant de les comparer car ils exploitent tous
la structure pour guider la recherche. CBJ et DBT ex-
ploitent une structure dynamique grace aux explications
des incohérences, tandis que BTD exploite une structure
statique grace a une décomposition arborescente. De plus,
ces différents mécanismes de backtracking peuvent &tre
combinés avec différents niveaux de propagation de con-
traintes, comme Forward-Checking (FC) et Maintaining
Arc Consistency (MAC). Ils peuvent également étre com-
binés avec différentes heuristiques de choix de variables.
En particulier, [8] exploite les échecs rencontrés durant la
recherche pour mieux choisir la prochaine variable a af-
fecter. Ainsi, cette heuristique exploite aussi la structure
de I’instance pour guider la recherche.

Dans cet article, nous décrivons un solveur de CSP
générique qui étend celui de [21]. II a trois parametres :
(i) la stratégie de recherche — CBT, CBJ, DBT ou BTD ;
(ii) Le niveau de propagation de contraintes — FC ou MAC
; (iii) I’heuristique de choix de variables — minDomaine sur
degré dynamique ou degré dynamique pondéré.

Une premiere contribution de 1’article est de comparer
expérimentalement différentes configurations de ce solveur
générique sur plus de mille instances. En particulier, nous
comparons 4 configurations basées sur BTD avec d’autres
variantes basées sur des techniques de backtracking in-



telligent. Cette vaste étude expérimentale nous montre
que méme si deux configurations ont des taux de succes
globaux meilleurs que toutes les autres, certaines configu-
rations (notamment basées sur BTD) ayant un taux de suc-
ces global faible, se comportent treés bien sur un grand nom-
bre d’instances. Plus particulierement, nous identifions 13
configurations complémentaires telles que chaque instance
est bien résolue par au moins une de ces configurations.

Une deuxiéme contribution est d’introduire un sélecteur
d’algorithme par instance pour notre solveur générique.
Cela peut s’avérer plus efficace que la combinaison de dif-
férentes techniques visant la définition d’une méthode per-
formante sur tous les types d’instances [7]. A I'image de
méthodes récentes (voir,[25, 19, 1]), nous extrayons des
descripteurs pour nos instances et utilisons des techniques
d’apprentissage pour construire un modele de sélection.
Le choix des configurations parmi lesquelles le sélecteur
va opérer est un point crucial : le but est de conserver
un sous-ensemble de configurations S avec des perfor-
mances complémentaires telles que .S contienne une con-
figuration efficace pour chaque instance dans 1’ensemble
d’apprentissage. Nous exprimons ce probleme comme un
probleme de couverture d’ensemble et utilisons un algo-
rithme glouton pour déterminer une solution approchée.

Larticle est organisé comme suit. En section 2 nous
décrivons notre cadre générique pour résoudre les CSPs.
En section 3, nous testons différentes configurations de
ce cadre. En section 4, nous décrivons notre sélecteur
d’algorithme par instance. En section 5 nous com-
parons notre sélecteur aux meilleures configurations et a
un meilleur solveur virtuel. Nous concluons en section 6
avec des pistes futures.

2 Cadre générique pour les CSPs bi-
naires

Contexte. Un CSP est défini par un triplet (X, D, C).
X est un ensemble fini de variables. D associe un en-
semble fini de valeurs D(x;) a chaque variable x; € X.
C' est un ensemble de contraintes. Chaque contrainte est
définie sur un sous-ensemble de variables et définit des tu-
ples de valeurs pouvant étre affectées simultanément a ces
variables. Une contrainte binaire porte sur deux variables.
Dans cet article nous considérons des CSPs binaires qui ne
contiennent que des contraintes binaires. Une solution est
une affectation de toutes les variables satisfaisant toutes les
contraintes.

Dans cet article, I’accent est mis sur les méthodes com-
pletes basées sur la technique du backtracking qui struc-
turent I’espace de recherche en arbre ou les nceuds cor-
respondent a une affectation d’une valeur a une vari-
able. Nous introduisons un algorithme générique qui est
paramétré par le mécanisme de backtracking, le niveau de
propagation de contraintes et I’heuristique de choix de vari-

ables. Cet algorithme générique est une extension de celui
décrit dans [21] et nous permet de comparer, dans un cadre
unifié, des approches de I’état de 1’art pour les CSPs bi-
naires.

Backtracking. Dans le Backtracking Chronologique
(CBT) [27], I’arbre est exploré en profondeur d’abord.
Lors d’un échec, la recherche revient sur le dernier nceud.
Si la cause n’est pas due a la derniere décision, CBT ex-
plore inutilement des sous-arbres.

Conflict directed BackJumping (CBJ) [26] retourne im-
médiatement a la derniére variable affectée en cause dans
I’échec et désaffecte toute variable affecté apres elle. Dans
cette étude nous utilisons des techniques de [12, 2, 17] pour
obtenir une version de CBJ semblable a celle de [21]. Elle
maintient pour chaque valeur testée sans succes I’ensemble
des variables affectées en cause dans cet échec. Si cet en-
semble est vide la valeur est définitivement supprimée.

Dynamic BackTracking (DBT) [12] a pour objectif
d’améliorer CBJ en ne désaffectant pas les variables en-
tre la variable courante et celle en cause dans 1’échec vu
qu’elles ne sont pas responsables de cet échec. A cause
des mauvaises performances de DBT combiné a FC et
une bonne heuristique de choix de variables (voir, [3]),
[28] propose une nouvelle version de CBJ en réordon-
nant rétroactivement les variables affectées (CBJR). Apres
chaque affectation = <— v, le critere utilisé par I’heuristique
de choix de variables est recalculé en tenant compte de
I’état actuel du probleme pour éventuellement remonter la
variable x dans I’arbre de recherche (par exemple si beau-
coup de valeurs ont été supprimées du domaine de la vari-
able, elle peut étre replacée avant d’autres variables avec
un domaine plus large). Pour conserver la complétude, =
ne peut pas étre placée au-dessus d’une variable participant
au filtrage ou a I’échec d’une valeur dans son domaine.

Enfin, Backtracking with Tree Decomposition (BTD)
[18] utilise une décomposition arborescente du graphe des
contraintes qui capture la structure du probleme en identifi-
ant des sous-problemes indépendants. BTD calcule 1’ordre
dans lequel les sous-problemes doivent étre résolus, don-
nant un ordre partiel sur les variables. De plus, il enregistre
des goods associés aux solutions des sous-problemes et des
nogoods associés aux échecs des sous-problemes. Ces in-
formations évitent de résoudre un méme sous-probleme
plus d’une fois. Dans cette étude, la décomposition ar-
borescente est calculée en utilisant I’heuristique minimum-
fill [20] pour trianguler les graphes des contraintes.

Propagation de contraintes. A chaque nceud de
I’arbre de recherche, les contraintes sont propagées pour
filtrer certaines valeurs du domaine des variables non af-
fectées et pour détecter des incohérences locales. Nous
considérons deux mécanismes [27] : Forward Checking
(FC) qui supprime les valeurs non arc cohérentes avec la
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derniere affectation ; Maintaining Arc Consistency (MAC)
qui assure 1’arc cohérence de toutes les contraintes.

Heuristique de choix de variables. A chaque nceud
de I’arbre, la recherche choisit la prochaine variable a af-
fecter parmi celles non affectées. Une heuristique de choix
de variables classique est minDomaine, qui choisit une
variable qui a le plus petit domaine. Dans cette étude, nous
en considérons deux améliorations connues [5, 8] :

e minDomaine sur degré dynamique (d) choisit une
variable x minimisant le ratio entre la taille de D(x)
et le nombre de variables non affectées partageant une
contrainte avec x,

e minDomaine sur degré dynamique pondéré (w)
choisit une variable z minimisant le ratio entre la taille
de D(x) et la somme des poids des contraintes in-
cluant = avec d’autres variables non affectées, ou le
poids d’une contrainte est le nombre d’échecs qu’elle
a causée depuis le début de la recherche.

Avec BTD, I’heuristique de choix de variables est limitée
au cluster actuel de la décomposition (voir [16]).

Cadre générique. [21] définit un premier cadre
générique qui englobe plusieurs méthodes de backtrack-
ing de I’état de I’art. Nous étendons ce cadre avec deux
nouveaux mécanismes de backtracking, CBJR et BTD. De
ce cadre générique, nous pouvons obtenir des configura-
tions notées par des triplets (b,c,0) ot b €{CBT, CBIJ,
DBT, CBJR, BTD} définit le mécanisme de backtracking,
c €{FC,MAC} définit le niveau de propagation de con-
traintes et o €{d,w} définit I’heuristique de choix de vari-
ables. Nous avons 18 configurations — et non 20 — car
CBIR est combiné uniquement avec FC comme dans [28].
Sa combinaison avec MAC sera pour des travaux futurs.

Dans les configurations (CBT,MAC,*) et
(BTD,MAC,*), nous utilisons AC2001 [6] pour main-
tenir la cohérence d’arc, tandis que dans (CBJ,MAC,*) et
(DBT,MAC,*) nous utilisons AC3 [23]. AC2001 considere
un ordre sur les valeurs dans les domaines et enregistre
pour chaque valeur sa premiere valeur compatible dans les
autres domaines. Si cette valeur est supprimée, il cherche
une nouvelle valeur compatible en partant de la position
de la valeur supprimée. AC3 est différent sur ce point car
il parcourt a nouveau tout le domaine depuis le début pour
chercher une nouvelle valeur compatible.

Toutes les configurations sont non déterministes
I’heuristique de choix de variables départage les égalités
aléatoirement et nous ne considérons pas d’ordre de choix
de valeurs, qui sont choisies aléatoirement.

Enfin, pour toutes les configurations, nous commengons
par décomposer le graphe de contraintes en composantes
connexes pour obtenir des sous-problemes indépendants
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résolus séparément. Aussi, chaque sous-probleme est
rendu arc cohérent avant de commencer sa résolution.

3 Comparaison expérimentale

3.1 Ensemble de problémes considérés

Notre ensemble de probléemes est composé de 1092 in-
stances regroupées en 6 classes décrites dans le tableau 1.
Les 5 premiéres classes viennent de la compétition CSP’08
pour laquelle nous n’avons considéré que les instances bi-
naires. Pour les classes contenant des instances similaires,
nous n’avons gardé que les dix premieres. Nous avons en-
levées toutes les instances qui ne sont résolues par aucune
de nos 18 configurations en 30 minutes (sur 15 essais).

La derniere classe (STRUCT) contient des instances
structurées générées aléatoirement comme dans [15]. Ces
instances ont une structure similaire a celle des instances
RLFAP qui sont des problemes réels. La structure est
définie par un arbre de clusters de variables et le niveau de
structuration dépend de la densité de contraintes dans les
clusters et de la taille des clusters. Cette classe contient des
sous-classes d’instances de différents niveaux de structura-
tion, différentes tailles et différentes duretés de contraintes.

3.2 Résultats expérimentaux

Le tableau 2 compare les taux de succes de 18 configura-
tions a différents temps CPU sur un Intel(R) Xeon(R) CPU
E5-2670 0 @ 2.60GHz, 20480 KB cache size, 3GB RAM.
Toutes les configurations étant non déterministes, nous les
avons lancés 15 fois pour chaque instance.

(CBT,MAC,w) est la meilleure configuration avec un
temps CPU limité a 1000 secondes. Cela n’est pas sur-
prenant et a déja été observé dans [21]. Cependant,
(CBJ,MAC,w) prend la téte lorsque le temps CPU limite
dépasse 1000 secondes. Sans surprise, nous remarquons
que les configurations utilisant 1’heuristique w pour ordon-
ner les variables font mieux que les configurations utilisant
d (voir, [8]). Le gain dépend cependant de la méthode
de backtracking considérée comme montré dans [9]. En
particulier, utiliser w améliore considérablement les per-
formances de DBT et CBT, mais plus modestement celles
de CBI. Par ailleurs, les configurations utilisant DBT et FC
obtiennent de mauvais résultats.

Ces taux de succes sur les 1092 problémes cachent des
réalités tres différentes en regardant chaque instance. Cer-
taines configurations ayant des taux de succes assez bas sur
I’ensemble des problemes sont les meilleures sur certaines
instances. Nous appliquons une regle simple pour décider
si une configuration est la meilleure pour une instance :
nous comparons en premier le nombre d’essais réussis sur
15 en moins de 30 minutes et nous départageons les égal-
ités par le temps moyen de résolution.



Classe #Instances #Variables #Valeurs #Contraintes Dureté des contraintes
min | moy | max || min | moy | max min | moy max || min moy | max

ACAD 75 10 | 116 500 2| 146 | 2187 45 691 4950 || 0.001 | 0.692 | 0.998
PATT 238 16 | 263 | 1916 3 66 378 48 | 4492 | 65390 || 0.002 | 0.795 | 0.996
QRND 80 50 | 220 315 7 11 20 451 | 2968 4388 || 0.122 | 0.578 | 0.823
RAND 206 23 37 59 8 36 180 84 282 753 || 0.095 | 0.613 | 0.984
REAL 193 | 200 | 628 | 1000 2| 152 802 || 1235 | 6394 | 17447 || 0.0 0.519 | 1.0

STRUCT 300 | 150 | 257 500 20 23 25 617 | 1641 3592 || 0.544 | 0.647 | 0.753

Table 1: Classes de I’ensemble de problemes. Pour chaque classe, le tableau présente son nom, le nombre d’instances, le
nombre de variables, la taille des domaines, le nombre de contraintes et la dureté des contraintes (minimum, moyenne et

valeurs maximum).

CBT DBT CBJ CBJR BTD

t FC MAC FC MAC FC MAC FC FC MAC
d w d w d w d w d w d w d w d w d w
1] 370 41.8 |43.0 47.1 || 338 37.7| 358 379 | 41.3 39.6 | 38.0 39.7 | 399 39.1 | 31.2 31.6 | 31.1 35.1
10 || 47.6 56.8 | 559 67.5 | 38.8 50.5| 494 54.1 || 552 550|543 57.6 | 533 5501 51.3 522|510 58.6
100 || 553 694 | 68.2 844 || 41.5 66.5 | 60.0 745 || 70.5 72.6 | 742 79.6 || 66.9 72.6 || 68.6 726 | 71.5 79.6
1000 || 61.1 81.5 | 758 93.5 | 458 80.3 | 680 89.5 | 856 88.1 | 88.8 93,5 | 78.1 883 | 77.2 83.1 | 81.5 90.2
1800 || 61.7 83.2 | 77.0 94.6 || 46.7 83.7 | 69.3 91.8 || 88.0 91.0 | 904 95.1 || 79.5 909 || 77.8 84.0 | 82.7 91.2

Table 2: Comparaison des taux de succes globaux. Pour chaque limite de temps CPU ¢ (en secondes), le tableau donne le
pourcentage d’essais réussis de chaque configuration au temps ¢ sur 15 essais et 1092 instances.

La premiere ligne du tableau 3 affiche le pourcentage
d’instances pour lequel une configuration est la meilleure.
Cela montre que méme si (CBT,FC,d) ne résout que 61.7%
d’instances apres 30 minutes, c’est la meilleure configura-
tion pour 30.6% des 1092 instances. Il est connu que des
configurations simples comme (CBT,FC,d) peuvent avoir
de meilleures performances que des configurations plus
évoluées sur des instances faciles, pour lesquelles il n’y a
pas besoin de mécanisme certes intelligent mais coliteux,
tandis qu’elles ont habituellement de trés mauvaises per-
formances sur des instances plus dures. Dans la deuxieme
ligne du tableau 3, nous avons enlevé les instances faciles
: nous considérons qu’une instance est facile si elle est ré-
solue par (CBT,MAC,w) en moins d’une seconde sur les
15 essais. Avec cette définition, 470 instances sont faciles
et 622 plus difficiles. Le tableau 3 nous montre que cer-
taines configurations (comme celles utilisant DBT) sont
meilleures sur tres peu d’instances difficiles.

Comme beaucoup de configurations peuvent avoir des
résultats proches pour une instance donnée, nous étudions
le nombre d’instances pour lesquelles une configuration est
bonne : nous considérons qu’une configuration est bonne
pour une instance si c¢’est la meilleure ou s’il n’y a pas un
écart statistiquement significatif entre ses résultats et ceux
de la meilleure. Nous utilisons le test de Student avec p =
0,01 pour décider si une configuration est significative-
ment meilleure qu’une autre sur une instance. La troisieéme
ligne du tableau 3 montre le pourcentage d’instances dif-
ficiles pour lesquelles une configuration est bonne. En-
core une fois, nous observons que les configurations qui

sont bonnes sur beaucoup d’instances n’ont pas toujours
un taux de succes global élevé. En particulier, (BTD,FC,d)
et (CBT,FC,d) qui sont bonnes sur le plus grand nombre
d’instances sont loin d’avoir les meilleurs taux de succes
globaux dans le tableau 2.

Toutes les configurations sont bonnes pour au moins une
instance. Il arrive qu’une configuration ne soit bonne que
sur des instances ou d’autres le sont aussi : elle est dom-
inée. La quatrieme ligne du tableau 3 affiche le pour-
centage d’instances difficiles pour lesquelles une config-
uration est la meilleure et toutes les autres sont significa-
tivement moins bonnes. 6 configurations sont dominées :
(DBT,FC,w), (DBT,MAC,*), (CBJ,FC,*) et (CBJR,FC,d).
Donc nous avons enlevé ces configurations de notre étude,
sauf (CBJR,FC.d) : il y a 10 instances pour lesquelles
toutes les bonnes configurations sont parmi les 6 dominées,
puisque (CBJR,FC,d) est bonne sur ces 10 instances, nous
I’avons gardée. La derniere ligne du tableau 3 donne le
pourcentage d’instances difficiles pour lesquelles une con-
figuration est significativement meilleure que les autres a
I’exception de (DBT,FC,w), (DBT,MAC,*) et (CBJ,FC,*).
Cela nous montre que les 13 configurations restantes sont
complémentaires : chacune est meilleure sur certaines in-
stances.

Le tableau 3 montre que BTD est tres efficace sur
certaines instances. (BTD,FC,d) est significativement
meilleure que les autres configurations sur plus de 15% des
instances difficiles. Sur d’autres instances BTD est mau-
vais donc son taux de succes global est plutdt bas com-
paré a d’autres approches. Pour comprendre quelles in-
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CBT DBT CBJ CBJR BTD
FC MAC FC MAC FC MAC FC FC MAC
d w d w d w d w d w d w d w d w d w
#meilleure / toutes || 30.6 6.6 | 11.5 109 (|29 06 |18 05| 12 16|19 1507 17| 1666 62|08 23
#meilleure / diff 212 43 85 140113 03|16 02|11 03|06 211 08 211 277 10.1 |14 39
#bonne / diff 31,5 137 | 124 217 || 27 69 |45 40| 53 47|45 87|32 551402 172 |53 93
#seule bonne/ diff 11.3 0.6 56 791 02 0 0 0 0 0]02 05 0 1.6 | 145 37102 1.8
#seule bonne / diff || 11.9 1.0 5.8 85 | 0.3 - - - - -103 10| 1.6 1.8 | 151 37103 1.8

Table 3: Comparaison des pourcentages d’instances mieux résolues. Pour chaque configuration c¢ la premiere ligne
donne le pourcentage d’instance pour lequel c est la meilleure (sur 1092 instances) ; la deuxiéme ligne (respectivement
la troisieme) donne le pourcentage d’instances difficiles (parmi 622 instances difficiles) pour lequel c est la meilleure
(respectivement ¢ n’est pas significativement moins bonne que la meilleure) ; la quatrieme ligne (respectivement la cin-
quieme) donne le pourcentage d’instances difficiles pour lequel c est la meilleure et toutes les autres configurations sont
significativement moins bonnes que c (respectivement toutes les autres configurations sauf (DBT,FC,w), (DBT,MAC,*)

et (CBJ,FC,*) sont significativement moins bonnes que c).

Nombre d’instances Largeur d’arbre | Taille sep

STRUCT ACAD PATT REAL QRND RAND Total (moy) (moy)

Décompose 180 0 10 5 0 0 195 11.3% 3.0%
Décompose pas 63 5 63 75 15 69 290 37.5% 29.5%
Agnostique 26 16 20 5 3 67 137 56.7% 25.7%

Table 4: Description des 3 ensembles d’instances. Pour chaque ensemble, le tableau affiche le nombre d’instances de
chaque classe, la largeur arborescente moyenne et la taille moyenne des séparateurs (en pourcentage du nombre de vari-

ables) de la décomposition arborescente.

stances sont mieux résolues par BTD, nous partitionnons
les 622 instances difficiles en trois ensembles : 1’ensemble
Décompose contient les instances difficiles mieux résolues
uniquement par (BTD,*,*) et aucune configuration non-
BTD n’y est bonne ; I’ensemble Décompose pas contient
les instances difficiles mieux résolues par une des configu-
rations non-BTD et aucune des (BTD,*,*) n’y est bonne ;
I’ensemble Agnostique pour le reste des instances.

Le tableau 4 nous montre comment les instances sont ré-
parties dans ces ensembles. Presque toutes les instances de
I’ensemble Décompose viennent de la classe STRUCT, qui
contient des instances structurées. Ce n’est pas une surprise
que les variantes de BTD aient de meilleures performances
que les variantes de CBT sur ces instances (voir [18]).
Comme BTD n’a pas encore été comparé avec des mécan-
ismes de backtracking intelligents, remarquons que BTD
est meilleur qu’eux sur ces instances. Seules 15 instances
de la compétition CSP’08 appartiennent a I’ensemble Dé-
compose : la plupart des instances a été générée aléatoire-
ment et ne posseéde pas de structure statique exploitable.
En regardant les parametres de la décomposition arbores-
cente, nous remarquons que les instances de 1’ensemble
Décompose ont une largeur arborescente plus petite (trois
fois plus petite que dans I’ensemble Décompose pas) et une
taille de séparateur plus petite (dix fois plus petite que dans
I’ensemble Décompose pas). Les instances de 1’ensemble
Agnostique ont une grande largeur arborescente. En fait,
quand la largeur arborescente est proche du nombre de
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variables, BTD se comporte comme CBT vu que presque
toutes les variables sont dans le méme cluster.

4 Sélecteur d’algorithme par instance

Les résultats rapportés dans la section précédente montrent
que 13 des 18 configurations sont complémentaires. De
plus, les meilleures configurations sur certaines instances
sont tres mauvaises sur d’autres de telle sorte qu’elles n’ont
pas le meilleur taux de succes moyen sur I’ensemble des
problemes. Cette illustration du théoreme no free lunch
motive notre recherche d’un sélecteur d’algorithme par in-
stance visant a sélectionner une bonne configuration pour
chaque nouvelle instance a résoudre. Dans cette pre-
miere étude, nous n’essayons pas d’améliorer I’état de 1’art
des sélecteurs d’algorithme par instance tels que CPHy-
dra [25], ISAC (Instance Specific Algorithm Configura-
tion) [19] ou EISAC [24] (voir [1] pour une comparaison).

Notre but est de montrer qu’on peut utiliser une bib-
liothéque d’apprentissage préte a I’emploi pour construire
rapidement un sélecteur d’algorithme efficace exploitant
la complémentarité de plusieurs solveurs. C’est une pre-
miere étape d’une étude plus large et notre sélecteur pour-
rait étre étendu en un ordonnanceur sur un sous-ensemble
de solveurs de fagon assez directe.

L’idée est d’entrainer un classifieur supervisé [4] en lui
donnant un ensemble d’apprentissage d’instances CSPs :
chaque instance exemple est décrite par des descripteurs



et une étiquette correspondant a la meilleure configuration
pour cette instance. L’étape d’entralnement permet au clas-
sifieur d’apprendre un modele qui sera utilisé pour choisir
une configuration pour de nouvelles instances a résoudre.
Dans cette section, nous listons d’abord les descripteurs
utilisés pour caractériser les CSPs (section 4.1). Puis nous
expliquons comment choisir un sous-ensemble de config-
urations utilisées comme ensemble d’étiquettes (section
4.2). Enfin, nous montrons comment apprendre un mod-
¢le a partir d’un ensemble d’apprentissage (section 4.3).

4.1 Description des instances par descripteurs

Nous décrivons chaque CSP par un ensemble de descrip-
teurs. Le but est de trouver un ensemble pertinent de de-
scripteurs qui caractérise adéquatement les instances de
telle sorte que le classifieur peut les utiliser pour prédire
I’étiquette. Ces descripteurs doivent étre simple a extraire
vu que le temps pour récupérer les descripteurs est inclus
dans le temps final de résolution. Nous extrayons deux
types de descripteurs : les descripteurs statiques extraits
de I’instance et les descripteurs dynamiques extraits d’un
court essai d’une configuration sur I’instance.

Descripteurs statiques. Nous extrayons les descrip-
teurs suivants de chaque instance : nombre de variables,
nombre de contraintes, taille des domaines (moyenne et
écart-type), dureté des contraintes (a savoir le ratio du nom-
bre de tuples interdits sur le nombre de tuples possibles
(moyenne et écart-type)) et le degré des variables dans le
graphe des contraintes (moyenne et écart-type).

Comme certaines instances ont plus d’une composante
connexe dans leur graphe de contraintes, nous extrayons
aussi les descripteurs suivants : nombre de composantes
connexes, nombre de variables dans une composante con-
nexe (moyenne et écart-type) et nombre de contraintes dans
une composante connexe (moyenne et écart-type).

Enfin nous extrayons aussi des descripteurs d’une dé-
composition arborescente qui est calculée en utilisant
I’algorithme minimum fill [20] pour trianguler le graphe
des contraintes : nombre de clusters, taille maximum d’un
séparateur et d’un cluster et la densité moyenne de con-
traintes dans un cluster (moyenne et écart-type).

Descripteurs dynamiques. Pour récupérer plus
d’informations sur I’instance a résoudre, nous effectuons
également un court essai pour en extraire des descripteurs.
Nous limitons la tentative a 1 seconde. Les instances
faciles (pour lesquelles il n’y a pas besoin de sélecteur)
sont résolues durant cet essai. Pour les instances plus
dures non résolues en 1 seconde, nous arrétons 1’essai
a 1 seconde, récupérons des descripteurs dynamiques
et statiques et donnons ces descripteurs au sélecteur qui
choisit une configuration pour cette instance.

Comme (CBT,MAC,w) est la meilleure configuration a
1 seconde, nous la choisissons pour le court essai. De plus,
cette configuration nous permet de récupérer des informa-
tions sur le poids des variables (donné par I’heuristique w)
et le nombre de valeurs filtrées par MAC. Nous rassem-
blons les descripteurs dynamiques suivants : nombre de
neceuds dans 1’ arbre de recherche, nombre d’échecs, nombre
de valeurs supprimées par MAC (moyenne et écart-type) et
poids d’une variable (moyenne et écart-type). Pour com-
prendre la dynamique d’un essai, nous rassemblons ces in-
formations a 0,25, 0,5 et 1 seconde.

4.2 Sélection d’un sous-ensemble de configura-
tions.

Pendant la phase d’entrainement, nous pourrions étiqueter
chaque instance de 1’ensemble d’entrainement avec la
meilleure configuration (en moyenne sur 15 essais) parmi
les 13 configurations restantes (apres élimination des dom-
inées (DBT,FC,w), (DBT,MAC,*) et (CBJ,FC,*)). Cepen-
dant, la classification devient plus difficile quand il y a plus
de classes. Nous voulons étudier I’'impact du nombre de
classes sur la performance de notre sélecteur. Ainsi, nous
avons testé différents sous-ensembles de configurations.

Plus précisément, nous choisissons un sous-ensemble S
de k configurations o 2 < k < 13 est un parameétre a
fixer. Ces k configurations définissent les classes des in-
stances d’entralnement : chaque instance ¢ de I’ensemble
d’entralnement est étiqueté avec une configuration de Sy
qui est la meilleure pour ¢ (en moyenne sur 15 essais). Dans
notre cas, le but est de garder dans S}, des configurations
qui ont des performances complémentaires de telle sorte
que, pour chaque instance i de I’ensemble d’entrainement,
il existe une configuration ¢ € Sj, bonne pour i.

En section 3, nous considérons qu’une configuration c
est bonne pour une instance ¢ si soit c’est la meilleure con-
figuration pour 7 ou elle n’est pas significativement moins
bonne que la meilleure. Nous gardons cette définition ici
et choisissons les configurations de Sj en résolvant un
probléme de couverture : une instance i est couverte par
une configuration c¢ si ¢ est bonne pour ¢ ; le but est de
trouver I’ensemble S, contenant les & configurations max-
imisant le nombre d’instances couvertes dans I’ensemble
d’entrainement. Ce probleme étant NP-difficile, nous le ré-
solvons approximativement de facon gloutonne : partant
de la configuration S; qui couvre le plus d’instances nous
définissons S; de S;_; en y ajoutant la configuration qui
augmente le plus le nombre d’instances couvertes.

Le tableau 5 donne le pourcentage d’instances couvertes
pour différents ensembles Sy, sur les 622 instances diffi-
ciles. La configuration couvrant le plus d’instances est
(BTD,FC,d) et S; ={(BTD,FC,d)} couvre environ 40%
des instances. S5 est obtenu en ajoutant (CBT,MAC,w)
a 51, Sy couvre environ 60% des instances. Le tableau 5
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Ensemble de % d’instances Taux de succes d’un solveur virtuel idéal

configurations couvertes 1 ‘ 10 ‘ 100 ‘ 1000 ‘ 1800
S1 ={(BTD,FC,d)} 40.2% 31.2% 51.3% 68.6% 77.2% 77.8%
So = S1U{(CBT,MAC,w)} 59.3% 52.6% 75.9% 91.2% 97.5% 97.9%
S3 = SSU{(CBT,FC,d)} 75.6% 54.4% 77.4% 91.9% 97.6% 98.0%
Sy = S3U{(CBT,MAC.d)} 82.2% 55.5% 77.6% 91.9% 97.6% 98.0%
Sy = S4U{(BTD,FC,w)} 88.1% 55.7% 78.1% 92.9% 98.4% 98.8%
Se = S5U{(CBI,MAC,w)} 91.2% 55.9% 78.2% 93.4% 99.0% 99.3%
S7 = SgU{(BTD,MAC,w)} 93.7% 55.9% 78.3% 93.4% 99.0% 99.4%
Ss = S7U{(CBJR,FC,w)} 96.1% 56.0% 78.5% 93.7% 99.2% 99.6%
So = SgsU{(CBJR,FC,d)} 97.6% 56.3% 78.6% 93.8% 99.2% 99.6%
S10 = SoU{(CBT,FC,w)} 98.9% 56.4% 79.0% 93.8% 99.2% 99.6%
S11 = S10U{(BTD,MAC.d)} 99.4% 56.4% 79.0% 93.8% 99.2% 99.6%
S12 = S11U{(DBT,FC,d)} 99.7% 56.4% 79.1% 93.8% 99.2% 99.6%
S13 = toutes configurations 100.0% 56.4% 79.1% 93.9% 99.2% 99.6%
B; = {(CBT,MAC,w)} 21.7% 47.1% 67.5% 84.4% 93.5% 94.6%
Bs; = B; U {(CBJMAC,w)} 25.2% 47.3% 67.9% 86.2% 95.9% 96.9%
Bs = By U {(DBT,MAC,w)} 25.9% 473% | 68.0 % 86.2% 95.9% 97.0%

Table 5: Ensembles de configurations. Pour chaque ensemble, le tableau affiche le pourcentage d’instances difficiles
couvertes par I’ensemble et le pourcentage d’essais réussis d’un solveur virtuel idéal qui choisit la meilleure configuration
possible dans 1I’ensemble pour chaque instance, a différentes limites de temps (sur 15 essais et 1092 instances).

donne aussi le pourcentage d’essais réussis par le solveur
virtuel idéal correspondant a différentes limites de temps.
Le solveur virtuel idéal, noté VBS(.Sy), choisit la meilleure
configuration de S, pour chaque instance a résoudre : un
sélecteur basé sur Sy ne peut battre VBS(Sy). Enfin,
le tableau 5 affiche les résultats obtenu par les meilleurs
solveurs (B;,B5 et Bs) d’apres les taux de succes globaux
vus dans le tableau 2 : les taux de succes de VBS(B5)
et VBS(Bj3) sont bien en dessous de ceux de VBS(Ss) et
VBS(S3), démontrant ainsi 1’intérét de choisir des solveurs
complémentaires, plutdt que les meilleurs solveurs.

4.3 Entrainement du sélecteur.

Soient un ensemble Sj de configurations et un ensem-
ble d’entrainement I d’instances tels que chaque instance
i € I soit décrite par des descripteurs et une étiquette
d’un solveur de Sy qui est le meilleur pour ¢, le but est
d’entrainer un classifieur pour associer des instances avec
des configurations. Cette classification supervisée (voir
[4]) est résolue par de nombreuses approches. Nous util-
isons la bibliotheque Weka [14, 13]. Nous avons com-
paré différents classifieurs supervisés. Les meilleurs ré-
sultats sont obtenus par ClassificationViaRegression [11]
donc nous utilisons ce classifieur dans nos tests.

Une fois le classifieur entrainé, nous I’utilisons pour
configurer notre solveur générique. Pour résoudre une in-
stance ¢ nous procédons de la sorte : d’abord nous langons
(CBT,MAC,w) sur ¢ pendant 1 seconde ; si ¢ n’est pas
résolue, nous extrayons les descripteurs statiques et dy-
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namiques ; nous les donnons au classifieur qui nous ren-
voie une configuration et nous langons cette configuration
sur 7. Notez que le temps passé a extraire les descripteurs et
a classifier 7 est court (moins de 0,1 secondes en moyenne).

5 Evaluation expérimentale.

Approche expérimentale. Nous considérons les
1092 instances décrites en section 3, et l’ensemble
d’entralnement est composé des 622 instances difficiles.
Nous utilisons un plan de leave-one-out : pour chaque
instance ¢, si ¢ est une instance difficile appartenant a
I’ensemble d’entrainement, nous enlevons ¢ de cet ensem-
ble et entrainons le classifieur sur toutes les instances diffi-
ciles sauf 7 ; enfin le classifieur doit classer .

Comparaison des taux de classification obtenus
avec différents ensembles S;. La configuration ap-
prise d’une instance % est la configuration renvoyée par le
classifieur et nous disons que ¢ est bien classée si sa config-
uration apprise est la meilleure configuration pour ¢ parmi
les k configurations. La deuxiéme colonne du tableau
6 donne le pourcentage d’instances bien classées (pour
les instances qui ne sont pas résolues en 1 seconde par
(CBT,MAC,w)). Nous voyons que le pourcentage décroit
quand le nombre de configurations augmente dans Sy, de
82.2% avec deux configurations jusqu’a 51.2% avec 13
configurations. Cependant, le tableau 6 montre également
que les configurations apprises des instances mal classées



Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13
So 822 | 17.8

Ss 70.7 | 240 | 5.3

S 68.1 | 21.8 | 5.6 | 43

Ss 575|257 | 99 |51 ] 1.6

Se 554 1250 | 99 | 38|41 |14

S+ 543 | 19.6 | 11.2 | 62 | 3.6 | 3.0 | 1.7

Ss 536 | 199 | 96 | 54|32 |38 |27 |14

So 5351194 | 86 |53 (36|27 |33|22]09

Sio | 528 | 188 | 11.0 | 48 | 2.7 | 2.7 |24 |24 |09 | 1.1

Sy | 517119199 (62|28 |27 17|27 |11]08]038

S12 [ 509 | 183|104 |62 |28 |17|16[32[09 |16 14|04
Sz | 5121172101 | 54|43 |14 12(25(19]09| 14|08 ] 1.1

Table 6: Taux de classification par rapport au rang des configurations. Pour chaque ensemble S et chaque rang j €
{1,...,k}, le tableau donne le pourcentage d’instances dont la configuration apprise est la j™¢ meilleure parmi les k

configurations dans Sj.

Temps | (CBIMAC,w) | (CBT.MAC,w) Sa S3 Sy Sx Se Sz Ss Sy S1o S11 S1a Si3
1 38.7 47.6 47.6 | 47.6 | 476 | 476 | 476 | 476 | 476 | 476 | 47.6 | 47.6 | 47.6 | 47.6

5 523 60.6 652 | 67.5 67.7 | 66.7 66.6 | 66.3 673 | 673 | 67.6 | 672 | 66.8 66.7

10 57.1 67.2 734 | 745 | 743 | 73.7 73.5 727 | 737 | 73.6 | 74.0 | 737 | 732 | 73.1

20 64.0 72.6 79.0 | 799 | 79.5 | 79.2 | 79.5 789 | 79.2 | 79.1 | 78.8 | 788 | 78.5 | 78.5

50 73.1 80.0 85.5 857 | 854 | 85.7 | 853 84.5 85.3 85.0 | 853 | 85.3 84.6 84.7
100 79.4 84.2 89.5 | 89.5 | 89.1 89.1 88.6 88.0 | 88.6 | 883 | 838 | 839 | 83.1 88.2
500 90.2 91.5 94.3 94.6 | 942 | 944 | 945 94.0 | 93.8 | 94.0 | 945 | 946 | 942 | 942
1000 93.1 93.0 95.8 | 956 | 952 | 95.1 953 95.0 | 94.7 | 95.1 | 953 | 956 | 953 95.2
1800 94.9 94.1 96.2 | 96.1 95.8 | 95.6 | 95.8 | 95.3 952 | 954 | 959 | 96.1 95.6 | 95.5

Table 7: Pourcentage d’instances résolues selon le temps (en secondes). Pour chaque limite de temps ¢ nous affichons
le pourcentage d’instances résolues en moins de ¢ secondes par les deux meilleures configurations ((CBJ,MAC,w) et
(CBT,MAC,w)), et par notre sélecteur d’algorithme par instance (avec un ensemble Sy, de k configurations). Pour chaque
limite de temps, nous soulignons en gras les plus hauts taux de succes parmi toutes les variantes du sélecteur.

correspondent souvent a des configurations qui se compor-
tent bien : étant donné S}, et une instance ¢, nous ordonnons
chaque configuration de Sy de 1 a k selon ses performances
sur ¢ (la meilleure étant au rang 1 et la pire au rang k). Par
exemple, regardons les résultats pour Sy3 : pour 51.2% des
instances, la configuration apprise est la meilleure ; pour
17.2% des instances, ¢’est la deuxiéme meilleure ; . ..

Comparaison des taux de succés. Le tableau 7
affiche le pourcentage d’instances résolues a différentes
limites de temps pour les deux meilleures configurations
(CBT,MAC,w) et (CBJ,MAC,w), et pour notre sélecteur
d’algorithme par instance avec différents ensembles de
configurations de Sy jusqu'a Sis. A 1 seconde, les
sélecteurs ont le méme taux de succes que (CBT,MAC,w)
comme le sélecteur lance d’abord (CBT,MAC,w) pendant
1 seconde. Cependant apres 5 secondes, toutes les vari-
antes de notre sélecteur ont de bien meilleures taux de suc-
ces que (CBTMAC,w) et (CBJ,MAC,w). Les meilleures
performances sont souvent obtenues par Ss.

La courbe 1 dessine 1’évolution du pourcentage

d’instances résolues au cours du temps pour les deux
meilleures configurations (CBT,MAC,w) et (CBJ,MAC,w)
et pour notre sélecteur avec Ss. Elle dessine aussi les résul-
tats d’un solveur virtuel idéal (pour les 13 configurations et
pour les 3 configurations de S3). Cela nous montre que les
performances de notre sélecteur sont souvent plus proche
des performances du solveur virtuel idéal que des perfor-
mances de la meilleure configuration.

6 Conclusion

Nous avons étendu le cadre générique de [21] en ajoutant
deux mécanismes de backtracking, définissant ainsi un
cadre unifié pour comparer 18 configurations correspon-
dant 2 des approches de I’état de I’art. A notre connais-
sance, c’est la premiere fois que des approches basées sur
BTD sont comparées avec d’autres stratégies de recherche
telles que CBT et DBT, combinées avec FC ou MAC et
deux heuristiques de choix de variables (d et w). Les résul-
tats montrent que méme si BTD a un taux de succes global
bas, il est bien meilleur que d’autres approches sur dif-
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Figure 1: Evolution du pourcentage d’instances résolues au cours du temps (en secondes)

férentes instances. Cependant, la plupart de ces instances
sont dans la méme classe contenant des instances struc-
turées.

Nous avons décrit un sélecteur d’algorithme par instance
qui utilise des techniques d’apprentissage pour choisir une
bonne configuration pour résoudre une nouvelle instance.
Ce sélecteur est paramétré par le nombre k de configura-
tions pouvant étre choisies. Nous avons décrit un algo-
rithme glouton simple pour choisir I’ensemble .Sy, de k con-
figurations, ou le but est de choisir les configurations qui
ont des performances complémentaires afin que Sy con-
tienne une bonne configuration pour le plus grand nom-
bre d’instances possible. Le pourcentage d’instances bien
classées diminue quand k£ augmente. Cependant, comme
beaucoup d’instances mal classées sont classées dans des
configurations plutot bonnes, le pourcentage d’instances
résolues est stable en k.

Dans cette premiere étude, nous avons extrait des de-
scripteurs pour caractériser les instances et nous voudrions
étudier (i) I'utilité des différents descripteurs pour la classi-
fication et (ii) la possibilité d’ajouter de nouveaux descrip-
teurs tels que d’autres descripteurs dynamiques récupérés
en lancant d’autres algorithmes (comme une recherche
gloutonne ou bien de la recherche locale).

Nous allons étendre notre cadre générique en y ajoutant
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des mécanismes de backtracking comme Decision Repair
et des heuristiques de choix de valeurs comme les Impacts.

Nous voulons aussi continuer ce travail pour prédire le
temps d’exécution en utilisant des techniques de régres-
sion linéaire a ’image de SATzilla. Ce type d’approche
prédictive pourrait ensuite étre utilisé pour ordonnancer les
configurations du portfolio a I'image de CPHydra.

Enfin, notre cadre générique permet de changer dy-
namiquement de configuration pendant 1’étape de résolu-
tion. Ainsi nous voulons étendre nos travaux a des config-
urations dynamiques comme proposé dans [10] ou [22].
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Résumé

Les concepts de MSS (ensemble maximalement
satisfiable) et de CoMSS (aussi appelé ensemble mi-
nimal de corrections) jouent un réle important dans dif-
férents probléemes et applications d’l.A. Dans ce pa-
pier, nous proposons un nouvel algorithme pour scin-
der une formule CNF en un MSS et son CoMSS
correspondant. Lévaluation expérimentale montre que
cet algorithme est plus robuste et plus efficace sur la
plupart des instances que les techniques existantes.

Abstract

The concepts of MSS (Maximal Satisfiable Sub-
set) and CoMSS (also called Minimal Correction Sub-
set) play a key role in many A.l. approaches and tech-
niques. In this paper, a novel algorithm for partitioning
a Boolean CNF formula into one MSS and the cor-
responding CoMSS is introduced. Extensive empirical
evaluation shows that it is more robust and more effi-
cient on most instances than currently available tech-
niques.

1 Introduction

Le concept de MSS (ensemble maximalement satis-
fiable) joue depuis longtemps un rdle important dans de
nombreuses applications de I'LA. basées sur la logique.
En particulier, dans le domaine de la représentation des
connaissances, le raisonnement a partir de bases incohé-
rentes est souvent réalisé a ’aide de MSS (par exemple,
dans la révision des croyances, la fusion des connaissances,
la théorie de I’argumentation ou le raisonnement non mo-
notone ; voir des présentations de syntheése pour chacun de
ces domaines dans par exemple [12], [14], [7] et [13]). 183

L’ensemble complémentaire d’'un MSS pour un en-
semble incohérent de formules est un CoMSS. 1l est sou-
vent appelé ensemble minimal de corrections car il forme
un sous-ensemble minimal de formules qui doivent étre
retirées afin de restaurer la cohérence. Par conséquent, le
concept de CoMSS est un paradigme essentiel a la fois au
diagnostic a base de modeles (voir les travaux de référence
dans [22]) et les techniques de restauration de la cohérence
dans les bases de connaissance.

Au-dela du cadre logique, les MSS et CoMSS jouent
des roles similaires dans le domaine des contraintes,
lorsque le probleme est sur-contraint et qu’il n’admet donc
pas de solution (voir par exemple [38, 27] pour les ré-
seaux de contraintes et [9] pour les problemes d’optimi-
sation liés).

Dans ce papier, nous nous intéressons a ce probleéme om-
niprésent dans les différents domaines cités ci-dessus qui
consiste donc a scinder une formule booléenne CNF inco-
hérente en un MSS et son CoMSS correspondant, ou le
critere de maximalité est calculé selon I’inclusion ensem-
bliste (et non la cardinalité). Calculer une telle partition ap-
partient 2 ALY = PN [36]. Malgré le coiit élevé de ce
calcul dans le pire cas, plusieurs approches pour extraire
une partition (MSS,CoMSS) ont été proposées et se sont
montrées viables pour de nombreuses instances.

Clairement, extraire un couple (MSS,CoMSS) est
proche du probleme MAX-SAT qui consiste a extraire un
ensemble de clauses maximalement cohérent pour la car-
dinalité d’une formule booléenne mise sous forme CNF.
Chaque solution de MAX-SAT est un MSS mais tous les
MSS ne sont pas nécessairement une solution de MAX-
SAT. De maniere intéressante, comme suggéré par [30],
les algorithmes dédiés au calcul d’'un MSS peuvent fournir



une approximation de MAX-SAT lorsque les solutions de
ce probleme sont hors de portée des algorithmes actuels.

Par ailleurs, les concepts de CoMSS et de MUS
(ensemble minimalement incohérent) sont des concepts
duaux. Un MUS est un sous-ensemble non satisfiable de
clauses tel qu’en supprimer n’importe quel élément rend le
sous-ensemble satisfiable. Un MUS peut étre calculé a par-
tir d’un « hitting set » de I’ensemble des CoMSS d’une for-
mule puisque chaque CoMSS contient au moins une clause
de chaque MUS [5, 17, 18, 28].

Dans ce papier, nous proposons un nouvel algorithme
pour scinder une formule booléenne CNF insatisfiable en
un MSS et un CoMSS. La validation expérimentale que
nous avons conduite montre que cette nouvelle approche
est particulierement robuste et plus efficace pour la plupart
des instances que les techniques connues pour extraire un
MSS ou un CoMSS.

2 Préliminaires logiques et concepts de
base

Soit £ le langage de la logique propositionnelle stan-
dard construit a partir d’un ensemble fini de variables boo-
Iéennes et des connecteurs usuels (A, V, — et — représen-
tant respectivement la conjonction, la disjonction, la né-
gation et I’implication matérielle). Chaque formule de £
peut étre représentée par une formule, équivalente du point
de vue de la satisfiabilité, sous forme normale conjonc-
tive (CNF). Une CNF est un ensemble de clauses (in-
terprété comme une conjonction) ol les clauses sont des
disjonctions de littéraux et les littéraux des variables boo-
léennes ou leur négation. Les clauses sont représentées par
des lettres minuscules grecques comme «, 3, etc. Les en-
sembles de clauses sont représentés par des lettres grecques
majuscules comme I', A, 3, etc. Nous notons @ la négation
de la clause «, c’est-a-dire I’ensemble des clauses unitaires
(une clause unitaire est constituée d’un seul littéral) don-
nées par la négation de chacun des littéraux de a.

Une interprétation Z attribue une valeur dans {0,1} a
chaque variable booléenne, et, suivant les regles de compo-
sitionnalité standard, a toutes les formules de £. Une for-
mule I' est cohérente ou satisfiable ssi il existe au moins
une interprétation Z qui la satisfait, c’est-a-dire, telle que
Z(T') = 1. Pareil Z est alors appelé modele de T et est re-
présenté par I’ensemble des littéraux qu’il satisfait. On dit
que « est une déduction logique de X, notée ¥ F «, ssi «
est satisfait dans tous les modeles de ¥, ce qui équivaut a
ssi X A @ n’admet pas de modele.

SAT est un probleme NP-complet qui consiste a véri-
fier si une formule CNF est satisfiable, c’est-a-dire s’il
existe au moins un modele pour toutes les clauses de la
CNF. Dans ce papier, nous faisons souvent référence aux
solveurs SAT de type CDCL qui sont actuellement les
méthodes completes les plus efficaces et qui exploitent

I’analyse de conflits pour un retour arriere non chrono-
logique et 1’apprentissage de clauses (voir par exemple
[31, 34, 39, 40, 10, 3, 4, 1, 21]).

Soit X une CNF.

Définition 1 (MSS) I" C X est un sous-ensemble maxi-
malement satisfiable (MSS) de X si et seulement si I est
satisfiable et Voo € $\ T, T' U {a} n’est pas satisfiable.

Définition 2 (CoMSS) I' C X est un sous-ensemble mi-
nimal de corrections (MCS ou CoMSS) de X si et seule-
ment si 3\ T est satisfiable etVo € T, ¥\ (T \ {a}) n’est
pas satisfiable. Autrement dit, I" est un CoMSS de X si et
seulement si ¥\ T est un MSS de X.

Par conséquent, Y peut toujours étre partitionné en un
couple (MSS,CoMSS). Evidemment, cette partition n’est
pas unique.

Un core de ¥ est un sous-ensemble de X qui n’est pas sa-
tisfiable. Les cores minimaux pour I’inclusion ensembliste
sont appelés des MUS.

Définition 3 (MUS) I' C X est un sous-ensemble mini-
malement incohérent (MUS) de X si et seulement si " n’est
pas satisfiable etVa € T, T'\ {a} est satisfiable.

Sous sa forme de base ou toutes les clauses sont consi-
dérées comme souples, c’est-a-dire non obligatoirement sa-
tisfaites dans toute solution, MAX-S AT consiste a chercher
un sous-ensemble maximalement satisfiable de 3 pour la
cardinalité. Comme souligné précédemment, chaque solu-
tion de MAX-SAT est un MSS et I’ensemble des CoMSS
et des MUS sont des ensembles duaux et peuvent étre dé-
duits I’un de I’ autre via le calcul de « hitting sets ».

Notre algorithme de partition d’une formule CNF est
basé sur le concept de clause de transition.

Définition 4 (Clause de transition) Soit > une CNF non
satisfiable. Une clause o € X est une clause de transition
de X si et seulement si X\ {a} est satisfiable.

Le concept de clause de transition est fondamental dans
de nombreuses approches d’extraction de MUS. Particu-
lierement, [6] tire avantage de la propriété suivante pour
améliorer les performances d’un extracteur de MUS.

Propriété 1 Soit > une CNF non satisfiable. Si o € ¥ est

une clause de transition alors o appartient a tous les MUS
de ¥

De maniere similaire, dans le cadre de réseaux de
contraintes, le concept de contrainte de transition est
souvent utilisé pour 1’extraction d’un sous-ensemble de
contraintes minimalement sur-contraint [23, 15, 16]. Le
concept de clause de transition est également un concept
cl&dke notre algorithme de partition.



Algorithm 1: BLS (Basic Linear Search)

Procedure ApproximatePartition (X)

input :one CNF X
output: one (MSS,CoMSS) partition of

1 I+ Q0

2 foreach o € ¥ do

3 if SAT (ITU «) thenII + T U {a};
4 LelseQeQU{a};

5 return (I1,2) ;

L algorithme basique pour partitionner une CNF en un
couple (MSS,CoMSS) est décrit dans 1’ Algorithme 1. Il se
nomme BLS pour Basic Linear Search. 1l consiste a ajou-
ter au MSS en construction chaque clause satisfiable avec
cet ensemble. De maniere évidente, lorsque le nombre de
clauses de X est égal & n, BLS nécessite n appels a un
solveur SAT. Nous présentons cet algorithme uniquement
parce que nous pensons qu’il est sans doute le meilleur
point de départ pour comprendre la nouvelle approche que
nous allons proposer. Un état de 1’art des méthodes de par-
tition peut étre trouvé par exemple dans [30].

3 CMP : un nouvel algorithme de parti-
tion

Algorithm 2: cMP (Computational Method for Parti-
tioning)

input :one CNF X

output: one (MSS,CoMSS) partition of

1 (I, ¥) «ApproximatePartition (X);
2 Q<+ 0;
3N+,
4 while ¥ # () do

5 ‘ extendSatPart (ILLT,Q, V) ; ‘
6 if U = () then
7 a <selectClause (I') ;

8 (Z,A) + solve(HU(F\{a}));

//Returns a model Z if SAT and

// Working subset of ¥

// (=0 and core A) otherwise
9 ifZ#0then // Transition clause
10 Q<+ Quia};
1 M+« MU{B e (¥\{a}) st I(B)=1}[Ual;
12 I U« {ge(P\{a})st.Z(B)=0};
13 else
14 I+ T\{a}
15 ‘exploitCore(H,R\I/,A,a) ;

16 return (IT N X2,Q);
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1 if SAT (¥) then

2 | return (,0);

3 else

4 Let P be the progress-saving interpretation delivered
by the previous call to the CDCL-SAT solver ;

5 return({S € X s.t. P(B)=1},{B€X s.t. P(B8)=0}) ;

// Satisfiable instance

Le nouvel algorithme de partition de CNF en un MSS et
son CoMSS correspondant est appelé CMP pour Compu-
tational Method for Partitioning. Son ossature est décrite
dans I’ Algorithme 2, ol les instructions encadrées sont op-
tionnelles et seront discutées dans la section 6.

CMP retourne une partition (II,2) de la CNF X ou IT
est un MSS de ¥ (et €2 le CoMSS correspondant). A ce
niveau, il est important de remarquer les deux points sui-
vants.

1. La boucle de cMP effectue une recherche de clauses
de transition qui difféere fondamentalement de celle
de BLS. Dans le pire cas, CMP réalise O(n?) appels
a un solveur SAT alors que BLS effectue seulement
un nombre linéaire d’appels au solveur. Cependant,
notre étude expérimentale montre que méme sans les
instructions optionnelles encadrées, I’algorithme de
base de CMP est plus efficace que tous les autres al-
gorithmes sur de nombreuses instances.

2. La version complete de CMP inclut plusieurs fonc-
tionnalités supplémentaires qui sont encadrées dans
I’ Algorithme 2. Nous montrons que chacune d’elles
ainsi que leur succession permettent d’améliorer les
performances de notre approche. Il est a noter que
certaines de ces options sont déja présentes dans
d’autres approches comme extendSatPart, que
d’autres sont exploitées de maniere originale (c’est
le cas pour le concept que nous appelons « opposite
enforcement on backbones ») et les dernieres consti-
tuent de nouveaux concepts (exploitCore).

4 CMP : présentation pas a pas

CMP commence par calculer une approximation d’un
MSS de ¥ via la fonction ApproximatePartition
(Alg. 2, ligne 1) qui réalise un appel a un solver de type
CDCL pour vérifier la satisfiabilité¢ de 3. Si X est satis-
fiable, ApproximatePartition retourne la partition
(2, ?) et comme ¥ = (), CMP n’entre pas dans la boucle
principale et I’algorithme se termine. Dans le cas contraire,
ApproximatePartition partitionne X en un couple
(I, ¥), our IT est un sous-ensemble du MSS que va calcu-
ler I’algorithme. Ce sous-ensemble est obtenu a partir des
clauses satisfaites par une interprétation P retournée par le



> est une CNF incohérente
Y=ITUuvuQ
IT est toujours satisfiable

I' C U ensemble de travail dans lequel est cherchée une clause de transition

« est clause de tranistion de IIU I

() ensemble de clauses de transition (CoMSS en construction)

FIGURE 1 — Représentation des différents ensembles de clauses de CMP

solveur CDCL. Cette interprétation correspond a celle du
progress-saving [37], elle capture la valeur finale des va-
riables et fournit, comme attendu, généralement une bonne
approximation d’un MSS de X. II sera modifié au cours
de la recherche pour fournir le MSS final tandis que le
CoMSS final 2 est d’abord initialisé a I’ensemble vide
(Alg. 2, ligne 2). Quand les parties optionnelles de 1’al-
gorithme sont activées, II peut également étre enrichi de
clauses qui ne sont pas toutes issues de ¥ mais qui peuvent
étre déduites, ceci afin d’accélérer le temps pris par le pro-
cessus global. En fait, dans ce cas, I’invariant de boucle est
T=INnX)uTUu.

Nous laissons de coté pour I’instant les instructions en-
cadrées et étudions la Figure 1. Au début (Alg. 2, ligne 3) et
chaque fois qu’une clause est ajoutée a €2 (Alg. 2, ligne 10),
le sous-ensemble de travail I est initialisé a ¥ (Alg. 2, ligne
12). Tant que chaque clause de ¥ n’a pas été répartie soit
dans le CoMSS, soit dans le MSS en construction, I’algo-
rithme cherche une clause o € VU telle que cette clause soit
une clause de transitionde IUT U {a} ou "' U {a} C T,
c’est-a-dire telle que II U T U {«} soit non satisfiable alors
que IT U T I’est. Lorsque qu’une telle clause o est décou-
verte, elle est déplacée dans le CoMSS en construction
(Alg. 2, ligne 10). Toutes les clauses de ¥ \ {a} qui sont
satisfaites (respectivement falsifiées) par le modele trouvé
lors du dernier test de satisfiabilité de IT U I" sont dépla-
cées dans II (Alg. 2, ligne 11) (respectivement restent dans
U (Alg. 2, ligne 12)). Le sous-ensemble de travail I" est
alors initialisé a la nouvelle valeur de I’ensemble ¥ (Alg.
2, ligne 12). Quand « n’est pas une clause de transition
(Alg. 2, ligne 14), celle-ci est retirée du sous-ensemble de
travail I (Alg. 2, ligne 14). La fonction selectClause
(Alg. 2, ligne 7) choisit une clause « de I'. Notre implé-
mentation de cette fonction est basée sur I’heuristique bien
connue VSIDS [40] et consiste a choisir la clause ayant le
plus grand score VSIDS.

5 CMP : preuve d’exactitude

Pour des raisons de place, nous ne donnons ici que les
principaux éléments de la preuve accompagnés de quelques
commentaires utiles pour aider a comprendre pourquoi
CMP délivre les résultats escomptés.

Tout d’abord, il est facile de voir que la boucle se ter-
mine toujours. Gardons en mémoire que I est initialisé a ¥
(Alg. 2, lignes 3 et 12). Puisque X n’est pas satisfiable alors
que II est toujours satisfiable, il existe au moins une clause
o € I telle que le test de satisfiabilité (Alg. 2, ligne 9) réus-
sisse. Ceci grace au fait que précédemment pour chaque «
dont le test a été infructueux, celui-ci a été retiré de I" (Alg.
2, ligne 14). Lorsqu’un modele est trouvé, W est donc ré-
duit (Alg. 2, ligne 12). Le cas extréme est atteint lorsque la
satisfiabilité est prouvée alors que I est réduit a une clause
I'={a}.

A présent, expliquons pourquoi I’ensemble final {2 est un
CoMSS de Y. Tout d’abord, considérons la premiere fois
qu’une clause « est déplacée dans €2 (Alg. 2, ligne 10) car
elle a été identifiée comme clause de transition de IT U T".
Ceci correspond a la Figure 1, ou 2 est égal a I’ensemble
vide. La propriété suivante assure que « peut étre ajouté a
Q) puisque lorsque « est une clause de transition de ITU T,
« appartient 2 tous les © CoMSS de ¥ tels que © C ¥\

(C\{e}).

Propriété 2 Soit ¥ une CNF non satisfiable telle que > =
TTU W, 11 satisfiable, T' C U et o € T une clause de transi-
tionde ITUT. VO C U\ (T'\{a}) tel que © € CoOMSS(X),
nous avons o € ©.

Preuve. Par 1’absurde. Supposons 3 © € CoMSS(X) tel
que @ CU\(T\{a})eta & O, c’est-a-dire © C U\ T
Si ©® € CoMSS(X) alors X\ © est satisfiable. De plus,
puisque I' C Wet © C U\I', nous avons ¥ = (V\I")UT" =
(T\T)\©)UOUT. Ainsi, X =ITUP =TTUT U ((T\
I') \ ©) U©. Par conséquent, (X \ ©) 2 (ITUT). Comme
3\ O est satisfiable, we avons aussi IT U T" satisfiable ce
qui est en contradictoire puisque IT U I' est non satisfiable
(a est une clause de transition de IT U I'). O

Maintenant, grace a la propriété suivante, il est simple
de montrer par induction que pour chaque clause « ajoutée
a (2, a appartient au méme CoMSS que les clauses précé-
demment ajoutées a ().

Propriété 3 Soir ¥ une CNF non satisfiable. Supposons
que ¥ = I1 U U, II soit satisfiable, ' C VU et o € T soit
une clause de transition de TTUT. Si © C (U \T) est un
ABBSS de ¥\ {a} alors © U {a} est un COMSS de ¥.



Procedure extendSatpPart (I, T, 2, W)

Procedure exploitCore (IILT, ¥V, A, a)

1 (Z,A) «+ solve (ITU{\T}) ;

2 if Z # () then

3 M+ TNu{pe¥stZ(B)=1};
4 F+«—{8e¥stZ(B)=0};

5 else

6 Q+—QUT;

7 LF(—\IH—\II\F;

Preuve. Par I’absurde. Supposons que (O U {a}) n’est pas
un CoMSS de 3. Prouvons que © n’est pas non plus un
CoMSS de ¥\ {a}. (6 U {a}) n’est pas un CoMSS de
¥ signifie que soit X \ (© U {a}) n’est pas satisfiable (1),
soit (O U {a}) n’est pas minimal, ¢’est-a-dire (© U {a})
est une sur-approximation d’un CoMSS de ¥ (2).

(1) £\ (©U{a}) non satisfiable implique que (X\{a})\
O est non satisfiable et que par conséquent © n’est pas un
CoMSS of ¥\ {a}.

(2) (© U {a}) est une sur-approximation d’un CoMSS
de X signifie qu’il existe un CoMSS & de ¥ tel que ¢ C
(©U{a}). Autrement dit, il existe 5 € (O U {a}), tel que
B ¢ ®. La Propriété 2 assure que o € P : nous obtenons
donc que o # S.

¥\ (OU{a}) est satisfiable (puisque (© U {a}) est une
sur-approximation d’'un CoMSS de ). Donc, ¥ \ (O U
{a} U {B}) est également satisfiable. Ainsi, (X \ {a}) \
(©\ {B}) est satisfiable et par conséquent O n’est pas un
CoMSS de X\ {a}. O

6 CMP : améliorations optionnelles

Nous avons envisagé quatre améliorations a CMP. Elles
sont représentées par les instructions encadrées de 1’ Algo-
rithme 2.

Tout d’abord, tout comme [8] et [30], nous avons ex-
ploité I’idée que vérifier la satisfiabilité d’une CNF logi-
quement affaiblie ou certaines clauses sont remplacées par
leur disjonction (notée \/T') pouvait s’avérer informatif.
Dans le cas ou IT U {\/T'} est non satisfiable, IT U T" est
aussi non satisfiable. Dans le cas ou il existe un modele,
I’ensemble des clauses de I' qui sont satisfaites par le mo-
dele trouvé de ITU {\/ '} peuvent étre déplacées dans II.
C’est le role de la fonction extendSatPart a la ligne
5 de I’Algorithme 2. Cette fonctionnalité joue un role im-
portant dans I’efficacité de la méthode CLD proposée dans
[30].

La seconde amélioration (Alg. 2, ligne 11) concerne
les littéraux du « backbone » (voir [33] et plus récem-
ment [25]); cela a également été exploité dans les procé-
dures d’extraction de CoMSS de [30]. & est I’ensemble de
clauses unitaires composées des littéraux opposés a céb&7/

1ifANa=0thenT «TNA;
2 elsif ANT = () then

3 I+ TTu{a};

4 U« 0\ {a};

selsell — ITU{A\aF a};

de . Lorsque « est prouvé appartenir au CoMSS que ’on
calcule, cela implique que @ est une conséquence logique
de I’ensemble courant II (et, par monotonie, de tous ses
sur-ensembles). Ces clauses unitaires apprises sont ajou-
tées dans II (Alg. 2, ligne 11) dans 1’espoir d’accélérer les
futurs tests de satisfiabilité des sur-ensembles de II.

Une autre exploitation originale des ces clauses unitaires
peut étre réalisée lors du test de satisfiabilité pour savoir si
« est une clause de transition (Alg. 2, ligne 8). Lorsqu’un
modele est trouvé, II U T\ {a} est satisfiable alors que
ITUT ne I’est pas. Un résultat identique peut étre obtenu
en testant la satisfiabilité de ITU (I" \ {a}) U {@}, ot I'en-
semble des clauses unitaires & est ajouté pour accélérer le
test. A notre connaissance, cette utilisation des littéraux du
backbone dans un ensemble de prémisses plus fort qui n’est
pas uniquement cohérent avec @ mais qui implique @, est
nouvelle dans la recherche de CoMSS.

Nous appelons cette option « opposite enforced », en
abrégé oe. De maniere intéressante, CMP autorise ce ren-
forcement car la clause de transition est trouvée dans le cas
ou le test de satisfiabilité devient positif alors que les ap-
proches traditionnelles identifient une clause de transition
lorsque I’incohérence est atteinte.

La quatrieme amélioration correspond a la fonction
exploitCore (Alg. 2, ligne 15) qui affine de maniere
originale I" étant donné A le core calculé lorsque le test de
satisfiabilité a échoué. Trois cas peuvent étre distingués.

1. Quand A ne contient aucune clause de @, I' peut étre
affecté a I’intersection ensembliste avec A puisque
I’on pourra toujours trouver une clause de transition
dans cette intersection.

2. Dans le cas contraire, si aucune clause de I' n’ap-
partient a A, alors cela implique que A est constitué
uniquement de clauses de @ et II. Par conséquent,
II A @ est insatisfiable, ¢’est-a-dire, o est une consé-
quence logique de II. Ainsi, « peut étre déplacé dans
la partie satisfiable II.

3. Sinon, A est construit a partir de clauses de et I (et
peut-&tre également de clauses de II). Dans ce cas,
comme au moins une clause de @ est dans A et que
A est non satisfiable, nous obtenons que (A\ @) A@
est non satisfiable, c’est-a-dire que « est une consé-
quence logique de A\ @. Bien que, cela ne puisse étre
représenté sous la forme d’un ensemble de clauses
de maniere directe, cette information peut étre ex-



ploitée et implémentée facilement (sans cot signifi-
catif en espace) en utilisant des sélecteurs de clauses
comme cela est fait dans [35]. Chaque clause 8 de &
est enrichie d’un nouveau littéral qui lui est propre,
que I’on appelle sélecteur et que 1’on note 53. 3 est
remplacée par 3 V —bg dans X. Une clause est ac-
tive (c’est-a-dire appartient &) dans un ensemble de
clauses si son sélecteur est affecté a 1. Avec ces sé-
lecteurs, A\ @ F « peut étre représenté par la clause
(—5, Ve Vb, Vb)) ol d; (1 € [1..m]) sont les m
clauses de A\ @. Lorsque toutes les clauses de A\ @
sont actives, alors o sera également activé.

Il est simple de montrer que toutes ces améliorations ne
remettent pas en question I’exactitude de CMP.

7 Travaux connexes

La gestion de systémes sur-contraints a travers la re-
cherche d’un ensemble maximalement satisfiable ou d’un
ensemble minimal de corrections est un sujet de recherche
extrémement actif en I.A. (voir par exemple les travaux
pionniers de [32]). Dans le cadre général des réseaux de
contraintes, une approche de référence appelée QUICKX-
PLAIN est décrite dans [24]. Dans le méme cadre, des
techniques plus performantes peuvent étre trouvées dans
[23, 20, 19].

Dans le but de résoudre un réseau de contraintes ou d’en
extraire ses MSS ou CoMSS, il est souvent plus efficace
d’encoder le réseau sous la forme d’un ensemble de clauses
booléennes et de bénéficier des progres réalisés pour les
solveurs SAT (a condition que la taille de la formule boo-
léenne n’explose pas). Dans le domaine SAT, beaucoup
d’approches ont été proposées pour calculer des MSS et
des CoMSS. Les approches les plus anciennes reposent sur
des solveurs SAT basés sur DPLL (voir par exemple [8])
et sont relativement inefficaces comparativement aux ap-
proches plus récentes [28] basées sur MAX-SAT. Comme
souligné dans [30], les dernieres approches sont aussi plus
performantes que les différents algorithmes basés sur des
appels itératifs a des solveurs SAT comme [S5]. Beaucoup
de recherches ont également été conduites dans le do-
maine du diagnostic a base de modeles. Notamment, une
approche récente, appelée FastDiag, abrégé BFD pour
« Basic FastDiag » [11], a adpaté QUICKXPLAIN de [24]
au cadre booléen et se montre particulierement compétitif.

Récemment [30] a comparé expérimentalement les
meilleures approches d’extraction de MSS et de CoMSS
dans le cadre booléen, a savoir les algorithmes BFD, BLS
(décrit dans 1’ Algorithme 1), EFD et ELS pour « Enhan-
ced FastDiag » et « Enhanced Linear Search » qui in-
tegrent les améliorations discutées dans [30]. Les mémes
auteurs ont aussi proposé un nouvel algorithme pour calcu-
ler des CoMSS qui s’est montré expérimentalement plus
efficace et plus robuste que toutes les autres méthodes men-
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FIGURE 2 — Comportement des différentes variantes de
CMP sur les instances SAT et MAX-SAT
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FIGURE 3 — Zoom sur la Figure 2

tionnées ci-dessus. Principalement, cet algorithme, appelé
CLD, extrait un CoMSS en utilisant itérativement le prin-
cipe présenté dans extendSatPart (et aussi prenant en
compte les « backbones », parmi d’autres choses). Les au-
teurs montrent que CLD surpasse expérimentalement toutes
les autres méthodes.

Bien qu’il implante les améliorations provenant des
« backbones » et de extendSatPart, CMP est de nature
tres différente de par sa recherche d’une clause de transi-
tion plutdt que par une itération de extendSatPart. De
plus, CMP inclut de nouvelles améliorations comme « op-
posite enforced » et exploitCore.

8 Résultats expérimentaux

Toutes les expérimentations ont été conduites sur des
processeurs Intel Xeon E5-2643 (3.30GHz) avec 7.6Go de
m@®oire sous un systeme Linux CentOS. Le temps maxi-
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FIGURE 4 — Comportement des différentes variantes de
CMP sur les instances MUS

SAT/MAX-SAT inst. | MUS inst.
Nombre d’instances 1343 295
CMP-basic 1312 285
CMP-core 1321 285
CMP-core-oe 1321 286
CMP-core-oe-backbone 1322 286
CMP (all options) 1327 292

TABLE 1 — Nombre d’instances partitionnées

mal de chaque calcul a été limité a 30 minutes.

Deux séries de benchmarks ont été utilisées. La pre-
miere est constituée des 1343 instances utilisées et ré-
férencées dans [30]. Elle comprend des instances indus-
trielles de petite taille issues des compétitions SAT www.
satcompetition.org et d’instances structurées is-
sues des évaluations MAX-SATmaxsat.ia.udl.cat:
81. Nous avons enrichi cet ensemble de benchmarks par un
second ensemble formé de toutes les instances utilisées lors
de la compétition MUS organisée en parallele de 1a compé-
tition SAT. Toutes les courbes présentées donnent le temps
CPU nécessaire pour partitionner un nombre donné d’ins-
tances pour chacune des approches. Les partitions calcu-
1ées ne sont pas toutes les mémes et peuvent différer d’une
approche a I’autre.

CMP a été programmé en C++. MINISAT [10] a été choisi
comme solveur SAT. CMP et toutes les données nécessaires
a la reproduction de ces expérimentations sont disponibles
a l’adresse www.cril.univ-artois.fr/documents/
cmp/.

Tout d’abord, les gains des quatre parties optionnelles de
CMP ont été évalués.

La version basique de CMP, c’est-a-dire 1’ Algorithme
2 sans aucune des instructions encadrées a été renommé
CMP-basic. CMP-basic a été ensuite enrichi des diff&9

rentes options de maniere incrémentale. L’ajout seul de
exploitCore (Alg. 2, ligne 15) donne naissance a CMP-
core; I’ajout de « opposite enforced » (Alg. 2, ligne 8)
conduit a la version appelée CMP-core-oe. CMP-core-oe-
backbone est obtenu en activant les littéraux « backbones »
(Alg. 2, ligne 11) . A partir de maintenant, CMP dénote
I’ Algorithme 2 avec toutes les options, ce qui inclut donc
également extendSatPart (Alg. 2, ligne 5).

Les Figures 2 et 4 montrent les améliorations graduelles
de chacune des options lorsque ces options sont prises en
compte de maniere cumulative : chaque nouvelle option
permet d’obtenir un gain en efficacité. La Figure 3 est un
zoom sur la partie droite des courbes de la Figure 2. La
Table 1 montre que le nombre d’instances qui ont pu étre
partitionnées augmente également en fonction du nombre
d’options activées. Visiblement, 1’option exploitCore
fournit les plus importants gains a la fois en temps d’exécu-
tion mais également en nombre d’instances partitionnées. Il
est a noter que I’incrémentalité des apports de chacune des
options a été observée quel que soit I’ordre de combinaison
choisi.

Nous avons ensuite comparé CMP avec les approches
existantes et mentionnées précédemment, a savoir les algo-
rithmes : BFD, BLS, CLD, EFD et ELS qui sont décrits dans
[30] et implémentés dans 1’outil MCSLs logos.ucd.
ie/wiki/doku.php?id=mcsls. La version 2 de CAMUS
(sun.iwu.edu/~mliffito/camus/ [28, 29]), que nous
nommons CAMUS 2, a également été testée, mais unique-
ment sur les benchmarks SAT et MAX-SAT : ce pro-
gramme qui cherche a calculer tous les MUS n’est ca-
pable que de partitionner qu’un petit nombre d’instances.
La Table 2 montre que la version CMP-basic est capable de
paritionner plus d’instances que toutes les autres méthodes.
Les Figures 5 and 6 donnent une représentation visuelle des
performances de chacune des méthodes. Nous avons égale-
ment tracé la courbe du « Virtual Best Solver » (VBS), qui
représente pour chaque instance la méthode la plus rapide
pour trouver une partition. De maniére incontestable, CMP
obtient les meilleurs performances et se trouve trés proche
du VBS. Pour chaque méthode, la Table 2 donne le nombre
d’instances pour lesquelles une partition a pu étre trouvée.
Le meilleur score est également détenu par CMP.

9 Discussion and perspectives

Les expérimentations intensives que nous avons
conduites montrent que CMP est plus robuste que les
approches précédemment proposées et permet de calculer
une partition pour un plus grand nombre d’instances
booléennes. Evidemment, cela n’implique pas que CMP
soit le plus efficace pour toutes les instances. A cet égard,
il convient de rappeler que la complexité dans le pire cas
de CMP est plus importante que celle de I’approche BLS
par exemple. En effet, lorsque n est le nombre de clauses
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N

de I'instance, CMP nécessite O(n?) appels 2 un solveur
SAT dans le pire cas alors que BLS n’en nécessite qu’un
nombre linéaire (en 1’occurrence n). Néanmoins, nous
avons constaté que le nombre d’appels au solveur SAT
faits par CMP reste toujours trés significativement plus
petit que n pour toutes les instances pour lesquelles il a
réussi a calculer une partition (voir Figure 7).

Nous envisageons plusieurs poursuites de ce travail. Pre-
mierement, la méthode pourrait gagner en efficacité en uti-
lisant les outils d’ « incremental SAT » [26, 2]. Deuxieéme-
ment, CMP peut étre utilisé pour approximer MAX-SAT
lorsque le calcul exact est hors de portée des algorithmes
actuels. A cet égard, bien que toutes les options de CMP
ne ie pas directement exportables dans les algorithmes dé-
diés a MAX-SAT, nous pensons que la maniere de calculer
des MSS dans CMP peut conduire a de nouvelles pistes
pour le calcul de MAX-SAT. CMP est capable de fournir
des solutions approximatives pour MAX-SAT, il serait in-
téressant de voir comment il est possible de faire de méme

SAT/MAX-SAT inst. | MUS inst.
Nombre d’instances 1343 295
BLS 1287 273
BFD 1287 276
ELS 1293 277
EFD 1291 277
CLD 1307 279
CMP-basic 1312 285
CMP (all options) 1327 292
VBS 1327 293

TABLE 2 — Nombre d’instances partitionnées par méthode
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FIGURE 7 — Nombre d’appels a un solveur SAT effectués
par CMP

pour weighted our partial MAX-SAT. Enfin, il serait inté-
ressant d’étendre CMP au probleme de I’énumération des
CoMSS (ou MSS) et d’étudier s’il est possible d’amélio-
rer les résultats pratiques récemment obtenus pour ce pro-
bleme [30].
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Résumé

Il est admis depuis longtemps que la notion de mi-
crostructure de CSP offre un cadre graphique utile pour
I'étude de propriétés théoriques. Malheureusement, cette
représentation graphique est restreinte aux seuls CSP bi-
naires. Aussi, dans cette contribution, nous proposons
d’étendre cette notion fondée sur les graphes, aux CSP
d’arité quelconque. Cette approche qui évite le recours
aux hypergraphes permet ainsi de disposer d'une littéra-
ture bien plus riche comme l'est celle de la Théorie (Al-
gorithmique) des Graphes en comparaison a celle offerte
par la Théorie des Hypergraphes. Nous introduisons trois
définitions possibles de microstructures basées sur les
codages binaires d'un CSP non binaire. Nous montrons
également que ces représentations peuvent former un
nouvel outil théorique pour généraliser certains résultats
introduits au niveau des classes polynomiales de CSP bi-
naires. Nous pensons que ces représentations pourraient
étre utiles a la communauté pour des développements
de nature théorique, d'une part pour |'extension de ré-
sultats existants, mais aussi pour produire des résultats
originaux pour les CSP d'arité quelconque.

1 Préliminaires

Les problemes de satisfaction des contraintes (CSP
pour Constraint Satisfaction Problems en anglais [29])
présente un moyen efficace pour la modélisation et la
résolution de certains problemes en Recherche Opéra-
tionnelle et en Intelligence Artificielle.

Formellement, une instance CSP est un triplet P =
(X,D,C), ou X = {x1,...,2,} est un ensemble fini
de n variables, D = {dj,...,d,} est un ensemble de

*Ce travail est soutenu par ’Agence Nationale de la
Recherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).

TCe travail a été présenté dans sa version anglaise lors de la
conférence SARA 2013 [14]
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domaines finis de valeurs, un pour chaque variable et
C = {ec1,...,cc} est un ensemble fini de contraintes.
Chaque contrainte ¢; est un couple (S(¢;), R(c;)), ou
S(e;) = {xiy, -2} € X est la portée (aussi ap-
pelée « scope ») de la contrainte. |S(c;)| est 'arité de
la contrainte ¢;, c’est-a-dire, le nombre de variables sur
lesquelles la contrainte ¢; porte. R(c;) C diy X ... X d;,
est sa relation de compatibilité, chaque combinaison
de valeurs d’une relation ¢; est appelée tuple et sera
notée t.

Nous supposons que toute variable apparait dans
la portée d’au moins une contrainte et que toutes les
relations sont en extension, c’est-a-dire que les rela-
tions contiennent la liste des tuples autorisés. Si la
contrainte est d’arité deux, alors elle est dite binaire
et elle sera notée ¢;; avec S(c;j) = {z;,z;}. Si toutes
les contraintes sont binaires, le CSP est dit binaire. La
structure d’un réseau de contraintes est représentée
par un hypergraphe (un graphe pour le cas binaire)
noté H(P) = (X,C). Les sommets de H(P) corre-
spondent aux variables et les hyperarétes aux portées
des contraintes. Une affectation d’un sous-ensemble
de X est dite cohérente (ou consistante) si elle ne
viole aucune contrainte. Une solution est une affec-
tation cohérente portant sur toutes les variables de
X. Le probleme du test d’existence d’une solution est
NP-complet. De ce fait, de nombreux travaux ont été
réalisés pour rendre la résolution des instances plus
efficace en pratique, en utilisant des versions de back-
track améliorées, des techniques de filtrage par con-
sistance partielle, et des heuristiques d’ordonnance-
ment des variables, des valeurs, voire des contraintes.
Une seconde piste intéressante consiste en 1’étude des
classes polynomiales (dites aussi traitables, de 'anglais
« tractable »). Une classe polynomiale est un ensem-
ble infini d’instances défini par des restrictions soit



sur la portée des contraintes ou du graphe de con-
traintes, soit sur les relations associées aux contraintes.
Les instances d’une telle classe peuvent étre résolues
en temps polynomial, et souvent la communauté s’ac-
corde pour imposer que le test d’appartenance a une
telle classe soit réalisable également en temps polyno-
mial. Par exemple, les CSP binaires ayant un graphe de
contraintes acyclique sont résolubles en temps linéaire
[16]. Ce résultat a été par la suite généralisé aux CSP
d’arité quelconque [20]. Des méthodes de résolution
(dont notamment Tree Clustering [11]) ont été fondées
sur de telles propriétés. Certaines ont montré 1'intérét
pratique de ce type d’approches [25].

La Théorie des Graphes et la Théorie des Hyper-
graphes ont aussi permis de mettre en évidence des
classes polynomiales sur la base de restrictions sur les
relations de compatibilité pour le cas des CSP binaires.
Elles se sont parfois appuyées sur une représentation
appelée graphe de microstructure :

Définition 1 (microstructure) Etant donné un
CSP P = (X,D,C), la microstructure de P est un
graphe non orienté p(P) = (V, E) avec :
-V= {((Ei,’l}i) rx; € X,v; € dz},
- F= { {(1%,114,)7 (.Ij,’l}j)} | i# 7, Cij ¢ C ou Cij €
C, (vi,v;) € R(cy)}-

La transformation d’'un CSP vers sa microstructure
est réalisable en temps polynomial, la résolution du
CSP se ramenant alors au fameux probleme de la
Clique [17], comme l'indique le théoréme 1 [24] :

Théoréeme 1 Une affectation des variables d’un CSP
binaire P est une solution ssi cette affectation est une
clique de taille n (le nombre de variables) dans p(P).

Dans la littérature, plusieurs travaux ont mis en év-
idence l'intérét que recele 1’étude des microstructures
pour mettre en évidence de nouvelles classes polyno-
miales. Elles sont parfois fondées sur la Théorie (Al-
gorithmique) des Graphes. Ainsi, en exploitant un ré-
sultat important de Gavril [18], il est montré que si
le graphe de microstructure est triangulé [19], le CSP
peut étre résolu en temps polynomial, car cela revient a
résoudre le probleme de la Clique, qui est NP-complet,
mais de complexité linéaire pour le cas des graphes
triangulés. Par la suite, Cohen a appliqué la méme
approche, dans [6], et a montré que les CSP dont le
graphe complémentaire de la microstructure est trian-
gulé définissent une classe polynomiale, résultat qui se
déduit immédiatement de [18] et de [24].

Dans la continuité de ces travaux, Salamon et Jeav-
ons [31] ont généralisé le résultat de [24], aux graphes
parfaits (les graphes triangulés sont parfaits) en s’ap-
puyant sur des résultats issus de la Conjecture de
Berge sur les graphes parfaits [4, 5].

Plus récemment encore, dans [9], Cooper et al. ont
introduit une classe polynomiale appelée BTP pour
Broken Triangle Property. BTP permet de capter
certaines classes polynomiales comme les CSP bi-
naires acycliques. Et dernierement, E1 Mouelhi et al.
dans [15] ont présenté des nouveaux résultats fondés
sur la microstructure, ou ils montrent que des algo-
rithmes usuels de résolution de CSP comme Back-
track (BT), Forward Checking (FC [21]) ou Real Full
Look-ahead (RFL [27]) notamment, sont de complex-
ité polynomiale sur la classe d’instances des CSP
ayant une microstructure possédant un nombre poly-
nomial de cliques maximales. Au-dela, 1’étude des mi-
crostructures a également montré son intérét dans
des domaines voisins. Par exemple, pour le probleme
de comptage de solutions [1], ou encore 1’étude des
symétries dans les CSP binaires [7, 26].

Il est clair que la microstructure constitue un outil
tres utile pour I’'étude théorique des CSP. Toutefois,
cette notion n’a pu étre exploitée que dans la limite
des CSP binaires. Le complément de la microstruc-
ture pour le cas non binaire a été introduite par Co-
hen dans [6] sans pour autant aboutir & des résultats.
Cette généralisation qui s’appuie sur les hypergraphes
est définie de la fagon suivante :

Définition 2 (Complément de la microstructure)
Etant donné un CSP P = (X,D,C), le complément
de la microstructure de P est un hypergraphe
M(P) = (V,E) avec :
-V ={(zi,v;) : x; € X,v; €d;},
- FE = FE; UEs tels que
o By ={ {(zi,vj), (wi,vj)} | @i € X et j#j'}

o Ih = {{(zi17vi1)7'"(xik7vik)} | ¢ €
C,S(ci) = A{xiy,e-sxiy et (viy,...v,) &

Nous pouvons facilement constater que pour le cas
binaire, la définition de Cohen correspond exactement
au complément de la microstructure présentée dans
[24]. Pour le cas non binaire, malheureusement, la no-
tion de complément d’'un hypergraphe ne semble pas
avoir été étudié dans la littérature, du moins a notre
connaissance. En fait, cette notion pose plusieurs ques-
tions dont la principale consiste a savoir s’il faudrait
considérer toutes les hyperarétes qui correspondent
aux relations universelles, a 'image de la notion de
complémentaire de graphe dans le cas binaire. Mais
dans ce cas, la taille de 'hypergraphe serait poten-
tiellement exponentielle en fonction de la taille de 'in-
stance. Pour cette raison, vraisemblablement, cette
définition n’a pas été exploitée dans la littérature.
Ainsi, exploiter la définition de la microstructure basée
sur les hypergraphes semble étre plus difficile que I'ex-
ploitation des microstructures fondées sur les graphes.
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De plus, la littérature de la Théorie des Graphes est
clairement plus étendue que celle de la Théorie des Hy-
pergraphes, avec pour conséquence de disposer ainsi
d’un plus grand nombre de résultats théoriques ainsi
que d’algorithmes.

Dans cette contribution, pour étendre cette notion
aux CSP d’arité quelconque, nous proposons une ap-
proche différente de celle de [6], puisqu’elle s’appuie
tout simplement sur la notion de graphe. A cette fin,
nous présentons ici trois types possibles de microstruc-
tures basées respectivement sur les différents codages
binaires des CSP non binaires : la représentation duale
[10], la transformation dite par variable cachée [30] et
le codage mixte. Nous étudions les propriétés de base
de ces représentations, en suggérant différentes pistes
pour leur exploitation théorique, notamment en vue
de l'extension de classes polynomiales au cas des CSP
d’arité quelconque.

Dans la section suivante, nous introduisons les dif-
férentes possibilités de microstructures pour les CSP
d’arité quelconque. Ensuite, nous proposons une pre-
miere exploitation de ces microstructures pour 1’étude
des classes polynomiales tandis que la derniére section
est constituée par la conclusion de cet article.

2 Microstructures pour les CSP n-aires

La premiere évocation de microstructure pour le cas
des CSP non binaires a été proposée par Cohen dans
[6] et elle est basée sur les hypergraphes. Dans ce qui
suit, nous présentons différentes alternatives a cette
premiere approche, toutes basées sur des graphes sim-
ples. Chacune est inspirée des différents codages per-
mettant de convertir un CSP non binaire en CSP bi-
naire : il s’agit du codage dual, du codage par variable
cachée et du codage mizte (parfois appelé codage com-
biné).

2.1 Microstructure basée sur le Codage Dual

Le codage dual, dans le domaine de la Programma-
tion par Contraintes, a été employé pour la premiere
fois dans [10]. Dans la Théorie des (Hyper)Graphes, il
est appelé Line Graph et il est basé sur la transforma-
tion d’un hypergraphe en graphe. Dans la communauté
CSP, il est appelé Graphe Dual et aussi Intergraphe
dans [23], mais cette représentation avait précédem-
ment été utilisée dans la Théorie des Bases de Don-
nées Relationnelles sous le vocable de Qual Graphs
[2]. Dans ce codage, les variables correspondent aux
contraintes du probleme originel et elles sont générale-
ment dites variables duales. Le domaine de chaque
variable duale est exactement ’ensemble de tuples au-
torisés par la contrainte. Dans la représentation duale,
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des contraintes binaires relient deux variables duales
si elles partagent au moins une variable, c’est-a-dire,
si l'intersection de leurs portées n’est pas vide. Cette
représentation permet de définir une représentation bi-
naire équivalente au probléme non binaire de départ,
au sens ou il existe une bijection entre les ensembles de
solutions du CSP de départ et de celui de la représen-
tation duale. La définition de la microstructure asso-
ciée, notée DR-Microstructure correspond ainsi a la
microstructure de ce CSP binaire équivalent :

Définition 3 (DR-Microstructure) Etant donné
un CSP P = (X, D,C) d’arité quelconque, la Micro-
structure basée sur la Représentation Duale de P,
dite DR-Microstructure, est un graphe non orienté
upr(P) = (V,E) avec :

-V= {(Ci,ti) ;e Ct; € R(CZ)},

B ={{{ent) (1)} | i # 4, t1S(e)NS(e;)] =

1,[S(e:) 0 S(e)])

ot t[Y] est la restriction de t auzx variables de 'Y .

Notons que cette définition a été initialement intro-
duite dans [15]. Comme pour la microstructure des
CSP binaires, il existe un lien direct entre les cliques
et les solutions.

Théoréme 2 Un CSP P a une solution ssi ppr(P)
a une clique de taille e (le nombre de contraintes).

Preuve : Par construction, pug(P) est un graphe
e-parti, et toute clique contient au plus un som-
met (¢;,t;) pour chaque contrainte ¢; € C. Donc,
une e-clique de ppr(P) correspond exactement &
une clique avec un seul sommet (c¢;,t;) de chaque
contrainte ¢; € C. De plus, chaque couple de som-
mets (c;,t;) et (cj,t;) reliés par une aréte satisfait
t;[S(ci) N S(cj)] = t;[S(e;) N S(ej)]. Done, tous
les sommets (c;,t;) d’une clique sont deux & deux
adjacents et donc compatibles, et en particulier, une
e-clique de pg(P) correspond exactement & e tuples
t; autorisés par toutes les contraintes, ce qui est
équivalent a une solution de P. O

Considérons I’exemple suivant qui sera utilisé par la
suite.

Exemple 1 P = (X,D,C) a cing variables X =
{z1,...,25} avec les domaines suivants : D =
{d17d27d3,d4,d5} avec d1 = {a,a’}, d2 = {b}, d3 =
{C}, d4 = {d,d/} et d5 = {e} C = {01762703,C4}
est un ensemble de quatre contraintes avec S(c1) =
{w1, 22}, S(c2) = {w2, 73,25}, S(cz) = {w3,74,75}

et S(ca) = {wa,x5}. Les relations associées aux
contraintes sont donmées par les tables suivantes :
R(c R(c
( 1) R(CQ) ( 3) R(C4)
Ty | T2 xr3 | T4 | T
T2 | T3 | Ts T2 | Ts
b b c e ¢ d ¢ b e
a’ | b c | d | e




FIGURE 1 — Graphe Dual (a) et DR-Microstructure
(b) du CSP de I’exemple 1.

La DR-Microstructure de cet exemple est présentée
par la figure 1. Nous avons 4 contraintes, donc e = 4.

Conformément au théoréeme 2, une solution de P
est une clique de taille 4, ce qui est le cas de
{ab, bce, be, cde} Dans les exemples, nous noterons di-
rectement par t; le sommet (c;,t;).

En supposant que les relations des instances sont
données sous forme de tables, la taille de la DR-
Microstructure est bornée par un polynéme fonction
de la taille du CSP, c’est-a-dire |E| < |V]|? avec
V| = c,ecl{t: € R(ci)}|- De plus, il est clair que
le calcul de la DR-Microstructure peut se réaliser en
temps polynomial.

Il est bien connu que dans le graphe dual certaines
arétes redondantes peuvent étre éliminées sans toucher
a I’équivalence avec le probleme de départ [22, 23].
Sur cette base, nous pouvons ainsi définir un ensem-
ble de microstructures différentes, voisines de la DR-
Microstructure. Dans [23], il est montré que pour un
CSP d’arité quelconque, il existe un ensemble de CSP
binaires équivalents construits sur la base de ’ensem-
ble des intergraphes, le maximal d’entre eux correspon-
dant au codage dual. En considérant cet ensemble de
graphes partiels, nous pouvons étendre la définition
précédente de DR-Microstructure :

Définition 4 (DSR-Microstructure) Etant donné
un CSP P = (X, D,C) (d’arité quelconque) et un de
ses intergraphes (C, F), la Microstructure basée sur la
représentation des graphes partiels duaux de P est un
graphe non orienté ppsr(P, (C, F)) = (V,E) avec :
- V= {(Ci,ti) 1C € C, t; € R(C.L)},
- E = FE; UE; tels que
o By = { {(ai,ti), (¢, t5)y | Aleigi} €
F,t:[S(ei) 0 S(c;)] = 15[S(ei) N S(c;)]}
o By ={{(ci,ta), (¢j,tj)} | {(cie;} ¢ F}.

Avec cette représentation, nous disposons des
mémes propriétés en termes de taille de la DSR-
Microstructure puisqu’elle demeure bornée par le
méme polynome que la DR-Microstructure, et le cal-

cul de cette microstructure sera également réalisable
en temps polynomial.

On peut constater que la DR-Microstructure est
un graphe partiel de la DSR-Microstructure vu que
pour chaque aréte supprimée dans le graphe dual,
une relation universelle la remplacera dans la DSR-
Microstructure. Nous pouvons facilement constater
que le résultat sur les cliques est toujours vrai :

Théoréme 3 Un CSP P posséde une solution ssi
upsr(P, (C, F)) posséde une clique de taille e.

La démonstration de ce théoreme est presque iden-
tique a celle portant sur la DR-Microstructure.

2.2 Microstructure basée sur le Codage par Vari-
able Cachée

Le codage basé sur la variable cachée (Hidden Trans-
formation en anglais) est inspiré par Peirce [28] (cité
dans [30]). Dans cette transformation, l’ensemble de
variables contient les variables originelles de X plus
I’ensemble des variables duales issues de C. Les nou-
velles contraintes binaires vont relier une variable
duale a une variable originelle si la variable originelle
appartient a la portée de la variable duale. La mi-
crostructure sera donc basée sur cette représentation
binaire.

Définition 5 (HT-Microstructure) Etant donné
un CSP P = (X,D,C) (d’arité quelconque), la
Microstructure basée sur la Transformation par
Variable Cachée de P est un graphe non orienté
par(P) = (V,E) avec :
- V=5 USG5, tel que :
e 5 = {(xi,vi) cx; € X,v; € dz},
o Sy = {(Ci,ti) 1c € C, t; € R(CZ)},
- E = { {(ci,ti), (zj,v5)} | soit z; € S(c;) et
v; = ti[z;] soit x; ¢ S(c;)}.

La figure 2 représente la HT-Microstructure basée
sur cette transformation pour le CSP de I'exemple 1.
Nous pouvons constater que la HT-Microstructure est
un graphe biparti car nous avons d’un coté les valeurs
des domaines, et de 'autre, les tuples des relations.
Pour rappel, une biclique est un sous graphe biparti
complet, c’est-a-dire que chaque sommet du premier
ensemble est connecté a tous les sommets du second, et
réciproquement. Une biclique entre deux ensembles de
sommets de taille respective ¢ et j est notée K; ;. Dans
la HT-Microstructure, une solution correspond a une
biclique particuliere comme le montrera le théoreme 4
qui se déduit directement des deux lemmes suivants.

Lemme 1 Dans une HT-Microstructure, une biclique
K, . avec e tuples appartenant a des relations deux
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FIGURE 2 — Graphe de la Hidden Transformation (a) et HT-Microstructure (b) du CSP de exemple 1.

a deux différentes ne peut pas contenir deux valeurs
différentes d’un méme domaine.

Preuve : Supposons qu’une biclique K, . avec e tu-
ples appartenant a des relations deux a deux dif-
férentes contienne deux valeurs différentes v; et v;- €
d;. 1l existe alors au moins une contrainte c; telle que
x; € S(c;) et par conséquent t;[z;] = v;, v} ou une
autre valeur v;.' . Dans les trois cas, ceci contredit que
v; et ’U; sont dans une méme biclique car il n’est pas
possible d’avoir deux tuples d’'une méme relation. O

Lemme 2 Dans une HT-Microstructure, une biclique
K, avec n valeurs issues de domaines différents ne
peut pas contenir deux tuples différents d’une méme
relation.

Preuve : Supposons qu’une biclique K, . avec n
valeurs appartenant & des variables deux a deux
différentes contienne deux tuples ¢; et ¢; d’'une méme
contrainte c;. Donc, il existe au moins une variable x;
telle que t;[z;] # ti[x;]. Siv; = t;[x;] et v} = ti[x;]
appartiennent toutes les deux a la biclique K, ¢, on a
une contradiction car nous ne pouvons pas avoir deux
valeurs d’une méme variable. O

En utilisant ces deux lemmes, nous pouvons déduire
que toute biclique K, . avec n valeurs et e tuples tels
que chaque couple de valeurs appartient a un couple de
variables différentes et chaque couple de tuples appar-
tient & un couple de relations différentes, correspond
a une affectation de toutes les variables qui satisfait
toutes les contraintes. Nous pouvons dans ce cas énon-
cer le théoreme suivant :

Théoréme 4 Etant donné un CSP P = (X,D,C)
et sa HT-Microstructure pgr(P), P posséde une so-
lution ssi ppr(P) posséde une biclique K, . avec n
valeurs et e tuples tels que tous les tuples appartien-
nent a4 des relations deux o deux différentes et toutes
les valeurs appartiennent a des domaines deux 4 deux
différents.

En revenant a l'exemple précédent, nous pou-
vons facilement observer qu’une biclique ne cor-
respond pas forcément & une solution. Bien que
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{a,d’,b,c,e,ab,ab’, bee, be} soit une biclique K 4, elle
ne constitue pas pour autant une solution. Par contre,
{a,b,¢,d, e, ab, bee, be, cde} est une biclique K7 4 et est
aussi une solution de P. Donc, I’ensemble de solutions
n’est pas équivalent a I’ensemble des bicliques K, ..
Cet ensemble est équivalent seulement a ’ensemble des
bicliques K, . avec n valeurs et e tuples telles qu’au-
cun couple de valeurs (resp. de tuples) n’appartient &
un méme domaine (resp. & une méme relation).

Comme pour la DR-Microstructure, la taille de la
HT-Microstructure est bornée polynomialement par la
taille du CSP :

= V] = Zaex|dil + Ze,ccl{ti € R(ci)}| et

~ |B| < Torexdil x Saecl{t: € Rle)}

De plus, étant donnée une instance CSP, calculer
sa HT-Microstructure peut aussi se réaliser en temps
polynomial.

Il existe une autre fagon de représenter la mi-
crostructure a partir du codage caché et qui est liée a
une autre maniere pour compléter la microstructure.
Nous développons ce point ci-dessous.

2.3 Microstructure basée sur le Codage Mixte

Le codage mixte [32] d’'un CSP non binaire, combine
a la fois le codage dual et le codage par variable caché.
C’est pour cette raison que dans la littérature nous le
trouvons aussi sous le nom de codage combiné. Cette
approche consiste a connecter les valeurs des variables
duales aux valeurs des variables originelles, les valeurs
des variables originelles étant connectées entre elles si
elles n’appartiennent pas a un méme domaine et les
tuples entre eux s’ils sont compatibles :

Définition 6 (ME-Microstructure) Etant donné
un CSP P = (X,D,C) d’arité quelconque, la Mi-
crostructure basée sur le codage Mixte de P est un
graphe non orienté ppp(P) = (V, E) avec :
-V =5ULS8; tel que
e 51 = {(Ci,ti) i eCit; € R(Cz)},
o Sy ={(zj,v5) s x; € X, 05 € dj},
- FE=FE;UEyUE;3 tel que
o By = { {(ci,ta), (c5, )} |
S(ej)l = t;15(ci) N S(e))l}

i # jytilS(ei) N



o By ={ {(ci,ti), (xj,v5)} | soit x; € S(c;) et
vj = t;[x;] soit x; & S(c;)}
o B3 ={{(zi,v), (zj,v;)} | =i # x;}.

La microstructure basée sur le codage mixte du
CSP de 'exemple 1 est donnée dans la figure 3. Nous
pouvons constater que dans ce codage, nous gardons
le méme ensemble de sommets que celui de la HT-
Microstructure. Pour les arétes, nous aurons les arétes
de la DR-Microstructure et de la HT-Microstructure,
plus toutes les arétes reliant les valeurs de domaines
différents, et correspondent a un sous-graphe n-parti
complet, une partie étant alors constituée des sommets
d’un méme domaine. Ceci aura une influence sur les
liens entre définition des solutions et les propriétés en
termes de graphes, comme le précise le lemme suivant :

Lemme 3 Dans une ME-Microstructure, une clique
de n + e sommets ne peut pas contenir deux valeurs
d’une méme variable, ni deuz tuples d’une méme rela-
tion.

Preuve : Soient v; et v; deux valeurs du domaine
d’une variable x;. Par définition, les sommets corre-
spondant & v; et v; ne peuvent étre adjacents et donc,
ne peuvent figurer ensemble dans une méme clique.

De méme, deux tuples d’'une méme relation ne sont
pas compatibles entre eux et ils ne peuvent figurer
ensemble dans une méme clique. O

En s’appuyant sur ce lemme, nous pouvons illustrer
la relation entre cliques et solutions de CSP :

Théoréeme 5 Un CSP P posséde une solution ssi
une(P) posséde une clique de taille n + e.

Preuve : Dans la ME-Microstructure, en se référant
au lemme 3, une clique de n + e sommets contient
exactement un sommet par variable et par contrainte.
Donc, elle correspond a une affectation de n variables
qui satisfait les e contraintes, et il s’agit donc d’une
solution. O

Comme pour les autres microstructures, la taille
de la ME-Microstructure est bornée par un polynoéme
fonction de la taille du CSP.

= V] = Za.ex|dil + Ze,ec{ti € R(ci)}| et

Bl € Teexld] x Zoeol{ti € R} +

(Sesex|di)® + (Se.ec{t € R(e)}).

De plus, calculer la ME-Microstructure d'un CSP

est réalisable en temps polynomial.

2.4 Comparaisons entre microstructures

Tout d’abord, nous pouvons constater qu’aucune de
ces microstructures ne peut étre considérée comme
une généralisation de la microstructure présentée pour

le cas binaire. En effet, étant donné un CSP binaire
P, nous avons u(P) # ppr(P), u(P) # pur(P) et
w(P) # upge(P). De plus, si la DR-Microstructure
correspond exactement a la microstructure du dual,
ni la HT-Microstructure, ni la ME-Microstructure ne
correspondent a la microstructure du codage binaire
associé, ceci étant du a la fagon dont les graphes ont
été complétés. Par ailleurs, si finalement toutes ces mi-
crostructures peuvent étre calculées en temps polyno-
mial, d'un point de vue pratique, il semble difficile en
général de les construire et de les manipuler efficace-
ment, en particulier quand les contraintes ne sont pas
données en extension et ceci méme pour la microstruc-
ture de CSP binaires. Par contre, ce dernier point
ne présente pas un obstacle pour I'étude théorique
que nous désirons proposer. Il faut rappeler que notre
but consiste a introduire un outil théorique qui nous
permettra d’étudier les CSP d’arité quelconque. La
section suivante présente quelques résultats prélimi-
naires portant sur I’exploitation de ces représentations
afin d’étendre aux CSP d’arité quelconque, des classes
polynomiales définies initialement pour les seuls CSP
binaires.

3 Quelques premiers résultats

Nous allons présenter maintenant quelques résultats
qui peuvent étre déduits de 1I’étude des microstruc-
tures. Pour cela, nous allons étudier trois classes poly-
nomiales introduites pour les CSP binaires. Il s’agit
de la classe des CSP ayant un nombre polynomial de
cliques maximales [15], de la classe BTP [9] et enfin de
la classe ZUT [8].

3.1 Microstructures et cliques maximales

Dans [15], il est montré que si le nombre de cliques
maximales dans la microstructure d’'un CSP binaire -
noté wy (1(P)) - est borné par un polynéme, les algo-
rithmes comme BT, FC ou RFL, peuvent résoudre ce
CSP en temps polynomial. Plus précisément, ce cotit
est borné par O(n?d - wy(u(P))) pour BT et FC, et
par O(ned? - wy(u(P))) pour RFL. Donc, nous mon-
trons ici comment étendre ce résultat aux CSP d’arité
quelconque en exploitant ces microstructures. Ainsi,
dans [15], ces résultats ont été généralisés aux CSP
non binaires en exploitant la représentation duale et
en utilisant les algorithmes nBT, nFC et nRFL, soit les
versions non binaires de BT, FC et RFL. Plus précisé-
ment, en exploitant un ordre particulier pour 'affec-
tation des variables, il a été montré que la complexité
est bornée par O(nea - d* - wg(ppr(P))) pour nBT, et
par O(nea - r? - wy(upr(P))) pour nFC et nRFL, ou
a est 'arité maximale des contraintes et r le nombre
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FIGURE 3 — Graphe de la Transformation Mixte (a) et ME-Microstructure (b) du CSP de I'exemple 1.

maximum de tuples dans une relation. En se basant
sur la complexité en temps de ces algorithmes, et en
se focalisant sur les classes de graphes ayant un nom-
bre polynomial de cliques maximales, les auteurs ont
pu facilement définir de nouvelles classes traitables.
Parmi ces classes de graphes, nous pouvons citer les
graphes planaires, les graphes Toroidauz, les graphes
plongeables sur des surfaces [12] et les graphes CSG*
[3]. Le résultat peut se résumer par le théoréme suiv-
ant :

Théoréme 6 Les CSP d’arité quelconque dont la DR-
Microstructure est soit un graphe planaire, soit un
graphe toroidal, soit un graphe plongeable dans une
surface ou soit un graphe CSG sont résolubles en
temps polynomial.

Pour la HT-Microstructure, un tel résultat ne peut pas
exister. En effet, la HT-Microstructure est un graphe
biparti et donc ses cliques maximales sont toutes de
taille 2 puisque les cliques maximales sont limitées aux
arétes. Donc, le nombre de cliques maximales est tou-
jours polynomial.

Pour la ME-Microstructure, un tel résultat ne peut
pas plus exister, mais pour des raisons différentes.
Par construction, les arétes de l'ensemble F3 =
{{(zi,v;), (zj,vj)} | x; # x;} de la définition 6 per-
mettent toutes les combinaisons de valeurs possibles.
Ceci rendra le nombre de cliques maximales exponen-
tiel & l'exception des CSP monovalent (CSP dont la
taille de tous les domaines est 1).

3.2 Microstructures et BTP

La propriété BTP (Broken Triangle Property) [9]
définit une classe traitable pour les CSP binaires en
exploitant des caractéristiques de la microstructure.
La classe BTP recele un certain intérét car elle capte
plusieurs classes polynomiales bien connues, comme les
CSP binaires arborescents ainsi que des classes poly-
nomiales relationnelles telles que RRM. La question

199

est donc : cette propriété peut-elle étre étendue aux
CSP d’arité quelconque en exploitant les caractéris-
tiques de leurs microstructures? Notons qu’une pre-
miére évocation de cela apparait dans [9]. Ici, nous es-
sayons d’étendre ces travaux en utilisant les trois types
de microstructures, mais auparavant, nous rappelons
la propriété BTP :

Définition 7 (Broken-Triangle Property [9])

Un CSP binaire P satisfait la Broken Triangle Prop-
erty (BTP) par rapport a un ordre sur les variables
< si, pour tout triplet de variables (x;,z;, ) tel que
z; < x5 < xg, st (v;,v5) € R(cij), (vi,vr) € R(c)
et (vj,v;) € R(cjk), alors soit (v;,vy) € R(cik),
soit (vj,ve) € R(cjk). St (vi,vy,) € R(cik) et
(vj,vx) & R(cjk), alors on a un triangle cassé sur xy.

11 est prouvé dans [9] que si un CSP binaire P sat-
isfait BTP, trouver un ordre et résoudre le CSP peut
s’effectuer en O(n3d* + ed?).

3.2.1 DR-Microstructure

Pour étendre BTP aux CSP non binaires, une ex-
tension de BTP, appelée DBTP (pour Dual BTP), est
proposée dans [13]. La définition, qui s’appuie sur la
DR-Microstructure est rappelée ci-dessous :

Définition 8 (Dual Broken-Triangle Property)
Un CSP P = (X, D,C) vérifie la Dual Broken Tri-
angle Property (DBTP) par rapport ¢ un ordre <
sur les contraintes si pour tout triplet de contraintes
(ciscj,cr) tel que ¢; < ¢j < cx, pour tout t; € R(c;),
t; € R(cj) et ty,t), € R(ck) tels que

= ti[S(ci) N S(ey)] = t5[S(ei) N S(cy)]

— t;[S(ci) N S(ex)] = tr[S(ei) N S(ex)]

= 13,[5(e;) N S(er)] = £5[S(c;) N S(ew)]
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La figure 4 illustre graphiquement cette définition,
I’aspect formel de la définition 8 étant manifestement
plus difficile & appréhender. En fait, il s’agit juste de
remplacer les valeurs par les tuples et les variables par
les contraintes pour avoir cette extension. Dans la fig-
ure 4 (a), nous pouvons observer la présence d’un tri-
angle cassé sur la contrainte cs. Donc, si on considere
I'ordre suivant sur les contraintes ¢; < ¢o < c3, le CSP
en question ne satisfait pas DBTP par rapport a <. Au
contraire, dans la figure 4(b), si t1 et t5 (aréte bleue)
ou tg et t3 (aréte rouge) sont compatibles, alors le CSP
satisfait DBTP par rapport a <.

F1GURE 4 — DR-Microstructure d’'un CSP n-aire sat-
isfaisant BTP sur sa représentation duale.

Au méme titre que pour BTP dont on sait que cette
classe inclut les CSP binaires arborescents, dans [13] il
est montré que dans le cas non binaire, les CSP dont
I’hypergraphe de contraintes est S-acyclique sont aussi
inclus dans DBTP. Certains autres résultats sur BTP
restent vrais aussi pour DBTP. Plus de détails peuvent
étre trouvés dans [13].

3.2.2 HT et ME-Microstructures

Pour la HT-Microstructure, nous pouvons immé-
diatement constater que les triangles cassés ne peu-
vent pas exister car le graphe est biparti. Pour anal-
yser BTP sur cette microstructure, on doit considérer
les contraintes universelles (i.e. avec des relations uni-
verselles) entre sommets du graphe de contraintes ré-
sultant de la transformation par variable cachée. Aussi,
nous étudions directement la ME-Microstructure car
elle possede les mémes sommets et par définition, elle
est déja complétée avec des aréte entre ces sommets.

Considérons maintenant la HT-Microstructure.
Etendre BTP est bien plus compliqué ici car nous
devons considérer au moins quatre cas différents de
triangles, car contrairement a BTP et DBTP sur la
DR-Microstructure, nous trouvons deux types de som-
mets : des valeurs ou des tuples. De plus, puisque
pour BTP, nous devons considérer des ordres tels
que ¢ < j < k, en fait, nous devons considérer six
sortes de triangles sachant que les deux premiers ter-
mes de chaque triangles peuvent étre permutés : (1)
<z <z, (2) 3 <z <k, (3) x; <cj <y (ou

G <wy <), (4) T <c¢j < (oug <zxj <)
(5) ¢; < ¢; < mg, (6) ¢; < ¢j < ci. Remarquons que le
premier cas revient a vérifier la condition classique de
BTP et que le dernier correspond a DBTP.

On peut noter l'existence d’un lien entre DR-
Microstructure et ME-Microstructure pour BTP. En
effet, étant donné un CSP, la présence d’'un trian-
gle cassé dans sa DR-Microstructure aura une in-
fluence sur l'ordre des contraintes. Elle aura aussi
une influence sur l'ordre dans le cadre de sa ME-
Microstructure, car celui-ci dépend & la fois des
variables et des contraintes. Ceci nous conduit au
théoréme suivant :

Théoreme 7 Si un CSP P satisfait BTP en consid-
érant sa ME-Microstructure par rapport a un ordre sur
les contraintes, alors il existe un ordre sur les con-
traintes pour lequel P satisfait BTP en considérant sa
DR-Microstructure.

3.3 Microstructures et Classe ZUT

Dans ce qui précede, il apparait que la DR-
Microstructure semble étre la microstructure la plus
intéressante. Ceci restera-t-il vrai pour les autres
classes polynomiales ? Pour répondre a cette question,
nous allons procéder de la méme fagon en étudiant
cette fois-ci la classe polynomiale dite Zéro-Un-Tous
que nous noterons ZUT (Zero/One/All en anglais)
introduite par Cooper et al. dans [8], et dont nous
rappelons la définition :

Définition 9 (ZUT [8]) Un CSP binaire P est dit
ZUT si pour chaque contrainte c;; de C, pour chaque
valeur v; € d;, c¢;; vérifie Uune des conditions suiv-
antes :

- (ZERQ) Vv; € dj, (vi,v;) & R(cij),

— (UN) il existe une seule valeur v; € d; telle que

(vi, vj) € R(cij),
- (TOUS) ij S dj, (’1)7;71)]') € R(C”)

Cette propriété peut étre représentée graphique-
ment en utilisant la microstructure. Dans le cas de
la DR-Microstructure, il semble facile d’appliquer le
méme principe que pour la microstructure classique
des CSP binaires. Pour cela, par rapport a la défini-
tion de ZUT pour le cas binaire, il suffit seulement de
remplacer les valeurs par des tuples. Donc, satisfaire
ZUT en considérant la DR-Microstructure dépendra
des relations de l'instance.

Pour la HT-Microstructure, les arétes relient les
tuples (sommets associés aux variables duales) aux
valeurs (sommets associés aux variables originelles de
I'instance). Nous analysons la situation selon deux di-
rections : des tuples vers les valeurs et des valeurs vers
les tuples.
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— Arétes des tuples vers les valeurs. 11 existe deux
facons pour connecter un tuple ¢; a une valeur
v;. Si la variable x; de cette valeur appartient
a la portée de la contrainte ¢; de ce tuple, alors
t; n’est connecté qu’a une seule valeur de z;, a
savoir v;. Si la variable z; n’appartient pas a la
portée de la contrainte ¢; de tuple t;, alors t; est
connecté a toutes les valeurs de x;. Donc, nous
avons seulement des connexions de type « Un »
ou « Tous ».

— Arétes des valeurs vers les tuples. Etant donnée
une contrainte associée a la HT-Microstructure,
une valeur est connectée aux tuples dans lesquels
elle apparait. Nous discutons ci-dessous les dif-
férentes possibilités :

e connexion « Zéro ». Une valeur n’est pas sup-
portée par des tuples. C’est ’équivalent de la
connexion « Zéro » de la définition de ZUT pour
les CSP binaires.

e connexion « Un ». Une valeur est supportée par
un seul tuple. C’est I'équivalent de la connexion
« Un » de la définition de ZUT pour les CSP
binaires.

e connexion « Tous ». Une valeur est supportée
par tous les tuples de la contrainte. C’est aussi
I’équivalent de la connexion « Tous » de la déf-
inition de ZUT pour les CSP binaires.

Il est donc possible qu'une instance satisfasse la pro-
priété ZUT dans la HT-Microstructure.

Enfin, pour la ME-Microstructure, nous devons véri-
fier les conditions définies seulement pour la DR et
HT-Microstructures car les relations entre les variables
sont universelles (donc, la connexion « Tous » est tou-
jours vraie).

Pour conclure, par construction, rien ne s’oppose a
ce que les conditions de la propriété ZUT soient satis-
faites, mais elles s’aveérent cependant tres restrictives,
comme d’ailleurs pour le cas binaire.

4 Conclusion

Dans cette contribution, nous avons introduit le
concept de microstructure pour le cas des CSP d’ar-
ité quelconque. Si ce concept pour le cas binaire
est désormais bien établi et utilisé comme un outil
théorique, notamment pour la définition de nouvelles
classes polynomiales pour les CSP, pour le cas des
CSP non binaires, la notion de microstructure n’était
pas clairement établie auparavant. Nous avons tra-
vaillé a la définition explicite de cette notion pour
les CSP d’arité quelconque en nous basant sur dif-
férents codages binaires de CSP étudiés précédemment
dans la littérature, de sorte a disposer de microstruc-
tures graphiques, plutét qu’en nous appuyant sur la
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notion d’hypergraphe comme proposé dans [6]. Nous
avons présenté trois types de microstructures : la DR-
Microstructure (raffinée avec la DSR-Microstructure),
la HT-Microstructure et la ME-microstructure, qui
sont inspirées respectivement de la représentation
duale, de la transformation par variable cachée et de
I’approche mixte. Pour le cas binaire, aucune de ces
trois microstructures ne correspond & la microstruc-
ture classique, de sorte qu’aucune d’entre elles ne peut
étre considérée comme une généralisation de la notion
classique. Pour montrer l'intérét de ce travail, nous
avons exploité ces microstructures afin d’étendre cer-
taines classes polynomiales définies au niveau des CSP
binaires sur la base de leurs microstructures. Un pre-
mier résultat porte sur le cas des microstructures de
CSP binaires dont le nombre de cliques maximales est
borné par un polynome, cas connus pour étre traita-
bles en temps polynomial par les algorithmes usuels de
résolution de CSP binaires, comme BT, FC ou RFL.
Ces classes s’étendent naturellement aux CSP non bi-
naires dont les microstructures satisfont les mémes
propriétés. Nous avons également montré comment la
classe BTP peut naturellement étre étendue aux CSP
non binaires, I’étude de cette classe étant particuliere-
ment intéressante car elle inclut plusieurs classes poly-
nomiales bien connus de CSP binaires, et qui par cette
approche sont désormais définies en termes de con-
traintes d’arité quelconque.

Nous espérons que ces outils seront utilisés au niveau
non binaire comme cela a pu étre les cas au niveau
binaire pour la microstructure classique. Par contre,
il est clair qu’une utilisation pratique de ces notions
semble plus que difficile, en particulier pour le cas des
contraintes pour lesquelles les relations ne sont pas
définies en extension. Toutefois, ces microstructures
pourraient étre utilisées virtuellement comme dans le
cas notamment des filtrages par cohérence partielle.
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Résumé

L'estimation de la borne inférieure a un impact im-
portant sur les performances des solveurs de type Sépara-
tion & Evaluation pour le probleme Max-SAT. A chaque
nceud de I'arbre de recherche, ces solveurs détectent les
sous-ensembles inconsistants (El) de la formule par des
méthodes basées sur la propagation unitaire. En fonc-
tion de la structure de ces ensembles, les solveurs les
plus performants appliquent deux traitements distincts :
(1) ils transforment les El par plusieurs étapes de ré-
solution pour Max-SAT et conservent les modifications
dans le sous-arbre ou (2) ils suppriment simplement les
clauses appartenant a ces El durant I'estimation de la
borne inférieure puis les réactivent avant la prochaine
décision. La formule obtenue aprés ce dernier traitement
n'est pas équivalente a I'originale et peut contenir moins
d’ensembles inconsistants. Nous proposons dans ce pa-
pier une meilleure exploitation de I'ensemble des El de
la formule en les transformant systématiquement par la
résolution Max-SAT, mais en ne conservant les change-
ments que localement au noeud actuel. Les effets atten-
dus sont une meilleure estimation de la borne inférieure
et donc la réduction du nombre de décisions nécessaires
pour résoudre les instances Max-SAT. Nous montrons
expérimentalement I'intérét de notre approche sur des
instances Max-SAT valuées et non-valuées.

1 Introduction

Le probleme Max-SAT consiste a trouver, pour une
formule CNF donnée, une interprétation des variables
booléennes de la formule qui maximise le nombre de
clauses satisfaites. Ce probleme NP-difficile [14] est la
version optimisation du probléme SAT. Dans la ver-
sion valuée de Max-SAT, un poids positif est associé a
chaque clause et ’objectif est de trouver une interpré-
tation des variables qui maximise la somme des poids
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des clauses satisfaites. Il existe d’autres variantes de
Max-SAT (partiel et partiel valué) qui ne sont pas trai-
tées dans cet article (voir [1] pour plus de détails sur
ces variantes).

Parmi les méthodes compléetes pour résoudre Max-
SAT, les solveurs les plus performants (WMAXSATZ
[9, 11, 12], AKMAXSAT [7]) sont basés sur un algo-
rithme de type Séparation & Evaluation (Branch &
Bound, B&B). Ils explorent I'ensemble de Iespace de
recherche et comparent, a chaque noeud de 'arbre de
recherche, la somme des poids des clauses falsifiées par
Iinterprétation courante plus une sous-estimation du
poids de celles qui deviendront falsifiées (la borne in-
férieure ou Lower Bound, LB) & la meilleure solution
trouvée jusqu’a présent (la borne supérieure ou Up-
per Bound, UB). Si LB > UB alors il n’existe pas
de meilleures solutions dans la branche courante de
I’arbre de recherche et les solveurs effectuent un retour-
arriere (backtrack). L’estimation du nombre de clauses
qui seront falsifiées par I’extension de l'interprétation
courante est un élément clé pour lefficacité des sol-
veurs B&B : d’un coté c’est 'un des composants les
plus cotiteux en terme de temps d’exécution; et de
lautre coté la qualité de l'estimation détermine le
nombre de nceuds explorés. Il faut donc trouver un
équilibre entre le temps passé a réaliser cette estima-
tion et sa qualité.

Les solveurs Max-SAT de type B&B estiment la
somme des poids des clauses qui seront falsifiées en
comptant le nombre d’ensembles inconsistants (EI)
disjoints de la formule. Ils utilisent des méthodes ba-
sées sur la propagation unitaire (Unit Propagation,
UP) pour détecter les inconsistances (les conflits) et
ils analysent les étapes de propagations ayant mené a
ces conflits pour construire les sous-ensembles incon-
sistants. Un traitement doit étre appliqué aux EI pour



s’assurer qu’ils ne soient comptés qu’'une fois. Deux
traitements sont utilisés par les solveurs B&B. Le pre-
mier est basé sur la regle de la résolution pour Max-
SAT [2, 4, 8] qui est adaptation pour Max-SAT de
la résolution pour SAT. Elle consiste a appliquer plu-
sieurs étapes de Max-SAT résolution sur les clauses de
I’EL La formule résultante de cette transformation est
équivalente a l'originale, mais elle peut contenir plus
de clauses de plus grandes tailles. Dans un tel cas, cela
peut ralentir le solveur et géner la détection d’autres
EI. Le second traitement consiste a supprimer les EI
de la formule pour la durée de I'estimation de la borne
inférieure. La formule obtenue n’est pas équivalente a
l'originelle et peut contenir moins d’EI. Les solveurs les
plus performants appliquent le traitement basé sur la
Max-SAT résolution et gardent les changements dans
la sous-partie de I’arbre de recherche lorsque les EI cor-
respondent & certains modeles prédéfinis (connus sous
le nom de régles d’inférence). Sinon, ils suppriment
simplement les clauses des EI de la formule et ils les
restaurent avant la prochaine décision.

Les travaux présentés dans cet article partent de
I’hypothese que la suppression des EI, qui est actuel-
lement utilisée pour traiter la grande majorité des EI,
donne une mauvaise estimation des inconsistances res-
tantes dans la formule. Nous proposons de remplacer
ce traitement par celui basé sur la Max-SAT résolution
appliquée localement & chaque nceud de I'arbre de re-
cherche, c’est a dire sans mémoriser les changements
dans le sous-arbre. De cette maniére, nous mémori-
sons la méme quantité d’information que les meilleurs
solveurs B&B actuels. De plus, en appliquant les mo-
difications de maniere temporaire, 'augmentation de
la taille de la formule est faible et cela n’affectera pas
la détection d’autres EI dans la sous-partie de 'arbre
de recherche (le sous-arbre). Les bénéfices escomptés
sont une amélioration de la qualité de la LB et donc la
réduction du nombre de décisions nécessaires pour ré-
soudre les instances, mais aux prix d’un traitement
plus couteux en terme de temps d’exécution. Nous
avons implémenté et testé notre nouvelle méthode de
traitement des EI et les résultats obtenus confirment
l'intérét de notre approche sur des instances (valuées
et non-valuées) aléatoires et crafted.

2 Définitions et notations

Une formule valuée ® en forme normale conjonctive
(CNF) définie sur un ensemble de variables proposi-
tionnelles X = {z1,...,z,} est une conjonction de
clauses valuées. Un clause valuée c; est une disjonc-
tion valuée de littéraux et un littéral [ est une variable
x; ou sa négation T;. On peut également représenter
une formule valuée comme un ensemble de clauses va-

luées @ = {c1,...,cn} et une clause valuée comme un
tuple ¢; = ({lj,,...,0; },w;) avec {l;,,...,1;,} un en-
semble de littéraux et w; un poids strictement positif.
Les formules et les clauses non-valuées sont équiva-
lentes a celles valuées avec tous les poids fixés a 1. On
notera |®| le nombre de clauses d’une formule ® et |¢;]|
le nombre de littéraux d’une clause c;.

Une interprétation ¢ est une application de X' C X
dans {true, false}. ¢ est complete si X’ = X et par-
tielle sinon. On peut également représenter une inter-
prétation par un ensemble I de littéraux qui ne peut
pas contenir a la fois un littéral et sa négation. Si
o(x;) = vrai (resp. faux) alors z; € I (resp. T; € I).
Un littéral [ est satisfait par une interprétation I ssi
1 €I et il est falsifié ssi | € I. Une variable qui n’appa-
ralt ni positivement ni négativement dans I n’est pas
affectée. Une clause est satisfaite par I si au moins un
de ses littéraux est satisfait et elle est falsifiée si tous
ses littéraux sont falsifiés. Par convention, la clause
vide (qu’on notera ) est toujours falsifiée. Pour une
interprétation I = {I}, on notera ®|; la formule obte-
nue en appliquant I & ®. Formellement :

(I)|] = {Cj | Cj 6@,{1,2}003- :ﬁ} @]

{ej/{l} [ ¢j € @ 1€ ¢}
Cette notation peut étre étendue a n’importe quelle
interprétation I = {ly,ls,...,l;} comme suit :

ol = (.. (@l )ly) - liy)-

Enfin, résoudre le probleme Max-SAT valué consiste
a trouver une interprétation compleéte qui maximise la
somme des poids des clauses satisfaites de .

3 Détection et traitement des sous-
ensembles inconsistants

A chaque noeud de arbre de recherche, les solveurs
B&B calculent la lower bound (LB) en additionnant la
somme des poids des clauses falsifiées par I'interpréta-
tion partielle courante a une estimation de la somme
des poids de celles qui seront falsifiées en étendant
cette interprétation. Cette estimation est donc primor-
diale pour deux raisons. Premierement, elle est réalisée
trés souvent et donc son temps de calcul a un impact
important sur Uefficacité des solveurs. Deuxiémement,
la qualité de cette estimation détermine le nombre de
neeuds explorés. Il faut donc trouver un équilibre entre
le temps passé au calcul de cette estimation et sa qua-
lité. De maniere simplifiée, on peut séparer cette es-
timation en deux partie distinctes mais étroitement
liées : (1) la détection des EI disjoints et (2) leur trai-
tement. Nous décrivons dans la suite de cette section
ces deux parties.
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3.1 Détection des sous-ensembles inconsistants

Nous présentons tout d’abord la méthode de détec-
tion des EI appelée propagation unitaire simulée (Si-
mulated Unit Propagation, SUP) [10]. Elle consiste &
appliquer la propagation unitaire (UP) & la formule
a chaque nceud de l'arbre de recherche. Plus précisé-
ment, pour chaque clause unitaire {l}, SUP supprime
les clauses contenant [ de la formule ainsi que toute
les occurrences de . Ce processus est répété jusqu’a ce
qu’il n’y ait plus de clauses unitaires dans la formule
ou qu'un clause vide (un conflit) soit produite. Dans ce
second cas, les clauses qui ont mené par propagation
unitaire au conflit forment un EI. Comme UP peut
conduire a des solutions non optimale, les variables
propagées sont désaffectées avant chaque nouvelle dé-
cision.

La méthode des Failed Literals (FL) [11] est la
deuxieme méthode de détection des EI la plus couram-
ment utilisée. Considérons une formule ® et une inter-
prétation I. A chaque nceud de l'arbre de recherche
et pour chaque variable non affectée x;, FL applique
SUP sur ®|7y(s,} puis sur @[y z,). Si deux EI ) et ¢
sont détectés respectivement dans @[ 74, et @|rugz,},
alors 1 U1’ est un EI dans ®|;. FL est généralement
appliqué lorsque SUP ne permet pas de détecter da-
vantage d’EL

3.2 Traitement des sous-ensembles inconsistants

Nous présentons ci-dessous les méthodes existantes
pour traiter les EI détectés par SUP ou FL.

3.2.1 Suppression temporaires des El (SEI)

Le moyen le plus simple d’éviter de détecter les
mémes EI plusieurs fois est de les supprimer de la for-
mule. Ce traitement & I'avantage d’étre rapide et la
taille de la formule n’augmente pas. Comme les clauses
supprimées sont restaurées avant chaque nouvelle dé-
cision, SEI n’affecte pas la qualité de la LB dans le
sous-arbre. Cependant, la formule résultante de l'ap-
plication de SEI n’est pas équivalente a 'originale et
peut contenir moins d’El. Les clauses appartenant aux
EI sont supprimées sans considérer leurs interactions
avec le reste de la formule. Cela peut augmenter le
nombre de décisions nécessaires pour résoudre les ins-
tances. Dans la suite de cet article nous appelons cette
méthode suppression temporaire.

3.2.2 La Max-SAT résolution

Une alternative pour éviter de redétecter plusieurs
fois les mémes EI est d’utiliser la regle de la Max-
SAT résolution [2, 4, 8], qui est ’adaptation pour Max-
SAT de la résolution pour SAT. Elle peut étre définie
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comme suit (avec en haut la formule originale et en
bas la formule obtenue apres transformation) :

~7Zt}

5 CCty CCt41, ---

Ci:{x7yl7"~7ys}7 Cj :{T,Zl,‘.
er ={y1,...,Ys, 21, .., 2}, CCL, ...
avec :

y CCt+s

7ysa§17227"'7zt}
7y57227"'7zt}

cer = {z,y1, ...
CCy = {xayla"'

cer ={T, Y1, Ys, 2t}
CCty1 = {Ea 21y .- -aztvghy% cee 7y5}7
CCt42 = {mvzlv ey Bty Yy e 7y3}7
CCtts = {Ev 21y '7Zt7ys}'

c; et c; sont les clauses originales, cr le résolvant
et ccy,...,ccips les clauses de compensation ajoutées
pour préserver le nombre de clause falsifiées par chaque
interprétation (I’équivalence de la formule). On peut
noter que les clauses originales c; et c; sont suppri-
mées de la formule. Cette définition peut étre étendue
aux formules valuées comme suit : si m est le poids
minimum des clauses originales, alors m est soustrait
des poids de ¢; et ¢; et toute les clauses produites (le
résolvant et les clauses de compensations) prennent le
poids m.

Un EI peut étre transformé en appliquant plusieurs
étapes de Max-SAT résolution entre ses clauses. Ces
étapes sont généralement appliquées dans l'ordre in-
verse des propagations. Ce traitement est proche du
mécanisme d’apprentissage des clauses utilisé par les
solveurs SAT modernes [13]. La Max-SAT résolution
préserve ’équivalence de la formule mais elle a plu-
sieurs désavantages. Son application est plus cotiteuse
en temps de calcul que celle de la suppression tem-
poraire. La taille de la formule ainsi que la taille des
clauses augmentent. A notre connaissance, tous les sol-
veurs utilisant la Max-SAT résolution conservent les
modifications dans le sous-arbre. De cette maniere, les
EI traités par la Max-SAT résolution sont mémorisés
et cela réduit la redondance dans le calcul de la LB.
Cependant, cela peut aussi avoir pour effet de limi-
ter lefficacité de la détection des EI en transformant
des clauses qui aurait pu étre utilisées par SUP ou
FL. Dans le reste de ce papier, nous appelons cette
méthode de traitement Max-SAT résolution dans le
sous-arbre.

3.3 Implémentations existantes

Les solveurs Max-SAT récents, tels que WMAXSATZ
[9, 11, 12] et AKMAXSAT [7], appliquent SUP et FL
a chaque nceud de l'arbre de recherche pour détecter



les sous-ensembles inconsistants (EI). Si les EI corres-
pondent & un des trois modeles définis ci-dessous, ils
appliquent la Max-SAT résolution dans le sous-arbre.
Sinon, ils appliquent la suppression temporaire. Ces
modeles sont (avec en haut les clauses de la formule
originale et en bas les clauses obtenues apres transfor-
mation) :

Hz, v} {z, 7}}
Oy
@) Hz, v} {z, 2} {5, 21}
Hat Az, y, 2} {z. 9. 2}}
{{ml}v{flvx2}7{f2»x3}v“'7{Ek—1vxk}v{jk}}
{0, {z1, T2}, {x2, T3}, ..., {Th—1, Tk } }

On peut observer que le nombre de clauses ajoutées
est toujours inférieur ou égal a celui des clauses origi-
nales supprimées. Par conséquent, la taille de la for-
mule n’augmente pas. De plus, la taille des EI corres-
pondants a ces modeles est petite et il est donc moins
probable que cela affecte la détection d’autres EI dans
le sous-arbre. Toutes les clauses d’un EI ne sont pas né-
cessairement traitées par la méme méthode. Une partie
peut correspondre & un des modeles et étre traité par
la Max-SAT résolution tandis que l'autre partie est
simplement supprimée de la formule.

Par soucis de complétude, nous décrivons également
le traitement appliqué aux EI par MINIMAXSAT [5, 6] ;
qui est & notre connaissance le seul solveur qui fait un
usage plus extensif de la Max-SAT résolution. MINI-
MAXSAT détecte les EI par SUP, puis il applique la
Max-SAT résolution dans le sous-arbre si a chaque
étape de Max-SAT résolution le résolvent intermé-
diaire produit contient moins de 4 littéraux. Sinon, il
supprime temporairement les clauses de I’'EI. Comme
les autres solveurs présentés ci-dessus, MINIMAXSAT
mémorise certains EI dans le sous-arbre tout en li-
mitant les inconvénients de la Max-SAT résolution.
Mais plutét que de spécifier une liste de modeles, MI-
NIMAXSAT utilise un critere plus général portant sur
la taille des résolvants intermédiaires. Ce critere étant
moins restrictif, MINIMAXSAT mémorise donc davan-
tage d’EI mais il controle moins efficacement les incon-
vénients cités ci-dessus.

3)

4 La Max-SAT résolution locale

Dans cette section, nous proposons une nouvelle
maniere de traiter les sous-ensembles inconsistants et
nous présentons les grandes lignes de son implémenta-
tion.

Nous avons décrit dans les sections précédentes les
méthodes existantes de traitements des EI et comment

elles étaient appliquées par les solveurs Max-SAT les
plus performants. Les travaux présentés dans cet ar-
ticle partent de ’hypothese que la suppression tempo-
raire, qui est appliqué lorsqu’un EI ne correspond pas
aux modeles présentés précédemment, donne un esti-
mation de la LB de mauvaise qualité. Une estimation
plus précise serait donc bénéfique, méme au prix d’un
traitement plus cotiteux en terme de temps de calcul.
Nous avons mesuré (sur le benchmark utilisé en sec-
tion 5) que 80% & 90% des EI ne correspondent & aucun
modele. Donc remplacer la suppression temporaire par
un autre traitement induirait des changements impor-
tants dans le comportement du solveur.

Nous proposons donc de remplacer la suppression
temporaire par le traitement basé sur la Max-SAT
résolution, mais en restaurant les changements avant
chaque nouvelle décision plutét que de les conserver
dans le sous-arbre. Ainsi, ’estimation du nombre d’in-
consistances restantes dans la formule & chaque nceud
de I’arbre de recherche sera plus précise. L’augmenta-
tion de la taille de la formule restera limité et cela n’af-
fectera pas la qualité de la LB dans le sous-arbre. Nous
appelons cette nouvelle méthode de traitement la Mazx-
SAT résolution locale. I’exemple ci-dessous illustre les
effets de chaque méthode de traitement des EI.

4.1 lllustration.

Supposons que nous sommes au niveau k de ’arbre
de recherche et que nous ayons la formule non-valuée
o = {Cl,...7614} with c|p = {(El}7 Co = {f17$4}, c3 =
{T1, %5}, ca = {Ta, 27}, 5 = {25, 77}, c6 = {w2}, c7 =
{ZTa, 4}, s = {x3}, co = {T3, 25}, cr0 = {T3, 26},
c11 = {T6,Tr}, c12 = {®2,Ts, T3}, c13 = {T2,Ts, To}
et C14 = {jg,fg}.

a) La suppression temporaire L’application
de SUP sur ® (avec l'ordre de propagation UP*
[11]) conduit & la séquence de propagation suivante :
< x1Qcy,24Qco, T5Qcy, 27@Qcs > (17 est propagée
par la clause unitaire ¢j, puis x4 par cs, etc.). La
clause c¢5 est vide. Le graphe d’implication (qui dé-
crit les étapes de propagation [13]) correspondant &
cette situation est montré dans la Fig. 1(a). Le sous-
ensemble inconsistant correspondant a ce conflit est
{c1,¢2,¢5,c4,c¢5}. Si on supprime cet EI de @, on ob-
tient ® = {00, ¢g,...,c14} et toutes les propagations
sont défaites.

Le traitement par SUP des clauses unitaires res-
tantes conduit a la séquence de propagations sui-
vante < 1,'2@06,$4@C77f9@014,1'3@08,1'5@09,1‘6@010,
T7Qcy11,Tg@cy3 >. Aucune clause vide n’a été détec-
tée et il n’y a plus de clauses unitaires pour conti-
nuer la propagation (Fig. 1(b)). On peut donc al-
ler au niveau de décision suivant k + 1. Les clauses

206



C2 Cs
o / \
T
[N 1& %D
5

(a) ® or @‘{IS}

x
c7 4 C14
Ce / \
—
e
9

(©) 'l ayy or ©Oayy

10
T3 — T6

(&) B

Z
C7 4
Ce /4

—> T2 —— T9

C9
— XT3 ———T
3 ¢10 5

x 12 X cr X
8 2 4
C}v C15
cs Co 615\
3 5

10 y
\4 C11

e —— T7

O

(1) &

FIGURE 1 — Graphe d’implication pour chaque formule de I’exemple. Les noceuds entourés d’un cercle représentent
les variables affectées par décisions tandis que les autres nceuds représentent les variables affectées par SUP. Les

arcs représentent les clauses utilisées par SUP.

supprimées sont restaurées, les propagation sont dé-
faites et une nouvelle décision xg = vrai est faite.
Comme précédemment, les variables < x1Qcy, x4@Qcy,
T5Qcs, x7Qcs > sont propagées, rendant la clause cs
vide (Fig. 1(a)), et on obtient &’ apres la suppression
de I'EI correspondant. L’application de SUP sur &’
conduit aux propagations < x9Qcg, x4Qc7, x9Qcy3 >.
La clause c14 est alors vide (Fig. 1(c)). L’EI corres-
pondant {cg, c13, 14} est supprimé de la formule et on
obtient ®” = {0,0, ¢7,...,c12}.

On continue l'application de SUP < x3Qcg,
19Qc1o, x5Qcy, x6QcC1, £4Qc7, T7Qc1; >. La formule
ne contient plus de clause unitaire (Fig. 1(d)), et on
peut passer au niveau de décision suivant. La suppres-
sion temporaire a détecté une inconsistance au niveau
k et deux au niveau k + 1

b) La Max-SAT résolution dans le sous-arbre :
Comme dans l’'exemple précédent, 'application de
SUP sur ® conduit aux propagations < x1Qcy, x4Qcy,
T5Qcs, 17Qcs > (Fig. 1(a)). La clause c5 est vide et
IEI correspondant {cy, ca,c3,cq,c5} peut étre traité.
L’application de la Max-SAT résolution supprime les
clauses de I'El de la formule et ajoute une clause
vide (le résolvant) et les clauses de compensations sui-
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vantes : ¢15 = {ZT4,Ts,27},c16 = {T4,25,T7},c17 =
{517I4,f5} et ci1g = {$1,§4,IB5}. Flg 2 montre
les étapes de Max-SAT résolution appliquées durant
cette transformation. On obtient la formule ®®) =
{D7 CGy -y Clg}.

Les propagations sont défaites et le traitement
des clauses unitaires restantes conduit aux propaga-
tions < (EQ@C()',(E4@C7,Tg@014,1'3@68,1'5@69,.1'6@610,
x7@cy5 >. La clause ¢11 est vide (Fig. 1(e)). L'ap-
plication de la Max-SAT résolution supprime de la
formule les clauses de I'EI {cg, 7, cs, ¢g, C10, €11, C15 }
et ajoute une clause vide et les clauses de com-
pensation Clg = {$4,f5,f@,f7}, Co0 = {I57f6,f7},
co1 = {T4,Ts, 26,27}, Co2 =
{T3, 24, %5, 26}, coa = {T3,75, 76}, ca5s = {T3, 24,25},
cog = {x3, 24} et cor = {22,T4}. On obtient oM =
{0,080, c12, . . ., €14, C16, - - - , Ca7 }. Les propagations sont
défaites et il ne reste plus de clauses unitaires.

{@3,T4,T5, T}, co3 =

Au niveau de décision k41, les transformations sont
conservées et une nouvelle décision xg = vrai est réa-
lisée. La formule ne contient pas de clauses unitaires,
donc le nombre d’inconsistances reste inchangé (deux).
La Max-SAT résolution dans le sous-arbre a permis de
détecter deux inconsistances au niveau k et deux au



cs = {x4,T7r} ca = {Tu, 27}

/

c15 = {x4, x5, Tr}
c16 = {T4,T5,x7}

{Z4, 25 c3 = {Z1,75}
c17 = {x1,Ta, T5}
c18 = {T1,%4,Ts5}
{51,334} C2 = {37173:4}
X2
{z1} c1={z1}

=
O

FICURE 2 — Etapes de la Max-SAT résolution appli-
quées sur EI {c1,¢a,c3,¢4,c5} de la formule ®. Les
clauses de compensations sont encadrées.

niveau k + 1.

c¢) Max-SAT résolution locale : Comme pour
la Max-SAT résolution dans le sous arbre, deux in-
consistances sont détectées au niveau k et apres
transformation on obtient la formule ®® =
{0,012, . .. co7}. Aucune propagation
n’est possible.

yC14,C16y+ -+ »

Au niveau de décision suivant k + 1, les propaga-
tions sont défaites et la formule originelle est restaurée.
Une nouvelle décision xg = vrai est réalisée. Les pre-
miere propagations sont similaires a celles du niveau de
décision précédent : < x1Qcy, x4Qco, T5Qc3, x7QcCr >
(Fig. 1(a)). Le méme conflit est détecté, qui conduit
a la méme transformation de la formule. Les clauses
1, C2, C3, Cq, C5 sont supprimées et [, ¢15, c16, €17 €t 18
sont ajouté. On obtient ®®) = {0, cg, ..., 15}

Les propagations sont défaites, et on peut appli-
quer & nouveau SUP qui conduit aux propagations
suivantes : < x2Qcq, x4Qcr, x9Q@cy3 >. La clause c14
est vide (Fig. 1(c)). L’application de la Max-SAT ré-
solution supprime de la formule les clauses cg, ¢13, c14
et ajoute une clause vide (aucune clause de compen-
sation n’est ajouté). On obtient la formule ®®) =
{D7D,C7,... 018}-

A nouveau, les propagations sont défaites et on peut
traiter les clauses unitaires restantes : < x3@Qcg, r5Qcqg,
26Qc1g, £2Qc1o, T7Qcy1, 24Qc; >. La clause ci5 est
vide (Fig. 1(f)), et on peut appliquer la Max-SAT
résolution sur TEIl correspondant {c7,...,c12,c15}.
Les clauses originelles sont supprimées, une clause
vide O est ajoutée ainsi que les clauses de compensa-
tion cog = {x2,54,f5,:r7}, Cog = {EQ,I4,$5,1’7},

3C12,C15,+ -«

0 =  A{To, 24, T}, e = {T2,Ts, %6, 27},
c2 = {22,T5,T6,Tr}, c33 = {x5,T6,Tr},
e = {T2,23,%5,T6}, c35 = {2,T3,%5,T6},
C36 {$27E37$6} et C37 — {fg,l‘g),.rg,fg}. OH

obtient ®©) = {0,0,0,¢16,. .., 18,8, - - -, 37} 11
n’y a plus de propagations possibles. La Max-SAT ré-
solution locale permet de détecter deux inconsistances
au niveau k et trois au niveau k + 1.

Pour conclure cet exemple, la Max-SAT résolution
locale a permis de détecter une inconsistance de plus
que la suppression temporaire aux niveaux k et k + 1
et une de plus que la Max-SAT résolution dans le sous-
arbre au niveau k + 1.

4.2 Implémentation

Nous avons implémenté un nouveau solveur AHMAX-
SAT pour étudier expérimentalement l'impact de la
Max-SAT résolution locale. AHMAXSAT utilise SUP et
FL pour détecter les conflits avec I'ordre de propaga-
tion UP* introduit dans [11]. Tous les EI sont trai-
tés par la Max-SAT résolution, mais la portée des
changements (locale ou dans le sous-arbre) dépend de
la structure des EI. Sur les clauses correspondantes
aux modeles présentés précédemment, notre solveur
conserve les changements dans le sous-arbre. Sur les
autres clauses, les changements sont restaurés avant
chaque nouvelle décision. La méme portée de change-
ment n’est pas nécessairement appliquée a toutes les
clauses d'un EI.

Sans étre triviale, I'implémentation de la Max-SAT
résolution locale n’est pas difficile. Deux listes de chan-
gements (locale et dans le sous-arbre) sont maintenues
simultanément et les interactions entre ces listes sont
gérées minutieusement.

5 Etude expérimentale

Nous avons testé notre solveur AHMAXSAT sur toute
les instances aléatoires et crafted des catégories valuées
et non valuées de I’évaluation Max-SAT 2013 . Nous
n’avons pas inclus d’instance partielle (ou partielle va-
luée) ni d’instance industrielle. Méme si les résultats
présentés dans ce papier peuvent étre naturellement
étendus a ces classes d’instances, notre solveur AH-
MAXSAT ne les gere pas efficacement. Pour étre per-
formant sur des instances partielles, un solveur B&B
doit considérer a la fois les parties dures et souples des
instances. Il doit donc inclure des composants propres
aux solveurs SAT, tels que 'apprentissage de clauses,
une heuristique de branchement basé sur 'activité ou
le retour-arriere non chronologique [3]. Notre solveur
n’inclut aucun de ces composants pour le moment.

1. http://maxsat.ia.udl.cat:81.
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Instances classes ” AKMAXSAT WMAXSATZ2013 WMAXSATZ2009 MINIMAXSAT AHMAXSAT
S T S T S T S T S T

= crafted /bipartite | 100 100 100,3 99 297,5 99 284,0 84 811,5 100 124,7
2 crafted /maxcut 67 55 345,3 55 366,7 55 401,8 55 439,4 56 346,8
ﬁo random/highgirth 82 2 1794,9 0 1800 0 1800 0 1800 5 1778,1
g random/max2sat | 100 100 118,4 100 169,8 96 348.,4 8 1735,1 100 127,6
5 random/max3sat | 100 100 193 100 2429 97 4242 56 1090,7 98 411,8

random/min2sat 96 96 6,4 96 9,4 7 504,5 61 868,7 96 3,8
= crafted/frb 34 14 1121,6 14 1082,9 9 1324,6 14 1116,4 14 1162,0
2 crafted /ramsey 15 4 1331,1 4 1331,8 4 13427 4 1337,7 5 1254,3
_@) crafted/wmaxcut 67 64 107,2 63 176,4 61 234,5 62 241,7 61 223,1
g random/wmax2sat | 120 120 50 120 134,2 119 301,5 21 1624,8 120 80,2
random/wmax3sat 40 40 60 40 130,7 40 177,1 33 776 40 184,8
Total | 821 695 348,1 691 406,6 657 551,2 398 | 1125,6 695 397,2

TABLE 1 — Comparaison des performances d’AHMAXSAT avec celles des solveurs de 1’état de l'art. Les deux
premieres colonnes donnent les classes d’instances et le nombre d’instances par classe. Pour chaque solveur, les
colonnes S et T donnent respectivement le nombre d’instances résolues et le temps moyen d’exécution. Nous
utilisons une pénalité de 1800 secondes pour les instances non résolues dans le calcul de T.

Pour les instances industrielles, les solveurs doivent
avoir une gestion tres efficace de la mémoire. A notre
connaissance, aucun solveur B&B pour Max-SAT n’est
capable de résoudre de tres grandes instances indus-
trielles.

Les tests présentés dans cette section ont été ef-
fectués sur des machines équipés de processeurs In-
tel Xeon 2.4 Ghz et de 24 Gb de mémoire vive. Le
temps d’exécution est limité a 1800 secondes par ins-
tance. Nous avons testé les trois meilleurs solveurs
B&B des évaluations Max-SAT 2012 et 2013 : AKMAX-
SAT, WMAXSATZ2009 et WMAXSATZ2013. Nous avons
également inclus MINIMAXSAT dans ces tests.

Les résultats détaillés (Table 1) montrent que
notre solveur AHMAXSAT résout autant d’instances
QU AKMAXSAT et quatre de plus que WMAXSATZ2013.
Les deux autres solveurs, WMAXSATZ2009 et MINI-
MAXSAT, ne semblent pas étre compétitifs et résolvent
respectivement 38 et 297 instances de moins que notre
solveur. Si on considere le temps d’exécution, notre
solveur est 15% plus lent que le plus performant, AK-
MAXSAT, mais 3% plus rapide que WMAXSATZ2013. A
nouveau, WMAXSATZ2009 et MINIMAXSAT sont sen-
siblement plus lent. On peut noter que la (relative)
lenteur d’AHMAXSAT comparé & AKMAXSAT est princi-
palement due au instances aléatoire max-3-sat (valuées
et non-valuées).

La Figure 3 compare le nombre d’instances résolues
et le nombre de décisions faites par les solveurs, tan-
dis que la Figure 4 compare pour chaque instance le
nombre de décisions faites par AHMAXSAT avec ceux
des autres solveurs. Il est intéressant de noter que notre
solveur fait moins de décisions que tout les autres sol-

veurs 2 sur la grande majorité des instances. Comme le

2. Nous n’avons pas d’informations sur le nombre de déci-
sions faites par MINIMAXSAT, qui n’est donc pas inclus dans
cette comparaison.
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montre les résultats détaillés présentés dans la Table 1,
la perte en temps d’exécution compense dans certain
cas la réduction du nombre de décisions et le temps
d’exécution de notre solveur est légerement supérieur
a celui d’AKMAXSAT. Méme si I'application de la Max-
SAT résolution ainsi que 'augmentation (limitée) du
nombre de clauses de la formule a probablement un
impact sur le temps d’exécution de notre solveur, il
est difficile d’en déterminer ’ampleur. Les différences
d’implémentation entre notre solveur et ceux de 1’état
de 'art rendent difficile toute comparaison précise de
I'impact des différent composant sur la vitesse des sol-
veurs.

On peut noter que nous ne présentons pas de ver-
sion de notre solveur utilisant la suppression tempo-
raire. Comme dit précédemment, le traitement appli-
qué sur les EI quand ils ne correspondent pas aux mo-
deles présentés précédemment a un impact important
sur le comportement du solveur. Par conséquent, 'im-
plémentation d’une variante performante utilisant la
suppression temporaire aurait requis des optimisations
incompatibles avec la Max-SAT résolution locale. Plu-
tot que de présenter une version peu optimisée, nous
avons fait le choix de comparer notre solveur aux plus
performants de ’état de I'art qui utilisent la suppres-
sion temporaire. Nous pensons que cette comparaison
suffit pour montrer 'intérét de notre contribution.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce papier une nouvelle mé-
thode de traitement des sous-ensembles inconsistants
qui permet une meilleure estimation de la LB et donc
de réduire le nombre de nceuds examinés dans 'arbre
de recherche, mais au prix d’un traitement plus cou-
teux en terme de temps d’exécution. Nous avons réa-
lisé une étude expérimentale qui confirme le potentiel
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de notre approche et qui montre que notre solveur est
compétitif avec les meilleurs solveurs actuels.

Dans le futur, nous essayerons d’augmenter la mé-
morisation réalisé par les solveurs B&B en étudiant les
deux inconvénient de la Max-SAT résolution : 'aug-
mentation de la taille de la formule et la réduction
du nombre d’EI détectables par propagation unitaire.
Nous étendrons également notre solveur aux instances
Max-SAT partielles.
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Résumé

Le placement d'objets 2D dans un espace limité
est un probleme omniprésent aussi bien sur le plan
académique qu'industriel. Quel que soit le contexte, la
résolution de ce probleme exige la capacité de pou-
voir déterminer ol un premier objet peut étre placé
de telle fagcon qu'il ne chevauche pas un second objet,
précédemment placé. Ce sous-probléme s’appelle la con-
trainte de non-chevauchement. La complexité de cette
contrainte de non-chevauchement dépend du type d'ob-
jets considérés. Elle est simple dans le cas de rectan-
gles. Elle a également été étudiée dans le cas de poly-
gones. Cet article propose une approche numérique pour
la classe générale des objets décrits par des inégalités
non-linéaires. Notre objectif ici est de calculer la con-
trainte de non-chevauchement, c'est a dire, de décrire
I'ensemble de toutes les positions et orientations qui peu-
vent étre attribuées au premier objet de telle sorte que
I'intersection avec le second soit vide. Nous nous basons
sur un algorithme de branch & prune dédié. Nous mon-
trons d’abord que la contrainte de non-chevauchement
équivaut a une somme de Minkowski, méme lorsque |'ori-
entation est prise en compte. Nous en déduisons un con-
tracteur intérieur, c'est a dire, un opérateur qui élimine
du domaine courant un sous-ensemble de positions et
orientations qui violent nécessairement la contrainte de
non-chevauchement. Ce contracteur intérieur est inté-
gré dans une boucle de sweep, une technique utilisée
jusqu'ici uniquement pour les domaines discrets. Nous
aboutissons ainsi a un algorithme de branch & prune
présentant de bien meilleures performances que Rsolver,
outil de référence pour la résolution de contraintes quan-
tifiées en domaines continus.

1 Introduction

L’objectif de cet article est de calculer I’ensemble
de toutes les positions et orientations qui peuvent étre
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données a un objet de telle sorte qu’il ne chevauche
pas un second objet (voir la figure 1, qui montre le cas
plus simple ou 'orientation n’est pas considérée). Nous
abordons le cas général d’objets décrits par des inégal-
ités non-linéaires. Calculer cet ensemble est une tache
centrale pour la résolution de problemes de placement,
qui consistent a placer un ensemble d’objets dans un
espace limité de telle sorte qu’ils ne se chevauchent pas
deux a deux.

/{\9}% = {pler(p)}
<

[0}

|

Sur = {plear(p)}

=3

FIGURE 1 — Contrainte de non-chevauchement.
Gauche : deux objets Sr et Sps. Droite : la région
rouge représente I’ensemble de toutes les positions x s
pour Sj; ou la contrainte de non-chevauchement est
violée.

Dans cette introduction, nous définissons d’abord
ce qu’est un objet dans notre contexte et formalisons
la contrainte de non-chevauchement. Nous explicitons
ensuite le type d’objets considéré puis expliquons ce
que signifie ici calculer un ensemble. Nous mentionnons
enfin d’autres travaux liés & cette problématique.

Dans la section 2, nous montrons que notre prob-



leme équivaut au calcul d’une somme de Minkowski.
Sur la base de cette observation, nous proposons un
algorithme de branch & prune dans la section 3. Des
résultats expérimentaux sont donnés dans la section 4,
avant de conclure.

1.1 Définition des objets

Par simplicité, supposons d’abord que 'orientation
est fixée, c’est a dire, que les objets peuvent seulement
étre translatés.

Déplacer un objet revient a fixer la position d’un
point particulier que nous appelons [’origine. Cette
origine peut étre choisie arbitrairement. Par exem-
ple, dans le placement de rectangles, l'origine d’un
rectangle peut étre un sommet ou le milieu. Une fois
cette convention faite pour l'origine, la forme de I'objet
est simplement une contrainte usuelle. Pour l'illustrer,
considérons de nouveau le placement de rectangles. Si
son origine est le coin inférieur-gauche, le rectangle de
dimensions I; et [y est I’ensemble de tous les p € R?
tels que

cp) <= 0<p1 <L AO<py <lo.

(1)
La contrainte

ly

Iy Iy l2
— ——<p;< A_ESPQSE

c(p) L<p< 2)
correspond, elle, & un rectangle dont 'origine est le
milieu. Cette contrainte, bien sir, n’est qu'un simple
décalage de la contrainte précédente. Ainsi, la forme
d’un objet peut étre exprimée par une simple con-
trainte, moyennant une convention implicite pour 1'o-
rigine. Prenons un dernier exemple : un cercle de rayon
r est 'ensemble de tous les points p € R? de tels que

®3)

c(p) <= lpll <,

Porigine étant, dans ce cas, le centre du cercle.

La contrainte ¢(p) définit un objet sans déplacement
ni rotation. La contrainte plus générale définissant un
objet placé en x et tournée d’un angle « est facilement
obtenue comme suit. Tout d’abord, dans le cas d’une
simple translation, la partie du plan occupée par I’'ob-
jet placé en = est I'ensemble de tous les points p tels
que ¢(p — x) est satisfait. Ajoutons maintenant I’ori-
entation. Avec un argument géométrique classique, un
objet placé en = et tournée d’un angle «a est la con-
trainte

C(R_a(p — x)) (4)
ol R, est la matrice de rotation d’angle « :
_ [cos(a) —sin(a)
Ra = (sin(a) cos(a) > ‘ (5)

De fagon équivalente, nous pouvons dire que ¢(p) =
¢(Ro(p — 0)) représente objet placé en 0 et tournée
d’un angle 0. Pour conclure :

— un objet est une contrainte dans le plan (c.a.d.,

avec deux variables),

— placer un objet signifie fixer les coordonnées de

son origine implicite,

— orienter un objet signifie fixer 'angle de rotation

de son origine implicite.

Dans cet article nous considérons des objets décrits
par des inégalités non-linéaires c(p) < f(p) < 0.
Ex., un cercle de rayon 1 dont l'origine est le milieu est
I'ensemble de tous les p € R? tels que f(p) < 0 avec
f :p+—|pll = 1. Pour clarifier la présentation, nous
supposons que chaque objet est décrit par une seule in-
égalité, mais nos résultats peuvent étre étendus facile-
ment au cas plus général des objets décrits par des for-
mules logiques du premier ordre (disjonctions de con-
jonctions d’inégalités). Il n’est également émis aucune
hypothese sur les fonctions impliquées, hormis le fait
qu’elles soient définies par des expressions mathéma-
tiques basés sur les opérateurs standards (+, X, NG
exp, etc.). En particulier, il n’y a aucune hypothese de
convexité sur les objets en entrée.

1.2 Contrainte de non-chevauchement

Nous pouvons nous concentrer maintenant sur la
contrainte de non-chevauchement. La contrainte de
non-chevauchement implique deux objets, I'un étant
fixé, l'autre représentant les inconnues du prob-
leme. Pour cette raison, nous appellerons “objet de
référence” le premier objet et noterons cg la contrainte
le décrivant. Le deuxieme objet sera appelé “objet mo-
bile” et sa contrainte notée cjp.

Nous allons montrer & la fin de cette section que le
cas général ol les deux objets sont translatés et/ou
tournés peut en fait étre obtenu a partir du cas plus
simple ot 'objet de référence n’a pas subi de transfor-
mation. Intuitivement, le repére dans lequel la con-
trainte de non-chevauchement est établie peut étre
centré sur ’'objet de référence et aligné avec son orien-
tation, quoique la formule exacte ne soit pas si triviale.

Nous allons donc introduire dans la définition ci-
dessous uniquement la position z,; et I'angle de ro-
tation aps; de I'objet mobile. La contrainte de non-
chevauchement est la négation de la contrainte de
chevauchement qui peut étre déclarée ainsi :

Définition 1 (Contrainte de chevauchement)
Etant donné deux contraintes cr et cpr, un vecteur
rr €R? et ar € [0,27] :

overlap ., ., ) (Ta, anr) <

Ip € R%, cr(p) Aenr (R—ay (P — zr))- (6)
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Dans le cas d’une translation uniquement, cela ce
simplifie en

overlap ., ., (Tm) <
3p € R2%cr(p) A ey (p — zar).

(7)

Notre objectif est de calculer la contrainte de
chevauchement. Calculer signifie qu'une représenta-
tion (numérique mais garantie) explicite de 'ensemble
solution §" = {(wam,an), overlap(., .. (Tar,nr)}
(ou § := {zm, overlap., ., (za)} dans le cas du
déplacement) doit étre renvoyée par notre algorithme.

Nous montrons maintenant que la satisfiabilité de la
contrainte de chevauchement dans le cas ou 'objet de
référence possede une position xr et une orientation
ap peut étre testée en utilisant S’ (et notamment sa
représentation explicite). Plus précisément :

Proposition 1 L’objet mobile de position xpr et
d’orientation apy chevauche l’objet de référence de po-
sition xr et d’orientation ag $st

(R,QR(.TM—.ZCR),QM—C!R)ES/ (8)

Preuve 1 Par définition, (xpr,anr) satisfait la con-
trainte de chevauchement avec l’objet de référence
placé en xR et tourné de ag ssi il existe Ip € R? tel
que cr(R_o,(p — zR)) et cpr(R_a, (p — xa)). Cela
équivaut & ce qu’il existe ¢ € R? obtenu ainsi :

q=R_a,(p—2r) < p=Rapq+tazr, (9)
tel que cr(q) et

cM(R_oy (Rapq+zr—20M)) =

CM(R—QM+QR(q+R—aR($R —xM))); (10)

ce qui équivaut ¢ (8). A

Remarque 1 Les applications de placement consid-
érent la contrainte de non-chevauchement (plutot que
la contrainte de chevauchement). La caractérisation de
cette derniére est obtenue en échangeant simplement
les réles des deux ensembles I et O dans la défini-
tion 2 ci-dessousb. La contrainte de chevauchement
est préférée ici car elle simplifie les expressions des
contraintes et leur lien avec la somme de Minkowski,
présentée dans la section 2.

1.3 Intervalles, Boites et Pavage

La représentation que nous utilisons est un pavage.
Cette représentation est un choix naturel dans le
contexte de la programmation par contraintes ou la
grande majorité des algorithmes sur les variables con-
tinues, pour ne pas dire tous, supposent des domaines
sous forme d’intervalles (voir, e.g., [3, 8]). Dans la
définition ci-apres, nous appelons boite un produit
cartésien de d intervalles ou d est 2 dans le cas de
S et 3 dans le cas de S'.
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FIGURE 2 — Pavage d’une ellipse. Les boites rouges
a l'intérieur appartiennent a Z, les boites bleues a la
frontiere appartiennent a B et les boites vertes a 'ex-
térieur appartiennent a O.

Définition 2 (Pavage) Un pavage d’un ensemble
S C R? est un triplet (Z,B,0) ot T (pour “in-
térieure’), O (pour “extérieur”) et B (pour “bord”) sont
trois ensembles de boites vérifiant

UZcsS, (UWo)nS=0 et UBUIUO)=RL

(11)

Un exemple de pavage apparait dans la figure 2.

1.4 Contribution et Travaux Liées

Cet article propose une algorithme calculant un
pavage de la contrainte de chevauchement. Une pre-
miere contribution est sur la modélisation du prob-
leme : Nous montrons que la contrainte de chevauche-
ment peut étre exprimée comme une somme de
Minkowski. D’un co6té, cela généralise I’approche et
simplifie la description de ’algorithme. De 'autre coté,
cela permet de traiter de maniére homogene le cas
simple de la translation et le cas plus complexe com-
binant translation et rotation, en remplagant ’angle
de rotation par une cordonnée de translation supplé-
mentaire dans un espace “augmenté” (voir proposi-
tion 2). L’autre contribution est algorithmique. Nous
proposons un contracteur intérieur original pour ce
probléme, c’est a dire, un opérateur identifiant une
partie de I’ensemble solution. Cet opérateur met en
ceuvre une boucle de sweep et exploite les propriétés
de la somme de Minkowski. Le deuxieme opérateur
est un test de rejet extérieur basé sur une propagation
de contraintes classique. Les deux opérateurs sont en-
trelacés dans un algorithme de branch & prune, qui
calcule le pavage souhaité.

D’un autre point de vue, la définition 1 signifie
que notre probleme appartient a la catégorie des con-
traintes existentiellement quantifiées. Un algorithme



y \93 = {plcr(p)}
<

.

0

—Su = {plem(—p)}

FIGURE 3 — Somme de Minkowski. La somme
de Minkowski de Sk (objet de référence) et —Sys
(symétrique de I'objet mobile) coincide avec la descrip-
tion de la contrainte de non-chevauchement dans la
figure 1.

de I’état de 'art pour calculer le pavage d’inégalités ex-
istentiellement quantifiées est décrit dans [11] et mis
en ceuvre dans Poutil RSOLVER [10] (Rsolver est un
algorithme générique, sorte de variante numérique de
CAD, pour résoudre des contraintes quantifiées). No-
tons que des techniques générales et efficaces pour les
contraintes d’égalité existent aussi, cf. [6, 7].

Finalement, mentionnons qu’une formule exacte
pour la contrainte de chevauchement S a été donnée
dans [2] pour le cas ou les objets sont des polytopes.
L’ensemble, dans ce cas, est ’enveloppe convexe des
points obtenus en sommant un sommet du premier
polytope avec un sommet du second.

2 Contrainte de chevauchement et

somme de Minkowski

Dans cette section, nous montrons que la contrainte
de chevauchement peut étre reformulée comme une
somme de Minkowski. Cette reformulation sous-tend
le solveur branch & prune que nous présentons plus
loin. Rappelons d’abord la définition de la somme de
Minkowski de deux ensembles :

Définition 3 (Somme de Minkowski)
Etant donné deuz ensembles équi-dimensionnels
S1,S2 CRY, la somme de Minkowski est

S1+SQZ{:L'1 +I2€Rd2 x1 € 51, EQGSQ}. (12)

La différence de Minkowski est définie en conséquence
par :

51752:{$1*$2€Rd2 $1€51, $2652}. (13)

La figure 3 montre un exemple de deux ensembles
et leur somme de Minkowski.

En considérant S; comme un contrainte ¢; (i.e., z €
S1 <= ci(z)) et de fagon similaire, Sy comme la
contrainte co, nous avons, de facon équivalente :

S1+52={x € R?: Jp e RY, ci(p)Aea(z—p)}, (14)

ou d est le nombre de variables dans la contrainte.
En