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Préface

La programmation par contraintes (PC) est porteuse d’une grande ambition : celle d’offrir des langages de
modélisation permettant de décrire et de résoudre efficacement des problemes combinatoires complexes tels
que la planification, l'allocation de ressources, le routage de véhicules ou I'ordonnancement. La PC propose
une nouvelle approche pour 'optimisation combinatoire ; orthogonale et complémentaire a la recherche opéra-
tionnelle traditionnelle. Une des caractéristiques essentielles de la PC est la séparation entre I’expression d’un
modele, sous la forme d’un ensemble de contraintes, et la spécification d’une stratégie d’exploration de ’espace
des solutions. Cette séparation offre le double avantage de réduire le temps de développement et d’offrir une
approche modulaire : un modele existant peut étre affiné par ’ajout de contraintes supplémentaires. La PC
permet de considérer des domaines finis et continus ; elle offre des méthodes de recherche complete ainsi que des
méthodes de recherche locale ; elle permet de combiner différentes approches ainsi que d’intégrer des méthodes
de programmation mathématiques.

Le succes de la PC dans le monde industriel s’est affirmé dans des domaines aussi divers que le transport,
les télécommunications, le sport, les services, la production, la gestion du personnel et la conception. Plusieurs
outils commerciaux sont aujourd’hui disponibles et integrent les technologies les plus récentes. La PC peut
aujourd’hui s’ouvrir vers de nouvelles applications innovantes telles que 'optimisation stochastique et les
probléemes de décision avec incertitude.

Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JFPC) se veulent un lieu convivial de
rencontres, discussions et échanges scientifiques, pour la communauté francophone, en particulier entre
thésards, chercheurs plus confirmés et industriels. Les JFPC sont patronnées par 1’Association Frangaise
pour la Programmation par Contraintes (AFPC) qui réunit les chercheurs, ingénieurs et enseignants du
domaine, souvent issus de l'informatique théorique, de la programmation logique, de l'intelligence artificielle,
de I'algorithmique ou de la recherche opérationnelle. Cette cinquieme édition des JFPC a lieu a Orléans du 3
au 5 juin 2009. Elle fait suite aux manifestations antérieures qui se sont tenues & Nantes (2008), Rocquencourt
(2007), Nimes (2006) et Lens (2005). Les JFPC sont issues de la fusion des conférences JFPLC (Journées
Francophones de la Programmation Logique avec Contraintes) nées en 1992 et JNPC (Journées Nationales sur
la Résolution Pratique de Probléemes NP-Complets) nées en 1994. Avant cette fusion, le rapprochement entre
les deux communautés s’est traduit, depuis 1998, par ’organisation conjointe des JEPLC et des JNPC : Angers
(2004), Amiens (2003), Nice (2002), Toulouse et Paris (2001), Marseille (2000), Lyon (1999) et Nantes (1998).

Quarante-sept articles ont été soumis a l’édition 2009 des JFPC, provenant de France, de Belgique,
d’Angleterre, des Etats-Unis, de Tunisie, du Chili, de Chine, d’Algérie, du Brésil, du Danemark et du Maroc.
Le comité de programme en a sélectionné trente-neuf, auxquels se sont ajoutées deux conférences invitées,
par Laurent Trilling, IMC-IMAG, Université Joseph Fourier, Grenoble, et Pascal Van Hentenryck, Brown
University, Providence, USA. Le programme compte également une demi-journée industrielle, composée de
présentations de produits et de tutoriels.

Je tiens a remercier les auteurs des articles soumis ainsi que les membres du comité de programme et tous
les relecteurs, pour le soin qu’ils ont apporté a 1’évaluation de ces articles, leurs critiques constructives et
les discussions sur EasyChair. Merci a Gilles Trombettoni, ancien Président du comité de programme pour
ses précieux conseils. Je remercie également tous les membres du comité d’organisation, et tout d’abord son
Président, Alexandre Tessier, pour son efficacité dans 1'organisation de ces journées. Un merci tout particulier
a Matthieu Lopez qui a beaucoup aidé pour l'organisation et en particulier dans son réle de webmaster. Merci
également & Isabelle Renard et Florence Maubert qui ont aidé pour les aspects administratifs, Willy Lesaint
pour l'organisation de la demi-journée industrielle, Catherine Tallon webdesigner a 1I’Université d’Orléans, Thi-
Bich-Hanh Diep-Dao, Denys Duchier, AbdelAli Ed-Dbali et Jérémie Vautard, membres du comité d’organisation.

Enfin nous remercions nos partenaires institutionnels et industriels qui nous ont soutenu financierement :
I'INRIA, le LIFO, Ilog, la Région Centre, I’Université d’Orléans, Bouygues, la ville d’Orléans, GDR GPL du
CNRS, Cosytec, le Département du Loiret, KLS OPTIM, Dynadec et 'AFPC.

Yves Deville Président du comité de programme des JEPC’09
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Approche déclarative de la modélisation de
réseaux de régulation de genes discrets :
expériences et perspectives

Laurent Trilling

Laboratoire TIMC-IMAG (Techniques de I'Ingénierie Médicale et de la Complexité)
Université Joseph Fourier (Grenoble I)
Domaine de la Merci, 38710 La Tronche, France
laurent.trilling@imag.fr

Ce type d’activité se situe dans une perspective bio-
informatique post-génomique pour répondre au défi re-
présenté par la compréhension des réseaux biologiques.
Il s’agit d’abord, a partir de connaissances, d’observa-
tions biologiques ou méme d’hypotheses sur un phé-
nomene d’aboutir & des modeles cohérents de réseaux,
c’est-a-dire des systeémes complexes en biologie. Dans
un second temps, I'objectif est celui de toute modé-
lisation : émettre, a partir de ces modeles cohérents,
des prédictions bien fondées, essentielles désormais aux
biologistes pour poursuivre leur analyse par des expé-
rimentations.

Traditionnellement, on utilise des équations diffé-
rentielles pour modéliser ce type de réseaux. Mais il
apparait qu’en I’absence de données completes et pré-
cises, des approches discretes peuvent apporter des
informations trés intéressantes quant aux comporte-
ments dynamiques tels que les états stationnaires et
les cycles. Bien sur, la discrétisation doit représenter
une abstraction pertinente. C’est le cas pour le forma-
lisme introduit par René Thomas, auquel nous nous
intéressons, pour décrire les réseaux de régulation de
genes.

D’un point de vue analyse, une vision ” program-
mation par contraintes ” présente l'intérét de sortir
de la méthode d’investigation usuelle, assez "artisa-
nale” : celle batie sur la construction d’un premier
modele instancié qu’on confronte avec les observa-
tions/hypothéses pour affiner par essai/erreur le mo-
dele original. A I'opposé, I'idée consiste a spécifier for-
mellement la structure du réseau et les contraintes dé-
crivant les observations/hypotheses. De cette fagon,
on peut adresser des requétes allant de la simulation

)

a l'inférence des parametres définissant le réseau en
passant par des intermédiaires ou les parametres et
les comportements sont partiellement connus. Ce n’est
plus un seul modele qui est considéré, mais une classe.

Nous présenterons essentiellement une méthode
d’analyse rendue possible par cette approche décla-
rative. Elle est basée sur quatre étapes : construc-
tion d’une spécification initiale comportant un maxi-
mum d’hypotheéses biologiques, vérification de cohé-
rence et correction éventuelle par relachement de
contraintes, production de propriétés appartenant des
langages préalablement définis, addition (resp. retrait)
de contraintes suivant les résultats et retour a la se-
conde (resp. troisitme) étape. Cette méthode sera
illustrée par son application au ré-examen fructueux
d’une modélisation du stress carboné chez la bacté-
rie E.coli. On exposera a cette occasion comment ex-
primer sous forme de contraintes des caractéristiques
biologiques telles que les compositions d’interactions
entre genes et les comportements dynamiques. Les pro-
blemes de mise en oeuvre et de performance seront
aussi abordés via cette expérience.

Pour terminer, nous évoquerons les nombreux déve-
loppements envisagés sur le plan des formalismes, des
méthodes algorithmiques et des applications.

Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec
Delphine Ropers (INRIA-Rhones-Alpe), Sébastien
Corblin, Eric Fanchon et Sébastien Tripodi (TIMC-
IMAG).
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Online Stochastic Combinatorial Optimization:
Progress and Opportunities

Pascal Van Hentenryck

Brown University, Box 1910, Providence, RI 02912, USA
pvh@cs.brown.edu

Résumé

Progress in telecommunications offers tremendous
challenges and opportunities for optimization techno-
logy. The challenges is to take operational decisions un-
der uncertainty, while the opportunities may fundamen-
tally affect the future role of optimization. This talk re-
views progress in this area, survey challenging applica-
tions, and study the fundamental role that constraint
programming can play in addressing the needs.
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Une généralisation de I'approche
Cyclic-Clustering pour la résolution de CSP
structureés

Cédric Pinto

Cyril Terrioux

LSIS - UMR CNRS 6168
Université Paul Cézanne (Aix-Marseille 3)
Avenue Escadrille Normandie-Niemen
13397 Marseille Cedex 20 (France)
{cedric.pinto, cyril.terrioux}@lsis.org

Résumeé

Nous proposons une nouvelle méthode pour ré-
soudre des CSP structurés, qui généralise et amé-
liore I'approche Cyclic-Clustering [6]. D’abord, I'en-
semble coupe-cycle et la décomposition arborescente
du réseau de contraintes, qui sont employés pour tirer
profit de la structure du CSP, sont calculés indépen-
damment de la notion quelque peu contraignante de
sous-graphe triangulé induit. Ensuite, contrairement a
Cyclic-Clustering, la méthode proposée permet de ré-
soudre le CSP induit par la décomposition arbores-
cente sans avoir nécessairement instancié au préa-
lable toutes les variables de la partie coupe-cycle. La
résolution d'un tel CSP peut étre effectuée grace a la
méthode BTD [8] comme dans [9]. Dans la mesure
ou BTD mémorise et exploite des (no)goods structu-
rels, nous nous intéressons ensuite aux conditions qui
rendent possible la réutilisation de (no)goods structu-
rels enregistrés lors d’appels précédents a BTD. Ces
conditions sont alors exploitées dans une version dé-
diée de BTD de sorte a profiter autant que possible
des informations précédemment mémorisées.

Du point de vue théorique, la méthode proposée
permet de garantir une borne de complexité en temps
relative a des paramétres liés a I'ensemble coupe-
cycle et a la décomposition arborescente employés.
Concernant I'intérét pratique, nous pouvons espérer
détecter plus tot les échecs et éviter certaines redon-
dances dans la recherche. Cet intérét pratique est éva-
lué lors d’expériences préliminaires.

Abstract

We propose a new method for solving structu-
red CSPs which generalizes and improves the Cyclic-

Clustering approach [6]. First, the cutset and the tree-
decomposition of the constraint network, which are
used for taking advantage of the CSP structure, are
computed independently of the notion of triangulated
induced subgraph. Then, unlike Cyclic-Clustering, our
method can try to solve the tree-decomposition part
of the problem without having assigned all the va-
riables of the cutset. Regarding the solving of the tree-
decomposition part, we use the BTD method [8] like in
[9]. As BTD records and exploits structural (no)goods,
we provide some conditions which make possible the
use of structural (no)goods recorded during previous
calls of BTD and we implement them in a dedicated
version of BTD. By so doing, from a theoretical view-
point, we can provide a theoretical time complexity
bound related to parameters of the cutset and the tree-
decomposition and, from a practical viewpoint we ex-
pect to detect failures earlier and to avoid more redun-
dancies in the search. This practical interest is asses-
sed in some preliminary experiments.

1 Préliminaires

Le formalisme des problemes de satisfaction de
contraintes (CSP) offre un cadre de formalisation extréme-
ment puissant pour I’expression et la résolution d’une mul-
titude de problemes, en particulier de nombreux probléemes
académiques ou issus du monde réel (par exemple les pro-
blemes de coloration de graphes, d’ordonnancement, d’af-
fectation de fréquence, ...). Un probléme de satisfaction
de contraintes (X, D, C, R) est défini comme un ensemble
de variables X = {z1,...x,} soumis & un ensemble de
contraintes C = {¢,...,¢n . A chaque variable z; est



associé un domaine d; issu de I’ensemble de domaines
D = {d,,...d,}. Le domaine fini d; contient chacune des
valeurs possibles pour z;. Une contrainte ¢; € C' est un
sous-ensemble ordonné de variables, ¢; = (zi,,... 7, )
(le nombre a; de variables impliquées dans la contrainte
¢; est appelé ’arité de cette contrainte). Notons que nous
utilisons la méme notation pour désigner la contrainte c; et
I’ensemble des variables sur lesquelles elle porte. A chaque
contrainte c; est associée une relation r., € I définissant
les combinaisons de valeurs autorisées pour les variables
soumises a la contrainte ¢; (r., C d;; X ... X dia,i)~ Soit
Y = {x1,...2;} un sous-ensemble de X. Une affecta-
tion A sur Y est un tuple (vq,...,vg) de dy X ... X dg.
Nous écrirons également A sous la forme plus explicite
{x1 < v1,...,x; < vi}. Ensuite, nous noterons A; C A
siI’affectation A5 est une extension de 1’affectation A, (i.e.
nous avons A; = {z1 < v1,...,x; < v;} et Ay = {1 «—
V1, ey &5 = Uy e, Tigj < Vigjt avec j > 0). Une af-
fectation A sur Y satisfait une contrainte ¢ € C telle que
¢ CY siAlc] € r. ou Alc] désigne la restriction de A aux
variables sur lesquelles porte c. A est dite consistante si elle
satisfait chaque contrainte c telle que ¢ C Y. Une solution
est une affectation de chacune des variables qui satisfait
toutes les contraintes. Déterminer s’il existe une solution
constitue un probleéme NP-Complet. Nous noterons Sol(P)
I’ensemble des solutions du CSP P. Pour des raisons de
simplicité, nous ne considérerons, dans la suite de cet ar-
ticle, que le cas des CSP binaires (c’est-a-dire des CSP
dont chaque contrainte porte sur deux variables exacte-
ment). Néanmoins, ces travaux peuvent s’étendre aux CSP
n-aires.

Les méthodes utilisées habituellement pour résoudre des
CSP (comme, par exemple, les méthodes Forward Che-
cking [5] et MAC [11]) reposent généralement sur une re-
cherche énumérative de type backtracking. Cette approche,
souvent efficace en pratique, a une complexité en temps ex-
ponentielle en O(m.d") (noté O(exp(n))) pour une ins-
tance ayant n variables et m contraintes et dont le plus
grand domaine possede d valeurs. Plusieurs travaux ont été
développés afin d’améliorer cette complexité théorique en
exploitant des caractéristiques particulieres de 1’instance.
Généralement, ils reposent sur certaines propriétés struc-
turelles du CSP. La structure d’un CSP (X, D, C, R) peut
étre représentée par le graphe (X, C), appelé le graphe de
contraintes. Dans ce contexte, la notion de décomposition
arborescente [10] joue un role clé. Une décomposition ar-
borescente d’un graphe G = (X, C) est un couple(E, T')
ot T = (I,F) est un arbre dont I est I’ensemble des
neeuds et F' celui des arétes et E = {E; : ¢ € I} une
famille de sous-ensembles de X telle que chaque sous-
ensemble (appelé cluster) E; est un nceud de 1" et vérifie :
(i) Usjer By = X, (ii) pour chaque aréte {z,y} € C, il
existe ¢ € I avec {x,y} C F;, et (iii) pour tout ¢, j, k € I,
si k est sur une chaine entre et j dans 7', alors B; N E; C

Ey. Lalargeur w d’une décomposition arborescente (E, T')
est égale & max;cr|E;| — 1. La largeur d’arbre (ou tree-
width) w* de G est la largeur minimale sur toutes les dé-
compositions arborescentes de G. D’une part, cette no-
tion conduit a une des meilleures bornes connues de com-
plexité théorique en temps, a savoir O(exp(w* + 1)) avec
w* la largeur d’arbre. Plusieurs méthodes (par exemple
[4, 8]) ont été proposées pour atteindre cette borne. Elles
visent a regrouper les variables entre elles (en formant des
clusters) de sorte que 1’arrangement en clusters forme un
arbre. D’autre part, les décompositions arborescentes sont
également employées dans d’autres méthodes structurelles,
comme la méthode Cyclic-Clustering [6]. Plus précisé-
ment, la méthode Cyclic-Clustering consiste a instancier un
sous-ensemble de variables (appelé ensemble coupe-cycle)
tel que le graphe de contraintes du probleéme réduit aux va-
riables non instanciées est un arbre de cliques (qui corres-
pond donc a une décomposition arborescente).

D’un point de vue théorique, atteindre la meilleure borne
de complexité théorique en temps requiert de calculer une
décomposition arborescente optimale (c’est-a-dire une dé-
composition arborescente ayant une largeur minimale), ce
qui constitue un probleme NP-Difficile [1]. En pratique,
il semble difficilement concevable de résoudre un pro-
bleme NP-Difficile comme étape préliminaire de la réso-
lution d’un probleme NP-Complet. Aussi, au lieu d’uti-
liser une méthode exacte, on fait plutot appel, en géné-
ral, a des méthodes heuristiques. Souvent, ces méthodes
fournissent de bonnes (voire de trés bonnes) approxima-
tions d’une décomposition arborescente optimale quand le
graphe de contraintes possede une petite largeur d’arbre.
Des méthodes comme BTD [8] sont alors tout indiquées
pour résoudre de tels problemes. En revanche, quand la
structure du graphe de contraintes est moins "jolie" (et donc
que la largeur d’arbre est plus importante), ces méthodes
heuristiques produisent trop souvent des décompositions
arborescentes avec une largeur importante et conduisent
ainsi a des approximations trés grossieres d’une décom-
position arborescente optimale. Dans un tel cas, exploiter
une méthode de résolution comme Cyclic-Clustering peut
se révéler plus intéressant et surtout plus adapté. Cyclic-
Clustering repose sur un sous-ensemble V' de sommets (et
donc de variables), appelé coupe-cycle, du graphe (X, C),
tel que le sous-graphe (X —V, {{z,y} € C'tel que x,y €
X — V}) induit par X — V soit triangulé (c’est-a-dire
qu’il ne possede pas de cycle de longueur supérieure ou
égale a 4 sans une aréte joignant deux sommets non consé-
cutifs dans le cycle). La partie triangulée du graphe de
contraintes correspond en fait a une décomposition ar-
borescente. A titre d’exemple, la figure 1(a) présente un
graphe ayant 19 sommets. L’ensemble {y;,y2} forme un
coupe-cycle de ce graphe puisque le sous-graphe induit par
{z1,...,x17} est triangulé. Dans [9], deux implémenta-
tions de Cyclic-Clustering, appelées respectivement CC-



BTD; et CC-BTDs, ont été proposées. Toutes deux ré-
solvent d’abord la partie du probleme associée a I’en-
semble coupe-cycle avec un algorithme énumératif clas-
sique (comme FC par exemple), puis la partie associée
au sous-graphe triangulé induit en employant la méthode
BTD. CC-BTD; se distingue de CC-BTD; par un appel
préliminaire a BTD avant d’entamer la résolution de la par-
tie coupe-cycle. En procédant ainsi, les nogoods mémori-
sés lors de cet appel préliminaire a BTD restent valides du-
rant ’ensemble de la résolution et donc dans les différents
appels ultérieurs a BTD. L’approche Cyclic-Clustering (et
plus particulierement ses deux implémentations) possede
plusieurs limites. D’une part, les informations mémorisées,
sous forme de goods et de nogoods structurels durant les
différents appels a BTD, ne sont pas exploitées ultérieure-
ment (hormis les nogoods enregistrés durant 1’appel préli-
minaire a BTD pour CC-BTD>), conduisant ainsi a visiter
plusieurs fois le méme espace de recherche. D’autre part,
la partie triangulée doit étre calculée en exploitant la notion
de sous-graphe triangulé induit (TIS).

Dans cet article, nous proposons une généralisation de
CC-BTD, appelée CC-BTD-gen. A I’image de I’approche
Cyclic-Clustering, CC-BTD-gen se base sur un ensemble
coupe-cycle et une décomposition arborescente du graphe
de contraintes. Toutefois, la décomposition arborescente
utilisée peut étre calculée avec n’importe quelle méthode,
que cette méthode exploite ou non la notion de TIS. S’af-
franchir de la notion de TIS permet, par exemple, de pou-
voir calculer un coupe-cycle puis d’en déduire une décom-
position arborescente pour les variables qui ne participent
pas au coupe-cycle. Concernant la résolution, CC-BTD-
gen exploite une version dédiée de BTD qui permet de ti-
rer profit d’une partie des (no)goods mémorisés lors d’ap-
pels antérieurs a BTD, permettant ainsi d’éviter, en pra-
tique, un certain nombre de redondances dans la recherche.
Enfin, nous avons constaté que CC-BTD instancie de fa-
con consistante toutes les variables de la partie coupe-cycle
avant de résoudre la partie associée a la décomposition
arborescente, méme si apres avoir instancié quelques va-
riables du coupe-cycle, il n’est plus possible de trouver
une solution sur la partie triangulée. Par conséquent, afin
d’éviter un tel inconvénient, CC-BTD-gen a la possibilité
d’appeler BTD apres avoir instancié de fagcon consistante
seulement une partie des variables du coupe-cycle. Ainsi, si
le sous-probléme associé & la décomposition arborescente
possede une solution, la recherche peut continuer sur les
variables non instanciées du coupe-cycle. Sinon, on peut
remettre en cause immédiatement 1’ affectation courante sur
le coupe-cycle. Dans les deux cas, des goods et des no-
goods pourront étre enregistrés et réutilisés plus tard.

Ce papier est organisé ainsi. La section 2 présente le
cadre formel de CC-BTD-gen tandis que la section 3 dé-
crit I’algorithme lui-mé&me. Ensuite, nous évaluons expéri-
mentalement I’intérét de cette approche dans la section 4.

Enfin, nous concluons et discutons des travaux connexes
ou a venir dans la section 5.

2 Cadre formel

Dans cette section, nous allons décrire le cadre formel
requis pour pouvoir présenter proprement CC-BTD-gen.
Ce cadre est ici défini dans un contexte général avant d’€tre
utilisé ensuite dans le contexte spécifique de CC-BTD-gen
ou Y désignera I’ensemble coupe-cycle et X — Y I’en-
semble des variables impliquées dans la décomposition ar-
borescente. Dans la suite, nous considérons un CSP P =
(X, D, C, R). Dans un premier temps, nous définissons la
notion de sous-probléme induit par un sous-ensemble Y de
variables.

Définition 1 Soit Y C X un sous-ensemble de variables.
Le CSP induit par Y est le CSP (Y,Dy,Cy,Ry) ou
Dy = {dl S D|[L’2 S Y}, Cy = {Cij = {xl—,xj} S
C|£Ci,$j ey } et Ry = {T‘ij S R|Cij € Cy }

Dans les définitions et propriétés suivantes, nous consi-
dérerons les notations suivantes :

- Y1, Y5, Y et Z seront des sous-ensembles de X tels
que V1 CY, Yo CY, Y CXetZC XY,
A1 une affectation sur Y7, Ao sur Yo et AsurY,
— T'D la décomposition arborescente utilisée pour le

CSPP(X -Y),
- S; = E; N E; un séparateur de T'D avec F; et E;
deux clusters de T'D tels que F; soit un fils de E;,
Desc(Ej) 'ensemble des variables appartenant a la
descendance du cluster F; enracinée en E;.

Nous proposons maintenant une définition certes limi-
tée, mais suffisante, de I’effet du filtrage effectué par 1’al-
gorithme Forward-Checking (FC [5]).

Définition 2 Le filtrage résultant de I’affectation A ac-
compli par FC est l'opération qui consiste a supprimer
du domaine d; de chaque variable non instanciée x; les
valeurs qui deviennent incompatibles vis-a-vis d’au moins
une contrainte {x;,y} avec y une variable instanciée dans
A. Plus formellement, di* = {v € d;|Vc = {x;,y} €

C, (v,w) € rc avec w la valeur af fectée a y dans A}.

En d’autres mots, d;“ désigne le domaine courant d’une
variable non instanciée x; obtenu par 1’application du fil-
trage de FC aprées chaque affectation d’une variable de A.
Avec le méme objectif de caractériser 1’effet du filtrage,
nous définissons également I’ensemble des valeurs suppri-
mées par le filtrage.

Définition 3 Soient un sous-ensemble Y C X tel que
Y| = ket A = {1 <« vi,...,2x — v} une af
fectation sur Y. L’ensemble des valeurs supprimées de
P(X —Y) par le filtrage résultant de I’affectation A est
FuAX -Y)={(zi,v) € (X —Y) x (d; — d")}.



(b)

FIG. 1 — (a) Un graphe de contraintes, (b) un exemple de
décomposition arborescente avec les clusters Fry, ..., Eret
de coupe-cycle {y1, y2 } pour ce graphe.

Nous raffinons ensuite la définition 1 en introduisant la
notion de probleme filtré.

Définition 4 Le probléme filtré P4(X — Y) correspond
au CSP (X — Y, D% _y,Cx_v,R%_y) avec D{_y =
{dfzi € X =Y} et RY_y = {ri = ren(df x dft)|c =
{zj,x1} € Cx_y etr. € R}.

Nous pouvons constater que le filtrage effectué par FC
ne modifie en rien la structure définie par le graphe de
contraintes d’un probleme. Il en est de méme pour les dé-
compositions arborescentes :

Propriété 1 Une décomposition arborescente de P(X —
Y') est une décomposition arborescente de P4, (X —Y),
et réciproquement.

Preuve : Une décomposition arborescente ne dépend que
du graphe considéré. Dans la mesure ol la structure de
P(X —Y) et celle de Pa, (X — Y) sont représentées
par le méme graphe de contraintes, ces deux problemes
possedent nécessairement les mémes décompositions
arborescentes. O

A présent, nous mesurons I’impact du filtrage sur les do-
maines et les relations d’un probléme donné au travers de
la propriété suivante.

Propriété 2 Si Fa,(Z) C Fa,(Z), alorsNz; € Z, d2*2 C
dfh etVej, € Cyg, rAz C pAL

Cjk — ' Cjk

Preuve : Pour chaque couple (z;,v;) € Fa,(Z), le fil-
trage consiste a supprimer la valeur v; du domaine de la
variable z;. Donc Vd/' € Dy, d = d; — {v; €
d| zz,vz) € Fa,(Z)}. De méme, nous avons Vd2 e

D2y, d? = d; — {v; € di|(zi,v:) € Fa,(Z)}. Tou-
tefois, comme F4,(Z) C Fa,(Z), nous avons {v; €
dil(zi,vi) € Fa,(2)} € {vi € dif(zi,v:) € Fa,(2)}.
Il en résulte que d;‘lz C d;‘ll.

Soient cj, € Cz une contrainte entre deux variables
zj,xp € Z etril etr/? les relations associées obtenues
consécutivement au ﬁltrage résultant respectivement
de A; et de A,. D’apres la définition 4, nous avons

rd =, N (df' x dit) et rds =, N (d> x di).
De plus, dA2 X dA2 - dA1 X dAl puisque Vz; € Z,
dA2 - dA1 Donc, r;“i - r;‘}i O

Nous comparons maintenant les ensembles de solu-
tions de deux sous-problemes induits par le méme sous-
ensemble de variables mais résultant de filtrages différents.

Propriété 3 Si  F4,(2) - Fa,(Z), alors
Sol(Pa,(Z)) S Sol(Pa,(Z)) et |Sol(Pa,(2))| <
|Sol(Pa,(Z))].

Preuve : Soit S une solution de P4, (Z). Montrons que S
est aussi une solution de P 4, (7). Par définition, S est une
affectation consistante de toutes les variables de Z telle
que Ve, € Cz, Sleji] € T;‘}i Or, Fu,(Z) C Fu,(Z)et,

g“i - rAl Par consé-

d’apres la propriété 2, Ve, € Cyz, 1
quent, V¢, € Cz, Sleji] € rg‘}i Donc, S est bien une
solution de P 4, (Z). D’ott Sol(Pa,(Z)) C Sol(Pa,(2))

et |Sol(Pa,(Z))] < |S0l(P4,(2))]. B

Le corollaire suivant précise ce qu’il en est dans le cas
particulier d’une affectation .4, extension d’une affectation

Aj.

Corollaire 1 Si As[Y1] = Ay, alors Sol(Pa
)

(7)) <
S0l(Pa,(2)) et |Sol(Pa,(2))| < |Sol(Pa,(Z))]

2
)
Preuve : II suffit d’observer que I’hypothese A5 [Y7] = A;
implique que F,(Z) C Fa,(Z). Par conséquent, en

exploitant la propriété 3, on obtient Sol(P4,(Z)) C
Sol(Pa,(Z)) et |Sol(Pa,(Z))| < |Sol(Pa,(Z))|. O

Nous rappelons, dans la définition suivante, la notion de
goods et de nogoods structurels [8].

Définition 5 Etant donnés deux clusters E; et Ej avec E;
un fils de E;, un good (respectivement un nogood) structu-
rel de E; par rapport a E; est une affectation consistante
A sur S; = E; N Ej telle que A peut (resp. ne peut pas)
étre étendue en une affectation consistante sur Desc(E}).



Nous pouvons désormais caractériser les cas pour lesquels
les (no)goods structurels d’un sous-probleéme P(X — Y)
restent valides si nous changeons d’affectation sur Y.

Théoréeme 1 Si F 4, (X—Y) C Fu,(X-Y) et ng(S;) est
un nogood du sous-probléme P, (X —Y), alors ng(S;)
est aussi un nogood pour le sous-probléme P 4,(X —Y).

Preuve : T'D est une décomposition arborescente as-
sociée aux CSP P4, et Py,. De plus, S; = E; N E;
est un séparateur de T'D entre le cluster F; et un de ses
fils E;. Nous savons que ng(S;) est un nogood pour
Pa (X — Y). Donc |Sol(Pa,(Desc(E;)))| = 0
si Daffectation sur S; correspond a ce nogood.
Cependant, Fu,(X — V) C FauX — YY) et
Desc(E;) € X — Y. Par conséquent, nous pou-
vons appliquer la propriété 3. Il en découle que
|Sol(Pay (Desc(E;))| < |Sol(Pa, (Desc(E,)))| et
donc que |Sol(Pa,(Desc(E;)))| = 0. Autrement dit,
ng(S;) est aussi un nogood pour P4, (X —Y). O

Le théoréme précédent pose une condition (inclusion)
sur I’ensemble des valeurs supprimées par le filtrage pour
pouvoir conclure a la validité ou non d’un nogood déja mé-
morisé. Cependant, d’un point de vue algorithmique et pra-
tique, exploiter ce théoréme semble conduire a un test trop
colteux a la fois en temps et en espace. Aussi, dans le co-
rollaire ci-dessous, nous proposons une restriction sur les
filtrages résultant de deux affectations.

Corollaire 2 Si As[Y1] = Ay et ng(S;) est un nogood
pour le sous-probléme P 4, (X =Y, alors ng(S;) est aussi
un nogood pour le sous-probléme P4, (X —Y).

Preuve : En observant que Az[Y7] = A; implique que
Fa,(Z) C Fa,(Z), il suffit d’appliquer le théoréme 1
pour obtenir le résultat souhaité. O

Ensuite, nous nous intéressons a conserver la validité des
goods.
Théoreme 2 Si F 4, (Desc(E;)) C Fa,(Desc(E;)) et
g(S;) est un good pour le sous-probléme P4, (X —Y),
alors g(S;) est aussi un good pour le sous-probléme
PAQ (X - Y)

Preuve : Comme Fu4,(Desc(E;)) C Fa,(Desc(Ej))
et Desc(E;) € X — Y, nous pouvons appliquer la
propriété 3. Par conséquent, Sol(P4,(Desc(E;)) C
Sol(P4,(Desc(E;))). De plus, nous savons que ¢(S;)
est un good pour le sous-probleme P4, (X — V). Donc,
P4, (Desc(E;)) possede au moins une solution S (par
définition d’un good). Donc, S est une solution du sous-
probleme P4, (Desc(E;)) également. Par conséquent,
g(S;) est un good pour le sous-probleme P4, (X —Y). O

Toutes ces propriétés et corollaires peuvent étre utilisés
dans le cadre de I’algorithme CC-BTD-gen afin de décider
quelles sont les informations qui demeurent valides entre
les différents appels a BTD. Pour cela, Y correspondra a
I’ensemble coupe-cycle et donc X — Y a I’ensemble des
variables appartenant a la décomposition arborescente as-
sociée. Le théoreme 1 permet de conclure qu’a partir de
deux affectations partielles A; et A sur le coupe-cycle
telles que A5 filtre au moins les mémes valeurs que A,
les nogoods mémorisées par BTD pour le sous-probleme
P 4, restent valides pour le sous-probleme P 4,. Cepen-
dant, du fait de la quantité d’espace mémoire limitée, nous
ne pouvons pas nous permettre de mémoriser précisément
les effets du filtrage découlant de chaque affectation par-
tielle consistante sur le coupe-cycle. Aussi, nous exploi-
terons plutot le corollaire 2, qui rend possibles 1’enregis-
trement et la réutilisation de nogoods dans le cas ou nous
étendons une affectation partielle consistante sur le coupe-
cycle. De méme, pour la réutilisation des goods, nous nous
contenterons de tester la validité des goods au moment de
les utiliser afin de limiter le colit global en temps de ces
tests. Dans la section suivante, nous décrivons et étudions
I’algorithme CC-BTD-gen.

3 Une (généralisation de
Clustering

Cyclic-

L’algorithme CC-BTD-gen (voir algorithme 1) repose
sur I’exploitation d’un ensemble coupe-cycle et d’une dé-
composition arborescente du graphe de contraintes. Ce
coupe-cycle et cette décomposition arborescente peuvent
étre calculés grice a n’importe quelle méthode, cette der-
niere pouvant utiliser ou non la notion de sous-graphe tri-
angulé induit (TIS). L’algorithme CC-BTD-gen consiste
a instancier de facon consistante les variables du coupe-
cycle tout en vérifiant, grace a une version dédiée de BTD,
si I’affectation courante sur le coupe-cycle peut étre éten-
due de maniere consistante sur la partie correspondant a la
décomposition arborescente. Ce test pouvant s’avérer coll-
teux, apres chaque affectation consistante d’une variable
du coupe-cycle, la méthode CC-BTD-gen décide, par I’in-
termédiaire de la fonction heuristique C'hoice BT D, si elle
doit ou non I’effectuer. Si BTD retourne ¢rue, la méthode
CC-BTD-gen continue la recherche sur le coupe-cycle.
Dans le cas contraire, elle essaie une nouvelle valeur (s’il
en reste) pour la variable courante du coupe-cycle ou re-
vient en arriere sur la variable précédente. Ce processus est
itéré jusqu’a I’obtention d’une solution (c’est-a-dire d’une
affectation consistante du coupe-cycle qui peut étre éten-
due de maniere consistante sur la partie correspondant a la
décomposition arborescente) ou jusqu’a ce que I’ensemble
de I’espace de recherche ait été exploré.

En premier lieu, afin de pouvoir réutiliser les (no)goods
enregistrés lors des différents appels & BTD, nous propo-



Algorithme 1 : CC-BTD-gen(in : A, V, NGp,in/out : Gp)

Cons <« true
if ChoiceBTD(V) or V = () then
G—0;NG—0
Cons «— BTD-gen(0, E1, Ve, , NG, Gp, NG, G)
Gp — G, UG; NG, — NG, UNG
if Cons and V # () then
Choose z; € V ;d; < D;; Cons « false
while d; # 0 and -Cons do
Choose v € d;;d; — di — {v}

O NI A U AW
o
=

1 if Filtering(A U {z; < v}, z;) then
1 Cons «—

CC-BTD-gen(A U {z; «— v}, V — {z;}, NGp, Gp)
12 Unfiltering(A, z;)

13 return Cons

sons une variante de BTD, appelée BTD-gen (voir algo-
rithme 2), qui met en ceuvre les propriétés mises en évi-
dence dans la section précédente. BTD-gen ne se distingue
de BTD que par sa capacité a exploiter des (no)goods mé-
morisés durant des appels antérieurs a BTD-gen. Par consé-
quent, cette variante est dotée de deux parametres supplé-
mentaires, & savoir I’ensemble G, des goods et 1’ensemble
NG, des nogoods qui ont été enregistrés lors des exécu-
tions précédentes de BTD-gen. Quant aux ensembles G et
NG, ils désignent respectivement 1’ensemble des goods et
celui des nogoods produits durant 1’appel courant & BTD-
gen. Dans la mesure ol nous conservons I’intégralité des
goods produits, certains d’entre eux peuvent ne pas de-
meurer valides dans certains appels a BTD-gen. Par consé-
quent, avant de réutiliser un tel good, BTD-gen doit préala-
blement s’assurer de sa validité vis-a-vis du sous-probleme
courant afin de respecter le théoréme 2. Ce test est accom-
pli par le biais de la fonction CheckGood (voir algorithme
3). Cette fonction renvoie true si chacune des variables
de la descendance de E; peut €tre instanciée avec la va-
leur qu’elle possédait au moment ol le good g a été mé-
morisé. Afin de pouvoir tester facilement cette propriété,
nous avons besoin de mémoriser 1’extension du good sur
I’ensemble des autres variables du cluster. Comme BTD,
BTD-gen retourne la consistance du sous-probleme asso-
cié a la décomposition arborescente 7'D et enraciné en E;.

Cette version dédiée de BTD est exploitée dans CC-
BTD-gen pour vérifier que I’affectation partielle courante
sur le coupe-cycle peut étre étendue de facon consistante
sur la partie correspondant a la décomposition arbores-
cente. Si BTD-gen((), E1, Vg, , NG, G,, NG, G) renvoie
false, alors CC-BTD-gen tente d’instancier la variable
courante du coupe-cycle avec une nouvelle valeur (s’il en
reste). En ’absence d’autres valeurs, CC-BTD-gen revient
en arriere sur la variable précédente. Dans le cas ou I’ap-
pel a BTD-gen renvoie ¢true, CC-BTD-gen continue la
recherche en instanciant une nouvelle variable du coupe-
cycle. Dans les deux cas, I’ensemble GG des goods décou-
verts lors de I’appel 2 BTD-gen est ajouté a I’ensemble G,.
Le processus est similaire pour les nogoods, si ce n’est que

Algorithme 2
NG, G)

1 if Vg, = () then

2 Cons « true; F' — Sons(E;)

3 while F' # () and Cons do

4 Choose E; € F; F — F — {E;}
5 S; — BN By
6

7

8

9

BTD-gen(in A, E;, Vg, NGy, Gp,in/out

if A[S;] is a nogood into N G then Cons « false

else if A[S;] is a nogood into NG, then Cons «— false

else if A[S;] is a good into G then Cons «— true

else if A[S;] is a good into G}, and CheckGood(Ej, A[S;])
then Cons « true

10 else
1 Cons «—
BTD-gen(A, E;, E;\(E; NE;), NG,,Gp, NG, G)
12 if Cons then Save the good A[S;] into G
13 else Save the nogood A[S;] into NG
14 else
15 Choose z, € Vg, ;d « Dy ; Cons « false
16 while di, # () et ~Cons do
17 Choose w € dy ; dy, — di, — {w}
18 if AU {x) < w} satisfies each constraint then
19 Cons —BTD-gen(A U {xy — w}, E;, Ve, — {z1},

NGy, Gp, NG, G)

20 return Cons

Algorithme 3 : CheckGood(E;, g)

Let S be the assignment g and its recorded extension on E;
forall y € E; do
| ifS[y] & dy then return false

ValidGood « true; F — Sons(E;)

while F' # () et ValidGood do
Choose Ej € F; F — F —{E;}
gr < good on Ej such that QF[Ei n E]‘] = S[El N Ej]
ValidGood «CheckGood(E;, gr)

return ValidGood

o XA AR W -

NG, ne peut étre modifié au dela de I’appel courant a CC-
BTD-gen. Autrement dit, & chaque retour en arriere d’un
appel & CC-BTD-gen, nous oublions les nogoods mémori-
sés durant cet appel, afin de respecter le corollaire 2.

Enfin, la fonction booléenne C'hoice BT D définit, apres
chaque affectation d’une variable du coupe-cycle, si BTD-
gen doit étre appelé ou non. Si elle retourne false et qu’il
reste des variables non instanciées dans le coupe-cycle,
CC-BTD-gen va essayer d’en affecter une avec 1’algo-
rithme Forward-Checking (lignes 7-12). Si Choice BT D
renvoie true, CC-BTD-gen fait appel a BTD-gen et
conserve les nouveaux goods et nogoods mémorisés (lignes
3-5). Notons que cette heuristique peut étre entierement dy-
namique. Elle peut donc décider d’appeler BTD-gen apres
n’importe quelle affectation partielle consistante du coupe-
cycle.

Nous illustrons maintenant 1’algorithme CC-BTD-gen
avec un exemple. Considérons, pour cela, le graphe de
contraintes de la figure 1(a) et une décomposition arbores-
cente avec cinq composantes connexes et un coupe-cycle
contenant deux variables y; et yo comme représenté dans
la figure 1(b). Supposons que CC-BTD-gen commence par
instancier des variables du coupe-cycle. Par exemple, s’il
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a affecté seulement la variable y;, le filtrage de FC qui
s’ensuit a pu réduire le domaine des variables non instan-
ciées voisines de y;, a savoir x1, o, T4, 5, T7 €t Tig.
Ensuite, ’heuristique Choice BT D peut décider de ré-
soudre le sous-probleme associé a la décomposition arbo-
rescente avec BTD-gen. Si BTD-gen retourne false, alors
CC-BTD-gen va modifier 1’affectation de y;. Sinon, 1’al-
gorithme CC-BTD-gen va tenter d’instancier de maniere
consistante la variable y2 du coupe-cycle. S’il y parvient,
un nouvel appel a BTD-gen est accompli puisque toutes les
variables du coupe-cycle sont instanciées. Si BTD-gen ren-
voie true, alors le CSP est consistant. Dans le cas contraire,
CC-BTD-gen va essayer une nouvelle valeur pour g, et s’il
n’en reste plus va revenir sur ;.

Théoreme 3 BTD-gen est correct, complet et termine.

Preuve : BTD est correct, complet et termine [8]. Comme
BTD-gen ne se distingue de BTD que par I’exploitation des
(no)goods enregistrés durant les appels précédents a BTD-
gen, nous devons simplement prouver que I’utilisation de
ces (no)goods ne remet pas en cause la validité, la com-
plétude et la terminaison de BTD. Si Y désigne le coupe-
cycle, X —Y correspond aux variables de la décomposition
arborescente. D’apres le corollaire 2, si A est une affecta-
tion consistante sur Y, alors chaque nogood pour le sous-
probleme P4(X — Y) est également un nogood pour le
sous-probléme P4/ (X —Y') avec A’ une extension consis-
tante de A sur le coupe-cycle. De plus, lorsqu’on revient en
arriere de A’ = AU {x), — w} vers A, CC-BTD-gen ou-
blie tous les nogoods qui ont été mémorisés depuis 1’ affec-
tation de la variable x, a la valeur w. Par conséquent, le co-
rollaire 2 est bien respecté et il est bien valide d’utiliser les
nogoods de NG,. Concernant I’exploitation des goods de
G, si la fonction CheckGood renvoie true pour un good
donné, il s’ensuit qu’utiliser ce good est valide d’apres le
théoreme 2. Aussi, comme I’algorithme BTD-gen n’em-
ploie que des (no)goods valides, il est correct, complet et
termine. O

Théoreme 4 CC-BTD-gen est correct, complet et termine.

Preuve : Afin de prouver plus aisément la correction, la
complétude et la terminaison de CC-BTD-gen, nous allons
considérer I’algorithme avec un point de vue légerement
différent. La résolution effectuée par CC-BTD-gen peut
étre décomposée en deux phases. La premiere phase revient
a résoudre la partie coupe-cycle avec une version modifiée
de I’algorithme FC. Cette derniere consiste simplement a
utiliser I’algorithme FC classique et, quand 1’heuristique
ChoiceBT D renvoie true, a appeler BTD-gen. Cet ap-
pel a BTD-gen peut €tre vu comme un test de consistance
supplémentaire. En effet, on vérifie si I’ affectation partielle
courante sur le coupe-cycle peut étre étendue ou non de
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maniere consistante sur les variables de la décomposition
arborescente. La validité de cette coupe supplémentaire ne
dépend bien siir que de la validité de BTD-gen.

La seconde phase débute quand toutes les variables du
coupe-cycle sont instanciées de facon consistante. Cette af-
fectation constitue donc une solution du sous-probléme lié
au coupe-cycle, qui doit étre étendue de maniere consis-
tante sur la partie associée a la décomposition arborescente.
Cette seconde phase est accomplie a 1’aide de BTD-gen.

Dans la mesure ou les algorithmes FC et BTD-gen sont
corrects, complets et terminent, il en est nécessairement de
méme pour 1’algorithme CC-BTD-gen. O

Dans les deux théoreémes suivant, nous noterons n le
nombre de variables du CSP, m le nombre de contraintes, d
la taille du plus grand domaine, k la taille du coupe-cycle,
w la largeur de la décomposition arborescente considérée,
et s la taille de la plus grande intersection entre deux clus-
ters de la décomposition arborescente.

Théoreme 5 BTD-gen a une complexité en temps en
O(n(n + m)d“t) et une complexité en espace en

O(nwd?).

Preuve : La preuve est similaire a celle de BTD [8]. Nous
devons juste prendre en compte le cofit en temps addition-
nel nécessaire pour tester la validité des goods de G, et
I’espace supplémentaire requis pour mémoriser 1’extension
de chaque good sur le cluster correspondant. O

Théoreme 6 CC-BTD-gen a une complexité en temps en
O(n(n + m)d¥T*+2) et une complexité en espace en

O(nwd?).

Preuve : Dans le pire des cas, CC-BTD-gen appelle BTD-
gen apres chaque affectation d’une variable du coupe-
cycle. Comme le nombre d’affectations partielles du
coupe-cycle est borné par d**!, CC-BTD-gen a une com-
plexité en temps en O(n(n + m)d*+L.d*1 + nm.db+1),
c’est-a-dire en O(n(n-+m)d*+*+2). Pour la complexité en
espace, cela dépend uniquement de BTD-gen. Donc, CC-
BTD-gen a une complexité en espace en O(nwd®). O

4 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous évaluons expérimentalement
I’intérét pratique de 1’algorithme CC-BTD-gen par rapport
a des méthodes structurelles classiques a savoir CC-BTDq,
CC-BTDs et BTD et a une méthode énumérative classique,
en I'occurrence FC. Les tests sont effectués sur des pro-
blemes structurés générés aléatoirement. Plus précisément,
nous utilisons un générateur de CSP binaires. Ce généra-
teur construit d’abord un premier sous-probléme dont le
graphe de contraintes est triangulé. Puis, il génére un se-
cond sous-probleme qui correspond a 1’ensemble coupe-
cycle. Enfin, il relie les deux sous-probleémes en ajoutant



BTD CC-BTD
Classes i
: Fusion (1,2,gen)
min-fill
(n,d,r,t1,t2,t3,8,k,e1,e2) CCgen BY BY
T w [s] w [ s w [ s kK [ w [ s

(a) (120, 15, 15, 65, 70, 40, 5, 15,80, 30) | 40,7 | 7 | 40,8 92 | 545 9,1 13,9 | 13,9 | 49
(b) (120, 15, 15, 65, 80, 30, 5, 15, 80,30) | 40,7 | 7 | 27,2 | 144 | 383 14,1 13,9 | 13,9 | 4,9
(©) (150, 15, 15, 65, 70, 40, 5, 15, 65,30) | 54 | 6 | 423 | 93 | 59 | 95 | 142 | 139 | 5
(d) (150, 1. 1. 63. 80,20, 3, 15,30, 30) | 386 | 7 | 42 | 92 | 362 | 97 | 33 | 14| 3
(e) (150, 15, 15, 64, 60, 60, 5, 15, 50, 30) 30 | 8 42 9,2 | 56,2 9,7 13,3 14 5
(0 (200, 15, 15, 64.30.30.5.15.30.20) | 36 | 6 [ 342 | 93 [ 41| 97 12 [ B39 5

TAB. 1 — Parametres des différentes classes et valeurs des parametres structurels des différentes méthodes considérées. Le
coupe-cycle et la décomposition arborescente associée sont calculés a partir de I’algorithme de Balas et Yu (BY) ou sont

ceux produits par le générateur aléatoire (CCyep,).

Classes FC BTD CC-BTD CC-BTD-gen
min-fill [ Fusion CC-BTD; [ CC-BTD2 Hy, [ H2 [ HI
(a) >g 281 >03 585 >10 240 | >o7 649 | >4 25.3 >1 25 3,51 1,80
(b) >g 264 | >19 489 4,99 24,6 0,84 1,05 5,49 6,44
(c) >g 260 | >o26 643 | >o0 625 | >39 773 | >3 76 | >3 74,8 14,28 0,70
(d) >5 195 | >11 993 | >33 839 | >a1 748 | >o 524 | >o 51,9 4,13 0,34
(e) >10 317 | >a1 986 | >a1 986 | >33 795 | >5 124 | >5 121 | >3 82,1 15,91
) >15 605 >4 1008 >39 953 >34 816 | >¢ 144 | >¢ 144 | >5 120 | >3 24,4

TAB. 2 — Temps d’exécution (en secondes) pour les différentes méthodes sur les classes considérées. Le coupe-cycle et la
décomposition arborescente associée sont ceux produits par le générateur aléatoire (CCp, ).

aléatoirement un certain nombre de contraintes. Dix para-
metres sont nécessaires pour générer de tels problemes, a
savoir n, d, 7, t1, ta, t3, S, k, €1 et es. L’instance géné-
rée comporte n + k variables qui ont toutes un domaine
de taille d. Plus précisément, la partie triangulée possede
n variables réparties dans des cliques de taille au plus r et
dont I’intersection entre deux cliques est de taille au plus
s. La partie coupe-cycle est composée de k variables et e
contraintes. Enfin, es contraintes relient ces deux parties
entre elles. Les relations associées a chaque contrainte pos-
seédent 1 tuples interdits pour les contraintes entre deux va-
riables de la partie triangulée, ¢5 pour les contraintes entre
deux variables du coupe-cycle et t3 pour les contraintes
liant une variable du coupe-cycle a une variable de la par-
tie triangulée. Par conséquent, une classe de ces problemes
aléatoires est définie par la donnée de ces dix parametres :
(n,d,r, t1,ta,1t3,8, k, e1, es). Pour chaque classe considé-
rée, le nombre de problemes consistants est approxima-
tivement le méme que celui de problémes inconsistants.
Dans nos expérimentations, BTD et BTD-gen exploitent
I’algorithme FC pour résoudre chaque cluster. Concernant
I’ordre d’instanciation des variables dans FC ou au sein
d’un cluster pour BTD et BTD-gen, nous utilisons 1’heuris-

tique dom/deg qui choisit comme prochaine variable la va-
|da, |
|FT’| . . .
courant de de z; et I';, I’ensemble des variables voisines
de Zi.

riable x; qui minimise le rapport avec d, le domaine

Nous comparons les résultats obtenus par CC-BTD-gen

avec ceux de BTD, CC-BTD; et CC-BTD; d’une part, et
de FC d’autre part. Pour des raisons d’efficacité, les mé-
thodes basées sur 1’approche Cyclic-Clustering classique,
comme CC-BTD;, nécessitent un ensemble coupe-cycle
ayant peu de solutions. Malheureusement, a notre connais-
sance, aucune méthode satisfaisante n’existe pour détermi-
ner une telle structure. Nous utiliserons donc d’une part
I’algorithme de Balas et Yu [2] qui permet de calculer un
sous-graphe induit triangulé a partir duquel est ensuite dé-
duit le coupe-cycle. D’autre part, nous emploierons égale-
ment le coupe-cycle et la décomposition arborescente uti-
lisés lors de la génération de I'instance. L’idée en procé-
dant ainsi est simplement d’observer le comportement de
ces algorithmes quand une structure a priori adéquate est
exploitée.

Pour CC-BTD-gen, et plus particulierement, pour la
fonction Choice BT D, nous avons testé plusieurs heuris-
tiques, notées H; avec ¢ = {1, ..., k}. Chaque heuristique
H; décide de résoudre la partie associée a la décomposi-
tion arborescente si, depuis le dernier appel a BTD-gen, au
moins ¢ variables du coupe-cycle ont été instanciées de fa-
con consistante et si au moins une valeur a été supprimée
par filtrage dans un domaine associé a une variable de la
décomposition arborescente. Initialement, chaque heuris-
tique effectue un appel préliminaire a BTD-gen, a I'image
de I’appel initial 8 BTD accompli par CC-BTD,. Dans ce
papier, nous ne présenterons que les résultats pour les heu-
ristiques Hy, Hy et Hy.
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al BTD CC-BTD CC-BTD-gen
Fusion CC-BTD; [ CC-BTD2 Hy, [ H2 [ H1
(a) >o01 574 | >32 792 | >¢ 168 | >¢ 157 | >3 107 | >1 28,2
(b) >9 297 | >o2 617 | >7 186 | >5 155 | > 413 | >1 35,5
(©) >o8 712 | >41 1016 | >14 339 | >13 313 | >12 289 | >¢ 197
(d) >31 771 | >36 877 | >7 181 | >7 177 | >4 106 | >4 96,3
(e) >36 881 >33 795 | >7 171 >7 170 | >4 125 | >3 77,4
(f) >40 981 >39 936 | >13 312 | >13 312 | >11 264 | >10 240

TAB. 3 — Temps d’exécution (en secondes) pour les différentes méthodes sur les classes considérées. Le coupe-cycle et la
décomposition arborescente associée sont calculés a partir de 1’algorithme de Balas et Yu.

Les expérimentations sont effectuées sur un PC sous Li-
nux doté d’un Pentium IV 3.2 GHz d’Intel et d’'un 1 Go
de mémoire vive. Les temps d’exécution sont exprimés en
secondes. Pour chaque classe, nous lancons la résolution
sur 50 instances. Les résultats présentés pour chaque classe
sont des moyennes des résultats obtenus sur ces 50 ins-
tances. La notation >; indique que ¢ instances n’ont pu
étre résolues par 1’algorithme correspondant dans le temps
imparti (a savoir 20 minutes). Dans un tel cas, comme le
temps de résolution réel n’est pas connu, nous ajoutons une
pénalité de 20 minutes par instance non résolue.

Dans un premier temps, nous pouvons observer une aug-
mentation importante du temps d’exécution quand on passe
de I’heuristique H; a I’heuristique Hj (excepté pour la
seconde classe). En particulier, si H; et Hy sont relati-
vement proches conceptuellement, en pratique CC-BTD-
gen a un comportement nettement plus performant avec
H, qu’avec Hy. D’un point de vue théorique, dans le
pire des cas, si ¢ < j, alors H; est susceptible d’appeler
BTD-gen plus souvent que H;. Cependant, en pratique,
nous avons constaté que souvent, tester la consistance de
la partie associée a la décomposition arborescente permet
d’élaguer significativement 1’espace de recherche relatif a
la partie coupe-cycle du probleme. Pour cette raison, H;
obtient les meilleurs résultats par rapport aux autres heu-
ristiques H;, mais aussi aux méthodes CC-BTD; et CC-
BTD5. CC-BTD-gen avec H et CC-BTD4 sont concep-
tuellement tres proches. En effet, ces deux méthodes ins-
tancient intégralement le coupe-cycle avant de résoudre la
partie correspondant a la décomposition arborescente. La
seule différence notable est la réutilisation par CC-BTD-
gen avec Hj des goods mémorisés lors des différents ap-
pels a BTD-gen. Cette différence se traduit généralement
en pratique par des résultats meilleurs, ou dans le pire des
cas comparables, pour CC-BTD-gen avec Hj, par rapport
a CC-BTD,. Plus précisément, si, bien évidemment, les
deux méthodes développent autant de nceuds sur la partie
coupe-cycle, CC-BTD-gen en développe moins durant la
résolution de la partie associée a la décomposition arbo-
rescente que CC-BTD,, grice aux goods mémorisés lors
des appels précédents a BTD que CC-BTD-gen réutilise.
Les cas ou les deux méthodes sont équivalentes en temps
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correspondent alors souvent aux instances pour lesquelles
I’apport des goods dans CC-BTD-gen n’est pas suffisant
pour compenser le temps supplémentaire requis pour véri-
fier leur validité. Par ailleurs, comme cela a été mis en évi-
dence dans [9], I’utilisation de nogoods mémorisés lors de
I’appel préliminaire 8 BTD permet 8 CC-BTD; de résoudre
plus d’instances que CC-BTD; et explique ainsi 1’écart
de temps important entre les deux méthodes. Concernant
BTD, la quasi-totalité des instances n’ont pas une struc-
ture propice au calcul d’une décomposition arborescente
par triangulation, ce qui explique les difficultés que ren-
contre BTD basé sur min-fill pour résoudre ces problemes.
C’est en particulier le cas, par exemple, quand le graphe
associé a la partie coupe-cycle est peu dense et quand le
coupe-cycle et la décomposition arborescente sont faible-
ment connectés. Quand la décomposition arborescente est
calculée griace a la méthode Fusion, BTD obtient des ré-
sultats meilleurs mais se révele tout de méme moins per-
formant que CC-BTD-gen (excepté pour la classe (b)). En-
fin, nous pouvons constater que FC rencontre également de
grandes difficultés lors de la résolution de ces instances. En
pratique, plusieurs instances de chaque classe ne sont pas
résolues par FC et les temps de résolution sont globalement
supérieurs a ceux obtenus par CC-BTD-gen.

Pour terminer, nous pouvons remarquer que CC-BTD;
et CC-BTD-gen sont plus efficaces lorsqu’ils exploitent le
coupe-cycle et la décomposition arborescente utilisés lors
de la génération de chaque instance que lorsqu’ils em-
ploient ceux produits via I’algorithme de Balas et Yu. Un
tel résultat était prévisible. Il permet toutefois de souligner
I’absence de méthodes pertinentes pour calculer a la fois
un coupe-cycle et une décomposition arborescente de qua-
lit€ vis-a-vis de la résolution, ce qui constitue un véritable
probléme pour de telles méthodes structurelles. Si I’algo-
rithme de Balas et Yu permet effectivement de calculer un
sous-graphe triangulé induit a partir duquel est déduit le
coupe-cycle, il ne prend nullement en compte la résolution
qui suivra. A titre d’exemple, pour les problemes aléatoires
que nous avons utilisés, cet algorithme obtient des valeurs
de parametres structurels (w, k et s) proches de celles uti-
lisées pour la génération. Toutefois, en pratique, les coupe-
cycle et décompositions arborescentes produites par cette



méthode conduisent a une résolution de moins bonne qua-
lité. De plus, cet algorithme calcule souvent de grands en-
sembles coupe-cycle et des décompositions arborescentes
triviales. Par exemple, nous I’avons testé sur des problemes
d’allocation de fréquence (a savoir les instances fapp de la
derniére compétition de CSP [12]). A DParrivée, la grande
majorité des variables se trouve dans le coupe-cycle alors
que la taille des clusters de la décomposition arborescente
n’excede jamais 3. En plus de I’heuristique de Balas et
Yu, nous avons essayé d’autres heuristiques pour calculer
un coupe-cycle et une décomposition arborescente conve-
nables (en utilisant ou non la notion de TIS). Malheureuse-
ment, a I’heure actuelle, aucune de ces heuristiques ne s’est
révélée pertinente. Aussi, cela nous laisse a penser qu’une
étude similaire a celle réalisée dans [7] pour les décom-
positions arborescente devra étre menée afin d’améliorer
I’efficacité pratique de ces méthodes structurelles. Dans le
méme temps, méme si I'heuristique H; a fourni de bons
résultats, il pourrait étre intéressant de rechercher des heu-
ristiques plus pertinentes pour la fonction Choice BT D.

5 Conclusion et discussion

Nous avons proposé une nouvelle méthode pour ré-
soudre des CSP structurés. Cette méthode généralise et
améliore 1’approche Cyclic-Clustering [6]. Plus précisé-
ment, elle exploite un coupe-cycle et une décomposition
arborescente dont le calcul est totalement indépendant de la
notion de sous-graphe triangulé induit, ce qui apporte plus
de liberté dans une phase cruciale de la méthode. Ensuite,
CC-BTD-gen peut vérifier si I’affectation courante sur le
coupe-cycle peut s’étendre de maniere consistante sur la
partie associée a la décomposition arborescente méme si
les variables de 1’ensemble coupe-cycle ne sont pas toutes
affectées. Cela permet alors a CC-BTD-gen d’avoir une
vision plus globale du probléme a résoudre. Enfin, CC-
BTD-gen emploie une version dédiée de BTD qui met en
ceuvre des propriétés permettant d’exploiter des (no)goods
mémorisés lors des précédents appels a BTD, évitant ainsi
de nombreuses redondances dans la recherche. Les expé-
rimentations préliminaires ont montré 1’intérét pratique de
notre approche. En particulier, CC-BTD-gen s’avere signi-
ficativement meilleur que CC-BTD;.

Dans le cadre des CSP, peu de travaux ont été développés
autour de la notion de coupe-cycle couplé avec une décom-
position arborescente. [3] présente une méthode proche
de Cyclic-Clustering dans laquelle la partie associée a la
décomposition arborescente est résolue avec la méthode
Adaptive-Consistency. De méme, a notre connaissance, le
calcul simultané de coupe-cycle et de décomposition ar-
borescente pertinents en terme de résolution de CSP n’a
pas encore été étudié a ce jour. Il va de soi qu’un tel tra-
vail devra étre mené afin d’améliorer 1’efficacité pratique
de ce type d’approches, a I'image de 1’étude réalisée dans

[7] sur les décompositions arborescentes. En particulier,
cela pourrait s’avérer tres utile dans le cadre de la résolu-
tion d’instances issues du monde réel. Enfin, I’exploitation
d’un coupe-cycle et d’'une décomposition arborescente dy-
namiques pourrait se révéler fort prometteuse.

Références

[1] S. Arnborg, D. Corneil, and A. Proskuroswki. Com-
plexity of finding embeddings in a k-tree. STAM Jour-
nal of Discrete Mathematics, 8 :277-284, 1987.

[2] E. Balas and C. Yu. Finding a maximum clique
in an arbitrary graph. Siam Journal on Computing,
15(4) :1054-1068, 1986.

[3] R. Dechter. Constraint processing. Morgan Kauf-
mann Publishers, 2003.

[4] R. Dechter and J. Pearl. Tree-Clustering for
Constraint Networks. Artificial Intelligence, 38 :353—
366, 1989.

[5] R. Haralick and G. Elliot. Increasing tree search effi-
ciency for constraint satisfaction problems. Artificial
Intelligence, 14 :263-313, 1980.

[6] P. Jégou. Cyclic-Clustering : a compromise between
Tree-Clustering and the Cycle-Cutset method for im-
proving search efficiency. In Proceedings of the Eu-
ropean Conference on Artificial Intelligence (ECAI),
pages 369-371, 1990.

[7] P. Jégou, S. N. Ndiaye, and C. Terrioux. Compu-
ting and exploiting tree-decompositions for solving
constraint networks. In Proc. of CP, pages 777-781,
2005.

[8] P.Jégou and C. Terrioux. Hybrid backtracking boun-
ded by tree-decomposition of constraint networks.
Artificial Intelligence, 146 :43-75, 2003.

[9] P.Jégou and C. Terrioux. A Time-space Trade-off for
Constraint Networks Decomposition. In Proceedings
of the IEEE International Conference on Tools with
Artificial Intelligence (ICTAI), pages 234-239, 2004.

[10] N. Robertson and P.D. Seymour. Graph minors 1II :
Algorithmic aspects of treewidth. Algorithms, 7 :309—
322, 1986.

[11] D. Sabin and E. Freuder. Contradicting Conventional
Wisdom in Constraint Satisfaction. In Proceedings
of the European Conference on Artificial Intelligence
(ECAI), pages 125-129, 1994.

[12] M. R. C. van Dongen, C. Lecoutre, and O. Roussel,
editors. Third International CSP Solver Competition,
2008. http://cpai.ucc.ie/08/.

14



Actes JFPC 2009

Poupées russes et décomposition arborescente

M. Sanchez, D. Allouche, S. de Givry, T. Schiex
UBIA, UR 875, INRA, F-31320 Castanet Tolosan, France

{msanchez,allouche,degivry,tschiex}@toulouse. inra.fr

Abstract

Les problemes d'optimisation dans les modéles gra-
phiques ont été étudiés dans différents formalismes
de l'intelligence artificielle tels que les CSP pondérés
(weighted CSP ou WCSP), le maximum de satisfiabi-
lité (MaxSAT) ou dans les réseaux probabilistes (ré-
seaux Bayésiens et champs markoviens). En identifiant
des sous-problemes conditionnellement indépendants,qui
sont résolus de facon indépendante et dont I'optimum
est mémorisé, il est possible de rendre les algorithmes de
type Séparation—EvaIuation (Branch and Bound) asymp-
totiquement plus efficaces. Mais la localité des bornes in-
duites par la décomposition affaiblit les effets réels de ce
résultat asymptotique car de nombreux sous-problémes,
ne participant pas a la construction d'une solution opti-
male, sont résolus a I'optimum inutilement.

En s'inspirant de I'algorithme des poupées russes
(RDS pour Russian Doll Search), une approche possible
pour surmonter cette faiblesse consiste a (récursivement)
résoudre une relaxation de chacun des sous-problemes
pour obtenir des bornes renforcées. L'algorithme ainsi
défini généralise a la fois I'algorithme RDS mais aussi les
algorithmes de types Branch and Bound exploitant une
décomposition arborescente tels que BTD ou AND-OR
Branch and Bound. Nous étudions son efficacité sur dif-
férents problémes et fermons une instance trés dure de
probléme d’affectation de fréquences ouverte depuis plus
de 10 ans.

1 Introduction

Le traitement de modeles graphiques est un pro-
bleme central de l'intelligence artificielle. L’optimisa-
tion d’une combinaison de fonctions de cott local est
en particulier étudiée dans les réseaux de contraintes
valués [21] . Elle permets de capturer des problémes
tels que le probleme MaxSAT pondéré, CSP pondérés,
recherche d’une explication de probabilité maximum
(MPE pour Maximum Probability Explanation) dans
les réseaux Bayésiens et les champs markoviens. Ses
applications directes sont nombreuses notamment en
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affectation de ressources [23, 2] et en bioinformatique
[19].

Ces dernieres années, afin de résoudre des pro-
blemes de satisfaction, d’optimisation ou de comp-
tage, différents algorithmes de recherche arborescente
exploitant le couplage d’'une décomposition arbores-
cente du probléeme avec une propagation des informa-
tions dures du réseau ont été proposés. Cette classe
d’algorithme couvre ’algorithme de Recursive Condi-
tioning [7], lalgorithme Backtrack bounded by Tree
Decomposition (BTD) [22] et Palgorithme AND-OR
graph search [17], tous héritiers de Dalgorithme de
Pseudo-Tree Search [11]. En comparaison avec des
algorithmes de recherche arborescente traditionnels,
ces algorithmes offrent des complexités asymptotiques
améliorées, seulement exponentielles dans la largeur
d’arbre du graphe du probleme. Ce gain s’obtient tou-
tefois au prix d’une restriction dans 'ordre d’affecta-
tion des variables (voir [13]).

Dans le contexte de 'optimisation (sans perte de gé-
néralité, nous considérons des problemes de minimisa-
tion), 'exploitation d’une décomposition du probléeme
a pour effet secondaire la perte de bornes globales.
Dans les algorithmes Branch and Bound en profondeur
d’abord traditionnels (DFBB pour Depth First Branch
and , Bound), I'élagage se produit des que le colt de
la meilleure solution connue (le majorant) rencontre
un minorant spécifique, habituellement calculé a par-
tir d’une relaxation du probleme global. Lorsqu’une
décomposition arborescente est exploitée et qu’une af-
fectation des variables connectant un sous-probleme
au reste du probléme rend ce sous-probleme indépen-
dant, une solution optimale du sous-probléme (condi-
tionné par cette affectation) est recherchée. Ce calcul
de solution optimale est cotliteux, et souvent inutile
car la solution optimale du sous-probleme obtenue ne
fait pas nécessairement partie de la solution optimale
globale (du fait du reste du probléme). Pour limiter ce
comportement de “trashing” désagréable, il est possible



d’informer ’algorithme en charge de la recherche d’une
solution optimale qu’il doit absolument produire une
solution suffisamment bonne pour pouvoir s’intégrer
dans une solution globale ou sinon s’arréter des qu’il
prouve que c’est infaisable. Ce majorant initial est ob-
tenu en soustrayant du majorant global une combinai-
son des minorants disponibles sur le reste du probleme.

Dans cet article, nous avons tenté d’améliorer 1’al-
gorithme décrit dans [9] qui introduit des minorants
obtenus par un filtrage cohérence locale pondérée [6]
dans 'algorithme BTD. Dans ’objectif d'une meilleure
prise en compte de la contribution du probleme global
dans la définition des majorants locaux, nous rempla-
cons le moteur de type “Branch and Bound” utilisé
dans BTD par une algorithme de type “Poupées Rus-
ses” [23]. L’algorithme RDS est étendu afin de pouvoir
exploiter une décomposition arborescente et un niveau
de cohérence local plus élevé. Dans I'algorithme RDS-
BTD ainsi défini, des relaxations des sous-problémes
conditionnellement indépendants identifiés par la dé-
composition arborescente sont résolues de fagon récur-
sive. Les cotits des solutions optimales de ces relaxa-
tions définissent de puissants minorants et fournissent
donc des majorants locaux améliorés, permettant ainsi
de réduire de fagon drastique le comportement de “tra-
shing” observé.

Dans la suite de P’article, nous introduisons d’abord
le cadre des CSP pondérés, 1’algorithme BTD et I’al-
gorithme RDS. Nous présentons ensuite notre algo-
rithme générique qui peut se spécialiser en BTD ou
en RDS. Enfin, I'algorithme RDS-BTD est évalué sur
différentes instances de problemes réels issues du do-
maine de affectation de fréquences et de la sélection
de “Tag SNP” (en bioinformatique).

2 Weighted Constraint Satisfaction Pro-
blem

Un CSP pondéré (Weighted CSP, WCSP) est un
quadruplet (X, D,W,;m). X et D sont des ensembles
de mn variables et domaines, comme dans les CSP
classiques. Le domaine de la variable i est noté D,
avec une taille de domaine maximum notée d. Etant
donné un sous-ensemble de variables S C X, on note
£(S) Pensemble des n-uplets (tuples) définis sur S. W
est un ensemble de fonctions de cout. Chaque fonc-
tion de cout (ou contrainte molle) wg de W est dé-
finie sur un ensemble de variables S appelé sa por-
tée. Cette derniere est supposée différent pour chaque
fonction de cout. Une fonction de cout wg assigne
un cout a chaque affectation des variables de S i.e. :
wg : £(S) — [0, m]. L’ensemble des coiits possibles est
[0,m] o m € {1,...,4+00} représente un colt into-
lérable. Les cotits sont combinés par ’addition bornée

@, définie par a®b = min{m, a+b}, et comparés entre
eux via >. Notez que le cout intolérable m peut étre
fini ou infini et qu’un cout b peut étre soustrait d’un
cotlt a plus large en utilisant ’opération © ou a©b est
égal & (a — b) si a # m . Sinon, il est égal & m.

Pour les fonctions de cout binaires et unaires, nous
utilisons des notations simplifiées : une fonction de
colit binaire entre les variables ¢ et j est notée w;.
Une fonction de colit unaire sur la variable i est notée
w;. Nous faisons '’hypothese qu’il existe pour chaque
variable, une fonction de cott unaire w; ainsi qu’'une
fonction de cout d’arité nulle notée wg correspondant
& un cout constant payé par toutes affectations.

Le colit d'une affectation compléte ¢t € £(X) dans
un probleme P = (X, D, W, m) est égal a Valp(t) =
D.scw ws(t[S]) ot t[S] représente la projection ha-
bituelle d’'un tuple sur I'’ensemble de variables S. La
minimisation de Valp(t) défini un probléme d’optimi-
sation avec un probléeme de décision associé qui est
NP-complet.

L’établissement d’une cohérence locale donnée
sur un probleme P consiste a transformer P =
(X,D,W,m) en un probléme P’ = (X, D, W' ,m) qui
est équivalent & P (Valp = Valp/) et qui satisfait
la propriété de cohérence locale considérée. Ce pro-
cessus peut augmenter wg et fournir ainsi un mino-
rant amélioré du cott optimum. Il s’appuie sur 'ap-
plication de transformations préservant 1’équivalence
(EPT) qui déplace les coiits entre des portées diffé-
rentes [20, 6, 10, 5].

3 Décompositions arborescentes et algo-
rithme DFBB

Une décomposition arborescente dun WCSP
connexe est définie par un arbre (C,T). Chaque élé-
ment C. de 'ensemble C = {C1,...,Ci} des som-
mets de I'arbre est appelé un “cluster”. Il est formé
d’'un sous-ensemble de variables (Ce C X). T est
un ensemble d’arétes définissant un graphe acyclique
connexe (un arbre) sur C. L’ensemble des clusters
C doit couvrir toutes les variables (o ¢ Ce = X)
et toutes les fonctions de colit (Vws € W,3C. €
C t.q S C C.). De plus, si une variable ¢ apparait
dans deux clusters C. et Cj, ¢ doit aussi apparaitre
dans tout cluster C'y sur I'unique chemin reliant C, et
Cy dans T'.

Pour un WCSP donné, nous considérons une décom-
position arborescente enracinée (C,T) définie par une
racine notée C;. Dans T, le pere (resp. les fils) d’'un
cluster C, est noté Peére(C,) (resp. Fils(C.)). Le sé-
parateur de C, est l’ensemble S, = C. N Pére(C,).
Les variables propres d’un cluster C, est l’ensemble

V.=C.\S..
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F1G. 1 — Le graphe d’'un WCSP et une décomposition arborescente.

La propriété essentielle d’une décomposition ar-
borescente est que laffectation d’un séparateur S,
coupe le probléme initial en (au moins) deux sous-
problemes qui peuvent étre résolus indépendemment
I'un de 'autre. Le premier sous probleme, noté P,, est
défini par les variables de C ainsi que celles de tous les
clusters descendants dans 7. Ses fonctions de cotit sont
celles qui impliquent au moins une variable propre de
ces clusters. Les fonctions de cotit restantes, avec les
variables qu’elles impliquent forment le sous-probleme
restant.

Exemple 1 Considérons le MaxCSP de la figure 1.
Il a onze variables avec deux valeurs (a,b) par do-
maine. Les arétes représentent des contraintes de dif-
férence binaires entre les deux variables (w;;(a,a) =
wij(b, b) = 1,wij(a,b) = wij(b, CL) = 0) Dans
Uordre lexicographique, (a,b,b,a,b,b,a,b,b,a,b) repré-
sente une solution optimale avec un cout de opti-
mal de 5. Une décomposition arborescente enracinée
en C1 formée des clusters C1 = {1,2,3,4},Cy =
{4,5,6},C3 = {5,6,7},Cy = {4,8,9,10}, et C5 =
{4,9,10,11} est présentée sur le coté droit de la fi-
gure 1. C1 a pour fils {C2,Cy}, le séparateur de Cs
avec son pére Cy est S5 = {5,6}, Uensemble des va-
riables propres de Cs est V3 = {7}. Notez que la va-
riable 4 est une variable propre de Cy et appartient
aux séparateurs So, Sy et Ss. Le sous-probléme Ps a
pour variables {5,6,7} et comme fonctions de coits
{ws 7, ws,7,wr}. Py est le probléme complet.

Un algorithme de recherche peut exploiter la pro-
priété précédente pour autant qu'un ordre des va-
riables adapté soit utilisé : les variables d’un cluster C,
quelconque doivent étre instanciées avant les variables
restantes dans ses clusters fils. Dans ce cas, pour tout
cluster Cy € Fils(C.), une fois le séparateur Sy af-
fecté, le sous-probléme Py conditionné par I'affectation
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courante Ay de Sy (notée Py/Ay) peut étre résolue a
I'optimalité indépendemment du reste du probleme.
Le codt optimal de Py/Ay peut alors étre enregistré
avec pour conséquence qu’il ne sera jamais plus ré-
solu pour cette affectation du séparateur S¢. Ainsi, des
algorithmes tels que BTD ou AND-OR graph search
sont capables d’avoir une complexité temporelle expo-
nentielle seulement dans la taille du plus grand cluster.

Dans [9], lalgorithme BTD exploite de minorants
produits par le maintien d’une propriété de cohérence
locale pondérée. Pour tout cluster C,, une fonction
de coiit constante (d’arité nulle) spécifique au cluster
(notée wg) est utilisée. Elle peut étre incrémentée par
le mécanisme de filtrage par cohérence locale et ainsi
fournir pour chaque cluster un minorant du cotit d’une
solution optimale. Au dela d’un meilleur élagage, ceci
permet également d’éviter de résoudre systématique-
ment les sous-problemes a l'optimalité en transmet-
tant une exigence de coit maximum (un majorant)
pour chaque sous-probleme P;. Pour P;, au départ, le
colit de la meilleure solution connue définit le majorant
initial cub; . Il faut ensuite améliorer ce cotit. Si I'on
considére un cluster arbitraire Cy, fils de C avec un
majorant associé cub., le majorant du sous-probleme
Py est obtenu est en soustrayant de cub, les minorants
associés a tous les autres clusters fils de C,. Ainsi, des
minorants plus forts sur les autres sous-problemes in-
duit un majorant plus fort pour le probleme courant.

Du fait de ce majorant initial, 'optimum de Py n’est
pas nécessairement calculé mais un minorant est tou-
jours obtenu. Ce minorant et son éventuelle optimalité
sont enregistrés dans LBp, /4, et Optp, 4, . lls sont
initialement fixés respectivement a 0 et fauz.

Pour un élagage amélioré et de meilleurs majo-
rants, BTD utilise le maximum du minorant wg
(fourni par la cohérence locale) et du minorant
enregistré (LBp,/4,). Les minorants enregistrés ne
peuvent étre utilisés que lorsque le séparateur Sy



est totalement instancié par l'affectation courante
A. Ceci permet récursivement de définir le mino-
rant utilisé dans [9] comme [b(P./A) = w§ @
Dec, e Fitsc.) max(1b(Pr/A), LBp ja;)-

Exemple 2 Dans l’exemple 1, les variables {1,2,3,4}
de Cy sont affectées en premier, en utilisant
par exemple [heuristique d’ordonnancement dy-
namique min domain/max degree. Soit A =
{(4,a),(1,a),(2,b),(3,b)} Uaffectation courante. Le
filtrage par la cohérence locale EDAC [10] sur Py/A
produit wy = 2, wy = wi = Lwd = w) = 0, indui-
sant Ib(P1/A) = D¢, cc Wy = 4 étant donné qu’aucun
minorant n’a encore €té enregistré.

Ensuite, le sous-probléme Py/{(4,a)} et Py/{(4,a)}
sont résolus de facon indépendante et les solu-
tions optimales correspondantes sont mémorisées dans
LBp,jqaay = L LBpy/{(a)} = 2, OPlryjjaa) =
Optp,/{(4,a)y = vrai (aucun solution n’étant connue,
aucun majorant n’est défini). Une premiére affectation
complete de cott wlz S5 LBPZ/{(4,a)} © LBP4/{(47,1)} =5
est obtenue.

L’algorithme BTD ainsi défini a une complexité
temporelle qui, dans le pire des cas, est exponen-
tielle dans la taille du plus grand cluster moins un,
un nombre aussi appelé largeur d’arbre de la dé-
composition arborescente (C,T). Sa complexité spa-
tiale est, dans le pire des cas, exponentielle en s ou
s = maxc,ec |Se|, taille du plus grand séparateur [9].

4 Poupées russes et décomposition arbo-
rescentes

L’algorithme original des poupées russes (RDS) [23],
a été introduit en 1996, alors qu’aucune cohérence lo-
cale pour les CSP pondérés n’avait été définie. Son
mécanisme de base a été élaboré pour construire des
minorants forts a partir de minorants plus faibles en
utilisant une recherche arborescente. L’application de
RDS consiste a résoudre n sous-problémes imbriqués
d’un probléme initial P avec n variables. Etant donné
un ordre des variables statique, RDS commence par
résoudre le sous-probleme défini par la derniere va-
riable seule. Ensuite, il inclut la variable précédente
dans l'ordre et résout le sous-probleme avec deux va-
riables. Ce processus est répété jusqu’a la résolution
compléte du probléeme. Chacun des sous-problemes est
résolu avec un algorithme de type DFBB utilisant un
ordre statique des variables suivant ’ordre de la dé-
composition en sous-problemes imbriqués. Le mino-
rant amélioré utilisé dans ’algorithme DFBB est ob-
tenu en combinant le minorant faible fourni par "Par-
tial Forward Checking” (similaire au filtrage par cohé-

rence de noeud [15]) avec Uoptimum du sous-probleme
résolu a l’étape précédente par RDS.

Nous nous proposons d’exploiter le principe de RDS
en s’appuyant sur une décomposition arborescente
(RDS-BTD). La principale différence avec RDS réside
dans le fait que ’ensemble des sous-problemes réso-
lus est défini par une décomposition arborescente en-
racinée (C,T) : RDS-BTD résout |C| sous-probléme
ordonnés par un parcours en profondeur de 7', démar-
rant aux feuilles jusqu’a la racine leDS = P.

Nous définissons PRPS comme le sous-probleme dé-
fini par les variables propres de C¢ ainsi que par celles
de tous ses clusters descendants dans T et par les
fonctions de cotit impliquant uniquement des variables
propres de ces clusters. PeRDS n’a aucun fonction de
cout impliquant une variable de S., le séparateur avec
son cluster pere, et ainsi son cout optimal est un mino-
rant de P, conditionné par n’importe quel affectation
de S.. Ce cout optimal sera donc noté LBgeDS

Chaque sous-probléme PERDS est résolu par BTD
et non par DFBB. Ceci permet d’exploiter la dé-
composition et la mémorisation de minorants ef-
fectuée dans BTD, offrant ainsi une complexité
asymptotique améliorée. Le minorant exploité peut
alors s’appuyer sur les minorants LBIPJ‘eDS déja cal-
culés sur des clusters déja explorés, sur les mi-
norants fournis par la cohérence locale et sur les
minorants enregistrés par BTD!. Le minorant cor-
respondant & l'affectation courante A est main-
tenant défini de fagon récursive par Ib(P./A) =
wi ® D, e Fils(c,) max(1b(Py/A), LBp, /a,, LBEPS),
qui est évidemment plus fort.

Dans BTD, la mémorisation n’est effectuée que
lorsque les séparateurs sont completement affectés
alors que PRPS ne contient pas les variables du sé-
parateur S.. Nous affectons donc S, avant de résoudre
PeRDS en utilisant les valeurs totalement supportées
(full support) fournies par EDAC [10]? de chaque va-
riable comme des valeurs temporaires utilisées unique-
ment pour la mémorisation. Une approche alternative
consisterait a mémoriser les minorants d’affectations
partielles mais ceci nécessiterait un mécanisme de mé-
morisation complexe, a considérer dans des travaux
futurs.

L’avantage de I'utilisation de BTD réside aussi dans
le fait que les minorants enregistrés peuvent aussi
étre exploités dans les itérations suivantes de RDS-

1En fait, du fait que le filtrage par cohérence locale peut
déplacer des coiits entre les clusters, le minorant LB]%DS doit

étre ajusté. Ceci est rendu possible par lutilisation de la
structure de données AW introduite dans [9] en soustrayant

®ics, maxaen; AW/ (a)).
2Une valeur a € D; totalement supportée vérifie w;(a) = 0 et
Ywg € W with i € 5,3t € £(S) with t[i] = a tel que wg(t) = 0.
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F1a. 2 — Résolution récursive des sous-problemes relaxés issus de la Figure 1 par RDS-BTD.

BTD. Cependant, un optimum mémorisé par BTD
pour un sous-probleme P; alors que PSRDS était résolu
n’est plus nécessairement un optimum de p?I?S si

ere(e)
une fonction de cotit existe entre Py et les variables
de CPére(e)' De ce fait, a chaque itération de RDS-

BTD, apres la résolution de PGRDS, tous les drapeaux
Optp; /4, tels que SyNSe # & sont réinitialisés (line 4).
Exemple 3 Considérons ['exemple 1, RDS-BTD
traite successivement les sous-problemes P??DS, PQRDS,
PRDS | pRDS o pRDS — p, - PRDS contient seulement
la variable {7} et la fonction de coit {wr}. Avant de
résoudre PRPS, RDS-BTD affecte les variables {5,6}
du séparateur Sz a leur valeurs totalement supportées
({(5,a),(6,a)} ici). Quand PEPS est résolu, lopti-
mum de P3/{(5,a),(6,a)}, qui est égal a zéro car ws g
n’appartient pas a Ps, est enregistré et peut étre réuti-
lisé lors de la résolution de Py. Quand PRPS est ré-
solu, Voptimum de Ps/{(4,a),(9,a),(10,a)}, qui est
également nul, est enregistré. Dans ce cas, du fait que
la variable 4 appartient a S5 N Sy et puisque P4RDS
ne contient pas wa 11, cet optimum enregistré n’est
en fait qu’un minorant pour les itérations suivantes
de RDS-BTD. De ce fait, nous fizons les booléens
Optp, /{(4,a),(9,a),(10,a)} @ fauz avant de résoudre Py.

Les optima obtenus sont LBESDS = LBIPD{SDS = 0,
LBIP%DS = LB§4DS =1cet LBEIDS = 5, Uoptimum de
Py.

Dans cet exemple simple, pour une affectation ini-
tiale vide A = &, on obtient un minorant lb(P, /@) =
LBPZRDS &) LBP4RDS = 2 au lieu de 0 pour BTD (en
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faisant Uhypothése que la cohérence locale EDAC est
utilisée en pré-traitement et qu’aucun majorant initial
n’est fourni).

Le pseudo-code de l'algorithme RDS-BTD est pré-
senté ci-aprés comme l'algorithme 1. L’algorithme
BTD utilisé est le méme que dans [9] si ce n’est pour
le fait qu’il exploite le minorant RDS amélioré défini
ci-dessus. Nous faisons I'hypothése que la résolution
de PRPS avec une affectation initiale A du séparateur
S. et un majorant initial cub, obtenu par BTD est
efféctuéé par 'appel & BTD(PRPS, A, V., cub,).

RDS-BTD appelle BTD pour résoudre chaque sous-
probleme PRPS (ligne 3). Un majorant initial pour
PeRDS est déduit du majorant global et des minorants
RDS disponibles (ligne 1). Comme expliqué ci-dessus,
les variables de S, sont affectées a leurs valeurs to-
talement supportées a la ligne 2 . L’appel initial est
simplement RDS-BTD(P). Il suppose que le probleme
PRDS — P est déja localement cohérent et retourne
son colit optimal.

Notez que deés qu’une solution de PeRDS ayant
le méme colit optimal que Ib(PRPS/z) =
GacfeFils(Ce) LBPfRDS est trouvée, la recherche
s”arréte.

Les complexités temporelles et spatiales de RDS-
BTD sont celles de BTD. Notez que sans mémori-
sation, en utilisant uniquement un filtrage par cohé-
rence de nceud et une décomposition induite par un
pseudo-arbre (avec un cluster pour chaque variable
et un ordre statique des variables), RDS-BTD est
équivalent & lalgorithme Pseudo-Tree RDS [14]. Si



Algorithm 1: RDS-BTD algorithme

Function RDS-BTD(PEPS) : [0, +oc]

foreach C € Sons(C.) do RDS-BTD(PFP%) ;

cub, := cuby — Ib(P/@) + Ib(PEPS /o)

Soit A l'affectation de S. a des valeurs totalement

supportées;

LBRPS .= BTD(PRPS, A, V., cube) ;

foreach C; descendant de Ce t.q. Sy NSe # @ do

LFixer a fauz les Optpf /4 enregistrés, pour tout
A€ l(Sy) ;

return LB}P§€DS ;

de plus, nous restreignons l'algorithme a 'utilisation
d’une décomposition arborescente spécifique (C,T)
telle que |C| = n,Ve € [1,n],C. = {1,...,e}, et
Ve € [2,n], Pére(C.) = C._1, alors BTD-RDS se ré-
duit & RDS.

5 Résultats expérimentaux

Nous avons codé DFBB, BTD, RDS-BTD, et RDS
dans toulbar2 un solveur C++ de CSP pondérés3.
A Tintérieur des clusters, I’heuristique dynamique de
choix de variable min domain / maz degree est uti-
lisée (par BTD et RDS-BTD) et par DFBB, les ex-
aequo sont classés par les colits unaires maximum.
Cette heuristique est modifiée par une heuristique de
type "conflict back-jumping” comme cela est proposé
dans [16]. Durant la recherche, un niveau de cohé-
rence locale EDAC [10] est maintenu & chaque étape.
RDS s’appuie sur la cohérence de nceud [15] seulement.
Les décompositions arborescentes sont construites par
Iheuristique "Maximum Cardinality Search” (MCS),
en utilisant le plus grand cluster comme racine (ex-
cepté pour le probléme scen07). A partir de la dé-
composition arborescente fournie par MCS, nous avons
dérivé des décompositions arborescentes alternatives
définies par une taille de séparateur maximum .4
comme cela est proposé dans [13] : en partant des
feuilles de la décomposition, nous fusionnons un cluster
avec son pere si la taille du séparateur dépasse Spqz-
Un ordre des variables compatible avec la décomposi-
tion arborescente enracinée exploitée est utilisé pour
Iétablissement de la cohérence locale DAC [6] ainsi
que par RDS.

Les minorants enregistrés (et si disponibles, four-
nis par RDS) sont exploités par le filtrage par cohé-
rence locale dés que le séparateur correspondant est
totalement affecté. Si le minorant enregistré est op-
timal ou supérieur au minorant fourni par EDAC, le

3https ://mulcyber.toulouse.inra.fr/projects/toulbar2 ver-
sion 0.8.

sous-probleme (P,./A.) correspondant est déconnecté
du filtrage par cohérence locale et la différence posi-

tive entre les minorants est ajoutée au minorant du

S Pére(c . X
cluster pere (wgy ( e)), conduisant & de nouveaux

effacements de valeurs par cohérence de noeud.

Toutes les méthodes s’appuient sur un schéma de
branchement binaire. Si d > 10, le domaine ordonné
est coupé en deux parties (autour de la valeur cen-
trale) sinon, la variable est affectée & son support com-
plet ou cette valeur est retirée du domaine. Dans les
deux cas, la branche contenant la valeur support com-
plet est explorée en premier, excepté pour RDS et les
méthodes dérivées de BTD qui choisissent en priorité
(si elle existe) la branche qui contient la valeur de la
derniere solution trouvée. Sauf mention précise, aucun
majorant initial n’est fourni. Les temps CPU présen-
tés correspondent au temps nécessaire pour trouver
une solution optimale et prouver son optimalité.

5.1 Affectation de fréquences

Parmi les différentes instances du CELAR [2] qui
peuvent étre décrites comme un CSP pondéré bi-
naire, nous avons sélectionné deux instances difficiles :
scen06 and scen07. L’instance scen07 a été réduite
par différentes régles de prétraitement (filtrage des do-
maines par singleton EDAC, par les regles de domi-
nance proposées par Koster [8], élimination des va-
riables de degré faible) conduisant & une instance ol
n =162, d = 44 et e = 764. La décomposition arbores-
cente utilisée a un s,,,, = 3 et une largeur d’arbre de
53. Un majorant initial (354008) a été fourni & toutes
les méthodes. Ce majorant et la solution correspon-
dante ont été trouvés par un algorithme de type DFBB
utilisant un mécanisme de type "Limited Discrepancy
Search”. Cette solution est également utilisée par RDS-
BTD comme choix de valeur initial (les performances
de DFBB et BTD sont dégradées par ce choix). Le
cluster racine a été choisi sur la base du "First Fail
Principle” (cluster de cotlit optimal maximum). BTD et
RDS-BTD trouvent 'optimum de 343592 et prouvent
Poptimalité en respectivement 6 et 4.5 jours (amélio-
ration de 26% pour RDS-BTD) sur un processeur a
2.6 GHz équipé de 32GB de mémoire. BTD a enregis-
tré 90528 minorants (20% de 1’espace des affectations
de séparateurs) comparés aux 29453 (6.4%) mémori-
sés par RDS-BTD. DFBB n’a pas terminé en 50 jours.
C’est la premiere résolution avec preuve d’optimalité
de ce probleme ouvert depuis plus de 10 ans.

Nous avons aussi résolu 'instance scen06 (100 va-
riables avec une largeur d’arbre de 11) sans aucun pré-
traitement ni majorant initial. BTD et RDS-BTD ont
pris 221 et 316 secondes respectivement pour trouver
Poptimum et prouver l'optimalité. Ils ont respective-
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ment enregistré 5633 et 7145 minorants malgré le fait
que la taille des séparateurs n’ait pas été restreinte (on
observe un $;,q; = 8). DFBB a pris 2588 secondes et
RDS n’a pas terminé en 10 heures.

5.2 Sélection de Tag SNP

Ce probleme apparait en génétique et analyse du
polymorphisme. Les SNP (ou Single Nucleotide Poly-
morphism, prononcé snip) sont des variations ponc-
tuelles dans le génome d’individus d’une méme es-
pece. Il se caractérise par une altération d’un seul nu-
cléotide (A,T,C,or G) dans la séquence. Par exemple,
un SNP peut changer la séquence D’ADN AAGGCTAA
en ATGGCTAA. Pour qu’une variation soit considérée
comme un SNP, elle doit apparaitre dans au moins
1% de la population considérée. Dans les trois milliards
de nucléotides que compte le génome humain, on dé-
nombre plusieurs millions de SNP. Ils expliquent jus-
qu’a 90% de toutes les variations génétiques humaines,
notamment une partie du risque héritable de maladies
communes ainsi que la susceptibilité de réponses aux
pathogenes, produits chimiques, médicaments vaccins
et autres agents.

Le probleme TagSNP est une forme de compression
d’information avec perte consistant a sélectionner un
sous-ensemble de SNP tel que les SNP sélectionnés
(appelés tag SNP) capturent l’essentiel de l'informa-
tion génétique. Le but est de capturer un ensemble de
petite taille le plus informatif possible afin de rendre
possible le criblage et 'analyse statistique d’une po-
pulation de grande taille [12].

La mesure de corrélation 72 entre une paire de SNP
peut dans un premier temps étre déterminée sur une
petite population. Un tag SNP est considéré comme
“représentatif” d’'un autre SNP si les deux SNP sont
suffisamment corrélés. Le probleme de sélection de tag
SNP le plus simple consiste a sélectionner un nombre
minimum de tag SNP de facon a ce que tous les SNP
soient représentés. Ceci est capturé par le fait que la
mesure 2 entre deux SNP est supérieure & un seuil
0 (souvent fixé & 6 = 0.8 [4]). Nous considérons donc
un graphe dans lequel chaque sommet est un SNP et
ol les arétes sont pondérées par la mesure 72 entre
les SNP des sommets. Les arétes dont le seuil est plus
petit que 6 sont supprimées. Le graphe filtré ainsi ob-
tenu peut avoir plusieurs composantes connexes. Le
probleme TagSNP se réduit alors a un probléeme de
couverture d’ensemble (set covering, NP-dur) sur cha-
cune des composantes. Cette formulation simple du
probléme a été étudiée avec de bons résultats dans [1]
via le compilateur c24 .

En pratique, le nombre de solutions optimales peut
étre tres important et les outils spécialisés du domaines
tel que FESTA [18], (en s’appuyant sur deux algo-
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rithmes incomplets), optimisent, en plus du nombre
de tagsnp selection, des critéres secondaires : Entre
deux tag SNP, une mesure r2 faible est préférée afin
de maximiser la dispersion des tag SNP. Entre un non
tag SNP et un de ses représentants, une mesure 2 éle-
vée est préférée afin de maximiser la représentativité
de la sélection de tag SNP effectuée.

Pour un graphe connexe donné G = (V, E), nous
construisons un WCSP binaire avec des cotits entiers
capturant le probleme TagSNP avec les criteres secon-
daires précédents. Pour chaque SNP ¢, deux variables
is et 1,, sont introduites. 75 est une variable booléenne
indiquant si le SNP est sélectionné comme tag SNP
ou non. Le domaine de i, est formé par I’ensemble des
voisins de ¢ complété avec ¢ lui-méme. Il indique le tag
SNP qui est chargé de représenter i. Pour un SNP 4,
des fonctions de cotit dures (avec des cotts nuls ou infi-
nis) établissent le fait que is = (i, = 7). Des fonctions
de colit dures similaires établissent (i, = j) = js avec
les SNP j voisins dans G. Une fonction de cotit unaire
sur chaque variable ¢5 produit un cott élémentaire U
si la variable est a vrai. Le WCSP résultant capture
déja le probleme de couverture d’ensembles pur défini
par le probleme TagSNP.

Pour prendre en compte le critere de représenta-
tivité, une fonction de colt unaire est associée avec
chaque variable 4, . Si i, # i, elle génére un colit non

—r2.
nul égal a UOO.1 11}“]. Pour capturer la dispersion
entre tag SNPs i et j, une fonction de cotut binaire
entre les booléens is et js est introduite. Elle produit

2

un cofit de LlOO.T{’_;eJ lorsque iy = j; = wvrai. Le
WCSP ainsi obtenu capture simultanément les criteres
de dispersion et de représentativité. Afin de garder a
ces criteres leur caractere secondaire, nous utilisons
simplement une valeur de cotit U (le cotit de sélection
d’un SNP) suffisamment grande. En pratique, supé-
rieur a la somme des critére secondaire et primaire
dans l'instance considérée.

Ce probléme est similaire & un probléme de couver-
ture d’ensembles (set covering) mais avec des coiits
additionnels binaires (quadratiques). Ces critéres sont
ignorés par [1]. Dans cet article, c2d donne une re-
présentation compacte de I’ensemble des solutions du
probléeme de couverture simple, mais le nombre de so-
lutions optimales est si grand (typiquement supérieur &
des milliards) que 'application des critéres secondaires
a des solutions générées par c2d serait trop cotiteuse.
Comme le mentionnent les auteurs dans leur conclu-
sion, une compilation directe des criteres secondaire
dans le d-DNNF ne semble pas immédiate. Elle né-
cessiterait une reformulation du probléeme sous forme
MaxSAT.

Les instances considérées dérivent de données ob-
tenues sur chromosome humain numéro 1, aimable-
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ment fournies par Steve Qin [18]. Deux valeurs de seuil,
0 = 0.8 et 0.5 ont été essayées. Pour § = 0.8, une valeur
usuelle dans le domaine, 43251 composantes connexes
ont été identifiées parmi lesquelles nous avons sélec-
tionné les 82 plus grandes. Ces problemes, qui incluent
de 33 a 464 SNP, définissent des WCSP avec des tailles
de domaine entre 15 et 224. Ces instances sont rela-
tivement faciles. Leur résolution a ’optimalité sélec-
tionne 359 tag SNPs en 2h37’ au lieu des 487 SNP
sélectionnés en 3’ par FESTA (en mode greedy), soit
21% d’amélioration. En mode hybride, FESTA sélec-
tionne 370 tag SNP en 39h17’ soit un modeste gain de
3% dans notre cas, mais avec une amélioration d’un
facteur 15 en temps.

Afin d’obtenir des probléemes plus difficiles, nous
avons abaissé le seuil 8 a 0.5. Ceci défini 19, 750 com-
posantes connexes parmi lesquelles 516non triviales
sont résolues par FESTA par approches incompletes.
Nous avons sélectionnées les 25 plus grandes. Ces ins-
tances contiennent de 171 & 777 SNP et ont une densité
d’aréte qui varie entre 6% et 37%. Elles définissent des
instances WCSP dont la taille des domaines varie entre
30 et 266 et contenant de 8000 a 250, 000 fonctions de
couts. La décomposabilité de ces problemes, estimée
par le ratio entre la largeur d’arbre d’une décomposi-
tion fournie par MCS (S;az = +00) et le nombre de
variables, varie de 14% a 23%.

Tous les problemes ont été traités avec un majo-
rant initial fourmi par FESTA (mode greedy). L’éxpe-
rimentation a été réalisé sur machine équipée de CPU
a 2.8 Ghz et 32 GB de RAM. Pour mettre en valeur
I'importance de 1'utilisation d’une taille de séparateurs
bornée (via S$pmaz ), nous avons considéré des valeurs de
Smaz allant de 0 (DFBB), 4, 8, 12, 24, 32 & 400 pour
les algorithmes BTD et RDS-BTD. Nous présentons le
nombre de probléemes résolus dans une limite de temps

de deux heures ainsi que le temps CPU global utilisé
(une instance non résolue comptant pour deux heures).
RDS présentant de mauvaises performances, les résul-
tats correspondants ne sont pas présentés.

En utilisant $,,,; = 4, notre implémentation amé-
liore le taux de compression de FESTA-greedy par un
rapport de 15% (en sélectionnant 2952 tag SNP au lieu
de 3477 pour les 516—13 instances résolues). Notez que
la différence en temps CPU entre BTD et RDS-BTD
augmenterait si une plus grande limite de temps était
utilisée. D’un point de vue pratique, le critere utilisé
dans le probleme TagSNP pourrait étre raffinée en-
core en incluant des informations variées : informations
d’annotation de séquences (e.g. préférant les tag SNP
apparaissant dans les génes), mesure entre triplets de
SNP comme proposé dans [1] (SNP couverts par des
paires de tag SNP). Les bonnes performances de RDS-
BTD pourraient permettre de résoudre ces problemes
avec un seuil réaliste de § = 0.8.

La Figure 4 représente, pour chaque instance (f =
0.5) résolue au moins une fois lors des expérimenta-
tions précédentes, I’évolution individuelle du ratio lar-
geur d’arbre de la décomposition sur taille du probleme
en fonction de 8,4, Le succes de la résolution (preuve
d’optimalité obtenue dans le temps imparti) est maté-
rialisé par un trait continu, a l'inverse les échecs sont
représentés par des pointillés. L unique résolution de
Iinstance "17034” (Smax=4), est représentée par un
carré gris.

Ainsi, on retrouve individuellement les 12 instances
résolues pour S,,q, = {4, 8}, mais il est intéréssant de
noter que la nature des instances cloturées sont lége-
rement différentes. L’instance ”17034” est résolue uni-
quement a S;,q.:=4%4, ce qui est compensé par I'instance
7143597 , qui est résolue sur l'intervalle 8 et 12. Au
total, 13 instances sont cloturées sur l’ensemble des
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expérimentations. Une diminution importante dans la
largeur d’arbre de décomposition est souvent corrélée
au succes de la résolution du probléme.

Pour la majorité des instances étudiées, reflétant
la structure des problémes, les courbes montrent une
zone de décroissance importante pour Spmq. € [0, 8],
qui est sans doute a l'origine des bons résultats ob-
tenus. La diminution de la largeur d’arbre est ensuite
plus faible. Elle atteint progressivement (S,,q, > 12),
un plateau de pente faible, qui tends asymptotique-
ment vers le ratio associé a la décomposition compléte
du probleme. Cette zone des courbes est souvent as-
sociée a un échec dans les expérimentations. Ainsi par
exemple, 'instance 15757 est résolue pour des valeurs
de spmar de 4, 8, 12 et 24 avec respectivement des temps
de 514, 7, 299 et 3810 secondes. Sur le plan de la dé-
composition, le ratio de largeur d’arbre passe de 0,63
pour Syar=4 a 0,30 pour S;,qx = 8 €t Sypae = 12 pour
enfin avoisiner 0,2 a S, = 24. La résolution de 'ins-
tance est optimale & $,,, = 8. Le cas de cette instance
n’est pas isolé. Comme le montre la Figure 3, la plupart
des instances résolues présentent une valeur $,,q. 0p-
timale pour la résolution. Cette situation correspond,
probablement, & un bon compromis entre gains issus
de la décomposition et pertes liées a une diminution
dans la liberté de ’ordre de choix des variables.
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6 Conclusion

L’exploitation pratique de décompositions arbores-
centes pour résoudre des problemes d’optimisation
combinatoire qui ont une structure n’est pas tou-
jours immeédiate. Les problemes d’optimisation défi-
nissent de fagon explicite un critere global qui doit
étre optimisé sur ’ensemble de I'instance. En résolvant
des sous-problémes conditionnellement indépendants,
les algorithmes exploitant une décomposition arbores-
cente des problemes perdent la vision globale sur le
critere en exploitant des bornes locales assez faibles.
En fournissant des minorants forts pour chacun des
sous-problemes, ’approche des poupées russes permet
d’injecter une information plus globale dans chaque
résolution de sous-probléme au travers d’un majorant
initial renforcé, évitant ainsi nombre de résolution in-
utiles et menant a une efficacité accrue.

Au dela, nos expérimentations montrent que, méme
sur des problémes ayant une structure forte, il est sou-
vent profitable et parfois indispensable de restreindre
la décomposition en bornant la taille des séparateurs.
La théorie nous indique que la taille des séparateurs
influe sur la complexité spatiale d’algorithmes tels que
BTD ou RDS-BTD, mais méme lorsque la taille des
séparateurs n’est pas restreinte, aucun des instances



considérées dans nos tests n’a pu épuiser la mémoire
disponible. En pratique, 'amélioration en efficacité
est d’abord explicable par la liberté supplémentaire
dans I'ordonnancement des variables rendue possible
par la fusion de clusters. Cette observation est cohé-
rente avec les conclusions de [13]. On notera aussi que
le nombre d’instanciations possibles d’'un séparateur
crolt exponentiellement avec sa taille. Plus le sépara-
teur est grand, et plus la probabilité qu'un minorant
mémorisé serve & nouveau devient faible : la mémori-
sation est sans doute surtout utile dans les séparateurs
de petite taille.

Concernant notre algorithme, la synergie entre RDS
et BTD pourrait étre améliorée en autorisant BTD a
mémoriser des minorants associés a des instanciations
partielles des séparateurs. Cela permettrait de réduire
encore les recherches redondantes entre itérations suc-
cessives de RDS-BTD et serait également profitable
dans une stratégie d’approfondissement itératif (itera-
tive deepening) comme cela a été proposé dans [3].

Dans nos tests, le seuil $,,4, a été appliqué de facon
uniforme & toutes les instances. Il reste a étudier a quel
point un ajustement de ce seuil par instance, en pre-
nant en compte la taille des séparateurs existants dans
le probleme et les variations de largeur d’arbre qu’ils
peuvent induire, pourrait améliorer les performances
de lalgorithme.
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Abstract

Ce papier traite du probleme de comp-
tage du nombre de solutions d'un CSP, dénoté
#CSP. Ce probleme tres difficile a de nom-
breuses applications en informatique, en par-
ticulier en Intelligence Artificielle, et aussi en
physique statistique. Des progrées récents ont
été fait par des méthodes de recherche, telle
que BTD [16], qui exploitent la structure du
graphe de contraintes dans le but de résoudre
des CSPs efficacement. Nous proposons d'adap-
ter BTD pour résoudre le probleme #CSP. La
méthode de comptage exacte résultante a dans
le pire des cas une complexité temporelle ex-
ponentielle en un paramétre graphique spéci-
fique appelé largeur d’arbre. Pour des problemes
ayant un graphe peu dense mais une grande
largeur d’arbre, nous proposons une méthode
itérative qui approche le nombre de solutions
en résolvant une partition de |'ensemble des
contraintes en une collection de sous-graphes
partiels triangulés. Sa complexité temporelle est
exponentielle en la taille de la plus grande clique
(aussi appelé clique number) du probléme d’ori-
gine, taille qui peut étre beaucoup plus petite
que la largeur d’arbre. Des expérimentations sur
des problémes aléatoires CSP structurés et des
benchmarks SAT montrent |'efficacité pratique
de nos approches.

1 Introduction

Le formalisme des problemes de satisfaction
de contraintes (CSP) offre un cadre général
pour représenter et résoudre de nombreux pro-
blemes. Déterminer si une solution existe est
un probleme NP-complet. Un probléeme plus
difficile encore consiste a compter le nombre de
solutions. Ce probleme noté #CSP est connu
pour étre #P-complet [26]. Ce probleme a de
nombreuses applications en informatique, en
particulier en TA, par exemple en raisonnement
approché [23], en diagnostique [19], en révision
de croyance [5], comme heuristique pour guider
la recherche d’une solution dans les CSPs [17],
ainsi que dans d’autres domaines en dehors de
I'informatique, tels que la physique statistique
[3] ou en biochimie pour la prédiction de struc-
tures de protéines [20].

Dans la littérature, deux principales ap-
proches ont été étudiées. D’un coté, les mé-
thodes calculant le nombre exact de solutions
et de lautre co6té des méthodes approchées.
Pour les méthodes exactes, 'approche natu-
relle est d’étendre les méthodes systématiques
telles que FC [15] ou MAC [24] dans le but
d’énumérer toutes les solutions. La complexité
est bornée par O(m.d") avec n le nombre de
variables, m le nombre de contraintes, et d la
taille maximum des domaines. Il est évident
qu’avec cette approche, plus il y a de solutions,
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plus cela prend du temps pour les énumérer.

Dans ce papier, nous sommes intéressés par
des méthodes de recherche arborescente qui ex-
ploitent la structure des probléemes, offrant de
meilleures bornes sur la complexité temporelle
et spatiale. C’est le cas du compilateur de for-
mules en logique propositionnelle en d-DNNF
[6] et de la recherche dans des graphes ET/OU
[8, 9] qui font tous les deux du comptage de
solutions.

Nous proposons d’adapter [’algorithme
Backtracking with Tree-Decomposition (BTD)
[16] & #CSP. BTD avait été initialement
proposé pour résoudre des CSPs structurés.
Notre modification sur BTD est similaire a
celle effectuée dans le cadre de la recherche
ET/OU [8, 9]. Cependant BTD utilise la
notion d’arbre de décomposition de clusters au
lieu d’un pseudo-arbre, ce qui conduit natu-
rellement BTD a utiliser un ordre dynamique
de choix de variables a l'intérieur des clusters,
tandis que la recherche ET/OU utilise plutot
un ordre statique.

La plus part du travail réalisé sur le comp-
tage a été fait sur #SAT, le probleme de comp-
tage de modeles associé a SAT [26]. Les mé-
thodes exactes pour #SAT étendent les résol-
veurs SAT systématiques, en ajoutant une ana-
lyse des composants [2] et de la mémorisation
[25] pour améliorer les performances.

Les approches qui réalisent une approxima-
tion proposent une estimation du nombre de
solutions. Elles proposent des algorithmes en
temps polyndémial ou exponentiel qui doivent
fournir des approximations de qualité raison-
nable avec des garanties théoriques sur la qua-
lité de I'approximation ou non. De méme que
pour les méthodes exactes, les principaux tra-
vaux sur les méthodes d’approximation ont été
fait sur #SAT. Ces approches effectuent soit
un échantillonnage dans ’espace de recherche
d’origine [27, 12, 10, 18], soit dans l'espace de
recherche ET/OU [11]. Toutes ces méthodes, a
I'exception de [27] procurent un minorant pro-
babiliste du nombre de solutions avec un in-
tervalle de confiance tres resserré obtenu par
des affectations aléatoires des variables jus-
qu’a trouver des solutions. Un inconvénient
possible de ces approches est qu’elles peuvent
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ne trouver aucune solution dans le temps de
calcul imparti a cause du fait qu’elles ren-
contrent uniquement des affectations partielles
incohérentes. Pour des problemes complexes
de grande taille, cela conduit & des minorants
du nombre de solutions nuls. Pour tenter de
remédier & ce probleme, il faut alors réaliser
un réglage délicat des parametres de ces mé-
thodes, par exemple en changeant le nombre
d’échantillons. Une autre approche consiste a
réduire ’espace de recherche en ajoutant par
exemple des contraintes XOR [13, 14]. Cepen-
dant, I'ajout de ces contraintes n’assure pas
que le probleme soit plus facile a résoudre.
Dans ce papier, nous proposons de relaxer le
probléeme de comptage en effectuant un par-
titionnement des contraintes en une collec-
tion de sous-problemes structurés triangulés.
Chaque sous-probleme est alors résolu en uti-
lisant notre version modifiée de BTD. Cette
tache devrait étre relativement facile si 1'ins-
tance originale a un graphe peu dense'. Fina-
lement, une approximation du nombre de solu-
tions du probleme complet est obtenue en com-
binant les résultats obtenus pour chaque sous-
probléeme. La méthode d’approximation résul-
tante, appelée ApproxBTD par la suite, donne
aussi un majorant trivial du nombre de so-
lutions. Les résultats expérimentaux montrent
qu’une telle approche est intéressante pour sa
rapidité et la qualité de son approximation.
D’autres méthodes de comptage fondées sur
des relaxations ont été étudiées dans la littéra-
ture, telle que ’élimination de variables appro-
chée et la propagation itérative dans un graphe
de jointure [17], ou bien dans le contexte voi-
sin de l'inférence Bayésienne, la propagation de
croyance itérative et la méthode de suppression
d’arétes [4]?. Ces approches ont le défaut de ne

1En fait, cela dépend de la largeur d’arbre des sous-
problémes, qui est bornée par la taille de la plus grande
clique dans le probléeme complet. Dans le cas de graphes
peu denses, nous nous attendons a ce que cette taille
soit petite, ce qui est montré dans nos expérimenta-
tions. En pratique, notre méthode d’approximation ne
sera efficace que si le CSP a résoudre ne contient pas
de contraintes globales.

2Cette méthode commence par résoudre un sous-
probléme structuré en poly-arbre, par la suite aug-
menté par la restauration d’arétes supprimées, jus-
qu’a au final résoudre le probléeme complet. A 1’in-



pas exploiter la structure locale (aussi appelée
micro-structure) des instances comme c’est le
cas pour BTD, grace a son emploi d’une cohé-
rence locale et d'un ordre de choix de variables
dynamique au sein des clusters.

Dans la section suivante, nous introduisons
les notations et rappelons les principes de I’al-
gorithme BTD. La section 3 décrit notre ver-
sion modifiée de BTD. Dans la section 4, nous
introduisons la méthode d’approximation Ap-
proxBTD. Des résultats expérimentaux sur des
CSPs aléatoires et des benchmarks SAT sont
présentés dans la section 5. Enfin, nous don-
nons une conclusion dans la section 6.

2 Préliminaires

Un probléme de satisfaction de contraintes
(CSP) est défini par un tuple (X,D,C, R). X
est un ensemble {z1,...,2,} de n variables.
Chaque variable z; prend ses valeurs dans
le domaine fini d,, de D. Les variables sont
soumises a un ensemble C' de m contraintes.
Chaque contrainte ¢ est définie comme un en-
semble {x.,,...,z. } de variables. Une rela-
tion 7. (de R) est associée & chaque contrainte
c telle que r. représente I'’ensemble des tuples
autorisés sur d, X --- X dg, . Notons que
nous pouvons également définir les contraintes
par des fonctions usuelles ou des prédicats,
par exemple. Etant donné ¥ C X tel que
Y = {x1,...,2%}, une affectation des va-
riables de Y est un tuple A = (vy,...,vg)
sur dg, X --- X dg,. Une contrainte c est sa-
tisfaite par A si ¢ C Y, (v1,...,05)[c] € 7e,
elle est dite wviolée sinon. Nous écrirons I’af-
fectation (v1p,...,vx) sous la forme plus ex-
plicite (1 <« wv1,...,z < vg). La structure
d’un CSP peut étre représentée par le graphe
(X,C), appelé le graphe de contraintes, dont
les sommets sont les variables de ’ensemble X
et il y a une aréte entre deux sommets s’il existe
une constrainte entre les variables correspon-
dantes.

Dans [16] une nouvelle méthode est pro-
posée pour résoudre les CSP. Cette méthode

verse, ApproxBTD commence directement avec un
sous-probléme triangulé pouvant étre plus grand que
le poly-arbre de la méthode précédente.

appelée BTD (pour Backtracking with Tree-
Decomposition) est une méthode énumérative
guidée par une décomposition arborescente du
graphe de contraintes. Une décomposition ar-
borescente [22] d'un graphe G = (X, E) est
une paire (C,7) avec 7 = (I, F) un arbre et
C ={C; : i € I} une famille de sous-ensemble
de X, tels que chaque cluster C; est un nceud
de 7 et vérifie : (1) UesC; = X, (2) Pour
chaque aréte {z,y} € E, il existe i € I avec
{z,y} C C;, (3) Pour tout i,j,k € I, si k est
sur le chemin de ¢ a j dans 7, alors C;NC; C C,.
La largeur d’arbre d’une décomposition arbo-
rescente (C,7) est égale & max;cs |C;| — 1. La
largeur d’arbre (tree-width) de G est la largeur
minimale sur toutes les décompositions arbo-
rescentes de G. Notons que trouver une décom-
position arborescente optimale est un probleme
NP-dur [1]. Cependant, nous pouvons facile-
ment calculer un bonne décomposition arbo-
rescente en utilisant la notion de graphes tri-
angulés. Une décomposition arborescente est
calculée par triangulation (i.e ajout d’arétes
au) du graphe de contraintes pour qu’il de-
vienne triangulé® afin d’y rechercher les cliques
maximales dans le graphe de contrainte trian-
gulé. La figure 1(b) présente une décomposi-
tion arborescente possible pour le graphe de

la figure 1(a). Nous avons C; = {x1, 2,23},
CQ = {562,1‘3,1134,.’135}, Cg = {.’L’4,£E5,5€6} et
Cy = {zs3,z7,28}, et la largeur d’arbre est

de 3. Dans la suite, a partir d’'une décompos-
tion arborecente, nous considérons un arbre en-
raciné (I, F) ou C; est la racine, nous note-
rons Fils(C;) Uensemble des clusters fils de C;
et Desc(Cj) Pensemble des variables qui ap-
partiennent a C; ou & un descendant Cj de
C; dans l'arbre enraciné en C;. Par exemple,
DeSC(Cg) =CoUC3 = {332, T3, T4,T5, .%‘6}.

La premiere étape de BTD consiste a calcu-
ler une décomposition arborescente du graphe
de contraintes. Cette décomposition arbores-
cente permet d’obtenir un ordre partiel sur
les variables permettant a BTD d’exploiter les
propriétés structurelles du graphe et de couper
dans ’arbre de recherche. En effet, les variables

3Un graphe est triangulé si chaque cycle de longueur
supérieur a quatre a une corde, i.e une aréte reliant
deux sommets non consécutifs dans le cycle.
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X

(a) (b)

Fic. 1 - (a) Un graphe de contraintes sur 8
variables. (b) Une décomposition arborescente
de ce graphe de contraintes.

sont affectées selon une recherche en profon-
deur d’abord & partir de la racine de la décom-
position. Autrement dit, nous affectons les va-
riables du cluster racine Cy, puis celles de Co,
celles de C3 etc...Par exemple, z1,29,...,Ts
est un ordre possible. De plus, la décomposi-
tion arborescente et l'ordre sur les variables
permettent a BTD de diviser le probleme P en
plusieurs sous-problemes. Etant donnés deux
clusters C; et C; (avec C; un fils de C;), le
sous-probléme enraciné en C; dépend de l'af-
fectation courante A sur C; N C;. On notera
ce sous-probleme P4 ¢, /c;. Son ensemble des
variables est Desc(C;). Le domaine de chaque
variable appartenant a C; N C; est réduit a sa
valeur associée dans A. Concernant 1’ensemble
des contraintes, il contient les contraintes qui
impliquent au moins une variable apparaissant
exclusivement dans C; ou un de ses descen-
dants. Considérons, par exemple, le CSP dont
le graphe de contraintes est donné par la fi-
gure 1(a). Chaque domaine est {a,b,c,d} et
chaque contrainte ¢;; = {x;,z;} a une relation
7e,; telle que x; # x;. Soit A = (w3 « b, x3 «
c), l'ensemble de variables de P4c,/c, est
Desc(Cy), (avec dy, = {b},dy, = {c} et dy, =
dyy = dyg = {a,b,c,d}) et son ensemble de
contraintes est {cas, 25, C34, €35, Ca5, Ca6, C56 }-
Nous définissons la notion de goods structu-
rels. Un good structurel de C; par rapport a
C, (avec C; un fils de C;) est I’affectation cou-
rante A sur C; NC; pouvant étre étendue sur le
sous-probleme P4 ¢, /c,. Par exemple, si nous
considérons affectation A = (xg < b, 23 < ¢)
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sur C; N Cy nous obtenons le good (A) grace
a DPaffectation sur Desc(Cq) défini par (zg «—
b,x3 « c,x4 < a,x5 — d,xg < b) satisfaisant
toutes les contraintes de Pgc,/c,. Dans un
premier temps cette affectation (A) est explo-
rée, puis lorsque son extension sur {4, 5, ¢}
est valide, (A) est enregistrée comme un good.
Ainsi, si durant la recherche, I'affectation A =
(xg «— byxs « c¢) est & nouveau étudiée,
la recherche n’explore pas le sous-probleme
P a,c, /c, car nous avons déja prouvé qu'il existe
une solution compatible avec A. Au contraire,
si aucune solution n’est trouvée pour une autre
affectation A’ sur P 4 ¢, c,, un nogood structu-
rel est alors enregistré. Ce nogood pourra étre
utilisé comme une nouvelle contrainte du pro-
bleme.

Dans la section suivante, nous définirons la
notion de good structurel pour le comptage,
qui est basée sur les mémes principes que les
goods et nogoods structurels.

3 Dénombrement de solutions avec
BTD

La méthode BTD est une adaptation de
BTD pour le comptage de solutions. Comme
pour BTD, la premiere étape de BTD consiste
a calculer une décomposition arborescente du
graphe de contraintes. Cette décompostion ar-
borescente induit un ordre partiel sur les va-
riables pour exploiter les propriétés structu-
relles du graphe et permettre d’élaguer 'arbre
de recherche. Tandis que BTD utilise la no-
tion de good, pour le dénombrement de solu-
tions nous utilisons la notion de #good. Le but
est de sauver le nombre de solutions des sous-
probléemes induit par la décomposition arbores-
cente. En effet, un # good de C; par rapport a
C; (avec C; un fils de C;) est une paire (A, nb)
ou A est une affectation C;NC; et nb le nombre
de solutions du sous-probleme P 4 ¢, /c,. Dans
I’exemple de la Section 2, si nous considérons
Paffectation A = (x4 < a, x5 «— d) sur C; N Cs
nous obtenons un #good (A, 2) car nous avons
deux solutions pour le sous-probleme P4 ¢, /c, -

BTD explore I'espace de recherche suivant
l’ordre des variables induit par la décomposi-
tion arborescente. Ainsi, on commence par les



Algorithme 1 : BTD(A, C;, Ve,) : entier

if V¢, = 0 then

if Fils(C;) = 0 then
| return 1

else

NbSol — 1
while F # () et NbSol # 0 do
Choisir C; in F
F—F-{C;}
if (A[C; NC;],nb) n'est pas un #good
dans P then
nb «— BTD(A,C;, Ve, — (Cincey))
enregistre le #good
(A[C; NCj],nb) de C;/C; dans P
NbSol «— NbSol X nb;
L. return NbSol

Choisir z € Vg,
NbSol — 0
d— dy
while d # 0 do
Choisir v dans d
d — d-{z}
1 if AU {z «— v} ne viole aucune ¢ € C then
NbSol — NbSol+BTD(A U {z «— v},
Ci, va{’*})

L return NbSol

variables du cluster racine C;. A l'intérieur du
cluster C;, on affecte une valeur a une variable,
on “backtrack” si une contrainte est violée. Ce
schéma peut étre amélioré avec le maintient de
I’arc consistance. Lorsque toutes les variables
de C; sont affectées, BTD calcule le nombre de
solutions du sous-probleme induit par le pre-
mier fils de C;, s’il en existe un. Plus générale-
ment, considérons C; un fils de C;. Etant don-
née une affectation courante A sur C;, BTD
vérifie si affectation A[C; N C}] correspond a
un #good. Si c’est le cas, BTD multiplie le
nombre de solutions enregistré avec le nombre
de solutions de C; avec A comme affectation.
Sinon, on étend A sur Desc(C;) dans lordre
pour compter le nombre nb d’extensions consis-
tantes et on enregistre le #good (A[C;NC,], nb).
BTD calcule le nombre de solutions du sous-
probleme induit par le fils suivant de C;. Fi-
nalement lorsque chaque fils de C; a été exa-
miné, BTD essaye de modifier I'affectation cou-
rante de C;. Le nombre de solutions de C; est
la somme des solutions de chaque affectation.

BTD est décrit par ’algorithme 1. Etant
donnée une affectation A et un cluster C;,
BTD regarde le nombre d’extensions B de A

sur Desc(C;) tel que A[C;-Ve,] = B[Ci-Ve,].
Ve, est I'ensemble des variables non affectées
de C;. Le premier appel est BTD(®,Cy,Cq)
et il retourne le nombre de solutions. No-
tons Sac,/c; le nombre de solutions dun
sous-probleme P yc, /¢, Ainsi, Sacc; =
> 5SB.C sc; pour chaque affectation B sur
Desc(C;) tel que A[C; N C;] = B[C; N C;]. Par
exemple, avec A = (21 « a,xy «— b,xz «—
c) comme affectation de C alors Syc,/c, =
SAU(zs—a,zs—d),C1/Co TSAU(zs—d.ws—a),C1/Co =
2 +2 = 4. Soit Var(P4c,/c,) I'ensemble des
variables de Pgc,/c, moins les variables de
C; N C;. Autrement dit, c’est l'ensemble des
variables de Py, c, non affectées. Si C; a k
fils : Cy,,...,C;, alors ﬂlgjngar(PA,ci/cij) =
. On note Sac, le nombre de solutions de
Desc(C;) avec Daffectation A sur C;. D’ot,
Saci = gk SA7Ci/Cij' Par exemple, le
nombre de solutions de Py4¢,/c, (avec l'af-
fectation A = (z1
¢) est 4 sur (x4,25,26) et 6 solutions pour
Pac,jc, sur (x7,xg8). Donc, il y a 24 solu-
tions sur (21, xa, 23, 24, Ts5, Te, 7, 2g) avec A.
Notons que pour [C; NCy], ((x3 < ¢),6) est un
#good. Pour une autre affectation sur Cy, e.g
A" = (z1 « b,xs «— a,z3 « ¢), il n’est pas
nécessaire de calculer les solutions sur C4 car le
#good ((x3 < ¢),6) peut étre utilisé pour A’

La complexité en espace de BTD est
O(n.s.d®) et celle en temps est O(n.m.dv*?)
avec w + 1 la taille du plus grand cluster Cy et
s la taille de la plus grande intersection C; NC;
(Cj un fils de Cz)

En pratique, pour les problemes ayant une
grande largeur d’arbre, BTD explose en temps
et en mémoire, voir a la Section 5. Dans ce
cas, nous sommes intéressés par une méthode
d’approximation.

— a,r9 «— byxzy

4 Approximation avec BTD

Nous considérons ici des CSPs qui ne sont
pas nécessairement structurés. Pour les ré-
soudre, nous proposons d’exploiter BTD en dé-
finissant une nouvelle méthode d’approxima-
tion appelée ApproxBTD.

Sans perte de généralité, nous considérons le
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cas de CSP binaires dans la présentation de
la méthode. Nous pouvons définir une collec-
tion de sous-probléemes en partitionnant 1’en-
semble des contraintes, c’est a dire dans le cas
de CSP binaires, en partitionnant I’ensemble
des arétes du graphe de contraintes. Nous re-
marquons que chaque graphe (X, C) peut étre
partitionné en k sous-graphes (X1, E), ... ,
(X, Eg) tels que UX; = X, UE; = C et
NE; = 0 et tel que chaque sous-graphe (X;, E;)
soit triangulé. Ainsi, chaque (X;, E;) peut étre
associé & un sous-probléme structuré P; (avec
I’ensemble de variables X; et ’ensemble de
contraintes correspondant & F;), qui peut étre
résolu efficacement en utilisant BTD. Ce par-
titionnement s’appuie sur le fait qu’il est facile
de trouver une décomposition arborescente de
largeur d’arbre minimum pour un graphe tri-
angulé (théoréme de Fulkerson et Gross, 1965).
Supposons que Sp, est le nombre de solutions
pour chaque sous-probleme P;, 1 < ¢ < k. Nous
estimerons le nombre de solutions de P en ex-
ploitant la propriété suivante. Premierement,
nous dénotons Pp(A)la probabilité de A est

une solution de P . P ==F

P P(A) H$€X d,
Propriété 1. Soit un CSP donné P =
(X,D,C,R) et une partition {P1, ..., Pr} de P
induite par une partition de C en k éléments.

oo (M) I
" i=1 Hmexidz :

rzeX

Notons que ’approximation retourne une ré-
ponse exacte si tous les sous-problemes sont
indépendants (NX; = 0) ou k =1 (P est déja
triangulé) ou si il existe un sous-probléme in-
cohérent P;. De plus, nous pouvons fournir un
majorant trivial du nombre de solutions di au
fait que chaque sous-probleme P; est une re-
laxation de P (le méme argument est utilisé
dans [21] pour construire un majorant).

Sp < min
i€[1,k]

Sp,
]._.[a:EXi dl . H dm

zeX

Notre méthode appelée ApproxBTD est dé-
crite par 'algorithme 2. Appliqué sur un pro-
bleme P avec un graphe de contraintes (X, C),
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Algorithme 2 : ApproxBTD(P) : integer

Soit G’ = (X', C’) un graphe de contraintes associé a
P
3 — 0
while G’ # () do
e—i+4+1;
Calculer un sous-graphe partiel triangulé
(X;,E;) de G’
Soit P; le sous-probléme associé & (X, E;) ;
Sp, <—BTD(®,C1,C}) avec Cy le cluster racine
de la décomposition arborescente de P; ;
G’ — (X',C" — E;) avec X' I’ensemble des
variables induites par C'-F; ;
k «—1;
Sp,

k i
Mocx, do

return |[J]7

X Hg_»ex dz—‘ 5

la méthode construit une partition {Ey, ..., Fx }
de C telle que le graphe de contraintes (X;, E;)
est triangulé pour tout 1 < ¢ < k. Les sous-
problémes associés aux (X;, F;) sont résolus
par BTD. La méthode retourne une approxi-
mation du nombre de solutions de P en utili-
sant la propriété 1.

Le nombre d’itérations de ApproxBTD est
borné par n (nous avons au moins n — 1 arétes
(un arbre) a chaque itération ou bien des som-
mets ont été effacés). Chaque sous-graphe tri-
angulé et sa décomposition arborescente opti-
male associée peuvent étre calculé en O(nm)
opérations [7]4. De plus, nous garantissons que
la largeur d’arbre w (plus un) de chaque sous-
graphe triangulé produit est au plus égale a K,
la taille de la plus grande clique (clique num-
ber) de P. Soit w* la largeur d’arbre (mini-
male) de P, nous avons w + 1 < K < w* + 1.
Finalement, la complexité temporelle de Ap-
proxBTD est O(n?md) et sa complexité mé-
moire est O(nKd¥—1).

5 Résultats expérimentaux

Nous avons effectué nos expérimentations
sur des CSP aléatoires et sur des benchmarks
SAT. Les expérimentations ont été réalisées sur

4Notons que cette approche retourne un sous-
graphe maximal au sens de l'inclusion en nombre de
contraintes pour un CSP binaire seulement. Dans le
cas d’'un CSP non-binaire (également en SAT), nous
ne garantissons pas la maximalité du sous-graphe et
ajoutant dans le sous-probléme toutes les contraintes /
clauses dont la clique associée d’arétes est totalement
incluse dans le sous-graphe.



un Pentium IV 3.2 GHz (resp. Xeon 2,66 GHz)
avec 1 Go (resp. 32 Go) pour les instances CSP
(resp. SAT). Nous avons limité & une heure le
temps autorisé pour résoudre chaque instance.
Dans BTD a la ligne 1, nous utilisons Forward
Checking au lieu de Backward Checking pour
des raisons d’efficacité. A l'intérieur des clus-
ters I'ordre dynamique min domaine / max de-
gré est utilisé pour le choix de variables.

5.1 Instances aléatoires de CSP structurés

Nous étudions et comparons ApproxBTD
avec BTD sur des instances structurées géné-
rées aléatoirement. Pour cela, nous considérons
des instances aléatoires de k-arbres partiels
avec les parametres (n,d, "maz, t, Smaz, NC, NT)
ou chaque graphe de contraintes est un arbre
de nc cliques et nr est le pourcentage d’arétes
supprimées dans les cliques. Il y a n variables
avec un domaine de taille d, la taille de la
plus grande clique est 7,4, €t la taille de
la plus grande intersection est $,,4,. Chaque
contrainte a une dureté égale a t, le pourcen-
tage de tuples interdits parmi les tuples pos-
sibles pour la contrainte.

Les résultats présentés dans les Figures 2 et
3 sont les résultats du nombre de solutions et
du temps CPU en millisecondes pour les classes
(50, 15, 8, t, 3, 10, 30%) avec la dureté ¢ variant
entre 40% et 65%.

Chaque point dans la Figure 2 représente
I’évaluation trouvée par ApproxBTD par rap-
port au nombre de solutions trouvé par BTD
pour chaque instance. Nous observons que plus
il y a de solutions, meilleure est ’approxima-
tion.

Le temps requis pour ces approximations est
illustré par la Figure 3. Lorsque la dureté est
inférieur & 53%, ApproxBTD est plus rapide
que BTD. Pour les plus grandes duretés BTD
peut étre plus rapide que ApproxBTD car il
résoud seulement un probléme contre une col-
lection de sous-problémes.

5.2 Benchmarks SAT

Les benchmarks SAT viennent de www.
satlib.org. Nous avons sélectionné les ins-
tances satisfaisables académiques (Tours de

estimated number of solutions

> 1100 e 10?0 1o
number of solutions

Fi1G. 2 — Comparaison entre le nombre de solu-
tions trouvé par BTD et l'estimation trouvée
par ApproxBTD sur les CSP structurés aléa-
toires (les points d’abscisses —0.1 représentent
les instances inconsistantes).

750

500

Temps (ms)
t

N
G
=]

ApproxBTD

40 45 50 55 60 65
dureté

Fic. 3 — Temps CPU en millisecondes pour
BTD et ApproxBTD sur les CSP structurés
aléatoires.

Hanoi hanoi, All-Interval Series ais) et indus-
trielles (analyse de faute de circuit ssa et 2bit).
Nous comparons BTD avec le compilateur d-
DNNF c2d [6] qui exploite également la struc-
ture du probleme. Ces deux méthodes utilisent
Pordre d’élimination de variables MinFill (sauf
pour hanoi ou nous avons utilisé 'ordre par
défaut) pour construire une décomposition ar-
borescente / d-DNNF. Nous avons également
comparé ApproxBTD avec une méthode d’ap-
proximation nommée SampleCount [12] qui
donne une estimation du minorant du nombre
de solutions avec un intervalle de confiance
élevé. La Table 1 résume nos résultats. Les co-
lonnes sont le nom de 'instance, le nombre de
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Instances Vars | Clauses w | Solutions c2d BTD ApproxBTD SampleCount
Temps | Temps w [ Solutions [ Temps Solutions [ Temps
académiques
ais6 61 581 41 24 0.04 0.06 5 ~ 1 0.09 >6 0.184
ais8 113 1520 77 44 0.51 2.34 7 ~ 1 0.52 > 8 41.31
ais10 181 3151 | 116 296 17.14 | 390.32 9 ~1 2.69 > 38 384.8
aisl2 265 4269 | 181 1328 | 1162.75 - 11 ~1 2.69 >0 17.6
hanoi4 718 4934 46 1 3.41 1.72 6 ~1 1.57 >0 5.26
hanoib 1931 14468 58 1 - 25.46 7 ~1 14.98 >0 6.19
industrielles
ssa7552-038 1501 3575 25 2.84e40 0.15 0.72 7 | = 6.34e35 1.36 | > 6.67e38 1763
ssa7552-158 1363 3034 9 2.56e31 0.10 0.19 5 | = 2.59e27 0.79 | > 3.57e29 175
ssa7552-159 1363 3032 11 7.66e33 0.09 0.25 5 | ~ 1.09e30 0.84 | > 1.62e32 237
ssa7552-160 1391 3126 12 7.47e32 0.12 0.29 5 | ~ 2.88e33 0.99 | > 2.02e31 1117
2bitcomp_5 125 310 36 9.84el5 0.47 11.53 6 | ~ 2.23el5 0.02 | > 1.80el5 1.42
2bitmax_6 252 766 58 2.10e29 18.71 - 7 | ~ 1.98e28 0.1 | > 1.02e28 8.42
TAB. 1 — Solution counting for SAT instances. Time in seconds. A “-” means the instance was

not solved in less than 1 hour.

variables booléennes, le nombre de clauses, la
largeur d’arbre de la décomposition arbores-
cente, le nombre exact de solutions, le temps
CPU en secondes pour c2d et BTD, pour Ap-
proxBTD : la largeur d’arbre maximale pour
tous les sous-problemes triangulés, le nombre
de solutions approché et le temps, enfin pour
SampleCount : le minorant du nombre de solu-
tions et le temps. Nous remarquons que BTD
peut résoudre des instances ayant une petite
largeur d’arbre. c2d est généralement plus ra-
pide (excepté pour hanoib) mais il souffre éga-
lement lorsqu’on a une grande largeur d’arbre
(e.g. ais). Notre méthode d’approximation Ap-
proxBTD exploite une partition du graphe de
contraintes tels que les sous-problemes résul-
tants aient une petite largeur d’arbre (w < 11)
comme le montrent les résultats. En pratique la
méthode permet d’obtenir des résultats relati-
vement rapidement méme si la largeur d’arbre
originale est importante®. La qualité de 1’ap-
poximation trouvée par ApproxBTD est rela-
tivement bonne et est comparable & Sample-
count qui prend plus de temps et requiert un
réglage de parametres (nous utilisons les para-
metres avec t = 7, s = 20, « = 1 les options par
défaut). Le majorant calculé par ApproxBTD
n’est pas mentionné car il est tres supérieur au

5Une petite largeur d’arbre ne permet pas en pra-
tique d’étre rapide a chaque fois (voir e.g. les instances
ssa )
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nombre de solutions sur ces instances.

6 Discussion and conclusion

Dans cet article, nous avons proposé deux
méthodes pour résoudre le probleme de comp-
tage du nombre de solutions d’'un CSP. Ces
méthodes exploitent une décomposition arbo-
rescente des CSPs. Nous avons présenté une
méthode exacte qui est adaptée aux problemes
ayant une petite largeur d’arbre. Pour des pro-
bléemes avec une largeur d’arbre importante et
un graphe de contraintes peu dense, nous avons
présenté une nouvelle méthode d’approxima-
tion dont la qualité des résultats obtenus est
proche des méthodes existantes mais qui sont
obtenus bien plus rapidement et sans avoir & ef-
fectuer des réglages complexes de parametres,
a ’exception du choix de I'heuristique de dé-
composition arborescente.
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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons aux méthodes
de résolution de réseaux de contraintes par des ap-
proches de décompositions structurelles. La Hiérarchie
des Contraintes Traitables définie dans [9] propose un
classement de ces méthodes par rapport a leur com-
plexité temporelle théorique. Cependant, elle crée une
tres forte dépendance entre les algorithmes de calcul de
décompositions et les techniques d'exploitation de ces
derniéres.

Nous faisons tomber ces cloisons par la défini-
tion de nouvelles méthodes basées sur des combinai-
sons d'approches Tree-Clustering [6], BTD [16], Tree-
Decomposition [18] et Hypertree-Decomposition [9].

Nous démontrons leur intérét d'un point de vue théo-
rique grace a des résultats portant sur leur complexité
temporelle. En outre, cette analyse nous a permis d'enri-
chir la Hiérarchie des Contraintes Traitables. Finalement,
nous justifions notre approche avec des résultats expéri-
mentaux.

1 Introduction

Nous nous intéressons, dans ce papier, a l'efficacité
théorique et pratique de méthodes de résolution de
CSP exploitant les propriétés topologiques des réseaux
de contraintes. Un CSP peut étre vu comme un pro-
bleme qui, étant donné un ensemble fini de variables
X prenant leur valeur dans des domaines finis D, vé-
rifie I'existence d’une affectation de ces variables sa-
tisfaisant simultanément un ensemble de contraintes
C. Une telle affectation est une solution du CSP. De
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maniere plus générale, le probleme consiste a trouver
une solution voire I’ensemble des solutions. Malheu-
reusement, déterminer ’existence d’une solution est un
probléme NP-complet. Malgré tout, différentes classes
d’algorithmes de résolution de CSP ont été proposées.
D’une part, nous avons les algorithmes combinant la
technique standard du backtracking et celle du filtrage
des domaines tels que FC (Forward Checking [13])
ou MAC (Maintaining Arc Consistency [19]). Méme
si ces algorithmes sont relativement efficaces en pra-
tique, leur complexité temporelle théorique est évaluée
de maniere classique par O(S.m™), avec S la taille du
CSP considéré, n le nombre de variables et m la taille
maximum des domaines des variables.

Différentes approches ont été proposées pour amé-
liorer cette borne qui se réveéle la pire possible. En
particulier, les méthodes structurelles exploitent les
propriétés topologiques qui existent fréquemment dans
les problemes réels. Généralement, elles reposent sur
les propriétés d’une décomposition arborescente [18]
ou d’une décomposition hyperarborescente [9] du ré-
seau de contraintes qui capture sa structure et permet
donc d’exprimer ses propriétés topologiques. Etant
donnée une décomposition arborescente de largeur
w, la complexité temporelle des meilleures approches
structurelles, basées sur cette décomposition, est en
O(S.m™*1), avec la garantie d’avoir w < n et dans
beaucoup de cas w < n. De méme, si on consi-
dere une décomposition hyperarborescente de largeur
h, il est possible d’obtenir une complexité temporelle
en O(S.r"), avec r la taille maximum des relations



(tables) associées aux contraintes. [9] a montré que
la décomposition hyperarborescente est meilleure que
la décomposition arborescente car h < w. En outre,
les auteurs ont introduit un outil formel, la Hiérar-
chie des Contraintes Traitables, pour la comparaison
de plusieurs méthodes structurelles. Cet outil théo-
rique considere les classes d’instances de CSP pouvant
étre résolues en un temps polynomial. Il apparait des
lors que la méthode structurelle basée sur la décom-
position hyperarborescente (notée MHD) [9] est plus
performante que le Tree-Clustering basé sur la décom-
position arborescente (noté TC) [6] puisque la classe
des instances traitables par MHD contient strictement
celles traitables par TC.

D’un point de vue théorique, cette hiérarchie est
un outil d’'un tres grand intérét dans la mesure ou
elle permet de se reposer sur des criteres fiables pour
choisir la meilleure approche pour la résolution d’une
instance donnée. Cependant, nous savons qu’il peut
parfois exister une grande différence entre les perfor-
mances théoriques et pratiques d’une méme méthode.
De ce fait, nous allons étendre notre étude de cette
hiérarchie en y intégrant des aspects liés au comporte-
ment et a 'utilisation pratiques de ces méthodes. Nous
pouvons déja dire que les méthodes de résolution ba-
sées sur une décomposition ne sont généralement pas
utilisées comme cela est supposé dans la hiérarchie. En
effet, cette derniere ne considere que des décomposi-
tions optimales. Or, le calcul d’une décomposition op-
timale est souvent inaccessible car il nécessite un temps
qui peut parfois dépasser largement le temps néces-
saire a la résolution du probléeme sans décomposition.
Ainsi, en pratique, on préfere généralement utiliser un
algorithme heuristique (approximation des valeurs op-
timales de w ou h) pour trouver une décomposition.
Une fois celle-ci obtenue, I’étape suivante consiste a ré-
soudre le CSP décomposé. Dans la hiérarchie, il existe
un lien rigide entre le type de la décomposition et la
méthode qui exploite celle-ci. Dans cet article, nous
faisons tomber ces barrieres en créant une séparation
entre la méthode de décomposition graphique et la mé-
thode exploitant celle-ci pour résoudre le probleme.
Pour cela, nous définissons et étudions de nouvelles
combinaisons d’approches dans lesquelles un type de
décomposition (par exemple une décomposition hyper-
arborescente) peut étre utilisé pour la résolution par
une méthode initialement définie pour un autre type
de décomposition (par exemple TC).

Ensuite, nous montrons que ce type de méthodes
hybrides a un réel intérét d’un point de vue théo-
rique. En effet, nous obtenons des résultats de com-
plexité originaux permettant d’enrichir la hiérarchie
de [9]. Enfin, nous montrons de maniére empirique,
sur des benchmarks de la derniére compétition CSP

(http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08/), que notre
approche semble bien adaptée pour comparer des mé-
thodes structurelles par rapport a leur capacité a ré-
soudre des CSP.

La section 2 rappelle des notations ainsi que des ré-
sultats sur la complexité de méthodes énumératives et
structurelles. La section 3 introduit et étudie de nou-
velles approches qui combinent différents types de dé-
compositions et de méthodes d’exploitation, puis pro-
pose de nouvelles bornes de complexité qui nous per-
mettent d’étendre la Hiérarchie des Contraintes Trai-
tables. La section 4 présente une comparaison pratique
des méthodes ainsi définies et la section 5 donne une
conclusion.

2 Rappels

2.1 Notations

Un probléeme de satisfaction de contraintes fini ou
réseau de contraintes fini (X, D,C, R) est défini par
un ensemble fini de variables X = {z1,...2z,}, un en-
semble de domaines finis D = {ds,...d,} (le domaine
d; contient toutes les valeurs possibles pour la variable
x;), et un ensemble C' de contraintes sur les variables.
Une contrainte ¢; € C sur un sous-ensemble ordonné
de variables, ¢; = (zi,,...7;, ) (a; est appelé Uarité
de la contrainte ¢;), est définie par une relation asso-
ciée r; € R de combinaisons autorisées de valeurs des
variables de ¢;. Nous allons utiliser la méme notation
pour la contrainte ¢; et I’ensemble des variables sur les-
quelles elle porte. Nous notons a ’arité maximale des
contraintes de C. Sans perte de généralité, nous suppo-
sons que chaque variable est contenue dans au moins
une contrainte. Une solution de (X, D,C, R) est une
affectation de toutes les variables qui satisfait toutes
les contraintes. La structure d’'un CSP peut étre repré-
sentée par I'hypergraphe (X, C), appelé I’hypergraphe
de contraintes.

Dauns cet article (de méme que dans [9]), nous suppo-
sons que les relations ne sont pas vides et peuvent étre
représentées par des tables comme dans la théorie des
bases de données relationnelles. Ensuite, nous notons
S la taille d'un CSP (qui vérifie S < n.m+a.r.|C| avec
r = max{|r;| : r; € R}). Solent Y = {x,... 21} un
sous-ensemble de X et A une affectation sur Y. A peut
étre vue comme un tuple A = (vy,...v;). La projec-
tion de A sur un sous-ensemble Y’ de Y, notée A[Y"],
est la restriction de A aux variables de Y’. La projec-
tion de la relation r; sur le sous-ensemble Y’ de ¢; est
l’ensemble des tuples r;[Y’] = {¢[Y']|t € r;}. La join-
ture des relations sera notée x. La jointure de A avec
la relation r; est A X r; = {t|t est un tuple sur Y U
¢ et tlY] = Aet tle;] € r;}.
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2.2 Complexité de I’énumération

L’approche basique pour la résolution de CSP re-
pose sur la procédure classique appelée Backtracking
(BT). La complexité temporelle de cet algorithme de
base est en O(a.r.|C|.m™) car le nombre de nceuds po-
tentiels développés durant la recherche est m™ et en
supposant qu’un test de contrainte Alc;] € 7; est réa-
lisé en O(a.r). Pour simplifier les notations, elle sera
exprimée en O(S.m™). Généralement, cet algorithme
n’est jamais utilisé car il est clairement inefficace en
pratique. L’approche la plus classique pour améliorer
BT est basée sur le filtrage. Le premier algorithme
proposé pour ce filtrage est le Forward Checking (FC
[13]). Il était initialement défini sur les CSPs binaires.
De nombreuses extensions et généralisations de FC ont
été proposées pour résoudre des CSPs non binaires
ou pour exploiter des techniques de filtrage plus puis-
santes [13, 19, 2]. Une de ces extensions appelée nFC2
[2] comporte un niveau de filtrage qui semble étre un
bon compromis entre le colt de cette opération et le
bénéfice qu’elle apporte dans la simplification de la ré-
solution. La complexité de nFC2 est également bornée
par O(S.m™) comme cela est indiqué dans [2]. Récem-
ment, [15] a proposé une nouvelle borne qui considére
r la taille maximum des relations (tables) associées
aux contraintes. Il a été démontré que la complexité
temporelle de nFC2 est en O(S.r*), ol k est la taille
de |C’|, un recouvrement minimum de X. Pour rappel,
on dit que C’ est un recouvrement minimum de X si
C’ est recouvrement de X (C" C C et Ug,cor = X) et
il n’existe pas de recouvrement C” tel que |C”'| < |C’|.
Ce résultat peut étre étendu a tout autre algorithme
qui maintient un niveau de filtrage au moins aussi puis-
sant que celui de nFC2. Par exemple, il est valable pour
nFCi (i > 2) et MAC ([19]).

2.3 Méthodes de résolution basées décomposition

La décomposition de réseau de contraintes a été in-
troduite dans [6] avec le Tree-Clustering (TC). TC et
d’autres méthodes basées sur cette approche (voir [3])
reposent sur la notion de décomposition arborescente
de graphes. Néanmoins, étant donné un CSP n-aire, et
de ce fait un hypergraphe de contraintes, nous pouvons
continuer a exploiter cette notion grace au graphe pri-
mal de ce dernier. Soit H = (X, C) un hypergraphe,
le graphe primal de H est le graphe G = (X, A¢) avec
Ac = {{z,y} € X : 3¢; € C t.q. {z,y} C ¢;}. Ainsi,
étant donné un CSP, nous considérons son graphe pri-
mal pour définir une décomposition arborescente asso-
ciée a ce CSP.

Définition 1 Une décomposition arborescente d’un
graphe G = (X, Ac) est une paire (E,T) ou T =

37

G

X
° X1 X | X5 Xy G
Xie X5 [} [ ] o o
[}
XIU.J X, @ X5 ® X,,® X, ®
o 9 ° o o o
X X
C6 12 .XMm X3 Xoy | Xy Xpg] 10

E ‘ XI3X14XI5X16XI7XISXI9X20‘
By

‘ X3 X15 X7 Xy X9 X X5y X ‘ ‘ X0 X11 X2 X153 Xy X5 X6 X7 ‘ ‘ Xi1a X16 X17 X158 X9 X9 X3 X4 ‘

Bs [X X Xu]
By Ey

Fﬁ‘xl X2X3X4X5X6X7Xs‘

Fia. 1 — Un hypergraphe et une décomposition arbo-
rescente optimale.

(I,F) est un arbre avec un ensemble de neeuds I et
d’arétes F, et E = {E; : i € I} une famille de sous-
ensembles de X, telle que chaque sous-ensemble (ap-
pelé cluster) E; est un neud de T et vérifie :

(Z) UiEIEi = X:

(i1) V{z,y} € Ac, 3i € I avec {z,y} C E;, et

(i1i) Vi, 5,k € I, sik est sur le chemin entrei et j dans
T, alors E; N E; C Ey,.

La largeur w d’une décomposition arborescente
(E,T) est égale a max;cr|E;| — 1. La largeur arbo-
rescente w* de G est la largeur minimale sur toutes
ses décompositions arborescentes.

La figure 1 présente un hypergraphe de contraintes
et une décomposition arborescente possible de cet hy-
pergraphe dont la largeur est minimum (w* = 7).

Dans [6], le Tree-Clustering (noté ici TC-1989) a été
défini initialement en utilisant un algorithme de com-
plexité temporelle polynomiale (MCS [20]) pour calcu-
ler la décomposition arborescente. Plus précisément, la
méthode se résume ainsi :

1. Calculer une décomposition arborescente du ré-
seau de contraintes

(a) Trianguler le graphe primal en utilisant MCS

(b) Identifier les clusters de variables (les cliques
maximales)

(¢) Construire un arbre de clusters (arbre de
jointures)

2. Résoudre les sous-problemes définis par les clus-
ters de variables

3. Résoudre le probleme acyclique résultant

La complexité de la premiere étape est limitée a
O(n?). Cependant, nous n’avons aucune garantie sur
loptimalité du parametre w. La complexité de la
deuxieme étape est en O(S.m*+1). Ainsi, étant donné



un réseau de contraintes, plus la largeur de la dé-
composition est petite, plus cette complexité tempo-
relle est petite. Or, la largeur de la décomposition ar-
borescente calculée grace a MCS peut étre tres éloi-
gnée de loptimum. En outre, trouver une décom-
position arborescente optimale est un probleme NP-
difficile. Nous faisons remarquer que dans [4] ot TC-
1989 est appelé Join Tree-Clustering, chaque sous-
probleme est défini par l’ensemble des variables du
cluster et les contraintes dont les variables sont in-
cluses dans ce dernier. Ce qui assure une complexité
en O(|C|.w.log(m).m**1) pour la troisitme étape. Fi-
nalement, le coiit total de TC-1989 est en O(S.m¥*1).

Quant a la complexité en espace, celle-ci est liée a la
sauvegarde des solutions des différents sous-problemes
qui vont conduire au nouveau probleme acyclique. Elle
est en O(n.a.m®*1). Cependant, dans [4], Dechter sug-
gere de mémoriser uniquement une partie des solu-
tions, en fait leur projection sur les intersections entre
les clusters. De ce fait, la complexité en espace est li-
mitée & O(n.a.m®), ou s est la taille maximum des
intersections entre les clusters.

Défini initialement sur les CSPs binaires, TC-1989 a
été étendu depuis lors aux CSPs n-aires de différentes
manieres [4]. Par ailleurs des améliorations de cette
méthode ont été proposées pour remédier a certains de
ses inconvénients (un espace mémoire requis trop im-
portant, résolution compléte des sous-problemes avant
le test de la consistance globale du CSP, valeur de w
qui peut étre assez éloignée de 'optimum). Cependant,
malgré ces améliorations, cette méthode demeure peu
efficace en pratique. Par exemple, BTD [16] peut étre
considérée comme une approche efficace d’exploitation
de décompositions arborescentes. Cette efficacité pra-
tique vient du fait que BTD utilise un algorithme énu-
mératif guidé par un ordre sur les variables induit par
la décomposition arborescente. Cette approche évite
généralement la résolution complete de tous les clus-
ters. Comme pour TC-1989, la complexité temporelle
de BTD est en O(S.m**1) alors que celle en espace est
en O(n.a.m?®). En outre, BTD considére une décompo-
sition arborescente donnée qui peut étre obtenue grace
a des algorithmes heuristiques ou exacts.

Alors que, TC-1989 peut étre vue comme une mé-
thode orientée variables puisque les clusters sont défi-
nis par des ensembles de variables, [9] propose une nou-
velle méthode qui considere des clusters de contraintes.
Cette approche est basée sur la notion de décomposi-
tion hyperarborescente qui est une généralisation de la
décomposition arborescente.

Définition 2 FEtant donné un hypergraphe H =
(X,C), un hyperarbre de H est un triplet (T, x,\) ot
T = (N, F) est arbre enraciné, et x et A sont des fonc-
tions qui associent a chaque sommet p € N deux en-

sembles x(p) C X et AM(p) C C. SiT' = (N', F') est un
sous-arbre de T, nous définissons x(T") = Upen' x(v).
On note sommets(T), l'ensemble N des sommets de
T, et racine(T) la racine de T. En outre, quelque soit
p € N, T}, est le sous-arbre de T' enraciné en p.

Définition 3 Une décomposition hyperarborescente
de H est un hyperarbre HD = (T, x,\) de H qui sa-
tisfait les conditions suivantes :

(i) Ve € C,3p € sommets(T) t.q. ¢ C x(p),

(ii) Yo € X, Uensemble {p € sommets(T) : x € x(p)}
induit un sous-arbre (connexe) de T,

(iii) Vp € sommets(T), x(p) C Ucer(p)Cs

(iv) Vp € sommets(T), Ucerpyc N X(Tp) C x(p)-

Une aréte ¢ € C est fortement couverte dans HD
s’il existe p € sommets(T) tel que ¢ C x(p) et
¢ € Xp). Une décomposition hyperarborescente HD
est une décomposition compléte de H si chaque aréte
de H est fortement couverte dans HD.

La largeur h d’une décomposition hyperarborescente
HD = (T, x, ) est maxpesommets(T)|A(P)|. La largeur
hyperarborescente h* de H est la largeur minimum sur
toutes ses décompositions hyperarborescentes.

Nous remarquons que les hypergraphes acycliques
sont précisément ceux ayant une largeur hyperarbo-
rescente égale a 1. Pour la résolution de CSP, nous
considérons uniquement des décompositions hyperar-
borescentes completes. La figure 2 présente une décom-
position hyperarborescente complete de 'hypergraphe
de la figure 1.

E, (X0 Xy Xi2 X3 Xy X5 X6 X7 X Xpo X0 X5y X}

{cgcy)
E, {Xzi’ézs)xzﬁ} Ey (Xs{zz }XIO) Eg {XMX|6X17X{I?::1}0X20X23X24)
{ X5 X5 Xg X5 Xg} { X4 Xp7 X}
E, 3(?:3?:47) 5 E, Z?C;;) 28

{X, X, X5 X, X¢}
B[

Fi1G. 2 — Une décomposition hyperarborescente opti-
male (h* = 2).

La méthode basée sur cette notion de décomposition
hyperarborescente (notée ici MHD-1999) a été égale-
ment proposée dans [9]. Elle procéde de la fagon sui-
vante :

1. Calculer une décomposition hyperarborescente du
CSP

2. Résoudre chaque cluster par une jointure des re-
lations associées aux contraintes du cluster

3. Résoudre le probleme acyclique résultant
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[9] présente une évaluation de la complexité, en sup-
posant que la premiére étape peut étre réalisée en
O(|C|?"".n?) grace & lalgorithme opt-k-decomp dé-
fini dans [8]. Pour cela, ’hypergraphe considéré doit
avoir une largeur hyperarborescente bornée par une
constante. L’algorithme opt-k-decomp est donc capable
de calculer une décomposition hyperarborescente op-
timale en un temps polynomial pour tout hypergraphe
dont la largeur hyperarborescente est bornée par une
constante. Le cott de la résolution des clusters dans
la deuxiéme étape est borné par O(S.r"). La com-
plexité en espace, en O(r"), est libe & la taille des
relations résultant des jointures au sein des clusters.
L’intéréet pratique de MHD-1999 n’a pas été claire-
ment établi jusqu’a présent. Cela est probablement
di au manque d’algorithmes efficaces pour calcu-
ler une décomposition hyperarborescente, mais égale-
ment & 'espace mémoire (O(n.r")) nécessaire dans la
deuxieme étape. Néanmoins, d’un point de vue théo-
rique, cette méthode est clairement d’une tres grande
importance comme cela est démontré dans la Hiérar-
chie des Contraintes Traitables ([9]) (voir la figure 3).
Cette hiérarchie donne une comparaison théorique des
méthodes les plus connues pour la résolution de CSPs
par décomposition d’(hyper)graphes de contraintes.
Elle considere uniquement les méthodes D qui pro-
cedent comme suit :

1. Reconnaitre en un temps polynomial un CSP P
traitable (en vérifiant si sa largeur notée D-width
par rapport a la décomposition utilisée par D est
bornée par une constante)

2. Calculer en un temps polynomial une décompo-
sition de P dont la largeur est inférieure a cette
constante

3. Transformer en un temps polynomial P en un
CSP acyclique équivalent P’.

4. Résoudre P’
SD—width

en un temps polynomial (en
puisque D-width est bornée par une
constante).

Ainsi, si on considere MHD-1999, D-width = h*.
Tout CSP dont ’hypergraphe de contraintes a une lar-
geur hyperarborescente bornée par une constante est
traitable (peut étre résolu en un temps polynomial)
par MHD-1999.

Formellement, soient Dy et Dy deux méthodes de
résolution basées décomposition. On dit que Dy gé-
néralise fortement Dy (représenté par un arc (Dq,D5)
dans la figure 3) si Dy généralise D, (chaque probleme
traitable par D est également traitable par Ds) et que
D5 bat Dy (il existe une classe de probleémes traitables
par Do et pas par D).

Alors que MHD-1999 est au sommet de la hiérarchie,
il faut noter que formellement, TC-1989 ne devrait pas
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[Hypertree Decomposition ]

Tree Clustering
+
Hinge Decomposition

Cycle Hypercutset

Tree Clustering =

Hinge Decomposition

w* = treewidth

Cycle Cutset

F1G. 3 — La hiérarchie des Contraintes Traitables.

[Biconnected Components ]

y figurer car cette méthode ne garantit pas ['utilisation
d’une décomposition dont la largeur est bornée par la
constante de la premiere étape. En effet, la largeur de
la décomposition arborescente calculée par MCS peut
étre tres éloignée de 'optimum et ainsi dépasser cette
constante. Par ailleurs, il existe d’autres méthodes de
résolution basées décomposition meilleures que MHD
(en termes de complexité de résolution du CSP décom-
posé) : celle basée sur la décomposition hyperarbores-
cente généralisée (MGHD [10]) et celle basée sur la dé-
composition hyperarborescente fractionnaire (MFHD
[12]). Malheureusement ces approches ne peuvent figu-
rer dans la hiérarchie car il n’existe pas d’algorithmes
polynomiaux pour la reconnaissance des CSPs trai-
tables dans ce cas, et pour le calcul des décompositions
correspondantes. Ainsi, MHD demeure au sommet de
la hiérarchie. Enfin, [7] a récemment proposé des outils
algorithmiques intéressants pour calculer efficacement
de bonnes approximations de décompositions hyperar-
borescentes optimales.

3 De nouvelles méthodes pour résoudre
des CSPs décomposés

3.1 Résolution VS Décompositions graphiques

En pratique, les méthodes de résolution basées dé-
composition ne sont pas véritablement utilisées comme
cela est supposé dans la hiérarchie. Généralement,
les deux premiéres étapes sont fusionnées, le calcul
d’une décomposition dont la largeur est bornée par
une constante permettant de conclure que la largeur
du probleme P est bornée par cette méme constante.
En plus, cette décomposition est calculée grace a un
algorithme heuristique a 'image de TC-1989 et non
par un algorithme exact trop colteux. En effet, de
ce point de vue pratique, les valeurs optimales de
w et h ne sont pas nécessaires voire méme totale-
ment inutiles [14]. Ensuite, les étapes 3 et 4 peuvent
étre considérées séparément comme dans TC-1989 et
MHD-1999, ou fusionnées dans une unique étape a



I'image de BTD. Ainsi, dans cet article, nous consi-
dérons qu’'une méthode de résolution basée décompo-
sition notée DM pgc a pour entrée un CSP P et une
décomposition graphique (notée DEC') de P. Des lors,
la méthode DM résout P en utilisant la décomposi-
tion graphique considérée DEC. Par exemple, TCrp
est lapplication de TC au CSP P en considérant
une décomposition arborescente optimale tandis que
TCreos—Tp travaille avec une décomposition arbo-
rescente calculée par MCS pour résoudre P avec TC.
De ce fait, TC pjcs—_7p correspond & TC-1989 alors
que TCrp est le TC référencé dans la hiérarchie en
considérant une décomposition arborescente optimale.
Enfin, MHD i p correspond a MHD-1999. Dans cet ar-
ticle, nous montrons l'intérét de ce type d’approche
par l'introduction de versions hybrides de méthodes
DM € {TC,MHD,BTD} et de décompositions gra-
phiques de type décomposition arborescente (TD) ou
hyperarborescente (HD), optimales ou heuristiques.

Nous allons maintenant montrer comment des mé-
thodes comme T'C ou BTD, basées initialement sur des
décompositions arborescentes, peuvent étre étendues
pour utiliser des décompositions hyperarborescentes,
et inversement comment MHD peut étre restreintes
aux décompositions arborescentes.

3.2 DeHDaTD

[15] donne une méthode pour transformer une dé-
composition hyperarborescente en une arborescente.

En effet, étant donnés un CSP P = (X, D,C, R) et
HD = (T, x,A) une décomposition hyperarborescente
de H = (X,C) de largeur h, (T,x) vérifie toutes les
conditions requises pour étre une décomposition ar-
borescente a ’exception du fait qu’il peut exister un
cluster x(p) qui soit contenu dans un autre x(p’), avec
p,p’ € sommets(T). La définition suivante permet de
construire cette décomposition arborescente grace a la
notion d’arbre de jointures d’un hypergraphe H [4] qui
est un arbre connexe dont les noeuds sont les hyper-
arétes de H telles que si un sommet x est dans deux
neeuds alors x est dans tous les nceuds sur la chaine
reliant les deux noeuds.

Définition 4 FEtant donnée une décomposition hy-
perarborescente HD = (T,x,\) de H = (X,C),
TD(HD) = (E,T') est définie par :

(i) E = {x(p),p € sommets(T)|fp €

sommets(T), x(p)  x(')},
(is) T! = (I',)F') est un arbre de jointures de
Uhypergraphe (X, E).

Propriété 1 [15] TD(HD) est une décomposition ar-
borescente de H = (X, C).

E1 ‘{wanx
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By | {Xy X5 Xy}

B Er [, X
Es

F1G. 4 — Décomposition arborescente induite (& partir
de la figure 2).

Dans la figure 4, nous avons une décomposition ar-
borescente qui n’est pas optimale (w = 12) et qui est
induite par la décomposition hyperarborescente opti-
male de la figure 2.

3.3 De TD a (G)HD

Inversement, étant donnée une décomposition arbo-
rescente TD = (E,T) de H = (X, C), [15] propose une
maniere de calculer une décomposition hyperarbores-
cente induite. Cette fois-ci, la construction n’est pas
immédiate dans la mesure ou recouvrir les différents
clusters ne suffit pas car la quatrieme condition de
la définition de décomposition hyperarborescente n’est
pas forcément vérifiée. De ce fait, il faut trouver des
recouvrements des clusters satisfaisant cette condition
supplémentaire. Ce qui peut étre une tache assez ar-
due. Or, cette condition est présente dans la définition
dans le seul but de s’assurer de 'existence d’un algo-
rithme permettant de calculer en un temps polynomial
une décomposition hyperarborescente dont la largeur
est bornée par une constante si elle existe. Dans notre
cas, cet objectif est sans intérét. Nous avons déja une
décomposition arborescente, et la meilleure décompo-
sition hyperarborescente qu’elle induit est celle dont le
recouvrement des clusters est minimum. Aussi, nous
ne tiendrons plus compte de cette condition et allons

construire une décomposition arborescente généralisée
(GHD [10)).

Définition 5 [10] Une décomposition hyperarbores-
cente généralisée de H est un hyperarbre HD =
(T, x,\) de H qui satisfait les conditions suivantes :
(i) Ye € C,3p € sommets(T) t.q. ¢ C x(p),

(i) Vx € X, ’ensemble {p € sommets(T) : x € x(p)}
induit un sous-arbre (connezxe) de T,

(iii) ¥p € sommets(T), x(p) C Ucerp)C,

La largeur gh d’une décomposition hyperar-
borescente généralisée GHD = (T,x,\) est
MATpe sommets(T)|ANP)|.  La  largeur  hyperarbores-
cente généralisée gh* de H est la largeur minimum
sur toutes ses décompositions hyperarborescentes
généralisées.
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Nous associons un recouvrement minimum A(p) a
chaque cluster E, € E avec p € sommets(T).

Définition 6 FEtant donnée wune décomposition
arborescente TD = (E,T) de H = (X,C), nous
définissons GHD(TD) = (T, x, \) comme suit :

(i) E=x,

(i1) A = {recouvvrement minimum de E, dans C,Vp €
sommets(T)}.

Propriété 2 GHD(TD) est une décomposition hy-
perarborescente généralisée de largeur k, la taille maxi-
mum de A(p).

Néanmoins, cette décomposition hyperarborescente
généralisée n’est pas nécessairement complete. Pour la
rendre complete, nous devons ajouter, pour toute aréte
¢ qui n’est pas fortement couverte, un fils & un nceud
p tel que ¢ C E,. Soit GHD (T D) la décomposition
hyperarborescente généralisée compléte obtenue de la
sorte.

Théoréeme 1 GHD(TD)
méme largeur.

et GHD.(TD) ont la

La décomposition hyperarborescente généralisée in-
duite par la décomposition arborescente de la figure 1
est facilement obtenue, et sa largeur est 4, parce que la
taille maximum des A\(p) vaut 4 avec le noeud associé
a Eg ({C1,Cs,C3,Cy} est le recouvrement minimum).

En outre, si nous considérons gh*, la largeur hy-
perarborescente généralisée d’un hypergraphe donné,
nous savons que gh* < h* < 3.gh*+1 ([1]). Nous pou-
vons en déduire ’existence d’une décomposition hy-
perarborescente HD.(T'D) de largeur au plus 3.k + 1.

3.4 De Nouvelles Méthodes

Dorénavant, il est possible d’exploiter une décom-
position hyperarborescente avec des méthodes de type
TC ou BTD.

Auparavant, nous allons définir une nouvelle exten-
sion de TC (notée TC-2009) plus appropriée aux CSPs
avec des contraintes n-aires. Etant donnés un CSP et
une décomposition arborescente TD = (E,T'), le sous-
probléme associé au cluster F; est défini, & I'image de
TC-1989, par le méme ensemble de variables F;. Mais
maintenant, I’ensemble des contraintes d’un cluster F;
est Cg, = {¢; € C : ¢; N E; # 0}. Les relations as-
sociées & ces contraintes sont Rg, = {rjlc; N E;] :
¢; € Cg,}. TC-2009 comporte également 3 étapes.
La premiere calcule une décomposition arborescente
du réseau de contraintes, en utilisant un algorithme
de décomposition de (hyper)graphes alors que les
deux étapes suivantes restent identiques. Ainsi, cette
premiere étape est maintenant paramétrée par une
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décomposition graphique quelconque DEC. Si nous
considérons une décomposition hyperarborescente op-
timale, nous définissons T'C-2009 gy p, qui exécute TC
sur une décomposition arborescente TD(H D) induite
par HD et en considérant comme sous-problemes, les
clusters de variables et les contraintes dont l’ensemble
des variables intersecte les clusters. De méme, nous
pouvons définir une large collection de méthodes a
linstar de TC-20091p (TC basée sur une TD opti-
male), T'C-2009 ycs(rpy (TC basée sur une TD cal-
culée par MCS), BTDyp (BTD basée sur une HD
optimale), BTDrp (BTD basée sur une TD opti-
male), BTDgyinapy (BTD basée sur une HD cal-
culée grace a une heuristique), BTD g iy (rp)y (BTD
basée sur une TD calculée grace a une heuristique),
BTDHAIIN(TD)-{-HMAX(HD) (BTD basée sur une TD
optimale dont le nombre de contraintes dans les clus-
ters a été maximisé grace & une heuristique), etc.

Supposons que la largeur de décomposition hyperar-
borescente soit h dans le cadre de ’analyse de la com-
plexité de TC-2009 yp. Chaque sous-probleme (clus-
ter) est résolu indépendamment (étape 2) en utilisant
un algorithme de type nFC2. Grace aux résultats pré-
sentés dans [15], le coiit de la résolution d’un cluster
E; est maintenant en O(S;.r*?), ot S; est la taille du
sous-probleme associé a F;, et k; = k(EuCEi) (ie. le
parametre associé au recouvrement minimum de Ej).
Il faut noter que la taille de I’ensemble de solutions
dans E; est bornée par O(r*+). De ce fait, le cofit total
pour la résolution du CSP décomposé dans sa totalité
est O(S.r%) o k = maz{k; : i € I'}. En plus, nous
avons k < h. Nous pouvons donc établir que :

Théoréme 2 La complexité en temps de TC-2009p
et de BTDyp est en O(S.r").

Ce résultat donne une présentation plus précise de
la Hiérarchie des Contraintes Traitables puisque TC-
2009y p et BTDyp sont au méme niveau (sommet)
dans la hiérarchie. Cela démontre que TC-2009yp
est au moins aussi performante que MHD-1999. Plus
précisément, la complexité temporelle de T'C-2009 i p
et donc celle de BTDgp sont identiques a celle de
MHD-1999. Une autre conséquence de ce résultat est
que nous disposons d’une nouvelle implémentation de
MHD avec BTD gp qui hérite de la méme complexité
en temps que MHD tout en limitant drastiquement la
complexité en espace. Ainsi, cette approche peut po-
tentiellement bénéficier d’'une certaine efficacité pra-
tique.

4 Expérimentations

Dans cette section, nous allons présenter les expé-
rimentations qui ont été menées pour évaluer I'inté-



FC | BTDyyinrp)y+amax#ED) | BT Damin(rp) BTDyyiN(HD)
CSP temps | temps w | temps w | tempsl | temps2 w h
geo-1 18,01 14,19 26 18,03 19 MO 8,99 | 19 | 10
ge0-9 | 10,40 | 19,00 2 | 546 18 TO 527 | 18 | 10
geo-12 14,18 17,50 31 17,68 22 MO 28,66 | 23 | 12
geo-19 | 17,04 | 30,64 23 | 170,28 18 TO | 159,80 | 18 | 10
geo-41 11,46 11,12 24 8,03 19 12,93 8,09 | 19 | 10
geo-47 0 23,03 18 56,52 16 46,58 0,73 | 17 9
geo-52 10,96 10,91 31 7,51 19 8,70 7,44 | 19 | 10
geo-55 0,87 7,08 24 3,98 19 76,35 3,87 | 19 | 10
geo-57 | 561 | 6,69 2 | 6,19 23 4,68 6,16 | 23 | 12
geo-62 5,62 5,78 24 8,70 22 TO 11,93 | 20 | 11
geo-70 | 10,30 | 10,45 36 | 14,18 21 TO | 13,96 | 21 | 11
geo-73 | 2,03 | 5,11 29 | 34,61 20 TO 8,17 | 21 | 11
geo-75 0,05 52,32 24 2,44 19 69,59 0,66 | 19 | 10
geo-86 12,81 13,50 27 15,97 23 TO 15,67 | 23 | 12
geo-94 16,82 14,40 27 18,68 18 TO 23,25 | 19 | 10
ren-3 TO | 11,15 12 | 10,67 10| 4234 | 2056 | 12| 3
ren-6 TO 3,75 13 3,71 10 | 1279,55 2,70 | 13 3
ren-12 TO | 11,85 12 | 11,64 10 | 13424 | 1049 | 10 | 3
ren-16 TO 10,36 12 6,04 10 3,65 6,43 | 13 3
ren-17 | TO | 542 12 959 10 | 145,06 341 | 11| 3
ren-18 TO 12,09 11 12,23 11 39,34 10,46 | 12 3
ren-19 TO | 12,07 1| 7.74 9| 4925 | 1636 | 11| 3
ren-23 TO | 281 11| 12,87 9| 2882 3,79 | 12| 4
ren-24 TO 8,05 14 7,97 11 35,01 7,63 | 12 4
ren-30 TO | 981 13| 3,80 10 | 202,05 8,25 | 11 | 3
ren-35 TO 12,28 12 7,32 10 57,33 13,19 | 11 3
ren-36 TO | 1,78 13| 380 11| 225,76 488 | 13 | 4
ren-37 TO | 17,01 15 | 13,68 12 13,64 | 21,16 | 14 | 4
ren-39 | TO | 35,55 16 | 13,45 12 | 746,24 1,79 | 12| 5
ren-40 TO 8,60 14 5,86 11 65,55 9,01 | 12 4
ren-42 TO 3,44 15 2,48 12 TO 2,50 | 12 3
ren-47 TO | 21,31 14 | 53,71 12| 32420 | 8025 | 12| 5

TaAB. 1 — Temps de résolution (en s) des méthodes FC, BTDpyrin(rD)+HMAX(HD)

BTDyyin(rp) et

BTD g yvin D), et parametres des décompositions sur les instances des classes modifiedRenault (111 variables)
et geom (50 variables) issues des benchmarks de la compétition CPAI08.

rét pratique des méthodes que nous venons de définir.
Les instances CSP que nous avons considérées sont is-
sues de la compétition CPAIO8 (http ://www.cril.univ-
artois.fr/CPAI08/).

Les implémentations existantes de TC et MHD ne
permettent pas de résoudre ces instances a cause de
I’espace mémoire trop important qu’elles requierent ou
du temps beaucoup trop long qu’elles mettent pour ré-
soudre séparément les sous-probléemes d’une décompo-
sition. Ainsi, nous avons utilis¢ BTD qui a déja montré
son efficacité sur des CSPs structurés.

Par ailleurs, calculer une décomposition (hy-
per)arborescente optimale est un probleme NP-
difficile. La durée d’exécution des techniques exactes
est trop importantes (voir [14]). En plus, il n’existe
aucune garantie sur l'efficacité pratique de I'utilisa-
tion de ces décompositions. De ce fait, nous préfé-
rons des heuristiques avec une meilleure complexité
temporelle pour calculer nos décompositions. Donc,
nous ne considérerons ni BTDgyp, ni BTDrp. Dans
un premier temps, nous avons testé BTDyrn(HD)
et BTDHJVIIN(TD)~ Nous définissons BTDHJV[IN(HD)

comme une extension de BTD qui gere les contraintes
de maniere analogue & MHD. Ainsi, lors de la réso-
lution d’un cluster, seules les contraintes données par
la HD sont prises en compte. En outre, pour calcu-
ler les HD, nous avons utilisé les heuristiques Bu-
cket Elimination for Hypertree [7] et det-k-decomp [11]
dont les implémentations sont disponibles sur internet
(www.dbai.tuwien.ac.at/proj/hypertree/). Dans [11],
elles sont évaluées comme les meilleures techniques
pour calculer les HD. Dans BTD gyrn(rp), les TD
sont calculées grace a l'algorithme de triangulation
Minfill qui est bien connu pour ses excellents résultats.

Les expérimentations ont été conduites sur un PC
doté d’un Pentium IV de 3,2GHz et de 1Go de RAM,
avec un systeme d’exploitation Linux. Pour chaque
probléeme, la durée limite de résolution est bornée a
1800s. Au-dela, le probleme est considéré comme non
résolu et cela est symbolisé par TO. Les résultats que
nous présentons portent sur les instances des classes
modifiedRenault et geom. Dans le tableau 1, les ré-
sultats de la version classique de BTD gy (rp) sont
reportés dans la colonne tempsl.
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Comme nous nous y attendions, BTD yyin(mD)
a des performances tres pauvres. Elle échoue dans
la résolution de beaucoup d’instances (TO ou les-
pace mémoire requis dépasse 1GB, ceci étant sym-
bolisé par MO). Sa durée d’exécution moyenne dé-
passe 248s. En effet, les sous-problemes dans une
HD sont tres difficiles & résoudre a cause du
nombre restreint de contraintes considérées. Ce pe-
tit nombre de contraintes affaiblit la puissance des
techniques de filtrage qui contribuent grandement a
lefficacité de 1’énumération dans ces sous-probléemes.
BTDgyrn(rp)y se comporte largement mieux grace a
un nombre beaucoup plus grand de contraintes dans
les clusters qui deviennent plus faciles a résoudre. Elle
réussit a résoudre toutes les instances avec une durée
moyenne de 6,67s.

Pour confirmer cette observation, nous avons
essayé de mettre en lumiere I'impact du nombre de
contraintes dans les clusters des TD. Ainsi, nous avons
considéré les méthodes BTDHMIN(TD)+H]V[IN(HD)
et BTDyyiIN(TD)y+HMAX(HD)- Dans
BTDHMIN(TD)+HMIN(HD)a nous avons utilisé
Minfill et MCS pour calculer deux TD et nous
choisissons ensuite celle qui minimise le nombre
maximum de contraintes dans les clusters, tandis que
dans BTDyriN(TD)+HMAX(HD), Dous choisissons
celle qui maximise ce nombre.

Nous observons que BTDHMIN(TD)+HMIN(HD)
et BTDypyrn(rpy obtiennent les mémes 1é-
sultats rassemblés dans la méme colonne.
BTDyymin¢rpy+umaxpy donne les  meilleurs
résultats puisque les clusters tres contraints sont plus
facile a résoudre. Sa durée de résolution moyenne est
5,42s. En outre, les performances de BTD 1N (HD)
sont drastiquement améliorées si on prend en compte
toutes les contraintes possibles (dans la colonne
temps2) a limage de BTDpyan(rpy, tandis que
les bornes de complexité théorique sont préservées.
Néanmoins, ces résultats restent en dessous de ceux
de la méthode BTDHMIN(TD)+HMAX(HD)~ En effet,
la durée moyenne de résolution de cette approche est
de 6,05s.

Il faut préciser que FC, tout seul, échoue dans la ré-
solution de pres de la totalité des instances de la classe
modifiedRenault, qui ont de bonnes propriétés topo-
logiques (w est en moyenne inférieur a n/10). Alors
que, ces résultats dans la classe geom sont meilleurs
par rapport a ceux des méthodes de résolution basées
décomposition car la taille de ces problemes est plus
petite et la qualité de leur propriétés topologiques est
assez faible (w est en moyenne trés proche de n/2).

En résumé, nous avons noté premierement que cal-
culer une TD avec une petite largeur est plus inté-
ressant en pratique (pour la résolution) que le cal-
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cul d’'une bonne HD. En effet, cette TD donnent
de meilleurs résultats en pratique, de méme que des
bornes de complexité de qualité par rapport a la taille
des clusters et de leur recouvrement minimum. En
outre, ses clusters peuvent étre résolus plus facilement
quand ils contiennent plus de contraintes. Cela est jus-
tifié par le fait que plus un probléme est contraint, plus
il est facile a résoudre (ce qui peut étre démontré ai-
sément grace a des arguments probabilistes).

5 Discussion et Conclusion

Nous avons proposé de nouvelles approches basées
sur la combinaison de méthodes de décomposition de
CSPs. Plus précisément, nous avons introduit deux
méthodes optimales, TC-2009yp et BTD-2009yp,
qui exploitent la décomposition hyperarborescente et
TC ou BTD pour résoudre des réseaux de contraintes.
Cette approche permet d’avoir de meilleures bornes
de complexité tout en héritant de lefficacité pra-
tique des méthodes énumératives telles que nFC2, une
des techniques les plus performantes dans la résolu-
tion de CSP. Ensuite, nous avons enrichi la hiérar-
chie des Contraintes Traitables en mettant a jour le
sommet de la hiérarchie olt nous retrouvons désormais
les méthodes TC-2009yxp et BTD-2009 yp. Finale-
ment, nous avons obtenu des résultats expérimentaux
qui montrent 'intérét pratique de notre approche.

Ce travail constitue une extension des résultats pré-
sentés dans [15]. D’une part, nous montrons, pour les
méthodes de résolution basées sur la décomposition de
réseaux, 'utilité d’une différenciation de la phase de
décomposition et de la phase de résolution. Cette dis-
tinction nous permet de définir une plus large palette
de méthodes via des hybridations entre les techniques
existantes, et elle fournit également une meilleure lec-
ture de la Hiérarchie des Contraintes Traitables, tout
en la complétant. De plus, nous montrons expérimen-
talement comment il est possible d’exploiter ces mé-
thodes hybrides. En particulier, ce travail propose des
pistes nouvelles pour le choix des décompositions de
réseaux et pour celui des méthodes de résolution qui
permettront de les exploiter au mieux.

Nos résultats different de celui de [4] (théoréme 7.28,
page 231). Dans cet article, Dechter propose la résolu-
tion d’une décomposition arborescente de CSP en r™v
ol hw est obtenu en faisant la somme du nombre de
contraintes inclues dans chaque cluster et du nombre
de variables du cluster qui ne sont pas couvertes par
ces contraintes, puis en prenant le maximum de ces va-
leurs sur tous les clusters. Pour T'C-2009 yp et BTD-
2009 11 p, la complexité en temps est limitée a r" (o1 b
est la largeur hyperarborescente généralisée induite).
De ce point de vue, notre résultat est meilleur.



Nos résultats different également de ceux de [5] qui
démontrent de maniere empirique que la borne four-
nie par la largeur arborescente est souvent meilleure
que celle de la largeur hyperarborescente dans les ré-
seaux de contraintes probabilistes ou déterministes.
Dans le rapport technique constituant une extension
de cet article, il est dit que approche And/Or Search
Graph garantit une borne de complexité temporelle
qui dépend de la largeur d’une décomposition hyper-
arborescente donnée. Mais, cette méthode ne consi-
dere qu’une sous classe des décompositions hyperarbo-
rescentes possibles. Cela veut dire que sa complexité
est moins forte que celle de MHD, alors que celle
deTC-2009yp et BTD-2009 gp dépendent de la lar-
geur d’une décomposition hyperarborescente générali-
sée. Donc, la complexité de ces dernieres est au moins
équivalente a celle de MHD.

Une poursuite naturelle de ce travail pourrait étre
I’étude de décompositions graphiques qui combinent
Poptimisation des parametres w (qui serait minimisé)
et h (qui serait maximisé). Par ailleurs, il semble natu-
rel d’étendre cette analyse au COP (optimisation sous
contraintes) ou aux modeles graphiques probabilistes
comme dans [5] (et [17]).
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Résumé

Ce papier décrit AEON, un systeme dédié a la syn-
thése d'algorithmes d'ordonnancement a partir de mod-
eles de haut niveau. AEON, qui est entierement écrit en
COMET, prend en entrée le modeéle de haut niveau d'un
probléme d'ordonnancement et I'analyse pour générer un
algorithme dédié et qui exploite la structure du probleme.
AEON offre une variété de synthétiseurs pour générer des
algorithmes complets ou heuristiques. En outre, ces syn-
thétiseurs peuvent étre composés, permettant de générer
naturellement des algorithmes hybrides complexes. Les
premiers résultats montrent que cette approche peut
&tre compétitive avec I'état de I'art des algorithmes de
recherche.

1 Introduction

Les probléemes d’ordonnancement sont omniprésents
dans lindustrie et ont été l'objet d’une important
recherche depuis plusieurs dizaines d’années. Il existe,
a I’heure actuelle, des algorithmes efficaces pour dif-
férentes classes de problemes et des systeémes pour
modeler et résoudre des problemes complexes sont
disponibles. Cependant, une des difficultés avec les
outils existants est que I'utilisateur ne peut pas se con-
tenter de connaitre son domaine d’application, il doit
aussi étre expert dans les aspects algorithmiques et
combinatoires. En effet, deux applications qui peuvent
sembler pratiquement identiques du point de vue du
modele peuvent nécessiter des approches totalement
différentes pour obtenir des solutions de bonne qual-
ité.

Le présent travail est une premiere étape pour sup-
primer ces limitations et combler le trou entre mod-
élisation de haut niveau et résolution efficace de prob-

*Traduction frangaise d’un article présenté a ICS09 [6]
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lemes d’ordonnancement. Cet article présente AEON?,
un systeme qui permet de transformer des modeles de
haut niveau en des algorithmes efficaces en exploitant
la structure du modele. Les modeéles dans AEON sont
écrits avec les abstractions habituelles et leur struc-
ture est analysée pour synthétiser des algorithmes ad
hoc pour 'application décrite. L’utilisateur décrit son
modele et se contente de choisir un synthétiseur qui
va générer et exécuter un algorithme d’'un paradigme
particulier (par exemple, la programmation par con-
traintes (ppc) ou la recherche locale). Les synthétiseurs
d’AEON sont compositionnels, ce qui permet de dé-
clarer des algorithmes hybrides de fagon naturelle.

Le systeme présente différents avantages. Du point
de vue de l'utilisateur, AEON permet de se concen-
trer sur la description de son application a un niveau
élevé d’abstraction, le déchargeant de s’occuper des
aspects algorithmiques. De plus, comme les modeles
révelent la structure des applications, les synthétiseurs
d’AEON sont capables d’exploiter toute la richesse de
la recherche en ordonnancement pour dériver des al-
gorithmes efficaces. Finalement, grace a la séparation
nette entre le modele et la résolution, AEON permet
d’appliquer des paradigmes de recherche différents et
de développer des hybridations, dont le potentiel a été
démontré pour de nombreuses applications. Au niveau
de l'implémentation, AEON présente aussi des inno-
vations. Premierement, I'analyse du modele est ex-
tensible et permet d’ajouter des nouvelles classes de
problémes en les décrivant selon un format XML stan-
dard. Deuxiemement, de nouveaux synthétiseurs peu-
vent étre ajoutés simplement et compositionnellement.
Finalement, plusieurs abstractions simplifient 1’écrit-

L Aeon est un nom alternatif pour le dieu du temps Chronos.
Cela signifie éternité.



ure de synthétiseurs. En particulier, AEON fournit des
vues du modeles, qui permettent d’accéder a un modele
général et a sa solution a travers une interface spécial-
isée pour un probléeme particulier.

Ce papier étend et généralise la recherche com-
mencée dans [11] qui montrait comment synthétiser
des algorithmes de recherche locale a partir de modeles
COMET. Les synthétiseurs proposés ici s’appliquent
plus particulierement a 1’ordonnancement de taches,
considerent différents paradigmes de recherche (algo-
rithmes gloutons, recherche locale, ppc) et sont exten-
sibles et compositionnels. Le style des modeles utilisé
est similaire a ceux de ILOG Scheduler, OPL, COMET
et d’autres systéemes d’ordonnancement basés sur les
contraintes. ILOG Concert propose aussi une couche
de modélisation qui peut étre utilisée par des solveurs
différents, mais il n’y a pas de tentative de synthétiser
des algorithmes de recherche. Il est par ailleurs utile de
contraster notre travail avec des travaux récents en ppc
qui visent la conception de procédures de recherche
par défaut. Parmi d’autres, [4] décrit une recherche
par voisinage large auto-adaptive et [8] présente 1'u-
tilisation d’impacts pour guider la recherche. Leur
but est de proposer une procédure de recherche ro-
buste sur une large gamme de problémes. Au contraire,
notre objectif est d’exploiter la structure du modele
pour dériver des algorithmes spécifiques. Ces deux ap-
proches sont orthogonales car il faut aussi des procé-
dures robustes pour différents types de problemes.
Cependant, révéler et exploiter la structure d’un mod-
ele est une des principales contributions de la ppc et
les algorithmes de recherche peuvent bénéficier énor-
mément d’une analyse de la structure.

Le reste de cet article présente une vue globale
des différentes parties du systeme. La Section 2 cou-
vre 'utilisation d’AEON et les abstractions et synthé-
tiseurs disponibles. Dans la Section 3, I’architecture est
présentée et certaines caractéristiques du systeme sont
mise en valeur. Ensuite, la Section 4 montre comment
le systeme peut étre étendu avec d’autres familles de
problemes ou d’algorithmes. La Section 5 présente et
analyse des résultats expérimentaux.

2 Modélisation et Résolution de Prob-
léemes d’Ordonnancement

La Figure 1 présente un modele AEON pour la prob-
leme du Job-Shop (JSP) et un synthétiseur. L’initiali-
sation des données aux lignes 1-6 n’est pas montré. Le
modele lui-méme est donné aux lignes 8-16. D’abord
un objet est créé pour le probleme. Ensuite, les ob-
jets qui peuplent ce probléme sont créés (lignes 9-11),
activités, jobs et machines. Aprés les contraintes sont
posées : demandes des machines (lignes 12-13), ordre

1 range jobs = 1..nbjobs;

2 range machines = 0..nbmachines-1;

3 range tasks = 1..nbjobs*nbmachines;

4 int proc[tasks];

5 int mach[tasks];

6 int job[jobs,machines];

7

8 Schedule<Mod> s();

9 Job<Mod> J[i in jobs](s,IntToString(i));
10 Machine<Mod> M[i in machines] (s,IntToString(i));
11 Activity<Mod> A[i in tasks] (s,proc[i],

IntToString(i));
12 forall(i in tasks)
13 Al[i]l.requires(M[mach[ill);
14 forall(i in jobs)
15 J[i].containsInSequence(all(j in machines)A[
jobli,j11);
16 s.minimizeObj (makespanOf (s));
17
18 GreedyTabuSynthesizer synth();
19 Solution<Mod> sol = synth.solve(s);
20 sol.printSolution();

Fic. 1 — Un modele pour le Job-Shop et un synthé-
tiseur.

dans les jobs (lignes 14-15). Finalement, I’objectif & la
ligne 16 minimise la fin des activités (makespan).

Les trois dernieres lignes concernent la résolution.
La ligne 18 définit le synthétiseur qui crée, dans ce
cas, une recherche gloutonne suivie d’une recherche
tabou. Il est facile de modifier le synthétiseur : il suffit
de remplacer GreedyTabuSynthesizer par CPSynthe-
sizer pour obtenir une recherche par ppc. La ligne 19
applique le synthétiseur au modele. Cela entraine I’-
analyse et la classification du modele, la génération
des variables contraintes et objectifs appropriés aux
solvers et l’exécution d’un algorithme de recherche
dédicacé au modele. Le synthétiseur produit une so-
lution qui peut étre utilisée par la suite. Par exemple,
la ligne 20 imprime la solution.

Il est clair sur la Figure 1 que la modélisation et
la résolution sont clairement séparées. AEON offre un
riche ensemble d’abstractions (classes, méthodes, fonc-
tions) pour modéliser une large gamme de probléemes
d’ordonnancement. Le reste de cette section passe en
revue les abstractions disponibles a I’heure actuelle.

Les classes de modélisation se terminent par
“<Mod>" pour dénoter qu’elles servent pour le mod-
ele?. A lintérieur du systeme, d’autres classes sont
post-fixées avec “<CP>" ou “<LS>" et servent aux

2Malgré la syntaxe similaire au C++, il ne s’agit pas de
classes template.
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TAB. 1 — Résumé des classes disponibles pour la mod-
élisation.

Description  Classes
Probleme Schedule
Activités Activity
MultiModeActivity
Jobs Job
Ressources  Resource
Machine
Reservoir
StateResource
Objectifs ScheduleObjective
TaskObjective
CompletionTime
Lateness
Tardiness
Earliness
UnitCost
PiecewiselLinearFunction
AbsenceCost
AlternativeCost
ModifObjective
MultObjective
ShiftObjective
AgregObjective
SumObjective
MaxObjective

algorithmes de recherche. Par exemple, le but de la
classe Activity<Mod> est completement différent de
celui de la classe Activity<CP>. Bien qu’elles soient
associées au méme concept (une activité), la premiere
propose des méthodes pour faire ’analyse du modele,
tandis que la seconde encapsule les variables de ppc
qui représentent le moment de début et de fin d’une
activité et une contrainte qui les relie. Pour simpli-
fier la lecture, le postfixe “<Mod>" est omis dans cette
section quand il est clair qu’on se réfere aux classes de
modélisation.

La Table 1 présente les classes de modélisation
disponibles actuellement dans AEON et dont voici
les explications. La classe centrale est Schedule (i.e.
Schedule<Mod>). Elle est passée en paramétre a la
création de tous les autres objets et est responsable
de la cohérence interne du modele. Pour représenter
les activités, il y a deux classes. Activity et Multi-
ModeActivity représentent respectivement des activ-
ités avec un ou plusieurs modes. A sa création, une
activité regoit en entrée un schedule, une durée et un
nom. La durée est soit fixée, soit définie par des bornes
supérieure et inférieure. Une MultiModeActivity est
initialisée avec un Schedule, le nombre de modes et
un nom. La durée de chacun des modes est donnée
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séparément pour chaque mode. Les méthodes sur les
activités permettent de spécifier I'appartenance a un
Job, les besoins en ressources et les précédences entre
activités. Les besoins dépendent des modes mais les
autres contraintes sont communes a tous les modes.
Les contraintes de précédence peuvent faire intervenir
le début et la fin des activités et des jobs, ainsi que des
délais. La classe Job représente des groupes d’activités.
Les activités d’un job ne sont pas nécessairement or-
données mais elles ne peuvent étre exécutées en méme
temps. Les jobs partagent certaines caractéristiques
des activités : Ils peuvent eux-mémes étre regroupés
dans d’autres jobs, et leurs débuts et fins peuvent étre
contraints avec des précédences. Finalement, les activ-
ités et les jobs peuvent étre définis comme optionnels,
auquel cas ils ne doivent pas obligatoirement étre exé-
cutés.

Les ressources sont représentées par quatre classes,
en fonction du type de ressource considéré. La classe
Machine représente des ressources disjonctives. Deux
activités qui ont besoin d'une méme machine ne
peuvent étre exécutées en méme temps. La classe
Resource représente les ressources renouvelables. A
tout moment, la somme des besoins des activités qui
sont exécutées ne peut dépasser la capacité de la
ressource. Au contraire, la classe Reservoir représente
des ressources non-renouvelables et dont la capacité
est diminuée a la fin de 'exécution de chaque activ-
ité. Une capacité minimum peut étre définie pour les
classes Resource et Reservoir. Pour ces deux classes
et la classe Machine, il est aussi possible de définir des
pauses (périodiques), i.e. des moments d’indisponibil-
ité. Le dernier type de ressources est la classe StateRe—
source qui représente un état du monde. Une telle
ressource ne peut étre que dans un état a la fois.
Deux activités qui ont besoin d’états différents ne peu-
vent s’exécuter en méme temps. Pour tous les types de
ressources, il est possible de définir des temps et des
couts de setup qui dépendent de ’ordonnancement.
L’ensemble des besoins d’une activité (ou d’une ac-
tivité a plusieurs modes) a la forme d’un arbre dont
les noeuds internes sont des conjonctions ou des dis-
jonctions de besoins plus simples. Les noeuds externes
sont les besoins de base : besoin d’une machine, une
quantité de ressource demandée ou fournie, une quan-
tité consommée ou produite dans un réservoir, un état
particulier d’une ressource a états.

Les fonctions objectif sont des sous-classes de
ScheduleObjective. Les sous-classes sont des fonc-
tions simples ou composées. Les fonctions composées
sont la somme, le minimum, le maximum d’autres
fonctions et la multiplication par une constante. Les
fonctions simples sont les classiques date de fin, retard,
avance et de fagon plus générale les fonctions linéaires



TAB. 2 — Résumé des classes disponibles pour la réso-

lution.
Description

Synthétiseurs

Classes

ScheduleSynthesizer
CPSynthesizer
TSSynthesizer
SASynthesizer
GreedySynthesizer
SequenceSynthesizer
ScheduleAnimator

Solution

Solutions

par morceaux basées sur la date de fin des activités et
des jobs. Les fonctions simples sont aussi le coit as-
socié au mode des activités multimodales, a ’absence
d’une activité optionnelle ou au setup des ressources.
La fonction objectif globale est passée au Schedule par
une méthode qui spécifie s’il s’agit d’une minimisation
ou d’une maximisation. La fonction makespanOf a la
Figure 1 est un raccourci pour le makespan, maximum
des dates de fin, qui est un objectif commun et impor-
tant.

Cet ensemble d’abstractions permet de modéliser
des problemes aussi variés que les classiques problemes
d’*atelier” (Job Shop, Open Shop, Flexible Shop, Flow
Shop, Group Shop, Cumulative Shop, Just-In-Time
Job Shop), des variations de I’ordonnancement de pro-
jet avec des contraintes de ressources (RCPSP, MR-
CPSP, RCPSP/max, MRCPSP/max) ([3]), le prob-
leme du trolley ([12]) and les classes NCOS et NCGS
de MaScLib ([7]). Cela représente des problemes avec
différents types d’objectifs et différentes propriétés
(disjonctif ou cumulatif, un ou plusieurs modes).

Bien que les abstractions de modélisation permet-
tent de représenter un grand nombre de problémes,
I’ensemble des problemes qui peut étre résolu dépend
de la recherche qui peut étre synthétisée. La Table 2
présente les classes de synthese qui sont disponibles
dans AEON actuellement. Pour le moment, il y a
trois solveurs sous-jacents : la ppc, la recherche lo-
cale (tabou et recuit simulé) et la recherche glou-
tonne.? Leurs possibilités définissent les possibilités de
tout le systeme. Des solveurs plus complexes peuvent
étre synthétisés a partir de ceux de base. En parti-
culier, il est possible de faire des solveurs hybrides
et animés. Par exemple, un solveur animé emballe
un solveur sous-jacent dans un environnement visuel
qui montre la succession des solutions trouvées. Des
solveurs hybrides peuvent étre de simples séquences
de solveurs ou peuvent suivre des schémas de décom-
position plus compliqués. Les synthétiseur acceptent

3Dans le futur, nous allons aussi intégrer des solutions basées
sur la programmation mathématique.

Scheduling
Abstractions

Scheduling Problem:>< Modelling ><::
e

Problem Model

Analysis &
Classification
-
Model + Classes

Problem Classes

Characterisation
.- - - |

Algoriths

Technology Choice :>< gort m ><: Families - Algo
Synthesis Pairing
—_
Search Algorithm

- =
Solution <:< Algorltl-um CP - LS - Hybrid
Execution Technologies

F1G. 2 — Vue d’ensemble d’AEON. Les rectangles ar-
rondis représentent les actions pour résoudre le prob-
leme. Les rectangles et conteneurs représentent leurs
entrées et sorties. Les conteneurs sur la droite sont
fournis par le systeme, les rectangles sur la gauche sont
les entrées de, et les sorties vers 'utilisateur et les rect-
angles au milieu sont des produits intermédiaires. Le
texte en italique représente les endroits d’implication
de l'utilisateur.

aussi des parametres, comme par exemple une limite
temporelle sur la recherche.

3 Architecture

La Figure 2 présente une vue d’ensemble d’AEON
centrée sur la résolution d’un probleme. Les rectangles
arrondis sont les étapes successives vers une solution.
Seule la premiere, la modélisation, fait participer 1'u-
tilisateur. Ensuite, le modele est analysé et catégorisé
dans des classes de problemes. Un algorithme est alors
synthétisé et exécuté pour produire une solution au
probleme. Les conteneurs sur la droite de la Figure 2
représentent ce qui est fourni par le systeme a chaque
étape. Le reste de cette section explique plus en dé-
tails I'exécution de chaque étape. La Section 4 décrit
comment il est possible d’agrandir les conteneurs.

3.1 Modélisation

La Section 2 a présenté la modélisation du point
de vue de l'utilisateur. A lintérieur, quand le mod-
ele est exécuté, une représentation interne du prob-
leme est construite. La majorité de I'information est
enregistrée dans les objets de modélisation qui ont été
présentés. Par exemple, la classe Activity contient
un attribut retenant si la préemption est autorisée ou
pas. En outre, I’'objet Schedule garde une référence
vers tous les objets qui ont été créés. L’information est
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enregistrée grace a des structures de graphes : les re-
lations de précédences dans un graphe dirigé, les fonc-
tions objectif et les besoins en ressources dans des ar-
bres plantés. Les contraintes de précédence sont des
arcs étiquetés d’un graphe dont les noeuds représen-
tent le début et la fin des activités, des jobs et du
schedule. En plus des arcs ajoutés explicitement par
I'utilisateur, il y a des arcs qui relient le début d'un
job avec le début des activités contenues et la fin d’un
job avec la fin des activités contenues. Il y a aussi des
arcs qui assurent que toutes les activités et tous les jobs
sont exécutés entre le début et la fin du schedule. Les
arbres plantés représentant les fonctions objectifs et les
besoins en ressources sont nécessaires pour représen-
ter la combinaison de fonctions ou besoins simples. Les
combinaisons sont des sommes, des produits, des min-
imums et des maximums pour les objectifs. Il s’agit de
conjonctions et disjonctions pour les besoins.

3.2 Analyse et Classification

Le but de la seconde étape est de catégoriser le mod-
ele dans une des classes prédéfinies. Cette classifica-
tion est basée sur les caractéristiques du probleme.
Chaque classe de problemes est définie par une com-
binaison de paires (caractéristique, valeur). La Table
3 présente un sous-ensemble des caractéristiques con-
sidérées. La derniére colonne spécifie les valeurs pour
une classe bien connue. Un tiret signifie que la valeur
peut étre n’importe quoi. Cette table représente une
version simplifiée de la définition des classes. En fait, il
ne s’agit pas d’une simple conjonction de paires mais
plutét d’une formule booléenne, avec des négations,
des disjonctions et des conjonctions de formules plus
simples. Les atomes correspondent aux paires. Leur
valeur de vérité est déterminée par analyse du mod-
ele. Si la valeur renvoyée par 'analyse est égale a celle
attendue, la formule atomique recoit la valeur Vrai. Un
modele appartient a une classe de problemes si ’éval-
uation de la formule qui définit la classe est Vrai.

De plus, des sous-formules récurrentes sont définies
comme des caractéristiques de haut niveau, ou comme
des modeles plus généraux dont les autres modeles
peuvent hériter. Par exemple, le JSP avec Makespan
est un cas spécial du JSP auquel on ajoute la carac-
téristique “avec Makespan”. Le JSP est & son tour un
cas de probleme disjonctif. La hiérarchie des catégories
forme un graphe dirigé acyclique (DAG). Cela signi-
fie qu’un probléme catégorisé dans une classe est aussi
membre de toutes les classes dont elle hérite. Le résul-
tat de la classification est donc une séquence de classes,
plutét qu’une seule classe. Cette séquence représente
un ordre total des classes du probleme compatible avec
le DAG des classes. Cela signifie que, si une classe
hérite d’'une autre, elle doit apparaitre avant son par-
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TAB. 3 — Liste partielle des caractéristiques. La pre-
miere colonne donne la caractéristique, la seconde
définit le type de valeur. La troisieme illustre les
valeurs possibles pour le probleme du Job-Shop (JSP).

Caractéristique Type JSP
Unit Processing Time boolean —
Fixed Processing Time boolean  true
Preemption Allowed enum never
Common Release Dates boolean true
Common Deadlines boolean —
Deadlines Exist boolean false
Form of the Precedence Graph enum chains
Delay between Activities boolean false
No wait between Activities boolean false
Jobs inside Jobs boolean false

Number Of State Resources
Maximum Capacity

integer 0
integer 1

All Capacities are Equal boolean true
Reservoir Consumption boolean false
Reservoir Production boolean false
Setup Times boolean false
Disjunctive Requirements boolean false
All Activities in Jobs boolean true

Nb of Multi-Mode Activities
Sum Of Requirements

integer 0
integer 1

Objective Type enum minimize
Objective Form enum maximum
Objective Components enum end time
Objective Scope enum all activ.
All Due-Dates are equal enum -

ent dans la séquence. Par contre I'ordre de classes qui
ne sont pas apparentées est fixé arbitrairement.

L’analyse des caractéristiques en soi est accomplie
par un ensemble de fonctions qui récuperent l'infor-
mation & partir de la représentation interne présentée
plus haut. Avant ’analyse, une étape de normalisation
est exécutée sur cette représentation. En particulier,
le graphe de précédences est simplifié pour retirer les
contraintes inutiles (réduction transitive). Les arbres
pour les besoins et les objectifs sont aussi simplifiés.
Par exemple, une somme de sommes est remplacée par
une seule somme. Pour finir, les objets inutiles (ma-
chines inutilisées, jobs vides, par exemple) sont mar-
qués comme tels.

Pour étre utile, l’analyse doit étre robuste aux varia-
tions de modélisation. AEON compile les modeles dans
une forme normalisée et ’analyse est accomplie sur la
forme normalisée. Par exemple, le code de la Figure
3 montre une formulation alternative pour le JSP. Il
y a plusieurs différences (activités multimodale, réser-
voirs, pas de jobs, fonction objectif explicite) par rap-
port au code de la Figure 1. Cependant, AEON le caté-



1 range machines;
2 range tasks;
3 int proc[tasks];
4 int mach[tasks];
5
6 Schedule<Mod> s();
7 Reservoir<Mod> M[i in machines](s,0,5,5,
IntToString(i));
8 MultiModeActivity<Mod> A[i in tasks](s,1,
IntToString(i));
9 forall(i in tasks) {
10 A[i] .setProcTime(1,proc[i],proc[il);
11 A[i] .requires(1,M[mach[i]],3);
12}
13 forall(i in tasks:ilnbmachines!=0)
14 A[i].precedes(A[i+1]);
15 s.minimizeObj (max0f (all(i in tasks)
completionTimeOf (A[i])));
16
17 GreedyTabuSynthesizer synth();
18 Solution<Mod> sol = synth.solve(s);
19 sol.printSolution();

Fia. 3 — Modele Alternatif pour le Probleme du Job-
Shop

gorise correctement comme étant un JSP, ce qui est
tres désirable en pratique. En effet, c’est la sémantique
du modele qui est importante, pas la syntaxe.

3.3 Synthese d’Algorithmes

Les classes responsables de la synthese sont Sched-
uleSynthesizer et ses sous-classes (voir Table 2).
Comme réfléchi sur la Figure 2, 'entrée de la syn-
these est composée de trois parties : le modele de 1'u-
tilisateur, sa classification et un choix fait par 1'utilisa-
teur pour un paradigme de recherche en particulier. La
sous-classe de ScheduleSynthesizer choisie définit le
paradigme de recherche (par exemple, la ppc pour CP-
Synthesizer) et la méthode solve prend le modele
en argument.

A partir du résultat de la classification, le synthé-
tiseur choisit la stratégie de résolution appropriée. Une
stratégie est un algorithme de recherche spécifique a
une classe de probléemes et qui va étre instantié pour
une instance particuliere. Chaque synthétiseur associe
une stratégie a chaque classe de problemes. Par ex-
emple, la classe TSSynthesizer associe la recherche
Tabou de [2] & la classe Job-Shop avec Makespan.
Chaque synthétiseur peut ne pas définir une stratégie
pour toutes les classes de problemes mais il est pos-
sible qu’il définisse une stratégie pour un probleme
plus général. Comme le résultat de la classification est

un séquence de classes de problemes, le synthétiseur
cherche une stratégie pour la premiere classe. S’il n’y
en a pas, il cherche pour la classe suivante. La séquence
est visitée tant qu’il n’y a pas de stratégie qui corre-
spond a une classe. Dans le pire des cas, le probleme
est reconnu comme un “probleme d’ordonnancement
général” pour lequel il y a une recherche par défaut de
base.

Une fois la stratégie choisie, elle doit étre instanciée
pour le probleme a résoudre. Le synthétiseur délegue
ce travail a une sous-classe de la classe Strategy. Il
y a a peu pres une telle sous-classe pour chaque paire
formée d’une classe de probléeme et d’un paradigme
de recherche. Chaque sous-classe de Strategy est re-
sponsable de la mise en place et de l'exécution d'un
algorithme pour le probleme a résoudre. La difficulté
est que, bien que la classe du probléme soit connue,
il peut étre difficile de trouver I'information nécessaire
a linstanciation de la recherche. Pour faciliter cette
étape, AEON fournit un ensemble de classes appelées
vues. Les vues sont utilisées pour présenter le sched-
ule et ses composants de maniere unifiée, quelle que
soit la fagon dont ils ont été introduits. Différentes
vues correspondent a différentes conceptions du prob-
leme. La vue la plus générale (ScheduleView) est une
fagon générique d’accéder a 'information, tandis que
des vues spécifiques donnent un acces direct & un sous-
ensemble de l'information utile pour certaines classes
de problemes. Par exemple, la vue JobShopView donne
de l'information pour les JSPs. Elle fournit la méme
interface, quelle que soit la facon dont le probleme a
été modélisé par l'utilisateur (comme a la Figure 1 ou
comme a la Figure 3).

3.4 Exécution de I’Algorithme

L’algorithme effectivement exécuté est différent
pour chaque stratégie. Cependant, ils ont en com-
mun qu’une solution est renvoyée. Les objets de la
classes Solution assignent une valeur a chaque vari-
able de décision du probleme. Cette assignation est
exprimée en fonction des objets du modele. Par exem-
ple, la méthode getStartingTime( Activity<Mod>
act) renvoie le moment de départ d’une activité. En
plus des temps de départ, les autre variables de déci-
sions des activités sont la date de fin, I'ensemble des
ressources effectivement utilisées, le mode (si il y en
a plusieurs) et la présence ou 'absence (si elles sont
optionnelles). La solution enregistre aussi la valeur de
la fonction objectif associée. Le principal bénéfice des
objets de solution est que le modele reste indépen-
dant. Il peut donc avoir plusieurs solutions qui peu-
vent étre comparées. De plus les solutions peuvent
servir de moyen de communication entre des straté-
gies qui cooperent. Elles peuvent ainsi étre utilisées
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1 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> sched){
JobShopView view(sched) ;
range Activities = view.getActivities();
range Jobs = view.getJobs();
range Machines = view.getMachines();
int[] duration = all(i in Activities)
view.getProcessingTime(i);
int[] machine = all(i in Activities)
view.getMachine(i);
int[J[] jobAct = all(j in Jobs)
view.getOrderedActivities0fJob(j);
12 JobshopAlgorithm 1ls(LocalSolver(),Activities,
13 Jobs, Machines, duration, machine, jobAct);
14 1s.solve();
15 SolutionView sol(view);
16 1s.saveSolution(sol);
17 return sol.getModelSolution();
18

—_ =
— O © 00 O Uik Wi

Fi1G. 4 — Résoudre un Probleme de Job-Shop

comme assignation de départ, pour fournir une borne
sur ’objectif, ou pour guider des heuristiques.

Les solutions sont exprimées en fonction du modele
mais les stratégies travaillent sur des vues. Elles ont
besoin d’une classe SolutionView pour exprimer la so-
lution & partir de la vue. Un objet SolutionView est
créé a partir d’une vue et les valeurs pour les variables
de décision sont données dans les termes de la vue.
La solution du modele sous-jacente peut ensuite étre
récupérée a partir de sa vue. La Figure 4 présente le
corps de la méthode solve de la class DellAmico. On
y retrouve les classes JobShopView et SolutionView.
Les lignes 2-11 montrent la création et 'utilisation de
la vue pour les problemes de Job-Shop. La recherche
effective est déléguée a une autre classe appelée Job-
shopAlgorithm (lignes 12-14). La ligne 15 crée la vue
pour la solution & partir de la vue du probleme. Cette
vue est ensuite remplie (ligne 16) et la solution est
renvoyée a la ligne 17.

4 Ajouter des Classes de Problemes et des
Stratégies

Comme le principal objectif de ce travail est de sim-
plifier D'utilisation d’algorithmes d’ordonnancement,
il est aussi important de fournir des moyens sim-
ples d’étendre le systeme. En particulier, ’architec-
ture d’AEON permet d’ajouter facilement des classes de
problemes, des synthétiseurs et des stratégies. L’exten-
sion des abstractions de modélisation n’est pas couvert
car cela nécessite une plus grande modification du sys-
teme. De nouvelles classes de problemes peuvent étre
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1 <?xml version="1.0" encoding="UTF-8"7>

2 <IDOCTYPE Model SYSTEM "models.dtd">

3 <Model ID="JobShopWithMakespanWithTwoJobs">
4 <Comnstraints>

5 <IsA Name="Makespan"/>

6 <IsA Name="JobShop"/>

7 <Constraint Name="nbJobs" Value="2"/>
8 </Constraints>
9 </Model>

FiG. 5 — Définition XML du Job-Shop avec deux jobs.

définies dans des fichiers XML. Les synthétiseurs et
les stratégies sont définis en étendant des classes exis-
tantes.

4.1 Ajout de Classes de Problemes

Toutes les classes de problemes et les caractéris-
tiques de haut niveau sont définies dans des fichiers
XML. Chaque classe est définie par un nom unique
et une structure de contraintes que le probleme doit
respecter. Cette structure est récursivement composée
des éléments suivants :

— SimpleConstraint : La caractéristique doit pren-

dre une certaine valeur.

— And : Toutes les contraintes doivent étre respec-

tées.

— Or : Au moins une contrainte doit étre respectée.

— Not : La contrainte ne peut pas étre respectée.

— IsA : Les contraintes d’'un autre modele doivent

aussi étre respectées.

L’élément racine est appelé “Constraints” et il cor-
respond a un “And”. Pour ajouter un nouvelle classe,
il faut écrire un fichier XML qui définit les contraintes
a satisfaire. Il est facile de réutiliser les modeles ex-
istants grace a I’héritage définit par 1’élément “IsA”.
Par exemple, la Figure 5 montre un fichier pour le cas
particulier du JSP avec exactement deux jobs qui peut
étre résolu en temps polynomial ([1]). Il s’agit d’une
conjonction des contraintes que ce soit un Job-Shop,
que 'objectif soit la minimisation du makespan et que
le nombre de jobs soit deux.

4.2 Ajout de Stratégies

Une nouvelle stratégie est créée en étendant la
classe Strategy, ce qui demande d’écrire deux méth-
odes : solve(Schedule<Mod> s) et solve(Schedule
<Mod> sched, Solution<Mod> initSol). La pre-
miere méthode implémente la résolution d’un prob-
leme depuis le début et la seconde la résolution
d’un probleme en utilisant une solution existante.



1 class MySynthesizer extends TSSynthesizer{

2 MySynthesizer () : TSSynthesizer(){

3 registerStrategy ("JobShopWMakespanW2Jobs",

4 new AkersAndFriedmanAlgorithm());
5 }

6}

Fi1G. 6 — Ajouter une stratégie a TSSynthesizer

La solution initiale peut étre laissée de coté, par
exemple dans le cas d’une recherche gloutonne. Le
corps de ces méthodes doit utiliser les vues. Cela
est illustré sur la Figure 4 qui montre I'implémen-
tation de la premiere méthode. La seconde est sim-
ilaire. La seule modification est le remplacement de
la ligne 14 par l'instruction 1s.solve(new Solution-
View(view,initSol)) ou une vue de la solution ini-
tiale est transmise a ’algorithme de recherche.

Une stratégie nouvellement créée doit étre liée a une
classe de probléemes au moyen d’un synthétiseur. Cet
appariement se fait par la méthode registerStrat-
egy(string name, Strategy strategy) définie
dans la classe Synthesizer. Cette méthode associe
une classe (définie par son nom) & une stratégie. Si
une autre stratégie était déja associée a la classe,
la nouvelle remplace 'ancienne. Cette méthode est
typiquement appelée dans le constructeur d’une
nouvelle classe de synthétiseur. La Figure 6 montre un
tel cas, ou un nouveau synthétiseur est définit comme
une sous-classe de TSSynthesizer. Cela signifie quun
JSP avec deux jobs va étre résolu avec 'algorithme
polynomial ad hoc et que les autres problemes sont
résolus avec une recherche Tabou.

Sur cet exemple, il est aussi clair que le choix de 'u-
tilisateur pour un paradigme de recherche particulier
(a la Figure 2) peut aussi étre enlevé, permettant une
recherche entierement en boite noire. Il suffit de créer
un synthétiseur par défaut qui associe la meilleure
stratégie a chaque classe de probléemes. Cependant,
la meilleure stratégie n’est pas spécialement unique,
méme pour une sous-classe. Cela peut dépendre de
contraintes temporelles, du besoin d’avoir des bornes
supérieures et inférieures, du besoin d’optimalité et
des caractéristiques individuelles de I'instance. Fournir
plusieurs synthétiseurs augmente donc la flexibilité et
lefficacité du systeme.

4.3 Création de Nouvelles Stratégies de Facon
Compositionnelle

De nouvelles stratégies peuvent aussi étre constru-
ites a partir d’autres plus simples. L’architecture

1 class TS_CPJSP extends Strategy{

2 Strategy _si;

3 Strategy _s2;

4 TS_CPJSP():Strategy(){

5 _s1 = new DellAmico();

6 _s2 = new CPJobShop();

7 }

8 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> s){

9 return _s2.solve(s,_sl.solve(s));

10

11 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> s,Solution<
Mod> initSol){

12 return _s2.solve(s,_sl.solve(s, initSol));

13}

14 ¥

15 class TS_CPSynthesizer extends
ScheduleSynthesizer{

16 ScheduleSynthesizer _si;

17  ScheduleSynthesizer _s2;

18 TS_CPSynthesizer() :ScheduleSynthesizer (){

19 _s1l = new TSSynthesizer();

20 _s2 = new CPSynthesizer();

21 3}

22 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> s){

23 string[] models = classify(s);

24 return _s2.solve(s,models,_s1.solve(s,
models));

25 3}

26

FiGc. 7 — Deux implémentations pour une stratégie
TS+CP

d’AEON permet de fabriquer des recherches compos-
ites par spécialisation ou par composition. La premiere
possibilité est de créer une nouvelle stratégie pour une
classe spécifique comme montré dans la sous-section
précédente. A un niveau plus général, un synthétiseur
peut créer systématiquement des stratégies composées
a partir d’autres synthétiseurs. La Figure 7 présente
les deux possibilités pour une composition simple :
une recherche Tabou suivie d’une recherche en ppc.
Les lignes 1-14 illustrent une stratégie composée pour
le JSP et les lignes 15-26 montrent le code d’un synthé-
tiseur enchainant TS et CP. Les méthodes classify et
solve avec plusieurs arguments sont définies dans la
classe ScheduleSynthesizer et représentent les dif-
férentes étapes qui sont du ressort du synthétiseur :
la classification et la résolution (avec ou sans solution
initiale). Il est intéressant de voir comment le code du
synthétiseur composé ressemble au code de la stratégie
composée.
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5 Expérimentations

Le but de cette section est de montrer que la
générécité du systeme est compatible avec des résolu-
tions effectives et efficaces de problémes d’ordonnance-
ment. Pour évaluer cela, nous avons choisi d’effectuer
des expérimentations sur quelques jeux de test clas-
siques, le probleme du Job-Shop avec minimisation
du makespan (JSP), le probleme de I’Open-Shop avec
minimisation du makespan (OSP) et le probleme du
Job-Shop avec minimisation du retard pondéré total
(JSPWT). Pour chaque jeu de test, trois algorithmes
synthétisés vont étre considérés : une recherche locale
(LS), une approche par ppc (CP) et un composé ou
une recherche Tabou donne une borne supérieure a la
partie CP (LS+CP). Ces algorithmes vont étre com-
parés avec I'implémentation en COMET [10] de respec-
tivement la recherche Tabou de [2] pour le JSP, la
recherche Tabou de [5] pour ’OSP et un algorithme
de Metropolis [9] pour le JSPTW.

Les algorithmes LS sont les homologues des algo-
rithmes originaux et ont les mémes limites : 12.000
itérations pour le JSP et ’OSP et 600.000 pour le
JSPTW. La recherche CP est limitée en temps a
max (300, 3 x #activités) secondes, ¢’est-a-dire 25 min-
utes pour les plus grandes instances.

Pour les algorithmes de recherche locale, vingts exé-
cutions sont faites pour chaque instance. Ceux avec CP
n’ont été exécutés qu’une fois car ils sont bien moins
variables. Toutes les exécutions ont été réalisées sur un
Intel Core 2 Duo, 1.66Ghz avec 1 Go de RAM.

La Table 4 présente un résumé des résultats pour
le jeu de test. Des résultats plus détaillés se trou-
vent en ligne?. Pour chaque algorithme, lerreur rel-
ative moyenne (MRE) est donnée. Le MRE est égal a
100 %« (UB — LB)/LB ou UB est la valeur moyenne
de la solution trouvée par l'algorithme et LB est
la meilleure borne inférieure connue pour chaque in-
stance (et récupérée dans [14, 13, 10, 4]).

Pour illustrer une autre recherche hybride, nous
avons aussi généré un recherche par voisinage large
(LNS) pour I'OSP. Cette recherche est particuliere-
ment efficace et a résolu toutes les instances sauf une
en moins de deux minutes.

Cette table montre qu’il n'y a pas de différence
significative entre une recherche générée par AEON
et une recherche écrite a part. Bien str, I’approche
CP n’est pas toujours utilisable pour les plus grands
problémes mais ce n’est pas une particularité d’AEON.
Au contraire, "utilisation de CP en conjonction avec
une recherche locale permet de prouver 'optumalité
de solutions trouvées heuristiquement. Concernant les
temps d’exécution, 'approche CP n’est compétitive

4http ://becool.info.ucl.ac.be/acon
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F1a. 8 — Temps (en millisecondes) pour analyser un
probleme et générer la recherche, en fonction du nom-
bre d’activités.

pour les problemes plus grands mais la recherche lo-
cale est comparable a 'implémentation en COMET des
algorithmes de référence.

Le cotut induit par l'utilisation d’AEON est illustré
a la Figure 8. Le temps utilisé pour la mise en place
d’AEON et les opérations d’analyse, de classification et
de génération est affiché en fonction du nombre d’ac-
tivités du probleme. La courbe suit une lente progres-
sion quadratique. Le temps d’analyse est de moins de
1,5 secondes méme pour des problemes a 500 activités.

6 Conclusion

Ce papier présente AEON, un systéme pour mod-
éliser et résoudre des problemes d’ordonnancement.
Etant donné un modele décrit selon un langage de
modélisation de haut niveau, AEON reconnait et classe
sa structure et synthétise un algorithme de recherche
approprié. L’algorithme synthétisé appartient a un
paradigme particulier, tel que la recherche locale ou
la ppc. L’approche permet d’exploiter la structure des
modeles pour dériver des algorithmes dédicacés a des
classes de problemes.

AEON a certains traits fondamentaux : en premier,
la classification du modele ne dépend pas de la syn-
taxe ou des choix de modélisation. Les modeles sont
transformés dans une forme normalisée sur laquelle 1'-
analyse est effectuée, ce qui permet d’augmenter la ro-
bustesse de la modélisation. Deuxiemement, AEON est
ouvert et extensible : de nouvelles classes de problemes
sont spécifiée en XML et des stratégies de recherche
peuvent étre ajoutées pour toutes les classes de prob-
lemes. En outre, de nouveaux synthétiseurs peuvent
étre fabriqués a partir d’autres existants de fagon sim-
ple.



TAB. 4 — Erreur relative moyenne (MRE) et temps d’exécution (en secondes) pour quatre algorithmes. Ref.
désigne les algorithmes de référence, LS pour la recherche locale dans AEON, CP pour la ppc dans AEON
et LS+CP pour un composé de LS et CP. Pour CP et LS4CP, le nombre entre parentheses est le nombre
d’instances pour lesquelles la recherche s’est finie et pour lesquelles le temps est compté. Pour 'OSP, la colonne
CP présente deux valeurs. La deuxieéme est une recherche par voisinage large (LNS) qui est aussi générée par

AEON.
Probleme #Inst. MRE moyen Temps moyen pour la meilleure solution
Ref. LS CP/LNS  LS+CP  Ref. LS CP/LNS LS+CP
JSP 78 208  2.09 54.40 2.03 2.6 3.1 4.4(30) 3.4(52)
OSP 80 1.68 1.70  1.58/0.01 085 24.1  25.0 8.0(49)/ <120  30.2(50)
JSPTW 22 428  3.87 97.88 4.14 244 243 -(0) -(0)

Les résultats expérimentaux montrent la faisabilité
de l'approche. Le sur-cotiit d’AEON par rapport a des
algorithmes dédiés est faible et le temps d’analyse est
tres acceptable et croit de maniere quadratique avec
la taille du probleme.

Actuellement, nous travaillons & l'ajout d’une
grande variété d’algorithmes pour de nombreuses
classes de probléemes d’ordonnancement. A plus long
terme, notre recherche va se concentrer dans deux
directions. D’abord, la linéarisation automatique de
modeles pour pouvoir utiliser des solveurs MIP ou
pour obtenir des bornes inférieures par relaxation
linéaire. Ensuite, 'intégration de recherches par défaut
robustes pour des classes de problémes générales (par
exemple, 'ordonnancement disjonctif) ol on trouve
des contraintes hétéroclites.
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Abstract

Un des challenges importants en programmation
par contraintes est la reformulation de modéles dé-
claratifs en programmes exécutables permettant de
calculer leurs solutions. Cette phase peut nécessi-
ter de faire des traductions entre les langages de
la programmation par contraintes, de changer la re-
présentation des contraintes ou d’optimiser les mo-
deles et de paramétrer les stratégies de recherche.
Dans cet article, nous présentons un métamodeéle pi-
vot qui prend en compte les structures communément
rencontrées dans les modeles en programmation par
contraintes. Ce métamodéle comprend ainsi plusieurs
types de contraintes, des structures conditionnelles
ou des boucles, mais aussi les concepts de classe
et de prédicat. Ce métamodele est suffisamment gé-
néral pour s'adapter aux structures de la plupart des
langages, comme les langages orientés-objet ou les
langages basés sur la logique, tout en en restant in-
dépendant. Les opérations de reformulation traitent
des instances du métamodele pivot indépendamment
des langages contraintes. Ainsi, les opérations défi-
nies sont génériques et s’appliquent quelques soient
les langages choisis. Lespace des langages est re-
lié & 'espace des métamodeéles a I'aide d’analyseurs
lexicaux et grammaticaux. Les outils de l'ingénierie
logicielle peuvent alors étre utiliser pour implémen-
ter un tel cadre de transformation pour les modéles
contraintes.

Introduction

points clés abordés dans ce papier. L'objectif est de déve-
lopper des outils logiciels intermédiaires qui sont capables
de reformuler les modeéles en tenant comptes des caracté-
ristiques du solveur.

La modélisation de problemes réels nécessite I'utilisa-
tion de langages de modélisation de haut-niveau avec des
structures telles que la définition de contraintes, d'instruc-
tions de programmation et des possibilités de modularité.
Récemment, plusieurs langages de modélisation sont ap-
parus pour répondre aux besoins variés d’utilisateurs et de
catégories de problemes. D'un c6té, il y a de nombreux lan-
gages de modélisation pour les problemes combinatoires
tel qu’OPL [19], Essence [5] et MiniZinc [14] ou pour les
problémes numériques comme Numerica [18] et Realpa-
ver [9]. D’un autre c6té, des librairies de résolution par
contraintes ont été intégrés dans des langages de program-
mation informatique, comme pour ILOG Solver [15], Ge-
code [16] et ECEPS’ [1]. Par la suite, nous allons prin-
cipalement considérer les langages de modélisation pour
définir les modéles CSP. Cependant, les langages de pro-
grammation peuvent étre choisis comme cible du proces-
sus de traduction. Notre objectif est de fournir un outil de
traductionmany-to-many qui peut prendre en compte des
langages variés.

La plupart des langages partagent les mémes structures,
comme par exemple la définition des contraintes. D’autres
structures sont plus spécifiques, comme les classes dans les
langages orientés-objet ou les prédicats dans les langages
logigues. Nous avons intégré I'ensemble de ces concepts
dans un métamodéle, c’est-a-dire un modele des modéles

En programmation par contraintes (PPC), I'utilisateuCSP. Ce métamodéle sert de pivot dans notre approche et
décrit les caractéristiques d'un probleme (CSP) comme dégcrit les relations existantes entre les concepts rencon-
contraintes s’appliquant & des variables. Il utilise, ensuité;és en PPC. |l décrit, de maniére abstraite, les régles de la
un solveur pour calculer les solutions du probléeme qu'imodélisation en PPC, ce qui représente en soi une contri-
a décrit. La correspondance automatique entre un modédation importante par rapport aux travaux précédents [2]
et un programme exécutable par un solveur est un degsi étaient restreints a des correspondaroresto-many
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en partant d’un seul langage-COMMA. 2 Une plateforme dirigée par les mo-
deles

Le processus de reformulation que nous proposons se .
décompose en trois étapes. Durant la premiére, le modeleUn modele CSP est une représentation d’un probleme,
définit par l'utilisateur est analysé grammaticalement et uicrite dans un langage et ayant une structure. Notre objectif
modéle conforme & un métamodeéle est généré. Durant€gt de transformer des modeéles indépendants des solveurs
derniére étape, le programme résultant est obtenu a I'aid€rs des modéles dépendants des solveurs. Cela implique
du processus inverse en reformulant I'information présenf€ :
dans un modele en respectant la grammaire du langage- changer la formulation des constraintes pour amélio-
visé. Ces deux étapes établissent un pont entre I'espace des rer |a résolution.
grammaires et I’espace_des modeles. L’eta_pe intermédiaire_ traduire des modeles écrit dans des langages & haut-
implémente des opérations de reformulation sur des mo- niveau niveau d'abstraction vers des langages bas-
déles conformes au métamodele pivot pour, par exemple, niveau acceptés par les solveurs ou vers des langages
reformuler un modele basé sur des entiers en un modele  de programmation.
booléen. L'un des points clés de notre approche est de ma-— modifier la structure des modéles par rapport aux ca-
nipuler les concepts CSP avec leur sémantique et non pas ractéristiques des solveurs. Par exemple, il peut étre

des éléments syntaxiques. Ainsi, les opérations de reformu- ngcessaire de passer d'un modéle orienté-objet & un
lation sont définies sans étre restreintes a un langage donne. modéle logique basé sur des prédicats.

La gestion des représentations des contraintes nécessite
Le travail sur la plateforme Cadmium [4] est le pIusde spécifier des regles de transformation permettant d’ob-

proche de ce que nous présentons. Cette plateforme Jgnir une formulation équivalente ou des relaxations. La

lise un langage de programmation & base de régles coffgduction des langages requiert la définition de corres-
binant lesConstraint Handling Rules [7] et les opéra- pondances entre les syntaxes concrétes et les concepts des

tions de réécriture de termes pour transformer des model@§tamodeles. La manipulation des structures concerne, en

contraintes formuler en Zinc ou MiniZinc. L'algorithme particulier, les concepts de modélisation abstraits comme

de réécriture fait la correspondance entre des regles et des objepts ou les prfadlcats. Une_ m,otlvatlonAlmportante de
termes pour générer de nouveaux termes, jusqu'a obteﬁf trz_;lvallle est de separer ces dlfferente.s taches.. En' effet,
un ensemble de termes sur lequel plus aucune régle n,adicla_quwa!ence de formu[at_lqns des contraintes est mdepe_n-
Cette approche fournit une sémantique claire sur la proc@@nte d’'un langage spécifique. Le processus de traduction
dure de transformation, tout en adressant des probléemes/@ alors appel a deux espaces techniques : (1) celui des
confluence et de terminaison. La définition de métamodel@gammaires (Grammar TS) qui se rapporte aux problemes
nous permet d'utiliser les outils de I'ingénierie des modélegees aux Ian‘gages et leur syntaxe, @) Ce'“',‘?'e_ l Ingent-
comme ATL [12], qui est un langage général de transforl® des modéles (,N_IDE_ TS) qui pe\rmet la_définition de_s
mation & base de régles mixant des régles déclaratives s'49NCePts de modélisation et des regles de transformation
pliquant & des éléments typés et des structures de progratfPPliquer sur les modeles (cf. figure 1).

mation impératives. Kermeta [13] est une autre plateforme

de transformation, qui se base plus sur les concepts de la

programmation orientée-objet. Un des bénéfices de I'ap-

proche dirigée par les modéles est de directement manipueammarrs | MDE TS \ GrammarTs

ler des éléments typés conformément & des concepts, qui i ’
sont reliés et hiérachisés dans des métamodéles. [commera] -} et

lMe(amodel P\vo(l

H
lMe(amodel BI E [ Grammar B I
H §

l Source Text A }gh’{ Model A } """"""" ’{ Model Pivo‘}u:l """"""" P( Model B }{PD{ Target Text B I
La section suivante de I'article présente notre plateforme : ;

générale de transformation de modéles appliquée a la PPC.
Dans la section 3, un exemple illustrant I'intérét de I'ap-

proche est présenté en se basant sur des langages connus en

PPC. La section 4 integre une présentation du métamodele: i
pivot ainsi qu’une description des opérations de reformula-
tion. Des expérimentations sur des problémes couramment

rencontrés en PPC sont présentées en section 5. Enfin,Fl@URE 1 — Le processus de transformation des modéles
section 6 fait le bilan de la contribution proposée dans cefontraintes.

article et détaille de futurs pistes de recherche.

H

'
ModelToText tool

v

H

H
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Dans I'espace des grammaires, des termes sont consiéme, un ensemble de = ¢ x s joueurs veulent jouer
dérés et sont organisés en fonction des régles définieasemble au golf chague semaine. lls sont répartis glans
dans une grammaire. Dans I'espace des modéles, les &goupes des golfeurs. L'objectif est de trouver un plan-
ments considérés sont typés par rapport a un concept déng permettant aux joueurs de jouer pendargemaines
fini dans un métamodéle et correspondent a une instansans jamais rencontrer deux fois le méme joueur. Les fi-
de ce concept. Les éléments sont alors reliés entre euwgares 2 et 3 présentent le probléme écris-@oMMA et en
I'aide de simples références ou d’'un lien de compositiorECL'PS".

Par exemple, une contrainter y = z est issue du concept
: Ari 4 A ; Data file
dg contra}lnt_e _algebrlqug composé d. une expression alg = enum Nane = {a.b.c.d. e f, g hi}:
brique. Ainsi, il est possible de définir des éléments conme. int s := 3; //size of groups
Y : 4 13qi NE W /I nunber of weeks
plexes comme des systémes de contraintes composes d gnint g =3 /lgroups per week
semble de contraintes.

L des | gel A . [LNbdel file

e passage des langages aux modéles peut étre iIMP€-rgi n class Soci al Gol fers {
menté a l'aide de techniques d’analyse lexical et gramm%— Vieek meeksczfs?EM; o
. \ R R . . t t t
ticale. Un modeleA est créé a partir d'un fichier source;  “Coraiiwa in 1 v 0 {
définit par I'utilisateur. Ce modéle doit étre conforme awb. forall (w2 in wi+l..w)

[[TANT
whw

, < L o 6. forall(glin 1..9)
me_tamodele du langage ch9|3| par | utlllsaFeur, comme rey. forall(g2 in 1.9 {
quis par I'espace des modéles. En conséquence, les ndé- car d(weekSched[ wi] . gr oupSched[ g1] . pl ayers
N AT . t t
tamodéles des langages (les langages de modélisation, les veekSohed[ w2] . gr oupSched[ g2] . pl ayers) <= 1.

langages de PPC et les langages des solveurs) doivent éitbre }
définis pour pouvoir établir le type des modeles. La sortig;  , }
B est générée a partir d'un mod@&@eDans notre approche, 12. class Goup {
del f N At deledel d 13I Nanme set players;
ce modele se conforme a un métamodele de langage de Q- constraint groupSi ze {
veur. 15. card(pl ayers) = s;
. . g , 16.

Les transformations de modéles sont définies dans I'esz. }}
pace des modéles. L'objectif est de transformer un modé’ié- o ass Veek {
A correspondant au modeéle écrit par I'utilisateur vers ugo. & oup gr oupSched[ o]
modeéleB associé a un solveur. Comme mentionné précé—'zl- C?gf‘alf Ia'( Stl ip'na{m;fperwm {
demment, il est nécessaire de changer la représentation égﬁs forall (g2 in gl+l..g) {
modeéles et leur structure. Ce processus peut étre mis &h card(groupSched[gl]. pl ayers

s s . . intersect groupSched[g2].players) = 0;

oeuvre a I'aide d'opérations transformant les concepts dezs. }
vers ceux dd. Afin d’exploiter les similarités qui peuvent gg }
exister entre les langages de modélisation PPC, nous pro-
posons d'introduire un métamodeéle intermédiaire servant
de pivot. La chaine de transformation est alors compos¢@cure 2 — Un modeéles-coMMA pour le probléme des
de trois étapes : (1) le passage d’'un modeleers le pi- golfeurs sociables.
vot, (2) I'application d'opérations de reformulation sur le
modele pivot et (3) le passage d’un modele pivot a un mo- . L : .

R VO ( ,) P 9 : P . Le modéles-coMMA est divisé en deux parties : un fi-
deleB. Ainsi, les étapes de reformulation nécessaire pour, . X - e R

chier de données et un fichier définissant le modéle. Le

un langage donné peuvent étre utilisées pour reformuler yh . P . .
g9ag P P Lflch|er de données comporte la définition de I'énuméra-
autre langage.

Par la suite (section 4), nous allons présenter le rnétamtion représentant les noms des golfeurs et trois constantes
deéle pivot et les o ératic;ns de transfoF;mation de modéleﬁxant les dimensions du probleme (1a taille des groupes,
P P " nombre de semaines et le nombre de groupes par se-

Cependant, nous présenterons d’abord un exemple iIIustrr%

tif et nous discuterons des conditions préalables a la ma aine). Le fichier du modele est divisé en trois classes :
: N . P e pour définir les groupes, une pour les semaines et la
pulation de modeéles contraintes.

classe principale pour définir le probléme global des gol-
feurs sociables. La classeoup contient I'attributpl ayer s
2.1 Un exemple illustratif qui correspond a I'ensemble des golfeurs qui doivent jouer
ensemble. Chaque golfeur est identifié par un nom qui est
Nous avons choisi I'exemple des golfeurs sociables powéfini dans I'énumération du fichier de données. Dans cette
illustrer le processus de transformation. Le modéle initiatlasse, le bloc appelg oupsi ze (lignes 14 a 16) est un
est écrit a partir du langage de modélisation orienté-objéloc de contraintes, qui permet de regrouper des contraintes
s-COMMA. Le modeéle cible est un programme écrit dans les’appliquant aux attributs de la classe. Ces contraintes
langage de programmation logique E€IS*. Dans ce pro- peuvent étre formulées a l'aide de boucles ou de struc-

(el
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tures conditionnelles. Ainsi, le bloc mentionné restreant | par ampour définir les variables a importer dans le contexte
taille du groupe de golfeurs. La clasaeek comporte un interne a la boucle.

tableau d’objets de typeroup et un bloc de contraintes Le traitement des objets est plus subtile, puisque ce
pl ayOncePer Week qui empéche les joueurs de faire parti deconcept n'existe pas en ECRS'. Plusieurs stratégies de
plusieurs groupes pour une méme semaine. Enfin, la clagsansformation sont possibles, comme par exemple, la défi-
Soci al Gol fers contient un tableau d'objets de typeek  nition d'un prédicat par classe d'objets [17]. Nous avons
et un bloc de contrainted f f erent Groups qui définit le  choisi une autre approche en enlevant la structure objet
fait que chaque golfeur ne peut rencontrer qu’'une fois ldes problemes. L'applatissement d’'un probleme nécessite
méme golfeur tout au long des semaines considérées. d’explorer les hiérarchies d’héritage et les liens de compo-
sitions. Plusieurs problémes peuvent étre rencontrés et sont

1. social Gol fers(L):- L etn s . . ~ i s

2. S $= 3, détaillés par la suite. Les attributs peuvent étre modifiés de
i ‘é":f 431, maniére conséquente. Par exemple, le tableaksched,

5. ' contenant des objets de typeek défini & la ligne 2 du

6. intsets(WEEKSCHED GROUPSCHED PLAYERS, 12,1, 9), i~hi S ; 4 i

7 L ERKSOHED GROUPSGHED, PLAYERS, fichier ,mo<;iele de la figure 2, est transformé en une liste
8 plate d’entiers WEEKSCHED_GROUPSCHED_PLAYERS (ligne 6

9. (for(W, 1,W,param(L, WG do de la figure 3). Il a aussi été nécessaire d’introduire de nou-

10.  (for(V@, W+1, W, paran(L, G W) do

11.  (for(GlL 1,0, param(L, G W, W) do velles boucles pour aplatir les tableaux d’objets et ainsi

12. (for(@&,1,G, paran(L, G W, W, Gl) do

V1 is G+(W-1)+GL, nth(V2, Vi, L),
V3 is G-(Ve-1)+@, nth(V4, V3, L),
#(V2 I\ V4, VB),6 V5 $=< 1
)
)
)

<),

considérer les contraintes de tous les objets déclarés. Le
dernier bloc de boucles dans le modéle ERE (lignes
27 a 35) a ainsi été généré a partir du bloc de contraintes
pl ayOncePer Week du modeles-COMMA. Il y a une boucle
supplémentaire (ligne 27), puisque des instancegedie

20. sont contenues dans le tableagkSched. Un autre point
g; (E?LE'(}’ZliWGi pS;?g(n(LLS'szG)G f‘i) o A mentionner est la différence d’'accés aux éléments des
23, V6 is Ge(l1-1)+ 2, nth(V7, V6, L), listes entres-coMMA et ECL‘PS. Des variables locales
o ) #(V7, V8), V8 $= S ont été introduites et le prédicat Prolegh (équivalent de
26. ), la contrainte globalel enent ) est utilisée dans le modeéle
27. 7 ]

28. (for(11,1,W,param(L, G do ECL'PS.

29. (for(GL,1,Q,paranL,G11) do

30. (for(&, Gl+1, G, paran(L, G 11, Gl) do

31. V9 is G+(I1-1)+GL, nth(V10, V9, L), 3 Modéle p|v0t

32. V11 is G+(11-1)+G2, nth(V12, Vi1, L),

33. #(V10 /\ V12, 0)

34. )

)

<),

: | abel _sets(L).

Nous avons défini un métamodéle pour définir des ser-
vant de pivot dans le processus de transformation. Ce mé-
tamodeéle capture la majeur partie des concepts rencontrés
dans les langages contraintes. Les modeéles conforment a ce
métamodeles sont manipulés a I'aide de transformation de

FIGURE 3 — Le probléme des golfeurs sociables expriméglodéles raffinant leur structure et leur formulation. Chaque
dans le langage ECPS'.

transformation implémente une unique opération de raffi-
nage ou d’optimisation des modéles.

Le modéle ECEPS’ de la figure 3 est généré aprés avoir
appquué I(? processus de tran§fqrmation [:,)rése,nté dan%_al Le métamodéle du pivot
section précédente. Un seul prédicat est déclaré et contient
I'ensemble du probléme. Les dimensions du probléme sontLa figure 4 présente un extrait de la structure du mé-
d’'abord déclarées (lignes 2 a 4), suivies de la liste des véamodéle pivot en s’appuyant sur un formalisme de dia-
riables (des ensembles d’entierg)ines 6 a 7) correspon- gramme de classe UML simplifié. Le concept racine est le
dant aux joueurs de golf. Enfin, trois blocs de boucles sobncept dabdel qui contient 'ensemble des entités. Trois
définis suite a la transformation des contraintes des trot®ncepts spécialisent la classe abstmaite| El erent :
classes (lignes 9 a 36). Certaines parties de ces deux mo— d assi fi er représente tous les types qui peuvent étre
deles sont clairement similaires, ce qui se répercute au ni- utilisés pour définir des variables ou des constantes :
veau des métamodeéles de ces langages qui partagent un — DataType correspond aux types de données cou-
grand nombre de concepts, comme la notion de boucles rants qui sont utilisés en PPC : booléen, entier et
ou de contraintes. Cependant, les syntaxes pour exprimer réel.
ces modéles sont trés différentes. Ainsi, la déclaration de — Enuneration sert & définir des types symbo-
bouclef or en ECL'PS’ nécessite I'utilisation du mot-clé liques, c'est-a-dire basés sur des ensembles de
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elements| *
| ModelElement I

type features l—

Classifier

ParameterizedElement
A

_F unction

| Record | [ Statement =

| DaaType | [ Class | [ Enumeration |4{ TypedElement]

| Variable] [ Constant| | Constraint| [ Forall || If |
parameters | 1
valwe | 1 |ExpressionConstraint [GlobalCtr]

1

FIGURE 4 — Structures des problémes et représentation des variables dans le métamodéle pivot.

valeurs symboliques (non détaillées ici, ehum autres caractéristiques qui peuvent apparaitre dans

Nare :={a,b, ...}, ligne 1 du fichier de données de un modéle ou une classe :

la figure 2). — Constraint est un concept abstrait
— Cass est similaire au concept de classe défini qui est spécialisé de deux manieres

dans les langages de programmation objet, mais Expr essi onConst r ai nt correspond aux

dans le contexte de la PPC [17]. Ainsi une classe contraintes définies a l'aide de termes et de

comporte des déclarations d'attributs (variables ou
constantes), mais aussi des contraintes ou d’autres
instructions encapsulant des contraintes (boucle ou

relations.d obal Ctr correspond aux contraintes
globales identifiees par un nom et une liste de
parametres.

conditionnelle). Ces éléments sont regroupés sous — For Al | définit le concept de boucle sur des ins-
le concept abstrait dedel Feat ure. tances destatement. Une variable locale est
— Model Feat ur e correspond a I'ensemble des instances alors nécessaire pour définir les itérations de la
quil est possible de déclarer dans un modéle ou une boucle.
classe : — 1 f permet de définir des conditions pour la prise
— Record se rapporte a des instances non-typées en compte d'instances d& at enent. Une ex-
contenant une collection d’éléments a la maniere pression définit le test booléen. Deux blocs d’élé-
des tuples. Pour étendre la portée Basrd, nous ments sont possibles, le premier étant obligatoire
les avons définis comme une composition d'ins- contrairement au deuxieme.
tances debdel Feat ure. — Paraneteri zedEl enent correspond aux concepts
— TypedEl enent est abstrait et regroupe I'ensemble ayant une liste de paramétres et ne correpondant pas a
des éléments auxquels nous associons un type (cf. une définition de type ni unedel Feat ure :
I'association avec le conceptassi fi er sur la fi- — Predi cate permet de déclarer des prédicats lo-
gure 4). Le concept de tableau n’est pas dissocié du giques comme dans les modéles ERE. Les pré-
concept de variable. Un tableau est uniquement dé- dicats ont des parameétres et sont composés d'une
fini par des tailles qui correspondant a chacune de séquence debdel Feat ure (par exemple, des va-
ses dimensions. Pour plus de flexibilité, ces tailles riables ou des contraintes).
sont définies comme des instancesxdr essi on. — Function permet a un utilisateur de définir des
— Vari abl e comporte un domaine optionnel (non fonctions utilisées ensuite dans le modéle. Contrai-
détaillé ici) qui retreint les valeurs associées a rement aux prédicats, une fonction ne contient
son type. Trois sous-types @enai n sont pris gu’une seule instruction.

en compte : les intervalles, les ensembles et les _ _ )
domaines définis comme des expressions. La notion d’expression est omniprésente en PPC. Les

— constant est composé d'une valeur définieconcepts correspondant dans le métamodele pivot sont de-
comme une expression constante. taillées dans la figure 5. lls représentent les entités appa-

— statement est utilisé pour représenter toutes legaissant dans les expressions du premier ordre basées sur

des variables, des termes, des relations et des opérateurs.
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Expression |

[ FunctionCall VarOccurrencel | BooleanExpression |
2\
|objectOccurrencel | BoolOperator |[BoolValue| [PredicateCall] [ SetOperator | [Setvalue [SetFunction] [ AlgOperator | | AlgValue | | AlgFunction |
[ BoolBinaryOp | [BoolunaryOp) -« [intvalue] [ Realvalue ] [Intervalvalue |

FIGURE5 — Représentation des expressions utilisées pour définir des contraintes dans le métamodeéle pivot.

Le concepExpr essi on est abstrait et est spécialisé en plurences de variables qui ne sont pas définies pour chaque
sieurs sortes d’expressions : sorte d’expression.

— FunctioncCal | fait référence aux fonctions définies. Il
comporte une liste de paramétres définis a leur tow.2 Reformulation du pivot

comme des expressions. . R . . .
Les transformations de modéles sont implémentées

— Var Cceurrence Sert & représenter I'occurence des va- PR . R

: o . . slemer2mmes des opérations de reformulation sur les modéles
riables précédemment déclarées. Tous les éléments . .

. pivots. Pour plus de clareté, nous ne présentons que

ayant un nom sont concernés par ce concept. Lorsque

rélément référencé est un tableau. alors la réféquelques opérations principales en utilisant un style de

. . ) i . pseudo-code impératif, méme si en pratique nous utilisons
rence doit avoir un ou plusieurs attributs supplé: s X \ NP
. - s un langage dédié aux transformations de modéles. L'intérét
mentaires correspondant aux indices d’'accés au ta-. . . . o .
, i principal qui est apporté par la hiérarchie de concepts est le

bleau. Le concept dbject Occurrence spécialise

PP X : . mécanisme de navigation dans les modeles. Par exemple,
Var Cceur rence en définissant I'occurence d’un attri- . -, - . ,
L il est aisé de parcourir I'ensemble des variables d'une
but d’objet (par exempl@r oupSched[ g1] . pl ayers, . . ) . L,
X , . contrainte, puisque cette information est décrite dans le
ligne 8 dans la figure 2). Les occurences de variable né ; .
i . ... concept abstrait de contrainte.
sont pas classifiées par rapport a leur type pour éviter
trop de redondances de concept.

— Bool eanExpr essi on représente globalement les ex-3-2.1 Aplatissement des objets

pressions booléennes : Cette étape de reformulation remplace les intances cor-

— Bool Val ue représente les valeurs booléennese  respondant a des objets (les variables dont le type est une
etfal se. classe) par tous les éléments définis dans la classe (va-

— Predi cateCal | est similaire &unctionCal | Mais rigbles, constantes, contraintes et autres déclarations). Pour
fait référence a des prédicats. éviter tout conflit de nom, les éléments nommés sont pré-

— Bool Oper at or est abstrait et représente les opérafixés avec le nom de I'objet.
teurs communéments utilisés dans les expressions|a|gorithme 1 présente cette étape de transformation
booléennes+, <, —, and, or=, #, <, >, <,>.  &crite en pseudo-code. Ainsi, la fonctianj ect Reroval
— SetExpression permet de représenter des exprestrajte un modéle source en itérant sur tous ses éléments
sions ensemblistes en regroupant les valeurs enseffigne 2). Si des objets sont détectés (ligne 3), alors la fonc-
blistes (par exemplgl, 2, 3}), les fonctions associées tion t| at t en est appelée et son résultat est ajouté au mo-
(par exemple la fonction de cardinalité) et les opéraggle de sortie (ligne 4). Les éléments qui ne sont pas des
teurs usuellement utilisés (intersection, union et difféppjets sont simplement recopiés dans le modéle de sortie
rence). (ligne 5 et 6), alors que les classes ne sont pas traitées et
— Al gebr ai cExpr essi on représente les expressions nuonc éliminées. Dans la fonctionat t en chaque élément
mériques sur les entiers ou les réels en utilisant ausgk 'ensemble debdel Feat ur e passé en paramétre est du-
les fonctions et opérateurs classiques €, =, / and  pliqué et ajouté a 'ensemble résultat. Dans le cas des va-
", etc.). riables (et des constantes), leur nom est redéfini en le pré-
Nous avons définit le métamodéle pivot pour satisfairéixant du nom de 'objet passé en premier parametre (ligne
la plupart des besoins de modélisation rencontrés en PP&), La figure 6 montre le résultat de cette transformation
mais aussi pour correspondre avec les métamodeéles des I'exemple des golfeurs sociables.
langages PPC. De cette maniére des simplifications ont étéLa reformulation des tableaux d'objets et des expres-
faites sur ce métamodeéle, comme pour le cas des ocaiens n'est pas présenté ici pour garder un algorithme
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simple. Dans le cas des tableaux d'objets (cf. fin de la secontraintealldifferent(x, ..., x,,). Nous supposons que le
tion 3), nous devons transférer la définition des tailles ddomaine de chaque variable est compris entrd etn
tableau aux attributs des objets et nous ajoutons une dgeur simplifier la définition des deux derniéres transforma-
claration de boucle pour itérer sur I'ensemble des élémentions présentées. Nous présentons ainsi trois possibilités de
de typest at ement qui sont encapsuler dans les objets. Aueformulation pour cette contrainte globale, qui est alors
sein des expressions, les occurences de variables doivestinplacée par :

simplement étre mise & jour pour référencer les nouvelles— Un ensemble d’inégalités (voir Algorithme 2). Pour
variables aplaties. chaque combinaison de variables (lignes 2 et 3), une
contrainte est générée et ajoutée au résultat (ligne 6).

Algorithm 1 Transformation et élimination des variables

objets et des classes. Algorithm 2 Transformation de alldifferent en un en-
objectRemova(m : Mdel ) semble d'inégalités
: Model AlIDiffToDisequalities (C : G obal Constrai nt)
1: let res :Model : Setof Constrai nt
2: for all oin m.elementsio 1: letres :Setof Constraint = ()
3 if is_var(o) and is_class(o.type)then 2: forall 4in 1..c.parameters.sizeqp
4: res.inserfflatten(o,o.type.features)) 3. forall jin i+ 1..c.parameters.sizeqp
5; else if notis_class(o) then 4: let x : vari abl e = c.parameterfi]
6: res.elements.insert(o) 5: lety :variabl e = c.parameter[j]
7 end if 6: res.insertfew Const r ai nt (X £ Y))
8: end for 7:  end for
9: return res 8: end for

9: return res

flatten(o : vari abl e, features Setof Mdel Feat ur e)
: Setof Model Feat ure

1: let res :Setof Mdel Feat ure = ()

2: for all f in featuresdo

3 if is_var(f) andnot is_class(f.type)then

— Une relaxation (voir Algorithme 3. Seulement une
contrainte est générée (ligne 3). Elle calcule la somme
des valeurs des variables, qui doit alors étre égale a
nin+1)/2.

4 letv: variable
5: v «— duplicate(f . —— - - -
—aup Y . Algorithm 3 Génération d’une relaxation de alldifferent

6: v.name = 0.name +'_’ + v.name - . - .

7. res.insert(v) AlIDiffToRelaxation (c : G obal Constraint)

8: else . Constraint .

o: 1: let n : Integer = c.parameters.size()
10: end if 2: let sum :Expression =) " | c.parameters]
11: end for 3: return new Const rai nt (Sum = n(n+1)/2)

12: return res

— Une version booléenne (voir Algorithme 4). Dans ce
cas, nous définissons une matrice de variables boo-

class Social Golfers { Veek weekSched[w] ; ...} léennes (lignes 2 a 4), dii, j] est vraie lorsque; a
class Week { Group groupSched[g];..} pour valeur;. La ligne 7 vérifie qu'une seule valeur
class Goup { Name set players;..} est définie pour chaque variable. La ligne 10 assure
= Nane set weekSched_groupSched_pl ayers[g+w ; ensuite que deux variables ont une valeur différente.

FIGURE 6 — Résultat de I'application de I'aplatissement des
objets sur I'exemple des golfeurs sociables présenté end Expérimentations
COMMA.

Larchitecture présentée a été implémentée avec trois
outils et langages issus de I'ingénierie des modéles : (1)
KM3 [10] est un langage permettant de définir des méta-
modeles, (2) ATL [12] est une langage déclaratif a base de

Les contraintes globales ne sont pas gérées par tous fégles pour décrire des transformations de modéles et (3)
solveurs, ce qui nous a poussés a définir des opération€S [11] est un langage déclaratif permettant de lier une
de reformulation ou de relaxation pour ces contraintegrammaire et un métamodéle. Ces outils nous permettent
Nous présentons ici plusieurs opérations distinctes pour t&e choisir les opérations de reformulation a appliquer sur

3.2.2 Elimination de la contrainte Alldifferent
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Algorithm 4 Reformulation de alldifferent en modéle boo- ‘ Natve [ Generated [ Generated (Faf)|

Problems || solve(s) [ Lines | solve(s) [ Lines | solve(s) [ Lines |

léen Golfers 021 [ 28 | 021 [ 3l 022 [ 276
AlIDiffToBoolean(c : @ obal Constr ai nt) Marriage || 0.01 42 0.01 46 001 | 226
+ Setof Model Feat ure T X 0 VAT
1: letres :Setof Constraint =)
2: let n: Integer = c.parameters.size()
3: let m : Integer = card(c.parameters.domain) TABLE 2 — Temps de résolution et taille des modeles pour
4: let b[n,m] : Boolean des fichiers écrits a la main ou générés automatiquement.
5: res.insert(b)
6: for 7in 1..n do
7. res.insertfew Constraint (37", b[i,j]= 1)) ment depuis ou vers les langages PPC (s-to-P et P-to-E)
8: end for sont rapides, méme si on peut constater que les problemes
9: for jin 1..m do considérés sont assez courts (au maximum 112 lignes). La
10:  res.insertfew Const raint (3_;_, b[i.j] = 1)) transformation de-coMMA vers le pivot est plus lente que
11: end for la transformation du pivot vers ECRS'. Cela s’explique

par les phases de reformulation sur le pivot qui réduisent le
R ) o o nombre d’éléments a traiter pour cette derniere opération.
les modeles du pivot. Nous pouvons ainsi choisir de gardeg phase d'aplatissement des obijets est la plus codteuse.
ou de supprimer la structure.suwant le métamodele cible.rqgt lexemple du moteur qui obtient ainsi les temps de
Nous avons mené une série de tests pour analyser 1es Pg&nsformation les plus long, car il comporte plusieurs ob-
formances de notre approche. Nous avons utilis€ cinq prosis encapsulés les uns dans les autres. Sur 'ensemble des
blemes connus en PPC :les golfeurs sociables (Golfers),é@gases de transformation, nous pensons que les temps ob-
conception d’un moteur (Engine), Send+More=Money, leganys sont raisonnables, ce qui permet de traiter aisément
mariages stables (Marriage) et les 10-reines (10-Q). La prggg problémes de plus grande taille.
miére série d’expérimentation présente les performances N .
en termes de temps de traduction, alors que la deuxiemeP@ns 1a deuxieme série de tests, nous comparons les
montre que la génération automatique de modéle n'impaciighiers ECLPS’ générés automatiquement par notre ap-
pas négativement les temps de résolution. Les test ont &ig°Che avec les fichiers ECRS des mémes problemes,

effectués sur un ordinateur & 2.66 Ghz avec 2 Go de mBais écrits a la main (cf. table 2). Nous considérons le
moire ram sous Ubuntu. temps de résolution et le nombre de lignes de chaque

fichier. Les résultats des modeles écrits a la main sont
‘ Problems‘ sC ‘ s-to-P ‘ Object‘ Enum ‘ P-to-E ‘ Total ‘ Ecl ‘ d’'abord présentés. Ensuite, les fichiers générés en conser-
tnes | & | G | © | © | © |Lnes] yant5 structure des boucles. Enfin, nous considérons les

Golfers 3L [ 0.276 | 0.340 | 0.080 | 0.075 | 0.771| 37 . o sz
Engine 112 [ 0292 | 0641 | 0146 | 0.087 | 1166 | 78 fichiers générés pour lesquels les boucles ont été dérou-

Send 16 | 0.289 | 0.273 - 0.089 | 0651 | 21 Iées (Flat). Pour les modéles avec des boucles le nombre
Marriage 46 0.330 | 0.469 | 0.085 | 0.067 | 0.951 26 .
100 7 T o9 02 0033 Tosea T 12| de lignes et les temps de calculs sont comparables aux mo-

déles écrits a la mains. En ce qui concerne les modéles dé-
roulés, la taille des modéles augmente évidemment tres si-
TABLE 1 — Temps obtenus pour une chaine de transformgnificativement. Cependant, le temps de résolution est peu
tion complete sur plusieurs exemples classiques. différent, sauf pour les modéles de plus grande taille (20-
Q et 28-Q de 0,4 et 7 secondes). Cet impact négatif peut
Dans ce premier test, nous présentons une chaine @ee attribué a I'algorithme de propagation incrémentale
transformation de-commA (sC) vers ECEPS (Ecl). La  qui est généralement utilisé dans les systémes CLP. Nous
table 1 présente les résultats obtenus, ou la premiére caupposons ainsi qu’'une propagation est lancée a chaque
lonne correspond aux noms des problémes et la deuxiérfeés qu’une contrainte est ajoutée au store. Par contre, si
le nombre de lignes des fichiers sources. Les colonnes suRe boucle est déclarée, 'ensemble de contraintes induites
vantes présentent les temps mesurés pour appliquer Emt ajoutées d’un bloc et ainsi il n'y a qu’une seule étape
étapes atomiques de la chaine de transformation en s propagation. Lorsque les boucles sont déroulées, alors
condes : de-cOMMA vers le Pivot (s-to-P), I'aplatissement une phase de propagation est lancée aprées chaque ajout de
d’objets (Object), I'élimination des énumérations (Enum}ontrainte, ce qui explique les pertes de temps entre les
et la transformation du pivot vers EGRS’ (P-to-E). Laco- deux versions générées des mémes problémes. Cet impact
lonne suivante montre le temps total de la chaine de transégatif sur le temps de résolution montre gu'il peut étre
formation et la derniére colonne représente le nombre geéférable de garder la structure des modeles lorsqu’elle est
lignes des fichiers ECPS générés. gérée par le solveur visé, plutot que de générer des modéles
Les résultats obtenus montrent que les phases de traitmmplétement aplatis.
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5 Travaux connexes 6 Conclusion et travaux futurs

Dans cet article, nous avons présenté un nouveau cadre
La transformation de modeles est un sujet de rechercpeur la transformation des modeéles en PPC. Ce cadre est
récent en PPC. Peu d’approches de transformation des mb&sé sur une approche dirigée par les modéles avec un
deles PPC ont été proposées. Les structures indépendameétamodéle pivot qui nous permet d’étre indépendant et
des solveurs disponibles sont les plus proches de notre tfexible tout en s’adaptant aux différents langages de la
vail, comme par exemple MiniZinc (and Zinc), Essenc’PC. La chaine de transformation implique trois princi-
ands-COMMA. pales étapes : (1) du langage source vers le pivot, (2) des
opérations de reformulation sur le pivot et (3) du pivot vers

M|n|Z|r’1c estun langage de modelisation haut-niveau e langage cible. Contrairement aux autres approches, les
permet d’'obtenir des programmes E@IS et Gecode. Les : : . )
chaines de transformation sont modulaires et le travail de

transformations sont implémentées dans Cadmium, qui ufj- ; S . - L
. : . L reformulation/optimisation est effectué de maniére géne-
lise des techniques basées sur la réécriture de termes. Le

rocessus de traduction implique un modéle intermédiairg. . oo le pivot. Les transformations sont plus simples
pr 1 1mpliq . t, par conséquent, I'intégration de nouveaux langages et
ou les structures de MiniZinc sont remplacées par celle

. o . e nouvelles étapes de reformulation nécessite moins d’ef-
supportées par tous les solveurs. Cela facilite ensuite la tr. A ts

duction vers les solveurs, tout en optimisant parfois le mo- N . .
déle obten. ous CE)mptons prochameme’nt intégrer de nouveaux
langages a notre approche. La définition de nouvelles opé-

Essence est une autre langage impliquant des transfoations de reformulation et d’optimisation des modeles est

mations indépendantes d'un solveur. Des modéles poaussi une de nos priorités. Une autre piste de recherche que

ECL'PS et Minion [8] peuvent étre générés. Le proceshous voulons développer concerne la gestion de chaines

sus de transformation est implémenté au sein du systéraemplexes de transformation. L'ordre d’application des

Conjure [6], qui prend en entrée des spécificaiton Essent@nsformations et leur choix peuvent étre automatisés,

pour les raffiner dans un modéle intermédiaire Essence’. Lraais cela nécessite d’'analyser statiquement les transforma-

transformation de Essence’ vers les solveurs se fait alordians et les modeles a considérer.

I'aide de traducteurs écrits a la main.

s-COMMA est un langage orienté-objet basée sur une pl&R€férences

teforme de modélisation indépendante de tout solveur. Des )

programmes pour ECPS’, Gecode/J, RealPaver et GNU [1] Krzysztof R. Apt and Mark WallaceConstraint Lo-

Prolog [3] peuvent étre générés. Un langage intermédiaire  9iC Programming using Eclipse. Cambridge Univer-

(Flat s-COMMA) est aussi utilisé pour faciliter les traductions sity Press, New York, NY, USA, 2007.

vers les solveurs. Des traducteurs écrits a la main et utili{2] R. Chenouard, L. Granvilliers, and R. Soto. Model-

sant des outils de I'ingénierie des modéles sont disponibles.  Driven Constraint Programming. WCM SIGPLAN
PPDP, pages 236-246, 2008.

] D. Diaz and P. Codognet. The GNU Prolog System
and its Implementation. IBAC 2000, pages 728-732,
2000.

— Dans les approches mentionnées précédemment, se[g] Gregory J. Duck, Peter J. Stuckey, and Sebastian

un langage de modélisation peut étre utilisé comme ~ grand.” ACD Term Rewriting. INCLP, pages 117—
source du processus de transformation, ce qui n'est 131 2006.

pas le cas dans notre approche. Nous pensons que ceﬂg] A M. Erisch. M. Grum. C. Jefferson. B. Martinez
apporte plus de flexibilité et de liberté pour l'utilisa- _— P S )
Hernandez, and I. Miguel. The Design of ESSENCE :

teur. : o ; )
. A Constraint Language for Specifying Combinatorial
Dans les processus de transformations@m®mMMA, Problems. IHJCAI, pages 80—87, 2007.

MiniZinc, et Essence, toutes les phases de reformu- } i
6] A.M. Frisch, C. Jefferson, B. Martinez-Hernandez,

lation sont toujours appliquées. Il en résulte des mo-l > g !
deles exécutables généralement trés différents desmo- and 1. Miguel. The Rules of Constraint Modelling.

Notre approche peut étre vue comme une évolution na-
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Abstract

Tout processus de développement logiciel effectué
dans un cadre industriel inclut désormais une phase de
test ou de vérification formelle, y compris pour le déve-
loppement des programmes a contraintes. Notre travail
vise a poser les jalons d'une Théorie du test des pro-
grammes a contraintes qui puisse servir de socle a cette
vérification. Cette nouvelle théorie est également moti-
vée par le développement récent de plusieurs langages de
modélisation de haut-niveau tels que OPL, ZINC, CO-
MET, ou ESSENCE, qui ouvre la voie a des recherches
orientées vers les aspects génie logiciel autour de la pro-
grammation par contraintes. Notre approche repose sur
certaines hypothéses quant au développement et raffi-
nement dans un langage de PPC. Il est usuel de dé-
marrer a partir d'un modele simple et trés déclaratif,
une traduction fidele de la spécification du probleme,
sans accorder d'intérét a ses performances. Par la suite,
ce modeéle est raffiné par l'introduction de contraintes
redondantes ou reformulées, I'utilisation de structures
de données optimisées, et de contraintes globales. Nous
pensons que |'essentiel des fautes introduites est compris
dans cette deuxieme étape. Dans cet article nous batis-
sons les prémisses d'une Théorie du test des programmes
a contraintes qui établit les régles de conformité entre le
modeéle initial déclaratif et le programme optimisé dédié
a la résolution d'instances de grande taille. Nous illus-
trons cette Théorie a I'aide du probleme des regles de
golomb en OPL et détaillons une premiere validation ex-
périmentale sur le probleme d’ordonnancement des vé-
hicules (POV).

1 Introduction

La Programmation par Contrainte a connu un véri-
table succes en résolution de problemes combinatoires
dans I'industrie et dans divers domaines (optimisation,
transport, emploi du temps, ordonnancement, etc.).
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D’autres domaines d’application se développent dé-
sormais, comme la bio-informatique (Will et Backofen
[1]), ou encore la biochimie (Fages et al. [4]). On trouve
de nombreux langages et plate-formes PPC commer-
cialisés comme COMET!, OPL2, SICStus® et acadé-
miques tels que CHOCO*, ESSENCE [5], ZINC [9].
Or, pour les programmes développés dans ces langages,
le processus de développement logiciel devrait égale-
ment inclure une phase de vérification et/ou de valida-
tion qui inclut par exemple de la preuve de programme,
de la vérification de modeles (“model-checking”), de
I’analyse statique ou du test. Pour cette derniere ap-
proche dans le cas du test des programmes convention-
nels, plusieurs théories ont été proposées telles que la
théorie du test de Goodenough et Gerhart [6], la théo-
rie mathématique du Test de Gourlay [7], la Théorie
du Test de Weyuker et Ostrand [14].

Pourtant, le test des programmes a contraintes ne
peut-étre envisagé comme celui des programmes tradi-
tionnels. Cela pour deux raisons principales : premiere-
ment, le modele de faute des programmes a contraintes
est différent de celui des programmes traditionnels car
I'objectif est ici de calculer des solutions d'un systeme
de contraintes; deuxiémement, le processus de déve-
loppement et de raffinement n’est pas le méme pour
les programmes a contraintes et pour les programmes
traditionnels. En effet, il est usuel de démarrer a par-
tir d'un modele simple et tres déclaratif du probleme
que l’on cherche a résoudre, une traduction fidele de la
spécification du probleme, sans accorder d’intérét a ses
performances. Puis, des techniques puissantes de raffi-
nement de modele sont mises en oeuvre. Par exemple

Thttp ://www.dynadec.com /support/downloads/
2http ://www.ilog.com/products/oplstudio/
Shttp ://www.sics.se/isl/sicstuswww /site/

4http ://choco.sourceforge.net



un codage approprié du probleme a I’aide de structures
de données optimisées est proposé, ainsi qu’une re-
formulation des contraintes d’origine. Des contraintes
globales sont utilisées afin de maximiser le pouvoir de
déduction du modele, ainsi que des contraintes redon-
dantes ou des contraintes qui visent a casser des sy-
métries du probléme (ces contraintes améliorent consi-
dérablement Defficacité de la résolution). Illustrons ce
raffinement sur le probléme classique des regles de Go-
lomb. Ces regles trouvent leurs champs d’application
dans des domaines variés tels les communications ra-
dio, rayons X en cristallographie, les codes convolu-
tionnels doublement orthogonaux, tableaux des an-
tennes linéaires, communications PPM (pulse phase
modulation).

Une régle de Golomb [11] peut étre définie comme
un ensemble de m entiers 0 = 7 < x5 < ... < x,, tel
que les m(m —1)/2 différences z; —z;, 1 <i<j<m
sont distinctes. On dit qu’une telle regle est d’ordre m
si elle contient m marques, et qu’elle est de longueur
ZTy. L’objectif est de trouver une regle de longueur
minimale (minimize x[m]). Une modélisation simple
et tres déclarative de ce probleme est donnée dans la
partie (A) de la Fig. 1. La partie (B) de la Fig. 1 pré-
sente quant & elle un modele raffiné optimisé® ou une
structure de donnée a été introduite (matrice), des sy-
métries ont été cassées statiquement, des contraintes
redondantes ont été introduites et une contrainte glo-
bale posée (alldifferent). Arrivé & ce point, comment
étre stir que le modele de la partie (B) de la Fig. 1
est conforme & celui de la partie (A)? En effet, ces
raffinements de modele, réalisés par le développeur,
peuvent introduire des fautes. Par exemple, mal for-
muler une contrainte peut conduire & un modele sur-
contraint (supprimer des solutions) ou & un modele
dans lequel des solutions ont été ajoutées.

Dans cet article, nous proposons les prémisses
d’une Théorie de la conformité des programmes a
contraintes. Notre Théorie s’appuie sur la définition
de relations de conformité entre les modeles, sur la
proposition de définitions concernant la génération de
test (donnée de test, jeu de test idéal, criteres de test,
faute et test de non-conformité). Nous évoquons une
méthode de génération automatique de données de test
pour les programmes a contraintes que nous validons
sur un exemple réaliste : celui de 'ordonnancement de
véhicules (POV).

Le reste de cet article est organisé comme suit. La
section 2 est un passage en revue de quelques langages
a contraintes et de leurs outils de mise au point. La
section 3 décrit notre théorie du test des programmes
a contraintes avec les notions de conformité. En section

50n se place dans un contexte oli la contrainte globale
Golomb(Var) n’est pas disponible.

4, un schéma de validation expérimentale de la théo-
rie est présenté sur 'exemple de I’ordonnancement de
véhicules. Enfin la section 5 conclut I'article avec des
perspectives d’extension de cette Théorie.

2 Etat de I'art

Au cours des dernieres années, beaucoup de travaux
ont été menés autour des langages de modélisation de
programmes a contraintes. Ces langages, concus pour
un haut niveau de modélisation, permettent une ex-
périmentation facile avec différents solveurs pour un
méme probleme mais ne présentent pas d’innovations
majeures en termes de mise au point des programmes
a contraintes. Le langage ESSENCE [5] est un lan-
gage formel de spécification de problemes combina-
toires qui s’appuie sur la langue naturelle. Le pro-
jet G12 développe le langage ZINCS et ses variantes
(MiniZine, FlatZinc) dans le but de créer une plate-
forme logicielle pour résoudre des problemes d’opti-
misation combinatoire réels [9]. ZINC définit des pré-
dicats permettant la réutilisation de code, ainsi que
des méthodes de traduction vers des modeles de plus
bas-niveau. Néanmoins, ces deux plateformes n’offrent
pas en standard d’outils pour aider au test ou a
la mise au point des programmes. Le langage OPL
(Optimization Programming Language)[12] est un
langage de modélisation utilisant la programmation
mathématique et la programmation par contraintes.
Il offre a I'utilisateur un outil de mise au point dans
OPL Studio qui détecte des erreurs de syntaxe (ou-
bli du ’;” aprés une instruction par exemple), des er-
reurs dites “sémantiques” (erreur de nom ou de type
par exemple) et des erreurs d’exécution (initialisation
d’un tableau de longueur N avec N + 1 données par
exemple). COMET [13] est lui un langage orienté objet
implanté en C++ avec un certain nombre d’abstrac-
tions innovatrices de modélisation et de controle pour
la recherche locale. Son outil de mise au point est sim-
plement une interface a gdb, le “debugger” standard de
la suite gcc. On peut citer aussi CHOCO 7 qui est une
librairie JAVA pour la modélisation des contraintes qui
offre, comme COMET, une interface & un debugger du
langage sous-jacent (jdb). Mais, les fautes les plus dif-
ficiles a trouver, celles liées a la correction des modeles
a contraintes, ne sont pas visées et détectées par ces
outils.

La mise au point des programmes a contraintes a fait
I’objet de nombreux travaux de Recherche, en particu-
lier & I'occasion du projet OADymPPaC?®. Ceux-ci ont
abouti a la définition de modeles de trace génériques

Shttp ://www.gl2.cs.mu.oz.au/
"http ://www.emn.fr/x-info/choco-solver/doku.php
8http ://contraintes.inria.fr/OADymPPaC/
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int m=...; int m=...;

dvar int x[1..m] in O..m*m; dvar
minimize x[m]; tupl
subject to { int
forall (i in 1..m-1) int
x[i] < x[i+1]; }
forall (i in 1..m, j in 1..m,

k in 1..m, 1 in 1..m: (i < j, k < 1)) {ind
x[j1 - x[i] '= x[1] - x[k]; dvar
min
sub,

(6]

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(€]

(8)
d[ind1]

9)

A -

Fi1a. 1 — M, (k) et Py(k)

[3, 8] et & la réalisation d’outils d’observation et d’ana-
lyse de traces post-mortem, tels que Codeine pour Pro-
log, Morphine [8] pour Mercury, ILOG Gentra4CP?,
ou encore JPalm/JChoco. SICStus Prolog integre dé-
sormais un outil d’analyse de trace nommé fdbg pour
les programmes clpfd qui est capable de montrer les
étapes de propagation de contraintes ainsi que les ré-
ductions de domaines effectués. On peut citer égale-
ment 'outil CLPGUI [4] qui offre une interface gra-
phique et intuitive a la visualisation des traces. Ces
outils aident & comprendre les comportements dun
programme a contraintes et aident a leur optimisation,
mais ne sont pas dédiés a la détection de fautes. En ef-
fet, celle-ci exige la donnée d’une référence (une spéci-
fication ou un oracle) afin de déterminer la divergence
entre une implantation et cette référence. Tab. 1 réca-
pitule les fonctionnalités des langages que nous venons
de citer. Il est a noter que aucun d’eux ne présentent,
a notre connaissance, de Théorie et/ou d’outil de test
des programmes a contraintes a proprement parler.

9http ://www2.ilog.com/preview/Discovery/gentradcp/
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int x[1..m] in O..m*m;
e indexerTuple {
i;

Js

exerTuple} indexes = {<i, j> | i,j in 1..m : i < j};
int d[indexes];

imize x[m];
ject to {

forall (i in 1..m-1)
x[i] < x[i+1];

forall(ind in indexes)
d[ind] == x[ind.jl-x[ind.i];
x[1]1=0;
x[m] >= (m * (m - 1)) / 2;
allDifferent(all(ind in indexes ) d[ind]);
x[2] <= x[m]-x[m-1];
forall(indl in indexes, ind2 in indexes, ind3 in indexes :
(ind1.i==ind2.i)&&(ind2.j==ind3.j)&&(indl. j==ind3.j)&&
( ind1l.i < ind2.j < ind1.j))
dli,jl=dli,k]l+d[k,jl;
forall(indl,ind2,ind3,ind4 in indexes :
(ind1.i==ind2.i)&&(ind1.j==ind3.j)&&
(ind2. j==ind4.j)&&(ind3.i==ind4.1i)&&
(ind1.i<m-1)&&(3<indl. j<m+1)&&
(2<ind2. j<m)&&(1<ind3.i<m-1)&&
(ind1.i < ind3.i < ind2.j < indl.j))
==d[ind2]+d[ind3]-d[ind4] ;
forall(i in 2..m, j in 2..m, k in 1..m : i < j)
x[il=x[i-11+k => x[j] != x[j-1]+k;

-B-

des regles de Golomb en OPL.

3 Vers une théorie du test des pro-
grammes a contraintes

3.1 Notations et définitions

Dans ce qui suit, nous adoptons les notations sui-
vantes : x dénote un vecteur de variable, x; dé-
note une valuation de ce vecteur, (x\z;) représente
la substitution des variables z par x;, la différence de
deux ensembles E et F est notée E\F = {z/(x €
E) A (x ¢ F)}, la différence symétrique de F
et F, se note EAF = {x/((x€E)A(x ¢ F)) Vv
(x € F) A (o ¢ E)} = (EUF)\(ENP).

Un programme a contraintes comprend d’une
part un modele M, (k), qui est une conjonction de
contraintes C;(x), ot k représente I’ensemble des para-
metres du modele (pour les régles de Golomb, il s’agit
de Dordre de la regle tandis que le vecteur de marques
représentent les variables); et d’autre part une pro-
cédure de recherche ou d’optimisation notée Solve.



TAB. 1 — les différents langages de modélisation des programmes & contraintes. (PL :

iabilité, RL : recherche locale, MAP : mise au point)

prog. linéaire, PPC : prog. par contraintes, SAT : satisf

/1111111117 CHOCO COMET ESSENCE OPL Sicstus ZINC
Indépendant des solveurs Oui Non Oui Oui Non Oui
Solveur PL Non Oui Oui Oui Oui Oui
Solveur PPC Oui Oui Oui Oui Oui Oui
Solveur SAT Non Oui Non Non Non Oui
Solveur RL Oui Oui Non Non Non Non
Outil de MAP jdb gdb Non OPL Studio fdbg Non
Plateforme JAVA CH++ HASKELL CH+ Prolog Mercury
Derniére version CHOCO-V2 Comet 1.1 Essence 1.1.0 OPL 6.1.1 Sics Prolog 4.0.5 MiniZinc 0.9

Model M (k)
Ci(z)

Cn(z)
Solve(M(k))

On considere que k € K ou K représente ’ensemble
des valeurs possible des parametres pour lequel le mo-
dele M, (k) posseéde des solutions. Notons que le vec-
teur de variables x peut dépendre de I'instance du mo-
dele considérée. Par exemple, si & = 3 dans Golomb,
I'instance du modele cherche une regle avec 3 marques
(z=(0, 1, 3)) tandis que pour k = 4 elle cherche une
regle de 4 marques (z=(0, 1, 4, 6)).

On considére une fonction f qui est une fonction
de cotut a optimiser sur I'Espace de Recherche. Pour
fixer le discours, nous considérons uniquement les pro-
blemes de minimisation (Minimize(f)), sachant que
les problemes de maximisation s’obtiennent par symé-
trie. La Fig. 2 donne un exemple de fonction objec-
tif sur R ou le point x7 représente un minimum glo-
bal (une solution optimale) avec f(z1) = b. Cette va-
leur b est pratiquement difficile a atteindre dans les
instances réalistes des problemes, c’est pourquoi nous
nous intéressons dans la Théorie, a la notion de quasi-
optimauz. En effet un développeur est prét a concéder,
a titre de perte maximale autorisée sur la fonction ob-
jectif, un cout strictement positif noté [. Dans la Fig.
2, les points xg, x3 représentent des solutions quasi-
optimales car les valeurs f(zg) et f(x3) ne different
de la valeur optimale que d’une quantité inférieure ou
égale a [, tandis que le point x5 n’est pas une solu-
tion quasi-optimale car f(xs) > b+ . Cette perte [
est relative au probleme traité. Soit M un modele a
contraintes, sol(M) dénote I’ensemble des solutions de
M, quasiy(M,1) dénote I'ensemble des solutions quasi-
optimales de M par rapport a une fonction objectif f
et une perte [, et bestr(M) dénote I'ensemble des mi-
nimums globaux.

FIG. 2 — Fonction objectif dans le cas univarié.

La vérification de la correction d’un programme im-
plique généralement la présence d’une référence, nom-
mée oracle de test. Cette référence, dans notre ap-
proche, est le modele original et déclaratif du pro-
bleme. Ainsi, il devient possible d’utiliser ce modele de
plusieurs manieres pour générer des données de test,
nous y reviendrons dans la suite. A ce point, il est im-
portant de noter que le modele déclaratif devient pour
la théorie que nous présentons, une référence incontes-
tée et idéalisée du programme a contraintes sous test.
Nous considérons donc ce modele comme étant correct
par rapport aux exigences de 'utilisateur, ce qui est
une hypothese forte mais habituellement faite dans les
théories classiques du test des programmes [6]. Nous
considérons aussi que ce modele possede des solutions
et caractérise, pour une instanciation des parametres,
toutes les solutions du probleme. Si, pour certaines
instanciations des parametres k, le modele n’a pas de
solution, ces valeurs de k sont simplement exclues de
I’ensemble de définition /.

Le Modele—oracle de test est un modele a contraintes
M, (k) qui caractérise I’ensemble des solutions du pro-
bleme et qui est conforme aux exigences de 1'utilisa-
teur. Le Programme a Contraintes Sous Test (CPUT)
est un modele a contraintes P, (k) qui est U'objet du
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test. Le programme P, (k) vise a résoudre des instances
difficiles du probleme et il est légitime de le tester avant
de T'utiliser pour ces instances car elles peuvent néces-
siter un temps de résolution tres long ou bien mobiliser
des ressources importantes. Il est important de noter
qu’étant donné kg une instance de k et xo un point de
I'espace de recherche, vérifier que M, 4, (k\ko) est
vrai est généralement peu cotiteux, tandis que trouver
o qui satisfait aux contraintes du modele M est un
probleme difficile.

Definition 1 (Ensemble S) On appelle S [len-

semble des solutions des instances P, (k) :

S = UkelC sol(Py(k)).

3.2 Relations de conformité

On note conf la relation de conformité entre le
CPUT P, (k) et loracle de test M, (k). Nous définis-
sons la relation de conformité conf selon le type de
probleme abordé. En effet, cette définition présente
des différences selon que 1'on cherche une, toutes ou
une meilleure solution d’une instance.

3.2.1 Une seule solution

x Faute
o Conformité

conforme |

F1G. 3 — confone Conformité entre Py (k) et My (k) pour une

seule solution.

La Fig. 3 présente 'ensemble sol (M, (k)) noté M, et
l’ensemble sol(P,(k)) noté P. Les points étiquetés x
représentent des non-conformités (fautes) tandis que
les points étiquetés o sont conformes. Les parties (a),
(b) et (¢) de la Fig. 3 montrent que P,(k) est non-
conforme au Modele-Oracle M (k). En effet, résoudre
P, (k) peut conduire & des solutions qui ne satisfont
pas le modele M, (k). La partie (d) est aussi une non-
conformité car P ne contiens aucune solution. En re-
vanche, la partie (e) montre que P, (k) est conforme
a M, (k) car elle ne contient pas de points de non-
conformité. En observant que P doit étre inclus dans
M, ce schéma suggere la définition suivante pour la
relation de conformité con fo,. :

69

Definition 2 (Relation de conformité : conf,,.)

P confone M <

Vk € K: sol(Py(k)) # 0 A sol(Py(k)) C sol(M,(k))

Cette relation de conformité impose que ’ensemble
des solutions du programme a contraintes sous test
soit non vide. En effet, sans cela, on risque de consi-
dérer comme conforme un modele inconsistant (sans
solution). L’ensemble des non-conformités est alors :
sol(Py(k))\sol(M,(k)).

3.2.2 Toutes les solutions

—s

() § )

x Faute
o Conformité

conforme

F1G. 4 — conf,;; Conformité entre Py (k) et M (k) pour toutes

les solutions.

On reprend sur la Fig. 4 les ensembles P et M. Dans
le cas de recherche de toutes les solutions, les par-
ties (a), (b), (¢) et (d) montrent des points de non-
conformité. Dans (d), une solution du modele qui ne
serait pas solution du CPUT est une faute. En effet,
P.(k) est conforme & M, (k) ssi les deux ensembles P
et M sont égaux ce qui induit la définition suivante :

Definition 3 (Relation de conformité : confq)

| Poonfur M & Yk € K: sol(Pu(k)) = sol(M, (k)

Note : sol(M,(k)) ne peut étre vide car k prend ses
valeurs dans .
L’ensemble des non-conformités est

sol(Py(k))Asol(M,(k)).

alors

3.2.3 Une meilleure solution

La Fig. 5 présente la relation de conformité dans
le cas ou une meilleure solution (quasi-optimale) du
CPUT est recherchée. P représente cette fois 'en-
semble quasiyf(Py(k),l), B T'ensemble best (M, (k))
qui est I'ensemble des minimums globaux de M, (k).
L’ensemble Q représente quasi (M (k),1) ou les solu-
tions quasi-optimales sont incluses. On choisit quatre
solutions quasi-optimales de P. La partie (a) est un cas



,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

o Solution quasi-optimale B Solutions optimales

F1G. 5 — confyest Conformité entre Py (k) et My (k) pour une

meilleure solution.

de non-conformité car les quasi-optimaux du CPUT
ne sont pas inclus dans les quasi-optimaux du modele-
oracle. La partie (b) est un autre cas de non-conformité
car au moins deux solutions quasi-optimales ne sont
pas dans Q. Le cas (c¢) présente aussi une non-
conformité car P ne contiens aucune solution quasi-
optimale; cela signifie que la minimisation n’a pas
pu atteindre une solution avec un cout < [ + b. En
revanche, la partie (d) montre un cas de conformité
car les quasi-optimaux de P sont dans Q. Ceci sug-
gere une définition fondée sur 'appartenance des so-
lutions quasi-optimales de P, (k) aux solutions quasi-
optimales du modele-oracle M, (k) :

Definition 4 (Relation de conformité : con fyes:)

P confrest M <

Vk e K :
quasif(Py(k),1) # 0 A
quasiy(Py(k), 1) C quasiys(My(k),1)

ou | est la perte mazximale autorisée sur la fonction
objectif f.

L’ensemble des non-conformités est
quasiy(Py(k), )\quasiy(My(k),1).

La question naturelle qui se pose est celle de la
preuve de conformité : peut-on prouver la conformité
du CPUT par rapport a son modele-oracle? Si on se
place dans le cadre de la résolution des contraintes
a domaines finis, prouver la conformité dune ins-
tance est un probleme NP_difficile car cela nécessite
au moins de trouver toutes les solutions du CPUT. Il
nous faut donc réduire cette ambition a la recherche de
non-conformité par le test, ce qui justifie I'introduction
d’une Théorie du test des programmes a contraintes.

alors

3.3 Test de non-conformité

Nous introduisons ici les définitions permettant
d’exprimer la non-conformité.

Definition 5 (Donnée de Test) Etant donné un
modéle-oracle My(x), une donnée de test est définie
comme une paire (ko, o).

Definition 6 (Jeu de Test) Un jeu de test, noté T
est un ensemble fini non nul de données de test, tq :

TCKxS
ou S est défini dans Def.1.

Soit Td g ]C, ou Td = {kl,kg,...kl}, et Sz =
sol(Py(k;)), on note alors :

TCD= {(ki,sij) /kz S ’C,Sij € Sq}

T = (k: X T2) U (ks X Ts) U (kr x T)

F1G. 6 — Exemple de jeu de test ” T 7.

La Fig. 6 montre un exemple de jeu de test,
oun K = {... ko,....;ks5,....,k7,...} donne un ensemble
d’instances de P, (k). L’ensemble S contient les en-
sembles de solutions, un pour chaque instance. Si
Ty = {ka, ks, kr}, alors on a trois ensembles de so-
lutions sol(Py(kz)), sol(Py(ks)), sol(P,(kz7)), desquels
on extrait trois sous-ensembles Ty, T5, T7 pour former
le jeu de test :

T = (/fg X TQ) @] (k5 X T5) U (k7 X T7).

La qualité d’un jeu de test peut étre évaluée par sa
force & détecter des non-conformités. Si ces derniéres
existent, le jeu de test idéal les fera ressortir.

Definition 7 (Jeu de test idéal) T est un jeu de
test idéal ssi :

V(ki,z;) € T, Pyok,)(2\zi) confo Mgag,)(z\z:) =
V(kj,xj) e D, P(k\kj)(x\xj) con fo M(k\kj)(x\x])

ot o vaut one, all, ou best

L’intérét de cette définition provient de la remarque
suivante : I’ensemble T' est un jeu de test pratique, il
est donc fini, tandis que I’ensemble D est en général
infini. C’est tout l'intérét du Test que de pratiquer
ce genre de réduction, au prix de la complétude. En
pratique, trouver un jeu de test idéal semble étre une
tache ardue aussi nous nous contenterons de chercher
des jeux de test ayant des propriétés intéressantes que
nous détaillons dans la suite. Il est important de noter
que le jeu de test devra étre de taille modeste afin de
garder un processus de test prenant un temps fini et
raisonnable.
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3.4 Critéres de Test

Les propriétés portant sur les jeux de test s’ex-
priment généralement en termes de criteres de test, qui
sont simplement des procédés de sélection des jeux de
test. Nous proposons ici un premier critere tres simple :

Definition 8 (Toutes_les_contraintes) Le critére
Toutes_les_contraintes exige que chaque contrainte
d’un modeéle M ait contribué au moins une fois a la
résolution du systéme de contraintes.

Autrement dit, satisfaire le critere
Toutes_les_contraintes demande a ce que chaque
contrainte du modele ait été postée au moins une fois
dans le systeme de contraintes. Un second critere,
plus difficile a satisfaire, peut étre défini comme suit :

Definition 9 (Tous_les_reveils) Le critére
Tous_les_reveils exige que chaque contrainte d’un
modéle M ait contribué au moins deux fois a la
résolution du systeme de contraintes.

Autrement dit, satisfaire le critere Tous_les_reveils de-
mande a ce que chaque contrainte du modele ait été
postée au moins une fois dans le systeme de contraintes
et que chaque contrainte ait été réveillée au moins une
fois lors de la résolution.

Pour illustrer cette notion de critere de test, nous
appliquons le critere toutes_les_contraintes pour géné-
rer un jeu de test dans le cas des regles de Golomb.
On rappelle que P, (k) est représenté sur la partie
droite de la Fig. 1. Nous recherchons des instances k
pour lesquelles toute contrainte du CPUT P, (k) est
postée au moins une fois. Il y a 9 contraintes dans le
CPUT P, (k) et le parametre k qui est 'ordre de la
regle, prend des valeurs dans K = 1.. 4 oco.

Pour k = 1, seule la contrainte numérotée 3 est pos-
tée :

(3) x[1]=0 ;

Ainsi, le critere toutes_les_contraintes n’est pas satis-
fait. Pour k& = 2, les contraintes 1, 2, 3, 4, 6, sont
postées :

(1) x[1] < x[2];

(2) d[ind12] = x[ind12.j] - x[ind12.i];
(3) x[1] = 0;

4) x[2] >= 1;

(6) x[2] <= x[2] - x[1];

Mais les contraintes 5, 7, 8 et 9 n’ont toujours pas
été postées. Pour k = 3, les contraintes suivante sont
postées :

(1) x[1] < x[2];
x[2] < x[3];

(2) d[ind12] = x[ind12.j] - x[ind12.i];
d[ind13] = x[ind13.j] - x[ind13.i];
d[ind23] = x[ind23.j] - x[ind23.i];

7

(3) x[1] = 0;

(4) x[3] >= 3;

(5) allDifferent(d[ind12],d[ind13],d[ind23]);
(6) x[2] <= x[3] - x[2];

(&) d[ind13] = d[ind12] + d[ind23];

9 x[2] = x[1] + 1 => x[3] != x[2] + 1;
x[2] = x[1] + 2 => x[3] != x[2] + 2;
x[2] = x[1] + 3 => x[3] != x[2] + 3;

Mais, la huitiéme contrainte n’a toujours pas été pos-
tée. Enfin, avec k =4, on a :

(8) d[ind14] = d[ind13] + d[ind24] - d[ind23];

Ainsi, le critere toutes_les_contraintes est satisfait.
Il est a noter que le jeu de test avec les ins-
tances {1,2,3,4} couvre bien le critére choisi mais
que d’autres jeux de test auraient pu étre choisis,
comme par exemple {4} ou {5,6,7}. Nous ne cher-
chons d’ailleurs pas a minimiser la taille du jeu de test
puisque cela pourrait conduire a diminuer nos chances
de détecter des non-conformités. Un sujet intéressant
serait de générer automatiquement les instances du
probleme qui garantissent la couverture des criteres
de test proposées. Il faut aussi noter que les langages
de modélisation integrent des instructions qui rendent
le systeme de contraintes conditionnel. Par exemple,
OPL propose une contrainte if_then_else qui peut étre
paramétrée par les valeurs des parametres k.

Nous proposons ici d’autres criteres de test
pour les problemes qui recherchent une seule so-
lution (Fig.3). L’idée sous-jacente est de regarder
la structure d’un modele a contraintes dérivé du
probleme de conformité. En effet, la recherche de
non-conformités peut étre adressée avec la remarque
suivante : Si 3k, sol(Py(k) A ~My(k)) # 0 alors
P,(k) est non-conforme a M,(k). Sachant que
M. (k)= (C1y ANCs...ANC,,), on a:

Py(k) N —-M,(k) =

(Pp(k) A =Ch) V (Py(k) A =Co) V ..(Py(k) A —Ch)
Rechercher des non-conformités peut étre fait en
résolvant un ou plusieurs de ces disjonctions. On a
donc les criteres suivants :

Definition 10 (Une_contrainte_niée) Le cri-
tere  Une_contrainte_niée exige que i tel que

sol(Py(k) A —Cy) # 0.

Definition 11 (Une_paire_de_contraintes_niées)
Le critére Une_paire_de_contraintes_niées exige que 3i
et j tels que sol(Py(k)A—C;) # OAsol(Py(k)A—=Cj) #
0

et ainsi de suite.
Illustrons le premier critére sur un exemple conte-
nant une non-conformité.



Exemple : Soit X un ensemble de variables de
type entier, N est un entier positif et val une valeur
entiere. Nous avons le modele de départ M, (k) et le
CPUT P, (k) et nous nous intéressons & la recherche
d’une seule solution :

M, (k) :

JRCX, |R|=N :

(Vzx € R: z =wal) A (Vy € X\R :

y # val)
La contrainte globale atMost(N, X, val) est vraie ssi
au plus N variables de X valent val. En fait, nous fai-
sons I’hypothese qu’un développeur a raffiné le modele
M, (k) en utilisant cette contrainte globale.

Prenons maintenant une instance du modele ou k;
vaut (N = 2,val = 3) :

P.(k) :

atMost(N, X, val)

M, (k\k;) :

(z=3Vy=3)ANz=3Vz=3)Aly=3Vz=3)A
(x=3vVy=3vz=3)A(z#3Vy=3Vz=3) A
(x=3Vy#3Vz=3)A(z=3Vy=3Vz#3) A
(x#3Vy#3Vz+#3)

Pw(k\kl) t atMost(2,{z,y,2},3)

En observant que M, (k\k;) est une conjonction de 8
contraintes, notées C1, .., Cy et si on cherche a générer
un jeu de test pour le critere Une_contrainte_niée avec
le disjonct Cs, alors :

on recherche les solutions de atMost(2, {z,y, z},3) A
=Cy ot =Cy = (y # 3 Az # 3). Ici, on trouve
par exemple le point (z,y,2z) = (3,9,84) qui té-
moigne d’une non-conformité. Ainsi, cette génération
de test démontre la non-conformité du CPUT par
rapport a son modele-oracle. Mais, un autre disjonct
aurait pu étre sélectionné et la non-conformité au-
rait pu rester non detectée (par exemple le disjonct
atMost(2,{x,y,z},3) A =Cs).

En effet, le CPUT qui utilise la contrainte globale
atMost est non-conforme au modele-oracle initial car
il implémente en fait un autre modele, le modele M, (k)
suivant :

JRCX, |[R| =N :
(VzxeR: z=wal) =y € X\R: y # val).

Il est important de noter que pour ces derniers cri-
teres de test, nous utilisons la négation des contraintes.
Or, cette négation n’est pas toujours simple a déter-
miner ou calculer. Considérez par exemple, la néga-
tion d’une contrainte globale telle que golomb(Var).
Ce point est limitatif et nécessite de plus ample déve-
loppements dans notre approche.

4 Validation

Dans cette section, nous proposons une premiere va-
lidation expérimentale de la Théorie proposée. Nous

cherchons a vérifier que les notions introduites sont
compatibles avec le développement de problemes is-
sus de I'Industrie. Nous utilisons un exemple dérivé
d’un probleme réel, celui de I'ordonnancement des vé-
hicules (POV) de la distribution OPL. Nous utilisons
les techniques de mutation (“mutation testing” [2]) qui
consistent a injecter des fautes dans le CPUT afin de
valider la qualité d’un jeu de test. Ces insertions sys-
tématiques de fautes sont souvent utilisées pour la vé-
rification expérimentale de techniques de test.

Le probléeme d’ordonnancement des véhicules [10]
illustre plusieurs caractéristiques intéressantes de la
PPC incluant le paramétrage étendu du modele, I'uti-
lisation de contraintes redondantes et globales, I’utili-
sation de structures de données spécialisées.

Option2 (3/4)

iOption1 (1/2)
1
1

F1a. 7 — Chaine de montage.

Les contraintes de capacité qu’on trouve dans POV,
sont formalisées en utilisant des contraintes de la
forme ” pas plus de r sur s 7 (r outof s), indiquant
que chaque sous-séquence de s voitures, 'unité peut
produire au maximum 7 voitures avec l'option en
question (Fig. 7). Le probleme d’ordonnancement des
véhicules revient alors a trouver une affectation des
voitures aux positions qui satisfait les contraintes de
capacité. L’espace de recherche dans ce probleme est
composé des valeurs possibles des positions dans la
chaine de montage. Les voitures exigeant les mémes
options sont groupées dans une méme classe. Dans ce
qui suit, nous abuserons de la terminologie et nous ré-
férons simplement une voiture & une classe de voitures.

La partie gauche de la Fig. 8 donne le modeéle—oracle
de POV en OPL. Les variables slot sont des variables
de décision (chaine de montage).

Le jeu de contraintes suivant représente
les contraintes de capacité, qui sont expri-
mées en termes des variables d’installation des
options(option|o][slot[s]]). Si une contrainte de capa-
cité pour une option o est de la forme ” pas plus de 1
sur u 7, on considere tous les sous-séquences de taille
u de la chaine de montage ou il est nécessaire d’avoir
au plus [ éléments de la sous-séquence qui exigent
Poption o. Ceci est exprimé dans OPL comme suit :
forall(o in Options & s in [1..nbSlots-capacitylo].u+1])

sum(j in [s..s+capacitylo].u-1])
option[o] [slot[j]] <= capacityl[o].l;
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using CP;

int nbCars = ...; // # of cars
int  nbOptioms = ...;// # of options
int  nbSlots ..;// # of slots

range Cars = 1..nbCars;
range Options = 1..nbOptions;
range Slots = 1..nbSlots;

int demand[Cars] = ...;
int option[Options,Cars] = ...;

tuple Tcapacity {
int 1;
int u;
};
Tcapacity capacity[Options] = ...;

int optionDemand[i in Options] = sum(j in Cars) demand[j] * option[i,jl;

dvar int slot[Slots] in Cars;

subject to {
// # of cars = demand
forall(c in Cars )
sum(s in Slots ) (slot[s] == c) == demand[c];

|

|

|

|

|

|

|

|
forall(o in Options, s in 1..(nbSlots - capacity[o].u + 1) )

sum(j in s..(s + capacitylo]l.u - 1)) |

option[o] [slot[j]] <= capacity[o].l; |

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

dvar int slot[Slots] in Cars;
dvar int setup[Options,Slots] in 0..1;

subject to {
// # of cars = demand
forall(c in Cars )
sum(s in Slots ) (slot[s] == c) == demand[c];

forall(o in Options, s in 1..(nbSlots - capacity[o].u + 1) )
sum(j in s..(s + capacitylo]l.u - 1))
setuplo,j] <= capacity[o].l;

forall(o in Options, s in Slots )
setup[o,s] == option[o] [slot[s]];

forall(o in Options, i in 1..optionDemand[o])
sum(s in 1 .. (nbSlots - i * capacity[o].u)) setup[o,s] >=
optionDemand[o] - i * capacity[o].l;

FI1G. 8 — M, (k) et Py(k) du POV en OPL.

L’efficacité de la résolution peut étre améliorée
en ajoutant une nouvelle structure de donnée se-
tuplo,s]qui vaut 1 si 'option o est installée a la voi-
ture qui occupe la position s, 0 sinon. A ce niveau, les
variables setupet slotdoivent étre connectées :

forall(o in Options, s in Slots )

setuplo,s] == option[o] [slot[s]];

I  faut maintenant remplacer les  op-
tion[o,slot[s]Ipar setuplo,s]. Ceci améliore
nettement ’exécution du modele. Puisque la résolu-
tion de contrainte sur des tableaux indexés de variable
est couteuse. Il est ainsi préférable de factoriser ces
expressions autant que possible.

Les contraintes redondantes n’enlevent pas de solu-
tions : elles expriment plutdt des propriétés sur les
solutions qui peuvent aider la résolution a explorer
I’espace de recherche plus efficacement. Un CPUT in-
termédiaire P,(k) peut étre défini en ajoutant une
contrainte redondante. Si I'option o a une contrainte
de capacité "pas plus de [ sur u”, il s’ensuit que les
dernieres positions u peuvent contenir seulement [ voi-
tures demandant 'option o, donc les autres positions
doivent contenir toutes les voitures restantes exigeant
I’option o :
installl[o,1] + ... +
install[o,nbPositions - u] >= demandeOption[o] - 1.

En regle générale, les dernieres k X u positions
peuvent seulement contenir k X[ voitures exigeant I’op-
tion o.
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install[o,1] + ... +
install[o,nbPositions - k*u] >= demandeOption[o] - k*l.

Ces contraintes sont définies dans OPL comme suit :

forall(o in Options & i in [1..DemandeOption[o]])
sum(s in [1..nbPositions-i * capacitel[o].ul)
install[o,s] >= DemandeOption[o] -i*capacitel[o].l;

Ces raffinements nous amenent & au CPUT de la
partie droite de la fig.8.

Si par erreur, dans cette contrainte redondante on
a mis un ” < ” au lieu du ”>”, le modele intermediaire
P, (k) na pas de solutions dans ce cas, on pourra dire
a ce moment que P, (k) est non-conforme.
Nous avons créé 2 mutants du CPUT de POV, le
tableau suivant montre les points de mutation dans le
programie :

Mutation
M1 3éme contrainte : s in Slots en s in Cars
M2 | 4éme contrainte : capacity|[o].l en capacity|o].u

Le criteére de couverture impose :

nbCars * nbOptions * nbSlots >= 1 ;
forall( o in Options) capacityl[o].l <= capacity[o].u <= nbSlots ;

Nous prenons 'instance k; qui satisfait le critere de
couverture :

nbCars = 6;
nbOptions = 5;



nbSlots = 10;

demand = [1, 1, 2, 2, 2, 2]
option = [
[1, 0, 0, 0, 1, 1],
[o, o, 1, 1,0, 11,
[1, 0, 0, 0, 1, 0],
[1, 1, 0, 1, 0, 01,
[0, 0,1, 0,0, 0]

1;
capacity = [<1,2>,<2,3>,<1,3>,<2,5>,<1,5>];

Nous appliquons par la suite le critere
Une_contrainte_niée en choisissant pour chaque
mutant une contrainte a nier. Nous répétons ce
processus encore une fois pour chaque mutant.
Le tableau suivant donne I’ensemble des points
de non-conformités atteints. CC op.1l signifie
contrainte de capacité de l'option 1. On note s et
non-s respectivement pour satisfaite et non-satisfaite :

M1 M1
non-conformité | 4526315436 | pas de solution
CC op.1 non-s —

CC op.2 non-s —
CC op.3 non-s —
CC op4 S —
CC op.5 non-s —

Le mutant 1 a été tué et on peut conclure qu’il n’est
pas conforme au modele original. Le mutant 2 n’a pas
de solution ce qui nous permet de dire qu’il n’est pas
conforme au modele original.

5 Conclusion

Nous avons présenté les bases d’une premiere théorie
du test pour les programmes a contraintes. Nous avons
vu que la preuve de conformité entre le modele origi-
nal et le modele raffiné est un probleme difficile. Juste-
ment, nous avons adopté une démarche par réfutation
qui consiste a aborder la problématique de la généra-
tion des cas de test de non-conformité. Ces cas de non
conformité permettent d’exhiber les solutions du pro-
gramme qui ne respectent pas sa spécification. Nous
avons illustré cette stratégie sur des exemples, notam-
ment le probleme significatif de 'ordonnancement des
véhicules. Le schéma de validation de la théorie donne
une idée sur la difficulté du choix du critere de test. Les
perspectives de ce travail sont multiples : la définition
d’autres criteres de test, la proposition d’un processus
de génération des données de test pertinentes, le trai-
tement de la négation des contraintes, et finalement
I’automatisation du processus de test.
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Résumé

Dans ce papier, nous introduisons une version modu-
laire du langage Constraint Handling Rules (CHR), ap-
pelé CHRat pour CHR modulaire avec ask et tell. Toute
contrainte définie dans un composant CHRat peut étre
réutilisée a la fois dans les regles et les gardes d'un autre
composant CHRat pour définir de nouveaux solveurs de
contraintes. Contrairement aux travaux précédents sur la
modularité de CHR, notre approche est complétement
générale. Elle ne repose pas sur une condition de déri-
vabilité automatique de la vérification de I'implication
des gardes, mais sur une discipline de programmation
qui invite a définir par des regles CHRat la vérifica-
tion a la fois de la satisfiabilité (tell) et de I'implica-
tion (ask) pour chaque contrainte. Nous définissons les
sémantiques opérationnelles et déclaratives de CHRat,
décrivons une transformation des composants CHRat en
programmes CHR classiques, et prouvons la préservation
de la sémantique. Nous donnons ensuite des exemples de
modularisation pour des solveurs de contraintes CHR
classiques.

1 Introduction

Le langage Constraint Handling Rules a été intro-
duit il y a pres de vingt ans comme langage déclaratif
pour définir des solveurs de contraintes par des regles
de réécriture de multi-ensembles avec gardes, étant
donné un systéme de contraintes noyau prédéfini [10].
Le paradigme de programmation de CHR, permet I'im-
plantation de systémes de contraintes en déclarant des
regles de réécriture gardées qui transforment un store
de contraintes en une forme résolue afin d’en détermi-
ner la satisfiabilité. La forme résolue, atteinte lorsqu’il
n’y a plus de transformation applicable, est insatis-
fiable si elle contient la contrainte (false), et est opéra-
tionnellement satisfiable sinon. Une propriété impor-
tante, mais non obligatoire, de ces transformations est
la confluence qui signifie que la forme résolue est tou-
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jours indépendante de 'ordre d’application des regles,
et constitue ainsi une forme normale pour le store de
contraintes initial [I].

Depuis lors, CHR a évolué vers un langage de pro-
grammation généraliste & base de régles [10] avec des
extensions telles que la gestion de la disjonction [3] ou
I'introduction de types [5]. Cependant, un des incon-
vénients majeurs de CHR est 'absence de modularité.
Une fois qu'un systeme de contraintes est défini en
CHR a partir des contraintes du noyau, ce systeme de
contraintes ne peut pas étre réutilisé dans un autre
programme CHR en bénéficiant des contraintes ainsi
définies comme autant de nouvelles contraintes noyau.
La raison de cette difficulté est qu'un programme CHR
définit un test pour la satisfiabilité mais il n’en définit
pas pour l'implication, pourtant nécessaire pour véri-
fier les gardes.

Les approches précédentes vis-a-vis de ce probleme
ont étudié des conditions sous lesquelles il est possible
de dériver automatiquement un test d’implication a
partir d’un test de satisfiabilité, notamment des condi-
tions reposant sur ’équivalence logique[17] :

X |E ¢ — dsietseulement si X = (¢cAd) < ¢

Dans ce papier, nous proposons une version modu-
laire de CHR appelée CHR avec ask et tell, et notée
CHRat[H Ce paradigme s’inspire du paradigme de pro-
grammation concurrente par contraintes [16] [15]. La
discipline de programmation proposée dans CHRat
pour la programmation modulaire de solveurs de
contraintes demande, pour chaque contrainte intro-
duite par le programmeur, de définir de regles de
simplification et de propagation qui réécrivent des je-
tons de contrdle (control token) ask en des jetons de

1 L’implantation de CHRat et des exemples de définition de
hiérarchies de solveurs de contraintes sont disponibles & http:
//contraintes.inria.fr/ tmartine/chrat


http://contraintes.inria.fr/~tmartine/chrat
http://contraintes.inria.fr/~tmartine/chrat

controle entailed. La nécessité de définir des solveurs
pour les asks et tells est déja établie pour les implan-
tations de systémes de contraintes noyau [§] ; la disci-
pline que nous proposons consiste a étendre ce prin-
cipe aux solveurs CHR eux-mémes. Une contrainte de
garde c(7) dans une instance de regle R est opéra-
tionnellement impliquée dans un store de contraintes
contenant le jeton de controle ask(K, c(¥)) lorsque sa
forme résolue contient le jeton entailed(K,c(d)), ou K
est une variable fraiche utilisée pour associer les je-
tons de contrdle a la regle R. Ceci nous permet de
programmer des vérifications d’implications arbitrai-
rement complexes par des regles, alors que ces vérifi-
cations reposent jusqu’a présent sur des programmes
impératifs événementiels [7]. Avec cette discipline de
programmation, les contraintes CHRat peuvent étre
réutilisées a la fois dans les regles et les gardes d’autres
composants pour définir de nouveaux solveurs.

Dans la prochaine section, nous commengons par
illustrer cette approche par un exemple simple. La sec-
tion [3] énonce un certain nombre de définitions for-
melles sur CHR présenté comme un langage de réécri-
ture de multi-ensembles, avec sa sémantique déclara-
tive en logique linéaire (et en logique classique dans
le cas de la réécriture ensembliste). Ensuite la section
[ introduit les sémantiques opérationnelles et déclara-
tives pour CHRat. La section [5] décrit la transforma-
tion de programmes CHRat en programmes CHR clas-
siques et prouve sa correction. La section [f]illustre en-
suite par des exemples la définition hiérarchique de sol-
veurs de contraintes complexes. Enfin, nous concluons
par une discussion sur la simplicité et I’expressivité de
cette approche et des quelques limitations que nous
rencontrons pour le moment.

2 Exemple introductif

2.1 Composants CHRat pour leq/2 et min/3

Nous considérons pour commencer le programme
CHR classique définissant une contrainte qui décrit
une relation d’ordre.

Exemple 1 Le solveur de satisfiabilité est défini par
les quatre régles ci-dessous. Les trois premieres regles
traduisent les axiomes des relations d’ordre, et la der-
niere élimine les contraintes leq en double.

leq(X,X) <=> true.

leq(X,Y), leq(Y,X) <=> X = Y.
leq(X,Y), leq(Y,Z) ==> leq(X,Z).
leq(X,Y) \ leq(X,Y) <=> true.

En CHRat, un solveur de contraintes doit définir
des regles pour vérifier I'implication. Pour leq(X,Y),

ces regles réécrivent le jeton ask(X,leq(X,Y)) en
entailed(X). K est une variable qui associe les jetons
de controle aux instances des regles qui les ont géné-
rés, de fagon a empécher d’autres regles partageant la
méme garde de capturer ces jetons. Dans cet exemple,
puisque le store est transitivement clos, 'implication
de 1leq(X,Y) est directement observable dans le store
par une simple regle si X # Y. Le cas réflexif est géré
par une regle supplémentaire.

leq(X,Y)\ask(K,leq(X,Y)) <=>
entailed(K,leq(X,Y)).

ask (K,leq(X,X)) <=>
entailed(K,leq(X,X)).

Le solveur de satisfiabilité et le solveur d’implica-
tion pris ensembles définissent un composant CHRat
pour la contrainte leq(X,Y). Pour séparer les espaces
de noms des modules CHRat, l'implantation repose
sur un simple mécanisme de séparation de noms
par différentiation des atomes (atom-based) [14] : les
contraintes CHR exportées sont préfixées par le nom
du composant et les contraintes CHR internes sont
préfixées de fagon & éviter les collisions [14]. De tels
composant peuvent étre réutilisés pour définir de nou-
veaux solveurs en utilisant la contrainte leq(X,Y) a la
fois dans les regles et les gardes.

Exemple 2 Le composant ci-dessous définit un sol-
veur pour la contrainte minimum min(X,Y,Z), établis-
sant que Z est la valeur minimale parmi X et Y :

component min_solver.
import leq/2 from leq_solver.
export min/3.

min(X,Y,Z) <=> leq(X,Y) | Z=X.
min(X,Y,Z) <=> leq(Y,X) | Z=Y.
min(X,Y,Z) ==> leq(Z,X), leq(Z,Y).

min(X,Y,Z) \ ask(K, min(X,Y,Z)) <=>
entailed (K, min(X,Y,Z)).

ask(K, min(X, Y, X)) <=> leq(X, Y) |
entailed (K, min(X,Y,Z)).

ask (K, min(X, Y, Y)) <=> leq(Y, X) |
entailed (K, min(X,Y,Z)).

2.2 Transformation vers un programme CHR clas-
sique

Dans CHR, les gardes sont restreintes aux
contraintes du noyau [10]. Les composants CHRat sont
transformés en programmes CHR classiques par une
transformation de programme qui :
— retire des gardes toutes les contraintes définies par
I'utilisateur ;

— renomme les prédicats ask(K,c(...)) en
ask_c(K,...) avec un argument supplémen-
taire pour la variable d’association K
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— introduit pour chaque regle CHRat une contrainte
CHR id,, qui relie la variable d’association aux
instances des variables de la téte;

— sépare les espaces de noms.

Par exemple, le solveur CHRat min est transformé en le
programme CHR suivant (modulo séparation de l'es-
pace de noms par soucis de concision) :

min(X,Y,Z)\ask_min(K,X,Y,Z)==
entailed_min(K,X,Y,Z).
min(X,Y,Z)==>ask_leq(K,X,Y),id1(K,X,Y,Z).
id1(X,Y,Z,K),min(X,Y,Z2),
entailed_leq(K,X,Y)<=>Z=X.
min(X,Y,Z)==>ask_leq(K,Y,X),id2(K,X,Y,Z).
id2(X,Y,Z,K) ,min(X,Y,2Z),
entailed_leq(K,Y,X)<=>Z=Y.
min(X,Y,Z)==>1leq(Z,X),1leq(Z,Y).
ask_min(X,Y,X,K)==>
ask_leq(KO,X,Y),id3(XK0,X,Y,K).
id3(K0,X,Y,K),ask_min(K,X,Y,X),
entailed_leq(XK0,X,Y)<=>
entailed_min(K,X,Y,X).
ask_min(X,Y,Y,K)==>
ask_leq(KO,Y,X),id4(KO,X,Y,K).
id4 (XK0,X,Y,K),ask_min(X,Y,Y,K),
entailed_leq(X0,Y,X)<=>
entailed_min(K,X,Y,Y).

2.3 Variables quantifiées existentiellement dans
les gardes

En CHRat, comme en CHR, les variables qui appa-
raissent dans une garde sans apparaitre dans la téte
de la regle nécessitent un traitement spécifique. Par
exemple, considérons la regle CHRat suivante pour éli-
miner les éléments non minimaux :

number (A), number (B) <=> min(A,B,C) |
number (C) .

Le solveur d’implication défini précédemment ne peut
pas détecter I'implication d’une telle garde.

En CHRat, les variables V quantifiées existentielle-
ment dans les gardes sont marquées par des jetons de
controle exists(K,V), avec K la variable d’association
introduite par 'instance de la regle dont la garde est
a vérifier. Les regles pour min/2 dans 'exemple [2] sont
ainsi complétées avec des regles supplémentaires pour
instancier les variables quantifiées existentiellement de
la maniere suivante :

ask(K,min(X,Y,Z)) ,exists(K,Z) <=>
leq(X,Y) |
Z=X, entailed (K, min(X,Y,Z)).
ask(K,min(X,Y,Z)) ,exists(K,Z) <=>
leq(Y,X) |
Z=Y, entailed(K, min(X,Y,Z)).
min(X,Y,M) \ ask(K, min(X,Y,Z)),
exists(K,Z) <=> leq(X,Y) |
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Z=M, entailed(K, min(X,Y,Z)).

Toutes ces regles ajoutent, en plus du jeton entailed,
la contrainte elle-méme, bien qu’elle soit déja impli-
quée, dans le store, ceci afin de contraindre les va-
riables existentiellement quantifiées de satisfaire la
contrainte. Ceci généralise la solution proposée dans
[1] pour la sémantique opérationnelle de CHR pour les
contraintes noyau aux contraintes définies par I'utili-
sateur.

3 Préliminaires sur CHR

Notations

Pour toute fonction f et tout sous-ensemble X C
dom(f), nous notons f(X) = {f(z) | z € X} et cette
notation s’étend aux fonctions n-aires par produit car-
tésien. Pour tout ensemble E, un multi-ensemble M
sur E est représenté par une fonction de multiplicité
Cr : E — N. Le support de M est sup(M) = {e €
E | C(e) > 1}. Un multi-ensemble est fini si son sup-
port est fini. Un multi-ensemble est (identifié &) un en-
semble lorsque Ve € E, Cps(e) < 1. Soit M et M’ deux
multi-ensembles sur F, la somme multi-ensembliste
M & M’ est définie par Cprgnr : € — Car(e) + Car ()
et la différence multi-ensembliste M © M’ est définie
par Cyon € — min(Ch(e) — Car(e),0). M C M’
lorsque pour tout e € E, Cpr(e) < Caprey- Une fonc-
tion multi-ensembliste f de M dans M’ ([13]) est re-
présentée par une fonction oy : E — E telle que
of(sup(M)) C sup(M’) : pour tout N C M, f(N) dé-
signe le multi-ensemble défini par Cy(y) = Cy 00]71. f
est une injection si oy est une permutation et f(M) C
M’. Une fonction multi-ensembliste f/ de N D M dans
M’ est une extension de f si o et oy coincident sur
sup(M).

Syntaxe

Les programmes CHR sont construits autour de
trois signatures disjointes : une signature X pour les
symboles de constantes et de fonctions, une signature
II pour les symboles de prédicats définis par I'utilisa-
teur et une signature Iy pour les symboles de prédi-
cats des contraintes du noyau, IIy est supposée conte-
nir le prédicat d’égalité = et les constantes true et
false. Les contraintes définies par I'utilisateur sont les
propositions atomiques A sur II.

Le langage des contraintes noyau est un fragment
L de X-IIy-formules logiques du premier ordre, clos
par conjonction et quantification existentielle. Les
contraintes noyau sont interprétées sur une structure
fixée X. Une contrainte ¢ € L est X-satisfiable si
X = 3%(c) ou & est 'ensemble des variables libres de ¢,



dénoté V' (c). Une contrainte ¢ implique une contrainte
dde X si X E VZ(c — d) ou X |E VE(c — d) avec
Z = V(c) UV(d). Nous supposons que la satisfiabilité
et I'implication sont décidables dans X'.

Un programme CHR(X) P est une suite finie de
regles de réécriture de la forme suivante : H\H' <
G | B ot les tétes H et H' sont des multi-ensembles
finis de contraintes utilisateur, la garde G est une
conjonction de contraintes noyau, et le corps B est
la paire (By,B,) ou By est une conjonction de
contraintes noyau et B, est un multi-ensemble de
contraintes utilisateur. Une régle de simplification est
une reégle ot H' est vide, et est notée H' < G | B.
Une régle de propagation est une regle ou H est vide,
et est notée H = G ’ B. Une régle de simpagation est
une regle ot H et H' sont tous deux non-vides. H et
H’ ne peuvent pas étre simultanément vides.

Sémantique opérationnelle

Soit — la relation de transition sur les états
(T,c) avec un store contenant le multi-ensemble
des contraintes définies par ['utilisateur T et une
contrainte noyau c. Une regle s’applique a un état
(T, c) si sa téte correspond a un multi-ensemble de T'
et si sa garde est impliquée par c. Formellement :

(T,c) — ((Tow(H)® By),{cAcy ABxy))

§’ll existe une régle H\H' < G ‘ By, B, dans P
(avec les variables renommées en dehors de (T, ¢)) et
une injection m de 7" = H @& H' dans T telle que la
contrainte ¢m = ((Ajesupiryt = ox(1)) A G), dite
de correspondance (matching) soit impliquée, c’est-
a~dire X E VZ(Bx — Jy(cm)) o & = V(By) et
y=Viem)\V(c).

En considérant les dérivations a partir d’un état
initial (7o, co), aussi appelée requéte, 'observation de
tous les états accessibles nous conduit a considérer la
sémantique opérationnelle suivante :

O(IZD(T%CO) = {(T7 C) | (Toch) i’ (T7 C)}

avec — désignant la cloture réflexive et transitive de
—, et -4 le fait qu’aucune transition ne s’applique.

Sémantiques déclaratives

CHR possede deux sémantiques déclaratives : I'une
en logique classique [10] pour les programmes linéaires
a gauche et I'une en logique linéaire sans restriction [4].
Une regle est dite linéaire a gauche si toute contrainte
utilisateur ne correspond qu’a au plus une contrainte
dans la téte de cette regle. Un programme est linéaire
a gauche des lors que toutes les regles le sont.

En logique classique, un multi-ensemble M de
contraintes est interprété par la conjonction Mt =
(Acesup(ary ©) de ses éléments. Pour chaque régle

(H\H' = G | Bx,B,)" =
VZ(37(G) A HT — (H'' — 32(G A Bx A B))))

ou ¥ = V(H(),Hl), g = V(G) \ V(H(),Hl) et 7 =
V(G, By, By) \ V(Hy, H1). L'interprétation logique
d’un programme (P)T est la conjonction logique des
interprétations de chacune des regles de P. La séman-
tique logique de la requéte q est :

Lpq)={c| (P)' Fxq—c}

Lp(q) est clos par implication logique dans cette tra-
duction. Pour tout ensemble S de fait logique, nous
notons |S = {¢’ | 3¢ € S,Fx ¢ — '}. Des lors,
Lp(q) = |Lp(q).

Soit V' un ensemble de variables libres sur la requéte
(Ty, co). Les états sont interprétés comme (T),c)l =
@E(T) A e)) on F = V(T,¢) \ V(Ty,co) : les va-
riables de la requéte apparaissent dans les observables
et sont donc laissées libres dans l'interprétation. La
notation est étendue aux ensembles S d’états : ST =
(T, 0)" | (T,¢) € S}.

Théoreéme 1 Pour tout programme CHR(X) linéaire
& gauche P et toute requéte (Tp,co) :

1 (O3 (To, o)) € Lp((To, c0)")

Cette formulation donne seulement un résultat de cor-
rection : Lp((Tp, co)') C | (O%(To, co))" west pas vrai
en général. Par exemple, considérons le programme
{fa<>ba<>c): Lp((aT)) = [{aAbAc)
alors que | (O%(a, TN = {a,b,c, T}. Un résultat de
Lp((To,c0)') C
ﬁp((O“P(TO,co))T) : dans ce cas, la propriété est une
conséquence directe de (Ty, co)' € Lp((O% (T, co))’).

La sémantique classique n’est pas correcte si P n’est
pas linéaire a gauche. Par exemple, avec la simple regle
a, a <=> b, nous avons Lp((a, T)") = [{a Ab} tandis
que l((’)‘};(a,"l'))Jr = |{a} # [{a Ab}. De plus, cette
sémantique logique identifie trop de programmes (par
exemple, {a <=> b.a <=> c.} et {a <=> b, c.}).

Pour pallier a ces limitations, une sémantique décla-
rative exprimée dans la logique linéaire de Girard [12]
a été développée [4] pour tout programme CHR. Les
contraintes noyau sur X sont traduits par la traduc-
tion de Girard en logique linéaire en faisant usage de
Popérateur bien sir noté ! [12]. Un multi-ensemble M
de contraintes est interprété par la conjonction multi-
plicative des contraintes M1 = (&), ., ¢). Pour toute

complétude plus faible est vérifié :
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regle CHR :

(H\H' =G | B)" =
(vzEF e 9T — 3z(HT0G @B @ BI)))

on ¥ = VH,H), §y = V(G \VHH) et z =
V(G,Bx,B,)\V(H,H").

L’interprétation en logique linéaire d’un programme
(P)Jr est la conjonction multiplicative des interpréta-
tions des regles de P. La sémantique en logique linéaire
d’une requéte q est :

LLp(q)={c| P)" Erpx gt —co T}

LLp(q) est clos par implication linéaire. Pour tout en-
semble S de faits logiques, nous notons | .S = {¢’ ’ de e
S,ErLLx c—d @ T} Déslors, LLp(q) = LLLP(q).

Soit V' I'ensemble des variables libres de la requéte
(To, o). Les états sont interprétés comme (T, c) f=
3F(TT @ ) on & = V(T,c) \ V(Tb,co) : les va-
riables de la requéte apparaissent dans les observables
et sont donc laissées libres dans l'interprétation. La
notation est étendue aux ensembles S d’états : ST =

{(T,¢)" | (T,¢) € S}.

Théoreme 2 ([4, 9]) Pour
CHR(X) P et requéte (To,co) :

tout programme

L (OB (To, o)) = LLP((To,c0)")

4 Syntaxe et sémantique des composants
CHRat(X)

Syntaxe

En CHRat, les jetons de contrdle sont construits
sur des symboles frais issus de la signature II; =
{ask/2, exists/2, entailed/2}, disjointe de IT et TTy.

Définition 1 Un programme CHRat(X) P est une
suite finie de régles H\H' < G | By, B, ou H est
un multi-ensemble d’éléments de A; H' est un multi-
ensemble d’éléments de AU ask(V, A) U exists(V, V) ;
G est une formule de L ot L' est lextension de L
contenant les propositions atomiques A et close par
conjonction et quantification existentielle; By est une
formule de L; B, est un multi-ensemble d’éléments
de AU entailed(V, A). H et H' ne peuvent pas étre
simultanément vides.

En tant que formule de £’, une garde G est de la
forme G, A Gy ou G, est une conjonction (ou multi-
ensemble) de jetons et Gy est une formule de £. L’en-
semble des variables qui n’apparaissent que dans G,
est noté Vg = V(G,) \V(H,H',Gy).
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Sémantique opérationnelle

Les états sont des triplets (T, ¢, I), ou :

— le store noyau c est une contrainte de C;

— le store utilisateur T' est un multi-ensemble sur
AU ask(V, A) U exists(V, V) U entailed(V, A) ;

— la table des instances en attente I est une applica-
tion a support finie des variables vers les instances
de regles (r,o0,) ou r est une régle (renommée) et
o une permutation de A.

Pour toute table d’instances en attente I, sup(I) dé-
signe le support de I. Si K € V est tel que K ¢ sup([),
alors I W (r,0,)k désigne Papplication I’ telle que
sup(l') = sup(I) U {K} avec I'|gupy = 1 et I'(K) =
(r,on).

Nous introduisons deux types de transitions déclen-
chables depuis un état (T, ¢, I) : les suspensions —» et
les réveils .

— la régle de suspension :

(T, e, 1) LN
(T @ ask(K, G,,) @ exists(K, Vi), (c A J(em)),
(I (r,on)K))

oir = (H\H' = G | Bx,By) est une régle de P
renommeée avec des variables fraiches par rapport a
(T,c,I) et m une injection de 7" = H @& H’ dans
T telle que la contrainte de correspondance c¢,, =
((Atesup(rryt = o=(t)) A Gx) soit impliquée, c’est-
a-dire X = VZ(c — Fg(em)) on & = V(e) et ¢ =
V(em) \ V(c). Alors la transition ajoute la nouvelle
instance en attente (r,o,) & I, indexée par une va-
riable fraiche K.

— la regle de réveil :

w

(Tv &) <IL‘H (rvaﬂ)K>) -
(T on'(H') ©n'(entailed(K, G,)) ® By),
(¢ A\ e N Br),I)

ou (r,o,) est une instance en attente de la regle r =
(H\H' = G | Bx ABy,) et o, représente une injection
m de H® H' dans T, telle qu’il existe une injection 7’
de T = H ® H' ® entailed(K, G,,) dans T', qui étende
7 de telle sorte que la contrainte de correspondance :
cm = ((Avesupart = ox(t)) A Gx) soit impliquée,
cest-d-dire X | VZ(c — Fy(em)) o & = Ve) et
F=Viea\V).
Nous définissons — = = U 5.

Définition 2 La sémantique opérationnelle pour [’ob-
servation des états accessibles depuis une requéte q =
ToANco € L est, avec T =V (T1,¢)\ V(g) :
Oplg) =
{3E(T1 A ) | (To,c0,0) = (T,c,-), Ty =T N A}



La sémantique des stores accessibles O%[q] est re-
liée aux sémantiques déclaratives de la prochaine
section. Les stores observés sont restreints a .A.
Soit min le solveur défini dans lexemple [2| alors
(leq(X,Y) A Z = X) est un store accessible et le jeton
ask(leq(Y, X)) introduit dans linfructueux test d’im-
plication (pour la seconde régle du composant leq)
n’est pas exposé.

Sémantique déclarative

Nous définissons la transformation (-)* des jetons de
controle et des instances suspendues aux propositions
atomiques :

—

(ask(K,p(X)))" = ask, (K. X)
(entailed (K, p( )))" = entailed, (K, )_(Z)
(exists(K,V))* = ex1stb(K V)

K) =

((H\H' = G | B),0x)k)" =id(K, V(UW(H@H )

En logique classique, un multi-ensemble M de
contraintes est interprété par la conjonction M*? =
(Acesup(ar) €*) de ses éléments. Une régle est logique-
ment interprétée comme :

(H\H' = G | Bx,B,)" =
(H\H' = G | Bx,B,)' A (H\H' = G | Bx,B,)!

ou les sous-formules suspend et wake traduisent leur
contrepartie opérationnelle :

(H\H' = G | Bx,B,) =
<v:f(3g(a) ANHEAHT S
IK (id(K, 2) A exists(K, V)

ACN asky(K, a))))>

p(@)esup(Gy)

(H\H' = G| Bx,AB,)} =
(VaVK (3§(G) N H* —
(H™* Nid(K, Z)A
( A\ entailed,(K,@)) < 32(G A Bx A B))))

p(0)EGy
avec ¥ = V(H,H'), § = V(G)\ V(H,H') et
Z?=V(G, By, By)\V(H, H'). L’interprétation logique

d’un programme (P)i est la conjonction logique des
interprétations des regles de P.

Définition 3 La sémantique en logique -classique
d’une regle g € L' est :

Lplg={cel | (P) Fxq—c}

Soit V' I’ensemble des variables libres de la requéte
q =Ty Ncy € L. Les états sont interprétés comme
(T’ ) I)i = <35(Ti NeN (/\KEsup(I) I(K)*)» ouzr =
V(T,c)\ V(To,co) : les variables de la requéte appa-
raissent dans les observables et sont donc laissées libres
dans 'interprétation. La définition est étendue pour un
ensemble d’états S : S* = {(T,¢c, I)JrJr | (T,c,I) € S}.

Avec la méme restriction que pour CHR, la séman-
tique opérationnelle de CHRat est correcte vis-a-vis de
la sémantique en logique classique. Ce résultat découle
du lemme suivant :

i N (Cl)i,

Théoréme 3 Pour tout programme CHRat(X) li-
néaire a gauche P et toute requéte g € L' :

10%lq] € Lp[q]

La sémantique en logique linéaire utilise des pro-
positions atomiques similaires pour coder les jetons
de controle et les instances suspendues. Un multi-
ensemble M de contraintes est interprété par la
conjonction multiplicative des contraintes M =
(@.car ). Une regle est interprétée en logique li-
néaire de la maniere suivante :

Lemme 1 Sico — 1, alors (P) Ex (co)

(H\H' = G | B)* =

(H\H'= G | B o (H\H' = & | B)

(H\H' = G | Bx,B.)" =
<!Vx (ay(GH) ® H¥ @ H'H —
3K (H? @ H™ @ id(K, 7) ® exists(K, V&)@

(R asky(K.)))

p(2)€G.

(H\H' = G | Bx,B,)" =
<!V£‘VK(3§(GH) ® H @ H'H®
® entailed, (K, #)) —

p(@)EG.,

IZ(HMGT @ By ® Bgi)))>

id(K, 2)

avec ¥ = V(H,H'), § =
V(G,Bx,By,)\V(H,H').
gramme (P)H est la conjonction multiplicative des in-
terprétations des regles de P.

VIG)\V(H,H') et Z =
: L’interprétation d’un pro-

Définition 4 La sémantique en logique linéaire d’une
requéte g € L' est

LLplg)={ce Ll ’ (P)ilt Eroxq—oc®T}
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Soit V' I’ensemble des variables libres de la requéte
q =Ty Ncy € L. Les états sont interprétés comme
(T,e, D" = FETH @ c ® (@ ey [(K)*))) ot T =
V(T,c) \ V(Tp,co) : les variables de la requéte appa-
raissent dans les observables et sont donc laissées libres
dans 'interprétation. Cette définition est étendue pour
un ensemble d’états S : SH = {(T, ¢, I)# | (T,c,1) €
St.

La sémantique opérationnelle de CHRat est correcte
et complete vis-a-vis de la sémantique en logique li-
néaire. Ce résultat découle du lemme suivant :

Lemme 2 Si ¢y — 1, alors (P)™ ErLLx (co)* —

(Cl)ii‘

La correction et la complétude de la sémantique opé-
rationnelle par rapport a la sémantique en logique li-
néaire est établie par le théoréeme suivant :

Théoréme 4 Pour tout programme CHRat(X) P et
toute requéte q € L' :

LO%lq] = LLplq]

5 Transformation de
CHRat vers CHR

programme de

Définition 5 Soit [-] : CHRat(X) — CHR(X) le
morphisme suivant, ot Gy = {t1(v1),.. ., tm(Om)},
Voe=A{v1,.. ., yp} et V(H,H') ={z1,..., 2} :

[H\H' < G|Bx,B,] =

H* H"™ = Grlidi(K,z1, ... 120),
exists(K, y1), - . ., exists(K, yp),
ask_t1 (K, v1),...,ask t,, (K, vn,).

HA\H™ idli(K, 1, ..., 2n),
entailed_t, (K, v7), ..., entailed_t,, (K, v,,)
= Gx|Bx, B}.

Les contraintes utilisateur  ask_t;,  exists,
tokentailed_t; et id_i correspondent aux propo-
sitions atomiques introduites dans la sémantique
déclarative. i est un identificateur unique associé a
la regle. La sémantique en logique linéaire établit le
lien entre la sémantique opérationnelle et la trans-
formation définie ci-dessus. Cela conduit au résultat
suivant qui prouve la correction de la transformation
en sémantique logique linéaire :

Théoréme 5 Pour tout programme CHRat(X) P et
requéte Ty AN co € L' :

Eﬁp[To A Co] = Eﬁ[[p]] (To, Co)
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6 Une définition hiérarchique d’un solveur
de contraintes sur les termes rationnels

6.1 Composant pour la contrainte union-find

L’algorithme classique du wunion-find (ou d’union
d’ensembles disjoints) [I9] a été implémenté en
CHR [1§] avec sa meilleure complexité algorithmique
connue (temps quasi-linéaire). Atteindre cette com-
plexité est un résultat notable pour un langage dé-
claratif, en particulier dans le domaine de la program-
mation logique [11]. L’algorithme union-find maintient
une partition d’un univers, de sorte que chaque classe
d’équivalence a un élément représentatif. Trois opéra-
tions agissent sur cette structure de données :

— make(X) ajoute I’élément X a I'univers, initialement

au sein d'une classe réduite au singleton {X}.

— find(X) renvoie le représentant de la classe d’équi-
valence de X.

— union(X,Y) joint la classe d’équivalence de X avec
celle de Y (en changeant éventuellement de repré-
sentant).

En tant que solveur de contraintes en logique clas-
sique, un tel algorithme résout la contrainte A ~ B.
Les contraintes CHR union et find refletent l'interpré-
tation impérative de la structure de donnée du union-
find, qui explicite les éléments représentatifs. Cepen-
dant, la propriété d’étre un élément représentatif est
une propriété non monotone qui ne peut pas étre cap-
turée par des contraintes en logique classique.

Implantation naive en CHRat

Une premiere implantation repose sur une repré-
sentation classique des classes d’équivalence par des
arbres enracinés [I8]. Les racines sont les éléments re-
présentatifs, elles sont marquées comme telles par la
contrainte CHR root (X). Les branches de I’arbre sont
marquées par A ~ B, ou A est I'enfant et B le nocud
parent.

component naive_union_find_solver.

export make/1, =~/2.

make (A) <=> root (A).

union(A, B) <=>
find (A, X),

A ~ B \ find(A,

root (A) \ find (A,

find (B, Y), link(X, Y).
X) <=> find (B, X).
X) <=> X = A.

link (A, A) <=> true.
link (A, B), root(A), root(B) <=>
B ~ A, root(A).

Cette implantation suppose que les points d’entrée
make and union soit utilisés avec des arguments
constants seulement, et que le premier argument de
find soit toujours constant.



Poser la contrainte A ~ B dans le store conduit a
I'union des deux classes d’équivalence :

A ~ B ==> union(A, B).

Une solution naive d’implanter le solveur d’implica-
tion de ~ consiste a suivre les branches jusqu’a trouver
éventuellement un ancétre commun pour A et B.

ask(K, A ~ A) <=> entailed(K, A ~ A).

A ~ C \ ask(K, A B) <=> C ~

B | entailed(K, A ~ B).

B ~ C \ ask(K, A ~ B) <=> A ~

C | entailed(K, A ~ B).

Le calcul requis pour vérifier limplication de

contraintes est effectué en utilisant les gardes ¢ ~ B
et A ~ Crécursivement. Soit S I’ensemble des éléments
clos de X.

Définition 6 Un store c est une structure valide pour

union-find si ~/2 et root/1 forme une forét d’éléments
dans S.

Proposition 1 La propriété de validité de la struc-
ture d’union-find est préservée par toutes les regles du
solveur.

Proposition 2 Pour tout store CHR c¢ avec une
structure d’union-find valide et pour tous les éléments
A et B, A et B partagent la méme classe d’équiva-
lence si et seulement si, pour toute variable fraiche K,
entailed(K, A ~B) € O,(ask(K, A ~B) Ac).

Implantation optimisée en CHRat

La seconde implantation proposée dans [I8] effec-
tue les deux optimisations de compression de chemins
(path-compression) et d’union par rangs (union-by-
rank) pour atteindre la complexité quasi-linéaire en

O(na(n)).

component union_find.
export make/1, ~ /2.
make (A) <=> root(A, 0).

union(A, B) <=>
find (A, X), find(B, Y), link(X, Y).
A ~ B, find(A, X) <=> find(B, X), A ~
X.
root (A, _) \ find(A, X) <=> X = A.
link (A, A) <=> true.
link (A, B),root(A, N),root(B, M)<=>N>M|
B ~ A, N1 is max(M+1, N), root(A, N1).
1link (B, A),root(A, N),root(B, M)<=>N>M|
B ~ A, N1 is max(M+1, N), root(A, N1).

L’implication optimisée pour la vérification de
Iimplication repose sur find pour trouver effica-
cement les représentants et ensuite les comparer.
check(K, A, B, X, Y) représente la connaissance du

fait que les représentants des classes d’équivalence de
A et B sont les racines X et Y respectivement. Quand X
et Y sont connus comme égaux, entailed(K) est posé
dans le store :

ask(K, A ~ B) <=>
find(A, X), find(B, Y),
check(K, A, B, X, Y).

root (X) \ check(K, A, B, X,
entailed (K).

X) <=>

Ces deux regles ne suffisent pas a définir un sol-
veur complet pour I'implication parce que la structure
d’arbres peut changer. En particulier, les racines trou-
vées pour A et B peuvent étre invalidées par des appels
ultérieurs & union, qui transformeront ces racines en
sous-nceuds. Quand une ancienne racine devient un
sous-nceud, les deux regles suivantes posent a nouveau
find pour obtenir la nouvelle racine :

X ~ C \ check(K, A, B, X, Y) <=>

find(A, Z), check(K, A, B, Z, Y)
Y ~ C \ check(K, A, B, X, Y) <=>

find(B, Z), check(K, A, B, X, Z)

6.2 Composant pour la contrainte d’égalité entre
arbres rationnels

Considérons maintenant les arbres rationnels, c¢’est-
a-dire les arbres enracinés, ordonnés, non bornés, éti-
quetés et éventuellement infinis, avec un nombre fini de
sous-arbres structurellement distincts [6]. Les nceuds
sont supposés appartenir a l'univers considéré par
le solveur union-find. Deux nceuds appartenant a la
méme classe d’équivalence sont supposés étre structu-
rellement égaux. Chaque nceud X a une signature F/N
ol F est I'étiquette de X et N est son arité : la contrainte
associée est notée fun(X, F, N). Pour chaque I entre
1 et N, la contrainte arg(X, I, Y) énonce que le Ieme
sous-arbre de X est (structurellement égal &) Y. Ces
contraintes ont seulement a étre compatible entre
les éléments d’'une méme classe d’équivalence, ce que
forcent les regles suivantes :

component rational_tree_solver.

import ~ /2 from union_find_solver.
export fun/3, arg/3, ~ /2.
fun (X0, FO, NO) \ fun(X1, F1, N1) <=>
X0 ~ X1 |
FO = F1, NO = N1.
arg (X0, N, Y0) \ arg(X1i, N, Y1) <=>
X0 ~ X1 |
YO ~ Y1.

La contrainte que deux arbres sont structurellement
égaux, notée X ~ Y, est réduite a l'union des deux
classes d’équivalence :

X ~ Y <=>X ~ Y.
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Le calcul associé a la vérification de I'implication de
A ~ Brequiert une dérivation co-inductive des compa-
raisons structurelles pour casser les boucles. Ceci est
fait par mémoisation : les jetons checking(X, A, B) si-
gnalent que A peut étre supposé égal a B lorsque la véri-
fication de cette égalité est déja en cours. checkTreeAux
vérifie que les signatures de A et de B sont égales et
compare les arguments.

ask(K, A ~ B) <=> checkTree(K, A, B).
checkTree (K, A, B) <=> eqTree(X, A, B) |
entailed(K, A ~ B).
ask (eqTree (K, A, B)) <=>
checking (X, A, B),

fun(A, FA, NA), fun(B, FB, NB),

checkTreeAux (K, A, B, FA, NA, FB, NB).

checkTreeAux (K, A, B, F, N, F,
askArgs(X, A, B, 1, N),
collectArgs(X, A, B, 1, N).

N) <=>

askArgs ajoute un jeton askArg par pair point-a-point
de sous-arbres de A et de B. askArg répond entailedArg
si tous correspondent. collectArg assure que tous les
jetons entailedArg ont été posés avant de conclure sur
I’implication de eqTree(K, A, B).

askArgs(K, A, B, I, N) <=> I < N |

arg(A, I, AI), arg(B, I, BI),
askArg(K, A, B, I, AI, BI),
J is I + 1, askArgs(X, A, B, J, N).

askArgs(X, A, B, I, N) <=> true.
collectArgs (K, A, B, I, N),
entailedArg(K, A, B, I) <=>
J is I + 1,
collectArgs(K, A, B, J, N).
collectArgs(X, A, B, I, N) <=> I > N |
entailed(eqTree(X, A, B)).

askArg vérifie en premier lieu si ’égalité a été mémoi-
sée, et sinon demande sa vérification :

checking (K, AI, BI) \

askArg(K, A, B, I, AI, BI) <=>
entailedArg(X, A, B, I).
askArg(K, A, B, I, AI, BI) <=>

eqTree (K, AI, BI) |
entailedArg(X, A, B, I).

Par simplicité, ce programme n’a pas de
ramasse-miette. En particulier, les jetons mémoi-
sés checking(K,A,B) ne sont jamais retirés du store, et
les contraintes non impliquées ne sont pas éliminées.

7 Conclusion et perspectives

Nous avons montré qu’en laissant le program-
meur définir en CHRat non seulement la vérification
de satisfiabilité mais aussi la vérification d’implica-
tion de contraintes, cette version de CHR devient
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completement modulaire, c’est-a-dire que les compo-
sants définis peuvent étre réutilisés dans les regles
et les gardes d’autres composants sans restriction.
De plus, cette discipline de programmation n’est pas
trop cotiteuse pour le programmeur, le solveur peut
se réduire a une simple introspection du store par
c \ ask(K, c) <=> entailed(X). Dans le cas général
cependant, les regles CHRat pour ask(K,c) peuvent
effectuer des calculs complexes arbitraires pour déri-
ver le jeton de contraintes entailed(K).

Les sémantiques opérationnelles et déclaratives de
CHRat en logique linéaire ont été définies et prou-
vées équivalentes, et la transformation de programme
de CHRat en CHR qui est a la base de notre com-
pilateur a été prouvée correcte vis-a-vis de la séman-
tique en logique linéaire. Il est bon de noter que la
transformation décrite est dirigée par la syntaxe (uni-
forme) et donc compatible avec d’autres préoccupa-
tions orthogonales concernant la modularité, comme
les méthodologies pour faire collaborer plusieurs sol-
veurs de contraintes [2]. Nous avons aussi montré que
certains exemples classiques de solveurs de contraintes
définis en CHR peuvent facilement étre modularisés
en CHRat et réutilisés pour construire des solveurs de
contraintes complexes.

Comme perspectives futures, le cadre fourni par
CHRat peut étre amélioré de plusieurs fagons. Les sol-
veurs d’implication ne devraient jamais conduire & un
échec et ne devraient pas interférer avec I'interpréta-
tion logique des contraintes exportées présentes dans le
store CHR. L’exemple du union-find est un cas typique
ou le solveur d’implication change le store par com-
pression de chemins tout en conservant la contrainte
exportée ~ inchangée. La transformation d’un pro-
gramme CHRat en un programme CHR classique fait
que notre implantation bénéficie directement des opti-
misations des compilateurs CHR et peut suggérer de
nouvelles optimisations. Alors que la gestion efficace
des ask et entailed est laissée a I'implantation CHR
sous-jacente, la gestion de la mémoire, du cache et de
la mémoisation pour la vérification de I'implication est
laissée au programmeur. De bonnes stratégies pour la
récupération des miettes ainsi que pour la vérifica-
tion de la non-implication restent a trouver, comme
le montre le solveur pour les arbres rationnels. Enfin,
le probleme de compilation séparée n’a pas été discuté
ici mais constitue un prolongement naturel.
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Résumé

Le principal objectif de ce papier est de propo-
ser une nouvelle approche pour la résolution d'ins-
tances SAT structurées. La structure d’une instance
SAT peut étre capturée par un hypergraphe dont les
sommets correspondent & ses variables et les hyper-
arétes a ses clauses. La méthode proposée est ba-
sée sur une décomposition arborescente de cet hy-
pergraphe qui servira principalement a guider le pro-
cessus d'énumération d’'un algorithme de type DPLL.
Durant la recherche, cette méthode détecte certaines
informations et les enregistre sous forme de goods et
nogoods structurels. Par I'exploitation de telles infor-
mations, cette méthode évite de visiter inutilement plu-
sieurs fois une zone de I'espace de recherche préa-
lablement explorée. Elle garantit ainsi une borne de
complexité théorique en temps qui dépend de la dé-
composition arborescente utilisée. Dans la partie ex-
périmentale, cette approche sera évaluée sur des ins-
tances SAT structurées et comparée a d’autres ap-
proches.

Introduction

cyril.terrioux}@niv-cezanne.fr

dans le formalisme SAT. Par ailleurs, la majorité des sol-
veurs actuels et efficaces pour SAT sont basés sur des al-
gorithmes de recherche de typacktrack construits au-
tour de la procédure Davis-Putnam-Logemann-Loveland
(DPLL) [5]. Ces algorithmes sont améliorés par plusieurs
techniques permettant notamment d’élaguer I'espace de re-
cherche. Parmi ces techniques, on peut citer I'apprentis-
sage, I'utilisation de méthodes liées a la propagation des
contraintes étendues, a I'exploitation des symétries, ...
L'impact de ces différentes techniques dépend particulié-
rement de la nature et du type des instances considérées.
Par exemple, 'apprentissage peut s’avérer tres utile et per-
tinent lors de la résolution d’'instances SAT structurées et
peu efficace dans la résolution d'instances générées aléa-
toirement. Cependant, dans le pire des cas, la complexité
en temps de la résolution de SAT par un algorithme basé
sur DPLL est donnée p#(m2™), oun etm sont respec-
tivement le nombre de variables et le nombre de clauses de
l'instance traitée.

Améliorer I'efficacité des solveurs par I'exploitation de
la structure du probléme considéré a été largement étudiée
en CSP (Constraint Satisfaction Problem) (par exemple
dans [10]) et d'une maniere bien moins prononcée en SAT.

Le probleme de satisfiabilité (SAT) consiste a testeta structure d’un probléme est alors représentée par un (hy-
si une formule booléenne écrite sous la forme normalper)graphe. Par exploitation de la structure d’'un probléme,
conjonctive est satisfiable. SAT est I'un des problémes NRrous entendons le fait de tirer profit des propriétés structu-
complets les plus étudiés a cause de son importance aussles qui peuvent étre représentées et capturées par les pro-
bien sur le plan théorique que pratique. Encouragées pariétés de cet (hyper)graphe. Concernant SAT, la structure
les progres impressionnants dans la résolution pratique de I'instance modélisant un probléme (une application) du
probléeme SAT, diverses applications allant de la vérificamonde réel est le résultat de la conception modulaire de
tion formelle a la planification sont encodées et résolueselui-ci, tel que ces modules possédent entre eux une inter-
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connexion minimale exprimée par un nombre minimal dele clauses. Une clause est une disjonction finie de littéraux
variables [12]. Par conséquent, la décomposition du pret un littéral est soit une variable, soit sa négation.
bleme initial en un ensemble de sous-probleémes pourrait Pour un littéral donné, var(l) = {v|l = v oul =
faciliter sa résolution. —w} correspond a I'ensemble singleton de la variable sur
Partant de ce constat, le but de notre travail est de foulaquelle portd. Par ailleurs, un littéral peut-étre considéré
nir une nouvelle approche basée sur la décomposition azemme une clause contenant uniquement ce littéral, ce qui
borescente de I'hypergraphe qui représente une instaneerrespond a la définition de la clause unitaire. De plus,
SAT. Cette décomposition offre un ordre sur les variablepour une clause donnée var(c) = U; gans cvar(l) est
du probléme qui sera exploité par une méthode de résbensemble des variables apparaissant defp®sitivement
lution de type DPLL. De plus, durant la recherche, pluou négativement). Par exemplegst x;V—xy V-3 alors
sieurs informations qui correspondent soit a des écheaspus avonsar(—z3) = {z2} etvar(c) = {1, 2, x3}.
soit a des succes lors des tentatives de résolution de(s)Une interprétation’ des variables d¢F est définie par
(sous-)probleme(s) sont apprises sous form@atedset un ensemble de littéraux, tel qudly, o) € I?, I} #
nogoods. L'avantage attendu d'un tel apprentissage est flge var(l;) # var(ly). Egalement, une variable qui ap-
pouvoir élaguer I'espace de recherche et de ne pas résougegait positivement (respectivement négativement) dans
plusieurs fois le méme sous-probléeme. Une telle démarckgynifie qu’elle est fixée arai (respectivement &auz).
nous permet également de fournir des bornes de complexi@issi, I'interprétatiorny est dite partielle sif| < |X|, com-
en temps et en espace pour la méthode proposée. Nous plete sinon (toutes les variables sont fixées). De plus, pour
puyons notre travail par la présentation de résultats expétine interprétation donnég d’'un ensemble de variables
mentaux et une comparaison avec certaines methodes exisC X’ et pour un sous-ensemheC Y, I[Z] est la pro-
tantes de la littérature. jection deT réduite aux variables d&. Enfin, un modéle
La papier est organisé comme suit. La section 2 intrade 7 est une interprétation compléte qui satisfait toutes les
duit les notions de base et les notations nécessaires au regtises de- et Sol(F) désigne I'ensemble de tous les mo-
du papier. Elle inclut notamment la définition formelle dudéles deF.
probléme SAT, de certains concepts liés a la théorie despgr conséquence, le probléme de satisfiabilité (SAT)
graphe et un court rappel de I'algorithme DPLL. La sectiorgonsiste a tester st posséde un modeéle () # 0).

3 présente notre approche basée sur la notion de décomgpcest le cas alors est dite satisfiable, sinaf est insa-
sition arborescente, que nous appelons DPLL-TD, en p@sfiable.
sant d'abord les bases théoriques qui sont obligatoires pour
ensuite décrire DPLL-TD et justifier sa validité. Nous four- .
nirons également, dans cette méme section, les complexi#g Lalgorithme DPLL
en temps et en espace de notre algorithme. La section 4 pré-Introduite en 1960 et en dépit de sa simplicité, la pro-
sente quelques détails sur I'implémentation de DPLL-TD,, o | ) .
, . ,. cédure de Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) [5]
et expose les résultats obtenus sur un certain nombre d’ins-,_ _. , . . X
P L. .....Subsiste comme I'une des meilleures méthodes completes

tances SAT structurées issues des précédentes compétitions . .

. . our SAT. La procédure DPLL est un algorithme de type
SAT. La section 5 recense les travaux existants autour de'?a

. . . backtrack. Elle construit un arbre de recherche binaire dans
notion de décomposition arborescente dans le cadre Prif.

: X ) . : guel chaque nceud est associé a un appel récursif. Toutes
cipalement du p_robleme SAT. Enfin, la section 6 discute ?gs feuilles, exceptées éventuellement une pour les ins-
conclut ce travail.

tances satisfiables, représentent I'aboutissement de la pro-
cédure a une contradiction (correspondant a une clause
2 Notations vide notée pam).
Plus précisément, a chaque itération (appel récursif),
Cette section est dédiée a la définition du probléme SADPLL choisit une variable non interprétée (libre), lui af-
et des notations qui lui correspondent, a un rappel de I'algdecte la valeuwrai et simplifieC. Sil'instance résultant de
rithme DPLL ainsi qu’a I'introduction d’un certain nombre I'appel courant est satisfiable alafsest également satis-
de concepts de la théorie des graphes nécessaires a la céiable. Dans le cas contraire, DPLL affecte la valgunz a
préhension du papier. cette variable et le méme processus est répété. L'opération
de simplification consiste essentiellement a supprimer les
clauses qui deviennent satisfaites sous l'interprétation cou-
rantel et a réduire les clauses qui contiennent des littéraux
Une instanceF du probléme de satisfiabilité (SAT) est falsifiés (évalués gaux sousl également).
définie par le coupleF = (X,C), tel que X est un Le choix de la variable de branchement est un facteur
ensemble de variables booléennes (leurs valeurs appprimordial de la procédure DPLL dont les performances
tiennent a 'ensembléurai, faux}) etC est un ensemble dépendent directement. La littérature regorge de plusieurs

2.1 Le probléme de satisfiabilité
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Algorithme 1 ;. DPLL(in: C, I) primal associé aH est doncGy = ({z1,22,23},

1 Rropagation-unitaire cn {{ml,wg}, {xl,acg}, {1’2,1’3}})

2 siO € C alors retourner faux

3 sinon . N .

4 sic = 0 alors On note paiG x ¢ le graphe primal associé a une ins-

5 L retoumer vras tance(X,C). C'est ce graphe qui sera finalement utilisé
6 sion - pour représenter la structure d'une instance SAT et pou-
7 Choisir une variable libre . . L

8 SiDP (C U {v}, I U {v})alors retoumner vrai voir exploiter ses propriétés structurelles notamment au tra-
9 sinon . Z . L s
10 " retourner DP (€ U {~v}, 1 U {~v}) vers de la notion de décomposition arborescente définie ci

dessous [14].

Définition 3 SoitG(x ¢y = (V, ) le graphe primal as-

Algorithme 2 . Propagation-Unitaire(in/outc, I) socié a une instanceY, C). Une décomposition arbores-

1 tant que Il nexiste pas de clauses vides et qu'il existe une clause unitaire cente dg(;gc) est définie par le COUp'QE, T), ou d’une
dans faire . part 7 = (J, F) est un arbre dont I'ensemble des noeuds

2 I — I Ul (satisfairel) , , , n

3 L simplifier € est représenté par et 'ensemble des arétes pdf et

dautre part, E = {E; : ¢ € J} est une famille de sous-
ensembles det, tel que chaque sous-ensemble (appelé

- . L luster) E; est un nceud d€ et qui vérifie :
heuristiques de branchement qui sont généralement basges VB q

sur la propagation unitaire et le nombre d’occurrences des() ViesEi =V,
variables (sous leurs formes positives ou négatives) dangi) pour toute aréte{x,y} € &g, il existe: € J tel que

les clauses. {z,y} C E;, et
(iii) pourtouti, j, k € J, sik est sur une chaine entiest
2.3 Théorie des graphes jdansT, alorsE; N E; C Ej,.

Comme nous 'avons annoncé dans lintroduction, notre L2 largeur de la décomposition arboresceite, 7') est
but est d’exploiter les propriétés structurelles d’une ins€92l€ anazic | Ei| —1. Lalargeur d'arbre (ou tree-width)
tance SAT exprimées par sa représentation sous forme d'#hd€G (x ¢) estla plus petite largeur sur toutes les décom-
graphe, qui sera donc décomposé en conséquence. Noud’Q8itions arborescente d&x ¢).
lons formuler et rappeler ici quelques définitions liées a ces

: On note parDesc(E;) I'ensemble des variables ap-
points. :

partenant aF; ou & un descendark, de E;. Aussi,

Définition 1 Soit Iinstance SATF = (X,C). L'hyper- soient E; un cluster etF; I'un de ses clusters fils, on
grapheH = (V, ) qui caractérise l'instanceF est défini  €Signe parki,, ;) le cluster E)aren'?Ei (lje Ej et on
tel que toute variable d&’ est représentée par un sommetSUPPOSe QU&,..1) = 0 (£, étant le cluster racine).

deV et chaque clause € C est représentée par une hyper- De P"%S’ C[Ei] est l'ensemble des clauses appartenant
arétee € € (Cest-a-dire un sous-ensemble Hptelle que exclusivement au clustd?;. En d’autres mots, nous avons

var(c) = e. CIE;] = {c € Clvar(c) C E; et var(c) £ Epari)}-

Par exemple, considérons linstance SAF = Nous illustrons ces différentes définitions et notations
({21, 22, 23}, {w1 Vw2 Vs, 21V -3, T2Vas}). Selonla a l'aide de I’exemplg ci-dessous ou la figure 1 corrfespond
définition précédente, I'hypergraphe lui correspondant edt Une décomposition arborescente d’'une une instance

H = ({x1, 2, x5}, {{z1, 22,23}, {21, 23}, {22, 23}}). SAT donnée (non présentée ich. = {E;|i = 1,.. .,7}
est 'ensemble des clusters &} est le cluster racine

Nous introduisons, & présent, la notion de graphe prim4g cette décomposition arborescent®. possede trois

qui & un hypergraphe permet d’associer un graphe. Cefiiisters fils £y, E3 et Ej, by = {51{1»552&367957},
notion est nécessaire pour pouvoir exploiter, par la suitd/1 N E2 = {z1, z} (cette intersection est appelée

la notion de décomposition arborescente qui est définie sl S€parateurentre le clusterE; et son parent),

les graphes, et non sur les hypergraphes. Eypar3z) = Er etDesc(Es) = {x3, x4, x5, T15, 18, T20 }-
Définition 2 Le graphe primal d’'un hypergraphél = Avant de discuter les détails théoriques et algorithmiques
(V,€) est le grapheGy = (V,€y) tel que &y =  de notre approche, nous allons d’abord donner ici l'idee
Hz,y}z,y € VetIec & {x,y} Cel. de base qui est derriere. La décomposition arborescente de

l'instance initiale divise celle-ci en parties (plus petites) et
Reprenons la formule SATF ci-dessous et sa repré- indépendantes, qui correspondent au clusters, mais qui res-
sentation sous forme de I'hypergraptlé. Le graphe tenttoutefois interconnectées par les séparateurs. Résoudre
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introduit et détaille DPLL-TD qui est la traduction algo-
rithmigue de ces aspects théoriques. Enfin, nous exhibons
des preuves sur les caractéristiques de DPLL-TD, a savoir
gu’il est complet, correct et termine ainsi que sa complexité
en temps et en espace.

3.1 Fondements théoriques

Dans la suite, nous considérons une instance SAF
(X,C) et une décomposition arboresce(ig 7)) associée
au graphéex v ).

Le but de ce premier théoréme est de montrer que la
décomposition arborescente @gx ¢y ne change en rien
l'instance de départ (aucune information n'est perdue) et
gue chaque clause appartient a un et un seul cluster.
FIGURE 1 — Un exemple de décomposition arborescente,  , | .
Théoréme 1 Les ensembld€[E;]); forment une partition

deC.
l'instance initiale revient donc a résoudre ses différentes
parties. Partant de la racine et par un parcours de type Bieuve : De toute évidence, nous avop$; C[E;] C C.
profondeur d’abord, chaque clustBf est attaqué séparé- Démontrons maintenant q@eC (J; C[E;].
ment. Si toutes les clauses restreintes a ce cluster sont saConsidérons une clause Par definition du graphe
tisfaites alors nous allons attaquer I'un de sesHijs(s'il  G(x¢), 16s sommets correspondant aux variables de
existe) en tentant d’étendre 'interprétation des variables d&r(c) forment une clique de (v ¢). Ainsi, par défini-
E; sur celles defZ;. Pour étre plus précis, il est nécessairdion de la décomposition arborescente, il existe au moins
de satisfaire les clauses @ en respectant les contraintesUn clusterE; tel quewvar(c) C E;. En particulier, nous
exprimées par l'interprétation des variables du séparate@¥Ons nécessairement un clusfigrtel quevar(c) C Ej et
entreE; et E;. En effet, ces variables sont partagées entréa (¢) € Epar(x)- Ainsi ¢ € C[Ey]. D'ol, UJ; C[Ei] = C.
les deux clusters et par conséquence doivent &tre interpréMaintenant, nous allons démontrer que pour des clus-
tées d’une maniére identique. Si ce processus d’extensitfs quelconques; et £ (i # j), C[E;] N C[E;] = 0.
ne peut se faire alors on peut déduire qu'il ne sera jamafguPpPosons que l'intersection n'est pas vide. Donc, il existe
possible d’étendre linterprétation des variables du sépatne clause telle quec € C[E;] etc € C[E;]. Il s'ensuit
rateurs & un modéle. Plus intéressant encore, sauvegaralif's quevar(c) C E; N Ej;. Par ailleurs, par définition
cette information peut-étre utile pour éviter la répétitiorfle 1a décomposition arborescente, il existe une chaine re-
d’'un méme traitement dans le cas d'un retour-arriére aignt E; et E; telle que chaque cluster rencontré sur cette
cluster E; par exemple et 'occurrence de la méme interchaine contient’; N E; et par conséquentar(c). Sur une
prétation sur les variables du séparateur. De la méme niglle chaine, on traversera nécessairement le pere;de
niére et pour les mémes raisons, si les clauses du clusf@é celui deEj. Ainsi, nous avonsiar(c) € Epq(;) OU
E; et celles de tous ses descendants sont satisfaites alorgdr(c) C Epar(j)- Par conséquent, nous avons une contra-
est aussi utile de sauvegarder l'interprétation des variabl€iction puisques € C[E;] etc € C[Ej]. Il en résulte que
du séparateur entrg; et et son parent comme étant ex-C [E:]NC[E;] = 0.
tensible & un modéle pour cette partie de I'instance. Pour En conclusion, les ensembléS[E;]); forment effecti-
résumé, nous appliquons une recherche de bgoitrack vement une partition dé. 0
sur la décomposition arborescente de l'instance SAT, tout
en enregistrant toute information utile qui nous permettra A partir des ensembleS[E;], nous pouvons définir la

d’é|aguer |'espace de recherche. notion de SOUS'prObléme induit :
i N i Définition 4 Soit E; un cluster. Le sous-problémgg, ;
3 Décomposition arborescente pour rée- enraciné enE; et induit par linterprétation I sur
soudre SAT un sous-ensemble de’; N E,.., est défini par

(Desc(E:),Up, cpese(r,) ClER U{l|l € I et var(l) €
Cette section est la contribution majeure de notre trak; N E,,,;)}).
vail, Dans un premier temps, elle souligne et explique les
aspects théoriques liés a I'usage de la décomposition arbo-En d'autres termesFg, ; est constitué par toutes les
rescente dans le cadre de SAT. Dans un second temps, @lauses et variables du clusiéret celles des clusters de sa
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descendance, avec des contraintes additionnelles exgrim&neuve : A partir de la définition de la décomposition
I'interprétation courante des variable dans le séparatearborescente, nous avonBesc(E;) N Desc(Ey) =
entreE; et son cluster parent. Ces contraintes sont formue; N E;, C E;. Clairement, nous avons; N Ej, C Xing
lées simplement p&l|l € I et var(l) C E; N Eyqry}). €t par consequent; N By C Xing N E;. Puisque les
Cette définition signifie aussi que résoudre le probléme covariables deX;,,; N E; sont interprétées dardscela assure
respondant au sous-arbre enracin@; aoit respecter I'in- que ces mémes variables ont les mémes interprétations sur
terpretation des variables qu'il partage avec son parent. n'importe quelle interprétation qui satisfdils, 1z, x,) €t
FE, 11E;,nE,]» QU regard des clauses unitaitetelles que
Propriété 1 Considérons deux interprétations et I’ v € I etvar(v) C E; N E; N Ey. De plus, ces clauses uni-
telles quel C I’ et un clusterE;, nous avons alors taires sont les seules a appartenir a la fol A ;(p,nx,]
Sol(Fg,,r) € Sol(Fg,1)- et aFg, 15,0k, (Par application du théoréeme 1). Ainsi,
- . les problemesFg, r(p.ne,) © FE, 1ig.nE, SONt bien
Preuve : La seule difference entre les sous-problememdépendantsa
Fg, v et Fg, 1 est que le premier possede un cer-
tain nombre de clauses supplémentaires, notam-Le corollaire suivant établit que la satisfiabilité de
ment les clauses unitaires tel quev € I" — I et sous-problémes fréres conduit & la satisfiabilité du sous-
var(v) C E; N Epq, ;). AiNSi, Nous avons nécessairementprobléme enarciné en leur cluster parent.
SOZ(]:EI.,II) - SOl(]‘-E“[) O
Corollaire 1 Soient un clustef; et une interprétation/
Cette propriété permet donc de caractériser la relaticsur un sous-ensemblé de E;, si X;,,s N E; C Y, I sa-
existant entre les ensembles de modeles de deux sotisfait les clauses dé€[E;], et pour chaque fil¥; de E;,
problemes enracinés en un méme cludtermais induit  le sous-probleméx, ;z,~x,) st satisfiable, alorg peut-
par deux interprétations différentes dont I'une est une extre étendue a un modeéle 8¢, ;5,0
tension de l'autre.
La définition suivante présente maintenant la notion dBreuve : Soit My, un modéle pour le sous-probleme
variable d’indépendance : Fg, 11E:nE,)- Par definition deFg, ig,ne,), 1| n'existe
pas de variablestel quel U Mg, contienne deux littéraux
Définition 5 Une variablev est une variable d’'indépen- opposés &. Selon le théoréme 2, pour tout fils; et E,
dance s'il existe un clustef; et deux de ses filB; et £,  de E;, Fg; r(g;nEe,) €t FE, 1g:nE,] SONt indépendants.
tels quev € E; N E; N Ej. On désigne par;,q I'en-  Ainsi, linterprétation] U Ug, ¢ ri15(,) Me, Satisfait a la
semble des variables d'indépendanceZ@ar rapport a fois les clauses d€[E;] et celles deFg; 11,nE;) POUr
la décomposition arborescente considérée. chaque filsE; de E;. De cette maniérd, peut-étre étendue
a un modele d6 z, r(g,nE
Les variables d'indépendance jouent clairement un role
particulier dans la décomposition arborescente. Plus pré-Comme nous I'avons expliqué juste avant le début de
cisément, pour pouvoir décomposer de facon valide Ugette section, nous voulons également garder trace de toute
probleme SAT en différents sous-problemes indépendanigformation utile qui nous permettra d'éviter plusieurs
nous devons garantir que ces variables sont interprété@ss un méme traitement, principalement la résolution ré-
avec la méme valeur dans les différents sous-probléemegrrente de sous-problémes. Cela revient & effectuer des
dans lesquels elles interviennent. Par exemple, la décobupes sur les branches de I'arbre explorant I'espace de
position arborescente de la figure 1 possede une seule Yacherche en présence d'informations indiquant si la satis-
riable d'indépendance; localisée dans lintersection de fiabilité d'un sous-probléme donné est déja connue ou pas.
Ey avec deux de ses filB; et £y. Donc, X;a = {z3}.  De telles informations correspondent aypodsetnogoods
Siz3 n'est pas interprétée lors de traitementide(rappe-  que nous définissons comme suit :
lons qu'il est possible de satisfaire un ensemble de clauses
sans nécessairement fixer toutes les variables apparaissaéfinition 6 Etant donné un cluste;, une interprétation
dans celles-ci) alors; doit-étre interprétée avec la mémer sur un sous-ensemble d& N E,,, ;) est ungood (res-
valeur lors du traitement des problémes enraciné&en pectivement unogood) structurel dé; si toute extension
et £y Le theoreme suivant formalise 'indépendance entréle I sur E; N E,,,(;) peut-étre étendue a un modele de
sous-problémes en termes de variables d'indépendance.Fp, ; (respectivement ol (Fg, 1) = 0).

par(®)]

pa'r'(i)]'

Théoreme 2 Soient un clusteis;, E; et £}, deux fils de En d’autres termes, upod(respectivement unogood

E; et une interprétatiod d’'un sous-ensemblg de E;. Si  structurel est une interprétatidnd’un sous-ensemble de
Xina N E; C Y, alors les sous—problém%Ej,I[EmEj] et  E;NE,, ;) qui peut (respectivement ne peut pas) étre éten-
FE,, 1[E;,nE,] SONtindépendants. due & un modéle pouf; g, .
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Propriété 2 Soient un cluster; et un sous-ensembié C Avant de détailler I'algorithme DPLL-TD, quelques no-

X tel queDesc(E;) NY C E; N Ep,,(;). Pour toutgoodg  tations et précisions supplémentaires sont nécessaires en
de E;, toute interprétation/ surY peut-étre étendue a un plus de celles préalablement introduites. besdscorres-
modele d€¥ g, 11E:nE,.,, Sl €xiste une extensior, de  pondant a un cluster donrig sont représentés et enregis-

g SurE; N Eyq,;) telle quel [E; N Epqp ] C ey. trés dans I'ensemblgg, et G est un ensemble défini par

A i G = {Gg,|E; € E}. Par ailleurs N désigne I'ensemble
Preuve : Par définition d’'ungood, e, et par conséquent desnogoods.

I[E; N Epqriy) (puisquel[E; N Eyqri)] C eg) peuvent
étre etendu.es aun model®/ de Fg, ,. Il s’ensuit oS3 DR T B et
que M sa.tlsfa|t. Ieg c}Iauses deJg, Desc(Ei)C[EkJ' T Propagatonmiaie © N D)

De plus, il satisfait egalement les clauses unitaireg sio e cu alors retoumer faux

de {vjv € I et var(v) C E; N Ep;)} puisque 3 sinon

o N 4 siC UN = 0 alors retourner vrai
I[E; N Eparpy] € eg € M. Ainsi, M est un modele de s sinon
) _A 4 PN 6 Si(CUN)[E;] =0 et Xinq N E; = 0 alors
FEu 1 [EinE, ) €U [Ei N Bpar(s)] peut-étre étendue aun 3 (CONILE:] = a
modele deFEiyl[E‘l,mEpa'r(i)] . 8 S «— Fils(E;)
9 tant que sat et S # ( faire
L, L, L. 10, Chaisir un clustel; dansS
La propriété précédente nous donne les conditions qui S — S—{E;}
nous autorisent a effectuer une coupe selogtexisenre- 12 SEL 39 GE QEI_.,-,EHeg;wteCnswnl de g sur
gistrés. De la méme maniére, la propriété suivante exprine L o N Fal < ea dlors
la condition de coupe par le®goods. 14 sinon
) _ 15 sat «— DPLL-TD (C, I, E;, G, N)
Propriété 3 Soient un clusteF; et un sous-ensemhb{e C 16 i satsal_ors e dermierood o
t ) 1!
X tel queDesc(E;)NY C E;NE,,, ;. Pour toutnogood %’ Oltg € G, le derniergoodenregistré
. - =il =par(i) 18 I—TIug
ng de E;, aucune interprétatiod surY tel queng C I ne _
o 5 \ sinon N «— N U { \ -l }
peut-étre étendue a un modele e, 1(z,nx,,, - 19 TR
ElE;NE,
Preuve : Nous avons Sol(Fg, rip,nE,...) < 20 sisatalors Gp, — G, U {I[E; N Eparc]}
Sol(Fg,ng) (propriété 1). Par ailleurs, par dé-2! L retourner sat
initi ' — 22 sinon
finition  d'un nogood, SOZ(]:E“"Q) - Q Donc 23 Choisir une variable non interprétéedans £;
Sol(Fg, 11E:NE,w) = 0 et I ne peut-étre donc 24 SIDPLL-TD (C U {v}, T U {v}, Ei, G, \) alors
étendue a un modele siesc(E;). O 25 | retoumer True
26 sinon retourner DPLL-TD
. p . . L Cu{-v}, T1U{-v} E;, G N)
Maintenant que nous avons apporté et démontré tousles | L

éléments théoriques liés a notre approche, nous décrivons

dans la section suivante leur exploitation algorithmique. ) R ) R
Le premier appel & DPLL-TD est fait avec les paramétres

(C,0,Eq1,G,N), ou E; est le cluster racine de la décom-

position arborescente. En effet, au départ, aucune variable
Considérons une instance SAT définie ga= (X,C) n’est interprétée. De méme, auc(m)goodn’est connu

et la décomposition arboresceritg, 7)) du graphe primal (pour chaque clustet;, G, = 0 et N = ().

obtenu a partir de la représentation en hypergraph&.de La premiére étape de cet algorithme (ligne 1) consiste

L'algorithme 3 décrit la méthode DPLL-TD (poW@PLL a propager les clauses unitaire appartena@tlaN. En

with Tree Decomposition) pour résoudre le probléme de saenséquence, si une clause vide est déduite alors I'algo-

tisfiabilité. Durant la recherche, DPLL-TD tente d’'étendrerithme retournefaux signifiant queF est insatisfiable. Si-

I'interprétation courante a un modeéle, s'il existe. Pour celaon, siCUN est vidée alorg- est satisfiable et I'algorithme

et en plus de l'ordre dicté par I'heuristique de choix de varetournetrue (ligne 4).

riables de branchement d’'une procédure de type DPLL, la Maintenant, considérons I'ensemble des claugkss

méthode DPLL-TD se sert de la décomposition arboresV')[E;] et I'ensemble des variables d'indépendance res-

cente(E,7T) afin d’affiner ce choix comme cela sera ex-treintes au cluster courai;, X;,q N E;. Si 'un de ces

pliqué dans la suite. De plus, DPLL-TD exploite des infor-deux ensembles n’est pas vide alors I'algorithme 3 procede

mations préalablement apprises sous formegaaels(en- a une énumération DPLL classique #ijrdans le but d'in-

registrés dan§) et denogoodgenregistrés dan&’) dans terpréter ces variables (lignes 23 a 26). Par exemple, dans

le but d’élaguer I'espace de recherche. la figure 1,23 € X N E;. Sixsz n'est pas fixée alors une
Ainsi décrit, I'appel DPLL-TD(C I, E;, G, N) renvoie énumération suts (et éventuellement sur les variables non

vrai (respectivemenfauz) sile sous-problémé, ; en-  interprétées d&C U N)[E}]) est effectuée afin d’assurer la

raciné enk; est satisfiable (respectivement insatisfiable). méme interprétation des dans les cluster®’;, E; et Es.

3.2 Lalgorithme DPLL-TD
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Ainsi, on garantit 'indépendance des sous-problemes eii{{z¢,27}] = {zs}. De plus, supposons qu'il existe un
racinés ent; et £, (corollaire 1). goodg = {x¢,—x7} € Gg,. Par I'application de la pro-

Dans le cas contraire (U N)[E;] = 0 et Xjpg N priete 2,F'g, (., est satisfiable et I'interpréetation courante
E; = (), DPLL-TD traite les sous-problémes enraciné$£st étendue par-z7}.
en chaque filsE; de E; (pour rappel, si tous les sous-
problemesFp; 1p,nE,) sont satisfaits alor$g, ; estéga- 5 g Propriétés de DPLL-TD
lement satisfait).

Lors du traitement des fils dB;, les goodset nogoods Aprés avoir détailler le déroulement de l'algorithme
déja enregistrés peuvent étre utiles. En effet, DPLL-TIPPLL-TD, nous allons nous intéresser a sa complexité en
vérifie s'il existe ungood g dansGr, entre E; (fils de  temps et en espace, sa complétude, sa validité et sa termi-
E;) et E; qui respecte la condition de coupe donnée pdpaison.
la propriété 2 (ligne 12). Si un tejood g existe alors
Fi, 11E:nE,) est satisfiable et il n’est pas necessaire d’étuThéoreme 3 DPLL-TD est correct, complet et termine.
dier & nouveau sa satisfiabilité. Inversement, si la satisfiabi-
lité de F i, 11r,nE,) €Stinconnue, elle sera déterminée paPreuve: DPLL-TD différe de DPLL par I'enregistrement
I'appel récursif DPLL- -TD(CI, E;,G,N). Dans ce dernier desgoodset desnogoodsstructurels utilisés afin d’éviter
cas, sifg; 11m,nE;) €stinsatisfiable (le dernier appel ren-les redondances dans la recherche. Puisque DPLL est cor-
voie faux), unnogoodest détectée enttB; et E;. Celui- rect, complet et termine, il reste a prouver que les opé-
Ci est représenté et enregistré comme une nouvelle clauggions supplémentaires effectuées par DPLL-TD ne re-
définie pan;, cr(g,ne,)~lk Qui est ensuite rajoutée a I'en- mettent pas en cause ces propriétés.
semble desogoodsV (ligne 19). Revenons alafigure 1 et  Supposons que DPLL-TD(I,E;,G,N) est lap-
considérons le clustdr,, son filsE; et une interprétation pel courant. On veut vérifier si le sous-probléme
SUrky N By = {x1,xa} qui estl[{zy, xa}] = {~z1, 22} Fp, 11p,nE,,,,) €St satisfiable. Pour cela, considérons le
Si Fy (-4, 4, €St insatisfiable alors umgoodest détecté cas ol satisfait toutes les clauses @&UN)[E;]. DPLL-
et sauvegardé par la nouvelle clause/ —x» dansh. TD essaiera d’étendresur chacun des fils d;. Soit F

Lors de l'occurrence de telles contradictions, DPLL4'un de ces fils. Si la condition de la ligne 12 est vérifiée
TD effectue un retour-arriere sur les variables Idget  alors (et grace ala proprieté 2y, g, €st satisfiable.
teste I'existence d’une nouvelle interprétation qui satisfaiPans le cas contraire, la satisfiabilite #& ;(z,nr,) est
(C U N)[E;]. A noter que méme si les clauses appriseiconnue et pour la déterminer, il faut faire un nouvel ap-
(correspondant aurogoods) sont sauvegardées dans upel a DPLL-TD par DPLL-TDC, I, E;,G, ). Si ce der-
ensemble distinctV, elles sont en pratique considéréesnier renvoiefaur, cela signifie QUEFy; 1(p,nE,) NE POS-
comme une clause quelconquedNous effectuons cette sede pas de modéle. De ce fait, 'opération d’enregistre-
distinction seulement dans le but de mettre en avant legent d’un nouveawmnogoodsous la forme d’'une clause
nogoodsappris tout le long de la recherche. Par aﬂleurs\/lkenE nE,) -l est valide. Etant donné qu’unogood
la représentation sous forme clausale degoodsnous structurel n‘est qu'un cas particulier d’'umogood clas-
dispense de I'application d’un traitement particulier lorssique, son usage comme n’importe quelle clausé’dest
de leur exploitation (incluant le test sur la possibilité deaussi valide.
coupe dans l'arbre de recherche grace aogoodsap- Par ailleurs, & la fin de la boudant que, siI peut-étre
pris). Ainsi, 'usage desogoodsest entierement transpa- étendue & un modeéle sur tous ses fils, alors (et par I'appli-
rent dans DPLL-TD. Par ailleurs, ces clauses apprises peation du corollaire 1)/ [E; N E,q,.;y] peut-étre étendue
mettent d’améliorer I'effet filtrant des propagations uni-a un modele d€ s, 1[N By, ] D€ PIUS, puisquée était
taires. étendue par les valeurs dgsodsde ses clusters fils, alors

Finalement, les lignes 13 et 18 correspondent & 'exted€nregistrement dgood![E; N E,,,(;)] pour le cluster;
sion de l'interprétation courante pard@od utilisé par la st aussi une opération valide.
coupe (par la propriété 2). Ainsl, est étendue par 'ajout ~ Pour conclure, du fait que I'enregistrement et I'utilisa-
des littéraux dugood g & ceux del assurant un enregis- tion desgoodset nogoodssont valides, DPLL-TD est cor-
trement d’'ungood valide surE; si Fg, ; est satisfiable rect, complet et termineJ
(ligne 20), ou ungood correspond a l'interprétation ob-
tenue sur les variables d&; N E,,, ;). A noter quau- Théoréme 4 DPLL-TD a une complexité e®((|E| +
cune contradiction ne peut-étre trouvée lors de cette exa).2¥**) en temps et e®(|E|.s.2°) en espace pour une
tension, car les variables d’'indépendance sont préalabliestance SAT possédantvariables etm clauses et une
ment fixées comme expliqué précédemment. Par exempt&composition arborescentd’, 7) de largeurw et dont
dans la figure 1, considérons le clust@s, son fils Es la taille de la plus grande intersection entre deux clusters
et une interprétation suks N Es = {wzg,x7} qui est ests.
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Preuve : Considérons un clustef; et une interprétation rithme d’énumeération sur les clusters et les variables d'in-
partiellel surE; N E,,,(;) et essayons d'étendlesur £;  dépendance. Concernant le calcul de la décomposition ar-
en supposant (dans un soucis de simplicité) que I'ordre desrescente, il repose sur une triangulation heuristique du
variables est statique. %i; = E; (le cluster racine de la graphe primal. Cette triangulation est effectuée grace a la
décomposition arborescentd),= () et DPLL-TD calcu- méthode Min-fill [15] qui s’avére étre une des méthodes
lera au plu2!?11+1 interprétations partielles pour étendrede triangulation heuristiques les plus robustes. Les expéri-
I. Sinon, il existe au plug!®il=I7I+1 interprétations par- mentations sont faites sous Linux sur un PC avec un pro-
tielles pour étendré. Puisque, il y a au maximul’l in-  cesseur Pentium 4 & 3,2 GHz et une mémoire vive de 1 Go.
terprétations partielles possibles de tafilleet que le sous- Chaque instance est exécutée durant 600 secondes au maxi-
problemeF g, ; n’est résolu qu’une fois grace agrodset  mum pour chacun des solveurs. Nous avons testé pres de
nogoodsenregistrés, le nombre maximum total d’interpré-1800 instances et nous présentons dans la table 1 une sélec-
tations partielles étudiées par DPLL-TD pour un clugier tion des résultats les plus pertinents. La premiére colonne
est "y 2! 1712111 = 52151+, De plus, DPLL-  est le nom du benchmark et la deuxieme le nombre d'ins-
TD va évaluer au maximur®(2*“+2) interprétations car tances gue nous avons testé pour ce benchmark. Le reste de
le cluster F; est indépendant de son cluster pére du fai@ table donne, pour chaque solveur, le nombre d'instances
que les variables d'indépendance dafis; N E; N E,..;) (*#) quil a pu résoudre ainsi que le somme des temps (t)
sont déja interprétées. Par ailleurs, pour chacune des iR Secondes nécessaires a les résoudre.

terprétations partielles, DPLL-TD applique la propagation Au regard de la derniere colonne, qui donne le clas-
des clauses unitaires &(m + |N|). Pour un séparateur sement de DPLL-TD par rapport aux autres solveurs en
donné de taillek (un séparateur est défini par l'intersec-termes de nombre d'instances résolues, nous pouvons an-
tion d’un cluster avec son pére), le nombre d’interprétaponcer que notre solveur est competitif et améliore méme
tions partielles est borné p2lit. Donc, le nombre total de les performances de deux solveurs majeurs, Minisat et
(no)goodsest donné pafE|.2:L. Finalement, I'enregis- Rsat, sur guelques instances. Egalement et comparative-
trement d’'un(no)goodpeut se faire e (s) et le test de la ment a Satz, DPLL-TD améliore significativement les ré-
condition de la ligne 12 e@(s.2571). Ainsi, la complexité sultats de ce dernier. Ce qui peut nous laisser croire que
en temps de DPLL-TD esD((m + |E|.25T1).2v+! + l'implémentation de notre méthode sur la base d’'un sol-
5.2511 2w+1) “autrement diO((m + | E]).2w**). veur plus récent et plus performant nous permettra encore

Concernant la complexité en espace, celle-ci déperftiobtenir des résultats de meilleure qualité.
uniqguement degoodset desnogoodsenregistrés. Comme  Nous avons observe que les instances les plus facilement
I'espace nécessaire pour la sauvegarde dmm)good résolues par DPLL-TD sont majoritairement insatisfiables.
est O(s), la complexit¢é en espace de DPLL-TD estAussi, une premiere explication possible pour ce pheno-
O(|E|.s.2%). O mene est que DPLL-TD, grace a la décomposition arbo-

rescente qu'il exploite, est capable d'aborder la recherche

En d’autres termes, la complexité de DPLL-TD dépendpar un cluster ayant peu ou pas de modeles. Si cette expli-
des caractéristiques de la décomposition arborescente, agation est certainement la bonne pour des instances de pe-
voir sa largeur et la taille du plus grand cluster. Comparé #e taille, nous avons pu observer que, dans la plupart des
un algorithme DPLL classique, la complexité de ce derniegas, DPLL-TD produit, mémorise et exploite un nombre

dépend du nombre de variables de l'instance traitée. ~ conséquent dgoodset denogoodsstructurels. Aussi, les
bons résultats observés s’explique également par I'apport

; L desgoodset desnogoodsstructurels, et plus précisément
4 Résultats préliminaires par les redondances dans I'espace de recherche qu'ils per-

c . . | détail I I,mettent deviter.
ette section presente quelques detalls sur FimpIe- a1, ;e de ces premiéres expérimentations, il est pos-

mentation de DPLL-TD et montre des résultats preI"sible d’annoncer que les résultats sont trés encourageants

m'|3a|res obtenu§ sur de; A?stzncstOS;\T\ 'S;ggi des Pt de suggérer que le comportement de DPLL-TD peut-étre
cedentes competitions , de a (W‘MN'encore perfectionné par la prise en compte de différents pa-

?a;f COTPEt It ofn. or gz' N?\;J_s_cogparsnst [1):5“‘21;? f{amétres, comme un meilleur choix de décomposition ar-
a 4 solveurs performants : Minisat[6], Rsat[13], Zcha borescente, un choix plus éclairé de cluster racine, ...

[16] et Satz [11] et toutes les instances ont été prétraitées
avec SatElite [7]. L'algorithme DPLL-TD est codé sur la
base de Satz . Ce choix est fait par notre bonne connas- Travaux connexes

sance de son code source que nous avons toutefois rema-

nié afin de prendre en compte les spécificités de notre ap-La structure des problemes a été utilisée pour définir des
proche, comme par exemple I'enregistremenndgoods heuristiques d’ordre sur les variables dans des méthodes
sous forme de clauses. Satz est donc utilisé comme algde type backtrack depuis que Freuder [8] a présenté une fa-
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DPLL-TD Minisat Rsat Zchaff Satz Classement de
Benchs. #inst. || #r t #r t #r t #r t #r t DPLL-TD
linvrinv 8 3 1 3 1 3 2 3 9 3 1 1
mod2-3cage-unsat 23 6 2370 || 18 2579 1 540 || O - 0 - 2
mod2-rand3bip-sat 33 1 351 17 2534 6 1112 7 1646 8 1923 5
mod2-rand3bip-unsat 15 11 793 9 1062 6 872 6 1124 0 - 1
mod2c-3cage-unsat 6 4 115 3 563 0 - 0 - 0 - 1
mod2c-rand3bip-sat 33 0 - 17 2559 || 11 1410 18 3156 || O - 5
mod2c-rand3bip-unsat 15 15 676 10 1810 8 1337 || 6 1125 || O - 1
clgcolor 16 7 181 6 171 9 36 9 23 0 - 3
fclgcolor 16 9 136 9 169 9 22 9 11 0 - 1
fphp 42 16 617 || 17 165 16 49 || 16 28 || 17 555 3
php 42 16 123 || 6 258 || 16 134 || 12 231 || 18 721 2
sorge05 104 36 1752 69 5571 59 4347 54 2748 33 1316 4
driverLog 36 32 1 36 <1 36 <1 36 <1 36 2 5
Ferry 36 20 496 36 6 36 4 36 22 17 299 4
rovers 22 22 3 22 <1 22 <1 22 <1 22 1 1
satellite 20 20 22 || 20 <1 20 <1 20 <1 20 259 1
difficult-contest05-jarvisalo 10 3 323 2 659 || O - 0 - 0 - 1
medium-contest05-jarvisalo 10 2 782 9 1955 1 470 || 3 850 || 3 497 4
spence-medium 10 3 220 9 1031 4 294 || 4 111 8 877 5
grieu 10 5 1222 1 71 5 347 3 525 5 378 1
industrial-jarvisalo 7 1 16 || 3 112 || 3 400 || 2 9 || 4 448 5

TABLE 1 — Les résultats de DPLL-TD et comparaisons

con d’élaborer un tel ordre en calculant les composantes biréthode de décomposition dynamique (sous forme d'un
connexes du graphe de contraintes modélisant le probléragbre) basée sur les séparateurs de I'hypergraphe repré-
traité. Par ailleurs, des travaux plus récents ont montré qgentant I'instance SAT traitée. L'usage de ces séparateurs
I'usage de la décomposition arborescente peut guider avdans I'établissement de I'ordre de choix de variables de
succes I'heuristique de branchement utilisée par DPLL diranchement permet, sur quelques instances, d'accélérer
nous présentons ici quelques-uns de ces travaux. L'’heuries temps de réponse de certains solveurs SAT modernes.
tique de choix de variable présentée dans [9] utilise la m&omparée a Dtree, cette méthode ne nécessite pas de temps
thode Dtree [4], qui fournit une décomposition sous formgour la construction compléte de I'arbre de décomposition.
d’'un arbre binaire et statique, pour ordonner les variableSette construction peut exiger, dans certains cas, plus de
par groupes. L'arbre de décomposition est construit avatemps que la résolution effective de I'instance elle-méme.
la résolution par DPLL. De ce fait, I'ordre des groupes déar ailleurs, dans [12], il est présenté un schéma de par-
variables ne change jamais au cours de I'exécution. ToutBtionnement contraint qui peut étre exploité pour dériver
fois, I'ordre global établi n'est ni statique, ni dynamique,un ordre sur les variables pour accélérer les solveurs SAT.
car si I'ordre des groupes est statique, I'ordre des variablé&ette approche, qui est a 'opposé des schémas de décom-
a l'intérieur méme de ces groupes reste dynamique. Dapssition arborescente qui cherchent a réduire la largeur de
[3], les auteurs présentent une heuristique pour créer digdécomposition arborescence, élabore un partitionnement
namiquement un ordre sur des groupes de variables. keus contraintes de I'hypergraphe représentant l'instance
bémol majeur de cette approche est qu'aucun résultat eSAT par I'analyse du nombre d'occurrences des variables
périmental n'est présenté pour montrer si leur méthode edans les clauses de l'instance SAT et la connectivité exis-
plus efficace qu’un ordre statique, comme c’est le cas datante entre ces clauses. Cette connectivité est exprimée par
le travail précédent. En outre, il n'existe aucune conclules variables communes a ces clauses.
sion sur la facon d’organiser les sous-problémes induits par
la décomposition arborescente. Dans [2], les auteurs pro-Enfin, la méthode DPLL-TD a un lien de parenté évident
posent une heuristique qui permet de résoudre d'abord lasec la méthode BTD [10] proposée dans le cadre des pro-
problémes les plus contraints. Mais la encore, aucune évalemes de satisfaction de contraintes. Si ces deux méthodes
luation expérimentale ne vient appuyer leur approche. Urreposent sur la notion de décomposition arborescente et
heuristigue d'ordre des variables basée sur une méthoden exploitation pour guider la recherche tout en mémo-
récursive de typenin-cut bisectiorle I'hypergraphe repré- risant degno)goodsstructurels, elles n’en demeurent pas
sentant 'instance a été proposée dans [1]. Cette approchm®ins différentes. D’une part, siles problémes SAT et CSP
ne nécessite pas la modification du solveur SAT utilisésont voisins, leurs méthodes de résolution ne mettent pas
Cependant, la quasi-totalité des solveurs SAT modernes ceuvre exactement les mémes techniques. Par exemple,
utilise un ordre de variables dynamique. L'ordre statiqusi toutes les variables doivent étre instanciées pour pro-
fourni par cette derniére approche sert notamment a rerduire une solution d’'un CSP, il n'est pas nécessaire de
placer, dans certaines situations, I'ordre dynamique étalitiutes les instancier pour trouver un modéle d’une instance
par le solveur SAT. Dans [12], les auteurs décrivent un8AT. Cette simple différence rend nécessaire la définition
d'un cadre formel spécifique au probléme SAT pour l'al-
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gorithme DPLL-TD (en particulier, avec I'introduction de téressant aux plus contraints d’abord.

la notion de variable d’'indépendance). D’autre part, la no-

tion de good differe significativement entre DPLL-TD et Raférences

BTD. De plus, leggjoodsetnogoodsde DPLL-TD peuvent

étre de taille variable en ne portant pas sur 'ensemble def]
variables du séparateur. Il en résulte ainsi des coupes poten-
tiellement plus puissantes pour DPLL-TD que celles utili-

sées dans BTD.

6 Conclusion et discussions

Dans ce papier, nous avons proposé une nouvelle a|
proche basée sur la décomposition arborescente pour re-
soudre le probléeme de satisfiabilité, notamment les ins-
tances structurées issues des problemes du monde réel. [4

Le but de cette approche est de capturer la structure de
l'instance SAT traitée. Cette structure est décrite sous la
forme d'un hypergraphe qui est donc décomposé. La dé[5
composition arborescente ainsi exploitée fournit un ordre
sur les variables qui est utilisé pour guider une méthode
énumerative de type DPLL. De plus et durant la recherchegg
desgoodsetnogoodsstructurels sont appris et utilisés pour
élaguer I'espace de recherche. Cet apprentissage consi;
tue l'une des originalités de notre approche, notammen
en comparaison avec celles décrites dans la section pré-
cédente. Un autre apport de DPLL-TD est de fournir de
bornes de complexité théorique, en temps et en espace, q

dépendent de la décomposition arborescente.

Contrairement au cadre des problemes de satisfactio
de contraintes (CSP), les approches basées sur la notion
de décomposition arborescente sont peu exploitées dan
cadre SAT. Comme en témoigne la section précédente
nouveau, un nombre non négligeable de travaux s’inscri-
vant dans cette approche ne fournissent pas de résultat
expérimentaux, ce qui rend difficilement mesurable leur
efficacités et contributions pratiques. Par conséquent, on
pourrait dire que la littérature existante manque de matuy-
rité et de recul sur I'usage de la décomposition arboreélz]
cente pour SAT. En effet, plusieurs aspects devraient étre
étudiés pour renforcer le travail que nous présentons ici.
Parmi ces aspects, on peut citer la méthode de triangu
tion utilisée qui est nécessaire pour le calcul de la déconi-
position arborescente, le choix du cluster racine, I'élabora-
tion de plusieurs heuristiques de choix du prochain cluster g
traiter, ... Comme premieres pistes, nous travaillerons str
'usage de I'analyse des conflits afin d’apprendre de nou-
veaux nogoods a l'instar de ce qui fait dans les solveurd®
basés sur CDCL, l'usage des restarts tout en modifiant soit
le cluster racine ou méme la décomposition elle-méme, a
la base des informations apprises lors des précédentes
cutions. Par exemple, construire une nouvelle décomposi-
tion arborescente sur la base des variables les plus conflic-
tuelles (contraintes). Cette information peut-étre également
exploitée a guider I'ordre de parcours des clusters en s'in-
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Résumé

Cet article pose le probleme suivant : étant donné
un sous-ensemble I' d'une formule CNF X, T" prend-il
part aux sources de |'incohérence de > 7 Pour répondre a
cette question, une approche originale permettant de vé-
rifier si I' chevauche au moins une sous-formule minimale
incohérente (MUS) de X est présentée. De plus, si la ré-
ponse est positive, un tel MUS est calculé et retourné.
Cette technique ré-exprime le probleme dans un cadre ou
les clauses de X sont regroupées en clusters qui sont ma-
nipulés comme les entités atomiques de la formule. Les
clusters sont ensuite progressivement affinés selon leur
niveau de conflits mutuels, et les plus prometteurs sont
sélectionnés et divisés, permettant d'élaguer les clauses
inutiles jusqu'a ce que la quantité de ressources allouées
soit épuisée ou jusqu'a ce qu'une solution soit retournée.
La viabilité et I'utilité de cette approche sont évaluées
empiriquement.

1 Introduction

Ces dernieres années, de nombreuses études se sont
concentrées sur l’explication de l'incohérence d’une
instance SAT, fournie & travers des ensembles mini-
maux de clauses conflictuelles. En effet, bien que cer-
tains solveurs (e.g. [5, 1]) puissent fournir une trace
de la preuve d’incohérence calculée, celle-ci n’est pas
toujours suffisante car elle ne garantit pas que l’en-
semble de clauses retourné devienne cohérent avec la
suppression de n’importe lequel de ses membres. Par
conséquent, plusieurs contributions récentes ont porté
sur la localisation de sous-ensembles minimalement in-
cohérents de clauses (MUS pour Minimal Unsatisfiable
Subformula) d’instances SAT incohérentes ([11, 21],
consulter [10] pour une vue d’ensemble récente des
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différentes techniques). En terme de complexité dans
le pire des cas, le calcul des MUS posent plusieurs
probléemes majeurs. Tout d’abord, une formule CNF
contenant n clauses peut posséder jusqu’a Cﬁ/ 2 MUS
dans le pire cas. Ensuite, vérifier si une formule don-
née appartient ou non a l’ensemble des MUS d’une
CNF X est un probleme Y5-difficile [4]. Toutefois, des
approches pour localiser un MUS viables dans de nom-
breuses circonstances ont été proposées [22, 9]. En
outre, dans le but de circonvenir a la possible explosion
combinatoire du nombre de MUS d’une formule CNF,
des variantes au probleme de 'extraction exhaustive
des MUS ont été proposée, comme celui de concept de
couverture inconsistante, représentant un ensemble de
causes minimales et non corrélées de I'incohérence [9].
Enfin, des algorithmes pour calculer I’ensemble com-
plet des MUS de ¥ ont également été proposés et se
montrent efficaces, au moins pour certains probléemes
ne possédant pas un trop grand nombre de MUS.

Quand un utilisateur est face a une instance SAT
incohérente ¥, il peut avoir certaines croyances a pro-
pos d’un sous-ensemble de clauses I' potentiellement
en cause dans I'un des conflits de 2. Dans ce cadre,
il peut désirer vérifier si ses croyances sont fondées et
si I' participe effectivement & l'incohérence de X. En
dehors de la situation ot ¥ \ T" est satisfiable pour la-
quelle la réponse est évidente, c’est une requéte qui
est calculatoirement lourde, tout particulierement si
I'utilisateur désire obtenir une explication sous forme
d’un MUS contenant des informations de I'. En fait,
les techniques actuelles ne permettent pas de répondre
a une requéte comme celle-ci sans calculer ’ensemble
des MUS de X.

Nous proposons dans ce papier une approche origi-



nale pour répondre & ce probleme, sans calculer tous
les MUS de ¥. Pour circonvenir a la tres haute com-
plexité dans le pire cas (du moins, dans une certaine
mesure) de cette requéte, le probléme est exprimé dans
un cadre a gros grains ou des clusters de clauses de X
sont formés, puis considérés comme les éléments de
base de la formule et examinés selon leur niveau de
conflits mutuels. Le cadre est ensuite progressivement
raffiné en divisant les clusters les plus prometteurs et
en élaguant ceux qui ont été prouvés inutiles jusqu’a ce
que la quantité de ressources allouées soit épuisée ou
jusqu’a ce qu’une solution soit retournée. Notons que
le niveau de conflits mutuels entre clusters est mesuré
grace & une forme de valeur de Shapley [20], célebre
dans la communauté de la théorie des jeux.

Le papier est organisé comme suit. Dans la section
suivante, les préliminaires formels sont donnés, ainsi
que les définitions de base, certaines propriétés sur
les MUS et la définition de la mesure d’incohérence
de Shapley. Les principes généraux de ’approche sont
décrits en section 3. Le schéma de notre algorithme
est détaillé en section 4, tandis que des résultats expé-
rimentaux sont fournis et discutés en section 5. Cer-
tains travaux connexes sont ensuite décrits avant de
conclure par des pistes de recherche que nous pensons
prometteuses.

2 Préliminaires logiques, MUS et mesure
de Shapley

2.1 Préliminaires logiques et SAT

Soit L le langage propositionnel standard, défini
inductivement de maniére usuelle a partir d'un en-
semble P de symboles propositionnels (représentés par
des lettres minuscules a, b, ¢, etc.), les constantes boo-
léennes T et L, et les connecteurs standard —, A, V,
= et <. Une instance SAT est une formule proposi-
tionelle sous forme CNF, c’est-a-dire une conjonction
(représentée par un ensemble) de clauses, ol une clause
est une disjonction (représentée par un ensemble) de
littéraux, un littéral étant une variable propositionelle
ou sa négation. Dans la suite, les lettres grecques ma-
juscules comme A, T, etc. seront utilisées pour repré-
senter des ensembles de clauses, les lettres grecques
minuscules telles que «, 3, etc. pour représenter des
clauses.

SAT est le probleme de décision NP-complet qui
consiste a vérifier si une CNF est satisfiable, c’est-a-
dire si elle admet au moins un modele. Par la suite,
nous utiliserons indifféremment les termes satisfiable
(resp. insatisfiable) et cohérent (resp. incohérent). En
outre, tout au long de ce papier, nous supposons que %
est une instance SAT incohérente et I" est un ensemble

-d Ve

bV —c
—-aVeVd
—d

aV —cV —e

Fic. 1 — MUS de ’'Exemple 1.

de clauses tel que I' C X.

2.2 MUS d’une instance SAT

Un MUS d’une instance SAT insatisfiable ¥ est un
sous-ensemble de clauses de ¥ qui ne peut étre rendu
plus petit sans restaurer sa cohérence. Un MUS repré-
sente par conséquent une cause minimale de ’incohé-
rence, exprimée sous forme de clauses conflictuelles.

Définition 1 Un ensemble de clauses I' est un sous-
ensemble minimalement incohérent (MUS pour Mini-
mally Unsatisfiable Subformula) de ¥ ssi :

1. TCX
2. T est insatisfiable
3. VA CT, A est satisfiable.

L’exemple suivant illustre le fait que deux MUS
peuvent se chevaucher I'un I'autre.

Exemple 1 Soit ¥ = {~d Ve, bV e, ~d, -aV
b, a, aV-cV—e, naVeVd, —b}. X est insatisfiable et
contient 2 MUS {a, ~aVb, -b} et {bV—c, —d, a, ~aV
cVd, —b} représentés en Figure 1.

Cet exemple illustre également les différents roles
que peut jouer une clause par rapport a l'incohérence
d’une instance SAT . Suivant la catégorisation
proposée dans [16], une clause est dite nécessaire si
celle-ci apparait dans tous les MUS de X. Supprimer
une telle clause de ¥ en restaure la satisfiabilité.
Les clauses potentiellement nécessaires de ¥ appar-
tiennent a au moins 'un de ses MUS, mais pas a
tous. Retirer I'une de ces clauses ne suffit pas a
restaurer la cohérence de l'instance SAT, mais elles
peuvent devenir nécessaires avec la suppression de
clauses appropriées. Les clauses n’appartenant a
aucune de ces 2 catégories (c’est-a-dire n’appartenant
a aucun MUS) sont appelées non nécessaires. Retirer
n’importe quel combinaison de ces clauses ne permet
en aucun cas de restaurer la satisfiabilité de X. Assez
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clairement, une instance SAT incohérente ne contient
pas toujours de clauses nécessaires, puisque celle-ci
peut contenir 2 MUS ne se chevauchant pas.

Exemple 1 (suite) Les 2 clauses « a » et « —b»
sont mécessaires par rapport Y, « —d V e » et
« aV -cV ey sont non nécessaires, tandis que les
autres clauses de 3 sont potentiellement nécessaires.

De nombreuses techniques ont été proposées pour la
localisation d’'un MUS au sein d’'une CNF incohérente
[10]. Cependant, ces approches ne peuvent a priori pas
tenir compte de conditions stipulant que le MUS cal-
culé doit contenir certaines clauses. En conséquence,
dans le but de calculer une source de conflits spéci-
fique, la seule solution consiste en 'utilisation d’outils
tels que [17, 8] qui retourne l'ensemble complet des
MUS de 3. Notons que les plus efficaces de ces ap-
proches extraient les sous-formules maximales satis-
fiables (MSS pour Mazimal Satisfiable Subsets) de 3
[17] de la formule comme étape préliminaire, et en dé-
rivent par ensemble intersectant celui des MUS. Ainsi,
ces techniques sont difficilement viables en pratique
quand des formules de grande taille sont considérées,
méme si le nombre de MUS de celles-ci est relativement
petit par rapport au nombre de clauses de la CNF.

2.3 Mesure d’incohérence de Shapley

Il existe de nombreuses études visant a mesurer les
différents niveaux d’incohérence d’un ensemble de for-
mules. Dans la suite de ce papier, nous utiliserons une
forme de mesure de Shapley [20] présentée dans [12].
La mesure d’incohérence de Shapley d’une clause «
dans une instance SAT 3 fournit un score basé sur
le nombre de MUS de ¥ contenant «, ainsi que sur
la taille de chacun de ces MUS, ce qui permet de te-
nir également compte de « l'importance » de chaque
clause dans chaque source d’incohérence.

Définition 2 [12] Soient ¥ une instance SAT et o €
3. Soit Upusy, Uensemble des MUS de X. La mesure
d’incohérence MI de o dans X, notée MI(X, ), est
définie comme :

MI(Z,a) = > ﬁ

{At.q.AEUMUSE et (XEA}

Les propriétés d’une telle mesure sont étudiées dans
[12]. L’idée générale est qu'une clause apparaissant
dans de nombreux conflits va obtenir un score impor-
tant, alors qu’une clause contenue dans un « grand »
MUS aura un plus faible score qu’une autre clause
contenue dans un MUS plus petit.
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Exemple 2 En considérant la CNF ¥ de I’Exemple
1, on a :

- MI(Z,-aVb) =1
S MI(Sbv-e) =L
- MI(S ﬁd\/e) 0
- MI(3,0) = MI(Z,-b) = 5+ 5 = 3%

Dans la suite de ce papier, cette mesure sera éten-
due pour caractériser les niveaux de conflits entre des
formules conjonctives.

3 Principes généraux de I'approche

3.1 Définition du probleme

On dit qu’un ensemble de clauses booléennes I" par-
ticipe effectivement a I'incohérence d’une instance SAT
Y si I' contient au moins une clause qui appartient a
au moins un MUS de X, c’est-a-dire une clause qui
est nécessaire ou potentiellement nécessaire par rap-
port a l'incohérence de ¥. Dans ce cas, notre but est
de fournir 'un des MUS de ¥ chevauchant I'. Plus

formellement :

Définition 3 Soient Upys,, 'ensemble des MUS d’un
ensemble de clauses booléennes > et ' un sous-
ensemble de X. T' participe a I'incohérence de X ssi
Ja e I',3A € Uyps,, g a € Al

De maniere évidente, si I' contient au moins une
clause nécessaire (par rapport & X), alors elle parti-
cipe effectivement a son incohérence. Dans ce cas spé-
cifique, vérifier sa participation ne nécessite au plus
que k appels a un solveur SAT, ou k est le nombre de
clauses de I', puisqu'il existe « € ¥ NT t.q. ¥\ {a}
soit satisfiable. De plus, dans ce cas tout MUS de X
chevauche I' et fournit une solution a notre probleme.
Cependant, dans le cas général, I ne contient pas né-
cessairement une telle clause, rendant le probleme du
calcul d’'un MUS contenant I'une de ces clauses parti-
culieres plus difficile.

3.2 Utilisation des clusters pour simplifier le pro-
bleme

Pour circonvenir a la forte complexité du probleme
de Textraction d’'un MUS spécifique, nous avons re-
cours a une stratégie consistant a partitioner ¥ en un
nombre prédéfini de m sous-ensembles, appelés clus-
ters, comme étape préliminaire.

Définition 4 Soit ¥ une formule CNF. Un m-
clustering de clauses II de ¥ est une partition de X
en m sous-ensembles IL;(j € [1..m]). IL; est appelé le
jéme cluster de X (par rapport au clustering I1 de X).



Pour des raisons pratiques, nous utiliserons la no-
tation II; pour représenter & la fois l'ensemble des
clauses formant le ¢ cluster de ¥ et la formule faite
de la conjonction de ces clauses. De plus, 'union en-
sembliste de clusters représentera la conjonction des
clauses qu’ils contiennent.

Les clauses contenues au sein d’un méme cluster sont
considérées conjonctivement pour devenir une formule
vue comme une entité indivisible au sein de X. Les
clauses de I' sont traitées de la méme maniere. Le pro-
bleme initial est donc élevé a un niveau d’abstraction
moins fin, consistant & tester la fagon dont la formule T’
prend place dans I'incohérence de ¥, maintenant com-
posée de m sous-formules atomiques.

3.3 Des MUS aux MUSC

Le probleme que nous traitons ici est donc relégué
a un cadre ou l'incohérence est analysée a travers des
clusters de clauses. Le concept de MUS doit donc étre
adapté en conséquence, donnant naissance au concept
d’ensemble minimalement incohérent de clusters pour
un clustering IT (noté MUSCp pour Minimally Unsa-
tisfiable Set of Clusters) de X.

Définition 5 Soient X une formule CNF et II un m-
clustering de clauses de Y. Un ensemble minimalement
incohérent de clusters pour I (noté MUSCy) M de
Y. est un ensemble de clusters t.q. :

1. My C1II

2. My est insatisfiable

3. V& € My, M \ {®} est satisfiable
L’ensemble des MUSCy de ¥ est noté Unpuscy, -

Le concept « classique » de MUS est une instancia-
tion particuliere de celui de MUSC, ou chaque cluster
est en fait une simple clause. Par conséquent, les MUS
représentent le niveau d’abstraction le plus fin pour ex-
pliquer I'incohérence de X, tandis que celui de MUSC
permet la découverte d’explication de I’incohérence a
gros grains.

Considérons les clauses dont la participation a 'in-
cohérence d’une instance SAT X veut étre établie.
Quand de telles clauses apparaissent dans un MUSCpy
de ¥ (pour n’importe quel clustering II), elles parti-
cipent également a l'incohérence de ¥ quand le pro-
bleme est traité a des niveaux d’abstraction inférieurs,
c’est-a-dire au niveau des clauses. Plus formellement :

Proposition 1 Soient ¥ une instance SAT, I1 un m-
clustering de X2 et My un MUSCyp de 3. Si1l; € My,
alors 3o € I1;, 3V € Upps,, t.g. o € 0.

Fic. 2 — MUS de la CNF X de ’Exemple 3.

Une telle transformation de ce probleme possede des
caractéristiques intéressantes, d’un point de vue calcu-
latoire. Celles-ci seront exploitées dans notre approche.
Cependant il n’y a pas de miracle : comme le probleme
est une simplification du probleme initial, certaines
sources d’incohérence peuvent disparaitre. Toutefois,
cette simplification reste tout a fait compatible avec
notre but initial et un algorithme correct et complet
(dans le sens ou il retourne un MUS de ¥ chevauchant
I’ 8’1l en existe un) est proposé.

Exemple 3 Soit 3 une instance SAT composée de 1/
clauses, telle qu’illustrée en Figure 2. Ces 14 clauses
forment 9 MUS. Par exemple, prouver que les clauses
« —a» et « ¢V -dy participent effectivement a 'in-
cohérence de X nécessite dans le pire cas l’extraction
de Uensemble exhaustif des MUS de cette CNF. Re-
groupons maintenant les clauses en 5 clusters, de la
fagon dépeinte en Figure 2. A ce niveau d ‘abstraction,
on ne compte que 3 MUSCrr , qui sont My, = {0,0},
M, = {0,0,0} et M3 = {0,0,0}, en utilisant les
étiquettes des clusters de la Figure. Ce clustering li-
mite donc le nombre d’entités en contradiction tout
en prouvant qu’au moins l'une des clauses « —a » ou
« ¢V —d » appartient a un MUS de X.

Cet exemple illustre 'intérét de grouper les clauses
en clusters, permettant d’éviter le calcul de tous les
MUS pour répondre a la requéte de 'existence d’un
MUS spécifique. Cependant, si certaines clauses grou-
pées en un certain clustering n’apparaissent dans au-
cun MUSC, ceci ne signifie pas nécessairement qu’elles
ne participent pas a 'incohérence de la CNF au niveau
des clauses.
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Proposition 2 Soient 3 une instance SAT et 11 un
n-clustering de 3. St 3I; € 11,3 une clause o € 11;,3
un MUS U € MUSy t.q. o € ¥, alors II; n’apparait
pas nécessairement dans un MUSCr de X.

Exemple 4 Soit ¥ = {-¢,—a,bV c¢,a,—b}. ¥ posséde
2 MUS : MUSL = {—a,a} et MUSE = {=b,bV ¢, ~c}.
Considérons maintenant le 3-clustering 11 de ¥ t.q.
IT; = {-b,a}, Iy = {—a,bV c} et I3 = {—~c}. Nous
obtenons :

| I, |1
MUSL | a | —a
MUSZ | =b | bVe | —c

\

A ce mniveau d’abstraction, le seul MUSCp est
{I11, 115}, capturant MUSL. Cependant, MUSE n’est
pas représenté dans cet unique MUSCry, puisque ses
clauses sont divisées dans chaque cluster de I1. En par-
ticulier, ce clustering ne permet pas de conclure quant
a la participation effective de « —c » dans l'incohé-
rence de X.

Il existe donc un phénomene de « subsumption »
entre les causes de I'incohérence quand les clauses sont
regroupées en clusters. D’un coté, le nombre de sources
d’incohérence de 3 décroit en conséquence (ce qui est
notre but) et une approche adaptée peut tirer parti des
MUSC pour se focaliser sur les plus prometteurs. D’un
autre coté, il faut s’assurer que 'information qui nous
intéresse sur 'incohérence de ¥ ne soit pas cachée par
le clustering, rendant notre but de calculer un MUS
spécifique impossible & atteindre, bien qu’un tel MUS
existe. Dans une certaine mesure, cet exemple illustre
également que la fagon dont les clusters sont formés
(et les MUS disséminés en leur sein) influe de maniere
cruciale sur 'efficacité d’une telle approche.

3.4 Mesurer les conflits grace aux MUSC

La mesure d’incohérence de Shapley décrite en
section 2.3 nécessite d’étre adaptée aux clusters de
clauses, maintenant considérés comme éléments ato-
miques d’une instance SAT.

Définition 6 Soient ¥ une instance SAT et II un
m-clustering de 3. La mesure d’incohérence MI d’un
cluster I1; de II est définie comme suit :

E o

{MlMEUMUscH et HiGM}

MI(IT;) =

Une fois I'ensemble des MUSC extrait, cette mesure
peut étre obtenue en temps polynomial.

Exemple 5 Soient X l’instance SAT et II le cluste-
ring de I’Exemple 3. On a :
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- MI(IL) = 1/2
- MI(I,) = MI(T) = 2x1/3 = 2/3
- MI(Il) = 1/2+1/3 = 5/6

- MI(Il5) = 1/3

Le cluster possédant le score le plus important est
3. Ceci est en partie di au fait que I3 appartient
a 2 MUSCy;. Ty et 1y appartiennent également a 2
MUSCrr, mais chacun d’eux ne représente que le tiers
des 2 sources d’incohérence, alors que Il3 est impliqué
dans un MUSCp composé de seulement 2 clusters. Le
role de Il3 est donc important dans ce conflit, et son
score est pondéré en conséquence.

3.5 Initialiser le processus

Dans le but de former un clustering initial, une heu-
ristique peu coliteuse en ressources est utilisée. Celle-ci
fournit un score a chaque clause de ¥ en fonction de
sa probabilité d’appartenance a au moins un MUS de
la CNF. Cette heuristique est basée sur une recherche
locale et le concept de clause critique qui permet de
prendre en compte un voisinage partiel pertinent de
chaque interprétation parcourue [9].

> est divisé en m clusters de la maniere suivante.
Les aﬁ clauses de ¥ \ T’ qui ont les scores les plus
importants prennent (probablement) part & un grand
nombre de conflits et leur présence dans 3 peut étre la
cause de nombreux MUS. Celles-ci sont donc rassem-
blées pour former un cluster II;. Ensuite, les autres
clauses de ¥ \ T' sont également triées par rapport &
leur score et groupées de la méme maniere, pour obte-
nir les m — 1 clusters de II et fournir un m-clustering
de ¥\ T". Les clauses de I' sont alors ajoutées pour
avoir un (m+1)*™¢ cluster, noté IIr. En conséquence,
un m + 1-clustering de X est obtenu.

3.6 Analyser les conflits au niveau des clusters

Chaque cluster est donc interprété comme une for-
mule conjonctive et I'intéraction entre ces entités est
analysée en terme (d’ensembles) de clusters mutuelle-
ment contradictoires. Cette analyse de conflits a pour
but d’élaguer le probléeme en rejetant les clusters qui
ne sont pas contradictoires avec I', et en se concen-
trant sur ceux qui sont au contraire les plus en conflit
avec I'. L’ensemble exhaustif des MUSC de ce cluste-
ring (i.e. Uprusey, ) est donc calculé et on est alors face
a l'une des trois situations suivantes :

1. Incohérence globale : une forme d’incohérence glo-
bale survient au niveau des clusters quand pour
chaque II; (i € [1..m]) du m-clustering II, IT \ 1I;
est cohérent. Une telle situation se produit quand
au moins une clause de chaque cluster est né-
cessaire pour former un conflit. Le clustering ne



fournit alors aucune information réellement per-
tinente. Le parametre m (représentant le nombre
de clusters) est alors incrémenté pour obtenir un
clustering plus fin. Notons que cette situation ne
requiert pas énormémement de ressources pour
étre vérifiée, puisque que ce clustering ne contient
qu'un seul MUSC et un nombre linéraire d’en-
sembles satisfiables de clusters.

2. T apparait dans au moins conflit : certains conflits
locaux ont été détectés entre les clusters, et au
moins 'un d’entre eux contient Ilp. Plus préci-
sément, IM € Unpsc, t-9. IIr € M. Dans ce
cas, I'idée est de se concentrer sur un seul MUSC
puisqu’il implique que certaines clauses de I" sont
nécessairement en conflit avec d’autres, contenues
dans les clusters de ce MUSC. En conséquence,
I’ensemble courant de clauses peut étre élagué en
supprimant toutes les clauses n’apparaissant pas
dans ce MUSC particulier contenant Ilp.

3. T n’apparait dans aucun conflit : certains conflits
entre clusters ont été identifiés mais aucun d’entre
eux ne comprend le cluster composé des clauses de
T. Plus précisément, M € Uppse, t.q. r € M.
Dans une telle situation, un raffinement appa-
rait nécessaire. Plutét qu’un redécoupage géné-
ral (cf. situation d’incohérence globale), nous pou-
vons ici bénéficier d’informations importantes sur
les sources de conflits. En effet, les sources de
conflits étant ici locales, il nous est possible de sé-
lectionner les clusters les plus conflictuels en utili-
sant la mesure de Shapley décrite précédemment.
Ainsi, un nombre prédéterminé de clusters ayant
les scores de Shapley les plus importants sont divi-
sés, selon l'intuition que ceux-ci cachent de nom-
breuses autres sources d’incohérence, dans 1’espoir
d’en découvrir une impliquant T'.

3.7 Iltération et fin du processus

Le clustering est donc modifié selon I'une des 3 situa-
tions présentées ci-dessus, permettant d’augmenter le
nombre de clusters, les diviser et se concentrer sur les
sous-ensembles de ¥ les plus prometteurs. Comme ce
processus est itéré, nous obtenons en temps fini un |X|-
clustering (chaque cluster est en fait une seule clause),
correspondant au calcul « classique » de MUS, sur un
nombre réduit de clauses de X. En pratique, quand la
taille du MUSC comprenant I' devient de taille raison-
nable pour envisager un calcul exhaustif, celui-ci est
effectué. L’'un des attraits de cette approche est son
caractere any-time : apres qu’une certaine quantité de
ressources soit épuisée, celle-ci peut fournir la solution
courante, c’est-a-dire la sous-formule de X courante,
en conflict avec I'.

La technique que nous proposons, basée sur ces
idées, est décrite dans la section suivante et est illus-
trée dans l'algorithme 1.

4 Algorithme principal

Dans cette section, nous décrivons I’algorithme prin-
cipal de l'approche proposée. Pour des raisons pra-
tiques, certains cas spécifiques gérés dans notre implé-
mentation (par exemple les situations ou I" est incohé-
rent ou X est cohérent) ne sont pas décrites. Notre
présentation n’inclut pas non plus le prétraitement
syntaxique qui consiste a supprimer les occurences de
clauses identiques dans ¥, sauf une (celle appartenant
a I si une telle clause existe), permettant de réduire
exponentiellement le nombre de MUS de la CNF. Il
est important de traiter de telles situations pour évi-
ter des cas pathologiques, mais celles-ci sont simples a
implémenter et ne présentent que peu d’intérét algo-
rithmique. L’algorithme se réfere également a la tech-
nique HYCAM [8] qui calcule I'ensemble des MUS d’une
instance SAT. En pratique, une nouvelle version de
HYCAM capable de gérer les clusters de clauses a été
implémentée et utilisée dans les études empiriques.

Détaillons les différentes étapes de ’approche dé-
crite dans I’Algorithme 1. Cette technique prend en
entrée une CNF ¥ et I'un de ses sous-ensembles I'. De
plus, elle nécessite ’entrée de 3 parametres entiers qui
sont m, inc et s.

Tout d’abord, une recherche locale est exécutée pour
fournir un score heuristique aux clauses suivant la
contrainte que chacune exerce au sein de Y. Plus préci-
sément, les scores de chaque clause sont tout d’abord
mis & 0. Durant le processus de recherche locale, les
scores des clauses critiques [9] par rapport & linter-
prétation courante sont incrémentés (cf. fonction sco-
reClause pour plus de détails).

Les clauses sont ensuite groupées en un cluste-
ring II (ligne 3), via l'appel de la fonction cluster-
Clauses. Cette fonction consiste a faire la conjonction
des clauses ayant les scores les plus importants dans un
premier cluster, les clauses restantes ayant les scores
maximum dans un deuxieéme cluster, etc. jusqu’a ce
que m clusters soient formés. Puis, la version modi-
fiée de HYCAM, notée HYCAM* (ligne 4) est appelée pour
calculer I’ensemble des MUSC de II.

A présent, 'ensemble Uprsc, a été calculé et plu-
sieurs cas sont a considérer. Soit II est globalement in-
cohérent (lignes 9-10) : & ce niveau, aucune information
ne peut étre extraite pour trouver un sous-ensemble
de clauses conflictuelles impliquant I', le clustering est
donc raffiné en ajoutant inc clusters supplémentaires
(dans Dalgorithme, ceci est effectué & travers un ap-
pel récursif & 1ook4MUS). Dans le cas contraire, nous
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Algorithme 1 : L’algorithme 100k4MUS.

Données :

3 : une CNF

I':une CNF t.q. ' C X2

m : taille du clustering initial

inc : incrément du clustering (incohérence globale)
s : nombre de clusters & diviser (incohérence locale)

Résultat : Un MUS de ¥ chevauchant I' si un tel MUS existe, sinon §)

1 début

2 Sy, «— scoreClauses(X) ;

3 IT «— clusterClauses(X \ T, Sy, m) U{T'} ;

4 | Unmusc, «— HYCAMX(II) ;

5 si IT est un |X|-clustering alors

6 si AM € Uyppse, t.g. I C M alors retourner M ;
7 sinon retourner 0 ;

8 sinon

9 si VII; € II, X\ TI; est satisfiable alors

// incohérence globale

10 retourner look4MUS(X, I', m + inc, inc, s) ;

11 sinon

12 tant que 3M € Umusc, t.q. I' € M faire

// incohérence locale

13 0 ;

14 pour j € [1..s] faire

15 Mpest «— 0 ;

16 pour chaque II; € II t.q. IT # T faire

17 | si MI(TL;,Unusoy )>MI (et Unusoy, ) alors Tyeg «— 11, ;
18 I — II\ Mpegs: ;
19 IT" «+— II' U clusterClauses(ITpess, Ss, 2) ;
20 MI+—TIuUIl';
21 Umusce, <— HYCAM*(II) ;
22 Mrp — selectOneMUSC(Uppse,,I) ;
23 retourner look4MUS(Mr, ', m, inc, s) ;
24 fin

sommes en présence d’une incohérence locale. Tant que
I’ n’est impliqué dans aucun MUSCp (lignes 12-21),
les s clusters les plus conflictuels (par rapport a la
mesure d’incohérence de Shapley de la fonction MI)
sont divisés en deux parties dans le but de réveler une
source d’incohérence impliquant I'. Quand de telles
incohérences locales sont découvertes, un MUSC M
contenant I' est sélectionné (fonction selectOneMUSC,
qui retourne le MUSC contenant le moins de clauses
possible). Le processus continue en ne considérant que
la CNF Mr, qui est une sous-formule de 3 qui contient
un MUS impliquant T'.

A moins que le temps de calcul imparti soit épuisé,
I’algorithme ne peut stopper qu’aux lignes 6 et 7,
quand chaque cluster est en fait une simple clause (|3|-
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clustering). A ce point, un appel « classique » a HY-
CAM est effectué, fournissant des MUS (les « MUSC »
ligne 6 sont en fait des MUS puisque chaque cluster
est une clause) contenant de I'information de T', ou
prouvant que de tels MUS n’existe pas. Dans notre
implémentation, nous n’attendons pas nécessairement
qu’un |X|-clustering soit atteint pour utiliser la procé-
dure classique; quand le nombre de clusters est suf-
fisamment proche du nombre de clauses (i.e. quand
m < 2 x |X]|), alors la procédure se termine par un
appel a HYCAM. De plus, I'implémentation possede une
caractéristique any-time, dans le sens ou elle fournit
la derniere sous-formule calculée quand la quantité de
ressources allouées a cette tache est épuisée.



Fonction scoreClauses

Fonction selectOneMUSC

Données : ¥ : une CNF
Résultat : Un vecteur de scores pour chaque
clause de X
1 début
2 pour chaque c € ¥ faire
3 | Sx(c) —0;

4 I «—— une affectation aléatoire pour chaque
variable de ¥ ;
5 tant que le nombre de flip imparti n’est pas

dépassé faire
pour chaque c € ¥ faire

7 si ¢ est critique p/r & I dans ¥ alors
L | Ss(e)++;
9 I« I' t.q. I et I’ different d’une seule
valeur de vérité ;
10 retourner Sy ;
11 fin

Fonction clusterClauses
Données : ¥ : une CNF, Sy : un vecteur de
scores, m : la taille du clustering
Résultat : Un m-clustering de 3

1 début

2 Im«—— 0 ;

3 pour i € [1..m — 1] faire

4 II; «— les ( %) clauses de ¥ ayant les plus

hauts scores ;

5 II— TTU{IL} ;
6 Y — X\ ;

7 II—Tu{x};
retourner II ;

9 fin

5 Résultats expérimentaux

Une implémentation en C de 'algorithme présenté a
été réalisée. Comme cas d’étude, les valeurs suivantes
ont été sélectionnées comme parametres m = 30,
inc = 10 et s = 5. Cette implémentation a été
exécutée sur de nombreux benchmarks provenant de
http://wuw.satcompetition.org. Toutes nos expé-
rimentations ont été conduites sur des processeurs In-
tel Xeon 3GHz sous Linux CentOS 4.1. (kernel 2.6.9)
avec une limite de mémoire RAM de 2 Go.

Pour chaque instance SAT testée, nous essayons de
prouver que les clauses apparaissant en 1°7¢ 3¢7€
5¢me et T¢™Me position de son fichier au format DI-
MACS participent effectivement & 'incohérence de la
CNF, et d’extraire un MUS contenant au moins 'une

Données : Upyse, : 'ensemble des MUSC p/r
IT, T : une CNF
Résultat : Un MUSC de Uppsce,, contenant T’
1 début

2 My — 11 ;

3 pour chaque M t.q. M € Uyysc, faire
4 sil' C M et |[M]| < |Mr| alors

5 L L MF — M 3

6 retourner Mr ;

7 fin

Fonction MI
Données : II; : un élément du clustering II,
Umusc, : U'ensemble des MUSCh
Résultat : La mesure d’incohérence de II; p/r II
1 début

2 mi «— 0 ;
3 pour chaque MUSCr € Uypsc, faire
4 si II; € MUSCy alors
. . 1 .
5 L mz&ml—i—i‘MUSCHl ;

6 retourner ms ;

de ces clauses. Un échantillon des résultats obtenus
est reporté en Table 1 avec pour chaque instance, la
taille en nombre de clauses du MUS extrait (#clayus)
et le temps en secondes. Ces résultats permettent de
constater que ’approche est capable de localiser des
MUS spécifiques pour des CNF de taille conséquente.
Notons de plus que l'ensemble exhaustif des MSS (et
donc des MUS) ne peut étre extrait en temps raison-
nable ni par CAMUS [17] ni par HYCAM [8], pour la plu-
part de ces probléemes. Aucune approche jusqu’a pré-
sent ne permet donc d’extraire une source d’incohé-
rence contenant exactement telle ou telle information.
Notre technique permet au contraire de répondre a
cette question de la participation de clauses spécifiques
dans 'incohérence des formules testées.

Grouper les clauses en cluster dans le but de « dissi-
muler » des sources d’incohérence, et se concentrer sur
les clusters impliquant les clauses désirées se montre
particulierement viable en pratique. En effet, cette
stratégie permet de réduire de maniere drastique l'ef-
fort calculatoire en limitant 1’explosion combinatoire
du nombre de sources d’incohérence. Par exemple,
les probléemes dp05u04 et dp06u05 (qui encodent le
célebre probleme du diner des philosophes dans le
cadre du bounded model checking) possede un si grand
nombre de MUS qu’il est impossible de les calculer
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nom #var #cla | #clayys temps
1dlx_...bpf 776 3725 1440 705
bf0432-007 1040 3668 1223 119
bf1355-075 2180 6778 151 22
bf1355-638 2177 6768 154 21
bf2670-001 1393 3434 134 8
dp05u04 1571 3902 820 1254
dp06u05 2359 6053 1105 2508
ezfact16_1 193 1113 319 28
ezfact16_2 193 1113 365 43
ezfact16_3 193 1113 297 31
ezfact16_10 193 1113 415 54

TaB. 1 — Extraire un MUS of ¥ chevauchant T" :
quelques résultats expérimentaux

tous (voire méme de les lister) avec la technologie ac-
tuelle. 10ook4MUS réussit au contraire a extraire I'une
des sources d’incohérence voulues — sans les extraire
toutes — en un temps de calcul tres raisonnable (en-
viron respectivement 20 et 42 minutes). La situation
est similaire pour les autres CNF. Sur la famille d’ins-
tances ezfact16_x (factorisation de circuits), une ex-
plication impliquant des clauses particulieres peut étre
extraite en moins d’'une 1 minute alors que les ap-
proches exhaustives montrent leurs limites sur de tels
probléemes. Néanmoins, les problemes considérés dans
la Table 1 sont loin des problemes de tres grande taille
(plusieurs dizaines de milliers de clauses) que peuvent
résoudre les meilleurs solveurs SAT actuels. Notons
tout de méme que sur certains de ces problemes dif-
ficiles, notre technique est parvenue a itérer plusieurs
fois, permettant de retourner en temps raisonnable une
sous-formule conflictuelle avec I, grace a son caractere
any-time.

6 Travaux connexes

Les approches existantes pour extraire un MUS ou
en faire 'approximation ont été décrites dans les sec-
tions précédentes. Soulignons ici que le travail présenté
dans ce papier induit une forme d’abstraction pour ré-
duire le cout calculatoire du probleme initial. De plus,
via 'aspect any-time de cette technique, elle peut étre
utilisée comme une stratégie d’approrimation. De la
méme maniere, un grand nombre de techniques d’abs-
traction et d’approximation ont été proposées pour
traiter divers problemes liés a la logique propositio-
nelle. Nous présentons ici quelques unes d’entre elles.

Le papier séminal de l'approximation sous res-
sources limitées de l'inférence en logique propositio-
nelle est [19]. Une autre approximation, ot chaque
étape de calcul peut étre décidée en temps polynomial,
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a été proposée dans le cadre clausal dans [2, 3], et plus
tard étendue a I’ensemble de la logique classique dans
[6]. Pour un survol des techniques d’approximation,
nous renvoyouns le lecteur & [7]. Notons enfin que I’ap-
proximation de raisonnement dans les systémes a base
de connaissances a également été un sujet tres étudié
(voir par exemple [14, 13]).

Pour finir, 'idée de grouper les clauses en clusters
a déja été utilisée dans le contexte de contraintes de
haut niveau codée sous forme de clauses [17]. De plus,
il apparait que les cas ou aucune clause de I' ne parti-
cipe a I'incohérence sont les pires pour notre approche.
Toutefois, si I" est composée exclusivement de clauses
non nécessaires, alors cette sous-formule peut étre sa-
tisfaite par une autarky [15], qui est définie comme une
interprétation partielle qui satisfait toutes les clauses
ayant au moins un littéral affecté. Un algorithme a
récemment été proposé pour calculer des autarkys en
modifiant la CNF et en considérant un probleme d’op-
timisation [18].

7 Conclusions et travaux futurs

Dans ce papier, une technique originale permettant
de vérifier si un ensemble de clauses chevauche au
moins une sous-formule minimale incohérente d’une
formule CNF a été décrite. Un tel probléme peut se
montrer tres utile quand 'utilisateur désire restaurer
la cohérence d’une telle formule et posséde (ou peut
obtenir) certaines informations & propos des clauses
en conflit de la CNF.

L’approche proposée se montre plus efficace que les
approches existantes de plusieurs ordres de grandeur,
grace & son paradigme d’abstraction et de reformula-
tion. Elle ne nécessite en particulier pas l'extraction
de tous les MUS de l'instance. Un autre attrait de la
technique est son caractere any-time, permettant de
produire des solutions plus grossieres si les ressources
qui lui sont allouées sont limitées.

Les pistes de recherche liées a cette approche in-
cluent la prise en compte de plusieurs variantes du
cadre de travail. Par exemple, I’'un des points cruciaux
de I'approche repose sur la fagon dont les clauses sont
regroupées en clusters. Bien que notre heuristique ba-
sée sur la recherche locale et le concept de clause cri-
tique se soit montrée tres fructueuse en pratique, il
pourrait étre intéressant de réfléchir a de nouveaux
regroupements tenant compte de différentes formes
d’interaction entre les clauses. De plus, cette étude
se concentre sur le cas booléen classique, ou chaque
clause a la méme importance que les autres. L’utilisa-
teur peut cependant avoir certaines préférences quali-
tative ou quantitative a propos des informations conte-
nues dans Y. Dans ce cas, il préferera extraire le MUSC



qui correspond le mieux a ses préférences. Nous pré-
voyons d’étudier I'extension de notre approche a ce
cadre.
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Abstract

Cet travail présente une technique originale de
subsumption pour les formules booléennes sous
forme normale conjonctive (CNF). Il exploite une
condition simple et suffisante pour détecter, durant
'analyse de conflits, les clauses de la formule qui
peuvent étre réduites par subsumption. Durant le pro-
cessus de dérivation de la clause a apprendre, et a
chaque étape du processus de résolution associé, le
test de subsumption entre la résolvante courante et
une clause de la formule originale ou apprise aupara-
vant est alors efficacement effectué. La méthode ré-
sultante permet d’éliminer dynamiquement des litté-
raux appartenant aux clauses de la formule courante.
Les résultats expérimentaux montrent que I'intégration
de notre technique de subsumption dynamique dans
les solveurs M ni sat et Rsat est bénéfique, et cela
particulierement sur les problemes dits "crafted".

Introduction

Le probleme SAT, i.e., la vérification de la satisfaction

Said Jabbour?

Lakhdar Sais?

2 CRIL-CNRS, Université d’Artois
rue Jean Souvraz SP18
F-62307 Lens Cedex France
{j abbour,sais}@ril.fr

variables (comme VSIDS) [13], et (iii) apprentissage de
clauses [1, 12, 13]. Les solveurs SAT modernes peuvent
étre vus comme une extension de la procédure DPLL clas-
sique obtenues grace a différentes améliorations. Il est im-
portant de noter que la régle de résolution basique a la Ro-
binson joue encore un role prépondérant dans I'efficacité
des solveurs modernes qui peut étre vu comme une forme
particuliére de la résolution générale [2].

En effet, 'apprentissage basé sur les conflits, I'un des
composants importants des solveurs SAT est basé sur la
résolution. On peut mentionner aussi que l'un des pré-
traitement le plus connu et dont le succes est largement ré-
pandu Gat El i t e) est basé sur I'élimination de variables
par I'application de la regle de résolution [16, 3]. Comme
cité dans [16], sur les instances industrielles, la résolution
géneére plusieurs résolvantes tautologiques. Ceci peut étre
expliqué par le faite que plusieurs clauses codant des fonc-
tions booléennes sont reliées par un ensemble de variables
communes. Cette propriété du codage peut étre a 'origine
de plusieurs clauses redondantes ou subsumées aux dife-
rentes étapes du processus de recherche.

d'un ensemble de clauses, est central dans plusieurs doL utilité de (Sat El i t €) sur les probléemes industriels
maines et notamment en intelligence artificielle incluanétant prouvée, I'on est en droit de se demander si I'appli-
le probléme de satisfaction de contraintes (CSP), planiféation de la regle de résolution pourrait étre réalisée non

cation, raisonnement non-monotone, vérification de logseulement comme une étape de pré-traitement mais systé-
ciels, etc. Aujourd’hui, SAT a gagné une audience consmatiquement, pendant le processus de recherche. Malheu-
dérable avec I'apparition d'une nouvelle génération de soteusement, maintenir une formule fermée par subsumption
veurs SAT capable de résoudre de trés grandes instangest étre trés colteux. Une tentative a été faite réecemment
ainsi que par la le fait que ces solveurs constituent d'imdans cette direction par L. Zhang [17]. Dans ce travalil,
portants composants de base pour plusieurs domaines, eum,nouvel algorithme maintient la base de clauses fermée
SMT(SAT modulo théorie), preuve de théoréme, comppar subsumption en supprimant dynamiquementles clauses
tage de modeles, probleme QBF, etc. Ces solveurs, apetbhsumées au moment de leur ajout. Plus intéressant, I'au-
Iés solveurs SAT modernes [13, 9], sont basés sur la prteur indique cette perspective de recherche : "trouver un
pagation de contraintes classique [6] efficacement combéquilibre entre le colt d’exécution et la qualité de la sim-
née a d'efficaces structures de données avec : (i) stragdification par subsumption a la volée d'une CNF est un
gies de redémarrage [10, 11], (ii) heuristiques de choix derobléme qui mérite plus d’intérét et d’'investigation"”.
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Dans cet article, notre objectif est de concevoir un algax € F. p estcompletes’il attribue une valeur pour chaque
rithme de subsumption dynamique simple et efficace bas@ériabler € F, etpartielle sinon. Une affectation est alter-
sur la résolution. L'approche proposée a pour but d'élinativement représentée par un ensemble de littéraux com-
miner des littéraux de la formule CNF en substituant dyplet et fondamentale, de facon évidentemadéled’'une
namiquement les clauses originales par des clauses pfesmule F est une affectatiop qui rend la formuleraie ;
courtes. Plus précisemment, nous exploitons les étapes motéep = F.
termidiares de I'analyse de conflits classique pour subsu- Les notations suivantes sont largement utilisées le reste
mer des clauses de la formule qui sont utilisées dans t l'article.

processus de résolution relatif a la génération de la clause—
assertive. Comme les clauses originales ou les clauses ap-
prisent peuvent étre utilisées durantI'analyse de conflits les
deux catégories peuvent étre simplifiées.

Lefficacité de notre technique réside dans la simpli-
cité du test de subsumption, qui est basé sur une condi-
tion simple et suffisante calculable en temps constant. En—
plus, du faite que notre technique repose sur le processus
de génération de la clause conflit, elle est aussi guidée par
les conflits, et simplifie la partie de la formule identifiée
comme étant importante par la stratégie de recherche (di-
rigé par VSIDS). Ce processus dynamique préserve la sa-
tisfiabilité de la formule, et avec quelques régles de compa-
tibilité additionnelles peut préserver I'équivalence des mo-
deles. -

Notre article est organisé comme suit. Aprés quelques
notations et définitions préliminaires, le graphe d’implica-
tions classique et le schéma d’apprentissage sont présentés
dans la section 2. Ensuite notre approche de subsumption
dynamique est décrite dans la section 3. Finalement, avant
la conclusion, des résultats expérimentaux démontrent les
performances de notre approche sur les catégories d'ins-

N[z, ¢, c;] dénote larésolvanteentre une clause;
contenantun littérat etc; une autre clause contenant
'opposé de ce méme littéradz.

En d'autres termesy[z, ¢;, ¢;] = ¢ U ¢;\{z, ~x}.
Une résolvante est appelégautologique s’elle
contient a la fois un littéral et son opposé.

F|. représente la formule obtenu a partir #een
affectant ar la value de véritévrai. Formellement
Fle ={clce F{z,~z}nc=0}U{c\{-z}]|ce
F,—z € c} (les clauses contenant(satisfaites) sont
supprimées; et celles contenant sont simplifiées).
Cette notation est étendue aux affectations : étant don-
née une affectation {x1,...,2,}, on définit
Flo= (- ((Fla)laz) - - - an)-

F* dénote la formuleF fermée par propagation uni-
taire, définit récursivement comme suit : (&f = F

si F ne contient pas des clauses unitaires,2)=__

si F contient deux clauses unitairés} et {-z}, (3)
sinon,F* = (F|,)* tel quez est le littéral apparais-
sant dans une clause unitaire #e Une clause: est
déduite par propagation unitaire a partir e notée
F E* ¢ si(Fla)* =1L.

tances testées.

2 Definitions

2.1 Définitions et notations préliminaires

Uneformule CNFF est une conjonction delausesou
une clause est une disjonction lit&raux. Un littéral est
interprété comme une positit) ou negatif (x) propo-

Soientc; etc, deux clauses d’'une formulg. On dit que

c1 (respectivement,) subsume (respectivement est subsu-
mée)c, (respectivement pat;) ssic; C co. Sic; subsume
o, alorse; = co (inverse est faux). AussiF et F — ¢
sont équivalentes pour la satisfiabilité.

2.2 Recherche DPLL

Nous introduisons maintenant des notations et re-

sitional variable. Les deux littéraux et -z sont appelés marques terminologiques associées aux solveurs SAT ba-
complémentaireOn note par le littéral complémentaire sés sur la procédure de Davis Logemann Loveland, com-
del. Pour un ensemble de littéraiix L est définit comme munément appelé DPLL [6]. DPLL est une procédure de
{lI'| 1 € L}. Une clauseunitaire est une clause contenantrecherche de typeacktrack ; A chaque nceud les litéraux
seulement un seul littéral (appdi&éral unitaire), tandis  affectés (le littéral de décision et les litéraux propagés) sont
gu’une clause binaire contient exactement deux littérauxtiquetés avec le ménmiveau de décisigrinitialisé a 1 et
Uneclause videnotéel, est interprété comme fausse (un-incrémenté a chaque nouveau point de décision. Le niveau

satisfiable), alors qu'untormule CNF vide notéeT, est
interprétée comme vraie (satisfiable).

L'ensemble des variables apparaissant d&nsst noté
V. Un ensemble de littéraux esbmplets’il contient un
littéral pour chaque variable dgz, et fondamentals'il
contient pas de littéraux complémentaites. dffectation

de décision courant est le niveau le plus élevé dans la pile
de propagation. Lors d’un retour-arrierdétktrack), les
variables ayant un niveau supérieur au niveau du backtrack
sont défaites et le niveau de décision courant est décreé-
menté en conséquence (égal au niveau du backtrack). Au
niveaus, l'interprétation partielle courante peut étre re-

p d’'une formule booléenng est une fonction qui asso- présentée comme une séquence décision—propagations de
cie la valeurp(z) € {vrai, fauz} a quelques variables de laforme((z},), =}, , 7}, ..., z}, ) telle que le premier lit-

n
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téralz: correspond au littéral de décisian affecté au ni-
veaui et chaquecl de I'ensembld < j < ny représente
les litéraux unitaires propagés a ce méme nivieau

Soitz € p, On notel(x) le niveau d'affectation de,
d(p,i) = x siz est le littéral de décision affecté au niveau
2.

2.3 Analyse de conflit et graphe d’implications

Le graphe d’'implications est une représentation standard
utilisée classiquement pour analyser les conflits dans les
solveurs SAT mdernes. A chaque fois qu’un littégagst
propagé, on sauvegarde une référence de la clause impli-
quant la propagation dg, qu'on notecl—c)z(y). La clause
(ﬂ(y), appelée implication dg, est dans ce cas de la forme
(z1V---Vz, Vy)ouchaque littérat; est faux sous I'af-  |’analyse du conflit est le résultat de I'application de
fectation partielle courante(z;) = faux Vi € 1..n), alors  |a résolution & partir de la clause conflit en utilisant dif-
quep(y) = vrai. Lorsqu'un littéraly n'est pas obtenu par férentes implications implicitement codées dans le graphe
propagation mais issue d’ 'une deusm&a( ) estindéfinie, d'implications. On appelle ce processus dérivation de la
qu'on note par conventioria(y) =L. Quandcla(y) #£L, clause assertive (DCA en court).
on note paexp(y) 'ensemble(z | = € (fz(y) \{y}}, ap-

pelé ensemble desxplicationsde y. Alors quea?z(y) est
indéfini on définiexp(y) comme I'ensemble vide.

X6(3)

FIG. 1 - Graphe d'implication§’- = (V, €)

Définition 3 (dérivation de la clause assertive )Le déri-
vation de la clause assertive est une séquence de clauses
Définition 1 (Graphe d’'implications) Soit F une for- (o1, 02,...0}) satisfaisant les conditions suivantes :
mule CNF,p une affectation partielle, et soitxp I'en-
semble des explications pour les littéraux déduits (propage1 -
unitairement) dang. Le graphe d’'implications associé a
F, p etexp estGr“"" = (N, €) ou :

- N =p, i.e., il existe un nceud pour chaque littéral de 2.

décision ou propagé;
- &={(z,y) |z €pycpxcexdy)}

Dans le reste du papier, pour des raisons de simplicité,
exp est éliminée, et un graphe d'impliacations est tout sim-
plement not&j’-. On note parn le niveau du conflit.

— —
= 7z, cla(z), cla(—z)], tel que{z, —z} est le

conflit.

o, pouri € 2.k, est construite en sélectionnant un
littéral y € o;_1 pour quuel%(y) est définit. Nous
avons alorsy € o,_1 ety € %(g) . appliquer la
résolution entre ces deux clau§§s méne a la clayse
qui est définit commely, o;—1, cla(y)] ;

3. oy est en plus une clause assertive.
Exemple 1 G%., montré dans la Figure 1 représente le
graphe d'implications de la formul& et I'affectation par-
tiel p donnée ci-dessousE 2 {ci,...,c12} Notons que chaque; est une résolvante de la formule
F : par inductiong; est la résolvante entre deux clauses
qui appartiennent directementZ; pour chaque > 1,
o; est une résolvante enteg_; (qui est, par I'hypothése
d’induction, une résolvante) et une clausefleChaque
o; est également umpliquéde F, ce qui veut dire que :
F [ o;. Par définition du graphe d’implication, on a aussi

C1 )X \Y —T11 \/$2
c3)xo V x12 V Iy

) C2 )1 V T3
)
C5)ﬁ$4 V —xs V g V xy
)
)

)
C4)ﬁ$1 V V—x3 V xs
06)ﬁ$5 V —xg V I3

)

cr)x7 V g cg)xs V xg V g

( (
( (
( (
( (
( (
( (

C9)7x10 V 17 V 21 c10)7213 V 214 V T10 % 1 ; ili
e11)=T13 V 217 c19)-215 V ~T16 V T13 ]—‘ E* o tel’qu,e]-' C F est'ensemble des clauses utili-
sées pour générer.
2 3 3 4 I N
={(. 1’15 (@) () - ) () Considérons a nouveau I'exemple 1. Le parcours du
;- ){(236), 235,...)}. Le niveau du conflit est et grapheG’. (voir Fig. 1) est décrit par la dérivation de la
p(F) = fauz. clause assertive suivant :

(01,...,07) tel queo; = nlzg,cr,cs] = (—a5° V

Définition 2 (Clause assertive)Une clause: de la forme
(aVz) est appelée clause assertive 8gi) = faux [(z) =
m etVy € a,l(y) < I(z). z est appelé littéral assertif.
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Le nceudr; correspond au littéral assertifir; est appelé
le premier Unique Point d’Implication (First UIP).



3 Apprentissage et subsumption dyna- comme I'ensemble de clauses Bautilisé dans la déduc-
mique tion deo;.

Dans cette section, nous montrons comment lapprenti§ropriété 1 Soit 7 une formule et 7 =
sage classique peut étre adapté pour une subsumption (ﬁ?lv 0250500y vs or) le dérivation de la clause
namique et efficace des clauses. Dans notre approche, %??ert'Ve Sio; subsume une clause de C,, alors
exploite les différentes clauses générées pendant les etaéés ot
de résolution du processus d’analyse de conflit. Bien sir,

il est possible de considérer la subsumption entre chaqEéeuve 1 Commer;i1 = 1y, cla(y), o] tel que-y € o,
résolvante générée et I'ensemble entier des clauses. CepBUs avons; ¢ cla(y). La prochaine étape de résolution
dant, cela peut étre coliteux en pratique. lllustrons certain8€ peut pas impliquer les clauses contenant le littéral
des principales caractéristiques de notre approche propg@ans le cas contraire, le littéraj dans le graphe d'impli-

sée. cations peut admettre deux explications possibles (implica-
tions), ce qui contredit la définition du graphe d'implica-

3.1 Exemple tions. Par conséquent; ne peut pas subsumer des clauses
deC,, — Co,.

Considérons a nouveau I'exemple 1 et le graphe d’impli- _ _ o
cationsG?- (figure 1). Le dérivation de la clause assertive®ropriété 2 Soit 7 une formule etr une dérivation de la
permettant de déduire la claudg est décrit comme suit: clause assertive . Si; € 7 subsume une claugsedeC,,
m={01,092,03,...,07 = A1) alors ¢ estC,,-subsumé modulo PU.

— 01 = 77[$97 Cc7, 08] - (_‘$85 V _‘$75 V _‘II,'SS)

— 09 = nlxs, 01, c6) = (mx63 V 275 V —25°)

— 03 = nlzr,02,05] = (mw6® V w5® V owg®) C oo

(subsumption)

Preuve 2 Commer; € w est générée & partir dé,, par
résolution, alorsC,,, = o;. Par définition de la dérivation
de la clause assertive et le graphe d’'implications, on a
aussiC,, =* o; (voir section 2.3). Comme; subsumes

— Ay = o7 = s, 06, ¢1] = (112 V 2123V a6V (0; C ¢), nous déduisons quk,, =* c.

~31°)

Comme on peut le voir, ce processusnclut la résol-
vanteos = (—x63 V —w5° V —4®) qui subsumes la clause
cs = (mx V s V —xy V x7). Par conséquent, le littéral
x7 peut étre éliminé de la clausg. En général, la résol-
vanteoss peut subsumer d’autres clauses du graphe d’i
plications qui contiennent le littéralzg, —x5 et—x4.

La propriété 2 montre que si une clauseodée dans

le graphe d'implications est subsumée par alors une
telle subsumption peut étre capturée par la subsumption
modulo PU, alors que la propriété 1 mentionne que le test

de vérification de la subsumption dg peut étre restreint
Mhux clauses dé,,. Par conséquent, une premiére approche
de subsumption dynamique des clauses peut étre définit

_ _ _ o comme suit : Soitr = (o1,...,0;,...,0k) une dériva-
3.2 Subsumption dynamique : formulation géne- tion de la clause assertive . Pour chaque résolvanter,
rale nous appliquons le test de vérification de la subsumption

On donne a présent une présentation formelle de notf&rec; elt Pensemble de clausés,, »
approche basée sur la subsumption dynamique. Dans la suite, nous montrons que nous pouvons réduire
encore plus I'ensemble des clauses dans les tests de sub-

Définition 4 (F-subsumption modulo PU) Soitc € F. ¢ sumption en considérant seulement un sous-ensemble de
estF-subsumée modulo la propagation unitaire3sic ¢ C,,. Evidemment, comme; est une résolvante de la déri-

tel queF|; E* L. vation de la clause assertive alors il existe deux chemins

. a partir reliant les nceuds conflictuelset —z respective-
Soientc; etc, deux clauses d# telles quer; subsumes ment aux nosuds associés aux littéraux daffectés au ni-

¢z, alorsc; estF-subsumed modulo PU. veau du conflit. Par conséquent, on a la propriété suivante.
Comme expliqué auparavant, la subsumption des clauses

durant la recherche peut étre colteuse. Dans le cadre pmopriété 3 Soitr une dérivation de la clause assertive ,
pose, pour réduire le colt calculatoire, on retreint la verifiy, ¢ 7 etc € C,.. Sio; subsumes, alors il existe deux
cation de la subsumptlon aux résolvantes intermidiares chemins liant les nceuds conflictuelset —a respective-

et les clauses de la forrraﬁa( ) utilisées pour les générer ment, a un ou plusieurs noeuds associés aux littéraux de
(clauses codées dans le graphe d’'implications). la clauseo; affectés au niveau du conflit.

Définition 5 SoitF une formule et = (o, ... o) le déri- La preuve de la propriété est immédiate du moment que
vation de Izg:lause assertive . Pour chaqu_ee} m,ondéfi- 5, c ¢. Comme cette propriété est vraie payrqui est
nitC,, = {cla(y) € F|3j < itq.0; = nly,cla(y),c;—1]}  générée par résolution a partir des deux clauses contenant
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x €t —z, alors elle reste vraie aussi pour son super-ensemieopriété 5 Soit une dérivation de la clause assertive,

(o). o; € 7 telle queo; = nly,c,0,-1]. Sioi—1 — {y} C ¢,
Pour unecs; donnée, la propriété 3 méne a une autr@lors c est subsumée par;.

restriction de I'ensemble des clauses & considérer pour les )

tests de subsumption. Nous considérons que I'ensemitéeuve 4 Soitc = (-y vV a) eto;1 = (y V ). Alors

des clausesP,., liées (par des chemins) aux nceudgi = (V). Commer; ; —{y} C ¢, doncf € a. D'oq,

conflictuelsz et —z. i = o qui subsume—y V o) = c.

En considérant les solveurs SAT modernes inculant

lllustrons cette restriction en utilisant I'exemple 1I’analyse de conflits, l'ntégration de I'approche de sub-

(voir aussi la Figure 1). Soitr = (o1,...,07) . . R . NP
sumption dynamique peut étre faite avec un codt négli-
tel que o7 = ("%11 V —x19 V —xg V _‘Iﬂl). On .. .
geable. En effet, en utilisant un simple compteur, durant
a CO’? = {Cl702703704705706707708} et Po’7 =

. ; la procédure de I'analyse de conflits, on peut vérifier la
{c1, ¢a, ¢4, 5, co, cs }. En effet, & partir du des nceuds de la P y P

, . 8ondition suffisante donnée dans la propriété 5 en temps
clausecs on a seulement qu’un seul chemin vers le nceu

A N . , constant. En effet, & chaque étape du processus de déri-
xg. par conséquent, la clausg peut étre enlevée de I'en-

N : vation de la clause assertive, on génére la prochaine ré-
semble des clauses a vérifier par subsumption. De facon

o . .. *Solvantes; a partir de la clause et I'ancienne résol-
similaire, partant de la clauge on ne peut atteindre qu’un b . : . ,
. i . . vantes;_;. Dans I'implémentation classique de I'analyse
seul nceud conflictuel en l'occurenag a partir dex.

o . , de conflit, on peut vérifier en temps constant si un littéral
Donc, ¢; peut étre omise de I'ensemble des clauses SUS né . . .
) x . onnée est présent dans la résolvante courante. Par consé-
ceptibles d’étre subsumées.

guent, durant le parcours de la clausen calcule addition-

Propriété 4 Soi dérivation de | nellement le nombre des littéraux de: qui appartiennent
ropriété 4 Soitm = (o1,...,05) une dérivation de la 5 ..~ 'gj,, > |oi_1| — 1 nous pouvons conclure queest
clause assertive . La complexité temporelle de notre aR;

ubsumée par; = nly, c, o;_1].
proche de subsumption dynamique est&(C,, |%). P nly, ¢, 0i-1]

Preuve 3 A partir de la définition deC,,, nous avons 4 Expérimentations

|Cr;| = i + 1. Dans le pire des cas, on doit considé- L. ) 3 3

rr 1 + 1 tests de subsumption. Donc pour touteavee % B e S e ot crafted. Toutes 66
. . . _ kx(kE+3) .

éo%wr;elgc :k ’|Coc,rl |(,j$tcf:1t§Ire§ii§ iﬁééﬁé [1)i)re7des c?is eét eri[nstances sont _sim,plif’iées par preé-traitemat El i t e

O(Co |2). 8]. Nous avons m_tegre notre approche de subsumption dy-

namique dand/t ni sat [9] et Rsat [15] et nous avons

effectué une comparaison entre les résultats obtenues par

%5 solveurs originaux et ceux incluant I'approche de sub-

sumption dynamique. Tous les tests sont effecutées sur un

cluster Xeon 3.2GHz (2 GB RAM). Les Résultats du temps

3.3 Subsumption dynamique de calcul sont indiqués en secondes.

La complexité dans le pire des cas est quadratique si
considéreP,, C Cy,,.

Dans la section 3.2, nous avons présenté I'approche gf’—l Problemes crafted
nérale de subsumption dynamique. Sa complexité est qua-
dratique en le nombre de clauses utilisées dans la dériva-Pour ces expérimentations, le temps de calcul limite
tion de la clause assertive. Comme indiqué dans l'introest fixé a 3 heures. Ces problémes sont connues pour
duction, pour cencevoir une technique de subsumption dgire difficile pour tous les solveurs DPLL existants. lls
namique et efficace, nous avons besoin de trouver un comentiennent par exemple les instances "Quasi-group",
promis entre le temps de calcul et la qualité de la siminstances SAT forcées aléatoires, comptage, problémes
plification. Dans cette section, on propose une restrictiogociaux du golfeur, etc.
du schéma général de subsumption dynamique présenté,
appelé subsumption dynamique a la volée. Celle-ci ap- Le schéma (en échelle logarithmique) donnée dans
plique la subsumption seulement entre la résolvante cola partie haute de la Figure 2 détaille les résultats de
rantec; et la derniére clause du graphe d’implications utiM ni sat et M ni sat +SD sur chaque instance crafted.
lisée pour sa dérivation. Plus précisemment, supposons guexe x (resp. y) corresponds au temps CRiJresp.ty)
o; = nly, ¢, 04—1], hous testons seulement la subsumptiobtenu paM ni sat (resp.M ni sat +SD). chaque point

entreg; etc. de coordonnéefz, ty), corresponds a une instance SAT.
La propriété suivante montre une condition suffistantées points en-dessous (resp. au-dessus) de la diagonale in-
permettant d’éliminey dec. digues les instances résolues plus rapidement en utilisant
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la subsumption dynamique i.¢y < tz (resp.ty > tx). méme famille, sur les 9 instances résoluesRsait +SD

Cette figure montre clairement le gain de temps obtenet Rsat , Rsat +SD est meilleure 8 fois. De sont c6té

grace a l'approche de subsumption dynamique. En nombké ni sat +SDest meilleur 5 fois sur 7.

de points, nous avons trouvé que 365 instances sont réso-Globalement, nos expérimentations nous ont permis de

lues efficacement en intégrant la subsumption dynamiquéémontrer deux choses. Premieérement, notre technique ne

Dans certains cas, nous avons des gains atteignant un ordégrade pas mais au contraite améliore souvent les perfor-

de magnitude. Bien évidemment, il existe des instancesances des solveurs DPLL sur les problémes indistriels.

ou la subsumption dynamque décroit les performances @econd, Elle améliore I'applicabilité de ces algorithmes sur

M ni sat (178 instances). des classes de problémes qui sont faites pour étre difficiles
La partie en bas de la figure 2 montre les mémes résypour eux. Vu que I'implémentation de notre algorithme est

tats avec une représentation différente donnant pour chacaugssi simple, nous pensons que de maniére globale, elle re-

technique le nombre d’'instances résolues (# instances) sprésente une contribution intéréssante dans une recherche

moins det secondes. Cette figure confirme I'efficacitéde robustesse des solveurs DPLL modernes.

de l'approche présentée sur ces problemes. Sur plusieurs

classes, le nombre de clauses subsumées est importante.g., .,

x_*, QG+, php_*, parity_«. Sur lesgenurq_+, ©° lravaux precédents

nod_=, eturquhart _* les probléemes sont simplifiés )
chaque conflit sur 4. Dans Darras et al. [5], les auteurs proposent un pré-

La Figure 3 montre les résultats Beat etRsat +SD. traitement basé sur la propagation L,mitaire pour la (J!é-
Globalement, on peut voir que ajout de la subsumpdl,’Ct'Qn des,so'us'-clauses. En considérant le grapheT d’'im-
tion dynamique &Rsat améliore ces performances. UnePlications généré par le processus de la propagation de
analyse fine de la partie gauche de la figure 3 montfePntraintes comme un arbre de résolution, I'approche pro-

queRsat +SD résoud plus rapidement 327 instances quQosée déduit des sous-clauses a partir des clauses originales

Rsat , qui lui méme résoud 219 problémes plus efficacede la formule. Cependant, 'approche dynamique proposée
ment que Son Son OppoSé. par les auteurs est colteuse en temps. L'évaluation expé-

A notée que les performances Beat et Rsat +SD rimentale est donnée seulement en terme de nombre de

sont inférieures a celles dd ni sat et M ni sat +SD. nceuds.

Ceci est dU principalement au faite geeat etRsat +SD Dans [17],’un algorithme pour mair)tenir,la base ’de
utilise une politique de redémarrage plus rapide qui resfdauses fermee par subsumption est présentée. Elle détecte

moins efficace sur les instances de type crafted efficacement et applique la subsumption lorsqu’une clause
est ajoutée. En plus, I'algorithme compacte avidement la

base des clauses en appliquant récursivement la résolution
4.2 Problémes industriels dans le but de réduire la taille de la base.

) _ . "Minimisation de la clause conflit" est introduite dans
Comme pour les instances crafted, sur cette Categ0r['f4]. Elle est aussi implémentée dans Minisat 1.14 [7]

de problemes, le temps limite est fixé a 3 heures ausgl; picoSAT [4]. Elle élimine les littéraux des clauses ap-
La table 1 détaille les résultats sur les probl,emes SAT INyrises en effectuant la résolution de fagon récursive avec les
dustriels issus des deux compétitions SAT'2007 et Safjayses du graphe d'implications. Remarquons que dans les

Race’2008. La premiere colonne représente les familleg narimentations effectuées les solveurs de base utilisées
d’instances. La seconde (#inst.) indique le nombre totq} i sat etRsat implémentent déja cette technique.
des instances contenu dans chaque famille. Les colonnes

suivantes indiquent les résulats respectives pRaat ,
Rsat +SD, M ni sat et M ni sat +SD. Dans chacune 6 Conclusion
de ces colonnes, le premier nombre représente le nombre
d'instances résolues et le nombre entre parenthéses indiqueCe travail présente une nouvelle technique de subsump-
le nombre d'instances résolues plus rapidement que s@on des formules booléennes sous forme CNF. |l utilise de
opposé. La derniere ligne de la table indique le nombragon originale I'apprentissage pour réduire les clauses ori-
total de chaque colonne. On peut voir gBgat +SD et ginales ou apprises. A chaque conflit et durant le processus
M ni sat +SDsont généralement plus rapides et résolverde dérivation de la clause assertive, la subsumption entre
plus de problemes quRsat etM ni sat respectivement. |es résolvantes intermédiaires générées et des clauses co-
La table 2, représente un focus sur quelques familles i€es dans le graphe d’implications est testée dans le but de
distrielles. Les améliorations sont relativement importantdes simplifier en vérifiant une condition suffisante. Il est a
Si on considéere la famille vmpc, on peut voir que notrenoter que comme notre technique de subsumption repose
simplication dynamique permet d’avoir un gain d’un ordresur les clauses utilisées dans la dérivation de la clause as-
de magnitude aveBsat +SD (instances 24 et 25). Sur la sertive, elle tend a simplifier la partie de formule identifiée
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familles || #inst. | Rsat Rsat +SD || M ni sat | M ni sat +SD
IBM_* 53 15(7) 17(10) 15(10) 15(7)
APro_* 16 12(7) 12(5) 14(6) 13(8)
mizh_* 10 10(7) 10(3) 10(5) 10(5)
Partial_* || 20 6(2) 7(5) 1(0) 2(2)
total_* 20 13(6) 13(@8) 10(5) 9(6)
dated_* || 20 15(6) 16(10) 14(10) 13(4)
braun_* || 7 4(1) 4(3) 5(2) 5(@3)
velev_* 10 2(0) 2(2) 2(2) 1(0)
sort_* 5 2(2) 2(0) 2(0) 2(2)
manol_* || 10 8(3) 8(5) 8(5) 9(4)
vmpc_* || 10 9(1) 9(8) 6(2) 7(5)
clause_* || 5 3 3(2) 3(0) 3
cube_* 4 4(2) 4(2) 4(1) 4(3)
gold_* 4 2(2) 20 2(0) 2(2)
safe_* 4 2(0) 2(2) 1(0) 1(1)
simon_* || 5 5(4) 5(1) 5@3) 5(2)
block_* 2 2(2) 2(0) 2(0) 2(2)
dspam_*|| 10 10(5) 10(5) 10(5) 10(5)
schup_* || 3 3(2) 3(1) 3(2) 3(1)
post_* 10 8(3) 8(5) 5(3) 6(3)
ibm_* 20 20(6) 20(14) 19(6) 19(13)
| Total | 248 | 155(70) | 15990) || 141(67) | 141@1) |

TAB. 1 — Problémes industriels

comme étant importante par la stratégie de recherche bas¢g] A Biere and N. Eén.

sur l'activité.

Les résultats expérimentaux montrent que l'intégration

de notre méthode au sein de deux solvedrai sat et

Rsat issus de I'état de I'art de SAT bénéficie particulie-
rement aux problemes crafted et permet des améliorationg|] Armin Biere. Picosat essentialslournal on Satis-

significatives sur plusieurs familles industrielles.

Comme travaux futures, nous envisageons d'étendre
notre approche en visant une subsumption plus exhaustinB]
des clauses. Une autre voie de recherche consiste a exploi-
ter ce cadre de subsumption pour affiner I'heuristique de
choix de variable. En effet, & chaque fois qu’un littéral est
éliminé, cela signifie qu’on s’est trompé de clause conflit et
que le graphe d’'implication doit changer en conséquence
et du méme coup I'ensemble des variables a pondérer p%]

I'heuristique.
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Résumé

Les contraintes globales représentent un outil in-
dispensable dans la résolution et la modélisation de
problémes combinatoires. Il s'agit d’'un concept clé de
la programmation par contraintes qui, par sa généra-
lité, peut s'étendre a d’autres paradigmes. Pourtant,
concevoir, implémenter et maintenir des contraintes
globales sont des exercices difficiles, trés liés au sol-
veur sous-jacent dans lequel elles sont implémen-
tées. Cet article vise a jeter les bases de contraintes
prétes a brancher clairement découplées du solveur
héte. Ainsi, trois points sont particulierement étudiés :
comment une contrainte globale est liée a un sol-
veur ? comment rendre indépendantes du solveur les
structures de données internes des contraintes ? dans
quelle mesure ce découplage introduit-il un surco(t ?

Abstract

Global constraints represent invaluable modeling
tools for Constraint Programming (CP). They represent
more than ever a key feature for the technology and
even more generally for all search paradigms. Howe-
ver, designing, implementing and maintaining global
constraints is a tedious task, from a practical point
of view, generally strongly related to the solver. In
this context, this paper aims at paving the way for
pluggable constraints that allows a clear separation of
the global constraints from the host solver. For this
purpose, three bolts are studied : (1) How a global
constraint is connected with its host solver? (2) How
the internal data structures of a global constraint could
be made independent from the related solver? (3) Is
there a real overhead due to this decoupling ?

Introduction

programmation par contraintes n’est toujours pas a la por-
tée d'un seul clic de souris. Choisir le bon solveur, I'in-
tégrer a I'applicatif existant, modéliser proprement et ef-
ficacement le probléme, trouver la bonne heuristique de
recherche restent des étapes a la fois nécessaires et réser-
vées a des experts du domaine. Récemment, certaines de
ces étapes sont traitées par l'initiative de Jacob Feldman :
CP insidé. Cette initiative a pour but de rendre la tech-
nologie contraintes disponible aux utilisateurs finaux par
l'intermédiaire d’interfaces communément utilisées dans
des outils commerciaux ou non (comme Microsoft Excel,
Google apps, etc.). La possibilité d’'embarquer la technolo-
gie dans des outils grand-public permettra d’introduire les
moteurs décisionnels basés sur les contraintes comme des
composants naturels des applicatifs métiers traditionnels.

Dans cet article, nous voudrions traiter un point im-
portant et orthogonal : la capacité dwancher une
contrainte globale sur différents solveurs. Jusqu’a présent,
les contraintes globales restent un composant-clé des sol-
veurs de contraintes. Elles permettent de traiter efficace-
ment de nombreux problémes difficiles grace a leur capa-
cité a encapsuler des sous-problémes récurrents dans un al-
gorithme de résolution a base de propagation/filtrage. Elle
représentent un des éléments phare de la programmation
par contraintes et plus généralement des techniques de ré-
solution (y compris les stratégies de recherche locale - hy-
brides, les solveurs a base d’explications/nogoods, etc.).
Mais, développer une nouvelle contrainte globale est une
tache ardue et souventingrate. En effet, I'information géné-
ralement manipulée en provenance des variables (via leur
domaine) est généralement trop légere pour développer un
algorithme de filtrage efficace. Ainsi, les contraintes glo-
bales maintiennent généralement une structure de données
interne complexe (on peut se référer au cas des contraintes

La programmation par contraintes est considérée maisur les graphes pour s’en convaincre) pour implémenter des
tenant comme une technique de choix pour traiter de pradgorithmes de filtrage efficaces. Ainsi, la complexité d’im-
blemes combinatoires complexes. Par contre, la quéte du

Graal dé.C”te par Eugene Freuder il y a quelques ann€esint ¢ p:// 4c. ucc. i e/ web/ post er s/ CPI nsi dePost er .

n’est toujours pas achevée : résoudre un probléme avecplat
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plémentation d’'une contraintes globale repose générale- Interface
ment sur le maintien efficace de cette structure de données Event o Al Bvent
interne [5, 2]. Aujourd’hui, les contraintes globales sont
liées a un solveur de contraintes donné car elles reposent ‘ Abstract Data Type
généralement sur les structures backtrackables de ce sol-
veur. Ces structures sont utilisées pour le maintien efficace
de propriétés utilisées par les algorithmes de filtrage (les Constraint Solver
composantes connexes d’un graphe par exemple) quand le
solveur doit revenir en arriére. Ces structures sontgénéral,gl-g' 1 — Une contrainte globale idéalement découplée de
ment fortes consommatrices de CPU (avec des approcheg solveur héte.
base de recalcul) ou de mémoire (pour les approches a base
de trailing ou de recopie) et ne permettent ainsi pas d’ac-
céder aux dernieres nouveautés du langage support (maent une contrainte de son solveur hbte (section 4). Aprés
exemple, dans le cas de Java,deseric3. Ainsi, I'intérét  une introduction générale a I'approche (section 4.1), ce
méme de développer une nouvelle contrainte globale pesthéma de développement est appliqué a deux contraintes
étre remis en question car reposant sur des technologies débales : la contrainieoundAl | Di f f [13] (section 4.2)
passées. et la contraintet r ee [1] (section 4.3); et ce, dans le
L'objectif de cet article est de défricher les bases déontexte de deux solveursChoco (choco.em.fr) et
ce que pourrait étre un cadre général pour une sépafgecode (gecode. org). Alors, nous présentons une éva-
tion claire des contraintes globales de leur solveur hétéuation de I'utilisation pratique de ce schéma (section 5) en
Au dela méme, il s'agit aussi de permettre I'utilisation de§ommencant par la comparison de chacune des contraintes
contraintes globales dans des paradigmes de recherche gil@ssiques(boundAl | Di ff et t r ee) avec sa version
génériques : solveur & base d'explications [10] ou tecHrréte a brancher (section 5.1). Ensuite, nous présentons un
niques de recherche locale [21]. Il ne s'agit, en aucun cagxemple pratique mélant ces deux contraintes : le probleme
d’'un nouveau cadre de description des contraintes globalég chemin hamiltonien (section 5.2). Enfin, nous terminons
a Iimage de ce que sont, par exemple, les propriétés d@r une discussion genérale sur I'avenir de ces contraintes
graphes [3] ou les contrainté®angeet Roots[7], mais Prétes a brancher
bien d’'un schéma d'implémentation pour découpler une
contrainte globale du solveur dans lequel elle a été dévelog-
pée (voir la figure 1). Nous nous intéressons a trois points

particuliers : ) . La programmation par contraintes (PPC) [12, 14, 20]
— comment une contrainte globale est effectivement resst un domaine de recherche dont l'objectif est de four-
lice au solveur sous-jacent ? o nir des outils logiciels déclaratifs et flexibles pour ré-
— comment les structures de données internes d'unggre des problémes combinatoires. Un probléme de sa-
contrainte globale peuvent étre rendues indépendant@saciion de contraintes (CSP) est défini par un ensemble
du solveur sous-jacent? , V = {v1,...,v,} de variables (au sens mathématique
— est-ce que le découplage introduit un sur-co(t? du terme), un ensembl® = {dom(v:), ..., dom(v,)}
Un premier pas significatif dans la fourniture d'un telde domaines qui représentent I'ensemble fini des valeurs
cadre géneral consiste a fournir un squelette genéral pogéssibles pour chacune des variables et un ensetniiée
une contrainte indépendante de tout solveur (voir la ficontraintes (relation logique sur un sous-ensemble des va-
gure 1). Ainsi, une contraintpréte a branchepeut étre riables). Une solution pour un CSP est une affectation des
définie a I'aide de deux sortes d’'objets : un type de donnégiriables (une valeur pour chaque variable) qui vérifie si-
abstrait (TDA) qui décrit la structure de donneées interngnultanément 'ensemble des contraintes du probléme.
et des algorithmes de filtrage. Les événements liés aux va-|’idée centrale de la programmation par contraintes
riables du solveur devant étre traités par la contrainte, Iﬁst basée sur une technique de propagation_recherche qu|
doivent en étreomprispour qu’elle puisse mettre a jour le consiste & explorer 'ensemble des affectations possibles
TDA et, de maniere symétrique, les mises a jour du TDAyour les variables d’'un CSP. Evidemment, cet espace de
doivent étre repercutées du coté solveur. Ceci implique qyecherche est de taille exponentielle par nature. Ainsi, I'ob-
ces mises a jours soient elles-méme converties en évéq@ctif est de détecter en amont (et donc de retirer) des por-
ments sur les variables. C’est le role que joue l'interfacgons qu'il est inutile d’explorer (car ne contenant aucune
présentée dans la figure 1. solution) de cet espace (sans évidemment explorer effecti-
Par la suite, nous commencons par décrire le contextement ces portions). Ceci est réalisé en utilisant des tech-
général de notre travail (section 3). Puis, nous discutons legques ddiltrage (identification et retrait de valeunscon-
différents points clés qui permettent de découpler propreistantesies domaines des variables en tenant compte des
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contraintes du probléme). centrée sur les événements (comme dans choco) qui sont
Dans ce contexte, lesontraintes globaleg6] repré- alors au cceur des files de propagation (la variable - et ce
sentent un outil indispensable de modélisation et de réui lui arrive - est alors au centre du systeme) ou centrée
solution dans le paradigme. En effet, une contrainte glesur la propagation (comme dans gecode) ou c’est plut6t
bale est un ensemble compact d’algorithmes et de solutiotescontrainte (ou plus précisément ses propagateurs - algo-
pour des sous-problémes récurrents dans les CSP. Elligmes directionnels de filtrage) qui est la plague tournante
sont considérées comme des contraintes comme les autdes systéme. Une démarche intuitive introduite par [11]
mais généralement encapsulent un ensemble de contrainteste de concilier ces deux points de vue : une méthode gé-
définies sur un ensemble conséquent de variables. nérique (unadvisol) permet d’'interfacer de maniere sire
Les contraintes globales offrent une vue concise et efes contraintes et les propagateurs qui lui sont liés. De
ficace du sous-probléme par lequel elles sont définiesette fagon, lesadvisois représentent un moyen élégant
Elles utilisent de maniére active la structure sous-jacentée prendre en compte une propagation incrémentale dans
de ce sous-probléme et proposent ainsi des algorithmies solveurs centrés sur la propagation tels que gecode. lls
de filtrage particulierement efficaces. En effet, la connaigreuvent étre généralisés pour étre considérés comme ou-
sance explicite embarquée dans cette structure permet uite génériques de propagation dans les solveurs centrés sur
meilleure propagation (et donc une meilleure recherchles événements. Ainsi, une certaine souplesse est introduite
de solution) en évitant de redécouvrir continuellement legans le processus de propagation.
mémes incohérences (un tel phénomene est généralemerita troisiéme proposition est liée est la complexité de
appeléthrashing. Habituellement, les algorithmes mis enconcevoir et d'implémenter des contraintes globales dans
ceuvre ont une complexité élevée mais ce surcodt est larn domaine spécifigue. Dans le cas des contraintes sur
gement compensé par le pouvoir de filtrage apporté par las graphes, un cadre générique a été proposé nommeé
contrainte. LS( Graph)) par [8]. Ce cadre générique permet de s’af-
franchir de la complexité de la représentation des structures
internes pour les contraintes sur les graphes. En effet, dans
ce domaine, les structures de données sont clés pour obte-
. v . . nir des algorithmes efficaces surtout dans un contexte lié
,La conception, Ilmplementatlen et la malntfananc% la gestion du retour arriére. Plusieurs approches ont été
d’une contrainte globale est une tache complexe d’'un po”btroposées . une gestidracktrackablede la structure de

de vue pratlgue. Aujour_d_ hui, des outils ou d_es_concep onnées et le maintien incrémental d’'une structure de don-
sont proposés pour faciliter le processus. Ainsi en est-

3 Etat de l'art

I'implémentation de contraintes globales (ici dans le cadre
des contraintes sur les graphes). Nous détaillons ces tr(ﬁi
propositions.

La premiére proposition part du principe que I'implé-
mentation d’'une contrainte (globale) devrait étre Iimitéq.nettre d'interface proprement des contraintestes a

en utilisant des propriétés de reformulation. Ainsi, les aUsrancheravec différents solveurs. En effet. un dévelop-

tomates permettent d'exprimer la plupart des contraintgs, - neyt, dans ce contexte, spécifier précisément quand
globales [3] et ‘?'e produire autonjathuemeqt des vérific ine contrainte doit étre propagée selon I'observation des
teurs de contraintes et des algorithmes de filtrage pour I%%maines des variables. Nous montrons aussi la complexité

contraintes [4] grace a trois (méta) contraintes globalegy rengre générique les structures de données internes des

(regular, cost regular et mlti-cost regular).  cqniaintes globalerétes & branchedans la gestion du
Mais, toutes les contraintes ne peuvent pas étre représepe “o s =

tées par des automates et méme si une telle représentation

existe, le niveau de consistance atteint pour la génération

automatique est fréquemment significativement plus faibld Les contraintes prétes a brancher

gu’une approche dédiée. Une autre limitation de l'utilisa-  dans la pratique

tion des automates est leur forte consommation mémoire.

En effet, la plupart du temps, la taille de 'automate utilisé Passer d’'une contrainte dépendante du solveur a une

pour dériver un algorithme de filtrage n’est pas polynomialcontrainte préte a brancher nécessite de spécifier comment
La seconde proposition est liée a I'architecture des sola contrainte considérée va interagir avec ledit solveur. Cela

veurs. En deux mots, les solveurs de contraintes traitent ést généralement assez simple. En effet, en pratique, les al-

propagation selon I'une des deux philosophies suivantegorithmes de résolution des contraintes gérent les réveils

Dans la suite de cet article, nous reprenons les deux der-
Rres propositions afin de réaliser une séparation claire
entre un solveur et ses contraintes. Plus précisément,
nous montrons comment la notionadvisor peut per-
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des contraintes selon les événements qui surviennent dahs Modéle des contraintes prétes a brancher
le domaine des variables sur lesquelles elles portent (dans

le cadre des solveurs centrés événements), ou d’'apres degett_e SeC“‘i” €tudie un moqele generique pour Ie's
algorithmes généraux qui réalisent la propagation d,un%ontralr_]tes prétes a branch(?r. Larchltectyre est résumee
maniére donnée (pour les autres). par Ia, figure 2. Elle est_basgc? sur une Qecomposmon en
trois étapes, largement inspirée par le bien connu pattern
Dans le cadre des contraintes découplées des solveubhserverdu génie logiciel orienté objet.
les modifications dans les domaines des variables depuisUne Interface de Solveupropose un ensemble de mé-
le dernier réveil de la contrainte doivent étre détectées eiodes pour traduire les événements des variables du sol-
ensuite, traduites en événements gérables par la structyegir en événements génériques gérables par l'interface
de données de la contrainte. De maniére symetrique, nogans la contrainte. Plus précisément, le solveur traduit
avons a traduire les informations de filtrage de la contrainfes événements survenant sur les variables en événements
en événements compréhensibles par le solveur (retraits génériques, et soumet ces événements au gestionnaire.
valeur, mise & jour des bornes, etc.) et applicables sur I@ar exemple, supposons que le domaine d’une variable a
domaines des variables qui peuvent étre interprétées pstangé, des valeurs ont été retirées (durant le filtrage ou
I'algorithme de résolution base sur les contraintes. Ceti&numération) ou ont été ajoutées (a cause d’un retour-
traduction bidirectionnelle des informations est app&iée arriere), alors un nouvel événement générique est généré
terfacedans la suite. On peut remarquer qu’une interfacet transmis au gestionnaire d’événements. loterface de
peut étre vue comme vision d’un niveau plus €levé deSontraintepropose un ensemble de méthodes pour traduire
advisorsintroduits par [11], dans le sens ou une interfacg¢es événements génériques fournis par le gestionnaire en
s'occupe de diriger la stratégie des événements entre légénements compréhensibles par les structures de données
contraintes et le solveur. Par conséquent, elle décide si uitgernes de la contrainte. Les décisions de retrait (sur la
contrainte doit étre propagée ou si le processus peut éggucture interne) effectuées par les algorithmes de filtrage
retardé. sont traduites de maniére symétrique en événements géné-
. , . riques et sont renvoyés au gestionnaire. Gstionnaire
La transformation d'une contrainte globale en une’ o . L
contrainte préte a brancher devient complexe lorsqu,oﬁevengmentqw distribue chaque évenement generique.
considére des contraintes a états explicites. Pour résumtlaPeUt etre vu comme une st,ructure observable, qut notifie
unecontrainte a état explicitgére sa propre structure de Ie§ nouveaux el’gments postes dans I"?‘ queue d e\:venements
génériques de l'interface de la contrainte préte a brancher

données afin de maintenir certaines propriétés qui sont u .. .

Iy , . , X .—correspondante ou de l'interface du solveur sous-jacent.

lisées par I'algorithme de filtrage pour retirer les valeursinz_~ . . . s o
iquement, si une variable du solveur a été instanciée,

consistantes dans les domaines des variables sur Iesqueﬁ}é% : o
. . . interface du solveur construit et poste un nouvel événe-
la contrainte porte. Plus précisément, une contrainte glo-

, T . ment générique dans la queue du gestionnaire. Ensuite, le
bale s’appuie énormément sur les structures de données

backtrackables du solveur hote utilisé, et, dans le but de giestionnaire notifie l'interface de la contrainte que de nou-

o . veaux événements sont disponibles. De maniére similaire,
rendre indépendante du solveur, nous devons gérer le retalr,

s . L si I'algorithme de filtrage change la structure interne de
arriére dans la contrainte explicitement. Par exemple, les : . P )
i R o ; a contrainte alors, un événement générique est produit et
contraintes arithmétiques binaires classiques=, #) ne

L - . s : gosté dans la queue du gestionnaire. L'interface du solveur
requiérent pas plus d'information que I'état du domaine d oy , L . .
est alors notifiée qu’un nouvel événement est disponible.

la variable. A I'opposé, les contraintes globales basées sur ~ : .
. o 2 . ependant, on peut remarquer que méme si une traduction
les graphes doivent modéliser une représentation du graphie™ ~, =, L .
. . .S d’un événement du solveur en un événement contrainte est
dans le but de représenter efficacement et de maniére ex‘néralement direct. lobération inverse peut étre compli
pressive les propriétés liées (composantes connexes, con. » 0P P P

. uée. Par exemple, dans le cadre des contraintes basées
posantes fortement connexes, nceuds dominants, arbres re- L :
sur des graphes, les événements haut niveau du solveur
couvrants, etc).

peuvent étre des retraits de valeurs dans les domaines des
Dans la suite, nous présentons l'architecture d'un cadseriables. De tels événements sont interprétés comme un
d’interface pour implémenter des contraintes prétes a braansemble de retraits d’arc dans la structure de données mo-
cher. Ensuite, nous illustrons une telle interface avec ledélisant le graphe. De maniére similaire, un retour-arriére
contraintesooundAl | Di ff [13], qui est une contrainte consiste en un ajout d’'un ensemble de valeurs dans les do-
globale simple (dans le sens gu’elle ne fait intervenir aumaines des variables, et est interprété comme I'ajout d’un
cune structure de données interne)t eee [1], qui est ensemble d’arcs dans la structure de données modélisant le
une illustration typique d’une contrainte a état explicite (layraphe.
structure de données interne représente un graphe orientdans la suite, nous ne détaillerons pas I'implémentation
et des propriétés portant sur ce graphe). Finalement, nods notre interface générique mais nous détaillerons les dif-
branchons ces deux contraintes a deux solveurs différent&rentes difficultés qui peuvent étre rencontrées en fonc-
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Event Manager aux borneshoundAl | Di f f . Intuitivement, au plus va-
Generic Dvent | | Generic Event riables peuventavoir leur domaine inclus dans un intervalle
Structure Queue . .
contenant: valeurs. Dans un intervalle de Hall (un inter-
|1 il valle I de taillen, tel qu'il y ait n variables dont le domaine
Constraint Interface Solver Interface est contenu dan§, une solution utilisera toutes les valeurs
Event Event Event Event u vari Vi urs inutili u
g I Corent’| | v our ces variables rendant ses valeurs inutilisables pour les

autres variables. Ainsi, pour maintenir la consistance aux
Internal Structure ‘ (V.D,C) Hodel ‘ bornes, nous devons vérifier pour chaque interniate’il

i 1 [T y a, au moins, autant de valeurs que de variables dont le do-
oy || propes maine est inclus dank Et pour chaque intervalle de Hall
Portable Constraint CP Solver I, nous dgvons interdire toutes les valeursidegans les
autres variables.

Propag

Filtering Algorithm ‘

FiIG. 2 — Interfacage d’un solveur et d’'une contraiptéte Definition 1 (boundAl | Di f f — consistance)Une
a brancherpar l'intermédiaire du gestionnaire d’evene'contrainte boundAl | Di ff, portant sur les variables

ments. (z1,...,2,), €st consistante aux bornes si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées : (1)
tion du type de contrainte et des algorithmes de résolutiohD;| > 1(i = 1,...,n), (2) pour chaque intervalld :

Nos expérimentations sont basées sur les soM@wso K| < |I], et (3) pour chaque intervalle de Hall,

et Gecode. Nous avons décidé volontairement de consi{min(z;), max(x;)} NI = ( forall z; ¢ K;.

dérer deux types de contraintes globales : la contrainte o . . .
boundAl | Di ff qui n'utilise aucune structure de don- Pour chaque réveil, la contrainb@undAl | Di f f trie
nées internes et la contrainte ee dont la structure de €S variables et initialise plusieurs compteurs, ainsi au-
données interne est basée sur une représentation de graf structure de données n'est maintenue entre deux
qui implique de véritables traductions des événements to@PPels de la procedure de filtrage. Les informations re-

chant les domaines en événements liés au graphe. quises par la contrainte est I'ensemble des variables
avec les valeurs maximum et minimum de chaque do-

maine. Alors, pour étre capable de brancher la contrainte
boundAl | Di f f dans différents solveurs, I'interface doit
fournir une vue générique des variables. Ainsi, pour une
Nous montrons d'abord, que dans le cas des contraintegntrainteboundAl | Di f f préte & brancher, le cadre gé-
globales qui ne requiérent pas de structures de donnée&rique nécessite I'implémentation dél) Linterface du
backtrackables (c.-a-d., toutes les inférences sur les deslveur donne le minimum et le maximum du domaine
maines sont faites par un raisonnement direct sur les dde chaque variable et, envoie une vue de ces domaines
maines des variables) alors, proposer une version préteaé gestionnaire d’événements. Symétriguement, les événe-
brancher de ces contraintes est facile. Basé sur I'algorithnmeents de la contrainte envoyés par le gestionnaire d’évé-
de consistance de bornes introduit dans [13], cette sesements sont traduits en événements de solveur et sont
tion présente une implémentation préte a brancher de fimalement convertis en modification de domaine des va-
contrainteboundAl | Di f f . Nous soulignons que la dif- riables. (2) Le gestionnaire d'événements peut étre vu
ficulté d’implémenter une telle contrainte préte a branchéei comme une fonction bijective qui convertit les évé-
est uniquement lié a l'interface avec le solveur. nements solveur en événements contrainte et vice-versa.
Soit v, v9,...,v, Un ensemble de variables avec leq3) L'interface contrainte contient I'algorithme de filtrage
domaines finisdom(vy), dom(vs),..., dom(v,), et des boundAl | Di f f . Les événements contrainte générés par
contraintes de différences deux a deux dont 'ensembl&lgorithme de filtrage consistent uniquement en un en-
est notéal | Di ff (vy,...,v,) défini par{(e1,...,e,) | Semble de modifications portant sur les valeurs minimale
Ve, € dom(v;),e; # e; fori # j}. Il sagit d'une et maximale des vues des variables dans la structure de la
contrainte trés étudiée. Le premier algorithme de filtrageontrainte.
pour rendre les domaines consistants a été introduit par Ré-La complexité de l'interface dépend des informations
gin dans [15]. Ici, nous rappelons l'algorithme de filtragerequises par la contrainte et des informations disponibles
propageant la consistance aux bornes introduit dans [13]ans I'algorithme de recherche. Généralement, les valeurs
Afin de fournir des approches de filtrage rapides et pounaximale et minimale pour une variable sont accessibles
vant s’appliquer a des problemes de grande taille, plusieues temps constant, aussi l'interface a une complexité de
algorithmes de filtrage (qui atteignent un niveau de consig)(n). De plus, la structure de données et I'algorithme de
tance plus faible que la consistance de domaine) ont éfiirage sont exactement les mémes dans la version préte a
introduits. Le plus rapide est I'algorithme de consistancerancher ou dans la versianl hocde la contrainte.

4.2 Une interface pour une contrainte globale
simple : le cas boundAl | Di f f
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4.3 Le cas des contraintes globales a états : la connexe puits d€, la boucle sur lui-méme. Finalement,
contrainte tree pour n'importe quehtree la régle principale de filtrage
associée avec la contrainte est basée sur la détection des

. s , I'algorithme de fil-
structure de données backtrackable (quelques |nferenct?§ge doit détecter tous les nceudsidte G tel qu'il existe

ont besoin de détecter de maniére répétée un motif Cgn ey pour lequelj domine toutes les racines poten-
ché dans les domaines des variables) alors, proposer ung g deG par rapport 4. Les arcs infaisables dagspour

version préte a _branchgr de ces contra_lintes est plus d%iﬁe contrainté r ee sont les arcs sortat, k), otlj est un
cat, et des algorithmedeinement dynamiquesnt néces- | dominant, tel qu'il n'existe pas un chemini deune
saires pour fournir une contrainte indépendante du solvey, i o potentielle dé utilisant 'arc (j, k)

D? plus, comme une conEra|nte pret(_a a brancher nest pasFigure 3 décrit le squelette de la contraihteee telle
dépendante du solveur hbte, un choix plus large de struc-

. . 3 .qu’elle a été implémentée dans le solvetwoco. Ici, les
tures de données est offert. Cette liberté permet de ch0|s][f L. .
effets des événements survenant sur les variables du graphe

et d'implémenter la plus efficace. Cette section illustre CRonsistent en plusieurs modifications de la structure du

Doll_nt avetc la ct:;)ntramtetr ee [,1]' @ heori t%raphe. Par exemple, si un &iij) est retiré deg (c.-a-
acontraintd r ee est représentée par un graphe orientdy """ ) dior " ce retrait peut (1) diminuer le

g. = (V,€) dans lequel les nceuds r}epresentent Ies_ V#ombre de racines potentielles;isi j. Cela méne a une
riables,V = {v1,...,v,}, les arcs représentent la relation

. ; , mise a jour dertree. (2) augmenter le nombre de compo-
de succession directe entre edwn(v;) = {j | (vi,v;) €  gapieq puits. Cela mémé a une augmentatiartdee. (3)
5,}’ et ntree est une variable qui spécifie le nombre, nenter le nombre de composantes fortement connexes
d ark_Jres dan§ la foreeree_ etntree f:orrespondent res- cfc) dansg. Cela mene & modifier le graphe rédgitas-
pectivement a la valeur mln!mal et a la valeur ma,X|_ma| ocié avedj. (4) créer un nouveau nceud dominant dans
de dom(ntree)). Une contraintd r ee(ntree, G) spéci-

fie que le graphe orienté assogi€levrait étre une forét de
ntree arbres, formellement :

Si un retrait de valeur dans une variabhieee ou une
variable décrivant un noeud du graphe) impliqué dans la
Definition 2 Une ground instancede la contrainte contraintet r ee mene a un domaine vide il est néces-

t r ee(ntree, VER) est unesolutionsi et seulement si (1) Saire de revenir dans un état antérieur consistant. Pour ce

le graphe orienté associg est composé detree COMPO- faire, il est possible d'utiliser les structures de données
santes connexes, et (2) chaque composante connege gbacktrackablegournies par le solveur de contraintes uti-

R . 7. R . 7~ 5 v P . . o .
n‘a pas de circuit impliquant plus d’un noeud (notons qudiS€E °- Limplémentation initiale de la contrainter ee
chaque composante contient exactement un nceud poslég,l_lsalt ces structures de données afin d’enregistrer dyna-

dant une boucle et qui correspond 4 la racine de I'arbre). Miquement et restaurer les propriétes de graphe comme les
composantes fortement connexes et les nceuds dominants

Etant donné un graphe orient et un ensemble du graphe orient§. Ainsi, I'utilisation de ces structures
de de racines potentiell@s le nombre minimal d’arbres de données backtrackables dédiées fait que la contrainte
(ntree) pour partitionner le graphe oriendéassocié a une t r ee initiale est dépendante du solveur.
contraintet r ee est le nombre de puits (c.-a-d. de nceuds L'état de I'art classique des algorithmes de graphe
sans arc sortant exceptée la boucle sur lui-méme) du graptepose plusieurs algorithmes incrémentaux permettant
réduif deg, et le nombre maximum d’arbrestiree) pour de maintenir les propriétés de graphe impliquées dans
partitionner le graphe orieni est le nombre de racines la contraintet r ee comme les composantes fortement
potentielles. connexes et la fermeture transitive [9], ou les nceuds domi-

Ensuite, nous détaillons I'algorithme de filtrage de lanants [19]. Deux questions demeurent : est-il vraiment né-
contraintet r ee. Lorsque la variablatree doit atteindre  cessaire d’utiliser des structures de données backtrackables
la valeurntree, I'algorithme force, pour chaque racine lorsque des algorithmes incrementaux en ajout et en retrait
potentielle, I'arc boucle (qui représente le fait qu'il s’agitexistent? Si aucune structure backtrackable n’est utilisée
d’'une racine potentielle). Dans le cas atiree doit at- (c.-a.-d. qu'il n'est pas nécessaire tailer les modifica-
teindrentree, I'algorithme retire, pour chaque racine po-tions des structures de données utilisées dans la contrainte),
tentielle qui n'appartient pas a une composante fortement

4Etant donné un graphe orieng& un noeudj domineun nceudk par

2Une racine potentielled’un graphe orient& est un nceud qui peut rapport & un nceud si et seulement si n’importe quel chemin dé k
potentiellement étre racine d’'un arbre dans une solution satisfaisant ddteint le nceudg avant le nceué
contraintet r ee. 5Le solveur Choco propose plusieurs structusasktrackablesutili-

SLe graphe réduitG,. est dérivé d’une graphe orienté dorfién asso-  sant des entiers, des booléens et des bitsets. Ils sont basés sur une ap-
ciant a chaque composante fortement connexe, un nogiideted chaque  proche detrailing [18] qui enregistre, pour chaque événement modifiant
arc deg qui connecte différentes composantes fortement connexes, cda structure de données, les informations nécessaires pour défaire ses ef-
respond un arc dar,. fets.
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Initial awakening of the r ee constraint :
— Computentree andntree.
— If there is at least one solution satisfying the constraint then, do propagation related to the constraint :

1. Updatentree according tmtree andntree.
2. Propagate according to the dominator node§ .of
3. Propagate according to the valuesioix(ntree) andmin(ntree).

Each time an event occurs on a domain variable of thee constraint do :
— If this event occurs on a domain variable modelingee then :

1. Updatentree according tmtree andntree.
2. Propagate according inax(ntree) andmin(ntree).
— If this event occurs on a domain variable modeling a nodg db :
1. Updatentree according tmtree andntree.
2. Propagate according to new dominator node§ .of

FiG. 3 — Squellete d'implémentation de la contrainteeeau sein dehoca

quelles sont les relations entre les contraintes et le solveungments. Nous pouvons maintenant parler du gestionnaire
Le goulot d’étranglement de la complexité de lad’événements. A partir des domaines des variables impli-
contraintet r ee est lié au fait de maintenir de manierequées dans un CSP, généralement, quatre types d'événe-
répétée plusieurs propriétés de graphe (composantes forents peuvent étre distingués : le retrait de valeurs dans
tement connexes — cfc, fermeture transitive, nceud donles domaines, l'instanciation de variables, la mise a jour
nant) du graphe orienig entre deux étapes de recherched’une borne inférieure et la mise a jour d’'une borne su-
De maniére basique, une nouvelle approche implémentgmérieure. Cependant, les instanciations et les mises a jour
une telle contrainte et respectant la séparation des prde bornes peuvent facilement étre décomposées en un en-
occupations introduite dans la figure 2, peut étre déconsemble de retraits. Ainsi, pour chaque type d’événement
posée de la maniére suivante : premieremiénterface  envoyé par I'algorithme de recherche a I'interface du sol-
de la contrainteest décomposée en une structure de lseur, une traduction de I'événement en un ensemble de re-
contrainte et en un algorithme de filtrage. $taucture de traits dans la structure de la contrainte est réalisée. Cepen-
la contrainteest basée sur une structure de données géndant, tous les retraits d’arcs ne sont pas gérés de la méme
rique, incrémentale en ajout et en retrait, qui modélise Imaniere par le gestionnaire d’événements. En effet, I'évé-
graphe orient§ et ses propriétés associées (c.-a.-d., cfc etement a I'origine de I'ensemble des retraits est considéré
la fermeture transitive). Cette partie contient les primitivesifin d’améliorer I'efficacité des mises a jour de la struc-
permettant de mettre a jour la structure de données en foriare de la contrainte. Par exemple, un ensemble de retraits
tion des retraits et des ajouts d’arcs. Ces primitives, pour réés a un événement d'instanciation survenant sur une va-
sumer, calculent chaque propriété en ne considérant qu’uiable entraine une modification locale dans le voisinage du
graphe partiel nécessdirdu graphe d'origing;. L'algo-  nceud correspondant dans le graphe orignagsocié avec
rithme de filtrage basé sur les propriétés maintenues pda contrainte. Cette information peut étre prise en compte
le graphe (représenté par la structure de la contrainte), rédans le but de réaliser ces modifications efficacement.
tire les arcs d& qui sont inconsistants avec la contrainte
t r ee. Deuxiemement/interface du solveuret le ges-
tionnaire d’événementgui assurent une relation bidirec-
tionnelle entre les événements survenant sur le domaineDans cette
des variables (c.-a-d. retraits/restaurations des valeurs d
les domaines) et des événements survenant dans le gra Q

orientég ,(_retra,|t/ajout d'arcs). _ 1.2.04) etgecode (version1.3.1) sur un processeur Intel
Dans lmplémentation actuelle de la contraititeee v cadencé 2.4GHz et possédartiGo de RAM, mais

grete ladbranghera,chaque_ fg'ls qu uf‘ gvenement ngt')e&gnt seulement28Mo alloués a la machine virtuelle java.
ans le domaine d'une variable, cet éveénement est d'abordceye gyaluation est réalisée en deux étapes. La premiere

interprété par I'interface du solveur pour produire un évé

5 Evaluation

partie, nous nous proposons d’'évaluer le com-
tement des contraintgsétes a brancherToutes les
ﬁérimentations ont été réalisées aedmco (version

, . oo section 5.1), évalue le sur-co(it engendré par le décou-
nement interne. Ensuite, la structure de données inter fage. Pour cela, nous nous focalisons sur la contrainte
est mise a jour avec cet événement interne. Alors, I'alg 5oundAl | Di f f dans le contexte desreines (tableau 1).

rithme de filtrage dédié a la contrairtte ee est appliqué  p;is |5 contrainté r ee montre la portabilité effective de
et les événements internes résultants sont traduits en €u&-\ e rsiorprate a branchepour les solveur€hoco et

nements génériques et sont envoyés au gestionnaire d'é\’%'code (tableau 2). La deuxiéme étape (section 5.2), éva-

6Etant donné un graphe oriené= (V, £), ungraphe partielg’ de  luele comportement qes Coﬁtrainmétes a brathedar?s
G est défini pa(V’ C V,{(5,5) € £ | i, € V'}) un environnement hétérogéne (on retrouve a la fois des
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! nReines ) “ f ”
boundAl | Di f f 55 T 50 =5 100 50 500 veurs : c'est ce que montrent les colonnes “Contrainte” et

préte a brancher 22 | 35 | 1538 | 2461 | 5741 | 14217 “Structure”.
ad-hoc T9 | 35 | 1631 | 2435 | 5711 | 14006

5.2 Comportement en pratique
TAB. 1 — Comparaison des temps de calcul (ms) pour

les versions préte & brancherad hocde la contrainte ~ Cette section résume les résultats expérimentaux des
boundAl | Di ff . contraintes prétes & brancher utilisées pour résoudre

un probléme de chemin hamiltonien. Cette évaluation

_ _ o montre I'efficacité des contraintes prétes a brancher dans
contraintemd hocet des contraintgsrétes a branchedans n contexte pratique. Pour cela, le probleme de che-

le modele). Pour cela, nous nous intéressons au problemgn hamiltonien est modélisé a l'aide des contraintes
de chemin hamiltonien (tableau 3). boundAl | Di ff ettr ee.

L'évaluation est réalisée en observant toutes les combi-
5.1 Sur-co(t lié a la portabilité naisons possibles (ad hoc/préte a brancher) des contraintes
3 N . tree etboundAl | D ff avec le solveur choco. Pour

Nous évaluons le sur-codt d'interfacage des c:ontralnt(%%aque ordre de graphe daf®5, 50, 75, 100, 150, 200},
boundAl | Di ff et tree avec deux solveurs de et pour des densitéf.10, 0.25, 0.40, 0.50, 0.65, 0.75
contraintes :Choco et Gecode. Linterface traduit une 0.90}, 50 instances so.nt ’gé.nér’ée.s (7soi.t gfoﬁalénﬂéﬁt;
|nformat|’on liée au solveur en des informations géné graphes). Ici, un timeout deminutes a été fixé et une heu-
riques. Limplémentation de cette interface dépend du nlnstique aléatoire de choix de variable a été utilisée.

veau d'information fourni par le solveu€hoco, centré Les résultats présentés dans le tableau 3 montrent qu’uti-

3};_enetz_ment, esttcapable d’e Ifournl,r aux cogtramtes !{e:s MiKer des contraintes prétes a brancher n'a pas d'impact
mications ayant provoque leur revetecode, quant a I'efficacité, méme en cas de combinaison avec des

lFl>“ celntre p:opa?eateur bne ptht fourélr:r Cett? |r1f0][mat|0 contraintesd hoc Méme, on peut voir que la version préte
oura contrainté r €€ branchee suthoco, TINtertace — 5 ,54cher de la contrainte ee est bien meilleure que

présente une cp_mpl_exité temporglle direc_tement Iié_e 34 versionad hoc Ceci est principalement dd a la nature
nomlz}rée dedmolglflcaftlonsdde_tdomalnes reallseles(;anms qt'gmpletement incrémentale de cette contrainte (aucune
pourtecode, tinterface doit passer en revue 1€ domaiN€gy, - ,re packtrackable n'est utilisée). Enfin, la contrainte

lde cha(;qdl;e Vagilblfg(}l;r |Tlert1t|f]|cer les mod|f|cat|onst bDanﬁoundAl | D f f dans sa version préte a brancher est équi-
e cas déboun interface n'a uniquementbe- | ., o 5 <o versicad hoc

soin de connaitre les valeurs maximale et minimale des do-
maines des variables aussi bien pour I'un que l'autre des
solveurs. 6 Discussion

Nous résolvons les: reines a25, 50, 75, 100, 150
and 200 reines. Le probléme est modélisé a l'aide de Cet article tente d’identifier les limites du découplage
3 contraintesboundAl | Di ff (en version préte a bran- d'une contrainte globale du solveur sous-jacent. Nous
cher d’'une part et en versicad hocd’autre part). Cette avons montré dans les paragraphes précédents qu'il n'y a
contrainte ne gere aucune structure de données interpas de frein majeur a un tel découplage. En fait, cette ques-
ainsi le sur-co(t pour la version préte a brancher est miniion revient & lever deux interrogations :
mal. Pour 200 reines, le temps passé dans les trois modules
d’interface (une interface par contrainte) ne représente a¥e  Estce
1.5% du temps global de calcul (tableau 1).

On peut noter qu’une contraingeéte a branchepeut-
étre utilisée avec n'importe quel probléme. Le tableau 2 Les contraintes globales sont généralement implémen-
montre les détails du temps de calcul utilisé par les diftées a I'aide des structures dédiées et de I’API d’un solveur
férentes composantes de la contraihtece, tant pour donné. Ces contraintes, le plus souvent, embarquent des
Choco que pourGecode. Pour des graphes d’ordi2s,  structures de données persistantes utilisées pour mainte-
50, 75, 100, 150, 200}, et de densit§0.05, 0.2, 0.4, 0.5,  nir leur propre niveau de consistance pendant la recherche
0.6, 0.8, 0.95}, 50 instances d’'un probléme de partionne-de solution. En réalité, cette interférence du solveur avec
ment de graphe sont générées (soit au titab graphes). I'architecture interne de la contrainte est plutdt une limi-
Notons que les deux solveurs utilisent ici la méme heurigation pour I'efficacité et I'expressivité d’une implémenta-
tique de choix de variable. La colonne “Interface” du tation. Par exemple, les nouveautés proposées par les lan-
bleau 2 montre parfaitement le sur-co(it engendré par I'irgages ne sont pas, la plupart du temps, directement utili-
terface dans Gecode. On note aussi ce que le temps pasables étant donné le temps de latence induit par le solveur
dans la contrainte elle-méme est le méme dans les deux skiFméme (par exemple, legenericsen Java).

que 'implémentation d'une
contrainte préte a brancher est difficile ?
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Ordre du graphe

tempsChoco (ms)

tempsGecode (ms)

Interface Contrainte Graphe Interface Contrainte Structure
25 5 10 27 6 10 27
50 5 57 229 24 56 228
75 11 190 863 58 186 879
100 18 440 2287 120 439 2310
150 50 1466 9524 368 1329 9596
200 32 3214 27551 812 3009 27097

TAB. 2 — Temps de calcul potir ee branchée sur les deux solveurs (Choco et Gecode).

contraintet r ee ad hoc contraintet r ee a brancher

Ordre du graphe

ad hoc
boundAl | Di f f

a brancher
boundAl | Di f f

ad hoc
boundAl | Di f f

a brancher
boundAl | Di f f

57

58

56

52

5529

5577

6224

6235

10858

10745

10311

10126

19201

19267

14956

14855

60683

60612

27271

27380

156055

155793

45099

45919

TAB. 3 — Résolution du probléme de chemin hamiltonien combinant contraintes ad hoc et prétes a brancher (ms).

Ainsi, dans le contexte des contraintes prétes a brates variables du solveur. Mais, pour les contraintes prétes a
cher la question des structures de données internes n'erancher, ces événements sont généralement vides de sens
est plus une car toute latitude est laissée au développeper se C’est pourquoi I'interface doit les traiter pour trans-
Par contre, la vraie question est la maniére de mettre a joformer ces événements du solveur en événements sur les
la représentation interne de la contrainte face aux événstructures de données internes de la contrainte.
ments fournis par le solveur. Une réponse satisfaisante doitDans la premiére approche de découplage, les évé-
prendre en compte la complexité du maintien des proprigrements du solveur peuvent traduit gnelque chose a
tés maintenues par la représentation interne. Intuitivememhangé Cette information permet de recalculer les proprié-
trois cas peuvent étre distingués : dans le premier cas, & 4 maintenir.
propriétés sont calculée; a chaque appel de la c_ontrainteD{mS la seconde approche, les événements du solveur
sans aucun effet mémoire (comme dans la section 4.Znt transformés en des mises a jour de la structure de don-
Ainsi, apres chaque modification les propriétés sont recglges interne traitées ensuite par les algorithmes incrémen-
culées et la contrainte peut les exploiter ; dans le deuxiemg,y fournis par la contrainte. Ces mises a jour dépendent
cas, les propriétés ne peuvent étre recalculées de manigigype de modifications que sont capables de traiter les al-
efficace mais il existe des algorithmes completement inyorithmes en question. Par exemple, dans la section 4.3, les
crémentaux qui permettent de prendre en compte les M@ygnements du solveur ont été transformés en des retraits
difications (cas de la section 4.3). Dans le cas des proprig-’o-u ajouts) d’arétes dans le graphe de référence.

t€s de graphe, par exemple, de nombreux travaux eXiStemEm‘in dans la derniére approche, les événéments du sol-

pour prendre en compte dynamiquement des modificatio%ur sont transformés en des événements compris par la
de structures. Ainsi, [17] propose un algorithme de main:

) ) . 2 structure backtrackable générique utilisée.
tien d'un arbre recouvrant de poids minimal devant des o . . .
a limite principale au découplage des contraintes glo-

ajouts/retraits d’arétes ; dans le dernier cas, il est nécessajr \ . . - .
i‘%@e n'est pas une question de génie logiciel mais plu-

d’embarquer dans la contrainte des mécanismes explic ) # R
de retour arriére (selon diverses méthodes : trailing, copig?t une questlpp ,d mteroperaplllte des Iangage; de pro-
recalcul). La, il est tout de méme nécessaire d’étre capabﬁ’éammatlon utilises pour implémenter les co,ntralnte:%. par
de savoir depuis la contrainte si un retour arriére a eu |ie§f<emple, les contraintes de choco sont développées en
ou non. ava, celles de G_ecode en _C++, celles de Comet en Co-
met et les contraintes de Sicstus Prolog en C. Evidem-
ment des outils existent pour traiter ces problématiques.
Par exemple, nous avons utilisé JNI (Java Native Interface)
pour interfacer nos contraintes prétes a brancher avec Ge-
code (a travers le module Gecode/J). JNI permet a du code
Les solveurs manipulent des événements sur les vdava tournant sur une machine virtuelle d'appeler et d’étre
riables décrivant des modifications des domaines : retraiéppelé par d’autres applications écrites dans d’autres lan-
de valeur(s), mise a jour de borne(s), etc. Ces événemengges de programmation. Les colts engendrés par une telle
sont compris et traités par toutes les contraintes portant saterface supplémentaire sont liés au type d’arguments pas-

6.2 Est-ce que réaliser linterface pour une
contrainte préte a brancher est difficile ?

123



sés entre les différent langages. Mais, en faisant attentiomont pas nécessairement vocation a étre découplées (par
les applications Java peuvent appeler du code natif de m@xemple, les contraintes arithmétiques ou toute contrainte
niere relativement efficace. De plus, le sur-coit de JNI d&€ nécessitant pas le maintien d’un état interne). L'objectif

ient néaligeabl dl d tif est fort a long terme de cette réflexion est la promotion de la no-
:nendneg Igéable quand le code nalit est fort Consommyjgn de contrainte globale en dehors du strict cadre de la
eur de cpu.

programmation par contraintes classique en en proposant
Dans le cas de notre interface, les parametres sont dagilisation, par exemple, dans des stratégies de recherche

messages d’événements (sur les variables) ainsi JNI est Ufgale ou des solveurs a base d’explications.

solution envisageable. Par contre, pour une application co-

dée en C, appeler une fonction Java est peu efficace caReferences

est alors nécessaire d'utiliser des mécanismes réflexifs dapg
Java [23]. Il existe d’autres approches pour assurer l'inter-
opérabilité des langages : communication par TCP/IP ol
par IPC (inter-process communication) par exemple. Legs,
applications Java en particulier peuvent utiliser les techno-

logies objet distribuées comme I'API IBL ”

7 Conclusion [5]
Cet article s'est proposé d'étudier les liens entre les
contraintes et les solveurs dans lesquels elles sont img)
plémentées pour montrer qu’'un découplage est générale-
ment possible. Un tel découplage permet d'utiliser ded”
contraintes globales complexes (assez difficiles a im-
plémenter) avec différents solveurs. Nous avons montré!
gu’'une limitation reposait sur la gestion de la mémoire
pour le retour arriére tant sur les domaines des variables]

gue pour les structures de données internes manipuléesrPar

les contraintes. Nous avons proposé une discussion su
manipulation d’'une mémoire distribuée pour les structures
de données de chaque contrainte. En particulier, nous avdhs
montré que dans le cas de la contraintee et plus géné- [12]
ralement quand des algorithmes complétement incrémen-
taux existent, un tel découplage est efficace. [13]
De plus, pour une contrainte globale donnée, un décou-
plage entre filtrage et structure de données interne est pm
point central qui permet une véritable séparation des pré-
occupations (importante d’'un point de vue génie Iogiciel)[.15]
En effet, améliorer un algorithme de filtrage est différentig
d’améliorer la gestion des structures de données. Mais, on
se rend compte que pour beaucoup de contraintes c’est
qui fait la différence (en particulier pour les contraintes sur
les graphes comme la contrainteee). Enfin, nous mon-
trons que le frein principal au découplage des contraint&?!
globales n’est pas uniquement un probléme de génie logis
ciel mais reste au niveau de l'interopérabilité des langages

de programmation. 20]
Nos travaux futurs concernent la mise a disposition d’'un
ensemble de contraintes globales sur les graphes et guf
un ensemble d’interfaces pour gérer efficacement l'inté-
ropérabilité entre langage (avec une focalisation sur Java
et C/C++). Bien sir, toutes les contraintes d’'un systemig2|

"http://java. sun. com docs/ books/ per f or mance/ [23]
1st _edition/htm /JPNati veCode. fm htm
8http://java. sun. conl docs/ books/jni/htm /

intro. htm #1811
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Abstract

Ce papier introduit une contrainte globale associant
une contrainte regular et plusieurs colits cumulatifs.
Le probleme d’optimisation sous-jacent a la contrainte
multicost-regular est NP-difficile mais peut étre ré-
duit par une relaxation lagrangienne performante. L'ex-
pressivité et I'efficacité de cette nouvelle contrainte sont
évaluées sur des problémes de planification de person-
nel basés sur des réglementations du travail réelles.
Les résultats empiriques de la contrainte multicost-
regular surpassent de fagon significative les résultats
donnés par un modeéle décomposé comprenant d'une
part la contrainte regular et d’autre part la contrainte
global-cardinality.

1 Introduction

L’action simultanée du séquencement et du comp-
tage d’objets intervient dans de nombreux problémes
de décision combinatoires, et notamment dans les
problemes de planification d’horaires et de tournées
de véhicules. Lors de sa tournée, un véhicule visite
une suite de lieux en empruntant un chemin dans
le réseau routier. Ce chemin ou circuit est défini se-
lon des criteres numériques tels que la distance to-
tale parcourue, le temps nécessaire, ou la capacité
du véhicule. Si un seul attribut numérique est spé-
cifié, trouver un circuit possible revient a résoudre
un probléeme de plus court/long chemin. Lorsque plu-
sieurs attributs sont renseignés, le probleme de plus
court/long chemin sous contraintes de ressources — ou
Resource Constrained Shortest/Longest Path Problem
(RCSPP) —devient NP-complet. Toutes ces conditions
numériques restreignent le nombre de chemins pouvant
correspondre au sein du réseau routier. C’est pourquoi
il est plus efficace de propager 'ensemble de ces cri-
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teres pendant la recherche de chemins, plutot que de
les prendre en compte séparément. Un parallele peut
étre fait avec les problemes de planification d’horaires.
En effet, planifier le travail d’'un employé revient a défi-
nir, sur une plage de temps donnée, une séquence d’ac-
tivités (ou postes) respectant différentes regles, nom-
breuses et variées, comme par exemple : «une nuit
de travail est suivie d’'une matinée de repos», un tra-
vail de nuit est payé double, au moins dix jours de
repos par mois, etc. Ainsi, la définition d’un planning
horaire méle étroitement des criteres structurels — les
séquences d’activités autorisées ou interdites — et des
criteres numériques — les cotts et les compteurs d’acti-
vités. La modélisation de toutes ces conditions indivi-
duellement est en soi une tache difficile, pour laquelle
lexpressivité et la flexibilité de la programmation
par contraintes sont reconnues. Les modéliser de ma-
niere efficace est plus difficile encore puisque cela im-
plique de pouvoir raisonner sur I’ensemble des condi-
tions de maniere globale. En introduisant la contrainte
globale regular, Pesant [9] proposait une méthode
élégante et efficace pour modéliser et pour résoudre
les contraintes structurelles de séquencement comme
une recherche de chemins dans un graphe acyclique.
Les contraintes d’optimisation soft-regular [14] et
cost-regular [4] étendent cette approche en considé-
rant des bornes sur le cotuit total (colit de violation ou
cotit financier) d’une séquence d’activités. Le probleme
sous-jacent consiste alors a calculer les plus courts et
plus longs chemins du graphe acyclique et a les fil-
trer selon ces bornes. La contrainte cost-regular a
été appliquée avec succes, au sein d’une approche de
génération de colonnes basée sur la programmation
par contraintes, pour résoudre des problémes réels de
planification de personnel [4]. Pourtant, le modele de
programmation par contraintes utilisé révele une trop



faible interaction entre la contrainte cost-regular et
une contrainte externe global-cardinality chargée
de limiter le nombre d’occurrences des activités. En ef-
fet, avec une telle décomposition, le graphe support de
cost-regular conserve de nombreux chemins qui ne
satisfont pas aux contraintes de cardinalité. Dans cet
article, nous poursuivons la généralisation de cette ap-
proche en proposant de traiter plusieurs compteurs ou
attributs de cotits au sein d’une seule contrainte glo-
bale multicost-regular. Celle-ci permet de raison-
ner simultanément sur les criteres de séquencement, de
cotts et d’occurrences. Comme évoqué ci-avant, le pro-
bleme d’optimisation sous-jacent est un RCSPP et il
reste NP-difficile méme quand le graphe est acyclique.
Ainsi, lalgorithme de filtrage que nous proposons at-
teint un niveau de consistance relaché. Celui-ci s’ap-
puie sur une relaxation lagrangienne du RCSPP en
suivant le principe de filtrage par relaxation lagran-
gienne défini par Sellmann [11]. Notre implémentation
de multicost-regular est disponible dans la distribu-
tion du solveur de contraintes open-source CHOCO *.
Ce papier est organisé de la facon suivante. Dans la
Section 2, la classe des contraintes regular est pré-
sentée et une comparaison théorique entre ’approche
de recherche par chemins de Pesant [9] et ’approche
par décomposition proposée par Beldiceanu et al. [1]
est développée. Nous introduirons alors la nouvelle
contrainte multicost-regular. Dans la Section 3, une
introduction & l'algorithme de filtrage par relaxation
lagrangienne est présentée. Dans la Section 4, une va-
riété de regles de travail standards sont décrites et
I’étude d’une méthode systématique de création d’une
instance multicost-regular a partir d’'un ensemble
de ces regles est présentée. Enfin, dans la Section 5,
les résultats de calculs empiriques sur des cas tests de
problemes de planification de personnel sont comparés.
Ils montrent I’atout significatif de multicost-regular
comparée a un modele par décomposition avec des
contraintes regular et globalcardinality.

2 Contraintes d’appartenance a un lan-
gage rationnel

Cette section revient sur la définition de la
contrainte regular et les travaux associés puis intro-
duit la contrainte multicost-regular. Tout d’abord,
nous rappelons les notions de base de la théorie des
automates et introduisons les notations qui seront uti-
lisées dans ce papier :

Nous considérons un ensemble non-vide ¥ appelé
alphabet. Les éléments de l’ensemble ¥ sont appelés
lettres, les séquences de lettres sont appelées mots, et

Thttp ://choco.emn.fr/

les ensembles de mots sont appelés langages dans 3.
Un automate II est un multigraphe orienté (Q, A) dont
les arcs sont étiquetés par les lettres d’un alphabet X3,
et ol deux sous-ensembles non-vides de noeuds I et
A sont distingués. L’ensemble de noeuds @) est appelé
I’ensemble d’états de II, I est I’ensemble des états ini-
tiauz, et A est ’ensemble desétats finauz. L’ensemble
non-vide A C Q@ xXx(Q des arcs est appelé I’ensemble
des transitions de II. Un mot dans ¥ est dit accepté
par II s’il correspond a la séquence d’étiquettes des
arcs d’un chemin depuis un état initial vers un état
final dans II. L’automate II est un automate fini déter-
ministe (AFD) si A est fini et 8'il posséde un unique
état initial (I = {s}) et aucune paire de transitions
partageant la méme extrémité initiale et la méme éti-
quette. Le langage accepté par un AFD est un langage
rationnel ou régulier.

2.1 Chemins et décomposition :
pour regular

deux approches

La contrainte regular a été introduite par
Pesant [9]. Etant donnée une séquence X =
(z1,22,...,x,) de variables et un automate fini dé-
terministe II = (@, X, A, {s}, A), la contrainte regu-
lar(X,II) est vérifiée si et seulement si X est un mot
de taille n sur ¥ accepté par II. Par définition, les solu-
tions de regular(X,II) correspondent une & une aux
chemins de n arcs connectant s a un sommet dans A
dans le multigraphe orienté II. Soit J; € A I’ensemble
des transitions qui correspondent au i-eme arc d’un
tel chemin, alors une valeur pour x; est cohérente si
et seulement si §; contient une transition étiquetée par
cette valeur.

Incidemment, Pesant [9] et Beldiceanu et al [1] ont
introduit deux approches orthogonales pour assurer la
Consistance d’Arc Généralisée (CAG) de la contrainte
regular (voir la figure 1). L’approche proposée par Pe-
sant [9] est de développer IT comme un AFD acyclique
II,, qui accepte uniquement les mots de longueur n.
Par construction, II,, est un multigraphe a plusieurs
couches avec 1'état s dans la couche 0 (la source),
les états finaux A dans la couche n (les puits), et ou
I’ensemble des arcs d’une couche quelconque ¢ coin-
cide avec ¢;. Une premiere recherche étendue permet
de maintenir la cohérence entre II,, et les domaines
des variables en retirant les arcs dans J; dont les éti-
quettes ne sont pas dans le domaine de z;, puis en
retirant les noeuds et arcs qui ne sont pas connec-
tés a une source et a un puits. Dans Beldiceanu et
al [1], une contrainte regular est décomposée en n
contraintes ternaires définies en extension et modéli-
sant les ensembles 01, do, ..., d,. La décomposition in-
troduit des variables d’état qo € {s}, q1,...,qn—1 € Q,
qn € A et des contraintes ternaires de transition
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(¢i—1,%i,qi) € ;. Le réseau des contraintes de transi-
tion étant Berge-acyclique, appliquer une consistance
d’arc sur la décomposition permet d’atteindre la CAG
sur regular.

" (
=0
modele décomposé :
automate déployé (g0, 21,q1) € {(s,a,5), (s,b,1)},
- : *: ‘ f,7\:“ (qlaanqQ) € {(S,CL, S), (150'7 1)}7
S @ (q27x37q3) €

{(s,a,5), (1,0, ). (4/B/MALIATAN
(g3, 4,q4) € {(s,0, 1), (H{H1H)}-

Fia. 1 — Soit PTAFD décrit ci-dessus appliqué a X €
{a,b} x {a} x{a,b} x {b}. L’automate déployé de regular
est présenté a gauche et le modele décomposé sur la droite

du schéma. Les transitions en pointillé sont filtrées dans
les deux modeles.

Dans la premiére approche, un algorithme spécifique
est défini pour maintenir ’ensemble des chemins sup-
port, tandis que la seconde approche permet de laisser
le solveur propager les contraintes de transitions. Ces
deux approches de filtrage sont orthogonales mais, se-
lon la propagation du second modele, elles peuvent
procéder de maniere rigoureusement identique.

Assumons, sans perte de généralité, que X est
I'union de domaines variables, alors ’exécution ini-
tiale de l'algorithme de Pesant pour la construction
de II,, est réalisé en O(n|A|) en temps et en espace
(avec A < |Q||X] si IT est un AFD). Le filtrage incré-
mental procéde par un parcours avant/arriere de II,
et possede cette méme complexité de pire cas. En réa-
lité, la complexité de l'algorithme dépend plus de la
taille A,| de lautomate déployé II,, que de la taille
|A] de Pautomate spécifié I1. Notons par exemple que
lorsque l'automate spécifié Il accepte uniquement des
mots de taille n alors il est déja déployé (IT = II,,) et la
premiere exécution de 'algorithme est en O(|A|). En
pratique, de méme que dans nos tests (Section 5), IL,
peut méme étre nettement plus petit que II. Cela signi-
fie que de nombreux états finaux dans II ne peuvent
pas étre atteints en exactement n transitions. Le fil-
trage s’effectue alors en O(]A,|) avec ici |A,| < n|A|.

regular est une contrainte tres expressive. Elle est
utile pour modéliser les séquencements acceptés (mo-
tifs), contraintes fréquentes dans les problemes de pla-
nification. Elle permet aussi de reformuler d’autres
contraintes globales [1] ou encore de modéliser des
contraintes définies en extension. Une autre applica-
tion de regular est de modéliser une contrainte glis-
sante : Récemment, Bessiere et al. [2] ont introduit la
méta-contrainte slide. Dans sa forme la plus géné-
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rale, slide prend comme arguments une matrice de
variables Y de taille n X p et une contrainte C' d’arité
pk avec k < n. slide(Y,C) est satisfaite si et seule-
ment si C(Y} 1, Ybpts s Yigpr -+ Yipp) €st satis-
faite pour tout 0 < ¢ < n — k. En utilisant la dé-
composition proposée dans [1], regular(X,II) peut
étre reformulée comme slide([Q, X],Ca), avec Q la
séquence de variables d’état et Ca la contrainte de
transition Ca(q,z,q¢',2") = (¢, z,¢') € A. Inverse-
ment [2], une contrainte slide peut étre reformulée
comme une contrainte regular mais cela nécessite
d’énumérer tous les n-uplets valides de C'. Cette refor-
mulation peut cependant s’avérer utile dans le cadre de
la planification (notamment en car-scheduling) pour
modéliser une contrainte de cardinalité glissante, aussi
connue sous le nom de sequence. De puissants algo-
rithmes spécialisés existent pour cette contrainte (voir
e.g. [7]). L’avantage de la reformulation est qu’elle
permet d’intégrer I'automate résultant avec d’autres
regles de motifs comme nous le montrerons dans la
Section 4. Enfin, notons l'existence de travaux liés
aux contraintes dans les grammaires a contexte non-
contraint (voir e.g. [6]) bien que les langages rationnels
soient généralement suffisants dans le cadre de la pla-
nification de personnel.

2.2 Bornes de coiits et cardinalités

Les problemes de planification de personnel sont en
général définis comme des probléemes d’optimisation.
La plupart du temps, le critéere a optimiser est un cott
cumulatif, c’est a dire la somme des colits associés a
chacune des activités d’un travailleur. Un tel cotit peut
avoir différentes significations : il peut représenter un
cout financier, une préférence, ou un compteur d’ac-
tions. Ainsi, concevoir un emploi du temps valide pour
un travailleur consiste a définir une séquence d’activi-
tés respectant des motifs donnés et dont le colt est
borné. Cela peut étre spécifié a ’aide d’une contrainte
cost-regular [4]. Soit ¢ = (Ciq)ie[1..n]xacs UNE ma-
trice de cotits des activités et z € [z,Z] une variable
bornée (z,Z € R), cost-regular(X, z,1I, ¢) est satis-
faite si et seulement si regular(X,II) est satisfaite
et Z?:l Ciz; = 2. On notera que la contrainte knap-
sack [13] est un cas spécial. A moins que P = NP, la
CAG de la contrainte knapsack ne peut étre assurée
au mieux qu’en temps pseudo-polynomial (polynomial
en les valeurs des bornes de z). Par conséquent, assurer
la CAG de cost-regular est NP-difficile.

La définition de cost-regular révele une décom-
position naturelle en une contrainte regular reliée a
une contrainte knapsack. En réalité, cette décompo-
sition est équivalente a celle proposée par Beldiceanu



et al. [1] lorsque I'on s’intéresse & un cofit cumulatif? :
des variables de couts k; sont associées aux variables
d’état g;, avec kg = 0 et k,, = z, et plusieurs fonctions
arithmétiques et contraintes element modélisent les
knapsack et les contraintes de transition. Cette formu-
lation peut étre ré-écrite comme slide([Q, X, K], C%),
avec CR(qi—1,Ti—1, ki—1, i, Ti, ki) = (qi—1, Ti—1,q;) €
A ANk; = ki—1 + ¢iz,- En fonction de la taille des do-
maines des variables de cofits, la CAG peut étre as-
surée sur knapsack dans un temps raisonnable. Ce-
pendant, comme 'hypergraphe des contraintes du mo-
dele décomposé n’est plus Berge-acyclique mais -
acyclic, on doit assurer la consistance deux-a-deux des
variables partagées — une paire (g;, k;) d’état et va-
riable de cott — par les contraintes de transition afin
d’atteindre la CAG du modele complet. Une option
similaire proposée pour slide [2] est d’assurer ’AC
sur ’encodage dual de ’hypergraphe des contraintes
C4K, mais la-aussi cela nécessite d’expliciter tous les
n-uplets supports, rendant son utilisation non fonc-
tionnelle.

L’algorithme de filtrage présenté dans [4] pour
cost-regular est une légére adaptation® de I’algo-
rithme de Pesant pour regular. Il s’appuie sur le cal-
cul de plus court et plus long chemins dans le graphe
déployé II,, évalué par les couts des transitions. A
chaque noeud (i, ¢) d’une couche i de II,, sont associés
deux variables de couts bornées k;, et k;:p modélisant
les longueurs des chemins, respectivement depuis la
couche 0 jusqu’a la couche (i, q) et depuis (7, ¢) jusqu’a
la couche n. Les variables de cotits peuvent étre initiali-
sée de fagon triviale pendant la construction de I1,, : ki_q
dans le sens avant et k;; dans le sens arriere. Les bornes
de la variable z sont alors réduites selon la condition
z C kd,. Inversement, un arc ((i — 1,¢),a, (i,q¢")) € &;
peut étre retiré des que :

_ + _ — T
k(ifl)q + Cig + kiq, >7Z or k(ifl)q + Ciq + kiq, > 2.

Comme le graphe II,, est acyclique, surveiller les va-
riables de cott, c’est a dire les plus court et plus long
chemins, peut étre réalisé par I'algorithme de parcours
avec la méme complexité O(]A,|) que pour maintenir
la connexité du graphe dans regular.

Comme évoqué précédemment, cet algorithme at-
teint un niveau hybride de consistance sur cost-
regular. En fait, il assure pour le modeéle décom-
posé une consistance entre les variables d’état et les
bornes de la variable de colit associée selon la rela-

2Le modele dans [1] peut traiter non seulement les sommes
mais aussi diverses fonctions arithmétiques de cotits, mais aucun
exemple de cette utilisation n’est donnée.

3 Auparavant, l’algorithme était appliqué partiellement —
uniquement pour la minimisation — au cas spécial soft-
regular [hamming] dans [1] et dans [14].

tion ¢ = (i,q) <= ki = k;,. L’algorithme sup-
plante donc le modele décomposé knapsackAregular
quand seule la consistance aux bornes est appliquée
sur les variables de cotits. Sinon, si ’AC est assurée sur
knapsack alors les deux approches sont incomparables,
comme nous le montrent les deux exemples présentés
en Figures 2 et 3.

(90,1, q1,1) €

{(s,a,1,1),(s,b,2,2)},
oyelement (ki ji, (ko + 1, ko)),
“(q1, 72, g2, j2) €

{(1,qa,3,1),(2,b,3,2)},

element(z, j2, (k1 + 1, k1)),

qo € {S},Ql € {1,2},(]2 S {3}7

ko € {0}, k1 € {0,1},

z1 € {a,b},x2 € {a,b},z € {0,1}.

alll > 1 - all

b[0] b [0]

z1 € {,b},
T2 € Wv b}7
z € [0,1].

F1c. 2 — Soit ’AFD représenté avec les coiits entre cro-
chets appliqué & X = (z1,22) € {a,b} x {a,b} et z € [0, 1].
L’algorithme cost-regular (sur la gauche) filtre les arcs
en pointillé et atteint ainsi la CAG. L’arc-consistance sur
le modele décomposé (sur la droite) n’atteint pas la consis-
tance globale.

(Jfl,jl) € {(a7 l)lﬂm’ (b7 3)}a

alg element(k1, ji, (ko, M/, ko +
el - ea2))s
Ll . (xQ’jQ) € {(avl)v(b’ 2)}7

z1 € {a,b,c}, element(z, j2, (k1, k1 + 2)),

72 € {a,b), ko € {0}, b1 € (01,2},

z € [232] T1 € {a’a bvﬁ}axQ € {a’7 b}az €

{2}

F1G. 3 — Soit maintenant ’AFD représenté ci-dessus appli-
qué a X = (x1,22) € {a,b,c} x {a,b} et z € [2,2]. Assurer
PAC sur le modele décomposé (sur la droite) atteint la
CAG. L’algorithme cost-regular (sur la gauche) n’atteint
pas la CAG puisque les chemins minimum et maximum
traversant 'arc x1 = ¢ sont consistants avec les bornes de
z.

2.3 La contrainte multicost-regular

Une généralisation naturelle de cost-regular est de
traiter plus d’un cotut cumulatif : soit un vecteur Z =
(2, ..., 2f) de variables bornées et ¢ = (Cga):ee[[f.'.}ﬁ],aez
une matrice de colits associés aux activités, muticost—
regular(X, Z, 11, ¢) est satisfaite si et seulement si re-
gular (X, II) est satisfaite et Y_." | ¢f, = 2" pour tout
0 < r < R. Une telle généralisation trouve son in-
térét dans le cadre de la planification de personnel.
En effet, outre le cotit financier et les restrictions liées
aux motifs, ’emploi du temps individuel est en général
assujetti a une contrainte global-cardinality limi-

tant le nombre d’occurrences de chaque valeur dans la

128



séquence. Ces bornes peuvent réduire drastiquement
I’ensemble des solutions valides et donc le graphe sup-
port de la contrainte regular. Ainsi, traiter les cotits
au sein de la contrainte regular permet également
de réduire la taille du graphe support. Puisqu’il s’agit
ici d’'une généralisation de la contrainte cost-regular
ou de la contrainte global-sequencing [10], nous ne
pouvons pas espérer atteindre la CAG en un temps
polynomial. Le modele de Beldiceanu et al [1] — ou la
contrainte slide — s’intéresse également a la prise en
compte de plusieurs cotits, mais encore une fois le trai-
tement proposé consiste a décomposer une contrainte
regular en une conjonction de contraintes en exten-
sion liées a une contrainte knapsack pour chaque cott.

Ainsi, nous proposons d’exploiter la structure du
graphe support II,, pour avoir une bonne propagation
relaxée de muticost-regular. Les problemes d’opti-
misation sous-jacent a cost-regular étaient des pro-
blemes de plus court et plus long chemins dans II,,. Les
problemes d’optimisation sous-jacent a multicost-
regular sont les Resource Constrained Shortest and
Longest Path Problems (RCSPP and RCLPP) dans
IT,. Le RCSPP (resp. RCLPP) a pour but de trou-
ver le plus court (resp. plus long) chemin entre une
source et un puits dans un graphe orienté multi-valué,
de telle sorte que les quantités de ressources accumu-
lées sur les arcs ne dépassent pas certaines limites.
Meéme pour des graphes acycliques, ce probleme est
connu pour étre NP-difficile[5]. Deux approches sont
le plus souvent utilisées pour résoudre RCSPP [5] :
la programmation dynamique et la relaxation lagran-
gienne. Les méthodes basées sur la programmation dy-
namique étendent les algorithmes usuels de plus court
chemin par enregistrement des cotlts sur chaque di-
mension a chaque noeud du graphe. De méme que
dans cost-regular, cela peut aisément étre adapté
pour le filtrage en convertissant ces étiquettes de cotlits
en variables de cofits mais la mémoire nécessaire pour
l’algorithme serait trop importante. Au lieu de cela
nous avons investigué I’approche par relaxation lagran-
gienne, qui peut aussi étre aisément adaptée au filtrage
par l'algorithme cost-regular sans augmenter de ma-
niere drastique les besoins en mémoire.

3 Filtrage basé sur la relaxation lagran-
gienne

Sellmann [11] a établi le principe de l'utilisation
de la relaxation lagrangienne d’un programme linéaire
pour filtrer des contraintes d’optimisation. Nous ap-
pliquons ce principe au RCSPP/RCLPP pour le fil-
trage de multicost-regular. L’algorithme résultant
est un simple procédé itératif dans lequel le filtrage est
pris en charge par cost-regular dans II,, pour diffé-
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rentes fonctions de colits agrégés. Dans cette section,
nous présentons le modele usuel de relaxation lagran-
gienne pour le RCSPP, ainsi que la méthode de ré-
solution du dual lagrangien basée sur l'algorithme du
sous-gradient. Enfin nous montrons comment 1’adap-
ter pour le filtrage de multicost-regular.

Relaxation lagrangienne du RCSPP. On considere
un graphe orienté G = (V, E) muni d’un noeud source
s et d’'un nceud puits ¢, et un ensemble de ressources
Ri,...,Rr. Pour tout 1 <r < R, Z, (resp. z,) dénote
la consommation maximum (resp. minimum?) de la
ressource Ry sur un chemin de s a ¢ dans G, et c;
est la consommation de la ressource Ry sur tout arc
(i,j) € E. Le RCSPP se modélise par le programme
linéaire en nombres binaires suivant :

min Z CijTij s.t. (1)
(i,j)€E
2SN chmy <7 vr e [1..R] (2)
(i,j)EE
1 ifi=s,
inj—Zxﬁ: —1 lf’L:t7 VZGV (3)
jev jev 0 otherwise.
z:; € {0,1} Y(i,j) € E. (4)

Dans ce modele, une variable de décision x;; indique
si larc (4,j) appartient & un chemin solution. Les
contraintes (2) sont les contraintes de ressources et les
contraintes (3) sont les contraintes de chemin.

Le principe de la relaxation lagrangienne repose sur
le transfert de contraintes dites difficiles dans la fonc-
tion objectif ou elles sont ajoutées avec un cott de
violation u > 0 appelé multiplicateur lagrangien. Le
programme linéaire résultant, appelé sous-probléme la-
grangien de parameétre u est une relaxation du pro-
bleme original. Résoudre le dual lagrangien consiste
a trouver les multiplicateurs v > 0 qui fournissent la
meilleur relaxation, c.a.d. la plus grande borne infé-
rieure possible.

Les contraintes difficiles du RCSPP sont les 2R
contraintes de ressources (2). En effet, la suppression
de ces contraintes produit un probleme de plus court
chemin qui se résout en temps polynomial. Soit P
I'ensemble des solutions z € {0,1}¥ satisfaisant les
contraintes (3) : P est ’ensemble des chemins de s &
t dans G. Le sous probleme lagrangien de parametre
u=(u_,uy) € R2% écrit :

R R
SP(u) : f(u) = min chr; ug(mff)f; u” (c"z—2")

4Dans la définition originale du RCSPP, il n’y a pas de borne
inférieure sur la capacité : z,



Une solution optimale z* pour SP(u) correspond ainsi
& tout plus court chemin dans le graphe G(u) =
(V,E, c(u)) défini par :

R
clw) = e+ 3 (], —ul)er (5)
r=1
et son cout est égal a :
fu) = c(u)a™ + K, (6)
avec Ky = Zn:(uizi —ul2").
r=1

Résoudre le dual lagrangien. Le dual lagrangien
consiste & trouver la meilleur borne inférieure f(u),
c.a.d. a maximiser la fonction concave linéaire par mor-
ceaux f :

LD: frp = max f(u) (7)

uE]Ri_R

Plusieurs algorithmes permettent de résoudre le dual
lagrangien. Nous nous sommes intéressés ici a ’algo-
rithme du sous-gradient [12] pour sa simplicité d’uti-
lisation et parce qu’il ne nécessite pas 1'utilisation
d’un solveur linéaire. L’algorithme du sous-gradient
résout de maniere itérative, pour