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Yves Deville, UCLouvain, Belgique
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Préface

La programmation par contraintes (PC) est porteuse d’une grande ambition : celle d’offrir des langages de
modélisation permettant de décrire et de résoudre efficacement des problèmes combinatoires complexes tels
que la planification, l’allocation de ressources, le routage de véhicules ou l’ordonnancement. La PC propose
une nouvelle approche pour l’optimisation combinatoire ; orthogonale et complémentaire à la recherche opéra-
tionnelle traditionnelle. Une des caractéristiques essentielles de la PC est la séparation entre l’expression d’un
modèle, sous la forme d’un ensemble de contraintes, et la spécification d’une stratégie d’exploration de l’espace
des solutions. Cette séparation offre le double avantage de réduire le temps de développement et d’offrir une
approche modulaire : un modèle existant peut être affiné par l’ajout de contraintes supplémentaires. La PC
permet de considérer des domaines finis et continus ; elle offre des méthodes de recherche complète ainsi que des
méthodes de recherche locale ; elle permet de combiner différentes approches ainsi que d’intégrer des méthodes
de programmation mathématiques.

Le succès de la PC dans le monde industriel s’est affirmé dans des domaines aussi divers que le transport,
les télécommunications, le sport, les services, la production, la gestion du personnel et la conception. Plusieurs
outils commerciaux sont aujourd’hui disponibles et intègrent les technologies les plus récentes. La PC peut
aujourd’hui s’ouvrir vers de nouvelles applications innovantes telles que l’optimisation stochastique et les
problèmes de décision avec incertitude.

Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JFPC) se veulent un lieu convivial de
rencontres, discussions et échanges scientifiques, pour la communauté francophone, en particulier entre
thésards, chercheurs plus confirmés et industriels. Les JFPC sont patronnées par l’Association Française
pour la Programmation par Contraintes (AFPC) qui réunit les chercheurs, ingénieurs et enseignants du
domaine, souvent issus de l’informatique théorique, de la programmation logique, de l’intelligence artificielle,
de l’algorithmique ou de la recherche opérationnelle. Cette cinquième édition des JFPC a lieu à Orléans du 3
au 5 juin 2009. Elle fait suite aux manifestations antérieures qui se sont tenues à Nantes (2008), Rocquencourt
(2007), Nı̂mes (2006) et Lens (2005). Les JFPC sont issues de la fusion des conférences JFPLC (Journées
Francophones de la Programmation Logique avec Contraintes) nées en 1992 et JNPC (Journées Nationales sur
la Résolution Pratique de Problèmes NP-Complets) nées en 1994. Avant cette fusion, le rapprochement entre
les deux communautés s’est traduit, depuis 1998, par l’organisation conjointe des JFPLC et des JNPC : Angers
(2004), Amiens (2003), Nice (2002), Toulouse et Paris (2001), Marseille (2000), Lyon (1999) et Nantes (1998).

Quarante-sept articles ont été soumis à l’édition 2009 des JFPC, provenant de France, de Belgique,
d’Angleterre, des Etats-Unis, de Tunisie, du Chili, de Chine, d’Algérie, du Brésil, du Danemark et du Maroc.
Le comité de programme en a sélectionné trente-neuf, auxquels se sont ajoutées deux conférences invitées,
par Laurent Trilling, IMC-IMAG, Université Joseph Fourier, Grenoble, et Pascal Van Hentenryck, Brown
University, Providence, USA. Le programme compte également une demi-journée industrielle, composée de
présentations de produits et de tutoriels.

Je tiens à remercier les auteurs des articles soumis ainsi que les membres du comité de programme et tous
les relecteurs, pour le soin qu’ils ont apporté à l’évaluation de ces articles, leurs critiques constructives et
les discussions sur EasyChair. Merci à Gilles Trombettoni, ancien Président du comité de programme pour
ses précieux conseils. Je remercie également tous les membres du comité d’organisation, et tout d’abord son
Président, Alexandre Tessier, pour son efficacité dans l’organisation de ces journées. Un merci tout particulier
à Matthieu Lopez qui a beaucoup aidé pour l’organisation et en particulier dans son rôle de webmaster. Merci
également à Isabelle Renard et Florence Maubert qui ont aidé pour les aspects administratifs, Willy Lesaint
pour l’organisation de la demi-journée industrielle, Catherine Tallon webdesigner à l’Université d’Orléans, Thi-
Bich-Hanh Diep-Dao, Denys Duchier, AbdelAli Ed-Dbali et Jérémie Vautard, membres du comité d’organisation.

Enfin nous remercions nos partenaires institutionnels et industriels qui nous ont soutenu financièrement :
l’INRIA, le LIFO, Ilog, la Région Centre, l’Université d’Orléans, Bouygues, la ville d’Orléans, GDR GPL du
CNRS, Cosytec, le Département du Loiret, KLS OPTIM, Dynadec et l’AFPC.

Yves Deville Président du comité de programme des JFPC’09
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Décidabilité de contraintes du premier ordre par contraintes duales
Khalil Djelloul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
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Un algorithme de décision dans l’algèbre des arbres finis ou infinis et des queues
Thi-Bich-Hanh Dao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345

Recherche (2) 355
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Approche déclarative de la modélisation de
réseaux de régulation de gènes discrets :

expériences et perspectives

Laurent Trilling

Laboratoire TIMC-IMAG (Techniques de l’Ingénierie Médicale et de la Complexité)
Université Joseph Fourier (Grenoble I)

Domaine de la Merci, 38710 La Tronche, France
laurent.trilling@imag.fr

Ce type d’activité se situe dans une perspective bio-
informatique post-génomique pour répondre au défi re-
présenté par la compréhension des réseaux biologiques.
Il s’agit d’abord, à partir de connaissances, d’observa-
tions biologiques ou même d’hypothèses sur un phé-
nomène d’aboutir à des modèles cohérents de réseaux,
c’est-à-dire des systèmes complexes en biologie. Dans
un second temps, l’objectif est celui de toute modé-
lisation : émettre, à partir de ces modèles cohérents,
des prédictions bien fondées, essentielles désormais aux
biologistes pour poursuivre leur analyse par des expé-
rimentations.

Traditionnellement, on utilise des équations diffé-
rentielles pour modéliser ce type de réseaux. Mais il
apparâıt qu’en l’absence de données complètes et pré-
cises, des approches discrètes peuvent apporter des
informations très intéressantes quant aux comporte-
ments dynamiques tels que les états stationnaires et
les cycles. Bien sur, la discrétisation doit représenter
une abstraction pertinente. C’est le cas pour le forma-
lisme introduit par René Thomas, auquel nous nous
intéressons, pour décrire les réseaux de régulation de
gènes.

D’un point de vue analyse, une vision ” program-
mation par contraintes ” présente l’intérêt de sortir
de la méthode d’investigation usuelle, assez ”artisa-
nale” : celle bâtie sur la construction d’un premier
modèle instancié qu’on confronte avec les observa-
tions/hypothèses pour affiner par essai/erreur le mo-
dèle original. A l’opposé, l’idée consiste à spécifier for-
mellement la structure du réseau et les contraintes dé-
crivant les observations/hypothèses. De cette façon,
on peut adresser des requêtes allant de la simulation

à l’inférence des paramètres définissant le réseau en
passant par des intermédiaires où les paramètres et
les comportements sont partiellement connus. Ce n’est
plus un seul modèle qui est considéré, mais une classe.

Nous présenterons essentiellement une méthode
d’analyse rendue possible par cette approche décla-
rative. Elle est basée sur quatre étapes : construc-
tion d’une spécification initiale comportant un maxi-
mum d’hypothèses biologiques, vérification de cohé-
rence et correction éventuelle par relâchement de
contraintes, production de propriétés appartenant des
langages préalablement définis, addition (resp. retrait)
de contraintes suivant les résultats et retour à la se-
conde (resp. troisième) étape. Cette méthode sera
illustrée par son application au ré-examen fructueux
d’une modélisation du stress carboné chez la bacté-
rie E.coli. On exposera à cette occasion comment ex-
primer sous forme de contraintes des caractéristiques
biologiques telles que les compositions d’interactions
entre gènes et les comportements dynamiques. Les pro-
blèmes de mise en oeuvre et de performance seront
aussi abordés via cette expérience.

Pour terminer, nous évoquerons les nombreux déve-
loppements envisagés sur le plan des formalismes, des
méthodes algorithmiques et des applications.

Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec
Delphine Ropers (INRIA-Rhones-Alpe), Sébastien
Corblin, Eric Fanchon et Sébastien Tripodi (TIMC-
IMAG).
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Online Stochastic Combinatorial Optimization:
Progress and Opportunities

Pascal Van Hentenryck

Brown University, Box 1910, Providence, RI 02912, USA
pvh@cs.brown.edu

Résumé

Progress in telecommunications offers tremendous
challenges and opportunities for optimization techno-
logy. The challenges is to take operational decisions un-
der uncertainty, while the opportunities may fundamen-
tally affect the future role of optimization. This talk re-
views progress in this area, survey challenging applica-
tions, and study the fundamental role that constraint
programming can play in addressing the needs.
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Une généralisation de l’approche
Cyclic-Clustering pour la résolution de CSP

structurés

Cédric Pinto Cyril Terrioux
LSIS - UMR CNRS 6168

Université Paul Cézanne (Aix-Marseille 3)
Avenue Escadrille Normandie-Niemen

13397 Marseille Cedex 20 (France)
{cedric.pinto, cyril.terrioux}@lsis.org

Résumé

Nous proposons une nouvelle méthode pour ré-
soudre des CSP structurés, qui généralise et amé-
liore l’approche Cyclic-Clustering [6]. D’abord, l’en-
semble coupe-cycle et la décomposition arborescente
du réseau de contraintes, qui sont employés pour tirer
profit de la structure du CSP, sont calculés indépen-
damment de la notion quelque peu contraignante de
sous-graphe triangulé induit. Ensuite, contrairement à
Cyclic-Clustering, la méthode proposée permet de ré-
soudre le CSP induit par la décomposition arbores-
cente sans avoir nécessairement instancié au préa-
lable toutes les variables de la partie coupe-cycle. La
résolution d’un tel CSP peut être effectuée grâce à la
méthode BTD [8] comme dans [9]. Dans la mesure
où BTD mémorise et exploite des (no)goods structu-
rels, nous nous intéressons ensuite aux conditions qui
rendent possible la réutilisation de (no)goods structu-
rels enregistrés lors d’appels précédents à BTD. Ces
conditions sont alors exploitées dans une version dé-
diée de BTD de sorte à profiter autant que possible
des informations précédemment mémorisées.

Du point de vue théorique, la méthode proposée
permet de garantir une borne de complexité en temps
relative à des paramètres liés à l’ensemble coupe-
cycle et à la décomposition arborescente employés.
Concernant l’intérêt pratique, nous pouvons espérer
détecter plus tôt les échecs et éviter certaines redon-
dances dans la recherche. Cet intérêt pratique est éva-
lué lors d’expériences préliminaires.

Abstract

We propose a new method for solving structu-
red CSPs which generalizes and improves the Cyclic-

Clustering approach [6]. First, the cutset and the tree-
decomposition of the constraint network, which are
used for taking advantage of the CSP structure, are
computed independently of the notion of triangulated
induced subgraph. Then, unlike Cyclic-Clustering, our
method can try to solve the tree-decomposition part
of the problem without having assigned all the va-
riables of the cutset. Regarding the solving of the tree-
decomposition part, we use the BTD method [8] like in
[9]. As BTD records and exploits structural (no)goods,
we provide some conditions which make possible the
use of structural (no)goods recorded during previous
calls of BTD and we implement them in a dedicated
version of BTD. By so doing, from a theoretical view-
point, we can provide a theoretical time complexity
bound related to parameters of the cutset and the tree-
decomposition and, from a practical viewpoint we ex-
pect to detect failures earlier and to avoid more redun-
dancies in the search. This practical interest is asses-
sed in some preliminary experiments.

1 Préliminaires

Le formalisme des problèmes de satisfaction de
contraintes (CSP) offre un cadre de formalisation extrême-
ment puissant pour l’expression et la résolution d’une mul-
titude de problèmes, en particulier de nombreux problèmes
académiques ou issus du monde réel (par exemple les pro-
blèmes de coloration de graphes, d’ordonnancement, d’af-
fectation de fréquence, . . .). Un problème de satisfaction
de contraintes (X, D, C, R) est défini comme un ensemble
de variables X = {x1, . . . xn} soumis à un ensemble de
contraintes C = {c1, . . . , cm}. A chaque variable xi est
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associé un domaine di issu de l’ensemble de domaines
D = {d1, . . . dn}. Le domaine fini di contient chacune des
valeurs possibles pour xi. Une contrainte ci ∈ C est un
sous-ensemble ordonné de variables, ci = (xi1 , . . . xiai

)
(le nombre ai de variables impliquées dans la contrainte
ci est appelé l’arité de cette contrainte). Notons que nous
utilisons la même notation pour désigner la contrainte ci et
l’ensemble des variables sur lesquelles elle porte. A chaque
contrainte ci est associée une relation rci ∈ R définissant
les combinaisons de valeurs autorisées pour les variables
soumises à la contrainte ci (rci

⊆ di1 × . . . × diai
). Soit

Y = {x1, . . . xk} un sous-ensemble de X . Une affecta-
tion A sur Y est un tuple (v1, . . . , vk) de d1 × . . . × dk.
Nous écrirons également A sous la forme plus explicite
{x1 ← v1, ..., xi ← vk}. Ensuite, nous noterons A1 ⊆ A2

si l’affectation A2 est une extension de l’affectation A1 (i.e.
nous avons A1 = {x1 ← v1, ..., xi ← vi} et A2 = {x1 ←
v1, ..., xi ← vi, ..., xi+j ← vi+j} avec j ≥ 0). Une af-
fectation A sur Y satisfait une contrainte c ∈ C telle que
c ⊆ Y si A[c] ∈ rc où A[c] désigne la restriction de A aux
variables sur lesquelles porte c.A est dite consistante si elle
satisfait chaque contrainte c telle que c ⊆ Y . Une solution
est une affectation de chacune des variables qui satisfait
toutes les contraintes. Déterminer s’il existe une solution
constitue un problème NP-Complet. Nous noterons Sol(P)
l’ensemble des solutions du CSP P . Pour des raisons de
simplicité, nous ne considérerons, dans la suite de cet ar-
ticle, que le cas des CSP binaires (c’est-à-dire des CSP
dont chaque contrainte porte sur deux variables exacte-
ment). Néanmoins, ces travaux peuvent s’étendre aux CSP
n-aires.

Les méthodes utilisées habituellement pour résoudre des
CSP (comme, par exemple, les méthodes Forward Che-
cking [5] et MAC [11]) reposent généralement sur une re-
cherche énumérative de type backtracking. Cette approche,
souvent efficace en pratique, a une complexité en temps ex-
ponentielle en O(m.dn) (noté O(exp(n))) pour une ins-
tance ayant n variables et m contraintes et dont le plus
grand domaine possède d valeurs. Plusieurs travaux ont été
développés afin d’améliorer cette complexité théorique en
exploitant des caractéristiques particulières de l’instance.
Généralement, ils reposent sur certaines propriétés struc-
turelles du CSP. La structure d’un CSP (X, D, C, R) peut
être représentée par le graphe (X,C), appelé le graphe de
contraintes. Dans ce contexte, la notion de décomposition
arborescente [10] joue un rôle clé. Une décomposition ar-
borescente d’un graphe G = (X, C) est un couple(E, T )
où T = (I, F ) est un arbre dont I est l’ensemble des
nœuds et F celui des arêtes et E = {Ei : i ∈ I} une
famille de sous-ensembles de X telle que chaque sous-
ensemble (appelé cluster) Ei est un nœud de T et vérifie :
(i) ∪i∈IEi = X , (ii) pour chaque arête {x, y} ∈ C, il
existe i ∈ I avec {x, y} ⊆ Ei, et (iii) pour tout i, j, k ∈ I ,
si k est sur une chaîne entre i et j dans T , alors Ei ∩Ej ⊆

Ek. La largeur w d’une décomposition arborescente (E, T )
est égale à maxi∈I |Ei| − 1. La largeur d’arbre (ou tree-
width) w∗ de G est la largeur minimale sur toutes les dé-
compositions arborescentes de G. D’une part, cette no-
tion conduit à une des meilleures bornes connues de com-
plexité théorique en temps, à savoir O(exp(w∗ + 1)) avec
w∗ la largeur d’arbre. Plusieurs méthodes (par exemple
[4, 8]) ont été proposées pour atteindre cette borne. Elles
visent à regrouper les variables entre elles (en formant des
clusters) de sorte que l’arrangement en clusters forme un
arbre. D’autre part, les décompositions arborescentes sont
également employées dans d’autres méthodes structurelles,
comme la méthode Cyclic-Clustering [6]. Plus précisé-
ment, la méthode Cyclic-Clustering consiste à instancier un
sous-ensemble de variables (appelé ensemble coupe-cycle)
tel que le graphe de contraintes du problème réduit aux va-
riables non instanciées est un arbre de cliques (qui corres-
pond donc à une décomposition arborescente).

D’un point de vue théorique, atteindre la meilleure borne
de complexité théorique en temps requiert de calculer une
décomposition arborescente optimale (c’est-à-dire une dé-
composition arborescente ayant une largeur minimale), ce
qui constitue un problème NP-Difficile [1]. En pratique,
il semble difficilement concevable de résoudre un pro-
blème NP-Difficile comme étape préliminaire de la réso-
lution d’un problème NP-Complet. Aussi, au lieu d’uti-
liser une méthode exacte, on fait plutôt appel, en géné-
ral, à des méthodes heuristiques. Souvent, ces méthodes
fournissent de bonnes (voire de très bonnes) approxima-
tions d’une décomposition arborescente optimale quand le
graphe de contraintes possède une petite largeur d’arbre.
Des méthodes comme BTD [8] sont alors tout indiquées
pour résoudre de tels problèmes. En revanche, quand la
structure du graphe de contraintes est moins "jolie" (et donc
que la largeur d’arbre est plus importante), ces méthodes
heuristiques produisent trop souvent des décompositions
arborescentes avec une largeur importante et conduisent
ainsi à des approximations très grossières d’une décom-
position arborescente optimale. Dans un tel cas, exploiter
une méthode de résolution comme Cyclic-Clustering peut
se révéler plus intéressant et surtout plus adapté. Cyclic-
Clustering repose sur un sous-ensemble V de sommets (et
donc de variables), appelé coupe-cycle, du graphe (X, C),
tel que le sous-graphe (X − V, {{x, y} ∈ C tel que x, y ∈
X − V }) induit par X − V soit triangulé (c’est-à-dire
qu’il ne possède pas de cycle de longueur supérieure ou
égale à 4 sans une arête joignant deux sommets non consé-
cutifs dans le cycle). La partie triangulée du graphe de
contraintes correspond en fait à une décomposition ar-
borescente. A titre d’exemple, la figure 1(a) présente un
graphe ayant 19 sommets. L’ensemble {y1, y2} forme un
coupe-cycle de ce graphe puisque le sous-graphe induit par
{x1, . . . , x17} est triangulé. Dans [9], deux implémenta-
tions de Cyclic-Clustering, appelées respectivement CC-
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BTD1 et CC-BTD2, ont été proposées. Toutes deux ré-
solvent d’abord la partie du problème associée à l’en-
semble coupe-cycle avec un algorithme énumératif clas-
sique (comme FC par exemple), puis la partie associée
au sous-graphe triangulé induit en employant la méthode
BTD. CC-BTD2 se distingue de CC-BTD1 par un appel
préliminaire à BTD avant d’entamer la résolution de la par-
tie coupe-cycle. En procédant ainsi, les nogoods mémori-
sés lors de cet appel préliminaire à BTD restent valides du-
rant l’ensemble de la résolution et donc dans les différents
appels ultérieurs à BTD. L’approche Cyclic-Clustering (et
plus particulièrement ses deux implémentations) possède
plusieurs limites. D’une part, les informations mémorisées,
sous forme de goods et de nogoods structurels durant les
différents appels à BTD, ne sont pas exploitées ultérieure-
ment (hormis les nogoods enregistrés durant l’appel préli-
minaire à BTD pour CC-BTD2), conduisant ainsi à visiter
plusieurs fois le même espace de recherche. D’autre part,
la partie triangulée doit être calculée en exploitant la notion
de sous-graphe triangulé induit (TIS).

Dans cet article, nous proposons une généralisation de
CC-BTD, appelée CC-BTD-gen. A l’image de l’approche
Cyclic-Clustering, CC-BTD-gen se base sur un ensemble
coupe-cycle et une décomposition arborescente du graphe
de contraintes. Toutefois, la décomposition arborescente
utilisée peut être calculée avec n’importe quelle méthode,
que cette méthode exploite ou non la notion de TIS. S’af-
franchir de la notion de TIS permet, par exemple, de pou-
voir calculer un coupe-cycle puis d’en déduire une décom-
position arborescente pour les variables qui ne participent
pas au coupe-cycle. Concernant la résolution, CC-BTD-
gen exploite une version dédiée de BTD qui permet de ti-
rer profit d’une partie des (no)goods mémorisés lors d’ap-
pels antérieurs à BTD, permettant ainsi d’éviter, en pra-
tique, un certain nombre de redondances dans la recherche.
Enfin, nous avons constaté que CC-BTD instancie de fa-
çon consistante toutes les variables de la partie coupe-cycle
avant de résoudre la partie associée à la décomposition
arborescente, même si après avoir instancié quelques va-
riables du coupe-cycle, il n’est plus possible de trouver
une solution sur la partie triangulée. Par conséquent, afin
d’éviter un tel inconvénient, CC-BTD-gen a la possibilité
d’appeler BTD après avoir instancié de façon consistante
seulement une partie des variables du coupe-cycle. Ainsi, si
le sous-problème associé à la décomposition arborescente
possède une solution, la recherche peut continuer sur les
variables non instanciées du coupe-cycle. Sinon, on peut
remettre en cause immédiatement l’affectation courante sur
le coupe-cycle. Dans les deux cas, des goods et des no-
goods pourront être enregistrés et réutilisés plus tard.

Ce papier est organisé ainsi. La section 2 présente le
cadre formel de CC-BTD-gen tandis que la section 3 dé-
crit l’algorithme lui-même. Ensuite, nous évaluons expéri-
mentalement l’intérêt de cette approche dans la section 4.

Enfin, nous concluons et discutons des travaux connexes
ou à venir dans la section 5.

2 Cadre formel

Dans cette section, nous allons décrire le cadre formel
requis pour pouvoir présenter proprement CC-BTD-gen.
Ce cadre est ici défini dans un contexte général avant d’être
utilisé ensuite dans le contexte spécifique de CC-BTD-gen
où Y désignera l’ensemble coupe-cycle et X − Y l’en-
semble des variables impliquées dans la décomposition ar-
borescente. Dans la suite, nous considérons un CSP P =
(X, D, C, R). Dans un premier temps, nous définissons la
notion de sous-problème induit par un sous-ensemble Y de
variables.

Définition 1 Soit Y ⊆ X un sous-ensemble de variables.
Le CSP induit par Y est le CSP (Y, DY , CY , RY ) où
DY = {di ∈ D|xi ∈ Y }, CY = {cij = {xi, xj} ∈
C|xi, xj ∈ Y } et RY = {rij ∈ R|cij ∈ CY }.

Dans les définitions et propriétés suivantes, nous consi-
dérerons les notations suivantes :

– Y1, Y2, Y et Z seront des sous-ensembles de X tels
que Y1 ⊆ Y , Y2 ⊆ Y , Y ⊆ X et Z ⊆ X − Y ,

– A1 une affectation sur Y1, A2 sur Y2 et A sur Y ,
– TD la décomposition arborescente utilisée pour le

CSP P(X − Y ),
– Sj = Ei ∩ Ej un séparateur de TD avec Ei et Ej

deux clusters de TD tels que Ej soit un fils de Ei,
– Desc(Ej) l’ensemble des variables appartenant à la

descendance du cluster Ei enracinée en Ej .
Nous proposons maintenant une définition certes limi-

tée, mais suffisante, de l’effet du filtrage effectué par l’al-
gorithme Forward-Checking (FC [5]).

Définition 2 Le filtrage résultant de l’affectation A ac-
compli par FC est l’opération qui consiste à supprimer
du domaine di de chaque variable non instanciée xi les
valeurs qui deviennent incompatibles vis-à-vis d’au moins
une contrainte {xi, y} avec y une variable instanciée dans
A. Plus formellement, dAi = {v ∈ di|∀c = {xi, y} ∈
C, (v, w) ∈ rc avec w la valeur affectée à y dans A}.

En d’autres mots, dAi désigne le domaine courant d’une
variable non instanciée xi obtenu par l’application du fil-
trage de FC après chaque affectation d’une variable de A.
Avec le même objectif de caractériser l’effet du filtrage,
nous définissons également l’ensemble des valeurs suppri-
mées par le filtrage.

Définition 3 Soient un sous-ensemble Y ⊆ X tel que
|Y | = k et A = {x1 ← v1, ..., xk ← vk} une af-
fectation sur Y . L’ensemble des valeurs supprimées de
P(X − Y ) par le filtrage résultant de l’affectation A est
FA(X − Y ) = {(xi, v) ∈ (X − Y )× (di − dAi )}.
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FIG. 1 – (a) Un graphe de contraintes, (b) un exemple de
décomposition arborescente avec les clusters E1, . . . , E7 et
de coupe-cycle {y1, y2} pour ce graphe.

Nous raffinons ensuite la définition 1 en introduisant la
notion de problème filtré.

Définition 4 Le problème filtré PA(X − Y ) correspond
au CSP (X − Y,DAX−Y , CX−Y , RAX−Y ) avec DAX−Y =
{dAi |xi ∈ X−Y } et RAX−Y = {rAc = rc∩ (dAj ×dAk )|c =
{xj , xk} ∈ CX−Y et rc ∈ R}.

Nous pouvons constater que le filtrage effectué par FC
ne modifie en rien la structure définie par le graphe de
contraintes d’un problème. Il en est de même pour les dé-
compositions arborescentes :

Propriété 1 Une décomposition arborescente de P(X −
Y ) est une décomposition arborescente de PA1(X − Y ),
et réciproquement.

Preuve : Une décomposition arborescente ne dépend que
du graphe considéré. Dans la mesure où la structure de
P(X − Y ) et celle de PA1(X − Y ) sont représentées
par le même graphe de contraintes, ces deux problèmes
possèdent nécessairement les mêmes décompositions
arborescentes. 2

A présent, nous mesurons l’impact du filtrage sur les do-
maines et les relations d’un problème donné au travers de
la propriété suivante.

Propriété 2 Si FA1(Z) ⊆ FA2(Z), alors ∀zi ∈ Z, dA2
i ⊆

dA1
i et ∀cjk ∈ CZ , rA2

cjk
⊆ rA1

cjk
.

Preuve : Pour chaque couple (zi, vi) ∈ FA1(Z), le fil-
trage consiste à supprimer la valeur vi du domaine de la
variable zi. Donc ∀dA1

i ∈ DA1
X−Y , dA1

i = di − {vi ∈
di|(zi, vi) ∈ FA1(Z)}. De même, nous avons ∀dA2

i ∈
DA2

X−Y , dA2
i = di − {vi ∈ di|(zi, vi) ∈ FA2(Z)}. Tou-

tefois, comme FA1(Z) ⊆ FA2(Z), nous avons {vi ∈
di|(zi, vi) ∈ FA1(Z)} ⊆ {vi ∈ di|(zi, vi) ∈ FA2(Z)}.
Il en résulte que dA2

i ⊆ dA1
i .

Soient cjk ∈ CZ une contrainte entre deux variables
xj , xk ∈ Z et rA1

cjk
et rA2

cjk
les relations associées obtenues

consécutivement au filtrage résultant respectivement
de A1 et de A2. D’après la définition 4, nous avons
rA1
cjk

= rcjk
∩ (dA1

j × dA1
k ) et rA2

cjk
= rcjk

∩ (dA2
j × dA2

k ).
De plus, dA2

j × dA2
k ⊆ dA1

j × dA1
k puisque ∀zi ∈ Z,

dA2
i ⊆ dA1

i . Donc, rA2
cjk
⊆ rA1

cjk
. 2

Nous comparons maintenant les ensembles de solu-
tions de deux sous-problèmes induits par le même sous-
ensemble de variables mais résultant de filtrages différents.

Propriété 3 Si FA1(Z) ⊆ FA2(Z), alors
Sol(PA2(Z)) ⊆ Sol(PA1(Z)) et |Sol(PA2(Z))| ≤
|Sol(PA1(Z))|.

Preuve : Soit S une solution de PA2(Z). Montrons que S
est aussi une solution de PA1(Z). Par définition, S est une
affectation consistante de toutes les variables de Z telle
que ∀cjk ∈ CZ , S[cjk] ∈ rA2

cjk
. Or, FA1(Z) ⊆ FA2(Z) et,

d’après la propriété 2, ∀cjk ∈ CZ , rA2
cjk
⊆ rA1

cjk
. Par consé-

quent, ∀cjk ∈ CZ , S[cjk] ∈ rA1
cjk

. Donc, S est bien une
solution de PA1(Z). D’où Sol(PA2(Z)) ⊆ Sol(PA1(Z))
et |Sol(PA2(Z))| ≤ |Sol(PA1(Z))|. 2

Le corollaire suivant précise ce qu’il en est dans le cas
particulier d’une affectationA2 extension d’une affectation
A1.

Corollaire 1 Si A2[Y1] = A1, alors Sol(PA2(Z)) ⊆
Sol(PA1(Z)) et |Sol(PA2(Z))| ≤ |Sol(PA1(Z))|.

Preuve : Il suffit d’observer que l’hypothèse A2[Y1] = A1

implique que FA1(Z) ⊆ FA2(Z). Par conséquent, en
exploitant la propriété 3, on obtient Sol(PA2(Z)) ⊆
Sol(PA1(Z)) et |Sol(PA2(Z))| ≤ |Sol(PA1(Z))|. 2

Nous rappelons, dans la définition suivante, la notion de
goods et de nogoods structurels [8].

Définition 5 Etant donnés deux clusters Ei et Ej avec Ej

un fils de Ei, un good (respectivement un nogood) structu-
rel de Ei par rapport à Ej est une affectation consistante
A sur Sj = Ei ∩ Ej telle que A peut (resp. ne peut pas)
être étendue en une affectation consistante sur Desc(Ej).
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Nous pouvons désormais caractériser les cas pour lesquels
les (no)goods structurels d’un sous-problème P(X − Y )
restent valides si nous changeons d’affectation sur Y .

Théorème 1 SiFA1(X−Y ) ⊆ FA2(X−Y ) et ng(Sj) est
un nogood du sous-problème PA1(X − Y ), alors ng(Sj)
est aussi un nogood pour le sous-problème PA2(X − Y ).

Preuve : TD est une décomposition arborescente as-
sociée aux CSP PA1 et PA2 . De plus, Sj = Ei ∩ Ej

est un séparateur de TD entre le cluster Ei et un de ses
fils Ej . Nous savons que ng(Sj) est un nogood pour
PA1(X − Y ). Donc |Sol(PA1(Desc(Ej)))| = 0
si l’affectation sur Sj correspond à ce nogood.
Cependant, FA1(X − Y ) ⊆ FA2(X − Y ) et
Desc(Ej) ⊆ X − Y . Par conséquent, nous pou-
vons appliquer la propriété 3. Il en découle que
|Sol(PA2(Desc(Ej)))| ≤ |Sol(PA1(Desc(Ej)))| et
donc que |Sol(PA2(Desc(Ej)))| = 0. Autrement dit,
ng(Sj) est aussi un nogood pour PA2(X − Y ). 2

Le théorème précédent pose une condition (inclusion)
sur l’ensemble des valeurs supprimées par le filtrage pour
pouvoir conclure à la validité ou non d’un nogood déjà mé-
morisé. Cependant, d’un point de vue algorithmique et pra-
tique, exploiter ce théorème semble conduire à un test trop
coûteux à la fois en temps et en espace. Aussi, dans le co-
rollaire ci-dessous, nous proposons une restriction sur les
filtrages résultant de deux affectations.

Corollaire 2 Si A2[Y1] = A1 et ng(Sj) est un nogood
pour le sous-problèmePA1(X−Y ), alors ng(Sj) est aussi
un nogood pour le sous-problème PA2(X − Y ).

Preuve : En observant que A2[Y1] = A1 implique que
FA1(Z) ⊆ FA2(Z), il suffit d’appliquer le théorème 1
pour obtenir le résultat souhaité. 2

Ensuite, nous nous intéressons à conserver la validité des
goods.

Théorème 2 Si FA2(Desc(Ej)) ⊆ FA1(Desc(Ej)) et
g(Sj) est un good pour le sous-problème PA1(X − Y ),
alors g(Sj) est aussi un good pour le sous-problème
PA2(X − Y ).

Preuve : Comme FA2(Desc(Ej)) ⊆ FA1(Desc(Ej))
et Desc(Ej) ⊆ X − Y , nous pouvons appliquer la
propriété 3. Par conséquent, Sol(PA1(Desc(Ej)) ⊆
Sol(PA2(Desc(Ej))). De plus, nous savons que g(Sj)
est un good pour le sous-problème PA1(X − Y ). Donc,
PA1(Desc(Ej)) possède au moins une solution S (par
définition d’un good). Donc, S est une solution du sous-
problème PA2(Desc(Ej)) également. Par conséquent,
g(Sj) est un good pour le sous-problème PA2(X − Y ). 2

Toutes ces propriétés et corollaires peuvent être utilisés
dans le cadre de l’algorithme CC-BTD-gen afin de décider
quelles sont les informations qui demeurent valides entre
les différents appels à BTD. Pour cela, Y correspondra à
l’ensemble coupe-cycle et donc X − Y à l’ensemble des
variables appartenant à la décomposition arborescente as-
sociée. Le théorème 1 permet de conclure qu’à partir de
deux affectations partielles A1 et A2 sur le coupe-cycle
telles que A2 filtre au moins les mêmes valeurs que A1,
les nogoods mémorisées par BTD pour le sous-problème
PA1 restent valides pour le sous-problème PA2 . Cepen-
dant, du fait de la quantité d’espace mémoire limitée, nous
ne pouvons pas nous permettre de mémoriser précisément
les effets du filtrage découlant de chaque affectation par-
tielle consistante sur le coupe-cycle. Aussi, nous exploi-
terons plutôt le corollaire 2, qui rend possibles l’enregis-
trement et la réutilisation de nogoods dans le cas où nous
étendons une affectation partielle consistante sur le coupe-
cycle. De même, pour la réutilisation des goods, nous nous
contenterons de tester la validité des goods au moment de
les utiliser afin de limiter le coût global en temps de ces
tests. Dans la section suivante, nous décrivons et étudions
l’algorithme CC-BTD-gen.

3 Une généralisation de Cyclic-
Clustering

L’algorithme CC-BTD-gen (voir algorithme 1) repose
sur l’exploitation d’un ensemble coupe-cycle et d’une dé-
composition arborescente du graphe de contraintes. Ce
coupe-cycle et cette décomposition arborescente peuvent
être calculés grâce à n’importe quelle méthode, cette der-
nière pouvant utiliser ou non la notion de sous-graphe tri-
angulé induit (TIS). L’algorithme CC-BTD-gen consiste
à instancier de façon consistante les variables du coupe-
cycle tout en vérifiant, grâce à une version dédiée de BTD,
si l’affectation courante sur le coupe-cycle peut être éten-
due de manière consistante sur la partie correspondant à la
décomposition arborescente. Ce test pouvant s’avérer coû-
teux, après chaque affectation consistante d’une variable
du coupe-cycle, la méthode CC-BTD-gen décide, par l’in-
termédiaire de la fonction heuristique ChoiceBTD, si elle
doit ou non l’effectuer. Si BTD retourne true, la méthode
CC-BTD-gen continue la recherche sur le coupe-cycle.
Dans le cas contraire, elle essaie une nouvelle valeur (s’il
en reste) pour la variable courante du coupe-cycle ou re-
vient en arrière sur la variable précédente. Ce processus est
itéré jusqu’à l’obtention d’une solution (c’est-à-dire d’une
affectation consistante du coupe-cycle qui peut être éten-
due de manière consistante sur la partie correspondant à la
décomposition arborescente) ou jusqu’à ce que l’ensemble
de l’espace de recherche ait été exploré.

En premier lieu, afin de pouvoir réutiliser les (no)goods
enregistrés lors des différents appels à BTD, nous propo-
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Algorithme 1 : CC-BTD-gen(in : A, V, NGp, in/out : Gp)

Cons← true1
if ChoiceBTD(V ) or V = ∅ then2

G← ∅ ; NG← ∅3
Cons← BTD-gen(∅, E1, VE1 , NGp, Gp, NG, G)4
Gp ← Gp ∪G ; NGp ← NGp ∪NG5

if Cons and V 6= ∅ then6
Choose xi ∈ V ; di ← Di ; Cons← false7
while di 6= ∅ and ¬Cons do8

Choose v ∈ di ; di ← di − {v}9
if Filtering(A ∪ {xi ← v}, xi) then10

Cons←11
CC-BTD-gen(A ∪ {xi ← v}, V − {xi}, NGp, Gp)

Unfiltering(A, xi)12

return Cons13

sons une variante de BTD, appelée BTD-gen (voir algo-
rithme 2), qui met en œuvre les propriétés mises en évi-
dence dans la section précédente. BTD-gen ne se distingue
de BTD que par sa capacité à exploiter des (no)goods mé-
morisés durant des appels antérieurs à BTD-gen. Par consé-
quent, cette variante est dotée de deux paramètres supplé-
mentaires, à savoir l’ensemble Gp des goods et l’ensemble
NGp des nogoods qui ont été enregistrés lors des exécu-
tions précédentes de BTD-gen. Quant aux ensembles G et
NG, ils désignent respectivement l’ensemble des goods et
celui des nogoods produits durant l’appel courant à BTD-
gen. Dans la mesure où nous conservons l’intégralité des
goods produits, certains d’entre eux peuvent ne pas de-
meurer valides dans certains appels à BTD-gen. Par consé-
quent, avant de réutiliser un tel good, BTD-gen doit préala-
blement s’assurer de sa validité vis-à-vis du sous-problème
courant afin de respecter le théorème 2. Ce test est accom-
pli par le biais de la fonction CheckGood (voir algorithme
3). Cette fonction renvoie true si chacune des variables
de la descendance de Ei peut être instanciée avec la va-
leur qu’elle possédait au moment où le good g a été mé-
morisé. Afin de pouvoir tester facilement cette propriété,
nous avons besoin de mémoriser l’extension du good sur
l’ensemble des autres variables du cluster. Comme BTD,
BTD-gen retourne la consistance du sous-problème asso-
cié à la décomposition arborescente TD et enraciné en Ei.

Cette version dédiée de BTD est exploitée dans CC-
BTD-gen pour vérifier que l’affectation partielle courante
sur le coupe-cycle peut être étendue de façon consistante
sur la partie correspondant à la décomposition arbores-
cente. Si BTD-gen(∅, E1, VE1 , NGp, Gp, NG,G) renvoie
false, alors CC-BTD-gen tente d’instancier la variable
courante du coupe-cycle avec une nouvelle valeur (s’il en
reste). En l’absence d’autres valeurs, CC-BTD-gen revient
en arrière sur la variable précédente. Dans le cas où l’ap-
pel à BTD-gen renvoie true, CC-BTD-gen continue la
recherche en instanciant une nouvelle variable du coupe-
cycle. Dans les deux cas, l’ensemble G des goods décou-
verts lors de l’appel à BTD-gen est ajouté à l’ensemble Gp.
Le processus est similaire pour les nogoods, si ce n’est que

Algorithme 2 : BTD-gen(in : A, Ei, VEi
, NGp, Gp, in/out :

NG, G)

if VEi
= ∅ then1

Cons← true ; F ← Sons(Ei)2
while F 6= ∅ and Cons do3

Choose Ej ∈ F ; F ← F − {Ej}4
Sj ←Ei ∩ Ej ;5
ifA[Sj ] is a nogood into NG then Cons← false6
else ifA[Sj ] is a nogood into NGp then Cons← false7
else ifA[Sj ] is a good into G then Cons← true8
else ifA[Sj ] is a good into Gp and CheckGood(Ej ,A[Sj ])9
then Cons← true
else10

Cons←11
BTD-gen(A, Ej , Ej\(Ej ∩ Ei), NGp, Gp, NG, G)
if Cons then Save the goodA[Sj ] into G12
else Save the nogoodA[Sj ] into NG13

else14
Choose xk ∈ VEi

; dk ← Dk ; Cons← false15
while dk 6= ∅ et ¬Cons do16

Choose w ∈ dk ; dk ← dk − {w}17
ifA ∪ {xk ← w} satisfies each constraint then18

Cons←BTD-gen(A ∪ {xk ← w}, Ei, VEi
− {xk},19

NGp, Gp, NG, G)

return Cons20

Algorithme 3 : CheckGood(Ei, g)

Let S be the assignment g and its recorded extension on Ei1
forall y ∈ Ei do2

if S[y] 6∈ dy then return false3

V alidGood← true ; F ← Sons(Ei)4
while F 6= ∅ et V alidGood do5

Choose Ej ∈ F ; F ← F − {Ej}6
gF ← good on Ej such that gF [Ei ∩ Ej ] = S[Ei ∩ Ej ]7
V alidGood←CheckGood(Ej , gF )8

return V alidGood9

NGp ne peut être modifié au delà de l’appel courant à CC-
BTD-gen. Autrement dit, à chaque retour en arrière d’un
appel à CC-BTD-gen, nous oublions les nogoods mémori-
sés durant cet appel, afin de respecter le corollaire 2.

Enfin, la fonction booléenne ChoiceBTD définit, après
chaque affectation d’une variable du coupe-cycle, si BTD-
gen doit être appelé ou non. Si elle retourne false et qu’il
reste des variables non instanciées dans le coupe-cycle,
CC-BTD-gen va essayer d’en affecter une avec l’algo-
rithme Forward-Checking (lignes 7-12). Si ChoiceBTD
renvoie true, CC-BTD-gen fait appel à BTD-gen et
conserve les nouveaux goods et nogoods mémorisés (lignes
3-5). Notons que cette heuristique peut être entièrement dy-
namique. Elle peut donc décider d’appeler BTD-gen après
n’importe quelle affectation partielle consistante du coupe-
cycle.

Nous illustrons maintenant l’algorithme CC-BTD-gen
avec un exemple. Considérons, pour cela, le graphe de
contraintes de la figure 1(a) et une décomposition arbores-
cente avec cinq composantes connexes et un coupe-cycle
contenant deux variables y1 et y2 comme représenté dans
la figure 1(b). Supposons que CC-BTD-gen commence par
instancier des variables du coupe-cycle. Par exemple, s’il
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a affecté seulement la variable y1, le filtrage de FC qui
s’ensuit a pu réduire le domaine des variables non instan-
ciées voisines de y1, à savoir x1, x2, x4, x5, x7 et x16.
Ensuite, l’heuristique ChoiceBTD peut décider de ré-
soudre le sous-problème associé à la décomposition arbo-
rescente avec BTD-gen. Si BTD-gen retourne false, alors
CC-BTD-gen va modifier l’affectation de y1. Sinon, l’al-
gorithme CC-BTD-gen va tenter d’instancier de manière
consistante la variable y2 du coupe-cycle. S’il y parvient,
un nouvel appel à BTD-gen est accompli puisque toutes les
variables du coupe-cycle sont instanciées. Si BTD-gen ren-
voie true, alors le CSP est consistant. Dans le cas contraire,
CC-BTD-gen va essayer une nouvelle valeur pour y2, et s’il
n’en reste plus va revenir sur y1.

Théorème 3 BTD-gen est correct, complet et termine.

Preuve : BTD est correct, complet et termine [8]. Comme
BTD-gen ne se distingue de BTD que par l’exploitation des
(no)goods enregistrés durant les appels précédents à BTD-
gen, nous devons simplement prouver que l’utilisation de
ces (no)goods ne remet pas en cause la validité, la com-
plétude et la terminaison de BTD. Si Y désigne le coupe-
cycle, X−Y correspond aux variables de la décomposition
arborescente. D’après le corollaire 2, si A est une affecta-
tion consistante sur Y , alors chaque nogood pour le sous-
problème PA(X − Y ) est également un nogood pour le
sous-problème PA′(X−Y ) avecA′ une extension consis-
tante deA sur le coupe-cycle. De plus, lorsqu’on revient en
arrière de A′ = A ∪ {xk ← w} vers A, CC-BTD-gen ou-
blie tous les nogoods qui ont été mémorisés depuis l’affec-
tation de la variable xk à la valeur w. Par conséquent, le co-
rollaire 2 est bien respecté et il est bien valide d’utiliser les
nogoods de NGp. Concernant l’exploitation des goods de
Gp, si la fonction CheckGood renvoie true pour un good
donné, il s’ensuit qu’utiliser ce good est valide d’après le
théorème 2. Aussi, comme l’algorithme BTD-gen n’em-
ploie que des (no)goods valides, il est correct, complet et
termine. 2

Théorème 4 CC-BTD-gen est correct, complet et termine.

Preuve : Afin de prouver plus aisément la correction, la
complétude et la terminaison de CC-BTD-gen, nous allons
considérer l’algorithme avec un point de vue légèrement
différent. La résolution effectuée par CC-BTD-gen peut
être décomposée en deux phases. La première phase revient
à résoudre la partie coupe-cycle avec une version modifiée
de l’algorithme FC. Cette dernière consiste simplement à
utiliser l’algorithme FC classique et, quand l’heuristique
ChoiceBTD renvoie true, à appeler BTD-gen. Cet ap-
pel à BTD-gen peut être vu comme un test de consistance
supplémentaire. En effet, on vérifie si l’affectation partielle
courante sur le coupe-cycle peut être étendue ou non de

manière consistante sur les variables de la décomposition
arborescente. La validité de cette coupe supplémentaire ne
dépend bien sûr que de la validité de BTD-gen.

La seconde phase débute quand toutes les variables du
coupe-cycle sont instanciées de façon consistante. Cette af-
fectation constitue donc une solution du sous-problème lié
au coupe-cycle, qui doit être étendue de manière consis-
tante sur la partie associée à la décomposition arborescente.
Cette seconde phase est accomplie à l’aide de BTD-gen.

Dans la mesure où les algorithmes FC et BTD-gen sont
corrects, complets et terminent, il en est nécessairement de
même pour l’algorithme CC-BTD-gen. 2

Dans les deux théorèmes suivant, nous noterons n le
nombre de variables du CSP, m le nombre de contraintes, d
la taille du plus grand domaine, k la taille du coupe-cycle,
w la largeur de la décomposition arborescente considérée,
et s la taille de la plus grande intersection entre deux clus-
ters de la décomposition arborescente.

Théorème 5 BTD-gen a une complexité en temps en
O(n(n + m)dw+1) et une complexité en espace en
O(nwds).

Preuve : La preuve est similaire à celle de BTD [8]. Nous
devons juste prendre en compte le coût en temps addition-
nel nécessaire pour tester la validité des goods de Gp et
l’espace supplémentaire requis pour mémoriser l’extension
de chaque good sur le cluster correspondant. 2

Théorème 6 CC-BTD-gen a une complexité en temps en
O(n(n + m)dw+k+2) et une complexité en espace en
O(nwds).

Preuve : Dans le pire des cas, CC-BTD-gen appelle BTD-
gen après chaque affectation d’une variable du coupe-
cycle. Comme le nombre d’affectations partielles du
coupe-cycle est borné par dk+1, CC-BTD-gen a une com-
plexité en temps en O(n(n + m)dw+1.dk+1 + nm.dk+1),
c’est-à-dire en O(n(n+m)dw+k+2). Pour la complexité en
espace, cela dépend uniquement de BTD-gen. Donc, CC-
BTD-gen a une complexité en espace en O(nwds). 2

4 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous évaluons expérimentalement
l’intérêt pratique de l’algorithme CC-BTD-gen par rapport
à des méthodes structurelles classiques à savoir CC-BTD1,
CC-BTD2 et BTD et à une méthode énumérative classique,
en l’occurrence FC. Les tests sont effectués sur des pro-
blèmes structurés générés aléatoirement. Plus précisément,
nous utilisons un générateur de CSP binaires. Ce généra-
teur construit d’abord un premier sous-problème dont le
graphe de contraintes est triangulé. Puis, il génère un se-
cond sous-problème qui correspond à l’ensemble coupe-
cycle. Enfin, il relie les deux sous-problèmes en ajoutant
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Classes BTD CC-BTD

min-fill Fusion (1,2,gen)

(n,d, r, t1, t2, t3, s,k, e1, e2)
CCgen BY BY

w s w s w s k w s
(a) (120, 15, 15, 65, 70, 40, 5, 15, 80, 30) 40,7 7 40,8 9,2 54,5 9,1 13,9 13,9 4,9
(b) (120, 15, 15, 65, 80, 30, 5, 15, 80, 30) 40,7 7 27,2 14,4 38,3 14,1 13,9 13,9 4,9
(c) (150, 15, 15, 65, 70, 40, 5, 15, 65, 30) 54 6 42,3 9,3 59 9,5 14,2 13,9 5
(d) (150, 15, 15, 65, 80, 20, 5, 15, 50, 30) 38,6 7 42 9,2 56,2 9,7 13,3 14 5
(e) (150, 15, 15, 64, 60, 60, 5, 15, 50, 30) 30 8 42 9,2 56,2 9,7 13,3 14 5
(f) (200, 15, 15, 64, 30, 30, 5, 15, 30, 20) 36 6 34,2 9,3 42,1 9,7 12 13,9 5

TAB. 1 – Paramètres des différentes classes et valeurs des paramètres structurels des différentes méthodes considérées. Le
coupe-cycle et la décomposition arborescente associée sont calculés à partir de l’algorithme de Balas et Yu (BY) ou sont
ceux produits par le générateur aléatoire (CCgen).

Classes FC BTD CC-BTD CC-BTD-gen
min-fill Fusion CC-BTD1 CC-BTD2 Hk H2 H1

(a) >8 281 >23 585 >10 240 >27 649 >1 25.3 >1 25 3,51 1,80
(b) >8 264 >19 489 4,99 24,6 0,84 1,05 5,49 6,44
(c) >8 260 >26 643 >20 625 >32 773 >3 76 >3 74,8 14,28 0,70
(d) >5 195 >41 993 >33 839 >31 748 >2 52,4 >2 51,9 4,13 0,34
(e) >10 317 >41 986 >41 986 >33 795 >5 124 >5 121 >3 82,1 15,91
(f) >15 605 >42 1008 >39 953 >34 816 >6 144 >6 144 >5 120 >1 24,4

TAB. 2 – Temps d’exécution (en secondes) pour les différentes méthodes sur les classes considérées. Le coupe-cycle et la
décomposition arborescente associée sont ceux produits par le générateur aléatoire (CCgen).

aléatoirement un certain nombre de contraintes. Dix para-
mètres sont nécessaires pour générer de tels problèmes, à
savoir n, d, r, t1, t2, t3, s, k, e1 et e2. L’instance géné-
rée comporte n + k variables qui ont toutes un domaine
de taille d. Plus précisément, la partie triangulée possède
n variables réparties dans des cliques de taille au plus r et
dont l’intersection entre deux cliques est de taille au plus
s. La partie coupe-cycle est composée de k variables et e1

contraintes. Enfin, e2 contraintes relient ces deux parties
entre elles. Les relations associées à chaque contrainte pos-
sèdent t1 tuples interdits pour les contraintes entre deux va-
riables de la partie triangulée, t2 pour les contraintes entre
deux variables du coupe-cycle et t3 pour les contraintes
liant une variable du coupe-cycle à une variable de la par-
tie triangulée. Par conséquent, une classe de ces problèmes
aléatoires est définie par la donnée de ces dix paramètres :
(n, d, r, t1, t2, t3, s, k, e1, e2). Pour chaque classe considé-
rée, le nombre de problèmes consistants est approxima-
tivement le même que celui de problèmes inconsistants.
Dans nos expérimentations, BTD et BTD-gen exploitent
l’algorithme FC pour résoudre chaque cluster. Concernant
l’ordre d’instanciation des variables dans FC ou au sein
d’un cluster pour BTD et BTD-gen, nous utilisons l’heuris-
tique dom/deg qui choisit comme prochaine variable la va-
riable xi qui minimise le rapport |dxi

|
|Γxi
| avec dxi

le domaine
courant de de xi et Γxi

l’ensemble des variables voisines
de xi.

Nous comparons les résultats obtenus par CC-BTD-gen

avec ceux de BTD, CC-BTD1 et CC-BTD2 d’une part, et
de FC d’autre part. Pour des raisons d’efficacité, les mé-
thodes basées sur l’approche Cyclic-Clustering classique,
comme CC-BTDi, nécessitent un ensemble coupe-cycle
ayant peu de solutions. Malheureusement, à notre connais-
sance, aucune méthode satisfaisante n’existe pour détermi-
ner une telle structure. Nous utiliserons donc d’une part
l’algorithme de Balas et Yu [2] qui permet de calculer un
sous-graphe induit triangulé à partir duquel est ensuite dé-
duit le coupe-cycle. D’autre part, nous emploierons égale-
ment le coupe-cycle et la décomposition arborescente uti-
lisés lors de la génération de l’instance. L’idée en procé-
dant ainsi est simplement d’observer le comportement de
ces algorithmes quand une structure a priori adéquate est
exploitée.

Pour CC-BTD-gen, et plus particulièrement, pour la
fonction ChoiceBTD, nous avons testé plusieurs heuris-
tiques, notées Hi avec i = {1, ..., k}. Chaque heuristique
Hi décide de résoudre la partie associée à la décomposi-
tion arborescente si, depuis le dernier appel à BTD-gen, au
moins i variables du coupe-cycle ont été instanciées de fa-
çon consistante et si au moins une valeur a été supprimée
par filtrage dans un domaine associé à une variable de la
décomposition arborescente. Initialement, chaque heuris-
tique effectue un appel préliminaire à BTD-gen, à l’image
de l’appel initial à BTD accompli par CC-BTD2. Dans ce
papier, nous ne présenterons que les résultats pour les heu-
ristiques H1, H2 et Hk.
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Classes BTD CC-BTD CC-BTD-gen
Fusion CC-BTD1 CC-BTD2 Hk H2 H1

(a) >21 574 >32 792 >6 168 >6 157 >3 107 >1 28,2
(b) >9 297 >22 617 >7 186 >5 155 >1 41,3 >1 35,5
(c) >28 712 >41 1016 >14 339 >13 313 >12 289 >6 197
(d) >31 771 >36 877 >7 181 >7 177 >4 106 >4 96,3
(e) >36 881 >33 795 >7 171 >7 170 >4 125 >3 77,4
(f) >40 981 >39 936 >13 312 >13 312 >11 264 >10 240

TAB. 3 – Temps d’exécution (en secondes) pour les différentes méthodes sur les classes considérées. Le coupe-cycle et la
décomposition arborescente associée sont calculés à partir de l’algorithme de Balas et Yu.

Les expérimentations sont effectuées sur un PC sous Li-
nux doté d’un Pentium IV 3.2 GHz d’Intel et d’un 1 Go
de mémoire vive. Les temps d’exécution sont exprimés en
secondes. Pour chaque classe, nous lançons la résolution
sur 50 instances. Les résultats présentés pour chaque classe
sont des moyennes des résultats obtenus sur ces 50 ins-
tances. La notation >i indique que i instances n’ont pu
être résolues par l’algorithme correspondant dans le temps
imparti (à savoir 20 minutes). Dans un tel cas, comme le
temps de résolution réel n’est pas connu, nous ajoutons une
pénalité de 20 minutes par instance non résolue.

Dans un premier temps, nous pouvons observer une aug-
mentation importante du temps d’exécution quand on passe
de l’heuristique H1 à l’heuristique Hk (excepté pour la
seconde classe). En particulier, si H1 et H2 sont relati-
vement proches conceptuellement, en pratique CC-BTD-
gen a un comportement nettement plus performant avec
H1 qu’avec H2. D’un point de vue théorique, dans le
pire des cas, si i < j, alors Hi est susceptible d’appeler
BTD-gen plus souvent que Hj . Cependant, en pratique,
nous avons constaté que souvent, tester la consistance de
la partie associée à la décomposition arborescente permet
d’élaguer significativement l’espace de recherche relatif à
la partie coupe-cycle du problème. Pour cette raison, H1

obtient les meilleurs résultats par rapport aux autres heu-
ristiques Hi, mais aussi aux méthodes CC-BTD1 et CC-
BTD2. CC-BTD-gen avec Hk et CC-BTD2 sont concep-
tuellement très proches. En effet, ces deux méthodes ins-
tancient intégralement le coupe-cycle avant de résoudre la
partie correspondant à la décomposition arborescente. La
seule différence notable est la réutilisation par CC-BTD-
gen avec Hk des goods mémorisés lors des différents ap-
pels à BTD-gen. Cette différence se traduit généralement
en pratique par des résultats meilleurs, ou dans le pire des
cas comparables, pour CC-BTD-gen avec Hk par rapport
à CC-BTD2. Plus précisément, si, bien évidemment, les
deux méthodes développent autant de nœuds sur la partie
coupe-cycle, CC-BTD-gen en développe moins durant la
résolution de la partie associée à la décomposition arbo-
rescente que CC-BTD2, grâce aux goods mémorisés lors
des appels précédents à BTD que CC-BTD-gen réutilise.
Les cas où les deux méthodes sont équivalentes en temps

correspondent alors souvent aux instances pour lesquelles
l’apport des goods dans CC-BTD-gen n’est pas suffisant
pour compenser le temps supplémentaire requis pour véri-
fier leur validité. Par ailleurs, comme cela a été mis en évi-
dence dans [9], l’utilisation de nogoods mémorisés lors de
l’appel préliminaire à BTD permet à CC-BTD2 de résoudre
plus d’instances que CC-BTD1 et explique ainsi l’écart
de temps important entre les deux méthodes. Concernant
BTD, la quasi-totalité des instances n’ont pas une struc-
ture propice au calcul d’une décomposition arborescente
par triangulation, ce qui explique les difficultés que ren-
contre BTD basé sur min-fill pour résoudre ces problèmes.
C’est en particulier le cas, par exemple, quand le graphe
associé à la partie coupe-cycle est peu dense et quand le
coupe-cycle et la décomposition arborescente sont faible-
ment connectés. Quand la décomposition arborescente est
calculée grâce à la méthode Fusion, BTD obtient des ré-
sultats meilleurs mais se révèle tout de même moins per-
formant que CC-BTD-gen (excepté pour la classe (b)). En-
fin, nous pouvons constater que FC rencontre également de
grandes difficultés lors de la résolution de ces instances. En
pratique, plusieurs instances de chaque classe ne sont pas
résolues par FC et les temps de résolution sont globalement
supérieurs à ceux obtenus par CC-BTD-gen.

Pour terminer, nous pouvons remarquer que CC-BTDi

et CC-BTD-gen sont plus efficaces lorsqu’ils exploitent le
coupe-cycle et la décomposition arborescente utilisés lors
de la génération de chaque instance que lorsqu’ils em-
ploient ceux produits via l’algorithme de Balas et Yu. Un
tel résultat était prévisible. Il permet toutefois de souligner
l’absence de méthodes pertinentes pour calculer à la fois
un coupe-cycle et une décomposition arborescente de qua-
lité vis-à-vis de la résolution, ce qui constitue un véritable
problème pour de telles méthodes structurelles. Si l’algo-
rithme de Balas et Yu permet effectivement de calculer un
sous-graphe triangulé induit à partir duquel est déduit le
coupe-cycle, il ne prend nullement en compte la résolution
qui suivra. A titre d’exemple, pour les problèmes aléatoires
que nous avons utilisés, cet algorithme obtient des valeurs
de paramètres structurels (w, k et s) proches de celles uti-
lisées pour la génération. Toutefois, en pratique, les coupe-
cycle et décompositions arborescentes produites par cette
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méthode conduisent à une résolution de moins bonne qua-
lité. De plus, cet algorithme calcule souvent de grands en-
sembles coupe-cycle et des décompositions arborescentes
triviales. Par exemple, nous l’avons testé sur des problèmes
d’allocation de fréquence (à savoir les instances fapp de la
dernière compétition de CSP [12]). A l’arrivée, la grande
majorité des variables se trouve dans le coupe-cycle alors
que la taille des clusters de la décomposition arborescente
n’excède jamais 3. En plus de l’heuristique de Balas et
Yu, nous avons essayé d’autres heuristiques pour calculer
un coupe-cycle et une décomposition arborescente conve-
nables (en utilisant ou non la notion de TIS). Malheureuse-
ment, à l’heure actuelle, aucune de ces heuristiques ne s’est
révélée pertinente. Aussi, cela nous laisse à penser qu’une
étude similaire à celle réalisée dans [7] pour les décom-
positions arborescente devra être menée afin d’améliorer
l’efficacité pratique de ces méthodes structurelles. Dans le
même temps, même si l’heuristique H1 a fourni de bons
résultats, il pourrait être intéressant de rechercher des heu-
ristiques plus pertinentes pour la fonction ChoiceBTD.

5 Conclusion et discussion

Nous avons proposé une nouvelle méthode pour ré-
soudre des CSP structurés. Cette méthode généralise et
améliore l’approche Cyclic-Clustering [6]. Plus précisé-
ment, elle exploite un coupe-cycle et une décomposition
arborescente dont le calcul est totalement indépendant de la
notion de sous-graphe triangulé induit, ce qui apporte plus
de liberté dans une phase cruciale de la méthode. Ensuite,
CC-BTD-gen peut vérifier si l’affectation courante sur le
coupe-cycle peut s’étendre de manière consistante sur la
partie associée à la décomposition arborescente même si
les variables de l’ensemble coupe-cycle ne sont pas toutes
affectées. Cela permet alors à CC-BTD-gen d’avoir une
vision plus globale du problème à résoudre. Enfin, CC-
BTD-gen emploie une version dédiée de BTD qui met en
œuvre des propriétés permettant d’exploiter des (no)goods
mémorisés lors des précédents appels à BTD, évitant ainsi
de nombreuses redondances dans la recherche. Les expé-
rimentations préliminaires ont montré l’intérêt pratique de
notre approche. En particulier, CC-BTD-gen s’avère signi-
ficativement meilleur que CC-BTDi.

Dans le cadre des CSP, peu de travaux ont été développés
autour de la notion de coupe-cycle couplé avec une décom-
position arborescente. [3] présente une méthode proche
de Cyclic-Clustering dans laquelle la partie associée à la
décomposition arborescente est résolue avec la méthode
Adaptive-Consistency. De même, à notre connaissance, le
calcul simultané de coupe-cycle et de décomposition ar-
borescente pertinents en terme de résolution de CSP n’a
pas encore été étudié à ce jour. Il va de soi qu’un tel tra-
vail devra être mené afin d’améliorer l’efficacité pratique
de ce type d’approches, à l’image de l’étude réalisée dans

[7] sur les décompositions arborescentes. En particulier,
cela pourrait s’avérer très utile dans le cadre de la résolu-
tion d’instances issues du monde réel. Enfin, l’exploitation
d’un coupe-cycle et d’une décomposition arborescente dy-
namiques pourrait se révéler fort prometteuse.
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Abstract

Les problèmes d’optimisation dans les modèles gra-
phiques ont été étudiés dans différents formalismes
de l’intelligence artificielle tels que les CSP pondérés
(weighted CSP ou WCSP), le maximum de satisfiabi-
lité (MaxSAT) ou dans les réseaux probabilistes (ré-
seaux Bayésiens et champs markoviens). En identifiant
des sous-problèmes conditionnellement indépendants,qui
sont résolus de façon indépendante et dont l’optimum
est mémorisé, il est possible de rendre les algorithmes de
type Séparation-Évaluation (Branch and Bound) asymp-
totiquement plus efficaces. Mais la localité des bornes in-
duites par la décomposition affaiblit les effets réels de ce
résultat asymptotique car de nombreux sous-problèmes,
ne participant pas à la construction d’une solution opti-
male, sont résolus à l’optimum inutilement.

En s’inspirant de l’algorithme des poupées russes
(RDS pour Russian Doll Search), une approche possible
pour surmonter cette faiblesse consiste à (récursivement)
résoudre une relaxation de chacun des sous-problèmes
pour obtenir des bornes renforcées. L’algorithme ainsi
défini généralise à la fois l’algorithme RDS mais aussi les
algorithmes de types Branch and Bound exploitant une
décomposition arborescente tels que BTD ou AND-OR
Branch and Bound. Nous étudions son efficacité sur dif-
férents problèmes et fermons une instance très dure de
problème d’affectation de fréquences ouverte depuis plus
de 10 ans.

1 Introduction

Le traitement de modèles graphiques est un pro-
blème central de l’intelligence artificielle. L’optimisa-
tion d’une combinaison de fonctions de coût local est
en particulier étudiée dans les réseaux de contraintes
valués [21] . Elle permets de capturer des problèmes
tels que le problème MaxSAT pondéré, CSP pondérés,
recherche d’une explication de probabilité maximum
(MPE pour Maximum Probability Explanation) dans
les réseaux Bayésiens et les champs markoviens. Ses
applications directes sont nombreuses notamment en

affectation de ressources [23, 2] et en bioinformatique
[19].

Ces dernières années, afin de résoudre des pro-
blèmes de satisfaction, d’optimisation ou de comp-
tage, différents algorithmes de recherche arborescente
exploitant le couplage d’une décomposition arbores-
cente du problème avec une propagation des informa-
tions dures du réseau ont été proposés. Cette classe
d’algorithme couvre l’algorithme de Recursive Condi-
tioning [7], l’algorithme Backtrack bounded by Tree
Decomposition (BTD) [22] et l’algorithme AND-OR
graph search [17], tous héritiers de l’algorithme de
Pseudo-Tree Search [11]. En comparaison avec des
algorithmes de recherche arborescente traditionnels,
ces algorithmes offrent des complexités asymptotiques
améliorées, seulement exponentielles dans la largeur
d’arbre du graphe du problème. Ce gain s’obtient tou-
tefois au prix d’une restriction dans l’ordre d’affecta-
tion des variables (voir [13]).

Dans le contexte de l’optimisation (sans perte de gé-
néralité, nous considérons des problèmes de minimisa-
tion), l’exploitation d’une décomposition du problème
a pour effet secondaire la perte de bornes globales.
Dans les algorithmes Branch and Bound en profondeur
d’abord traditionnels (DFBB pour Depth First Branch
and , Bound), l’élagage se produit dès que le coût de
la meilleure solution connue (le majorant) rencontre
un minorant spécifique, habituellement calculé à par-
tir d’une relaxation du problème global. Lorsqu’une
décomposition arborescente est exploitée et qu’une af-
fectation des variables connectant un sous-problème
au reste du problème rend ce sous-problème indépen-
dant, une solution optimale du sous-problème (condi-
tionné par cette affectation) est recherchée. Ce calcul
de solution optimale est coûteux, et souvent inutile
car la solution optimale du sous-problème obtenue ne
fait pas nécessairement partie de la solution optimale
globale (du fait du reste du problème). Pour limiter ce
comportement de“trashing”désagréable, il est possible
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d’informer l’algorithme en charge de la recherche d’une
solution optimale qu’il doit absolument produire une
solution suffisamment bonne pour pouvoir s’intégrer
dans une solution globale ou sinon s’arrêter dès qu’il
prouve que c’est infaisable. Ce majorant initial est ob-
tenu en soustrayant du majorant global une combinai-
son des minorants disponibles sur le reste du problème.

Dans cet article, nous avons tenté d’améliorer l’al-
gorithme décrit dans [9] qui introduit des minorants
obtenus par un filtrage cohérence locale pondérée [6]
dans l’algorithme BTD. Dans l’objectif d’une meilleure
prise en compte de la contribution du problème global
dans la définition des majorants locaux, nous rempla-
çons le moteur de type “Branch and Bound” utilisé
dans BTD par une algorithme de type “Poupées Rus-
ses” [23]. L’algorithme RDS est étendu afin de pouvoir
exploiter une décomposition arborescente et un niveau
de cohérence local plus élevé. Dans l’algorithme RDS-
BTD ainsi défini, des relaxations des sous-problèmes
conditionnellement indépendants identifiés par la dé-
composition arborescente sont résolues de façon récur-
sive. Les coûts des solutions optimales de ces relaxa-
tions définissent de puissants minorants et fournissent
donc des majorants locaux améliorés, permettant ainsi
de réduire de façon drastique le comportement de“tra-
shing” observé.

Dans la suite de l’article, nous introduisons d’abord
le cadre des CSP pondérés, l’algorithme BTD et l’al-
gorithme RDS. Nous présentons ensuite notre algo-
rithme générique qui peut se spécialiser en BTD ou
en RDS. Enfin, l’algorithme RDS-BTD est évalué sur
différentes instances de problèmes réels issues du do-
maine de l’affectation de fréquences et de la sélection
de “Tag SNP” (en bioinformatique).

2 Weighted Constraint Satisfaction Pro-
blem

Un CSP pondéré (Weighted CSP, WCSP) est un
quadruplet (X,D,W,m). X et D sont des ensembles
de n variables et domaines, comme dans les CSP
classiques. Le domaine de la variable i est noté Di,
avec une taille de domaine maximum notée d. Étant
donné un sous-ensemble de variables S ⊆ X, on note
`(S) l’ensemble des n-uplets (tuples) définis sur S. W
est un ensemble de fonctions de coût. Chaque fonc-
tion de coût (ou contrainte molle) wS de W est dé-
finie sur un ensemble de variables S appelé sa por-
tée. Cette dernière est supposée différent pour chaque
fonction de coût. Une fonction de coût wS assigne
un coût à chaque affectation des variables de S i.e. :
wS : `(S)→ [0,m]. L’ensemble des coûts possibles est
[0,m] où m ∈ {1, . . . ,+∞} représente un coût into-
lérable. Les coûts sont combinés par l’addition bornée

⊕, définie par a⊕b = min{m, a+b}, et comparés entre
eux via ≥. Notez que le coût intolérable m peut être
fini ou infini et qu’un coût b peut être soustrait d’un
coût a plus large en utilisant l’opération 	 où a	b est
égal à (a− b) si a 6= m . Sinon, il est égal à m.

Pour les fonctions de coût binaires et unaires, nous
utilisons des notations simplifiées : une fonction de
coût binaire entre les variables i et j est notée wij .
Une fonction de coût unaire sur la variable i est notée
wi. Nous faisons l’hypothèse qu’il existe pour chaque
variable, une fonction de coût unaire wi ainsi qu’une
fonction de coût d’arité nulle notée w∅ correspondant
à un coût constant payé par toutes affectations.

Le coût d’une affectation complète t ∈ `(X) dans
un problème P = (X,D,W,m) est égal à ValP (t) =⊕

wS∈W wS(t[S]) où t[S] représente la projection ha-
bituelle d’un tuple sur l’ensemble de variables S. La
minimisation de ValP (t) défini un problème d’optimi-
sation avec un problème de décision associé qui est
NP-complet.

L’établissement d’une cohérence locale donnée
sur un problème P consiste à transformer P =
(X,D,W,m) en un problème P ′ = (X,D,W ′,m) qui
est équivalent à P (ValP = ValP ′) et qui satisfait
la propriété de cohérence locale considérée. Ce pro-
cessus peut augmenter w∅ et fournir ainsi un mino-
rant amélioré du coût optimum. Il s’appuie sur l’ap-
plication de transformations préservant l’équivalence
(EPT) qui déplace les coûts entre des portées diffé-
rentes [20, 6, 10, 5].

3 Décompositions arborescentes et algo-
rithme DFBB

Une décomposition arborescente d’un WCSP
connexe est définie par un arbre (C, T ). Chaque élé-
ment Ce de l’ensemble C = {C1, . . . , Ck} des som-
mets de l’arbre est appelé un “cluster”. Il est formé
d’un sous-ensemble de variables (Ce ⊂ X). T est
un ensemble d’arêtes définissant un graphe acyclique
connexe (un arbre) sur C. L’ensemble des clusters
C doit couvrir toutes les variables (

⋃
Ce∈C Ce = X)

et toutes les fonctions de coût (∀wS ∈ W, ∃Ce ∈
C t.q. S ⊂ Ce). De plus, si une variable i apparâıt
dans deux clusters Ce et Cg, i doit aussi apparâıtre
dans tout cluster Cf sur l’unique chemin reliant Ce et
Cg dans T .

Pour un WCSP donné, nous considérons une décom-
position arborescente enracinée (C, T ) définie par une
racine notée C1. Dans T , le père (resp. les fils) d’un
cluster Ce est noté Père(Ce) (resp. Fils(Ce)). Le sé-
parateur de Ce est l’ensemble Se = Ce ∩ Père(Ce).
Les variables propres d’un cluster Ce est l’ensemble
Ve = Ce \ Se.
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Fig. 1 – Le graphe d’un WCSP et une décomposition arborescente.

La propriété essentielle d’une décomposition ar-
borescente est que l’affectation d’un séparateur Se
coupe le problème initial en (au moins) deux sous-
problèmes qui peuvent être résolus indépendemment
l’un de l’autre. Le premier sous problème, noté Pe, est
défini par les variables de Ce ainsi que celles de tous les
clusters descendants dans T . Ses fonctions de coût sont
celles qui impliquent au moins une variable propre de
ces clusters. Les fonctions de coût restantes, avec les
variables qu’elles impliquent forment le sous-problème
restant.

Exemple 1 Considérons le MaxCSP de la figure 1.
Il a onze variables avec deux valeurs (a, b) par do-
maine. Les arêtes représentent des contraintes de dif-
férence binaires entre les deux variables (wij(a, a) =
wij(b, b) = 1, wij(a, b) = wij(b, a) = 0). Dans
l’ordre lexicographique, (a, b, b, a, b, b, a, b, b, a, b) repré-
sente une solution optimale avec un coût de opti-
mal de 5. Une décomposition arborescente enracinée
en C1 formée des clusters C1 = {1, 2, 3, 4}, C2 =
{4, 5, 6}, C3 = {5, 6, 7}, C4 = {4, 8, 9, 10}, et C5 =
{4, 9, 10, 11} est présentée sur le côté droit de la fi-
gure 1. C1 a pour fils {C2, C4}, le séparateur de C3

avec son père C2 est S3 = {5, 6}, l’ensemble des va-
riables propres de C3 est V3 = {7}. Notez que la va-
riable 4 est une variable propre de C1 et appartient
aux séparateurs S2, S4 et S5. Le sous-problème P3 a
pour variables {5, 6, 7} et comme fonctions de coûts
{w5,7, w6,7, w7}. P1 est le problème complet.

Un algorithme de recherche peut exploiter la pro-
priété précédente pour autant qu’un ordre des va-
riables adapté soit utilisé : les variables d’un cluster Ce
quelconque doivent être instanciées avant les variables
restantes dans ses clusters fils. Dans ce cas, pour tout
cluster Cf ∈ Fils(Ce), une fois le séparateur Sf af-
fecté, le sous-problème Pf conditionné par l’affectation

courante Af de Sf (notée Pf/Af ) peut être résolue à
l’optimalité indépendemment du reste du problème.
Le coût optimal de Pf/Af peut alors être enregistré
avec pour conséquence qu’il ne sera jamais plus ré-
solu pour cette affectation du séparateur Sf . Ainsi, des
algorithmes tels que BTD ou AND-OR graph search
sont capables d’avoir une complexité temporelle expo-
nentielle seulement dans la taille du plus grand cluster.

Dans [9], l’algorithme BTD exploite de minorants
produits par le maintien d’une propriété de cohérence
locale pondérée. Pour tout cluster Ce, une fonction
de coût constante (d’arité nulle) spécifique au cluster
(notée we∅) est utilisée. Elle peut être incrémentée par
le mécanisme de filtrage par cohérence locale et ainsi
fournir pour chaque cluster un minorant du coût d’une
solution optimale. Au delà d’un meilleur élagage, ceci
permet également d’éviter de résoudre systématique-
ment les sous-problèmes à l’optimalité en transmet-
tant une exigence de coût maximum (un majorant)
pour chaque sous-problème Pf . Pour P1, au départ, le
coût de la meilleure solution connue définit le majorant
initial cub1 . Il faut ensuite améliorer ce coût. Si l’on
considère un cluster arbitraire Cf , fils de Ce avec un
majorant associé cube, le majorant du sous-problème
Pf est obtenu est en soustrayant de cube les minorants
associés à tous les autres clusters fils de Ce. Ainsi, des
minorants plus forts sur les autres sous-problèmes in-
duit un majorant plus fort pour le problème courant.

Du fait de ce majorant initial, l’optimum de Pf n’est
pas nécessairement calculé mais un minorant est tou-
jours obtenu. Ce minorant et son éventuelle optimalité
sont enregistrés dans LBPf/Af

et OptPf/Af
. Ils sont

initialement fixés respectivement à 0 et faux.
Pour un élagage amélioré et de meilleurs majo-

rants, BTD utilise le maximum du minorant we∅
(fourni par la cohérence locale) et du minorant
enregistré (LBPf/Af

). Les minorants enregistrés ne
peuvent être utilisés que lorsque le séparateur Sf
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est totalement instancié par l’affectation courante
A. Ceci permet récursivement de définir le mino-
rant utilisé dans [9] comme lb(Pe/A) = we∅ ⊕⊕

Cf∈Fils(Ce) max(lb(Pf/A), LBPf/Af
).

Exemple 2 Dans l’exemple 1, les variables {1, 2, 3, 4}
de C1 sont affectées en premier, en utilisant
par exemple l’heuristique d’ordonnancement dy-
namique min domain/max degree. Soit A =
{(4, a), (1, a), (2, b), (3, b)} l’affectation courante. Le
filtrage par la cohérence locale EDAC [10] sur P1/A
produit w1

∅ = 2, w2
∅ = w4

∅ = 1, w3
∅ = w5

∅ = 0, indui-
sant lb(P1/A) =

⊕
Ce∈C w

e
∅ = 4 étant donné qu’aucun

minorant n’a encore été enregistré.
Ensuite, le sous-problème P2/{(4, a)} et P4/{(4, a)}

sont résolus de façon indépendante et les solu-
tions optimales correspondantes sont mémorisées dans
LBP2/{(4,a)} = 1, LBP4/{(4,a)} = 2, OptP2/{(4,a)} =
OptP4/{(4,a)} = vrai (aucun solution n’étant connue,
aucun majorant n’est défini). Une première affectation
complète de coût w1

∅⊕LBP2/{(4,a)}⊕LBP4/{(4,a)} = 5
est obtenue.

L’algorithme BTD ainsi défini a une complexité
temporelle qui, dans le pire des cas, est exponen-
tielle dans la taille du plus grand cluster moins un,
un nombre aussi appelé largeur d’arbre de la dé-
composition arborescente (C, T ). Sa complexité spa-
tiale est, dans le pire des cas, exponentielle en s où
s = maxCe∈C |Se|, taille du plus grand séparateur [9].

4 Poupées russes et décomposition arbo-
rescentes

L’algorithme original des poupées russes (RDS) [23],
a été introduit en 1996, alors qu’aucune cohérence lo-
cale pour les CSP pondérés n’avait été définie. Son
mécanisme de base a été élaboré pour construire des
minorants forts à partir de minorants plus faibles en
utilisant une recherche arborescente. L’application de
RDS consiste à résoudre n sous-problèmes imbriqués
d’un problème initial P avec n variables. Étant donné
un ordre des variables statique, RDS commence par
résoudre le sous-problème défini par la dernière va-
riable seule. Ensuite, il inclut la variable précédente
dans l’ordre et résout le sous-problème avec deux va-
riables. Ce processus est répété jusqu’à la résolution
compléte du problème. Chacun des sous-problèmes est
résolu avec un algorithme de type DFBB utilisant un
ordre statique des variables suivant l’ordre de la dé-
composition en sous-problèmes imbriqués. Le mino-
rant amélioré utilisé dans l’algorithme DFBB est ob-
tenu en combinant le minorant faible fourni par ”Par-
tial Forward Checking” (similaire au filtrage par cohé-

rence de nœud [15]) avec l’optimum du sous-problème
résolu à l’étape précédente par RDS.

Nous nous proposons d’exploiter le principe de RDS
en s’appuyant sur une décomposition arborescente
(RDS-BTD). La principale différence avec RDS réside
dans le fait que l’ensemble des sous-problèmes réso-
lus est défini par une décomposition arborescente en-
racinée (C, T ) : RDS-BTD résout |C| sous-problème
ordonnés par un parcours en profondeur de T , démar-
rant aux feuilles jusqu’à la racine Prds

1 = P1.
Nous définissons Prds

e comme le sous-problème dé-
fini par les variables propres de Ce ainsi que par celles
de tous ses clusters descendants dans T et par les
fonctions de coût impliquant uniquement des variables
propres de ces clusters. Prds

e n’a aucun fonction de
coût impliquant une variable de Se, le séparateur avec
son cluster père, et ainsi son coût optimal est un mino-
rant de Pe conditionné par n’importe quel affectation
de Se. Ce coût optimal sera donc noté LBrds

Pe

Chaque sous-problème Prds
e est résolu par BTD

et non par DFBB. Ceci permet d’exploiter la dé-
composition et la mémorisation de minorants ef-
fectuée dans BTD, offrant ainsi une complexité
asymptotique améliorée. Le minorant exploité peut
alors s’appuyer sur les minorants LBrds

Pe
déjà cal-

culés sur des clusters déjà explorés, sur les mi-
norants fournis par la cohérence locale et sur les
minorants enregistrés par BTD1. Le minorant cor-
respondant à l’affectation courante A est main-
tenant défini de façon récursive par lb(Pe/A) =
we∅ ⊕

⊕
Cf∈Fils(Ce) max(lb(Pf/A), LBPf/Af

, LBrds
Pf

),
qui est évidemment plus fort.

Dans BTD, la mémorisation n’est effectuée que
lorsque les séparateurs sont complètement affectés
alors que Prds

e ne contient pas les variables du sé-
parateur Se. Nous affectons donc Se avant de résoudre
Prds
e en utilisant les valeurs totalement supportées

(full support) fournies par EDAC [10]2 de chaque va-
riable comme des valeurs temporaires utilisées unique-
ment pour la mémorisation. Une approche alternative
consisterait à mémoriser les minorants d’affectations
partielles mais ceci nécessiterait un mécanisme de mé-
morisation complexe, à considérer dans des travaux
futurs.

L’avantage de l’utilisation de BTD réside aussi dans
le fait que les minorants enregistrés peuvent aussi
être exploités dans les itérations suivantes de RDS-

1En fait, du fait que le filtrage par cohérence locale peut
déplacer des coûts entre les clusters, le minorant LBrds

Pf
doit

être ajusté. Ceci est rendu possible par l’utilisation de la
structure de données ∆W introduite dans [9] en soustrayantL

i∈Sf
maxa∈Di

∆W f
i (a)).

2Une valeur a ∈ Di totalement supportée vérifie wi(a) = 0 et
∀wS ∈ W with i ∈ S,∃t ∈ `(S) with t[i] = a tel que wS(t) = 0.
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Fig. 2 – Résolution récursive des sous-problèmes relaxés issus de la Figure 1 par RDS-BTD.

BTD. Cependant, un optimum mémorisé par BTD
pour un sous-problème Pf alors que Prds

e était résolu
n’est plus nécessairement un optimum de Prds

Père(e)
si

une fonction de coût existe entre Pf et les variables
de CPère(e). De ce fait, à chaque itération de RDS-
BTD, après la résolution de Prds

e , tous les drapeaux
OptPf/Af

tels que Sf∩Se 6= ∅ sont réinitialisés (line 4).

Exemple 3 Considérons l’exemple 1, RDS-BTD
traite successivement les sous-problèmes Prds

3 , Prds
2 ,

Prds
5 , Prds

4 et Prds
1 = P1. Prds

3 contient seulement
la variable {7} et la fonction de coût {w7}. Avant de
résoudre Prds

3 , RDS-BTD affecte les variables {5, 6}
du séparateur S3 à leur valeurs totalement supportées
({(5, a), (6, a)} ici). Quand Prds

2 est résolu, l’opti-
mum de P3/{(5, a), (6, a)}, qui est égal à zéro car w5,6

n’appartient pas à P3, est enregistré et peut être réuti-
lisé lors de la résolution de P1. Quand Prds

4 est ré-
solu, l’optimum de P5/{(4, a), (9, a), (10, a)}, qui est
également nul, est enregistré. Dans ce cas, du fait que
la variable 4 appartient à S5 ∩ S4 et puisque Prds

4

ne contient pas w4,11, cet optimum enregistré n’est
en fait qu’un minorant pour les itérations suivantes
de RDS-BTD. De ce fait, nous fixons les booléens
OptP5/{(4,a),(9,a),(10,a)} à faux avant de résoudre P1.

Les optima obtenus sont LBrds
P3

= LBrds
P5

= 0,
LBrds

P2
= LBrds

P4
= 1 et LBrds

P1
= 5, l’optimum de

P1.
Dans cet exemple simple, pour une affectation ini-

tiale vide A = ∅, on obtient un minorant lb(P1/∅) =
LB

Prds
2

⊕ LB
Prds

4
= 2 au lieu de 0 pour BTD (en

faisant l’hypothèse que la cohérence locale EDAC est
utilisée en pré-traitement et qu’aucun majorant initial
n’est fourni).

Le pseudo-code de l’algorithme RDS-BTD est pré-
senté ci-aprés comme l’algorithme 1. L’algorithme
BTD utilisé est le même que dans [9] si ce n’est pour
le fait qu’il exploite le minorant RDS amélioré défini
ci-dessus. Nous faisons l’hypothèse que la résolution
de Prds

e avec une affectation initiale A du séparateur
Se et un majorant initial cube obtenu par BTD est
efféctuéé par l’appel à BTD(Prds

e , A, Ve, cube).
RDS-BTD appelle BTD pour résoudre chaque sous-

problème Prds
e (ligne 3). Un majorant initial pour

Prds
e est déduit du majorant global et des minorants

RDS disponibles (ligne 1). Comme expliqué ci-dessus,
les variables de Se sont affectées à leurs valeurs to-
talement supportées à la ligne 2 . L’appel initial est
simplement RDS-BTD(P ). Il suppose que le problème
Prds

1 = P est déjà localement cohérent et retourne
son coût optimal.

Notez que dès qu’une solution de Prds
e ayant

le même coût optimal que lb(Prds
e /∅) =⊕

Cf∈Fils(Ce) LBPrds
f

est trouvée, la recherche

s”arrête.
Les complexités temporelles et spatiales de RDS-

BTD sont celles de BTD. Notez que sans mémori-
sation, en utilisant uniquement un filtrage par cohé-
rence de nœud et une décomposition induite par un
pseudo-arbre (avec un cluster pour chaque variable
et un ordre statique des variables), RDS-BTD est
équivalent à l’algorithme Pseudo-Tree RDS [14]. Si
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Algorithm 1: RDS-BTD algorithme
Function RDS-BTD(Prds

e ) : [0, +∞]

foreach Cf ∈ Sons(Ce) do RDS-BTD(Prds
f ) ;

cube := cub1 − lb(P/∅) + lb(Prds
e /∅) ;1

Soit A l’affectation de Se à des valeurs totalement2

supportées;
LBrds

Pe
:= BTD(Prds

e , A, Ve, cube) ;3

foreach Cf descendant de Ce t.q. Sf ∩ Se 6= ∅ do
Fixer à faux les OptPf /A enregistrés, pour tout4

A ∈ `(Sf ) ;

return LBrds
Pe

;

de plus, nous restreignons l’algorithme à l’utilisation
d’une décomposition arborescente spécifique (C, T )
telle que |C| = n,∀e ∈ [1, n], Ce = {1, . . . , e}, et
∀e ∈ [2, n],Père(Ce) = Ce−1, alors BTD-RDS se ré-
duit à RDS.

5 Résultats expérimentaux

Nous avons codé DFBB, BTD, RDS-BTD, et RDS
dans toulbar2 un solveur C++ de CSP pondérés3.
A l’intérieur des clusters, l’heuristique dynamique de
choix de variable min domain / max degree est uti-
lisée (par BTD et RDS-BTD) et par DFBB, les ex-
aequo sont classés par les coûts unaires maximum.
Cette heuristique est modifiée par une heuristique de
type ”conflict back-jumping” comme cela est proposé
dans [16]. Durant la recherche, un niveau de cohé-
rence locale EDAC [10] est maintenu à chaque étape.
RDS s’appuie sur la cohérence de nœud [15] seulement.
Les décompositions arborescentes sont construites par
l’heuristique ”Maximum Cardinality Search” (MCS),
en utilisant le plus grand cluster comme racine (ex-
cepté pour le problème scen07). À partir de la dé-
composition arborescente fournie par MCS, nous avons
dérivé des décompositions arborescentes alternatives
définies par une taille de séparateur maximum smax
comme cela est proposé dans [13] : en partant des
feuilles de la décomposition, nous fusionnons un cluster
avec son père si la taille du séparateur dépasse smax.
Un ordre des variables compatible avec la décomposi-
tion arborescente enracinée exploitée est utilisé pour
l’établissement de la cohérence locale DAC [6] ainsi
que par RDS.

Les minorants enregistrés (et si disponibles, four-
nis par RDS) sont exploités par le filtrage par cohé-
rence locale dés que le séparateur correspondant est
totalement affecté. Si le minorant enregistré est op-
timal ou supérieur au minorant fourni par EDAC, le

3https ://mulcyber.toulouse.inra.fr/projects/toulbar2 ver-
sion 0.8.

sous-problème (Pe/Ae) correspondant est déconnecté
du filtrage par cohérence locale et la différence posi-
tive entre les minorants est ajoutée au minorant du
cluster père (wPère(Ce)

∅ ), conduisant à de nouveaux
effacements de valeurs par cohérence de nœud.

Toutes les méthodes s’appuient sur un schéma de
branchement binaire. Si d > 10, le domaine ordonné
est coupé en deux parties (autour de la valeur cen-
trale) sinon, la variable est affectée à son support com-
plet ou cette valeur est retirée du domaine. Dans les
deux cas, la branche contenant la valeur support com-
plet est explorée en premier, excepté pour RDS et les
méthodes dérivées de BTD qui choisissent en priorité
(si elle existe) la branche qui contient la valeur de la
dernière solution trouvée. Sauf mention précise, aucun
majorant initial n’est fourni. Les temps CPU présen-
tés correspondent au temps nécessaire pour trouver
une solution optimale et prouver son optimalité.

5.1 Affectation de fréquences

Parmi les différentes instances du CELAR [2] qui
peuvent être décrites comme un CSP pondéré bi-
naire, nous avons sélectionné deux instances difficiles :
scen06 and scen07. L’instance scen07 a été réduite
par différentes règles de prétraitement (filtrage des do-
maines par singleton EDAC, par les règles de domi-
nance proposées par Koster [8], élimination des va-
riables de degré faible) conduisant à une instance où
n = 162, d = 44 et e = 764. La décomposition arbores-
cente utilisée a un smax = 3 et une largeur d’arbre de
53. Un majorant initial (354008) a été fourni à toutes
les méthodes. Ce majorant et la solution correspon-
dante ont été trouvés par un algorithme de type DFBB
utilisant un mécanisme de type ”Limited Discrepancy
Search”. Cette solution est également utilisée par RDS-
BTD comme choix de valeur initial (les performances
de DFBB et BTD sont dégradées par ce choix). Le
cluster racine a été choisi sur la base du ”First Fail
Principle”(cluster de coût optimal maximum). BTD et
RDS-BTD trouvent l’optimum de 343592 et prouvent
l’optimalité en respectivement 6 et 4.5 jours (amélio-
ration de 26% pour RDS-BTD) sur un processeur à
2.6 GHz équipé de 32GB de mémoire. BTD a enregis-
tré 90528 minorants (20% de l’espace des affectations
de séparateurs) comparés aux 29453 (6.4%) mémori-
sés par RDS-BTD. DFBB n’a pas terminé en 50 jours.
C’est la première résolution avec preuve d’optimalité
de ce problème ouvert depuis plus de 10 ans.

Nous avons aussi résolu l’instance scen06 (100 va-
riables avec une largeur d’arbre de 11) sans aucun pré-
traitement ni majorant initial. BTD et RDS-BTD ont
pris 221 et 316 secondes respectivement pour trouver
l’optimum et prouver l’optimalité. Ils ont respective-
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ment enregistré 5633 et 7145 minorants malgré le fait
que la taille des séparateurs n’ait pas été restreinte (on
observe un smax = 8). DFBB a pris 2588 secondes et
RDS n’a pas terminé en 10 heures.

5.2 Sélection de Tag SNP

Ce problème apparâıt en génétique et analyse du
polymorphisme. Les SNP (ou Single Nucleotide Poly-
morphism, prononcé snip) sont des variations ponc-
tuelles dans le génome d’individus d’une même es-
pèce. Il se caractérise par une altération d’un seul nu-
cléotide (A,T,C,or G) dans la séquence. Par exemple,
un SNP peut changer la séquence D’ADN AAGGCTAA
en ATGGCTAA. Pour qu’une variation soit considérée
comme un SNP, elle doit apparâıtre dans au moins
1% de la population considérée. Dans les trois milliards
de nucléotides que compte le génome humain, on dé-
nombre plusieurs millions de SNP. Ils expliquent jus-
qu’à 90% de toutes les variations génétiques humaines,
notamment une partie du risque héritable de maladies
communes ainsi que la susceptibilité de réponses aux
pathogènes, produits chimiques, médicaments vaccins
et autres agents.

Le problème TagSNP est une forme de compression
d’information avec perte consistant à sélectionner un
sous-ensemble de SNP tel que les SNP sélectionnés
(appelés tag SNP) capturent l’essentiel de l’informa-
tion génétique. Le but est de capturer un ensemble de
petite taille le plus informatif possible afin de rendre
possible le criblage et l’analyse statistique d’une po-
pulation de grande taille [12].

La mesure de corrélation r2 entre une paire de SNP
peut dans un premier temps être déterminée sur une
petite population. Un tag SNP est considéré comme
”représentatif” d’un autre SNP si les deux SNP sont
suffisamment corrélés. Le problème de sélection de tag
SNP le plus simple consiste à sélectionner un nombre
minimum de tag SNP de façon à ce que tous les SNP
soient représentés. Ceci est capturé par le fait que la
mesure r2 entre deux SNP est supérieure à un seuil
θ (souvent fixé à θ = 0.8 [4]). Nous considérons donc
un graphe dans lequel chaque sommet est un SNP et
où les arêtes sont pondérées par la mesure r2 entre
les SNP des sommets. Les arêtes dont le seuil est plus
petit que θ sont supprimées. Le graphe filtré ainsi ob-
tenu peut avoir plusieurs composantes connexes. Le
problème TagSNP se réduit alors à un problème de
couverture d’ensemble (set covering, NP-dur) sur cha-
cune des composantes. Cette formulation simple du
problème a été étudiée avec de bons résultats dans [1]
via le compilateur c2d .

En pratique, le nombre de solutions optimales peut
être très important et les outils spécialisés du domaines
tel que FESTA [18], (en s’appuyant sur deux algo-

rithmes incomplets), optimisent, en plus du nombre
de tagsnp selection, des critères secondaires : Entre
deux tag SNP, une mesure r2 faible est préférée afin
de maximiser la dispersion des tag SNP. Entre un non
tag SNP et un de ses représentants, une mesure r2 éle-
vée est préférée afin de maximiser la représentativité
de la sélection de tag SNP effectuée.

Pour un graphe connexe donné G = (V,E), nous
construisons un WCSP binaire avec des coûts entiers
capturant le problème TagSNP avec les critères secon-
daires précédents. Pour chaque SNP i, deux variables
is et ir sont introduites. is est une variable booléenne
indiquant si le SNP est sélectionné comme tag SNP
ou non. Le domaine de ir est formé par l’ensemble des
voisins de i complété avec i lui-même. Il indique le tag
SNP qui est chargé de représenter i. Pour un SNP i,
des fonctions de coût dures (avec des coûts nuls ou infi-
nis) établissent le fait que is ⇒ (ir = i). Des fonctions
de coût dures similaires établissent (ir = j)⇒ js avec
les SNP j voisins dans G. Une fonction de coût unaire
sur chaque variable is produit un coût élémentaire U
si la variable est à vrai. Le WCSP résultant capture
déjà le problème de couverture d’ensembles pur défini
par le problème TagSNP.

Pour prendre en compte le critère de représenta-
tivité, une fonction de coût unaire est associée avec
chaque variable ir . Si ir 6= i, elle génère un coût non

nul égal à b100.
1−r2i,ir

1−θ c. Pour capturer la dispersion
entre tag SNPs i et j, une fonction de coût binaire
entre les booléens is et js est introduite. Elle produit

un coût de b100. r
2
ij−θ
1−θ c lorsque is = js = vrai. Le

WCSP ainsi obtenu capture simultanément les critères
de dispersion et de représentativité. Afin de garder à
ces critères leur caractère secondaire, nous utilisons
simplement une valeur de coût U (le coût de sélection
d’un SNP) suffisamment grande. En pratique, supé-
rieur à la somme des critère secondaire et primaire
dans l’instance considérée.

Ce problème est similaire à un problème de couver-
ture d’ensembles (set covering) mais avec des coûts
additionnels binaires (quadratiques). Ces critères sont
ignorés par [1]. Dans cet article, c2d donne une re-
présentation compacte de l’ensemble des solutions du
problème de couverture simple, mais le nombre de so-
lutions optimales est si grand (typiquement supérieur à
des milliards) que l’application des critères secondaires
à des solutions générées par c2d serait trop coûteuse.
Comme le mentionnent les auteurs dans leur conclu-
sion, une compilation directe des critères secondaire
dans le d-DNNF ne semble pas immédiate. Elle né-
cessiterait une reformulation du problème sous forme
MaxSAT.

Les instances considérées dérivent de données ob-
tenues sur chromosome humain numéro 1, aimable-
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Fig. 3 – Temps de résolution global et nombre de problèmes résolus en faisant varier la taille maximale du
séparateur smax.

ment fournies par Steve Qin [18]. Deux valeurs de seuil,
θ = 0.8 et 0.5 ont été essayées. Pour θ = 0.8, une valeur
usuelle dans le domaine, 43251 composantes connexes
ont été identifiées parmi lesquelles nous avons sélec-
tionné les 82 plus grandes. Ces problèmes, qui incluent
de 33 à 464 SNP, définissent des WCSP avec des tailles
de domaine entre 15 et 224. Ces instances sont rela-
tivement faciles. Leur résolution à l’optimalité sélec-
tionne 359 tag SNPs en 2h37’ au lieu des 487 SNP
sélectionnés en 3’ par FESTA (en mode greedy), soit
21% d’amélioration. En mode hybride, FESTA sélec-
tionne 370 tag SNP en 39h17’ soit un modeste gain de
3% dans notre cas, mais avec une amélioration d’un
facteur 15 en temps.

Afin d’obtenir des problèmes plus difficiles, nous
avons abaissé le seuil θ à 0.5. Ceci défini 19, 750 com-
posantes connexes parmi lesquelles 516non triviales
sont résolues par FESTA par approches incomplètes.
Nous avons sélectionnées les 25 plus grandes. Ces ins-
tances contiennent de 171 à 777 SNP et ont une densité
d’arête qui varie entre 6% et 37%. Elles définissent des
instances WCSP dont la taille des domaines varie entre
30 et 266 et contenant de 8000 à 250, 000 fonctions de
coûts. La décomposabilité de ces problèmes, estimée
par le ratio entre la largeur d’arbre d’une décomposi-
tion fournie par MCS (smax = +∞) et le nombre de
variables, varie de 14% à 23%.

Tous les problèmes ont été traités avec un majo-
rant initial fourmi par FESTA (mode greedy). L’éxpe-
rimentation a été réalisé sur machine équipée de CPU
à 2.8 Ghz et 32 GB de RAM. Pour mettre en valeur
l’importance de l’utilisation d’une taille de séparateurs
bornée (via smax), nous avons considéré des valeurs de
smax allant de 0 (DFBB), 4, 8, 12, 24, 32 à +∞ pour
les algorithmes BTD et RDS-BTD. Nous présentons le
nombre de problèmes résolus dans une limite de temps

de deux heures ainsi que le temps CPU global utilisé
(une instance non résolue comptant pour deux heures).
RDS présentant de mauvaises performances, les résul-
tats correspondants ne sont pas présentés.

En utilisant smax = 4, notre implémentation amé-
liore le taux de compression de FESTA-greedy par un
rapport de 15% (en sélectionnant 2952 tag SNP au lieu
de 3477 pour les 516−13 instances résolues). Notez que
la différence en temps CPU entre BTD et RDS-BTD
augmenterait si une plus grande limite de temps était
utilisée. D’un point de vue pratique, le critère utilisé
dans le problème TagSNP pourrait être raffinée en-
core en incluant des informations variées : informations
d’annotation de séquences (e.g. préférant les tag SNP
apparaissant dans les gènes), mesure entre triplets de
SNP comme proposé dans [1] (SNP couverts par des
paires de tag SNP). Les bonnes performances de RDS-
BTD pourraient permettre de résoudre ces problèmes
avec un seuil réaliste de θ = 0.8.

La Figure 4 représente, pour chaque instance (θ =
0.5) résolue au moins une fois lors des expérimenta-
tions précédentes, l’évolution individuelle du ratio lar-
geur d’arbre de la décomposition sur taille du problème
en fonction de smax. Le succès de la résolution (preuve
d’optimalité obtenue dans le temps imparti) est maté-
rialisé par un trait continu, à l’inverse les échecs sont
représentés par des pointillés. L’unique résolution de
l’instance ”17034” (smax=4), est représentée par un
carré gris.

Ainsi, on retrouve individuellement les 12 instances
résolues pour smax = {4, 8}, mais il est intéréssant de
noter que la nature des instances clôturées sont légè-
rement différentes. L’instance ”17034” est résolue uni-
quement à smax=4, ce qui est compensé par l’instance
”14359” , qui est résolue sur l’intervalle 8 et 12. Au
total, 13 instances sont clôturées sur l’ensemble des
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expérimentations. Une diminution importante dans la
largeur d’arbre de décomposition est souvent corrélée
au succès de la résolution du problème.

Pour la majorité des instances étudiées, reflétant
la structure des problémes, les courbes montrent une
zone de décroissance importante pour smax ∈ [0, 8],
qui est sans doute à l’origine des bons résultats ob-
tenus. La diminution de la largeur d’arbre est ensuite
plus faible. Elle atteint progressivement (smax > 12),
un plateau de pente faible, qui tends asymptotique-
ment vers le ratio associé à la décomposition complète
du problème. Cette zone des courbes est souvent as-
sociée à un échec dans les expérimentations. Ainsi par
exemple, l’instance 15757 est résolue pour des valeurs
de smax de 4, 8, 12 et 24 avec respectivement des temps
de 514, 7, 299 et 3810 secondes. Sur le plan de la dé-
composition, le ratio de largeur d’arbre passe de 0, 63
pour smax=4 à 0, 30 pour smax = 8 et smax = 12 pour
enfin avoisiner 0, 2 à smax = 24. La résolution de l’ins-
tance est optimale à smax = 8. Le cas de cette instance
n’est pas isolé. Comme le montre la Figure 3, la plupart
des instances résolues présentent une valeur smax op-
timale pour la résolution. Cette situation correspond,
probablement, à un bon compromis entre gains issus
de la décomposition et pertes liées à une diminution
dans la liberté de l’ordre de choix des variables.

6 Conclusion

L’exploitation pratique de décompositions arbores-
centes pour résoudre des problèmes d’optimisation
combinatoire qui ont une structure n’est pas tou-
jours immédiate. Les problèmes d’optimisation défi-
nissent de façon explicite un critère global qui doit
être optimisé sur l’ensemble de l’instance. En résolvant
des sous-problèmes conditionnellement indépendants,
les algorithmes exploitant une décomposition arbores-
cente des problèmes perdent la vision globale sur le
critère en exploitant des bornes locales assez faibles.
En fournissant des minorants forts pour chacun des
sous-problèmes, l’approche des poupées russes permet
d’injecter une information plus globale dans chaque
résolution de sous-problème au travers d’un majorant
initial renforcé, évitant ainsi nombre de résolution in-
utiles et menant à une efficacité accrue.

Au delà, nos expérimentations montrent que, même
sur des problèmes ayant une structure forte, il est sou-
vent profitable et parfois indispensable de restreindre
la décomposition en bornant la taille des séparateurs.
La théorie nous indique que la taille des séparateurs
influe sur la complexité spatiale d’algorithmes tels que
BTD ou RDS-BTD, mais même lorsque la taille des
séparateurs n’est pas restreinte, aucun des instances
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considérées dans nos tests n’a pu épuiser la mémoire
disponible. En pratique, l’amélioration en efficacité
est d’abord explicable par la liberté supplémentaire
dans l’ordonnancement des variables rendue possible
par la fusion de clusters. Cette observation est cohé-
rente avec les conclusions de [13]. On notera aussi que
le nombre d’instanciations possibles d’un séparateur
crôıt exponentiellement avec sa taille. Plus le sépara-
teur est grand, et plus la probabilité qu’un minorant
mémorisé serve à nouveau devient faible : la mémori-
sation est sans doute surtout utile dans les séparateurs
de petite taille.

Concernant notre algorithme, la synergie entre RDS
et BTD pourrait être améliorée en autorisant BTD à
mémoriser des minorants associés à des instanciations
partielles des séparateurs. Cela permettrait de réduire
encore les recherches redondantes entre itérations suc-
cessives de RDS-BTD et serait également profitable
dans une stratégie d’approfondissement itératif (itera-
tive deepening) comme cela a été proposé dans [3].

Dans nos tests, le seuil smax a été appliqué de façon
uniforme à toutes les instances. Il reste à étudier à quel
point un ajustement de ce seuil par instance, en pre-
nant en compte la taille des séparateurs existants dans
le problème et les variations de largeur d’arbre qu’ils
peuvent induire, pourrait améliorer les performances
de l’algorithme.
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Abstract

Ce papier traite du problème de comp-
tage du nombre de solutions d’un CSP, dénoté
#CSP. Ce problème très difficile a de nom-
breuses applications en informatique, en par-
ticulier en Intelligence Artificielle, et aussi en
physique statistique. Des progrès récents ont
été fait par des méthodes de recherche, telle
que BTD [16], qui exploitent la structure du
graphe de contraintes dans le but de résoudre
des CSPs efficacement. Nous proposons d’adap-
ter BTD pour résoudre le problème #CSP. La
méthode de comptage exacte résultante a dans
le pire des cas une complexité temporelle ex-
ponentielle en un paramètre graphique spéci-
fique appelé largeur d’arbre. Pour des problèmes
ayant un graphe peu dense mais une grande
largeur d’arbre, nous proposons une méthode
itérative qui approche le nombre de solutions
en résolvant une partition de l’ensemble des
contraintes en une collection de sous-graphes
partiels triangulés. Sa complexité temporelle est
exponentielle en la taille de la plus grande clique
(aussi appelé clique number) du problème d’ori-
gine, taille qui peut être beaucoup plus petite
que la largeur d’arbre. Des expérimentations sur
des problèmes aléatoires CSP structurés et des
benchmarks SAT montrent l’efficacité pratique
de nos approches.

1 Introduction

Le formalisme des problèmes de satisfaction
de contraintes (CSP) offre un cadre général
pour représenter et résoudre de nombreux pro-
blèmes. Déterminer si une solution existe est
un problème NP-complet. Un problème plus
difficile encore consiste à compter le nombre de
solutions. Ce problème noté #CSP est connu
pour être #P-complet [26]. Ce problème a de
nombreuses applications en informatique, en
particulier en IA, par exemple en raisonnement
approché [23], en diagnostique [19], en révision
de croyance [5], comme heuristique pour guider
la recherche d’une solution dans les CSPs [17],
ainsi que dans d’autres domaines en dehors de
l’informatique, tels que la physique statistique
[3] ou en biochimie pour la prédiction de struc-
tures de protéines [20].

Dans la littérature, deux principales ap-
proches ont été étudiées. D’un côté, les mé-
thodes calculant le nombre exact de solutions
et de l’autre côté des méthodes approchées.
Pour les méthodes exactes, l’approche natu-
relle est d’étendre les méthodes systématiques
telles que FC [15] ou MAC [24] dans le but
d’énumérer toutes les solutions. La complexité
est bornée par O(m.dn) avec n le nombre de
variables, m le nombre de contraintes, et d la
taille maximum des domaines. Il est évident
qu’avec cette approche, plus il y a de solutions,
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plus cela prend du temps pour les énumérer.
Dans ce papier, nous sommes intéressés par

des méthodes de recherche arborescente qui ex-
ploitent la structure des problèmes, offrant de
meilleures bornes sur la complexité temporelle
et spatiale. C’est le cas du compilateur de for-
mules en logique propositionnelle en d-DNNF
[6] et de la recherche dans des graphes ET/OU
[8, 9] qui font tous les deux du comptage de
solutions.

Nous proposons d’adapter l’algorithme
Backtracking with Tree-Decomposition (BTD)
[16] à #CSP. BTD avait été initialement
proposé pour résoudre des CSPs structurés.
Notre modification sur BTD est similaire à
celle effectuée dans le cadre de la recherche
ET/OU [8, 9]. Cependant BTD utilise la
notion d’arbre de décomposition de clusters au
lieu d’un pseudo-arbre, ce qui conduit natu-
rellement BTD à utiliser un ordre dynamique
de choix de variables à l’intérieur des clusters,
tandis que la recherche ET/OU utilise plutôt
un ordre statique.

La plus part du travail réalisé sur le comp-
tage a été fait sur #SAT, le problème de comp-
tage de modèles associé à SAT [26]. Les mé-
thodes exactes pour #SAT étendent les résol-
veurs SAT systématiques, en ajoutant une ana-
lyse des composants [2] et de la mémorisation
[25] pour améliorer les performances.

Les approches qui réalisent une approxima-
tion proposent une estimation du nombre de
solutions. Elles proposent des algorithmes en
temps polynômial ou exponentiel qui doivent
fournir des approximations de qualité raison-
nable avec des garanties théoriques sur la qua-
lité de l’approximation ou non. De même que
pour les méthodes exactes, les principaux tra-
vaux sur les méthodes d’approximation ont été
fait sur #SAT. Ces approches effectuent soit
un échantillonnage dans l’espace de recherche
d’origine [27, 12, 10, 18], soit dans l’espace de
recherche ET/OU [11]. Toutes ces méthodes, à
l’exception de [27] procurent un minorant pro-
babiliste du nombre de solutions avec un in-
tervalle de confiance très resserré obtenu par
des affectations aléatoires des variables jus-
qu’à trouver des solutions. Un inconvénient
possible de ces approches est qu’elles peuvent

ne trouver aucune solution dans le temps de
calcul imparti à cause du fait qu’elles ren-
contrent uniquement des affectations partielles
incohérentes. Pour des problèmes complexes
de grande taille, cela conduit à des minorants
du nombre de solutions nuls. Pour tenter de
remédier à ce problème, il faut alors réaliser
un réglage délicat des paramètres de ces mé-
thodes, par exemple en changeant le nombre
d’échantillons. Une autre approche consiste à
réduire l’espace de recherche en ajoutant par
exemple des contraintes XOR [13, 14]. Cepen-
dant, l’ajout de ces contraintes n’assure pas
que le problème soit plus facile à résoudre.

Dans ce papier, nous proposons de relaxer le
problème de comptage en effectuant un par-
titionnement des contraintes en une collec-
tion de sous-problèmes structurés triangulés.
Chaque sous-problème est alors résolu en uti-
lisant notre version modifiée de BTD. Cette
tâche devrait être relativement facile si l’ins-
tance originale a un graphe peu dense1. Fina-
lement, une approximation du nombre de solu-
tions du problème complet est obtenue en com-
binant les résultats obtenus pour chaque sous-
problème. La méthode d’approximation résul-
tante, appelée ApproxBTD par la suite, donne
aussi un majorant trivial du nombre de so-
lutions. Les résultats expérimentaux montrent
qu’une telle approche est intéressante pour sa
rapidité et la qualité de son approximation.

D’autres méthodes de comptage fondées sur
des relaxations ont été étudiées dans la littéra-
ture, telle que l’élimination de variables appro-
chée et la propagation itérative dans un graphe
de jointure [17], ou bien dans le contexte voi-
sin de l’inférence Bayésienne, la propagation de
croyance itérative et la méthode de suppression
d’arêtes [4]2. Ces approches ont le défaut de ne

1En fait, cela dépend de la largeur d’arbre des sous-
problèmes, qui est bornée par la taille de la plus grande
clique dans le problème complet. Dans le cas de graphes
peu denses, nous nous attendons à ce que cette taille
soit petite, ce qui est montré dans nos expérimenta-
tions. En pratique, notre méthode d’approximation ne
sera efficace que si le CSP à résoudre ne contient pas
de contraintes globales.

2Cette méthode commence par résoudre un sous-
problème structuré en poly-arbre, par la suite aug-
menté par la restauration d’arêtes supprimées, jus-
qu’à au final résoudre le problème complet. A l’in-
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pas exploiter la structure locale (aussi appelée
micro-structure) des instances comme c’est le
cas pour BTD, grâce à son emploi d’une cohé-
rence locale et d’un ordre de choix de variables
dynamique au sein des clusters.

Dans la section suivante, nous introduisons
les notations et rappelons les principes de l’al-
gorithme BTD. La section 3 décrit notre ver-
sion modifiée de BTD. Dans la section 4, nous
introduisons la méthode d’approximation Ap-
proxBTD. Des résultats expérimentaux sur des
CSPs aléatoires et des benchmarks SAT sont
présentés dans la section 5. Enfin, nous don-
nons une conclusion dans la section 6.

2 Préliminaires

Un problème de satisfaction de contraintes
(CSP) est défini par un tuple (X,D,C,R). X
est un ensemble {x1, . . . , xn} de n variables.
Chaque variable xi prend ses valeurs dans
le domaine fini dxi de D. Les variables sont
soumises à un ensemble C de m contraintes.
Chaque contrainte c est définie comme un en-
semble {xc1 , . . . , xck

} de variables. Une rela-
tion rc (de R) est associée à chaque contrainte
c telle que rc représente l’ensemble des tuples
autorisés sur dxc1

× · · · × dxck
. Notons que

nous pouvons également définir les contraintes
par des fonctions usuelles ou des prédicats,
par exemple. Etant donné Y ⊆ X tel que
Y = {x1, . . . , xk}, une affectation des va-
riables de Y est un tuple A = (v1, . . . , vk)
sur dx1 × · · · × dxk

. Une contrainte c est sa-
tisfaite par A si c ⊆ Y, (v1, . . . , vk)[c] ∈ rc,
elle est dite violée sinon. Nous écrirons l’af-
fectation (v1, . . . , vk) sous la forme plus ex-
plicite (x1 ← v1, . . . , xk ← vk). La structure
d’un CSP peut être représentée par le graphe
(X,C), appelé le graphe de contraintes, dont
les sommets sont les variables de l’ensemble X
et il y a une arête entre deux sommets s’il existe
une constrainte entre les variables correspon-
dantes.

Dans [16] une nouvelle méthode est pro-
posée pour résoudre les CSP. Cette méthode

verse, ApproxBTD commence directement avec un
sous-problème triangulé pouvant être plus grand que
le poly-arbre de la méthode précédente.

appelée BTD (pour Backtracking with Tree-
Decomposition) est une méthode énumérative
guidée par une décomposition arborescente du
graphe de contraintes. Une décomposition ar-
borescente [22] d’un graphe G = (X,E) est
une paire (C, T ) avec T = (I, F ) un arbre et
C = {Ci : i ∈ I} une famille de sous-ensemble
de X, tels que chaque cluster Ci est un nœud
de T et vérifie : (1) ∪i∈ICi = X, (2) Pour
chaque arête {x, y} ∈ E, il existe i ∈ I avec
{x, y} ⊆ Ci, (3) Pour tout i, j, k ∈ I, si k est
sur le chemin de i à j dans T , alors Ci∩Cj ⊆ Ck.
La largeur d’arbre d’une décomposition arbo-
rescente (C, T ) est égale à maxi∈I |Ci| − 1. La
largeur d’arbre (tree-width) de G est la largeur
minimale sur toutes les décompositions arbo-
rescentes de G. Notons que trouver une décom-
position arborescente optimale est un problème
NP-dur [1]. Cependant, nous pouvons facile-
ment calculer un bonne décomposition arbo-
rescente en utilisant la notion de graphes tri-
angulés. Une décomposition arborescente est
calculée par triangulation (i.e ajout d’arêtes
au) du graphe de contraintes pour qu’il de-
vienne triangulé3 afin d’y rechercher les cliques
maximales dans le graphe de contrainte trian-
gulé. La figure 1(b) présente une décomposi-
tion arborescente possible pour le graphe de
la figure 1(a). Nous avons C1 = {x1, x2, x3},
C2 = {x2, x3, x4, x5}, C3 = {x4, x5, x6} et
C4 = {x3, x7, x8}, et la largeur d’arbre est
de 3. Dans la suite, à partir d’une décompos-
tion arborecente, nous considérons un arbre en-
raciné (I, F ) où C1 est la racine, nous note-
rons Fils(Ci) l’ensemble des clusters fils de Ci
et Desc(Cj) l’ensemble des variables qui ap-
partiennent à Cj ou à un descendant Ck de
Cj dans l’arbre enraciné en Cj . Par exemple,
Desc(C2) = C2 ∪ C3 = {x2, x3, x4, x5, x6}.

La première étape de BTD consiste à calcu-
ler une décomposition arborescente du graphe
de contraintes. Cette décomposition arbores-
cente permet d’obtenir un ordre partiel sur
les variables permettant à BTD d’exploiter les
propriétés structurelles du graphe et de couper
dans l’arbre de recherche. En effet, les variables

3Un graphe est triangulé si chaque cycle de longueur
supérieur à quatre a une corde, i.e une arête reliant
deux sommets non consécutifs dans le cycle.
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Fig. 1 – (a) Un graphe de contraintes sur 8
variables. (b) Une décomposition arborescente
de ce graphe de contraintes.

sont affectées selon une recherche en profon-
deur d’abord à partir de la racine de la décom-
position. Autrement dit, nous affectons les va-
riables du cluster racine C1, puis celles de C2,
celles de C3 etc. . . Par exemple, x1, x2, . . . , x8

est un ordre possible. De plus, la décomposi-
tion arborescente et l’ordre sur les variables
permettent à BTD de diviser le problème P en
plusieurs sous-problèmes. Etant donnés deux
clusters Ci et Cj (avec Cj un fils de Ci), le
sous-problème enraciné en Cj dépend de l’af-
fectation courante A sur Ci ∩ Cj . On notera
ce sous-problème PA,Ci/Cj

. Son ensemble des
variables est Desc(Cj). Le domaine de chaque
variable appartenant à Ci ∩ Cj est réduit à sa
valeur associée dans A. Concernant l’ensemble
des contraintes, il contient les contraintes qui
impliquent au moins une variable apparaissant
exclusivement dans Cj ou un de ses descen-
dants. Considérons, par exemple, le CSP dont
le graphe de contraintes est donné par la fi-
gure 1(a). Chaque domaine est {a, b, c, d} et
chaque contrainte cij = {xi, xj} a une relation
rcij telle que xi 6= xj . Soit A = (x2 ← b, x3 ←
c), l’ensemble de variables de PA,C1/C2 est
Desc(C2), (avec dx2 = {b}, dx3 = {c} et dx4 =
dx5 = dx6 = {a, b, c, d}) et son ensemble de
contraintes est {c24, c25, c34, c35, c45, c46, c56}.
Nous définissons la notion de goods structu-
rels. Un good structurel de Ci par rapport à
Cj (avec Cj un fils de Ci) est l’affectation cou-
rante A sur Ci∩Cj pouvant être étendue sur le
sous-problème PA,Ci/Cj

. Par exemple, si nous
considérons l’affectation A = (x2 ← b, x3 ← c)

sur C1 ∩ C2 nous obtenons le good (A) grâce
à l’affectation sur Desc(C2) défini par (x2 ←
b, x3 ← c, x4 ← a, x5 ← d, x6 ← b) satisfaisant
toutes les contraintes de PA,C1/C2 . Dans un
premier temps cette affectation (A) est explo-
rée, puis lorsque son extension sur {x4, x5, x6}
est valide, (A) est enregistrée comme un good.
Ainsi, si durant la recherche, l’affectation A =
(x2 ← b, x3 ← c) est à nouveau étudiée,
la recherche n’explore pas le sous-problème
PA,C1/C2 car nous avons déjà prouvé qu’il existe
une solution compatible avec A. Au contraire,
si aucune solution n’est trouvée pour une autre
affectation A′ sur PA′,C1/C2 , un nogood structu-
rel est alors enregistré. Ce nogood pourra être
utilisé comme une nouvelle contrainte du pro-
blème.

Dans la section suivante, nous définirons la
notion de good structurel pour le comptage,
qui est basée sur les mêmes principes que les
goods et nogoods structurels.

3 Dénombrement de solutions avec
BTD

La méthode BTD est une adaptation de
BTD pour le comptage de solutions. Comme
pour BTD, la première étape de BTD consiste
à calculer une décomposition arborescente du
graphe de contraintes. Cette décompostion ar-
borescente induit un ordre partiel sur les va-
riables pour exploiter les propriétés structu-
relles du graphe et permettre d’élaguer l’arbre
de recherche. Tandis que BTD utilise la no-
tion de good, pour le dénombrement de solu-
tions nous utilisons la notion de #good. Le but
est de sauver le nombre de solutions des sous-
problèmes induit par la décomposition arbores-
cente. En effet, un # good de Ci par rapport à
Cj (avec Cj un fils de Ci) est une paire (A, nb)
où A est une affectation Ci∩Cj et nb le nombre
de solutions du sous-problème PA,Ci/Cj

. Dans
l’exemple de la Section 2, si nous considérons
l’affectation A = (x4 ← a, x5 ← d) sur C2 ∩ C3
nous obtenons un #good (A, 2) car nous avons
deux solutions pour le sous-problème PA,C2/C3 .

BTD explore l’espace de recherche suivant
l’ordre des variables induit par la décomposi-
tion arborescente. Ainsi, on commence par les
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Algorithme 1 : BTD(A, Ci, VCi
) : entier

if VCi
= ∅ then

if Fils(Ci) = ∅ then
return 1

else
F ← Fils(Ci)
NbSol← 1
while F 6= ∅ et NbSol 6= 0 do

Choisir Cj in F
F ← F − {Cj}
if (A[Ci ∩ Cj ], nb) n’est pas un #good
dans P then

nb← BTD(A, Cj , VCj
− (Ci ∩ Cj))

enregistre le #good
(A[Ci ∩ Cj ], nb) de Ci/Cj dans P

NbSol← NbSol× nb ;

return NbSol

else
Choisir x ∈ VCi
NbSol← 0
d← dx

while d 6= ∅ do
Choisir v dans d
d← d-{x}
if A∪ {x← v} ne viole aucune c ∈ C then1

NbSol← NbSol+BTD(A ∪ {x← v},
Ci, VCi

-{x})

return NbSol

variables du cluster racine C1. A l’intérieur du
cluster Ci, on affecte une valeur à une variable,
on “backtrack” si une contrainte est violée. Ce
schéma peut être amélioré avec le maintient de
l’arc consistance. Lorsque toutes les variables
de Ci sont affectées, BTD calcule le nombre de
solutions du sous-problème induit par le pre-
mier fils de Ci, s’il en existe un. Plus générale-
ment, considérons Cj un fils de Ci. Etant don-
née une affectation courante A sur Ci, BTD
vérifie si l’affectation A[Ci ∩ Cj ] correspond à
un #good. Si c’est le cas, BTD multiplie le
nombre de solutions enregistré avec le nombre
de solutions de Ci avec A comme affectation.
Sinon, on étend A sur Desc(Ci) dans l’ordre
pour compter le nombre nb d’extensions consis-
tantes et on enregistre le #good (A[Ci∩Cj ], nb).
BTD calcule le nombre de solutions du sous-
problème induit par le fils suivant de Ci. Fi-
nalement lorsque chaque fils de Ci a été exa-
miné, BTD essaye de modifier l’affectation cou-
rante de Ci. Le nombre de solutions de Ci est
la somme des solutions de chaque affectation.

BTD est décrit par l’algorithme 1. Etant
donnée une affectation A et un cluster Ci,
BTD regarde le nombre d’extensions B de A

sur Desc(Ci) tel que A[Ci-VCi ] = B[Ci-VCi ].
VCi

est l’ensemble des variables non affectées
de Ci. Le premier appel est BTD(∅, C1, C1)
et il retourne le nombre de solutions. No-
tons SA,Ci/Cj

le nombre de solutions d’un
sous-problème PA,Ci/Cj

. Ainsi, SA,Ci/Cj
=∑

B SB,Ci/Cj
pour chaque affectation B sur

Desc(Cj) tel que A[Ci ∩ Cj ] = B[Ci ∩ Cj ]. Par
exemple, avec A = (x1 ← a, x2 ← b, x3 ←
c) comme affectation de C1 alors SA,C1/C2 =
SA∪(x4←a,x5←d),C1/C2 +SA∪(x4←d,x5←a),C1/C2 =
2 + 2 = 4. Soit Var(PA,Ci/Cj

) l’ensemble des
variables de PA,Ci/Cj

moins les variables de
Ci ∩ Cj . Autrement dit, c’est l’ensemble des
variables de PA,Ci/Cj

non affectées. Si Ci a k
fils : Ci1 , ..., Cik

alors ∩16j6kVar(PA,Ci/Cij
) =

∅. On note SA,Ci
le nombre de solutions de

Desc(Ci) avec l’affectation A sur Ci. D’où,
SA,Ci =

∏
16j6k SA,Ci/Cij

. Par exemple, le
nombre de solutions de PA,C1/C2 (avec l’af-
fectation A = (x1 ← a, x2 ← b, x3 ←
c) est 4 sur (x4, x5, x6) et 6 solutions pour
PA,C1/C4 sur (x7, x8). Donc, il y a 24 solu-
tions sur (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) avec A.
Notons que pour [C1 ∩ C4], ((x3 ← c), 6) est un
#good. Pour une autre affectation sur C1, e.g
A′ = (x1 ← b, x2 ← a, x3 ← c), il n’est pas
nécessaire de calculer les solutions sur C4 car le
#good ((x3 ← c), 6) peut être utilisé pour A′.

La complexité en espace de BTD est
O(n.s.ds) et celle en temps est O(n.m.dw+1)
avec w+ 1 la taille du plus grand cluster Ck et
s la taille de la plus grande intersection Ci ∩Cj
(Cj un fils de Ci).

En pratique, pour les problèmes ayant une
grande largeur d’arbre, BTD explose en temps
et en mémoire, voir à la Section 5. Dans ce
cas, nous sommes intéressés par une méthode
d’approximation.

4 Approximation avec BTD

Nous considérons ici des CSPs qui ne sont
pas nécessairement structurés. Pour les ré-
soudre, nous proposons d’exploiter BTD en dé-
finissant une nouvelle méthode d’approxima-
tion appelée ApproxBTD.

Sans perte de généralité, nous considérons le
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cas de CSP binaires dans la présentation de
la méthode. Nous pouvons définir une collec-
tion de sous-problèmes en partitionnant l’en-
semble des contraintes, c’est à dire dans le cas
de CSP binaires, en partitionnant l’ensemble
des arêtes du graphe de contraintes. Nous re-
marquons que chaque graphe (X,C) peut être
partitionné en k sous-graphes (X1, E1), . . . ,
(Xk, Ek) tels que ∪Xi = X, ∪Ei = C et
∩Ei = ∅ et tel que chaque sous-graphe (Xi, Ei)
soit triangulé. Ainsi, chaque (Xi, Ei) peut être
associé à un sous-problème structuré Pi (avec
l’ensemble de variables Xi et l’ensemble de
contraintes correspondant à Ei), qui peut être
résolu efficacement en utilisant BTD. Ce par-
titionnement s’appuie sur le fait qu’il est facile
de trouver une décomposition arborescente de
largeur d’arbre minimum pour un graphe tri-
angulé (théorème de Fulkerson et Gross, 1965).
Supposons que SPi

est le nombre de solutions
pour chaque sous-problème Pi, 1 6 i 6 k. Nous
estimerons le nombre de solutions de P en ex-
ploitant la propriété suivante. Premièrement,
nous dénotons PP(A)la probabilité de A est

une solution de P . PP(A) =
SP∏

x∈X dx
.

Propriété 1. Soit un CSP donné P =
(X,D,C,R) et une partition {P1, ...,Pk} de P
induite par une partition de C en k éléments.

SP ≈

⌈(
k∏

i=1

SPi∏
x∈Xi

dx

)
×
∏
x∈X

dx

⌉
Notons que l’approximation retourne une ré-

ponse exacte si tous les sous-problèmes sont
indépendants (∩Xi = ∅) ou k = 1 (P est déjà
triangulé) ou si il existe un sous-problème in-
cohérent Pi. De plus, nous pouvons fournir un
majorant trivial du nombre de solutions dû au
fait que chaque sous-problème Pi est une re-
laxation de P (le même argument est utilisé
dans [21] pour construire un majorant).

SP ≤ min
i∈[1,k]

⌈
SPi∏

x∈Xi
dx
×
∏
x∈X

dx

⌉
Notre méthode appelée ApproxBTD est dé-

crite par l’algorithme 2. Appliqué sur un pro-
blème P avec un graphe de contraintes (X,C),

Algorithme 2 : ApproxBTD(P) : integer

Soit G′ = (X′, C′) un graphe de contraintes associé à
P ;
i← 0 ;
while G′ 6= ∅ do

i← i + 1 ;
Calculer un sous-graphe partiel triangulé
(Xi, Ei) de G′ ;
Soit Pi le sous-problème associé à (Xi, Ei) ;
SPi
←BTD(∅, C′1, C′1) avec C′1 le cluster racine

de la décomposition arborescente de Pi ;
G′ ← (X′, C′ − Ei) avec X′ l’ensemble des
variables induites par C′-Ei ;

k ← i ;

return

&Qk
i=1

SPiQ
x∈Xi

dx

×
Q

x∈X dx

’
;

la méthode construit une partition {E1, ..., Ek}
de C telle que le graphe de contraintes (Xi, Ei)
est triangulé pour tout 1 6 i 6 k. Les sous-
problèmes associés aux (Xi, Ei) sont résolus
par BTD. La méthode retourne une approxi-
mation du nombre de solutions de P en utili-
sant la propriété 1.

Le nombre d’itérations de ApproxBTD est
borné par n (nous avons au moins n− 1 arêtes
(un arbre) à chaque itération ou bien des som-
mets ont été effacés). Chaque sous-graphe tri-
angulé et sa décomposition arborescente opti-
male associée peuvent être calculé en O(nm)
opérations [7]4. De plus, nous garantissons que
la largeur d’arbre w (plus un) de chaque sous-
graphe triangulé produit est au plus égale à K,
la taille de la plus grande clique (clique num-
ber) de P. Soit w∗ la largeur d’arbre (mini-
male) de P, nous avons w + 1 ≤ K ≤ w∗ + 1.
Finalement, la complexité temporelle de Ap-
proxBTD est O(n2mdK) et sa complexité mé-
moire est O(nKdK−1).

5 Résultats expérimentaux

Nous avons effectué nos expérimentations
sur des CSP aléatoires et sur des benchmarks
SAT. Les expérimentations ont été réalisées sur

4Notons que cette approche retourne un sous-
graphe maximal au sens de l’inclusion en nombre de
contraintes pour un CSP binaire seulement. Dans le
cas d’un CSP non-binaire (également en SAT), nous
ne garantissons pas la maximalité du sous-graphe et
ajoutant dans le sous-problème toutes les contraintes /
clauses dont la clique associée d’arêtes est totalement
incluse dans le sous-graphe.
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un Pentium IV 3.2 GHz (resp. Xeon 2, 66 GHz)
avec 1 Go (resp. 32 Go) pour les instances CSP
(resp. SAT). Nous avons limité à une heure le
temps autorisé pour résoudre chaque instance.
Dans BTD à la ligne 1, nous utilisons Forward
Checking au lieu de Backward Checking pour
des raisons d’efficacité. A l’intérieur des clus-
ters l’ordre dynamique min domaine / max de-
gré est utilisé pour le choix de variables.

5.1 Instances aléatoires de CSP structurés

Nous étudions et comparons ApproxBTD
avec BTD sur des instances structurées géné-
rées aléatoirement. Pour cela, nous considérons
des instances aléatoires de k-arbres partiels
avec les paramètres (n, d, rmax, t, smax, nc, nr)
où chaque graphe de contraintes est un arbre
de nc cliques et nr est le pourcentage d’arêtes
supprimées dans les cliques. Il y a n variables
avec un domaine de taille d, la taille de la
plus grande clique est rmax, et la taille de
la plus grande intersection est smax. Chaque
contrainte a une dureté égale à t, le pourcen-
tage de tuples interdits parmi les tuples pos-
sibles pour la contrainte.

Les résultats présentés dans les Figures 2 et
3 sont les résultats du nombre de solutions et
du temps CPU en millisecondes pour les classes
(50, 15, 8, t, 3, 10, 30%) avec la dureté t variant
entre 40% et 65%.

Chaque point dans la Figure 2 représente
l’évaluation trouvée par ApproxBTD par rap-
port au nombre de solutions trouvé par BTD
pour chaque instance. Nous observons que plus
il y a de solutions, meilleure est l’approxima-
tion.

Le temps requis pour ces approximations est
illustré par la Figure 3. Lorsque la dureté est
inférieur à 53%, ApproxBTD est plus rapide
que BTD. Pour les plus grandes duretés BTD
peut être plus rapide que ApproxBTD car il
résoud seulement un problème contre une col-
lection de sous-problèmes.

5.2 Benchmarks SAT

Les benchmarks SAT viennent de www.
satlib.org. Nous avons sélectionné les ins-
tances satisfaisables académiques (Tours de
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Fig. 2 – Comparaison entre le nombre de solu-
tions trouvé par BTD et l’estimation trouvée
par ApproxBTD sur les CSP structurés aléa-
toires (les points d’abscisses −0.1 représentent
les instances inconsistantes).

Fig. 3 – Temps CPU en millisecondes pour
BTD et ApproxBTD sur les CSP structurés
aléatoires.

Hanoi hanoi, All-Interval Series ais) et indus-
trielles (analyse de faute de circuit ssa et 2bit).
Nous comparons BTD avec le compilateur d-
DNNF c2d [6] qui exploite également la struc-
ture du problème. Ces deux méthodes utilisent
l’ordre d’élimination de variables MinFill (sauf
pour hanoi où nous avons utilisé l’ordre par
défaut) pour construire une décomposition ar-
borescente / d-DNNF. Nous avons également
comparé ApproxBTD avec une méthode d’ap-
proximation nommée SampleCount [12] qui
donne une estimation du minorant du nombre
de solutions avec un intervalle de confiance
élevé. La Table 1 résume nos résultats. Les co-
lonnes sont le nom de l’instance, le nombre de
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Instances Vars Clauses w Solutions c2d BTD ApproxBTD SampleCount

Temps Temps w Solutions Temps Solutions Temps
académiques
ais6 61 581 41 24 0.04 0.06 5 ≈ 1 0.09 ≥ 6 0.184
ais8 113 1520 77 44 0.51 2.34 7 ≈ 1 0.52 ≥ 8 41.31
ais10 181 3151 116 296 17.14 390.32 9 ≈ 1 2.69 ≥ 38 384.8
ais12 265 4269 181 1328 1162.75 - 11 ≈ 1 2.69 ≥ 0 17.6
hanoi4 718 4934 46 1 3.41 1.72 6 ≈ 1 1.57 ≥ 0 5.26
hanoi5 1931 14468 58 1 - 25.46 7 ≈ 1 14.98 ≥ 0 6.19
industrielles
ssa7552-038 1501 3575 25 2.84e40 0.15 0.72 7 ≈ 6.34e35 1.36 ≥ 6.67e38 1763
ssa7552-158 1363 3034 9 2.56e31 0.10 0.19 5 ≈ 2.59e27 0.79 ≥ 3.57e29 175
ssa7552-159 1363 3032 11 7.66e33 0.09 0.25 5 ≈ 1.09e30 0.84 ≥ 1.62e32 237
ssa7552-160 1391 3126 12 7.47e32 0.12 0.29 5 ≈ 2.88e33 0.99 ≥ 2.02e31 1117
2bitcomp 5 125 310 36 9.84e15 0.47 11.53 6 ≈ 2.23e15 0.02 ≥ 1.80e15 1.42
2bitmax 6 252 766 58 2.10e29 18.71 - 7 ≈ 1.98e28 0.1 ≥ 1.02e28 8.42

Tab. 1 – Solution counting for SAT instances. Time in seconds. A “-” means the instance was
not solved in less than 1 hour.

variables booléennes, le nombre de clauses, la
largeur d’arbre de la décomposition arbores-
cente, le nombre exact de solutions, le temps
CPU en secondes pour c2d et BTD, pour Ap-
proxBTD : la largeur d’arbre maximale pour
tous les sous-problèmes triangulés, le nombre
de solutions approché et le temps, enfin pour
SampleCount : le minorant du nombre de solu-
tions et le temps. Nous remarquons que BTD
peut résoudre des instances ayant une petite
largeur d’arbre. c2d est généralement plus ra-
pide (excepté pour hanoi5) mais il souffre éga-
lement lorsqu’on a une grande largeur d’arbre
(e.g. ais). Notre méthode d’approximation Ap-
proxBTD exploite une partition du graphe de
contraintes tels que les sous-problèmes résul-
tants aient une petite largeur d’arbre (w ≤ 11)
comme le montrent les résultats. En pratique la
méthode permet d’obtenir des résultats relati-
vement rapidement même si la largeur d’arbre
originale est importante5. La qualité de l’ap-
poximation trouvée par ApproxBTD est rela-
tivement bonne et est comparable à Sample-
count qui prend plus de temps et requiert un
réglage de paramètres (nous utilisons les para-
mètres avec t = 7, s = 20, α = 1 les options par
défaut). Le majorant calculé par ApproxBTD
n’est pas mentionné car il est très supérieur au

5Une petite largeur d’arbre ne permet pas en pra-
tique d’être rapide à chaque fois (voir e.g. les instances
ssa )

nombre de solutions sur ces instances.

6 Discussion and conclusion

Dans cet article, nous avons proposé deux
méthodes pour résoudre le problème de comp-
tage du nombre de solutions d’un CSP. Ces
méthodes exploitent une décomposition arbo-
rescente des CSPs. Nous avons présenté une
méthode exacte qui est adaptée aux problèmes
ayant une petite largeur d’arbre. Pour des pro-
blèmes avec une largeur d’arbre importante et
un graphe de contraintes peu dense, nous avons
présenté une nouvelle méthode d’approxima-
tion dont la qualité des résultats obtenus est
proche des méthodes existantes mais qui sont
obtenus bien plus rapidement et sans avoir à ef-
fectuer des réglages complexes de paramètres,
à l’exception du choix de l’heuristique de dé-
composition arborescente.
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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons aux méthodes
de résolution de réseaux de contraintes par des ap-
proches de décompositions structurelles. La Hiérarchie
des Contraintes Traitables définie dans [9] propose un
classement de ces méthodes par rapport à leur com-
plexité temporelle théorique. Cependant, elle crée une
très forte dépendance entre les algorithmes de calcul de
décompositions et les techniques d’exploitation de ces
dernières.

Nous faisons tomber ces cloisons par la défini-
tion de nouvelles méthodes basées sur des combinai-
sons d’approches Tree-Clustering [6], BTD [16], Tree-
Decomposition [18] et Hypertree-Decomposition [9].

Nous démontrons leur intérêt d’un point de vue théo-
rique grâce à des résultats portant sur leur complexité
temporelle. En outre, cette analyse nous a permis d’enri-
chir la Hiérarchie des Contraintes Traitables. Finalement,
nous justifions notre approche avec des résultats expéri-
mentaux.

1 Introduction

Nous nous intéressons, dans ce papier, à l’efficacité
théorique et pratique de méthodes de résolution de
CSP exploitant les propriétés topologiques des réseaux
de contraintes. Un CSP peut être vu comme un pro-
blème qui, étant donné un ensemble fini de variables
X prenant leur valeur dans des domaines finis D, vé-
rifie l’existence d’une affectation de ces variables sa-
tisfaisant simultanément un ensemble de contraintes
C. Une telle affectation est une solution du CSP. De

manière plus générale, le problème consiste à trouver
une solution voire l’ensemble des solutions. Malheu-
reusement, déterminer l’existence d’une solution est un
problème NP-complet. Malgré tout, différentes classes
d’algorithmes de résolution de CSP ont été proposées.
D’une part, nous avons les algorithmes combinant la
technique standard du backtracking et celle du filtrage
des domaines tels que FC (Forward Checking [13])
ou MAC (Maintaining Arc Consistency [19]). Même
si ces algorithmes sont relativement efficaces en pra-
tique, leur complexité temporelle théorique est évaluée
de manière classique par O(S.mn), avec S la taille du
CSP considéré, n le nombre de variables et m la taille
maximum des domaines des variables.

Différentes approches ont été proposées pour amé-
liorer cette borne qui se révèle la pire possible. En
particulier, les méthodes structurelles exploitent les
propriétés topologiques qui existent fréquemment dans
les problèmes réels. Généralement, elles reposent sur
les propriétés d’une décomposition arborescente [18]
ou d’une décomposition hyperarborescente [9] du ré-
seau de contraintes qui capture sa structure et permet
donc d’exprimer ses propriétés topologiques. Etant
donnée une décomposition arborescente de largeur
w, la complexité temporelle des meilleures approches
structurelles, basées sur cette décomposition, est en
O(S.mw+1), avec la garantie d’avoir w < n et dans
beaucoup de cas w � n. De même, si on consi-
dère une décomposition hyperarborescente de largeur
h, il est possible d’obtenir une complexité temporelle
en O(S.rh), avec r la taille maximum des relations
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(tables) associées aux contraintes. [9] a montré que
la décomposition hyperarborescente est meilleure que
la décomposition arborescente car h ≤ w. En outre,
les auteurs ont introduit un outil formel, la Hiérar-
chie des Contraintes Traitables, pour la comparaison
de plusieurs méthodes structurelles. Cet outil théo-
rique considère les classes d’instances de CSP pouvant
être résolues en un temps polynomial. Il apparâıt dès
lors que la méthode structurelle basée sur la décom-
position hyperarborescente (notée MHD) [9] est plus
performante que le Tree-Clustering basé sur la décom-
position arborescente (noté TC) [6] puisque la classe
des instances traitables par MHD contient strictement
celles traitables par TC.

D’un point de vue théorique, cette hiérarchie est
un outil d’un très grand intérêt dans la mesure où
elle permet de se reposer sur des critères fiables pour
choisir la meilleure approche pour la résolution d’une
instance donnée. Cependant, nous savons qu’il peut
parfois exister une grande différence entre les perfor-
mances théoriques et pratiques d’une même méthode.
De ce fait, nous allons étendre notre étude de cette
hiérarchie en y intégrant des aspects liés au comporte-
ment et à l’utilisation pratiques de ces méthodes. Nous
pouvons déjà dire que les méthodes de résolution ba-
sées sur une décomposition ne sont généralement pas
utilisées comme cela est supposé dans la hiérarchie. En
effet, cette dernière ne considère que des décomposi-
tions optimales. Or, le calcul d’une décomposition op-
timale est souvent inaccessible car il nécessite un temps
qui peut parfois dépasser largement le temps néces-
saire à la résolution du problème sans décomposition.
Ainsi, en pratique, on préfère généralement utiliser un
algorithme heuristique (approximation des valeurs op-
timales de w ou h) pour trouver une décomposition.
Une fois celle-ci obtenue, l’étape suivante consiste à ré-
soudre le CSP décomposé. Dans la hiérarchie, il existe
un lien rigide entre le type de la décomposition et la
méthode qui exploite celle-ci. Dans cet article, nous
faisons tomber ces barrières en créant une séparation
entre la méthode de décomposition graphique et la mé-
thode exploitant celle-ci pour résoudre le problème.
Pour cela, nous définissons et étudions de nouvelles
combinaisons d’approches dans lesquelles un type de
décomposition (par exemple une décomposition hyper-
arborescente) peut être utilisé pour la résolution par
une méthode initialement définie pour un autre type
de décomposition (par exemple TC).

Ensuite, nous montrons que ce type de méthodes
hybrides a un réel intérêt d’un point de vue théo-
rique. En effet, nous obtenons des résultats de com-
plexité originaux permettant d’enrichir la hiérarchie
de [9]. Enfin, nous montrons de manière empirique,
sur des benchmarks de la dernière compétition CSP

(http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08/), que notre
approche semble bien adaptée pour comparer des mé-
thodes structurelles par rapport à leur capacité à ré-
soudre des CSP.

La section 2 rappelle des notations ainsi que des ré-
sultats sur la complexité de méthodes énumératives et
structurelles. La section 3 introduit et étudie de nou-
velles approches qui combinent différents types de dé-
compositions et de méthodes d’exploitation, puis pro-
pose de nouvelles bornes de complexité qui nous per-
mettent d’étendre la Hiérarchie des Contraintes Trai-
tables. La section 4 présente une comparaison pratique
des méthodes ainsi définies et la section 5 donne une
conclusion.

2 Rappels

2.1 Notations

Un problème de satisfaction de contraintes fini ou
réseau de contraintes fini (X,D,C,R) est défini par
un ensemble fini de variables X = {x1, . . . xn}, un en-
semble de domaines finis D = {d1, . . . dn} (le domaine
di contient toutes les valeurs possibles pour la variable
xi), et un ensemble C de contraintes sur les variables.
Une contrainte ci ∈ C sur un sous-ensemble ordonné
de variables, ci = (xi1 , . . . xiai

) (ai est appelé l’arité
de la contrainte ci), est définie par une relation asso-
ciée ri ∈ R de combinaisons autorisées de valeurs des
variables de ci. Nous allons utiliser la même notation
pour la contrainte ci et l’ensemble des variables sur les-
quelles elle porte. Nous notons a l’arité maximale des
contraintes de C. Sans perte de généralité, nous suppo-
sons que chaque variable est contenue dans au moins
une contrainte. Une solution de (X,D,C,R) est une
affectation de toutes les variables qui satisfait toutes
les contraintes. La structure d’un CSP peut être repré-
sentée par l’hypergraphe (X,C), appelé l’hypergraphe
de contraintes.

Dans cet article (de même que dans [9]), nous suppo-
sons que les relations ne sont pas vides et peuvent être
représentées par des tables comme dans la théorie des
bases de données relationnelles. Ensuite, nous notons
S la taille d’un CSP (qui vérifie S ≤ n.m+a.r.|C| avec
r = max{|ri| : ri ∈ R}). Soient Y = {x1, . . . xk} un
sous-ensemble de X et A une affectation sur Y . A peut
être vue comme un tuple A = (v1, . . . vk). La projec-
tion de A sur un sous-ensemble Y ′ de Y , notée A[Y ′],
est la restriction de A aux variables de Y ′. La projec-
tion de la relation ri sur le sous-ensemble Y ′ de ci est
l’ensemble des tuples ri[Y ′] = {t[Y ′]|t ∈ ri}. La join-
ture des relations sera notée on. La jointure de A avec
la relation ri est A on ri = {t|t est un tuple sur Y ∪
ci et t[Y ] = A et t[ci] ∈ ri}.
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2.2 Complexité de l’énumération

L’approche basique pour la résolution de CSP re-
pose sur la procédure classique appelée Backtracking
(BT). La complexité temporelle de cet algorithme de
base est en O(a.r.|C|.mn) car le nombre de nœuds po-
tentiels développés durant la recherche est mn et en
supposant qu’un test de contrainte A[ci] ∈ ri est réa-
lisé en O(a.r). Pour simplifier les notations, elle sera
exprimée en O(S.mn). Généralement, cet algorithme
n’est jamais utilisé car il est clairement inefficace en
pratique. L’approche la plus classique pour améliorer
BT est basée sur le filtrage. Le premier algorithme
proposé pour ce filtrage est le Forward Checking (FC
[13]). Il était initialement défini sur les CSPs binaires.
De nombreuses extensions et généralisations de FC ont
été proposées pour résoudre des CSPs non binaires
ou pour exploiter des techniques de filtrage plus puis-
santes [13, 19, 2]. Une de ces extensions appelée nFC2
[2] comporte un niveau de filtrage qui semble être un
bon compromis entre le coût de cette opération et le
bénéfice qu’elle apporte dans la simplification de la ré-
solution. La complexité de nFC2 est également bornée
par O(S.mn) comme cela est indiqué dans [2]. Récem-
ment, [15] a proposé une nouvelle borne qui considère
r la taille maximum des relations (tables) associées
aux contraintes. Il a été démontré que la complexité
temporelle de nFC2 est en O(S.rk), où k est la taille
de |C ′|, un recouvrement minimum de X. Pour rappel,
on dit que C ′ est un recouvrement minimum de X si
C ′ est recouvrement de X (C ′ ⊂ C et ∪ci∈C′ = X) et
il n’existe pas de recouvrement C ′′ tel que |C ′′| < |C ′|.
Ce résultat peut être étendu à tout autre algorithme
qui maintient un niveau de filtrage au moins aussi puis-
sant que celui de nFC2. Par exemple, il est valable pour
nFCi (i ≥ 2) et MAC ([19]).

2.3 Méthodes de résolution basées décomposition

La décomposition de réseau de contraintes a été in-
troduite dans [6] avec le Tree-Clustering (TC). TC et
d’autres méthodes basées sur cette approche (voir [3])
reposent sur la notion de décomposition arborescente
de graphes. Néanmoins, étant donné un CSP n-aire, et
de ce fait un hypergraphe de contraintes, nous pouvons
continuer à exploiter cette notion grâce au graphe pri-
mal de ce dernier. Soit H = (X,C) un hypergraphe,
le graphe primal de H est le graphe G = (X,AC) avec
AC = {{x, y} ⊂ X : ∃ci ∈ C t.q. {x, y} ⊂ ci}. Ainsi,
étant donné un CSP, nous considérons son graphe pri-
mal pour définir une décomposition arborescente asso-
ciée à ce CSP.

Définition 1 Une décomposition arborescente d’un
graphe G = (X,AC) est une paire (E, T ) où T =
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Fig. 1 – Un hypergraphe et une décomposition arbo-
rescente optimale.

(I, F ) est un arbre avec un ensemble de nœuds I et
d’arêtes F , et E = {Ei : i ∈ I} une famille de sous-
ensembles de X, telle que chaque sous-ensemble (ap-
pelé cluster) Ei est un nœud de T et vérifie :
(i) ∪i∈IEi = X,
(ii) ∀{x, y} ∈ AC , ∃i ∈ I avec {x, y} ⊂ Ei, et
(iii) ∀i, j, k ∈ I, si k est sur le chemin entre i et j dans
T , alors Ei ∩ Ej ⊂ Ek.

La largeur w d’une décomposition arborescente
(E, T ) est égale à maxi∈I |Ei| − 1. La largeur arbo-
rescente w∗ de G est la largeur minimale sur toutes
ses décompositions arborescentes.

La figure 1 présente un hypergraphe de contraintes
et une décomposition arborescente possible de cet hy-
pergraphe dont la largeur est minimum (w∗ = 7).

Dans [6], le Tree-Clustering (noté ici TC-1989) a été
défini initialement en utilisant un algorithme de com-
plexité temporelle polynomiale (MCS [20]) pour calcu-
ler la décomposition arborescente. Plus précisément, la
méthode se résume ainsi :

1. Calculer une décomposition arborescente du ré-
seau de contraintes

(a) Trianguler le graphe primal en utilisant MCS

(b) Identifier les clusters de variables (les cliques
maximales)

(c) Construire un arbre de clusters (arbre de
jointures)

2. Résoudre les sous-problèmes définis par les clus-
ters de variables

3. Résoudre le problème acyclique résultant

La complexité de la première étape est limitée à
O(n2). Cependant, nous n’avons aucune garantie sur
l’optimalité du paramètre w. La complexité de la
deuxième étape est en O(S.mw+1). Ainsi, étant donné

37



un réseau de contraintes, plus la largeur de la dé-
composition est petite, plus cette complexité tempo-
relle est petite. Or, la largeur de la décomposition ar-
borescente calculée grâce à MCS peut être très éloi-
gnée de l’optimum. En outre, trouver une décom-
position arborescente optimale est un problème NP-
difficile. Nous faisons remarquer que dans [4] où TC-
1989 est appelé Join Tree-Clustering, chaque sous-
problème est défini par l’ensemble des variables du
cluster et les contraintes dont les variables sont in-
cluses dans ce dernier. Ce qui assure une complexité
en O(|C|.w.log(m).mw+1) pour la troisième étape. Fi-
nalement, le coût total de TC-1989 est en O(S.mw+1).

Quant à la complexité en espace, celle-ci est liée à la
sauvegarde des solutions des différents sous-problèmes
qui vont conduire au nouveau problème acyclique. Elle
est en O(n.a.mw+1). Cependant, dans [4], Dechter sug-
gère de mémoriser uniquement une partie des solu-
tions, en fait leur projection sur les intersections entre
les clusters. De ce fait, la complexité en espace est li-
mitée à O(n.a.ms), où s est la taille maximum des
intersections entre les clusters.

Défini initialement sur les CSPs binaires, TC-1989 a
été étendu depuis lors aux CSPs n-aires de différentes
manières [4]. Par ailleurs des améliorations de cette
méthode ont été proposées pour remédier à certains de
ses inconvénients (un espace mémoire requis trop im-
portant, résolution complète des sous-problèmes avant
le test de la consistance globale du CSP, valeur de w
qui peut être assez éloignée de l’optimum). Cependant,
malgré ces améliorations, cette méthode demeure peu
efficace en pratique. Par exemple, BTD [16] peut être
considérée comme une approche efficace d’exploitation
de décompositions arborescentes. Cette efficacité pra-
tique vient du fait que BTD utilise un algorithme énu-
mératif guidé par un ordre sur les variables induit par
la décomposition arborescente. Cette approche évite
généralement la résolution complète de tous les clus-
ters. Comme pour TC-1989, la complexité temporelle
de BTD est en O(S.mw+1) alors que celle en espace est
en O(n.a.ms). En outre, BTD considère une décompo-
sition arborescente donnée qui peut être obtenue grâce
à des algorithmes heuristiques ou exacts.

Alors que, TC-1989 peut être vue comme une mé-
thode orientée variables puisque les clusters sont défi-
nis par des ensembles de variables, [9] propose une nou-
velle méthode qui considère des clusters de contraintes.
Cette approche est basée sur la notion de décomposi-
tion hyperarborescente qui est une généralisation de la
décomposition arborescente.

Définition 2 Etant donné un hypergraphe H =
(X,C), un hyperarbre de H est un triplet (T, χ, λ) où
T = (N,F ) est arbre enraciné, et χ et λ sont des fonc-
tions qui associent à chaque sommet p ∈ N deux en-

sembles χ(p) ⊂ X et λ(p) ⊂ C. Si T ′ = (N ′, F ′) est un
sous-arbre de T , nous définissons χ(T ′) = ∪v∈N ′χ(v).
On note sommets(T ), l’ensemble N des sommets de
T , et racine(T ) la racine de T . En outre, quelque soit
p ∈ N , Tp est le sous-arbre de T enraciné en p.

Définition 3 Une décomposition hyperarborescente
de H est un hyperarbre HD = (T, χ, λ) de H qui sa-
tisfait les conditions suivantes :
(i) ∀c ∈ C,∃p ∈ sommets(T ) t.q. c ⊂ χ(p),
(ii) ∀x ∈ X, l’ensemble {p ∈ sommets(T ) : x ∈ χ(p)}
induit un sous-arbre (connexe) de T ,
(iii) ∀p ∈ sommets(T ), χ(p) ⊂ ∪c∈λ(p)c,
(iv) ∀p ∈ sommets(T ),∪c∈λ(p)c ∩ χ(Tp) ⊂ χ(p).

Une arête c ∈ C est fortement couverte dans HD
s’il existe p ∈ sommets(T ) tel que c ⊂ χ(p) et
c ∈ λ(p). Une décomposition hyperarborescente HD
est une décomposition complète de H si chaque arête
de H est fortement couverte dans HD.

La largeur h d’une décomposition hyperarborescente
HD = (T, χ, λ) est maxp∈sommets(T )|λ(p)|. La largeur
hyperarborescente h∗ de H est la largeur minimum sur
toutes ses décompositions hyperarborescentes.

Nous remarquons que les hypergraphes acycliques
sont précisément ceux ayant une largeur hyperarbo-
rescente égale à 1. Pour la résolution de CSP, nous
considérons uniquement des décompositions hyperar-
borescentes complètes. La figure 2 présente une décom-
position hyperarborescente complète de l’hypergraphe
de la figure 1.
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Fig. 2 – Une décomposition hyperarborescente opti-
male (h∗ = 2).

La méthode basée sur cette notion de décomposition
hyperarborescente (notée ici MHD-1999) a été égale-
ment proposée dans [9]. Elle procède de la façon sui-
vante :

1. Calculer une décomposition hyperarborescente du
CSP

2. Résoudre chaque cluster par une jointure des re-
lations associées aux contraintes du cluster

3. Résoudre le problème acyclique résultant
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[9] présente une évaluation de la complexité, en sup-
posant que la première étape peut être réalisée en
O(|C|2h∗ .n2) grâce à l’algorithme opt-k-decomp dé-
fini dans [8]. Pour cela, l’hypergraphe considéré doit
avoir une largeur hyperarborescente bornée par une
constante. L’algorithme opt-k-decomp est donc capable
de calculer une décomposition hyperarborescente op-
timale en un temps polynomial pour tout hypergraphe
dont la largeur hyperarborescente est bornée par une
constante. Le coût de la résolution des clusters dans
la deuxième étape est borné par O(S.rh). La com-
plexité en espace, en O(rh), est liée à la taille des
relations résultant des jointures au sein des clusters.
L’intérêt pratique de MHD-1999 n’a pas été claire-
ment établi jusqu’à présent. Cela est probablement
dû au manque d’algorithmes efficaces pour calcu-
ler une décomposition hyperarborescente, mais égale-
ment à l’espace mémoire (O(n.rh)) nécessaire dans la
deuxième étape. Néanmoins, d’un point de vue théo-
rique, cette méthode est clairement d’une très grande
importance comme cela est démontré dans la Hiérar-
chie des Contraintes Traitables ([9]) (voir la figure 3).
Cette hiérarchie donne une comparaison théorique des
méthodes les plus connues pour la résolution de CSPs
par décomposition d’(hyper)graphes de contraintes.
Elle considère uniquement les méthodes D qui pro-
cèdent comme suit :

1. Reconnâıtre en un temps polynomial un CSP P
traitable (en vérifiant si sa largeur notée D-width
par rapport à la décomposition utilisée par D est
bornée par une constante)

2. Calculer en un temps polynomial une décompo-
sition de P dont la largeur est inférieure à cette
constante

3. Transformer en un temps polynomial P en un
CSP acyclique équivalent P ′.

4. Résoudre P ′ en un temps polynomial (en
SD−width puisque D-width est bornée par une
constante).

Ainsi, si on considère MHD-1999, D-width = h∗.
Tout CSP dont l’hypergraphe de contraintes a une lar-
geur hyperarborescente bornée par une constante est
traitable (peut être résolu en un temps polynomial)
par MHD-1999.

Formellement, soient D1 et D2 deux méthodes de
résolution basées décomposition. On dit que D2 gé-
néralise fortement D1 (représenté par un arc (D1,D2)
dans la figure 3) si D2 généralise D1 (chaque problème
traitable par D1 est également traitable par D2) et que
D2 bat D1 (il existe une classe de problèmes traitables
par D2 et pas par D1).

Alors que MHD-1999 est au sommet de la hiérarchie,
il faut noter que formellement, TC-1989 ne devrait pas
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Fig. 3 – La hiérarchie des Contraintes Traitables.

y figurer car cette méthode ne garantit pas l’utilisation
d’une décomposition dont la largeur est bornée par la
constante de la première étape. En effet, la largeur de
la décomposition arborescente calculée par MCS peut
être très éloignée de l’optimum et ainsi dépasser cette
constante. Par ailleurs, il existe d’autres méthodes de
résolution basées décomposition meilleures que MHD
(en termes de complexité de résolution du CSP décom-
posé) : celle basée sur la décomposition hyperarbores-
cente généralisée (MGHD [10]) et celle basée sur la dé-
composition hyperarborescente fractionnaire (MFHD
[12]). Malheureusement ces approches ne peuvent figu-
rer dans la hiérarchie car il n’existe pas d’algorithmes
polynomiaux pour la reconnaissance des CSPs trai-
tables dans ce cas, et pour le calcul des décompositions
correspondantes. Ainsi, MHD demeure au sommet de
la hiérarchie. Enfin, [7] a récemment proposé des outils
algorithmiques intéressants pour calculer efficacement
de bonnes approximations de décompositions hyperar-
borescentes optimales.

3 De nouvelles méthodes pour résoudre
des CSPs décomposés

3.1 Résolution VS Décompositions graphiques

En pratique, les méthodes de résolution basées dé-
composition ne sont pas véritablement utilisées comme
cela est supposé dans la hiérarchie. Généralement,
les deux premières étapes sont fusionnées, le calcul
d’une décomposition dont la largeur est bornée par
une constante permettant de conclure que la largeur
du problème P est bornée par cette même constante.
En plus, cette décomposition est calculée grâce à un
algorithme heuristique à l’image de TC-1989 et non
par un algorithme exact trop coûteux. En effet, de
ce point de vue pratique, les valeurs optimales de
w et h ne sont pas nécessaires voire même totale-
ment inutiles [14]. Ensuite, les étapes 3 et 4 peuvent
être considérées séparément comme dans TC-1989 et
MHD-1999, ou fusionnées dans une unique étape à
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l’image de BTD. Ainsi, dans cet article, nous consi-
dérons qu’une méthode de résolution basée décompo-
sition notée DMDEC a pour entrée un CSP P et une
décomposition graphique (notée DEC ) de P . Dès lors,
la méthode DM résout P en utilisant la décomposi-
tion graphique considérée DEC. Par exemple, TC TD

est l’application de TC au CSP P en considérant
une décomposition arborescente optimale tandis que
TCMCS−TD travaille avec une décomposition arbo-
rescente calculée par MCS pour résoudre P avec TC.
De ce fait, TCMCS−TD correspond à TC-1989 alors
que TC TD est le TC référencé dans la hiérarchie en
considérant une décomposition arborescente optimale.
Enfin, MHDHD correspond à MHD-1999. Dans cet ar-
ticle, nous montrons l’intérêt de ce type d’approche
par l’introduction de versions hybrides de méthodes
DM ∈ {TC,MHD,BTD} et de décompositions gra-
phiques de type décomposition arborescente (TD) ou
hyperarborescente (HD), optimales ou heuristiques.

Nous allons maintenant montrer comment des mé-
thodes comme TC ou BTD, basées initialement sur des
décompositions arborescentes, peuvent être étendues
pour utiliser des décompositions hyperarborescentes,
et inversement comment MHD peut être restreintes
aux décompositions arborescentes.

3.2 De HD à TD

[15] donne une méthode pour transformer une dé-
composition hyperarborescente en une arborescente.

En effet, étant donnés un CSP P = (X,D,C,R) et
HD = (T, χ, λ) une décomposition hyperarborescente
de H = (X,C) de largeur h, (T, χ) vérifie toutes les
conditions requises pour être une décomposition ar-
borescente à l’exception du fait qu’il peut exister un
cluster χ(p) qui soit contenu dans un autre χ(p′), avec
p, p′ ∈ sommets(T ). La définition suivante permet de
construire cette décomposition arborescente grâce à la
notion d’arbre de jointures d’un hypergraphe H [4] qui
est un arbre connexe dont les nœuds sont les hyper-
arêtes de H telles que si un sommet x est dans deux
nœuds alors x est dans tous les nœuds sur la châıne
reliant les deux nœuds.

Définition 4 Etant donnée une décomposition hy-
perarborescente HD = (T, χ, λ) de H = (X,C),
TD(HD) = (E, T ′) est définie par :
(i) E = {χ(p), p ∈ sommets(T )|@p′ ∈
sommets(T ), χ(p) ( χ(p′)},
(ii) T ′ = (I ′, F ′) est un arbre de jointures de
l’hypergraphe (X,E).

Propriété 1 [15] TD(HD) est une décomposition ar-
borescente de H = (X,C).
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Fig. 4 – Décomposition arborescente induite (à partir
de la figure 2).

Dans la figure 4, nous avons une décomposition ar-
borescente qui n’est pas optimale (w = 12) et qui est
induite par la décomposition hyperarborescente opti-
male de la figure 2.

3.3 De TD à (G)HD

Inversement, étant donnée une décomposition arbo-
rescente TD = (E, T ) de H = (X,C), [15] propose une
manière de calculer une décomposition hyperarbores-
cente induite. Cette fois-ci, la construction n’est pas
immédiate dans la mesure où recouvrir les différents
clusters ne suffit pas car la quatrième condition de
la définition de décomposition hyperarborescente n’est
pas forcément vérifiée. De ce fait, il faut trouver des
recouvrements des clusters satisfaisant cette condition
supplémentaire. Ce qui peut être une tâche assez ar-
due. Or, cette condition est présente dans la définition
dans le seul but de s’assurer de l’existence d’un algo-
rithme permettant de calculer en un temps polynomial
une décomposition hyperarborescente dont la largeur
est bornée par une constante si elle existe. Dans notre
cas, cet objectif est sans intérêt. Nous avons déjà une
décomposition arborescente, et la meilleure décompo-
sition hyperarborescente qu’elle induit est celle dont le
recouvrement des clusters est minimum. Aussi, nous
ne tiendrons plus compte de cette condition et allons
construire une décomposition arborescente généralisée
(GHD [10]).

Définition 5 [10] Une décomposition hyperarbores-
cente généralisée de H est un hyperarbre HD =
(T, χ, λ) de H qui satisfait les conditions suivantes :
(i) ∀c ∈ C,∃p ∈ sommets(T ) t.q. c ⊂ χ(p),
(ii) ∀x ∈ X, l’ensemble {p ∈ sommets(T ) : x ∈ χ(p)}
induit un sous-arbre (connexe) de T ,
(iii) ∀p ∈ sommets(T ), χ(p) ⊂ ∪c∈λ(p)c,

La largeur gh d’une décomposition hyperar-
borescente généralisée GHD = (T, χ, λ) est
maxp∈sommets(T )|λ(p)|. La largeur hyperarbores-
cente généralisée gh∗ de H est la largeur minimum
sur toutes ses décompositions hyperarborescentes
généralisées.
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Nous associons un recouvrement minimum λ(p) à
chaque cluster Ep ∈ E avec p ∈ sommets(T ).

Définition 6 Etant donnée une décomposition
arborescente TD = (E, T ) de H = (X,C), nous
définissons GHD(TD) = (T, χ, λ) comme suit :
(i) E = χ,
(ii) λ = {recouvrement minimum de Ep dans C,∀p ∈
sommets(T )}.

Propriété 2 GHD(TD) est une décomposition hy-
perarborescente généralisée de largeur k, la taille maxi-
mum de λ(p).

Néanmoins, cette décomposition hyperarborescente
généralisée n’est pas nécessairement complète. Pour la
rendre complète, nous devons ajouter, pour toute arête
c qui n’est pas fortement couverte, un fils à un nœud
p tel que c ⊂ Ep. Soit GHDc(TD) la décomposition
hyperarborescente généralisée complète obtenue de la
sorte.

Théorème 1 GHD(TD) et GHDc(TD) ont la
même largeur.

La décomposition hyperarborescente généralisée in-
duite par la décomposition arborescente de la figure 1
est facilement obtenue, et sa largeur est 4, parce que la
taille maximum des λ(p) vaut 4 avec le nœud associé
à E6 ({C1, C2, C3, C4} est le recouvrement minimum).

En outre, si nous considérons gh∗, la largeur hy-
perarborescente généralisée d’un hypergraphe donné,
nous savons que gh∗ ≤ h∗ ≤ 3.gh∗+1 ([1]). Nous pou-
vons en déduire l’existence d’une décomposition hy-
perarborescente HDc(TD) de largeur au plus 3.k+ 1.

3.4 De Nouvelles Méthodes

Dorénavant, il est possible d’exploiter une décom-
position hyperarborescente avec des méthodes de type
TC ou BTD.

Auparavant, nous allons définir une nouvelle exten-
sion de TC (notée TC-2009 ) plus appropriée aux CSPs
avec des contraintes n-aires. Etant donnés un CSP et
une décomposition arborescente TD = (E, T ), le sous-
problème associé au cluster Ei est défini, à l’image de
TC-1989, par le même ensemble de variables Ei. Mais
maintenant, l’ensemble des contraintes d’un cluster Ei
est CEi

= {cj ∈ C : cj ∩ Ei 6= ∅}. Les relations as-
sociées à ces contraintes sont REi

= {rj [cj ∩ Ei] :
cj ∈ CEi}. TC-2009 comporte également 3 étapes.
La première calcule une décomposition arborescente
du réseau de contraintes, en utilisant un algorithme
de décomposition de (hyper)graphes alors que les
deux étapes suivantes restent identiques. Ainsi, cette
première étape est maintenant paramétrée par une

décomposition graphique quelconque DEC. Si nous
considérons une décomposition hyperarborescente op-
timale, nous définissons TC-2009HD, qui exécute TC
sur une décomposition arborescente TD(HD) induite
par HD et en considérant comme sous-problèmes, les
clusters de variables et les contraintes dont l’ensemble
des variables intersecte les clusters. De même, nous
pouvons définir une large collection de méthodes à
l’instar de TC-2009TD (TC basée sur une TD opti-
male), TC-2009MCS(TD) (TC basée sur une TD cal-
culée par MCS), BTDHD (BTD basée sur une HD
optimale), BTDTD (BTD basée sur une TD opti-
male), BTDHMIN(HD) (BTD basée sur une HD cal-
culée grâce à une heuristique), BTDHMIN(TD) (BTD
basée sur une TD calculée grâce à une heuristique),
BTDHMIN(TD)+HMAX(HD) (BTD basée sur une TD
optimale dont le nombre de contraintes dans les clus-
ters a été maximisé grâce à une heuristique), etc.

Supposons que la largeur de décomposition hyperar-
borescente soit h dans le cadre de l’analyse de la com-
plexité de TC-2009HD. Chaque sous-problème (clus-
ter) est résolu indépendamment (étape 2) en utilisant
un algorithme de type nFC2. Grâce aux résultats pré-
sentés dans [15], le coût de la résolution d’un cluster
Ei est maintenant en O(Si.rki), où Si est la taille du
sous-problème associé à Ei, et ki = k(Ei,CEi

) (i.e. le
paramètre associé au recouvrement minimum de Ei).
Il faut noter que la taille de l’ensemble de solutions
dans Ei est bornée par O(rki). De ce fait, le coût total
pour la résolution du CSP décomposé dans sa totalité
est O(S.rk) où k = max{ki : i ∈ I}. En plus, nous
avons k ≤ h. Nous pouvons donc établir que :

Théorème 2 La complexité en temps de TC-2009HD
et de BTDHD est en O(S.rh).

Ce résultat donne une présentation plus précise de
la Hiérarchie des Contraintes Traitables puisque TC-
2009HD et BTDHD sont au même niveau (sommet)
dans la hiérarchie. Cela démontre que TC-2009HD
est au moins aussi performante que MHD-1999. Plus
précisément, la complexité temporelle de TC-2009HD
et donc celle de BTDHD sont identiques à celle de
MHD-1999. Une autre conséquence de ce résultat est
que nous disposons d’une nouvelle implémentation de
MHD avec BTDHD qui hérite de la même complexité
en temps que MHD tout en limitant drastiquement la
complexité en espace. Ainsi, cette approche peut po-
tentiellement bénéficier d’une certaine efficacité pra-
tique.

4 Expérimentations

Dans cette section, nous allons présenter les expé-
rimentations qui ont été menées pour évaluer l’inté-
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FC BTDHMIN(TD)+HMAX(HD) BTDHMIN(TD) BTDHMIN(HD)

CSP temps temps w temps w temps1 temps2 w h
geo-1 18,01 14,19 26 18,03 19 MO 8,99 19 10
geo-9 10,40 19,00 26 5,46 18 TO 5,27 18 10
geo-12 14,18 17,50 31 17,68 22 MO 28,66 23 12
geo-19 17,04 30,64 23 170,28 18 TO 159,80 18 10
geo-41 11,46 11,12 24 8,03 19 12,93 8,09 19 10
geo-47 0 23,03 18 56,52 16 46,58 0,73 17 9
geo-52 10,96 10,91 31 7,51 19 8,70 7,44 19 10
geo-55 0,87 7,08 24 3,98 19 76,35 3,87 19 10
geo-57 5,61 6,69 26 6,19 23 4,68 6,16 23 12
geo-62 5,62 5,78 24 8,70 22 TO 11,93 20 11
geo-70 10,30 10,45 36 14,18 21 TO 13,96 21 11
geo-73 2,03 5,11 29 34,61 20 TO 8,17 21 11
geo-75 0,05 52,32 24 2,44 19 69,59 0,66 19 10
geo-86 12,81 13,50 27 15,97 23 TO 15,67 23 12
geo-94 16,82 14,40 27 18,68 18 TO 23,25 19 10
ren-3 TO 11,15 12 10,67 10 42,34 20,56 12 3
ren-6 TO 3,75 13 3,71 10 1279,55 2,70 13 3
ren-12 TO 11,85 12 11,64 10 134,24 10,49 10 3
ren-16 TO 10,36 12 6,04 10 3,65 6,43 13 3
ren-17 TO 5,42 12 9,59 10 145,06 3,41 11 3
ren-18 TO 12,09 11 12,23 11 39,34 10,46 12 3
ren-19 TO 12,07 11 7,74 9 49,25 16,36 11 3
ren-23 TO 2,81 11 12,87 9 28,82 3,79 12 4
ren-24 TO 8,05 14 7,97 11 35,01 7,63 12 4
ren-30 TO 9,81 13 3,80 10 202,05 8,25 11 3
ren-35 TO 12,28 12 7,32 10 57,33 13,19 11 3
ren-36 TO 1,78 13 3,80 11 225,76 4,88 13 4
ren-37 TO 17,01 15 13,68 12 13,64 21,16 14 4
ren-39 TO 35,55 16 13,45 12 746,24 1,79 12 5
ren-40 TO 8,60 14 5,86 11 65,55 9,01 12 4
ren-42 TO 3,44 15 2,48 12 TO 2,50 12 3
ren-47 TO 21,31 14 53,71 12 324,20 80,25 12 5

Tab. 1 – Temps de résolution (en s) des méthodes FC, BTDHMIN(TD)+HMAX(HD), BTDHMIN(TD) et
BTDHMIN(HD), et paramètres des décompositions sur les instances des classes modifiedRenault (111 variables)
et geom (50 variables) issues des benchmarks de la compétition CPAI08.

rêt pratique des méthodes que nous venons de définir.
Les instances CSP que nous avons considérées sont is-
sues de la compétition CPAI08 (http ://www.cril.univ-
artois.fr/CPAI08/).

Les implémentations existantes de TC et MHD ne
permettent pas de résoudre ces instances à cause de
l’espace mémoire trop important qu’elles requièrent ou
du temps beaucoup trop long qu’elles mettent pour ré-
soudre séparément les sous-problèmes d’une décompo-
sition. Ainsi, nous avons utilisé BTD qui a déjà montré
son efficacité sur des CSPs structurés.

Par ailleurs, calculer une décomposition (hy-
per)arborescente optimale est un problème NP-
difficile. La durée d’exécution des techniques exactes
est trop importantes (voir [14]). En plus, il n’existe
aucune garantie sur l’efficacité pratique de l’utilisa-
tion de ces décompositions. De ce fait, nous préfé-
rons des heuristiques avec une meilleure complexité
temporelle pour calculer nos décompositions. Donc,
nous ne considérerons ni BTDHD, ni BTDTD. Dans
un premier temps, nous avons testé BTDHMIN(HD)

et BTDHMIN(TD). Nous définissons BTDHMIN(HD)

comme une extension de BTD qui gère les contraintes
de manière analogue à MHD. Ainsi, lors de la réso-
lution d’un cluster, seules les contraintes données par
la HD sont prises en compte. En outre, pour calcu-
ler les HD, nous avons utilisé les heuristiques Bu-
cket Elimination for Hypertree [7] et det-k-decomp [11]
dont les implémentations sont disponibles sur internet
(www.dbai.tuwien.ac.at/proj/hypertree/). Dans [11],
elles sont évaluées comme les meilleures techniques
pour calculer les HD. Dans BTDHMIN(TD), les TD
sont calculées grâce à l’algorithme de triangulation
Minfill qui est bien connu pour ses excellents résultats.

Les expérimentations ont été conduites sur un PC
doté d’un Pentium IV de 3,2GHz et de 1Go de RAM,
avec un système d’exploitation Linux. Pour chaque
problème, la durée limite de résolution est bornée à
1800s. Au-delà, le problème est considéré comme non
résolu et cela est symbolisé par TO. Les résultats que
nous présentons portent sur les instances des classes
modifiedRenault et geom. Dans le tableau 1, les ré-
sultats de la version classique de BTDHMIN(TD) sont
reportés dans la colonne temps1.
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Comme nous nous y attendions, BTDHMIN(HD)

a des performances très pauvres. Elle échoue dans
la résolution de beaucoup d’instances (TO ou l’es-
pace mémoire requis dépasse 1GB, ceci étant sym-
bolisé par MO). Sa durée d’exécution moyenne dé-
passe 248s. En effet, les sous-problèmes dans une
HD sont très difficiles à résoudre à cause du
nombre restreint de contraintes considérées. Ce pe-
tit nombre de contraintes affaiblit la puissance des
techniques de filtrage qui contribuent grandement à
l’efficacité de l’énumération dans ces sous-problèmes.
BTDHMIN(TD) se comporte largement mieux grâce à
un nombre beaucoup plus grand de contraintes dans
les clusters qui deviennent plus faciles à résoudre. Elle
réussit à résoudre toutes les instances avec une durée
moyenne de 6,67s.

Pour confirmer cette observation, nous avons
essayé de mettre en lumière l’impact du nombre de
contraintes dans les clusters des TD. Ainsi, nous avons
considéré les méthodes BTDHMIN(TD)+HMIN(HD)

et BTDHMIN(TD)+HMAX(HD). Dans
BTDHMIN(TD)+HMIN(HD), nous avons utilisé
Minfill et MCS pour calculer deux TD et nous
choisissons ensuite celle qui minimise le nombre
maximum de contraintes dans les clusters, tandis que
dans BTDHMIN(TD)+HMAX(HD), nous choisissons
celle qui maximise ce nombre.

Nous observons que BTDHMIN(TD)+HMIN(HD)

et BTDHMIN(TD) obtiennent les mêmes ré-
sultats rassemblés dans la même colonne.
BTDHMIN(TD)+HMAX(HD) donne les meilleurs
résultats puisque les clusters très contraints sont plus
facile à résoudre. Sa durée de résolution moyenne est
5,42s. En outre, les performances de BTDHMIN(HD)

sont drastiquement améliorées si on prend en compte
toutes les contraintes possibles (dans la colonne
temps2) à l’image de BTDHMIN(TD), tandis que
les bornes de complexité théorique sont préservées.
Néanmoins, ces résultats restent en dessous de ceux
de la méthode BTDHMIN(TD)+HMAX(HD). En effet,
la durée moyenne de résolution de cette approche est
de 6,05s.

Il faut préciser que FC, tout seul, échoue dans la ré-
solution de près de la totalité des instances de la classe
modifiedRenault, qui ont de bonnes propriétés topo-
logiques (w est en moyenne inférieur à n/10). Alors
que, ces résultats dans la classe geom sont meilleurs
par rapport à ceux des méthodes de résolution basées
décomposition car la taille de ces problèmes est plus
petite et la qualité de leur propriétés topologiques est
assez faible (w est en moyenne très proche de n/2).

En résumé, nous avons noté premièrement que cal-
culer une TD avec une petite largeur est plus inté-
ressant en pratique (pour la résolution) que le cal-

cul d’une bonne HD. En effet, cette TD donnent
de meilleurs résultats en pratique, de même que des
bornes de complexité de qualité par rapport à la taille
des clusters et de leur recouvrement minimum. En
outre, ses clusters peuvent être résolus plus facilement
quand ils contiennent plus de contraintes. Cela est jus-
tifié par le fait que plus un problème est contraint, plus
il est facile à résoudre (ce qui peut être démontré ai-
sément grâce à des arguments probabilistes).

5 Discussion et Conclusion

Nous avons proposé de nouvelles approches basées
sur la combinaison de méthodes de décomposition de
CSPs. Plus précisément, nous avons introduit deux
méthodes optimales, TC-2009HD et BTD-2009HD,
qui exploitent la décomposition hyperarborescente et
TC ou BTD pour résoudre des réseaux de contraintes.
Cette approche permet d’avoir de meilleures bornes
de complexité tout en héritant de l’efficacité pra-
tique des méthodes énumératives telles que nFC2, une
des techniques les plus performantes dans la résolu-
tion de CSP. Ensuite, nous avons enrichi la hiérar-
chie des Contraintes Traitables en mettant à jour le
sommet de la hiérarchie où nous retrouvons désormais
les méthodes TC-2009HD et BTD-2009HD. Finale-
ment, nous avons obtenu des résultats expérimentaux
qui montrent l’intérêt pratique de notre approche.

Ce travail constitue une extension des résultats pré-
sentés dans [15]. D’une part, nous montrons, pour les
méthodes de résolution basées sur la décomposition de
réseaux, l’utilité d’une différenciation de la phase de
décomposition et de la phase de résolution. Cette dis-
tinction nous permet de définir une plus large palette
de méthodes via des hybridations entre les techniques
existantes, et elle fournit également une meilleure lec-
ture de la Hiérarchie des Contraintes Traitables, tout
en la complétant. De plus, nous montrons expérimen-
talement comment il est possible d’exploiter ces mé-
thodes hybrides. En particulier, ce travail propose des
pistes nouvelles pour le choix des décompositions de
réseaux et pour celui des méthodes de résolution qui
permettront de les exploiter au mieux.

Nos résultats diffèrent de celui de [4] (théorème 7.28,
page 231). Dans cet article, Dechter propose la résolu-
tion d’une décomposition arborescente de CSP en rhw

où hw est obtenu en faisant la somme du nombre de
contraintes inclues dans chaque cluster et du nombre
de variables du cluster qui ne sont pas couvertes par
ces contraintes, puis en prenant le maximum de ces va-
leurs sur tous les clusters. Pour TC-2009HD et BTD-
2009HD, la complexité en temps est limitée à rh (où h
est la largeur hyperarborescente généralisée induite).
De ce point de vue, notre résultat est meilleur.
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Nos résultats diffèrent également de ceux de [5] qui
démontrent de manière empirique que la borne four-
nie par la largeur arborescente est souvent meilleure
que celle de la largeur hyperarborescente dans les ré-
seaux de contraintes probabilistes ou déterministes.
Dans le rapport technique constituant une extension
de cet article, il est dit que l’approche And/Or Search
Graph garantit une borne de complexité temporelle
qui dépend de la largeur d’une décomposition hyper-
arborescente donnée. Mais, cette méthode ne consi-
dère qu’une sous classe des décompositions hyperarbo-
rescentes possibles. Cela veut dire que sa complexité
est moins forte que celle de MHD, alors que celle
deTC-2009HD et BTD-2009HD dépendent de la lar-
geur d’une décomposition hyperarborescente générali-
sée. Donc, la complexité de ces dernières est au moins
équivalente à celle de MHD.

Une poursuite naturelle de ce travail pourrait être
l’étude de décompositions graphiques qui combinent
l’optimisation des paramètres w (qui serait minimisé)
et h (qui serait maximisé). Par ailleurs, il semble natu-
rel d’étendre cette analyse au COP (optimisation sous
contraintes) ou aux modèles graphiques probabilistes
comme dans [5] (et [17]).
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Résumé

Ce papier décrit aeon, un système dédié à la syn-
thèse d’algorithmes d’ordonnancement à partir de mod-
èles de haut niveau. Aeon, qui est entièrement écrit en
comet, prend en entrée le modèle de haut niveau d’un
problème d’ordonnancement et l’analyse pour générer un
algorithme dédié et qui exploite la structure du problème.
Aeon offre une variété de synthétiseurs pour générer des
algorithmes complets ou heuristiques. En outre, ces syn-
thétiseurs peuvent être composés, permettant de générer
naturellement des algorithmes hybrides complexes. Les
premiers résultats montrent que cette approche peut
être compétitive avec l’état de l’art des algorithmes de
recherche.

1 Introduction

Les problèmes d’ordonnancement sont omniprésents
dans l’industrie et ont été l’objet d’une important
recherche depuis plusieurs dizaines d’années. Il existe,
à l’heure actuelle, des algorithmes efficaces pour dif-
férentes classes de problèmes et des systèmes pour
modeler et résoudre des problèmes complexes sont
disponibles. Cependant, une des difficultés avec les
outils existants est que l’utilisateur ne peut pas se con-
tenter de connâıtre son domaine d’application, il doit
aussi être expert dans les aspects algorithmiques et
combinatoires. En effet, deux applications qui peuvent
sembler pratiquement identiques du point de vue du
modèle peuvent nécessiter des approches totalement
différentes pour obtenir des solutions de bonne qual-
ité.

Le présent travail est une première étape pour sup-
primer ces limitations et combler le trou entre mod-
élisation de haut niveau et résolution efficace de prob-

∗Traduction française d’un article présenté à ICS09 [6]

lèmes d’ordonnancement. Cet article présente aeon1,
un système qui permet de transformer des modèles de
haut niveau en des algorithmes efficaces en exploitant
la structure du modèle. Les modèles dans aeon sont
écrits avec les abstractions habituelles et leur struc-
ture est analysée pour synthétiser des algorithmes ad
hoc pour l’application décrite. L’utilisateur décrit son
modèle et se contente de choisir un synthétiseur qui
va générer et exécuter un algorithme d’un paradigme
particulier (par exemple, la programmation par con-
traintes (ppc) ou la recherche locale). Les synthétiseurs
d’aeon sont compositionnels, ce qui permet de dé-
clarer des algorithmes hybrides de façon naturelle.

Le système présente différents avantages. Du point
de vue de l’utilisateur, aeon permet de se concen-
trer sur la description de son application à un niveau
élevé d’abstraction, le déchargeant de s’occuper des
aspects algorithmiques. De plus, comme les modèles
révèlent la structure des applications, les synthétiseurs
d’aeon sont capables d’exploiter toute la richesse de
la recherche en ordonnancement pour dériver des al-
gorithmes efficaces. Finalement, grâce à la séparation
nette entre le modèle et la résolution, aeon permet
d’appliquer des paradigmes de recherche différents et
de développer des hybridations, dont le potentiel a été
démontré pour de nombreuses applications. Au niveau
de l’implémentation, aeon présente aussi des inno-
vations. Premièrement, l’analyse du modèle est ex-
tensible et permet d’ajouter des nouvelles classes de
problèmes en les décrivant selon un format XML stan-
dard. Deuxièmement, de nouveaux synthétiseurs peu-
vent être ajoutés simplement et compositionnellement.
Finalement, plusieurs abstractions simplifient l’écrit-

1Aeon est un nom alternatif pour le dieu du temps Chronos.
Cela signifie éternité.
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ure de synthétiseurs. En particulier, aeon fournit des
vues du modèles, qui permettent d’accéder à un modèle
général et à sa solution à travers une interface spécial-
isée pour un problème particulier.

Ce papier étend et généralise la recherche com-
mencée dans [11] qui montrait comment synthétiser
des algorithmes de recherche locale à partir de modèles
comet. Les synthétiseurs proposés ici s’appliquent
plus particulièrement à l’ordonnancement de tâches,
considèrent différents paradigmes de recherche (algo-
rithmes gloutons, recherche locale, ppc) et sont exten-
sibles et compositionnels. Le style des modèles utilisé
est similaire à ceux de ilog Scheduler, opl, comet
et d’autres systèmes d’ordonnancement basés sur les
contraintes. Ilog Concert propose aussi une couche
de modélisation qui peut être utilisée par des solveurs
différents, mais il n’y a pas de tentative de synthétiser
des algorithmes de recherche. Il est par ailleurs utile de
contraster notre travail avec des travaux récents en ppc
qui visent la conception de procédures de recherche
par défaut. Parmi d’autres, [4] décrit une recherche
par voisinage large auto-adaptive et [8] présente l’u-
tilisation d’impacts pour guider la recherche. Leur
but est de proposer une procédure de recherche ro-
buste sur une large gamme de problèmes. Au contraire,
notre objectif est d’exploiter la structure du modèle
pour dériver des algorithmes spécifiques. Ces deux ap-
proches sont orthogonales car il faut aussi des procé-
dures robustes pour différents types de problèmes.
Cependant, révéler et exploiter la structure d’un mod-
èle est une des principales contributions de la ppc et
les algorithmes de recherche peuvent bénéficier énor-
mément d’une analyse de la structure.

Le reste de cet article présente une vue globale
des différentes parties du système. La Section 2 cou-
vre l’utilisation d’aeon et les abstractions et synthé-
tiseurs disponibles. Dans la Section 3, l’architecture est
présentée et certaines caractéristiques du système sont
mise en valeur. Ensuite, la Section 4 montre comment
le système peut être étendu avec d’autres familles de
problèmes ou d’algorithmes. La Section 5 présente et
analyse des résultats expérimentaux.

2 Modélisation et Résolution de Prob-
lèmes d’Ordonnancement

La Figure 1 présente un modèle aeon pour la prob-
lème du Job-Shop (JSP) et un synthétiseur. L’initiali-
sation des données aux lignes 1–6 n’est pas montré. Le
modèle lui-même est donné aux lignes 8–16. D’abord
un objet est créé pour le problème. Ensuite, les ob-
jets qui peuplent ce problème sont créés (lignes 9–11),
activités, jobs et machines. Après les contraintes sont
posées : demandes des machines (lignes 12-13), ordre

1 range jobs = 1..nbjobs;

2 range machines = 0..nbmachines-1;

3 range tasks = 1..nbjobs*nbmachines;

4 int proc[tasks];

5 int mach[tasks];

6 int job[jobs,machines];

7
8 Schedule<Mod> s();

9 Job<Mod> J[i in jobs](s,IntToString(i));

10 Machine<Mod> M[i in machines](s,IntToString(i));

11 Activity<Mod> A[i in tasks](s,proc[i],

IntToString(i));

12 forall(i in tasks)

13 A[i].requires(M[mach[i]]);

14 forall(i in jobs)

15 J[i].containsInSequence(all(j in machines)A[

job[i,j]]);

16 s.minimizeObj(makespanOf(s));

17
18 GreedyTabuSynthesizer synth();

19 Solution<Mod> sol = synth.solve(s);

20 sol.printSolution();

Fig. 1 – Un modèle pour le Job-Shop et un synthé-
tiseur.

dans les jobs (lignes 14-15). Finalement, l’objectif à la
ligne 16 minimise la fin des activités (makespan).

Les trois dernières lignes concernent la résolution.
La ligne 18 définit le synthétiseur qui crée, dans ce
cas, une recherche gloutonne suivie d’une recherche
tabou. Il est facile de modifier le synthétiseur : il suffit
de remplacer GreedyTabuSynthesizer par CPSynthe-
sizer pour obtenir une recherche par ppc. La ligne 19
applique le synthétiseur au modèle. Cela entrâıne l’-
analyse et la classification du modèle, la génération
des variables contraintes et objectifs appropriés aux
solvers et l’exécution d’un algorithme de recherche
dédicacé au modèle. Le synthétiseur produit une so-
lution qui peut être utilisée par la suite. Par exemple,
la ligne 20 imprime la solution.

Il est clair sur la Figure 1 que la modélisation et
la résolution sont clairement séparées. Aeon offre un
riche ensemble d’abstractions (classes, méthodes, fonc-
tions) pour modéliser une large gamme de problèmes
d’ordonnancement. Le reste de cette section passe en
revue les abstractions disponibles à l’heure actuelle.

Les classes de modélisation se terminent par
“<Mod>” pour dénoter qu’elles servent pour le mod-
èle2. A l’intérieur du système, d’autres classes sont
post-fixées avec “<CP>” ou “<LS>” et servent aux

2Malgré la syntaxe similaire au C++, il ne s’agit pas de
classes template.
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Tab. 1 – Résumé des classes disponibles pour la mod-
élisation.
Description Classes
Problème Schedule
Activités Activity

MultiModeActivity
Jobs Job
Ressources Resource

Machine
Reservoir
StateResource

Objectifs ScheduleObjective
TaskObjective

CompletionTime
Lateness
Tardiness
Earliness
UnitCost
PiecewiseLinearFunction
AbsenceCost
AlternativeCost

ModifObjective
MultObjective
ShiftObjective

AgregObjective
SumObjective
MaxObjective

algorithmes de recherche. Par exemple, le but de la
classe Activity<Mod> est complètement différent de
celui de la classe Activity<CP>. Bien qu’elles soient
associées au même concept (une activité), la première
propose des méthodes pour faire l’analyse du modèle,
tandis que la seconde encapsule les variables de ppc
qui représentent le moment de début et de fin d’une
activité et une contrainte qui les relie. Pour simpli-
fier la lecture, le postfixe “<Mod>” est omis dans cette
section quand il est clair qu’on se réfère aux classes de
modélisation.

La Table 1 présente les classes de modélisation
disponibles actuellement dans aeon et dont voici
les explications. La classe centrale est Schedule (i.e.
Schedule<Mod>). Elle est passée en paramètre à la
création de tous les autres objets et est responsable
de la cohérence interne du modèle. Pour représenter
les activités, il y a deux classes. Activity et Multi-
ModeActivity représentent respectivement des activ-
ités avec un ou plusieurs modes. A sa création, une
activité reçoit en entrée un schedule, une durée et un
nom. La durée est soit fixée, soit définie par des bornes
supérieure et inférieure. Une MultiModeActivity est
initialisée avec un Schedule, le nombre de modes et
un nom. La durée de chacun des modes est donnée

séparément pour chaque mode. Les méthodes sur les
activités permettent de spécifier l’appartenance à un
Job, les besoins en ressources et les précédences entre
activités. Les besoins dépendent des modes mais les
autres contraintes sont communes à tous les modes.
Les contraintes de précédence peuvent faire intervenir
le début et la fin des activités et des jobs, ainsi que des
délais. La classe Job représente des groupes d’activités.
Les activités d’un job ne sont pas nécessairement or-
données mais elles ne peuvent être exécutées en même
temps. Les jobs partagent certaines caractéristiques
des activités : Ils peuvent eux-mêmes être regroupés
dans d’autres jobs, et leurs débuts et fins peuvent être
contraints avec des précédences. Finalement, les activ-
ités et les jobs peuvent être définis comme optionnels,
auquel cas ils ne doivent pas obligatoirement être exé-
cutés.

Les ressources sont représentées par quatre classes,
en fonction du type de ressource considéré. La classe
Machine représente des ressources disjonctives. Deux
activités qui ont besoin d’une même machine ne
peuvent être exécutées en même temps. La classe
Resource représente les ressources renouvelables. A
tout moment, la somme des besoins des activités qui
sont exécutées ne peut dépasser la capacité de la
ressource. Au contraire, la classe Reservoir représente
des ressources non-renouvelables et dont la capacité
est diminuée à la fin de l’exécution de chaque activ-
ité. Une capacité minimum peut être définie pour les
classes Resource et Reservoir. Pour ces deux classes
et la classe Machine, il est aussi possible de définir des
pauses (périodiques), i.e. des moments d’indisponibil-
ité. Le dernier type de ressources est la classe StateRe-
source qui représente un état du monde. Une telle
ressource ne peut être que dans un état à la fois.
Deux activités qui ont besoin d’états différents ne peu-
vent s’exécuter en même temps. Pour tous les types de
ressources, il est possible de définir des temps et des
coûts de setup qui dépendent de l’ordonnancement.
L’ensemble des besoins d’une activité (ou d’une ac-
tivité à plusieurs modes) a la forme d’un arbre dont
les noeuds internes sont des conjonctions ou des dis-
jonctions de besoins plus simples. Les noeuds externes
sont les besoins de base : besoin d’une machine, une
quantité de ressource demandée ou fournie, une quan-
tité consommée ou produite dans un réservoir, un état
particulier d’une ressource à états.

Les fonctions objectif sont des sous-classes de
ScheduleObjective. Les sous-classes sont des fonc-
tions simples ou composées. Les fonctions composées
sont la somme, le minimum, le maximum d’autres
fonctions et la multiplication par une constante. Les
fonctions simples sont les classiques date de fin, retard,
avance et de façon plus générale les fonctions linéaires
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Tab. 2 – Résumé des classes disponibles pour la réso-
lution.
Description Classes
Synthétiseurs ScheduleSynthesizer

CPSynthesizer
TSSynthesizer
SASynthesizer
GreedySynthesizer
SequenceSynthesizer
ScheduleAnimator

Solutions Solution

par morceaux basées sur la date de fin des activités et
des jobs. Les fonctions simples sont aussi le coût as-
socié au mode des activités multimodales, à l’absence
d’une activité optionnelle ou au setup des ressources.
La fonction objectif globale est passée au Schedule par
une méthode qui spécifie s’il s’agit d’une minimisation
ou d’une maximisation. La fonction makespanOf à la
Figure 1 est un raccourci pour le makespan, maximum
des dates de fin, qui est un objectif commun et impor-
tant.

Cet ensemble d’abstractions permet de modéliser
des problèmes aussi variés que les classiques problèmes
d’“atelier” (Job Shop, Open Shop, Flexible Shop, Flow
Shop, Group Shop, Cumulative Shop, Just-In-Time
Job Shop), des variations de l’ordonnancement de pro-
jet avec des contraintes de ressources (RCPSP, MR-
CPSP, RCPSP/max, MRCPSP/max) ([3]), le prob-
lème du trolley ([12]) and les classes NCOS et NCGS
de MaScLib ([7]). Cela représente des problèmes avec
différents types d’objectifs et différentes propriétés
(disjonctif ou cumulatif, un ou plusieurs modes).

Bien que les abstractions de modélisation permet-
tent de représenter un grand nombre de problèmes,
l’ensemble des problèmes qui peut être résolu dépend
de la recherche qui peut être synthétisée. La Table 2
présente les classes de synthèse qui sont disponibles
dans aeon actuellement. Pour le moment, il y a
trois solveurs sous-jacents : la ppc, la recherche lo-
cale (tabou et recuit simulé) et la recherche glou-
tonne.3 Leurs possibilités définissent les possibilités de
tout le système. Des solveurs plus complexes peuvent
être synthétisés à partir de ceux de base. En parti-
culier, il est possible de faire des solveurs hybrides
et animés. Par exemple, un solveur animé emballe
un solveur sous-jacent dans un environnement visuel
qui montre la succession des solutions trouvées. Des
solveurs hybrides peuvent être de simples séquences
de solveurs ou peuvent suivre des schémas de décom-
position plus compliqués. Les synthétiseur acceptent

3Dans le futur, nous allons aussi intégrer des solutions basées
sur la programmation mathématique.

Fig. 2 – Vue d’ensemble d’aeon. Les rectangles ar-
rondis représentent les actions pour résoudre le prob-
lème. Les rectangles et conteneurs représentent leurs
entrées et sorties. Les conteneurs sur la droite sont
fournis par le système, les rectangles sur la gauche sont
les entrées de, et les sorties vers l’utilisateur et les rect-
angles au milieu sont des produits intermédiaires. Le
texte en italique représente les endroits d’implication
de l’utilisateur.

aussi des paramètres, comme par exemple une limite
temporelle sur la recherche.

3 Architecture

La Figure 2 présente une vue d’ensemble d’aeon
centrée sur la résolution d’un problème. Les rectangles
arrondis sont les étapes successives vers une solution.
Seule la première, la modélisation, fait participer l’u-
tilisateur. Ensuite, le modèle est analysé et catégorisé
dans des classes de problèmes. Un algorithme est alors
synthétisé et exécuté pour produire une solution au
problème. Les conteneurs sur la droite de la Figure 2
représentent ce qui est fourni par le système à chaque
étape. Le reste de cette section explique plus en dé-
tails l’exécution de chaque étape. La Section 4 décrit
comment il est possible d’agrandir les conteneurs.

3.1 Modélisation

La Section 2 a présenté la modélisation du point
de vue de l’utilisateur. A l’intérieur, quand le mod-
èle est exécuté, une représentation interne du prob-
lème est construite. La majorité de l’information est
enregistrée dans les objets de modélisation qui ont été
présentés. Par exemple, la classe Activity contient
un attribut retenant si la préemption est autorisée ou
pas. En outre, l’objet Schedule garde une référence
vers tous les objets qui ont été créés. L’information est
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enregistrée grâce à des structures de graphes : les re-
lations de précédences dans un graphe dirigé, les fonc-
tions objectif et les besoins en ressources dans des ar-
bres plantés. Les contraintes de précédence sont des
arcs étiquetés d’un graphe dont les noeuds représen-
tent le début et la fin des activités, des jobs et du
schedule. En plus des arcs ajoutés explicitement par
l’utilisateur, il y a des arcs qui relient le début d’un
job avec le début des activités contenues et la fin d’un
job avec la fin des activités contenues. Il y a aussi des
arcs qui assurent que toutes les activités et tous les jobs
sont exécutés entre le début et la fin du schedule. Les
arbres plantés représentant les fonctions objectifs et les
besoins en ressources sont nécessaires pour représen-
ter la combinaison de fonctions ou besoins simples. Les
combinaisons sont des sommes, des produits, des min-
imums et des maximums pour les objectifs. Il s’agit de
conjonctions et disjonctions pour les besoins.

3.2 Analyse et Classification

Le but de la seconde étape est de catégoriser le mod-
èle dans une des classes prédéfinies. Cette classifica-
tion est basée sur les caractéristiques du problème.
Chaque classe de problèmes est définie par une com-
binaison de paires (caractéristique, valeur). La Table
3 présente un sous-ensemble des caractéristiques con-
sidérées. La dernière colonne spécifie les valeurs pour
une classe bien connue. Un tiret signifie que la valeur
peut être n’importe quoi. Cette table représente une
version simplifiée de la définition des classes. En fait, il
ne s’agit pas d’une simple conjonction de paires mais
plutôt d’une formule booléenne, avec des négations,
des disjonctions et des conjonctions de formules plus
simples. Les atomes correspondent aux paires. Leur
valeur de vérité est déterminée par analyse du mod-
èle. Si la valeur renvoyée par l’analyse est égale à celle
attendue, la formule atomique reçoit la valeur Vrai. Un
modèle appartient à une classe de problèmes si l’éval-
uation de la formule qui définit la classe est Vrai.

De plus, des sous-formules récurrentes sont définies
comme des caractéristiques de haut niveau, ou comme
des modèles plus généraux dont les autres modèles
peuvent hériter. Par exemple, le JSP avec Makespan
est un cas spécial du JSP auquel on ajoute la carac-
téristique “avec Makespan”. Le JSP est à son tour un
cas de problème disjonctif. La hiérarchie des catégories
forme un graphe dirigé acyclique (DAG). Cela signi-
fie qu’un problème catégorisé dans une classe est aussi
membre de toutes les classes dont elle hérite. Le résul-
tat de la classification est donc une séquence de classes,
plutôt qu’une seule classe. Cette séquence représente
un ordre total des classes du problème compatible avec
le DAG des classes. Cela signifie que, si une classe
hérite d’une autre, elle doit apparâıtre avant son par-

Tab. 3 – Liste partielle des caractéristiques. La pre-
mière colonne donne la caractéristique, la seconde
définit le type de valeur. La troisième illustre les
valeurs possibles pour le problème du Job-Shop (JSP).
Caractéristique Type JSP
Unit Processing Time boolean –
Fixed Processing Time boolean true
Preemption Allowed enum never
Common Release Dates boolean true
Common Deadlines boolean –
Deadlines Exist boolean false
Form of the Precedence Graph enum chains
Delay between Activities boolean false
No wait between Activities boolean false
Jobs inside Jobs boolean false
Number Of State Resources integer 0
Maximum Capacity integer 1
All Capacities are Equal boolean true
Reservoir Consumption boolean false
Reservoir Production boolean false
Setup Times boolean false
Disjunctive Requirements boolean false
All Activities in Jobs boolean true
Nb of Multi-Mode Activities integer 0
Sum Of Requirements integer 1
Objective Type enum minimize
Objective Form enum maximum
Objective Components enum end time
Objective Scope enum all activ.
All Due-Dates are equal enum –

ent dans la séquence. Par contre l’ordre de classes qui
ne sont pas apparentées est fixé arbitrairement.

L’analyse des caractéristiques en soi est accomplie
par un ensemble de fonctions qui récupèrent l’infor-
mation à partir de la représentation interne présentée
plus haut. Avant l’analyse, une étape de normalisation
est exécutée sur cette représentation. En particulier,
le graphe de précédences est simplifié pour retirer les
contraintes inutiles (réduction transitive). Les arbres
pour les besoins et les objectifs sont aussi simplifiés.
Par exemple, une somme de sommes est remplacée par
une seule somme. Pour finir, les objets inutiles (ma-
chines inutilisées, jobs vides, par exemple) sont mar-
qués comme tels.

Pour être utile, l’analyse doit être robuste aux varia-
tions de modélisation. Aeon compile les modèles dans
une forme normalisée et l’analyse est accomplie sur la
forme normalisée. Par exemple, le code de la Figure
3 montre une formulation alternative pour le JSP. Il
y a plusieurs différences (activités multimodale, réser-
voirs, pas de jobs, fonction objectif explicite) par rap-
port au code de la Figure 1. Cependant, aeon le caté-
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1 range machines;

2 range tasks;

3 int proc[tasks];

4 int mach[tasks];

5
6 Schedule<Mod> s();

7 Reservoir<Mod> M[i in machines](s,0,5,5,

IntToString(i));

8 MultiModeActivity<Mod> A[i in tasks](s,1,

IntToString(i));

9 forall(i in tasks) {

10 A[i].setProcTime(1,proc[i],proc[i]);

11 A[i].requires(1,M[mach[i]],3);

12 }

13 forall(i in tasks:i%nbmachines!=0)

14 A[i].precedes(A[i+1]);

15 s.minimizeObj(maxOf(all(i in tasks)

completionTimeOf(A[i])));

16
17 GreedyTabuSynthesizer synth();

18 Solution<Mod> sol = synth.solve(s);

19 sol.printSolution();

Fig. 3 – Modèle Alternatif pour le Problème du Job-
Shop

gorise correctement comme étant un JSP, ce qui est
très désirable en pratique. En effet, c’est la sémantique
du modèle qui est importante, pas la syntaxe.

3.3 Synthèse d’Algorithmes

Les classes responsables de la synthèse sont Sched-
uleSynthesizer et ses sous-classes (voir Table 2).
Comme réfléchi sur la Figure 2, l’entrée de la syn-
thèse est composée de trois parties : le modèle de l’u-
tilisateur, sa classification et un choix fait par l’utilisa-
teur pour un paradigme de recherche en particulier. La
sous-classe de ScheduleSynthesizer choisie définit le
paradigme de recherche (par exemple, la ppc pour CP-
Synthesizer) et la méthode solve prend le modèle
en argument.

A partir du résultat de la classification, le synthé-
tiseur choisit la stratégie de résolution appropriée. Une
stratégie est un algorithme de recherche spécifique à
une classe de problèmes et qui va être instantié pour
une instance particulière. Chaque synthétiseur associe
une stratégie à chaque classe de problèmes. Par ex-
emple, la classe TSSynthesizer associe la recherche
Tabou de [2] à la classe Job-Shop avec Makespan.
Chaque synthétiseur peut ne pas définir une stratégie
pour toutes les classes de problèmes mais il est pos-
sible qu’il définisse une stratégie pour un problème
plus général. Comme le résultat de la classification est

un séquence de classes de problèmes, le synthétiseur
cherche une stratégie pour la première classe. S’il n’y
en a pas, il cherche pour la classe suivante. La séquence
est visitée tant qu’il n’y a pas de stratégie qui corre-
spond à une classe. Dans le pire des cas, le problème
est reconnu comme un “problème d’ordonnancement
général” pour lequel il y a une recherche par défaut de
base.

Une fois la stratégie choisie, elle doit être instanciée
pour le problème à résoudre. Le synthétiseur délègue
ce travail à une sous-classe de la classe Strategy. Il
y a à peu près une telle sous-classe pour chaque paire
formée d’une classe de problème et d’un paradigme
de recherche. Chaque sous-classe de Strategy est re-
sponsable de la mise en place et de l’exécution d’un
algorithme pour le problème à résoudre. La difficulté
est que, bien que la classe du problème soit connue,
il peut être difficile de trouver l’information nécessaire
à l’instanciation de la recherche. Pour faciliter cette
étape, aeon fournit un ensemble de classes appelées
vues. Les vues sont utilisées pour présenter le sched-
ule et ses composants de manière unifiée, quelle que
soit la façon dont ils ont été introduits. Différentes
vues correspondent à différentes conceptions du prob-
lème. La vue la plus générale (ScheduleView) est une
façon générique d’accéder à l’information, tandis que
des vues spécifiques donnent un accès direct à un sous-
ensemble de l’information utile pour certaines classes
de problèmes. Par exemple, la vue JobShopView donne
de l’information pour les JSPs. Elle fournit la même
interface, quelle que soit la façon dont le problème a
été modélisé par l’utilisateur (comme à la Figure 1 ou
comme à la Figure 3).

3.4 Exécution de l’Algorithme

L’algorithme effectivement exécuté est différent
pour chaque stratégie. Cependant, ils ont en com-
mun qu’une solution est renvoyée. Les objets de la
classes Solution assignent une valeur à chaque vari-
able de décision du problème. Cette assignation est
exprimée en fonction des objets du modèle. Par exem-
ple, la méthode getStartingTime( Activity<Mod>
act) renvoie le moment de départ d’une activité. En
plus des temps de départ, les autre variables de déci-
sions des activités sont la date de fin, l’ensemble des
ressources effectivement utilisées, le mode (si il y en
a plusieurs) et la présence ou l’absence (si elles sont
optionnelles). La solution enregistre aussi la valeur de
la fonction objectif associée. Le principal bénéfice des
objets de solution est que le modèle reste indépen-
dant. Il peut donc avoir plusieurs solutions qui peu-
vent être comparées. De plus les solutions peuvent
servir de moyen de communication entre des straté-
gies qui coopèrent. Elles peuvent ainsi être utilisées
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1 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> sched){

2 JobShopView view(sched);

3 range Activities = view.getActivities();

4 range Jobs = view.getJobs();

5 range Machines = view.getMachines();

6 int[] duration = all(i in Activities)

7 view.getProcessingTime(i);

8 int[] machine = all(i in Activities)

9 view.getMachine(i);

10 int[][] jobAct = all(j in Jobs)

11 view.getOrderedActivitiesOfJob(j);

12 JobshopAlgorithm ls(LocalSolver(),Activities,

13 Jobs, Machines, duration, machine, jobAct);

14 ls.solve();

15 SolutionView sol(view);

16 ls.saveSolution(sol);

17 return sol.getModelSolution();

18 }

Fig. 4 – Résoudre un Problème de Job-Shop

comme assignation de départ, pour fournir une borne
sur l’objectif, ou pour guider des heuristiques.

Les solutions sont exprimées en fonction du modèle
mais les stratégies travaillent sur des vues. Elles ont
besoin d’une classe SolutionView pour exprimer la so-
lution à partir de la vue. Un objet SolutionView est
créé à partir d’une vue et les valeurs pour les variables
de décision sont données dans les termes de la vue.
La solution du modèle sous-jacente peut ensuite être
récupérée à partir de sa vue. La Figure 4 présente le
corps de la méthode solve de la class DellAmico. On
y retrouve les classes JobShopView et SolutionView.
Les lignes 2-11 montrent la création et l’utilisation de
la vue pour les problèmes de Job-Shop. La recherche
effective est déléguée à une autre classe appelée Job-
shopAlgorithm (lignes 12-14). La ligne 15 crée la vue
pour la solution à partir de la vue du problème. Cette
vue est ensuite remplie (ligne 16) et la solution est
renvoyée à la ligne 17.

4 Ajouter des Classes de Problèmes et des
Stratégies

Comme le principal objectif de ce travail est de sim-
plifier l’utilisation d’algorithmes d’ordonnancement,
il est aussi important de fournir des moyens sim-
ples d’étendre le système. En particulier, l’architec-
ture d’aeon permet d’ajouter facilement des classes de
problèmes, des synthétiseurs et des stratégies. L’exten-
sion des abstractions de modélisation n’est pas couvert
car cela nécessite une plus grande modification du sys-
tème. De nouvelles classes de problèmes peuvent être

1 <?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>

2 <!DOCTYPE Model SYSTEM "models.dtd">

3 <Model ID="JobShopWithMakespanWithTwoJobs">

4 <Constraints>

5 <IsA Name="Makespan"/>

6 <IsA Name="JobShop"/>

7 <Constraint Name="nbJobs" Value="2"/>

8 </Constraints>

9 </Model>

Fig. 5 – Définition XML du Job-Shop avec deux jobs.

définies dans des fichiers XML. Les synthétiseurs et
les stratégies sont définis en étendant des classes exis-
tantes.

4.1 Ajout de Classes de Problèmes

Toutes les classes de problèmes et les caractéris-
tiques de haut niveau sont définies dans des fichiers
XML. Chaque classe est définie par un nom unique
et une structure de contraintes que le problème doit
respecter. Cette structure est récursivement composée
des éléments suivants :

– SimpleConstraint : La caractéristique doit pren-
dre une certaine valeur.

– And : Toutes les contraintes doivent être respec-
tées.

– Or : Au moins une contrainte doit être respectée.
– Not : La contrainte ne peut pas être respectée.
– IsA : Les contraintes d’un autre modèle doivent

aussi être respectées.
L’élément racine est appelé “Constraints” et il cor-

respond à un “And”. Pour ajouter un nouvelle classe,
il faut écrire un fichier XML qui définit les contraintes
à satisfaire. Il est facile de réutiliser les modèles ex-
istants grâce à l’héritage définit par l’élément “IsA”.
Par exemple, la Figure 5 montre un fichier pour le cas
particulier du JSP avec exactement deux jobs qui peut
être résolu en temps polynomial ([1]). Il s’agit d’une
conjonction des contraintes que ce soit un Job-Shop,
que l’objectif soit la minimisation du makespan et que
le nombre de jobs soit deux.

4.2 Ajout de Stratégies

Une nouvelle stratégie est créée en étendant la
classe Strategy, ce qui demande d’écrire deux méth-
odes : solve(Schedule<Mod> s) et solve(Schedule
<Mod> sched, Solution<Mod> initSol). La pre-
mière méthode implémente la résolution d’un prob-
lème depuis le début et la seconde la résolution
d’un problème en utilisant une solution existante.
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1 class MySynthesizer extends TSSynthesizer{

2 MySynthesizer():TSSynthesizer(){

3 registerStrategy("JobShopWMakespanW2Jobs",

4 new AkersAndFriedmanAlgorithm());

5 }

6 }

Fig. 6 – Ajouter une stratégie à TSSynthesizer

La solution initiale peut être laissée de côté, par
exemple dans le cas d’une recherche gloutonne. Le
corps de ces méthodes doit utiliser les vues. Cela
est illustré sur la Figure 4 qui montre l’implémen-
tation de la première méthode. La seconde est sim-
ilaire. La seule modification est le remplacement de
la ligne 14 par l’instruction ls.solve(new Solution-
View(view,initSol)) où une vue de la solution ini-
tiale est transmise à l’algorithme de recherche.

Une stratégie nouvellement créée doit être liée à une
classe de problèmes au moyen d’un synthétiseur. Cet
appariement se fait par la méthode registerStrat-
egy(string name, Strategy strategy) définie
dans la classe Synthesizer. Cette méthode associe
une classe (définie par son nom) à une stratégie. Si
une autre stratégie était déjà associée à la classe,
la nouvelle remplace l’ancienne. Cette méthode est
typiquement appelée dans le constructeur d’une
nouvelle classe de synthétiseur. La Figure 6 montre un
tel cas, ou un nouveau synthétiseur est définit comme
une sous-classe de TSSynthesizer. Cela signifie qu’un
JSP avec deux jobs va être résolu avec l’algorithme
polynomial ad hoc et que les autres problèmes sont
résolus avec une recherche Tabou.

Sur cet exemple, il est aussi clair que le choix de l’u-
tilisateur pour un paradigme de recherche particulier
(à la Figure 2) peut aussi être enlevé, permettant une
recherche entièrement en bôıte noire. Il suffit de créer
un synthétiseur par défaut qui associe la meilleure
stratégie à chaque classe de problèmes. Cependant,
la meilleure stratégie n’est pas spécialement unique,
même pour une sous-classe. Cela peut dépendre de
contraintes temporelles, du besoin d’avoir des bornes
supérieures et inférieures, du besoin d’optimalité et
des caractéristiques individuelles de l’instance. Fournir
plusieurs synthétiseurs augmente donc la flexibilité et
l’efficacité du système.

4.3 Création de Nouvelles Stratégies de Façon
Compositionnelle

De nouvelles stratégies peuvent aussi être constru-
ites à partir d’autres plus simples. L’architecture

1 class TS_CPJSP extends Strategy{

2 Strategy _s1;

3 Strategy _s2;

4 TS_CPJSP():Strategy(){

5 _s1 = new DellAmico();

6 _s2 = new CPJobShop();

7 }

8 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> s){

9 return _s2.solve(s,_s1.solve(s));

10 }

11 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> s,Solution<

Mod> initSol){

12 return _s2.solve(s,_s1.solve(s, initSol));

13 }

14 }

15 class TS_CPSynthesizer extends

ScheduleSynthesizer{

16 ScheduleSynthesizer _s1;

17 ScheduleSynthesizer _s2;

18 TS_CPSynthesizer():ScheduleSynthesizer(){

19 _s1 = new TSSynthesizer();

20 _s2 = new CPSynthesizer();

21 }

22 Solution<Mod> solve(Schedule<Mod> s){

23 string[] models = classify(s);

24 return _s2.solve(s,models,_s1.solve(s,

models));

25 }

26 }

Fig. 7 – Deux implémentations pour une stratégie
TS+CP

d’aeon permet de fabriquer des recherches compos-
ites par spécialisation ou par composition. La première
possibilité est de créer une nouvelle stratégie pour une
classe spécifique comme montré dans la sous-section
précédente. A un niveau plus général, un synthétiseur
peut créer systématiquement des stratégies composées
à partir d’autres synthétiseurs. La Figure 7 présente
les deux possibilités pour une composition simple :
une recherche Tabou suivie d’une recherche en ppc.
Les lignes 1-14 illustrent une stratégie composée pour
le JSP et les lignes 15-26 montrent le code d’un synthé-
tiseur enchâınant TS et CP. Les méthodes classify et
solve avec plusieurs arguments sont définies dans la
classe ScheduleSynthesizer et représentent les dif-
férentes étapes qui sont du ressort du synthétiseur :
la classification et la résolution (avec ou sans solution
initiale). Il est intéressant de voir comment le code du
synthétiseur composé ressemble au code de la stratégie
composée.
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5 Expérimentations

Le but de cette section est de montrer que la
générécité du système est compatible avec des résolu-
tions effectives et efficaces de problèmes d’ordonnance-
ment. Pour évaluer cela, nous avons choisi d’effectuer
des expérimentations sur quelques jeux de test clas-
siques, le problème du Job-Shop avec minimisation
du makespan (JSP), le problème de l’Open-Shop avec
minimisation du makespan (OSP) et le problème du
Job-Shop avec minimisation du retard pondéré total
(JSPWT). Pour chaque jeu de test, trois algorithmes
synthétisés vont être considérés : une recherche locale
(LS), une approche par ppc (CP) et un composé où
une recherche Tabou donne une borne supérieure à la
partie CP (LS+CP). Ces algorithmes vont être com-
parés avec l’implémentation en comet [10] de respec-
tivement la recherche Tabou de [2] pour le JSP, la
recherche Tabou de [5] pour l’OSP et un algorithme
de Metropolis [9] pour le JSPTW.

Les algorithmes LS sont les homologues des algo-
rithmes originaux et ont les mêmes limites : 12.000
itérations pour le JSP et l’OSP et 600.000 pour le
JSPTW. La recherche CP est limitée en temps à
max(300, 3∗#activités) secondes, c’est-à-dire 25 min-
utes pour les plus grandes instances.

Pour les algorithmes de recherche locale, vingts exé-
cutions sont faites pour chaque instance. Ceux avec CP
n’ont été exécutés qu’une fois car ils sont bien moins
variables. Toutes les exécutions ont été réalisées sur un
Intel Core 2 Duo, 1.66Ghz avec 1 Go de RAM.

La Table 4 présente un résumé des résultats pour
le jeu de test. Des résultats plus détaillés se trou-
vent en ligne4. Pour chaque algorithme, l’erreur rel-
ative moyenne (MRE) est donnée. Le MRE est égal à
100 ∗ (UB − LB)/LB où UB est la valeur moyenne
de la solution trouvée par l’algorithme et LB est
la meilleure borne inférieure connue pour chaque in-
stance (et récupérée dans [14, 13, 10, 4]).

Pour illustrer une autre recherche hybride, nous
avons aussi généré un recherche par voisinage large
(LNS) pour l’OSP. Cette recherche est particulière-
ment efficace et a résolu toutes les instances sauf une
en moins de deux minutes.

Cette table montre qu’il n’y a pas de différence
significative entre une recherche générée par aeon
et une recherche écrite à part. Bien sûr, l’approche
CP n’est pas toujours utilisable pour les plus grands
problèmes mais ce n’est pas une particularité d’aeon.
Au contraire, l’utilisation de CP en conjonction avec
une recherche locale permet de prouver l’optumalité
de solutions trouvées heuristiquement. Concernant les
temps d’exécution, l’approche CP n’est compétitive

4http ://becool.info.ucl.ac.be/aeon

Fig. 8 – Temps (en millisecondes) pour analyser un
problème et générer la recherche, en fonction du nom-
bre d’activités.

pour les problèmes plus grands mais la recherche lo-
cale est comparable à l’implémentation en comet des
algorithmes de référence.

Le coût induit par l’utilisation d’aeon est illustré
à la Figure 8. Le temps utilisé pour la mise en place
d’aeon et les opérations d’analyse, de classification et
de génération est affiché en fonction du nombre d’ac-
tivités du problème. La courbe suit une lente progres-
sion quadratique. Le temps d’analyse est de moins de
1,5 secondes même pour des problèmes à 500 activités.

6 Conclusion

Ce papier présente aeon, un système pour mod-
éliser et résoudre des problèmes d’ordonnancement.
Étant donné un modèle décrit selon un langage de
modélisation de haut niveau, aeon reconnâıt et classe
sa structure et synthétise un algorithme de recherche
approprié. L’algorithme synthétisé appartient à un
paradigme particulier, tel que la recherche locale ou
la ppc. L’approche permet d’exploiter la structure des
modèles pour dériver des algorithmes dédicacés à des
classes de problèmes.

Aeon a certains traits fondamentaux : en premier,
la classification du modèle ne dépend pas de la syn-
taxe ou des choix de modélisation. Les modèles sont
transformés dans une forme normalisée sur laquelle l’-
analyse est effectuée, ce qui permet d’augmenter la ro-
bustesse de la modélisation. Deuxièmement, aeon est
ouvert et extensible : de nouvelles classes de problèmes
sont spécifiée en XML et des stratégies de recherche
peuvent être ajoutées pour toutes les classes de prob-
lèmes. En outre, de nouveaux synthétiseurs peuvent
être fabriqués à partir d’autres existants de façon sim-
ple.
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Tab. 4 – Erreur relative moyenne (MRE) et temps d’exécution (en secondes) pour quatre algorithmes. Ref.
désigne les algorithmes de référence, LS pour la recherche locale dans aeon, CP pour la ppc dans aeon
et LS+CP pour un composé de LS et CP. Pour CP et LS+CP, le nombre entre parenthèses est le nombre
d’instances pour lesquelles la recherche s’est finie et pour lesquelles le temps est compté. Pour l’OSP, la colonne
CP présente deux valeurs. La deuxième est une recherche par voisinage large (LNS) qui est aussi générée par
aeon.
Problème #Inst. MRE moyen Temps moyen pour la meilleure solution

Ref. LS CP/LNS LS+CP Ref. LS CP/LNS LS+CP
JSP 78 2.08 2.09 54.40 2.03 2.6 3.1 4.4(30) 3.4(52)
OSP 80 1.68 1.70 1.58/0.01 0.85 24.1 25.0 8.0(49)/ <120 30.2(50)

JSPTW 22 4.28 3.87 97.88 4.14 24.4 24.3 -(0) -(0)

Les résultats expérimentaux montrent la faisabilité
de l’approche. Le sur-coût d’aeon par rapport à des
algorithmes dédiés est faible et le temps d’analyse est
très acceptable et croit de manière quadratique avec
la taille du problème.

Actuellement, nous travaillons à l’ajout d’une
grande variété d’algorithmes pour de nombreuses
classes de problèmes d’ordonnancement. A plus long
terme, notre recherche va se concentrer dans deux
directions. D’abord, la linéarisation automatique de
modèles pour pouvoir utiliser des solveurs MIP ou
pour obtenir des bornes inférieures par relaxation
linéaire. Ensuite, l’intégration de recherches par défaut
robustes pour des classes de problèmes générales (par
exemple, l’ordonnancement disjonctif) où on trouve
des contraintes hétéroclites.
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Abstract
Un des challenges importants en programmation

par contraintes est la reformulation de modèles dé-
claratifs en programmes exécutables permettant de
calculer leurs solutions. Cette phase peut nécessi-
ter de faire des traductions entre les langages de
la programmation par contraintes, de changer la re-
présentation des contraintes ou d’optimiser les mo-
dèles et de paramétrer les stratégies de recherche.
Dans cet article, nous présentons un métamodèle pi-
vot qui prend en compte les structures communément
rencontrées dans les modèles en programmation par
contraintes. Ce métamodèle comprend ainsi plusieurs
types de contraintes, des structures conditionnelles
ou des boucles, mais aussi les concepts de classe
et de prédicat. Ce métamodèle est suffisamment gé-
néral pour s’adapter aux structures de la plupart des
langages, comme les langages orientés-objet ou les
langages basés sur la logique, tout en en restant in-
dépendant. Les opérations de reformulation traitent
des instances du métamodèle pivot indépendamment
des langages contraintes. Ainsi, les opérations défi-
nies sont génériques et s’appliquent quelques soient
les langages choisis. L’espace des langages est re-
lié à l’espace des métamodèles à l’aide d’analyseurs
lexicaux et grammaticaux. Les outils de l’ingénierie
logicielle peuvent alors être utiliser pour implémen-
ter un tel cadre de transformation pour les modèles
contraintes.

1 Introduction

En programmation par contraintes (PPC), l’utilisateur
décrit les caractéristiques d’un problème (CSP) comme des
contraintes s’appliquant à des variables. Il utilise, ensuite,
un solveur pour calculer les solutions du problème qu’il
a décrit. La correspondance automatique entre un modèle
et un programme exécutable par un solveur est un des

points clés abordés dans ce papier. L’objectif est de déve-
lopper des outils logiciels intermédiaires qui sont capables
de reformuler les modèles en tenant comptes des caracté-
ristiques du solveur.

La modélisation de problèmes réels nécessite l’utilisa-
tion de langages de modélisation de haut-niveau avec des
structures telles que la définition de contraintes, d’instruc-
tions de programmation et des possibilités de modularité.
Récemment, plusieurs langages de modélisation sont ap-
parus pour répondre aux besoins variés d’utilisateurs et de
catégories de problèmes. D’un côté, il y a de nombreux lan-
gages de modélisation pour les problèmes combinatoires
tel qu’OPL [19], Essence [5] et MiniZinc [14] ou pour les
problèmes numériques comme Numerica [18] et Realpa-
ver [9]. D’un autre côté, des librairies de résolution par
contraintes ont été intégrés dans des langages de program-
mation informatique, comme pour ILOG Solver [15], Ge-
code [16] et ECLiPSe [1]. Par la suite, nous allons prin-
cipalement considérer les langages de modélisation pour
définir les modèles CSP. Cependant, les langages de pro-
grammation peuvent être choisis comme cible du proces-
sus de traduction. Notre objectif est de fournir un outil de
traductionmany-to-many qui peut prendre en compte des
langages variés.

La plupart des langages partagent les mêmes structures,
comme par exemple la définition des contraintes. D’autres
structures sont plus spécifiques, comme les classes dans les
langages orientés-objet ou les prédicats dans les langages
logiques. Nous avons intégré l’ensemble de ces concepts
dans un métamodèle, c’est-à-dire un modèle des modèles
CSP. Ce métamodèle sert de pivot dans notre approche et
décrit les relations existantes entre les concepts rencon-
trés en PPC. Il décrit, de manière abstraite, les règles de la
modélisation en PPC, ce qui représente en soi une contri-
bution importante par rapport aux travaux précédents [2]
qui étaient restreints à des correspondancesone-to-many
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en partant d’un seul langage :s-COMMA.

Le processus de reformulation que nous proposons se
décompose en trois étapes. Durant la première, le modèle
définit par l’utilisateur est analysé grammaticalement et un
modèle conforme à un métamodèle est généré. Durant la
dernière étape, le programme résultant est obtenu à l’aide
du processus inverse en reformulant l’information présente
dans un modèle en respectant la grammaire du langage
visé. Ces deux étapes établissent un pont entre l’espace des
grammaires et l’espace des modèles. L’étape intermédiaire
implémente des opérations de reformulation sur des mo-
dèles conformes au métamodèle pivot pour, par exemple,
reformuler un modèle basé sur des entiers en un modèle
booléen. L’un des points clés de notre approche est de ma-
nipuler les concepts CSP avec leur sémantique et non pas
des éléments syntaxiques. Ainsi, les opérations de reformu-
lation sont définies sans être restreintes à un langage donné.

Le travail sur la plateforme Cadmium [4] est le plus
proche de ce que nous présentons. Cette plateforme uti-
lise un langage de programmation à base de règles com-
binant lesConstraint Handling Rules [7] et les opéra-
tions de réécriture de termes pour transformer des modèles
contraintes formuler en Zinc ou MiniZinc. L’algorithme
de réécriture fait la correspondance entre des règles et des
termes pour générer de nouveaux termes, jusqu’à obtenir
un ensemble de termes sur lequel plus aucune règle n’agit.
Cette approche fournit une sémantique claire sur la procé-
dure de transformation, tout en adressant des problèmes de
confluence et de terminaison. La définition de métamodèles
nous permet d’utiliser les outils de l’ingénierie des modèles
comme ATL [12], qui est un langage général de transfor-
mation à base de règles mixant des règles déclaratives s’ap-
pliquant à des éléments typés et des structures de program-
mation impératives. Kermeta [13] est une autre plateforme
de transformation, qui se base plus sur les concepts de la
programmation orientée-objet. Un des bénéfices de l’ap-
proche dirigée par les modèles est de directement manipu-
ler des éléments typés conformément à des concepts, qui
sont reliés et hiérachisés dans des métamodèles.

La section suivante de l’article présente notre plateforme
générale de transformation de modèles appliquée à la PPC.
Dans la section 3, un exemple illustrant l’intérêt de l’ap-
proche est présenté en se basant sur des langages connus en
PPC. La section 4 intègre une présentation du métamodèle
pivot ainsi qu’une description des opérations de reformula-
tion. Des expérimentations sur des problèmes couramment
rencontrés en PPC sont présentées en section 5. Enfin, la
section 6 fait le bilan de la contribution proposée dans cet
article et détaille de futurs pistes de recherche.

2 Une plateforme dirigée par les mo-
dèles

Un modèle CSP est une représentation d’un problème,
écrite dans un langage et ayant une structure. Notre objectif
est de transformer des modèles indépendants des solveurs
vers des modèles dépendants des solveurs. Cela implique
de :

– changer la formulation des constraintes pour amélio-
rer la résolution.

– traduire des modèles écrit dans des langages à haut-
niveau niveau d’abstraction vers des langages bas-
niveau acceptés par les solveurs ou vers des langages
de programmation.

– modifier la structure des modèles par rapport aux ca-
ractéristiques des solveurs. Par exemple, il peut être
nécessaire de passer d’un modèle orienté-objet à un
modèle logique basé sur des prédicats.

La gestion des représentations des contraintes nécessite
de spécifier des règles de transformation permettant d’ob-
tenir une formulation équivalente ou des relaxations. La
traduction des langages requiert la définition de corres-
pondances entre les syntaxes concrètes et les concepts des
métamodèles. La manipulation des structures concerne, en
particulier, les concepts de modélisation abstraits comme
les objects ou les prédicats. Une motivation importante de
ce travaille est de séparer ces différentes tâches. En effet,
l’équivalence de formulations des contraintes est indépen-
dante d’un langage spécifique. Le processus de traduction
fait alors appel à deux espaces techniques : (1) celui des
grammaires (Grammar TS) qui se rapporte aux problèmes
liées aux langages et leur syntaxe, (2) celui de l’ingéni-
rie des modèles (MDE TS) qui permet la définition des
concepts de modélisation et des règles de transformation
à appliquer sur les modèles (cf. figure 1).

FIGURE 1 – Le processus de transformation des modèles
contraintes.

56



Dans l’espace des grammaires, des termes sont consi-
dérés et sont organisés en fonction des règles définies
dans une grammaire. Dans l’espace des modèles, les élé-
ments considérés sont typés par rapport à un concept dé-
fini dans un métamodèle et correspondent à une instance
de ce concept. Les éléments sont alors reliés entre eux à
l’aide de simples références ou d’un lien de composition.
Par exemple, une contraintex+ y = z est issue du concept
de contrainte algébrique composé d’une expression algé-
brique. Ainsi, il est possible de définir des éléments com-
plexes comme des systèmes de contraintes composés d’en-
semble de contraintes.

Le passage des langages aux modèles peut être implé-
menté à l’aide de techniques d’analyse lexical et gramma-
ticale. Un modèleA est créé à partir d’un fichier source
définit par l’utilisateur. Ce modèle doit être conforme au
métamodèle du langage choisi par l’utilisateur, comme re-
quis par l’espace des modèles. En conséquence, les mé-
tamodèles des langages (les langages de modélisation, les
langages de PPC et les langages des solveurs) doivent être
définis pour pouvoir établir le type des modèles. La sortie
B est générée à partir d’un modèleB. Dans notre approche,
ce modèle se conforme à un métamodèle de langage de sol-
veur.

Les transformations de modèles sont définies dans l’es-
pace des modèles. L’objectif est de transformer un modèle
A correspondant au modèle écrit par l’utilisateur vers un
modèleB associé à un solveur. Comme mentionné précé-
demment, il est nécessaire de changer la représentation des
modèles et leur structure. Ce processus peut être mis en
oeuvre à l’aide d’opérations transformant les concepts deA
vers ceux deB. Afin d’exploiter les similarités qui peuvent
exister entre les langages de modélisation PPC, nous pro-
posons d’introduire un métamodèle intermédiaire servant
de pivot. La chaine de transformation est alors composée
de trois étapes : (1) le passage d’un modèleA vers le pi-
vot, (2) l’application d’opérations de reformulation sur le
modèle pivot et (3) le passage d’un modèle pivot à un mo-
dèleB. Ainsi, les étapes de reformulation nécessaire pour
un langage donné peuvent être utilisées pour reformuler un
autre langage.

Par la suite (section 4), nous allons présenter le métamo-
dèle pivot et les opérations de transformation de modèles.
Cependant, nous présenterons d’abord un exemple illustra-
tif et nous discuterons des conditions préalables à la mani-
pulation de modèles contraintes.

2.1 Un exemple illustratif

Nous avons choisi l’exemple des golfeurs sociables pour
illustrer le processus de transformation. Le modèle initial
est écrit à partir du langage de modélisation orienté-objet
s-COMMA. Le modèle cible est un programme écrit dans le
langage de programmation logique ECLiPSe. Dans ce pro-

blème, un ensemble den = g × s joueurs veulent jouer
ensemble au golf chaque semaine. Ils sont répartis dansg
groupes des golfeurs. L’objectif est de trouver un plan-
ning permettant aux joueurs de jouer pendantw semaines
sans jamais rencontrer deux fois le même joueur. Les fi-
gures 2 et 3 présentent le problème écrit ens-COMMA et en
ECLiPSe.

//Data file
1. enum Name := {a,b,c,d,e,f,g,h,i};
2. int s := 3; //size of groups
3. int w := 4; //number of weeks
4. int g := 3; //groups per week

//Model file
1. main class SocialGolfers {
2. Week weekSched[w];
3. constraint differentGroups {
4. forall(w1 in 1..w)
5. forall(w2 in w1+1..w)
6. forall(g1 in 1..g)
7. forall(g2 in 1..g) {
8. card(weekSched[w1].groupSched[g1].players

intersect
weekSched[w2].groupSched[g2].players) <= 1;

9. }
10. }
11. }
12. class Group {
13. Name set players;
14. constraint groupSize {
15. card(players) = s;
16. }
17. }
18.
19. class Week {
20. Group groupSched[g];
21. constraint playOncePerWeek {
22. forall(g1 in 1..g)
23. forall(g2 in g1+1..g) {
24. card(groupSched[g1].players

intersect groupSched[g2].players) = 0;
25. }
26. }
27. }

FIGURE 2 – Un modèles-COMMA pour le problème des
golfeurs sociables.

Le modèles-COMMA est divisé en deux parties : un fi-
chier de données et un fichier définissant le modèle. Le
fichier de données comporte la définition de l’énuméra-
tion représentant les noms des golfeurs et trois constantes
fixant les dimensions du problème (la taille des groupes,
le nombre de semaines et le nombre de groupes par se-
maine). Le fichier du modèle est divisé en trois classes :
une pour définir les groupes, une pour les semaines et la
classe principale pour définir le problème global des gol-
feurs sociables. La classeGroup contient l’attributplayers
qui correspond à l’ensemble des golfeurs qui doivent jouer
ensemble. Chaque golfeur est identifié par un nom qui est
défini dans l’énumération du fichier de données. Dans cette
classe, le bloc appelégroupSize (lignes 14 à 16) est un
bloc de contraintes, qui permet de regrouper des contraintes
s’appliquant aux attributs de la classe. Ces contraintes
peuvent être formulées à l’aide de boucles ou de struc-
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tures conditionnelles. Ainsi, le bloc mentionné restreint la
taille du groupe de golfeurs. La classeWeek comporte un
tableau d’objets de typeGroup et un bloc de contraintes
playOncePerWeek qui empêche les joueurs de faire parti de
plusieurs groupes pour une même semaine. Enfin, la classe
SocialGolfers contient un tableau d’objets de typeWeek
et un bloc de contraintesdifferentGroups qui définit le
fait que chaque golfeur ne peut rencontrer qu’une fois le
même golfeur tout au long des semaines considérées.

1. socialGolfers(L):-
2. S $= 3,
3. W $= 4,
4. G $= 3,
5.
6. intsets(WEEKSCHED_GROUPSCHED_PLAYERS,12,1,9),
7. L = WEEKSCHED_GROUPSCHED_PLAYERS,
8.
9. (for(W1,1,W),param(L,W,G) do
10. (for(W2,W1+1,W),param(L,G,W1) do
11. (for(G1,1,G),param(L,G,W1,W2) do
12. (for(G2,1,G),param(L,G,W1,W2,G1) do
13. V1 is G*(W1-1)+G1,nth(V2,V1,L),
14. V3 is G*(W2-1)+G2,nth(V4,V3,L),
15. #(V2 /\ V4, V5),V5 $=< 1
16. )
17. )
18. )
19. ),
20.
21. (for(I1,1,W),param(L,S,W,G) do
22. (for(I2,1,G),param(L,S,W,G,I1) do
23. V6 is G*(I1-1)+I2,nth(V7,V6,L),
24. #(V7, V8), V8 $= S
25. )
26. ),
27.
28. (for(I1,1,W),param(L,G) do
29. (for(G1,1,G),param(L,G,I1) do
30. (for(G2,G1+1,G),param(L,G,I1,G1) do
31. V9 is G*(I1-1)+G1,nth(V10,V9,L),
32. V11 is G*(I1-1)+G2,nth(V12,V11,L),
33. #(V10 /\ V12, 0)
34. )
35. )
36. ),
37.
38. label_sets(L).

FIGURE 3 – Le problème des golfeurs sociables exprimés
dans le langage ECLiPSe.

Le modèle ECLiPSe de la figure 3 est généré après avoir
appliqué le processus de transformation présenté dans la
section précédente. Un seul prédicat est déclaré et contient
l’ensemble du problème. Les dimensions du problème sont
d’abord déclarées (lignes 2 à 4), suivies de la liste des va-
riables (des ensembles d’entiers)L (lines 6 à 7) correspon-
dant aux joueurs de golf. Enfin, trois blocs de boucles sont
définis suite à la transformation des contraintes des trois
classes (lignes 9 à 36). Certaines parties de ces deux mo-
dèles sont clairement similaires, ce qui se répercute au ni-
veau des métamodèles de ces langages qui partagent un
grand nombre de concepts, comme la notion de boucles
ou de contraintes. Cependant, les syntaxes pour exprimer
ces modèles sont très différentes. Ainsi, la déclaration de
bouclefor en ECLiPSe nécessite l’utilisation du mot-clé

param pour définir les variables à importer dans le contexte
interne à la boucle.

Le traitement des objets est plus subtile, puisque ce
concept n’existe pas en ECLiPSe. Plusieurs stratégies de
transformation sont possibles, comme par exemple, la défi-
nition d’un prédicat par classe d’objets [17]. Nous avons
choisi une autre approche en enlevant la structure objet
des problèmes. L’applatissement d’un problème nécessite
d’explorer les hiérarchies d’héritage et les liens de compo-
sitions. Plusieurs problèmes peuvent être rencontrés et sont
détaillés par la suite. Les attributs peuvent être modifiés de
manière conséquente. Par exemple, le tableauweekSched,
contenant des objets de typeWeek défini à la ligne 2 du
fichier modèle de la figure 2, est transformé en une liste
plate d’entiers :WEEKSCHED_GROUPSCHED_PLAYERS (ligne 6
de la figure 3). Il a aussi été nécessaire d’introduire de nou-
velles boucles pour aplatir les tableaux d’objets et ainsi
considérer les contraintes de tous les objets déclarés. Le
dernier bloc de boucles dans le modèle ECLiPSe (lignes
27 à 35) a ainsi été généré à partir du bloc de contraintes
playOncePerWeek du modèles-COMMA. Il y a une boucle
supplémentaire (ligne 27), puisque des instances deWeek

sont contenues dans le tableauweekSched. Un autre point
à mentionner est la différence d’accès aux éléments des
listes entres-COMMA et ECLiPSe. Des variables locales
ont été introduites et le prédicat Prolognth (équivalent de
la contrainte globaleelement) est utilisée dans le modèle
ECLiPSe.

3 Modèle pivot

Nous avons défini un métamodèle pour définir des ser-
vant de pivot dans le processus de transformation. Ce mé-
tamodèle capture la majeur partie des concepts rencontrés
dans les langages contraintes. Les modèles conforment à ce
métamodèles sont manipulés à l’aide de transformation de
modèles raffinant leur structure et leur formulation. Chaque
transformation implémente une unique opération de raffi-
nage ou d’optimisation des modèles.

3.1 Le métamodèle du pivot

La figure 4 présente un extrait de la structure du mé-
tamodèle pivot en s’appuyant sur un formalisme de dia-
gramme de classe UML simplifié. Le concept racine est le
concept deModel qui contient l’ensemble des entités. Trois
concepts spécialisent la classe abstraiteModelElement :

– Classifier représente tous les types qui peuvent être
utilisés pour définir des variables ou des constantes :
– DataType correspond aux types de données cou-

rants qui sont utilisés en PPC : booléen, entier et
réel.

– Enumeration sert à définir des types symbo-
liques, c’est-à-dire basés sur des ensembles de
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FIGURE 4 – Structures des problèmes et représentation des variables dans le métamodèle pivot.

valeurs symboliques (non détaillées ici, cf.enum

Name :={a,b,. . .}, ligne 1 du fichier de données de
la figure 2).

– Class est similaire au concept de classe défini
dans les langages de programmation objet, mais
dans le contexte de la PPC [17]. Ainsi une classe
comporte des déclarations d’attributs (variables ou
constantes), mais aussi des contraintes ou d’autres
instructions encapsulant des contraintes (boucle ou
conditionnelle). Ces éléments sont regroupés sous
le concept abstrait deModelFeature.

– ModelFeature correspond à l’ensemble des instances
quil est possible de déclarer dans un modèle ou une
classe :
– Record se rapporte à des instances non-typées

contenant une collection d’éléments à la manière
des tuples. Pour étendre la portée desRecord, nous
les avons définis comme une composition d’ins-
tances deModelFeature.

– TypedElement est abstrait et regroupe l’ensemble
des éléments auxquels nous associons un type (cf.
l’association avec le conceptClassifier sur la fi-
gure 4). Le concept de tableau n’est pas dissocié du
concept de variable. Un tableau est uniquement dé-
fini par des tailles qui correspondant à chacune de
ses dimensions. Pour plus de flexibilité, ces tailles
sont définies comme des instances d’Expression.
– Variable comporte un domaine optionnel (non

détaillé ici) qui retreint les valeurs associées à
son type. Trois sous-types deDomain sont pris
en compte : les intervalles, les ensembles et les
domaines définis comme des expressions.

– Constant est composé d’une valeur définie
comme une expression constante.

– Statement est utilisé pour représenter toutes les

autres caractéristiques qui peuvent apparaître dans
un modèle ou une classe :
– Constraint est un concept abstrait

qui est spécialisé de deux manières :
ExpressionConstraint correspond aux
contraintes définies à l’aide de termes et de
relations.GlobalCtr correspond aux contraintes
globales identifiées par un nom et une liste de
paramètres.

– ForAll définit le concept de boucle sur des ins-
tances deStatement. Une variable locale est
alors nécessaire pour définir les itérations de la
boucle.

– If permet de définir des conditions pour la prise
en compte d’instances deStatement. Une ex-
pression définit le test booléen. Deux blocs d’élé-
ments sont possibles, le premier étant obligatoire
contrairement au deuxième.

– ParameterizedElement correspond aux concepts
ayant une liste de paramètres et ne correpondant pas à
une définition de type ni uneModelFeature :
– Predicate permet de déclarer des prédicats lo-

giques comme dans les modèles ECLiPSe. Les pré-
dicats ont des paramètres et sont composés d’une
séquence deModelFeature (par exemple, des va-
riables ou des contraintes).

– Function permet à un utilisateur de définir des
fonctions utilisées ensuite dans le modèle. Contrai-
rement aux prédicats, une fonction ne contient
qu’une seule instruction.

La notion d’expression est omniprésente en PPC. Les
concepts correspondant dans le métamodèle pivot sont dé-
taillées dans la figure 5. Ils représentent les entités appa-
raissant dans les expressions du premier ordre basées sur
des variables, des termes, des relations et des opérateurs.
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FIGURE 5 – Représentation des expressions utilisées pour définir des contraintes dans le métamodèle pivot.

Le conceptExpression est abstrait et est spécialisé en plu-
sieurs sortes d’expressions :

– FunctionCall fait référence aux fonctions définies. Il
comporte une liste de paramètres définis à leur tour
comme des expressions.

– VarOccurrence sert à représenter l’occurence des va-
riables précédemment déclarées. Tous les éléments
ayant un nom sont concernés par ce concept. Lorsque
l’élément référencé est un tableau, alors la réfé-
rence doit avoir un ou plusieurs attributs supplé-
mentaires correspondant aux indices d’accès au ta-
bleau. Le concept d’ObjectOccurrence spécialise
VarOccurrence en définissant l’occurence d’un attri-
but d’objet (par exemplegroupSched[g1].players,
ligne 8 dans la figure 2). Les occurences de variable ne
sont pas classifiées par rapport à leur type pour éviter
trop de redondances de concept.

– BooleanExpression représente globalement les ex-
pressions booléennes :
– BoolValue représente les valeurs booléennestrue

etfalse.
– PredicateCall est similaire àFunctionCall mais

fait référence à des prédicats.
– BoolOperator est abstrait et représente les opéra-

teurs communéments utilisés dans les expressions
booléennes :¬,⇔,→, and, or,=, 6=,≤,≥, <, >.

– SetExpression permet de représenter des expres-
sions ensemblistes en regroupant les valeurs ensem-
blistes (par exemple{1, 2, 3}), les fonctions associées
(par exemple la fonction de cardinalité) et les opéra-
teurs usuellement utilisés (intersection, union et diffé-
rence).

– AlgebraicExpression représente les expressions nu-
mériques sur les entiers ou les réels en utilisant aussi
les fonctions et opérateurs classiques (+, −, ∗, / and
ˆ, etc.).

Nous avons définit le métamodèle pivot pour satisfaire
la plupart des besoins de modélisation rencontrés en PPC,
mais aussi pour correspondre avec les métamodèles des
langages PPC. De cette manière des simplifications ont été
faites sur ce métamodèle, comme pour le cas des occu-

rences de variables qui ne sont pas définies pour chaque
sorte d’expression.

3.2 Reformulation du pivot

Les transformations de modèles sont implémentées
commes des opérations de reformulation sur les modèles
pivots. Pour plus de clareté, nous ne présentons que
quelques opérations principales en utilisant un style de
pseudo-code impératif, même si en pratique nous utilisons
un langage dédié aux transformations de modèles. L’intérêt
principal qui est apporté par la hiérarchie de concepts est le
mécanisme de navigation dans les modèles. Par exemple,
il est aisé de parcourir l’ensemble des variables d’une
contrainte, puisque cette information est décrite dans le
concept abstrait de contrainte.

3.2.1 Aplatissement des objets

Cette étape de reformulation remplace les intances cor-
respondant à des objets (les variables dont le type est une
classe) par tous les éléments définis dans la classe (va-
riables, constantes, contraintes et autres déclarations). Pour
éviter tout conflit de nom, les éléments nommés sont pré-
fixés avec le nom de l’objet.

L’algorithme 1 présente cette étape de transformation
écrite en pseudo-code. Ainsi, la fonctionObjectRemoval
traite un modèle source en itérant sur tous ses éléments
(ligne 2). Si des objets sont détectés (ligne 3), alors la fonc-
tion flatten est appelée et son résultat est ajouté au mo-
dèle de sortie (ligne 4). Les éléments qui ne sont pas des
objets sont simplement recopiés dans le modèle de sortie
(ligne 5 et 6), alors que les classes ne sont pas traitées et
donc éliminées. Dans la fonctionflatten chaque élément
de l’ensemble deModelFeature passé en paramètre est du-
pliqué et ajouté à l’ensemble résultat. Dans le cas des va-
riables (et des constantes), leur nom est redéfini en le pré-
fixant du nom de l’objet passé en premier paramètre (ligne
6). La figure 6 montre le résultat de cette transformation
sur l’exemple des golfeurs sociables.

La reformulation des tableaux d’objets et des expres-
sions n’est pas présenté ici pour garder un algorithme
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simple. Dans le cas des tableaux d’objets (cf. fin de la sec-
tion 3), nous devons transférer la définition des tailles du
tableau aux attributs des objets et nous ajoutons une dé-
claration de boucle pour itérer sur l’ensemble des éléments
de typeStatement qui sont encapsuler dans les objets. Au
sein des expressions, les occurences de variables doivent
simplement être mise à jour pour référencer les nouvelles
variables aplaties.

Algorithm 1 Transformation et élimination des variables
objets et des classes.
objectRemoval(m : Model)
: Model

1: let res :Model
2: for all o in m.elementsdo
3: if is_var(o) and is_class(o.type)then
4: res.insert(flatten(o,o.type.features))
5: else if notis_class(o) then
6: res.elements.insert(o)
7: end if
8: end for
9: return res

flatten(o : Variable, features :Setof ModelFeature)
: Setof ModelFeature

1: let res :Setof ModelFeature = ∅
2: for all f in featuresdo
3: if is_var(f) andnot is_class(f.type)then
4: let v : Variable
5: v← duplicate(f)
6: v.name = o.name + ’_’ + v.name
7: res.insert(v)
8: else
9: ...

10: end if
11: end for
12: return res

class SocialGolfers { Week weekSched[w];. . .}

class Week { Group groupSched[g];. . .}

class Group { Name set players;. . .}

⇒ Name set weekSched_groupSched_players[g*w];

FIGURE 6 – Résultat de l’application de l’aplatissement des
objets sur l’exemple des golfeurs sociables présenté ens-

COMMA.

3.2.2 Elimination de la contrainte Alldifferent

Les contraintes globales ne sont pas gérées par tous les
solveurs, ce qui nous a poussés à définir des opérations
de reformulation ou de relaxation pour ces contraintes.
Nous présentons ici plusieurs opérations distinctes pour la

contraintealldifferent(x1, ..., xn). Nous supposons que le
domaine de chaque variablexi est compris entre1 et n
pour simplifier la définition des deux dernières transforma-
tions présentées. Nous présentons ainsi trois possibilités de
reformulation pour cette contrainte globale, qui est alors
remplacée par :

– Un ensemble d’inégalités (voir Algorithme 2). Pour
chaque combinaison de variables (lignes 2 et 3), une
contrainte est générée et ajoutée au résultat (ligne 6).

Algorithm 2 Transformation de alldifferent en un en-
semble d’inégalités
AllDiffToDisequalities (c : GlobalConstraint)
: Setof Constraint

1: let res :Setof Constraint = ∅
2: for all i in 1..c.parameters.size()do
3: for all j in i + 1..c.parameters.size()do
4: let x : Variable = c.parameter[i]
5: let y : Variable = c.parameter[j]
6: res.insert(newConstraint(x 6= y))
7: end for
8: end for
9: return res

– Une relaxation (voir Algorithme 3. Seulement une
contrainte est générée (ligne 3). Elle calcule la somme
des valeurs des variables, qui doit alors être égale à
n(n + 1)/2.

Algorithm 3 Génération d’une relaxation de alldifferent
AllDiffToRelaxation (c : GlobalConstraint)
: Constraint

1: let n : Integer = c.parameters.size()
2: let sum :Expression =

∑n

i=1
c.parameters[i]

3: return new Constraint(sum = n(n+1)/2)

– Une version booléenne (voir Algorithme 4). Dans ce
cas, nous définissons une matrice de variables boo-
léennes (lignes 2 à 4), oùb[i, j] est vraie lorsquexi a
pour valeurj. La ligne 7 vérifie qu’une seule valeur
est définie pour chaque variable. La ligne 10 assure
ensuite que deux variables ont une valeur différente.

4 Expérimentations

L’architecture présentée a été implémentée avec trois
outils et langages issus de l’ingénierie des modèles : (1)
KM3 [10] est un langage permettant de définir des méta-
modèles, (2) ATL [12] est une langage déclaratif à base de
règles pour décrire des transformations de modèles et (3)
TCS [11] est un langage déclaratif permettant de lier une
grammaire et un métamodèle. Ces outils nous permettent
de choisir les opérations de reformulation à appliquer sur
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Algorithm 4 Reformulation de alldifferent en modèle boo-
léen
AllDiffToBoolean (c : GlobalConstraint)
: Setof ModelFeature

1: let res :Setof Constraint = ∅
2: let n : Integer = c.parameters.size()
3: let m : Integer = card(c.parameters.domain)
4: let b[n,m] : Boolean
5: res.insert(b)
6: for i in 1..n do
7: res.insert(newConstraint(

∑m

j=1
b[i,j] = 1))

8: end for
9: for j in 1..m do

10: res.insert(newConstraint(
∑n

i=1
b[i,j] = 1))

11: end for

les modèles du pivot. Nous pouvons ainsi choisir de garder
ou de supprimer la structure suivant le métamodèle cible.

Nous avons mené une série de tests pour analyser les per-
formances de notre approche. Nous avons utilisé cinq pro-
blèmes connus en PPC : les golfeurs sociables (Golfers), la
conception d’un moteur (Engine), Send+More=Money, les
mariages stables (Marriage) et les 10-reines (10-Q). La pre-
mière série d’expérimentation présente les performances
en termes de temps de traduction, alors que la deuxième
montre que la génération automatique de modèle n’impacte
pas négativement les temps de résolution. Les test ont été
effectués sur un ordinateur à 2.66 Ghz avec 2 Go de mé-
moire ram sous Ubuntu.

Problems sC s-to-P Object Enum P-to-E Total Ecl
Lines (s) (s) (s) (s) (s) Lines

Golfers 31 0.276 0.340 0.080 0.075 0.771 37
Engine 112 0.292 0.641 0.146 0.087 1.166 78
Send 16 0.289 0.273 - 0.089 0.651 21
Marriage 46 0.330 0.469 0.085 0.067 0.951 26
10-Q 14 0.279 0.252 - 0.033 0.564 12

TABLE 1 – Temps obtenus pour une chaine de transforma-
tion complète sur plusieurs exemples classiques.

Dans ce premier test, nous présentons une chaine de
transformation des-COMMA (sC) vers ECLiPSe (Ecl). La
table 1 présente les résultats obtenus, où la première co-
lonne correspond aux noms des problèmes et la deuxième
le nombre de lignes des fichiers sources. Les colonnes sui-
vantes présentent les temps mesurés pour appliquer les
étapes atomiques de la chaine de transformation en se-
condes : des-COMMA vers le Pivot (s-to-P), l’aplatissement
d’objets (Object), l’élimination des énumérations (Enum)
et la transformation du pivot vers ECLiPSe (P-to-E). La co-
lonne suivante montre le temps total de la chaine de trans-
formation et la dernière colonne représente le nombre de
lignes des fichiers ECLiPSe générés.

Les résultats obtenus montrent que les phases de traite-

Native Generated Generated (Flat)
Problems solve(s) Lines solve(s) Lines solve(s) Lines

Golfers 0.21 28 0.21 31 0.22 276
Marriage 0.01 42 0.01 46 0.01 226
20-Q 4.63 11 4.65 12 5.02 1162
28-Q 80.73 11 80.78 12 87.73 2284

TABLE 2 – Temps de résolution et taille des modèles pour
des fichiers écrits à la main ou générés automatiquement.

ment depuis ou vers les langages PPC (s-to-P et P-to-E)
sont rapides, même si on peut constater que les problèmes
considérés sont assez courts (au maximum 112 lignes). La
transformation des-COMMA vers le pivot est plus lente que
la transformation du pivot vers ECLiPSe. Cela s’explique
par les phases de reformulation sur le pivot qui réduisent le
nombre d’éléments à traiter pour cette dernière opération.
La phase d’aplatissement des objets est la plus coûteuse.
C’est l’exemple du moteur qui obtient ainsi les temps de
transformation les plus long, car il comporte plusieurs ob-
jets encapsulés les uns dans les autres. Sur l’ensemble des
phases de transformation, nous pensons que les temps ob-
tenus sont raisonnables, ce qui permet de traiter aisément
des problèmes de plus grande taille.

Dans la deuxième série de tests, nous comparons les
fichiers ECLiPSe générés automatiquement par notre ap-
proche avec les fichiers ECLiPSe des mêmes problèmes,
mais écrits à la main (cf. table 2). Nous considérons le
temps de résolution et le nombre de lignes de chaque
fichier. Les résultats des modèles écrits à la main sont
d’abord présentés. Ensuite, les fichiers générés en conser-
vant la structure des boucles. Enfin, nous considérons les
fichiers générés pour lesquels les boucles ont été dérou-
lées (Flat). Pour les modèles avec des boucles le nombre
de lignes et les temps de calculs sont comparables aux mo-
dèles écrits à la mains. En ce qui concerne les modèles dé-
roulés, la taille des modèles augmente évidemment très si-
gnificativement. Cependant, le temps de résolution est peu
différent, sauf pour les modèles de plus grande taille (20-
Q et 28-Q de 0,4 et 7 secondes). Cet impact négatif peut
être attribué à l’algorithme de propagation incrémentale
qui est généralement utilisé dans les systèmes CLP. Nous
supposons ainsi qu’une propagation est lancée à chaque
fois qu’une contrainte est ajoutée au store. Par contre, si
une boucle est déclarée, l’ensemble de contraintes induites
sont ajoutées d’un bloc et ainsi il n’y a qu’une seule étape
de propagation. Lorsque les boucles sont déroulées, alors
une phase de propagation est lancée après chaque ajout de
contrainte, ce qui explique les pertes de temps entre les
deux versions générées des mêmes problèmes. Cet impact
négatif sur le temps de résolution montre qu’il peut être
préférable de garder la structure des modèles lorsqu’elle est
gérée par le solveur visé, plutot que de générer des modèles
complètement aplatis.
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5 Travaux connexes

La transformation de modèles est un sujet de recherche
récent en PPC. Peu d’approches de transformation des mo-
dèles PPC ont été proposées. Les structures indépendantes
des solveurs disponibles sont les plus proches de notre tra-
vail, comme par exemple MiniZinc (and Zinc), Essence
ands-COMMA.

MiniZinc est un langage de modélisation haut-niveau qui
permet d’obtenir des programmes ECLiPSe et Gecode. Les
transformations sont implémentées dans Cadmium, qui uti-
lise des techniques basées sur la réécriture de termes. Le
processus de traduction implique un modèle intermédiaire,
où les structures de MiniZinc sont remplacées par celles
supportées par tous les solveurs. Cela facilite ensuite la tra-
duction vers les solveurs, tout en optimisant parfois le mo-
dèle obtenu.

Essence est une autre langage impliquant des transfor-
mations indépendantes d’un solveur. Des modèles pour
ECLiPSe et Minion [8] peuvent être générés. Le proces-
sus de transformation est implémenté au sein du système
Conjure [6], qui prend en entrée des spécificaiton Essence
pour les raffiner dans un modèle intermédiaire Essence’. La
transformation de Essence’ vers les solveurs se fait alors à
l’aide de traducteurs écrits à la main.

s-COMMA est un langage orienté-objet basée sur une pla-
teforme de modélisation indépendante de tout solveur. Des
programmes pour ECLiPSe, Gecode/J, RealPaver et GNU
Prolog [3] peuvent être générés. Un langage intermédiaire
(Flat s-COMMA) est aussi utilisé pour faciliter les traductions
vers les solveurs. Des traducteurs écrits à la main et utili-
sant des outils de l’ingénierie des modèles sont disponibles.

Notre approche peut être vue comme une évolution na-
turelle dela plateformes-COMMA, tout en apportant deux
avantages principaux :

– Dans les approches mentionnées précédemment, seul
un langage de modélisation peut être utilisé comme
source du processus de transformation, ce qui n’est
pas le cas dans notre approche. Nous pensons que cela
apporte plus de flexibilité et de liberté pour l’utilisa-
teur.

– Dans les processus de transformation des-COMMA,
MiniZinc, et Essence, toutes les phases de reformu-
lation sont toujours appliquées. Il en résulte des mo-
dèles exécutables généralement très différents des mo-
dèles initiaux. De notre côté, nous cherchons à géné-
rer des modèles optimisés tout en maintenant autant
que possible la structure initiale des modèles sources.
Nous pensons, que transférer les caractéristiques des
modèles sources aux modèles cibles, améliore ainsi la
lisibilité et la comprénsibilité des modèles générés.

6 Conclusion et travaux futurs

Dans cet article, nous avons présenté un nouveau cadre
pour la transformation des modèles en PPC. Ce cadre est
basé sur une approche dirigée par les modèles avec un
métamodèle pivot qui nous permet d’être indépendant et
flexible tout en s’adaptant aux différents langages de la
PPC. La chaine de transformation implique trois princi-
pales étapes : (1) du langage source vers le pivot, (2) des
opérations de reformulation sur le pivot et (3) du pivot vers
le langage cible. Contrairement aux autres approches, les
chaines de transformation sont modulaires et le travail de
reformulation/optimisation est effectué de manière géné-
rique sur le pivot. Les transformations sont plus simples
et, par conséquent, l’intégration de nouveaux langages et
de nouvelles étapes de reformulation nécessite moins d’ef-
forts.

Nous comptons prochainement intégrer de nouveaux
langages à notre approche. La définition de nouvelles opé-
rations de reformulation et d’optimisation des modèles est
aussi une de nos priorités. Une autre piste de recherche que
nous voulons développer concerne la gestion de chaines
complexes de transformation. L’ordre d’application des
transformations et leur choix peuvent être automatisés,
mais cela nécessite d’analyser statiquement les transforma-
tions et les modèles à considérer.
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Abstract

Tout processus de développement logiciel effectué
dans un cadre industriel inclut désormais une phase de
test ou de vérification formelle, y compris pour le déve-
loppement des programmes à contraintes. Notre travail
vise à poser les jalons d’une Théorie du test des pro-
grammes à contraintes qui puisse servir de socle à cette
vérification. Cette nouvelle théorie est également moti-
vée par le développement récent de plusieurs langages de
modélisation de haut-niveau tels que OPL, ZINC, CO-
MET, ou ESSENCE, qui ouvre la voie à des recherches
orientées vers les aspects génie logiciel autour de la pro-
grammation par contraintes. Notre approche repose sur
certaines hypothèses quant au développement et raffi-
nement dans un langage de PPC. Il est usuel de dé-
marrer à partir d’un modèle simple et très déclaratif,
une traduction fidèle de la spécification du problème,
sans accorder d’intérêt à ses performances. Par la suite,
ce modèle est raffiné par l’introduction de contraintes
redondantes ou reformulées, l’utilisation de structures
de données optimisées, et de contraintes globales. Nous
pensons que l’essentiel des fautes introduites est compris
dans cette deuxième étape. Dans cet article nous bâtis-
sons les prémisses d’une Théorie du test des programmes
à contraintes qui établit les règles de conformité entre le
modèle initial déclaratif et le programme optimisé dédié
à la résolution d’instances de grande taille. Nous illus-
trons cette Théorie à l’aide du problème des règles de
golomb en OPL et détaillons une première validation ex-
périmentale sur le problème d’ordonnancement des vé-
hicules (POV).

1 Introduction

La Programmation par Contrainte a connu un véri-
table succès en résolution de problèmes combinatoires
dans l’industrie et dans divers domaines (optimisation,
transport, emploi du temps, ordonnancement, etc.).

D’autres domaines d’application se développent dé-
sormais, comme la bio-informatique (Will et Backofen
[1]), ou encore la biochimie (Fages et al. [4]). On trouve
de nombreux langages et plate-formes PPC commer-
cialisés comme COMET1, OPL2, SICStus3 et acadé-
miques tels que CHOCO4, ESSENCE [5], ZINC [9].
Or, pour les programmes développés dans ces langages,
le processus de développement logiciel devrait égale-
ment inclure une phase de vérification et/ou de valida-
tion qui inclut par exemple de la preuve de programme,
de la vérification de modèles (“model-checking”), de
l’analyse statique ou du test. Pour cette dernière ap-
proche dans le cas du test des programmes convention-
nels, plusieurs théories ont été proposées telles que la
théorie du test de Goodenough et Gerhart [6], la théo-
rie mathématique du Test de Gourlay [7], la Théorie
du Test de Weyuker et Ostrand [14].

Pourtant, le test des programmes à contraintes ne
peut-être envisagé comme celui des programmes tradi-
tionnels. Cela pour deux raisons principales : première-
ment, le modèle de faute des programmes à contraintes
est différent de celui des programmes traditionnels car
l’objectif est ici de calculer des solutions d’un système
de contraintes ; deuxièmement, le processus de déve-
loppement et de raffinement n’est pas le même pour
les programmes à contraintes et pour les programmes
traditionnels. En effet, il est usuel de démarrer à par-
tir d’un modèle simple et très déclaratif du problème
que l’on cherche à résoudre, une traduction fidèle de la
spécification du problème, sans accorder d’intérêt à ses
performances. Puis, des techniques puissantes de raffi-
nement de modèle sont mises en oeuvre. Par exemple

1http ://www.dynadec.com/support/downloads/
2http ://www.ilog.com/products/oplstudio/
3http ://www.sics.se/isl/sicstuswww/site/
4http ://choco.sourceforge.net
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un codage approprié du problème à l’aide de structures
de données optimisées est proposé, ainsi qu’une re-
formulation des contraintes d’origine. Des contraintes
globales sont utilisées afin de maximiser le pouvoir de
déduction du modèle, ainsi que des contraintes redon-
dantes ou des contraintes qui visent à casser des sy-
métries du problème (ces contraintes améliorent consi-
dérablement l’efficacité de la résolution). Illustrons ce
raffinement sur le problème classique des règles de Go-
lomb. Ces règles trouvent leurs champs d’application
dans des domaines variés tels les communications ra-
dio, rayons X en cristallographie, les codes convolu-
tionnels doublement orthogonaux, tableaux des an-
tennes linéaires, communications PPM (pulse phase
modulation).

Une règle de Golomb [11] peut être définie comme
un ensemble de m entiers 0 = x1 < x2 < ... < xm tel
que les m(m− 1)/2 différences xj −xi, 1 ≤ i < j ≤ m
sont distinctes. On dit qu’une telle règle est d’ordre m
si elle contient m marques, et qu’elle est de longueur
xm. L’objectif est de trouver une règle de longueur
minimale (minimize x[m]). Une modélisation simple
et très déclarative de ce problème est donnée dans la
partie (A) de la Fig. 1. La partie (B) de la Fig. 1 pré-
sente quant à elle un modèle raffiné optimisé5 où une
structure de donnée a été introduite (matrice), des sy-
métries ont été cassées statiquement, des contraintes
redondantes ont été introduites et une contrainte glo-
bale posée (alldifferent). Arrivé à ce point, comment
être sûr que le modèle de la partie (B) de la Fig. 1
est conforme à celui de la partie (A) ? En effet, ces
raffinements de modèle, réalisés par le développeur,
peuvent introduire des fautes. Par exemple, mal for-
muler une contrainte peut conduire à un modèle sur-
contraint (supprimer des solutions) ou à un modèle
dans lequel des solutions ont été ajoutées.

Dans cet article, nous proposons les prémisses
d’une Théorie de la conformité des programmes à
contraintes. Notre Théorie s’appuie sur la définition
de relations de conformité entre les modèles, sur la
proposition de définitions concernant la génération de
test (donnée de test, jeu de test idéal, critères de test,
faute et test de non-conformité). Nous évoquons une
méthode de génération automatique de données de test
pour les programmes à contraintes que nous validons
sur un exemple réaliste : celui de l’ordonnancement de
véhicules (POV).

Le reste de cet article est organisé comme suit. La
section 2 est un passage en revue de quelques langages
à contraintes et de leurs outils de mise au point. La
section 3 décrit notre théorie du test des programmes
à contraintes avec les notions de conformité. En section

5On se place dans un contexte où la contrainte globale
Golomb(V ar) n’est pas disponible.

4, un schéma de validation expérimentale de la théo-
rie est présenté sur l’exemple de l’ordonnancement de
véhicules. Enfin la section 5 conclut l’article avec des
perspectives d’extension de cette Théorie.

2 Etat de l’art

Au cours des dernières années, beaucoup de travaux
ont été menés autour des langages de modélisation de
programmes à contraintes. Ces langages, conçus pour
un haut niveau de modélisation, permettent une ex-
périmentation facile avec différents solveurs pour un
même problème mais ne présentent pas d’innovations
majeures en termes de mise au point des programmes
à contraintes. Le langage ESSENCE [5] est un lan-
gage formel de spécification de problèmes combina-
toires qui s’appuie sur la langue naturelle. Le pro-
jet G12 développe le langage ZINC6 et ses variantes
(MiniZinc, FlatZinc) dans le but de créer une plate-
forme logicielle pour résoudre des problèmes d’opti-
misation combinatoire réels [9]. ZINC définit des pré-
dicats permettant la réutilisation de code, ainsi que
des méthodes de traduction vers des modèles de plus
bas-niveau. Néanmoins, ces deux plateformes n’offrent
pas en standard d’outils pour aider au test ou à
la mise au point des programmes. Le langage OPL
(Optimization Programming Language)[12] est un
langage de modélisation utilisant la programmation
mathématique et la programmation par contraintes.
Il offre à l’utilisateur un outil de mise au point dans
OPL Studio qui détecte des erreurs de syntaxe (ou-
bli du ’ ;’ après une instruction par exemple), des er-
reurs dites “sémantiques” (erreur de nom ou de type
par exemple) et des erreurs d’exécution (initialisation
d’un tableau de longueur N avec N + 1 données par
exemple). COMET [13] est lui un langage orienté objet
implanté en C++ avec un certain nombre d’abstrac-
tions innovatrices de modélisation et de contrôle pour
la recherche locale. Son outil de mise au point est sim-
plement une interface à gdb, le “debugger” standard de
la suite gcc. On peut citer aussi CHOCO 7 qui est une
librairie JAVA pour la modélisation des contraintes qui
offre, comme COMET, une interface à un debugger du
langage sous-jacent (jdb). Mais, les fautes les plus dif-
ficiles à trouver, celles liées à la correction des modèles
à contraintes, ne sont pas visées et détectées par ces
outils.

La mise au point des programmes à contraintes a fait
l’objet de nombreux travaux de Recherche, en particu-
lier à l’occasion du projet OADymPPaC8. Ceux-ci ont
abouti à la définition de modèles de trace génériques

6http ://www.g12.cs.mu.oz.au/
7http ://www.emn.fr/x-info/choco-solver/doku.php
8http ://contraintes.inria.fr/OADymPPaC/

66



int m=...; int m=...;

dvar int x[1..m] in 0..m*m; dvar int x[1..m] in 0..m*m;

minimize x[m]; tuple indexerTuple {
subject to { int i;

forall (i in 1..m-1) int j;
x[i] < x[i+1]; }

forall (i in 1..m, j in 1..m,
k in 1..m, l in 1..m: (i < j, k < l)) {indexerTuple} indexes = {<i, j> | i,j in 1..m : i < j};

x[j] - x[i] != x[l] - x[k]; dvar int d[indexes];
}

minimize x[m];
subject to {

(1) forall (i in 1..m-1)
x[i] < x[i+1];

(2) forall(ind in indexes)
d[ind] == x[ind.j]-x[ind.i];

(3) x[1]=0;
(4) x[m] >= (m * (m - 1)) / 2;
(5) allDifferent(all(ind in indexes ) d[ind]);
(6) x[2] <= x[m]-x[m-1];
(7) forall(ind1 in indexes, ind2 in indexes, ind3 in indexes :

(ind1.i==ind2.i)&&(ind2.j==ind3.j)&&(ind1.j==ind3.j)&&
( ind1.i < ind2.j < ind1.j))

d[i,j]=d[i,k]+d[k,j];
(8) forall(ind1,ind2,ind3,ind4 in indexes :

(ind1.i==ind2.i)&&(ind1.j==ind3.j)&&
(ind2.j==ind4.j)&&(ind3.i==ind4.i)&&
(ind1.i<m-1)&&(3<ind1.j<m+1)&&
(2<ind2.j<m)&&(1<ind3.i<m-1)&&
(ind1.i < ind3.i < ind2.j < ind1.j))

d[ind1]==d[ind2]+d[ind3]-d[ind4];
(9) forall(i in 2..m, j in 2..m, k in 1..m : i < j)

x[i]=x[i-1]+k => x[j] != x[j-1]+k;

}

- A - - B -

Fig. 1 – Mx(k) et Px(k) des règles de Golomb en OPL.

[3, 8] et à la réalisation d’outils d’observation et d’ana-
lyse de traces post-mortem, tels que Codeine pour Pro-
log, Morphine [8] pour Mercury, ILOG Gentra4CP9,
ou encore JPalm/JChoco. SICStus Prolog intègre dé-
sormais un outil d’analyse de trace nommé fdbg pour
les programmes clpfd qui est capable de montrer les
étapes de propagation de contraintes ainsi que les ré-
ductions de domaines effectués. On peut citer égale-
ment l’outil CLPGUI [4] qui offre une interface gra-
phique et intuitive à la visualisation des traces. Ces
outils aident à comprendre les comportements d’un
programme à contraintes et aident à leur optimisation,
mais ne sont pas dédiés à la détection de fautes. En ef-
fet, celle-ci exige la donnée d’une référence (une spéci-
fication ou un oracle) afin de déterminer la divergence
entre une implantation et cette référence. Tab. 1 réca-
pitule les fonctionnalités des langages que nous venons
de citer. Il est à noter que aucun d’eux ne présentent,
à notre connaissance, de Théorie et/ou d’outil de test
des programmes à contraintes a proprement parler.

9http ://www2.ilog.com/preview/Discovery/gentra4cp/

3 Vers une théorie du test des pro-

grammes à contraintes

3.1 Notations et définitions

Dans ce qui suit, nous adoptons les notations sui-
vantes : x dénote un vecteur de variable, xi dé-
note une valuation de ce vecteur, (x\xi) représente
la substitution des variables x par xi, la différence de
deux ensembles E et F est notée E\F , {x/(x ∈
E) ∧ (x /∈ F )}, la différence symétrique de E
et F , se note E∆F , {x/ ((x ∈ E) ∧ (x /∈ F )) ∨
((x ∈ F ) ∧ (x /∈ E))} = (E ∪ F )\(E ∩ F ).

Un programme à contraintes comprend d’une
part un modèle Mx(k), qui est une conjonction de
contraintes Ci(x), où k représente l’ensemble des para-
mètres du modèle (pour les règles de Golomb, il s’agit
de l’ordre de la règle tandis que le vecteur de marques
représentent les variables) ; et d’autre part une pro-
cédure de recherche ou d’optimisation notée Solve.
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Tab. 1 – les différents langages de modélisation des programmes à contraintes. (PL : prog. linéaire, PPC : prog. par contraintes, SAT : satisf
iabilité, RL : recherche locale, MAP : mise au point)

/////////// CHOCO COMET ESSENCE OPL Sicstus ZINC

Indépendant des solveurs Oui Non Oui Oui Non Oui

Solveur PL Non Oui Oui Oui Oui Oui

Solveur PPC Oui Oui Oui Oui Oui Oui

Solveur SAT Non Oui Non Non Non Oui

Solveur RL Oui Oui Non Non Non Non

Outil de MAP jdb gdb Non OPL Studio fdbg Non

Plateforme JAVA C++ HASKELL C++ Prolog Mercury

Dernière version CHOCO-V2 Comet 1.1 Essence 1.1.0 OPL 6.1.1 Sics Prolog 4.0.5 MiniZinc 0.9

Model Mx(k)





C1(x)

.

.

.

Cn(x)

Solve(Mx(k))

On considère que k ∈ K où K représente l’ensemble
des valeurs possible des paramètres pour lequel le mo-
dèle Mx(k) possède des solutions. Notons que le vec-
teur de variables x peut dépendre de l’instance du mo-
dèle considérée. Par exemple, si k = 3 dans Golomb,
l’instance du modèle cherche une règle avec 3 marques
(x=(0, 1, 3)) tandis que pour k = 4 elle cherche une
règle de 4 marques (x=(0, 1, 4, 6)).

On considère une fonction f qui est une fonction
de coût à optimiser sur l’Espace de Recherche. Pour
fixer le discours, nous considérons uniquement les pro-
blèmes de minimisation (Minimize(f)), sachant que
les problèmes de maximisation s’obtiennent par symé-
trie. La Fig. 2 donne un exemple de fonction objec-
tif sur R où le point x1 représente un minimum glo-
bal (une solution optimale) avec f(x1) = b. Cette va-
leur b est pratiquement difficile à atteindre dans les
instances réalistes des problèmes, c’est pourquoi nous
nous intéressons dans la Théorie, à la notion de quasi-
optimaux. En effet un développeur est prêt à concéder,
à titre de perte maximale autorisée sur la fonction ob-
jectif, un coût strictement positif noté l. Dans la Fig.
2, les points x0, x3 représentent des solutions quasi-
optimales car les valeurs f(x0) et f(x3) ne diffèrent
de la valeur optimale que d’une quantité inférieure ou
égale à l, tandis que le point x2 n’est pas une solu-
tion quasi-optimale car f(x2) > b + l. Cette perte l
est relative au problème traité. Soit M un modèle à
contraintes, sol(M) dénote l’ensemble des solutions de
M , quasif (M, l) dénote l’ensemble des solutions quasi-
optimales de M par rapport à une fonction objectif f
et une perte l, et bestf (M) dénote l’ensemble des mi-
nimums globaux.

Fig. 2 – Fonction objectif dans le cas univarié.

La vérification de la correction d’un programme im-
plique généralement la présence d’une référence, nom-
mée oracle de test. Cette référence, dans notre ap-
proche, est le modèle original et déclaratif du pro-
blème. Ainsi, il devient possible d’utiliser ce modèle de
plusieurs manières pour générer des données de test,
nous y reviendrons dans la suite. A ce point, il est im-
portant de noter que le modèle déclaratif devient pour
la théorie que nous présentons, une référence incontes-
tée et idéalisée du programme à contraintes sous test.
Nous considérons donc ce modèle comme étant correct
par rapport aux exigences de l’utilisateur, ce qui est
une hypothèse forte mais habituellement faite dans les
théories classiques du test des programmes [6]. Nous
considérons aussi que ce modèle possède des solutions
et caractérise, pour une instanciation des paramètres,
toutes les solutions du problème. Si, pour certaines
instanciations des paramètres k, le modèle n’a pas de
solution, ces valeurs de k sont simplement exclues de
l’ensemble de définition K.

Le Modèle–oracle de test est un modèle à contraintes
Mx(k) qui caractérise l’ensemble des solutions du pro-
blème et qui est conforme aux exigences de l’utilisa-
teur. Le Programme à Contraintes Sous Test (CPUT)
est un modèle à contraintes Px(k) qui est l’objet du
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test. Le programme Px(k) vise à résoudre des instances
difficiles du problème et il est légitime de le tester avant
de l’utiliser pour ces instances car elles peuvent néces-
siter un temps de résolution très long ou bien mobiliser
des ressources importantes. Il est important de noter
qu’étant donné k0 une instance de k et x0 un point de
l’espace de recherche, vérifier que M(x\x0)(k\k0) est
vrai est généralement peu coûteux, tandis que trouver
x0 qui satisfait aux contraintes du modèle M est un
problème difficile.

Definition 1 (Ensemble S) On appelle S l’en-
semble des solutions des instances Px(k) :

S =
⋃

k∈K sol(Px(k)).

3.2 Relations de conformité

On note conf la relation de conformité entre le
CPUT Px(k) et l’oracle de test Mx(k). Nous définis-
sons la relation de conformité conf selon le type de
problème abordé. En effet, cette définition présente
des différences selon que l’on cherche une, toutes ou
une meilleure solution d’une instance.

3.2.1 Une seule solution

Fig. 3 – confone Conformité entre Px(k) et Mx(k) pour une

seule solution.

La Fig. 3 présente l’ensemble sol(Mx(k)) noté M, et
l’ensemble sol(Px(k)) noté P. Les points étiquetés x
représentent des non-conformités (fautes) tandis que
les points étiquetés o sont conformes. Les parties (a),
(b) et (c) de la Fig. 3 montrent que Px(k) est non-
conforme au Modèle–Oracle Mx(k). En effet, résoudre
Px(k) peut conduire à des solutions qui ne satisfont
pas le modèle Mx(k). La partie (d) est aussi une non-
conformité car P ne contiens aucune solution. En re-
vanche, la partie (e) montre que Px(k) est conforme
à Mx(k) car elle ne contient pas de points de non-
conformité. En observant que P doit être inclus dans
M, ce schéma suggère la définition suivante pour la
relation de conformité confone :

Definition 2 (Relation de conformité : confone)

P confone M ⇔

∀k ∈ K : sol(Px(k)) 6= ∅ ∧ sol(Px(k)) ⊆ sol(Mx(k))

Cette relation de conformité impose que l’ensemble
des solutions du programme à contraintes sous test
soit non vide. En effet, sans cela, on risque de consi-
dérer comme conforme un modèle inconsistant (sans
solution). L’ensemble des non-conformités est alors :
sol(Px(k))\sol(Mx(k)).

3.2.2 Toutes les solutions

Fig. 4 – confall Conformité entre Px(k) et Mx(k) pour toutes

les solutions.

On reprend sur la Fig. 4 les ensembles P et M. Dans
le cas de recherche de toutes les solutions, les par-
ties (a), (b), (c) et (d) montrent des points de non-
conformité. Dans (d), une solution du modèle qui ne
serait pas solution du CPUT est une faute. En effet,
Px(k) est conforme à Mx(k) ssi les deux ensembles P
et M sont égaux ce qui induit la définition suivante :

Definition 3 (Relation de conformité : confall)

P confall M ⇔ ∀k ∈ K : sol(Px(k)) = sol(Mx(k))

Note : sol(Mx(k)) ne peut être vide car k prend ses
valeurs dans K.
L’ensemble des non-conformités est alors :
sol(Px(k))∆sol(Mx(k)).

3.2.3 Une meilleure solution

La Fig. 5 présente la relation de conformité dans
le cas où une meilleure solution (quasi-optimale) du
CPUT est recherchée. P représente cette fois l’en-
semble quasif (Px(k), l), B l’ensemble bestf (Mx(k))
qui est l’ensemble des minimums globaux de Mx(k).
L’ensemble Q représente quasif (Mx(k), l) où les solu-
tions quasi-optimales sont incluses. On choisit quatre
solutions quasi-optimales de P. La partie (a) est un cas
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Fig. 5 – confbest Conformité entre Px(k) et Mx(k) pour une

meilleure solution.

de non-conformité car les quasi-optimaux du CPUT
ne sont pas inclus dans les quasi-optimaux du modèle-
oracle. La partie (b) est un autre cas de non-conformité
car au moins deux solutions quasi-optimales ne sont
pas dans Q. Le cas (c) présente aussi une non-
conformité car P ne contiens aucune solution quasi-
optimale ; cela signifie que la minimisation n’a pas
pu atteindre une solution avec un coût ≤ l + b. En
revanche, la partie (d) montre un cas de conformité
car les quasi-optimaux de P sont dans Q. Ceci sug-
gère une définition fondée sur l’appartenance des so-
lutions quasi-optimales de Px(k) aux solutions quasi-
optimales du modèle-oracle Mx(k) :

Definition 4 (Relation de conformité : confbest)

P confbest M ⇔

∀k ∈ K :
quasif (Px(k), l) 6= ∅ ∧
quasif (Px(k), l) ⊆ quasif (Mx(k), l)

où l est la perte maximale autorisée sur la fonction
objectif f .

L’ensemble des non-conformités est alors :
quasif (Px(k), l)\quasif (Mx(k), l).

La question naturelle qui se pose est celle de la
preuve de conformité : peut-on prouver la conformité
du CPUT par rapport à son modèle-oracle ? Si on se
place dans le cadre de la résolution des contraintes
à domaines finis, prouver la conformité d’une ins-
tance est un problème NP difficile car cela nécessite
au moins de trouver toutes les solutions du CPUT. Il
nous faut donc réduire cette ambition à la recherche de
non-conformité par le test, ce qui justifie l’introduction
d’une Théorie du test des programmes à contraintes.

3.3 Test de non-conformité

Nous introduisons ici les définitions permettant
d’exprimer la non-conformité.

Definition 5 (Donnée de Test) Etant donné un
modèle-oracle Mk(x), une donnée de test est définie
comme une paire (k0, x0).

Definition 6 (Jeu de Test) Un jeu de test, noté T
est un ensemble fini non nul de données de test, tq :

T ⊆ K × S

où S est défini dans Def.1.

Soit Td ⊆ K, où Td = {k1, k2, ...kl}, et Si =
sol(Px(ki)), on note alors :

T ⊆ D = {(ki, sij) /ki ∈ K, sij ∈ Si}

Fig. 6 – Exemple de jeu de test ” T ”.

La Fig. 6 montre un exemple de jeu de test,
où K = {..., k2, ..., k5, ..., k7, ...} donne un ensemble
d’instances de Px(k). L’ensemble S contient les en-
sembles de solutions, un pour chaque instance. Si
Td = {k2, k5, k7}, alors on a trois ensembles de so-
lutions sol(Px(k2)), sol(Px(k5)), sol(Px(k7)), desquels
on extrait trois sous-ensembles T2, T5, T7 pour former
le jeu de test :

T = (k2 × T2) ∪ (k5 × T5) ∪ (k7 × T7).

La qualité d’un jeu de test peut être évaluée par sa
force à détecter des non-conformités. Si ces dernières
existent, le jeu de test idéal les fera ressortir.

Definition 7 (Jeu de test idéal) T est un jeu de
test idéal ssi :
∀(ki, xi) ∈ T, P(k\ki)(x\xi) confα M(k\ki)(x\xi) ⇒
∀(kj , xj) ∈ D, P(k\kj)(x\xj) confα M(k\kj)(x\xj)
où α vaut one, all, ou best

L’intérêt de cette définition provient de la remarque
suivante : l’ensemble T est un jeu de test pratique, il
est donc fini, tandis que l’ensemble D est en général
infini. C’est tout l’intérêt du Test que de pratiquer
ce genre de réduction, au prix de la complétude. En
pratique, trouver un jeu de test idéal semble être une
tâche ardue aussi nous nous contenterons de chercher
des jeux de test ayant des propriétés intéressantes que
nous détaillons dans la suite. Il est important de noter
que le jeu de test devra être de taille modeste afin de
garder un processus de test prenant un temps fini et
raisonnable.
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3.4 Critères de Test

Les propriétés portant sur les jeux de test s’ex-
priment généralement en termes de critères de test, qui
sont simplement des procédés de sélection des jeux de
test. Nous proposons ici un premier critère très simple :

Definition 8 (Toutes les contraintes) Le critère
Toutes les contraintes exige que chaque contrainte
d’un modèle M ait contribué au moins une fois à la
résolution du système de contraintes.

Autrement dit, satisfaire le critère
Toutes les contraintes demande à ce que chaque
contrainte du modèle ait été postée au moins une fois
dans le système de contraintes. Un second critère,
plus difficile à satisfaire, peut être défini comme suit :

Definition 9 (Tous les reveils) Le critère
Tous les reveils exige que chaque contrainte d’un
modèle M ait contribué au moins deux fois à la
résolution du système de contraintes.

Autrement dit, satisfaire le critère Tous les reveils de-
mande à ce que chaque contrainte du modèle ait été
postée au moins une fois dans le système de contraintes
et que chaque contrainte ait été réveillée au moins une
fois lors de la résolution.

Pour illustrer cette notion de critère de test, nous
appliquons le critère toutes les contraintes pour géné-
rer un jeu de test dans le cas des règles de Golomb.
On rappelle que Px(k) est représenté sur la partie
droite de la Fig. 1. Nous recherchons des instances k
pour lesquelles toute contrainte du CPUT Px(k) est
postée au moins une fois. Il y a 9 contraintes dans le
CPUT Px(k) et le paramètre k qui est l’ordre de la
règle, prend des valeurs dans K = 1.. + ∞.

Pour k = 1, seule la contrainte numérotée 3 est pos-
tée :

(3) x[1]=0 ;

Ainsi, le critère toutes les contraintes n’est pas satis-
fait. Pour k = 2, les contraintes 1, 2, 3, 4, 6, sont
postées :

(1) x[1] < x[2];

(2) d[ind12] = x[ind12.j] - x[ind12.i];

(3) x[1] = 0;

(4) x[2] >= 1;

(6) x[2] <= x[2] - x[1];

Mais les contraintes 5, 7, 8 et 9 n’ont toujours pas
été postées. Pour k = 3, les contraintes suivante sont
postées :

(1) x[1] < x[2];

x[2] < x[3];

(2) d[ind12] = x[ind12.j] - x[ind12.i];

d[ind13] = x[ind13.j] - x[ind13.i];

d[ind23] = x[ind23.j] - x[ind23.i];

(3) x[1] = 0;

(4) x[3] >= 3;

(5) allDifferent(d[ind12],d[ind13],d[ind23]);

(6) x[2] <= x[3] - x[2];

(7) d[ind13] = d[ind12] + d[ind23];

(9) x[2] = x[1] + 1 => x[3] != x[2] + 1;

x[2] = x[1] + 2 => x[3] != x[2] + 2;

x[2] = x[1] + 3 => x[3] != x[2] + 3;

Mais, la huitième contrainte n’a toujours pas été pos-
tée. Enfin, avec k = 4, on a :

...

(8) d[ind14] = d[ind13] + d[ind24] - d[ind23];

...

Ainsi, le critère toutes les contraintes est satisfait.
Il est à noter que le jeu de test avec les ins-
tances {1, 2, 3, 4} couvre bien le critère choisi mais
que d’autres jeux de test auraient pu être choisis,
comme par exemple {4} ou {5, 6, 7}. Nous ne cher-
chons d’ailleurs pas à minimiser la taille du jeu de test
puisque cela pourrait conduire à diminuer nos chances
de détecter des non-conformités. Un sujet intéressant
serait de générer automatiquement les instances du
problème qui garantissent la couverture des critères
de test proposées. Il faut aussi noter que les langages
de modélisation intègrent des instructions qui rendent
le système de contraintes conditionnel. Par exemple,
OPL propose une contrainte if then else qui peut être
paramétrée par les valeurs des paramètres k.

Nous proposons ici d’autres critères de test
pour les problèmes qui recherchent une seule so-
lution (Fig.3). L’idée sous-jacente est de regarder
la structure d’un modèle à contraintes dérivé du
problème de conformité. En effet, la recherche de
non-conformités peut être adressée avec la remarque
suivante : Si ∃k, sol(Px(k) ∧ ¬Mx(k)) 6= ∅ alors
Px(k) est non-conforme à Mx(k). Sachant que
Mx(k) ≡ (C1 ∧ C2... ∧ Cn), on a :

Px(k) ∧ ¬Mx(k) ≡
(Px(k) ∧ ¬C1) ∨ (Px(k) ∧ ¬C2) ∨ ..(Px(k) ∧ ¬Cn)
Rechercher des non-conformités peut être fait en
résolvant un ou plusieurs de ces disjonctions. On a
donc les critères suivants :

Definition 10 (Une contrainte niée) Le cri-
tère Une contrainte niée exige que ∃i tel que
sol(Px(k) ∧ ¬Ci) 6= ∅.

Definition 11 (Une paire de contraintes niées)
Le critère Une paire de contraintes niées exige que ∃i
et j tels que sol(Px(k)∧¬Ci) 6= ∅∧sol(Px(k)∧¬Cj) 6=
∅.

et ainsi de suite.
Illustrons le premier critère sur un exemple conte-

nant une non-conformité.
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Exemple : Soit X un ensemble de variables de
type entier, N est un entier positif et val une valeur
entière. Nous avons le modèle de départ Mx(k) et le
CPUT Px(k) et nous nous intéressons à la recherche
d’une seule solution :

Mx(k) : Px(k) :
∃R ⊆ X, |R| = N :

(∀x ∈ R : x = val) ∧ (∀y ∈ X\R :
y 6= val)

atMost(N, X, val)

La contrainte globale atMost(N,X, val) est vraie ssi
au plus N variables de X valent val. En fait, nous fai-
sons l’hypothèse qu’un développeur a raffiné le modèle
Mx(k) en utilisant cette contrainte globale.

Prenons maintenant une instance du modèle où ki

vaut (N = 2, val = 3) :

Mx(k\ki) :
(x = 3 ∨ y = 3) ∧(x = 3 ∨ z = 3) ∧(y = 3 ∨ z = 3) ∧

(x = 3 ∨ y = 3 ∨ z = 3) ∧ (x 6= 3 ∨ y = 3 ∨ z = 3) ∧
(x = 3 ∨ y 6= 3 ∨ z = 3) ∧ (x = 3 ∨ y = 3 ∨ z 6= 3) ∧
(x 6= 3 ∨ y 6= 3 ∨ z 6= 3)

Px(k\ki) : atMost(2, {x, y, z}, 3)

En observant que Mx(k\ki) est une conjonction de 8
contraintes, notées C1, .., C8 et si on cherche à générer
un jeu de test pour le critère Une contrainte niée avec
le disjonct C2, alors :

on recherche les solutions de atMost(2, {x, y, z}, 3)∧
¬C2 où ¬C2 ≡ (y 6= 3 ∧ z 6= 3). Ici, on trouve
par exemple le point (x, y, z) = (3, 9, 84) qui té-
moigne d’une non-conformité. Ainsi, cette génération
de test démontre la non-conformité du CPUT par
rapport à son modèle-oracle. Mais, un autre disjonct
aurait pu être sélectionné et la non-conformité au-
rait pu rester non detectée (par exemple le disjonct
atMost(2, {x, y, z}, 3) ∧ ¬C8).

En effet, le CPUT qui utilise la contrainte globale
atMost est non-conforme au modèle-oracle initial car
il implémente en fait un autre modèle, le modèle M ′

x(k)
suivant :

∃R ⊆ X, |R| = N :
(∀x ∈ R : x = val) ⇒(∀y ∈ X\R : y 6= val).

Il est important de noter que pour ces derniers cri-
tères de test, nous utilisons la négation des contraintes.
Or, cette négation n’est pas toujours simple à déter-
miner ou calculer. Considérez par exemple, la néga-
tion d’une contrainte globale telle que golomb(V ar).
Ce point est limitatif et nécessite de plus ample déve-
loppements dans notre approche.

4 Validation

Dans cette section, nous proposons une première va-
lidation expérimentale de la Théorie proposée. Nous

cherchons à vérifier que les notions introduites sont
compatibles avec le développement de problèmes is-
sus de l’Industrie. Nous utilisons un exemple dérivé
d’un problème réel, celui de l’ordonnancement des vé-
hicules (POV) de la distribution OPL. Nous utilisons
les techniques de mutation (“mutation testing” [2]) qui
consistent à injecter des fautes dans le CPUT afin de
valider la qualité d’un jeu de test. Ces insertions sys-
tématiques de fautes sont souvent utilisées pour la vé-
rification expérimentale de techniques de test.

Le problème d’ordonnancement des véhicules [10]
illustre plusieurs caractéristiques intéressantes de la
PPC incluant le paramétrage étendu du modèle, l’uti-
lisation de contraintes redondantes et globales, l’utili-
sation de structures de données spécialisées.

Fig. 7 – Chaine de montage.

Les contraintes de capacité qu’on trouve dans POV,
sont formalisées en utilisant des contraintes de la
forme ” pas plus de r sur s ” (r outof s), indiquant
que chaque sous-séquence de s voitures, l’unité peut
produire au maximum r voitures avec l’option en
question (Fig. 7). Le problème d’ordonnancement des
véhicules revient alors à trouver une affectation des
voitures aux positions qui satisfait les contraintes de
capacité. L’espace de recherche dans ce problème est
composé des valeurs possibles des positions dans la
châıne de montage. Les voitures exigeant les mêmes
options sont groupées dans une même classe. Dans ce
qui suit, nous abuserons de la terminologie et nous ré-
férons simplement une voiture à une classe de voitures.

La partie gauche de la Fig. 8 donne le modèle–oracle
de POV en OPL. Les variables slot sont des variables
de décision (chaine de montage).

Le jeu de contraintes suivant représente
les contraintes de capacité, qui sont expri-
mées en termes des variables d’installation des
options(option[o][slot[s]]). Si une contrainte de capa-
cité pour une option o est de la forme ” pas plus de l
sur u ”, on considère tous les sous-séquences de taille
u de la châıne de montage où il est nécessaire d’avoir
au plus l éléments de la sous-séquence qui exigent
l’option o. Ceci est exprimé dans OPL comme suit :

forall(o in Options & s in [1..nbSlots-capacity[o].u+1])
sum(j in [s..s+capacity[o].u-1])

option[o][slot[j]] <= capacity[o].l;
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using CP;

int nbCars = ...; // # of cars

int nbOptions = ...;// # of options

int nbSlots = ...;// # of slots

range Cars = 1..nbCars;

range Options = 1..nbOptions;

range Slots = 1..nbSlots;

int demand[Cars] = ...;

int option[Options,Cars] = ...;

tuple Tcapacity {

int l;

int u;

};

Tcapacity capacity[Options] = ...;

int optionDemand[i in Options] = sum(j in Cars) demand[j] * option[i,j];

dvar int slot[Slots] in Cars; | dvar int slot[Slots] in Cars;

| dvar int setup[Options,Slots] in 0..1;

|

subject to { | subject to {

// # of cars = demand | // # of cars = demand

forall(c in Cars ) | forall(c in Cars )

sum(s in Slots ) (slot[s] == c) == demand[c]; | sum(s in Slots ) (slot[s] == c) == demand[c];

|

forall(o in Options, s in 1..(nbSlots - capacity[o].u + 1) ) | forall(o in Options, s in 1..(nbSlots - capacity[o].u + 1) )

sum(j in s..(s + capacity[o].u - 1)) | sum(j in s..(s + capacity[o].u - 1))

option[o][slot[j]] <= capacity[o].l; | setup[o,j] <= capacity[o].l;

|

| forall(o in Options, s in Slots )

| setup[o,s] == option[o][slot[s]];

|

| forall(o in Options, i in 1..optionDemand[o])

| sum(s in 1 .. (nbSlots - i * capacity[o].u)) setup[o,s] >=

| optionDemand[o] - i * capacity[o].l;

|

|

}; | };

- A - - B -

Fig. 8 – Mx(k) et Px(k) du POV en OPL.

L’efficacité de la résolution peut être améliorée
en ajoutant une nouvelle structure de donnée se-

tup[o,s]qui vaut 1 si l’option o est installée à la voi-
ture qui occupe la position s, 0 sinon. A ce niveau, les
variables setupet slotdoivent être connectées :

forall(o in Options, s in Slots )
setup[o,s] == option[o][slot[s]];

Il faut maintenant remplacer les op-

tion[o,slot[s]]par setup[o,s]. Ceci améliore
nettement l’exécution du modèle. Puisque la résolu-
tion de contrainte sur des tableaux indexés de variable
est couteuse. Il est ainsi préférable de factoriser ces
expressions autant que possible.

Les contraintes redondantes n’enlèvent pas de solu-
tions : elles expriment plutôt des propriétés sur les
solutions qui peuvent aider la résolution à explorer
l’espace de recherche plus efficacement. Un CPUT in-
termédiaire Px(k) peut être défini en ajoutant une
contrainte redondante. Si l’option o a une contrainte
de capacité ”pas plus de l sur u”, il s’ensuit que les
dernières positions u peuvent contenir seulement l voi-
tures demandant l’option o, donc les autres positions
doivent contenir toutes les voitures restantes exigeant
l’option o :

install[o,1] + ... +
install[o,nbPositions - u] >= demandeOption[o] - l.

En règle générale, les dernières k × u positions
peuvent seulement contenir k×l voitures exigeant l’op-
tion o.

install[o,1] + ... +
install[o,nbPositions - k*u] >= demandeOption[o] - k*l.

Ces contraintes sont définies dans OPL comme suit :

forall(o in Options & i in [1..DemandeOption[o]])
sum(s in [1..nbPositions-i * capacite[o].u])

install[o,s] >= DemandeOption[o] -i*capacite[o].l;

Ces raffinements nous amènent à au CPUT de la
partie droite de la fig.8.

Si par erreur, dans cette contrainte redondante on
a mis un ” < ” au lieu du ”≥”, le modèle intermediaire
Px(k) na pas de solutions dans ce cas, on pourra dire
à ce moment que Px(k) est non-conforme.
Nous avons créé 2 mutants du CPUT de POV, le
tableau suivant montre les points de mutation dans le
programme :

Mutation
M1 3ème contrainte : s in Slots en s in Cars

M2 4ème contrainte : capacity[o].l en capacity[o].u

Le critère de couverture impose :

nbCars * nbOptions * nbSlots >= 1 ;
forall( o in Options) capacity[o].l <= capacity[o].u <= nbSlots ;

Nous prenons l’instance ki qui satisfait le critère de
couverture :

nbCars = 6;
nbOptions = 5;
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nbSlots = 10;
demand = [1, 1, 2, 2, 2, 2];
option = [

[ 1, 0, 0, 0, 1, 1],
[ 0, 0, 1, 1, 0, 1],
[ 1, 0, 0, 0, 1, 0],
[ 1, 1, 0, 1, 0, 0],
[ 0, 0, 1, 0, 0, 0]

];
capacity = [<1,2>,<2,3>,<1,3>,<2,5>,<1,5>];

Nous appliquons par la suite le critère
Une contrainte niée en choisissant pour chaque
mutant une contrainte à nier. Nous répétons ce
processus encore une fois pour chaque mutant.
Le tableau suivant donne l’ensemble des points
de non-conformités atteints. CC op.1 signifie :
contrainte de capacité de l’option 1. On note s et
non-s respectivement pour satisfaite et non-satisfaite :

M1 M1
non-conformité 4 5 2 6 3 1 5 4 3 6 pas de solution

CC op.1 non-s —
CC op.2 non-s —
CC op.3 non-s —
CC op.4 s —
CC op.5 non-s —

Le mutant 1 a été tué et on peut conclure qu’il n’est
pas conforme au modèle original. Le mutant 2 n’a pas
de solution ce qui nous permet de dire qu’il n’est pas
conforme au modèle original.

5 Conclusion

Nous avons présenté les bases d’une première théorie
du test pour les programmes à contraintes. Nous avons
vu que la preuve de conformité entre le modèle origi-
nal et le modèle raffiné est un problème difficile. Juste-
ment, nous avons adopté une démarche par réfutation
qui consiste à aborder la problématique de la généra-
tion des cas de test de non-conformité. Ces cas de non
conformité permettent d’exhiber les solutions du pro-
gramme qui ne respectent pas sa spécification. Nous
avons illustré cette stratégie sur des exemples, notam-
ment le problème significatif de l’ordonnancement des
véhicules. Le schéma de validation de la théorie donne
une idée sur la difficulté du choix du critère de test. Les
perspectives de ce travail sont multiples : la définition
d’autres critères de test, la proposition d’un processus
de génération des données de test pertinentes, le trai-
tement de la négation des contraintes, et finalement
l’automatisation du processus de test.
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Résumé

Dans ce papier, nous introduisons une version modu-
laire du langage Constraint Handling Rules (CHR), ap-
pelé CHRat pour CHR modulaire avec ask et tell. Toute
contrainte définie dans un composant CHRat peut être
réutilisée à la fois dans les règles et les gardes d’un autre
composant CHRat pour définir de nouveaux solveurs de
contraintes. Contrairement aux travaux précédents sur la
modularité de CHR, notre approche est complètement
générale. Elle ne repose pas sur une condition de déri-
vabilité automatique de la vérification de l’implication
des gardes, mais sur une discipline de programmation
qui invite à définir par des règles CHRat la vérifica-
tion à la fois de la satisfiabilité (tell) et de l’implica-
tion (ask) pour chaque contrainte. Nous définissons les
sémantiques opérationnelles et déclaratives de CHRat,
décrivons une transformation des composants CHRat en
programmes CHR classiques, et prouvons la préservation
de la sémantique. Nous donnons ensuite des exemples de
modularisation pour des solveurs de contraintes CHR
classiques.

1 Introduction

Le langage Constraint Handling Rules a été intro-
duit il y a près de vingt ans comme langage déclaratif
pour définir des solveurs de contraintes par des règles
de réécriture de multi-ensembles avec gardes, étant
donné un système de contraintes noyau prédéfini [10].
Le paradigme de programmation de CHR permet l’im-
plantation de systèmes de contraintes en déclarant des
règles de réécriture gardées qui transforment un store
de contraintes en une forme résolue afin d’en détermi-
ner la satisfiabilité. La forme résolue, atteinte lorsqu’il
n’y a plus de transformation applicable, est insatis-
fiable si elle contient la contrainte 〈false〉, et est opéra-
tionnellement satisfiable sinon. Une propriété impor-
tante, mais non obligatoire, de ces transformations est
la confluence qui signifie que la forme résolue est tou-

jours indépendante de l’ordre d’application des règles,
et constitue ainsi une forme normale pour le store de
contraintes initial [1].

Depuis lors, CHR a évolué vers un langage de pro-
grammation généraliste à base de règles [10] avec des
extensions telles que la gestion de la disjonction [3] ou
l’introduction de types [5]. Cependant, un des incon-
vénients majeurs de CHR est l’absence de modularité.
Une fois qu’un système de contraintes est défini en
CHR à partir des contraintes du noyau, ce système de
contraintes ne peut pas être réutilisé dans un autre
programme CHR en bénéficiant des contraintes ainsi
définies comme autant de nouvelles contraintes noyau.
La raison de cette difficulté est qu’un programme CHR
définit un test pour la satisfiabilité mais il n’en définit
pas pour l’implication, pourtant nécessaire pour véri-
fier les gardes.

Les approches précédentes vis-à-vis de ce problème
ont étudié des conditions sous lesquelles il est possible
de dériver automatiquement un test d’implication à
partir d’un test de satisfiabilité, notamment des condi-
tions reposant sur l’équivalence logique[17] :

X |= c→ d si et seulement si X |= (c ∧ d)↔ c

Dans ce papier, nous proposons une version modu-
laire de CHR appelée CHR avec ask et tell, et notée
CHRat 1. Ce paradigme s’inspire du paradigme de pro-
grammation concurrente par contraintes [16, 15]. La
discipline de programmation proposée dans CHRat
pour la programmation modulaire de solveurs de
contraintes demande, pour chaque contrainte intro-
duite par le programmeur, de définir de règles de
simplification et de propagation qui réécrivent des je-
tons de contrôle (control token) ask en des jetons de

1 L’implantation de CHRat et des exemples de définition de
hiérarchies de solveurs de contraintes sont disponibles à http:

//contraintes.inria.fr/~tmartine/chrat
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contrôle entailed. La nécessité de définir des solveurs
pour les asks et tells est déjà établie pour les implan-
tations de systèmes de contraintes noyau [8] ; la disci-
pline que nous proposons consiste à étendre ce prin-
cipe aux solveurs CHR eux-mêmes. Une contrainte de
garde c(~v ) dans une instance de règle R est opéra-
tionnellement impliquée dans un store de contraintes
contenant le jeton de contrôle ask(K, c(~v)) lorsque sa
forme résolue contient le jeton entailed(K,c(~v)), où K

est une variable frâıche utilisée pour associer les je-
tons de contrôle à la règle R. Ceci nous permet de
programmer des vérifications d’implications arbitrai-
rement complexes par des règles, alors que ces vérifi-
cations reposent jusqu’à présent sur des programmes
impératifs événementiels [7]. Avec cette discipline de
programmation, les contraintes CHRat peuvent être
réutilisées à la fois dans les règles et les gardes d’autres
composants pour définir de nouveaux solveurs.

Dans la prochaine section, nous commençons par
illustrer cette approche par un exemple simple. La sec-
tion 3 énonce un certain nombre de définitions for-
melles sur CHR présenté comme un langage de réécri-
ture de multi-ensembles, avec sa sémantique déclara-
tive en logique linéaire (et en logique classique dans
le cas de la réécriture ensembliste). Ensuite la section
4 introduit les sémantiques opérationnelles et déclara-
tives pour CHRat. La section 5 décrit la transforma-
tion de programmes CHRat en programmes CHR clas-
siques et prouve sa correction. La section 6 illustre en-
suite par des exemples la définition hiérarchique de sol-
veurs de contraintes complexes. Enfin, nous concluons
par une discussion sur la simplicité et l’expressivité de
cette approche et des quelques limitations que nous
rencontrons pour le moment.

2 Exemple introductif

2.1 Composants CHRat pour leq/2 et min/3

Nous considérons pour commencer le programme
CHR classique définissant une contrainte qui décrit
une relation d’ordre.

Exemple 1 Le solveur de satisfiabilité est défini par
les quatre règles ci-dessous. Les trois premières règles
traduisent les axiomes des relations d’ordre, et la der-
nière élimine les contraintes leq en double.

leq(X,X) <=> true.

leq(X,Y), leq(Y,X) <=> X = Y.

leq(X,Y), leq(Y,Z) ==> leq(X,Z).

leq(X,Y) \ leq(X,Y) <=> true.

En CHRat, un solveur de contraintes doit définir
des règles pour vérifier l’implication. Pour leq(X,Y),

ces règles réécrivent le jeton ask(K,leq(X,Y)) en
entailed(K). K est une variable qui associe les jetons
de contrôle aux instances des règles qui les ont géné-
rés, de façon à empêcher d’autres règles partageant la
même garde de capturer ces jetons. Dans cet exemple,
puisque le store est transitivement clos, l’implication
de leq(X,Y) est directement observable dans le store
par une simple règle si X 6= Y. Le cas réflexif est géré
par une règle supplémentaire.

leq(X,Y)\ask(K,leq(X,Y)) <=>

entailed(K,leq(X,Y)).

ask(K,leq(X,X)) <=>

entailed(K,leq(X,X)).

Le solveur de satisfiabilité et le solveur d’implica-
tion pris ensembles définissent un composant CHRat
pour la contrainte leq(X,Y). Pour séparer les espaces
de noms des modules CHRat, l’implantation repose
sur un simple mécanisme de séparation de noms
par différentiation des atomes (atom-based) [14] : les
contraintes CHR exportées sont préfixées par le nom
du composant et les contraintes CHR internes sont
préfixées de façon à éviter les collisions [14]. De tels
composant peuvent être réutilisés pour définir de nou-
veaux solveurs en utilisant la contrainte leq(X,Y) à la
fois dans les règles et les gardes.

Exemple 2 Le composant ci-dessous définit un sol-
veur pour la contrainte minimum min(X,Y,Z), établis-
sant que Z est la valeur minimale parmi X et Y :

component min_solver.

import leq/2 from leq_solver.

export min/3.

min(X,Y,Z) <=> leq(X,Y) | Z=X.

min(X,Y,Z) <=> leq(Y,X) | Z=Y.

min(X,Y,Z) ==> leq(Z,X), leq(Z,Y).

min(X,Y,Z) \ ask(K, min(X,Y,Z)) <=>

entailed(K, min(X,Y,Z)).

ask(K, min(X, Y, X)) <=> leq(X, Y) |

entailed(K, min(X,Y,Z)).

ask(K, min(X, Y, Y)) <=> leq(Y, X) |

entailed(K, min(X,Y,Z)).

2.2 Transformation vers un programme CHR clas-
sique

Dans CHR, les gardes sont restreintes aux
contraintes du noyau [10]. Les composants CHRat sont
transformés en programmes CHR classiques par une
transformation de programme qui :

– retire des gardes toutes les contraintes définies par
l’utilisateur ;

– renomme les prédicats ask(K,c(...)) en
ask_c(K,...) avec un argument supplémen-
taire pour la variable d’association K ;
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– introduit pour chaque règle CHRat une contrainte
CHR idn qui relie la variable d’association aux
instances des variables de la tête ;

– sépare les espaces de noms.
Par exemple, le solveur CHRat min est transformé en le
programme CHR suivant (modulo séparation de l’es-
pace de noms par soucis de concision) :

min(X,Y,Z)\ ask_min(K,X,Y,Z)==>

entailed_min(K,X,Y,Z).

min(X,Y,Z)==> ask_leq(K,X,Y),id1(K,X,Y,Z).

id1(X,Y,Z,K),min(X,Y,Z),

entailed_leq(K,X,Y)<=>Z=X.

min(X,Y,Z)==> ask_leq(K,Y,X),id2(K,X,Y,Z).

id2(X,Y,Z,K),min(X,Y,Z),

entailed_leq(K,Y,X)<=>Z=Y.

min(X,Y,Z)==>leq(Z,X),leq(Z,Y).

ask_min(X,Y,X,K)==>

ask_leq(K0,X,Y),id3(K0,X,Y,K).

id3(K0,X,Y,K),ask_min(K,X,Y,X),

entailed_leq(K0,X,Y)<=>

entailed_min(K,X,Y,X).

ask_min(X,Y,Y,K)==>

ask_leq(K0,Y,X),id4(K0,X,Y,K).

id4(K0,X,Y,K),ask_min(X,Y,Y,K),

entailed_leq(K0,Y,X)<=>

entailed_min(K,X,Y,Y).

2.3 Variables quantifiées existentiellement dans
les gardes

En CHRat, comme en CHR, les variables qui appa-
raissent dans une garde sans apparâıtre dans la tête
de la règle nécessitent un traitement spécifique. Par
exemple, considérons la règle CHRat suivante pour éli-
miner les éléments non minimaux :

number(A), number(B) <=> min(A,B,C) |

number(C).

Le solveur d’implication défini précédemment ne peut
pas détecter l’implication d’une telle garde.

En CHRat, les variables V quantifiées existentielle-
ment dans les gardes sont marquées par des jetons de
contrôle exists(K,V), avec K la variable d’association
introduite par l’instance de la règle dont la garde est
à vérifier. Les règles pour min/2 dans l’exemple 2 sont
ainsi complétées avec des règles supplémentaires pour
instancier les variables quantifiées existentiellement de
la manière suivante :

ask(K,min(X,Y,Z)),exists(K,Z) <=>

leq(X,Y) |

Z=X, entailed(K, min(X,Y,Z)).

ask(K,min(X,Y,Z)),exists(K,Z) <=>

leq(Y,X) |

Z=Y, entailed(K, min(X,Y,Z)).

min(X,Y,M) \ ask(K, min(X,Y,Z)),

exists(K,Z) <=> leq(X,Y) |

Z=M, entailed(K, min(X,Y,Z)).

Toutes ces règles ajoutent, en plus du jeton entailed,
la contrainte elle-même, bien qu’elle soit déjà impli-
quée, dans le store, ceci afin de contraindre les va-
riables existentiellement quantifiées de satisfaire la
contrainte. Ceci généralise la solution proposée dans
[1] pour la sémantique opérationnelle de CHR pour les
contraintes noyau aux contraintes définies par l’utili-
sateur.

3 Préliminaires sur CHR

Notations

Pour toute fonction f et tout sous-ensemble X ⊆
dom(f), nous notons f(X) = {f(x)

∣∣ x ∈ X} et cette
notation s’étend aux fonctions n-aires par produit car-
tésien. Pour tout ensemble E, un multi-ensemble M
sur E est représenté par une fonction de multiplicité
CM : E → N. Le support de M est sup(M) = {e ∈
E
∣∣ CM (e) ≥ 1}. Un multi-ensemble est fini si son sup-

port est fini. Un multi-ensemble est (identifié à) un en-
semble lorsque ∀e ∈ E, CM (e) ≤ 1. Soit M et M ′ deux
multi-ensembles sur E, la somme multi-ensembliste
M ⊕M ′ est définie par CM⊕M ′ : e 7→ CM (e) +CM ′(e)
et la différence multi-ensembliste M 	M ′ est définie
par CM	M ′ : e 7→ min(CM (e) − CM ′(e), 0). M ⊆ M ′

lorsque pour tout e ∈ E, CM (e) 6 CM ′(e). Une fonc-
tion multi-ensembliste f de M dans M ′ ([13]) est re-
présentée par une fonction σf : E → E telle que
σf (sup(M)) ⊆ sup(M ′) : pour tout N ⊆M , f(N) dé-
signe le multi-ensemble défini par Cf(N) = CN ◦σ−1

f . f
est une injection si σf est une permutation et f(M) ⊆
M ′. Une fonction multi-ensembliste f ′ de N ⊇M dans
M ′ est une extension de f si σf ′ et σf cöıncident sur
sup(M).

Syntaxe

Les programmes CHR sont construits autour de
trois signatures disjointes : une signature Σ pour les
symboles de constantes et de fonctions, une signature
Π pour les symboles de prédicats définis par l’utilisa-
teur et une signature ΠX pour les symboles de prédi-
cats des contraintes du noyau, ΠX est supposée conte-
nir le prédicat d’égalité = et les constantes true et
false. Les contraintes définies par l’utilisateur sont les
propositions atomiques A sur Π.

Le langage des contraintes noyau est un fragment
L de Σ-ΠX -formules logiques du premier ordre, clos
par conjonction et quantification existentielle. Les
contraintes noyau sont interprétées sur une structure
fixée X . Une contrainte c ∈ L est X -satisfiable si
X |= ∃~x(c) où ~x est l’ensemble des variables libres de c,
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dénoté V (c). Une contrainte c implique une contrainte
d de X si X |= ∀~x(c → d) où X |= ∀~x(c → d) avec
~x = V (c) ∪ V (d). Nous supposons que la satisfiabilité
et l’implication sont décidables dans X .

Un programme CHR(X ) P est une suite finie de
règles de réécriture de la forme suivante : H\H ′ ⇔
G
∣∣ B où les têtes H et H ′ sont des multi-ensembles

finis de contraintes utilisateur, la garde G est une
conjonction de contraintes noyau, et le corps B est
la paire (BX , Bu) où BX est une conjonction de
contraintes noyau et Bu est un multi-ensemble de
contraintes utilisateur. Une règle de simplification est
une règle où H ′ est vide, et est notée H ′ ⇔ G

∣∣ B.
Une règle de propagation est une règle où H est vide,
et est notée H ⇒ G

∣∣ B. Une règle de simpagation est
une règle où H et H ′ sont tous deux non-vides. H et
H ′ ne peuvent pas être simultanément vides.

Sémantique opérationnelle

Soit → la relation de transition sur les états
(T, c) avec un store contenant le multi-ensemble
des contraintes définies par l’utilisateur T et une
contrainte noyau c. Une règle s’applique à un état
(T, c) si sa tête correspond à un multi-ensemble de T
et si sa garde est impliquée par c. Formellement :

(T, c)→ (〈T 	 π(H ′)⊕Bu〉, 〈c ∧ cm ∧BX 〉)

s’il existe une règle H\H ′ ⇔ G
∣∣ BX , Bu dans P

(avec les variables renommées en dehors de (T, c)) et
une injection π de T ′ = H ⊕ H ′ dans T telle que la
contrainte cm = 〈(

∧
t∈sup(T ′) t = σπ(t)) ∧ G〉, dite

de correspondance (matching) soit impliquée, c’est-
à-dire X |= ∀~x(BX → ∃~y(cm)) où ~x = V (BX ) et
~y = V (cm) \ V (c).

En considérant les dérivations à partir d’un état
initial (T0, c0), aussi appelée requête, l’observation de
tous les états accessibles nous conduit à considérer la
sémantique opérationnelle suivante :

OaP (T0, c0) = {(T, c)
∣∣ (T0, c0) ∗→ (T, c)}

avec ∗→ désignant la clôture réflexive et transitive de
→, et 6→ le fait qu’aucune transition ne s’applique.

Sémantiques déclaratives

CHR possède deux sémantiques déclaratives : l’une
en logique classique [10] pour les programmes linéaires
à gauche et l’une en logique linéaire sans restriction [4].
Une règle est dite linéaire à gauche si toute contrainte
utilisateur ne correspond qu’à au plus une contrainte
dans la tête de cette règle. Un programme est linéaire
à gauche dès lors que toutes les règles le sont.

En logique classique, un multi-ensemble M de
contraintes est interprété par la conjonction M† =
〈
∧
c∈sup(M) c〉 de ses éléments. Pour chaque règle

CHR :(
H\H ′ ⇒ G

∣∣ BX , Bu)† =

∀~x(∃~y(G) ∧H† → (H ′† ↔ ∃~z(G ∧BX ∧B†u)))

où ~x = V (H0, H1), ~y = V (G) \ V (H0, H1) et ~z =
V (G,BX , Bu) \ V (H0, H1). L’interprétation logique
d’un programme (P )† est la conjonction logique des
interprétations de chacune des règles de P . La séman-
tique logique de la requête q est :

LP (q) = {c
∣∣ (P )† |=X q → c}

LP (q) est clos par implication logique dans cette tra-
duction. Pour tout ensemble S de fait logique, nous
notons ↓S = {c′

∣∣ ∃c ∈ S, |=X c → c′}. Dès lors,
LP (q) = ↓LP (q).

Soit V un ensemble de variables libres sur la requête
(T0, c0). Les états sont interprétés comme (T, c)† =
〈∃~x((T )† ∧ c)〉 où ~x = V (T, c) \ V (T0, c0) : les va-
riables de la requête apparaissent dans les observables
et sont donc laissées libres dans l’interprétation. La
notation est étendue aux ensembles S d’états : S† =
{(T, c)†

∣∣ (T, c) ∈ S}.

Théorème 1 Pour tout programme CHR(X ) linéaire
à gauche P et toute requête (T0, c0) :

↓ (OaP (T0, c0))† ⊆ LP ((T0, c0)†)

Cette formulation donne seulement un résultat de cor-
rection : LP ((T0, c0)†) ⊆ ↓ (OaP (T0, c0))† n’est pas vrai
en général. Par exemple, considérons le programme
{a <=> b. a <=> c.} : LP ((a,>)†) = ↓{a ∧ b ∧ c}
alors que ↓ (OaP (a,>))† = {a, b, c,>}. Un résultat de
complétude plus faible est vérifié : LP ((T0, c0)†) ⊆
LP ((OaP (T0, c0))†) : dans ce cas, la propriété est une
conséquence directe de (T0, c0)† ∈ LP ((OaP (T0, c0))†).

La sémantique classique n’est pas correcte si P n’est
pas linéaire à gauche. Par exemple, avec la simple règle
a, a <=> b, nous avons LP ((a,>)†) = ↓{a ∧ b} tandis
que ↓ (OaP (a,>))† = ↓{a} 6= ↓{a ∧ b}. De plus, cette
sémantique logique identifie trop de programmes (par
exemple, {a <=> b.a <=> c.} et {a <=> b, c.}).

Pour pallier à ces limitations, une sémantique décla-
rative exprimée dans la logique linéaire de Girard [12]
a été développée [4] pour tout programme CHR. Les
contraintes noyau sur X sont traduits par la traduc-
tion de Girard en logique linéaire en faisant usage de
l’opérateur bien sûr noté ! [12]. Un multi-ensemble M
de contraintes est interprété par la conjonction multi-
plicative des contraintes M†† = 〈

⊗
c∈M c〉. Pour toute
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règle CHR :

(
H\H ′ ⇒ G

∣∣ B)†† =

〈!∀~x(∃~y(G††)⊗H††⊗H ′††( ∃~z(H††⊗G††⊗B††X ⊗B
††
u ))〉

où ~x = V (H,H ′), ~y = V (G) \ V (H,H ′) et ~z =
V (G,BX , Bu) \ V (H,H ′).

L’interprétation en logique linéaire d’un programme
(P )† est la conjonction multiplicative des interpréta-
tions des règles de P . La sémantique en logique linéaire
d’une requête q est :

LLP (q) = {c
∣∣ (P )†† |=LL,X q

††( c⊗>}

LLP (q) est clos par implication linéaire. Pour tout en-
semble S de faits logiques, nous notons

(

S = {c′
∣∣ ∃c ∈

S, |=LL,X c( c′ ⊗>}. Dès lors, LLP (q) =

(

LLP (q).
Soit V l’ensemble des variables libres de la requête

(T0, c0). Les états sont interprétés comme (T, c)†† =
〈∃~x(T †† ⊗ c††)〉 où ~x = V (T, c) \ V (T0, c0) : les va-
riables de la requête apparaissent dans les observables
et sont donc laissées libres dans l’interprétation. La
notation est étendue aux ensembles S d’états : S†† =
{(T, c)††

∣∣ (T, c) ∈ S}.

Théorème 2 ([4, 9]) Pour tout programme
CHR(X ) P et requête (T0, c0) :

(

(OaP (T0, c0))†† = LLP ((T0, c0)††)

4 Syntaxe et sémantique des composants
CHRat(X )

Syntaxe

En CHRat, les jetons de contrôle sont construits
sur des symboles frais issus de la signature Πt =
{ask/2, exists/2, entailed/2}, disjointe de Π et ΠX .

Définition 1 Un programme CHRat(X ) P est une
suite finie de règles H\H ′ ⇔ G

∣∣ BX , Bu où H est
un multi-ensemble d’éléments de A ; H ′ est un multi-
ensemble d’éléments de A ∪ ask(V,A) ∪ exists(V, V ) ;
G est une formule de L′ où L′ est l’extension de L
contenant les propositions atomiques A et close par
conjonction et quantification existentielle ; BX est une
formule de L ; Bu est un multi-ensemble d’éléments
de A ∪ entailed(V,A). H et H ′ ne peuvent pas être
simultanément vides.

En tant que formule de L′, une garde G est de la
forme Gu ∧GX où Gu est une conjonction (ou multi-
ensemble) de jetons et GX est une formule de L. L’en-
semble des variables qui n’apparaissent que dans Gu
est noté VG = V (Gu) \ V (H,H ′, GX ).

Sémantique opérationnelle

Les états sont des triplets (T, c, I), où :
– le store noyau c est une contrainte de C ;
– le store utilisateur T est un multi-ensemble sur
A ∪ ask(V,A) ∪ exists(V, V ) ∪ entailed(V,A) ;

– la table des instances en attente I est une applica-
tion à support finie des variables vers les instances
de règles (r, σπ) où r est une règle (renommée) et
σπ une permutation de A.

Pour toute table d’instances en attente I, sup(I) dé-
signe le support de I. Si K ∈ V est tel que K /∈ sup(I),
alors I ] (r, σπ)K désigne l’application I ′ telle que
sup(I ′) = sup(I) ∪ {K} avec I ′|sup(I) = I et I ′(K) =
(r, σπ).

Nous introduisons deux types de transitions déclen-
chables depuis un état (T, c, I) : les suspensions s→ et
les réveils w→.
– la règle de suspension :

(T, c, I) s→
(〈T ⊕ ask(K,Gu)⊕ exists(K,VG)〉, 〈c ∧ ∃(cm)〉,

〈I ] (r, σπ)K〉)

où r = 〈H\H ′ ⇒ G
∣∣ BX , Bu〉 est une règle de P

renommée avec des variables frâıches par rapport à
(T, c, I) et π une injection de T ′ = H ⊕ H ′ dans
T telle que la contrainte de correspondance cm =
〈(
∧
t∈sup(T ′) t = σπ(t)) ∧ GX 〉 soit impliquée, c’est-

à-dire X |= ∀~x(c → ∃~y(cm)) où ~x = V (c) et ~y =
V (cm) \ V (c). Alors la transition ajoute la nouvelle
instance en attente (r, σπ) à I, indexée par une va-
riable frâıche K.
– la règle de réveil :

(T, c, 〈I ] (r, σπ)K〉)
w→

(〈T 	 π′(H ′)	 π′(entailed(K,Gu))⊕Bu〉,
〈c ∧ cm ∧BX 〉, I)

où (r, σπ) est une instance en attente de la règle r =
〈H\H ′ ⇒ G

∣∣ BX ∧Bu〉 et σπ représente une injection
π de H ⊕H ′ dans T , telle qu’il existe une injection π′

de T ′ = H ⊕H ′ ⊕ entailed(K,Gu) dans T , qui étende
π de telle sorte que la contrainte de correspondance :
cm = 〈(

∧
t∈sup(T ′) t = σπ′(t)) ∧ GX 〉 soit impliquée,

c’est-à-dire X |= ∀~x(c → ∃~y(cm)) où ~x = V (c) et
~y = V (cm) \ V (c).

Nous définissons → = s→∪ w→.

Définition 2 La sémantique opérationnelle pour l’ob-
servation des états accessibles depuis une requête q =
T0 ∧ c0 ∈ L′ est, avec ~x = V (T1, c) \ V (q) :

OaP [q] =

{∃~x(T1 ∧ c)
∣∣ (T0, c0, ∅)

∗→ (T, c, ), T1 = T ∩ A}
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La sémantique des stores accessibles OaP [q] est re-
liée aux sémantiques déclaratives de la prochaine
section. Les stores observés sont restreints à A.
Soit min le solveur défini dans l’exemple 2, alors
〈leq(X,Y ) ∧ Z = X〉 est un store accessible et le jeton
ask(leq(Y,X)) introduit dans l’infructueux test d’im-
plication (pour la seconde règle du composant leq)
n’est pas exposé.

Sémantique déclarative

Nous définissons la transformation (·)∗ des jetons de
contrôle et des instances suspendues aux propositions
atomiques :

(ask(K, p(
−→
X )))∗ = askp(K,

−→
X )

(entailed(K, p(
−→
X )))∗ = entailedp(K,

−→
X )

(exists(K,V ))∗ = exists(K,V )

(((H\H ′ ⇒ G
∣∣ B), σπ)K)∗ = idr(K,

−→
V (σπ(H ⊕H ′)))

En logique classique, un multi-ensemble M de
contraintes est interprété par la conjonction M‡ =
〈
∧
c∈sup(M) c

∗〉 de ses éléments. Une règle est logique-
ment interprétée comme :(

H\H ′ ⇒ G
∣∣ BX , Bu)‡ =(

H\H ′ ⇒ G
∣∣ BX , Bu)‡s ∧ (H\H ′ ⇒ G

∣∣ BX , Bu)‡w
où les sous-formules suspend et wake traduisent leur
contrepartie opérationnelle :(

H\H ′ ⇒ G
∣∣ BX , Bu)‡s =〈
∀~x
(
∃~y(G) ∧H‡ ∧H ′‡ →

∃K
(
id(K,~z) ∧ exists(K,VG)

∧ (
∧

p(~u)∈sup(Gu)

askp(K,~u))
))〉

(
H\H ′ ⇒ G

∣∣ BX ,∧Bu)‡w =〈
∀~x∀K

(
∃~y(G) ∧H‡ →

(H ′‡ ∧ id(K,~z)∧

(
∧

p(~u)∈Gu

entailedp(K,~u))↔ ∃~z(G ∧BX ∧B‡u))
)〉

avec ~x = V (H,H ′), ~y = V (G) \ V (H,H ′) et
~z = V (G,BX , Bu)\V (H,H ′). L’interprétation logique
d’un programme (P )‡ est la conjonction logique des
interprétations des règles de P .

Définition 3 La sémantique en logique classique
d’une règle q ∈ L′ est :

LP [q] = {c ∈ L′
∣∣ (P )‡ |=X q → c}

Soit V l’ensemble des variables libres de la requête
q = T0 ∧ c0 ∈ L′. Les états sont interprétés comme
(T, c, I)‡ = 〈∃~x(T ‡ ∧ c ∧ (

∧
K∈sup(I) I(K)∗))〉 où ~x =

V (T, c) \ V (T0, c0) : les variables de la requête appa-
raissent dans les observables et sont donc laissées libres
dans l’interprétation. La définition est étendue pour un
ensemble d’états S : S‡ = {(T, c, I)††

∣∣ (T, c, I) ∈ S}.
Avec la même restriction que pour CHR, la séman-

tique opérationnelle de CHRat est correcte vis-à-vis de
la sémantique en logique classique. Ce résultat découle
du lemme suivant :

Lemme 1 Si c0 → c1, alors (P )‡ |=X (c0)‡ → (c1)‡.

Théorème 3 Pour tout programme CHRat(X ) li-
néaire à gauche P et toute requête q ∈ L′ :

↓OaP [q] ⊆ LP [q]

La sémantique en logique linéaire utilise des pro-
positions atomiques similaires pour coder les jetons
de contrôle et les instances suspendues. Un multi-
ensemble M de contraintes est interprété par la
conjonction multiplicative des contraintes M‡‡ =
〈
⊗

c∈M c∗〉. Une règle est interprétée en logique li-
néaire de la manière suivante :(

H\H ′ ⇒ G
∣∣ B)‡‡ =(

H\H ′ ⇒ G
∣∣ B)‡‡

s
⊗
(
H\H ′ ⇒ G

∣∣ B)‡‡
w

(
H\H ′ ⇒ G

∣∣ BX , Bu)‡‡s =〈
!∀~x
(
∃~y(G‡‡)⊗H‡‡ ⊗H ′‡‡(

∃K
(
H‡‡ ⊗H ′‡‡ ⊗ id(K,~z)⊗ exists(K,VG)⊗

(
⊗

p(~u)∈Gu

askp(K,~u))
))〉

(
H\H ′ ⇒ G

∣∣ BX , Bu)‡‡w =〈
!∀~x∀K

(
∃~y(G‡‡)⊗H‡‡ ⊗H ′‡‡⊗

id(K,~z)⊗ (
⊗

p(~u)∈Gu

entailedp(K,~u))(

∃~z(H‡‡G†† ⊗BX ⊗B‡‡u ))
)〉

avec ~x = V (H,H ′), ~y = V (G) \ V (H,H ′) et ~z =
V (G,BX , Bu) \ V (H,H ′). : L’interprétation d’un pro-
gramme (P )‡‡ est la conjonction multiplicative des in-
terprétations des règles de P .

Définition 4 La sémantique en logique linéaire d’une
requête q ∈ L′ est

LLP [q] = {c ∈ L′
∣∣ (P )‡‡ |=LL,X q( c⊗>}
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Soit V l’ensemble des variables libres de la requête
q = T0 ∧ c0 ∈ L′. Les états sont interprétés comme
(T, c, I)‡‡ = 〈∃~x(T ‡‡ ⊗ c ⊗ (

⊗
K∈I I(K)∗))〉 où ~x =

V (T, c) \ V (T0, c0) : les variables de la requête appa-
raissent dans les observables et sont donc laissées libres
dans l’interprétation. Cette définition est étendue pour
un ensemble d’états S : S‡‡ = {(T, c, I)‡‡

∣∣ (T, c, I) ∈
S}.

La sémantique opérationnelle de CHRat est correcte
et complète vis-à-vis de la sémantique en logique li-
néaire. Ce résultat découle du lemme suivant :

Lemme 2 Si c0 → c1, alors (P )‡‡ |=LL,X (c0)‡‡ (
(c1)‡‡.

La correction et la complétude de la sémantique opé-
rationnelle par rapport à la sémantique en logique li-
néaire est établie par le théorème suivant :

Théorème 4 Pour tout programme CHRat(X ) P et
toute requête q ∈ L′ :

(

OaP [q] = LLP [q]

5 Transformation de programme de
CHRat vers CHR

Définition 5 Soit J·K : CHRat(X ) → CHR(X ) le
morphisme suivant, où Gu = {t1(−→v1), . . . , tm(−→vm)},
VG = {y1, . . . , yp} et V (H,H ′) = {x1, . . . , xn} :

JH\H ′ ⇔ G|BX , BuK =

H∗, H ′∗ ⇒ GX |id i(K,x1, . . . , xn),
exists(K, y1), . . . , exists(K, yp),
ask t1(K,−→v1), . . . , ask tm(K,−→vm).

H∗\H ′∗, id i(K,x1, . . . , xn),
entailed t1(K,−→v1), . . . , entailed tm(K,−→vm)
⇒ GX |BX , B∗u.

Les contraintes utilisateur ask tj , exists,
tokentailed tj et id i correspondent aux propo-
sitions atomiques introduites dans la sémantique
déclarative. i est un identificateur unique associé à
la règle. La sémantique en logique linéaire établit le
lien entre la sémantique opérationnelle et la trans-
formation définie ci-dessus. Cela conduit au résultat
suivant qui prouve la correction de la transformation
en sémantique logique linéaire :

Théorème 5 Pour tout programme CHRat(X ) P et
requête T0 ∧ c0 ∈ L′ :

LLP [T0 ∧ c0] = LLJP K(T0, C0)

6 Une définition hiérarchique d’un solveur
de contraintes sur les termes rationnels

6.1 Composant pour la contrainte union-find

L’algorithme classique du union-find (ou d’union
d’ensembles disjoints) [19] a été implémenté en
CHR [18] avec sa meilleure complexité algorithmique
connue (temps quasi-linéaire). Atteindre cette com-
plexité est un résultat notable pour un langage dé-
claratif, en particulier dans le domaine de la program-
mation logique [11]. L’algorithme union-find maintient
une partition d’un univers, de sorte que chaque classe
d’équivalence a un élément représentatif. Trois opéra-
tions agissent sur cette structure de données :

– make(X) ajoute l’élément X à l’univers, initialement
au sein d’une classe réduite au singleton {X}.

– find(X) renvoie le représentant de la classe d’équi-
valence de X.

– union(X,Y) joint la classe d’équivalence de X avec
celle de Y (en changeant éventuellement de repré-
sentant).

En tant que solveur de contraintes en logique clas-
sique, un tel algorithme résout la contrainte A ' B.
Les contraintes CHR union et find reflètent l’interpré-
tation impérative de la structure de donnée du union-
find, qui explicite les éléments représentatifs. Cepen-
dant, la propriété d’être un élément représentatif est
une propriété non monotone qui ne peut pas être cap-
turée par des contraintes en logique classique.

Implantation näıve en CHRat

Une première implantation repose sur une repré-
sentation classique des classes d’équivalence par des
arbres enracinés [18]. Les racines sont les éléments re-
présentatifs, elles sont marquées comme telles par la
contrainte CHR root(X). Les branches de l’arbre sont
marquées par A  B, où A est l’enfant et B le nœud
parent.

component naive_union_find_solver.

export make/1, ' /2.

make(A) <=> root(A).

union(A, B) <=>

find(A, X), find(B, Y), link(X, Y).

A  B \ find(A, X) <=> find(B, X).

root(A) \ find(A, X) <=> X = A.

link(A, A) <=> true.

link(A, B), root(A), root(B) <=>

B  A, root(A).

Cette implantation suppose que les points d’entrée
make and union soit utilisés avec des arguments
constants seulement, et que le premier argument de
find soit toujours constant.
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Poser la contrainte A ' B dans le store conduit à
l’union des deux classes d’équivalence :

A ' B ==> union(A, B).

Une solution näıve d’implanter le solveur d’implica-
tion de ' consiste à suivre les branches jusqu’à trouver
éventuellement un ancêtre commun pour A et B.

ask(K, A ' A) <=> entailed(K, A ' A).

A  C \ ask(K, A ' B) <=> C '
B | entailed(K, A ' B).

B  C \ ask(K, A ' B) <=> A '
C | entailed(K, A ' B).

Le calcul requis pour vérifier l’implication de
contraintes est effectué en utilisant les gardes C ' B

et A ' C récursivement. Soit S l’ensemble des éléments
clos de X .

Définition 6 Un store c est une structure valide pour
union-find si '/2 et root/1 forme une forêt d’éléments
dans S.

Proposition 1 La propriété de validité de la struc-
ture d’union-find est préservée par toutes les règles du
solveur.

Proposition 2 Pour tout store CHR c avec une
structure d’union-find valide et pour tous les éléments
A et B, A et B partagent la même classe d’équiva-
lence si et seulement si, pour toute variable frâıche K,
entailed(K, A 'B) ∈ Oa(ask(K, A 'B) ∧ c).

Implantation optimisée en CHRat

La seconde implantation proposée dans [18] effec-
tue les deux optimisations de compression de chemins
(path-compression) et d’union par rangs (union-by-
rank) pour atteindre la complexité quasi-linéaire en
O(nα(n)).

component union_find.

export make/1, ' /2.

make(A) <=> root(A, 0).

union(A, B) <=>

find(A, X), find(B, Y), link(X, Y).

A  B, find(A, X) <=> find(B, X), A  
X.

root(A, _) \ find(A, X) <=> X = A.

link(A, A) <=> true.

link(A, B),root(A, N),root(B, M)<=>N≥M|
B  A, N1 is max(M+1, N), root(A, N1).

link(B, A),root(A, N),root(B, M)<=>N≥M|
B  A, N1 is max(M+1, N), root(A, N1).

L’implication optimisée pour la vérification de
l’implication repose sur find pour trouver effica-
cement les représentants et ensuite les comparer.
check(K, A, B, X, Y) représente la connaissance du

fait que les représentants des classes d’équivalence de
A et B sont les racines X et Y respectivement. Quand X

et Y sont connus comme égaux, entailed(K) est posé
dans le store :

ask(K, A ' B) <=>

find(A, X), find(B, Y),

check(K, A, B, X, Y).

root(X) \ check(K, A, B, X, X) <=>

entailed(K).

Ces deux règles ne suffisent pas à définir un sol-
veur complet pour l’implication parce que la structure
d’arbres peut changer. En particulier, les racines trou-
vées pour A et B peuvent être invalidées par des appels
ultérieurs à union, qui transformeront ces racines en
sous-nœuds. Quand une ancienne racine devient un
sous-nœud, les deux règles suivantes posent à nouveau
find pour obtenir la nouvelle racine :

X  C \ check(K, A, B, X, Y) <=>

find(A, Z), check(K, A, B, Z, Y).

Y  C \ check(K, A, B, X, Y) <=>

find(B, Z), check(K, A, B, X, Z).

6.2 Composant pour la contrainte d’égalité entre
arbres rationnels

Considérons maintenant les arbres rationnels, c’est-
à-dire les arbres enracinés, ordonnés, non bornés, éti-
quetés et éventuellement infinis, avec un nombre fini de
sous-arbres structurellement distincts [6]. Les nœuds
sont supposés appartenir à l’univers considéré par
le solveur union-find. Deux nœuds appartenant à la
même classe d’équivalence sont supposés être structu-
rellement égaux. Chaque nœud X a une signature F/N

où F est l’étiquette de X et N est son arité : la contrainte
associée est notée fun(X, F, N). Pour chaque I entre
1 et N, la contrainte arg(X, I, Y) énonce que le Ième
sous-arbre de X est (structurellement égal à) Y. Ces
contraintes ont seulement à être compatible entre
les éléments d’une même classe d’équivalence, ce que
forcent les règles suivantes :

component rational_tree_solver.

import ' /2 from union_find_solver.

export fun/3, arg/3, ∼ /2.

fun(X0, F0, N0) \ fun(X1, F1, N1) <=>

X0 ' X1 |

F0 = F1, N0 = N1.

arg(X0, N, Y0) \ arg(X1, N, Y1) <=>

X0 ' X1 |

Y0 ' Y1.

La contrainte que deux arbres sont structurellement
égaux, notée X ∼ Y, est réduite à l’union des deux
classes d’équivalence :

X ∼ Y <=> X ' Y.
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Le calcul associé à la vérification de l’implication de
A ∼ B requiert une dérivation co-inductive des compa-
raisons structurelles pour casser les boucles. Ceci est
fait par mémoisation : les jetons checking(K, A, B) si-
gnalent que A peut être supposé égal à B lorsque la véri-
fication de cette égalité est déjà en cours. checkTreeAux
vérifie que les signatures de A et de B sont égales et
compare les arguments.

ask(K, A ∼ B) <=> checkTree(K, A, B).

checkTree(K, A, B) <=> eqTree(K, A, B) |

entailed(K, A ∼ B).

ask(eqTree(K, A, B)) <=>

checking(K, A, B),

fun(A, FA, NA), fun(B, FB , NB),

checkTreeAux(K, A, B, FA, NA , FB, NB).

checkTreeAux(K, A, B, F, N, F, N) <=>

askArgs(K, A, B, 1, N),

collectArgs(K, A, B, 1, N).

askArgs ajoute un jeton askArg par pair point-à-point
de sous-arbres de A et de B. askArg répond entailedArg

si tous correspondent. collectArg assure que tous les
jetons entailedArg ont été posés avant de conclure sur
l’implication de eqTree(K, A, B).

askArgs(K, A, B, I, N) <=> I ≤ N |

arg(A, I, AI), arg(B, I, BI),

askArg(K, A, B, I, AI, BI),

J is I + 1, askArgs(K, A, B, J, N).

askArgs(K, A, B, I, N) <=> true.

collectArgs(K, A, B, I, N),

entailedArg(K, A, B, I) <=>

J is I + 1,

collectArgs(K, A, B, J, N).

collectArgs(K, A, B, I, N) <=> I > N |

entailed(eqTree(K, A, B)).

askArg vérifie en premier lieu si l’égalité a été mémoi-
sée, et sinon demande sa vérification :

checking(K, AI , BI) \

askArg(K, A, B, I, AI, BI) <=>

entailedArg(K, A, B, I).

askArg(K, A, B, I, AI, BI) <=>

eqTree(K, AI, BI) |

entailedArg(K, A, B, I).

Par simplicité, ce programme n’a pas de
ramasse-miette. En particulier, les jetons mémoi-
sés checking(K,A,B) ne sont jamais retirés du store, et
les contraintes non impliquées ne sont pas éliminées.

7 Conclusion et perspectives

Nous avons montré qu’en laissant le program-
meur définir en CHRat non seulement la vérification
de satisfiabilité mais aussi la vérification d’implica-
tion de contraintes, cette version de CHR devient

complètement modulaire, c’est-à-dire que les compo-
sants définis peuvent être réutilisés dans les règles
et les gardes d’autres composants sans restriction.
De plus, cette discipline de programmation n’est pas
trop coûteuse pour le programmeur, le solveur peut
se réduire à une simple introspection du store par
c \ ask(K, c) <=> entailed(K). Dans le cas général
cependant, les règles CHRat pour ask(K,c) peuvent
effectuer des calculs complexes arbitraires pour déri-
ver le jeton de contraintes entailed(K).

Les sémantiques opérationnelles et déclaratives de
CHRat en logique linéaire ont été définies et prou-
vées équivalentes, et la transformation de programme
de CHRat en CHR qui est à la base de notre com-
pilateur a été prouvée correcte vis-à-vis de la séman-
tique en logique linéaire. Il est bon de noter que la
transformation décrite est dirigée par la syntaxe (uni-
forme) et donc compatible avec d’autres préoccupa-
tions orthogonales concernant la modularité, comme
les méthodologies pour faire collaborer plusieurs sol-
veurs de contraintes [2]. Nous avons aussi montré que
certains exemples classiques de solveurs de contraintes
définis en CHR peuvent facilement être modularisés
en CHRat et réutilisés pour construire des solveurs de
contraintes complexes.

Comme perspectives futures, le cadre fourni par
CHRat peut être amélioré de plusieurs façons. Les sol-
veurs d’implication ne devraient jamais conduire à un
échec et ne devraient pas interférer avec l’interpréta-
tion logique des contraintes exportées présentes dans le
store CHR. L’exemple du union-find est un cas typique
où le solveur d’implication change le store par com-
pression de chemins tout en conservant la contrainte
exportée ' inchangée. La transformation d’un pro-
gramme CHRat en un programme CHR classique fait
que notre implantation bénéficie directement des opti-
misations des compilateurs CHR et peut suggérer de
nouvelles optimisations. Alors que la gestion efficace
des ask et entailed est laissée à l’implantation CHR
sous-jacente, la gestion de la mémoire, du cache et de
la mémoisation pour la vérification de l’implication est
laissée au programmeur. De bonnes stratégies pour la
récupération des miettes ainsi que pour la vérifica-
tion de la non-implication restent à trouver, comme
le montre le solveur pour les arbres rationnels. Enfin,
le problème de compilation séparée n’a pas été discuté
ici mais constitue un prolongement naturel.
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Résumé

Le principal objectif de ce papier est de propo-
ser une nouvelle approche pour la résolution d’ins-
tances SAT structurées. La structure d’une instance
SAT peut être capturée par un hypergraphe dont les
sommets correspondent à ses variables et les hyper-
arêtes à ses clauses. La méthode proposée est ba-
sée sur une décomposition arborescente de cet hy-
pergraphe qui servira principalement à guider le pro-
cessus d’énumération d’un algorithme de type DPLL.
Durant la recherche, cette méthode détecte certaines
informations et les enregistre sous forme de goods et
nogoods structurels. Par l’exploitation de telles infor-
mations, cette méthode évite de visiter inutilement plu-
sieurs fois une zone de l’espace de recherche préa-
lablement explorée. Elle garantit ainsi une borne de
complexité théorique en temps qui dépend de la dé-
composition arborescente utilisée. Dans la partie ex-
périmentale, cette approche sera évaluée sur des ins-
tances SAT structurées et comparée à d’autres ap-
proches.

1 Introduction

Le problème de satisfiabilité (SAT) consiste à tester
si une formule booléenne écrite sous la forme normale
conjonctive est satisfiable. SAT est l’un des problèmes NP-
complets les plus étudiés à cause de son importance aussi
bien sur le plan théorique que pratique. Encouragées par
les progrès impressionnants dans la résolution pratique du
problème SAT, diverses applications allant de la vérifica-
tion formelle à la planification sont encodées et résolues

dans le formalisme SAT. Par ailleurs, la majorité des sol-
veurs actuels et efficaces pour SAT sont basés sur des al-
gorithmes de recherche de typebacktrackconstruits au-
tour de la procédure Davis-Putnam-Logemann-Loveland
(DPLL) [5]. Ces algorithmes sont améliorés par plusieurs
techniques permettant notamment d’élaguer l’espace de re-
cherche. Parmi ces techniques, on peut citer l’apprentis-
sage, l’utilisation de méthodes liées à la propagation des
contraintes étendues, à l’exploitation des symétries, . . .
L’impact de ces différentes techniques dépend particuliè-
rement de la nature et du type des instances considérées.
Par exemple, l’apprentissage peut s’avérer très utile et per-
tinent lors de la résolution d’instances SAT structurées et
peu efficace dans la résolution d’instances générées aléa-
toirement. Cependant, dans le pire des cas, la complexité
en temps de la résolution de SAT par un algorithme basé
sur DPLL est donnée parO(m2n), oùn et m sont respec-
tivement le nombre de variables et le nombre de clauses de
l’instance traitée.

Améliorer l’efficacité des solveurs par l’exploitation de
la structure du problème considéré a été largement étudiée
en CSP (Constraint Satisfaction Problem) (par exemple
dans [10]) et d’une manière bien moins prononcée en SAT.
La structure d’un problème est alors représentée par un (hy-
per)graphe. Par exploitation de la structure d’un problème,
nous entendons le fait de tirer profit des propriétés structu-
relles qui peuvent être représentées et capturées par les pro-
priétés de cet (hyper)graphe. Concernant SAT, la structure
de l’instance modélisant un problème (une application) du
monde réel est le résultat de la conception modulaire de
celui-ci, tel que ces modules possèdent entre eux une inter-
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connexion minimale exprimée par un nombre minimal de
variables [12]. Par conséquent, la décomposition du pro-
blème initial en un ensemble de sous-problèmes pourrait
faciliter sa résolution.

Partant de ce constat, le but de notre travail est de four-
nir une nouvelle approche basée sur la décomposition ar-
borescente de l’hypergraphe qui représente une instance
SAT. Cette décomposition offre un ordre sur les variables
du problème qui sera exploité par une méthode de réso-
lution de type DPLL. De plus, durant la recherche, plu-
sieurs informations qui correspondent soit à des échecs,
soit à des succès lors des tentatives de résolution de(s)
(sous-)problème(s) sont apprises sous forme degoodset
nogoods. L’avantage attendu d’un tel apprentissage est de
pouvoir élaguer l’espace de recherche et de ne pas résoudre
plusieurs fois le même sous-problème. Une telle démarche
nous permet également de fournir des bornes de complexité
en temps et en espace pour la méthode proposée. Nous ap-
puyons notre travail par la présentation de résultats expéri-
mentaux et une comparaison avec certaines méthodes exis-
tantes de la littérature.

La papier est organisé comme suit. La section 2 intro-
duit les notions de base et les notations nécessaires au reste
du papier. Elle inclut notamment la définition formelle du
problème SAT, de certains concepts liés à la théorie des
graphe et un court rappel de l’algorithme DPLL. La section
3 présente notre approche basée sur la notion de décompo-
sition arborescente, que nous appelons DPLL-TD, en po-
sant d’abord les bases théoriques qui sont obligatoires pour
ensuite décrire DPLL-TD et justifier sa validité. Nous four-
nirons également, dans cette même section, les complexités
en temps et en espace de notre algorithme. La section 4 pré-
sente quelques détails sur l’implémentation de DPLL-TD
et expose les résultats obtenus sur un certain nombre d’ins-
tances SAT structurées issues des précédentes compétitions
SAT. La section 5 recense les travaux existants autour de la
notion de décomposition arborescente dans le cadre prin-
cipalement du problème SAT. Enfin, la section 6 discute et
conclut ce travail.

2 Notations

Cette section est dédiée à la définition du problème SAT
et des notations qui lui correspondent, à un rappel de l’algo-
rithme DPLL ainsi qu’à l’introduction d’un certain nombre
de concepts de la théorie des graphes nécessaires à la com-
préhension du papier.

2.1 Le problème de satisfiabilité

Une instanceF du problème de satisfiabilité (SAT) est
définie par le coupleF = (X , C), tel que X est un
ensemble de variables booléennes (leurs valeurs appar-
tiennent à l’ensemble{vrai, faux}) etC est un ensemble

de clauses. Une clause est une disjonction finie de littéraux
et un littéral est soit une variable, soit sa négation.

Pour un littéral donnél, var(l) = {v|l = v ou l =
¬v} correspond à l’ensemble singleton de la variable sur
laquelle portel. Par ailleurs, un littéral peut-être considéré
comme une clause contenant uniquement ce littéral, ce qui
correspond à la définition de la clause unitaire. De plus,
pour une clause donnéec, var(c) = ∪l dans cvar(l) est
l’ensemble des variables apparaissant dansc (positivement
ou négativement). Par exemple, sic = x1∨¬x2∨¬x3 alors
nous avonsvar(¬x2) = {x2} etvar(c) = {x1, x2, x3}.

Une interprétationI des variables deF est définie par
un ensemble de littéraux, tel que∀(l1, l2) ∈ I2, l1 6=
l2, var(l1) 6= var(l2). Également, une variable qui ap-
paraît positivement (respectivement négativement) dansI

signifie qu’elle est fixée àvrai (respectivement àfaux).
Aussi, l’interprétationI est dite partielle si|I| < |X |, com-
plète sinon (toutes les variables sont fixées). De plus, pour
une interprétation donnéeI d’un ensemble de variables
Y ⊆ X et pour un sous-ensembleZ ⊆ Y , I[Z] est la pro-
jection deI réduite aux variables deZ. Enfin, un modèle
deF est une interprétation complète qui satisfait toutes les
clauses deF etSol(F) désigne l’ensemble de tous les mo-
dèles deF .

Par conséquence, le problème de satisfiabilité (SAT)
consiste à tester siF possède un modèle (Sol(F) 6= ∅).
Si c’est le cas alorsF est dite satisfiable, sinonF est insa-
tisfiable.

2.2 L’algorithme DPLL

Introduite en 1960 et en dépit de sa simplicité, la pro-
cédure de Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) [5]
subsiste comme l’une des meilleures méthodes complètes
pour SAT. La procédure DPLL est un algorithme de type
backtrack. Elle construit un arbre de recherche binaire dans
lequel chaque nœud est associé à un appel récursif. Toutes
les feuilles, exceptées éventuellement une pour les ins-
tances satisfiables, représentent l’aboutissement de la pro-
cédure à une contradiction (correspondant à une clause
vide notée par2).

Plus précisément, à chaque itération (appel récursif),
DPLL choisit une variable non interprétée (libre), lui af-
fecte la valeurvrai et simplifieC. Si l’instance résultant de
l’appel courant est satisfiable alorsF est également satis-
fiable. Dans le cas contraire, DPLL affecte la valeurfaux à
cette variable et le même processus est répété. L’opération
de simplification consiste essentiellement à supprimer les
clauses qui deviennent satisfaites sous l’interprétation cou-
ranteI et à réduire les clauses qui contiennent des littéraux
falsifiés (évalués àfaux sousI également).

Le choix de la variable de branchement est un facteur
primordial de la procédure DPLL dont les performances
dépendent directement. La littérature regorge de plusieurs

86



Algorithme 1 : DPLL(in : C, I)

Propagation-unitaire (C, I)1
si 2 ∈ C alors retourner faux2
sinon3

si C = ∅ alors4
retourner vrai5

sinon6
Choisir une variable librev7
si DP (C ∪ {v}, I ∪ {v}) alors retourner vrai8
sinon9

retourner DP (C ∪ {¬v}, I ∪ {¬v})10

Algorithme 2 : Propagation-Unitaire(in/out :C, I)

tant que Il n’existe pas de clauses vides et qu’il existe une clause unitairel1
dansF faire

I ← I ∪ l (satisfairel)2
simplifierC3

heuristiques de branchement qui sont généralement basées
sur la propagation unitaire et le nombre d’occurrences des
variables (sous leurs formes positives ou négatives) dans
les clauses.

2.3 Théorie des graphes

Comme nous l’avons annoncé dans l’introduction, notre
but est d’exploiter les propriétés structurelles d’une ins-
tance SAT exprimées par sa représentation sous forme d’un
graphe, qui sera donc décomposé en conséquence. Nous al-
lons formuler et rappeler ici quelques définitions liées à ces
points.

Définition 1 Soit l’instance SATF = (X , C). L’hyper-
grapheH = (V, E) qui caractérise l’instanceF est défini
tel que toute variable deX est représentée par un sommet
deV et chaque clausec ∈ C est représentée par une hyper-
arêtee ∈ E (c’est-à-dire un sous-ensemble deV) telle que
var(c) = e.

Par exemple, considérons l’instance SATF =
({x1, x2, x3}, {x1∨¬x2∨x3, x1∨¬x3, x2∨x3}). Selon la
définition précédente, l’hypergraphe lui correspondant est
H = ({x1, x2, x3}, {{x1, x2, x3}, {x1, x3}, {x2, x3}}).

Nous introduisons, à présent, la notion de graphe primal
qui à un hypergraphe permet d’associer un graphe. Cette
notion est nécessaire pour pouvoir exploiter, par la suite,
la notion de décomposition arborescente qui est définie sur
les graphes, et non sur les hypergraphes.

Définition 2 Le graphe primal d’un hypergrapheH =
(V, E) est le grapheGH = (V, EH) tel que EH =
{{x, y}|x, y ∈ V et ∃e ∈ E , {x, y} ⊆ e}.

Reprenons la formule SATF ci-dessous et sa repré-
sentation sous forme de l’hypergrapheH. Le graphe

primal associé àH est donc GH = ({x1, x2, x3},
{{x1, x2}, {x1, x3}, {x2, x3}}).

On note parG(X ,C) le graphe primal associé à une ins-
tance(X , C). C’est ce graphe qui sera finalement utilisé
pour représenter la structure d’une instance SAT et pou-
voir exploiter ses propriétés structurelles notamment au tra-
vers de la notion de décomposition arborescente définie ci-
dessous [14].

Définition 3 SoitG(X ,C) = (V, EH) le graphe primal as-
socié à une instance(X , C). Une décomposition arbores-
cente deG(X ,C) est définie par le couple(E, T ), où d’une
part T = (J, F ) est un arbre dont l’ensemble des nœuds
est représenté parJ et l’ensemble des arêtes parF et
d’autre part,E = {Ei : i ∈ J} est une famille de sous-
ensembles deX , tel que chaque sous-ensemble (appelé
cluster)Ei est un nœud deT et qui vérifie :

(i) ∪i∈JEi = V,

(ii) pour toute arête{x, y} ∈ EH , il existei ∈ J tel que
{x, y} ⊆ Ei, et

(iii) pour tout i, j, k ∈ J , si k est sur une chaîne entrei et
j dansT , alorsEi ∩ Ej ⊆ Ek.

La largeur de la décomposition arborescente(E, T ) est
égale àmaxi∈J |Ei|−1. La largeur d’arbre (ou tree-width)
w deG(X ,C) est la plus petite largeur sur toutes les décom-
positions arborescente deG(X ,C).

On note parDesc(Ej) l’ensemble des variables ap-
partenant àEj ou à un descendantEk de Ej . Aussi,
soient Ei un cluster etEj l’un de ses clusters fils, on
désigne parEpar(j) le cluster parentEi de Ej et on
suppose queEpar(1) = ∅ (E1 étant le cluster racine).
De plus, C[Ei] est l’ensemble des clauses appartenant
exclusivement au clusterEi. En d’autres mots, nous avons
C[Ei] = {c ∈ C|var(c) ⊆ Ei et var(c) 6⊆ Epar(i)}.

Nous illustrons ces différentes définitions et notations
à l’aide de l’exemple ci-dessous où la figure 1 correspond
à une décomposition arborescente d’une une instance
SAT donnée (non présentée ici).E = {Ei|i = 1, . . . , 7}
est l’ensemble des clusters etE1 est le cluster racine
de cette décomposition arborescente.E1 possède trois
clusters fils E2, E3 et E4, E2 = {x1, x2, x6, x7},
E1 ∩ E2 = {x1, x2} (cette intersection est appelée
le séparateurentre le clusterE2 et son parentE1),
Epar(3) = E1 etDesc(E3) = {x3, x4, x8, x15, x18, x20}.

Avant de discuter les détails théoriques et algorithmiques
de notre approche, nous allons d’abord donner ici l’idée
de base qui est derrière. La décomposition arborescente de
l’instance initiale divise celle-ci en parties (plus petites) et
indépendantes, qui correspondent au clusters, mais qui res-
tent toutefois interconnectées par les séparateurs. Résoudre
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FIGURE 1 – Un exemple de décomposition arborescente.

l’instance initiale revient donc à résoudre ses différentes
parties. Partant de la racine et par un parcours de type en
profondeur d’abord, chaque clusterEi est attaqué séparé-
ment. Si toutes les clauses restreintes à ce cluster sont sa-
tisfaites alors nous allons attaquer l’un de ses filsEj (s’il
existe) en tentant d’étendre l’interprétation des variables de
Ei sur celles deEj . Pour être plus précis, il est nécessaire
de satisfaire les clauses deEj en respectant les contraintes
exprimées par l’interprétation des variables du séparateur
entreEi et Ej . En effet, ces variables sont partagées entre
les deux clusters et par conséquence doivent être interpré-
tées d’une manière identique. Si ce processus d’extension
ne peut se faire alors on peut déduire qu’il ne sera jamais
possible d’étendre l’interprétation des variables du sépa-
rateurs à un modèle. Plus intéressant encore, sauvegarder
cette information peut-être utile pour éviter la répétition
d’un même traitement dans le cas d’un retour-arrière au
clusterEi par exemple et l’occurrence de la même inter-
prétation sur les variables du séparateur. De la même ma-
nière et pour les mêmes raisons, si les clauses du cluster
Ei et celles de tous ses descendants sont satisfaites alors il
est aussi utile de sauvegarder l’interprétation des variables
du séparateur entreEi et et son parent comme étant ex-
tensible à un modèle pour cette partie de l’instance. Pour
résumé, nous appliquons une recherche de typebacktrack
sur la décomposition arborescente de l’instance SAT, tout
en enregistrant toute information utile qui nous permettra
d’élaguer l’espace de recherche.

3 Décomposition arborescente pour ré-
soudre SAT

Cette section est la contribution majeure de notre tra-
vail, Dans un premier temps, elle souligne et explique les
aspects théoriques liés à l’usage de la décomposition arbo-
rescente dans le cadre de SAT. Dans un second temps, elle

introduit et détaille DPLL-TD qui est la traduction algo-
rithmique de ces aspects théoriques. Enfin, nous exhibons
des preuves sur les caractéristiques de DPLL-TD, à savoir
qu’il est complet, correct et termine ainsi que sa complexité
en temps et en espace.

3.1 Fondements théoriques

Dans la suite, nous considérons une instance SATF =
(X , C) et une décomposition arborescente(E, T ) associée
au grapheG(X ,C).

Le but de ce premier théorème est de montrer que la
décomposition arborescente deG(X ,C) ne change en rien
l’instance de départ (aucune information n’est perdue) et
que chaque clause appartient à un et un seul cluster.

Théorème 1 Les ensembles(C[Ei])i forment une partition
deC.

Preuve : De toute évidence, nous avons
⋃

i C[Ei] ⊆ C.
Démontrons maintenant queC ⊆

⋃
i C[Ei].

Considérons une clausec. Par définition du graphe
G(X ,C), les sommets correspondant aux variables de
var(c) forment une clique deG(X ,C). Ainsi, par défini-
tion de la décomposition arborescente, il existe au moins
un clusterEi tel quevar(c) ⊆ Ei. En particulier, nous
avons nécessairement un clusterEk tel quevar(c) ⊆ Ek et
var(c) 6⊆ Epar(k). Ainsi c ∈ C[Ek]. D’où,

⋃
i C[Ei] = C.

Maintenant, nous allons démontrer que pour des clus-
ters quelconquesEi et Ej (i 6= j), C[Ei] ∩ C[Ej ] = ∅.
Supposons que l’intersection n’est pas vide. Donc, il existe
une clausec telle quec ∈ C[Ei] et c ∈ C[Ej ]. Il s’ensuit
alors quevar(c) ⊆ Ei ∩ Ej . Par ailleurs, par définition
de la décomposition arborescente, il existe une chaîne re-
liant Ei et Ej telle que chaque cluster rencontré sur cette
chaîne contientEi ∩Ej et par conséquentvar(c). Sur une
telle chaîne, on traversera nécessairement le père deEi

ou celui deEj . Ainsi, nous avonsvar(c) ⊆ Epar(i) ou
var(c) ⊆ Epar(j). Par conséquent, nous avons une contra-
diction puisquec ∈ C[Ei] et c ∈ C[Ej ]. Il en résulte que
C[Ei] ∩ C[Ej ] = ∅.

En conclusion, les ensembles(C[Ei])i forment effecti-
vement une partition deC. 2

A partir des ensemblesC[Ei], nous pouvons définir la
notion de sous-problème induit :

Définition 4 Soit Ei un cluster. Le sous-problèmeFEi,I

enraciné en Ei et induit par l’interprétation I sur
un sous-ensemble deEi ∩ Epar(i) est défini par
(Desc(Ei),

⋃
Ek⊆Desc(Ei)

C[Ek] ∪ {l|l ∈ I et var(l) ⊆

Ei ∩ Epar(i)}).

En d’autres termes,FEi,I est constitué par toutes les
clauses et variables du clusterEi et celles des clusters de sa
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descendance, avec des contraintes additionnelles exprimant
l’interprétation courante des variable dans le séparateur
entreEi et son cluster parent. Ces contraintes sont formu-
lées simplement par{l|l ∈ I et var(l) ⊆ Ei ∩ Epar(i)}).
Cette définition signifie aussi que résoudre le problème cor-
respondant au sous-arbre enraciné àEi doit respecter l’in-
terprétation des variables qu’il partage avec son parent.

Propriété 1 Considérons deux interprétationsI et I ′

telles queI ⊆ I ′ et un clusterEi, nous avons alors
Sol(FEi,I′) ⊆ Sol(FEi,I).

Preuve : La seule différence entre les sous-problèmes
FEi,I′ et FEi,I est que le premier possède un cer-
tain nombre de clauses supplémentaires, notam-
ment les clauses unitairesv tel que v ∈ I ′ − I et
var(v) ⊆ Ei ∩ Epar(i). Ainsi, nous avons nécessairement
Sol(FEi,I′) ⊆ Sol(FEi,I). 2

Cette propriété permet donc de caractériser la relation
existant entre les ensembles de modèles de deux sous-
problèmes enracinés en un même clusterEi mais induit
par deux interprétations différentes dont l’une est une ex-
tension de l’autre.

La définition suivante présente maintenant la notion de
variable d’indépendance :

Définition 5 Une variablev est une variable d’indépen-
dance s’il existe un clusterEi et deux de ses filsEj et Ek

tels quev ∈ Ei ∩ Ej ∩ Ek. On désigne parXind l’en-
semble des variables d’indépendance deF par rapport à
la décomposition arborescente considérée.

Les variables d’indépendance jouent clairement un rôle
particulier dans la décomposition arborescente. Plus pré-
cisément, pour pouvoir décomposer de façon valide un
problème SAT en différents sous-problèmes indépendants,
nous devons garantir que ces variables sont interprétées
avec la même valeur dans les différents sous-problèmes
dans lesquels elles interviennent. Par exemple, la décom-
position arborescente de la figure 1 possède une seule va-
riable d’indépendancex3 localisée dans l’intersection de
E1 avec deux de ses filsE3 et E4. Donc,Xind = {x3}.
Si x3 n’est pas interprétée lors de traitement deE1 (rappe-
lons qu’il est possible de satisfaire un ensemble de clauses
sans nécessairement fixer toutes les variables apparaissant
dans celles-ci) alorsx3 doit-être interprétée avec la même
valeur lors du traitement des problèmes enracinés enE3

etE4. Le théorème suivant formalise l’indépendance entre
sous-problèmes en termes de variables d’indépendance.

Théorème 2 Soient un clusterEi, Ej et Ek deux fils de
Ei et une interprétationI d’un sous-ensembleY deEi. Si
Xind ∩ Ei ⊆ Y , alors les sous-problèmesFEj ,I[Ei∩Ej ]

et
FEk,I[Ei∩Ek] sont indépendants.

Preuve : A partir de la définition de la décomposition
arborescente, nous avonsDesc(Ej) ∩ Desc(Ek) =
Ej ∩ Ek ⊆ Ei. Clairement, nous avonsEj ∩ Ek ⊆ Xind

et par conséquentEj ∩ Ek ⊆ Xind ∩ Ei. Puisque les
variables deXind ∩Ei sont interprétées dansI, cela assure
que ces mêmes variables ont les mêmes interprétations sur
n’importe quelle interprétation qui satisfaitFEj ,I[Ei∩Ej ]

et
FEk,I[Ei∩Ek], au regard des clauses unitairesv telles que
v ∈ I etvar(v) ⊆ Ei ∩Ej ∩Ek. De plus, ces clauses uni-
taires sont les seules à appartenir à la fois àFEj ,I[Ei∩Ej ]

et àFEk,I[Ei∩Ek] (par application du théorème 1). Ainsi,
les problèmesFEj ,I[Ei∩Ej ]

et FEk,I[Ei∩Ek] sont bien
indépendants.2

Le corollaire suivant établit que la satisfiabilité de
sous-problèmes frères conduit à la satisfiabilité du sous-
problème enarciné en leur cluster parent.

Corollaire 1 Soient un clusterEi et une interprétationI
sur un sous-ensembleY de Ei, si Xind ∩ Ei ⊆ Y , I sa-
tisfait les clauses deC[Ei], et pour chaque filsEj de Ei,
le sous-problèmeFEj ,I[Ei∩Ej ]

est satisfiable, alorsI peut-
être étendue à un modèle deFEi,I[Ei∩Epar(i)]

.

Preuve : Soit MEj
un modèle pour le sous-problème

FEj ,I[Ei∩Ej ]
. Par définition deFEj ,I[Ei∩Ej ]

, il n’existe
pas de variablesv tel queI ∪MEj

contienne deux littéraux
opposés àv. Selon le théorème 2, pour tout filsEj et Ek

de Ei, FEj ,I[Ei∩Ej ]
et FEk,I[Ei∩Ek] sont indépendants.

Ainsi, l’interprétationI ∪
⋃

Ej∈fils(Ei)
MEj

satisfait à la
fois les clauses deC[Ei] et celles deFEj ,I[Ei∩Ej ]

pour
chaque filsEj deEi. De cette manière,I peut-être étendue
à un modèle deFEi,I[Ei∩Epar(i)]

.2

Comme nous l’avons expliqué juste avant le début de
cette section, nous voulons également garder trace de toute
information utile qui nous permettra d’éviter plusieurs
fois un même traitement, principalement la résolution ré-
currente de sous-problèmes. Cela revient à effectuer des
coupes sur les branches de l’arbre explorant l’espace de
recherche en présence d’informations indiquant si la satis-
fiabilité d’un sous-problème donné est déjà connue ou pas.
De telles informations correspondent auxgoodsetnogoods
que nous définissons comme suit :

Définition 6 Etant donné un clusterEi, une interprétation
I sur un sous-ensemble deEi ∩ Epar(i) est ungood(res-
pectivement unnogood) structurel deEi si toute extension
de I sur Ei ∩ Epar(i) peut-être étendue à un modèle de
FEi,I (respectivement siSol(FEi,I) = ∅).

En d’autres termes, ungood(respectivement unnogood)
structurel est une interprétationI d’un sous-ensemble de
Ei∩Epar(i) qui peut (respectivement ne peut pas) être éten-
due à un modèle pourFI,Ei

.
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Propriété 2 Soient un clusterEi et un sous-ensembleY ⊆
X tel queDesc(Ei)∩Y ⊆ Ei ∩Epar(i). Pour toutgoodg

deEi, toute interprétationI sur Y peut-être étendue à un
modèle deFEi,I[Ei∩Epar(i)]

s’il existe une extensioneg de
g surEi ∩ Epar(i) telle queI[Ei ∩ Epar(i)] ⊆ eg.

Preuve : Par définition d’ungood,eg et par conséquent
I[Ei ∩ Epar(i)] (puisqueI[Ei ∩ Epar(i)] ⊆ eg) peuvent
être étendues à un modèleM de FEi,g. Il s’ensuit
que M satisfait les clauses de

⋃
Ek⊆Desc(Ei)

C[Ek].
De plus, il satisfait également les clauses unitaires
de {v|v ∈ I et var(v) ⊆ Ei ∩ Epar(i)} puisque
I[Ei ∩ Epar(i)] ⊆ eg ⊆ M . Ainsi, M est un modèle de
FEi,I[Ei∩Epar(i)]

et I[Ei ∩ Epar(i)] peut-être étendue à un
modèle deFEi,I[Ei∩Epar(i)]

. 2

La propriété précédente nous donne les conditions qui
nous autorisent à effectuer une coupe selon lesgoodsenre-
gistrés. De la même manière, la propriété suivante exprime
la condition de coupe par lesnogoods.

Propriété 3 Soient un clusterEi et un sous-ensembleY ⊆
X tel queDesc(Ei)∩Y ⊆ Ei∩Epar(i). Pour toutnogood
ng deEi, aucune interprétationI surY tel queng ⊆ I ne
peut-être étendue à un modèle deFEi,I[Ei∩Epar(i)]

.

Preuve : Nous avons Sol(FEi,I[Ei∩Epar(i)]
) ⊆

Sol(FEi,ng) (propriété 1). Par ailleurs, par dé-
finition d’un nogood, Sol(FEi,ng) = ∅. Donc
Sol(FEi,I[Ei∩Epar(i)]

) = ∅ et I ne peut-être donc
étendue à un modèle surDesc(Ei). 2

Maintenant que nous avons apporté et démontré tous les
éléments théoriques liés à notre approche, nous décrivons
dans la section suivante leur exploitation algorithmique.

3.2 L’algorithme DPLL-TD

Considérons une instance SAT définie parF = (X , C)
et la décomposition arborescente(E, T ) du graphe primal
obtenu à partir de la représentation en hypergraphe deF .
L’algorithme 3 décrit la méthode DPLL-TD (pourDPLL
with Tree Decomposition) pour résoudre le problème de sa-
tisfiabilité. Durant la recherche, DPLL-TD tente d’étendre
l’interprétation courante à un modèle, s’il existe. Pour cela,
et en plus de l’ordre dicté par l’heuristique de choix de va-
riables de branchement d’une procédure de type DPLL, la
méthode DPLL-TD se sert de la décomposition arbores-
cente(E, T ) afin d’affiner ce choix comme cela sera ex-
pliqué dans la suite. De plus, DPLL-TD exploite des infor-
mations préalablement apprises sous formes degoods(en-
registrés dansG) et denogoods(enregistrés dansN ) dans
le but d’élaguer l’espace de recherche.

Ainsi décrit, l’appel DPLL-TD(C, I, Ei, G,N ) renvoie
vrai (respectivementfaux) si le sous-problèmeFEi,I en-
raciné enEi est satisfiable (respectivement insatisfiable).

Avant de détailler l’algorithme DPLL-TD, quelques no-
tations et précisions supplémentaires sont nécessaires en
plus de celles préalablement introduites. Lesgoodscorres-
pondant à un cluster donnéEi sont représentés et enregis-
trés dans l’ensembleGEi

et G est un ensemble défini par
G = {GEi

|Ei ∈ E}. Par ailleurs,N désigne l’ensemble
desnogoods.

Algorithme 3 : DPLL-TD(in : C, I, Ei, in/out :G,N )

Propagation-unitaire (C∪ N , I)1
si 2 ∈ C ∪ N alors retourner faux2
sinon3

si C ∪ N = ∅ alors retourner vrai4
sinon5

si (C ∪ N )[Ei] = ∅ et Xind ∩ Ei = ∅ alors6
sat← vrai7
S ← Fils(Ei)8
tant que sat et S 6= ∅ faire9

Choisir un clusterEj dansS10
S ← S − {Ej}11
si ∃g ∈ GEj

, ∃eg extension de g sur12
Ei ∩ Ej , I[Ei ∩ Ej ] ⊆ eg alors

I ← I ∪ g13

sinon14
sat← DPLL-TD (C, I, Ej ,G,N )15
si sat alors16

Soitg ∈ GEj
le derniergoodenregistré17

I ← I ∪ g18

sinon N ← N ∪ {
∨

lk∈I[Ei∩Ej ]

¬lk}

19

si sat alors GEi
← GEi

∪ {I[Ei ∩ Epar(i)]}20
retourner sat21

sinon22
Choisir une variable non interprétéev dansEi23
si DPLL-TD (C ∪ {v}, I ∪ {v}, Ei,G,N ) alors24

retourner True25

sinon retourner DPLL-TD26
(C ∪ {¬v}, I ∪ {¬v}, Ei,G,N )

Le premier appel à DPLL-TD est fait avec les paramètres
(C, ∅, E1,G,N ), où E1 est le cluster racine de la décom-
position arborescente. En effet, au départ, aucune variable
n’est interprétée. De même, aucun(no)goodn’est connu
(pour chaque clusterEi, GEi

= ∅ etN = ∅).
La première étape de cet algorithme (ligne 1) consiste

à propager les clauses unitaire appartenant àC ∪ N . En
conséquence, si une clause vide est déduite alors l’algo-
rithme retournefaux signifiant queF est insatisfiable. Si-
non, siC∪N est vidée alorsF est satisfiable et l’algorithme
retournetrue (ligne 4).

Maintenant, considérons l’ensemble des clauses(C ∪
N )[Ei] et l’ensemble des variables d’indépendance res-
treintes au cluster courantEi, Xind ∩ Ei. Si l’un de ces
deux ensembles n’est pas vide alors l’algorithme 3 procède
à une énumération DPLL classique surEi dans le but d’in-
terpréter ces variables (lignes 23 à 26). Par exemple, dans
la figure 1,x3 ∈ X ∩ E1. Si x3 n’est pas fixée alors une
énumération surx3 (et éventuellement sur les variables non
interprétées de(C ∪N )[E1]) est effectuée afin d’assurer la
même interprétation dex3 dans les clustersE1, E2 et E3.
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Ainsi, on garantit l’indépendance des sous-problèmes en-
racinés enE3 etE4 (corollaire 1).

Dans le cas contraire ((C ∪ N )[Ei] = ∅ et Xind ∩
Ei = ∅), DPLL-TD traite les sous-problèmes enracinés
en chaque filsEj de Ei (pour rappel, si tous les sous-
problèmesFEj ,I[Ei∩Ej ]

sont satisfaits alorsFEi,I est éga-
lement satisfait).

Lors du traitement des fils deEi, lesgoodset nogoods
déjà enregistrés peuvent être utiles. En effet, DPLL-TD
vérifie s’il existe ungood g dansGEj

entreEj (fils de
Ei) et Ei qui respecte la condition de coupe donnée par
la propriété 2 (ligne 12). Si un telgood g existe alors
FEj ,I[Ei∩Ej ]

est satisfiable et il n’est pas nécessaire d’étu-
dier à nouveau sa satisfiabilité. Inversement, si la satisfiabi-
lité deFEj ,I[Ei∩Ej ]

est inconnue, elle sera déterminée par
l’appel récursif DPLL-TD(C, I, Ej ,G,N ). Dans ce dernier
cas, siFEj ,I[Ei∩Ej ]

est insatisfiable (le dernier appel ren-
voie faux), unnogoodest détectée entreEj et Ei. Celui-
ci est représenté et enregistré comme une nouvelle clause
définie par∨lk∈I[Ei∩Ej ]

¬lk qui est ensuite rajoutée à l’en-
semble desnogoodsN (ligne 19). Revenons à la figure 1 et
considérons le clusterE1, son filsE2 et une interprétation
surE1 ∩ E2 = {x1, x2} qui estI[{x1, x2}] = {¬x1, x2}.
Si F2,{¬x1,x2} est insatisfiable alors unnogoodest détecté
et sauvegardé par la nouvelle clausex1 ∨ ¬x2 dansN .

Lors de l’occurrence de telles contradictions, DPLL-
TD effectue un retour-arrière sur les variables deEi et
teste l’existence d’une nouvelle interprétation qui satisfait
(C ∪ N )[Ei]. A noter que même si les clauses apprises
(correspondant auxnogoods) sont sauvegardées dans un
ensemble distinctN , elles sont en pratique considérées
comme une clause quelconque deC. Nous effectuons cette
distinction seulement dans le but de mettre en avant les
nogoodsappris tout le long de la recherche. Par ailleurs,
la représentation sous forme clausale desnogoodsnous
dispense de l’application d’un traitement particulier lors
de leur exploitation (incluant le test sur la possibilité de
coupe dans l’arbre de recherche grâce auxnogoodsap-
pris). Ainsi, l’usage desnogoodsest entièrement transpa-
rent dans DPLL-TD. Par ailleurs, ces clauses apprises per-
mettent d’améliorer l’effet filtrant des propagations uni-
taires.

Finalement, les lignes 13 et 18 correspondent à l’exten-
sion de l’interprétation courante par legoodutilisé par la
coupe (par la propriété 2). Ainsi,I est étendue par l’ajout
des littéraux dugood g à ceux deI assurant un enregis-
trement d’ungood valide surEi si FEi,I est satisfiable
(ligne 20), où ungood correspond à l’interprétation ob-
tenue sur les variables deEi ∩ Epar(i). A noter qu’au-
cune contradiction ne peut-être trouvée lors de cette ex-
tension, car les variables d’indépendance sont préalable-
ment fixées comme expliqué précédemment. Par exemple,
dans la figure 1, considérons le clusterE2, son fils E6

et une interprétation surE2 ∩ E6 = {x6, x7} qui est

I[{x6, x7}] = {x6}. De plus, supposons qu’il existe un
goodg = {x6,¬x7} ∈ GE6

. Par l’application de la pro-
priété 2,FE6,{x6} est satisfiable et l’interprétation courante
est étendue par{¬x7}.

3.3 Propriétés de DPLL-TD

Après avoir détailler le déroulement de l’algorithme
DPLL-TD, nous allons nous intéresser à sa complexité en
temps et en espace, sa complétude, sa validité et sa termi-
naison.

Théorème 3 DPLL-TD est correct, complet et termine.

Preuve : DPLL-TD diffère de DPLL par l’enregistrement
desgoodset desnogoodsstructurels utilisés afin d’éviter
les redondances dans la recherche. Puisque DPLL est cor-
rect, complet et termine, il reste à prouver que les opé-
rations supplémentaires effectuées par DPLL-TD ne re-
mettent pas en cause ces propriétés.

Supposons que DPLL-TD(C, I, Ei,G,N ) est l’ap-
pel courant. On veut vérifier si le sous-problème
FEi,I[Ei∩Epar(i)]

est satisfiable. Pour cela, considérons le
cas oùI satisfait toutes les clauses de(C ∪N )[Ei]. DPLL-
TD essaiera d’étendreI sur chacun des fils deEi. SoitEj

l’un de ces fils. Si la condition de la ligne 12 est vérifiée
alors (et grâce à la propriété 2)FEj ,I[Ej∩Ei]

est satisfiable.
Dans le cas contraire, la satisfiabilité deFEj ,I[Ej∩Ei]

est
inconnue et pour la déterminer, il faut faire un nouvel ap-
pel à DPLL-TD par DPLL-TD(C, I, Ej ,G,N ). Si ce der-
nier renvoiefaux, cela signifie queFEj ,I[Ej∩Ei]

ne pos-
sède pas de modèle. De ce fait, l’opération d’enregistre-
ment d’un nouveaunogoodsous la forme d’une clause∨

lk∈I[Ei∩Ej ]
¬lk est valide. Etant donné qu’unnogood

structurel n’est qu’un cas particulier d’unnogood clas-
sique, son usage comme n’importe quelle clause deC est
aussi valide.

Par ailleurs, à la fin de la boucletant que, siI peut-être
étendue à un modèle sur tous ses fils, alors (et par l’appli-
cation du corollaire 1),I[Ei ∩ Epar(i)] peut-être étendue
à un modèle deFEi,I[Ei∩Epar(i)]

. De plus, puisqueI était
étendue par les valeurs desgoodsde ses clusters fils, alors
l’enregistrement dugoodI[Ei∩Epar(i)] pour le clusterEi

est aussi une opération valide.
Pour conclure, du fait que l’enregistrement et l’utilisa-

tion desgoodset nogoodssont valides, DPLL-TD est cor-
rect, complet et termine.2

Théorème 4 DPLL-TD a une complexité enO((|E| +
m).2w+s) en temps et enO(|E|.s.2s) en espace pour une
instance SAT possédantn variables etm clauses et une
décomposition arborescente(E, T ) de largeurw et dont
la taille de la plus grande intersection entre deux clusters
ests.
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Preuve : Considérons un clusterEj et une interprétation
partielleI surEj ∩Epar(j) et essayons d’étendreI surEj

en supposant (dans un soucis de simplicité) que l’ordre des
variables est statique. SiEj = E1 (le cluster racine de la
décomposition arborescente),I = ∅ et DPLL-TD calcu-
lera au plus2|E1|+1 interprétations partielles pour étendre
I. Sinon, il existe au plus2|Ej |−|I|+1 interprétations par-
tielles pour étendreI. Puisque, il y a au maximum2|I| in-
terprétations partielles possibles de taille|I| et que le sous-
problèmeFEj ,I n’est résolu qu’une fois grâce auxgoodset
nogoodsenregistrés, le nombre maximum total d’interpré-
tations partielles étudiées par DPLL-TD pour un clusterEj

est
∑s

|I|=0
2|Ej |−|I|+1.2|I| = s.2|Ej |+1. De plus, DPLL-

TD va évaluer au maximumO(2w+2) interprétations car
le clusterEj est indépendant de son cluster père du fait
que les variables d’indépendance dansXind∩Ej ∩Epar(j)

sont déjà interprétées. Par ailleurs, pour chacune des in-
terprétations partielles, DPLL-TD applique la propagation
des clauses unitaires enO(m + |N |). Pour un séparateur
donné de taillek (un séparateur est défini par l’intersec-
tion d’un cluster avec son père), le nombre d’interpréta-
tions partielles est borné par2k+1. Donc, le nombre total de
(no)goodsest donné par|E|.2s+1. Finalement, l’enregis-
trement d’un(no)goodpeut se faire enO(s) et le test de la
condition de la ligne 12 enO(s.2s+1). Ainsi, la complexité
en temps de DPLL-TD estO((m + |E|.2s+1).2w+1 +
s.2s+1.2w+1), autrement ditO((m + |E|).2w+s).

Concernant la complexité en espace, celle-ci dépend
uniquement desgoodset desnogoodsenregistrés. Comme
l’espace nécessaire pour la sauvegarde d’un(no)good
est O(s), la complexité en espace de DPLL-TD est
O(|E|.s.2s). 2

En d’autres termes, la complexité de DPLL-TD dépend
des caractéristiques de la décomposition arborescente, à sa-
voir sa largeur et la taille du plus grand cluster. Comparé à
un algorithme DPLL classique, la complexité de ce dernier
dépend du nombre de variables de l’instance traitée.

4 Résultats préliminaires

Cette section présente quelques détails sur l’implé-
mentation de DPLL-TD et montre des résultats préli-
minaires obtenus sur des instances SAT issues des pré-
cédentes compétitions SAT, de 2002 à 2007 (www.
satcompetition.org). Nous comparons DPLL-TD
à 4 solveurs performants : Minisat[6], Rsat[13], Zchaff
[16] et Satz [11] et toutes les instances ont été prétraitées
avec SatElite [7]. L’algorithme DPLL-TD est codé sur la
base de Satz . Ce choix est fait par notre bonne connais-
sance de son code source que nous avons toutefois rema-
nié afin de prendre en compte les spécificités de notre ap-
proche, comme par exemple l’enregistrement denogoods
sous forme de clauses. Satz est donc utilisé comme algo-

rithme d’énumération sur les clusters et les variables d’in-
dépendance. Concernant le calcul de la décomposition ar-
borescente, il repose sur une triangulation heuristique du
graphe primal. Cette triangulation est effectuée grâce à la
méthode Min-fill [15] qui s’avère être une des méthodes
de triangulation heuristiques les plus robustes. Les expéri-
mentations sont faites sous Linux sur un PC avec un pro-
cesseur Pentium 4 à 3,2 GHz et une mémoire vive de 1 Go.
Chaque instance est exécutée durant 600 secondes au maxi-
mum pour chacun des solveurs. Nous avons testé près de
1800 instances et nous présentons dans la table 1 une sélec-
tion des résultats les plus pertinents. La première colonne
est le nom du benchmark et la deuxième le nombre d’ins-
tances que nous avons testé pour ce benchmark. Le reste de
la table donne, pour chaque solveur, le nombre d’instances
(#r) qu’il a pu résoudre ainsi que le somme des temps (t)
en secondes nécessaires à les résoudre.

Au regard de la dernière colonne, qui donne le clas-
sement de DPLL-TD par rapport aux autres solveurs en
termes de nombre d’instances résolues, nous pouvons an-
noncer que notre solveur est compétitif et améliore même
les performances de deux solveurs majeurs, Minisat et
Rsat, sur quelques instances. Egalement et comparative-
ment à Satz, DPLL-TD améliore significativement les ré-
sultats de ce dernier. Ce qui peut nous laisser croire que
l’implémentation de notre méthode sur la base d’un sol-
veur plus récent et plus performant nous permettra encore
d’obtenir des résultats de meilleure qualité.

Nous avons observé que les instances les plus facilement
résolues par DPLL-TD sont majoritairement insatisfiables.
Aussi, une première explication possible pour ce phéno-
mène est que DPLL-TD, grâce à la décomposition arbo-
rescente qu’il exploite, est capable d’aborder la recherche
par un cluster ayant peu ou pas de modèles. Si cette expli-
cation est certainement la bonne pour des instances de pe-
tite taille, nous avons pu observer que, dans la plupart des
cas, DPLL-TD produit, mémorise et exploite un nombre
conséquent degoodset denogoodsstructurels. Aussi, les
bons résultats observés s’explique également par l’apport
desgoodset desnogoodsstructurels, et plus précisément
par les redondances dans l’espace de recherche qu’ils per-
mettent d’éviter.

A la vue de ces premières expérimentations, il est pos-
sible d’annoncer que les résultats sont très encourageants
et de suggérer que le comportement de DPLL-TD peut-être
encore perfectionné par la prise en compte de différents pa-
ramètres, comme un meilleur choix de décomposition ar-
borescente, un choix plus éclairé de cluster racine, . . .

5 Travaux connexes

La structure des problèmes a été utilisée pour définir des
heuristiques d’ordre sur les variables dans des méthodes
de type backtrack depuis que Freuder [8] a présenté une fa-
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DPLL-TD Minisat Rsat Zchaff Satz Classement de
Benchs. # inst. #r t #r t #r t #r t #r t DPLL-TD
linvrinv 8 3 1 3 1 3 2 3 9 3 1 1
mod2-3cage-unsat 23 6 2370 18 2579 1 540 0 - 0 - 2
mod2-rand3bip-sat 33 1 351 17 2534 6 1112 7 1646 8 1923 5
mod2-rand3bip-unsat 15 11 793 9 1062 6 872 6 1124 0 - 1
mod2c-3cage-unsat 6 4 115 3 563 0 - 0 - 0 - 1
mod2c-rand3bip-sat 33 0 - 17 2559 11 1410 18 3156 0 - 5
mod2c-rand3bip-unsat 15 15 676 10 1810 8 1337 6 1125 0 - 1
clqcolor 16 7 181 6 171 9 36 9 23 0 - 3
fclqcolor 16 9 136 9 169 9 22 9 11 0 - 1
fphp 42 16 617 17 165 16 49 16 28 17 555 3
php 42 16 123 6 258 16 134 12 231 18 721 2
sorge05 104 36 1752 69 5571 59 4347 54 2748 33 1316 4
driverLog 36 32 1 36 < 1 36 < 1 36 < 1 36 2 5
Ferry 36 20 496 36 6 36 4 36 22 17 299 4
rovers 22 22 3 22 < 1 22 < 1 22 < 1 22 1 1
satellite 20 20 22 20 < 1 20 < 1 20 < 1 20 259 1
difficult-contest05-jarvisalo 10 3 323 2 659 0 - 0 - 0 - 1
medium-contest05-jarvisalo 10 2 782 9 1955 1 470 3 850 3 497 4
spence-medium 10 3 220 9 1031 4 294 4 111 8 877 5
grieu 10 5 1222 1 71 5 347 3 525 5 378 1
industrial-jarvisalo 7 1 16 3 112 3 400 2 99 4 448 5

TABLE 1 – Les résultats de DPLL-TD et comparaisons

çon d’élaborer un tel ordre en calculant les composantes bi-
connexes du graphe de contraintes modélisant le problème
traité. Par ailleurs, des travaux plus récents ont montré que
l’usage de la décomposition arborescente peut guider avec
succès l’heuristique de branchement utilisée par DPLL et
nous présentons ici quelques-uns de ces travaux. L’heuris-
tique de choix de variable présentée dans [9] utilise la mé-
thode Dtree [4], qui fournit une décomposition sous forme
d’un arbre binaire et statique, pour ordonner les variables
par groupes. L’arbre de décomposition est construit avant
la résolution par DPLL. De ce fait, l’ordre des groupes de
variables ne change jamais au cours de l’exécution. Toute-
fois, l’ordre global établi n’est ni statique, ni dynamique,
car si l’ordre des groupes est statique, l’ordre des variables
à l’intérieur même de ces groupes reste dynamique. Dans
[3], les auteurs présentent une heuristique pour créer dy-
namiquement un ordre sur des groupes de variables. Le
bémol majeur de cette approche est qu’aucun résultat ex-
périmental n’est présenté pour montrer si leur méthode est
plus efficace qu’un ordre statique, comme c’est le cas dans
le travail précédent. En outre, il n’existe aucune conclu-
sion sur la façon d’organiser les sous-problèmes induits par
la décomposition arborescente. Dans [2], les auteurs pro-
posent une heuristique qui permet de résoudre d’abord les
problèmes les plus contraints. Mais là encore, aucune éva-
luation expérimentale ne vient appuyer leur approche. Une
heuristique d’ordre des variables basée sur une méthode
récursive de typemin-cut bisectionde l’hypergraphe repré-
sentant l’instance a été proposée dans [1]. Cette approche
ne nécessite pas la modification du solveur SAT utilisé.
Cependant, la quasi-totalité des solveurs SAT modernes
utilise un ordre de variables dynamique. L’ordre statique
fourni par cette dernière approche sert notamment à rem-
placer, dans certaines situations, l’ordre dynamique établi
par le solveur SAT. Dans [12], les auteurs décrivent une

méthode de décomposition dynamique (sous forme d’un
arbre) basée sur les séparateurs de l’hypergraphe repré-
sentant l’instance SAT traitée. L’usage de ces séparateurs
dans l’établissement de l’ordre de choix de variables de
branchement permet, sur quelques instances, d’accélérer
les temps de réponse de certains solveurs SAT modernes.
Comparée à Dtree, cette méthode ne nécessite pas de temps
pour la construction complète de l’arbre de décomposition.
Cette construction peut exiger, dans certains cas, plus de
temps que la résolution effective de l’instance elle-même.
Par ailleurs, dans [12], il est présenté un schéma de par-
titionnement contraint qui peut être exploité pour dériver
un ordre sur les variables pour accélérer les solveurs SAT.
Cette approche, qui est à l’opposé des schémas de décom-
position arborescente qui cherchent à réduire la largeur de
la décomposition arborescence, élabore un partitionnement
sous contraintes de l’hypergraphe représentant l’instance
SAT par l’analyse du nombre d’occurrences des variables
dans les clauses de l’instance SAT et la connectivité exis-
tante entre ces clauses. Cette connectivité est exprimée par
les variables communes à ces clauses.

Enfin, la méthode DPLL-TD a un lien de parenté évident
avec la méthode BTD [10] proposée dans le cadre des pro-
blèmes de satisfaction de contraintes. Si ces deux méthodes
reposent sur la notion de décomposition arborescente et
son exploitation pour guider la recherche tout en mémo-
risant des(no)goodsstructurels, elles n’en demeurent pas
moins différentes. D’une part, si les problèmes SAT et CSP
sont voisins, leurs méthodes de résolution ne mettent pas
en œuvre exactement les mêmes techniques. Par exemple,
si toutes les variables doivent être instanciées pour pro-
duire une solution d’un CSP, il n’est pas nécessaire de
toutes les instancier pour trouver un modèle d’une instance
SAT. Cette simple différence rend nécessaire la définition
d’un cadre formel spécifique au problème SAT pour l’al-
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gorithme DPLL-TD (en particulier, avec l’introduction de
la notion de variable d’indépendance). D’autre part, la no-
tion degood diffère significativement entre DPLL-TD et
BTD. De plus, lesgoodsetnogoodsde DPLL-TD peuvent
être de taille variable en ne portant pas sur l’ensemble des
variables du séparateur. Il en résulte ainsi des coupes poten-
tiellement plus puissantes pour DPLL-TD que celles utili-
sées dans BTD.

6 Conclusion et discussions

Dans ce papier, nous avons proposé une nouvelle ap-
proche basée sur la décomposition arborescente pour ré-
soudre le problème de satisfiabilité, notamment les ins-
tances structurées issues des problèmes du monde réel.

Le but de cette approche est de capturer la structure de
l’instance SAT traitée. Cette structure est décrite sous la
forme d’un hypergraphe qui est donc décomposé. La dé-
composition arborescente ainsi exploitée fournit un ordre
sur les variables qui est utilisé pour guider une méthode
énumérative de type DPLL. De plus et durant la recherche,
desgoodsetnogoodsstructurels sont appris et utilisés pour
élaguer l’espace de recherche. Cet apprentissage consti-
tue l’une des originalités de notre approche, notamment
en comparaison avec celles décrites dans la section pré-
cédente. Un autre apport de DPLL-TD est de fournir des
bornes de complexité théorique, en temps et en espace, qui
dépendent de la décomposition arborescente.

Contrairement au cadre des problèmes de satisfaction
de contraintes (CSP), les approches basées sur la notion
de décomposition arborescente sont peu exploitées dans le
cadre SAT. Comme en témoigne la section précédente à
nouveau, un nombre non négligeable de travaux s’inscri-
vant dans cette approche ne fournissent pas de résultats
expérimentaux, ce qui rend difficilement mesurable leurs
efficacités et contributions pratiques. Par conséquent, on
pourrait dire que la littérature existante manque de matu-
rité et de recul sur l’usage de la décomposition arbores-
cente pour SAT. En effet, plusieurs aspects devraient être
étudiés pour renforcer le travail que nous présentons ici.
Parmi ces aspects, on peut citer la méthode de triangula-
tion utilisée qui est nécessaire pour le calcul de la décom-
position arborescente, le choix du cluster racine, l’élabora-
tion de plusieurs heuristiques de choix du prochain cluster à
traiter, . . . Comme premières pistes, nous travaillerons sur
l’usage de l’analyse des conflits afin d’apprendre de nou-
veaux nogoods à l’instar de ce qui fait dans les solveurs
basés sur CDCL, l’usage des restarts tout en modifiant soit
le cluster racine ou même la décomposition elle-même, à
la base des informations apprises lors des précédentes exé-
cutions. Par exemple, construire une nouvelle décomposi-
tion arborescente sur la base des variables les plus conflic-
tuelles (contraintes). Cette information peut-être également
exploitée à guider l’ordre de parcours des clusters en s’in-

téressant aux plus contraints d’abord.
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Résumé

Cet article pose le problème suivant : étant donné
un sous-ensemble Γ d’une formule CNF Σ, Γ prend-il
part aux sources de l’incohérence de Σ ? Pour répondre à
cette question, une approche originale permettant de vé-
rifier si Γ chevauche au moins une sous-formule minimale
incohérente (MUS) de Σ est présentée. De plus, si la ré-
ponse est positive, un tel MUS est calculé et retourné.
Cette technique ré-exprime le problème dans un cadre où
les clauses de Σ sont regroupées en clusters qui sont ma-
nipulés comme les entités atomiques de la formule. Les
clusters sont ensuite progressivement affinés selon leur
niveau de conflits mutuels, et les plus prometteurs sont
sélectionnés et divisés, permettant d’élaguer les clauses
inutiles jusqu’à ce que la quantité de ressources allouées
soit épuisée ou jusqu’à ce qu’une solution soit retournée.
La viabilité et l’utilité de cette approche sont évaluées
empiriquement.

1 Introduction

Ces dernières années, de nombreuses études se sont
concentrées sur l’explication de l’incohérence d’une
instance SAT, fournie à travers des ensembles mini-
maux de clauses conflictuelles. En effet, bien que cer-
tains solveurs (e.g. [5, 1]) puissent fournir une trace
de la preuve d’incohérence calculée, celle-ci n’est pas
toujours suffisante car elle ne garantit pas que l’en-
semble de clauses retourné devienne cohérent avec la
suppression de n’importe lequel de ses membres. Par
conséquent, plusieurs contributions récentes ont porté
sur la localisation de sous-ensembles minimalement in-
cohérents de clauses (MUS pour Minimal Unsatisfiable
Subformula) d’instances SAT incohérentes ([11, 21],
consulter [10] pour une vue d’ensemble récente des

différentes techniques). En terme de complexité dans
le pire des cas, le calcul des MUS posent plusieurs
problèmes majeurs. Tout d’abord, une formule CNF

contenant n clauses peut posséder jusqu’à C
n/2

n MUS
dans le pire cas. Ensuite, vérifier si une formule don-
née appartient ou non à l’ensemble des MUS d’une
CNF Σ est un problème Σp

2
-difficile [4]. Toutefois, des

approches pour localiser un MUS viables dans de nom-
breuses circonstances ont été proposées [22, 9]. En
outre, dans le but de circonvenir à la possible explosion
combinatoire du nombre de MUS d’une formule CNF,
des variantes au problème de l’extraction exhaustive
des MUS ont été proposée, comme celui de concept de
couverture inconsistante, représentant un ensemble de
causes minimales et non corrélées de l’incohérence [9].
Enfin, des algorithmes pour calculer l’ensemble com-
plet des MUS de Σ ont également été proposés et se
montrent efficaces, au moins pour certains problèmes
ne possédant pas un trop grand nombre de MUS.

Quand un utilisateur est face à une instance SAT
incohérente Σ, il peut avoir certaines croyances à pro-
pos d’un sous-ensemble de clauses Γ potentiellement
en cause dans l’un des conflits de Σ. Dans ce cadre,
il peut désirer vérifier si ses croyances sont fondées et
si Γ participe effectivement à l’incohérence de Σ. En
dehors de la situation où Σ \ Γ est satisfiable pour la-
quelle la réponse est évidente, c’est une requête qui
est calculatoirement lourde, tout particulièrement si
l’utilisateur désire obtenir une explication sous forme
d’un MUS contenant des informations de Γ. En fait,
les techniques actuelles ne permettent pas de répondre
à une requête comme celle-ci sans calculer l’ensemble
des MUS de Σ.

Nous proposons dans ce papier une approche origi-
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nale pour répondre à ce problème, sans calculer tous
les MUS de Σ. Pour circonvenir à la très haute com-
plexité dans le pire cas (du moins, dans une certaine
mesure) de cette requête, le problème est exprimé dans
un cadre à gros grains où des clusters de clauses de Σ
sont formés, puis considérés comme les éléments de
base de la formule et examinés selon leur niveau de
conflits mutuels. Le cadre est ensuite progressivement
raffiné en divisant les clusters les plus prometteurs et
en élaguant ceux qui ont été prouvés inutiles jusqu’à ce
que la quantité de ressources allouées soit épuisée ou
jusqu’à ce qu’une solution soit retournée. Notons que
le niveau de conflits mutuels entre clusters est mesuré
grâce à une forme de valeur de Shapley [20], célèbre
dans la communauté de la théorie des jeux.

Le papier est organisé comme suit. Dans la section
suivante, les préliminaires formels sont donnés, ainsi
que les définitions de base, certaines propriétés sur
les MUS et la définition de la mesure d’incohérence
de Shapley. Les principes généraux de l’approche sont
décrits en section 3. Le schéma de notre algorithme
est détaillé en section 4, tandis que des résultats expé-
rimentaux sont fournis et discutés en section 5. Cer-
tains travaux connexes sont ensuite décrits avant de
conclure par des pistes de recherche que nous pensons
prometteuses.

2 Préliminaires logiques, MUS et mesure

de Shapley

2.1 Préliminaires logiques et SAT

Soit L le langage propositionnel standard, défini
inductivement de manière usuelle à partir d’un en-
semble P de symboles propositionnels (représentés par
des lettres minuscules a, b, c, etc.), les constantes boo-
léennes ⊤ et ⊥, et les connecteurs standard ¬, ∧, ∨,
⇒ et ⇔. Une instance SAT est une formule proposi-
tionelle sous forme CNF, c’est-à-dire une conjonction
(représentée par un ensemble) de clauses, où une clause
est une disjonction (représentée par un ensemble) de
littéraux, un littéral étant une variable propositionelle
ou sa négation. Dans la suite, les lettres grecques ma-
juscules comme ∆,Γ, etc. seront utilisées pour repré-
senter des ensembles de clauses, les lettres grecques
minuscules telles que α, β, γ etc. pour représenter des
clauses.

SAT est le problème de décision NP-complet qui
consiste à vérifier si une CNF est satisfiable, c’est-à-
dire si elle admet au moins un modèle. Par la suite,
nous utiliserons indifféremment les termes satisfiable
(resp. insatisfiable) et cohérent (resp. incohérent). En
outre, tout au long de ce papier, nous supposons que Σ
est une instance SAT incohérente et Γ est un ensemble

a

¬b
¬a ∨ b ¬a ∨ c ∨ d

¬d

b ∨ ¬c

¬d ∨ e

a ∨ ¬c ∨ ¬e

Fig. 1 – MUS de l’Exemple 1.

de clauses tel que Γ ⊂ Σ.

2.2 MUS d’une instance SAT

Un MUS d’une instance SAT insatisfiable Σ est un
sous-ensemble de clauses de Σ qui ne peut être rendu
plus petit sans restaurer sa cohérence. Un MUS repré-
sente par conséquent une cause minimale de l’incohé-
rence, exprimée sous forme de clauses conflictuelles.

Définition 1 Un ensemble de clauses Γ est un sous-
ensemble minimalement incohérent (MUS pour Mini-
mally Unsatisfiable Subformula) de Σ ssi :

1. Γ ⊆ Σ

2. Γ est insatisfiable

3. ∀∆ ⊂ Γ, ∆ est satisfiable.

L’exemple suivant illustre le fait que deux MUS
peuvent se chevaucher l’un l’autre.

Exemple 1 Soit Σ = {¬d ∨ e, b ∨ ¬c, ¬d, ¬a ∨
b, a, a∨¬c∨¬e, ¬a∨c∨d, ¬b}. Σ est insatisfiable et
contient 2 MUS {a, ¬a∨b, ¬b} et {b∨¬c, ¬d, a, ¬a∨
c ∨ d, ¬b} représentés en Figure 1.

Cet exemple illustre également les différents rôles
que peut jouer une clause par rapport à l’incohérence
d’une instance SAT Σ. Suivant la catégorisation
proposée dans [16], une clause est dite nécessaire si
celle-ci apparâıt dans tous les MUS de Σ. Supprimer
une telle clause de Σ en restaure la satisfiabilité.
Les clauses potentiellement nécessaires de Σ appar-
tiennent à au moins l’un de ses MUS, mais pas à
tous. Retirer l’une de ces clauses ne suffit pas à
restaurer la cohérence de l’instance SAT, mais elles
peuvent devenir nécessaires avec la suppression de
clauses appropriées. Les clauses n’appartenant à
aucune de ces 2 catégories (c’est-à-dire n’appartenant
à aucun MUS) sont appelées non nécessaires. Retirer
n’importe quel combinaison de ces clauses ne permet
en aucun cas de restaurer la satisfiabilité de Σ. Assez
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clairement, une instance SAT incohérente ne contient
pas toujours de clauses nécessaires, puisque celle-ci
peut contenir 2 MUS ne se chevauchant pas.

Exemple 1 (suite) Les 2 clauses � a � et � ¬b �

sont nécessaires par rapport Σ, � ¬d ∨ e � et
� a ∨ ¬c ∨ ¬e � sont non nécessaires, tandis que les
autres clauses de Σ sont potentiellement nécessaires.

De nombreuses techniques ont été proposées pour la
localisation d’un MUS au sein d’une CNF incohérente
[10]. Cependant, ces approches ne peuvent a priori pas
tenir compte de conditions stipulant que le MUS cal-
culé doit contenir certaines clauses. En conséquence,
dans le but de calculer une source de conflits spéci-
fique, la seule solution consiste en l’utilisation d’outils
tels que [17, 8] qui retourne l’ensemble complet des
MUS de Σ. Notons que les plus efficaces de ces ap-
proches extraient les sous-formules maximales satis-
fiables (MSS pour Maximal Satisfiable Subsets) de Σ
[17] de la formule comme étape préliminaire, et en dé-
rivent par ensemble intersectant celui des MUS. Ainsi,
ces techniques sont difficilement viables en pratique
quand des formules de grande taille sont considérées,
même si le nombre de MUS de celles-ci est relativement
petit par rapport au nombre de clauses de la CNF.

2.3 Mesure d’incohérence de Shapley

Il existe de nombreuses études visant à mesurer les
différents niveaux d’incohérence d’un ensemble de for-
mules. Dans la suite de ce papier, nous utiliserons une
forme de mesure de Shapley [20] présentée dans [12].
La mesure d’incohérence de Shapley d’une clause α

dans une instance SAT Σ fournit un score basé sur
le nombre de MUS de Σ contenant α, ainsi que sur
la taille de chacun de ces MUS, ce qui permet de te-
nir également compte de � l’importance � de chaque
clause dans chaque source d’incohérence.

Définition 2 [12] Soient Σ une instance SAT et α ∈
Σ. Soit ∪MUSΣ

l’ensemble des MUS de Σ. La mesure
d’incohérence MI de α dans Σ, notée MI (Σ, α), est
définie comme :

MI (Σ, α) =
∑

{∆t.q.∆∈∪MUSΣ
et α∈∆}

1

|∆|

Les propriétés d’une telle mesure sont étudiées dans
[12]. L’idée générale est qu’une clause apparaissant
dans de nombreux conflits va obtenir un score impor-
tant, alors qu’une clause contenue dans un � grand �

MUS aura un plus faible score qu’une autre clause
contenue dans un MUS plus petit.

Exemple 2 En considérant la CNF Σ de l’Exemple
1, on a :

– MI (Σ,¬a ∨ b) = 1

3

– MI (Σ, b ∨ ¬c) = 1

5

– MI (Σ,¬d ∨ e) = 0
– MI (Σ, a) = MI (Σ,¬b) = 1

3
+ 1

5
= 8

15
.

Dans la suite de ce papier, cette mesure sera éten-
due pour caractériser les niveaux de conflits entre des
formules conjonctives.

3 Principes généraux de l’approche

3.1 Définition du problème

On dit qu’un ensemble de clauses booléennes Γ par-
ticipe effectivement à l’incohérence d’une instance SAT
Σ si Γ contient au moins une clause qui appartient à
au moins un MUS de Σ, c’est-à-dire une clause qui
est nécessaire ou potentiellement nécessaire par rap-
port à l’incohérence de Σ. Dans ce cas, notre but est
de fournir l’un des MUS de Σ chevauchant Γ. Plus
formellement :

Définition 3 Soient ∪MUSΣ
l’ensemble des MUS d’un

ensemble de clauses booléennes Σ et Γ un sous-
ensemble de Σ. Γ participe à l’incohérence de Σ ssi
∃α ∈ Γ,∃∆ ∈ ∪MUSΣ

t.q. α ∈ ∆.

De manière évidente, si Γ contient au moins une
clause nécessaire (par rapport à Σ), alors elle parti-
cipe effectivement à son incohérence. Dans ce cas spé-
cifique, vérifier sa participation ne nécessite au plus
que k appels à un solveur SAT, où k est le nombre de
clauses de Γ, puisqu’il existe α ∈ Σ ∩ Γ t.q. Σ \ {α}
soit satisfiable. De plus, dans ce cas tout MUS de Σ
chevauche Γ et fournit une solution à notre problème.
Cependant, dans le cas général, Γ ne contient pas né-
cessairement une telle clause, rendant le problème du
calcul d’un MUS contenant l’une de ces clauses parti-
culières plus difficile.

3.2 Utilisation des clusters pour simplifier le pro-

blème

Pour circonvenir à la forte complexité du problème
de l’extraction d’un MUS spécifique, nous avons re-
cours à une stratégie consistant à partitioner Σ en un
nombre prédéfini de m sous-ensembles, appelés clus-
ters, comme étape préliminaire.

Définition 4 Soit Σ une formule CNF. Un m-
clustering de clauses Π de Σ est une partition de Σ
en m sous-ensembles Πj(j ∈ [1..m]). Πj est appelé le
jème cluster de Σ (par rapport au clustering Π de Σ).
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Pour des raisons pratiques, nous utiliserons la no-
tation Πj pour représenter à la fois l’ensemble des
clauses formant le jème cluster de Σ et la formule faite
de la conjonction de ces clauses. De plus, l’union en-
sembliste de clusters représentera la conjonction des
clauses qu’ils contiennent.

Les clauses contenues au sein d’un même cluster sont
considérées conjonctivement pour devenir une formule
vue comme une entité indivisible au sein de Σ. Les
clauses de Γ sont traitées de la même manière. Le pro-
blème initial est donc élevé à un niveau d’abstraction
moins fin, consistant à tester la façon dont la formule Γ
prend place dans l’incohérence de Σ, maintenant com-
posée de m sous-formules atomiques.

3.3 Des MUS aux MUSC

Le problème que nous traitons ici est donc relégué
à un cadre où l’incohérence est analysée à travers des
clusters de clauses. Le concept de MUS doit donc être
adapté en conséquence, donnant naissance au concept
d’ensemble minimalement incohérent de clusters pour
un clustering Π (noté MUSCΠ pour Minimally Unsa-
tisfiable Set of Clusters) de Σ.

Définition 5 Soient Σ une formule CNF et Π un m-
clustering de clauses de Σ. Un ensemble minimalement
incohérent de clusters pour Π (noté MUSCΠ ) MΠ de
Σ est un ensemble de clusters t.q. :

1. MΠ ⊆ Π

2. MΠ est insatisfiable

3. ∀Φ ∈MΠ, MΠ \ {Φ} est satisfiable

L’ensemble des MUSCΠ de Σ est noté ∪MUSCΠ
.

Le concept � classique � de MUS est une instancia-
tion particulière de celui de MUSC, où chaque cluster
est en fait une simple clause. Par conséquent, les MUS
représentent le niveau d’abstraction le plus fin pour ex-
pliquer l’incohérence de Σ, tandis que celui de MUSC
permet la découverte d’explication de l’incohérence à
gros grains.

Considérons les clauses dont la participation à l’in-
cohérence d’une instance SAT Σ veut être établie.
Quand de telles clauses apparaissent dans un MUSCΠ

de Σ (pour n’importe quel clustering Π), elles parti-
cipent également à l’incohérence de Σ quand le pro-
blème est traité à des niveaux d’abstraction inférieurs,
c’est-à-dire au niveau des clauses. Plus formellement :

Proposition 1 Soient Σ une instance SAT, Π un m-
clustering de Σ et MΠ un MUSCΠ de Σ. Si Πi ∈MΠ,
alors ∃α ∈ Πi,∃Ψ ∈ ∪MUSΣ

t.q. α ∈ Ψ.

a

b ∨ d

¬a

c ∨ ¬d

¬f ∨ d

¬e ∨ ¬f

a ∨ ¬c ∨ d

¬b ∨ ¬e

a ∨ d

b ∨ ¬c

f

¬b ∨ ¬c

b ∨ d ∨ f

e

➊

➋

➌

➍

➎

Fig. 2 – MUS de la CNF Σ de l’Exemple 3.

Une telle transformation de ce problème possède des
caractéristiques intéressantes, d’un point de vue calcu-
latoire. Celles-ci seront exploitées dans notre approche.
Cependant il n’y a pas de miracle : comme le problème
est une simplification du problème initial, certaines
sources d’incohérence peuvent disparâıtre. Toutefois,
cette simplification reste tout à fait compatible avec
notre but initial et un algorithme correct et complet
(dans le sens où il retourne un MUS de Σ chevauchant
Γ s’il en existe un) est proposé.

Exemple 3 Soit Σ une instance SAT composée de 14
clauses, telle qu’illustrée en Figure 2. Ces 14 clauses
forment 9 MUS. Par exemple, prouver que les clauses
� ¬a � et � c ∨ ¬d � participent effectivement à l’in-
cohérence de Σ nécessite dans le pire cas l’extraction
de l’ensemble exhaustif des MUS de cette CNF. Re-
groupons maintenant les clauses en 5 clusters, de la
façon dépeinte en Figure 2. À ce niveau d’abstraction,
on ne compte que 3 MUSCΠ , qui sont M1 = {➊,➌},
M2 = {➋,➌,➍} et M3 = {➋,➍,➎}, en utilisant les
étiquettes des clusters de la Figure. Ce clustering li-
mite donc le nombre d’entités en contradiction tout
en prouvant qu’au moins l’une des clauses � ¬a � ou
� c ∨ ¬d � appartient à un MUS de Σ.

Cet exemple illustre l’intérêt de grouper les clauses
en clusters, permettant d’éviter le calcul de tous les
MUS pour répondre à la requête de l’existence d’un
MUS spécifique. Cependant, si certaines clauses grou-
pées en un certain clustering n’apparaissent dans au-
cun MUSC, ceci ne signifie pas nécessairement qu’elles
ne participent pas à l’incohérence de la CNF au niveau
des clauses.
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Proposition 2 Soient Σ une instance SAT et Π un
n-clustering de Σ. Si ∃Πi ∈ Π,∃ une clause α ∈ Πi,∃
un MUS Ψ ∈ MUSΣ t.q. α ∈ Ψ, alors Πi n’apparâıt
pas nécessairement dans un MUSCΠ de Σ.

Exemple 4 Soit Σ = {¬c,¬a, b∨ c, a,¬b}. Σ possède
2 MUS : MUS1

Σ
= {¬a, a} et MUS2

Σ
= {¬b, b∨ c,¬c}.

Considérons maintenant le 3-clustering Π de Σ t.q.
Π1 = {¬b, a}, Π2 = {¬a, b ∨ c} et Π3 = {¬c}. Nous
obtenons :

Π1 Π2 Π3

MUS1

Σ
a ¬a

MUS2

Σ
¬b b ∨ c ¬c

À ce niveau d’abstraction, le seul MUSCΠ est
{Π1,Π2}, capturant MUS1

Σ
. Cependant, MUS2

Σ
n’est

pas représenté dans cet unique MUSCΠ , puisque ses
clauses sont divisées dans chaque cluster de Π. En par-
ticulier, ce clustering ne permet pas de conclure quant
à la participation effective de � ¬c � dans l’incohé-
rence de Σ.

Il existe donc un phénomène de � subsumption �

entre les causes de l’incohérence quand les clauses sont
regroupées en clusters. D’un côté, le nombre de sources
d’incohérence de Σ décrôıt en conséquence (ce qui est
notre but) et une approche adaptée peut tirer parti des
MUSC pour se focaliser sur les plus prometteurs. D’un
autre côté, il faut s’assurer que l’information qui nous
intéresse sur l’incohérence de Σ ne soit pas cachée par
le clustering, rendant notre but de calculer un MUS
spécifique impossible à atteindre, bien qu’un tel MUS
existe. Dans une certaine mesure, cet exemple illustre
également que la façon dont les clusters sont formés
(et les MUS disséminés en leur sein) influe de manière
cruciale sur l’efficacité d’une telle approche.

3.4 Mesurer les conflits grâce aux MUSC

La mesure d’incohérence de Shapley décrite en
section 2.3 nécessite d’être adaptée aux clusters de
clauses, maintenant considérés comme éléments ato-
miques d’une instance SAT.

Définition 6 Soient Σ une instance SAT et Π un
m-clustering de Σ. La mesure d’incohérence MI d’un
cluster Πi de Π est définie comme suit :

MI (Πi) =
∑

{M |M∈∪MUSCΠ
et Πi∈M}

1

|M |

Une fois l’ensemble des MUSC extrait, cette mesure
peut être obtenue en temps polynomial.

Exemple 5 Soient Σ l’instance SAT et Π le cluste-
ring de l’Exemple 3. On a :

– MI (Π1) = 1/2
– MI (Π2) = MI (Π4) = 2× 1/3 = 2/3
– MI (Π3) = 1/2 + 1/3 = 5/6
– MI (Π5) = 1/3

Le cluster possédant le score le plus important est
Π3. Ceci est en partie dû au fait que Π3 appartient
à 2 MUSCΠ . Π2 et Π4 appartiennent également à 2
MUSCΠ , mais chacun d’eux ne représente que le tiers
des 2 sources d’incohérence, alors que Π3 est impliqué
dans un MUSCΠ composé de seulement 2 clusters. Le
rôle de Π3 est donc important dans ce conflit, et son
score est pondéré en conséquence.

3.5 Initialiser le processus

Dans le but de former un clustering initial, une heu-
ristique peu coûteuse en ressources est utilisée. Celle-ci
fournit un score à chaque clause de Σ en fonction de
sa probabilité d’appartenance à au moins un MUS de
la CNF. Cette heuristique est basée sur une recherche
locale et le concept de clause critique qui permet de
prendre en compte un voisinage partiel pertinent de
chaque interprétation parcourue [9].

Σ est divisé en m clusters de la manière suivante.
Les |Σ\Γ|

m
clauses de Σ \ Γ qui ont les scores les plus

importants prennent (probablement) part à un grand
nombre de conflits et leur présence dans Σ peut être la
cause de nombreux MUS. Celles-ci sont donc rassem-
blées pour former un cluster Π1. Ensuite, les autres
clauses de Σ \ Γ sont également triées par rapport à
leur score et groupées de la même manière, pour obte-
nir les m− 1 clusters de Π et fournir un m-clustering
de Σ \ Γ. Les clauses de Γ sont alors ajoutées pour
avoir un (m+1)ème cluster, noté ΠΓ. En conséquence,
un m + 1-clustering de Σ est obtenu.

3.6 Analyser les conflits au niveau des clusters

Chaque cluster est donc interprété comme une for-
mule conjonctive et l’intéraction entre ces entités est
analysée en terme (d’ensembles) de clusters mutuelle-
ment contradictoires. Cette analyse de conflits a pour
but d’élaguer le problème en rejetant les clusters qui
ne sont pas contradictoires avec Γ, et en se concen-
trant sur ceux qui sont au contraire les plus en conflit
avec Γ. L’ensemble exhaustif des MUSC de ce cluste-
ring (i.e. ∪MUSCΠ

) est donc calculé et on est alors face
à l’une des trois situations suivantes :

1. Incohérence globale : une forme d’incohérence glo-
bale survient au niveau des clusters quand pour
chaque Πi (i ∈ [1..m]) du m-clustering Π, Π \ Πi

est cohérent. Une telle situation se produit quand
au moins une clause de chaque cluster est né-
cessaire pour former un conflit. Le clustering ne
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fournit alors aucune information réellement per-
tinente. Le paramètre m (représentant le nombre
de clusters) est alors incrémenté pour obtenir un
clustering plus fin. Notons que cette situation ne
requiert pas énormémement de ressources pour
être vérifiée, puisque que ce clustering ne contient
qu’un seul MUSC et un nombre linéraire d’en-
sembles satisfiables de clusters.

2. Γ apparâıt dans au moins conflit : certains conflits
locaux ont été détectés entre les clusters, et au
moins l’un d’entre eux contient ΠΓ. Plus préci-
sément, ∃M ∈ ∪MUSCΠ

t.q. ΠΓ ∈ M . Dans ce
cas, l’idée est de se concentrer sur un seul MUSC
puisqu’il implique que certaines clauses de Γ sont
nécessairement en conflit avec d’autres, contenues
dans les clusters de ce MUSC. En conséquence,
l’ensemble courant de clauses peut être élagué en
supprimant toutes les clauses n’apparaissant pas
dans ce MUSC particulier contenant ΠΓ.

3. Γ n’apparâıt dans aucun conflit : certains conflits
entre clusters ont été identifiés mais aucun d’entre
eux ne comprend le cluster composé des clauses de
Γ. Plus précisément, ∄M ∈ ∪MUSCΠ

t.q. ΠΓ ∈M .
Dans une telle situation, un raffinement appa-
râıt nécessaire. Plutôt qu’un redécoupage géné-
ral (cf. situation d’incohérence globale), nous pou-
vons ici bénéficier d’informations importantes sur
les sources de conflits. En effet, les sources de
conflits étant ici locales, il nous est possible de sé-
lectionner les clusters les plus conflictuels en utili-
sant la mesure de Shapley décrite précédemment.
Ainsi, un nombre prédéterminé de clusters ayant
les scores de Shapley les plus importants sont divi-
sés, selon l’intuition que ceux-ci cachent de nom-
breuses autres sources d’incohérence, dans l’espoir
d’en découvrir une impliquant Γ.

3.7 Itération et fin du processus

Le clustering est donc modifié selon l’une des 3 situa-
tions présentées ci-dessus, permettant d’augmenter le
nombre de clusters, les diviser et se concentrer sur les
sous-ensembles de Σ les plus prometteurs. Comme ce
processus est itéré, nous obtenons en temps fini un |Σ|-
clustering (chaque cluster est en fait une seule clause),
correspondant au calcul � classique � de MUS, sur un
nombre réduit de clauses de Σ. En pratique, quand la
taille du MUSC comprenant Γ devient de taille raison-
nable pour envisager un calcul exhaustif, celui-ci est
effectué. L’un des attraits de cette approche est son
caractère any-time : après qu’une certaine quantité de
ressources soit épuisée, celle-ci peut fournir la solution
courante, c’est-à-dire la sous-formule de Σ courante,
en conflict avec Γ.

La technique que nous proposons, basée sur ces
idées, est décrite dans la section suivante et est illus-
trée dans l’algorithme 1.

4 Algorithme principal

Dans cette section, nous décrivons l’algorithme prin-
cipal de l’approche proposée. Pour des raisons pra-
tiques, certains cas spécifiques gérés dans notre implé-
mentation (par exemple les situations où Γ est incohé-
rent ou Σ est cohérent) ne sont pas décrites. Notre
présentation n’inclut pas non plus le prétraitement
syntaxique qui consiste à supprimer les occurences de
clauses identiques dans Σ, sauf une (celle appartenant
à Γ si une telle clause existe), permettant de réduire
exponentiellement le nombre de MUS de la CNF. Il
est important de traiter de telles situations pour évi-
ter des cas pathologiques, mais celles-ci sont simples à
implémenter et ne présentent que peu d’intérêt algo-
rithmique. L’algorithme se réfère également à la tech-
nique HYCAM [8] qui calcule l’ensemble des MUS d’une
instance SAT. En pratique, une nouvelle version de
HYCAM capable de gérer les clusters de clauses a été
implémentée et utilisée dans les études empiriques.

Détaillons les différentes étapes de l’approche dé-
crite dans l’Algorithme 1. Cette technique prend en
entrée une CNF Σ et l’un de ses sous-ensembles Γ. De
plus, elle nécessite l’entrée de 3 paramètres entiers qui
sont m, inc et s.

Tout d’abord, une recherche locale est exécutée pour
fournir un score heuristique aux clauses suivant la
contrainte que chacune exerce au sein de Σ. Plus préci-
sément, les scores de chaque clause sont tout d’abord
mis à 0. Durant le processus de recherche locale, les
scores des clauses critiques [9] par rapport à l’inter-
prétation courante sont incrémentés (cf. fonction sco-

reClause pour plus de détails).
Les clauses sont ensuite groupées en un cluste-

ring Π (ligne 3), via l’appel de la fonction cluster-

Clauses. Cette fonction consiste à faire la conjonction
des clauses ayant les scores les plus importants dans un
premier cluster, les clauses restantes ayant les scores
maximum dans un deuxième cluster, etc. jusqu’à ce
que m clusters soient formés. Puis, la version modi-
fiée de HYCAM, notée HYCAM* (ligne 4) est appelée pour
calculer l’ensemble des MUSC de Π.

À présent, l’ensemble ∪MUSCΠ
a été calculé et plu-

sieurs cas sont à considérer. Soit Π est globalement in-
cohérent (lignes 9-10) : à ce niveau, aucune information
ne peut être extraite pour trouver un sous-ensemble
de clauses conflictuelles impliquant Γ, le clustering est
donc raffiné en ajoutant inc clusters supplémentaires
(dans l’algorithme, ceci est effectué à travers un ap-
pel récursif à look4MUS). Dans le cas contraire, nous
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Algorithme 1 : L’algorithme look4MUS.

Données :
Σ : une CNF
Γ : une CNF t.q. Γ ⊂ Σ
m : taille du clustering initial
inc : incrément du clustering (incohérence globale)
s : nombre de clusters à diviser (incohérence locale)
Résultat : Un MUS de Σ chevauchant Γ si un tel MUS existe, sinon ∅
début1

SΣ ←− scoreClauses(Σ) ;2

Π←− clusterClauses(Σ \ Γ, SΣ, m) ∪{Γ} ;3

∪MUSCΠ
←− HYCAM*(Π) ;4

si Π est un |Σ|-clustering alors5

si ∃M ∈ ∪MUSCΠ
t.q. Γ ⊆M alors retourner M ;6

sinon retourner ∅ ;7

sinon8

si ∀Πi ∈ Π,Σ \Πi est satisfiable alors9

// incohérence globale

retourner look4MUS(Σ, Γ, m + inc, inc, s) ;10

sinon11

tant que ∄M ∈ ∪MUSCΠ
t.q. Γ ∈M faire12

// incohérence locale

Π′ ←− ∅ ;13

pour j ∈ [1..s] faire14

Πbest ←− ∅ ;15

pour chaque Πi ∈ Π t.q. Π 6= Γ faire16

si MI(Πi,∪MUSCΠ
)>MI(Πbest ,∪MUSCΠ

) alors Πbest ←− Πi ;17

Π←− Π \Πbest ;18

Π′ ←− Π′ ∪ clusterClauses(Πbest , SΣ, 2) ;19

Π←− Π ∪Π′ ;20

∪MUSCΠ
←− HYCAM*(Π) ;21

MΓ ←− selectOneMUSC(∪MUSCΠ
,Γ) ;22

retourner look4MUS(MΓ, Γ, m, inc, s) ;23

fin24

sommes en présence d’une incohérence locale. Tant que
Γ n’est impliqué dans aucun MUSCΠ (lignes 12-21),
les s clusters les plus conflictuels (par rapport à la
mesure d’incohérence de Shapley de la fonction MI)
sont divisés en deux parties dans le but de révèler une
source d’incohérence impliquant Γ. Quand de telles
incohérences locales sont découvertes, un MUSC MΓ

contenant Γ est sélectionné (fonction selectOneMUSC,
qui retourne le MUSC contenant le moins de clauses
possible). Le processus continue en ne considérant que
la CNF MΓ, qui est une sous-formule de Σ qui contient
un MUS impliquant Γ.

À moins que le temps de calcul imparti soit épuisé,
l’algorithme ne peut stopper qu’aux lignes 6 et 7,
quand chaque cluster est en fait une simple clause (|Σ|-

clustering). À ce point, un appel � classique � à HY-

CAM est effectué, fournissant des MUS (les � MUSC �

ligne 6 sont en fait des MUS puisque chaque cluster
est une clause) contenant de l’information de Γ, ou
prouvant que de tels MUS n’existe pas. Dans notre
implémentation, nous n’attendons pas nécessairement
qu’un |Σ|-clustering soit atteint pour utiliser la procé-
dure classique ; quand le nombre de clusters est suf-
fisamment proche du nombre de clauses (i.e. quand
m < 2 × |Σ|), alors la procédure se termine par un
appel à HYCAM. De plus, l’implémentation possède une
caractéristique any-time, dans le sens où elle fournit
la dernière sous-formule calculée quand la quantité de
ressources allouées à cette tâche est épuisée.
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Fonction scoreClauses

Données : Σ : une CNF
Résultat : Un vecteur de scores pour chaque

clause de Σ
début1

pour chaque c ∈ Σ faire2

SΣ(c)←− 0;3

I ←− une affectation aléatoire pour chaque4

variable de Σ ;
tant que le nombre de flip imparti n’est pas5

dépassé faire
pour chaque c ∈ Σ faire6

si c est critique p/r à I dans Σ alors7

SΣ(c) + + ;8

I ←− I ′ t.q. I et I ′ diffèrent d’une seule9

valeur de vérité ;

retourner SΣ ;10

fin11

Fonction clusterClauses

Données : Σ : une CNF, SΣ : un vecteur de
scores, m : la taille du clustering

Résultat : Un m-clustering de Σ
début1

Π←− ∅ ;2

pour i ∈ [1..m− 1] faire3

Πi ←− les ( |Σ|
m

) clauses de Σ ayant les plus4

hauts scores ;
Π←− Π ∪ {Πi} ;5

Σ←− Σ \Πi ;6

Π←− Π ∪ {Σ} ;7

retourner Π ;8

fin9

5 Résultats expérimentaux

Une implémentation en C de l’algorithme présenté a
été réalisée. Comme cas d’étude, les valeurs suivantes
ont été sélectionnées comme paramètres m = 30,
inc = 10 et s = m

10
. Cette implémentation a été

exécutée sur de nombreux benchmarks provenant de
http://www.satcompetition.org. Toutes nos expé-
rimentations ont été conduites sur des processeurs In-
tel Xeon 3GHz sous Linux CentOS 4.1. (kernel 2.6.9)
avec une limite de mémoire RAM de 2 Go.

Pour chaque instance SAT testée, nous essayons de
prouver que les clauses apparaissant en 1ère, 3ème,
5ème et 7ème position de son fichier au format DI-
MACS participent effectivement à l’incohérence de la
CNF, et d’extraire un MUS contenant au moins l’une

Fonction selectOneMUSC

Données : ∪MUSCΠ
: l’ensemble des MUSC p/r

Π, Γ : une CNF
Résultat : Un MUSC de ∪MUSCΠ

contenant Γ
début1

MΓ ←− Π ;2

pour chaque M t.q. M ∈ ∪MUSCΠ
faire3

si Γ ⊆M et |M | < |MΓ| alors4

MΓ ←−M ;5

retourner MΓ ;6

fin7

Fonction MI

Données : Πi : un élément du clustering Π,
∪MUSCΠ

: l’ensemble des MUSCΠ

Résultat : La mesure d’incohérence de Πi p/r Π
début1

mi ←− 0 ;2

pour chaque MUSCΠ ∈ ∪MUSCΠ
faire3

si Πi ∈ MUSCΠ alors4

mi ←− mi + 1

|MUSCΠ| ;5

retourner mi ;6

fin7

de ces clauses. Un échantillon des résultats obtenus
est reporté en Table 1 avec pour chaque instance, la
taille en nombre de clauses du MUS extrait (#claMUS )
et le temps en secondes. Ces résultats permettent de
constater que l’approche est capable de localiser des
MUS spécifiques pour des CNF de taille conséquente.
Notons de plus que l’ensemble exhaustif des MSS (et
donc des MUS) ne peut être extrait en temps raison-
nable ni par CAMUS [17] ni par HYCAM [8], pour la plu-
part de ces problèmes. Aucune approche jusqu’à pré-
sent ne permet donc d’extraire une source d’incohé-
rence contenant exactement telle ou telle information.
Notre technique permet au contraire de répondre à
cette question de la participation de clauses spécifiques
dans l’incohérence des formules testées.

Grouper les clauses en cluster dans le but de � dissi-
muler � des sources d’incohérence, et se concentrer sur
les clusters impliquant les clauses désirées se montre
particulièrement viable en pratique. En effet, cette
stratégie permet de réduire de manière drastique l’ef-
fort calculatoire en limitant l’explosion combinatoire
du nombre de sources d’incohérence. Par exemple,
les problèmes dp05u04 et dp06u05 (qui encodent le
célèbre problème du d̂ıner des philosophes dans le
cadre du bounded model checking) possède un si grand
nombre de MUS qu’il est impossible de les calculer
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nom #var #cla #claMUS temps
1dlx . . .bp f 776 3725 1440 705
bf0432-007 1040 3668 1223 119
bf1355-075 2180 6778 151 22
bf1355-638 2177 6768 154 21
bf2670-001 1393 3434 134 8
dp05u04 1571 3902 820 1254
dp06u05 2359 6053 1105 2508
ezfact16 1 193 1113 319 28
ezfact16 2 193 1113 365 43
ezfact16 3 193 1113 297 31
ezfact16 10 193 1113 415 54

Tab. 1 – Extraire un MUS of Σ chevauchant Γ :
quelques résultats expérimentaux

tous (voire même de les lister) avec la technologie ac-
tuelle. look4MUS réussit au contraire à extraire l’une
des sources d’incohérence voulues – sans les extraire
toutes – en un temps de calcul très raisonnable (en-
viron respectivement 20 et 42 minutes). La situation
est similaire pour les autres CNF. Sur la famille d’ins-
tances ezfact16_* (factorisation de circuits), une ex-
plication impliquant des clauses particulières peut être
extraite en moins d’une 1 minute alors que les ap-
proches exhaustives montrent leurs limites sur de tels
problèmes. Néanmoins, les problèmes considérés dans
la Table 1 sont loin des problèmes de très grande taille
(plusieurs dizaines de milliers de clauses) que peuvent
résoudre les meilleurs solveurs SAT actuels. Notons
tout de même que sur certains de ces problèmes dif-
ficiles, notre technique est parvenue à itérer plusieurs
fois, permettant de retourner en temps raisonnable une
sous-formule conflictuelle avec Γ, grâce à son caractère
any-time.

6 Travaux connexes

Les approches existantes pour extraire un MUS ou
en faire l’approximation ont été décrites dans les sec-
tions précédentes. Soulignons ici que le travail présenté
dans ce papier induit une forme d’abstraction pour ré-
duire le coût calculatoire du problème initial. De plus,
via l’aspect any-time de cette technique, elle peut être
utilisée comme une stratégie d’approximation. De la
même manière, un grand nombre de techniques d’abs-
traction et d’approximation ont été proposées pour
traiter divers problèmes liés à la logique propositio-
nelle. Nous présentons ici quelques unes d’entre elles.

Le papier séminal de l’approximation sous res-
sources limitées de l’inférence en logique propositio-
nelle est [19]. Une autre approximation, où chaque
étape de calcul peut être décidée en temps polynomial,

a été proposée dans le cadre clausal dans [2, 3], et plus
tard étendue à l’ensemble de la logique classique dans
[6]. Pour un survol des techniques d’approximation,
nous renvoyons le lecteur à [7]. Notons enfin que l’ap-
proximation de raisonnement dans les systèmes à base
de connaissances a également été un sujet très étudié
(voir par exemple [14, 13]).

Pour finir, l’idée de grouper les clauses en clusters
a déjà été utilisée dans le contexte de contraintes de
haut niveau codée sous forme de clauses [17]. De plus,
il apparâıt que les cas où aucune clause de Γ ne parti-
cipe à l’incohérence sont les pires pour notre approche.
Toutefois, si Γ est composée exclusivement de clauses
non nécessaires, alors cette sous-formule peut être sa-
tisfaite par une autarky [15], qui est définie comme une
interprétation partielle qui satisfait toutes les clauses
ayant au moins un littéral affecté. Un algorithme a
récemment été proposé pour calculer des autarkys en
modifiant la CNF et en considérant un problème d’op-
timisation [18].

7 Conclusions et travaux futurs

Dans ce papier, une technique originale permettant
de vérifier si un ensemble de clauses chevauche au
moins une sous-formule minimale incohérente d’une
formule CNF a été décrite. Un tel problème peut se
montrer très utile quand l’utilisateur désire restaurer
la cohérence d’une telle formule et possède (ou peut
obtenir) certaines informations à propos des clauses
en conflit de la CNF.

L’approche proposée se montre plus efficace que les
approches existantes de plusieurs ordres de grandeur,
grâce à son paradigme d’abstraction et de reformula-
tion. Elle ne nécessite en particulier pas l’extraction
de tous les MUS de l’instance. Un autre attrait de la
technique est son caractère any-time, permettant de
produire des solutions plus grossières si les ressources
qui lui sont allouées sont limitées.

Les pistes de recherche liées à cette approche in-
cluent la prise en compte de plusieurs variantes du
cadre de travail. Par exemple, l’un des points cruciaux
de l’approche repose sur la façon dont les clauses sont
regroupées en clusters. Bien que notre heuristique ba-
sée sur la recherche locale et le concept de clause cri-
tique se soit montrée très fructueuse en pratique, il
pourrait être intéressant de réfléchir à de nouveaux
regroupements tenant compte de différentes formes
d’interaction entre les clauses. De plus, cette étude
se concentre sur le cas booléen classique, où chaque
clause a la même importance que les autres. L’utilisa-
teur peut cependant avoir certaines préférences quali-
tative ou quantitative à propos des informations conte-
nues dans Σ. Dans ce cas, il préfèrera extraire le MUSC
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qui correspond le mieux à ses préférences. Nous pré-
voyons d’étudier l’extension de notre approche à ce
cadre.
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Abstract

Cet travail présente une technique originale de
subsumption pour les formules booléennes sous
forme normale conjonctive (CNF). Il exploite une
condition simple et suffisante pour détecter, durant
l’analyse de conflits, les clauses de la formule qui
peuvent être réduites par subsumption. Durant le pro-
cessus de dérivation de la clause à apprendre, et à
chaque étape du processus de résolution associé, le
test de subsumption entre la résolvante courante et
une clause de la formule originale ou apprise aupara-
vant est alors efficacement effectué. La méthode ré-
sultante permet d’éliminer dynamiquement des litté-
raux appartenant aux clauses de la formule courante.
Les résultats expérimentaux montrent que l’intégration
de notre technique de subsumption dynamique dans
les solveurs Minisat et Rsat est bénéfique, et cela
particulièrement sur les problèmes dits "crafted".

1 Introduction

Le problème SAT, i.e., la vérification de la satisfaction
d’un ensemble de clauses, est central dans plusieurs do-
maines et notamment en intelligence artificielle incluant
le problème de satisfaction de contraintes (CSP), planifi-
cation, raisonnement non-monotone, vérification de logi-
ciels, etc. Aujourd’hui, SAT a gagné une audience consi-
dérable avec l’apparition d’une nouvelle génération de sol-
veurs SAT capable de résoudre de très grandes instances
ainsi que par la le fait que ces solveurs constituent d’im-
portants composants de base pour plusieurs domaines, e.g.,
SMT(SAT modulo théorie), preuve de théorème, comp-
tage de modèles, problème QBF, etc. Ces solveurs, appe-
lés solveurs SAT modernes [13, 9], sont basés sur la pro-
pagation de contraintes classique [6] efficacement combi-
née à d’efficaces structures de données avec : (i) straté-
gies de redémarrage [10, 11], (ii) heuristiques de choix de

variables (comme VSIDS) [13], et (iii) apprentissage de
clauses [1, 12, 13]. Les solveurs SAT modernes peuvent
être vus comme une extension de la procédure DPLL clas-
sique obtenues grâce à différentes améliorations. Il est im-
portant de noter que la règle de résolution basique à la Ro-
binson joue encore un rôle prépondérant dans l’efficacité
des solveurs modernes qui peut être vu comme une forme
particulière de la résolution générale [2].

En effet, l’apprentissage basé sur les conflits, l’un des
composants importants des solveurs SAT est basé sur la
résolution. On peut mentionner aussi que l’un des pré-
traitement le plus connu et dont le succès est largement ré-
pandu (SatElite) est basé sur l’élimination de variables
par l’application de la règle de résolution [16, 3]. Comme
cité dans [16], sur les instances industrielles, la résolution
génère plusieurs résolvantes tautologiques. Ceci peut être
expliqué par le faite que plusieurs clauses codant des fonc-
tions booléennes sont reliées par un ensemble de variables
communes. Cette propriété du codage peut être à l’origine
de plusieurs clauses redondantes ou subsumées aux difè-
rentes étapes du processus de recherche.

L’utilité de (SatElite) sur les problèmes industriels
étant prouvée, l’on est en droit de se demander si l’appli-
cation de la règle de résolution pourrait être réalisée non
seulement comme une étape de pré-traitement mais systé-
matiquement, pendant le processus de recherche. Malheu-
reusement, maintenir une formule fermée par subsumption
peut être très coûteux. Une tentative a été faite récemment
dans cette direction par L. Zhang [17]. Dans ce travail,
un nouvel algorithme maintient la base de clauses fermée
par subsumption en supprimant dynamiquement les clauses
subsumées au moment de leur ajout. Plus intéressant, l’au-
teur indique cette perspective de recherche : "trouver un
équilibre entre le coût d’exécution et la qualité de la sim-
plification par subsumption à la volée d’une CNF est un
problème qui mérite plus d’intérêt et d’investigation".
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Dans cet article, notre objectif est de concevoir un algo-
rithme de subsumption dynamique simple et efficace basé
sur la résolution. L’approche proposée a pour but d’éli-
miner des littéraux de la formule CNF en substituant dy-
namiquement les clauses originales par des clauses plus
courtes. Plus précisemment, nous exploitons les étapes in-
termidiares de l’analyse de conflits classique pour subsu-
mer des clauses de la formule qui sont utilisées dans la
processus de résolution relatif à la génération de la clause
assertive. Comme les clauses originales ou les clauses ap-
prisent peuvent être utilisées durant l’analyse de conflits les
deux catégories peuvent être simplifiées.

L’efficacité de notre technique réside dans la simpli-
cité du test de subsumption, qui est basé sur une condi-
tion simple et suffisante calculable en temps constant. En
plus, du faite que notre technique repose sur le processus
de génération de la clause conflit, elle est aussi guidée par
les conflits, et simplifie la partie de la formule identifiée
comme étant importante par la stratégie de recherche (di-
rigé par VSIDS). Ce processus dynamique préserve la sa-
tisfiabilité de la formule, et avec quelques règles de compa-
tibilité additionnelles peut préserver l’équivalence des mo-
dèles.

Notre article est organisé comme suit. Après quelques
notations et définitions préliminaires, le graphe d’implica-
tions classique et le schéma d’apprentissage sont présentés
dans la section 2. Ensuite notre approche de subsumption
dynamique est décrite dans la section 3. Finalement, avant
la conclusion, des résultats expérimentaux démontrent les
performances de notre approche sur les catégories d’ins-
tances testées.

2 Definitions

2.1 Définitions et notations préliminaires

Une formule CNFF est une conjonction declauses, où
une clause est une disjonction delittéraux. Un littéral est
interprété comme une positif (x) ou negatif (¬x) propo-
sitional variable. Les deux littérauxx et ¬x sont appelés
complémentaire. On note par̄l le littéral complémentaire
del. Pour un ensemble de littérauxL, L̄ est définit comme
{l̄ | l ∈ L}. Une clauseunitaire est une clause contenant
seulement un seul littéral (appelélittéral unitaire), tandis
qu’une clause binaire contient exactement deux littéraux.
Uneclause vide, notée⊥, est interprété comme fausse (un-
satisfiable), alors qu’uneformule CNF vide, notée⊤, est
interprétée comme vraie (satisfiable).

L’ensemble des variables apparaissant dansF est noté
VF . Un ensemble de littéraux estcomplets’il contient un
littéral pour chaque variable deVF , et fondamentals’il
contient pas de littéraux complémentaites. Uneaffectation
ρ d’une formule booléenneF est une fonction qui asso-
cie la valeurρ(x) ∈ {vrai, faux} à quelques variables de

x ∈ F . ρ estcomplètes’il attribue une valeur pour chaque
variablex ∈ F , etpartiellesinon. Une affectation est alter-
nativement représentée par un ensemble de littéraux com-
plet et fondamentale, de façon évidente unmodèled’une
formuleF est une affectationρ qui rend la formulevraie ;
notéeρ � F .

Les notations suivantes sont largement utilisées le reste
de l’article.

– η[x, ci, cj ] dénote larésolvanteentre une clauseci

contenant un littéralx etcj une autre clause contenant
l’opposé de ce même littéral¬x.
En d’autres termes,η[x, ci, cj ] = ci ∪ cj\{x,¬x}.
Une résolvante est appeléetautologique s’elle
contient à la fois un littéral et son opposé.

– F|x représente la formule obtenu à partir deF en
affectant àx la value de véritévrai. Formellement
F|x = {c | c ∈ F , {x,¬x} ∩ c = ∅} ∪ {c\{¬x} | c ∈
F ,¬x ∈ c} (les clauses contenantx (satisfaites) sont
supprimées ; et celles contenant¬x sont simplifiées).
Cette notation est étendue aux affectations : étant don-
née une affectationρ = {x1, . . . , xn}, on définit
F|ρ = (. . . ((F|x1)|x2) . . . |xn

).
– F∗ dénote la formuleF fermée par propagation uni-

taire, définit récursivement comme suit : (1)F∗ = F
si F ne contient pas des clauses unitaires, (2)F∗ =⊥
si F contient deux clauses unitaires{x} et {¬x}, (3)
sinon,F∗ = (F|x)∗ tel quex est le littéral apparais-
sant dans une clause unitaire deF . Une clausec est
déduite par propagation unitaire à partir deF , notée
F |=∗ c, si (F|c̄)∗ =⊥.

Soientc1 et c2 deux clauses d’une formuleF . On dit que
c1 (respectivementc2) subsume (respectivement est subsu-
mée)c2 (respectivement parc1) ssic1 ⊆ c2. Si c1 subsume
c2, alorsc1 |= c2 (l’inverse est faux). AussiF et F − c2

sont équivalentes pour la satisfiabilité.

2.2 Recherche DPLL

Nous introduisons maintenant des notations et re-
marques terminologiques associées aux solveurs SAT ba-
sés sur la procédure de Davis Logemann Loveland, com-
munément appelé DPLL [6]. DPLL est une procédure de
recherche de type "backtrack" ; À chaque nœud les litéraux
affectés (le littéral de décision et les litéraux propagés) sont
étiquetés avec le mêmeniveau de décision, initialisé à 1 et
incrémenté à chaque nouveau point de décision. Le niveau
de décision courant est le niveau le plus élevé dans la pile
de propagation. Lors d’un retour-arrière ("backtrack"), les
variables ayant un niveau supérieur au niveau du backtrack
sont défaites et le niveau de décision courant est décré-
menté en consèquence (égal au niveau du backtrack). Au
niveaui, l’interprétation partielle couranteρ peut être re-
présentée comme une séquence décision–propagations de
la forme〈(xi

k), xi
k1

, xi
k2

, . . . , xi
knk

〉 telle que le premier lit-
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téralxi
k correspond au littéral de décisionxk affecté au ni-

veaui et chaquexi
kj

de l’ensemble1 ≤ j ≤ nk représente
les litéraux unitaires propagés à ce même niveaui.

Soit x ∈ ρ, On notel(x) le niveau d’affectation dex,
d(ρ, i) = x si x est le littéral de décision affecté au niveau
i.

2.3 Analyse de conflit et graphe d’implications

Le graphe d’implications est une représentation standard
utilisée classiquement pour analyser les conflits dans les
solveurs SAT mdernes. À chaque fois qu’un littéraly est
propagé, on sauvegarde une référence de la clause impli-
quant la propagation dey, qu’on note

−→
cla(y). La clause

−→
cla(y), appelée implication dey, est dans ce cas de la forme
(x1 ∨ · · · ∨ xn ∨ y) où chaque littéralxi est faux sous l’af-
fectation partielle courante (ρ(xi) = faux, ∀i ∈ 1..n), alors
queρ(y) = vrai. Lorsqu’un littéraly n’est pas obtenu par

propagation mais issue d’une décision,
−→
cla(y) est indéfinie,

qu’on note par convention
−→
cla(y) =⊥. Quand

−→
cla(y) 6=⊥,

on note parexp(y) l’ensemble{x | x ∈
−→
cla(y) \ {y}}, ap-

pelé ensemble desexplicationsdey. Alors que
−→
cla(y) est

indéfini on définiexp(y) comme l’ensemble vide.

Définition 1 (Graphe d’implications) Soit F une for-
mule CNF,ρ une affectation partielle, et soitexp l’en-
semble des explications pour les littéraux déduits (propagé
unitairement) dansρ. Le graphe d’implications associé à
F , ρ etexp estGρ,exp

F = (N , E) où :
– N = ρ, i.e., il existe un nœud pour chaque littéral de

décision ou propagé ;
– E = {(x, y) | x ∈ ρ, y ∈ ρ, x ∈ exp(y)}

Dans le reste du papier, pour des raisons de simplicité,
exp est éliminée, et un graphe d’impliacations est tout sim-
plement notéGρ

F . On note parm le niveau du conflit.

Exemple 1 Gρ
F , montré dans la Figure 1 représente le

graphe d’implications de la formuleF et l’affectation par-
tiel ρ donnée ci-dessous :F ⊇ {c1, . . . , c12}

(c1)¬x1 ∨ ¬x11 ∨ x2 (c2)¬x1 ∨ x3

(c3)¬x2 ∨ ¬x12 ∨ x4 (c4)¬x1 ∨ ∨¬x3 ∨ x5

(c5)¬x4 ∨ ¬x5 ∨ ¬x6 ∨ x7 (c6)¬x5 ∨ ¬x6 ∨ x8

(c7)¬x7 ∨ x9 (c8)¬x5 ∨ ¬x8 ∨ ¬x9

(c9)¬x10 ∨ ¬x17 ∨ x1 (c10)¬x13 ∨ ¬x14 ∨ x10

(c11)¬x13 ∨ x17 (c12)¬x15 ∨ ¬x16 ∨ x13

ρ = {〈. . . x1

15
. . .〉〈(x2

11
) . . . . . .〉〈(x3

12
) . . . x3

6
. . .〉〈(x4

14
)

, . . .〉〈(x5

16
), x5

13
, . . .〉}. Le niveau du conflit est5 et

ρ(F) = faux.

Définition 2 (Clause assertive)Une clausec de la forme
(α∨x) est appelée clause assertive ssiρ(c) = faux, l(x) =
m et∀y ∈ α, l(y) < l(x). x est appelé littéral assertif.

x4

x5

x8

x9

x2
x7

c1

x3

x1
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c3

x12(3)

−x9
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x13x16

x15(1)
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c5

c6

c7
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c4c9 c8

c11

c12

x17

FIG. 1 – Graphe d’implicationsGρ
F = (N , E)

L’analyse du conflit est le résultat de l’application de
la résolution à partir de la clause conflit en utilisant dif-
férentes implications implicitement codées dans le graphe
d’implications. On appelle ce processus dérivation de la
clause assertive (DCA en court).

Définition 3 (dérivation de la clause assertive )Le déri-
vation de la clause assertiveπ est une séquence de clauses
〈σ1, σ2, . . . σk〉 satisfaisant les conditions suivantes :

1. σ1 = η[x,
−→
cla(x),

−→
cla(¬x)], tel que{x,¬x} est le

conflit.

2. σi, pour i ∈ 2..k, est construite en sélectionnant un
littéral y ∈ σi−1 pour lequel

−→
cla(y) est définit. Nous

avons alorsy ∈ σi−1 et y ∈
−→
cla(y) : appliquer la

résolution entre ces deux clauses mène à la clauseσi

qui est définit commeη[y, σi−1,
−→
cla(y)] ;

3. σk est en plus une clause assertive.

Notons que chaqueσi est une résolvante de la formule
F : par induction,σ1 est la résolvante entre deux clauses
qui appartiennent directement àF ; pour chaquei > 1,
σi est une résolvante entreσi−1 (qui est, par l’hypothèse
d’induction, une résolvante) et une clause deF . Chaque
σi est également unimpliquédeF , ce qui veut dire que :
F |= σi. Par définition du graphe d’implication, on a aussi
F ′ |=∗ σi tel queF ′ ⊂ F est l’ensemble des clauses utili-
sées pour générerσi.

Considérons à nouveau l’exemple 1. Le parcours du
grapheGρ

F (voir Fig. 1) est décrit par la dérivation de la
clause assertive suivant :

〈σ1, . . . , σ7〉 tel que σ1 = η[x9, c7, c8] = (¬x5
5 ∨

¬x7
5 ∨ ¬x8

5) et σ7 = (¬x11
2 ∨ ¬x12

3 ∨ ¬x6
3 ∨ ¬x1

5).
Le nœudx1 correspond au littéral assertif,¬x1 est appelé
le premier Unique Point d’Implication (First UIP).
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3 Apprentissage et subsumption dyna-
mique

Dans cette section, nous montrons comment l’apprentis-
sage classique peut être adapté pour une subsumption dy-
namique et efficace des clauses. Dans notre approche, on
exploite les différentes clauses générées pendant les étapes
de résolution du processus d’analyse de conflit. Bien sûr,
il est possible de considérer la subsumption entre chaque
résolvante générée et l’ensemble entier des clauses. Cepen-
dant, celà peut être coûteux en pratique. Illustrons certaines
des principales caractéristiques de notre approche propo-
sée.

3.1 Exemple

Considérons à nouveau l’exemple 1 et le graphe d’impli-
cationsGρ

F (figure 1). Le dérivation de la clause assertive
permettant de déduire la clause∆1 est décrit comme suit :
π = 〈σ1, σ2, σ3, . . . , σ7 = ∆1〉

– σ1 = η[x9, c7, c8] = (¬x8
5 ∨ ¬x7

5 ∨ ¬x5
5)

– σ2 = η[x8, σ1, c6] = (¬x6
3 ∨ ¬x7

5 ∨ ¬x5
5)

– σ3 = η[x7, σ2, c5] = (¬x6
3 ∨ ¬x5

5 ∨ ¬x4
5) ⊂ c5

(subsumption)
– . . .
– ∆1 = σ7 = η[x2, σ6, c1] = (¬x11

2∨¬x12
3∨¬x6

3∨
¬x1

5)
Comme on peut le voir, ce processusπ inclut la résol-

vanteσ3 = (¬x6
3 ∨ ¬x5

5 ∨ ¬x4
5) qui subsumes la clause

c5 = (¬x6 ∨ ¬x5 ∨ ¬x4 ∨ x7). Par conséquent, le littéral
x7 peut être éliminé de la clausec5. En général, la résol-
vanteσ3 peut subsumer d’autres clauses du graphe d’im-
plications qui contiennent le littéral¬x6, ¬x5 et¬x4.

3.2 Subsumption dynamique : formulation géné-
rale

On donne à présent une présentation formelle de notre
approche basée sur la subsumption dynamique.

Définition 4 (F-subsumption modulo PU) Soit c ∈ F . c
estF -subsumée modulo la propagation unitaire ssi∃c′ ⊂ c
tel queF|c̄′ |=

∗ ⊥.

Soientc1 etc2 deux clauses deF telles quec1 subsumes
c2, alorsc2 estF -subsumed modulo PU.

Comme expliqué auparavant, la subsumption des clauses
durant la recherche peut être coûteuse. Dans le cadre pro-
posé, pour réduire le coût calculatoire, on retreint la vérifi-
cation de la subsumption aux résolvantes intermidiaresσi

et les clauses de la forme
−→
cla(y) utilisées pour les générer

(clauses codées dans le graphe d’implications).

Définition 5 SoitF une formule etπ = 〈σ1 . . . σk〉 le déri-
vation de la clause assertive . Pour chaqueσi ∈ π, on défi-
nit Cσi

= {
−→
cla(y) ∈ F|∃j ≤ i tq.σj = η[y,

−→
cla(y), σj−1]}

comme l’ensemble de clauses deF utilisé dans la déduc-
tion deσi.

Propriété 1 Soit F une formule et π =
〈σ1, σ2, . . . , σi, . . . , σk〉 le dérivation de la clause
assertive . Siσi subsume une clausec de Cσk

alors
c ∈ Cσi

.

Preuve 1 Commeσi+1 = η[y,
−→
cla(y), σi] tel que¬y ∈ σi,

nous avonsσi 6⊂
−→
cla(y). La prochaine étape de résolution

ne peut pas impliquer les clauses contenant le littéral¬y.
Dans le cas contraire, le littéraly dans le graphe d’impli-
cations peut admettre deux explications possibles (implica-
tions), ce qui contredit la définition du graphe d’implica-
tions. Par conséquent,σi ne peut pas subsumer des clauses
deCσk

− Cσi
.

Propriété 2 SoitF une formule etπ une dérivation de la
clause assertive . Siσi ∈ π subsume une clausec deCσi

alorsc estCσi
-subsumé modulo PU.

Preuve 2 Commeσi ∈ π est générée à partir deCσi
par

résolution, alorsCσi
|= σi. Par définition de la dérivation

de la clause assertive et le graphe d’implications, on a
aussiCσi

|=∗ σi (voir section 2.3). Commeσi subsumesc
(σi ⊆ c), nous déduisons queCσi

|=∗ c.

La propriété 2 montre que si une clausec codée dans
le graphe d’implications est subsumée parσi, alors une
telle subsumption peut être capturée par la subsumption
modulo PU, alors que la propriété 1 mentionne que le test
de vérification de la subsumption deσi peut être restreint
aux clauses deCσi

. Par conséquent, une première approche
de subsumption dynamique des clauses peut être définit
comme suit : Soitπ = 〈σ1, . . . , σi, . . . , σk〉 une dériva-
tion de la clause assertive . Pour chaque résolvanteσi ∈ π,
nous appliquons le test de vérification de la subsumption
entreσi et l’ensemble de clausesCσi

,
Dans la suite, nous montrons que nous pouvons réduire

encore plus l’ensemble des clauses dans les tests de sub-
sumption en considérant seulement un sous-ensemble de
Cσi

. Évidemment, commeσi est une résolvante de la déri-
vation de la clause assertiveπ, alors il existe deux chemins
à partir reliant les nœuds conflictuelsx et ¬x respective-
ment aux nœuds associés aux littéraux deσi affectés au ni-
veau du conflit. Par conséquent, on a la propriété suivante.

Propriété 3 Soitπ une dérivation de la clause assertive ,
σi ∈ π et c ∈ Cσi

. Si σi subsumesc, alors il existe deux
chemins liant les nœuds conflictuelsx et ¬x respective-
ment, à un ou plusieurs nœuds associés aux littéraux de
la clauseσi affectés au niveau du conflit.

La preuve de la propriété est immédiate du moment que
σi ⊂ c. Comme cette propriété est vraie pourσi qui est
générée par résolution à partir des deux clauses contenant
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x et¬x, alors elle reste vraie aussi pour son super-ensemble
(c).

Pour uneσi donnée, la propriété 3 mène à une autre
restriction de l’ensemble des clauses à considérer pour les
tests de subsumption. Nous considérons que l’ensemble
des clausesPσi

, liées (par des chemins) aux nœuds
conflictuelsx et¬x.

Illustrons cette restriction en utilisant l’exemple 1
(voir aussi la Figure 1). Soitπ = 〈σ1, . . . , σ7〉
tel que σ7 = (¬x11 ∨ ¬x12 ∨ ¬x6 ∨ ¬x1). On
a Cσ7 = {c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8} et Pσ7 =
{c1, c2, c4, c5, c6, c8}. En effet, à partir du des nœuds de la
clausec3 on a seulement qu’un seul chemin vers le nœud
x9. par conséquent, la clausec3 peut être enlevée de l’en-
semble des clauses à vérifier par subsumption. De façon
similaire, partant de la clausec7 on ne peut atteindre qu’un
seul nœud conflictuel en l’occurencex9 à partir dex7.
Donc, c7 peut être omise de l’ensemble des clauses sus-
ceptibles d’être subsumées.

Propriété 4 Soit π = 〈σ1, . . . , σk〉 une dérivation de la
clause assertive . La complexité temporelle de notre ap-
proche de subsumption dynamique est enO(|Cσk

|2).

Preuve 3 À partir de la définition deCσi
, nous avons

|Cσi
| = i + 1. Dans le pire des cas, on doit considé-

rer i + 1 tests de subsumption. Donc pour touteσi avec
1 ≤ i ≤ k, on doit tester

∑
1≤i≤k(i + 1) = k×(k+3)

2
.

Commek = |Cσk
|, la complexité dans le pire des cas est en

O(|Cσk
|2).

La complexité dans le pire des cas est quadratique si on
considèrePσk

⊂ Cσk
.

3.3 Subsumption dynamique

Dans la section 3.2, nous avons présenté l’approche gé-
nérale de subsumption dynamique. Sa complexité est qua-
dratique en le nombre de clauses utilisées dans la dériva-
tion de la clause assertive. Comme indiqué dans l’intro-
duction, pour cencevoir une technique de subsumption dy-
namique et efficace, nous avons besoin de trouver un com-
promis entre le temps de calcul et la qualité de la sim-
plification. Dans cette section, on propose une restriction
du schéma général de subsumption dynamique présenté,
appelé subsumption dynamique à la volée. Celle-ci ap-
plique la subsumption seulement entre la résolvante cou-
ranteσi et la dernière clause du graphe d’implications uti-
lisée pour sa dérivation. Plus précisemment, supposons que
σi = η[y, c, σi−1], nous testons seulement la subsumption
entreσi et c.

La propriété suivante montre une condition suffistante
permettant d’éliminery dec.

Propriété 5 Soit π une dérivation de la clause assertive,
σi ∈ π telle queσi = η[y, c, σi−1]. Si σi−1 − {y} ⊆ c,
alorsc est subsumée parσi.

Preuve 4 Soit c = (¬y ∨ α) et σi−1 = (y ∨ β). Alors
σi = (α∨β). Commeσi−1 −{y} ⊆ c, doncβ ⊆ α. D’où,
σi = α qui subsume(¬y ∨ α) = c.

En considérant les solveurs SAT modernes inculant
l’analyse de conflits, l’intégration de l’approche de sub-
sumption dynamique peut être faite avec un coût négli-
geable. En effet, en utilisant un simple compteur, durant
la procédure de l’analyse de conflits, on peut vérifier la
condition suffisante donnée dans la propriété 5 en temps
constant. En effet, à chaque étape du processus de déri-
vation de la clause assertive, on génére la prochaine ré-
solvanteσi à partir de la clausec et l’ancienne résol-
vanteσi−1. Dans l’implémentation classique de l’analyse
de conflit, on peut vérifier en temps constant si un littéral
donnée est présent dans la résolvante courante. Par consé-
quent, durant le parcours de la clausec, on calcule addition-
nellement le nombren des littéraux dec qui appartiennent
àσi−1. Si n ≥ |σi−1| − 1 nous pouvons conclure quec est
subsumée parσi = η[y, c, σi−1].

4 Expérimentations

Les expérimentations menées sont effectuées sur un
large panel d’instances industrielles et crafted. Toutes les
instances sont simplifiées par pré-traitementSatElite
[8]. Nous avons intégré notre approche de subsumption dy-
namique dansMinisat [9] et Rsat [15] et nous avons
effectué une comparaison entre les résultats obtenues par
les solveurs originaux et ceux incluant l’approche de sub-
sumption dynamique. Tous les tests sont effecutées sur un
cluster Xeon 3.2GHz (2 GB RAM). Les Résultats du temps
de calcul sont indiqués en secondes.

4.1 Problèmes crafted

Pour ces expérimentations, le temps de calcul limite
est fixé à 3 heures. Ces problèmes sont connues pour
être difficile pour tous les solveurs DPLL existants. Ils
contiennent par exemple les instances "Quasi-group",
instances SAT forcées aléatoires, comptage, problèmes
sociaux du golfeur, etc.

Le schéma (en échelle logarithmique) donnée dans
la partie haute de la Figure 2 détaille les résultats de
Minisat et Minisat+SD sur chaque instance crafted.
L’axe x (resp. y) corresponds au temps CPUtx (resp.ty)
obtenu parMinisat (resp.Minisat+SD). chaque point
de coordonnées(tx, ty), corresponds à une instance SAT.
Les points en-dessous (resp. au-dessus) de la diagonale in-
diques les instances résolues plus rapidement en utilisant
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FIG. 2 – Problèmes crafted :Minisat vsMinisat+SD
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la subsumption dynamique i.e.,ty < tx (resp.ty > tx).
Cette figure montre clairement le gain de temps obtenu
grâce à l’approche de subsumption dynamique. En nombre
de points, nous avons trouvé que 365 instances sont réso-
lues efficacement en intégrant la subsumption dynamique.
Dans certains cas, nous avons des gains atteignant un ordre
de magnitude. Bien évidemment, il existe des instances
où la subsumption dynamque décroît les performances de
Minisat (178 instances).

La partie en bas de la figure 2 montre les mêmes résul-
tats avec une représentation différente donnant pour chaque
technique le nombre d’instances résolues (# instances) en
moins de t secondes. Cette figure confirme l’efficacité
de l’approche présentée sur ces problèmes. Sur plusieurs
classes, le nombre de clauses subsumées est important e.g.,
x_*, QG_*, php_*, parity_*. Sur lesgenurq_*,
mod_*, et urquhart_* les problèmes sont simplifiés
chaque conflit sur 4.

La Figure 3 montre les résultats deRsat etRsat+SD.
Globalement, on peut voir que l’ajout de la subsump-
tion dynamique àRsat améliore ces performances. Une
analyse fine de la partie gauche de la figure 3 montre
queRsat+SD résoud plus rapidement 327 instances que
Rsat, qui lui même résoud 219 problèmes plus efficace-
ment que son son opposé.

À notée que les performances deRsat et Rsat+SD
sont inférieures à celles deMinisat et Minisat+SD.
Ceci est dû principalement au faite queRsat etRsat+SD
utilise une politique de redémarrage plus rapide qui reste
moins efficace sur les instances de type crafted.

4.2 Problèmes industriels

Comme pour les instances crafted, sur cette catégorie
de problèmes, le temps limite est fixé à 3 heures aussi.
La table 1 détaille les résultats sur les problèmes SAT in-
dustriels issus des deux compétitions SAT’2007 et Sat-
Race’2008. La première colonne représente les familles
d’instances. La seconde (#inst.) indique le nombre total
des instances contenu dans chaque famille. Les colonnes
suivantes indiquent les résulats respectives pourRsat,
Rsat+SD, Minisat et Minisat+SD. Dans chacune
de ces colonnes, le premier nombre représente le nombre
d’instances résolues et le nombre entre parenthèses indique
le nombre d’instances résolues plus rapidement que son
opposé. La dernière ligne de la table indique le nombre
total de chaque colonne. On peut voir queRsat+SD et
Minisat+SD sont généralement plus rapides et résolvent
plus de problèmes queRsat etMinisat respectivement.

La table 2, représente un focus sur quelques familles in-
distrielles. Les améliorations sont relativement importants.
Si on considère la famille vmpc, on peut voir que notre
simplication dynamique permet d’avoir un gain d’un ordre
de magnitude avecRsat+SD (instances 24 et 25). Sur la

même famille, sur les 9 instances résolues parRsat+SD
et Rsat, Rsat+SD est meilleure 8 fois. De sont côté
Minisat+SD est meilleur 5 fois sur 7.

Globalement, nos expérimentations nous ont permis de
démontrer deux choses. Premièrement, notre technique ne
dégrade pas mais au contraite améliore souvent les perfor-
mances des solveurs DPLL sur les problèmes indistriels.
Second, Elle améliore l’applicabilité de ces algorithmes sur
des classes de problèmes qui sont faites pour être difficiles
pour eux. Vu que l’implémentation de notre algorithme est
aussi simple, nous pensons que de manière globale, elle re-
sprésente une contribution intéréssante dans une recherche
de robustesse des solveurs DPLL modernes.

5 Travaux précédents

Dans Darras et al. [5], les auteurs proposent un pré-
traitement basé sur la propagation unitaire pour la dé-
duction des sous-clauses. En considérant le graphe d’im-
plications généré par le processus de la propagation de
contraintes comme un arbre de résolution, l’approche pro-
posée déduit des sous-clauses à partir des clauses originales
de la formule. Cependant, l’approche dynamique proposée
par les auteurs est coûteuse en temps. L’évaluation expé-
rimentale est donnée seulement en terme de nombre de
nœuds.

Dans [17], un algorithme pour maintenir la base de
clauses fermée par subsumption est présentée. Elle détecte
efficacement et applique la subsumption lorsqu’une clause
est ajoutée. En plus, l’algorithme compacte avidement la
base des clauses en appliquant récursivement la résolution
dans le but de réduire la taille de la base.

"Minimisation de la clause conflit" est introduite dans
[14]. Elle est aussi implémentée dans Minisat 1.14 [7]
et PicoSAT [4]. Elle élimine les littéraux des clauses ap-
prises en effectuant la résolution de façon récursive avec les
clauses du graphe d’implications. Remarquons que dans les
expérimentations effectuées les solveurs de base utilisées
Minisat etRsat implémentent déjà cette technique.

6 Conclusion

Ce travail présente une nouvelle technique de subsump-
tion des formules booléennes sous forme CNF. Il utilise de
façon originale l’apprentissage pour réduire les clauses ori-
ginales ou apprises. À chaque conflit et durant le processus
de dérivation de la clause assertive, la subsumption entre
les résolvantes intermédiaires générées et des clauses co-
dées dans le graphe d’implications est testée dans le but de
les simplifier en vérifiant une condition suffisante. Il est a
noter que comme notre technique de subsumption repose
sur les clauses utilisées dans la dérivation de la clause as-
sertive, elle tend à simplifier la partie de formule identifiée
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familles # inst. Rsat Rsat+SD Minisat Minisat+SD
IBM_* 53 15(7) 17(10) 15(10) 15(7)
APro_* 16 12(7) 12(5) 14(6) 13(8)
mizh_* 10 10(7) 10(3) 10(5) 10(5)
Partial_* 20 6(2) 7(5) 1(0) 2(2)
total_* 20 13(6) 13(8) 10(5) 9(6)
dated_* 20 15(6) 16(10) 14(10) 13(4)
braun_* 7 4(1) 4(3) 5(2) 5(3)
velev_* 10 2 (0) 2(2) 2(2) 1(0)
sort_* 5 2(2) 2(0) 2(0) 2(2)
manol_* 10 8(3) 8(5) 8(5) 9(4)
vmpc_* 10 9(1) 9(8) 6(2) 7(5)
clause_* 5 3(2) 3(1) 3(0) 3(3)
cube_* 4 4(2) 4(2) 4(1) 4(3)
gold_* 4 2 (2) 2 (0) 2(0) 2(2)
safe_* 4 2(0) 2(2) 1(0) 1(1)
simon_* 5 5 (4) 5 (1) 5(3) 5(2)
block_* 2 2(2) 2(0) 2(0) 2(2)
dspam_* 10 10(5) 10(5) 10(5) 10(5)
schup_* 3 3(2) 3(1) 3(2) 3(1)
post_* 10 8(3) 8(5) 5(3) 6(3)
ibm_* 20 20(6) 20(14) 19(6) 19(13)

Total 248 155(70) 159(90) 141(67) 141(81)

TAB. 1 – Problèmes industriels

comme étant importante par la stratégie de recherche basée
sur l’activité.

Les résultats expérimentaux montrent que l’intégration
de notre méthode au sein de deux solveursMinisat et
Rsat issus de l’état de l’art de SAT bénéficie particulie-
rement aux problèmes crafted et permet des améliorations
significatives sur plusieurs familles industrielles.

Comme travaux futures, nous envisageons d’étendre
notre approche en visant une subsumption plus exhaustive
des clauses. Une autre voie de recherche consiste à exploi-
ter ce cadre de subsumption pour affiner l’heuristique de
choix de variable. En effet, à chaque fois qu’un littéral est
éliminé, celà signifie qu’on s’est trompé de clause conflit et
que le graphe d’implication doit changer en conséquence
et du même coup l’ensemble des variables à pondérer par
l’heuristique.
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Résumé

Les contraintes globales représentent un outil in-
dispensable dans la résolution et la modélisation de
problèmes combinatoires. Il s’agit d’un concept clé de
la programmation par contraintes qui, par sa généra-
lité, peut s’étendre à d’autres paradigmes. Pourtant,
concevoir, implémenter et maintenir des contraintes
globales sont des exercices difficiles, très liés au sol-
veur sous-jacent dans lequel elles sont implémen-
tées. Cet article vise à jeter les bases de contraintes
prêtes à brancher clairement découplées du solveur
hôte. Ainsi, trois points sont particulièrement étudiés :
comment une contrainte globale est liée à un sol-
veur ? comment rendre indépendantes du solveur les
structures de données internes des contraintes? dans
quelle mesure ce découplage introduit-il un surcoût ?

Abstract

Global constraints represent invaluable modeling
tools for Constraint Programming (CP). They represent
more than ever a key feature for the technology and
even more generally for all search paradigms. Howe-
ver, designing, implementing and maintaining global
constraints is a tedious task, from a practical point
of view, generally strongly related to the solver. In
this context, this paper aims at paving the way for
pluggable constraints that allows a clear separation of
the global constraints from the host solver. For this
purpose, three bolts are studied : (1) How a global
constraint is connected with its host solver ? (2) How
the internal data structures of a global constraint could
be made independent from the related solver ? (3) Is
there a real overhead due to this decoupling?

1 Introduction

La programmation par contraintes est considérée main-
tenant comme une technique de choix pour traiter de pro-
blèmes combinatoires complexes. Par contre, la quête du
Graal décrite par Eugene Freuder il y a quelques années
n’est toujours pas achevée : résoudre un problème avec la

programmation par contraintes n’est toujours pas à la por-
tée d’un seul clic de souris. Choisir le bon solveur, l’in-
tégrer à l’applicatif existant, modéliser proprement et ef-
ficacement le problème, trouver la bonne heuristique de
recherche restent des étapes à la fois nécessaires et réser-
vées à des experts du domaine. Récemment, certaines de
ces étapes sont traitées par l’initiative de Jacob Feldman :
CP inside1. Cette initiative a pour but de rendre la tech-
nologie contraintes disponible aux utilisateurs finaux par
l’intermédiaire d’interfaces communément utilisées dans
des outils commerciaux ou non (comme Microsoft Excel,
Google apps, etc.). La possibilité d’embarquer la technolo-
gie dans des outils grand-public permettra d’introduire les
moteurs décisionnels basés sur les contraintes comme des
composants naturels des applicatifs métiers traditionnels.

Dans cet article, nous voudrions traiter un point im-
portant et orthogonal : la capacité debrancher une
contrainte globale sur différents solveurs. Jusqu’à présent,
les contraintes globales restent un composant-clé des sol-
veurs de contraintes. Elles permettent de traiter efficace-
ment de nombreux problèmes difficiles grâce à leur capa-
cité à encapsuler des sous-problèmes récurrents dans un al-
gorithme de résolution à base de propagation/filtrage. Elle
représentent un des éléments phare de la programmation
par contraintes et plus généralement des techniques de ré-
solution (y compris les stratégies de recherche locale - hy-
brides, les solveurs à base d’explications/nogoods, etc.).
Mais, développer une nouvelle contrainte globale est une
tâche ardue et souvent ingrate. En effet, l’information géné-
ralement manipulée en provenance des variables (via leur
domaine) est généralement trop légère pour développer un
algorithme de filtrage efficace. Ainsi, les contraintes glo-
bales maintiennent généralement une structure de données
interne complexe (on peut se référer au cas des contraintes
sur les graphes pour s’en convaincre) pour implémenter des
algorithmes de filtrage efficaces. Ainsi, la complexité d’im-

1http://4c.ucc.ie/web/posters/CPInsidePoster.
pdf
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plémentation d’une contraintes globale repose générale-
ment sur le maintien efficace de cette structure de données
interne [5, 2]. Aujourd’hui, les contraintes globales sont
liées à un solveur de contraintes donné car elles reposent
généralement sur les structures backtrackables de ce sol-
veur. Ces structures sont utilisées pour le maintien efficace
de propriétés utilisées par les algorithmes de filtrage (les
composantes connexes d’un graphe par exemple) quand le
solveur doit revenir en arrière. Ces structures sont générale-
ment fortes consommatrices de CPU (avec des approches à
base de recalcul) ou de mémoire (pour les approches à base
de trailing ou de recopie) et ne permettent ainsi pas d’ac-
céder aux dernières nouveautés du langage support (par
exemple, dans le cas de Java, lesgenerics). Ainsi, l’intérêt
même de développer une nouvelle contrainte globale peut
être remis en question car reposant sur des technologies dé-
passées.

L’objectif de cet article est de défricher les bases de
ce que pourrait être un cadre général pour une sépara-
tion claire des contraintes globales de leur solveur hôte.
Au delà même, il s’agit aussi de permettre l’utilisation des
contraintes globales dans des paradigmes de recherche plus
génériques : solveur à base d’explications [10] ou tech-
niques de recherche locale [21]. Il ne s’agit, en aucun cas,
d’un nouveau cadre de description des contraintes globales
à l’image de ce que sont, par exemple, les propriétés de
graphes [3] ou les contraintesRangeet Roots [7], mais
bien d’un schéma d’implémentation pour découpler une
contrainte globale du solveur dans lequel elle a été dévelop-
pée (voir la figure 1). Nous nous intéressons à trois points
particuliers :

– comment une contrainte globale est effectivement re-
liée au solveur sous-jacent ?

– comment les structures de données internes d’une
contrainte globale peuvent être rendues indépendantes
du solveur sous-jacent ?

– est-ce que le découplage introduit un sur-coût ?

Un premier pas significatif dans la fourniture d’un tel
cadre général consiste à fournir un squelette général pour
une contrainte indépendante de tout solveur (voir la fi-
gure 1). Ainsi, une contrainteprête à brancherpeut être
définie à l’aide de deux sortes d’objets : un type de donnée
abstrait (TDA) qui décrit la structure de données interne
et des algorithmes de filtrage. Les événements liés aux va-
riables du solveur devant être traités par la contrainte, ils
doivent en êtrecomprispour qu’elle puisse mettre à jour le
TDA et, de manière symétrique, les mises à jour du TDA
doivent être répercutées du côté solveur. Ceci implique que
ces mises à jours soient elles-même converties en événe-
ments sur les variables. C’est le rôle que joue l’interface
présentée dans la figure 1.

Par la suite, nous commençons par décrire le contexte
général de notre travail (section 3). Puis, nous discutons les
différents points clés qui permettent de découpler propre-
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FIG. 1 – Une contrainte globale idéalement découplée de
son solveur hôte.

ment une contrainte de son solveur hôte (section 4). Après
une introduction générale à l’approche (section 4.1), ce
schéma de développement est appliqué à deux contraintes
globales : la contrainteboundAllDiff [13] (section 4.2)
et la contraintetree [1] (section 4.3) ; et ce, dans le
contexte de deux solveurs :Choco (choco.emn.fr) et
Gecode (gecode.org). Alors, nous présentons une éva-
luation de l’utilisation pratique de ce schéma (section 5) en
commençant par la comparison de chacune des contraintes
classiques(boundAllDiff et tree) avec sa version
prête à brancher (section 5.1). Ensuite, nous présentons un
exemple pratique mêlant ces deux contraintes : le problème
de chemin hamiltonien (section 5.2). Enfin, nous terminons
par une discussion générale sur l’avenir de ces contraintes
prêtes à brancher.

2 Préliminaires

La programmation par contraintes (PPC) [12, 14, 20]
est un domaine de recherche dont l’objectif est de four-
nir des outils logiciels déclaratifs et flexibles pour ré-
soudre des problèmes combinatoires. Un problème de sa-
tisfaction de contraintes (CSP) est défini par un ensemble
V = {v1, . . . , vn} de variables (au sens mathématique
du terme), un ensembleD = {dom(v1), . . . , dom(vn)}
de domaines qui représentent l’ensemble fini des valeurs
possibles pour chacune des variables et un ensembleC de
contraintes (relation logique sur un sous-ensemble des va-
riables). Une solution pour un CSP est une affectation des
variables (une valeur pour chaque variable) qui vérifie si-
multanément l’ensemble des contraintes du problème.

L’idée centrale de la programmation par contraintes
est basée sur une technique de propagation-recherche qui
consiste à explorer l’ensemble des affectations possibles
pour les variables d’un CSP. Évidemment, cet espace de
recherche est de taille exponentielle par nature. Ainsi, l’ob-
jectif est de détecter en amont (et donc de retirer) des por-
tions qu’il est inutile d’explorer (car ne contenant aucune
solution) de cet espace (sans évidemment explorer effecti-
vement ces portions). Ceci est réalisé en utilisant des tech-
niques defiltrage (identification et retrait de valeursincon-
sistantesdes domaines des variables en tenant compte des
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contraintes du problème).
Dans ce contexte, lescontraintes globales[6] repré-

sentent un outil indispensable de modélisation et de ré-
solution dans le paradigme. En effet, une contrainte glo-
bale est un ensemble compact d’algorithmes et de solutions
pour des sous-problèmes récurrents dans les CSP. Elles
sont considérées comme des contraintes comme les autres
mais généralement encapsulent un ensemble de contraintes
définies sur un ensemble conséquent de variables.

Les contraintes globales offrent une vue concise et ef-
ficace du sous-problème par lequel elles sont définies.
Elles utilisent de manière active la structure sous-jacente
de ce sous-problème et proposent ainsi des algorithmes
de filtrage particulièrement efficaces. En effet, la connais-
sance explicite embarquée dans cette structure permet une
meilleure propagation (et donc une meilleure recherche
de solution) en évitant de redécouvrir continuellement les
mêmes incohérences (un tel phénomène est généralement
appeléthrashing). Habituellement, les algorithmes mis en
œuvre ont une complexité élevée mais ce surcoût est lar-
gement compensé par le pouvoir de filtrage apporté par la
contrainte.

3 État de l’art

La conception, l’implémentation et la maintenance
d’une contrainte globale est une tâche complexe d’un point
de vue pratique. Aujourd’hui, des outils ou des concepts
sont proposés pour faciliter le processus. Ainsi en est-il
de la dérivation automatique d’algorithmes de filtrage pour
des contraintes globales, des tentatives d’unification des ar-
chitectures de solveurs ou encore des boîtes à outils pour
l’implémentation de contraintes globales (ici dans le cadre
des contraintes sur les graphes). Nous détaillons ces trois
propositions.

La première proposition part du principe que l’implé-
mentation d’une contrainte (globale) devrait être limitée
en utilisant des propriétés de reformulation. Ainsi, les au-
tomates permettent d’exprimer la plupart des contraintes
globales [3] et de produire automatiquement des vérifica-
teurs de contraintes et des algorithmes de filtrage pour les
contraintes [4] grâce à trois (méta) contraintes globales
(regular, cost regular et multi-cost regular).
Mais, toutes les contraintes ne peuvent pas être représen-
tées par des automates et même si une telle représentation
existe, le niveau de consistance atteint pour la génération
automatique est fréquemment significativement plus faible
qu’une approche dédiée. Une autre limitation de l’utilisa-
tion des automates est leur forte consommation mémoire.
En effet, la plupart du temps, la taille de l’automate utilisé
pour dériver un algorithme de filtrage n’est pas polynomial.

La seconde proposition est liée à l’architecture des sol-
veurs. En deux mots, les solveurs de contraintes traitent la
propagation selon l’une des deux philosophies suivantes :

centrée sur les événements (comme dans choco) qui sont
alors au cœur des files de propagation (la variable - et ce
qui lui arrive - est alors au centre du système) ou centrée
sur la propagation (comme dans gecode) où c’est plutôt
la contrainte (ou plus précisément ses propagateurs - algo-
rithmes directionnels de filtrage) qui est la plaque tournante
du système. Une démarche intuitive introduite par [11]
tente de concilier ces deux points de vue : une méthode gé-
nérique (unadvisor) permet d’interfacer de manière sûre
les contraintes et les propagateurs qui lui sont liés. De
cette façon, lesadvisors représentent un moyen élégant
de prendre en compte une propagation incrémentale dans
les solveurs centrés sur la propagation tels que gecode. Ils
peuvent être généralisés pour être considérés comme ou-
tils génériques de propagation dans les solveurs centrés sur
les événements. Ainsi, une certaine souplesse est introduite
dans le processus de propagation.

La troisième proposition est liée est la complexité de
concevoir et d’implémenter des contraintes globales dans
un domaine spécifique. Dans le cas des contraintes sur
les graphes, un cadre générique a été proposé nommé
LS(Graph)) par [8]. Ce cadre générique permet de s’af-
franchir de la complexité de la représentation des structures
internes pour les contraintes sur les graphes. En effet, dans
ce domaine, les structures de données sont clés pour obte-
nir des algorithmes efficaces surtout dans un contexte lié
à la gestion du retour arrière. Plusieurs approches ont été
proposées : une gestionbacktrackablede la structure de
données et le maintien incrémental d’une structure de don-
néesad hoc[16]. On parle alors, dans ce dernier cas, d’une
structure de donnéespleinement dynamique. C’est un pre-
mier pas vers une contrainte globale découplée de son sol-
veur hôte.

Dans la suite de cet article, nous reprenons les deux der-
nières propositions afin de réaliser une séparation claire
entre un solveur et ses contraintes. Plus précisément,
nous montrons comment la notion d’advisor peut per-
mettre d’interface proprement des contraintesprêtes à
brancheravec différents solveurs. En effet, un dévelop-
peur peut, dans ce contexte, spécifier précisément quand
une contrainte doit être propagée selon l’observation des
domaines des variables. Nous montrons aussi la complexité
de rendre générique les structures de données internes des
contraintes globalesprêtes à brancherdans la gestion du
retour arrière.

4 Les contraintes prêtes à brancher
dans la pratique

Passer d’une contrainte dépendante du solveur à une
contrainte prête à brancher nécessite de spécifier comment
la contrainte considérée va interagir avec ledit solveur. Cela
est généralement assez simple. En effet, en pratique, les al-
gorithmes de résolution des contraintes gèrent les réveils
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des contraintes selon les événements qui surviennent dans
le domaine des variables sur lesquelles elles portent (dans
le cadre des solveurs centrés événements), ou d’après des
algorithmes généraux qui réalisent la propagation d’une
manière donnée (pour les autres).

Dans le cadre des contraintes découplées des solveurs,
les modifications dans les domaines des variables depuis
le dernier réveil de la contrainte doivent être détectées et
ensuite, traduites en événements gérables par la structure
de données de la contrainte. De manière symétrique, nous
avons à traduire les informations de filtrage de la contrainte
en événements compréhensibles par le solveur (retraits de
valeur, mise à jour des bornes, etc.) et applicables sur les
domaines des variables qui peuvent être interprétées par
l’algorithme de résolution basé sur les contraintes. Cette
traduction bidirectionnelle des informations est appeléein-
terfacedans la suite. On peut remarquer qu’une interface
peut être vue comme vision d’un niveau plus élevé des
advisorsintroduits par [11], dans le sens où une interface
s’occupe de diriger la stratégie des événements entre les
contraintes et le solveur. Par conséquent, elle décide si une
contrainte doit être propagée ou si le processus peut être
retardé.

La transformation d’une contrainte globale en une
contrainte prête à brancher devient complexe lorsqu’on
considère des contraintes à états explicites. Pour résumer,
unecontrainte à état explicitegère sa propre structure de
données afin de maintenir certaines propriétés qui sont uti-
lisées par l’algorithme de filtrage pour retirer les valeurs in-
consistantes dans les domaines des variables sur lesquelles
la contrainte porte. Plus précisément, une contrainte glo-
bale s’appuie énormément sur les structures de données
backtrackables du solveur hôte utilisé, et, dans le but de la
rendre indépendante du solveur, nous devons gérer le retour
arrière dans la contrainte explicitement. Par exemple, les
contraintes arithmétiques binaires classiques (≤, =, 6=) ne
requièrent pas plus d’information que l’état du domaine de
la variable. A l’opposé, les contraintes globales basées sur
les graphes doivent modéliser une représentation du graphe
dans le but de représenter efficacement et de manière ex-
pressive les propriétés liées (composantes connexes, com-
posantes fortement connexes, nœuds dominants, arbres re-
couvrants, etc).

Dans la suite, nous présentons l’architecture d’un cadre
d’interface pour implémenter des contraintes prêtes a bran-
cher. Ensuite, nous illustrons une telle interface avec les
contraintesboundAllDiff [13], qui est une contrainte
globale simple (dans le sens qu’elle ne fait intervenir au-
cune structure de données interne), ettree [1], qui est
une illustration typique d’une contrainte à état explicite (la
structure de données interne représente un graphe orienté
et des propriétés portant sur ce graphe). Finalement, nous
branchons ces deux contraintes à deux solveurs différents.

4.1 Modèle des contraintes prêtes à brancher

Cette section étudie un modèle générique pour les
contraintes prêtes a brancher. L’architecture est résumée
par la figure 2. Elle est basée sur une décomposition en
trois étapes, largement inspirée par le bien connu pattern
Observerdu génie logiciel orienté objet.

Une Interface de Solveurpropose un ensemble de mé-
thodes pour traduire les événements des variables du sol-
veur en événements génériques gérables par l’interface
dans la contrainte. Plus précisément, le solveur traduit
les événements survenant sur les variables en événements
génériques, et soumet ces événements au gestionnaire.
Par exemple, supposons que le domaine d’une variable a
changé, des valeurs ont été retirées (durant le filtrage ou
l’énumération) ou ont été ajoutées (à cause d’un retour-
arrière), alors un nouvel événement générique est généré
et transmis au gestionnaire d’événements. UneInterface de
Contraintepropose un ensemble de méthodes pour traduire
les événements génériques fournis par le gestionnaire en
événements compréhensibles par les structures de données
internes de la contrainte. Les décisions de retrait (sur la
structure interne) effectuées par les algorithmes de filtrage
sont traduites de manière symétrique en événements géné-
riques et sont renvoyés au gestionnaire. UnGestionnaire
d’événementsqui distribue chaque événement générique.
Il peut être vu comme une structure observable qui notifie
les nouveaux éléments postés dans la queue d’événements
génériques de l’interface de la contrainte prête à brancher
correspondante ou de l’interface du solveur sous-jacent.
Typiquement, si une variable du solveur a été instanciée,
l’interface du solveur construit et poste un nouvel événe-
ment générique dans la queue du gestionnaire. Ensuite, le
gestionnaire notifie l’interface de la contrainte que de nou-
veaux événements sont disponibles. De manière similaire,
si l’algorithme de filtrage change la structure interne de
la contrainte alors, un événement générique est produit et
posté dans la queue du gestionnaire. L’interface du solveur
est alors notifiée qu’un nouvel événement est disponible.
Cependant, on peut remarquer que même si une traduction
d’un événement du solveur en un événement contrainte est
généralement direct, l’opération inverse peut être compli-
quée. Par exemple, dans le cadre des contraintes basées
sur des graphes, les événements haut niveau du solveur
peuvent être des retraits de valeurs dans les domaines des
variables. De tels événements sont interprétés comme un
ensemble de retraits d’arc dans la structure de données mo-
délisant le graphe. De manière similaire, un retour-arrière
consiste en un ajout d’un ensemble de valeurs dans les do-
maines des variables, et est interprété comme l’ajout d’un
ensemble d’arcs dans la structure de données modélisant le
graphe.

Dans la suite, nous ne détaillerons pas l’implémentation
de notre interface générique mais nous détaillerons les dif-
férentes difficultés qui peuvent être rencontrées en fonc-
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FIG. 2 – Interfaçage d’un solveur et d’une contrainteprête
à brancherpar l’intermédiaire du gestionnaire d’événe-
ments.

tion du type de contrainte et des algorithmes de résolution.
Nos expérimentations sont basées sur les solveursChoco
et Gecode. Nous avons décidé volontairement de consi-
dérer deux types de contraintes globales : la contrainte
boundAllDiff qui n’utilise aucune structure de don-
nées internes et la contraintetree dont la structure de
données interne est basée sur une représentation de graphe
qui implique de véritables traductions des événements tou-
chant les domaines en événements liés au graphe.

4.2 Une interface pour une contrainte globale
simple : le cas boundAllDiff

Nous montrons d’abord, que dans le cas des contraintes
globales qui ne requièrent pas de structures de données
backtrackables (c.-à-d., toutes les inférences sur les do-
maines sont faites par un raisonnement direct sur les do-
maines des variables) alors, proposer une version prête à
brancher de ces contraintes est facile. Basé sur l’algorithme
de consistance de bornes introduit dans [13], cette sec-
tion présente une implémentation prête à brancher de la
contrainteboundAllDiff. Nous soulignons que la dif-
ficulté d’implémenter une telle contrainte prête à brancher
est uniquement lié à l’interface avec le solveur.

Soit v1, v2, . . . , vn un ensemble de variables avec les
domaines finisdom(v1), dom(v2), . . . , dom(vn), et des
contraintes de différences deux à deux dont l’ensemble
est notéallDiff(v1, . . . , vn) défini par{(e1, . . . , en) |
∀ei ∈ dom(vi), ei 6= ej for i 6= j}. Il s’agit d’une
contrainte très étudiée. Le premier algorithme de filtrage
pour rendre les domaines consistants a été introduit par Ré-
gin dans [15]. Ici, nous rappelons l’algorithme de filtrage
propageant la consistance aux bornes introduit dans [13].
Afin de fournir des approches de filtrage rapides et pou-
vant s’appliquer à des problèmes de grande taille, plusieurs
algorithmes de filtrage (qui atteignent un niveau de consis-
tance plus faible que la consistance de domaine) ont été
introduits. Le plus rapide est l’algorithme de consistance

aux bornes,boundAllDiff. Intuitivement, au plusn va-
riables peuvent avoir leur domaine inclus dans un intervalle
contenantn valeurs. Dans un intervalle de Hall (un inter-
valleI de taillen, tel qu’il y ait n variables dont le domaine
est contenu dansI), une solution utilisera toutes les valeurs
pour ces variables rendant ses valeurs inutilisables pour les
autres variables. Ainsi, pour maintenir la consistance aux
bornes, nous devons vérifier pour chaque intervalleI qu’il
y a, au moins, autant de valeurs que de variables dont le do-
maine est inclus dansI. Et pour chaque intervalle de Hall
I, nous devons interdire toutes les valeurs deI dans les
autres variables.

Definition 1 (boundAllDiff – consistance)Une
contrainte boundAllDiff, portant sur les variables
(x1, . . . , xn), est consistante aux bornes si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées : (1)
|Di| ≥ 1(i = 1, . . . , n), (2) pour chaque intervalleI :
|KI | ≤ |I|, et (3) pour chaque intervalle de HallI,
{min(xi), max(xi)} ∩ I = ∅ for all xi /∈ KI .

Pour chaque réveil, la contrainteboundAllDiff trie
les variables et initialise plusieurs compteurs, ainsi au-
cune structure de données n’est maintenue entre deux
appels de la procédure de filtrage. Les informations re-
quises par la contrainte est l’ensemble des variables
avec les valeurs maximum et minimum de chaque do-
maine. Alors, pour être capable de brancher la contrainte
boundAllDiff dans différents solveurs, l’interface doit
fournir une vue générique des variables. Ainsi, pour une
contrainteboundAllDiff prête à brancher, le cadre gé-
nérique nécessite l’implémentation de :(1) L’interface du
solveur donne le minimum et le maximum du domaine
de chaque variable et, envoie une vue de ces domaines
au gestionnaire d’événements. Symétriquement, les événe-
ments de la contrainte envoyés par le gestionnaire d’évé-
nements sont traduits en événements de solveur et sont
finalement convertis en modification de domaine des va-
riables. (2) Le gestionnaire d’événements peut être vu
ici comme une fonction bijective qui convertit les évé-
nements solveur en événements contrainte et vice-versa.
(3) L’interface contrainte contient l’algorithme de filtrage
boundAllDiff. Les événements contrainte générés par
l’algorithme de filtrage consistent uniquement en un en-
semble de modifications portant sur les valeurs minimale
et maximale des vues des variables dans la structure de la
contrainte.

La complexité de l’interface dépend des informations
requises par la contrainte et des informations disponibles
dans l’algorithme de recherche. Généralement, les valeurs
maximale et minimale pour une variable sont accessibles
en temps constant, aussi l’interface a une complexité de
O(n). De plus, la structure de données et l’algorithme de
filtrage sont exactement les mêmes dans la version prête à
brancher ou dans la versionad hocde la contrainte.
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4.3 Le cas des contraintes globales à états : la
contrainte tree

Dans le cas de contraintes globales qui reposent sur une
structure de données backtrackable (quelques inférences
ont besoin de détecter de manière répétée un motif ca-
ché dans les domaines des variables) alors, proposer une
version prête à brancher de ces contraintes est plus déli-
cat, et des algorithmespleinement dynamiquessont néces-
saires pour fournir une contrainte indépendante du solveur.
De plus, comme une contrainte prête à brancher n’est pas
dépendante du solveur hôte, un choix plus large de struc-
tures de données est offert. Cette liberté permet de choisir
et d’implémenter la plus efficace. Cette section illustre ce
point avec la contraintetree [1].

La contraintetree est représentée par un graphe orienté
G = (V , E) dans lequel les nœuds représentent les va-
riables,V = {v1, . . . , vn}, les arcs représentent la relation
de succession directe entre eux,dom(vi) = {j | (vi, vj) ∈
E}, et ntree est une variable qui spécifie le nombre
d’arbres dans la forêt (ntree et ntree correspondent res-
pectivement à la valeur minimal et à la valeur maximale
dedom(ntree)). Une contraintetree(ntree,G) spéci-
fie que le graphe orienté associéG devrait être une forêt de
ntree arbres, formellement :

Definition 2 Une ground instancede la contrainte
tree(ntree, VER) est unesolutionsi et seulement si (1)
le graphe orienté associéG est composé dentree compo-
santes connexes, et (2) chaque composante connexe deG
n’a pas de circuit impliquant plus d’un nœud (notons que
chaque composante contient exactement un nœud possé-
dant une boucle et qui correspond à la racine de l’arbre).

Étant donné un graphe orientéG et un ensemble
de de racines potentielles2, le nombre minimal d’arbres
(ntree) pour partitionner le graphe orientéG associé à une
contraintetree est le nombre de puits (c.-à-d. de nœuds
sans arc sortant exceptée la boucle sur lui-même) du graphe
réduit3 deG, et le nombre maximum d’arbres (ntree) pour
partitionner le graphe orientéG est le nombre de racines
potentielles.

Ensuite, nous détaillons l’algorithme de filtrage de la
contraintetree. Lorsque la variablentree doit atteindre
la valeurntree, l’algorithme force, pour chaque racine
potentielle, l’arc boucle (qui représente le fait qu’il s’agit
d’une racine potentielle). Dans le cas oùntree doit at-
teindrentree, l’algorithme retire, pour chaque racine po-
tentielle qui n’appartient pas à une composante fortement

2Une racine potentielled’un graphe orientéG est un nœud qui peut
potentiellement être racine d’un arbre dans une solution satisfaisant la
contraintetree.

3Le graphe réduitGr est dérivé d’une graphe orienté donnéG en asso-
ciant à chaque composante fortement connexe, un nœud deGr et à chaque
arc deG qui connecte différentes composantes fortement connexes, cor-
respond un arc dansGr.

connexe puits deG, la boucle sur lui-même. Finalement,
pour n’importe quelntree la règle principale de filtrage
associée avec la contrainte est basée sur la détection des
noeuds dominantsdu graphe4. Alors, l’algorithme de fil-
trage doit détecter tous les nœuds dej deG tel qu’il existe
un nœudi pour lequelj domine toutes les racines poten-
tielles deG par rapport ài. Les arcs infaisables dansG pour
une contraintetree sont les arcs sortant(j, k), oùj est un
nœud dominant, tel qu’il n’existe pas un chemin dei à une
racine potentielle deG utilisant l’arc(j, k).

Figure 3 décrit le squelette de la contraintetree telle
qu’elle a été implémentée dans le solveurchoco. Ici, les
effets des événements survenant sur les variables du graphe
consistent en plusieurs modifications de la structure du
graphe. Par exemple, si un arc(i, j) est retiré deG (c.-à-
d., j /∈ dom(vi)) alors, ce retrait peut :(1) diminuer le
nombre de racines potentielles, sii = j. Cela mène à une
mise à jour dentree. (2) augmenter le nombre de compo-
santes puits. Cela mémé a une augmentation dentree. (3)
augmenter le nombre de composantes fortement connexes
(cfc) dansG. Cela mène à modifier le graphe réduitGr as-
socié avecG. (4) créer un nouveau nœud dominant dans
G.

Si un retrait de valeur dans une variable (ntree ou une
variable décrivant un nœud du graphe) impliqué dans la
contraintetree mène a un domaine vide il est néces-
saire de revenir dans un état antérieur consistant. Pour ce
faire, il est possible d’utiliser les structures de données
backtrackablesfournies par le solveur de contraintes uti-
liséÈ 5. L’implémentation initiale de la contraintetree
utilisait ces structures de données afin d’enregistrer dyna-
miquement et restaurer les propriétés de graphe comme les
composantes fortement connexes et les nœuds dominants
du graphe orientéG. Ainsi, l’utilisation de ces structures
de données backtrackables dédiées fait que la contrainte
tree initiale est dépendante du solveur.

L’état de l’art classique des algorithmes de graphe
propose plusieurs algorithmes incrémentaux permettant
de maintenir les propriétés de graphe impliquées dans
la contraintetree comme les composantes fortement
connexes et la fermeture transitive [9], ou les nœuds domi-
nants [19]. Deux questions demeurent : est-il vraiment né-
cessaire d’utiliser des structures de données backtrackables
lorsque des algorithmes incrementaux en ajout et en retrait
existent ? Si aucune structure backtrackable n’est utilisée
(c.-à.-d. qu’il n’est pas nécessaire detrailer les modifica-
tions des structures de données utilisées dans la contrainte),

4Étant donné un graphe orientéG, un nœudj domineun nœudk par
rapport à un nœudi si et seulement si n’importe quel chemin dei à k

atteint le nœudj avant le nœudk
5Le solveur Choco propose plusieurs structuresbacktrackablesutili-

sant des entiers, des booléens et des bitsets. Ils sont basés sur une ap-
proche detrailing [18] qui enregistre, pour chaque événement modifiant
la structure de données, les informations nécessaires pour défaire ses ef-
fets.
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Initial awakening of thetree constraint :
– Computentree andntree.
– If there is at least one solution satisfying the constraint then, do propagation related to the constraint :

1. Updatentree according tontree andntree.

2. Propagate according to the dominator nodes ofG.

3. Propagate according to the values ofmax(ntree) andmin(ntree).

Each time an event occurs on a domain variable of thetree constraint do :
– If this event occurs on a domain variable modelingntree then :

1. Updatentree according tontree andntree.

2. Propagate according tomax(ntree) andmin(ntree).

– If this event occurs on a domain variable modeling a node ofG do :

1. Updatentree according tontree andntree.

2. Propagate according to new dominator nodes ofG.

FIG. 3 – Squellete d’implémentation de la contraintetreeau sein dechoco.

quelles sont les relations entre les contraintes et le solveur ?
Le goulot d’étranglement de la complexité de la

contraintetree est lié au fait de maintenir de manière
répétée plusieurs propriétés de graphe (composantes for-
tement connexes – cfc, fermeture transitive, nœud domi-
nant) du graphe orientéG entre deux étapes de recherche.
De manière basique, une nouvelle approche implémentant
une telle contrainte et respectant la séparation des pré-
occupations introduite dans la figure 2, peut être décom-
posée de la manière suivante : premièrement,l’interface
de la contrainteest décomposée en une structure de la
contrainte et en un algorithme de filtrage. Lastructure de
la contrainteest basée sur une structure de données géné-
rique, incrémentale en ajout et en retrait, qui modélise le
graphe orientéG et ses propriétés associées (c.-à.-d., cfc et
la fermeture transitive). Cette partie contient les primitives
permettant de mettre à jour la structure de données en fonc-
tion des retraits et des ajouts d’arcs. Ces primitives, pour ré-
sumer, calculent chaque propriété en ne considérant qu’un
graphe partiel nécessaire6 du graphe d’origineG. L’algo-
rithme de filtrage, basé sur les propriétés maintenues par
le graphe (représenté par la structure de la contrainte), re-
tire les arcs deG qui sont inconsistants avec la contrainte
tree. Deuxièmement,l’interface du solveuret le ges-
tionnaire d’événementsqui assurent une relation bidirec-
tionnelle entre les événements survenant sur le domaine
des variables (c.-à-d. retraits/restaurations des valeurs dans
les domaines) et des événements survenant dans le graphe
orientéG (retrait/ajout d’arcs).

Dans l’implémentation actuelle de la contraintetree
prête à brancher, chaque fois qu’un événement survient
dans le domaine d’une variable, cet événement est d’abord
interprété par l’interface du solveur pour produire un évé-
nement interne. Ensuite, la structure de données interne
est mise à jour avec cet événement interne. Alors, l’algo-
rithme de filtrage dédié à la contraintetree est appliqué
et les événements internes résultants sont traduits en évé-
nements génériques et sont envoyés au gestionnaire d’évé-

6Étant donné un graphe orientéG = (V , E), un graphe partielG′ de
G est défini par(V ′ ⊆ V , {(i, j) ∈ E | i, j ∈ V ′})

nements. Nous pouvons maintenant parler du gestionnaire
d’événements. À partir des domaines des variables impli-
quées dans un CSP, généralement, quatre types d’événe-
ments peuvent être distingués : le retrait de valeurs dans
les domaines, l’instanciation de variables, la mise à jour
d’une borne inférieure et la mise à jour d’une borne su-
périeure. Cependant, les instanciations et les mises à jour
de bornes peuvent facilement être décomposées en un en-
semble de retraits. Ainsi, pour chaque type d’événement
envoyé par l’algorithme de recherche à l’interface du sol-
veur, une traduction de l’événement en un ensemble de re-
traits dans la structure de la contrainte est réalisée. Cepen-
dant, tous les retraits d’arcs ne sont pas gérés de la même
manière par le gestionnaire d’événements. En effet, l’évé-
nement à l’origine de l’ensemble des retraits est considéré
afin d’améliorer l’efficacité des mises à jour de la struc-
ture de la contrainte. Par exemple, un ensemble de retraits
liés a un événement d’instanciation survenant sur une va-
riable entraîne une modification locale dans le voisinage du
nœud correspondant dans le graphe orientéG associé avec
la contrainte. Cette information peut être prise en compte
dans le but de réaliser ces modifications efficacement.

5 Évaluation

Dans cette partie, nous nous proposons d’évaluer le com-
portement des contraintesprêtes à brancher. Toutes les
expérimentations ont été réalisées avecchoco (version
1.2.04) etgecode (version1.3.1) sur un processeur Intel
Xeon cadencé à2.4GHz et possédant1Go de RAM, mais
dont seulement128Mo alloués à la machine virtuelle java.

Cette évaluation est réalisée en deux étapes. La première
(section 5.1), évalue le sur-coût engendré par le décou-
plage. Pour cela, nous nous focalisons sur la contrainte
boundAllDiff dans le contexte desn reines (tableau 1).
Puis, la contraintetree montre la portabilité effective de
sa versionprête à brancherpour les solveursChoco et
Gecode (tableau 2). La deuxième étape (section 5.2), éva-
lue le comportement des contraintesprêtes à brancherdans
un environnement hétérogène (on retrouve à la fois des
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boundAllDiff
nReines

25 50 75 100 150 200
prête à brancher 22 35 1538 2461 5741 14217

ad-hoc 19 35 1531 2435 5711 14006

TAB. 1 – Comparaison des temps de calcul (ms) pour
les versions prête à brancher etad hocde la contrainte
boundAllDiff.

contraintesad hocet des contraintesprêtes à brancherdans
le modèle). Pour cela, nous nous intéressons au problème
de chemin hamiltonien (tableau 3).

5.1 Sur-coût lié à la portabilité

Nous évaluons le sur-coût d’interfaçage des contraintes
boundAllDiff et tree avec deux solveurs de
contraintes :Choco et Gecode. L’interface traduit une
information liée au solveur en des informations géné-
riques. L’implémentation de cette interface dépend du ni-
veau d’information fourni par le solveur.Choco, centré
événement, est capable de fournir aux contraintes les mo-
difications ayant provoqué leur réveil.Gecode, quant à
lui centré propagateur, ne peut fournir cette information.
Pour la contraintetree branchée surChoco, l’interface
présente une complexité temporelle directement liée au
nombre de modifications de domaines réalisées tandis que
pourGecode, l’interface doit passer en revue le domaine
de chaque variable pour identifier les modifications. Dans
le cas deboundAllDiff, l’interface n’a uniquement be-
soin de connaître les valeurs maximale et minimale des do-
maines des variables aussi bien pour l’un que l’autre des
solveurs.

Nous résolvons lesn reines à25, 50, 75, 100, 150
and 200 reines. Le problème est modélisé à l’aide de
3 contraintesboundAllDiff (en version prête à bran-
cher d’une part et en versionad hocd’autre part). Cette
contrainte ne gère aucune structure de données interne,
ainsi le sur-coût pour la version prête à brancher est mini-
mal. Pour 200 reines, le temps passé dans les trois modules
d’interface (une interface par contrainte) ne représente que
1.5% du temps global de calcul (tableau 1).

On peut noter qu’une contrainteprête à brancherpeut-
être utilisée avec n’importe quel problème. Le tableau 2
montre les détails du temps de calcul utilisé par les dif-
férentes composantes de la contraintetree, tant pour
Choco que pourGecode. Pour des graphes d’ordre{25,
50, 75, 100, 150, 200}, et de densité{0.05, 0.2, 0.4, 0.5,
0.6, 0.8, 0.95}, 50 instances d’un problème de partionne-
ment de graphe sont générées (soit au total2100 graphes).
Notons que les deux solveurs utilisent ici la même heuris-
tique de choix de variable. La colonne “Interface” du ta-
bleau 2 montre parfaitement le sur-coût engendré par l’in-
terface dans Gecode. On note aussi ce que le temps passé
dans la contrainte elle-même est le même dans les deux sol-

veurs : c’est ce que montrent les colonnes “Contrainte” et
“Structure”.

5.2 Comportement en pratique

Cette section résume les résultats expérimentaux des
contraintes prêtes à brancher utilisées pour résoudre
un problème de chemin hamiltonien. Cette évaluation
montre l’efficacité des contraintes prêtes à brancher dans
un contexte pratique. Pour cela, le problème de che-
min hamiltonien est modélisé à l’aide des contraintes
boundAllDiff ettree.

L’évaluation est réalisée en observant toutes les combi-
naisons possibles (ad hoc/prête à brancher) des contraintes
tree et boundAllDiff avec le solveur choco. Pour
chaque ordre de graphe dans{25, 50, 75, 100, 150, 200},
et pour des densités{0.10, 0.25, 0.40, 0.50, 0.65, 0.75,
0.90}, 50 instances sont générées (soit globalement2100
graphes). Ici, un timeout de5 minutes a été fixé et une heu-
ristique aléatoire de choix de variable a été utilisée.

Les résultats présentés dans le tableau 3 montrent qu’uti-
liser des contraintes prêtes à brancher n’a pas d’impact
sur l’efficacité, même en cas de combinaison avec des
contraintesad hoc. Même, on peut voir que la version prête
à brancher de la contraintetree est bien meilleure que
la versionad hoc. Ceci est principalement dû à la nature
complètement incrémentale de cette contrainte (aucune
structure backtrackable n’est utilisée). Enfin, la contrainte
boundAllDiffdans sa version prête à brancher est équi-
valente à sa versionad hoc.

6 Discussion

Cet article tente d’identifier les limites du découplage
d’une contrainte globale du solveur sous-jacent. Nous
avons montré dans les paragraphes précédents qu’il n’y a
pas de frein majeur à un tel découplage. En fait, cette ques-
tion revient à lever deux interrogations :

6.1 Est-ce que l’implémentation d’une
contrainte prête à brancher est difficile ?

Les contraintes globales sont généralement implémen-
tées à l’aide des structures dédiées et de l’API d’un solveur
donné. Ces contraintes, le plus souvent, embarquent des
structures de données persistantes utilisées pour mainte-
nir leur propre niveau de consistance pendant la recherche
de solution. En réalité, cette interférence du solveur avec
l’architecture interne de la contrainte est plutôt une limi-
tation pour l’efficacité et l’expressivité d’une implémenta-
tion. Par exemple, les nouveautés proposées par les lan-
gages ne sont pas, la plupart du temps, directement utili-
sables étant donné le temps de latence induit par le solveur
lui-même (par exemple, lesgenericsen Java).
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Ordre du graphe
tempsChoco (ms) tempsGecode (ms)

Interface Contrainte Graphe Interface Contrainte Structure
25 5 10 27 6 10 27
50 5 57 229 24 56 228
75 11 190 863 58 186 879
100 18 440 2287 120 439 2310
150 50 1466 9524 368 1329 9596
200 82 3214 27551 812 3009 27097

TAB. 2 – Temps de calcul pourtree branchée sur les deux solveurs (Choco et Gecode).

Ordre du graphe
contraintetree ad hoc contraintetree à brancher

ad hoc à brancher ad hoc à brancher
boundAllDiff boundAllDiff boundAllDiff boundAllDiff

25 57 58 56 52
50 5529 5577 6224 6235
75 10858 10745 10311 10126
100 19201 19267 14956 14855
150 60683 60612 27271 27380
200 156055 155793 45099 45919

TAB. 3 – Résolution du problème de chemin hamiltonien combinant contraintes ad hoc et prêtes à brancher (ms).

Ainsi, dans le contexte des contraintes prêtes à bran-
cher la question des structures de données internes n’en
est plus une car toute latitude est laissée au développeur.
Par contre, la vraie question est la manière de mettre à jour
la représentation interne de la contrainte face aux événe-
ments fournis par le solveur. Une réponse satisfaisante doit
prendre en compte la complexité du maintien des proprié-
tés maintenues par la représentation interne. Intuitivement,
trois cas peuvent être distingués : dans le premier cas, les
propriétés sont calculées à chaque appel de la contrainte
sans aucun effet mémoire (comme dans la section 4.2).
Ainsi, après chaque modification les propriétés sont recal-
culées et la contrainte peut les exploiter ; dans le deuxième
cas, les propriétés ne peuvent être recalculées de manière
efficace mais il existe des algorithmes complètement in-
crémentaux qui permettent de prendre en compte les mo-
difications (cas de la section 4.3). Dans le cas des proprié-
tés de graphe, par exemple, de nombreux travaux existent
pour prendre en compte dynamiquement des modifications
de structures. Ainsi, [17] propose un algorithme de main-
tien d’un arbre recouvrant de poids minimal devant des
ajouts/retraits d’arêtes ; dans le dernier cas, il est nécessaire
d’embarquer dans la contrainte des mécanismes explicites
de retour arrière (selon diverses méthodes : trailing, copie,
recalcul). Là, il est tout de même nécessaire d’être capable
de savoir depuis la contrainte si un retour arrière a eu lieu
ou non.

6.2 Est-ce que réaliser l’interface pour une
contrainte prête à brancher est difficile ?

Les solveurs manipulent des événements sur les va-
riables décrivant des modifications des domaines : retraits
de valeur(s), mise à jour de borne(s), etc. Ces événements
sont compris et traités par toutes les contraintes portant sur

les variables du solveur. Mais, pour les contraintes prêtes à
brancher, ces événements sont généralement vides de sens
per se. C’est pourquoi l’interface doit les traiter pour trans-
former ces événements du solveur en événements sur les
structures de données internes de la contrainte.

Dans la première approche de découplage, les évé-
nements du solveur peuvent traduit enquelque chose a
changé. Cette information permet de recalculer les proprié-
tés à maintenir.

Dans la seconde approche, les événements du solveur
sont transformés en des mises à jour de la structure de don-
nées interne traitées ensuite par les algorithmes incrémen-
taux fournis par la contrainte. Ces mises à jour dépendent
du type de modifications que sont capables de traiter les al-
gorithmes en question. Par exemple, dans la section 4.3, les
événements du solveur ont été transformés en des retraits
(ou ajouts) d’arêtes dans le graphe de référence.

Enfin dans la dernière approche, les événéments du sol-
veur sont transformés en des événements compris par la
structure backtrackable générique utilisée.

La limite principale au découplage des contraintes glo-
bale n’est pas une question de génie logiciel mais plu-
tôt une question d’interopérabilité des langages de pro-
grammation utilisés pour implémenter les contraintes. Par
exemple, les contraintes de choco sont développées en
Java, celles de Gecode en C++, celles de Comet en Co-
met et les contraintes de Sicstus Prolog en C. Évidem-
ment des outils existent pour traiter ces problématiques.
Par exemple, nous avons utilisé JNI (Java Native Interface)
pour interfacer nos contraintes prêtes à brancher avec Ge-
code (à travers le module Gecode/J). JNI permet à du code
Java tournant sur une machine virtuelle d’appeler et d’être
appelé par d’autres applications écrites dans d’autres lan-
gages de programmation. Les coûts engendrés par une telle
interface supplémentaire sont liés au type d’arguments pas-
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sés entre les différent langages. Mais, en faisant attention,
les applications Java peuvent appeler du code natif de ma-
nière relativement efficace. De plus, le sur-coût de JNI de-
vient négligeable quand le code natif est fort consomma-
teur de cpu.

Dans le cas de notre interface, les paramètres sont des
messages d’événements (sur les variables) ainsi JNI est une
solution envisageable. Par contre, pour une application co-
dée en C, appeler une fonction Java est peu efficace car il
est alors nécessaire d’utiliser des mécanismes réflexifs dans
Java [23]7. Il existe d’autres approches pour assurer l’inter-
opérabilité des langages : communication par TCP/IP ou
par IPC (inter-process communication) par exemple. Les
applications Java en particulier peuvent utiliser les techno-
logies objet distribuées comme l’API IDL8.

7 Conclusion

Cet article s’est proposé d’étudier les liens entre les
contraintes et les solveurs dans lesquels elles sont im-
plémentées pour montrer qu’un découplage est générale-
ment possible. Un tel découplage permet d’utiliser des
contraintes globales complexes (assez difficiles à im-
plémenter) avec différents solveurs. Nous avons montré
qu’une limitation reposait sur la gestion de la mémoire
pour le retour arrière tant sur les domaines des variables
que pour les structures de données internes manipulées par
les contraintes. Nous avons proposé une discussion sur la
manipulation d’une mémoire distribuée pour les structures
de données de chaque contrainte. En particulier, nous avons
montré que dans le cas de la contraintetree et plus géné-
ralement quand des algorithmes complètement incrémen-
taux existent, un tel découplage est efficace.

De plus, pour une contrainte globale donnée, un décou-
plage entre filtrage et structure de données interne est un
point central qui permet une véritable séparation des pré-
occupations (importante d’un point de vue génie logiciel).
En effet, améliorer un algorithme de filtrage est différent
d’améliorer la gestion des structures de données. Mais, on
se rend compte que pour beaucoup de contraintes c’est ce
qui fait la différence (en particulier pour les contraintes sur
les graphes comme la contraintetree). Enfin, nous mon-
trons que le frein principal au découplage des contraintes
globales n’est pas uniquement un problème de génie logi-
ciel mais reste au niveau de l’interopérabilité des langages
de programmation.

Nos travaux futurs concernent la mise à disposition d’un
ensemble de contraintes globales sur les graphes et sur
un ensemble d’interfaces pour gérer efficacement l’inté-
ropérabilité entre langage (avec une focalisation sur Java
et C/C++). Bien sûr, toutes les contraintes d’un système

7http://java.sun.com/docs/books/performance/
1st_edition/html/JPNativeCode.fm.html

8http://java.sun.com/docs/books/jni/html/
intro.html#1811

n’ont pas nécessairement vocation à être découplées (par
exemple, les contraintes arithmétiques ou toute contrainte
ne nécessitant pas le maintien d’un état interne). L’objectif
à long terme de cette réflexion est la promotion de la no-
tion de contrainte globale en dehors du strict cadre de la
programmation par contraintes classique en en proposant
l’utilisation, par exemple, dans des stratégies de recherche
locale ou des solveurs à base d’explications.
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Abstract

Ce papier introduit une contrainte globale associant
une contrainte regular et plusieurs coûts cumulatifs.
Le problème d’optimisation sous-jacent à la contrainte
multicost-regular est NP-difficile mais peut être ré-
duit par une relaxation lagrangienne performante. L’ex-
pressivité et l’efficacité de cette nouvelle contrainte sont
évaluées sur des problèmes de planification de person-
nel basés sur des réglementations du travail réelles.
Les résultats empiriques de la contrainte multicost-

regular surpassent de façon significative les résultats
donnés par un modèle décomposé comprenant d’une
part la contrainte regular et d’autre part la contrainte
global-cardinality.

1 Introduction

L’action simultanée du séquencement et du comp-
tage d’objets intervient dans de nombreux problèmes
de décision combinatoires, et notamment dans les
problèmes de planification d’horaires et de tournées
de véhicules. Lors de sa tournée, un véhicule visite
une suite de lieux en empruntant un chemin dans
le réseau routier. Ce chemin ou circuit est défini se-
lon des critères numériques tels que la distance to-
tale parcourue, le temps nécessaire, ou la capacité
du véhicule. Si un seul attribut numérique est spé-
cifié, trouver un circuit possible revient à résoudre
un problème de plus court/long chemin. Lorsque plu-
sieurs attributs sont renseignés, le problème de plus
court/long chemin sous contraintes de ressources – ou
Resource Constrained Shortest/Longest Path Problem
(RCSPP) –devient NP-complet. Toutes ces conditions
numériques restreignent le nombre de chemins pouvant
correspondre au sein du réseau routier. C’est pourquoi
il est plus efficace de propager l’ensemble de ces cri-

tères pendant la recherche de chemins, plutôt que de
les prendre en compte séparément. Un parallèle peut
être fait avec les problèmes de planification d’horaires.
En effet, planifier le travail d’un employé revient à défi-
nir, sur une plage de temps donnée, une séquence d’ac-
tivités (ou postes) respectant différentes règles, nom-
breuses et variées, comme par exemple : « une nuit
de travail est suivie d’une matinée de repos », un tra-
vail de nuit est payé double, au moins dix jours de
repos par mois, etc. Ainsi, la définition d’un planning
horaire mêle étroitement des critères structurels – les
séquences d’activités autorisées ou interdites – et des
critères numériques – les coûts et les compteurs d’acti-
vités. La modélisation de toutes ces conditions indivi-
duellement est en soi une tâche difficile, pour laquelle
l’expressivité et la flexibilité de la programmation
par contraintes sont reconnues. Les modéliser de ma-
nière efficace est plus difficile encore puisque cela im-
plique de pouvoir raisonner sur l’ensemble des condi-
tions de manière globale. En introduisant la contrainte
globale regular, Pesant [9] proposait une méthode
élégante et efficace pour modéliser et pour résoudre
les contraintes structurelles de séquencement comme
une recherche de chemins dans un graphe acyclique.
Les contraintes d’optimisation soft-regular [14] et
cost-regular [4] étendent cette approche en considé-
rant des bornes sur le coût total (coût de violation ou
coût financier) d’une séquence d’activités. Le problème
sous-jacent consiste alors à calculer les plus courts et
plus longs chemins du graphe acyclique et à les fil-
trer selon ces bornes. La contrainte cost-regular a
été appliquée avec succès, au sein d’une approche de
génération de colonnes basée sur la programmation
par contraintes, pour résoudre des problèmes réels de
planification de personnel [4]. Pourtant, le modèle de
programmation par contraintes utilisé révèle une trop
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faible interaction entre la contrainte cost-regular et
une contrainte externe global-cardinality chargée
de limiter le nombre d’occurrences des activités. En ef-
fet, avec une telle décomposition, le graphe support de
cost-regular conserve de nombreux chemins qui ne
satisfont pas aux contraintes de cardinalité. Dans cet
article, nous poursuivons la généralisation de cette ap-
proche en proposant de traiter plusieurs compteurs ou
attributs de coûts au sein d’une seule contrainte glo-
bale multicost-regular. Celle-ci permet de raison-
ner simultanément sur les critères de séquencement, de
coûts et d’occurrences. Comme évoqué ci-avant, le pro-
blème d’optimisation sous-jacent est un RCSPP et il
reste NP-difficile même quand le graphe est acyclique.
Ainsi, l’algorithme de filtrage que nous proposons at-
teint un niveau de consistance relâché. Celui-ci s’ap-
puie sur une relaxation lagrangienne du RCSPP en
suivant le principe de filtrage par relaxation lagran-
gienne défini par Sellmann [11]. Notre implémentation
de multicost-regular est disponible dans la distribu-
tion du solveur de contraintes open-source CHOCO 1.

Ce papier est organisé de la façon suivante. Dans la
Section 2, la classe des contraintes regular est pré-
sentée et une comparaison théorique entre l’approche
de recherche par chemins de Pesant [9] et l’approche
par décomposition proposée par Beldiceanu et al. [1]
est développée. Nous introduirons alors la nouvelle
contrainte multicost-regular. Dans la Section 3, une
introduction à l’algorithme de filtrage par relaxation
lagrangienne est présentée. Dans la Section 4, une va-
riété de règles de travail standards sont décrites et
l’étude d’une méthode systématique de création d’une
instance multicost-regular à partir d’un ensemble
de ces règles est présentée. Enfin, dans la Section 5,
les résultats de calculs empiriques sur des cas tests de
problèmes de planification de personnel sont comparés.
Ils montrent l’atout significatif de multicost-regular
comparée à un modèle par décomposition avec des
contraintes regular et globalcardinality.

2 Contraintes d’appartenance à un lan-
gage rationnel

Cette section revient sur la définition de la
contrainte regular et les travaux associés puis intro-
duit la contrainte multicost-regular. Tout d’abord,
nous rappelons les notions de base de la théorie des
automates et introduisons les notations qui seront uti-
lisées dans ce papier :

Nous considérons un ensemble non-vide Σ appelé
alphabet. Les éléments de l’ensemble Σ sont appelés
lettres, les séquences de lettres sont appelées mots, et

1http ://choco.emn.fr/

les ensembles de mots sont appelés langages dans Σ.
Un automate Π est un multigraphe orienté (Q,∆) dont
les arcs sont étiquetés par les lettres d’un alphabet Σ,
et où deux sous-ensembles non-vides de noeuds I et
A sont distingués. L’ensemble de noeuds Q est appelé
l’ensemble d’états de Π, I est l’ensemble des états ini-
tiaux, et A est l’ensemble desétats finaux. L’ensemble
non-vide ∆ ⊆ Q×Σ×Q des arcs est appelé l’ensemble
des transitions de Π. Un mot dans Σ est dit accepté
par Π s’il correspond à la séquence d’étiquettes des
arcs d’un chemin depuis un état initial vers un état
final dans Π. L’automate Π est un automate fini déter-
ministe (AFD) si ∆ est fini et s’il possède un unique
état initial (I = {s}) et aucune paire de transitions
partageant la même extrémité initiale et la même éti-
quette. Le langage accepté par un AFD est un langage
rationnel ou régulier.

2.1 Chemins et décomposition : deux approches
pour regular

La contrainte regular a été introduite par
Pesant [9]. Étant donnée une séquence X =
(x1, x2, ..., xn) de variables et un automate fini dé-
terministe Π = (Q,Σ,∆, {s}, A), la contrainte regu-
lar(X,Π) est vérifiée si et seulement si X est un mot
de taille n sur Σ accepté par Π. Par définition, les solu-
tions de regular(X,Π) correspondent une à une aux
chemins de n arcs connectant s à un sommet dans A
dans le multigraphe orienté Π. Soit δi ∈ ∆ l’ensemble
des transitions qui correspondent au i-ème arc d’un
tel chemin, alors une valeur pour xi est cohérente si
et seulement si δi contient une transition étiquetée par
cette valeur.

Incidemment, Pesant [9] et Beldiceanu et al [1] ont
introduit deux approches orthogonales pour assurer la
Consistance d’Arc Généralisée (CAG) de la contrainte
regular (voir la figure 1). L’approche proposée par Pe-
sant [9] est de développer Π comme un AFD acyclique
Πn qui accepte uniquement les mots de longueur n.
Par construction, Πn est un multigraphe à plusieurs
couches avec l’état s dans la couche 0 (la source),
les états finaux A dans la couche n (les puits), et où
l’ensemble des arcs d’une couche quelconque i cöın-
cide avec δi. Une première recherche étendue permet
de maintenir la cohérence entre Πn et les domaines
des variables en retirant les arcs dans δi dont les éti-
quettes ne sont pas dans le domaine de xi, puis en
retirant les noeuds et arcs qui ne sont pas connec-
tés à une source et à un puits. Dans Beldiceanu et
al [1], une contrainte regular est décomposée en n
contraintes ternaires définies en extension et modéli-
sant les ensembles δ1, δ2, . . . , δn. La décomposition in-
troduit des variables d’état q0 ∈ {s}, q1, . . . , qn−1 ∈ Q,
qn ∈ A et des contraintes ternaires de transition
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(qi−1, xi, qi) ∈ δi. Le réseau des contraintes de transi-
tion étant Berge-acyclique, appliquer une consistance
d’arc sur la décomposition permet d’atteindre la CAG
sur regular.

a

1s

b

b

a

automate déployé :

a

s a

a

b

b
s s

111 1

s
b

b
b

as a

modèle décomposé :

(q0, x1, q1) ∈ {(s, a, s), (s, b, 1)},
(q1, x2, q2) ∈ {(s, a, s), (1, a, 1)},
(q2, x3, q3) ∈
{(s, a, s), (1, b, s),//////////////////////(s, b, 1), (1, a, 1)},
(q3, x4, q4) ∈ {(s, b, 1),//////////(1, b, s)}.

Fig. 1 – Soit l’AFD décrit ci-dessus appliqué à X ∈
{a, b}×{a}×{a, b}×{b}. L’automate déployé de regular

est présenté à gauche et le modèle décomposé sur la droite

du schéma. Les transitions en pointillé sont filtrées dans

les deux modèles.

Dans la première approche, un algorithme spécifique
est défini pour maintenir l’ensemble des chemins sup-
port, tandis que la seconde approche permet de laisser
le solveur propager les contraintes de transitions. Ces
deux approches de filtrage sont orthogonales mais, se-
lon la propagation du second modèle, elles peuvent
procéder de manière rigoureusement identique.

Assumons, sans perte de généralité, que Σ est
l’union de domaines variables, alors l’exécution ini-
tiale de l’algorithme de Pesant pour la construction
de Πn est réalisé en O(n|∆|) en temps et en espace
(avec ∆ ≤ |Q||Σ| si Π est un AFD). Le filtrage incré-
mental procède par un parcours avant/arrière de Πn

et possède cette même complexité de pire cas. En réa-
lité, la complexité de l’algorithme dépend plus de la
taille ∆n| de l’automate déployé Πn que de la taille
|∆| de l’automate spécifié Π. Notons par exemple que
lorsque l’automate spécifié Π accepte uniquement des
mots de taille n alors il est déjà déployé (Π = Πn) et la
première exécution de l’algorithme est en O(|∆|). En
pratique, de même que dans nos tests (Section 5), Πn

peut même être nettement plus petit que Π. Cela signi-
fie que de nombreux états finaux dans Π ne peuvent
pas être atteints en exactement n transitions. Le fil-
trage s’effectue alors en O(|∆n|) avec ici |∆n| � n|∆|.
regular est une contrainte très expressive. Elle est

utile pour modéliser les séquencements acceptés (mo-
tifs), contraintes fréquentes dans les problèmes de pla-
nification. Elle permet aussi de reformuler d’autres
contraintes globales [1] ou encore de modéliser des
contraintes définies en extension. Une autre applica-
tion de regular est de modéliser une contrainte glis-
sante : Récemment, Bessière et al. [2] ont introduit la
méta-contrainte slide. Dans sa forme la plus géné-

rale, slide prend comme arguments une matrice de
variables Y de taille n× p et une contrainte C d’arité
pk avec k ≤ n. slide(Y,C) est satisfaite si et seule-
ment si C(y1

i+1, . . . , y
p
i+1, . . . , y

1
i+k, . . . , y

p
i+k) est satis-

faite pour tout 0 ≤ i ≤ n − k. En utilisant la dé-
composition proposée dans [1], regular(X,Π) peut
être reformulée comme slide([Q,X], C∆), avec Q la
séquence de variables d’état et C∆ la contrainte de
transition C∆(q, x, q′, x′) ≡ (q, x, q′) ∈ ∆. Inverse-
ment [2], une contrainte slide peut être reformulée
comme une contrainte regular mais cela nécessite
d’énumérer tous les n-uplets valides de C. Cette refor-
mulation peut cependant s’avérer utile dans le cadre de
la planification (notamment en car-scheduling) pour
modéliser une contrainte de cardinalité glissante, aussi
connue sous le nom de sequence. De puissants algo-
rithmes spécialisés existent pour cette contrainte (voir
e.g. [7]). L’avantage de la reformulation est qu’elle
permet d’intégrer l’automate résultant avec d’autres
règles de motifs comme nous le montrerons dans la
Section 4. Enfin, notons l’existence de travaux liés
aux contraintes dans les grammaires à contexte non-
contraint (voir e.g. [6]) bien que les langages rationnels
soient généralement suffisants dans le cadre de la pla-
nification de personnel.

2.2 Bornes de coûts et cardinalités

Les problèmes de planification de personnel sont en
général définis comme des problèmes d’optimisation.
La plupart du temps, le critère à optimiser est un coût
cumulatif, c’est à dire la somme des coûts associés à
chacune des activités d’un travailleur. Un tel coût peut
avoir différentes significations : il peut représenter un
coût financier, une préférence, ou un compteur d’ac-
tions. Ainsi, concevoir un emploi du temps valide pour
un travailleur consiste à définir une séquence d’activi-
tés respectant des motifs donnés et dont le coût est
borné. Cela peut être spécifié à l’aide d’une contrainte
cost-regular [4]. Soit c = (cia)i∈[1..n]×a∈Σ une ma-
trice de coûts des activités et z ∈ [z, z] une variable
bornée (z, z ∈ R), cost-regular(X, z,Π, c) est satis-
faite si et seulement si regular(X,Π) est satisfaite
et

∑n
i=1 cixi = z. On notera que la contrainte knap-

sack [13] est un cas spécial. À moins que P = NP , la
CAG de la contrainte knapsack ne peut être assurée
au mieux qu’en temps pseudo-polynomial (polynomial
en les valeurs des bornes de z). Par conséquent, assurer
la CAG de cost-regular est NP-difficile.

La définition de cost-regular révèle une décom-
position naturelle en une contrainte regular reliée à
une contrainte knapsack. En réalité, cette décompo-
sition est équivalente à celle proposée par Beldiceanu
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et al. [1] lorsque l’on s’intéresse à un coût cumulatif2 :
des variables de coûts ki sont associées aux variables
d’état qi, avec k0 = 0 et kn = z, et plusieurs fonctions
arithmétiques et contraintes element modélisent les
knapsack et les contraintes de transition. Cette formu-
lation peut être ré-écrite comme slide([Q,X,K], Cc

∆),
avec Cc

∆(qi−1, xi−1, ki−1, qi, xi, ki) ≡ (qi−1, xi−1, qi) ∈
∆ ∧ ki = ki−1 + cixi . En fonction de la taille des do-
maines des variables de coûts, la CAG peut être as-
surée sur knapsack dans un temps raisonnable. Ce-
pendant, comme l’hypergraphe des contraintes du mo-
dèle décomposé n’est plus Berge-acyclique mais α-
acyclic, on doit assurer la consistance deux-à-deux des
variables partagées – une paire (qi, ki) d’état et va-
riable de coût – par les contraintes de transition afin
d’atteindre la CAG du modèle complet. Une option
similaire proposée pour slide [2] est d’assurer l’AC
sur l’encodage dual de l’hypergraphe des contraintes
Cc

∆, mais là-aussi cela nécessite d’expliciter tous les
n-uplets supports, rendant son utilisation non fonc-
tionnelle.

L’algorithme de filtrage présenté dans [4] pour
cost-regular est une légère adaptation3 de l’algo-
rithme de Pesant pour regular. Il s’appuie sur le cal-
cul de plus court et plus long chemins dans le graphe
déployé Πn évalué par les coûts des transitions. À
chaque noeud (i, q) d’une couche i de Πn sont associés
deux variables de coûts bornées k−iq et k+

iq, modélisant
les longueurs des chemins, respectivement depuis la
couche 0 jusqu’à la couche (i, q) et depuis (i, q) jusqu’à
la couche n. Les variables de coûts peuvent être initiali-
sée de façon triviale pendant la construction de Πn : k−iq
dans le sens avant et k+

iq dans le sens arrière. Les bornes
de la variable z sont alors réduites selon la condition
z ⊆ k+

0s. Inversement, un arc ((i − 1, q), a, (i, q′)) ∈ δi
peut être retiré dès que :

k−(i−1)q + cia + k+
iq′ > z or k−(i−1)q + cia + k+

iq′ > z.

Comme le graphe Πn est acyclique, surveiller les va-
riables de coût, c’est à dire les plus court et plus long
chemins, peut être réalisé par l’algorithme de parcours
avec la même complexité O(|∆n|) que pour maintenir
la connexité du graphe dans regular.

Comme évoqué précédemment, cet algorithme at-
teint un niveau hybride de consistance sur cost-
regular. En fait, il assure pour le modèle décom-
posé une consistance entre les variables d’état et les
bornes de la variable de coût associée selon la rela-

2Le modèle dans [1] peut traiter non seulement les sommes
mais aussi diverses fonctions arithmétiques de coûts, mais aucun
exemple de cette utilisation n’est donnée.

3Auparavant, l’algorithme était appliqué partiellement –
uniquement pour la minimisation – au cas spécial soft-

regular[hamming] dans [1] et dans [14].

tion qi = (i, q) ⇐⇒ ki = k−iq. L’algorithme sup-
plante donc le modèle décomposé knapsack∧regular
quand seule la consistance aux bornes est appliquée
sur les variables de coûts. Sinon, si l’AC est assurée sur
knapsack alors les deux approches sont incomparables,
comme nous le montrent les deux exemples présentés
en Figures 2 et 3.

3s

1

2

a [1]

b [0]

a [1]

[0,1]b [0]

x1 ∈ {//a, b},
x2 ∈ {//a, b},
z ∈ [0, 1].

(q0, x1, q1, j1) ∈
{(s, a, 1, 1), (s, b, 2, 2)},
element(k1, j1, (k0 + 1, k0)),
(q1, x2, q2, j2) ∈
{(1, a, 3, 1), (2, b, 3, 2)},
element(z, j2, (k1 + 1, k1)),
q0 ∈ {s}, q1 ∈ {1, 2}, q2 ∈ {3},
k0 ∈ {0}, k1 ∈ {0, 1},
x1 ∈ {a, b}, x2 ∈ {a, b}, z ∈ {0, 1}.

Fig. 2 – Soit l’AFD représenté avec les coûts entre cro-

chets appliqué à X = (x1, x2) ∈ {a, b}×{a, b} et z ∈ [0, 1].

L’algorithme cost-regular (sur la gauche) filtre les arcs

en pointillé et atteint ainsi la CAG. L’arc-consistance sur

le modèle décomposé (sur la droite) n’atteint pas la consis-

tance globale.

s [2,2]
a [0]

b [2]b [2]

c [1]

a [0]

21

x1 ∈ {a, b, c},
x2 ∈ {a, b},
z ∈ [2, 2].

(x1, j1) ∈ {(a, 1),///////(c, 2), (b, 3)},
element(k1, j1, (k0,/////////k0 + 1, k0 +
2)),
(x2, j2) ∈ {(a, 1), (b, 2)},
element(z, j2, (k1, k1 + 2)),
k0 ∈ {0}, k1 ∈ {0,//1, 2},
x1 ∈ {a, b,/c}, x2 ∈ {a, b}, z ∈
{2}.

Fig. 3 – Soit maintenant l’AFD représenté ci-dessus appli-

qué à X = (x1, x2) ∈ {a, b, c} × {a, b} et z ∈ [2, 2]. Assurer

l’AC sur le modèle décomposé (sur la droite) atteint la

CAG. L’algorithme cost-regular (sur la gauche) n’atteint

pas la CAG puisque les chemins minimum et maximum

traversant l’arc x1 = c sont consistants avec les bornes de

z.

2.3 La contrainte multicost-regular

Une généralisation naturelle de cost-regular est de
traiter plus d’un coût cumulatif : soit un vecteur Z =
(z0, ..., zR) de variables bornées et c = (cria)r∈[0..R]

i∈[1..n],a∈Σ

une matrice de coûts associés aux activités, muticost-
regular(X,Z,Π, c) est satisfaite si et seulement si re-
gular(X,Π) est satisfaite et

∑n
i=1 c

r
ixi

= zr pour tout
0 ≤ r ≤ R. Une telle généralisation trouve son in-
térêt dans le cadre de la planification de personnel.
En effet, outre le coût financier et les restrictions liées
aux motifs, l’emploi du temps individuel est en général
assujetti à une contrainte global-cardinality limi-
tant le nombre d’occurrences de chaque valeur dans la
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séquence. Ces bornes peuvent réduire drastiquement
l’ensemble des solutions valides et donc le graphe sup-
port de la contrainte regular. Ainsi, traiter les coûts
au sein de la contrainte regular permet également
de réduire la taille du graphe support. Puisqu’il s’agit
ici d’une généralisation de la contrainte cost-regular
ou de la contrainte global-sequencing [10], nous ne
pouvons pas espérer atteindre la CAG en un temps
polynomial. Le modèle de Beldiceanu et al [1] – ou la
contrainte slide – s’intéresse également à la prise en
compte de plusieurs coûts, mais encore une fois le trai-
tement proposé consiste à décomposer une contrainte
regular en une conjonction de contraintes en exten-
sion liées à une contrainte knapsack pour chaque coût.

Ainsi, nous proposons d’exploiter la structure du
graphe support Πn pour avoir une bonne propagation
relaxée de muticost-regular. Les problèmes d’opti-
misation sous-jacent à cost-regular étaient des pro-
blèmes de plus court et plus long chemins dans Πn. Les
problèmes d’optimisation sous-jacent à multicost-
regular sont les Resource Constrained Shortest and
Longest Path Problems (RCSPP and RCLPP) dans
Πn. Le RCSPP (resp. RCLPP) a pour but de trou-
ver le plus court (resp. plus long) chemin entre une
source et un puits dans un graphe orienté multi-valué,
de telle sorte que les quantités de ressources accumu-
lées sur les arcs ne dépassent pas certaines limites.
Même pour des graphes acycliques, ce problème est
connu pour être NP-difficile[5]. Deux approches sont
le plus souvent utilisées pour résoudre RCSPP [5] :
la programmation dynamique et la relaxation lagran-
gienne. Les méthodes basées sur la programmation dy-
namique étendent les algorithmes usuels de plus court
chemin par enregistrement des coûts sur chaque di-
mension à chaque noeud du graphe. De même que
dans cost-regular, cela peut aisément être adapté
pour le filtrage en convertissant ces étiquettes de coûts
en variables de coûts mais la mémoire nécessaire pour
l’algorithme serait trop importante. Au lieu de cela
nous avons investigué l’approche par relaxation lagran-
gienne, qui peut aussi être aisément adaptée au filtrage
par l’algorithme cost-regular sans augmenter de ma-
nière drastique les besoins en mémoire.

3 Filtrage basé sur la relaxation lagran-
gienne

Sellmann [11] a établi le principe de l’utilisation
de la relaxation lagrangienne d’un programme linéaire
pour filtrer des contraintes d’optimisation. Nous ap-
pliquons ce principe au RCSPP/RCLPP pour le fil-
trage de multicost-regular. L’algorithme résultant
est un simple procédé itératif dans lequel le filtrage est
pris en charge par cost-regular dans Πn pour diffé-

rentes fonctions de coûts agrégés. Dans cette section,
nous présentons le modèle usuel de relaxation lagran-
gienne pour le RCSPP, ainsi que la méthode de ré-
solution du dual lagrangien basée sur l’algorithme du
sous-gradient. Enfin nous montrons comment l’adap-
ter pour le filtrage de multicost-regular.

Relaxation lagrangienne du RCSPP. On considère
un graphe orienté G = (V,E) muni d’un nœud source
s et d’un nœud puits t, et un ensemble de ressources
R1, ...,RR. Pour tout 1 ≤ r ≤ R, zr (resp. zr) dénote
la consommation maximum (resp. minimum4) de la
ressource R∇ sur un chemin de s à t dans G, et crij
est la consommation de la ressource R∇ sur tout arc
(i, j) ∈ E. Le RCSPP se modélise par le programme
linéaire en nombres binaires suivant :

min
X

(i,j)∈E

cijxij s.t. (1)

zr ≤
X

(i,j)∈E

cr
ijxij ≤ zr ∀r ∈ [1..R] (2)

X
j∈V

xij −
X
j∈V

xji =

8<:
1 if i = s,
−1 if i = t,

0 otherwise.
∀i ∈ V (3)

xij ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ E. (4)

Dans ce modèle, une variable de décision xij indique
si l’arc (i, j) appartient à un chemin solution. Les
contraintes (2) sont les contraintes de ressources et les
contraintes (3) sont les contraintes de chemin.

Le principe de la relaxation lagrangienne repose sur
le transfert de contraintes dites difficiles dans la fonc-
tion objectif où elles sont ajoutées avec un coût de
violation u ≥ 0 appelé multiplicateur lagrangien. Le
programme linéaire résultant, appelé sous-problème la-
grangien de paramètre u est une relaxation du pro-
blème original. Résoudre le dual lagrangien consiste
à trouver les multiplicateurs u ≥ 0 qui fournissent la
meilleur relaxation, c.à.d. la plus grande borne infé-
rieure possible.

Les contraintes difficiles du RCSPP sont les 2R
contraintes de ressources (2). En effet, la suppression
de ces contraintes produit un problème de plus court
chemin qui se résout en temps polynomial. Soit P
l’ensemble des solutions x ∈ {0, 1}E satisfaisant les
contraintes (3) : P est l’ensemble des chemins de s à
t dans G. Le sous problème lagrangien de paramètre
u = (u−, u+) ∈ R2R

+ s’écrit :

SP (u) : f(u) = min
x∈P

cx+
R∑

r=1

ur
+(crx−zr)−

R∑
r=1

ur
−(crx−zr)

4Dans la définition originale du RCSPP, il n’y a pas de borne
inférieure sur la capacité : zr
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Une solution optimale xu pour SP (u) correspond ainsi
à tout plus court chemin dans le graphe G(u) =
(V,E, c(u)) défini par :

c(u) = c+
R∑

r=1

(ur
+ − ur

−)cr (5)

et son coût est égal à :

f(u) = c(u)xu + κu, (6)

avec κu =
n∑

r=1

(ur
−z

r − ur
+z

r).

Résoudre le dual lagrangien. Le dual lagrangien
consiste à trouver la meilleur borne inférieure f(u),
c.à.d. à maximiser la fonction concave linéaire par mor-
ceaux f :

LD : fLD = max
u∈R2R

+

f(u) (7)

Plusieurs algorithmes permettent de résoudre le dual
lagrangien. Nous nous sommes intéressés ici à l’algo-
rithme du sous-gradient [12] pour sa simplicité d’uti-
lisation et parce qu’il ne nécessite pas l’utilisation
d’un solveur linéaire. L’algorithme du sous-gradient
résout de manière itérative, pour différentes valeurs
de u, le sous-problème SP (u). À chaque itération,
le vecteur u est mis à jour suivant la direction d’un
super-gradient Γ de f avec un pas de longueur µ :
up+1 = max{up + µpΓ(up), 0}. Il existe plusieurs ma-
nières de choisir la longueur de pas afin de garan-
tir la convergence vers fLD de l’algorithme du sous-
gradient (voir par ex. [3]). Notre implémentation re-
pose sur une longueur de pas standard µp = µ0ε

p

avec µ0 et ε < 1 « suffisamment » grands (nous avons
choisi empiriquement µ0 = 10 et ε = 0.8). Le super-
gradient Γ(u) est calculé à partir de la solution opti-
male xu ∈ P retournée par la résolution de SP (u) :
Γ(u) = ((crxu − zr)r∈[1..R], (zr − crxu)r∈[1..R]).

De la relaxation lagrangienne au filtrage. Comme
montré dans [11], si une valeur est inconsistante dans
au moins un des sous-problèmes lagrangiens, alors elle
l’est également pour le problème original. C’est la clé
du filtrage par relaxation lagrangienne.

Théorème 1. (i) Soit P un programme linéaire de
valeur minimale f∗ ≤ +∞, soit z ≤ +∞ une borne
supérieure de f∗, et soit SP (u) un sous-problème la-
grangien de P de valeur minimale f(u) ≤ +∞. Si
f(u) > z alors f∗ > z.
(ii) Soit x une variable de P et v une valeur de son
domaine. Soit Px=v (resp. SP (u)x=v) la restriction de
P (resp. SP (u)) à l’ensemble des solutions telles que
x = v, et soit f∗x=v ≤ +∞ (resp. f(u)x=v ≤ +∞) sa
valeur minimale. Si f(u)x=v > z alors f∗x=v > z.

Démonstration. La proposition (i) du Théorème 1 est
triviale car, SP (u) étant une relaxation de P , f(u) ≤
f∗. La proposition (ii) se déduit de (i) et du fait
qu’ajouter une contrainte x = v à P puis appliquer
une relaxation lagrangienne ou appliquer la relaxation
lagrangienne à P puis ajouter la contrainte x = v pro-
duit la même formulation.

On établit la relation entre une instance de
muticost-regular(X,Z,Π, c), avec |Z| = R + 1, et
deux instances du RCSPP et du RCLPP comme suit :
On sélectionne une variable de coût, par exemple z0,
et on crée R ressources, une par variables de coûts
restantes. Le graphe considéré est G = (Πn, c

0). Une
solution réalisable du RCSPP (resp. RCLPP) est un
chemin dans Πn depuis la source (dans la couche 0)
vers un puits (dans la couche n) dont la consomma-
tion pour chaque ressource 1 ≤ r ≤ R est au moins
zr et au plus zr. De plus, nous voulons limiter par
une borne supérieure z0 la valeur minimale du RCSPP
(resp. une borne inférieure z0 la valeur maximale du
RCLPP). Les arcs de Πn coincident avec les variables
binaires du modèle linéaire de ces deux instances.

Intéressons nous à un sous-problème lagrangien
SP (u) du RCSPP (l’approche est symétrique pour
le RCLPP). Une légère modification de l’algorithme
de cost-regular permet de résoudre SP (u), mais
aussi de filtrer des arcs de Πn selon le Théorème 1 et
de mettre à jour la borne inférieure z0. L’algorithme
considère d’abord c0(u), défini par l’équation (5),
comme valuation du graphe Πn. Puis il calcule pour
chaque noeud (i, q), le plus court chemin k−iq depuis la

couche 0 et le plus court chemin k+
iq vers la couche n.

On obtient la valeur optimale f(u) = k+
0s+κu. Comme

il s’agit d’une borne inférieure pour z0, on peut éven-
tuellement mettre à jour z0 = max{f(u), z0}. Les arcs
sont ensuite à nouveau parcourus, afin de filter tout arc
((i−1, q), a, (i, q′)) ∈ δi tel que k−(i−1)q+c0(u)ia+k+

iq′ >

z0 − κu.
L’algorithme de filtrage complet de multicost-

regular procède comme suit : u est initialisé à 0,
l’algorithme du sous-gradient guide le choix des sous-
problèmes lagrangiens auxquels est appliqué l’algo-
rithme de filtrage décrit ci-dessus. Dans nos expéri-
mentations, le nombre d’itérations de l’algorithme du
sous-gradient est limité à 20 (il termine le plus sou-
vent en 5 ou 6 itérations). On résout d’abord le pro-
blème de minimisation (RCSPP) puis celui de maximi-
sation (RCLPP). Enfin, l’algorithme original de cost-
regular est utilisé sur chaque variable de coûts de
manière indépendante afin de réduire leurs bornes (Il
peut également filtrer certains arcs, même si cela n’est
jamais arrivé au cours de nos tests).
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4 Modéliser des problèmes de planifica-
tion de personnel

Dans cette section, nous montrons comment modéli-
ser les principales règles métiers qui apparaissent dans
les problèmes de planification de personnel (Personnel
Scheduling Problem ou PSP) à l’aide d’une seule ins-
tance de multicost-regular. Nous démontrons ainsi
la simplicité d’utilisation d’un tel modèle en automa-
tisant la modélisation de PSP.

4.1 Réglementations standards

Dans un PSP, il existe plusieurs types de règles mé-
tiers. Ces dernières peuvent être regroupées en catégo-
ries : les motifs rationnels, les contraintes de cardinalité
et les contraintes glissantes.

Afin d’illustrer ces catégories, considérons une plani-
fication sur 7 jours de 3 types d’activités à affecter par
jour : nuit (N), jour (D) ou repos (R). Une planification
s’écrit par exemple : R R D D N R D

Les motifs rationnels sont modélisables directement
par un AFD. Par exemple, la règle « une période de
nuit est suivie par un repos » se représente par l’auto-
mate 4 (A). Une règle peut être définie aussi bien par
un motif interdit ou obligatoire. Dans le premier cas,
il suffira de construire l’automate complémentaire.

Les règles de cardinalité permettent de borner le
nombre d’occurrences d’une ou plusieurs activités pen-
dant une période donnée. De telles règles peuvent
se modéliser à l’aide d’un automate ou d’un comp-
teur. L’AFD de la Figure 4 (B) représente la règle
« au moins 1 et au plus 3 journées chaque semaine ».
Cependant, avec cette formulation, on s’aperçoit que
l’état initial a été dupliqué 3 fois afin de représenter le
nombre maximum de transitions D acceptables. Cela
peut devenir problématique lorsque le nombre maxi-
mum d’occurrences augmente. Dans ce cas, il est plus
approprié d’utiliser un compteur, ainsi il suffit de créer
une nouvelle variable de coûts zr ∈ [1, 3] avec cria = 1
si a = D et cria = 0 sinon. Plus généralement, il se
peut que l’on veuille contraindre la cardinalité d’un
motif. On peut également le gérer à l’aide d’un coût
en isolant le motif dans l’automate décrivant les em-
plois du temps valides, puis d’ajouter un coût de 1 à
la transition menant à ce motif.

Les contraintes glissantes peuvent également être
modélisées par un AFD grâce à la reformulation pro-
posée par Bessière et al. [2]. Cependant, la séquence
glissante ne doit pas être trop longue car la reformula-

tion impose de décrire tous les n-uplets réalisables de
la contrainte glissante.

s

R, D

R

N
1

(A) Exemple de motif
rationnel

3

R, N

s
D

R, N R, N

D D

R, N

1 2

(B) Exemple de règle de
cardinalité.

Fig. 4 – Exemples de différentes règles métiers sous
forme d’automates.

4.2 Génération systématique de multicost-
regular

Un formalisme basé sur un schéma XML et permet-
tant de décrire des instances de PSP a été proposée
dans [8]. Nous avons développé un framework capable
d’interpréter ces fichiers XML afin de générer auto-
matiquement un modèle PPC basé sur multicost-
regular. Tout d’abord nous associons une catégorie
de règles métier à chaque balise XML. Ainsi, nous pou-
vons pour chaque règle générer soit l’automate soit le
compteur correspondant selon la catégorie à laquelle
elle appartient. Par exemple, le motif interdit « pas de
travail de jour après une nuit » sera défini dans le fi-
chier XML ainsi :

<Pattern weight="1350"><Shift>N</Shift>
<Shift>D</Shift></Pattern>

Il sera automatiquement traduit en une expression ra-
tionnelle équivalente (D|N |R) ∗ ND(D|N |R)∗. Nous
utilisons une librairie java spécialisée pour la manipu-
lation des automates5 afin de créer les AFD à par-
tir des expressions rationnelles et de pouvoir par la
suite les manipuler. Les fonctions complément, inter-
section et minimisation sont utilisées pour produire
un AFD unique. Une fois cet automate construit,
les règles qui produisent des compteurs sont trai-
tées. Une instance de multicost-regular est géné-
rée pour chaque employé. Les dernières contraintes
intégrées au modèle CSP sont les contraintes trans-
versales. Par exemple, les demandes d’activités pour
chaque jour sont représentées par une contrainte glo-
bale de cardinalité gcc. Notons que nous ne sommes
pas capables de gérer les coûts de violation d’une règle
dans multicost-regular. De plus, nous ne savons
pas transformer de manière automatique un AFD afin
d’intégrer des règles de cardinalité sur des motifs.

4.3 Deux cas de planification de personnel

Nous avons d’abord étudié un problème appelé
GPost [8]. Ce PSP consiste à construire un emploi du

5http ://www.brics.dk/automaton/
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temps valide de 28 jours pour 8 personnes. Chaque
jour, un employé doit être affecté à une activité de
jour (D), de nuit (N) ou de repos (R). Chaque employé
est lié à un contrat (temps plein ou partiel) défini par
un ensemble de règles. Les règles de motifs rationnels
identifiées sont : « Un repos doit durer au moins deux
jours », « Les WE consécutifs travaillés sont limités »
et « Certaines successions de périodes sont interdites ».
En utilisant notre méthode de modélisation automa-
tique, nous construisons un AFD pour chaque type
de contrat. Les contraintes de cardinalités identifiées :
« Au plus n jours travaillés par mois », « Le nombre
d’occurences de certains types d’activité est limité »
et « Le nombre de jours travaillés par semaine est li-
mité ». Les besoins d’activités journalières ainsi que les
disponibilités des employés sont aussi définies et mo-
délisées. Le coût de violation des règles a été ignoré,
de même que la première règle de motif afin d’éviter
l’irréalisabilité du problème.

Notre deuxième étude porte sur l’ensemble des pro-
blèmes de référence générés par Demassey et al. [4]. Les
règles métiers sont issues d’un problème de planifica-
tion de personnel réel. L’objectif est ici de construire
un emploi du temps constitué de 96 périodes de 15 mi-
nutes pour une seule personne. On fait correspondre à
chaque période soit une activité travaillée, une pause,
un repas ou du repos. Chaque affectation possède son
propre coût. On cherche à trouver l’emploi du temps
de coût minimum respectant toutes les règles métiers,
des motifs rationnels : « Une activité dure au moins
une heure », « Changer d’activité nécessite une pause
ou un repas », « Pause, repas et repos ne peuvent être
consécutifs », « Les repos doivent être placés en début
et en fin de journée », et « une pause dure 15 minutes ».
ainsi que des contraintes de cardinalité : « Au moins
1 et au plus 2 pauses par jour », « Au moins un repas
par jour » et « Entre 3 et 8 heures d’activité par jour ».
À ces règles métiers s’ajoute l’interdiction de faire cer-
tains couples période-activité. Des contraintes unaires
permettent de les modéliser.

5 Expérimentations

Nos expérimentations ont été effectuées sur Intel
Core 2 Duo 2Ghz avec 2048Mo de RAM sous OS X.
Les deux PSP présentés ont été résolus en utilisant la
librairie de contraintes en java CHOCO. L’heuristique
de sélection de valeurs par défaut, min value, a été
appliquée.

5.1 À propos de la taille de l’automate

Comme vu dans la section 2.1, la complexité de l’al-
gorithme de filtrage de regular dépend de la taille

Contract Count
P

AFD Π Avant Πn

Fulltime
# Nodes 5782 682 411 230
# Arcs 40402 4768 1191 400

Parttime
# Nodes 4401 385 791 421
# Arcs 30729 2689 2280 681

Tab. 1 – Illustration de la réduction des graphes avant
résolution.

du graphe déployé, égale dans le pire des cas au pro-
duit du nombre de variables par la taille de l’auto-
mate. Si un tel algorithme peut sembler inapplicable
en théorie sur des automates de trop grandes tailles,
nos résultats expérimentaux mettent deux choses en
évidence. Tout d’abord, les opérations utilisées pour
construire automatiquement un AFD à partir de plu-
sieurs règles tendent à générer un automate déjà par-
tiellement déployé (suite aux intersections) et à ré-
duire le nombre d’états redondants dans les différentes
couches (suite à la minimisation). Grâce à cela, le
graphe déployé généré pendant la première phase d’ini-
tialisation de la contrainte peut être largement plus
petit que l’automate passé en paramètre Π. Aussi, la
seconde phase d’initialisation réduit considérablement
encore le graphe déployé Πn car de nombreux états
finaux ne peuvent pas être atteints en exactement n
transitions. Le Tableau 1 donne le nombre de noeuds et
d’arcs dans les différents automates construits lors de
la construction d’une contrainte multicost-regular
pour le problème GPost avec, dans l’ordre : la somme
des tailles des AFD générés pour chacune des règles, la
taille de l’AFD Π après intersection et minimisation,
l’AFD déployé après les deux phases d’initialisation de
la contrainte (phase Avant, puis phase Arrière Πn).

5.2 Comparaisons expérimentales

Dans la section précédente, nous avons vu la faci-
lité de modélisation offerte par multicost-regular.
Néanmoins, il n’y aurait pas d’intérêt à définir une telle
contrainte si la rapidité de résolution était impactée.
Nous avons donc comparé notre algorithme avec un
modèle décomposé, liant une contrainte regular (ou
cost-regular pour l’optimisation) à une contrainte
global-cardinality (gcc).

Les résultats expérimentaux de l’instance GPost
sont présentés dans le Tableau 2. Le modèle pour ce
problème est composé de 8 multicost-regular (ou
8 regular et gcc) – une par personne – et de 28
gcc transversales – une par période. Deux variantes
de l’instance sont considérées : la première (resp. se-
conde) ligne du tableau correspond au problème sans
(resp. avec) la contrainte glissante limitant le nombre
de week-ends consécutifs travaillés. Nous avons testé
plusieurs heuristiques de choix de variables. Choisir les
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multicost-regular regular ∧ gcc

WE ? Time (s) # Fails Time (s) # Fails

no 1.94 24 12.6 68035

yes 16.0 1576 449.2 2867381

Tab. 2 – Résultats du problème GPost

variables correspondant à une même période d’abord
donne les meilleurs résultats. Cette heuristique per-
met au solveur de contraintes de traiter plus efficace-
ment les gcc transversales. Les deux modèles mènent
aux mêmes solutions. En fait, le temps moyen passé
pour chaque noeud est beaucoup plus important avec
multicost-regular. Cependant grâce à un filtrage
plus efficace, la taille de l’arbre de recherche et le temps
global de résolution pour trouver une solution réali-
sable sont considérablement réduits.

Notre deuxième jeux de tests évalue le comporte-
ment de la contrainte multicost-regular (MCR) par
rapport à cost-regular∧gcc (CR) lorsque l’on aug-
mente la taille du graphe. Les tests sont effectués sur
le problème d’optimisation défini dans la Section 4.3.
Les modèles ne contiennent pas d’autre contrainte, ce-
pendant, le modèle décomposé CR nécessite l’utilisa-
tion de variables de channeling supplémentaires. L’en-
semble de tests présenté dans le Tableau 3 compte 110
instances. Le nombre n d’activités varie entre 1 et 50.
La taille de l’automate (4n+ 7 états et 10n+ 5 transi-
tions) varie ainsi de 11 à 207 états et de 15 à 505 transi-
tions. Les coûts d’affectation ont été générés aléatoire-
ment. Plusieurs heuristiques de choix de variables ont
été testées et la meilleure pour chaque modèle a été re-
tenue. Les résultats du modèle CR sont plus sensibles
au choix de l’heuristique que le modèle MCR.

Le première partie du Tableau 3 montre que le mo-
dèle MCR permet de résoudre toutes les instances (Co-
lonne #) en moins de 15 secondes pour les plus dif-
ficiles (Colonne t). Le nombre moyen de backtracks
(Colonne bt) reste stable et bas lorsque n augmente.
Le modèle CR est en revanche beaucoup plus sensible
à l’augmentation de n comme le montre la seconde
partie du tableau. En effet, la taille du graphe aug-
mentant, celui-ci contient de plus en plus de chemins
violant les contraintes de cardinalité. Ces chemins ne
sont pas supprimés par le filtrage résultant du mo-
dèle décomposé CR. En tout, 40 instances de plus de
8 activités n’ont pas été résolues en moins de 30 mi-
nutes (Colonne #). Sur ces instances, l’optimum est
atteint (mais non prouvé) dans seulement 4 cas et la
déviation moyenne de la meilleure solution trouvée à
l’optimum est de 4, 7%. Si on ne s’intéresse qu’aux ins-
tances résolues, le temps de résolution (t) et le nombre
de backtracks (bt) sont toujours beaucoup plus élevés
avec le modèle décomposé CR.

MCR model CR model
n # t bt # t bt

1 10 0.6 49 10 1.1 292
2 10 0.8 54 10 2.4 539
4 10 1.5 65 10 13.5 1638
6 10 1.6 44 10 53.6 4283
8 10 2.1 51 9 209.2 5132

10 10 2.4 58 7 283.5 6965
15 10 3.8 59 6 283.9 4026
20 10 4.9 49 6 311.8 4135
30 10 6.9 51 1 313.0 4303
40 10 13.4 68 0 - -
50 10 14.4 51 1 486.0 1406

Tab. 3 – Résultats des problèmes d’optimisation

6 Conclusion

Dans ce papier, nous introduisons la contrainte glo-
bale multicost-regular et proposons une implémen-
tation simple d’un filtrage basé sur une relaxation la-
grangienne. Les expérimentations sur des problèmes
de planification de personnel montrent son efficacité et
son extensibilité par rapport aux modèles décomposés
utilisés habituellement pour décrire des règles métiers.
De plus, nous explorons une méthode systématique
pour construire des instances de multicost-regular
à partir d’un ensemble de règles métiers. Nous cher-
cherons par la suite à créer un outil automatisé lié au
solveur de contraintes CHOCO capable de modéliser
et de résoudre une grande variété de problèmes d’em-
ploi du temps.
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Université Lille-Nord de France, Artois, F-62307 Lens
CRIL, F-62307 Lens

CNRS UMR 8188, F-62307 Lens
{condotta,kaci,marquis,schwind}@cril.fr

Résumé

La représentation et le raisonnement sur le temps et
l’espace est une problématique importante pour de nom-
breuses applications de l’intelligence artificielle : la com-
préhension du langage naturel, la navigation de robots,
etc. Ces trentes dernières années de nombreux forma-
lismes dits qualitatifs ont été proposés dans le but de re-
présenter un ensemble d’entités spatiales ou temporelles
et leur relations. Nous nous intéressons dans cet article
au problème de la fusion de réseaux de contraintes qua-
litatives (RCQ en abrégé). Nous décrivons un algorithme
de fusion qui construit un RCQ représentant une vision
globale de l’ensemble des RCQ, éventuellement conflic-
tuels, donnés en entrée. Cet algorithme est générique car
il est indépendant du formalisme qualitatif dans lequel
sont définis les RCQ. En comparaison avec une précé-
dente approche pour la fusion de RCQ, la méthode que
nous proposons est plus efficace puisqu’elle est basée sur
une fusion locale des contraintes portant sur les mêmes
variables (sans considérer dans un premier temps leurs
interactions avec les autres contraintes). Nous définis-
sons plusieurs opérateurs de fusion de contraintes de telle
sorte que le RCQ construit résultant possède certaines
propriétés d’un point de vue logique. Nous montrons en
outre comment rendre le processus de fusion traitable en
imposant certaines restrictions.

Abstract

Representing space and time and reasoning about
them are important issues for many AI applications.
In the past three decades numerous qualitative forma-
lisms have been proposed for this purpose. In this paper
the problem of merging qualitative constraints networks
(QCNs) is addressed. We point out a merging algorithm
which computes a QCN representing a global view of
the input set of (possibly conflicting) QCNs. This algo-
rithm is generic in the sense that it does not depend on
a specific qualitative formalism. Compared to previous

approaches to QCNs merging, the efficiency of our me-
thod comes from the fact that it first merges locally the
constraints of the input QCNs bearing on the same pairs
of variables (without considering in this first step their in-
teractions with the other constraints). We define several
constraint merging operators in a way to ensure that the
induced QCNs merging operator satisfies some expected
properties from a logical standpoint. We also point out
some restrictions which make the corresponding QCNs
merging operators tractable.

1 Introduction

La représentation et le raisonnement sur des enti-
tés spatiales ou temporelles représente une tâche im-
portante dans de nombreux domaines de l’Intelligence
Artificielle. [2, 8, 7]. Ces 30 dernières années de nom-
breux formalismes qualitatifs ont été développés pour
représenter un ensemble d’entités spatiales ou tempo-
relles et leur relations. Dans le domaine spatial, les
relations utilisées peuvent être de type topologiques
[15] (lorsque les entités considérées représentent des
régions de points) ou basées sur une relation d’ordre
[12]. Dans le domaine temporel, les relations d’Allen
[1] permettent de représenter différentes relations de
précédence entre des intervalles de la droite des ra-
tionnels. Plus récemment des formalismes basés sur
les relations d’Allen ont été proposés [4, 3], ainsi que
des combinaisons de formalismes qualitatifs [6].

La plupart de ces formalismes utilisent des réseaux
de contraintes qualitatives (RCQ) pour représenter un
ensemble d’entités spatiales ou temporelles et leurs po-
sitions relatives.

Dans certaines applications, en particulier de type
multi-agents, l’information spatiale ou temporelle pro-
vient de différentes sources, c’est-à-dire que chaque
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source fournit un RCQ représentant ses connaissances
sur l’ensemble des configurations d’un même ensemble
d’entités. En raison de la multiplicité des sources, les
RCQ fournis sont généralement conflictuels. Il faut
alors mettre en œuvre un processus de fusion pour ré-
soudre les conflits. Par exemple, considérons l’exemple
suivant. Trois cours communs (Bases de données, Pro-
log et Algorithmique) sont prévus pour un groupe
d’étudiants. Ces derniers ont la possiblité d’exprimer
leur préférences sur la planification de ces cours. Sup-
posons qu’un premier étudiant veuille suivre Bases de
données avant Prolog, et Prolog avant Algorithmique,
et qu’un autre étudiant préfère acquérir des notions
d’Algorithmique avant de suivre le cours Bases de
données. Clairement aucun planning ne peut satisfaire
pleinement tous les étudiants, et nous devons trouver
un compromis cohérent pour résoudre les conflits.

Ces quinze dernières années de nombreux opérateurs
de fusion ont été définis et étudiés dans le cadre de la
logique propositionnelle [16, 9]. Une adaptation directe
de certains de ces travaux pour la fusion de RCQ a été
proposée dans [5]. Elle consiste à définir un opérateur
de fusion qui prend en entrée un ensemble fini de RCQ
représentant l’information fournie par les différentes
sources, et retourne comme résultat un ensemble co-
hérent d’informations spatiales ou temporelles repré-
sentant une vision globale de ces RCQ. En revanche
il n’existe pas d’implémentation pratique de cette ap-
proche en raison sa complexité importante.

Dans cet article nous présentons une méthode ef-
ficace pour la fusion de RCQ. Cette nouvelle mé-
thode consiste à fusionner localement les contraintes
des RCQ portant sur les mêmes paires de variables,
en exploitant les opérateurs de fusion propositionnelle
basés sur des calculs de distance [9]. Nous définissons
une procédure de fusion de RCQ de manière à obtenir
comme résultat de la fusion un RCQ cohérent.

La suite de cet article est organisée comme suit : le
paragraphe suivant présente les définitions et notations
utilisées à propos des formalismes spatio-temporels, et
en particulier à propos des RCQ. Dans le paragraphe 3
nous introduisons au travers d’un exemple le problème
de la fusion d’un ensemble de RCQ conflictuels. Nous
décrivons dans le paragraphe 4 notre nouvelle méthode
de fusion de RCQ, exploitant un opérateur de fusion
local sur les contraintes basé sur un calcul de distances.
Dans le paragraphe 5, nous montrons comment amé-
liorer l’algorithme de fusion en imposant certaines res-
trictions. Enfin nous concluons dans le dernier para-
graphe en présentant quelques perspectives pour des
travaux futurs.
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Figure 1 – L’ensemble Bint des 13 relations de base
de l’algèbre des intervalles.

2 Rappels sur les algèbres qualitatives et
les RCQ

Une algèbre qualitative considère un ensemble fini
B de relations binaires appelées relations de base sur
un domaine D. Chacune des relations de base de B
représente une situation qualitative particulière entre
deux entités prenant leur valeurs dans D. Ces relations
sont supposées complètes et mutuellement exclusives,
autrement dit deux éléments de D satisfont une et une
seule relation de base de B. 2B dénote l’ensemble de
tous les sous-ensembles de B. Les éléments de 2B sont
appelés relations. Une relation R ∈ 2B représente l’en-
semble de relations de base possibles entre deux élé-
ments de D. L’une des relations de base est la relation
identité, notée eq. Chacune des relations de base r de
B est associée à une relation inverse r−1 ∈ B telle que
∀X, Y ∈ D, XrY ssi Y r−1X.

Par exemple, la figure 1 décrit l’ensemble Bint des
13 relations de base de l’algèbre d’Allen (ou algèbre
des intervalles) pouvant être satisfaites entre deux in-
tervalles de la droite des rationnels. Nous avons Bint =
{eq, b, bi, m, mi, o, oi, s, si, d, di, f, fi}.

Un réseau de contraintes qualitatives (RCQ en
abrégé) est utilisé pour représenter un ensemble de
configurations qualitatives possibles entre des enti-
tés. Etant donné un ensemble de relations de base
B, un RCQ N défini sur 2B est une paire (V, C) où
V = {v1, . . . , vn} est un ensemble de variables repré-
sentant les entités spatiales ou temporelles considérées,
et C est une application qui associe à chaque paire de
variables (vi, vj) une relation de 2B. C(vi, vj) est égale-
ment appelée contrainte. Nous préférerons la notation
Cij plutôt que C(vi, vj) par souci de concision. Pour
tout vi, vj ∈ V , Cji = {r | r−1 ∈ Cij} et Cii = {eq}.

Nous introduisons maintenant quelques définitions
sur les RCQ. Soit B un ensemble de relations de base
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et N = (V,C) un RCQ défini sur 2B. Une instanciation
cohérente de N sur V ′ ⊆ V est une application α de
V ′ dans D telle que α(vi) Cij α(vj), pour tout vi, vj ∈
V ′. N est dit cohérent ssi il existe une instanciation
cohérente de N sur V . Un sous-réseau de N est un
RCQ N ′ = (V, C ′) où C ′ij ⊆ Cij pour tout vi, vj ∈ V .
Un scénario cohérent de N est un sous-réseau cohérent
de N dans lequel chaque contrainte est composée d’une
et une seule relation de base de B (une telle contrainte
est alors appelée contrainte atomique).

[N ] représente l’ensemble des scénarios cohérents de
N . Nous notons NV

ALL le RCQ (V,C) tel que pour tout
vi, vj ∈ V , Cij = B si vi 6= vj et Cij = {eq} sinon.

3 Fusion de RCQ

Etant donné un ensemble de relations de base B,
nous considérons un ensemble N = {N1, . . . , Nm} de
RCQ définis sur 2B et sur un ensemble commun de
variables V = {v1, . . . , vn}.

Exemple 1. Considérons les trois RCQ définis sur
2Bint et sur V = {v1, v2, v3, v4}, schématisés sur la fi-
gure 2. Nous utlisons les conventions suivantes pour
la représentation schématique d’un RCQ : pour tout
vi, vj, nous ne représentons ni les contraintes Cii =
{eq}, ni les contraintes Cji si Cij est représentée,
puisque Cji = {r | r−1 ∈ Cij}. Enfin lorsqu’un RCQ
ne fournit aucune information entre deux variables
(par exemple, la paire (v2, v3) pour le RCQ N1), la
contrainte associée correspond implicitement à l’en-
semble B et elle n’est pas représentée.

{eq}

{s, eq} {m, o, fi}

{bi}

{b}{oi}{eq, oi, mi}{o, fi}{b}

{b, m}
v1 v2

v3 v4 v3 v4

v1

v3 v4

v2v1 v2

N1 N2 N3

Figure 2 – Trois RCQ à fusionner.

Notre but est d’obtenir un ensemble cohérent d’in-
formations représentant de manière globale l’ensemble
des RCQ de N . La manière la plus naturelle de
répondre à ce but est de prendre comme résul-
tat l’ensemble de tous les scénarios cohérents admis
par chacun des RCQ de N , c’est-à-dire l’ensemble⋂

Ni∈N [Ni]. Cependant cet ensemble peut être vide.
En effet, considérons l’exemple ci-dessus. Chacun des
scénarios appartenant à l’ensemble [N1] admet une des
relations de base de {b,m} entre les variables v1 et v2,
et chacun des scénarios de [N2] admet une des rela-
tions de base de {s, eq} entre ces mêmes variables. Il

n’existe pas de scénario cohérent commun à [N1] et
[N2], et donc

⋂
Ni∈N [Ni] = ∅.

Condotta et al. [5] ont proposé une méthode parci-
monieuse pour la fusion de RCQ, qui retourne en ré-
sultat un ensemble non vide de scénarios cohérents les
plus proches (en termes de distance) de l’ensemble N .
Dans cette approche, l’algorithme de fusion nécessite
le calcul de distances à propos de tous les scénarios
cohérents possibles sur V , donc appartenant à l’en-
semble [NV

ALL]. En outre l’ensemble de scénarios cohé-
rents résultants peut être de taille exponentielle. Ces
deux critères rendent cette approche difficile à mettre
en œuvre.

Nous décrivons dans cet article une approche pra-
tique pour la fusion de RCQ. Cette approche fu-
sionne indépendamment les contraintes portant sur les
mêmes variables. Notre méthode est basée sur l’algo-
rithme suivant. Pour chaque paire de variables (vi, vj)
nous appliquons un opérateur de fusion sur l’ensemble
de toutes les contraintes des RCQ entre vi et vj .
Nous obtenons alors une nouvelle contrainte corres-
pondant à l’ensemble des relations de base de B re-
présentant une information globale pour la contrainte
entre vi et vj . Nous obtenons un nouvel ensemble de
contraintes C, chacune représentant une vision globale
des contraintes correspondantes de chaque RCQ à fu-
sionner. Nous définissons alors le résultat de la fusion
comme étant le RCQ Nres = (V, C).

4 Un nouvel algorithme pour la fusion de
RCQ

4.1 Fusion de contraintes

Rappelons que notre but est de fusionner un en-
semble de RCQ N = {N1, . . . , Nm} définis sur 2B

et sur le même ensemble de variables V . L’approche
consiste à fusionner indépendamment les contraintes
pour chaque paire de variables (vi, vj) de V en utili-
sant un opérateur de fusion ϑ pour les relations de 2B.
Par conséquent notre approche nécessite la définition
d’un opérateur de fusion de contraintes ϑ.

Définition 1 (opérateur de fusion de
contraintes). Soit µ ∈ 2B une relation appelée
relation d’intégrité. ϑ est un opérateur qui associe
à une relation d’intégrité µ et un multi-ensemble de
relations de 2B noté R, une relation de 2B notée R. ϑ
est un opérateur de fusion de contraintes s’il satisfait
au moins les propriétés suivantes, ∀µ ∈ 2B,∀R
ensemble de relations de 2B :

(a) ϑ(µ,R) ⊆ µ,
(b) si µ 6= ∅, alors ϑ(µ,R) 6= ∅,
(c) si µ∩⋂

R∈RR 6= ∅, alors ϑ(µ,R) = µ∩⋂
R∈RR.
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La propriété (a) assure que le résultat de la fu-
sion est une relation dont les relations de base appar-
tiennent à la relation d’intégrité µ. La propriété (b)
garantit que si µ n’est pas la relation vide alors le résul-
tat de la fusion n’est pas la relation vide. La propriété
(c) exige que ϑ(µ,R) soit l’ensemble des relations de
base appartenant à µ et à chacune des relations de R,
si cet ensemble n’est pas vide.

Soit N un ensemble de RCQ définis sur 2B et V .
Notons V 2

< l’ensemble {(vi, vj) ∈ V × V | i < j}. Pour
chaque paire de variables (vi, vj) de V 2

<, nous désignons
par Cij l’ensemble des contraintes des RCQ de N por-
tant sur la paire de variable (vi, vj). L’algorithme 1
décrit la construction par morceaux du RCQ résultat
Nres = (V, C).

Algorithme 1 : Fusion par morceaux d’un en-
semble de RCQ
Entrée : un ensemble N de RCQ définis sur 2B

et V ,
un opérateur de fusion de contraintes ϑ
début1

Nres = (V, C);2

µ = B;3

pour tout (vi, vj) ∈ V 2
< faire4

Cij = ϑ(µ, Cij);5

fin faire6

retourner Nres;7

fin8

Nous pouvons observer que pour tout ensemble Cij

à fusionner nous n’imposons aucune restriction sur µ,
le sur-ensemble du résultat devant être renvoyé par
l’opérateur ϑ (cf. ligne 3 de l’algorithme). Ceci est dû
au fait que nous ne considérons pas les dépendances
entre les contraintes résultantes du RCQ Nres pour
l’instant.

Notons que puisque nous obtenons en résultat un
RCQ, la complexité spatiale de cette méthode, linéaire
en la taille de l’entrée, est beaucoup plus intéressante
que celle proposée dans [5], dans laquelle le résultat
renvoyé est de taille exponentielle. Sa complexité
temporelle dépend toutefois de la construction de ϑ.

Pour définir un opérateur de fusion de contraintes
ϑ au sens de la définition 1, nous exploitons les tra-
vaux effectués dans [9] pour la fusion d’opérateurs
de fusion de bases propositionnelles basés sur un cal-
cul de distances. Le principal ingrédient utilisé dans
de tels opérateurs de fusion est une « distance », ce
qui permet d’obtenir comme résultat un ensemble de
connaissances les plus « proches » de l’ensemble à fu-
sionner. Dans le cadre de la logique propositionnelle,
étant donné un ensemble K de bases de croyances pro-

positionnelles à fusionner et une formule proposition-
nelle IC (pour contrainte d’intégrité), le résultat de
la fusion correspond à l’ensemble des modèles de IC
qui sont les plus proches (en termes de distance) de
l’ensemble K.

Dans le même esprit, étant donné un ensemble
R = {R1, . . . , Rp} de relations de 2B et une relation
µ ⊆ B représentant une relation d’intégrité, on peut
définir un opérateur de fusion de contraintes en trois
étapes.

Tout d’abord, on calcule une distance locale entre
chacune des relations de base de µ et chaque relation
Ri ∈ R, i ∈ {1, . . . , p}. La distance entre une relation
de base r1 ∈ µ et une relation R est la distance mini-
male entre r1 et chacune des relations de base de R.
Formellement,

d(r1, R) =
{

min{dr(r1, r2) | r2 ∈ R} si R 6= ∅
0 sinon.

Nous devons donc disposer d’une distance locale entre
relations de base de B.

Définition 2 (distance entre relations de base).
Une distance dr entre deux relations de base de B est
une pseudo-distance, c’est-à-dire une application de
B × B dans R+ telle que ∀r1, r2 ∈ B,





dr(r1, r2) = dr(r2, r1)
dr(r1, r2) = 0 ssi r1 = r2

dr(r1, r2) = dr(r−1
1 , r−1

2 ),

où r−1
1 (resp. r−1

2 ) est la relation inverse de r1

(resp. r2).

Par exemple, pour la distance drastique, la distance
entre deux relations de base est égale à 1 si elles sont
différentes, 0 sinon.

Dans le but de définir une distance locale dr plus
pertinente, il est important de rappeler qu’une algèbre
qualitative incorpore un concept de voisinage entre re-
lations de base. Ce voisinage est usuellement repré-
senté par un treillis sur l’ensemble des relations de base
de B. Pour de nombreux formalismes qualitatifs un tel
treillis existe [11, 12]. Ce treillis permet alors de dé-
terminer un graphe de voisinage conceptuel entre rela-
tions de base. La figure 3 schématise le graphe de voisi-
nage entre les relations de base de Bint, correspondant
au diagramme de Hasse du treillis des intervalles [11].
La distance de voisinage conceptuel entre relations de
base [5] exploite ce graphe et est définie comme suit :

Définition 3 (distance de voisinage conceptuel).
Soit GB le diagramme de Hasse du treillis sur B. La
distance de voisinage conceptuel entre deux relations
de base r et r′, notée dv(r, r′) est la longueur de la
châıne la plus courte dans GB reliant r à r′.
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Figure 3 – Le graphe de voisinage conceptuel de l’al-
gèbre des intervalles.

Par exemple, pour des relations de base de Bint,
on obtient dv(di, f) = 3 puisque (di, fi, eq, f) est
l’une des châınes les plus courtes entre di et f dans le
graphe de voisinage associé (cf. Figure 3).

La deuxième étape consiste à agréger les distances
locales calculées à l’étape précédente afin d’obtenir une
distance globale entre une relation de base r et l’en-
semble R, en utilisant une fonction d’agrégation.

Définition 4 (fonction d’agrégation). Une fonc-
tion d’agrégation est une application ⊗ qui essocie à
un ensemble de nombres réels positifs un nombre réel
positif, et qui satisfait les propriétés suivantes :

- si x1 ≤ x′1, . . . , xn ≤ x′n, alors ⊗(x1, . . . , xn) ≤
⊗(x′1, . . . , x

′
n) (monotonie)

- si x1 = . . . = xn = 0, alors ⊗(x1, . . . , xn) = 0
(minimalité)

Nous considérons une propriété supplémentaire pour
une fonction d’agrégation ⊗ :

Définition 5 (minimalité forte). Une fonction
d’agrégation ⊗ satisfait le postulat de minimalité forte
ssi

si ⊗ (x1, . . . , xn) = 0, alors x1 = . . . = xn = 0.

Plusieurs fonctions d’agrégation ont été étudiés dans
la littérature [13, 16]. Par exemple, la fonction de ma-
jorité

∑
[13] qui effectue la somme de ses arguments

favorise le point de vue de la majorité des sources. La
fonction d’arbitrage MAX [16] qui retourne quant à
elle l’argument de valeur maximale sera plus appro-
priée si l’on désire minimiser l’insatisfaction maximale
sur l’ensemble des sources par rapport au résultat.
Etant donné une fonction d’agrégation, on calcule la
distance globale d⊗ entre une relation de base r et
l’ensembleR. Cette distance globale est définie comme
suit :

d⊗(r,R) = ⊗{d(r,R) | R ∈ R}.

Enfin, le résultat de la fusion, noté ϑdr,⊗(µ,R), est
le sous-ensemble des relations de base de µ les plus
« proches » de l’ensemble R. Formellement,

ϑdr,⊗(µ,R) = {r ∈ µ | @r′ ∈ µ : d⊗(r′,R) < d⊗(r,R)}.
Proposition 1. Si ⊗ est une fonction d’agrégation
vérifiant le postulat de minimalité forte, alors ϑdr,⊗

est un opérateur de fusion de contraintes, au sens de
la définition 1.

Nous donnons les preuves de quelques propositions
en annexe.

Remarquons que les fonctions d’agrégation
∑

et
MAX satisfont le postulat de minimalité forte. Il en
résulte que ϑdr,

∑
et ϑdr,MAX sont des opérateurs de

fusion de contraintes, au sens de la définition 1.

Exemple 1 (suite). Considérons de nouveau les
trois RCQ de l’exemple (cf. Figure 2). Soit C12 =
{{b,m}, {s, eq}, {m, o, fi}} l’ensemble des contraintes
des RCQ portant sur la paire de variables (v1, v2), et
soit µ = B. Pour chaque relation de base r ∈ µ on cal-
cule une distance locale entre r et chaque relation de
C12. Par exemple, en utilisant la distance de voisinage
conceptuel entre relations de base, la distance locale
entre la relation de base b et la relation {m, o, fi} est
donnée par

d(b, {m, o, fi}) = min{dv(b,m), dv(b, o), dv(b, fi)}
= min{1, 2, 3} = 1.

En utilisant la fonction d’agrégation ⊗ =
∑

, on
obtient

d∑(d(b, {b,m}), d(b, {s, eq}), d(b, {m, o, fi})) = 4.

Le résultat de la fusion ϑdv,
∑

(µ, C12) correspond aux
relations de base de µ les plus proches de l’ensemble des
relations de C12, c’est-à-dire l’ensemble {m, o}.

Evaluons maintenant la complexité de calcul de
ϑdr,⊗(µ,R). Notons |E| le nombre d’éléments d’un en-
semble fini E. f(⊗, |R|), respectivement f(dr) corres-
pond au nombre maximum d’étapes du calcul de ⊗
sur ses |R| arguments, repectivement dr. Comme dr

est une distance entre relations de base d’un ensemble
donné B, on a f(dr) ∈ O(1). La distance d entre une
relation de base et une relation se calcule alors éga-
lement en temps constant, puisque |R| est borné par
une constante. Donc le calcul de ϑdr,⊗(µ,R) s’effec-
tue en α · f(⊗, |R|) étapes de calcul pour une cer-
taine constante α. En outre, la plupart des fonctions
d’agrégation « usuelles » sont calculables en temps po-
lynomial, et donc dans ce cas la fusion de contraintes
s’effectue en temps polynomial. Par exemple, si ⊗ ∈
{∑,MAX}, on a f(⊗, |R|) ∈ O(|R|). Dans ce cas
ϑdr,⊗(µ,R) est calculable en temps O(|R|).
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Ces résultats se détachent considérablement de la
fusion de bases propositionnelles qui est typiquement
un problème NP-difficile ; par contre des résultats de
complexité similaires pourraient être obtenus en limi-
tant le nombre de variables propositionnelles à une
certaine constante donnée.

4.2 Maintenir la cohérence du RCQ résultant

Nous n’avons aucune garantie à propos de la cohé-
rence du RCQ résultant de la fusion Nres. Dans le
but de résoudre ce problème, notre approche est ba-
sée sur l’idée suivante : nous construisons l’ensemble
des contraintes résultantes C étape par étape. A l’ini-
tialisation du processus, chacune des contraintes de C
est définie par l’ensemble B (autrement dit Nres est
initialisé au RCQ NV

ALL). A chaque étape, nous choi-
sissons une paire (vi, vj) dans V 2

<, et nous associons à
la contrainte Cij le résultat de la fusion de l’ensemble
Cij tout en préservant la cohérence du RCQ.

Pour cela, nous supposons l’existence d’un ordre to-
tal ≺ sur V 2

< dans le but de résoudre le problème du
choix de la contrainte à chaque étape : les paires de va-
riables sont alors sélectionnées les unes après les autres
en respectant l’ordre ≺.

Cet ordre peut être obtenu de différentes manières.
Par exemple toutes les paires de variables de V 2

<

peuvent être ordonnées en fonction d’un certain de-
gré de priorité ou de fiabilité, lui-même résultant de
l’agrégation de degrés locaux définis sur chaque RCQ.
Par défaut, cet ordre est défini comme étant l’ordre
lexicographique sur les indices des variables.

Le processus global de fusion est donné dans l’algo-
rithme 2.

L’algorithme initialise tout d’abord chaque
contrainte du RCQ résultant Nres à la relation
universelle B (lignes 3 à 5). Puis il sélectionne la
prochaine paire (vi, vj) de variables de V 2

< en respec-
tant l’ordre ≺ (cette paire correspond à la prochaine
contrainte Cij à affecter, ligne 6). Des lignes 7 à
12, SAT est un test de cohérence du RCQ donné en
paramètre. Notons N [(i, j, r)] le RCQ N = (V, C)
dans lequel on assigne à la contrainte Cij la relation
de base r. On définit la relation d’intégrité µij

comme étant l’ensemble des relations de base r ∈ B
pour lesquelles Nres[(i, j, r)] est cohérent. Ensuite, la
contrainte courante Cij est définie comme étant le
résultat de la fusion de Cij sous la relation d’intégrité
µij , ligne 13. L’algorithme se termine lorsque toutes
les contraintes de Nres ont été assignées.

Dès lors que le problème SAT est un problème NP-
difficile, même si ϑ est calculable en temps polyno-
mial, l’algorithme 2 ne calcule pas le RCQ résultant en
temps polynomial. En effet il effectue un nombre d’ap-
pels linéaire à SAT (linéaire en nombre de contraintes

Algorithme 2 : Fusion cohérente d’un ensemble
de RCQ
Entrée : un ensemble N = {N1, . . . , Nm} de

RCQ sur V ,
un opérateur de fusion de contraintes ϑ,
un ordre total ≺ sur l’ensemble V 2

<

Sortie : un RCQ Nres = (V, C)
début1

Nres = (V, C);2

pour tout (vi, vj) ∈ V 2
< faire3

Cij = B;4

fin faire5

pour tout (vi, vj) ∈ V 2
< dans l’ordre ≺ faire6

µij = ∅;7

pour tout r ∈ B faire8

si SAT(Nres[(i, j, r)]) alors9

µij = µij ∪ {r};10

finsi11

fin faire12

Cij = ϑ(µij , Cij);13

fin faire14

retourner Nres;15

fin16

|V 2
<| à traiter).
L’algorithme 2 donne lieu à la proposition suivante :

Proposition 2. Nres est cohérent.

La proposition suivante exprime le fait que fusion-
ner localement les contraintes des RCQ conduit à une
propriété intéressante à propos du RCQ final : si les
RCQ donnés en entrée ne sont pas conflictuels, alors
l’algorithme 2 retourne en résultat un RCQ dont l’en-
semble des scénarios cohérents correspond exactement
à l’ensemble des scénarios cohérents communs à cha-
cun des RCQ donnés en entrée.

Proposition 3.
⋂

Ni∈N
[Ni] 6= ∅ ⇒ [Nres] =

⋂

Ni∈N
[Ni].

Exemple 1 (suite). Nous appliquons l’algorithme
2 pour fusionner l’ensemble des trois RCQ N =
{N1, N2, N3} de notre même exemple (cf. Figure 2).
Pour ϑdr,⊗ nous choisissons dr = dv, la distance de
voisinage conceptuel entre relations de base, et ⊗ =

∑
.

Nous définissons l’ordre ≺ comme étant l’ordre lexico-
graphique sur les indices des variables. La figure 4 ré-
sume le processus complet qui consiste à affecter étape
par étape chaque contrainte du RCQ résultant Nres en
respectant l’ordre ≺. Nres est le RCQ cohérent obtenu
après l’étape 6. Chaque contrainte de Nres est compo-
sée des relations de base les plus proches de l’ensemble
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des contraintes correspondantes dans les RCQ de N
de telle sorte qu’à chaque étape Nres est maintenu co-
hérent.

{b} {b}
f, s, oi}

{fi, eq, di,

{m, o} {m, o} {m, o}

{b} f, s, oi}
{fi, eq, di,

{b} f, s, oi}
{fi, eq, di, {b}

{b}
{fi, eq, di,

f, s, oi}
{b}

{bi}

{b}

{m, o} {m, o} {m, o}

:

{si, oi} {si, oi}

Fusion de C24

v3

v1 v2

v4

v1

v3

v2

v4 v3

v2

v4

v1

Et. 4 : Et. 5 : Et. 6 :

v1 v2

v4 v3

v1 v2 v2

v4v4 v3

v1

v3

Et. 2 : Et. 3 : Fusion de C14

Fusion de C34

(µ12 = B) (µ13 = B) (µ14 = B)

Nres

(µ34 = {bi})(µ24 = {di, si, oi,
mi, bi})

(µ23 = {b, m, o,
di, fi})

Et. 1 : Fusion de C12 Fusion de C13

Fusion de C23

Figure 4 – Le processus de fusion, étape par étape.

5 Amélioration de l’agorithme

5.1 Eviter des tests de cohérence inutiles

Afin d’affecter chacune des contraintes de Nres, l’al-
gorithme 2 effectue à chaque fois un nombre constant
d’appels à la fonction SAT (lignes 7 à 12). Notre but
est maintenant d’améliorer l’algorithme en supprimant
les appels inutiles à SAT pour certaines contraintes.

Dans cette section, nous considérerons les algèbres
qualitatives vérifiant la propriété suivante : soit deux
RCQ cohérents N1 = (V1, C1) et N2 = (V2, C2) dé-
finis sur 2B, et respectivement définis sur deux en-
sembles disjoints de variables, et soit le RCQ N défini
sur V = V1 ∪ V2 tel que N1 et N2 en sont des sous-
réseaux. Pour tout vi ∈ V1, vj ∈ V2, r ∈ B, le RCQ
N [(i, j, r)] conserve sa cohérence. Cette propriété est
vérifiée pour la plupart des algèbres qualitatives dé-
finies dans la littérature, en particulier toutes celles
dont les relations considérées sont basées sur une rela-
tion d’ordre [1, 3, 11, 12]. A notre connaissance, cette
propriété reste indémontrée dans le cas des relations
de type topologiques [15].

Etant donné un RCQ N = (V, C) sur 2B, nous di-
rons que Cij est inactive si Cij = B, active sinon.

Proposition 4. Soit N = (V,C) un RCQ cohérent
sur B et (vi, vj) une paire de variables de V . S’il
n’existe pas de châıne de contraintes actives de N
Cik, . . . , Cpj, alors ∀r ∈ B, N [(i, j, r)] est cohérent.

Supposons que pendant l’exécution de l’algorithme
2, la contrainte à affecter est Cij . D’après la proposi-

tion 4 nous pouvons remplacer les lignes 7 à 12 par les
suivantes :

si il n’existe pas de châıne de contraintes actives
dans Nres entre vi et vj alors

µij = B;
sinon

// lignes 7 à 12 de l’algorithme 2

finsi

Soit N un ensemble de RCQ définis sur V . Si pour
une paire (vi, vj) de V toutes les contraintes de Cij

sont définies par l’ensemble B (autrement dit, au-
cune des sources n’a d’information à propos de la
contrainte entre les variables vi et vj), alors nous di-
rons qu’une telle paire est non contrainte par rapport
à N , contrainte par rapport à N sinon.

Définition 6 (arbre-ensemble). Soit N un en-
semble de RCQ définis sur V . N est un arbre-ensemble
s’il n’existe pas de cycle de paires de variables de V
contraintes par rapport à N .

Proposition 5. Soit N un ensemble de RCQ définis
sur V , ϑ un opérateur de fusion de contraintes, et ≺ un
ordre quelconque sur V 2

<. Si N est un arbre-ensemble,
alors pour toute paire (vi, vj) de V contrainte par rap-
port à N , ∀r ∈ B, Nres[(i, j, r)] est cohérent.

Par conséquent, siN est un arbre-ensemble de RCQ,
les lignes 7 à 12 de l’algorithme 2 peuvent alors simple-
ment être remplacées par l’instruction µij = B. Nous
pouvons alors en déduire le lemme suivant :

Lemme 1. Si N est un arbre-ensemble, alors l’algo-
rithme 2 s’exécute en temps polynomial. De plus, le
RCQ résultant Nres est indépendant de l’ordre ≺ sur
V 2

< choisi.

5.2 Exploitation des classes traitables

En général le problème de la cohérence d’un RCQ
est un problème NP-difficile. Dans le but de pallier
ce problème de nombreux fragments traitables ont été
identifiés dans différentes algèbres qualitatives [14, 12].
Etant donnée une algèbre qualitative définie sur l’en-
semble de relations de base B, considérons un sous-
ensemble S de 2B. S est qualifié de sous-ensemble trai-
table ssi la cohérence de tout RCQ dont les contraintes
sont définies par un élément de S peut être décidée
en temps polynomial. Dans notre cadre, S doit être
nécessairement fermée pour l’intersection (∩), définie
comme l’intersection ensembliste usuelle, et l’inverse
(−1), définie pour tout R ∈ 2B comme étant la rela-
tion R−1 = {r | r−1 ∈ R}. De plus nous imposons
le fait que S contienne la relation universelle B et la
relation atomique {eq}.
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Lorsqu’un tel ensemble traitable S est identifié, l’al-
gorithme 2 peut etre amélioré en assignant chacune des
contraintes du RCQ construit Nres à une relation de S.
En procédant ainsi tous les tests de cohérence (ligne 9
de l’agorithme) peuvent être effectués en temps po-
lynomial, et ainsi l’algorithme 2 peut s’exécuter en
temps polynomial.

Dans cette optique, pour chaque paire (vi, vj) ∈ V 2
<,

nous calculons ϑdr,⊗(µij , Cij) et nous assignons alors
la contrainte résultante Cij à la relation de S la plus
« proche » de ϑdr,⊗(µij , Cij). Il est donc nécessaire de
disposer d’une distance dR(R1, R2) entre deux rela-
tions de 2B.

Définition 7 (distance entre relations). Une dis-
tance dR entre deux relations de 2B est une pseudo-
distance, c’est-à-dire une application de 2B × 2B dans
R+ telle que ∀R1, R2 ∈ 2B,

{
dR(R1, R2) = dR(R2, R1)
dR(R1, R2) = 0 ssi R1 = R2

Nous considérons une propriété supplémentaire pour
une distance dR entre relations :

Définition 8 (inégalité stricte). Une distance dR

entre relations satisfait le postulat d’inégalité stricte
ssi ∀R1, R2, R3 ∈ 2B,

R1 ⊂ R2 ⊂ R3 ⇒ dR(R2, R3) < dR(R1, R3).

Dans cette section, nous imposons que la distance
entre relations utilisée vérifie le postulat d’inégalité
stricte. Cette restriction reste faible. En effet, plus gé-
néralement, la plupart des distances entre ensembles
d’éléments quelconques satisfont ce postulat. Une dis-
tance entre relations peut être définie de différentes
manières, nous rappelons l’une des plus naturelles, la
distance euclidienne.

Définition 9 (distance euclidienne entre rela-
tions). Soit d une distance locale entre une relation
de base de B et une relation de 2B. La distance eucli-
dienne entre deux relations de 2B est définie comme
suit, ∀R1, R2 ∈ 2B :

dEuc(R1, R2) =
√∑

r∈B
(d(r,R1)− d(r,R2))2.

Soit N∗
res = (V,C) le RCQ résultant de la fu-

sion. Pour chaque paire (vi, vj) ∈ V 2
<, la contrainte

Cij est assignée à la relation R∗ij ∈ S la plus
« proche » de ϑdr,⊗(µij , Cij) par rapport à dR,
avec R∗ij ⊇ ϑdr,⊗(Cij). Formellement, pour toute
paire (vi, vj) de V 2

<, R∗ij est la relation de S
telle que R∗ij ⊇ ϑdr,⊗(µij , Cij), et @R ∈ S telle
que R ⊇ ϑdr,⊗(µij , Cij), dR(R, ϑdr,⊗(µij , Cij)) <
dR(R∗ij , ϑ

dr,⊗(µij , Cij)).

Proposition 6. ∀(vi, vj) ∈ V 2
<, R∗ij existe et est

unique.

Par conséquent nous remplaçons la ligne 13 de l’ago-
rithme 2 par l’instruction Cij = R∗ij .

Puisque pour chaque paire (vi, vj) ∈ V 2
< nous avons

R∗ij ⊇ ϑdr,⊗(µij , Cij), chaque contrainte Cij est instan-
ciée par une relation qui contient toutes les relations
de base de ϑdr,⊗(µij , Cij). Donc d’après la proposition
2, nous avons la proposition suivante :

Proposition 7. N∗
res est cohérent.

Si les RCQ en entrée ne sont pas conflictuels, l’en-
semble des scénarios cohérents de N∗

res ne coincide pas
nécessairement avec l’ensemble des scénarios communs
à chacuns des RCQ en entrée, comme c’est le cas en
utilisant la méthode générale (cf. Proposition 3). Néan-
moins nous avons le résultat suivant, plus faible :

Proposition 8. Si toutes les contraintes des RCQ de
N sont définies par des relations de S, alors

⋂

Ni∈N
[Ni] 6= ∅ ⇒ [N∗

res] =
⋂

Ni∈N
[Ni].

6 Conclusion

Nous avons proposé dans cet article une nou-
velle méthode efficace pour la fusion de réseaux de
contraintes qualitatives (RCQ) définis sur une algèbre
qualitative commune. Notre méthode est générique
puisque qu’elle capture la plupart des algèbres qua-
litatives définies dans la littérature. Etant donné un
ensemble de RCQ éventuellement conflictuels, le pro-
cessus de fusion retourne un RCQ cohérent représen-
tant une vision globale des RCQ en entrée. Il consiste à
fusionner localement les contraintes des RCQ. En s’ins-
pirant des travaux effectués dans le cadre de la fusion
de bases propositionnelles, nous avons défini une classe
d’opérateurs de fusion de contraintes basés sur un cal-
cul de distance qui permet de fusionner localement les
contraintes des RCQ en entrée pour construire pas
à pas les contraintes du RCQ résultant. Nous avons
proposé un compromis intéressant entre efficacité du
nouveau processus et propriétés logiques sur le RCQ
résultant, et nous avons également montré comment
obtenir un algorithme de fusion en temps polynomial
en imposant certaines restrictions.

Ce travail peut être étendu dans plusieurs directions.
La définition de l’ordre ≺ n’a aucune influence sur le
RCQ résultant de la fusion lorsque l’ensemble de RCQ
à fusionner est un arbre-ensemble de RCQ (cf. para-
graphe 5). Cependant cette notion d’arbre-ensemble
de RCQ peut parâıtre assez restrictive. Une probléma-
tique de recherche future est de caractériser de manière
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plus faible la structure de l’ensemble de RCQ à fusion-
ner et d’étudier comment on peut réduire l’influence
de la définition de l’ordre ≺ sur le RCQ résultant.

Konieczny et al. [10] ont proposé une caractérisation
logique des opérateurs de fusion propositionnelle avec
contraintes d’intégrité sous la forme d’un ensemble de
postulats de rationalité. Un travail futur sera d’inclure
une extension de ces postulats dans le contexte des
opérateur de fusion de contraintes.
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Annexe : preuves de quelques propositions

Proposition 1. Si ⊗ est une fonction d’agrégation
vérifiant le postulat de minimalité forte, alors ϑdr,⊗

est un opérateur de fusion de contraintes, au sens de
la définition 1.

Preuve. Soit ⊗ une fonction d’agrégation vérifiant le
postulat de minimalité forte. La propriété (a) est vé-
rifiée par définition de ϑdr,⊗, et la propriété (b) est
vérifiée puisque B est un ensemble fini. Nous prouvons
la propriété (c) en deux étapes :
- Montrons d’abord µ ∩ ⋂

R∈RR ⊆ ϑdr,⊗(µ,R). Si
µ ∩ ⋂

R∈RR = ∅, le résultat est trivial. Soit r ∈
µ ∩ ⋂

R∈RR. ∀R ∈ R, on obtient d(r,R) = 0.
Donc d⊗(r,R) = 0 (minimalité de ⊗). Donc ∀r′ ∈
µ, d⊗(r,R) ≤ d⊗(r′,R). On a alors r ∈ ϑdr,⊗(µ,R).
- Montrons maintenant ϑdr,⊗(µ,R) ⊆ µ ∩ ⋂

R∈RR.
Soit r ∈ ϑdr,⊗(µ,R). On a r ∈ µ. Supposons r /∈⋂

R∈RR. ∃Rh ∈ R tel que r /∈ Rh, et donc d(r,Rh) >
0. On obtient d⊗(r,R) > 0 puisque ⊗ satisfait le pos-
tulat de minimalité forte. Puisque µ ∩ ⋂

R∈RR 6= ∅,
soit r′ ∈ µ ∩ ⋂

R∈RR, on a d⊗(r′,R) = 0. Donc
∃r′ ∈ µ d⊗(r′,R) < d⊗(r,R). Contradiction avec
r ∈ ϑdr,⊗(µ,R).

Proposition 2. Nres est cohérent.

Preuve. Notons Nk
res le RCQ construit Nres avant l’as-

signation de la ke constrainte en respectant l’ordre
≺ ; notons alors Ck, respectivement Ck l’ensemble des
contraintes à fusionner correspondant, respectivement
la contrainte Cij à affecter correspondante, notons
N [(k, r)] le RCQ N = (V,C) dans lequel on assigne à
la contrainte Ck la relation de base r, et enfin notons
plutôt µk pour la relation d’intégrité µij correspon-
dante. Soit |V 2

<| la taille de l’ensemble V 2
<, qui repré-

sente également le nombre d’assignations à effectuer
au sein de l’algorithme. Montrons par récurrence que
N
|V 2

<|
res est cohérent.

N1
res est cohérent par définition. Soit k > 1, et suppo-

sons Nk
res cohérent. On a alors ∃r ∈ B : Nk

res[(k, r)]
est cohérent. Donc µk 6= ∅. Donc d’après la pro-
priété (b) de la définition 1 d’un opérateur de fu-
sion de contraintes, on a ϑ(µk, Ck) 6= ∅. Par définition
de µk dans l’algorithme 2 (ligne 10), on a ∀r ∈ µk,
Nk

res[(k, r)] est cohérent. Or d’après la propriété (a) de
la définition 1, ϑ(µk, Ck) ⊆ µk. Donc ∀r ∈ ϑ(µk, Ck),
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Nk
res[(k, r)] est cohérent. Ce dernier RCQ correspond

au RCQ Nk+1
res . Par conséquent, par récursivité Nres

est cohérent.

Proposition 3.
⋂

Ni∈N
[Ni] 6= ∅ ⇒ [Nres] =

⋂

Ni∈N
[Ni].

Preuve. Utilisons les notations de la preuve de la pro-
position précédente : Nk

res est le RCQ construit Nres

avant l’assignation de la ke contrainte en respectant
l’ordre ≺ ; Ck, respectivement Ck est l’ensemble des
contraintes à fusionner correspondant, respectivement
la contrainte Cij à affecter correspondante, N [(k, r)]
est le RCQ N = (V,C) dans lequel on assigne à la
contrainte Ck la relation de base r, et µk est la rela-
tion d’intégrité µij . Comme

⋂
Ni∈N [Ni] 6= ∅, il existe

un scénario cohérent σ appartenant à
⋂

Ni∈N [Ni]. Soit
σij la relation de base contenue dans la contrainte du
scénario σ entre vi et vj , et σk la relation de base de
σ dans la ke contrainte à affecter. Montrons par ré-
currence sur k que pour tout k, σk ∈ µk ∩

⋂
C′∈Ck C ′.

Montrons par récurrence sur k que pour tout k, σk ∈
µk ∩

⋂
C′∈Ck C ′.

• cas de base : on a déjà σ1 ∈ µ1 ∩
⋂

C′∈C1 C ′. En
effet puisque µ1 = B, σ1 ∈ µ1. Comme par dé-
finition de σ, σ1 ∈ ⋂

C′∈C1 C ′, on obtient bien
σ1 ∈ µ1 ∩

⋂
C′∈C1 C ′.

• supposons que pour tout l ∈ {1, . . . , k}, on ait
σl ∈ µl ∩

⋂
C′∈Cl C ′. Montrons que σk+1 ∈ µk+1 ∩⋂

C′∈Ck+1 C ′. D’après l’hypothèse de récurrence,
σ est un sous-réseau de Nk[(k, σk+1)], et donc
Nk[(k, σk+1)] est cohérent. De la définition de
µk+1 on obtient σk+1 ∈ µk+1. Comme par dé-
finition de σ, σk+1 ∈ ⋂

C′∈Ck+1 C ′, on obtient
σk+1 ∈ µk+1 ∩

⋂
C′∈Ck+1 C ′.

Il en résulte que pour tout k, µk ∩
⋂

C′∈Ck C ′ 6= ∅.
D’après la propriété (c) de la définition 1 d’un opé-
rateur de fusion de contraintes, on a alors pour tout
scénario σ et pour tout k, σk ∈ ϑ(µk, Ck) ssi σk ∈
µk ∩

⋂
C′∈Ck C ′ 6= ∅. Ce qui conlut la preuve.

Proposition 4. Soit N = (V, C) un RCQ cohérent
sur B et (vi, vj) une paire de variables de V . S’il
n’existe pas de châıne de contraintes actives de N
Cik, . . . , Cpj, alors ∀r ∈ B, N [(i, j, r)] est cohérent.

Preuve. Soit N = (V,C) un RCQ cohérent sur 2B

et (vi, vj) une paire de variables de V . Supposons
qu’il n’existe pas de châıne de contraintes actives de
N Cik, . . . , Cpj . Cela signifie que l’on peut considérer
N comme deux RCQ indépendants N1 = (V1, C1) et
N2 = (V2, C2) avec vi ∈ V1 et vj ∈ V2. D’après la sup-
position faite précédemment, Cij peut être assigné à
la relation {r} pour tout r ∈ B, tout en conservant la
cohérence de N .

Proposition 5. Soit N un ensemble de RCQ définis
sur V , ϑ un opérateur de fusion de contraintes, et ≺ un
ordre quelconque sur V 2

<. Si N est un arbre-ensemble,
alors pour toute paire (vi, vj) de V contrainte par rap-
port à N , ∀r ∈ B, Nres[(i, j, r)] est cohérent.

Preuve. Soit N un arbre-ensemble de RCQ sur V et
(vi, vj) une paire de variables contrainte par rapport à
N . Il suffit de montrer qu’il n’existe pas de châıne de
contraintes actives de Nres Cik, . . . , Cpj , et la preuve
découle alors de la proposition 4.
D’après la définition d’un arbre-ensemble, puisque
(vi, vj) est une paire de variables contrainte par rap-
port à N , toute châıne Cl = (vi, vkl), . . . , (vpl , vj)
contient une paire de variables (val , vbl) non contrainte
par rapport à N . Dans le graphe G = (V, A) où l’en-
semble des arêtes A correspond à l’ensemble des paires
de variables contraintes par rapport à N , vi et vj ap-
partiennent à deux composantes connexes différentes.
Donc pour toute châıne Cl = (vi, vkl), . . . , (vpl , vj),
∀r ∈ B, Nres[(al, bl, r)] est cohérent. Donc µalbl = B.
D’autre part toute contrainte de Calbl est définie par
l’ensemble B. D’après la propriété (c) de la défini-
tion 1, ϑ(µalbl , Calbl) = B. Donc Calbl = B est une
contrainte inactive.

Proposition 6. ∀(vi, vj) ∈ V 2
<, R∗ij existe et est

unique.

Preuve. Soit (vi, vj) ∈ V 2
<. R∗ij existe, puisque 2B

est un ensemble fini et que B ∈ S. Prouvons l’uni-
cité de R∗ij . Si ϑdr,⊗(µij , Cij) ∈ S, alors R∗ij =
ϑdr,⊗(µij , Cij) et la proposition est vérifiée. Sinon,
soit R1

ij , R
2
ij deux relations différentes de S qui

s’accordent avec la définition de R∗ij . Soit R∩ij =
R1

ij ∩ R2
ij . R∩ij est dans S, puisque S est fermé

pour l’intersection. De plus, R∩ij ⊇ ϑdr,⊗(µij , Cij).
Enfin pour k ∈ {1, 2}, dR(R∩ij , ϑ

dr,⊗(µij , Cij)) <

dR(Rk
ij , ϑ

dr,⊗(µij , Cij)), puisque nous supposons que
dR vérifie le postulat d’inégalité stricte (cf. Définition
8). Contradiction.

Proposition 8. Si toutes les contraintes des RCQ de
N sont définis par des relations de S, alors

⋂

Ni∈N
[Ni] 6= ∅ ⇒ [N∗

res] =
⋂

Ni∈N
[Ni].

Preuve. Puisque S est fermé pour l’intersection, nous
avons ∀(vi, vj) ∈ V 2

<, R∗ij = ϑdr,⊗(µij , Cij). La preuve
est alors similaire à celle de la proposition 3.
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Génération rapide de scénarios géophysiques par
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Résumé

Le but du travail que nous menons est d’améliorer un
système déjà existant dont le but est la localisation au-
tomatique des séismes. La localisation d’un événement à
l’aide de ce système se déroule en trois temps. Dans un
premier temps, les différents signaux collectés par les sta-
tions sismiques sont utilisés pour détecter les différentes
heures d’arrivées des phases sismiques. Ces phases sont
ensuite classées en cinq classes en fonction de la distri-
bution temps-fréquence de leur signal. Enfin, la position
de l’événement sismique est déduite de cet étiquetage
des phases. Malheureusement, les heures d’arrivées des
phases, appelées pointés, peuvent être imprécises ce qui
a pour effet de perturber l’étiquetage des phases. Ces er-
reurs affectent la localisation du séisme du fait qu’elles
mènent à des scénarios géophysiquement impossibles.

Afin d’améliorer le système existant, nous proposons
d’insérer une phase supplémentaire qui consiste à dé-
terminer l’étiquetage des phases le plus vraisemblable
possible à partir des sorties des classifieurs. L’idée sous-
jacente est d’étiqueter chacune des phases en considé-
rant toutes les autres phases plutôt que d’étiqueter cha-
cune des phases indépendamment les unes des autres,
afin de s’assurer de la cohérence de l’ensemble des éti-
quettes. Pour cela, nous utilisons plusieurs solveurs de
contraintes afin de prédire tous les étiquetages géophy-
siquement possibles de l’ensemble du réseau de stations.
La principale difficulté d’une telle approche est en fait la
taille de l’espace de recherche. En effet, pour un séisme
moyen, le pointeur automatique fournit 4 pointés pour
une vingtaine de stations. Puisque chaque pointé ap-
partient à une des 5 classes, le nombre de scénarios à
examiner est de l’ordre de 54×20 ≈ 8.3× 1055. Le cadre

des CSP va nous permettre de diminuer considérable-
ment cet espace de recherche en ne tenant plus compte
des scénarios géophysiquement impossibles en réduisant
sa taille à 1040 environs.

Dans cet article, nous décrivons la méthode retenue
en insistant sur une contrainte globale qui est proche de
la subsumption en logique et notre choix de contraintes
nous permettant de générer une représentation conden-
sée de l’ensemble des solutions en 25 secondes dans le
pire des cas.

Abstract

The goal of our work is to improve an existing au-
tomatic location system for seismic surveillance. The
present system is a three-step workflow. Firstly, it uses
the signal from several stations which collect the waves
of the event in order to determine the arrival times of
the different phases. It then classifies the different phases
into five classes, depending on the time-frequency distri-
bution of their signal. Finally, it deduces the position of
the seismic event from these labelled phases. Unfortuna-
tely, the automatic arrival times may be inaccurate and
the classifier may misclassify some phases. All these mis-
takes strongly affect the location of the event because
they can lead to impossible geophysical scenarios.

In order to improve the current system, we propose
to insert another step which consists in determining the
most probable phase labelling from the classifier outputs.
This idea basically consists in considering the labelling
of all the phases of the network at the same time instead
of considering each phase individually, in order to ensure
the geophysical consistency of the overall labelling. The
main difficulty is the huge number of scenarios which
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must be examined : for an average seismic event, the
automatic picker can find 4 arrival-times for 20 stations.
Each arrival-time matches with a phase which can take 5
values. The number of scenarios to be examined is thus
54×20 ≈ 8.3 × 1055. However, constraint programming
helps us to fastly generate geophysically coherent sce-
narios. We have split the problem into several models
which work on different variable scales.

We describe in this article a subsumption-like global
constraint and argue the choices of constraints which
allow to browse such search-spaces in 25 seconds in the
worst encountered case.

1 Introduction

1.1 Contexte

(a) Processus de loca-
lisation actuel

(b) Notre proposition

Fig. 1 – Comparaison du processus de localisation au-
tomatique et de notre proposition.

Le DASE (Département d’analyse et de surveillance
de l’environnement) du CEA (Commissariat à l’Ener-
gie Atomique) est en charge des alertes sismiques en
France. Dans le cadre de leur mission, les agents du
DASE procèdent à une automatisation de certaines
tâches qu’il est nécessaire d’accomplir avant de pou-
voir localiser un séisme. Afin de rester au niveau de
l’état-de-l’art et d’améliorer le système automatique
en termes de précision et de rapidité, le DASE procède
régulièrement à une mise à jour de certaines parties du
système.

Dans [5], les auteurs proposent une première amélio-
ration de ce système de localisation automatique avec
un nouveau processus en trois phases, représenté par la
figure 1(a). Dans un premier temps, le système déter-
mine les pointés, c’est-à-dire l’horodatage des phases.

Fig. 2 – Comparaison des ondes de type n et de type
g. S1 et S2 représentent deux stations et F le foyer du
séisme.

Fig. 3 – Comparaison de la propagation des ondes P
et S.

En France, plus d’une quarantaine de stations ont pour
but de collecter ces différentes phases. Un pointeur
automatique est utilisé pour déterminer à partir de
ces signaux les différents pointés qui caractérisent un
séisme. Des classifieurs automatiques utilisent la por-
tion de signal autour de ces pointés afin de leur attri-
buer un type de phase.

Le système proposé distingue cinq types de phases :
Pg, Pn, Sg, Sn. Une classe rejet est aussi considé-
rée afin de prendre en compte les erreurs éventuelles
du pointeur automatique. Les quatre premières classes
sont définies en fonction du mode de propagation de
l’onde sismique (P ou S) et du chemin emprunté par
celle-ci (n ou g), comme illustré dans la figure 3. Les
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phases g sont des ondes directes tandis que les phases
n sont réfléchies par l’interface croûte-manteau (figure
2). Les classifieurs fournissent ainsi un score pour cha-
cune des classes envisagées. La décision finale consiste
en un vote majoritaire pour chacune des phases. L’éti-
quetage des pointés d’une station est appelé un scé-
nario station et l’étiquetage des pointés de l’ensemble
du réseau de stations est appelé scénario réseau. Fi-
nalement, le scénario réseau ainsi obtenu permet de
procéder à la localisation de l’événement. Il apparâıt
nettement que la précision de la localisation dépend
fortement de l’exactitude de l’étiquetage des phases et
de la précision du pointeur automatique, c’est-à-dire
de l’exactitude des scénarios station et des scénarios
réseau.

Ce système de localisation automatique peut mener
à des scénarios station ou des scénarios réseau géophy-
siquement impossibles car aucune propriété géophy-
sique n’est utilisée pendant la prise décision. De plus,
le système souffre du fait que les phases sont étiquetées
les unes indépendamment des autres. Nous proposons
dans cet article une solution à ce problème.

1.2 Position du problème

Le but de notre travail est de sélectionner le scéna-
rio réseau le plus vraisemblable parmi l’ensemble de
scénarios réseau possibles. Pour cela, nous souhaitons
estimer la probabilité des différents scénarios en consi-
dérant les sorties des classifieurs comme des probabili-
tés. Si l’on suppose que toutes les phases sont indépen-
dantes les unes des autres, la probabilité d’un scénario
station peut être estimée par le produit des probabi-
lités des phases. Si l’on suppose aussi que toutes les
stations sont indépendantes, alors la probabilité d’un
scénario réseau peut être estimée par le produit des
probabilités des scénarios station qui le composent.
Etant données ces hypothèses, la sélection du scéna-
rio réseau le plus vraisemblable et géophysiquement
cohérent peut être effectué en calculant les probabili-
tés de tous les scénarios réseau corrects (figure 1(b)).
Contrairement au processus d’étiquetage précédent,
l’étiquetage d’une phase se fait à présent respectueu-
sement de toutes les autres phases : la cohérence de
l’étiquetage est dans un premier temps vérifié au ni-
veau des stations, puis au niveau du réseau global.
Dans la mesure où nous nous insérons dans un sys-
tème opérationnel existant, le temps de calcul doit être
une préoccupation importante et ne doit pas excéder
la demi-minute.

Afin de résoudre le problème de génération des scé-
narios réseau géophysiquement possibles, nous avons
choisi d’adopter la programmation par contraintes [7].
Dans un autre cadre, des réseaux de contraintes sont
souvent utilisés pour reconnâıtre des scénarios décrits

par des contraintes temporelles, comme celles propo-
sées par Allen [1]. Par exemple, dans le domaine du
multimédia, les solveurs permettent de reconnâıtre le
genre d’un document audiovisuel [6, 2] en utilisant des
contraintes pour décrire un modèle pour chaque genre
considéré. Dans ces cas là, il s’agit de tester une so-
lution potentielle pour déterminer si elle satisfait l’en-
semble des contraintes, ce qui se résout en un temps
polynômial.

Dans notre cas, la tâche est un peu différente :
nous avons besoin d’obtenir l’ensemble des scénarios
réseau géophysiquement possibles parmi l’ensemble
des scénarios pouvant être élaborés à partir des diffé-
rents pointés. Prenons le cas par exemple d’un séisme
moyen : les différentes ondes issues de ce séisme sont
collectées par une vingtaine de stations. En moyenne,
le pointeur automatique trouve 4 pointés par station.
Chacun de ces pointés peut prendre une valeur parmi
les cinq considérées : Pg, Pn, Sg, Sn ou rejet. Il y a
donc 54 = 625 scénarios station possibles par station.
Puisque une vingtaine de stations a perçu les ondes du
séisme, le nombre de scénarios réseau est de l’ordre de
62520 ≈ 8.3×1055. Cette estimation est très pessimiste
dans la mesure où les contraintes sur les scénarios sta-
tion sont très fortes. Evidemment, la difficulté de notre
travail va consister à parcourir cet espace de recherche
très grand en quelques secondes. Les contraintes géo-
physiques, obtenues auprès des experts, ne suffisent
pas à elles seules à satisfaire cette contrainte opéra-
tionnelle.

Dans la suite de cet article nous décrivons notre sys-
tème composé de plusieurs modèles. Nous décrivons
ensuite les contraintes utilisées et nous introduisons
une nouvelle contrainte globale, comparable à la sub-
sumption logique, que nous avons mise en place afin
d’accélérer le parcours de l’espace de recherche. Nous
terminerons par l’exhibition de quelques résultats ex-
périmentaux avant de conclure.

2 Description du système

Nous avons choisi d’utiliser plusieurs modèles afin
de générer la liste des scénarios réseau géophysique-
ment possibles. Ce choix a été appuyé par le fait que
les différents modèles allaient utiliser des variables de
types très différents. La figure 4 donne un aperçu du
système.

Le premier modèle est en charge de générer les scé-
narios station possibles. Les variables à ce niveau re-
présentent les pointés perçus par une même station par
un tuple (t, l) où t est la date d’arrivée et l une éti-
quette parmi Pg, Pn, Sg, Sn et rejet. En effet, puisque
les scénarios station ont au plus quatre phases alors
que le pointeur automatique peut en trouver jusqu’à
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Fig. 4 – Architecture du système.

huit, la classe rejet nous permettra de prendre en
compte des pointés issus des erreurs du pointeur au-
tomatique. Puisque t est connu pour chaque pointé, le
rôle du premier modèle est d’attribuer une étiquette
à chacun d’eux. Ainsi, les solutions obtenues après ré-
solution du modèle représentent des scénarios station
dont la cohérence est vérifiée à l’échelle de la station.
Dans un soucis de performance, plusieurs instances du
premier solveur sont exécutées en parallèle (une par
station).

Le second modèle est composé de variables qui re-
présentent un scnéario station : il y a donc autant de
variables que de station ayant perçue l’événement. Ce
modèle a donc pour but d’unifier les scénarios station
en un unique scénario réseau. Son rôle est donc de
s’assurer que l’étiquetage des phases est cohérent au
niveau du réseau global. La particularité du second
modèle est que les domaines des variables sont les so-
lutions du premier modèle.

Pour chacun de ces deux niveaux de cohérences, des
contraintes différentes seront utilisées. Nous décrivons
ces contraintes dans la section suivante.

3 Contraintes géophysiques et parcours
de l’espace de recherche

Nous avons implémenté notre propre solveur de
contraintes basé sur un algorithme de backtracking
avec filtrage [4] afin de parcourir l’espace de recherche :
il s’agit d’un solveur dédié uniquement à ce pro-
blème. Si le premier modèle utilise majoritairement
des contraintes globales, nous avons préféré limiter le
second à des contraintes binaires ou unaires : en effet,
les contraintes portent ainsi sur au plus deux stations
et les instanciations partielles peuvent être plus rapi-
dement évincées. En particulier, à chaque fois qu’une
station sera ajoutée à l’instanciation partielle d’un scé-
nario réseau, il suffira de la comparer à chacune des
stations déjà instanciées.

Les contraintes que nous avons utilisées découlent de
la principale information géophysique que nous avons,
utilisé par les experts eux-mêmes : l’hodochrone (figure
5). L’hodochrone est une représentation graphique qui
fournit le temps de propagation des phases en fonction

Fig. 5 – Hodochrone de référence.

de la distance entre l’événement et la station. L’ho-
dochrone que nous utilisons n’est qu’une simplifica-
tion des hodochrones réels : il s’agit d’un hodochrone
de référence qui a été estimé empiriquement sur l’en-
semble des séismes d’une année en France. Afin de ser-
vir de modèle, il a été simplifié. Nous supposons que les
autres paramètres d’un hodochrone réel, comme par
exemple la profondeur du foyer sismique, ne modifient
que négligemment l’hodochrone de référence.

Dans le reste de cet article, nous appellerons une
phase un pointé qui ne porte pas l’étiquette rejet.
Nos contraintes proviennent en fait d’une comparai-
son entre des phases : c’est pour cela qu’elles ne sont
applicables que pour les scénarios station à au moins
deux phases. De même, les contraintes portant sur les
pointés ne fonctionnent qu’à partir de deux pointés
par station.

Contrainte 1 (exclusivité) Deux pointés ne
peuvent avoir la même étiquette excepté dans le
cas où l’étiquette est celle de la classe rejet. Il
s’agit de la contrainte globale alldifferent except 0
(”tous différents sauf 0 ”) où 0 représente notre
étiquette rejet.

Contrainte 2 (ordre des phases) Les ondes P ar-
rivent avant les ondes S. Il s’agit cette fois d’une
contrainte globale spécifique à notre problème. Si p
représente le nombre de pointés perçus par la station
considérée et si (ti, li) représente le iepointé, alors la
contrainte peut s’écrire :

∀i, j ∈ {1, . . . , p} tels que ti < tj ,

6 ∃ (li, lj) tel que li ∈ {Sg, Sn} et lj ∈ {Pg, Pn}.(1)

Contrainte 3 (temps maximal) La différence
entre les dates d’arrivées de deux pointés étiquetés ne
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doit pas dépasser un certain seuil ∆max(l1, l2) où l1
et l2 sont des étiquettes différentes de rejet :

∀i, j ∈ {1, ..., p} tels que ti < tj et li, lj /∈ {rejet}
|ti − tj | < ∆max(li, lj). (2)

Les deux premières contraintes sont fortement res-
trictives et réduisent considérablement l’espace de
recherche du premier modèle. Sans ces contraintes,
nous avions p5 scénarios station possibles, où p est
le nombre de pointés. A présent, avec seulement les
deux premières contraintes, le nombre n de scénarios
est donné par la relation :

n = 1 + 4× p+ 8× C2
p + 8× C3

p + 4× C4
p (3)

puisqu’il n’y a que 8 scénarios à 2 ou 3 phases et 4
scénarios à 4 phases possibles, complétés ensuite par
des pointés rejetés. Ainsi, avec 4 phases, nous passons
de 625 à 117 scénarios station possibles.

Le second solveur doit comparer deux scénarios sta-
tion afin de déterminer s’ils sont géophysiquement
compatibles. Tout scénario station est géophysique-
ment compatible avec un scénario station à une seule
phase ou avec un scénario station qui n’a que des poin-
tés étiquetés en rejet (appelé � scénario vide �). Ce
n’est qu’à partir du second solveur que nous exploi-
tons des informations avancées telles que le temps t0
de l’événement et la distance δ entre la station et l’évé-
nement à partir de deux phases. Soit (ali , bli) les para-
mètres de la droite de l’hodochrone correspondant au
type de phase li. Nous considérons deux phases (t1, l1)
et (t2, l2), telles que t1 < t2 qui ne sont pas nécessai-
rement consécutives. Alors t0 et δ peuvent s’exprimer
comme suit :

t0 =
al1 × (t1 + bl2)− al2 × (t2 − bl1)

al1 − al2

(4)

δ =
t1 − t2 − bl1 + bl2

al1 − al2

(5)

Par la nature de l’hodochrone et une estimation ra-
pide de l’erreur, au plus les phases choisies seront éloi-
gnées, au plus t0 et δ seront précis. Les contraintes
du second modèle sont soit binaires soit unaires et
prennent des scénarios station en argument :

Contrainte 4 (dates de l’événement similaires)
La différence entre les dates de l’événement estimées
de façon indépendante pour chacune des stations
doit être inférieure à un seuil ∆t0 . Soit t10 and t20
l’estimation du t0 à partir du premier et du second
scénario station : ∣∣t10 − t20∣∣ < ∆t0 . (6)

Contrainte 5 (antériorité des t0) Les dates de
l’événement estimées de façon indépendante pour cha-
cune des stations doivent être antérieures à la première
phase de chacune des deux stations. Si (t1, l1) repré-
sente la première phase de la station, alors t0 < t1 doit
être vérifié.

Contrainte 6 (croissance de l’hodochrone) Si la
première phase de la première station est antérieure à
la première phase de la seconde station et qu’elles ont
la même étiquette, alors la seconde phase de la pre-
mière station doit aussi être antérieure à la seconde
phase de la seconde station si elles ont la même éti-
quette. Supposons que le premier scénario station S1

soit constitué de n pointés et que le second scénario
station S2 soit constitué de m pointés, alors :

∀i, j ∈ {1, ..., n} et ∀i′, j′ ∈ {1, ...,m}
tels que ti < tj , ti′ < tj′, li, lj , li′, lj′ /∈ {rejet}

(li = li′) ∧ (lj = lj′) ∧ (ti < ti′)⇒ (tj < tj′). (7)

Contrainte 7 (inégalité triangulaire) Il s’agit
d’une règle géométrique contraignant la distance
estimée des stations par rapport à l’épicentre de l’évé-
nement. Soit deux stations éloignées de l’épicentre
des distances δ1 et δ2 et éloignées entre elles de la
distance δ12. Ces trois distances sont liées par les
relations suivantes :

|δ1 − δ2| /τ ≤ δ12 ≤ (δ1 + δ2)× τ (8)

où τ est un facteur d’assouplissement de la contrainte
géométrique.

Contrainte 8 (absence des phases Pn et Sn)
En dessous d’une certaine distance δPnSn

avec l’épi-
centre, une station ne peut percevoir de phase Pn

ou Sn. δPnSn est appelée ”distance critique”. Si S
représente le scénario station courant et si on suppose
que nous avons un prédicat Contient(S) dont la valeur
est vraie si S contient une phase Pn ou Sn, alors la
contrainte peut s’écrire :

Contient(S)⇒ (δ > δPnSn). (9)

Contrainte 9 (respect de l’hodochrone) Les dif-
férents pointés étiquetés sont replacés sur l’hodochrone
afin de vérifier s’ils sont cohérents entre eux. Les deux
pointés les plus éloignés sont utilisés pour déduire la
distance entre l’épicentre et la station. A partir de
cette distance, l’hodochrone nous permet de prédire
le délai entre les autres phases. La différence entre le
délai prédit et le délai observé doit être inférieure à
un seuil ∆hodochrone. Soit t0(i, j) et δ(i, j) la date de
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l’événement et sa distance à la station estimés à partir
de la ieet de la jephase, alors :

∀i, j, k ∈ {1, .., n}
tels que ti 6= tj 6= tk et li, lj , lk /∈ {rejet}

tk − t0(i, j)− alk × δ(i, j) + blk ≤ ∆hodochrone(10)

Afin de relâcher un peu les contraintes, compte tenu
qu’elles ne sont déduites que d’un hodochrone de réfé-
rence, nous avons introduit différents seuils. Ces seuils
ont une signification géophysique et peuvent être pa-
ramétrés avec l’aide des experts. Dans le reste de cet
article, nous dirons que deux scénarios station sont in-
compatibles si au moins une des contraintes ci-dessus
est violée.

Les contraintes unaires du second modèle semblent
adéquates au premier modèle. Cependant, par un sou-
cis de temps de calcul, nous ne calculons t0 et δ qu’une
seule fois durant le processus, et les contraintes du se-
cond modèle utilisent plus souvent ces valeurs. Notons
aussi que les contraintes 4 et 7 sont redondantes (sans
être redondantes au sens de la propagation [3]) puisque
t0 et δ sont tirés de la même équation.

Dans le cas de petits événements sismiques, c’est-à-
dire avec un nombre de pointés limités, les solutions
sont générées en quelques secondes. Malheureusement,
dans le cas de séismes moyens ou forts, l’objectif de la
demi-minute que nous nous sommes fixés est large-
ment dépassé. Dans les cas les plus complexes, il faut
jusqu’à une dizaine de minutes. Cela vient du fait que
certains scénarios ne sont filtrés par aucune contrainte
du second solveur, comme par exemple les scénarios à
une seule phase ou les scénarios vides, ce qui a pour ef-
fet d’augmenter considérablement le nombre de combi-
naisons à tester. Afin d’éviter ce problème, nous avons
introduit une contrainte globale qui décuple la vitesse
de parcours de l’espace de recherche.

4 Contrainte globale

Afin d’accélérer le parcours de l’espace de recherche,
nous avons introduit une contrainte globale proche de
la subsumption en logique. La subsumption est une
relation entre deux concepts A et B. Si A possède cer-
taines propriétés et que A est plus général que B, alors
B possède ces mêmes propriétés. On dit alors que A
subsume B. Nous nous proposons d’avoir ce genre de
relation entre deux scénarios station afin d’éliminer de
nombreuses valeurs des domaines des variables du se-
cond modèle.

Prenons par exemple deux stations S1 et S2 qui per-
çoivent trois phases chacune. Notons × les pointés re-
jetés. Si le scénario sc1 = Pg × Sg de S1 n’est pas

compatible avec le scénario sc2 = Pg × Sn de S2, alors
sc1 est aussi incompatible avec sc2′ = Pg Pn Sn de S2.
Plus généralement, si sc1 et sc2 sont incompatibles,
alors tout scénario de S1 construit à partir de sc1 sera
incompatible avec tous les scénarios de S2 construits
à partir de sc2. La construction d’un scénario à par-
tir d’un autre se fait en remplaçant des pointés rejetés
par des phases (tout en respectant les contraintes 1 à
3). En revanche la réciproque n’est pas vraie : si sc1
est compatible avec sc2, les scénarios dérivés ne sont
pas forcément compatibles entre eux. A cause de cela,
nous acceptons de procéder à un filtrage sous-optimal :
nous allons considérer que la réciproque est vraie afin
de diminuer la complexité du parcours de l’espace de
recherche, en acceptant en contrepartie de filtrer moins
de scénarios. Notre filtrage aurait été optimal sans la
considération de cette hypothèse de travail.

Dans l’exemple précédent, les scénarios sc1 et sc2
sont appelés ”scénarios générateurs” tandis que le scé-
nario sc2′ est appelé ”scénario subsumé”. Un scénario
générateur et l’ensemble de ses subsumés sont appelés
”une famille”. Le tableau 1 montre deux exemples de
familles de scénarios station.

générateurs × × Pg × × Sn

subsumés

Pg ×
Pn ×
Sg ×
Sn ×
× Pg

× Pn

× Sg

× Sn

Pg Pn × Sn

Pg Pn Sg Sn

Pg Sg × Sn

Pg × Pn Sn

Pg × Sg Sn

Tab. 1 – Exemples de scénarios station et de leurs
subsumés. Le symbole × représente la classe rejet.

Ainsi, nous considérons que le scénario station vide
subsume les scénarios station à une phase et que les
scénarios station à deux phases subsument les scéna-
rios à trois ou quatre phases. En effet, les cas des scé-
narios station vides et ceux à deux phases doivent être
séparés dans la mesure où les contraintes 5 à 9 dé-
coulent principalement de l’hodochrone que nous ne
pouvons exploiter qu’à partir de deux phases.

La subsumption diminue ainsi la complexité du pro-
blème. En effet, si le pointeur automatique détecte 6
pointés pour la station S1 , 365 scénarios station sont
à envisager dont 120 à deux phases. De même, si le
pointeur automatique détecte 8 pointés pour la sta-
tion S2 , 985 scénarios station sont à envisager dont
224 à deux phases. Plaçons nous dans le pire des cas,
c’est-à-dire celui dans lequel le premier solveur n’a fil-
tré aucun scénario. Pour construire l’ensemble des scé-
narios réseau possibles compte tenu des stations S1 et
S2, il faudra tester chacun des scénarios de S1 avec
chacun des scénarios de S2. Sans la subsumption, cela
revient à effectuer 365 × 985 = 359525 comparaisons,
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alors qu’avec la subsumption, ce nombre de comparai-
sons est réduit à 121×225 = 27225, soit plus de 13 fois
moins. En effet, 121 et 225 sont le nombre de scénarios
station générateurs de S1 et S2, c’est-à-dire le nombre
de scénarios station à deux phases auxquels s’ajoute
le scénario station vide. En considérant un nombre de
stations plus grand, l’apport de la subsumption est
pleinement révélé.

L’introduction de cette contrainte globale a un im-
pact sur l’architecture du système (figure 6). D’un
côté, puisque seuls les scénarios station vides ou à deux
phases sont nécessaires pour générer les scénarios ré-
seau, nous avons bridé le premier solveur afin qu’il ne
fournisse que ce genre de solutions, à savoir des scé-
narios générateurs. La production de ces scénarios est
ainsi plus rapide à tel point que la parallélisation n’est
plus nécessaire. D’un autre côté, le second solveur peut
rester inchangé : il combinera les scénarios station gé-
nérateurs entre eux pour obtenir les scénarios réseau.
Cependant, en ne considérant que les scénarios généra-
teurs, le second solveur ne fournit qu’un sous-ensemble
des solutions possibles que nous appelons � familles de
scénarios station �. Nous complétons donc ces familles
en calculant les subsumés de chacun des scénarios gé-
nérateurs à l’aide d’un troisième solveur.

Fig. 6 – Nouvelle architecture du système.

Le troisième solveur doit uniquement construire
les subsumés à partir des scénarios générateurs im-
pliqués dans au moins une famille de scénarios ré-
seau. Par souci d’efficacité de la contrainte globale, les
contraintes utilisées par le troisième solveur vérifient
juste la compatibilité des scénarios subsumés avec le
scénario générateur. Le tableau 2 montre la nouvelle
répartition des contraintes dans les trois solveurs.

Solveur Rôle Contraintes
#1 Calcul bridé des scénarios station 1, 2, 3
#2 Calcul des familles de scénarios réseau 4, 5, 6, 7, 8
#3 Calcul des scénarios subsumés station 1, 2, 3, 9

Tab. 2 – Répartition des contraintes

Station 1 Station 2 Station 3
Pg × Pn ×
Pg × Pn Sg ?

Pg × Pn Sn
Pn × × Sn
Pn Pg × Sn ?

Pn × Pg Sn
Pn × Sg Sn

Pg × Sn
Pg Pn Sn ?

Pg Sg Sn
Pg × Sg ?

Pg Pn Sg

× ×
Pg ×
Pn ×
Sg ×
Sn × ?

× Pg
× Pn
× Sg
× Sn

Tab. 3 – Familles de scénarios station pour trois sta-
tions. Les cellules grisées représentent les scénarios gé-
nérateurs de chaque famille et les ceux marqués par ?

sont les plus probables de leur famille.

Cet arrangement en familles va rendre plus efficace
le calcul des probabilités pour trouver le scénario ré-
seau le plus probable : il s’agit d’une sorte de facto-
risation des scénarios réseau. En effet, pour chacune
des familles de scénarios station, nous allons trouver
le scénario le plus probable. Ensuite, pour chaque fa-
mille de scénarios réseau, nous allons multiplier entre
elles les probabilités des ces scénarios station les plus
probables. Ainsi, la redondance dans les calculs est éli-
minée. Prenons par exemple trois stations dont les fa-
milles de scénarios station sont répertoriées dans le
tableau 3 : les scénarios les plus probables de chaque
famille sont marqués du caractère ? et les scénarios
grisés sont les scénarios générateurs de chaque famille.
Dans cet exemple, on suppose que tous les scénarios
sont compatibles entre eux.

Sans l’agrégation en familles, il faudrait combiner les
scénarios station entre eux et former ainsi 315 scéna-
rios réseau, puis trouver le plus probable d’entre eux.
A présent, avec le regroupement en familles, il suffit de
trouver pour chaque famille de scénarios réseau le scé-
nario le plus probable en prenant pour chaque famille
de scéarios station qui la composent le scénario station
le plus probable. Cela mène au final à la comparaison
de seulement 4 scénarios station ce qui est plus rapide.

5 Expérimentations

Tous les paramètres de notre système (hodochrone,
seuils) ont été fixés à l’aide des experts : en effet, ces
paramètres ont un sens géophysiques et sont souvent
interdépendants. Nous avons tenté de caractériser les
performances de notre système, ce qui n’est pas facile
compte tenu que les effets des contraintes du second
modèle sont difficilement quantifiables.
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Fig. 7 – Estimation de la taille de l’espace de recherche
en fonction du nombre de pointés (échelle log-log)

Fig. 8 – Estimation du nombre de scénarios réseau en
fonction du nombre de pointés (échelle linéaire)

Le premier et le troisème modèle génèrent les solu-
tions de façon presque instantanée. La génération des
scénarios à 2 phases ne nécessite plus d’être vu comme
un problème de satisfaction de contraintes tant la com-
binatoire est faible. En revanche, nous nous sommes in-
téressés au second modèle qui est confronté à un espace
de recherche plus important. Il est possible d’estimer
grossièrement la taille de son espace de recherche en
multipliant les cardinaux des domaines des variables
impliquées, c’est-à-dire en multipliant le nombre de
scénarions station possibles pour chaque station entre
eux. La figure 7 montre la taille de cet espace de re-
cherche en fonction du nombre total de pointés. Après
une simple régression, nous obtenons la relation sui-
vante :

C ≈ 0.02× e0.88×p

(11)

où C est la taille de l’espace de recherche et p le nombre
de pointés. Cette relation montre que le cardinal de
l’espace de recherche crôıt de façon exponentielle par
rapport au nombre de pointé, même si la croissance
est limitée par des coefficients assez faibles.

Fig. 9 – Nombre de familles de scénarios réseau géné-
rées en fonction du cardinal de l’espace de recherche.
Echelle log-log.

Puisque le second modèle doit générer des familles
de scénarios station, nous nous sommes intéressés au
lien entre le cardinal de l’espace de recherche et le
nombre familles générées. Il est important que ce
nombre reste relativement faible afin de ne pas aug-
menter le coût des post-traitements comme la re-
cherche du scénario le plus vraisemblable. La figure
9 montre que l’évolution suit une fonction croissante
concave. Ainsi un espace de recherche plus grand ne
va pas apporter nécessairement beaucoup plus de fa-
milles de scénarios réseau par rapport à un espace de
recherche plus petit.

Enfin, nous avons tenté de caractériser le lien entre le
temps de calcul total (comprenant les trois modèles) et
le nombre de pointés. Cette relation est montrée dans
la figure 10. Par régression, la relation s’écrit :

T ≈ 2.56× 10−7 × p3.75

(12)

où p est le nombre de pointés et T le temps de calcul
en secondes. Puisqu’une alerte sismique doit être don-
née sous trois minutes, nous pouvons déduire de cette
dernière équation que le système pourra traiter le cas
d’un séisme ayant généré 229 arrival times.

Ainsi, l’événement de 2005 qui a le plus grand espace
de recherche a activé 42 stations et le pointeur auto-
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Fig. 10 – Temps de calcul (en secondes) en fonction
du nombre de pointés (échelle log-log)

matique a généré 139 pointés. Pour cet événement,
1334 familles de scénarios station ont été générées en
moins de 25 secondes. Ces familles, une fois dévélop-
pées, représentent plus de 1.6× 1049 scénarios réseau.
Ceci révèle pleinement l’avantage de la représentation
en famille et la faiblesse du filtrage produit par les
contraintes.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article un cas concret
de l’utilisation des problèmes de satisfaction de
contraintes dans le cas où l’ensemble des solutions est
nécessaire. Nous avons présenté un système dont l’ar-
chitecture originale s’intègre dans une châıne de trai-
tement existante. Le but est d’automatiser la procé-
dure de localisation des événements sismiques et notre
première tâche a été de déceler une des faiblesses du
système proposé dans [5].

Notre amélioration consiste à générer tous les scé-
narios géophysiques possibles et d’exhiber le plus
vraisemblable. La génération des scénarios se fait à
l’aide d’un enchâınement de solveurs qui utilisent des
contraintes fournies par les experts du DASE. Afin
d’accélérer la production des scénarios, nous avons in-
troduit une contrainte globale qui s’avère fortement ef-
ficace en diminuant l’espace de recherche durant le par-
cours de celui-ci. En contrepartie, pour mettre en place
cette contrainte globale, nous avons accepté d’avoir un
filtrage sous-optimal qui produira quelques scénarios
en trop.

En pratique, le nombre de scénarios générés est par-
faitement raisonable et notre système les calcule en
quelques secondes. Dans le pire des cas étudiés, 25 se-
condes sont nécessaires pour produire 1334 familles de
scénarios réseau.
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Résumé

Les nurse-rostering problems consistent à affecter,
pour chaque infirmière, une équipe sur une période de
temps fixée en respectant des règles spécifiant les besoins
de l’hôpital et la législation du travail. Ces problèmes
sont généralement difficiles à résoudre car de grande
taille et surcontraints. L’objectif de cet article est de
montrer comment ces problèmes peuvent être modélisés
et résolus à l’aide de contraintes globales relaxées dans
des temps comparables aux méthodes ad’hoc utilisées.

1 Introduction

Les problèmes d’affectation d’infirmières (NRPs,
nurse-rostering problems) consistent à affecter, pour
chaque infirmière, une équipe (matin, soir, nuit, re-
pos, . . .) sur une période de temps fixée (horizon) en
respectant des règles spécifiant les besoins de l’hôpital
et la législation du travail. De tels problèmes sont gé-
néralement difficiles à résoudre car de grande taille et
surcontraints. Le site ASAP1 de l’Université de Not-
tingham [4] recense un ensemble de NRPs réels, ainsi
que les méthodes utilisées jusque-là pour les résoudre.
Ces problèmes sont souvent résolus par des méthodes
de Recherche Opérationnelle (RO) ad’hoc, la plupart
incluant des étapes de pré-taitement.

Dans le cadre d’une approche CSP, les contraintes
globales procurent une modélisation élégante et un fil-
trage très performant pour la résolution des NRPs.
Mais, ces problèmes sont par nature surcontraints : des
coûts de violation sont associés à la non-satisfaction de
certaines règles. L’objectif de cet article est de mon-
trer comment ces problèmes peuvent être modélisés et

1Automated Scheduling, Optimisation and Planning,
http ://www.cs.nott.ac.uk/˜tec/NRP/

résolus à l’aide de contraintes globales relaxées dans
des temps comparables aux méthodes de RO ad’hoc
utilisées.

De manière générale, on peut distinguer deux
grandes sortes de règles : celles qui imposent des
bornes sur le nombre d’infirmières, d’équipes,. . . qui
seront traduites par des contraintes Gcc [15] (ou une
de ses versions relaxées Σ-Gcc [10]) et celles qui im-
posent, pour chaque infirmière, des contraintes sur
l’enchâınement des équipes qui seront traduites par
des contraintes Regular [13] (ou une de ses versions
relaxées costRegular [2]).

La Section 2 fait un panorama synthétique des
NRPs et présente un exemple introductif que nous es-
timons être représentatif des différents NRPs. Dans
la Section 3, nous présentons la/les relaxation(s) des

contraintes globales Gcc et Regular. À l’aide de cet
exemple, nous montrons (Section 4) comment les
NRPs peuvent être modélisés de manière concise et
élégante à l’aide des contraintes globales relaxées.

Les 2 sections suivantes sont consacrées à la ré-
solution des NRPs ainsi modélisés. Tout d’abord,
nous définissons (Section 5) la contrainte globale Re-

gularCount, et sa version relaxée, qui combine les
contraintes Regular et Atleast/Atmost afin d’obtenir
un filtrage nettement plus performant que celui réalisé
séparément par chacune de ces contraintes. Dans la
Section 6, nous décrivons la méthode retenue pour nos
expérimentations. Il s’agit d’une méthode de type VNS
(Variable Neigbourhood Search) où la reconstruction
des solutions s’effectue à l’aide d’un LDS (Limited Dis-
crepancy Search) combiné avec le filtrage précédem-
ment décrit.

Dans la Section 7, nous comparons expérimentale-
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ment notre approche avec les méthodes de RO utilisées
sur un ensemble de problèmes réels extraits du site du
ASAP. Nos expérimentations montrent que, malgré la
flexibilité et la généricité de notre approche, des so-
lutions de bonnes qualités peuvent être obtenues ra-
pidement et que cette approche est compétitive par
rapport aux méthodes ad’hoc développées jusque là.

2 Problème d’affection d’infirmières

2.1 Description du problème

Un NRP consiste à affecter, pour chaque infirmière,
une équipe (shift) sur une période de temps fixée (plan-
ning horizon) en respectant des règles spécifiant les
besoins de l’hôpital et la législation du travail. Le but
est de trouver un affectation complète satisfaisant au
mieux les contraintes du problème.

À chaque équipe est associée une période de temps
durant laquelle une infirmière est en service. On dis-
tingue généralement les équipes suivantes : l’équipe du
matin M , du soir E et celle de nuit N . Pour représenter
les périodes de repos, on introduit l’équipe de repos R.
On notera par 2-shifts problem, les problèmes consti-
tués des équipes M et N de durée égale à 12 heures, et
par 3-shifts problem, ceux constitués des équipes M ,
E et N de durée de 8 heures.

Chaque équipe doit respecter des exigences en terme
de nombre d’infirmières requis et de qualification de
celles-ci (contraintes d’équipes“shift constraints”). Par
ailleurs, le planning d’une infirmière doit tenir compte
de règles sur les séquences de travail (longueur maxi-
male de ces enchâınements, type d’enchâınement,. . .)
et des préférences des infirmières (contraintes d’infir-
mières “nurse constraints”). Notons qu’une infirmière
ne doit pas travailler dans plus d’une équipe par jour.
Parmi ces exigences, certaines doivent être absolement
respectées (contraintes d’intégrité) alors que d’autres
peuvent ne pas être satisfaites (contraintes de préfé-
rences dont les coûts de violation sont donnés dans la
spécification même du problème).

2.2 Exemple introductif

Considérons le problème à 3-shifts constitué de 8
infirmières travaillant sur un horizon de 21 jours et
devant respecter les règles suivantes2.

– Contraintes d’intégrité

(I1) Les équipes du matin M et du soir E sont
composées de 2 infirmières et celle de nuit N
d’une infirmière ;

2Ces règles, extraites de problèmes réels (cf. [4]), nous
semblent représentatives des NRP.

(I2) Une infirmière ne doit pas travailler plus de
quatre fois en équipe de nuit.

(I3) Sur une période de 21 jours, une infirmière
doit au moins avoir sept repos.

(I4) Une infirmière doit avoir au moins un di-
manche de libre toutes les trois semaines.

(I5) Une infirmière doit au plus travailler trois
nuits consécutives.

(I6) Deux équipes successives doivent être sépa-
rées d’au moins 8 heures de repos.

– Contraintes de préférences

(P1) Pour une infirmière, un repos isolé est péna-
lisé par un coût de 100.

(P2) Une infirmière doit travailler de 4 à 8 fois en
équipe du matin et de 4 à 8 fois dans celle du
soir. Tout manque ou excès (δ) est pénalisé
par un coût de (10×δ).

(P3) Une infirmière ne doit pas travailler plus de
4 jours consécutifs. Chaque jour supplémen-
taire entraine une pénalité de 1000.

(P4) Chaque nuit isolée entrâıne une pénalité de
100.

(P5) Deux équipes successives doivent être sépa-
rées d’au moins 16 heures de repos. Tout
écart inférieur est pénalisé d’un coût de 100.

La régle (I1) est une shift constraint alors que les
autres sont des nurse constraints.

3 Relaxation de contraintes globales

3.1 Relaxer une contrainte globale

Relaxer une contrainte globale [17] c’est :
– définir une sémantique de violation permet-

tant de quantifier le degré de violation de la
contrainte globale ;

– déterminer le niveau de cohérence que l’on
souhaite maintenir ;

– proposer un test de cohérence et un algo-
rithme de filtrage associé.

Il peut exister plusieurs relaxations d’une même
contrainte globale selon la sémantique de violation
considérée. Le niveau de cohérence souhaité est bien
entendu global, mais il peut être plus faible en l’ab-
sence d’algorithmes de test de cohérence et de fil-
trage performants. Par exemple, le test de cohérence
est un problème NP-Complet pour la relaxation de la
contrainte globale AllDifferent pour la sémantique
de violation basée décomposition [14, 10], alors que ce
même test est de complexité polynomiale faible pour
la relaxation de AllDifferent pour la sémantique de
violation basée variables [9].
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3.2 Relaxer la contrainte globale Gcc

3.2.1 Global Cardinality Constraint

La contrainte globale Gcc [15] impose qu’un en-
semble de variables prenne ses valeurs de façon à
respecter des bornes inférieures et supérieures sur le
nombre de fois que ces valeurs peuvent êtres prises.

Défintion 1. Soit X={X1,. . .,Xn}, Di le domaine de
la variable Xi et Doms=∪Xi∈XDi. Soit vj∈Doms et
lj et uj les bornes inférieures et supérieures de vj.
Gcc(X ,[l1,. . .,lm],[u1,. . .,um]) admet une solution ssi
il existe une instanciation complète A telle que :

∀vj ∈ Doms, lj ≤| {Xi ∈ X | Xi = vj} |≤ uj

La contrainte Gcc se modélise par un réseau pour le-
quel l’existence d’un flot maximal de valeur n permet
de tester la cohérence ([15]). La recherche des compo-
santes fortement connexes dans le graphe résiduel per-
met de filtrer toutes les valeurs non viables. Le test de
cohérence se fait en O(n×m) et le filtrage en O(n+m)
(avec m égal au nombre d’arcs du réseau).

Enfin, toute contrainte Gcc(X, l, u) peut se décom-
poser en une conjonction de contraintes Atleast et
Atmost portant sur les valeurs de Doms :∧

vj∈Doms(Atleast(X, vj , lj) ∧ Atmost(X, vj , uj))

3.2.2 La contrainte globale Σ-Gcc

Σ-Gcc est une version relaxée de Gcc selon la sé-
mantique de violation basée décomposition notée µdec

[10]. Σ-Gcc autorise le non respect des bornes infé-
rieures et supérieures moyennant un coût de violation
qui est fonction de l’écart aux bornes et du poids as-
socié à celles-ci.

À chaque valeur vj est associée un poids ϕatleast
j

(resp. ϕatmost
j ) à la borne inférieure lj (resp. supérieure

uj). On calcule le manque (resp. l’excès) grâce à la
fonction s(X , vj) (resp. e(X , vj)).

s(X , vj) = max(0, lj− |{Xi ∈ X | Xi = vj}|)
e(X , vj) = max(0, |{Xi ∈ X | Xi = vj}| −uj)

La violation de la contrainte Σ-Gcc pour la séman-
tique basée décomposition µdec est définie par :

µdec(X ) =
∑

vj∈Doms

(s(X , vj)×ϕatleast
j +e(X , vj)×ϕatmost

j )

Défintion 2 ([10]). Soit z une variable objectif.
Une contrainte Σ-Gcc(X , l, u, ϕatleast, ϕatmost, z) ad-
met une solution ssi il existe une instanciation com-
plète A telle que µdec(A) ≤ max(Dz)

La modélisation d’une contrainte Σ-Gcc [10] s’effec-
tue en ajoutant au réseau de Gcc des arcs de violation

traduisant le manque ou l’excès pour chaque valeur.
Ainsi sont ajoutés les arcs de violation suivants :

Ashortage ={(s, vj) avec d=0, c= lj, w=ϕatleast
j | vj ∈Doms}

Aexcess ={(vj , t) avec d=0, c=∞, w=ϕatmost
j | vj ∈Doms}

L’existence d’un flot de valeur max(n,
∑

vj∈Doms lj)

de poids inférieur à max(Dz) dans le nouveau ré-
seau permet de caractériser la cohérence de Σ-
Gcc. De la même manière, on peut caractériser la
viabilité d’une valeur (Xi,vj) par l’existence d’un
flot passant par l’arc (Xi,vj) de poids inférieur à
max(Dz). Le test de cohérence peut être réalisé
en O(max(n,

∑
vj∈Doms lj)×n·log(n)) et le filtrage en

O(n·d×n·log(n)) [10].
Enfin, la contrainte softGcc [18] est un cas particu-

lier de Σ-Gcc où tous les poids ϕatleast
j et ϕatmost

j sont
égaux à 1.

3.3 Relaxer la contrainte globale Regular

3.4 Regular

Soit M={Q,Σ, δ, q0, F} un automate fini détermi-
niste avec Q l’ensemble des états, Σ un alphabet, δ
l’ensemble des transitions définies sur Q×Σ→Q, q0

l’état initial et F l’ensemble des états finaux de M .
La contrainte Regular[13] associée à l’automate M
impose qu’un mot constitué d’une séquence de n va-
riables appartienne au langage reconnu par l’automate
M .

Défintion 3. Soit M un automate détermi-
niste, L(M) le langage régulier associé à M et
X=X1,. . .,Xn une séquence de n variables. La
contrainte Regular(X ,M) admet un solution ssi :

∃(v1, . . . , vn) ∈ D1×· · ·×Dn t.q. (v1, . . . , vn) ∈ L(M)

La contrainte Regular est modélisée par un graphe
dirigé de couches dont les sommets de chaque couche
correspondent aux états de l’automate M et les arcs
représentent les couples (variable/valeur) [13].

Le graphe en couches G est définit de la manière
suivante :

G = {V,A}
V = V0 ∪ · · · ∪ Vn ∪ {t}
A = A0 ∪ . . . An ∪ At

∀i ∈ {0, . . . , n}, on a :
Vi = {qi

l | ql ∈ Q}
Ai = {(qi

l , q
i+1
m , v) | v ∈ Di, δ(ql, v) = qm}

At = {(qn
l , t) | ql ∈ F}

Dans ce graphe, tout chemin du sommet représen-
tant l’état initial q0

0 dans la première couche vers un
sommet modélisant un état final qn

i (avec qi∈F ) dans
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la dernière couche correspond à une solution pour Re-
gular. De la même manière, on peut caractériser la
viabilité d’une valeur (Xi,vj) par l’existence d’un tel
chemin passant par l’arc (Xi,vj). Le test de cohérence
et le filtrage sont mis en œuvre par un parcours en
largeur du graphe en O(m) (avec m égal au nombre
d’arcs du graphe).

3.5 costRegular

costRegular [2] est une version relaxée de Regular
qui permet de modéliser le fait que certaines transi-
tions de l’automate engendrent un coût si elles sont
utilisées. Du point de vue de la modélisation, les coûts
de ces transitions sont directement reportés sur les arcs
associés dans le graphe de couches. Pour la sémantique
de violation retenue µreg, le coût d’une instanciation
complète A est la somme des coûts des arcs apparte-
nant au chemin associé à cette instanciation

Défintion 4. Soit M un automate déterministe
et soit z une variable objectif. Une contrainte
costRegular(X ,M ,z) admet une solution ssi il
existe une instanciation complète A telle que
µreg(A)≤max(Dz).

Le test de cohérence, associé à la sémantique de
violation µreg, se ramène à la recherche d’un che-
min de poids minimal dans le graphe associé. De
même, on peut caractériser la viabilité d’une valeur
(Xi,vj) par l’existence d’un chemin de poids inférieur à
max(Dz) passant par l’arc (Xi,vj). Le nouveau graphe
de couches restant acyclique, on peut à nouveau utili-
ser un parcours en largeur du graphe. Ainsi le test de
cohérence et le filtrage peuvent être effectués en O(m).

4 Modélisation du problème

Dans cette section, nous montrons comment le pro-
blème décrit en Section 2 peut être modélisé de façon
concise et élégante à l’aide des contraintes globales
relaxées. De manière générale, on peut distinguer 2
sortes de règles :

– celles qui imposent des bornes sur le nombre d’in-
fimières, d’équipes, ..., qui seront traduites par des
contraintes Gcc ou Σ-Gcc ;

– celles qui imposent, pour chaque infirmière, des
contraintes sur l’enchâınement des équipes qui
seront traduites par des contraintes Regular ou
costRegular.

4.1 Variables et domaines

Soit l’ensemble des jours J={1,2,. . .,21} et l’en-

semble des infirmières I={1,2,. . .,8}. À chaque infir-
mière i ∈ I et chaque jour j ∈ J est associée une va-
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riable Xi
j . Tous les domaines initiaux sont identiques

Dj
i = {M,E,N,R}, et les valeurs de Doms seront

considérées dans cet ordre pour les contraintes Gcc3.
Il en sera de même pour les bornes et les coûts associés.

4.2 Contraintes d’équipes

Les contraintes issues de la règle (I1) définissent les
capacités de chaque équipe et seront modélisées grâce
à la contrainte Gcc.

∀j ∈ J , Gcc([X1
j ,. . .,X8

j ],[2,2,1,0],[2,2,1,8])

4.3 Contraintes d’infirmières

i) Les règles suivantes peuvent être exprimées sous
forme de costRegular en définissant les automates4

suivants :
– l’automate A1 associé aux règles (I5) et (P4) re-

streignant les enchâınements d’équipes de nuits
(contrainte α) ;

– l’automate A2 représentant les règles (I6) et (P5)
contraignant l’écart minimal entre deux journées
travaillées (contrainte β) ;

– l’automate A3 décrivant les régles (P1) et (P3)
gérant la longueur d’une séquence de travail
(contrainte γ).

On obtient alors les contraintes suivantes :

∀i ∈ I, costRegular([Xi
1,. . .,X

i
21],A1,z

A1
i ), (α)

∀i ∈ I, costRegular([Xi
1,. . .,X

i
21],A2,z

A2
i ), (β)

∀i ∈ I, costRegular([Xi
1,. . .,X

i
21],A3,z

A3
i ), (γ)

3i.e. l=[lM ,lE ,lN ,lR]
4La notation N signifie Σ\{N}
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ii) Les règles (I2) et (I3), qui sont des contraintes
d’intégrité, peuvent être exprimées sous forme de
Gcc. Toutefois, en associant des coûts infinis à ces
contraintes, les règles (I2), (I3) et (P2) se modélisent
grâce à un Σ-Gcc :

∀i ∈ I, Σ-Gcc([Xi
1,. . .,X

i
21],[4,4,0,7],

[8,8,4,21],[10,10,0,∞],[10,10,∞,0],zi)

La règle (I2) ne définissant que la borne supérieure
pour la valeur N (uN=4), nous imposons que la borne
inférieure associée à N soit nulle (lN=0) ainsi que son
coût de violation (ϕatleast

N =0). De même, pour la borne
supérieure de R, issue de la règle (I3), nous imposons
uR=21 et ϕatmost

R =0.
iii) La règle (I4) peut être exprimée en utilisant une

contrainte Atleast :

∀i ∈ I, Atleast([Xi
7,X

i
14,X

i
21],1,R)

4.4 Fonction objectif

Soit C l’ensemble de toutes les contraintes globales
précédemment décrites : à chaque contrainte relaxée
c est associée une variable objectif zc permettant de
quantifier le coût de violation de celle-ci.

5 Intéraction entre contraintes globales

Malgré la puissance de filtrage de chaque contrainte
globale, le manque de communication entre celles-ci
réduit la qualité du filtrage final. En effet, chaque
contrainte globale travaille à partir de sa représenta-
tion interne (graphe bipartite, réseau, . . .) et n’exploite
pas (ou que partiellement) les informations déduites
par les autres contraintes globales. Dans les NRPs,
un grand nombre de contraintes globales partagent
des ensembles communs de variables. La plupart des
contraintes d’infirmières portent sur l’intégralité du
planning d’une infirmière.

Divers travaux ont déjà été menés pour exploiter
l’interaction entre contraintes globales :

– Cardinality Matrix Constraints [16] combi-
nant plusieurs Gcc sous forme d’une matrice ;

– multi-costRegular [8] fusionnant plusieurs cos-
tRegular.

Dans cette section, nous proposons une nouvelle
contrainte globale RegularCount (et sa version pon-
dérée) permettant de combiner une contrainte Regu-

lar avec plusieurs contraintes Atleast/Atmost por-
tant sur une même valeur.

5.1 Exemple

Considérons les règles suivantes issues de l’exemple
de la section 2 :

(I2) Une infirmière doit travailler au plus quatre nuits.

(I5) Une infirmière doit travailler au plus trois nuits
consécutives.

(P4) Chaque nuit isolée est pénalisée d’un coût de 100.

Pour les besoins de l’exemple, nous considérons dans
un premier temps la règle (P4) comme étant une
contrainte d’intégrité :

(P⋆4) Une infirmière ne doit pas avoir de nuit isolée dans
son planning.

Ainsi, la règle (I2) peut être modélisée grâce à une
contrainte Atmost et les règles (I5) et (P⋆4) par un
contrainte Regular :

∀i ∈ I, Atmost([Xi
1,. . ., Xi

7],N ,4)
∀i ∈ I, Regular([Xi

1,. . ., Xi
7],A

⋆
1)

L’automate A⋆
1 est obtenu en enlevant la transition

de l’état 1 à l’état initial dans l’automate A1.

Considérons à présent un planning de sept jours
pour une infirmière i et les domaines réduits des va-
riables associés : DXi

1
=DXi

2
=DXi

3
={N}, DXi

4
={R} et

DXi
5
=DXi

6
=DXi

7
={N ,R}. En appliquant de manière

successive les filtrages des contraintes Atmost et Re-

gular, aucun retrait de valeur n’est effectué.

Mais la valeur (Xi
5,N) est non viable. Si Xi

5 est ins-
tanciée à N alors Xi

6 sera nécessairement instanciée à
N (règle (P⋆4)), ce qui engendre une incohérence (la
règle (I2) est insatisfaite). La valeur (Xi

5,N) aurait du
être filtrée ce qui n’est pas le cas. Ce raisonnement
peut être réitéré pour les valeurs (Xi

6,N) et (Xi
7,N).

Dans ce qui suit, nous montrons qu’en tenant
compte des interactions entre les contraintes Atmost

et Regular, il est possible de fournir un filtrage plus
efficace.

5.2 La contrainte RegularCount

La contrainte RegularCount permet à une séquence
de variables X de prendre des valeurs telles que le mot
engendré appartient au langage reconnu par un au-
tomate, tout en respectant des bornes sur le nombre
d’occurence d’une valeur vj fixée.
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Défintion 5. Soit M un automate fini déterministe
et L(M) le langage reconnu par M . Soit X=X1 . . . Xn

une séquence de n variables, vj∈Σ et lj (resp. uj) une
borne inférieure (resp. supérieure) sur le nombre de
fois que la valeur vj peut être prise. La contrainte
RegularCount(X ,M ,vj,[lj,uj]) admet une solution
ssi :

∃(v1, . . . , vn) ∈ D1 × · · · × Dn t.q. (v1, . . . , vn) ∈ L(M)
et lj ≤| {Xi ∈ X | Xi = vj} |≤ uj

Ainsi, les règles (I2), (I5) et (P⋆4) peuvent être mo-
délidées par la nouvelle contrainte RegularCount :

∀i ∈ I, RegularCount([Xi
1,. . ., Xi

7],A
⋆
1,N ,[0, 4])

5.2.1 Graphe associé à RegularCount

Soit vj une valeur de Σ et lj (resp. uj) une borne
inférieure (resp. supérieure) associée à la valeur vj .
L’idée principale est d’associer un compteur k à chaque
sommet qi

l de G pour comptabiliser le nombre de fois
que la valeur vj a été prise. Ainsi, à chaque sommet
qi
l sont associés k nouveaux sommets notés qi

l,k, avec
k ∈ [0, . . . , n].

Les nouveaux sommets du graphe associé à la
contrainte RegularCount sont définis par :

V = V0 ∪ · · · ∪ Vn ∪ {t}, avec :
Vi = {qi

l,k | ql ∈ Q, k ∈ [0..n]}

Comme pour Regular, pour chaque transition entre
deux couches du graphe est associé un arc reliant les
sommets qi

l,k et qi+1
m,k′ étiqueté par la valeur vj . Toute-

fois, si à la valeur vj est associé une paire de contraintes
Atmost/Atleast, alors k′ = k + 1 sinon k′ = k. Fina-
lement, les sommets de la dernière couche ayant une
valeur de compteur respectant les bornes imposées par
les contraintes Atmost/Atleast (et correspondant à
des états finaux) seront connectés au puit :

Ai = {(qi
l,k, qi+1

m,k′ , v) | v ∈ Di, δ(ql, v) = qm}
si (v = vj) alors k′ = k + 1 sinon k′ = k
At = {(qn

l,k, t) si ql ∈ F et lj ≤ k ≤ uj}

La figure 4 représente le graphe associé à la
contrainte RegularCount([Xi

1,. . ., Xi
7],A

⋆
1,N ,[0, 4]))

(exemple défini section 5.1).

5.2.2 Test de cohérence et filtrage

Le test de cohérence et le filtrage de RegularCount

sont analogues à ceux de Regular. L’existence d’un
chemin de q0

0,0 à t permet de détecter la cohérence
de la contrainte. L’existence d’un tel chemin utilisant
l’arc (Xi,v) dans la couche correspondant à Xi permet
de savoir si la valeur (Xi,v) est viable. Sur la figure
4, les arcs en pointillés indiquent les valeurs filtrées
par la contrainte RegularCount. Ainsi, la valeur N
est bien filtrée des domaines des variables X5, X6 et
X7 (exemple défini section 5.1).

5.3 La contrainte costRegularCount

Comme pour CostRegular, on souhaite modéliser
le fait que les transitions impliquant une valeur par-
ticulière vj engendrent un coût si elles sont utilisées.
Les règles ci-dessous (issues de l’exemple de la section
2) permettent d’illuster une telle situation :

(I⋆2) Une infirmière doit travailler au plus quatre nuits,
tout dépassement δ entraine une pénalité de 10×δ.

(I5) Une infirmière doit travailler au plus trois nuits
consécutives.

(P4) Chaque nuit isolée est pénalisée d’un coût de 100.

Défintion 6. Soit M un automate fini déterministe,
L(M) le langage associé, z une variable objectif.
Soit X une séquence de n variables, vj∈Σ, lj (resp.
uj) la borne inférieure de poids ϕatleast

j (resp. supé-
rieure de poids ϕatmost

j ) associé à vj. La contrainte

CostRegularCount(X ,M ,vj,[lj,uj],[ϕ
atleast
j ,ϕatmost

j ],z)
admet une solution ssi :

∃A ∈ D1 × · · · × Dn t.q µreg(A) + s(A, vj)×ϕatleast
j

+e(A, vj)×ϕatmost
j ≤ max(Dz)

Ainsi, les règles (I⋆2), (I5) et (P4) peuvent être mo-
délisées par la contrainte CostRegularCount :

∀i ∈ I :

CostRegularCount([Xi
1,. . ., Xi

7],A
⋆
1,N ,[0, 4],[0, 10],z

A⋆
1

i ))

Les sommets et les arcs du graphe correspondant
à CostRegularCount sont construits de la même ma-
nière que pour RegularCount. Les arcs connectant les
sommets de la dernière couche (correspondant à des
états finaux) au sommet puits t sont remplacés par des
arcs de violations permettant de modéliser le manque
ou l’excès δ pour une valeur. Le coût de violation asso-
cié est δ×ϕatleast (resp. δ×ϕatmost) pour la contrainte
Atleast (resp. Atmost). Enfin, comme pour Cos-

tRegular, les coûts des transitions dans l’automate
sont directement reportés sur les arcs associés dans
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le graphe de couches. La figure 5 donne le graphe cor-
respondant à la contrainte CostRegularCount([Xi

1,. . .,

Xi
7],A

⋆
1,N ,[0, 4],[0, 10],z

A⋆
1

i )).
Tester la cohérence revient à rechercher un chemin

de poids inférieur à la valeur maximale de la variable
objectif. Il en est de même pour le filtrage.

Complexité dans le pire cas : O(n2/2× |Σ | × |Q |)

6 Variable Neighbourhood Search

La majorité des méthodes utilisées pour résoudre les
NRPs sont soit des méthodes de RO ad’hoc, la plupart
incluant des étapes de pré-taitement ou des méthodes
de recherche locale combinant des techniques issues de
la RO pour trouver une solution initiale (en résolvant
à l’optimum un problème simplifié du problème de dé-
part) pour la recherche locale.

Par nature, ces problèmes permettent de définir des
structures de voisinages étendus (2-opt, swap de large
portions des plannings d’infirmières,etc) en exploitant
des informations spécifiques liées au problème.

La recherche à voisinage variable (VNS), [12],
est une recherche à grands voisinages autorisant la
taille de ceux-ci à varier afin de s’échapper des mi-
nima locaux. Pour cela, VNS utilise une structure
de voisinage, c’est à dire un ensemble d’éléments
{N1,. . . ,Nkmax} ordonnés par ordre croissant de la
taille des voisinages engendrées.

Plusieurs versions de VNS ont été proposées. Va-
riable Neighborhood Decomposition Search (VNDS),
[3] permet d’effectuer une recherche uniquement sur un
sous-problème déterminé en désaffectant un ensemble
de k variables (k étant appelé la dimension du voisi-
nage) et la reconstruction s’effectue alors uniquement
sur le sous-espace de recherche contentant ces k va-
riables. L’étape de reconstruction peut être effectuée
par une recherche arborescente partielle.

6.1 VNS/LDS+CP

La méthode VNS/LDS+CP, [7], est une extension
de l’algorithme VNDS effectuant la reconstruction

des variables grâce à une méthode arborescente par-
tielle (LDS) combinée avec des mécanismes de fil-
trage (CP). Toutefois, l’exploration de (très) grands
voisinages pouvant rapidement devenir prohibitive en
temps, nous avons retenu la recherche partielle LDS.

L’algorithme 1 décrit le pseudo-code de
VNS/LDS+CP, avec C l’ensemble des contraintes,
kinit (resp. kmax) le nombre minimal (resp. maximal)
de variables à désaffecter et δmax la valeur maximale
de discrepancy lors de la phase de reconstruction avec
LDS.

Algorithm 1: Algorithme VNS/LDS+CP.

function VNS/LDS+CP(X , C, kinit, kmax, δmax)1

begin2

s← genPremiereSolAvecLDS(X )44

k ← kinit66

while (k < kmax) ∧ (not timeout) do88

Xunaffected ← Hvois(Nk, s)1010

A ← s\{(xi = a) s.t. xi ∈ Xunaffected}1212

s′ ← NaryLDS(A,Xunaffected, δmax,V(s), s)1414

if V(s′) < V(s) then1616

s← s′1818

k ← kinit2020

else k ← k + 12222

return s2424

end25

L’algorithme part d’une solution initiale s générée
par la méthode LDS. Un sous-ensemble de k variables
(avec k la dimension du voisinage) est sélectionné dans
le voisinage Nk (i.e. l’ensemble des combinaisons de k
variables parmi X )(ligne 10). Une affectation partielle
A est alors générée à partir de la solution courante s,
en désaffectant les k variables sélectionnées ; les autres
variables (i.e. non sélectionnées) gardent leur affecta-
tion dans s (ligne 12). A est alors reconstruite en com-
binant LDS et le filtrage. Si LDS trouve une solution
voisine s′ de meilleure qualité que la solution courante
s (ligne 16), alors celle-ci devient la solution courante
et k est réinitialisée à kinit (lignes 18-20). Sinon, k est
incrémentée de 1 afin de s’échapper de ce minimum
local(ligne 22). L’algorithme s’arrête dès que l’on a at-
teint la dimension maximale du voisinage à considérer
kmax ou le timeout (ligne 8).

6.2 Gestion du voisinage

L’heuristique de choix de voisinage joue un rôle pri-
mordial dans la recherche, puisqu’elle détermine les
sous-espaces à explorer afin de trouver des solutions de
meilleure qualité. Notre heuristique de choix voisinage
consiste à désaffecter complètement le planning d’une
infirmière. Deux stratégies ont été mises en œuvre :

– l’heuristique alea basée sur un tirage aléatoire sur
l’ensemble de tous les infirmières,
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– l’heuristique maxV qui choisit l’infirmière dont le
planning complet engendre le coût de violation le
plus élevé.

6.3 LDS+CP

Notre heuristique de choix de variable sélectionne
les variables par ordre croissant du ratio entre la taille
du domaine et le degré. Les valeurs sont ordonnées
selon l’ordre croissant des coûts engendrés par leurs
affectations.

Le filtrage utilisé est celui des contraintes globales.

7 Expérimentations

Le solveur utilisé pour mener ces expérimentations
a été développé en C++ et les tests ont été effectués
sur PC P4-2.8Ghz. Les méthodes avec lesquelles nous
nous comparons ayant été testées sur différents types
de machines, nous exprimerons les temps de calcul ob-
tenus en tenant compte du rapport de puissance entre
la machine utilisée et la nôtre. Ainsi, pour une machine
κ fois moins puissante que la nôtre, nous reporterons
le temps obtenu divisé par κ

Pour VNS, kinit est le nombre de jours compris
dans le planning d’une infirmière, et pour kmax 66%
du nombre total de variables d’une instance. La dis-
crepency est initialement fixée à 3 et la méthode est
relancée avec une discrepancy augmentée après avoir
exploré le voisinage de plus grande taille.

Les instances étudiées sont les suivantes :
– l’instance MILLAR [11] : 8 infirmères, 14 jours et

2 équipes possibles ;
– l’instance LLR [6] : 27 infirmières, 7 jours et 3

équipes possibles ;
– l’instance GPOST [4] : 8 infirmières, 28 jours et 2

équipes possibles ;
– l’instance IKEGAMI-3SHIFTS-DATA1 [5] : 25 in-

firmières, 30 jours et 3 équipes possibles.
N.B. : l’axe des ordonnées représente la valuation et
celui des abscisses le temps en secondes.

7.1 Comparaison du filtrage de RegularCount

Nous avons modélisé chacune des instances LLR
et GPOST de 2 façons différentes : à l’aide de At-

least/Atmost+Regular et à l’aide de RegularCount.
Comme le montrent les résultats présentés dans les

figures 6 et 7, la contrainte RegularCount permet
d’améliorer les performances de la recherche. Cette
amélioration des performances est plus importante sur
l’instance GPOST : cela est sûrement du au fait que les
contraintes RegularCount remplacent dans GPOST
un ensemble de contraintes Regular/Atmost portant
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Fig. 6 – Comparaison de Regular + Atmost/Atleast

et RegularCount sur l’instance LLR
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Fig. 7 – Comparaison de Regular + Atmost et Re-

gularCount sur l’instance GPOST

sur 28 jours (et donc 28 variables) alors qu’elles ne
portent que sur 7 jours dans l’instance LLR.

7.2 Comparaison avec une approche CSP

Dans [6] les auteurs proposent une approche basée
CSP, pour l’instance LLR, qui utilise des contraintes
binaires et des propagateurs spécifiques pour les
contraintes n-aires.

La recherche s’effectue en deux étapes. Première-
ment, une solution initiale est calculée en ne tenant
compte que des contraintes d’intégrité. Dans une se-
conde temps, toutes les contraintes sont prises en
compte et une procédure de recherche tabou améliore
la solution initiale.

Grâce à cette méthode une solution de qualité 366
est trouvée en 16 secondes.

Nous trouvons une borne à 314 en environ 1 minute.
Il est à noter que la première solution obtenue a pour
qualité 372 et qu’une instanciation complète de coût
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inférieur à 366 est obtenue en moins de 2 secondes avec
les deux heuristiques de choix de voisinage : alea et
maxV.

Ces résultats montrent que les contraintes globales
relaxées permettent de trouver de bonnes premières
solutions et d’améliorer rapidement la qualité de celles-
ci grâce à la puissance de leur filtrage.

7.3 Comparaison avec des méthodes ad’hoc

7.3.1 L’instance MILLAR

Les premiers résultats obtenus pour MILLAR sont
présentés dans [11]. La technique utilisée consiste à gé-
nérer l’ensemble des motifs valides de longueur variant
de 1 à 5 jours (une infirmières ne devant pas travailler

plus de 5 jours consécutifs). À partir de ces motifs, un
graphe dirigé est créé avec pour sommets les motifs et
pour arcs les connexions entre les différents motifs. Ces
arcs sont pondérés par le degré de violation provoqué
par l’enchâınement de ces motifs.

Grâce à cette approche, une solution de coût
1690 est trouvée en environ 500 secondes sur IBM
RISC6000/3405.

Grâce à la résolution de sous-problème et d’une re-
cherche tabou, une solution optimale (de coût 0) est
trouvée en moins d’une seconde ([5]).

Notre solveur trouve l’optimum en 3 secondes.

NB : La borne supérieure utilisée dans [5] n’est pas
indiquée, c’est pourquoi nous avons arbitrairement
fixée notre borne initiale à 10000. Si celle-ci était fixée
à une valeur plus faible, notre temps de calcul serait
très fortement amélioré.
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Fig. 9 – Instance GPOST

7.3.2 L’instance GPOST

Cette instance est résolue en 2 étapes (voir [4]).
Dans un premier temps l’ensemble des plannings pos-
sibles pour chaque infirmière est calculé. Parmi ces
plannings, seuls sont conservés ceux qui ont un degré
de violation assez faible. Le planning général est alors
calculé grâce à CPLEX. Le temps ”d’assemblage” du
planning général optimal est de 13 secondes (coût 5).

Pour cette instance nous avons borné le temps d’éxe-
cution de notre solveur à 300 secondes. Nous obtenons
les résultats présentés dans la figure 9.

Notre approche obtient en moins de 200 secondes
une solution de coût 13.

Il est assez difficile de comparer nos temps de calcul
avec ceux proposés dans [4] sans connâıtre le temps
utilisé pour l’étape de prétraitement.

7.3.3 L’instance IKEGAMI-3SHIFTS-DATA1

Dans [5], avec une approche similaire à celle de MIL-
LAR, les auteurs obtiennent une solution de coût 6 en
1851 minutes.

Pour des raisons pratiques, nous avons fixé le temps
maximal de recherche à 1 heure.

Malgré la grande taille de cette instance (750 va-
riables), les résultats présentés sont très encourageants
(figure 10). En effet, l’heuristique de voisinage maxV

nous fournit en 11 minutes et 11 secondes une solu-
tion de coût 63 . Cette solution est de bonne qualité
car seules des contraintes de poids 1 sont insatisfaites.

8 Conclusions

Dans cet article, nous avons montré comment
certains NRPs peuvent être modélisés à l’aide de
contraintes globales relaxées et résolus dans des temps

5Le temps ici n’est pas normalisé
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comparables aux méthodes ad’hoc utilisées. Ces résul-
tats sont à conforter par des expérimentations sur des
instances de très grande taille (les instances : CHILD-
A2 (41 infirmières × 42 jours × 5 équipes), ERRVH-A
(51 infirmières × 42 jours × 8 équipes), . . .). Les per-
formances de notre méthode de recherche peuvent être
améliorées i) en définissant des heuristiques de sélec-
tion de voisinage plus adaptées aux NRP (par exemple,
ne pas désinstancier toutes les variables associées à
une même infirmière), ii) en étendant la notion de soft
arc-conhérence introduite par [1] pour les contraintes
binaires afin d’améliorer la communication entre les
contraintes globales.
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Résumé
Cet article traite de l’affectation journalière d’en-

fants à des infirmières dans un hôpital. L’objectif est
d’équilibrer la charge de travail des infirmières tout en
satisfaisant diverses contraintes. Des travaux précédents
ont proposé un modèle MIP pour ce problème, qui mal-
heureusement rencontre des difficultés pour résoudre de
grandes instances. De plus ce modèle MIP ne fait qu’ap-
proximer la fonction objectif. En effet la minimisation
de la variance n’est pas une expression linéaire. Des mo-
dèles de programmation par contraintes (PC) sont pré-
sentés de complexités croissante permettant finalement
de résoudre des instances de grande tailles avec des cen-
taines de patients et d’infirmières en quelques secondes
avec le système d’optimisation Comet. Les modèles de
PC utilisent la contrainte globale spread pour minimiser
la variance ainsi qu’une technique de décomposition du
problème.

1 Introduction

Cet article traite le problème d’affectation journa-
lière de bébés aux infirmières dans un hôpital décrit
dans [5]. Dans ce problème, certains enfants ne de-
mandent pas trop d’attention, par contre d’autres de-
mandent une attention considérable. La quantité de
travail requise par un enfant est appelée son acuité.
Une infirmière sera chargée de s’occuper d’un groupe
d’enfants et la somme des acuités des enfants dont elle
a la charge est sa charge de travail. Il est essentiel que
les charges de travail soient correctement équilibrées
entre les infirmières. Cela permet d’assurer à la fois des
soins de santé de meilleure qualité mais également de
concevoir des horaires équitables entre les infirmières.
∗traduction d’un article accepté à CPAIOR09

La solution finale devra également satisfaire diverses
contraintes additionnelles imposées par la législation
en vigueur :
– Une infirmière ne peut travailler que dans une

zone de l’hôpital alors que les enfants sont locali-
sés dans p zones différentes.

– Une infirmière ne peut pas prendre en charge plus
de childrenmax enfants.

– L’acuité totale d’une infirmière ne peut pas de-
passer acuitymax.

L’objectif d’équilibre et les contraintes additionnelles
rendent le problème difficile à résoudre. Etant donné
que les infirmières ne peuvent travailler que dans une
zone, le nombre d’infirmières attribuées à chaque zone
a déjà une grande influence sur la qualité d’équilibre
des charges de travail dans la solution finale.
Ce problème a initialement été résolu dans [5] avec

un modèle MIP. Malheureusement les résultats en
terme de qualité d’équilibre et temps de calcul ne sont
pas satisfaisants. Dans cet article, nous présentons une
série de modèles de programmation par contraintes de
complexités croissantes. Notre dernier modèle permet
de d’obtenir rapidement des solutions de grande qua-
lité tout en passant très bien à l’échelle lorsque la taille
de l’instance augmente.
L’organisation de l’article est la suivante. La Section

2 présente les instances proposées dans [5] et la Section
3 décrit le modèle MIP et ses limitations. La Section
4 rappelle la contrainte spread utilisée pour équilibrer
les charges de travail ainsi que la caractérisation de
son filtrage tel qu’implémenté dans Comet. La Sec-
tion 5 présente le premier modèle de programmation
par contrainte (PC). Ce modèle permet la résolution
d’instances avec deux zones. La Section 6 présente une
approche en deux temps où les infirmières sont d’abord
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affectées aux zones avant de leur assigner des enfants.
Finalement, la Section 7 montre que la deuxième étape
peut être décomposée par zone sans perdre de garantie
sur l’optimalité. Ce dernier modèle permet la résolu-
tion d’instances de grandes tailles avec des dizaines de
zones et des centaines de patients.

2 Instances du problème

Un modèle statistique introduit dans [5] permet-
tant de générer des instances similaires aux instances
réelles rencontrées par les auteurs. Ce modèle statis-
tique a également été utilisé dans leur article pour
tester la robustesse de leur approche par rapport aux
nombre d’infirmières, d’enfants, et de zones. Ce mo-
dèle ne comprend qu’un seul paramètre : le nombre
de zones. L’acuité maximum par infirmière est fixée
à acuitymax = 105 et le nombre maximum d’enfants
par infirmière est fixé à childrenmax = 3. Le génera-
teur d’instances fixe le nombre d’infirmières, le nombre
d’enfants et leur acuité ainsi que la zone à laquelle
il appartient. Voici précisément les différentes étapes
suivies par le modèle statistique pour générer une ins-
tance :

– Le nombre de patients par zone suit une distri-
bution de Poisson avec une moyenne 3.8 qui est
décalée de +10.

– L’acuité Y d’un patient est obtenue en géné-
rant d’abord un nombre X ∼ Binomial(n =
8, p = 0.23) et ensuite en générant l’acuité Y ∼
Unif(10 · (X + 1), 10 · (X + 1) + 9).

– Le nombre total d’infirmière est obtenu en so-
lutionnant une procédure First Fit Decreasing
(FFD) dans chaque zone. Plus précisément, le
nombre total est le nombre d’infirmières trouvées
dans chaque zone par la procédure FFD. La pro-
cédure FFD commence par trier les patients par
ordre décroissant d’acuité. Ensuite le patient avec
la plus grande acuité est assigné à la première in-
firmière. Les patients suivants sont assignés suc-
cessivement à la première infirmière pouvant l’ac-
cepter sans violer la contrainte d’acuité maximale
et la contrainte du nombre maximum de patients
par infirmière.

3 Le modèle MIP

Par manque de place, nous ne reproduisons pas ici
le modèle MIP introduit dans [5] dans son entièreté.
Nous donnons les principales variables du modèle ce
qui est suffisent pour le cerner. Nous expliquons en-
suite les limites de ce modèle et nous expliquons pour-
quoi une approche de PC peut pallier à ces limites. Le
modèle MIP contient quatre familles de variables :

1. Xij = 1 si l’enfant i est affecté à l’infirmière j et
0 sinon ;

2. Zjk = 1 si l’infirmière j est assigné à la zone k et
0 sinon ;

3. Yk,max est l’acuité maximum parmi toutes les in-
firmières de la zone k ;

4. Yk,min est l’acuité minimum parmi toutes infir-
mières de la zone k.

Toutes ces variables sont liées par des contraintes li-
néaires pour satisfaire les contraintes du problème. La
fonction objectif implémente ce que nous appelons le
critère range-sum qui consiste en la minimisation de la
somme des écarts entre l’acuité maximum et minimum
dans les p zones, i.e.,

p∑
k=1

(Yk,max − Yk,min).

Le modèle MIP comporte plusieurs limitations : La
fonction objectif peut produire des solutions très in-
égales en termes de charge de travail. En effet elle
tend à égaliser les charges de travail intra zone mais
peut produire de grandes différences entre les temps de
travail inter zone. Ce fait est illustré sur la Figure 1.
Les charges de travail sont montrées en haut à droite
de chacune des visualisations Comet. La solution de
gauche est obtenue en minimisant le critère range-sum
alors que la solution de droite est obtenue en mini-
misant la variance (nommée norme L2 dans la sec-
tion suivante). L’objectif range-sum est optimal dans
la solution de gauche puisque les temps de travail à
l’intérieur de chaque zone sont identiques. Malheureu-
sement les infirmières de la première zone travaillent
deux fois plus que les infirmières de la seconde zone.
La solution de droite obtenue par minimisation de la
variance est significativement meilleure. Cette exemple
illustre clairement que l’objectif que "toutes les infir-
mières devraient recevoir une même charge de travail"
[5] n’est pas garanti avec le critère range-sum.
Il n’apparait pas directement comment remédier à

ce problème dans le modèle MIP. En effet la variance
est un critère non linéaire et ne peut être modéli-
ser facilement dans une approche MIP. De plus, une
approche de PC peut exploiter directement l’aspect
combinatoire de la structure du bin-packing et des
contraintes additionnelles tandis que le MIP possède
une relaxation linéaire généralement assez mauvaise
pour les problèmes de bin-packing. Finalement, le mo-
dèle MIP n’évite pas certaines symétries du problème :
pour une solution donnée, les infirmières sont complè-
tement interchangeables. Dans la suite nous rappelons
les contraintes d’équilibre existantes en PC avant d’in-
troduire les modèles Comet de PC pour résoudre le
problème.
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Figure 1 – Comparaison entre deux solutions sur une instance à 6 infirmières, 14 enfants et 2 zones. La solution
de gauche est obtenue en minimisant le critère range-sum. La solution de droite est obtenue en minimisant la
variance des charges de travail.

4 Les contraintes d’équilibre en PC

Les contraintes d’équilibre apparaissent dans de
nombreuses applications réelles, la plupart du temps
pour exprimer une répartition équitable d’objets ou
du travail. Par exemple, Simonis [15] suggère d’utiliser
une contrainte globale pour équilibrer la distribution
des équipes dans les problèmes de rostering. Pesant
propose dans [7] d’utiliser une contrainte d’équilibre
pour une allocation équitable des horaires individuels.
Deux contraintes globales et leurs propagateurs ont

été proposés en programmation par contrainte pour
optimiser l’équilibre : spread [6, 11], qui contraint la
variance et la moyenne d’un ensemble de variables, et
deviation [12, 13], qui contraint la moyenne et l’écart
absolu moyen à la moyenne d’un ensemble de variables.
On dit aussi que spread et deviation contraignent
respectivement les normes L2 et L1 d’un ensemble de
variables X1..Xn par rapport à leur moyenne (s =∑
i∈[1..n] Xi), i.e.,
– L1 :

∑
i∈[1..n] |Xi − s/n| ;

– L2 :
∑
i∈[1..n](Xi − s/n)2.

Ces deux critères ne sont pas équivalents : Minimiser
L1 ou L2 ne conduit pas aux mêmes solutions et il n’est
pas toujours évident de choisir l’un plutôt que l’autre.
Ce choix entre L1 et L2 est récurrent et ne date pas

d’aujourd’hui (voir par exemple [3]). Pour cette ap-
plication, nous utilisons le critère L2 et sa contrainte
spread car L2 est plus sensible aux points extrêmes
que nous voulons absolument éviter dans cette appli-
cation.

Nous utilisons les définitions et notations suivantes
pour décrire la sémantique de la contrainte spread et
de ses propagateurs.

Definition 1 Soit X une variable à domaine fini (dis-
crète). Le domaine de X est un ensemble de valeurs
entières ordonnées pouvant être assignées à X dé-
noté Dom(X). La valeur minimum (resp. maximum)
du domaine est dénotée par Xmin = min(Dom(X))
(resp. Xmax = max(Dom(X)). Un intervalle entier
aux bornes entières a et b est dénoté [a..b] ⊆ Z, alors
que nous dénotons [a, b] ⊆ Q l’intervalle rationnel.
Une affectation des variables X = [X1, X2, ..., Xn] est
dénoté par le tuple x et la ième entrée de ce tuple
par x[i]. L’intervalle domaine étendu rationnel de Xi
est IQ

D(Xi) = [Xmin
i , Xmax

i ] et son intervalle domaine
étendu entier est IZ

D(Xi) = [Xmin
i .. Xmax

i ].

Nous définissons maintenant la contrainte spread avec
moyenne fixe.

Definition 2 Etant donné les variables à domaine
fini X = (X1, X2, ..., Xn), une valeur entière s et une
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variable à domaine fini ∆, spread(X, s,∆) est satis-
faite si et seulement si∑

i∈[1..n]

Xi = s et ∆ ≥ n ·
∑
i∈[1..n]

|Xi − s/n|2.

Observons également

n ·
∑
i∈[1..n]

|Xi − s/n|2 = n ·
∑
i∈[1..n]

X2
i − s2. (1)

Comme s est entier, cette quantité est entière. C’est la
raison pour laquelle il est plus facile de travailler avec
n ·
∑
i∈[1..n] X

2
i − s2 plutôt que

∑
i∈[1..n] |Xi − s/n|2.

Exemple 1 x = (4, 6, 2, 5) est une solution de
spread([X1, X2, X3, X4], s = 17,∆ = 40) mais x =
(3, 6, 2, 6) /∈ spread([X1, X2, X3, X4], s = 17,∆ = 40)
car 4 · (32 + 62 + 22 + 62)− 172 = 51 > 40.

L’algorithme de filtrage pour spread réalise la Z-
consistance aux bornes :

Definition 3 (Consistance aux bornes) Une
contrainte C(X1, ..., Xn) (n > 1) est Q-consistante
aux bornes (resp. Z-consistante aux bornes) par rap-
port aux domaines Dom(Xi) si pour tout i ∈ {1, ..., n}
et chaque valeur vi ∈ {Xmin

i , Xmax
i }, il existe les

valeurs vj ∈ IQ
D(Xj) (resp. vj ∈ IZ

D(Xj)) pour tout
j ∈ {1, ..., n} − i telles que (v1, ..., vn) ∈ C.

Les propagateurs décrits dans [6, 11] réalisent la Q-
consistance aux bornes, ce qui signifie qu’ils considères
que les variables peuvent être assignées à des nombres
rationnels. Les propagateurs implémentés dans Co-
met réalisent la plus forte Z-consistance aux bornes
en adaptant les algorithmes de [6, 11]. En particulier
pour réaliser la Z-consistance aux bornes, les propa-
gateurs de spread calculent ∆Z pour filtrer ∆min, XZ

i

et XZ
i pour filtrer Xmax

i and Xmin
i :

∆Z = min
x
{n ·

∑
i∈[1..n]

(x[i]− s/n)2 s.t.
∑
i∈[1..n]

x[i] = s (2)

et ∀i ∈ [1..n] : x[i] ∈ IZ
D(Xi)}

X
Z
i = max

x
{x[i] s.t. n ·

∑
j∈[1..n]

(x[j]− s/n)2 ≤ ∆max (3)

et
∑
j∈[1..n]

x[j] = s et ∀j : x[j] ∈ IZ
D(Xj)}.

Le filtrage de ∆ est implémenté dans le système Co-
met O(n · log(n)) et celui de X en O(n2) [2, 10].

5 Un modèle simple de PC.

Nous présentons maintenant un modèle de PC qui
adresse les problèmes du modèle MIP que nous avons
relevés.

Le modèle de PC. Soit m le nombre d’infirmières,
n le nombre de patients, et ai l’acuité du patient i.
L’ensemble des patients dans la zone k est dénoté Pk
et [P1, ...,Pp] forme une partition de {1, ..., n}. Pour
chaque patient i, nous introduisons une variable de
décision Ni ∈ [1..n] représentant l’infirmière qui s’oc-
cupe de lui. La charge de travail de l’infirmière j est
représentée par la variable Wj ∈ [0..acuitymax]. L’ob-
jectif et les contraintes sont modélisées comme suit.
– L’objectif, i.e., la minimisation de la norme
L2, est exprimé par la contrainte spread
liant les variables de charges de travail
[W1, ...,Wm], l’acuité totale, et la va-
riable représentant la variance de l’acuité :
spread([W1, ...,Wm],totalAcuity,spreadAcuity).
Notons que spreadAcuity est la variable qu’il
faut minimiser.

– Pour exprimer le fait que les infirmières ne
peuvent avoir une acuité totale supérieure
à acuitymax, nous lions les variables Ni,
Wj , et les acuités des patients avec une
contrainte globale de multiknapsack [14] :
multiknapsack([N1, ..., Nn], [a1, ..., an], [W1, ...,Wm]).

– Pour modéliser le fait qu’une infirmière ne peut
s’occuper de plus de childrenmax enfants, nous
utilisons une contrainte globale de cardinalité [8] :
cardinality(1, [N1, ..., Nn], childrenmax).

– La contrainte qu’une infirmière ne peut travailler
que dans une seule zone est modélisée avec une
contrainte disant que toutes les paires de ta-
bleaux de variables ont des valeurs disjointes :
pairwiseDisjoint([Z1, ..., Zp]), où Zk est le ta-
bleau de variables contenant les variables Ni as-
sociées à la zone k.

Le programme Comet Le modèle Comet est donné
dans le Listing 1. Les lignes 1–3 déclarent les va-
riables de décision. La ligne 4 déclare les tableaux
pour les zones qui sont remplis aux lignes 5–7. La
fonction objectif est spécifiée aux lignes 8–9 et 11.
Les lignes 12–14 sont les contraintes du problème. La
contrainte pairwiseDisjoint introduit des variables
ensemble représentant l’ensemble des infirmières tra-
vaillant dans une zone particulière NSk =

⋃
i∈Pk Ni.

L’ensemble NSk est maintenu avec une contrainte glo-
bale unionOf. Ensuite, l’intersection vide de toutes les
paires d’ensembles se fait avec une contrainte globale
d’ensembles disjoints. Comet utilise une remormula-
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tion de cette contrainte avec une contrainte de cardi-
nalité comme expliqué dans [9, 1].
La recherche est implémentée dans le bloc using

aux lignes 16–24. La recherche casse dynamiquement
les symétries de valeurs induites par l’interchangeabi-
lité des infirmières. Le patient ayant la plus grande
acuité est sélectionné d’abord à la ligne 17. Ensuite
la recherche tente d’assigner ce patient en commen-
çant d’abord par les infirmières ayant la plus petite
charge de travail (lignes 19–22). Le cassage des sy-
métries est implémenté en considérant les infirmières
déjà assignées et au plus une infirmière additionnelle
n’ayant aucun patient (une technique similaire est uti-
lisée pour résoudre le steel mill slab problem dans [4]).
La valeur mn est l’indice maximum d’une infirmière
déjà assignée à un patient. L’instruction tryall consi-
dère tous les indices d’infirmières jusqu’à mn+1 (l’infir-
mière mn+1 n’ayant pas de patient).

Table 1 – Résultats sur des instances à deux zones et
minimisation du critère L2 avec spread.

m n #fails time(s) avg workload sd. workload
11 28 511095 170.2 86.09 2.64
11 29 1126480 302.0 80.27 1.76
10 26 104931 24.7 76.50 2.29
12 30 259147 136.5 83.42 1.93
10 28 2990450 1138.5 91.80 6.84
10 26 779969 206.9 88.40 2.29
12 29 555243 198.2 80.08 2.72
10 27 931858 343.9 90.60 5.33
10 25 1616689 434.5 82.70 7.32
8 22 4160 1.2 87.50 3.12

Résultats expérimentaux Pour la première expé-
rience, nous avons généré 10 instances avec 2 zones,
telles que les instances réelles étudiées dans [5]. Ces
instances ont de l’ordre de 10–15 infirmières, 20–30 en-
fants, et ne peuvent être résolue avec le modèle MIP.
Toutes les instances ont pu être résolues de manière
optimale par notre modèle Comet en moins de 30 mi-
nutes (contrainte de temps spécifiée par l’hôpital dans
[5]). La Table 1 montre les résultats expérimentaux.
Tous les résultats utilisent Comet 1.1 [2] sur un Intel
2.4 GHz Core Duo avec 4GB sous MacOS 10.5.6.

6 Un modèle de PC en deux temps

Le modèle de PC basique peut résoudre des ins-
tances à deux zones mais a de grandes difficultés pour
trois zones ou plus. Nous montrons comment simpli-
fier la résolution par une approche en deux temps qui
calcule d’abord le nombre d’infirmières assignées dans

chaque zone et dans ensuite assigne les patients aux
infirmières. Cette approche simplifie résolution en
1. supprimant le degré de flexibilité du nombre d’in-

firmières dans chaque zone.
2. supprimant la nécessité d’une contrainte d’en-

sembles disjoints puisque les ensembles d’infir-
mières pouvant être assignés à chaque patient sont
précalculés.

Une Relaxation La première étape, c’est à dire dé-
terminer le nombre d’infirmières dans chaque zone, est
très importante. En effet si ces choix ne sont pas les
bons, la solution finale peut être fortement sous opti-
male. Il est clair que le nombre d’infirmières assigné
à chaque zone aura un grand impact sur la qualité de
l’équilibre des charges de travail. Apres avoir visionné
quelques solutions optimales, nous avons constaté que
les temps de travail intra zone étaient trés équilibrés
(quasiment les mêmes). Cela nous a inspiré la résolu-
tion d’une relaxation du problème pour découvrir une
bonne répartition des infirmières entre les zones. La re-
laxation permet que l’acuité d’un enfant soit répartie
sur plusieurs infirmières de la zone de l’enfant (relaxa-
tion continue de l’acuité). Etant donné que l’acuité
peut être divisée, le problème relâché aura une solu-
tion optimale où toutes les infirmières d’une zone ont
exactement la même charge de travail Akxk , i.e., l’acuité
totale Ak =

∑
i∈Pk ai de la zone k divisé par le nombre

d’infirmières xk de la zone k. Cela est illustré sur la
Figure 2 pour une relaxation d’un problème à deux
zones. Le Lemme 1 justifie pourquoi la solution opti-
male de la relaxation prend une telle configuration. In-
tuitivement, tant que deux charges de travail peuvent
être rendues plus similaires, le critère L2 peut être di-
minué.

Lemme 1 Etant donné m variables [W1, . . . ,Wm]
avec une somme s =

∑m
i=1 Wi, le critère L2 peut être

amélioré si deux d’entre elles peuvent être rapprochées.

Preuve 1 Soit Wi et Wj les deux variables pouvant
être rapprochées et considérons sans perte de géné-
ralité que Wi > Wj. Les variables après modifica-
tion sont respectivement W ′i et W ′j. Si Wi et Wj sont
rapprochées, cela signifie que W ′i − W ′j < Wi − Wj.
Comme la somme est fixée nous avons W ′i + W ′j =
Wi+Wj. Donc Wi−W ′i = W ′j−Wj et il existe δ avec
(Wi−Wj)

2 ≥ δ > 0 tel que Wi −W ′i = δ = W ′j −Wj.
Nous avons W ′i = Wi − δ et W ′j = Wj + δ. La somme
des écarts quadratiques de départ avec la formule (1)
est ∆ = m ·

∑m
i=1(Wi)2 − s2. Avec W ′i et W ′j elle de-

vient ∆′ = m · (
∑
k 6=i,j(Wk)2 + (Wi − δ)2 + (Wj +

δ)2)− s2 = ∆−2δ · (Wi−Wj − δ). Finalement comme
(Wi −Wj − δ > 0), nous avons ∆′ < ∆.
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Listing 1 – Modèle Comet pour l’affectation Patients-Infirmières
1 var<CP>{int} N[patients](cp,nurses);
2 var<CP>{int} W[nurses](cp,1..MaxAcuity);
3 var<CP>{int} spreadAcuity(cp,0..System.getMAXINT());
4 var<CP>{int}[] Z[zones];
5 int k = 1;
6 forall(i in zones,j in 1..nbPatientsInZone[i])
7 Z[i][j] = N[k++];
8 minimize<cp>
9 spreadAcuity
10 subject to {
11 cp.post(spread(W,sum(p in patients) acuity[p],spreadAcuity));
12 cp.post(multiknapsack(N,acuity,W));
13 cp.post(cardinality(minNbPatients,N,maxNbPatients));
14 cp.post(pairwiseDisjoint(Z));
15 }
16 using {
17 forall(p in patients: !N[p].bound()) by (−acuity[p],N[p].getSize()) {
18 int mn = max(0,maxBound(N));
19 tryall<cp>(n in nurses: n <= mn + 1) by (W[n].getMin())
20 cp.label(N[p],n);
21 onFailure
22 cp.diff(N[p],n);
23 }
24 }

Zone 1 Zone 2

x1 x2

A1
x1

Figure 2 – Illustration d’une solution de la relaxation
résolue pour trouver le nombre d’infirmières de chaque
zone.

Le Lemme 1 prouve que la solution optimale du pro-
blème relâché comporte la même charge de travail pour
toutes les infirmières d’une même zone. Par consé-
quent, la formulation mathématique du problème re-
lâché est la suivante :

min
p∑
k=1

xk ·

Ak
xk
−
p∑
j=1

Aj
m

2

(4)

s.t.

p∑
k=1

xk = m (5)

xk ∈ Z+
0 (6)

La charge de travail des infirmières de la zone k est Akxk
et la charge de travail moyenne est

∑p
j=1

Aj
m . Donc la

contribution au critère L2 pour les xk infirmières de la
zone k est xk ·

(
Ak
xk
−
∑p
j=1

Aj
m

)2
.

Résolution de la relaxation Dans notre modèle de
PC, nous approximons la relaxation en O(p · log(p)).
D’abord nous solutionnons la relaxation continue du
problème, i.e., nous laissons tomber la contrainte d’in-
tégrité (6). La solution de ce problème d’optimisa-
tion continue est xk = m · Ak∑p

j=1
Aj

, ce qui corres-
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pond à attribuer une même charge de travail moyenne∑p
j=1

Aj
m pour toutes les infirmières. Ensuite cette so-

lution continue xk = m· Ak∑p

j=1
Aj

peut être transformée

de manière vorace en une solution entière en suivant
les étapes suivantes :
– En développant la formule de l’objectif (4),
il apparait qu’il est équivalent de minimiser∑p
k=1

(Ak)2

xk
.

– La transformation en une solution entière com-
mence par arrondir vers le haut le nombre d’infir-
mières dans chaque zone xk = dm · Ak∑p

j=1
Aj
e. La

conséquence étant que la contrainte (5) peut être
violée et la fonction objectif peut avoir diminué.

– Ensuite, les xk > 1 sont considérés pour être di-
minués d’une unité jusqu’à rétablir la contrainte
(5). L’indice k du xk suivant qui est diminué est
argmink{

A2
k

xk−1 −
A2
k

xk
}, i.e., la variable qui aug-

mente le moins son terme correspondant dans la
fonction objectif

∑p
k=1

A2
k

xk
.

Nos résultats expérimentaux montre que l’approxima-
tion est optimale sur toutes les instances résolues par
le premier modèle de PC.

Borne inférieure sur la variance Le précalcul du
nombre d’infirmières assignées à chaque zone peut
aussi servir à calculer une borne inférieure sur le cri-
tère L2. A l’intérieur d’une zone, la charge de travail
moyenne est µk = Ak/xk. Puisque l’acuité des patients
est entière, nous pouvons obtenir une meilleure borne
inférieure sur l’objectif (4) en considérant que la charge
de travail d’une infirmière de la zone k est soit bµkc
soit dµke. Cela est illustré sur la Figure 3. Puisque la
charge totale de travail pour la zone k doit rester Ak,
la répartition des charges de travail entre bµkc et dµke
est donnée respectivement par αk = Ak+xk ·(1−dµke)
and βk = xk − αk. La borne inférieure sur la variable
de variance ∆Z calculée à l’aide de la formule (1) est
donc

m ·
p∑
k=1

(αk · dµke2 + βk · bµkc2)− (
p∑
k=1

Ak)2. (7)

Le modèle Comet Le modèle Comet en deux
temps est donné au Listing 2 et il considère que les
xk ont déjà été calculés. Le modèle ne crée pas les
N variables à la ligne 2 : ces variables seront créées
au même moment que le tableau de la zone puisque
leur domaine est restreint à un sous ensemble d’in-
firmières. Les lignes 6–12 créent les tableaux de va-
riable des zones, la ligne 10 construisant le tableau
de variable de la zone i. Notons que le domaine de

Zone 1 Zone 2

x1 x2

A1
x1

⌈ A1/ x1⌉
⌊ A1/ x1⌋

Figure 3 – Illustration de la borne inférieure sur L2
en utilisant le précalcul du nombre d’infirmières dans
chaque zone.

ces variables sont définis aux lignes 9 et 11 en utili-
sant le nombre d’infirmières assignées à chaque zone.
Les lignes 13–15 assignent les variables de zone aux
variables infirmière (le contraire du premier modèle
car les variables de zone ont maintenant des domaines
restreints). Les contraintes sont similaires mais il n’y a
plus besoin de la contrainte pairwiseDisjoint. La re-
cherche est implémentée aux lignes 23–34. Elle est un
peu plus compliquée puisque les patients sont affectés
une zone à la fois. Le cassage de symétries dynamiques
est le même mais adapté à cette affectation par zone.

La Table 2 donne les résultats obtenus pour les
même instances à deux zones que pour la Table 1 uti-
lisant le précalcul du nombre d’infirmières allouées à
chaque zone. La dernière collonne est la borne infé-
rieure obtenue avec l’équation (7). Une première ob-
servation est que les temps de calculs sont fortement
réduits. Ils n’excedent pas 10 secondes avec le nouveau
modèle alors qu’ils pouvaient atteindre 1000 secondes
pour les instances les plus difficiles avec le premier
modèle. Le nombre d’infirmières trouvé dans la pre-
mière étape est correct puisque les écarts types sont
les mêmes que les valeurs optimales trouvées avec le
premier modèle dans la Table 1. Il est également in-
téressant d’observer que la borne inférieure est raiso-
nablement proche des valeurs optimales ce qui valide
également l’approche.

Comme l’instance à deux zones peut maintenant
être résolue aisément, nous avons essayé de résoudre
des instances à trois zones. Les résultats sont présentés
à la Table 3. Seules 6 instances sur 10 peuvent être ré-
solues à l’optimum en moins de 30 minutes avec cette
approche en deux temps.
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Listing 2 – Modèle en deux temps pour l’assignation Patients-Infirmières.
1 Solver<CP> cp();
2 var<CP>{int} N[patients];
3 var<CP>{int} W[nurses](cp,1..MaxAcuity);
4 var<CP>{int} spreadAcuity(cp,0..System.getMAXINT());
5 var<CP>{int}[] Z[zones];
6 range nursesOfZone[zones];
7 int j=1;
8 forall(i in zones) {
9 nursesOfZone[i] = j..j+x[i]−1;
10 Z[i] = new var<CP>{int}[1..nbPatientsInZone[i]](cp,nursesOfZone[i]);
11 j += x[i];
12 }
13 int k = 1;
14 forall(i in zones,j in 1..x[i])
15 N[k++] = Z[i][j];
16 minimize<cp>
17 spreadAcuity
18 subject to {
19 cp.post(spread(W,sum(p in patients) acuity[p],spreadAcuity));
20 cp.post(multiknapsack(N,acuity,W));
21 cp.post(cardinality(minNbPatients,N,maxNbPatients));
22 }
23 using {
24 forall(i in zones){
25 forall(p in Z[i].rng(): !Z[i][p].bound()) by(−acuityByZone[i][p],Z[i][p].getSize()){
26 int shift = i==1? 0 : nursesOfZone[i−1].getUp();
27 int mn = max(0,maxBound(Z[i]))+shift;
28 tryall<cp>(n in nursesOfZone[i]: n <= mn + 1) by (W[n].getMin())
29 cp.label(Z[i][p],n);
30 onFailure
31 cp.diff(Z[i][p],n);
32 }
33 }
34 }
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Table 2 – Résultats sur des instances à deux zones
avec précalcul du nombre d’infirmières dans chaque
zone.

m n #fails time(s) avg workload sd. workload lb. sd.
11 28 25385 4.5 86.09 2.64 2.23
11 29 4916 1.4 80.27 1.76 0.62
10 26 458 0.1 76.50 2.29 2.29
12 30 17558 6.7 83.42 1.93 1.19
10 28 29865 4.8 91.80 6.84 6.81
10 26 3705 1.0 88.40 2.29 1.43
12 29 6115 1.2 80.08 2.72 0.64
10 27 1109 0.4 90.60 5.33 5.22
10 25 3299 0.6 82.70 7.32 6.71
8 22 127 0.0 87.50 3.12 3.04

Table 3 – Résultats sur des instances à trois zones
avec précalcul du nombre d’infirmières dans chaque
zone.

sol m n #fails time(s) avg wl. sd. wl. lb. sd.
1 15 42 19488 5.3 84.20 3.04 2.93
1 18 43 3619310 919.2 79.78 5.84 5.49
0 17 43 9023072 1800.0 81.41 4.75 3.45
1 17 42 483032 106.9 83.82 5.65 5.59
0 18 43 7124370 1800.0 81.00 7.11 4.94
1 14 38 590971 145.2 85.36 3.08 2.16
0 19 48 3786580 1800.0 87.42 3.18 2.30
1 16 44 3888210 839.8 84.88 6.70 6.39
0 19 49 5697272 1800.0 86.00 2.70 1.95
1 17 41 61250 17.3 82.18 3.40 3.07

7 Un modèle de PC en deux temps avec
décomposition

L’approche précédente peut résoudre facilement les
problèmes à deux zones mais présente des difficultés
pour les instances à trois zones ou plus. Il paraît na-
turel de décomposer le problème en zone et d’équili-
brer les charges de travail des infirmières dans chaque
zone indépendamment plutôt que que d’équilibrer les
charges de toutes les infirmières globalement. De ma-
nière intéressante, cette décomposition préserve l’opti-
malité, i.e., elle obtient la même solution pour le critère
L2 que l’approche en deux temps de la Section 6 pour
un précalcul donné du nombre d’infirmières attribué à
chaque zone. Autrement dit, étant donne un précalcul
du nombre d’infirmières dans chaque zone, il est équi-
valent de minimiser L2 entre toutes les infirmières en
une fois ou de minimiser L2 séparément dans chaque
zone. Nous prouvons ce résultat formellement.

Lemme 2 Minimiser n ·
∑xk
i=1(yi − Ak/xk)2 tel que∑xk

i=1 yi = Ak est équivalent la minimisation de n ·∑xk
i=1(yi − (Ak/xk + c))2 tel que

∑xk
i=1 yi = Ak.

Table 4 – Résultats sur des instances à trois zones
avec précalcul du nombre d’infirmières dans chaque
zone et décomposition par zone.

m n #fails time(s) avg workload sd. workload lb. sd.
15 42 203 0.1 84.20 3.04 2.93
18 43 608 0.1 79.78 5.84 5.49
17 43 8134 1.1 81.41 4.46 3.45
17 42 345 0.1 83.82 5.65 5.59
18 43 24994 3.2 81.00 5.77 4.94
14 38 151 0.0 85.36 3.08 2.16
19 48 3695 0.8 87.42 3.07 2.30
16 44 384 0.1 84.88 6.70 6.39
19 49 2056 0.4 86.00 2.49 1.95
17 41 776 0.2 82.18 3.40 3.07

Preuve 2 Le premier objectif peut être reformulé au
depart de la formule (1) comme xk ·

∑xk
i=1 y

2
i −A2

k. Le
second peut être reformulé après quelques manipula-
tions algébriques comme c2 · x2

k + xk ·
∑xk
i=1 y

2
i − A2

k.
Comme ils ne diffèrent que par une constante, leur
minimisation produit le même ensemble de solutions
optimales.

Corollaire 1 Il est équivalent de minimiser L2 entre
toutes les infirmières en une fois ou de minimiser L2
séparément dans chaque zone.

Preuve 3 Cela est une conséquence directe du
Lemme 2. Si la minimisation de L2 est faite glo-
balement pour toutes les infirmières, le critère des
moindres carrés L2 est calculé par rapport à la charge
moyenne de toutes les infirmière c’est à dire par rap-
port à

∑p
k=1 Ak/m. Cela correspond à un choix pour

c dans le Lemme 2 égal à la différence entre la charge
de travail moyenne dans la zone k et la charge globale
moyenne : c =

∑p
k=1 Ak/m−Ak/xk.

Nous avons résolu à nouveau les instances à trois zones
avec la méthode de la décomposition. Les résultats
sont présentés sur la Table 4. Nous pouvons observer
que comme attendu, les valeurs de la fonction objectif
sont les mêmes pour toutes les instances qui ont été
résolues de manière optimale dans la Table 3. Pour les
autres, l’algorithme produit des solutions strictement
meilleures. Le temps est également significativement
moindre. La Figure 4 montre une visualisation Comet
d’une solution à 15 zones avec 81 infirmières et 209 pa-
tients. Cette instances a pu être résolue en seulement
7 secondes et 10.938 échecs.

8 Conclusion

Cet article traite de l’affectation journalière des pa-
tients nouveaux nés aux infirmières dans un hôpital.
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Figure 4 – Solution d’une instance à 15 zones.

L’objectif du problème est d’équilibrer la charge de
travail des infirmières tout en satisfaisant certaines
contraintes. Les travaux antécédents ont suggéré un
modèle MIP pour résoudre ce problème qui avait deux
limitations. Il ne permettait pas de résoudre des ins-
tances de grandes tailles et la fonction objectif ne mo-
délise pas correctement le fait que l’on souhaite op-
timiser l’équilibre des charges de travail. Cet article
présente une modèle de PC qui réalise correctement
l’objectif d’équilibre et qui peut résoudre facilement
des instances à deux zones. Pour permettre de ré-
soudre des instances de grande taille, nous avons uti-
lisé une décomposition du problème en deux temps :
la première étape assigne les infirmière aux zones sui-
vie de l’affectation des infirmières aux patients. La
première étape est obtenue en solutionnant une re-
laxation du problème facile à résoudre. La seconde
étape est résolue à l’aide d’une simplification du mo-
dèle de PC direct. Cette approche en deux temps amé-
liore significativement les résultats sur les instances
à deux zones et permet de résoudre des instances à
trois zones. Nous montrons ensuite que les problèmes
de chaque zone peuvent être résolus indépendamment
sans perte de qualité. Le modèle de PC résultant ré-
soud les problèmes à trois zones quasi instantanément
et est très robuste quand le nombre de zones augmente.
Par exemple, nous pouvons résoudre une problème à
15 zones, 81 infirmières et 209 patients en 7 seconds.

Il y a un certain nombre de problèmes intéressants
à approfondir. Il serait intéressant d’étudier la qualité
de l’approximation effectuée dans la première étape.
Nos résultats expérimentaux indiquent que l’approxi-
mation est optimale sur toutes les instances testées
néanmoins il est serait souhaitable d’avoir des garan-
tie sur la qualité. Aussi nous pourrions envisager de
résoudre la première étape de manière exacte. Nous
devons envisager cet aspect algorithmique également.
De plus, il serait intéressant d’étudier des problèmes
où les infirmières ont diverses qualifications limittant
leurs possibles affecations aux zones.
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Résumé

Les schémas conceptuels (SC) sont des éléments
centraux des systèmes d’information. Dans un proces-
sus d’administration, un problème récurrent et difficile
est de permettre aux décideurs de directement définir et
maintenir leurs schémas à l’aide d’un langage pseudo-
naturel. Semantics for Business Vocabulary and Rules
(SBVR), une spécification récemment publiée, offre une
syntaxe abstraite permettant d’exprimer un SC et une
syntaxe concrète à base d’Anglais structuré. Dans cet
article, nous proposons une méthode originale pour ex-
traire un modèle SBVR à partir d’un texte anglais puis
le transformer en un diagramme de classe UML. Nous
décrivons, dans un cadre d’ingénierie des modèles, une
combinaison de programmation par contraintes orientée
objet et de transformation de modèles. En plus des résul-
tats théoriques, des expérimentations préliminaires sont
fournies sur un exemple concret.

1 Introduction

Les schémas conceptuels (SC) sont largement utili-
sés dans l’industrie pour représenter de manière for-
melle les connaissances d’un système d’information.
Un SC est souvent l’élément central sur lequel re-
pose un ensemble d’opérations : validation, simulation,
génération de cas d’utilisation, etc. La combinaison
UML/OCL est le standard de facto pour la spécifi-
cation de SC. Cependant la modélisation, la mainte-
nance et l’évolution d’un SC requiert actuellement des
compétences techniques importantes. Une approche
récente en ingénierie logicielle cherche à faciliter ce pro-
cessus en permettant aux décideurs d’exprimer leurs

∗Team AtlanMod

besoins en langage naturel pour ensuite les transfor-
mer dans une représentation formelle.

Dans le contexte commercial, l’Object Management
Group (OMG) a récemment publié la spécification
SBVR (Semantics for Business Vocabulary and Rules).
SBVR offre un meta-modèle des concepts et des faits
qui peut être utilisé pour définir un SC. La spécifi-
cation propose également une syntaxe concrète sous
la forme d’Anglais structuré. Cependant, l’analyse de
langage naturel pour l’obtention d’un modèle SBVR
est un problème difficile. En particulier, l’utilisation de
grammaires dépendantes du contexte pour construire
des langages contrôlés (structurés et spécifiques à un
domaine) engendre la possibilité d’avoir des inter-
prétations différentes d’une même phrase. Cette pro-
priété disqualifie les algorithmes déterministes, comme
les outils existant de l’ingénierie des modèles (IDM)
(ATL[12], QVT[2]) et la plupart des parseurs de lan-
gages contrôlés (ACE[20]). Dans ces conditions, le pro-
blème devient combinatoire et requiert de rechercher
des solutions à l’aide de techniques avancées comme
celles utilisées en intelligence artificielle.

La principale contribution de cet article est une tra-
duction automatique d’Anglais contrôlé en un modèle
SBVR et un modèle UML du SC décrit, permettant de
construire des langages flexibles (éventuellement spéci-
fiques à un domaine). L’originalité de notre approche
est qu’elle combine, dans un cadre d’IDM, les tech-
niques de programmation par contraintes (PPC) et les
outils de transformation de modèles. Elle est principa-
lement composée de trois opérations. La première est
une analyse syntaxique et grammaticale du texte, di-
rectement liée au domaine difficile du traitement du
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langage : nous décrivons un parseur basé sur une ap-
proche de la PPC orientée objet appelée configuration
[13]. La seconde tâche est une transformation du mo-
dèle résultant en un modèle SBVR. La troisième tâche
est une transformation de ce modèle SBVR en un mo-
dèle UML du SC. Parallèlement, l’intégration de la
PPC dans l’IDM en tant qu’outil avancé de transfor-
mation de modèles est une contribution importante et
innovante de ce travail.

1.1 Plan de l’article

La Section 2 introduit brièvement les technologies
employées dans notre approche. Nous présentons éga-
lement une vue d’ensemble du processus et un exemple
concret. La Section 3 introduit le parseur de langage.
La Section 4 montre comment le modèle résultant est
transformé en un modèle SBVR. La Section 5 pro-
pose une transformation de SBVR vers UML. L’im-
plémentation et les expérimentations sont présentées
en Section 6. Enfin, nous discutons de l’état de l’art
en Section 7.

2 Contexte de travail

2.1 Brève introduction à SBVR

SBVR est un standard de l’OMG[3] dont le but est
d’être une base pour la description d’activités com-
merciales en langage naturel. C’est une tentative pour
combler l’écart entre les utilisateurs finaux et l’archi-
tecture logicielle, en permettant aux non-spécialistes
de paramétrer et faire évoluer la logique commerciale
de leurs applications.

SBVR standardise un ensemble de concepts permet-
tant de définir des langages contrôlés (langages décla-
ratifs dont la grammaire et le lexique sont limités pour
éliminer une partie de l’ambigüıté). Voir [20] pour un
article historique, et plus récemment [15]). Les sys-
tèmes de règles métier comme ILOG JRules ou Drools
sont des langages contrôlés populaires utilisés pour
modéliser explicitement la logique commerciale dans
un nombre croissant d’applications.

Nouns ne décrirons pas SBVR de manière ex-
haustive dans cet article. Cependant les figures 1
et 2 illustrent la sophistication des meta-modèles et
l’approche qui consiste à séparer les formulations
logiques des concepts et des faits.

2.2 Brève introduction à l’IDM et la transforma-
tion de modèles

L’ingénierie des modèles est un domaine de re-
cherche émergeant qui considère les artefacts logiciels

principaux comme des graphes typés. Cela provient du
besoin industriel d’avoir une organisation régulière et
homogène où les différents aspects d’une architecture
logicielle peuvent être séparés ou combinés.

En IDM, les modèles sont le concept unificateur.
La communauté utilise les concepts de modèle ter-
minal, méta-modèle et méta-méta-modèle. Un modèle
terminal est la représentation d’un système. Il cap-
ture certaines de ses caractéristiques et fournit des
connaissances. Les outils de l’IDM agissent sur des
modèles terminaux exprimés dans des langages pré-
cis de modélisation. La syntaxe abstraite d’un langage
de modélisation est appelée méta-modèle quand elle
est exprimée elle-même comme un modèle. La rela-
tion entre un modèle et le méta-modèle de son langage
est appelée conformsTo. Les méta-modèles sont eux-
mêmes exprimés dans un langage de modélisation dont
les bases conceptuelles sont capturées par un modèle
auto-descriptif appelé méta-méta-modèle. L’architec-
ture résultante est composée de trois niveaux appelés
M1, M2, M3. Une définition formelle de ces concepts
peut-être trouvée dans [11]. Les principes de l’IDM
peuvent être implémentés dans différents standards.
Par exemple, l’OMG propose un méta-méta-modèle
standard appelé Meta Object Facility (MOF).

L’automatisation de l’IDM est principalement assu-
rée par des méthodes de transformation. La produc-
tion d’un modèle Mb à partir d’un modèle Ma par une
transformation Mt est appelée transformation de mo-
dèle. Quand le méta-modèle source est identique à la
cible (MMa = MMb), la transformation est dite en-
dogène. Sinon, la transformation est exogène. Dans ce
travail nous utilisons ATL (AtlanMod Transformation
Language), un langage [12] de type QVT permettant
une expression déclarative de la transformation à tra-
vers un ensemble de règles.

2.3 Brève introduction à la configuration

Configurer consiste à composer un système com-
plexe à partir de composants génériques[13]. Les com-
posants, aussi appélés objets ou éléments de modèle
dans la suite, sont définis par leur type, attributs et
relations mutuelles. Les systèmes acceptables, spéci-
fiés par des contraintes, sont de plus restreints par la
requête : un ensemble de besoins spécifiques, repré-
sentés par un fragment du système souhaité (i.e des
objets interconnectés). Du point de vue de la repré-
sentation des connaissances, la configuration peut-être
assimilée à la recherche d’un graphe typé et attribué
(la structure) obéissant aux restrictions d’un modèle
objet sous contraintes. Du point de vue de l’IDM, le
problème est de trouver un modèle fini conforme à un
méta-modèle. Plus précisément, nous considérons le
processus comme une transformation de modèle dans
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Figure 2 – Extrait du meta-modèle SBVR : formulations logiques

laquelle le modèle source est la requête et le modèle
cible la solution. Le modèle de configuration joue alors
le rôle de méta-modèle cible. Une version relaxée de ce
méta-modèle définit le méta-modèle source. Elle est
obtenue par le retrait de toutes les contraintes. Dans
ces conditions, la requête (un modèle cible incomplet)
est conforme au méta-modèle source et la configura-
tion peut-être insérée comme une technique avancée de
transformation de modèle : le configurateur recherche
un modèle, en complétant la source et en y ajoutant
tous les éléments de modèle nécéssaires pour que le ré-
sultat soit conforme aux contraintes du méta-modèle
cible.

Plusieurs techniques ont été proposées pour trai-
ter des problèmes de configuration : extensions des
CSP (Constraint Satisfaction Problem) [18, 23, 19],
approches à base de connaissances [22], programma-

tion logique [21], approches orientées objet [17, 14].
La configuration est traditionnellement utilisée dans
des applications industrielles comme la simulation de
production. Plus récemment, les capacités expressives
du formalisme ont montré son utilité pour la résolution
de problèmes d’intelligence artificielle comme le trai-
tement du langage [8]. Une introduction plus poussée
à la configuration peut être trouvée dans [13].

Dans la suite nous proposons d’utiliser Ilog
JConfigurator[14] pour l’analyse de langage contrôlé
vers SBVR. Dans cette approche, un modèle de confi-
guration (dans notre contexte, le méta-modèle cible)
est bien défini par un ensemble de classes, relations
et contraintes. Le langage UML/OCL peut être utilisé
pour ces spécifications [7].
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Figure 3 – Vue d’ensemble du processus

2.4 Vue d’ensemble du processus

La figure 3 montre l’ensemble du processus dans un
cadre d’IDM. L’entrée est un texte Anglais, proche de
la forme structurée proposée par le standard SBVR [3].
Le texte est injecté en modèle dont le méta-modèle est
une simple annotation de la position des mots et des
phrases dans le texte. Une transformation triviale uti-
lise un lexique pour labeliser chaque mot par un en-
semble de ses catégories syntaxiques possibles. Nous
définissons ensuite un méta-modèle, appelé Syntax,
pour lequel nous avons adapté les grammaires de confi-
guration [8] à SBVR et le contexte de l’IDM. Le texte
(en tant que mots labelisés) est fourni au configura-
teur grâce à la version relâchée de Syntax. Le résultat
de cette analyse syntaxique et grammaticale est donc
un modèle fini conforme au méta-modèle Syntax. Ce
modèle est ensuite transformé avec ATL en un modèle
conforme au méta-modèle SBVR grâce à un ensemble
de règles utilisant les dépendances grammaticales gé-
nérées. Ce modèle terminal SBVR peut ensuite être de
nouveau transformé via ATL pour obtenir un modèle
UML correspondant.

2.5 Exemple

Un exemple sera utilisé tout au long de cet article
pour illustrer l’approche. Le texte considéré est com-
posé de trois phrases définissant un SC :
(1) Each company sells at least one product.
(2) Each product is sold by exactly one company.
(3) A software is a product.
Cet exemple relativement simple contient pourtant des
concepts non triviaux. Du point de vue du langage,
nous utilisons des noms, des verbes à la forme pas-
sive ou active, ainsi que différents quantificateurs. Les

phrases sont liées par le contexte car elles décrivent
différents aspects des mêmes concepts. Du point de
vue de la modélisation l’exemple décrit les notions de
classes, d’héritage et de relations contraintes. Dans les
sections qui suivent, nous montrerons l’application de
chaque opération sur ces phrases.

3 Traitement de langue Anglaise contrô-
lée pour SBVR

Le traitement du langage naturel est un défi ma-
jeur de l’intelligence artificielle. Au vu de la difficulté
du problème, de nombreux efforts ont été portés vers
le domaine plus accessible des langage contrôlés [16],
où des ambigüıtés sont retirées et le vocabulaire res-
treint. Parmi les approches existantes, [8] a montré
que les grammaires de propriétés [4] peuvent être cap-
turées dans un modèle de configuration afin de traiter
un sous-ensemble de la langue française. Le parseur
résultant n’hérite pas du comportement déterministe
de la plupart des approches et est prévu pour être
adapté à différentes grammaires. Nous avons modifié
et étendu cette méthode pour l’Anglais et SBVR. Dans
notre cadre d’IDM, le modèle de configuration est dé-
fini en tant que méta-modèle (Syntax).

3.1 Méta-modèle Syntax

Un fragment de ce méta-modèle (principalement les
classes et les relations) est présenté dans la figure
4. Syntax capture trois types d’information à partir
du texte : les catégories syntaxiques, les dépendances
grammaticales et la sémantique SBVR.
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Text Sentence

-position : int

Word

-begin : int
-end : int
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head

1
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1

value

1
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1

directObject

1
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-voice
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0..*

vp

Figure 4 – Extrait du méta-modèle Syntax : syntaxe et grammaire

3.1.1 Analyse syntaxique

Afin d’obtenir un arbre syntaxique à partir d’une
phrase, nous avons adapté le modèle des grammaires
de propriété à l’Anglais. La classes principale est Cat
et représente une catégorie syntaxique. Une catégo-
rie est terminale quand elle est directement asso-
ciée à un mot. Ces catégories incluent NCat (nom),
VCat (verbe) ou DCat (déterminant). Ces catégories
peuvent être spécialisées : un verbe est soit transitif
(TVCat) ou intransitif (ITVCat). Les catégories pos-
sibles d’un mot sont obtenues grâce au lexique par
la transformation précédente. Une catégorie est non-
terminale quand elle est composée d’autres catégories.
SentenceCat (phrase), NPCat (groupe nominal), VP-
Cat (groupe verbal) sont les catégories non-terminales
principales. Un ensemble de contraintes définit les ca-
tégorisations acceptables. Ces contraintes impliquent
par exemple les constituants ou leur position rela-
tive dans une phrase. Voici quelques exemples de ces
contraintes en OCL :

– Chaque groupe verbal dont le verbe est transitif
est composé d’au moins un groupe nominal. Cette
contrainte s’applique à la relation isComposedOf
d’une catégorie :

context VPCat
inv : head . oclIsTypeOf (TVCat)

implies isComposedOf−>
e x i s t s ( e l t . oc l IsTypeOf (NPCat) )

– Un groupe verbal est toujours précédé d’un groupe
nominal. Cette contrainte s’applique aux attri-

buts begin et end des catégories (obtenus par la
position des mots associés) :
context SentenceCat
inv : isComposedOf−>e x i s t s (

e l t . oc l IsTypeOf (NPCat)
and e l t . end < vp . begin )

3.1.2 Dépendances grammaticales

Nous avons étendu le modèle syntaxique pour faire
apparâıtre explicitement les dépendances grammati-
cales en tant que relations entre les catégories. De la
même manière, un ensemble de contraintes définit les
constructions possibles. Voici quelques exemples de ces
contraintes spécifiées en OCL :

– Le sujet d’un verbe actif est placé avant le groupe
verbal :
context VPCat
inv : ( head . vo i c e = ’ a c t i v e ’ )

implies head . s ub j e c t . end < begin

– Un verbe et la tête de son sujet partagent le même
pluriel :
context VCat
inv : p l u r a l = su b j e c t . head . p l u r a l

3.1.3 Sémantique SBVR

Le meta-modèle est également enrichi par les prin-
cipaux concepts de SBVR. Cette sémantique est as-
signée aux catégories grâce à la relation expresses.
De nouveau, les contraintes gouvernent les affectations
possibles. Quelques exemples :
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– Un verbe transitif exprime un FactType :
context TVCat
inv : not e x p r e s s e s . o c l I sUnde f ined ( )

and e x p r e s s e s . oc l I sKindOf ( FactType )

– La tête du sujet d’un verbe exprime soit un Ob-
jectType soit un IndividualConcept :
context VCat
inv : s ub j e c t . head . e x p r e s s e s .

oc l I sKindOf ( ObjectType )
or su b j e c t . head . e x p r e s s e s .

oc l I sKindOf ( Indiv idua lConcept )

A propos de l’unicité des concepts SBVR Une diffi-
culté majeure dans l’assignation de sémantique SBVR
réside dans l’unicité des concepts. Plus précisément, le
même concept SBVR peut être exprimé dans plusieurs
phrases (voire la même). Considérons les deux pre-
mières phrases de notre exemple : les concepts “Com-
pany”, “Product” et “To sell” sont exprimés plusieurs
fois. Il faut éviter de dupliquer les éléments SBVR
dans le modèle résultat. Un ensemble de contraintes
force l’unicité de ces éléments sur la base d’hypo-
thèses d’équivalence. Dans le cas d’éléments de la
classe NounConcept, la désambiguation est faite sur
la désignation des mots. Elle peut être formalisée en
OCL de la manière suivante :

inv : NCat . a l l I n s t a n c e s ()−>
f o r A l l ( n1 , n2 : NCat |
( n1 . word . baseDes ignat ion =
n2 . word . baseDes ignat ion )

= ( n1 . e x p r e s s e s = n2 . e x p r e s s e s ) )

Puisque la désignation canonique est utilisée, diffé-
rentes formes du même mot sont reconnues (i.e “pro-
ducts” et “product”). Le même principe est appliqué à
d’autres éléments SBVR tels que les FactType.

3.2 Processus d’analyse et résultat

Comme expliqué précédemment, l’entrée du proces-
sus de configuration est un modèle d’une version relâ-
chée du méta-modèle cible. Dans notre contexte, l’en-
trée est un ensemble d’objets inter-connectés de type
Text, Sentence, Word, Designation et Cat. En effet,
la transformation précédente, basée sur un lexique, a
fourni les propriétés de chaque mot (pluriel, genre),
leur désignation canonique (“has” a pour base “to ha-
ve”), et les catégories syntaxiques candidates (le mot
“one” peut être un nom, un nombre ou un adjectif).

Le résultat du processus de configuration est un
(ou plusieurs) modèle(s) terminal(aux) satisfiant les
contraintes, quand un tel modèle existe. La Figure 5
montre (un fragment) du modèle généré pour la phrase
“Each company sells at least one product”.
Il faut noter que ce processus n’est pas déterministe :
à cause des ambigüıtés du langage, plusieurs solutions

peuvent êtres valides pour une même requête. Par
exemple, considérons la phrase “MyCode is a softwa-
re”. Sans information lexicale ou contexte, il n’est pas
possible de décider si le NounConcept “MyCode” est
un ObjectType (une spécialisation de “Software”) ou
un IndividualConcept (une instanciation de “Softwa-
re”). Plutôt que de décider arbitrairement de restric-
tions dans le langage, notre méthode permet de géné-
rer toutes les solutions valides afin de les comparer, ou
même d’optimiser le modèle cible sur la base de pré-
férences. De ce point de vue, notre approche offre une
flexibilité supérieure à la plupart des analyseurs.

4 Transformation du modèle syntaxique
en un modèle SBVR

Le modèle produit par l’analyse exhibe la séman-
tique SBVR exprimée par des (groupes de) mots.
Grâce à ces informations et les dépendances gramma-
ticales entre les catégories, il est possible de construire
un modèle SBVR complet du texte fourni. Cette opéra-
tion est réalisée avec ATL[12], un outil de transforma-
tion de modèles dans lequel la mise en correspondance
est exprimée par des règles déclaratives entre un méta-
modèle source (ici, Syntax) et un méta-modèle cible
(ici, SBVR). Nous ne présentons pas exhaustivement
chaque règle de la transformation mais nous donnons
ci-dessous ses principaux ressorts. 1

4.1 Vue d’ensemble de la transformation

Une première mise en correspondance est évidente :
chaque SBVRElement de Syntax a son équivalent
dans SBVR et implique donc la création de cet élé-
ment cible. Cependant, les relations entre les éléments
SBVR ne sont pas explicites dans le modèle source
et peuvent nécessiter des éléments intermédiaires. Un
ensemble de règles permet de les dériver à partir des
relations grammaticales.

Par exemple, considérons la règle suivante qui gé-
nère un AssociativeFactType (binaire) et ses rôles à
partir d’un verbe transitif, son sujet et son complément
direct. Elle peut s’écrire de manière informelle : “Pour
tout AssociativeFactType B exprimé par un verbe V
du modèle source, créer un AssociativeFactType B’,
avec deux roles R1 et R2, où le concept de R1 est le
concept cible du sujet de V et le concept de R2 est le
concept cible du complément de V”. La règle crée des
éléments intermédiaires (les rôles) et les utilise pour
mettre en relation les concepts SBVR. Certains de ces

1. Le code source et la documentation des transforma-
tions présentées dans cet article ont été soumis en tant que
contribution Eclipse au projet ATL et sont disponibles sur
http ://www.eclipse.org/m2m/atl/
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 : Sentence

Each : Word company : Word sells : Word at least : Word one : Word product : Word

 : QUnvaluedCat

genre = neutral
plural = false

 : NCat

plural = false
voice = active

 : TVCat  : QValuedCat  : NumeralCat

genre = neutral
plural = true

 : NCat

 : NPCat  : VPCat  : NPCat

 : SentenceCat

 : UniversalQuantification

 : ObjectType  : AssociativeFactType  : AtLeastNQuantification  : NonNegativeInteger

 : ObjectType

composedOf

objectobject

determiner

directObject

subject

head

value

headdeterminer head

Figure 5 – Exemple : extrait d’un modèle terminal de Syntax

éléments (concepts cibles du sujet et du complément)
étant eux-même crées par une autre règle.

La transformation permet également de créer des
valeurs d’attributs à partir d’une source d’information
d’un type différent. En effet, dans la première phrase
de notre exemple, le mot “one” est associé à la caté-
gorie NumeralCat et exprime un entier (NonNegati-
veInteger). La règle qui crée l’élément cible affectera
la valeur 1 à l’attribut value de type Integer.

4.2 Processus de transformation et résultat

Une fois la transformation réalisée nous obtenons un
modèle conforme à SBVR qui ne possède plus d’infor-
mation syntaxique. La Figure 6 montre (un fragment)
du modèle SBVR généré pour la première phrase de
notre exemple.

5 Transformation du modèle SBVR en un
modèle UML

Le modèle SBVR généré peut ensuite être trans-
formé avec ATL en un modèle UML[?] correspondant
au SC. De nouveau, nous ne présentons pas chaque
règle mais les principales mises en correspondance.

5.1 Vue d’ensemble de la transformation

Quelques exemples sont présentés dans la Table 1
où la notation pointée est utilisée pour naviguer à
travers les attributs et les relations. Ces correspon-
dances sont assez naturelles : un type d’objet devient
une classe, un type de fait associatif devient une as-
sociation, une catégorisation désigne l’héritage (Ge-
neralization en UML), une propriété de type de fait
se réfère à un attribut, un concept individuel devient
une instance, etc. Les liens entre les concepts et les
valeurs sont également explicites. Cependant, la plu-
part des règles ne réalisent pas une transformation
unaire triviale. Par exemple, le concept SBVR At-
LeastNQuantification. La propriété (Property) pour la-
quelle la valeur minimale (lowerValue) est affectée est
celle obtenue par la transformation d’un fait (Associa-
tiveFactType) cible de la relation AtLeastNQuantifica-
tion.scopesOver.isBasedOn.

5.2 Processus de transformation et résultat

Une fois la transformation réalisée, nous obtenons
une spécification UML du SC. La Figure 7 montre un
modèle UML terminal pour notre exemple.
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company : ObjectType

product : ObjectType

 : AssociativeFactType

 : Designation

value = company

 : Text

 : Designation

value = product

 : Text

 : FactType...

 : FactType...

 : AtomicFormulation

 : AtLeastNQuantification

value = 1

 : NonNegativeInteger

 : RoleBinding

 : RoleBinding

 : Variable

 : UniversalQuantification

 : Variable

 : Designation

value = to sell

 : Text

bindsTo

scopesOver

rangesOver

rangesOver

bindsTo

scopesOver

isOf

isOf

isBasedOn

minimumCardinality

Figure 6 – Exemple : extrait d’un modèle terminal de SBVR

name = to sell

 : Association

lowerValue = 1
upperValue = 
aggregation = none
name = sells

 : Property

name = Product

 : Class

lowerValue = 1
upperValue = 1
aggregation = none
name = is sold by

 : Property

name = Company

 : Class

 : Generalization

name = Software

 : Class specific general

Figure 7 – Exemple : extrait du modèle UML

6 Implémentation et expérimentations

6.1 Implémentation

L’approche a été intégrée dans un cadre d’IDM basé
sur Eclipse. Pour cela, chaque meta-modèle présenté
a été défini grâce au langage de méta-modélisation
KM3 [11], qui offre une conversion automatique vers
le format ECore de l’EMF [1]. Ces méta-modèles
ECore sont les sources et les cibles des transforma-
tions ATL proposées. Le configurateur (JConfigura-
tor) a son propre langage. Le meta-modèle Syntax est
donc défini également dans l’outil en tant que modèle
de configuration. A l’execution, le modèle représentant
la requête est extrait vers XML pour l’analyse, et la
solution XML est injectée en un modèle de Syntax au
format ECore. Ce modèle, au format XMI, est ensuite
transmis aux transformations ATL.

phrase(s) Temps Vars Contraintes
(1) 0.26 527 1025
(2) 0.20 526 1022
(3) 0.19 475 885

(1)+(2) 1.82 973 2819
(1)+(2)+(3) 5.21 1328 5312

Table 2 – Expérimentations sur l’exemple (temps en
secondes)

6.2 Expérimentations

Nous présentons des expérimentations prélimi-
naires sur l’exemple proposé, conduites sur un Intel
Core2Duo 3Ghz - 3GB RAM. La Table 6.2 montre
les résultats. Nous avons d’abord analysé chaque
phrase séparément puis plusieurs phrases à la fois.
Seuls les temps du configurateur sont affichés car
les transformations ATL se déroulent en un temps
négligeable (moins de 0.2 secondes).

L’analyse est efficace pour chaque phrase individuel-
lement, mais le temps requis pour la recherche croit ra-
pidement avec le texte complet. Ceci est dû à la taille
du modèle source qui impacte directement l’espace de
recherche du configurateur. D’un autre côté, les trans-
formations ATL peuvent gérer de larges modèles. La
séparation des tâches est donc positive pour la perfor-
mance et pourrait être développée afin de réduire la
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SBVR concept UML Concept
ObjectType Class

ObjectType.Designation.Text.value Class.name
DataType DataType

IndividualConcept InstanceSpecification
AssociativeFactType Association

AssociativeFactType.Designation.Text.value Association.name
AssociativeFactType.FactTypeRole#1 Property (Association.memberEnd)

IsPropertyOfFactType.FactTypeRole#1.nounConcept Property.classifier
CategorizationFactType Generalization

CategorizationFactType.FactTypeRole#1 Generalization.general
AtLeastNQuantification.minimumCardinality.value Property.lowerValue

Table 1 – Extrait du mapping entre les concepts SBVR et UML

complexité du modèle de configuration au minimum
requis pour l’analyse syntaxique. Une autre alterna-
tive envisagée est d’analyser le texte de manière incré-
mentale, phrase par phrase, puis d’utiliser les capaci-
tés multi-source d’ATL pour unifier les modèles SBVR
résultats. Il faut cependant noter que ce sont des ex-
périementations préliminaires sur un problème connu
pour être difficile. Aucune optimisation (heuristiques,
propagation ou élimination de symétries) n’a été appli-
quée au moteur de configuration. Ces techniques sont
fréquemment employées pour réduire les temps de cal-
cul des problèmes sous contraintes. L’analyse réussie
de notre exemple montre cependant la faisabilité de
l’approche.

7 Travaux relatifs

[10] décrit la transformation inverse : à partir d’une
description UML/OCL d’un SC, les auteurs montrent
sa transformation en un modèle SBVR (via ATL), puis
son paraphrasage en un texte Anglais structuré. La
combinaison des deux approches est prometteuse. En
effet, la conception d’un SC requiert généralement de
nombreuses discussions entre décideurs et concepteurs,
et la maintenance d’un SC amène de nombreuses évo-
lutions. La combinaison pourrait permettre de traduire
automatiquement les modifications d’une réprésenta-
tion vers une autre.
Des recherches précédentes ont été conduites sur
l’utilisation des techniques de programmation par
contraintes pour l’IDM, principalement sur l’anima-
tion de spécifications relationnelles ou la vérification de
modèles. [5] transforme des spécifications UML/OCL
en un problème CSP afin de vérifier la satisfaisabi-
lité. [6] propose une méthode similaire, bien que le sol-
veur (Alloy [9]) utilisé soit basé sur SAT. Les deux
approches héritent des limitations du formalisme vers
lequel les spécifications sont traduites, alors que le pa-

radigme de la configuration est suffisamment expres-
sif pour capturer directement la représentation sous
forme de modèles. A notre connaissance, aucun tra-
vail existant n’a proposé l’utilisation de la recherche
à base de contraintes comme outil de transformation
pour l’IDM. En ce qui concerne le domaine de l’ana-
lyse de langages naturels contrôlés, notre approche dif-
fère de la plupart des méthodes existantes (comme
ACE[20]). En effet, ces parseurs n’acceptent pas de
grammaire aimbigües, alors que nous pouvons paramé-
trer le niveau d’ambigüıtés acceptées. Ceci nous per-
met de mettre en balance la couverture du langage et
l’efficacité computationnelle.

8 Conclusion et perspectives

Nous avons décrit une méthode qui permet d’analy-
ser la spécification d’un SC, exprimée sous la forme de
texte Anglais, et de la transformer un modèle de classe
UML. Le standard de l’OMG SBVR est utilisé comme
niveau intermédiaire de réprésentation. L’originalité
de notre approche réside dans l’utilisation d’une tech-
nique avancée de programmation par contraintes, la
configuration orientée-objet, en tant qu’outil de trans-
formation de modèles intégré dans une architecture
d’IDM. Des expérimentations préliminaires sont four-
nies pour vérifier la faisabilité de l’approche. De plus,
l’analyseur présenté est flexible vis à vis de la couver-
ture du langage et de l’ambigüıté acceptée, permet-
tant ainsi de construire des langages contrôlés (spéci-
fiques à un domaine) qui ne soient pas restreints à des
grammaires libre de contexte. Ce travail offre plusieurs
perspectives. Tout d’abord, les méta-modèles peuvent
être étendus pour capturer un fragment plus impor-
tant de la langue et de la sémantique SBVR. La géné-
ration de contraintes OCL, en plus d’UML, sera pro-
bablement nécessaire pour exprimer des sémantiques
plus complexe. D’autres formalismes, tels qu’OWL ou
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les systèmes à base de règles, peuvent être envisagés
comme cibles finales du processus. Enfin, l’utilisation
de la configuration peut être utile pour d’autres opé-
rations complexes de l’IDM, dans lesquelles les trans-
formations à base de règles déterministes ne sont pas
suffisantes, et qui nécessitent de rechercher un modèle
satisfaisant ou optimal parmi un ensemble de solutions
potentielles.
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Résumé

Les algorithmes évolutionnaires ont largement dé-
montré leur utilité pour la résolution de problèmes com-
binatoires. Toutefois, leur utilisation pratique suppose de
régler, d’une part, un certain nombre de paramètres fonc-
tionnels et, d’autre part, de définir judicieusement les
opérateurs qui seront utilisés pour la résolution. En effet,
comme pour la majorité des méthodes métaheuristiques,
les performances d’un algorithme évolutionnaire sont in-
trinsèquement liées à sa capacité à correctement gérer
l’équilibre entre l’exploitation et l’exploration de l’espace
de recherche. Récemment, de nouvelles approches ont
vu le jour pour rendre ces algorithmes plus autonomes,
notamment en automatisant le réglage et/ou le contrôle
de paramètres. Nous proposons ici une nouvelle méthode
dont l’objectif est double : d’une part nous souhaitons
contrôler dynamiquement le comportement des opéra-
teurs au sein d’un algorithme génétique, à travers leurs
probabilités d’application et, d’autre part, nous souhai-
tons gérer un ensemble important d’opérateurs poten-
tiels, dont l’utilisateur ne connâıt pas a priori les per-
formances, de manière également automatisée. Grâce à
un mécanisme d’évaluation de l’état de la recherche en
cours et de récompenses et de pénalités, le système de-
vra identifier les opérateurs efficaces au détriment de
ceux qui le sont moins. Nous expérimentons cette ap-
proche sur le problème SAT afin de démontrer qu’un
algorithme autonome peut obtenir des performances si-
milaires à celles d’un algorithme dédié, disposant d’opé-
rateurs spécifiquement sélectionnés. Cette démarche vise
finalement à libérer l’utilisateur de tâches fastidieuses de
réglage et de l’expertise nécessaire à la conception d’al-
gorithmes, souvent ad-hoc.

Abstract

Evolutionary algorithms have been efficiently used
for solving combinatorial problems. However, their prac-
tical use induces to fix a set of functional parameters
and also to define carefully the suitable operators for the
resolution. As with the majority of metaheuristics me-
thods, the performance of an evolutionary algorithm is

intrinsically linked to its ability to properly manage the
balance between exploitation and exploration of search
space. Recently, new approaches have emerged to make
these algorithms more independent, especially by auto-
mating the setting and / or control of parameters. We
propose a new approach whose objective is twofold : on
one hand we want to dynamically control the behavior of
operators in a genetic algorithm, thanks to their proba-
bilities of application and, on the other hand, we want to
manage an important set of potential operators, whose
performances are a priori unknown. Using a mechanism
for evaluating the current state of search and a system of
rewards and penalties, we identify the efficient operators
and the bad ones. We test this methodology on the SAT
problem to demonstrate that an algorithm can autono-
mously performs similar to a dedicated algorithm, whose
operators have been specifically designed. This approach
actuially aims to free the user from tedious setup tasks
and from the often ad-hoc expertise, which is needed for
the design of such solving algorithms.

1 Introduction

Les algorithmes évolutionnaires (AE) ont largement
été utilisés pour l’optimisation discrète et continue,
balayant un large spectre d’applications. Basés ini-
tialement sur les principes de l’évolution naturelle,
les AEs permettent de gérer un ensemble de configu-
rations d’un problème, modifiées progressivement au
moyen d’opérateurs de variation et ce, afin de conver-
ger progressivement vers une solution optimale ou
sous-optimale de bonne qualité. La métaphore évolu-
tionniste amène à considérer ces configurations comme
des individus formant une population qui évolue au
moyen d’opérateurs génétiques, de mutation ou de
croisement, selon leurs spécificités. Ce cadre général
de résolution de problèmes s’inscrit dans le contexte
des méthodes dites métaheuristiques et les principales
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difficultés liés à la mise en oeuvre pratique de tels al-
gorithmes reposent sur le choix d’un codage adéquat
du problème ainsi que sur la définition d’opérateurs
efficaces. Un fois cette architecture définie, le compor-
tement de l’algorithme est en général déterminé par un
ensemble de paramètres qui permettent d’agir princi-
palement sur ses capacités à correctement explorer et
exploiter l’espace de recherche, c’est à dire l’ensemble
des configurations possibles du problème. Nous choi-
sissons ici de distinguer les paramètres structurels de
l’AE, tels que la taille de la population, des paramètres
comportementaux, tels que les probabilités d’applica-
tion des différents opérateurs. Le réglage de ces pa-
ramètres [11] s’avère alors être une tâche particuliè-
rement ardue qui repose sur le savoir-faire, bien sou-
vent empirique, de l’utilisateur et sur ses connaissances
des caractéristiques du problème à résoudre. Dès lors,
l’ajustement de paramètres s’appuie sur une série, en
général coûteuse, d’expériences. Une telle approche ré-
duit considérablement l’universalité des valeurs ob-
tenues et la transposition de ces expérimentations à
d’autres problèmes. Une autre voie consiste alors à
envisager un contrôle des paramètres durant l’exécu-
tion de l’AE. Ce contrôle peut être supervisé par un
ensemble de connaissances acquises au préalable (par
exemple, choix d’une méthode de résolution dans les
algorithmes de type portfolio) ou encore être abordé
dans une optique plus autonome, les paramètres évo-
luant en fonction de l’état courant de la recherche. Ce
nouveau paradigme visant à produire des algorithmes
de résolution autonomes est en pleine émergence, à
l’intersection de plusieurs domaines de l’informatique,
notamment en intégrant des outils issus de l’apprentis-
sage automatique, de l’optimisation combinatoire ou
encore de la programmation par contraintes [1, 2, 9].
Mais, outre le contrôle des paramètres, le choix même
des composants structurels de l’AE nécessite égale-
ment une expertise de la part de l’utilisateur car, si des
opérateurs de variations standard existent dans la lit-
térature (comme le croisement uniforme par exemple),
l’obtention de résultats acceptables est inévitablement
conditionné par la spécialisation du schéma algorith-
mique général et la définition d’opérateurs appropriés.

Dans ce contexte, notre objectif est de proposer une
nouvelle approche pour rendre les AE plus autonomes,
à la fois dans le choix des opérateurs qu’ils utilisent
mais également dans le réglage des paramètres qui
leur sont intrinsèquement liés. Se basant sur des tra-
vaux précédents permettant de contrôler dynamique-
ment les probabilités d’application des opérateurs d’un
AE [14, 12], notre approche peut être résumée par la
figure 1.

Les performances de l’AE doivent être évaluées en
fonction de mesures permettant de rendre compte de
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Fig. 1 – Schéma général

l’état de la recherche en cours. Deux notions sont tradi-
tionnellement mises en avant comme les clés du succès
de ces techniques de recherche heuristiques de solu-
tions dans un espace potentiellement très vaste : la
diversification et l’intensification. Alors que la diversi-
fication rend compte de l’aptitude de la méthode à
explorer des zones variées de l’espace de recherche,
l’intensification correspond à la propension qu’a l’al-
gorithme à converger vers une solution dans une zone
précise. Dans le cadre des AE, nous mettons en avant
deux mesures que nous avons précédemment utilisées
pour contrôler cet équilibre entre intensification et di-
versification [13] : la qualité moyenne de la population
et sa diversité (ici mésurée comme l’entropie des va-
leurs de vérité affectées aux variables). Ces deux me-
sures seront alors utilisées par un processus d’évalua-
tion afin que le contrôleur puisse, d’une part, déter-
miner les nouvelles valeurs des paramètres et, d’autre
part, choisir les opérateurs à conserver dans l’AE.

Dans cette nouvelle conception de l’AE, nous dis-
posons d’un ensemble initial (qui pourrait également
être généré dynamiquement par une“fabrique d’opéra-
teurs”) d’opérateurs qui peuvent être inclus dans l’AE
à tout moment, leur taux d’application étant fixé par
un paramètre idoine. Par conséquent, le principe gé-
néral du contrôle consiste à distinguer les “bons” opé-
rateurs, pour les appliquer davantage et favoriser leur
action bénéfique, des “mauvais” pour les remplacer au
sein de l’AE par de nouveaux candidats. La complexité
de cette approche réside de manière duale dans l’éva-
luation de la situation en cours et dans la manière de
récompenser ou de pénaliser les opérateurs.

Dans cet article, nous appuierons notre validation
expérimentale sur la résolution du problème du pro-
blème canonique de satisfaction en logique proposi-
tionnelle (SAT) [7, 17]. Par le passé, nous avons pro-
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posé un AE dédié au problème SAT (GASAT [10]) qui
s’est avéré performant lors de la campagne d’évalua-
tion SAT 2004. Forts de cette expérience, nous définis-
sons ici un ensemble suffisamment large d’opérateurs
de croisements (plus de 300) susceptibles d’être utili-
sés au sein d’un même AE, intégrant un mécanisme de
contrôle autonome des probabilités d’applications de
ces croisements. Notre objectif est double :

– Montrer que l’AE peut sélectionner de manière
autonome des opérateurs adaptés à l’état courant
de la recherche grâce au mécanisme de contrôle
que nous lui adjoignons, et,

– Montrer que, sans connaissance préalable des opé-
rateurs les plus performants, nous pouvons ré-
obtenir, grâce au mécanisme de contrôle, des ré-
sultats comparables à ceux que nous avions ob-
tenus avec notre algorithme GASAT, qui bénéfi-
ciait d’une analyse approfondie des meilleurs opé-
rateurs possibles.

2 Contrôle autonome de paramètres pour

les AEs

De nombreux travaux ont abordé le problème du
réglage de paramètres pour les algorithmes évolution-
naires et nous renvoyons le lecteur à [11] pour un pa-
norama plus exhaustif. Dans ce chapitre, nous nous
concentrerons sur les éléments directement liés à la
méthode que nous développons ici.

2.1 Réglage de paramètres pour les AEs

Le réglage de paramètre peut être abordé en se ré-
férant à la taxonomie proposée par Eiben et al. [4].

Fig. 2 – Taxonomie du contrôle de paramètre proposée
par Eiben et al. [4]

Dans cette classification, on distingue les stratégies
de réglage suivant qu’elles cherchent à fixer les valeurs
des paramètres avant l’exécution de l’algorithme ou
pendant celle-ci. Dans le cas d’un paramétrage initial,
on cherche avant tout à trouver des valeurs universelles
qui s’appliqueront sur la classe de problèmes la plus
large possible. De tels résultats supposent de collecter
un nombre important de mesures expérimentales et
reposent en général sur une observation empirique ou,
tout au moins, une extrapolation de phénomènes ob-
servés. S’agissant d’un réglage effectué pendant l’exé-
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Fig. 3 – Approche générale pour la sélection adapta-
tive d’opérateurs

cution même de l’algorithme, les auteurs distinguent
ici trois branches selon le degré d’autonomie de la stra-
tégie employée. Les approches déterministes reposent
sur l’utilisation de règles prédéfinies alors que les ap-
proches adaptatives et auto-adaptatives cherchent à
modifier les paramètres en fonction de l’observation
de l’état courant du processus de recherche.

Nous nous intéressons ici à la branche adaptative,
qui, de manière plus ambitieuse, vise à libérer au maxi-
mum l’utilisateur du réglage et de la compréhension,
plus ou moins intuitive, de l’impact des paramètres sur
la recherche.

2.2 Sélection adaptative d’opérateurs (SAO)

Nous voulons décrire à présent les principes de bases
qui ont émergé ces dernières années pour concevoir
des algorithmes évolutionnaires capables de gérer leurs
opérateurs de manières plus autonomes. Le schéma de
la figure 3 permet de distinguer les deux phases essen-
tielles, utilisées dans les approches qui nous intéressent
ici : la récompense des opérateurs et la sélection de ces
mêmes opérateurs relativement à la manière dont ils
ont été récompensés..

La récompense, matérialisée par un crédit qui sera
affecté aux opérateurs, s’appuie sur une évaluation de
l’état courant de la recherche. La plupart des méthodes
s’appuient souvent sur une utilisation exclusive de la
qualité des populations (moyenne, meilleur individu...)
[18, 5]. Dans des travaux précédents, nous avons pro-
posé d’utiliser conjointement la qualité moyenne de
la population et sa diversité [13]. Une fois les cri-
tères d’évaluation fixés, l’affectation de crédits aux
opérateurs peut alors être plus où moins sophistiquée
(utilisation de fenêtres de valeurs, calcul de valeurs
moyennes ou utilisation de valeurs extrêmes). L’objec-
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tif principal est de proposer le système de récompenses
le plus générique et le plus robuste possible mais qui
soit également suffisamment sensible aux changements
d’états afin de permettre au mécanisme de sélection
d’opérateur d’être réactif. Les crédits peuvent être vus
comme un moyen d’apprendre dynamiquement des in-
formations sur la qualités des opérateurs au cours de
la résolution.

La sélection d’opérateurs va s’appuyer sur les récom-
penses obtenues précédemment pour indiquer à l’algo-
rithme quel(s) opérateur(s) utiliser lors du prochain
état basique de calcul, réglant ainsi les paramètres ini-
tiaux de l’AE. Ici encore, les choix sont multiples allant
d’une probabilité d’application proportionnelle à la ré-
compense à des modèles plus sophistiqués, issus de la
théorie des jeux. La question principale est de proposer
un système de contrôle qui permette de rester réactif et
adaptatif, ne convergeant pas trop vers une utilisation
systématique d’opérateurs au comportement “moyen”.

3 Opérateurs de croisements pour SAT

3.1 Le problème SAT

Le problème SAT [7, 17] consiste à trouver une af-
fectation satisfaisant une expression Booléenne. Une
instance de ce problème est donc une formule Boo-
léenne qui peut être mise sous forme normale conjonc-
tive (CNF), c’est à dire sous la forme d’une conjonc-
tion de clauses où les clauses sont des disjonctions de
littéraux (variables ou négations de variable). Quand
toutes les clauses peuvent être satisfaites, le problème
est dit satisfiable. Dans le cas contraire, il est souvent
intéressant de minimiser le nombre de clauses fausses.
Deux familles de méthodes permettent de résoudre ces
problèmes : les méthodes exactes qui répondent au pro-
blème de décision (satisfiable ou non satisfiable) et les
méthodes approchées qui répondent au problème d’op-
timisation (minimiser le nombre de clauses fausses).

3.2 Algorithmes évolutionnaires pour SAT

Les AEs pour SAT [3, 6, 8, 16, 10] font partie des
méthodes approchées. Comme cela a été rappelé dans
l’introduction, le principe de base de ces algorithmes
est de manipuler une population d’individus à l’aide
d’opérateurs génétiques afin d’obtenir des individus de
bonne qualité. Dans le cas du problème SAT, les in-
dividus sont des affectations des variables Booléennes
(i.e., d’interprétations logiques possibles) et l’objectif
est d’avoir des individus induisant le moins de clauses
fausses possibles. Plusieurs types d’opérateurs sont
utilisés au sein des AEs : sélection, croisement, mu-
tation, insertion ...

L’algorithme génétique pour SAT que nous allons
utiliser pour nos expériences repose sur GASAT [10]
qui est actuellement l’un des AEs les plus efficaces pour
SAT. Son principe basique est le suivant :

1. une population est aléatoirement générée ;

2. deux individus sont sélectionnés aléatoirement
dans une sous population des 15 meilleurs indi-
vidus ;

3. l’opérateur de croisement CC (défini section 3.3)
est appliqué sur ces individus ;

4. l’opérateur de mutation applique une recherche
locale sur le fils obtenu ;

5. le nouvel individu est inséré dans la population et
remplace le plus vieil individu s’il est meilleur que
le moins bon individu de la sous population ;

6. si aucune des conditions d’arrêt (affectation satis-
faisant le problème, nombre de croisements maxi-
mum atteint, ...) n’est atteinte, retour à 2.

L’objectif de notre travail étant de mettre en avant
les propriétés du contrôleur, nous avons modifié GA-
SAT pour n’en garder que le squelette et ainsi ob-
server la seule action du contrôleur. Pour cela, nous
avons remplacé l’opérateur de sélection par une sé-
lection aléatoire et nous avons supprimé la mutation.
L’opérateur d’insertion est quant à lui modifié pour
qu’il substitue automatiquement, au plus vieil indi-
vidu, le fils nouvellement créé.

3.3 Une famille d’opérateurs de croisement

L’opérateur de croisement est un opérateur très im-
portant. Il permet à la population d’être régénérée
avec de bons individus. Dans notre problématique de
contrôle autonome, la définition d’un bon individu dé-
pend de l’état de la recherche. Dans certains cas, il
peut être plus intéressant pour la recherche d’obte-
nir un individu qui diversifie la population et dans
d’autres, les individus améliorant la qualité seront les
plus attendus. Pour cette raison, nous avons décidé de
travailler avec plusieurs croisements ayant chacun une
prédisposition, soit à améliorer la qualité, soit à favori-
ser la diversité. La majorité des croisements existants
essaie de conserver les bonnes propriétés des parents
afin de les reproduire chez le fils. Par exemple :

– le croisement uniforme conserve les valeurs de vé-
rité des variables qui sont identiques chez les deux
parents ;

– le croisement proposé par Fleurent et Ferland
[6] utilise l’ensemble des clauses qui sont vraies
chez un parent et fausses chez l’autre. Seules sont
conservées les valeurs des variables apparaissant
dans les clauses vraies de cet ensemble ;
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– le croisement CC [10] ne traite que les clauses
fausses simultanément chez les deux parents et
les rend vraies chez le fils en flippant une variable
dans chacune d’elles ;

– le croisement CCTM [10] opère de la même ma-
nière que CC mais il travaille ensuite sur les
clauses vraies chez les deux parents afin de ga-
rantir que les clauses seront aussi vraies chez le
fils.

Très peu d’opérateurs de croisements ont comme ob-
jectif principal la diversification. Nous en avons donc
redéfini plusieurs qui essaient de détecter les bonnes
propriétés des parents pour ensuite les casser. Par
exemple :

– le croisement uniforme “inverse” qui flippe toutes
les valeurs de vérité des variables qui sont iden-
tiques chez les deux parents ;

– le croisement NT ne traite que les clauses vraies
chez les deux parents et les rend fausses chez le
fils.

Nous avons proposé et utilisons beaucoup d’autres
croisements (307 au total) qui sont des combinaisons
de croisements existants. Dans cet ensemble se trouve
des croisements dont l’objectif principal est de diver-
sifier, d’autres dont la tâche première est d’améliorer
la qualité et enfin un grand nombre dont l’action est
moins tranchée.

4 Description du contrôleur

Dans cette section nous allons décrire précisément
le mécanisme de contrôle de l’AE que nous proposons.
L’architecture globale de notre approche est détaillée
par la figure 4, sur laquelle on constate que le contrô-
leur comprend principalement deux composants :

– la sélection adaptative d’opérateur (SAO) qui,
comme présentée dans la section 2, constitue l’in-
terface de commande permettant de déterminer
quel est l’opérateur à appliquer (Sélection d’opé-
rateurs (SO)) et de collecter la rétroaction de
l’AE, c’est à dire l’évaluation de l’impact de l’opé-
rateur sur la recherche en cours afin de lui at-
tribuer une récompense (Affectation de crédits
(AC)).

– Le forgeron qui est responsable de fournir des opé-
rateurs adéquats pour l’AE. Ce forgeron se base
sur une spécification générale de schémas d’opé-
rateur et sur les diverses options possibles que ces
opérateurs peuvent combiner.

Bien que l’on puisse considérer que ces composants
contrôlent tous deux des paramètres de l’AE, il existe
pourtant une différence fondamentale entre leurs ac-
tions respectives. Tandis que la SAO contrôle des pa-
ramètres comportementaux (i.e., choisir la probabilité

Fig. 4 – Schéma général du contrôleur

d’application d’un opérateur à un moment donné), le
forgeron modifie des paramètres structurels (choisir
quels opérateurs seront insérés). Les choix de la SAO
sont donc dépendants de ceux du forgeron.

4.1 Affectation de crédits

Comme mentionné dans la section 2, et afin d’éva-
luer la performance des opérateurs, il faut mesurer
leurs performances après application. La méthode pré-
sentée dans [12, 14] prend en compte trois mesures
différentes : la variation de diversité, la variation de
qualité et le temps d’exécution. L’objectif est alors de
maximiser les deux premiers critères et de minimiser
le troisième. Comme ces objectifs sont contradictoires,
nous avons besoin de trouver un façon de les combiner
pour obtenir une évaluation unique.

La méthode Compass (C), que nous avions proposé
dans [14] (Figure 5.a), prend en considération la dis-
tance d’un point (∆Diversité, ∆Qualité), représen-
tant l’évaluation d’un opérateur o, à une ligne incliné
d’un angle Θ = π/4. Le point le plus à droite et en haut
est le meilleur. Puis, ces valeur comparatives sont di-
visées par le temps d’exécution pour récompenser les
opérateurs les plus rapides.

Dans cet article, deux autres principes de mesure
ont été comparés, tous deux basés sur la notion de
dominance Pareto [15]. De manière succincte, lorsque
deux points sont comparés suivant plusieurs critères
(∆Diversité et ∆Qualité dans notre cas), on dit qu’un
point domine l’autre s’il est meilleur (plus grand dans
notre cas) sur tous les aspects. Dans le cas contraire,
les points sont incomparables.

L’affectation de crédits dénommée Dominance Pa-
reto (DP) considère le nombre d’opérateurs que
chaque opérateur domine (Figure 5.b) ; par contre,
pour la mesure Rang Pareto (RP), on regarde com-
bien d’opérateurs dominent chaque opérateur (les va-
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leurs les plus petites sont alors préférables). Une dif-
férence importante existe entre ces deux évaluations.
Alors que le RP considère uniquement des opérateurs
qui ne sont pas dominés, la DP récompense de ceux
qui sont en forte concurrence avec d’autres opérateurs.
Un effet de type essaim se produit ici : il ne suffit pas
d’être bon mais aussi il faut être bon là où la plupart
des opérateurs sont placés.

Fig. 5 – Schémas d’affectation de crédits. Compass
(a), Dominance Pareto (b), Rang Pareto (c)

4.2 Sélection d’opérateurs

L’idée de la SO présentée dans [12], appelée Ex-
DMAB, est inspirée des méthodes de bandits man-
chots (MAB) utilisées en théorie de jeux. Ici, une
stratégie choisit toujours l’opérateur le plus perfor-
mant, en même temps qu’elle assure de ne pas retarder
indéfiniment l’invocation des autres opérateurs. Afin
de s’adapter aux environnements dynamiques, comme
c’est le cas pour les AEs, un test statistique surveille
les changements des séries temporelles associées aux
opérateurs, et réinitialise la mémoire du MAB lors
d’un changement de comportement évident comme,
par exemple, lorsque l’actuel meilleur opérateur est dé-
passé par un autre.

Dans le travail que nous présentons ici, nous com-
parons quatre SO différentes :

MAB2 , inspiré de Ex-MAB [5], mais adaptée pour
bien fonctionner avec des ensembles dynamiques
d’opérateurs. En effet, la méthode présentée dans
[5] se base sur le nombre de fois où les opérateurs
ont été utilisés pour n’“oublier”aucun d’entre eux.
Ceci ne fonctionne pas bien lorsque de nouveaux
opérateurs viennent d’être introduits dans l’AE,
car il faudrait les appliquer un certain nombre de
fois pour qu’ils rattrapent les autres. Nous pro-
posons alors un mécanisme qui consiste à consi-
dérer le nombre de générations écoulées depuis la
dernière application de chacun. De plus, pour des
raisons de simplicité, le mécanisme de réinitialisa-
tion n’est pas utilisé.

Aléatoire (A) , choisit au hasard l’opérateur à ap-
pliquer.

MAB2+Détection de Collusion (M2C) , simi-
laire à MAB2, il comporte en plus un mécanisme

de détection de collusion des individus (nous
choisissons ce terme, sans doute un peu fort,
traduisant le regroupement autour des optima
locaux, qui nuit à la poursuite de la recherche).
Ceci est réalisé en considérant la pente de la ligne
résultant de la régression linéaire des valeurs de
qualité moyenne de la population. Si la pente est
proche de zéro, on considère que l’AE est“coincé”’
et on démarre une phase d’exploration forcée, en
ne prenant que les opérateurs qui se sont avérés
être exploratoires. Cette phase est abandonnée
lorsque la diversité atteint une certaine fraction
au-dessus de la diversité actuelle, quand il n’y a
pas d’opérateurs de diversification, ou quand un
nombre de générations sans pouvoir augmenter
la diversité s’est écoulé.

Probabilité Proportionnelle (PP) choisit les opé-
rateurs avec une probabilité proportionnelle aux
récompenses enregistrées dans le registre de cré-
dit.

4.3 Forgeron

Le Forgeron, comme évoqué en section 2, constitue
la “fabrique d’opérateurs”, qui contrôle alors les para-
mètres structurels correspondant aux opérateurs pré-
sents à chaque instant de l’exécution de l’AE. Il remplit
les fonctions suivantes :

Crée (forge) des opérateurs, à partir de leur défini-
tion/spécification,

Ajoute les opérateurs au registre de crédit, en four-
nissant à la SAO de nouveaux choix d’opérateurs,

Analyse la performance des opérateurs dans le re-
gistre, pour éventuellement supprimer un opéra-
teur de l’AE ou en ajouter un nouveau,

Supprime les opérateurs les moins performants en
fonction de l’information stockée dans le registre
de crédit,

Stocke le profil des opérateurs éliminés, afin d’avoir
une trace de leur existence, pour éventuellement
les ré-insérer dans le registre plus tard,

Restitue des opérateurs éliminés en cas de besoin.

Les opérateurs peuvent donc avoir trois états prin-
cipaux : non-nés, avant qu’ils ne soient créés pour la
première fois ; vivants, quand ils sont placés dans le
registre de crédit et sont utilisés par la SAO, et morts,
après avoir été éliminés du registre.

L’élimination d’un opérateur ne signifie nécessaire-
ment pas qu’il soit mauvais per se, mais plutôt dans le
contexte des nécessités actuelles de la recherche : un
opérateur peut être un excellent diversificateur, mais
être éliminé si l’état actuel de la recherche a besoin
d’opérateurs d’exploitation pour converger davantage.
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Ceci explique pourquoi les profils des opérateurs sont
stockés lorsqu’ils sont éliminés du registre : en cas de
besoin, la résurrection d’un opérateur ne se fera pas
aveuglément.

Dans notre implémentation, le registre de crédit est
composé d’un nombre fixe d’opérateurs, et évalué à
intervalles réguliers par le forgeron dans la recherche
des opérateurs faibles qui puissent être éliminés pour
laisser place à un nouveau né. Tous les opérateurs pos-
sibles sont créés puis essayés avant de rechercher à nou-
veau parmi les morts, ce qui permet de donner à tous
une chance de démontrer leurs capacités.

5 Étude expérimentale

Nous présentons ici une analyse expérimentale de la
méthode décrite plus haut, dans le cadre de la résolu-
tion du problème SAT.

5.1 Cadre d’application

Pour nos expériences nous avons sélectionné des
instances venant de différentes compétitions SAT. Le
choix des benchmarks essaie de couvrir les différentes
familles d’instances (aléatoires, faites-main et indus-
trielles) : f500 est une instance générée aléatoire-
ment au seuil ; aim-100-1 6-yes1-1 (notée aim-100 par
la suite) est une instance aléatoire modifiée afin de
n’avoir qu’une seule solution ; 3bitadd 31.shuffled (no-
tée 3bitadd par la suite) est une instance de VLSI ;
ibm-2004-29-k55 (notée ibm par la suite) est une ins-
tance industrielle (BMC) ; simon-s02b-r4b1k1.2 (notée
simon par la suite) est une instance difficile des com-
pétitions SAT.

L’algorithme de base servant à nos expériences (voir
section 3.2) est appliqué 50 fois pour chaque croise-
ment et chaque contrôleur et cela pour chacune des 5
instances testées. Lors d’une exécution, la population
possède 100 individus et le nombre de croisements au-
torisé est de 105.

5.2 Réglage du contrôleur

L’objectif ici est d’essayer les différentes combinai-
sons de mécanismes d’affectation de crédits et de sé-
lection d’opérateurs présentés en 4.1 et 4.2. Ces com-
binaisons seront identifiés par la notation X − Y , où
X ∈ {C, DP, RP} est le mécanisme d’AC, et Y ∈
{M2, A, M2C, PP} est le mécanisme de SO (voir sec-
tion 4).

Les paramètres du contrôleur sont ceux des SOs
MAB2 et M2C ainsi que ceux du Forgeron. Du coté de
MAB2, l’opérateur à appliquer sera celui qui maximise
l’expression MAB2o,t, correspondant à l’opérateur o à
l’instant actuel t qui est donné par la formule suivante.

MAB2o,t = ro,t + 2 · exp(p · ao,t − p · x · trct) (1)

où ro,t est la récompense de l’opérateur o à l’instant
t, correspondant à la valeur maximale des 10 dernières
applications, ao,t est le temps d’oubli (i.e., le nombre
de générations écoulées depuis la dernière application
de o), trct correspond à la taille du registre de crédit
à l’instant t. x est un paramètre qui indique combien
de générations doit laisser passer un paramètre dans la
phase d’oubli avant d’être forcement appliqué, exprimé
comme un facteur de la taille du registre de crédit
(x > 1). La force de cette exploration est exprimée par
une exponentielle, qui n’a presque aucune importance
au début, mais augmente rapidement à la fin de la
période définie par x. p influence la croissance de cette
exponentielle.

La formule 1 comporte deux parties. Celle de gauche
encourage l’application des opérateurs qui ont reçu les
meilleures récompenses, et celle du droite encourage
les opérateurs qui n’ont pas été appliqués depuis long-
temps. Les valeurs de ro,t sont normalisées dans l’in-
tervalle [0, 1]. La partie de droite donne une valeur
proche de zéro, sauf quand ao,t se rapproche de x×trct,
implicant, dans ce cas, une valeur de 2. En pratique,
aucun opérateur n’est abandonné plus de (x×trct) gé-
nérations. Les valeurs pour les paramètres lors de nos
expériences étaient trct = 20, x = 1.5 et p = 0.2.

Dans MAB2+DC, on trouve de plus les paramètres
de détection de collusion. La phase d’exploration est
décrétée si dans les 100 dernières générations, la diffé-
rence entre la plus grande et la plus petite des qualités
moyennes de la population est inférieure à 0.001 et la
pente de la ligne résultant de la régression linéaire est
comprise dans ±0.0001.

On pourrait objecter ici que nous remplaçons les pa-
ramètres initiaux d’application des opérateurs par de
nouveaux paramètres tout aussi délicats à régler. Tou-
tefois, nous avons clairement mesuré qu’un moins bon
réglage du contrôleur avait un impact bien moindre sur
la performance de l’algorithme qu’un mauvais réglage
de ses paramètres comportementaux. D’autre part,
nous travaillons ici avec quelques centaines d’opéra-
teurs et donc quelque centaines de paramètres initiaux
(sans même évoquer l’espace des algorithmes possibles
induit par la combinaison de ces opérateurs), alors que
nous devons fixer trois ou quatre paramètres pour le
contrôleur.

En ce qui concerne le Forgeron, le registre de crédit
a un taille fixe de 20 opérateurs. Toutes les 50 gé-
nérations, le forgeron analyse le registre dans le but
de trouver un opérateur faible pour le supprimer et
le remplacer par un opérateur non-né ou mort. Si un
opérateur a un nombre suffisant d’applications (1

2 de
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la taille de la fenêtre, c’est à dire 5 applications) et que
sa récompense est dans le tiers inférieur par rapport
au reste, il est choisi pour être éliminé.

6 Résultats

Nous présentons ici le compte-rendu expérimental
des résultats obtenus avec notre approche, en tentant
d’en illustrer les aspects les plus frappants. La figure
6 montre la convergence moyenne sur 50 exécutions
du meilleur individu pour les différents combinaisons
d’AC et de SO pour l’instance ibm. L’abcisse corres-
pond au générations écoulées (chaque génération cor-
respondant à une application d’opérateur).
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Fig. 6 – Nombre de clauses fausses du meilleur indi-
vidu sur instance ibm, avec différents contrôleurs

Ici, les meilleurs résultats correspondent aux contrô-
leurs DP-PP, DP-M2 et DP-M2C. La figure 7 montre
la diversité moyenne sur 50 exécutions pour ces contrô-
leurs sur la même instance. Notons que des contrôleurs
qui obtiennent des niveaux similaires en terme de qua-
lité, ne maintiennent pas forcement les mêmes niveaux
de diversité. DP-PP se caractérise par son instabilité
en terme de diversité, dûe à l’utilisation de la SO PP,
qui, par rapport à M2 et M2C, induit une capacité
d’exploration supérieure. Ceci explique la bonne per-
formance de DP-PP sur toutes les instances, comme
on le verra par la suite.

La tendance à la hausse de la diversité pour DP-
PP à partir de la génération 8000 est dûe à la prise
en compte de la diversité dans l’évaluation des opéra-
teurs. Au début de la recherche, la population initiale
est composée d’individus générés aléatoirement. Ceci
facilite la tâche des opérateurs “exploitatoires”, qui
font décrôıtre la diversité en même temps que la qua-
lité augmente. Cependant, à partir d’un certain mo-
ment, l’amélioration devient difficile, et le contrôleur
se tourne vers l’exploration, en cherchant à accrôıtre la
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Fig. 7 – Diversité des trois meilleurs contrôleurs sur
instance ibm

diversité afin que les individus puissent s’échapper des
optima locaux. Ce comportement est précisément celui
que l’on cherche en incluant la diversité dans l’évalua-
tion qui est transmise au contrôleur.

Cette tendance est particulièrement forte dans l’AC
C. La figure 8 montre l’évolution de la diversité
moyenne sur 50 exécutions pour les différents mé-
thodes d’AC : C, DP et RP utilisées conjointement
avec la SO M2C, sur l’instance simon. Dans cette fi-
gure on peut apprécier la, sans doute, excessive ex-
ploration induite par C, ce qui expliquerait que ces
résultats ne soient pas les meilleurs de la série.
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La table 6 indique les moyennes des résultats ainsi
que l’écart type (entre parenthèses) sur 50 exécu-
tions des différents contrôleurs, ainsi que les exécutions
avec les opérateurs Uniforme, FF, CC et CCTM. Les
meilleurs résultats sont marqués en gras.
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f500 aim-100 3bitadd ibm simon
Unif 218.4 (5.7) 11.2 (1.0) 5781.0 (141.5) 34149.6 (138.5) 2872.6 (33.9)
FF 30.2 (4.9) 1.9 (0.6) 164.7 (24.5) 3827.8 (160.5) 137.5 (9.7)
CC 7.2 (1.3) 1.9 (0.6) 12.2 (3.2) 1247.7 (98.67) 81.6 (5.4)
CCTM 7.3 (1.4) 1.8 (0.6) 12.2 (2.6) 1237.2 (78.1) 81.2 (5.3)
C-M2 25.9 (24.0) 2.4 (1.9) 469.6 (83.7) 6009.7 (3024.6) 189.0 (17.3)
C-M2C 16.8 (19.7) 2.6 (1.9) 519.7 (80.0) 6063.4 (2171.8) 194.4 (23.9)
C-PP 56.3 (33.6) 2.2 (1.9) 481.9 (137.5) 5151.9 (2758.8) 209.2 (41.8)
DP-M2 67.4 (62.7) 3.3 (2.2) 416.5 (453.7) 2712.0 (3523.9) 94.3 (103.0)
DP-M2C 53.3 (59.0) 2.5 (1.5) 266.0 (405.4) 2567.1 (4206.3) 108.0 (102.5)
DP-PP 6.0 (1.4) 1.0 (0.0) 303.3 (47.7) 423.8 (75.2) 93.5 (7.7)
RP-M2 98.2 (53.8) 2.9 (1.7) 534.6 (478.9) 12370.3 (5214.2) 201.0 (188.7)
RP-M2C 104.2 (52.5) 2.6 (1.8) 395.2 (431.3) 12050.3 (5141.1) 277.9 (200.0)
RP-PP 7.8 (1.5) 1.0 (0.0) 517.1 (51.8) 4495.9 (791.9) 148.9 (11.9)
C-A 21.0 (14.4) 1.1 (0.2) 404.9 (59.7) 4908.4 (1623.0) 183.7 (16.7)

Tab. 1 – Nombre de clauses fausses et écart type

Le meilleurs résultats obtenus pour un contrôleur
sont ceux de DP-PP, qui améliorent le meilleur des
croisements de l’état de l’art dans trois instances. La
table 6 montre les pourcentages d’amélioration de DP-
PP.

f500 aim-100 3bitadd ibm simon
Unif 97,23% 91,07% 94,75% 98,76% 96,75%
FF 80,01% 47,92% -84,13% 88,93% 31,99%
CC 16,57% 47,92% -2381,67% 66,03% -14,62%
CCTM 17,03% 45,05% -2385,74% 65,74% -15,15%

Tab. 2 – Amélioration du contrôleur DP-PP par rap-
port aux croisements de l’état de l’art.

On peut remarquer que le contrôleur DP-PP pro-
duit des résultats comparables à ceux obtenus avec les
meilleurs opérateurs sans contrôleur (sauf pour 3bi-
tadd). Toutefois, rappelons que la mise au point de CC
et CCTM (les meilleurs opérateurs sans contrôleur)
repose sur un travail de plusieurs semaines de com-
paraisons, d’analyses et d’expériences [10], tandis que
le contrôleur réalise un travail similaire, en quelques
minutes et, surtout, sans intervention humaine. De
plus, si on considère Notamment l’instance industrielle
ibm, le nombre de clauses fausses moyenne trouvées
avec DP-PP équivaut à 1

3 de ceux atteints avec CC et
CCTM.

En comparant les différentes méthodes d’AC, on
peut noter que, en général, DP apparâıt dans la plu-
part des cas comme le contrôleur le plus performant,
suivi par C puis RP. On pourrait se demander d’abord
quelle est la différence entre les deux contrôleurs fon-
dés sur les notions de la dominance Pareto. Pour ré-
pondre à cela il faut étudier leur comportement lors
des exécutions individuelles. La figure 9 montre la qua-
lité moyenne de la population en utilisant DP-M2 et
RP-M2 sur l’instance ibm.

RP considère également tous les opérateurs placés
dans la frontière de Pareto (points dans la figure 5.c
avec une valeur égale à 0), ce qui induit un équilibre
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Fig. 9 – Comportement de Rang Pareto versus Domi-
nance Pareto : Nombre moyenne de clauses fausses sur
l’instance ibm

entre les tendances à explorer et à exploiter et em-
pêche l’AE de pencher d’un coté plutôt que de l’autre.
Notons que les tentatives d’augmentation de la qua-
lité de RP-PP sont modérées, en provocant le retour
de la qualité moyenne vers une valeur intermédiaire.
Par contre, si on utilise DP, le fait de mieux consi-
dérer les opérateurs qui sont dans la tendance géné-
rale (points dans la figure 5.b avec une grande valeur)
permet l’abandon de ce statu quo et d’améliorer fi-
nalement la qualité de la population. Cet “équilibre
flexible” est le principal atout de cette méthode d’AC.

En ce qui concerne les méthodes de SO, on trouve un
avantage marqué pour PP. M2 semble être également
avantageux sur simon, mais en général son applica-
tion ne produit pas de résultats concluants, ce qui est
également le cas pour M2C. D’une façon étonnante,
A n’est pas décevant (il faut se rappeler que cette SO
choisit parmi les opérateurs que le Forgeron autorise à
survivre).

Étant donné que PP et A produisent tous deux de
bons résultats, on peut en déduire que l’exploration de
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M2 et M2C a été trop conservatrice, et qu’on pourrait
tirer plus de profits avec un réglage qui ne soit pas
aussi focalisé sur l’exploitation. En général, on peut
conclure que les aspects les plus importants du contrô-
leur sont le contrôle des paramètres structuraux (i.e., le
choix des opérateurs disponibles pendant la recherche),
l’évaluation de ces opérateurs (i.e., la méthode de CA)
et finalement leur application (mécanisme de la SO).

7 Conclusion

Dans cet article nous avons proposé un contrôleur
permettant de créer et d’appliquer de manière auto-
nome des opérateurs de croisements pour les AEs. Ce
contrôleur s’appuie sur la qualité des individus de la
population mais prend aussi en compte le contrôle de
la diversité. De façon plus générale, tout type de para-
mètres associés aux probabilités d’application des opé-
rateurs peut être intégrés dans ce contrôleur.

Afin d’évaluer l’apport d’un tel mécanisme, nous
l’avons intégré dans un AE travaillant sur le pro-
blème SAT. Le contrôleur a été comparé aux meilleurs
opérateurs de croisement de l’état de l’art et il s’est
avéré très compétitif voire même meilleur dans certains
cas. De plus, grâce à l’automatisation du processus de
conception, aucune expérience n’a été nécessaire pour
choisir les opérateurs à fournir au contrôleur.

Des pistes pour un travail futur sont l’élaboration
de schémas plus raffinés pour le contrôle des para-
mètres structuraux et l’incorporation d’un mécanisme
de contrôle de la recherche [13]. Il serait aussi in-
téressant d’analyser les opérateurs les plus utilisés
par DP-PP afin de vérifier l’intérêt du contrôleur en
tant qu’outil d’assistance à la conception. Finalement,
on peut envisager l’application de ce contrôleur sur
d’autres opérateurs et algorithmes, tels que le Tabu
Search ou le Simulated annealing).

Références

[1] R. Battiti and M. Brunato. Learning and Intelli-
gent Optimization. Proc. Int. Conf., LION 2007,
volume 5313 of LNCS. Springer, 2008.

[2] R. Battiti, M. Brunato, and F. Mascia. Reactive
Search and Intelligent Optimization, volume 45
of Operations Research/Computer Science Inter-
faces. Springer Verlag, 2008.

[3] K.A. De Jong and W.M. Spears. Using GA to
solve NP-complete problems. In Proc. of Int.
Conf. on GA ICGA, pages 124–132, 1989.

[4] A. E. Eiben, R. Hinterding, and Z. Michale-
wicz. Parameter control in evolutionary algo-

rithms. IEEE Trans.Evol.Computation, 3 :124–
141, 1999.

[5] A. Fialho, L. Da Costa, M. Schoenauer, and
M. Sebag. Extreme value based adaptive opera-
tor selection. In G. Rudolph et al., editor, Proc.
PPSN’08, pages 175–184. Springer, 2008.

[6] C. Fleurent and J.A. Ferland. Object-oriented
implementation of heuristic search methods for
graph coloring, maximum clique, and satisfiabi-
lity. In Cliques, Coloring, and Satisfiability.

[7] M.R. Garey and D.S. Johnson. Computers and
Intractability , A Guide to the Theory of NP-
Completeness. W.H. Freeman & Company, San
Francisco, 1979.

[8] J. Gottlieb and N. Voss. Adaptive fitness func-
tions for the SAT problem. In Proc. PPSN, pages
621–630. Springer Verlag, 2000. LNCS 1917.

[9] Y. Hamadi, E. Monfroy, and F. Saubion. Special
issue on autonomous search. Constraint Program-
ming Letters, 4, 2008.

[10] F. Lardeux, F. Saubion, and J-K Hao. GASAT : A
genetic local search algorithm for the sat problem.
Evolutionary Computation, 14(2) :223–253, 2006.

[11] F. Lobo, C. Lima, and Z. Michalewicz, editors.
Parameter Setting in Evolutionary Algorithms,
volume 54 of Studies in Computational Intelli-
gence. Springer, 2007.

[12] J. Maturana, A. Fialho, F. Saubion, M. Schoe-
nauer, and M. Sebag. Compass and dynamic
multi-armed bandits for adaptive operator selec-
tion. In Proc. of IEEE Congress on Evolutionary
Computation CEC, 2009. to appear.

[13] J. Maturana and F. Saubion. On the design of
adaptive control strategies for evolutionary algo-
rithms. In Proc. Int. Conf. on Artificial Evolu-
tion. LNCS 4926, Springer, 2007.

[14] J. Maturana and F. Saubion. A compass to guide
genetic algorithms. In G. Rudolph et al., editor,
Proc. PPSN’08, pages 256–265. Springer, 2008.

[15] V. Pareto. Cours d’économie politique. in Vil-
fredo Pareto, Oeuvres complètes, Genève : Librai-
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Résumé

Les algorithmes basés sur l’optimisation par co-
lonies de fourmis (Ant Colony Optimization / ACO)
sont paramétrés par deux coefficients α et β qui dé-
terminent respectivement l’importance de l’expérience
passée et de l’heuristique dans la probabilité de tran-
sition utilisée pour construire des solutions. Nous in-
troduisons une méthode pour adapter dynamiquement
les valeurs de ces deux paramètres qui ont une in-
fluence déterminante sur l’intensification et la diver-
sification de la recherche. Cette méthode est elle-
même basée sur ACO : des traces de phéromone sont
associées aux valeurs potentielles des paramètres ;
ces traces représentent l’expérience passée concer-
nant l’utilisation de ces valeurs et sont utilisées pour
adapter dynamiquement α et β. Nous proposons deux
variantes qui diffèrent par la granularité de l’appren-
tissage : dans un cas l’apprentissage est global à
l’ensemble des variables du problème, dans l’autre,
il est spécifique à chaque variable. Nous évaluons
et comparons expérimentalement ces deux méthodes
dans le cadre d’une mise en œuvre de la méthode
ACO pour résoudre des problèmes de satisfaction de
contraintes.

Abstract

We introduce two reactive frameworks for dynami-
cally adapting some parameters of an Ant Colony Op-
timization (ACO) algorithm. Both reactive frameworks
use ACO to adapt parameters : pheromone trails are
associated with parameter values ; these pheromone
trails represent the learnt desirability of using parame-
ter values and are used to dynamically set parameters
in a probabilistic way. The two frameworks differ in the
granularity of parameter learning. We experimentally

evaluate these two frameworks on an ACO algorithm
for solving constraint satisfaction problems.

1 Introduction

L’Optimisation par Colonies de Fourmis —Ant Colony
Optimization / ACO— a démontré sont intérêt pour ré-
soudre de nombreux problèmes combinatoires [4]. Par
contre, la résolution d’un problème particulier avec ACO
(de même que dans le cas d’autres méta-heuristiques) né-
cessite la résolution d’un compromis entre deux objectifs
contradictoires : d’un coté, il est nécessaire d’intensifier
la recherche de solution autour des zones les plus promet-
teuses alors que de l’autre, il est nécessaire de diversifier la
recherche pour découvrir de nouvelles zones de l’espace de
recherche qui pourraient s’avérer porteuses de meilleures
solutions. C’est en réglant des paramètres de l’algorithme
que l’on contrôle le comportement de la recherche vis-à-vis
de ce double objectif d’intensification et de diversification
(également nommés exploitation et exploration).

Le réglage de ces paramètres est bien entendu un pro-
blème délicat car il faut choisir entre deux tendances
contradictoires : si l’on choisit des valeurs de paramètres
qui privilégient la diversification, la qualité de la solution
obtenue est souvent très bonne, mais au prix d’une conver-
gence plus lente, et donc d’un temps de calcul plus long. Si
par contre on choisit des valeurs qui favorisent l’intensifi-
cation, l’algorithme sera amené à trouver de bonnes solu-
tions plus rapidement, mais souvent sans converger vers la
ou les meilleures solutions ; il convergera vers des valeurs
sous-optimales. De ce fait, les valeurs optimales des para-
mètres dépendent à la fois de l’instance du problème à trai-
ter et du temps alloué à sa résolution. De surcroit, la réso-
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lution n’étant pas nécessairement homogène, il peut s’avé-
rer utile de changer les valeurs des paramétres en cours de
résolution afin de s’adapter au mieux aux caractéristiques
locales de l’espace de recherche en cours d’exploration.

Pour améliorer le processus de recherche vis-à-vis de la
dualité intensification/diversification, Battiti et al [2] ont
proposé d’exploiter l’historique de la recherche pour adap-
ter automatiquement et dynamiquement les valeurs de pa-
ramètres, donnant ainsi naissance aux approches dites "ré-
actives".

Dans ce papier, nous introduisons une méthode réac-
tive permettant à ACO d’adapter dynamiquement certains
de ses paramètres pendant la recherche de solution. Cette
adaptation dynamique est réalisée avec ACO lui-même :
des traces de phéromone sont associées aux valeurs des pa-
ramètres ; elles représentent l’intérêt appris d’utiliser les
valeurs des paramètres concernés et sont utilisées dyna-
miquement pour les affecter de façon probabiliste. Notre
approche est évaluée expérimentalement dans le cadre de
l’application de ACO pour résoudre des problèmes de sa-
tisfaction de contraintes (CSP) dont l’essence est de trouver
une affectation de valeurs à des variables tout en respectant
les contraintes auxquelles elles sont soumises.

L’article est organisé comme suit. Nous rappelons dans
le chapitre 2 les principes de base des deux modèles que
nous mettons en œuvre : les CSP et ACO. Le troisième
chapitre est consacré à la description de la façon dont nous
utilisons ACO pour adapter certains des paramètres pen-
dant la recherche de la solution. Nous introduisons deux
cadres réactifs pour ACO : dans le premier, les valeurs de
paramètres sont fixées pour la durée de la construction de
chaque solution, alors que dans le second, les paramètres
sont associés à chaque variable —ils sont alors modifiés
dynamiquement pendant la construction de chacune des so-
lutions. Nous exposons au chapitre quatre l’évaluation ex-
périmentale et la comparaison de ces deux variantes. Le
dernier chapitre nous donne l’occasion de conclure en pré-
sentant des travaux proches ainsi que les évolutions que
nous prévoyons d’explorer.

2 Contexte

2.1 Problèmes de satisfaction de contraintes
(CSP)

Un CSP [12] est défini par un triplet (X,D,C) tel que
X est un ensemble fini de variables, D est une fonction qui
à chaque variable Xi ∈ X associe un domaine D(Xi), et
C est un ensemble de contraintes, i.e., des relations entre
variables qui restreignent l’ensemble des valeurs pouvant
être affectées simultanément à ces variables.

Une affectation, notée A= {<X1, v1>, .., <Xk, vk>},
est un ensemble de couples variable/valeur tels que toutes
les variables dans A sont différentes et chaque valeur ap-

partient au domaine de la variable associée. Cette affec-
tation correspond à l’affectation simultanée des valeurs
v1, . . . , vk aux variablesX1, . . . , Xk. Une affectationA est
partielle s’il existe des variables de X qui ne sont pas af-
fectées dansA ; elle est complète si toutes les variables sont
affectées.

Le coût d’une affectation A, dénoté par cost(A), est dé-
fini par le nombre de contraintes qui sont violées par A.
Une solution d’un CSP (X,D,C) est une affectation com-
plète de toutes les variables de X , qui satisfait toutes les
contraintes dans C, c’est-à-dire, une affectation complète
de coût nul.

De nombreux CSP réels, représentant des problèmes
concrets, sont sur-contraints de sorte qu’il est impossible
de trouver une affectation satisfaisant toutes les contraintes.
Pour prendre en compte cette particularité, le cadre des
CSP a été généralisé en introduisant la notion de maxCSP
[5]. Dans ce cas, l’objectif n’est plus de trouver une solu-
tion consistante, mais de trouver une affectation qui maxi-
mise le nombre de contraintes respectées. La solution op-
timale d’un maxCSP est une affectation complète dont le
coût est minimal.

2.2 Optimisation par Colonies de Fourmis (ACO)

La métaheuristique ACO [4] a été appliquée avec succès
à un grand nombre de problèmes d’optimisation combina-
toire tels que les problèmes de voyageurs de commerce,
[3], les problèmes d’affectation quadratique ou bien les
problèmes d’ordonnancement de voitures. Le principe de
base est de construire des solutions d’une façon gloutonne
aléatoire et de tirer parti de la connaissance acquise pour
améliorer progressivement les solutions construites. Plus
précisément, à chaque cycle, chaque fourmi construit une
solution à partir d’une solution vide en ajoutant progressi-
vement des composants de solution jusqu’à ce que la solu-
tion soit complète. A chaque itération de cette construction,
le prochain composant de solution à ajouter est sélectionné
relativement à une probabilité qui dépend d’un facteur phé-
romonal et d’un facteur heuristique :

– le facteur phéromonal reflète l’expérience de la co-
lonie vis-à-vis de la sélection des composants. Il
est défini relativement aux traces de phéromone as-
sociées aux composants de solutions. Ces traces
de phéromone sont renforcées lorsque les compo-
sants de solutions correspondants on été sélection-
nés dans de bonnes solutions. Toutefois, afin de per-
mettre aux fourmis d’oublier progressivement les ex-
périences passées, un mécanisme d’oubli —dual de la
mémorisation— atténue les traces anciennes par éva-
poration à la fin de chaque cycle ;

– le facteur heuristique évalue l’intérêt de sélectionner
les composants par rapport à la fonction d’objectif.
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Ces deux facteurs sont respectivement pondérés par deux
paramètres clefs de ACO : α et β. ACO intègre ainsi les
deux connaissances complémentaires essentielles à la ré-
solution efficace d’un problème : le facteur phéromonal
représente la connaissance progressivement accumulée sur
l’instance de problème en cours de résolution tandis que le
facteur heuristique représente la connaissance sur la classe
de problème dont l’instance est un cas particulier.

En plus de α et β, un algorithme ACO est également
paramétré par

– le nombre de fourmis, nbAnts, qui détermine le
nombre de solutions construites à chaque cycle ;

– le taux d’évaporation, ρ ∈]0; 1[, qui est utilisé à
chaque cycle pour multiplier les traces de phéromone
par (1−ρ) afin de les atténuer à la fin de chaque cycle ;

– les bornes supérieures et inférieures, τmin et τmax,
qui sont utilisées pour borner les traces de phéromone
(si l’on considère le système MAX-MIN Ant System
[11]).

Le cadre réactif proposé dans cet article vise à adapter
α et β qui ont une très forte influence sur le processus de
construction de solution.

La valeur du facteur phéromonal α est fondamentale
pour articuler l’intensification et la diversification. En ef-
fet, plus α est grand, plus la recherche est intensifiée autour
des composants de solution portant d’importantes traces de
phéromone, i.e., autour des composants qui sont interve-
nus dans la construction des meilleures solutions passées.
En particulier, nous avons montré dans [10] que le réglage
du paramètre α doit trouver un compromis entre deux ten-
dances. D’un coté, si l’on limite l’influence de la phéro-
mone par une pondération faible, la qualité de la solution
obtenue sera meilleure, mais il faudra plus de temps pour
converger vers cette valeur. D’un autre coté, si l’on aug-
mente l’influence du facteur phéromonal en augmentant la
valeur du paramètre α, les fourmis trouvent de meilleures
solutions pendant les premiers cycles, mais après quelques
centaines de cycles, elles stagneront autour d’optima lo-
caux et ne seront pas capables de trouver de meilleures so-
lutions.

Le poids du facteur heuristique β détermine la glouton-
nerie du processus de recherche ; ses valeurs les plus per-
tinentes dépendent également de l’instance à résoudre. En
effet on constate que l’importance du facteur heuristique
varie souvent d’une instance à l’autre. De surcroit, pour
une instance donnée son importance peut évoluer pendant
la recherche de la solution.

On remarque enfin que les valeur relatives de α et β sont
bien sûr importantes, mais que leurs valeurs absolues le
sont également —dans le cas contraire un seul paramètre
aurait suffit.

Algorithm 1: Ant Solver
Input: A CSP (X,D,C) and a set of parameters

{α, β, ρ, τmin , τmax ,nbAnts,maxCycles}
Output: A complete assignment for (X,D,C)
Initialize pheromone trails associated with (X,D,C)1

to τmax

repeat2

foreach k in 1..nbAnts do3

Construct an assignment Ak4

Improve Ak by local search5

Evaporate each pheromone trail by multiplying it6

by (1− ρ)
Reinforce pheromone trails of7

Abest = argminAk∈{A1,...,AnbAnts} cost(Ak)
until cost(Ai) = 0 for some i ∈ {1..nbAnts} or8

maxCycles reached ;
return the constructed assignment with the minimum9

cost

2.3 Résolution de maxCSP avec ACO

L’algorithme ACO considéré dans notre étude compa-
rative s’appelle Ant Solver (AS) et est décrit dans l’algo-
rithme 1. Nous rappelons rapidement ci-dessous son prin-
cipe ; une description plus détaillée peut être trouvée dans
[8, 9].

Traces de phéromone associées à un CSP
(X,D,C) (ligne 1). Nous associons une trace de phé-
romone à chaque couple variable/valeur 〈Xi, v〉 tel que
Xi ∈ X et v ∈ D(Xi). Intuitivement, cette trace de phéro-
mone représente l’intérêt appris d’affecter la valeur v à la
variable Xi. Ainsi qu’il est proposé dans [11], les traces de
phéromone sont bornées entre τmin et τmax, et sont initia-
lisées à τmax.

Construction d’une affectation par une fourmi
(ligne 4) : à chaque cycle (lignes 2-8), chaque fourmi
construit une affectation : à partir d’une affectation
vide A = ∅, elle ajoute itérativement des couples va-
riable/valeur àA jusqu’à ce queA soit complète. A chaque
étape, pour choisir un couple variable/valeur, la fourmi
choisit d’abord une variable Xj qui n’est pas encore af-
fectée dans A. Ce choix est réalisé avec l’heuristique
min-domain : la fourmi choisit une variable qui a le plus
petit nombre de valeurs consistantes vis-à-vis de l’affecta-
tion partielle A en cours de construction. Puis, la fourmi
choisit une valeur v ∈ D(Xj) à affecter à Xj selon la pro-
babilité suivante :

pA(<Xj , v>) = [τ(<Xj ,v>)]α·[ηA(<Xj ,v>)]β∑
w∈D(Xj)

[τ(<Xj ,w>)]α·[ηA(<Xj ,w>)]β

où
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– τ(< Xj , v >) est la trace de phéromone liée à (<
Xj , v>),

– ηA(< Xj , v >) est le facteur heuristique et est
inversement proportionnel au nombre de nouvelles
contraintes violées par l’affectation de la valeur v à
la variable Xj , c.-à-d., ηA(< Xj , v >)) = 1/(1 +
cost(A ∪ {<Xj , v>})− cost(A)),

– α et β sont les paramètres qui déterminent les poids
relatifs des facteurs.

Amélioration locale des affectations (ligne 5) :
lorsqu’une affectation complète a été construite par une
fourmi, elle est améliorée en exécutant une recherche lo-
cale, c.-à-d., en changeant itérativement quelques affecta-
tions variable/valeur. Différentes heuristiques peuvent être
employées pour choisir la variable à réparer et la nou-
velle valeur à lui affecter. Pour toutes les expériences
rapportées ci-après, nous avons employé l’heuristique
min-conflicts [6] : nous choisissons aléatoirement
une variable impliquée dans une contrainte violée, et nous
affectons cette variable avec la valeur qui minimise le
nombre de contraintes violées. De telles améliorations lo-
cales sont réitérées jusqu’à atteindre une solution locale-
ment optimale qui ne peut pas être améliorée en modifiant
une affectation de variable.

Mise à jour des traces de phéromone (lignes 6-7) :
lorsque chacune des fourmis de la colonie a construit une
affectation, et l’a améliorée par recherche locale, la quan-
tité de phéromone associée à chaque couple variable/valeur
est mise à jour selon la méta-heuristique ACO. En premier
lieu, toutes les traces de phéromone sont uniformément
diminuées (ligne 6) afin de simuler la forme d’évapora-
tion qui permet aux fourmis d’oublier progressivement les
constructions passées. Puis, la phéromone est ajoutée sur
chaque couple variable/valeur appartenant à la meilleure
affectation du cycle, Abest (ligne 7) afin d’attirer les four-
mis avec plus de force vers la zone correspondante de l’es-
pace de recherche. La quantité de phéromone déposée est
inversement proportionnelle au nombre de contraintes vio-
lées dans Abest, i.e., 1/cost(Abest).

3 Utilisation d’ACO pour adapter dyna-
miquement α et β

Nous proposons d’employer ACO pour adapter dynami-
quement les valeurs de α et de β. En particulier, nous pro-
posons et comparons dans ce cadre deux méthodes diffé-
rents. Dans le premier cas, appelé AS(GPL) et décrit dans
3.1, les valeurs de α et de β sont fixées au début de la
construction d’une solution et sont adaptées après chaque
cycle, lorsque toutes les fourmis ont construit une solution.
Dans la deuxième variante, appelé AS(DPL) et décrite

dans 3.2, les valeurs de α et de β sont définies pour chaque
variable de sorte qu’elles changent pendant la construction
d’une solution. Ces deux variantes sont expérimentalement
évaluées dans 4.

3.1 Description de AS(GPL)

AS(GPL) (Ant Solver with Global Parameter Learning)
suit essentiellement l’algorithme 1 mais intègre de nou-
veaux dispositifs pour adapter dynamiquement α et β. Par
conséquent, α et β ne sont plus à fournir comme para-
mètres en entrée de l’algorithme, mais leurs valeurs sont
choisies avec la méta-heuristique ACO à chaque cycle 1.

Paramétres de AS(GPL). En plus des paramètres
de Ant Solver, c.-à-d., le nombre de cycles nbCycles, le
nombre de fourmis nbAnts, le taux d’évaporation ρ, et les
bornes minimales et maximales des traces de phéromone
τmin et τmax, AS(GPL) est paramétré par un ensemble
de nouveaux paramètres permettant d’adapter dynamique-
ment α et β, i.e.,

– deux ensembles de valeurs Iα et Iβ qui contiennent
les ensembles de valeurs qui peuvent être respective-
ment considérées pour l’affectation de α et β ;

– les bornes minimale et maximale de la quantité de
phéromone, τminαβ et τmaxαβ ;

– le taux d’évaporation ραβ .
Il est à noter que notre cadre réactif suppose que α et β

prennent leurs valeurs dans deux ensembles discrets Iα et
Iβ qui doivent être connus a priori. Ces deux ensembles
doivent contenir de bonnes valeurs, c.-à-d., celles qui per-
mettent à Ant Solver de trouver les meilleurs résultats pour
chaque exemple. Comme discuté dans la section 4, nous
proposons de choisir les valeurs de Iα et Iβ en lançant Ant
Solver avec différentes affectations pour α et β sur un en-
semble représentatif d’instances, puis d’initialiser Iα et Iβ
avec les ensembles des valeurs qui ont permis à Ant Solver
de trouver les meilleurs résultats sur ces instances.

Structure de phéromone. Nous associons une trace
de phéromone τα(i) à chaque valeur i ∈ Iα et une trace de
phéromone τβ(j) à chaque valeur j ∈ Iβ . Intuitivement,
ces traces de phéromone représentent l’intérêt appris d’af-
fecter respectivement α et β à i et à j. Pendant le proces-
sus de recherche, ces traces de phéromone sont maintenues
entre les deux limites τminαβ et τmaxαβ . Au début du pro-
cessus de recherche, elles sont initialisées à τmaxαβ .

1. Nous avons comparé expérimentalement deux variantes de ce cadre
réactif : une première variante où les valeurs sont choisies au début de
chaque cycle (entre les lignes 2 et 3) de sorte que chaque fourmi consi-
dère les mêmes valeurs pendant le cycle, et une deuxième variante où les
valeurs sont choisies par des fourmis avant de construire une affectation
(entre les lignes 3 et 4). Les deux variantes obtiennent des résultats qui ne
sont pas sensiblement différents. Par conséquent, nous considérons seule-
ment la première variante qui est décrite dans cette section.

198



Choix des valeurs pour α et β. A chaque cycle, (i.e.,
entre les lignes 2 et 3 de l’algorithme 1), α (resp. β) est
affecté en choisissant i ∈ Iα (resp. i ∈ Iβ) relativement à
une probabilité pα(i) (resp. pβ(i)) qui est proportionelle à
la quantité de phéromone déposée sur i, i.e.,

pα(i) =
τα(i)∑

j∈Iα τα(j)
(resp. pβ(i) =

τβ(i)∑
j∈Iβ τβ(j)

)

Mise à jour des traces de phéromone. Les traces
de phéromone associées à α et β sont mises à jour à chaque
cycle, entre les lignes 7 et 8 de l’algorithme 1. D’abord,
chaque trace de pheromone τα(i) (resp. τβ(i)) est évapo-
rée en la multipliant par (1 − ραβ). Ensuite la trace de
pheromone associée à α (resp. β) est renforcée. La quan-
tité de pheromone déposée sur τα(α) (resp. τβ(β)) est in-
versement proportionnelle au nombre de contraintes vio-
léesAbest par la meilleure affectation construite pendant le
cycle. Ainsi, les valeurs de α et β qui ont permis aux four-
mis de construire les meilleures affectations recevront les
plus grandes quantité de phéromone.

3.2 Description de AS(DPL)

Le cadre réactif décrit à la section précédente adapte
dynamiquement α et β à chaque cycle, mais il considère
la même affectation pour toutes les décisions élémentaires
d’un même cycle. Nous décrivons maintenant une autre va-
riante réactive nommée AS(DPL) (Ant Solver with Dis-
tributed Parameter Learning). Le principe est de choisir
de nouvelles valeurs pour α et β à chacune des étapes de
la construction d’une solution, c.-à-d., chaque fois qu’une
fourmi doit choisir une valeur pour une variable. Le but est
d’ajuster l’affectation de α et de β pour chaque variable du
CSP.

Paramètres de AS(DPL). Les paramètres de
AS(DPL) sont les mêmes que ceux de AS(GPL).

Structure phéromonale Nous associons une trace de
phéromone τα(Xk, i) (resp. τβ(Xk, i)) à chaque variable
Xk ∈ X et chaque valeur i ∈ Iα (resp. i ∈ Iβ). Intuitive-
ment ces traces de pheromone représentent l’intérêt appris
d’affecter la valeur i à α (resp. β) lorsqu’on choisit une va-
leur pour la variableXk. Pendant le processus de recherche
de solution ces traces de pheromone sont maintenues entre
les deux bornes τminαβ et τmaxαβ ; elles sont initialisées à
τmaxαβ .

Choix des valeurs pour α et β. A chaque étape de
la construction d’une affectation, avant de choisir une va-
leur v pour une variable Xk, α (resp. β) est positionné en
choisissant une valeur i ∈ Iα (resp. i ∈ Iβ) en fonction de

la probabilité pα(Xk, i) (resp. pβ(Xk, i)) qui est propor-
tionnelle à la quantité de phéromone associée à i pour Xk,
i.e., 

pα(Xk, i) =
τα(Xk, i)∑

j∈Iα τα(Xk, j)

pβ(Xk, i) =
τβ(Xk, i)∑

j∈Iβ τβ(Xk, j)
)

(1)

Mise à jour des traces de phéromone. Les traces
de phéromone associées à α et β sont mises à jour à chaque
cycle : entre les lignes 7 et 8 de l’algorithme 1. D’abord
chaque trace de phéromone τα(Xk, i) (resp. τβ(Xk, i)) est
évaporée en la multipliant par (1 − ραβ). Ensuite, une
quantité de pheromone est déposée sur les traces associées
aux valeurs α et β qui ont été utilisées pour construire la
meilleure affectation du cycle (Abest) : pour chaque va-
riable Xk ∈ X , si α (resp. β) a été affecté à i pour
choisir la valeur affectée à Xk lors de la construction de
Abest, alors, τα(Xk, i) (resp. τβ(Xk, i)) est incrémenté de
1/cost(Abest).

4 Résultats expérimentaux

4.1 Instances considérées

Nous illustrons notre ACO réactif sur le benchmark de
maxCSP qui a été utilisé pour la compétition [13] CSP
2006, en considérant les 686 instances binaires de maxCSP
définies en extension. Parmi ces 686 instances, 641 sont ré-
solues à l’optimal 2, à la fois par la version statique de Ant
Solver et par les deux versions réactives, les temps de ré-
ponses ne diffèrant pas significativement. Nous avons donc
concentré notre expérimentation de la section 4.3 sur les 25
instances les plus difficiles. Parmi ces 25 instances, nous
avons sélectionné 10 instances représentatives dont les ca-
ractéristiques sont décrites dans la table 1. Nous dévelop-
pons les résultats expérimentaux pour toutes les instances
du benchmark de la compétition lorsque nous comparons
notre modèle d’ACO réactif avec les meilleurs solveurs de
la compétition.

4.2 Contexte d’expérimentation

Pour régler les paramètres de Ant Solver nous l’avons
fait tourner en faisant varier les paramètres sur un sous-
ensemble représentatif de 100 instances choisies parmi
les 686 instances de la compétition. Ces 100 instances
contiennent les 25 plus difficiles. Puis nous avons sélec-
tionné le paramétrage avec lequel Ant Solver trouve en

2. Pour la plupart de ces instances, la meilleure solution est connue,
cependant pour quelques instances, la solution optimale ne l’est pas. Pour
ces instances, nous avons considéré la meilleure solution connue.
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Nb Nom X D C B
1 brock-400-1 401 2 20477 378
2 brock-400-2 401 2 20414 378
3 mann-a27 379 2 1080 252
4 san-400-0.5-1 401 2 40300 392
5 rand-2-40-16-250-350-30 40 16 250 1
6 rand-2-40-25-180-500-0 40 25 180 1
7 rand-2-40-40-135-650-10 40 40 135 1
8 rand-2-40-40-135-650-22 40 40 135 1

TABLE 1 – Pour chaque instance, Nom, X, D, C, et B in-
diquent respectivement le nom, le nombre de variables, la
taille des domaines des variables, le nombre de contraintes,
et le nombre de contraintes violées par la meilleure solution
trouvée lors de la compétition de 2006.

moyenne les meilleurs résultats, i.e., α = 2, β = 8,
ρ = 0.01, τmin = 0.1, τmax = 10, and nbAnts = 15.
Nous avons limité le nombre de cycles à 10000, mais on
constate que le nombre de cycles réellement nécessaire à
l’obtention de la meilleure solution est souvent très infé-
rieur. Dans cette section, AS(Static) se réfère à Ant Solver
utilisé avec ce paramétrage.

Nous avons également réglé α et β séparément pour
chaque instance (tout en conservant inchangées les valeurs
des autres paramètres). Dans cette section, AS(Tuned) se
réfère à Ant Solver dont les paramètres statiques sont af-
fectés avec la meilleure valeur pour l’instance considérée.

Pour les deux variantes réactives de Ant Solver
(AS(GPL) et AS(DPL)), les paramètres non appris
gardent les mêmes valeurs que pour AS(Tuned) et AS
(Static), i.e., ρ = 0.01, τmin = 0.1, τmax = 10, et
nbAnts = 15.

Pour les nouveaux paramètres, qui ont été introduits
pour adapter dynamiquement α et β, nous avons posi-
tionné Iα et Iβ aux valeurs qui donnent de bons ré-
sultats pour Static Ant Solver, i.e., Iα = {0, 1, 2} et
Iβ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Quant au taux d’évapora-
tion, et aux bornes supérieures et inférieures des traces de
phéromone, nous avons utilisé les même valeurs que pour
AS(Static ), i.e., ραβ = 0.01, τminαβ = 0.1, τmaxαβ = 10.

4.3 Comparaison expérimentale de AS(Tuned),
AS(Static), AS(GPL) et AS(DPL)

La table 3 indique la meilleure affectation pour α et β
qui a été utilisée pour éxecuter AS(Tuned). Elle montre que
cette meilleure affectation est clairement différente d’une
instance à l’autre. Nous avons également observé qu’à la
fin du processus de recherche de AS(GPL), les traces de
phéromone utilisée pour les affecter portent des valeurs dif-
férentes d’une instance à l’autre. Ceci est particulièrement
marqué pour le paramètre β, ce qui indique que la perti-
nence du facteur heuristique dépend de l’instance considé-

1 2 3 4 5 6 7 8
AS(DPL)/AS(GPL) = = = = > > = >
AS(DPL)/AS(Static) = > > > = > = =
AS(DPL)/AS(Tuned) = > = = = > < <
AS(GPL)/AS(Static) = > > > < = < =
AS(GPL)/AS(Tuned) = > = = < = < <
AS(Static)/AS(Tuned) = = < < = = < <

TABLE 2 – Résultats des tests de pertinence statistique :
chaque ligne compare deux variantes X/Y et donne pour
chaque instance les résultats des tests sur 50 exécutions,
i.e., = (resp. < et >) si X n’est pas significativement
différent de Y (resp. est significativement moins bon ou
meilleur que Y ).

rée.
La table 3 compare également le nombre de contraintes

violées dans la meilleure solution trouvée après 10000
cycles pour les quatre variantes de Ant Solver. Comme les
différences entre ces variantes sont plutôt faibles pour cer-
taines instances, nous avons réalisé des tests de pertinence
statistique. La table 2 fournit les résultats de ces tests. Elle
met en évidence que les variantes réactives sont toujours au
moins aussi performantes que AS(Static), excepté pour les
instances 5 et 7 qui sont mieux résolues par AS(Static) que
par AS(GPL). Elle nous indique également que les deux
variantes réactives sont au moins au même niveau de per-
formance que AS(Tuned), et qu’elles le surpassent même
pour de nombreuses instances – en fait, toutes sauf 2 pour
AS(DPL) et toutes sauf 3 pour AS(GPL)). Enfin la table
indique également que AS(DPL) n’est pas significative-
ment différent de AS(GPL) pour 5 instances, et le dépasse
pour 3 instances.

La table 4 compare le nombre de cycles et le temps CPU
nécessaire à l’obtention de la meilleure solution. Nous no-
tons d’abord que la surcharge en temps de calcul induite
par la mise en œuvre de notre méthode réactive n’est pas
significative ; les variantes de Ant Solver mettent un temps
comparable pour réaliser un cycle de calcul d’une instance
à l’autre, mais également d’une variante de Ant Solver à
l’autre. En particulier, AS(Static) converge souvent plus ra-
pidement que AS(Tuned).

Pour comparer les quatre variantes de Ant Solver pen-
dant l’ensemble de la recherche de solution, et non seule-
ment à la fin des 10000 cycles, la figure 1 représente
l’évolution du pourcentage d’exécutions qui ont trouvées
la solution optimale, en fonction du nombre de cycles 3.
La figure indique que AS(Static) peut trouver la solution
optimale pour plus de la moitié des exécutions avant le
2000ieme cycle. Cependant, après 2000 cycles, le pour-
centage des exécutions résolues à l’optimalité ne croit que

3. Comme la preuve d’optimalité n’a pas été faite pour toutes les ins-
tances, nous considérons la meilleure solution trouvée pour les solutions
des instances dont l’optimalité n’a pas été prouvée.
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AS(Tuned) AS(Static) AS(GPL) AS(DPL)
Nb #const (sdv) α β #const (sdv) #const (sdv) #const (sdv)
1 374.84 (0.7) 1 6 374.92 (0.39) 374. (1.01) 374. (1.01)
2 373.12 (0.26) 1 5 374.68 (1.09) 371.32 (1.09) 371.48 (1.31)
3 253.88 (0.26) 1 6 254.62 (0.49) 253.74 (0.44) 253.96 (0.28)
4 387.2 (0.11) 1 8 388.04 (1.77) 387. (0.) 387. (0.)
5 1. (0.) 2 8 1. (0.) 1.02 (0.14) 1. (0.)
6 1.02 (0.02) 2 6 1.02 (0.14) 1.04 (0.19) 1. (0.)
7 1. (0.) 1 6 1.12 (0.32) 1.66 (0.47) 1.48 (0.5)
8 1. (0.) 1 5 1.08 (0.27) 1.12 (0.32) 1.08 (0.27)

TABLE 3 – Comparaison expérimentale des meilleures solutions trouvées. Pour chaque variante de Ant Solver considérée,
chaque ligne indique le nombre de contraintes violées dans la meilleure solution (moyenne et écart-type sur 50 exécutions).
Pour AS(Tuned), nous donnons également les valeurs de α et β qui ont été utilisées.

AS(Tuned) AS(Static) AS(GPL) AS(DPL)
cycles time cycles time cycles time cycles time

Nb avg (sdv) avg avg (sdv) avg avg (sdv) avg avg (sdv) avg
1 44 (7) 4 30 (4) 2 2717 (516) 98 2501 (491) 93
2 2247 (477) 140 323 (194) 12 2668 (463) 96 3322 (415) 125
3 2193 (309) 542 1146 (335) 160 2714 (432) 399 2204 (295) 328
4 710 (213) 123 347 (174) 39 316 (38) 34 112 (14) 12
5 394 (32) 5 394 (32) 4 379 (44) 5 412 (37) 5
6 476 (19) 26 606 (23) 13 507 (49) 18 579 (23) 15
7 2436 (166) 160 1092 (152) 31 736 (126) 39 1557 (266) 52
8 1944 (120) 140 884 (65) 29 1302 (286) 66 1977 (252) 87

TABLE 4 – comparaison expérimentale du nombre de cycles (moyenne et écart-type sur 50 exécutions) et du temps CPU
exprimé en secondes (moyenne sur 50 exécutions) nécessaires pour atteindre la meilleure solution.

faiblement. AS(Tuned) affiche un comportement assez dif-
fèrent : il nécessite plus de cycles pour converger de sorte
qu’il trouve moins souvent la solution optimale au début
du processus de recherche ; cependant, il présente des per-
formances nettement supérieures à AS(Static) à la fin des
10000 cycles. Considèrons par exemple les instances 2, 3
et 8 : la table 3 nous montre que AS(Tuned) à besoin de
plus de cycles que AS(Static) pour les résoudre.

La figure 1 nous indique également que AS(GPL) pré-
sente de meilleures performances que les trois autres va-
riantes pendant les 2000 premier cycles, alors qu’après
2000 cycles AS(GPL), AS(DPL) et AS(Tuned) sont as-
sez proches et ont toutes de meilleures performances que
AS(Static). Enfin, à la fin du processus de recherche,
AS(DPL) est légèrement meilleur que AS(GPL) qui lui-
même est légèrement meilleur que AS(Tuned).

La figure 2 montre l’évolution du pourcentage d’exécu-
tions qui sont proches de l’optimalité, i.e., les solutions
optimales ou les solutions qui violent une contrainte de
plus que la solution optimale. Elle montre que AS(GPL)
trouve les solutions quasi-optimales plus rapidement que
AS(DPL), qui lui-même affiche une meilleure perfor-

mance que les variantes statiques de Ant Solver. AS(Static)
est meilleur que AS(Tuned) au début de la recherche de
solution, mais il est généralement dépassé par AS(Tuned)
au-delà des 1000 cycles.

4.4 Comparaison expérimentale de AS(DPL)
avec les solvers de la compétition

Nous comparons maintenant AS(DPL) avec les sol-
veurs de maxCSP de la compétition 2006. Il y avait neuf
solveurs, parmi lesquels huit sont basés sur des approches
complètes, et un est basé sur une méthode de recherche lo-
cale incomplète. Pour la compétition, chaque solveur a bé-
néficié d’une durée allant jusqu’à 40 minutes sur un 3GHz
Intel Xeon (voir [13] pour plus de détails). Pour chaque
exemple, nous avons comparé AS(DPL) avec le meilleur
résultat trouvé pendant la compétition (par l’un des 9 sol-
vers). Nous avons également limité AS(DPL) à 40 mi-
nutes, mais il a été exécuté sur un ordinateur moins puis-
sant (Intel P4 Dual Core à 1.7 GHz). Nous ne rapportons
pas les temps CPU car ils ont été obtenus sur différents or-
dinateurs. Le but ici est d’évaluer la qualité des solutions
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FIGURE 1 – Evolution du pourcentage d’exécutions qui ont trouvé la solution optimale par rapport au nombre de cycles.

Competition AS(DPL)
Bench #I #C

∑
best known

∑
cost #Ibest

∑
cost #Ibest

brock 4 56381 1111 1123 2 1111 4
hamming 4 14944 460 463 1 460 4

mann 2 1197 281 281 2 283 1
p-hat 3 312249 1472 1475 1 1472 3
san 3 48660 687 692 2 687 3
sanr 1 6232 182 183 0 182 1
dsjc 1 736 19 20 0 19 1
le 2 11428 2869 2925 1 2869 2

graphw 6 16993 416 420 4 416 6
scenw 27 29707 809 904 25 809 27

tightness0.5 15 2700 15 15 15 16 14
tightness0.65 15 2025 15 15 15 18 12
tightness0.8 15 1545 21 22 13 25 10
tightness0.9 15 1260 26 30 11 31 10

TABLE 5 – Comparaison expérimentale de AS(DPL) avec les solveurs de la compétition 2006. Chaque ligne indique le
nom du benchmark, le nombre d’instances dans ce benchmark (#I), le nombre total de contraintes dans ces instances (#C),
et le nombre de contraintes violées en considérant, pour chaque instance, le meilleur résultat trouvé (

∑
best known). Puis, nous

donnons les meilleurs résultats obtenus pendant la compétition : pour chaque instance, nous avons considéré le meilleur
résultat des 9 solveurs de la compétition et nous donnons le nombre de contraintes qui sont violées (

∑
cost) suivi du

nombre d’instances pour lesquelles la meilleure solution a été trouvée (#I best). Enfin, nous donnons les résultats obtenus
avec AS(DPL) : le nombre de contraintes violées (

∑
cost) suivi du nombre d’instances pour lesquelles la meilleure

solution connue a été trouvée (#Ibests).
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FIGURE 2 – Evolution du pourcentage d’exécutions qui ont trouvé une solution optimale, ou violant une contrainte de
plus que la solution optimale, en fonction du nombre de cycles.

trouvées par AS(DPL).
Cette comparaison a été faite sur les 686 instances bi-

naires définis en extension. Ces instances ont été regroupés
dans 45 benchmarks. Parmi ces 45 benchmarks, il y avait
31 benchmarks pour lesquels AS(DPL) et les meilleurs
solveurs de la compétition ont trouvé les mêmes valeurs
pour chaque instance. Par conséquent, nous ne montrons
les résultats que pour les 14 benchmarks pour lesquels
AS(DPL) et le meilleur solveur de la compétition ont ob-
tenu des résultats différents (pour au moins une instance du
benchmarks).

La table 5 donne les résultats pour ces 14 bench-
marks. Elle montre que AS(DPL) a de meilleures perfor-
mances que les meilleurs solvers de la compétition pour 9
benchmarks. Plus précisément, AS(DPL) a amélioré les
meilleures solutions trouvées par un solveur de la compé-
tition pour 19 instances. Par contre, il n’a pas trouvé la
meilleure solution pour 15 instances ; parmi ces 15 ins-
tances, 14 appartiennent à la série tightness* qui ap-
parait clairement plus difficile pour AS(DPL) (notons ce-
pendant qu’aucun solveur de la compétition n’a été capable
de trouver la solution optimale pour 6 de ces instances).

5 Conclusion

Nous avons présenté deux variantes d’un formalisme ré-
actif pour adapter automatiquement et dynamiquement les

valeurs du poids α du facteur phéromonal et du poids β
du facteur heuristique qui ont une forte influence sur l’arti-
culation intensification/diversification de la recherche dans
ACO. Le but est double : nous visons en premier lieu à
libérer l’utilisateur du problème délicat du réglage de ces
paramètres ; nous visons également à améliorer les résul-
tats sur des instances difficiles.

Les premiers résultats expérimentaux sont très encoura-
geants. En effet, dans la plupart des cas notre ACO réactif
atteint les performances d’une variante statique dont le pa-
ramétrage a été spécialement réglé pour chaque instance ;
il les surpasse même sur quelques instances.

Travaux comparables. Il y a de nombreux travaux
relatifs aux approches réactives, qui adaptent dynamique-
ment des paramètres pendant le processus de recherche [2].
Plusieurs de ces approches réactives ont été proposées pour
des approches de recherche locale, et sont à l’origine de la
notion de recherche réactive. Par exemple, Battiti et Protasi
ont proposé dans [1] d’employer l’information de rééchan-
tillonnage afin d’adapter dynamiquement la longueur de la
liste taboue dans une recherche taboue.

Il existe également d’autres approches réactives pour les
algorithmes ACO. En particulier, Randall a proposé dans
[7] d’utiliser ACO pour adapter dynamiquement des pa-
ramètres d’un algorithme ACO. Notre approche emprunte
quelques caractéristiques à ce modèle ACO réactif. Ce-
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pendant nous apprenons les paramètres à un niveau diffé-
rent. En effet, dans [7] les paramètres sont appris au niveau
des fourmis de sorte que chaque fourmi fait évoluer ses
propres paramètres et considère le même paramétrage pen-
dant une construction de solution. Dans ce modèle, chaque
fourmi est considérée comme un agent autonome qui amé-
liore ses performances au fur et à mesure qu’il acquiert de
la connaissance sur le problème. Notre approche est diffé-
rente, les paramètres sont appris au niveau de la colonie, de
sorte que chaque fourmi emploie les mêmes traces de phé-
romone pour fixer ses paramètres. Par ailleurs, nous avons
étudié et comparé deux variantes : dans la première, les
mêmes paramètres sont employés pendant l’ensemble de
la construction d’une solution, alors que dans la seconde,
les paramètres sont associés à chaque variable. Nous avons
montré que cette variante améliore réellement le processus
de recherche sur certains instances, mettant en évidence
que, lors de la résolution de problèmes de satisfaction de
contraintes, la pertinence des facteurs heuristiques et de
phéromone dépendent de la variable à assigner.

Futurs développements. Nous prévoyons d’évaluer
notre cadre réactif sur d’autres mises en œuvre de ACO
afin de qualifier sa généricité. En particulier, il sera intéres-
sant de comparer les variantes réactives sur d’autres pro-
blèmes : pour certains problèmes tels que le Voyageur de
Commerce, il est plus probable que l’association de para-
mètres à chaque composant de solution ne soit pas inté-
ressante, tandis que sur d’autres problèmes, tels que le sac
à dos multidimensionnel ou les problèmes d’ordonnance-
ment, nous conjecturons que ceci devrait améliorer le pro-
cessus de recherche.

Une limite de notre cadre réactif se situe dans le fait que
l’espace de recherche pour les valeurs de paramètre doit
être connu à l’avance et discrétisé. Comme précisé par un
relecteur, il serait préférable de résoudre ce méta-problème
en tant que tel, i.e., un problème d’optimisation continue.
Par conséquent, un développement futur abordera cet as-
pect.

En conclusion, nous prévoyons d’intégrer un cadre réac-
tif pour adapter dynamiquement les autres paramètres, ρ,
τmin, et τmax qui ont des dépendances fortes avec α et β.
Ceci pourrait être fait, par exemple, en employant des in-
dicateurs d’intensification/diversification, tels que les taux
de similarité ou de rééchantillonnage.
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Résumé

Les algorithmes de recherche locale s’appuient prin-
cipalement sur la notion de voisinage pour visiter des
configurations successives au sein de l’espace de re-
cherche, guidés également par les possibles stratégies
de choix de ces voisins. Ces mouvements de proche en
proche doivent être soigneusement contrôlés si l’on sou-
haite garantir une exploration suffisante de l’espace de
recherche, ainsi que la possibilité de converger vers une
solution. Des alternatives aux approches classiques ont
été proposées afin d’envisager des voisinages plus com-
plexes ou même de gérer simultanément plusieurs voisi-
nages. Toutefois, biais souvent incontournable des méta-
heuristiques, ces approches induisent de nouveaux para-
mètres ou des heuristiques ad-hoc, dont l’importance sur
les performances est grande mais le réglage délicat. Nous
proposons ici, une approche de contrôle autonome pour
un algorithme de recherche locale qui disposera de plu-
sieurs opérateurs de mouvements, dont l’efficacité peut
être diverse, et dont l’application respective sera ajus-
tée en fonction de l’observation de l’état courant de la
recherche, dans le but de s’adapter aux exigences d’équi-
librage entre exploitation et exploration de l’espace des
configurations. Nous définissons pour cela une nouvelle
mesure de diversité, couplée à une mesure classique de
qualité, qui autorise ainsi un contrôle simple de l’algo-
rithme. Notre approche est finalement évaluée sur le pro-
blème classique d’affectation quadratique (QAP), obte-
nant des résultats prometteurs.

Abstract

Local search algorithms rely on the concept of neigh-
borhood in order to visit successive configurations of
the search space, also guided by the possible strategies
for choosing these neighbors. These step by step moves
must be carefully controlled if one wants to ensure a suf-
ficient exploration of the serach space and the ability to
converge towards a solution. Alternatives to conventio-
nal approaches have been proposed to consider neighbo-
rhoods or even to manage multiple neighborhoods. Ho-
wever, as an unavoidable bias of metaheuristics, these

approaches induce new parameters or ad-hoc heuristics,
whose impact on the performance is great but whose set-
ting can be difficult. We propose here an approach for
autonomous control of a local search algorithm, which
has several moves operators, whose effeciency can be di-
verse and whose respective application is adjusted accor-
ding to the observation of the current status of search,
in order to adapt to the balance between exploitation
and exploration of search space. To this aim, we define
a new measure of diversification, coupled with a stan-
dard measure of quality, that allows us to easily control
the algorithm. Our approach is finally experimented on
the classical quadratic assignment problem (QAP), ob-
taining promising results.

1 Introduction

Les algorithmes de recherche locale [1, 23] sont des
métaheuristiques qui ont été largement utilisées pour
la résolution de problèmes combinatoires complexes
aussi bien dans la communauté scientifique de la pro-
grammation par contraintes que dans celle de la re-
cherche opérationnelle. Considérant un problème d’op-
timisation sous contraintes, ces méthodes de résolution
s’appuient sur la définition d’une structure de voisi-
nage au sein de l’espace de recherche, c’est à dire de
l’ensemble des configurations possibles du problème.
Une fois muni de cette relation de voisinage, l’algo-
rithme explore alors cet espace en se déplaçant de
proche en proche, guidé également par une fonction
objectif qui permet d’évaluer la qualité des configu-
rations rencontrées. Ces approches étant, par nature,
incomplètes, elles permettent d’obtenir une solution
sous optimale de bonne qualité, ou éventuellement une
solution optimale. L’efficacité d’une telle procédure ré-
side alors dans sa capacité à correctement explorer des
zones variées de l’espace de recherche mais également
dans sa propension à converger vers un optimum local,
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relativement à la notion de voisinage, qui peut s’avérer,
comme l’espère l’utilisateur, être également global. Le
concept, particulièrement connu dans la communauté
des algorithmes évolutionnaires, de balance entre in-
tensification et diversification est un élément crucial
à prendre en compte lors de la conception d’un algo-
rithme de recherche locale. En effet, un des écueils clas-
siques que rencontrent ces algorithmes est l’attraction
excessive des minima locaux qui piègent le processus
de recherche, lorsque l’ensemble des voisins potentiels
sont de moins bonne qualité que la configuration cou-
rante, et que les stratégies de déplacement sont prin-
cipalement fondées sur l’amélioration. Pour palier cet
excès d’exploitation de l’espace de recherche (i.e., d’in-
tensification) des mécanismes d’échappement ont alors
été proposés dans un souci de diversification.

Les premières idées ont consisté à inclure, dans le
choix du prochain mouvement à effectuer, des per-
turbations aléatoires [21], ou plus contrôlées comme
dans le cas du recuit simulé [12]. Par la suite, une
autre idée à consisté à utiliser d’autres fonctions (re-
lations) de voisinages afin, par exemple, d’explorer
plus largement l’espace par des voisinages de grande
taille [2] ou encore, en utilisant plusieurs voisinages au
sein d’un même algorithme [11, 19]. Si de telles ap-
proches permettent d’améliorer les performances des
algorithmes, elles induisent par contre de nouveaux pa-
ramètres et/ou heuristiques qu’il convient de gérer cor-
rectement, ce qui constitue une tâche fastidieuse pour
l’utilisateur. En effet, le réglage des paramètres reste
un problème épineux pour le concepteur et l’utilisa-
teur de telles métaheuristiques. Si l’ultime but de cette
quête est de trouver des réglages universels permettant
de traiter de larges classes de problèmes, l’utilisateur
recourt, la plupart du temps, à une série d’expériences
ainsi qu’à sa connaissance du problème pour tenter
de formuler des règles empiriques d’ajustement de ces
paramètres. On peut citer ici l’étude proposée par B.
Mazure et al. [18], dans laquelle une valeur optimale de
longueur de liste taboue est proposée pour une classe
d’instances du problème SAT. Toutefois, il semble, de
nos jours, préférable de s’orienter vers des algorithmes
plus autonomes, incluant des mécanismes leur permet-
tant de prendre en charge eux-même le réglage de leurs
paramètres et de leurs heuristiques. Une telle approche
nécessite alors l’intégration d’outils et techniques is-
sues d’autres domaines de l’informatique, notamment
de l’apprentissage artificiel (nous renvoyons le lecteur
à [4, 10] pour plus de détails). Ce type d’approches de
contrôle peut être schématisé par la figure 1.

Dans ce contexte, et inspirés par les travaux pré-
cédents que nous avons menés sur la gestion auto-
nomes d’opérateurs multiples dans les algorithmes gé-
nétiques [15, 17], nous proposons ici une nouvelle ap-

Fig. 1 – Schéma général

proche pour concevoir un algorithme de recherche lo-
cale incluant plusieurs opérateurs de mouvements, cor-
respondant à des voisinages et des stratégies de dépla-
cement différents, dont le contrôle sera pris en charge
automatiquement. Notre but est de montrer que nous
pouvons bénéficier des atouts respectifs de ces opéra-
teurs et décider de leur utilisation en fonction de la
situation courante de la recherche. Pour cela, et afin
d’ajuster convenablement la balance entre intensifica-
tion et diversification, nous définissons un nouveau cri-
tère d’évaluation de la diversité pour la recherche lo-
cale qui sera couplé au critère, plus classique, de qua-
lité, lié à la fonction objectif et aux contraintes du pro-
blème à résoudre. Nous utilisons ensuite ces mesures
pour décider du prochain mouvement à effectuer. Afin
d’évaluer les bénéfices de notre approche, nous avons
expérimenté notre algorithme sur le fameux problème
de l’affectation quadratique (QAP) qui a été largement
étudié et pour lequel nous disposons d’une imposante
libraire d’instances et de résultats [5].

Dans la section 2 nous effectuons quelques rappels
sur les principes de base de la recherche locale ainsi
que sur les méthodes destinées à rendre la recherche
locale plus autonome et adaptative. Dans la section
3, nous proposons notre nouvelle mesure de diversité
pour l’étude des performances de la recherche locale.
La section 4 présente le problème d’affectation qua-
dratique sur lequel nous avons expérimenté notre ap-
proche ainsi que les opérateurs de mouvements que
nous avons utilisés pour notre recherche locale. La sec-
tion 5 présente notre algorithme ALS et enfin, la sec-
tion 6 est consacrée à l’expérimentation de l’approche.
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2 Vers une recherche locale autonome

Nous nous plaçons ici dans le contexte de la ré-
solution de problèmes d’optimisation combinatoires
classiquement définis par un ensemble de variables
V ar = {x1, · · · , xn}, auxquelles sont associés des do-
maines de valeurs possibles D = {D1, · · · , Dn}, Di

étant l’ensemble des valeurs que peut prendre la va-
riable xi. L’espace de recherche S correspond au pro-
duit cartésien des domaines, S = Πn

i=1Di. Nous consi-
dérons un ensemble de contraintes C et une solution
réalisable est alors une affectation de valeurs aux va-
riables satisfaisant toutes les contraintes de C et res-
pectant les domaines initiaux de D. Nous considérons
également une fonction objectif f : S → R. Une so-
lution optimale est une solution réalisable maximisant
ou minimisant, selon le cas, la fonction f .

En programmation par contraintes, diverses ap-
proches sont envisageables pour résoudre de tels pro-
blèmes. On distingue classiquement les approches com-
plètes, basées sur des parcours arborescents de l’espace
de recherche couplés à des techniques d’élagage, et
les approches incomplètes, principalement basées sur
des méthodes métaheuristiques. L’exploration systé-
matique de l’espace de recherche étant exclue, les mé-
taheuristiques proposent des schémas généraux per-
mettant de restreindre cette exploration à certaines
zones. D’une manière très générale, deux stratégies
fondamentales d’exploration et d’exploitation peuvent
être identifiées :

– l’intensification, dont le but est de chercher une
solution dans une zone réduite de l’espace,

– la diversification, qui permet de se déplacer d’une
zone vers une autre zone, éventuellement loin-
taine, et autorise ainsi un balayage large de l’es-
pace de recherche.

Ces notions sont mises en œuvre au sein des dif-
férentes métaheuristiques et l’efficacité relative d’une
méthode réside essentiellement dans la gestion de leur
complémentarité. La coordination de ces stratégies
vise à éviter les problèmes induits par la présence d’op-
tima locaux propres à la structure du problème traité
et inhérents à ce type d’approche. Par exemple, dans
le cas d’un algorithme de recherche par voisinage, une
stratégie d’amélioration systématique de la configura-
tion courante conduira le processus de recherche vers
un optimum local où il risque de stagner.

Nous nous concentrons ici sur les méthodes de re-
cherche locale (dites aussi par voisinage) [1, 23]. L’ex-
ploration se fait parmi les points voisins du point cou-
rant en s’appuyant sur une fonction qui estime leur
qualité potentielle. Étant donné l’espace de recherche
S, on se donne une fonction de voisinage N : S → 2S

et une fonction d’évaluation eval : S → R, qui prend

en compte la satisfaction des contraintes C du pro-
blème ainsi que la fonction objectif f . On définit deux
actions élémentaires :

– l’amélioration qui consiste, à partir d’une configu-
ration c, à choisir une configuration voisine c′ dont
la valeur eval(c′) améliore eval(c) (cette notion
varie selon que l’on veut maximiser ou minimiser
le critère d’évaluation).

– le déplacement arbitraire qui consiste à choisir
n’importe quelle configuration voisine c′.

L’efficacité de la recherche locale est alors liée à la
gestion de la balance entre intensification et diversifi-
cation. Cette gestion peut s’opérer, au sein de l’algo-
rithme de recherche locale, par le biais de paramètres
comportementaux, qui permettent d’ajuster l’utilisa-
tion des composants de l’algorithme (par exemple, la
probabilité d’effectuer un mouvement aléatoire ou bien
la longueur de la liste taboue), ou de paramètres struc-
turels, qui sont directement liés aux composants eux-
mêmes de l’algorithme (par exemple, le choix d’une
fonction de voisinage, la fonction d’évaluation ou bien
le choix d’une stratégie d’amélioration pour un proces-
sus de descente). Nous allons donc brièvement aborder
ces deux aspects dans l’optique de la recherche locale
autonome et nous recommandons au lecteur le récent
ouvrage de R. Battiti et al. [4], pour plus de précisions.

2.1 Réglage de paramètres pour la recherche lo-
cale

Comme pour tout algorithme de type métaheu-
ristique, le réglage des paramètres reste l’une des
contraintes essentielles de leur utilisation pratique. Le
réglage de paramètres a largement été étudié dans
la communauté des algorithmes évolutionnaires [14].
Comme mentionné en introduction, cette tâche s’avère
particulièrement ardue et repose sur le savoir-faire,
bien souvent empirique, de l’utilisateur et sur ses
connaissances des caractéristiques du problème à ré-
soudre. Dès lors, l’ajustement de paramètres s’appuie
sur une série, en général coûteuse, d’expériences. Une
telle approche réduit considérablement l’universalité
des valeurs obtenues et la transposition de ces ex-
périmentations à d’autres problèmes. Une autre voie
consiste alors à envisager un contrôle des paramètres
durant l’exécution de l’algorithme. Ce contrôle peut
être supervisé par un ensemble de connaissances ac-
quises au préalable ou encore être abordé dans une op-
tique plus autonome, les paramètres évoluant en fonc-
tion de l’état courant de la recherche. Le contrôle au-
tonome de paramètres pour la recherche locale est lar-
gement illustré dans l’approche de recherche réactive
[4]. De telles approches se développent à la frontière
d’autres domaines de l’informatique, faisant notam-
ment appel à des techniques issues de l’apprentissage
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automatique ou de la programmation génétique.
En dehors des paramètres classiques et du point de

vue des composants de l’algorithme, on peut également
s’intéresser à faire évoluer la fonction d’évaluation en
fonction de l’état de la recherche avec des systèmes
de pénalités (voir également [4]) ou encore apprendre
des stratégie adéquates de manière automatique [9]. Ici
nous nous concentrons sur les aspects liés à la notion
de voisinage.

2.2 Voisinages larges et multiples

Comme mentionné précédemment, le principe fon-
dateur de la recherche locale est de parcourir l’espace
de recherche selon une relation de voisinage définie
entre les configurations possibles du problème. Le voi-
sinage détermine ainsi la notion de structure de l’es-
pace de recherche, on parle de paysage de recherche,
dont l’importance est cruciale vis à vis des notions
d’optima locaux ou globaux, évoquées plus haut. Dès
lors, il parait naturel de s’intéresser à ce voisinage
comme un moyen de gérer la balance entre intensi-
fication et diversification. On peut par exemple, pour
diversifier la recherche, envisager d’utiliser des voisi-
nages de tailles différentes, permettant de varier les
possibilités de mouvements [11]. Il est également pos-
sible d’envisager des voisinages très larges [2]. Bien
évidemment, l’extension du voisinage a un impact im-
portant sur le temps nécessaire à son évaluation pour
décider du prochain mouvement.

2.3 Vers une approche englobante

Dans cet article, notre idée est de combiner finale-
ment ces deux aspects (paramètres et composants) en
considérant plutôt des opérateurs de mouvements en
réglant automatiquement leur application au cours de
la recherche. Nous introduisons donc, au sein de la re-
cherche locale, une méthode de sélection d’opérateur
adaptative, telle que nous l’avons étudiée dans [15]
pour les algorithmes génétiques. L’objectif est donc
d’évaluer, après application, l’impact des opérateurs
et de se servir de cette évaluation pour ajuster leur
utilisation au cours de la recherche. Cette approche
peut être résumée par la figure 2.

Cette figure nous permet de mettre en lumière les
principales questions liées au contrôle d’un algorithme
de recherche locale :

– Comment évaluer la situation en cours ?
– Comment attribuer des récompenses aux opéra-

teurs en fonction de cette évaluation ?
– Comment utiliser ces récompenses pour sélection-

ner l’opérateur à appliquer pour faire le prochain
pas de recherche locale ?

SOA RL

Fig. 2 – Recherche locale autonome

Alors que nous pouvons nous inspirer des méca-
nismes existants pour les algorithmes évolutionnaires
[15] en ce qui concerne les deux derniers points, la ques-
tion de l’évaluation est plus délicate. En effet, alors que
dans le cas des algorithmes évolutionnaires, les critères
de qualité et d’entropie de la population ont été étu-
diés [16, 17], il n’en est pas de même pour la recherche
locale. En effet, si la notion de qualité permet égale-
ment de guider et d’évaluer la recherche en cours, la
notion de diversité mérite plus d’attention. Pourtant,
il est apparu, dans nos travaux précédents [16, 17],
que cette notion est très largement complémentaire de
la qualité si l’on veut correctement gérer la balance
entre diversification et intensification. Dans la section
suivante, nos allons donc nous pencher sur la défini-
tion d’une nouvelle mesure de diversité adaptée à la
recherche locale.

3 Une mesure de diversité pour la re-
cherche locale

Le concept de diversité est souvent employé pour ca-
ractériser un parcours de recherche locale. Il est assez
intuitif et pourrait se résumer ainsi : un parcours est
d’autant plus diversifié qu’il a visité des régions éloi-
gnées de l’espace de recherche. La diversification est
un élément de première importance pour un système
de résolution dans le sens où elle évite de focaliser la
fouille de l’espace de recherche dans des zones confi-
nées, et tend à orienter le système vers des régions
attractives.

208



Cette notion, bien que couramment évoquée par les
concepteurs de métaheuristiques, est difficilement cal-
culable en pratique. En effet, une telle mesure dépend
de plusieurs éléments comme, par exemple, la façon
dont est codée une configuration, la taille de l’espace
de recherche. Le cas des méthodes de type évolution-
naire doit cependant être traité séparément. En effet,
un algorithme manipulant une population de configu-
rations peut évaluer la diversité de la recherche en
comparant les différents individus composant la po-
pulation à chaque itération. En général, ce procédé
consiste à évaluer une distance moyenne entre les indi-
vidus, par exemple à l’aide d’un calcul d’entropie. Le
lecteur intéressé trouvera des informations à ce sujet
dans [6].

Les méthodes à base de recherche locale pure ne
peuvent pas bénéficier de ces techniques, du fait
qu’elles ne traitent qu’une seule configuration à chaque
pas de la recherche. La diversité de cette dernière doit
donc être calculée en fonction du parcours effectué.

3.1 Pré-requis pour une mesure pertinente

Malgré le succès et l’étude poussée des méthodes
de recherche locale durant ces dernières années, peu
de travaux ont été menés dans le but de quantifier la
diversité de tels procédés. A. Linhares introduit dans
[13] les notions relatives au sujet, définit les caractéris-
tiques que doit respecter une telle mesure, et propose
une méthode d’évaluation de la diversité basée sur les
mesures de distance entre configurations. Nous nous
efforçons donc de respecter les contraintes suivantes
pour notre système d’évaluation de diversité qui se
présentera comme une fonction div :

– son domaine sera le parcours P assimilé à l’en-
semble des configurations qui le composent.

– son co-domaine sera l’intervalle fermé [0, 1]. En ef-
fet, cette normalisation permet d’obtenir des va-
leurs précises, indépendantes de la taille du pro-
blème et de celle du parcours.

– div(P ) = 0 ssi |P | = 0

3.2 Vers une nouvelle mesure

Afin de quantifier la diversité d’un parcours de re-
cherche locale, la mesure que nous proposons consiste à
analyser, pour chaque variable décisionnelle, la répar-
tition des valeurs affectées dans son domaine respectif.
Notre approche part en effet d’un constat simple : dans
le cas où un parcours de recherche est très diversifié, les
valeurs successives affectées aux différentes variables
auront tendance à ”couvrir” leur domaine. Dans le cas
contraire, un parcours peu diversifié sera caractérisé
par l’affectation d’un faible nombre de valeurs diffé-
rentes à chaque variable (relativement au cardinal de

son domaine), spécialement pour celles dont la valeur
reste inchangée pendant le parcours étudié. L’évalua-
tion consiste donc à observer, pour chaque variable
décisionnelle, l’écart type du nombre d’occurrences de
chaque valeur possible pour cette variable (i.e., pour
chaque élément de son domaine). La moyenne de ces
écarts type traduit la similitude du parcours étudié.
En effet, les écarts types calculés seront d’autant plus
faibles que le parcours étudié sera diversifié. Afin d’être
normalisée, la mesure est ensuite divisée par la simili-
tude maximale théoriquement atteignable. On obtient
donc une valeur comprise entre 0 et 1 que l’on va re-
trancher de 1 pour traduire la diversité du parcours.

Plus formellement, étant donné un espace de re-
cherche S, P ⊆ S est un parcours de recherche lo-
cale constitué d’un ensemble de |P | configurations.
Soit x ∈ V ar une des variables décisionnelles du
problème traité. On définit alors aff(x, c) la valeur
que prend la variable x pour la configuration c ∈ P
(aff(x, c) ∈ Dx).

Nous nous intéressons au nombre d’affectations don-
nant la valeur v à la variable x au cours du parcours
P , que nous définissons comme :

nbutil(x, v, P ) = |{c ∈ P |aff(x, c) = v}|

L’écart type du nombre d’occurrences des différentes
valeurs prises par la variable x est donné par :

et(x, P ) =

√√√√Σv∈Dx

(
nbutil(x, v, P )− ( |P ||Dx| )

)
2

|Dx|

L’écart type maximal atteignable lors d’un parcours
P pour la variable x (cas où une seule valeur est utilisée
pour chaque configuration de P ) est alors :

etmax(x, P ) =

√√√√ (|P | − 1).( |P ||Dx| )
2 + (|P | − |P |

|Dx| )
2

|Dx|

La similitude des configurations qui composent le
parcours P étudié peut donc maintenant être définie
par :

sim(P ) =
Σx∈V aret(x, P )

|V ar|
La similitude maximale que l’on peut obtenir avec

un parcours P (où toutes les configurations sont iden-
tiques) est :

simmax(P ) =
Σx∈V aretmax(x, P )

|V ar|
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La diversité est alors définie comme :

div(P ) =

{
0 si |P | = 0
1− sim(P )

simmax(|P |) sinon

Deux cas extrême peuvent être identifiés :
– Un parcours P1 a une diversité minimale si toutes

les configurations de P1 sont égales, c’est-à-dire
que chaque variable décisionnelle x prend une va-
leur |P1| fois, et que les (|Dx| − 1) autres valeurs
ne sont jamais utilisées.

– Un parcours P2 a une diversité maximale ssi
∀x ∈ V ar,@(v1, v2) ∈ D2

x, nbutil(x, v1, P2) −
nbutil(x, v2, P2) > 1. Un tel niveau n’est pour
ainsi dire jamais atteint en pratique. On peut par
exemple l’obtenir en affectant à chaque variable la
valeur de son domaine qu’elle a le moins utilisée,
et ceci à chaque itération de la recherche.

4 Application au problème d’affectation
quadratique

4.1 Présentation du problème et travaux existants

Nous avons choisi de valider notre approche sur le
célèbre problème de l’affectation quadratique (quadra-
tic assignment problem, QAP), qui a été largement
étudié au cours des cinquante dernières années. Intui-
tivement, le problème consiste à affecter des ressources
à différents sites, en prenant en compte les distances
qui séparent ces sites ainsi que l’importance des flux de
données échangés entre les différentes ressources. Plus
formellement, étant donnés n ressources et n sites, on
dispose de deux matrices de taille n× n, D = [di,j ] et
F = [fk,l], où di,j la distance entre les sites i et j et
fk,l est la quantité d’informations transitant entre les
ressources k et l. On va alors chercher une affectation π
(i.e., une permutation de 1..n) des ressources aux sites
de coût f(π) minimal. Le coût d’une telle affectation
étant calculé comme suit :

f(π) = Σn
i=1Σ

n
j=1di,j .fπ(i),π(j)

Le problème a été démontré NP-difficile [20], et est
parfois qualifié du plus difficile de cette classe de com-
plexité, du fait que de nombreux problèmes, tels que
ceux du voyageur de commerce, de la clique maximale
ou de partitionnement de graphe, sont un cas parti-
culier d’affectation quadratique. D’autre part, il pré-
sente une forte importance pratique due à sa capacité à
modéliser de nombreuses situations issues du domaine
industriel. Cependant, malgré la quantité de travaux
qu’a suscité le problème, même les méthodes les plus
performantes ne peuvent résoudre à l’optimum des ins-
tances de taille supérieur à 30. Parmi ces dernières, on

citera notamment deux versions de recherche taboue.
La première, nommée Robust taboo search [22], a été
proposée par Taillard en 1991 qui reste à ce jour une
des plus compétitive. La seconde, qui vise à régler la
taille de la liste taboue automatiquement via une dé-
tection de cycles performante, a été mise au point par
Battiti et Tecchiolli en 1994 sous le nom de Reactive
tabu search [3]. Fleurent et Ferland ont également ob-
tenu d’excellents résultats avec un algorithme de type
génétique [8]. Enfin, notons que la méthode de recuit
simulé ne semble pas vraiment adaptée au problème
puisque la meilleure version de ce type d’algorithme
appliquée au QAP, présentée par Connolly en 1990
[7], ne permet pas de rivaliser avec les approches évo-
quées plus haut. Notons par ailleurs que les résultats
de chacune d’elle dépendent fortement du type d’ins-
tance sur laquelle elle est appliquée, de telle sorte qu’il
est inapproprié de distinguer une d’entre elles comme
supérieure aux autres. Enfin, signalons que le QAP
dispose d’une librairie fournie et variée d’instances de
problèmes [5] et de résultats, permettant d’évaluer les
apports de notre mécanisme. Pour une étude plus ap-
profondie du problème, nous renvoyons le lecteur inté-
ressé au site http ://www.seas.upenn.edu/qaplib/.

En ce qui concerne les approches de résolution par
recherche locale, il est évident que, étant donnée une
permutation π correspondant à une affectation de
ressources aux sites, un voisinage basique consiste à
échanger deux ressources, puisque l’on souhaite res-
pecter la contraintes d’affectation bijective et retrou-
ver une permutation. Ainsi, on peut ensuite définir des
voisinages plus larges autorisant plus d’échanges entre
les sites. Nous allons donc nous servir de ces voisinages
pour définir nos opérateurs de mouvements.

4.2 Opérateurs candidats

Rappelons ici que le but du présent travail n’est
pas d’obtenir des résultats concurrentiels pour le QAP
mais de mettre en place un contrôleur capable de ti-
rer le meilleur profit d’un ensemble d’opérateurs aux
caractéristiques a priori inconnues. Il est donc inté-
ressant de proposer au contrôleur des opérateurs vo-
lontairement variés pour que le système puisse mettre
en avant une éventuelle complémentarité. Ainsi, nous
avons défini un jeu de dix opérateurs, dont les cinq pre-
miers paraissent naturellement voués à l’intensification
et cinq autres présentant une tendance à la diversifi-
cation.

O1 consiste à échanger deux ressources de telle sorte
que chacune se retrouve placée sur le site pré-
cédemment occupé par l’autre. L’ensemble des
paires candidates à un tel échange (qui sont au
nombre de n.(n−1)

2 ) sont examinées et la meilleure
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(en terme de gain pour la fonction d’évaluation)
est sélectionnée.

O2 est similaire à O1, mais ne nécessite pas systémati-
quement l’exploration de l’ensemble du voisinage
car la première paire améliorante (qui présente un
gain strictement positif) est choisie.

O3 fonctionne comme O1, mais n’opte pas obligatoi-
rement pour la meilleure paire. A la place, il en
choisit aléatoirement une parmi le sous-ensemble
des k meilleures paires rencontrées. Nous avons
fixé k = 5 pour nos expérimentations.

O4 reprend le principe de O1, mais avec une pro-
fondeur de 2 au lieu de 1, c’est-à-dire que les
deux meilleures paires indépendantes p1 et p2 sont
échangées simultanément. Par indépendantes, on
entend qu’une unité ne peut appartenir à p1 et p2

à la fois.

O5 est identique à O4 mais avec une profondeur de 3.

O6 effectue des échanges entre 3 ressources. L’échange
est obligatoirement complet, c’est-à-dire que les
trois ressources impliquées dans l’échange doivent
être déplacées. On a donc ici deux choix possibles,
parmi lesquels celui apportant le meilleur gain est
choisi. Les 3 ressources impliquées sont sélection-
nées aléatoirement.

O7 est identique à O6, mais avec des échanges entre
4 ressources.

O8 est identique à O6, mais avec des échanges entre
5 ressources.

O9 est identique à O6, mais avec des échanges entre
6 ressources.

O10 effectue une succession de k′ (fixé à 3 pour les ex-
périmentations) échanges de 2 ressources choisies
aléatoirement.

5 L’algorithme ALS

Le but de notre système, nommé ALS (Autonomous
Local Search) est de gérer un ensemble d’opérateurs de
recherche locale afin de les appliquer au moment où
ils peuvent le plus améliorer la recherche. Le défit de
ce procédé est donc de faire cohabiter les trois princi-
paux modules que sont l’évaluation de l’état courant de
la recherche, l’attribution de récompenses aux compo-
sants internes, et l’utilisation de ces récompenses pour
choisir l’opérateur à appliquer.

5.1 Évaluation des opérateurs

Le procédé utilisé pour analyser les composants in-
ternes est largement inspiré de nos précédents travaux
dans le domaine de la recherche évolutionnaire [16].

Son principe est de maintenir tout au long de la re-
cherche un historique des performances récentes de
chaque opérateur. L’originalité de la méthode vient
du fait que son analyse ne se contente pas d’un seul
critère de jugement (les variations de qualité appor-
tées par un opérateur), mais examine également les
écarts en diversité. C’est ici que la mesure de diversité
que nous proposons section 3.2 prend toute son im-
portance. Formellement, étant donné un opérateur on
définit :

– ∆Qop,t la variation moyenne de qualité résultant
des t applications de op

– ∆Dop,t la variation moyenne de diversité résultant
des t applications de op

Le paramètre t correspond à la taille de la fenêtre
glissante qui stocke les informations relatives à chaque
opérateur. Étant donné que nous cherchons à faire res-
sortir les caractéristiques des composants à un moment
précis de la recherche, il est important de régler ce pa-
ramètre correctement. S’il prend une valeur trop éle-
vée, alors l’évaluation risque de ne pas refléter les spé-
cificités actuelles. À l’inverse, une valeur trop faible ne
permettra pas de mémoriser les cas où un opérateur
devient très efficace sur une courte période. La varia-
tion de qualité apportée par l’application de op, tradi-
tionnellement définie par ∆Q = eval(op(c)) − eval(c)
a été redéfinie afin de prendre en compte le fait qu’une
configuration médiocre est plus facilement améliorable
qu’une autre de bonne qualité. On a alors, après pon-
dération :

∆Q =
eval(op(c))− eval(c)

eval(c) + 1

Enfin, les écarts de diversité entre deux itérations
sont calculés ainsi :

∆D = div(Pi,j)− div(Pi−1,j−1)

où Pi,j est l’ensemble des configurations visitées de
l’itération i à l’itération j.

À partir de cela, nous mettons en place le système
de récompenses suivant :

score(op) = α.∆Qop,t + (1− α).∆Dop,t

où α ∈ [0..1] et désigne l’orientation que doit adop-
ter la recherche. Une forte (respectivement faible) va-
leur favorise l’intensification (respectivement la diver-
sification). Les différentes probabilités d’application
sont ensuite déduites de ces récompenses :

p(opk) = pmin +max
(
0, (1−pmin).

score(opk)∑nbop
i=1 score(opi)

)
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La probabilité 1 ≤ pmin ≤ 1
nbOp (nbop représentant

le nombre total d’opérateurs) assure à l’ensemble des
opérateurs une chance d’être élu à chaque pas de la re-
cherche dans le but de garantir une diversité minimale
dans les sélections effectuées.

5.2 Évaluation de la recherche

En appliquant les mêmes principes de mémorisation
aux fluctuations de la recherche, on obtient de pré-
cieuses informations quant à l’évolution dans l’espace
de recherche. En particulier, il est utile de s’intéresser
aux écarts de diversité apportés par les dernières ité-
rations. Une perte en diversité traduit la fouille d’une
zone précise de l’espace de recherche, alors qu’un gain
apparâıt lors de l’éloignement d’une certaine région.

5.3 Stratégies d’application

Au cours de la résolution, le choix de l’opérateur à
appliquer est effectué selon les probabilités évoquées
dans la section 5.1. Comme nous l’avons vu précédem-
ment, ces probabilités sont largement influencées par
un paramètre α qui modélise la balance souhaitée entre
intensification et diversification. La stratégie d’appli-
cation peut donc être vue comme le moyen de calculer
la valeur de α en fonction des observations collectées
sur l’état de la recherche. Par exemple, si l’on détecte
un blocage dans un optima local, il est bénéfique de
faire décrôıtre α afin de favoriser la diversification du
parcours. Ainsi, à l’heure actuelle, nous avons doté
ALS d’une stratégie simpliste (alpha ∈ {0, 1} au lieu
de α ∈ [0..1]) afin, dans un premier temps, de vérifier
l’impact de la méthode : il s’agit de définir la valeur
par défaut de α à 1 (intensification pure) et de ne pro-
céder à une diversification que lorsque l’on en détecte
le besoin. Ce besoin est détecté par une perte de di-
versité, couplée à une absence de gains en qualité, à la
suite de l’application d’un opérateur. On fixe alors α à
0 pour l’itération suivante, dans le but d’effectuer un
pas de diversification.

6 Résultats expérimentaux

Nous avons expérimenté ALS sur 38 instances issues
de la QAPLIB [5]. Une première variante, disposant
des 10 opérateurs présentés dans la section 4.2, et une
seconde ne manipulant que 2 opérateurs (nommés O1
et O9 dans la section 4.2, respectivement meilleurs in-
tensificateur et diversificateur lors des tests avec ALS-
10) ont été comparées à un choix uniforme parmi les
10 opérateurs. Le tableau 1 représente les résultats ob-
tenus par les 3 variantes, et indique à titre indicatif
ceux de l’algorithme Robust Taboo Search, présenté en
section 4.1. Pour chaque instance, la meilleure valeur

connue (mars 2009) pour la fonction objectif est indi-
quée dans la colonne BKV (Best Known Value). Les
résultats indiqués représentent la déviation moyenne
θavg par rapport à BKV qui est calculée selon la for-
mule :

θavg =
100(favg −BKV )

BKV

où favg représente la valeur moyenne de la fonction
objectif sur 10 exécutions, chacune d’elles ayant duré
un nombre de secondes spécifié dans la colonne temps.

Les résultats du tableau 1 font clairement ressortir
l’intérêt du contrôleur puisque sur les 38 instances tes-
tées, seulement six ont apporté de meilleurs résultats
avec un choix uniforme. De plus, cinq d’entre elles ap-
partiennent à la famille bur26 où ALS obtient des ré-
sultats très semblables. Pour les instances structurées,
comme sko* ou tai*a, notre approche semble avoir un
très bon comportement (le choix uniforme n’obtient
qu’une seule fois de meilleurs résultats). Notons éga-
lement que l’élargissement de la gamme d’opérateurs
manipulés par le système est bénéfique pour l’efficacité
de la résolution. En effet, ALS-10 a été plus performant
qu’ALS-2 pour 31 des 38 instances testées.

7 Conclusion

Ce travail pose les bases du socle sur lequel nous
comptons nous appuyer pour développer diverses stra-
tégies, et mener nombre d’expérimentations. En ef-
fet, les différents composants impliqués nécessitent
une étude plus poussée afin d’accrôıtre la qualité de
leur contribution au système. Notamment, le module
chargé de maintenir les besoins en intensification et
en diversification, un élément crucial de la démarche,
est loin d’avoir atteint un comportement optimal. Des
recherches complémentaires à ce sujet devraient signi-
ficativement améliorer l’approche. Une seconde piste
intéressante réside dans l’élargissement de la gamme
des opérateurs candidats que manipule le contrôleur. A
l’heure actuelle, les dix opérateurs utilisés sont plutôt
simples et ont été définis à la main. L’étape suivante
consistera à définir de nouveaux opérateurs reprodui-
sant, sur un nombre limité d’itérations, le comporte-
ment des méthodes les plus efficaces pour le problème
étudié (en l’occurrence celui de l’affectation quadra-
tique). Nous prévoyons également de mettre en place
un procédé visant à générer automatiquement de nou-
veaux opérateurs. Le contrôleur prendrait alors une
fonction double puisqu’en plus d’organiser la séquence
d’applications des différents opérateurs, il permettrait
d’évaluer les caractéristiques de ceux régulièrement gé-
nérés, et ainsi conserver les plus prometteurs d’entre
eux.
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Instance BKV temps ALS ALS CU Ro-TS10 op 2 op 10 op
bur26a 5426670 50 0,0701 0,0698 0,1177 0,0004
bur26b 3817852 50 0,1244 0,1274 0,1084 0,0032
bur26c 5426795 50 0,0236 0,0266 0,0359 0,0004
bur26d 3821225 50 0,0205 0,0218 0,0214 0,0015
bur26e 5386879 50 0,0462 0,1260 0,0366 0
bur26f 3782044 50 0,1360 0,1019 0,0153 0,0007
bur26g 1,0E+07 50 0,1239 0,1621 0,0251 0,0003
bur26h 7098658 50 0,0622 0,2453 0,0164 0,0027
chr25a 3796 40 18,3878 15,9484 42,4341 6,9652
els19 1,7E+07 20 1,3656 7,4253 4,8532 0
kra30a 88900 76 1,0146 1,6097 3,8774 0,4702
kra30b 91420 86 0,0831 0,2111 2,4251 0,0591
tai20b 1,2E+08 27 0,1399 0,1810 1,6870 0
tai25b 3,4E+08 50 0,1891 4,2186 1,7558 0,0072
tai30b 6,4E+08 90 0,8338 4,1695 1,5794 0,0547
tai35b 2,8E+08 147 2,2365 2,4788 1,4712 0,1777
tai40b 6,4E+08 240 1,5322 3,7357 2,0287 0,2082
tai50b 4,6E+08 480 1,5832 0,9594 1,4307 0,2943
tai60b 6,1E+08 855 0,5568 0,7787 1,4344 0,3904
tai80b 8,2E+08 2073 1,1055 1,5086 1,5163 1,4354
nug20 2570 30 0,2802 0,5058 1,9767 0,101
nug30 6124 83 0,2743 0,3919 2,0901 0,271
sko42 15812 248 0,1505 0,2416 2,0529 0,187
sko49 23386 415 0,3464 0,3831 2,0174 0,198
sko56 34458 639 0,2969 0,3419 2,1139 0,347
sko64 48498 974 0,3784 0,4555 2,1989 0,221
sko72 66256 1415 0,5162 0,5687 2,4864 0,478
sko81 90998 2041 4,1135 4,0523 5,3981 0,304
sko90 115534 2825 0,4368 0,4130 2,2731 0,386
tai20a 703482 26 2,0103 1,5700 3,6558 0,769
tai25a 1167256 50 1,8540 1,8858 3,8223 1,128
tai30a 1818146 87 1,8407 1,6269 3,6971 0,871
tai35a 2422002 145 1,6184 1,8995 3,9348 1,356
tai40a 3139370 224 1,6309 2,0021 4,0596 1,284
tai50a 4941410 467 1,6362 2,0849 4,4437 1,377
tai60a 7208572 820 1,5267 2,1955 4,7171 1,544
tai80a 1,4E+07 2045 1,0563 2,3685 4,7724 1,170
wil50 48816 441 0,0639 0,1135 1,0005 0,137

Tab. 1 – Déviation moyenne d’ALS (avec 2 et 10 opérateurs) et d’un choix uniforme parmi les 10 opérateurs
par rapport aux meilleurs résultats connus (BKV)
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Université Lille-Nord de France, Artois, F-62307 Lens

CRIL, F-62307 Lens

CNRS, UMR 8188, F-62307 Lens

{audemard,lagniez,mazure,sais}@cril.fr

Résumé

Dans cet article, nous présentons une nouvelle
approche pour sortir des minimums locaux dans le
cadre de la recherche locale. Cette approche est
basée sur le principe d’analyse de conflits utilisé
dans les solveurs SAT modernes. Nous proposons
une extension du graphe d’implications au cadre de
la recherche locale où plusieurs conflits sont pré-
sents pour une interprétation donnée. Nous présen-
tons ensuite une méthode basée sur la propagation
unitaire, permettant de construire et d’exploiter de
tels graphes. Enfin, nous étendons le schéma clas-
sique de WSAT pour y intégrer notre analyse de
conflits. Les résultats expérimentaux montrent que
l’intégration de notre système d’analyse de conflits
améliore sensiblement les performances de WSAT
sur les problèmes structurés. De plus, cette méthode
isolant des sous-problèmes inconsistants, est capable
de montrer que l’instance n’admet pas de modèle.

1 Introduction

La résolution pratique du problème SAT peut
être divisée en deux catégories. D’un coté, les mé-
thodes de recherche locale [16, 15, 10], incomplètes,
et de l’autre les méthodes complètes, basées la plu-
part du temps sur la procédure de Davis et Put-
nam [3]. Les premières explorent l’espace de re-
cherche de manière stochastique et ne savent, dans
la plupart des cas, répondre uniquement lorsque la
formule est satisfaisable. Autant en recherche opé-
rationnelle elles ont montré leur efficacité, autant,
dans le cas du problème SAT, les méthodes de re-
cherche locale ne sont compétitives que pour les
problèmes aléatoires.

∗supporté par le projet ANR UNLOC

D’un autre coté, l’amélioration constante des
méthodes complètes permet depuis quelques an-
nées la résolution de larges instances issues de pro-
blèmes industriels. L’un des composants clés de ces
solveurs modernes est l’analyse de conflits [18]. Elle
fait partie des contributions ayant le plus appor-
tées, en terme d’efficacité, pour la résolution pra-
tique de telles instances. Les solveurs actuels de
type CDCL (Conflict Driven, Clause Learning), tel
que Berkmin [8], Minisat [5] et d’autres, implantent
une telle approche. Lors de l’analyse d’un conflit
un niveau de backtrack est calculé, un � nogood �
est extrait et ajouté à la base. Cette sauvegarde
permet d’éviter de parcourir des sous-espaces insa-
tisfaisables.

Dans cet article, nous proposons d’étendre l’ana-
lyse de conflits [18] dans le cadre des algorithmes
de recherche locale stochastiques. L’objectif est
double. Premièrement, nous souhaitons exploiter
cette analyse et les nogoods résultants pour sortir
des minimums locaux. En effet, la stratégie utili-
sée pour sortir des minimums locaux joue un grand
rôle dans l’efficacité des méthodes de recherche lo-
cale. Il est à noter qu’une approche semblable à
déjà été proposée dans [2] mais était limitée à des
résolutions sur deux clauses. L’autre objectif est
de répondre à un des challenges importants de la
communauté scientifique : proposer une méthode
de recherche locale qui puisse répondre à l’insa-
tisfaisabilité d’une formule [17]. Cela est possible
car les nogoods déduits par l’analyse des conflits
vont être ajoutés à la formule initiale. Cette ex-
tension présente des difficultés inhérentes aux mé-
thodes de recherche locales. Celles-ci utilisent des
interprétations complètes dans lesquelles plusieurs
clauses peuvent être falsifiées. L’absence de notion
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de niveau de décision participe également à cette
difficulté.

L’article est organisé de la façon suivante. Après
quelques définitions préliminaires (section 2), nous
présentons le schéma de base d’une recherche lo-
cale de type WSAT ainsi que le graphe d’implica-
tions classique et son utilisation (section 3). Dans
la section 4, nous proposons dans un premier temps
une façon d’étendre la notion de graphe d’implica-
tions à une interprétation complète. Ensuite, une
méthode basée sur la propagation unitaire pour la
construction de tels graphes est proposée. Pour ter-
miner, l’intégration de cette analyse à un solveur
de type WSAT est décrite. Avant de conclure, nous
donnons des résultats expérimentaux dans la sec-
tion 5.

2 Définitions et notations

Le problème SAT est un problème de décidabilité
consistant à savoir si une formule propositionelle Σ
mise sous forme CNF (Conjontive Normal Form)
est logiquement valide. Une formule CNF Σ est un
ensemble (interprété comme une conjonction) de
clauses, où une clause est un ensemble (interprété
comme une disjonction) de littéraux. Un littéral est
soit positif (x) soit négatif (x). Les deux littéraux x
et x sont appelés littéraux complémentaires. L’en-
semble des variables apparaissant dans Σ sera noté
VΣ. Une interprétation I d’une formule booléenne
Σ associe une valeur I(x) aux variables x ∈ VΣ.
L’interprétation I est dite complète si elle associe
une valeur de vérité à chaque x ∈ VΣ, sinon elle est
dite partielle. Une interprétation peut également
être représentée par un ensemble de littéraux. Un
modèle d’une formule de Σ est une interprétation
I qui satisfait la formule, ce qui est noté I |= Σ.
La négation d’une formule Γ sera notée Γ. Les no-
tations suivantes sont utilisées par la suite :

– Σ|x dénote la formule Σ simplifiée par l’affec-
tation du littéral x à la valeur vrai. Cette no-
tation est étendue aux interprétations : soit
P = {x1, ..., xn} une interprétation, on définit
Σ|P = (...(Σ|x1)...|xn

) ;
– Σ∗ dénote la formule close Σ après application

de la propagation unitaire ;
– |=∗ dénote la déduction logique par propaga-

tion unitaire : Σ |=∗ x signifie que le littéral
x est déduit par propagation unitaire à par-
tir de Σ. On écrit Σ |=∗ ⊥ si la formule est
inconsistante (insatisfaisable) par propagation
unitaire.

3 Préliminaires

3.1 Algorithmes de recherche locale

Le schéma de recherche locale est relativement
simple. Celui-ci consiste à se déplacer stochasti-
quement dans l’ensemble des interprétations jus-
qu’à l’obtention d’une solution. À chaque étape,
on essaie de réduire le nombre de clauses non sa-
tisfaites (c’est l’étape communément appelé des-
cente). L’interprétation suivante est choisie parmi
l’ensemble des interprétations voisines (c’est-à-dire
différant uniquement sur la valeur d’une seule va-
riable) de l’interprétation courante. Lorsqu’aucune
descente n’est possible, on se trouve alors dans un
minimum local. L’un des points cruciaux des mé-
thodes de recherche locale est la technique utili-
sée pour s’échapper de ces minimums locaux. De
nombreuses approches ont été proposées dans la
littérature : liste tabou [13], recuit simulé, ajout
des résolvantes [2]... D’autres améliorations (choix
de la variable à flipper, propagation unitaire, ...)
ont également été proposé, le lecteur intéressé
pourra se référer à [14] pour une description plus
détaillée. Nous présentons ci-dessous l’algorithme
WSAT que nous utilisons comme base de la nou-
velle approche que nous proposons dans ce papier.

Algorithme 1 : WSAT

Input : Σ une formule CNF
Output : SAT si un modèle de Σ est trouvé,

UNKNOWN sinon
for i← 1 to MaxTries do1

Ic ← interprétation complète de Σ;2

for j ← 1 to MaxFlips do3

if Ic |= Σ then4

return SAT ;5

α ∈ Σ tel que Ic 6|= α;6

if ∃x ∈ α permettant une descente then7

flipper(x)8

else /* minimum local */9

Remplacer Ic par une interprétation10

obtenu selon un critère d’échappement;

return UNKNOWN ;11

L’algorithme WSAT (algorithme 1) génère une
interprétation complète et et la modifie jusqu’à ob-
tenir un modèle ou jusqu’à ce que le nombre maxi-
mal de réparations autorisées soit atteint. Pour ce
faire, une clause est choisie aléatoirement parmi
l’ensemble des clauses falsifiées par l’interprétation
courante (ligne 6). S’il existe une variable apparte-
nant à cette clause permettant de réduire le nombre
de clauses falsifiées (descente) cette dernière est
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flippée1 (ligne 8). Sinon, on se trouve dans un mi-
nimum local et un critère d’échappement est utilisé
(ligne 10). Cette opération est répétée un certain
nombre de fois (MaxFlips) fixé au départ. Ce pro-
cessus peut se répéter un nombre maximal de fois
(MaxTries) fixé au démarrage de la procédure.
Un des avantages de cette méthode est la vitesse
à laquelle la prochaine variable à flipper est choi-
sie. En effet, le choix de la prochaine variable est
limité à un sous-ensemble de variables restreint.
De cette manière, WSAT parcourt rapidement de
nombreuses interprétations.

3.2 Analyse de conflits et graphe d’implications

Nous introduisons maintenant la notion de
graphes d’implications utilisée par les solveurs
complets de type CDCL pour analyser les conflits,
déduire de nouvelles clauses (ou nogoods) et ef-
fectuer un retour arrière non chronologique. Le
graphe d’implications est un graphe orienté acy-
clique (DAG) permettant une représentation de
l’affectation des variables et des propagations uni-
taires issues de ces affectations. Dans un graphe
d’implications, chaque sommet représente un litté-
ral et possède un niveau de décision. Dès que l’on
affecte une variable, celle-ci est appelée variable de
décision et elle donne son rang d’instanciation à
toutes les variables qui seront affectées par propa-
gation unitaire résultant de cette affectation. Pour
chaque littéral y propagé, on garde en mémoire
la clause à l’origine de cette propagation. Cette

clause, notée
−→
cla(y), est de la forme (x1∨...∨xn∨y)

tel que ∀xi, 1 ≤ i ≤ n, xi /∈ I et y ∈ I. Lorsqu’un
littéral y n’est pas obtenu par propagation unitaire

mais qu’il correspond à un point de décision,
−→
cla(y)

est indéfini et par convention on notera
−→
cla(y) = ⊥.

Lorsque
−→
cla(y) 6= ⊥, on note par exp(y) l’en-

semble {xi|xi ∈
−→
cla(y) \ {y}}, appelé l’ensemble

des explications de y. Autrement dit,
−→
cla(y) =

(x1 ∨ ... ∨ xn ∨ y) alors les explications sont les lit-
téraux xi qui constituent la condition sous laquelle
−→
cla(y) devient une clause unitaire {y}.

Quand
−→
cla(y) est indéfini, exp(y) est égal à

l’ensemble vide. Dans un graphe d’implications,
chaque noeud admet un ensemble d’explications
qui correspond à l’ensemble de ses prédécesseurs
dans le graphe. De manière formelle on définit le
graphe d’implications de la manière suivante :

Définition 1 (graphe d’implications) Soit Σ
une formule sous forme CNF, Ip une interpréta-
tion partielle. Le graphe d’implications associé à Σ,

1Flipper une variable consiste à inverser sa valeur.

Ip et exp est G
Ip

Σ
= (N ,A) où :

1. N = {x|x ∈ Ip} i.e. un noeud pour chaque
littéral de Ip ;

2. A = {(x, y)|x ∈ Ip, y ∈ Ip, x ∈ exp(y)}.

Exemple 3.1 Soient Σ = {φ1, ..., φ11} une for-
mule CNF tel que :

φ1 : (x1 ∨ x2 ∨ x3) φ2 : (x1 ∨ x4 ∨ x5)
φ3 : (x2 ∨ x1) φ4 : (x4 ∨ x7 ∨ x6)
φ5 : (x3 ∨ x5) φ6 : (x5 ∨ x7)
φ7 : (x6 ∨ x8) φ8 : (x7 ∨ x8)
φ9 : (x8 ∨ x4) φ10 : (x1 ∨ x8)
φ11 : (x7 ∨ x9)

et Ip l’interprétation partielle suivante Ip =

{〈(x1

2
)〉〈(x2

6
)〉〈(x3

9
) x3

7
x3

4
x3

5
x3

3
x3

1
x3

1
〉} où xj

i in-
dique que le littéral xi est affecté au niveau j.
Les littéraux de décision sont indiqués entre pa-
renthèses et les autres littéraux représentent ceux
affectés par propagation unitaire. Le niveau de dé-
cision courant est 5 et Σ|Ip

|=∗ ⊥. La figure 1 re-

présente le graphe d’implications G
Ip

Σ
associée à Σ,

Ip et exp (l’ensemble des explications).

nx2
6

nx3
9

nx1
2

x3
7

x3
4

x3
5

x3
3

x3
1

x3
1

⊥

φ4

φ11

φ1

φ5

φ8

φ2

Fig. 1 – Graphe d’implication (exemple 3.1)

Le graphe d’implications est utilisé pour extraire
des nogoods. Ceux-ci sont construits par l’applica-
tion de plusieurs résolutions sur la clause devenue
fausse et en remontant ce graphe. Divers types de
nogoods peuvent alors être générés. L’un des plus
utilisés et des plus efficaces, est le � first UIP �
(Unique Implication Point). Pour plus de détails,
se référer à [18, 1].

4 Analyse de conflits et recherche lo-

cale

4.1 Définition des graphes conflits

Nous avons vu dans la section 3.1 qu’un des
points importants des méthodes de recherche lo-
cales est le critère d’échappement. Nous proposons
une nouvelle méthode qui, partant de l’interpré-
tation complète, génère un graphe d’implications.
Celui-ci va nous permettre d’ajouter des nogoods
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à la formule mais également de choisir les variables
à flipper pour sortir de ce minimum local.

Néanmoins, dans le cadre de la recherche lo-
cale, le fait de considérer des interprétations com-
plètes rend la définition et la construction de
graphes d’implications problèmatique. D’une part,
on ne retrouve pas les notions de niveau d’affecta-
tion, de littéraux de décision ou propagés. D’autre
part, une interprétation complète peut falsifier plu-
sieurs clauses. Dans cette section, nous proposons
une nouvelle définition des graphes d’implications
adaptée au contexte de la recherche locale stochas-
tique. Nous donnons ci-dessous quelques défini-
tions préalables en considérant une formule CNF Σ
et une interprétation complète Ic. On dit qu’un lit-
téral ℓ satisfait (respectivement falsifie) une clause
β ∈ Σ si ℓ ∈ Ic ∩ β (respectivement ℓ ∈ Ic ∩ β).
On note l’ensemble des littéraux satisfaisant (resp.
falsifiant) une clause β pour une interprétation Ic

par L+

Ic
(β) (respectivement L−Ic

(β)).

Définition 2 (clause unisatisfaite) Une clause
β est dite unisatisfaite si |L+

Ic
(β)| = 1.

Définition 3 (clause critique et liée [9]) Une
clause α est dite critique si |L+

Ic
(α)| = 0 et ∀ℓ ∈ α,

∃α′ ∈ Σ avec ∼ ℓ ∈ α′ et |L+

Ic
(α′)| = 1 (α′ est

satisfaite en ∼ ℓ). Les clauses α′ sont dites liées à
α pour l’interprétation Ic.

Exemple 4.1 Soient Σ = (a∨b∨c)∧ (a∨b)∧ (b∨
c)∧(c∨a) et Ic = {a, b, c}. La clause α1 = (a∨b∨c)
est critique. Les trois autres clauses sont liées à α1

pour Ic.

Il est important de noter que dans un minimum
local toutes les clauses falsifiées sont critiques [9].
On peut maintenant définir la notion de graphe
conflit pour les interprétations complètes.

Définition 4 (graphe conflit sur z) Soient Σ
une formule sous forme CNF, I une interprétation
complète conflictuelle de Σ. Étant données deux
clauses de Σ, β = {β1, . . . , βk, z} falsifiée par I
et γ = {γ1, . . . , γl, z} unisatisfaite en z pour I, on
construit le graphe conflits Gz

Σ,I = (N ,A) de la
manière suivante :

1. – {z, z,⊥} ⊆ N ;
– {γ1, . . . , γl} ⊆ N ;
– {β1, . . . , βk} ⊆ N ;

2. – {(z,⊥), (z,⊥)} ⊆ A ;
– {(β1, z), . . . , (βk, z)} ⊆ A ;
– {(γ1, z), . . . , (γk, z)} ⊆ A ;

3. ∀x ∈ N , si x 6= z et α =
∧
{y ∈ N | (y, x) ∈

A} 6|= ⊥ alors α∨x ∈ Σ et est unisatisfaite en
x.

Il est clair que pour un littéral z donné, les
clauses β et γ ne sont pas uniques. De plus, il
est possible que plusieurs clauses unisatisfaites ex-
pliquent un même littéral. On peut donc remarquer
qu’il n’y a pas unicité du graphe conflit.

Exemple 4.2 Considérons de nouveau l’exemple
3.1. Soit l’interprétation complète Ic ⊆ VΣ tel
que Ic = {x1, . . . , x9}. La figure 2 schématise un
graphe conflit Gx1

Σ,I construit sur la variable x1.

x1

x1

⊥

x3

x5

x4

x6

x7

x8

φ8

φ7

φ9

φ4

φ6

φ2

x2

φ5

φ1

Fig. 2 – Graphe conflit défini sur la variable x1

Il est important de noter que l’existence d’un tel
graphe n’est pas toujours assurée, et la proposition
suivante exprime les conditions sous lesquelles la
construction de ce graphe conflit est possible.

Proposition 1 Soient Σ une formule sous forme
CNF, I une interprétation complète construite
sur les variables de Σ. Le graphe conflit Gx

Σ,I est
constructible si et seulement si x et x apparaissent
respectivement dans une clause fausse et une clause
unisatisfaite.

Preuve 1 Cette proposition découle directement
de la définition d’un graphe conflit.

Corrolaire 2 Soit α ∈ Σ une clause critique.
∀x ∈ α il est possible de construire un graphe
conflit défini sur x.

Preuve 2 Par définition d’une clause critique α ∈
Σ on a ∀x ∈ α, ∃β ∈ Σ unisatisfaite en x. D’après
la proposition 1, il est facile de voir que ∀x ∈ α il
existe un graphe conflit en x.

Lorsque l’on se trouve dans un minimum local,
toutes les clauses non satisfaites sont critiques. Le
corrolaire 2 nous assure donc que, dans ce cas, il est
toujours possible de créer un graphe conflit. Ceci
est très important, puisque cela va nous permettre
de construire un graphe afin de générer un nogood
qui va lui même permettre de s’extraire du mini-
mum local. Néanmoins, générer de tels nogoods en
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partant d’un graphe conflit est un problème diffi-
cile. En effet, la notion de niveau étant absente,
l’analyse de conflit classique basée sur la notion
d’UIPs ne peut être étendue. De plus, les graphes
conflits, tel que définis précédemment, peuvent
contenir des cycles. La présence de cycles au sein
d’un graphe conflit peut conduire à produire par
résolution des clauses tautologiques. Ces clauses
sont par nature inutiles. Pour palier à ces pro-
blèmes, nous proposons dans la section suivante,
une méthode, qui, à partir du graphe conflit d’une
interprétation complète, extrait le graphe d’impli-
cations associé. De cette manière, on retrouve le cas
classique des graphes d’implications utilisés dans
les solveurs SAT modernes qui permettent d’ex-
traire facilement et rapidement des nogoods im-
portants pour simplifier la recherche.

4.2 Construction des graphes conflits

Afin de palier aux problèmes énoncés dans la sec-
tion précédente, nous proposons une première mé-
thode basée sur la propagation unitaire. Partant de
l’interprétation complète conflictuelle I, nous al-
lons construire une interprétation partielle par pro-
pagation unitaire dont les points de choix ont les
mêmes valeurs dans les deux interprétations. Cette
interprétation, que nous définissons ci-dessous, per-
mettra ensuite de définir un graphe conflit acy-
clique.

Définition 5 (interprétation partielle dérivée)
Soient Σ une formule sous forme CNF, I une
interprétation complète conflictuelle construite sur
VΣ. L’interprétation partielle dérivée de I, noté
I ′, est construite de manière incrémentale de la
façon suivante :

– I ′
0

= ∅ ;
– I ′i+1

= I ′i ∪ {(xi+1), x
1

i+1
, ..., xk

i+1
} tel que

xi+1 ∈ VΣ \ VI′

i
et ∀j, 1 6 j 6 k on a

Σ|
I′

i
∪{xi+1}

|=∗ xj
i+1

avec xj
i+1
∈ I ;

– I ′ = I ′i∪{(xi+1), x
1

i+1
, ..., xl

i+1
} tel que xi+1 ∈

VΣ \ VI′

i
et ∀j, 1 6 j 6 l on a Σ|

I′
i
∪{xi+1}

|=∗

xj
i+1

avec xj
i+1
∈ I pour j 6= l et xl

i+1
/∈ I.

L’ensemble des points de choix sera nommé en-
semble conflit et on appellera littéral conflit le lit-
téral x ∈ I′ \ I.

Le choix des variables apparaissant dans l’en-
semble conflit est un choix heuristique et conduit
à différentes interprétations partielles dérivées.

Exemple 4.3 Reprenons la formule Σ de
l’exemple 3.1 et l’interprétation complète et
conflictuelle Ic = {x1, . . . x9}.

Dans un premier temps, considérons l’ordre lexi-
cographique pour générer l’interprétation partielle
dérivée. On obtient :

– I ′
0

= ∅

– I ′
1

= {(x1), x
1

2
, x1

3
}

La variable conflit est alors x3 et l’ensemble conflit
est limité {x1}. Si nous considérons maintenant
l’ordre lexicographique inverse, alors l’interpréta-
tion partielle dérivée est :

– I ′
0

= ∅
– I ′

1
= {(x1

9
), x1

7
, x1

5
, x3

1
}

– I ′
2

= {(x1

9
), x1

7
, x1

5
, x3

1
, (x2

8
), x2

6
, x2

4
, x2

1
, x2

2
, x2

2
}

Le littéral conflit est x2 et on a comme ensemble
conflit {x9, x8}.

L’interprétation complète étant conflictuelle, son
interprétation partielle dérivée va différer sur au
moins un littéral (le littéral conflit). La proposition
suivante exprime le fait qu’il existe au moins une
clause falsifiée contenant ce littéral. C’est à partir
de celui-ci que l’on construira notre graphe conflit.

Proposition 3 Soient Σ une formule CNF, I une
interprétation complète conflictuelle de Σ et I ′ une
interprétation partielle dérivée de I. Soit x le lit-

téral conflit, alors exp(x) ⊆ I et la clause
−→
cla(x)

est falsifiée par I.

Preuve 3 Tout d’abord il est facile de voir que par
construction de I ′ on a exp(x) ⊆ I. En effet, sup-
posons que exp(x) 6⊆ I alors ∃y ∈ exp(x) tel que
y 6∈ I. Par définition exp(x) ⊆ I′, donc y ∈ I′

et par conséquent le littéral y est aussi un littéral
conflit. Par construction de I ′ il ne peut y avoir
qu’un seul littéral conflit, il en résulte alors y = x.
Cette conclusion est absurde car une variable pro-
pagée ne peut pas appartenir à son explication.

Montrons à présent que I 6|=
−→
cla(x). Pour cela,

raisonnons également par l’absurde et supposons
−→
cla(x) soit satisfait par I. En premier lieu, on peut
noter que x est une variable obtenue par propaga-
tion unitaire. Il est donc possible de trouver une

explication exp(x) et une clause
−→
cla(x) ∈ Σ tel

que
−→
cla(x) = exp(x) ∨ x. On sait par ailleurs que

exp(x) ⊆ I, donc exp(x) 6⊆ I. Puisque
−→
cla(x) est

satisfaite sous l’interprétation I, elle ne peut l’être
qu’en x. Ce qui est absurde puisque x 6∈ I.

La proposition suivante exprime le fait que
toutes les clauses (hormis la clause falsifiée) ayant
servi à la construction du graphe sont unisatis-
faites.

Proposition 4 Soient Σ une formule CNF, I une
interprétation complète conflictuelle de Σ, I ′ une
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interprétation partielle dérivée de I en fonction de
Σ et x le littéral conflit associé à I ′. Considérons
le graphe d’implications GI

′

Σ
= (N ,A), alors ∀y ∈

N \{x} on a
−→
cla(y) = ⊥ ou

−→
cla(y) est unisatisfaite

par I ′ en y.

Preuve 4 Deux cas sont à considérer :

1. y est un point de choix et alors
−→
cla(y) = ⊥ ;

2. y n’est pas un littéral propagé. Il existe
−→
cla(y) ∈ Σ tel que

−→
cla(y) = exp(y) ∨ y.

Par construction de I ′, on a x 6∈ exp(y) et
I ′\{x} ⊂ I. Puisque y 6= x on a {exp(y), y} ⊆
I ′ \ {x}. Par transitivité on a {exp(y), y} ⊆

I \{x}. Donc la clause
−→
cla(y) est unisatisfaite

par I en y.

Nous prouvons dans la proposition 5 que le
graphe d’implications obtenu à partir de l’inter-
prétation partielle dérivée peut être étendu en un
graphe conflit sur le littéral conflit. Ayant mainte-
nant un graphe d’implications comme ceux utilisés
dans les solveurs CDCL classiques [5], il est pos-
sible d’analyser celui-ci pour générer un nogood qui
sera ensuite ajouté à la base de clauses.

Proposition 5 Soient Σ une formule CNF, I une
interprétation complète de Σ, I ′ une interpréta-
tion partielle dérivée et x le littéral conflit asso-
cié à I ′. Si ∃α ∈ Σ unisatisfaite par I en x,
alors il est possible d’étendre le graphe d’implica-
tion GI

′

Σ
= (N ,A) associé à I ′ en un graphe conflit

Gx
I,Σ = (N ′,A′) de la manière suivante :
– N ′ = N ∪ {y ∈ α \ x} ∪ {x,⊥} ;
– A′ = A ∪ {(y, x)|y ∈ α \ x} ∪ {(x,⊥), (x,⊥)}.

Preuve 5 Avant de vérifier que Gx
I,Σ est bien un

graphe conflit valide, il faut identifier les clauses
β = {β1, . . . , βk, z} ∈ Σ falsifiée par I et γ =
{γ1, . . . , γl, z} ∈ Σ unisatisfaite en z pour I. Par
hypothèse, la clause α est unisatisfaite par I en x.
On peut donc poser γ = α. D’après la proposition

3, nous pouvons prendre pour β la clause
−→
cla(x).

En effet, x ∈
−→
cla(x) et la clause

−→
cla(x) est bien fal-

sifiée par I. Les deux clauses servant à la construc-
tion du graphe conflit étant identifiées, pour valider
que Gx

I,Σ = (N ′,A′) est un graphe conflit, il suf-
fit, d’après la définition 4, de vérifier les propriétés
suivantes :

1. – {x, x,⊥} ⊆ N ′. Par hypothèse, on a
{x,⊥} ⊆ N ′, reste à monter que x ∈ N ′.
On sait que x ∈ I′, par construction du
graphe GI

′

Σ
, on a x ⊆ N . Donc, puisque

N ⊆ N ′, x ∈ N ′ ;
– {γ1, . . . , γl} ⊆ N ′. On a {y ∈ α \ x} ⊆ N ′

et γ = α. Donc {y ∈ γ \ x} ⊆ N ′ ;

– {β1, . . . , βk} ⊆ N ′. Par hypothèse, β =
−→
cla(x) = β1∨· · ·∨βk∨x = exp(x)∨x. D’où
exp(x) = {β1, . . . , βk}. D’après la proposi-
tion 3, on a exp(x) ⊆ I ′, d’où exp(x) ⊆ N
(voir définition 1). Puisque N ⊆ N ′, par
transitivité on a exp(x) ⊆ N ′ ;

2. – {(x,⊥), (x,⊥)} ⊆ A′. Par construction ;
– {(γ1, x), . . . , (γk, x)} ⊆ A′. Idem ;
– {(β1, x), . . . , (βk, x)} ⊆ A′. On sait que

exp(x) = {β1, . . . , βk} et que {exp(x), x} ⊆
I ′. Par construction de A′ et d’après la dé-
finition 1, on a {(β1, x), . . . , (βk, x)} ⊆ A ⊆
A′ ;

3. ∀x ∈ N , si x 6= z et α =
∧
{y ∈ N | (y, x) ∈

A} 6|= ⊥ alors α ∨ x ∈ Σ et est unisatisfaite
en x. D’après la proposition 4, ∀y ∈ N tel que

y 6= x et
−→
cla(y) 6= ⊥ on a

−→
cla(y) unisatisfaite

par I en y. Par construction de GI
Σ

et Gx
I,Σ la

propriété précédente est vérifiée.

Exemple 4.4 Reprenons l’exemple 3.1 et les in-
terprétations partielles dérivées obtenues dans
l’exemple 4.3. Nous pouvons alors étendre les
graphes d’implications associés à ces deux interpré-
tations en deux graphes conflits schématisés dans
les figures 3 (ordre lexicographique) et 4 (ordre lexi-
cographique inverse).

nx1
1

x1
2

x1
3

nx2
5

x2
3

⊥
φ3

φ1

φ5

Fig. 3 – Graphe conflit construit à l’aide de la
propagation unitaire (ordre lexicographique)

nx1
9 x1

7 x1
5 x1

3

x2
4

x2
6

x2
1

x2
2

x2
2nx1

8

⊥

φ11 φ6 φ5

φ4
φ1

φ7
φ10

φ3

Fig. 4 – Graphe conflit construit à l’aide de la pro-
pagation unitaire (ordre lexicographique inverse)

4.3 Implantation

Nous proposons d’intégrer le graphe conflit dé-
fini dans la section précédente au sein d’un sol-
veur de type WSAT, le graphe conflit sera construit
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Algorithme 2 : CDLS

Input : Σ une formule CNF
Output : SAT ou UNSAT si la

satisfaisabilité de Σ a pu être
décidée, UNKNOWN sinon

for i← 1 to MaxTries do1

Ic ← interpretationCompletePU(Σ);2

for j ← 1 to MaxFlips do3

if Ic |= Σ then4

return SAT ;5

Γ = {α ∈ Σ| Ic 6|= α};6

if ∃x ∈ VΓ permettant une descente then7

flipper(x);8

else9

/* minimum local */

α ∈ Γ;10

β ← analyseConflitRL(Σ, Ic, α);11

if β = ⊥ then12

return UNSAT;13

Σ← Σ ∪ {β};14

return UNKNOWN ;15

lorsque WSAT aura atteint un minimum local afin
de s’échapper de celui-ci. Cette méthode est nom-
mée CDLS (Conflict Driven for Local Search).

Lors de la construction de l’interprétation par-
tielle dérivée, deux cas peuvent se présenter. Soit
un conflit est atteint lors de la propagation unitaire
(voir figure 4) et dans ce cas, le graphe d’implica-
tions résultant est utilisé pour analyser le conflit
comme le font les solveurs SAT modernes et ex-
traire une clause assertive associée au premier UIP.
Sinon (voir figure 3), nous étendons le graphe d’im-
plications de l’interprétation partielle dérivée en un
graphe conflit sur le littéral conflit, et de la même
manière, on extrait une clause assertive. Dans les
deux cas, une clause assertive est ajoutée à la base
de clauses de la formule. Lorsque celle-ci est égale
à la clause vide l’insatisfaisabilité de la formule est
ainsi démontrée. Contrairement à WSAT classique
qui n’autorise qu’un seul flip à chaque étape, CDLS
va pouvoir flipper un ensemble de variables afin de
s’échapper d’un minimum local. Ces variables sont
celles qui diffèrent entre l’interprétation complète
et l’interprétation partielle dérivée.

Il est important de noter que l’algorithme CDLS
n’est pas un algorithme hybride comme [6, 7]. C’est
une méthode de recherche locale stochastique. La
propagation unitaire est uniquement utilisée pour
construire et analyser le graphe conflit et ainsi gé-
nérer des nogoods.

L’algorithme CDLS (algorithme 2) prend en pa-

Fonction analyseConflitRL

Input : - Σ une formule CNF ;
- Ic une interprétation complète ;
- α ∈ Σ une clause critique pourIc.

Output : β une clause construite sur VΣ

E ← ensembleConflit(Σ, Ic, α);1

γ ← ∅;2

Ip ← ∅;3

while (γ = ∅) and (Ip ⊂ Ic) do4

E ← E \ Ip;5

Ip ← Ip ∪ {x} tel que x ∈ E ;6

γ ← BCP ();7

if γ 6= ∅ then /* CAS 1 */8

β ← analyseConfitClassique(G
Ip

Σ
);9

flipper(x) avec x littéral assertif;10

else /* CAS 2 */11

I ′ ← interprétation dérivé associée à Ip;12

y ← littéral conflit de I ′;13

Gy

(Σ,I′)
← graphe conflit étendu de GI

′

Σ
;14

β ← analyseConfitClassique(Gy

(Σ,I′)
);15

forall x ∈ Ip \ Ic do16

flipper(x);17

return β;18

ramètre une CNF Σ et peut retourner trois va-
leurs, SAT , UNSAT ou UNKNOWN . L’algo-
rithme reprend le schéma de base de WSAT (voir
algorithme 1). Notons que les interprétations ini-
tiales sont construites en utilisant la propagation
unitaire (ligne 2 de l’algorithme CDLS et fonc-
tion interpretationCompletePU). En effet, l’uti-
lisation de la propagation unitaire pour initialiser
l’interpération courante de WSAT permet de s’ap-
procher plus rapidement d’un minimum local et de
prendre en compte certaines dépendances fonction-
nelles entre les variables. Tant qu’une descente est
possible on flippe une variable permettant de di-
minuer le nombre de clauses fausses. Une fois, un
minimum local atteint, on analyse le conflit comme
expliqué précédemment afin de générer un nogood
β qui est ajouté à la base de clauses. La fonction
analyseConflitRL est au coeur de notre contribu-
tion. Cette fonction commence par sélectionner un
ensemble des variables conflits qui vont nous per-
mettre de construire une interprétation partielle
dérivée conduisant à un conflit. C’est la fonction
ensembleConflit qui s’en charge. Elle choisit les
variables dans les clauses liées à la clause falsifiée
α, afin de forcer l’interprétation partielle qui va en
être déduite, à rester dans le voisinage de α. La
fonction BCP effectue la propagation unitaire. Elle
renvoie une clause falsifiée si la propagation uni-
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Fonction interpretationCompletePU

Input : Σ une formule CNF
Output : Ic une interprétation complète de Σ
Σ′ ← Σ;1

Ic ← ∅;2

while |Ic| 6= |VΣ| do3

Ic ← Ic ∪ {x|x ∈ VΣ \ Ic};4

P ← {x} ∪ {y| Σ′
|x |=∗ y};5

foreach y ∈ P do6

if y ∈ Ic then7

P ← P \ {y};8

Ic ← Ic ∪ P ;9

Σ′ ← Σ′
|P ;10

return Ic;11

Fonction ensembleConflit

Input : - Σ une formule CNF ;
- Ic une interprétation complète ;
- α ∈ Σ une clause critique pour Ic.

Output : C un ensemble de littéraux conflit
C ← ∅;1

forall x ∈ α do2

β ∈ Σ unisatisfaite en x;3

C ← C ∪ {β \ {x}};4

return C;5

taire conduit à un conflit et la clause vide sinon.
C’est cette fonction qui permet de construire en-
suite l’interprétation partielle Ip (ligne 4-7). L’in-
terprétation partielle conduit donc, soit à un conflit
par propagation unitaire, soit à une discordance
entre l’interprétation partielle et l’interprétation
complète. Dans le premier cas, une analyse de
conflit classique est effectuée (ligne 9) et le litté-
ral assertif est flippé. Dans le second, on extrait
l’interprétation partielle dérivée de Ip et on génère
le graphe conflit associé (ligne 12-14 et proposi-

tion 5). À partir de là, il est possible d’analyser
le conflit. Toutes les variables qui diffèrent de va-
leur entre l’interprétation partielle et l’interpréta-
tion complète sont alors flippées.

5 Expérimentations

Les résultats expérimentaux reportés dans cette
section ont été obtenus sur un Xeon 3.2 GHz (2 Go
RAM). Le temps CPU est limité à 1200 secondes et
les résultats sont reportés en secondes. Nous com-
parons CDLS à 3 méthodes incomplètes : WSAT
[16], rsaps [11] et adaptg2 [12], et à minisat [5] un
des solveurs complets CDCL les plus efficaces. Les
instances utilisées sont issues des dernières compé-

titions SAT et sont divisées en trois catégories :
crafted (1439 instances), industrial (1305) et ran-
dom (2172). Toutes les instances sont prétraitées à
l’aide de SATElite [4].

La figure 5 montre, pour chaque catégorie d’ins-
tances et en fonction de la satisfaisabilité de celles-
ci, le nombre d’instances résolues en fonction du
temps. Rappelons, tout d’abord que adaptg2, rsaps
et WSAT sont des méthodes qui ne peuvent ré-
pondre qu’à la satisfaisabilité d’une instance. En ce
qui concerne la catégorie crafted, le solveur minisat
mis à part, notre approche est compétitive et ré-
soud sensiblement le même nombre d’instances que
les approches de recherche locale récentes adaptg2
et rsaps. Deux autres points sont à noter. D’une
part, CDLS résoud beaucoup plus d’instances SAT
que WSAT sur lequel il est basé. De l’autre, CDLS
est capable de résoudre un grand nombre d’ins-
tances UNSAT.

Pour les instances de la catégorie industrial,
CDLS résoud deux fois plus d’instances SAT que
les solveurs stochastiques classiques et est capable
de résoudre près de 160 instances UNSAT. L’ana-
lyse des conflits dans le cadre de la recherche locale
permet donc de résoudre efficacement des instances
structurées, qu’elles soient satisfaisables ou pas.

Enfin, concernant la catégorie random, notons,
tout d’abord, que notre méthode n’arrive pas à
prouver l’insatisfaisabilité pour les instances de
cette catégorie. Nous pensons que cela provient du
choix heuristique de l’ensemble conflit (voir fonc-
tion ensembleConflit). Il semble que CDLS ne se
focalise pas assez sur le même sous-ensemble in-
consistant. Au niveau des instances random sati-
safaisables, CDLS est le moins efficace des solveurs
stochastiques. Ceci peut s’expliquer par le fait que
la construction du graphe conflit est coûteuse en
temps et qu’elle ralentit donc notre méthode. De
ce fait, CDLS parcourt moins d’interprétations que
les autres méthodes de recherche locale et a donc
moins de chance de trouver un modèle. Notons éga-
lement les mauvaises performances de minisat sur
ce type d’instances.

Globalement, CDLS est plus efficace que les
autres solveurs basés sur la recherche locale. Il amé-
liore grandement les performances de WSAT sur
lequel il est basé. Il serait donc intéressant de gref-
fer notre analyse de conflits à d’autres types d’al-
gorithme de recherche locale, comme rsaps, afin
d’améliorer leur performances. Il reste que CDLS
ne rivalise pas encore avec les approches CDCL
comme minisat dans les catégories crafted et in-
dustriels. Néanmoins, les premiers résultats obte-
nus sont extrêmement encourageants.
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6 Conclusion

Dans cet article nous proposons une nouvelle
approche pour sortir des minimums locaux dans
le cadre des méthodes de recherche locale pour
SAT. Notre approche est basée sur une extension
de l’analyse des conflits utilisé par les solveurs SAT
modernes complets. L’objectif est double : amélio-
rer les méthodes de recherche locale sur les pro-
blèmes structurés et répondre à un des challenges
les plus importants de la communauté SAT, à sa-
voir, proposer une méthode incomplète efficace ré-
pondant à l’insatisfaisabilité d’une formule.

Les premiers résultats obtenus sur un large pa-
nel d’instances sont très encourageants. Notre sol-
veur CDLS résout beaucoup d’instances insatisfai-
sables, de plus, il est beaucoup plus efficace que
les autres méthodes de recherche pour résoudre
des problèmes industriels. Dans les travaux futurs,
nous comptons améliorer l’heuristique de choix des
variables appartenant à l’ensemble conflit. Nous
souhaitons également analyser et extraire les no-
goods sans avoir recours à la propagation unitaire.
Enfin, l’utilisation du premier UIP n’est pas pri-
mordial ici, et nous allons étudier diverses pistes
pour choisir le meilleur nogood à extraire.
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Résumé

La génération d’instances SAT difficiles est de grande im-
portance à la fois théorique et pratique. Le Modèle RB est
un modèle CSP dont les points de seuil peuvent être pré-
cisément localisés et l’on peut garantir que les instances
générées à ce seuil seront difficiles. Dans ce papier, nous
présentons trois différentes méthodes pour coder des ins-
tances CSP, à partir d’un Modèle RB, en instances SAT. En-
suite, nous effectuons systématiquement des comparaisons
et analyses détaillées. Grâce aux résultats expérimentaux,
nous avons constaté que, même en utilisant des façons dif-
férentes de coder ces instances, celles-ci demeurent assez
difficiles et le pic du coût de la recherche de solutions pour
ces instances correspond exactement à celui des instances
CSP, ce qui signifie que les instances SAT générées de cette
façon ont hérité des bonnes caractéristiques du Modèle RB.
Nous avons finalement choisi la méthode la plus naturelle et� directe � de codage pour définir un modèle SAT simple ap-
pelé RB-SAT. Avec son aisance de compréhension et d’uti-
lisation, RB-SAT est ainsi un autre modèle SAT en plus de
k-SAT aléatoire pour étudier la difficulté du problème SAT.

1 Introduction

Le problème de la satisfiabilité (SAT), étant un des pre-
miers problèmes NP-complets, est important aussi bien en
théorie qu’en pratique. Du point de vue théorique, il joue
un rôle central dans les calculs de complexités. Du point
de vue pratique, il se traduit par beaucoup de nombreux
problémes concrets tels que la vérification formelle, les
ressources d’allocation et la gestion de l’emploi du temps

∗nouredine.ould@u-picardie.fr

qui peuvent être naturellement codés en problèmes SAT.

Depuis les années 1990, un phénomène de transition
de phase, en probabilité de l’existence d’une solution, fut
observé pour beaucoup de problèmes en informatique.
Cette transition coïncide avec la région où la difficulté des
instances s’accroît, où SAT est un des premiers problèmes
susceptibles de mettre en évidence un tel phénomène.

Dans l’étude de transitions de phases pour les problèmes
NP-complets, ce sont les problèmes 3-SAT aléatoires qui
ont retenu le plus d’attention depuis une dizaine d’années.
Beaucoup de travaux ont été réalisés pour prouver que les
bornes inférieures et supérieures au voisinage des points
de seuil, et les meilleures bornes inférieure et supérieure
actuelles pour 3-SAT aléatoire sont respectivement de 3,52
[9] et 4,506 [2] (la valeur exacte n’étant pas encore fixée à
ce jour). Dans la poursuite de la conception d’algorithmes
rapides pour des problèmes NP-complets, et pour évaluer
expérimentalement la performance asymptotique de ces
algorithmes, il est nécessaire de générer des instances
de tailles croissantes dont la difficulté peut être garantie.
Principalement grâce à leur simplicité et leur difficulté, les
problèmes 3-SAT aléatoires sont utilisés comme une im-
portante source pour générer des benchmarks à soumettre
aux différents algorithmes ou solveurs (ils représentent une
des trois principales catégories de benchmarks adoptées
par laSAT Competition1 ).

En fait, 3-SAT aléatoire a grandement motivé le déve-
loppement d’algorithmes tels que satz [11] et adaptg2wsat

1http ://www.satcompetition.org
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[12] au cours des dernières années. Toutefois, l’absence
de structure dans les instances 3-SAT aléatoires fait
qu’elles sont tout à fait différentes de celles générées par
un codage SAT de problèmes du monde réel, de sorte
qu’un algorithme efficace pour 3-SAT aléatoire ne l’est
pas nécessairement pour les problèmes SAT issus du
monde réel. Pour fournir une bonne alternative aux critères
purement aléatoires, le problème de quasigroup (latine
Squaresou QCP) (voir par exemple [10]) a été présenté
comme un domaine de benchmarks structurés [1, 6], ce
qui a grandement fait progresser l’étude du problème SAT,
surtout empiriquement. Cependant, par rapport au 3-SAT
aléatoire, ce domaine n’est pas encore assez simple à
comprendre et à utiliser, et le codage SAT de ce problème
n’est pas encore assez affiné pour l’étude asymptotique du
comportement d’un algorithme. Par exemple, le codage
d’une instance SATF1 du latine Squaresd’ordre 20 utilise
naturellement 8000 (203) variables booléennes, alors qu’un
codage d’une instance SATF2 du latine Squaresd’ordre
21 fait naturel usage de 9261 (213) variables booléennes.
Ceci est différent de 3-SAT aléatoire pour lequel on peut
continuellement augmenter la taille de l’instance par
l’ajout de 50 variables pour étudier asymptotiquement le
comportement d’un algorithme.

Il est donc utile de fournir un effort de plus afin de
trouver un nouveau modèle SAT avec de meilleures fonc-
tionnalités pour permettre de mieux étudier le problème
SAT, tout en étant presque aussi simple que le modèle
3-SAT aléatoire. Idéalement, un algorithme efficace pour
ce genre de benchmarks SAT devrait être également effi-
cace pour une large palette de problèmes SAT aléatoires et
structurés.

Le Problème de Satisfaction de Contraintes2 (CSP) est
une généralisation du problème SAT. Le CSP peut être
transformé en un problème SAT en utilisant des codages
différents, tels que le codage direct, le codage de support
et le codage logarithmique. Dans [20], un modèle de CSP
appelé Modèle RB a été proposé. Contrairement au 3-SAT
aléatoire, le Modèle RB a des points de seuil qui peuvent
être précisément situés. En outre, à l’heure actuelle
de nombreuses études sur des algorithmes incomplets
s’appuient beaucoup sur des expérimentations et analyses
empiriques pour des instances satisfiables mais assez
difficiles. Des travaux antérieurs [19] montrent que le
Modèle RB peut également être utilisé pour générer des
instances difficiles et satisfiables en utilisant une straté-
gie très simple. Puisque le Modèle RB a les avantages
mentionnés ci-dessus, il serait donc pertinent d’explorer
si ces propriétés intéressantes se retrouvent lorsque l’on
traduit en instances SAT des instances générées par les
modèles RB (les différents codages pourraient en effet

2Constraint Satisfaction Problem

avoir des propriétés très différentes). Dans ce papier,
nous effectuons une étude plus détaillée et systématique
utilisant trois méthodes de codage, à la recherche des
différents paramètres de contrôle, de la transition de phase
en satisfiabilité, du rapport de backbone ainsi que de la
difficulté au voisinage du seuil. Selon nos connaissances,
c’est la première fois qu’une étude est réalisée par rapport
aux comportements respectifs de ces trois méthodes de
codage (direct, de support et logarithmique) en utilisant
des instances asymptotiquement dures. En outre, nous
proposons dans ce papier un modèle simple et aléatoire
issu des fonctionnalités du Modèle RB, et nous espérons
que ce nouveau modèle sera utilisable par la suite pour
l’étude des problèmes SAT.

Le reste de ce papier est organisé comme suit. Tout
d’abord dans la section 2, nous introduirons quelques défi-
nitions de base ainsi que le Modèle RB. Ensuite, un aperçu
des codages CSP en SAT est fait dans la section 3. Par la
suite, nous présenterons nos résultats expérimentaux ainsi
que l’analyse dans la section 4. Après cela, nous propo-
sons un nouveau modèle SAT aléatoire appelé RB-SAT, et
précisons ses avantages par rapport au 3-SAT aléatoire à la
section 5. Enfin, dans la section 6 nous ferons nos conclu-
sions et discuterons des travaux futurs.

2 Préliminaires

2.1 SAT et k-SAT aléatoire

Une instance SAT est une formule propositionnelle
sous Forme Normale Conjonctive CNF (en anglais :
Conjonctive Normal Form). Le problème SAT consiste à
déterminer si une telle formule est satisfiable ou non. En
termes plus formels, cela se résume dans les définitions
suivantes :

Variables booléennes: Variables pouvant avoir pour
valeur l’une des valeurs de véritévrai ou faux.

Littéraux : Variables (littéraux positifs, par exempleP)
ou leurs négations (littéraux négatifs, par exemple¬P).

Clauses: Disjonction de littéraux, par exempleP∨¬Q.

Formule CNF : Conjonction de clauses, par exemple
(P∨¬Q)∧ (P∨Q).

Problème SAT : Étant donnée une formule CNFF ,
demander s’il existe une affectation de valeurs de vérité
à des variables booléennes telles que toutes les clauses
de F soient satisfaites (évaluées àvrai). Si tel est le
cas, la formuleF est dite satisfiable, sinon elle est dite
insatisfiable.
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k-SAT : C’est le problème SAT restreint à des clauses
avec exactementk littéraux (des clauses ayant toutes une
longueur exactement égale àk). Il est assez connu que le
problèmek-SAT est un problème NP-complet pourk ≥ 3.
Pour beaucoup de problèmes NP-complets, la probabilité
de générer aléatoirement des instances satisfiables montre
une forte transition de phase quand un paramètre de
contrôle est varié, à partir d’une région où la probabilité
est près de 1 à une région où la probabilité est près de
0. La transition de phase correspond en général à un pic
de coût de recherche pour les différents algorithmes les
plus connus de la littérature, c’est-à-dire que les instances
générées grâce aux paramètres de contrôle près de la
valeur critique sont les plus difficiles à résoudre.

Le problèmek-SAT aléatoire est une distribution proba-
biliste des instancesk-SAT. Une instancek-SAT aléatoire
avecn variables etm clauses est construite par la sélec-
tion dem clauses de manière uniforme et indépendante de
l’ensemble de toutes lesk-clauses possibles surn variables,
où chaque clause a exactementk littéraux sans redondance
(sans répétition d’occurrence) de variables dans une même
clause. Pourk-SAT aléatoire, le ratio des clauses par rap-
port aux variables (c’est-à-direm/n) agit souvent comme
le paramètre de contrôle.

2.2 Le problème CSP

Un Problème de Satisfaction de Contraintes (CSP)
est généralement défini comme un triplet〈X,D,C〉, où
X={x1, ...,xn} est un ensemble de variables,D est un
domaine de valeurs etC={C1, ...,Cp} est un ensemble de
contraintes. Chaque contrainteCi=〈Si ,Ri〉 concerne un
ensemble de variablesSi={xi1, ...,xik} (où k est l’arité de
Ci ) et a une relation associéeRi qui spécifie les tuplets de
valeurs compatibles pour ces variables dansSi .

Une contrainte est dite satisfaite si le tuplet des valeurs
assigné aux variables dans cette contrainte est compatible.
Une solution au CSP est une affectation de valeurs de vé-
rité à toutes les variables telle que toute contrainte soit sa-
tisfaite. Un CSP ayant au moins une solution est dit satis-
fiable (sinon, insatisfiable). Le but du CSP est de trouver
une solution, s’il est satisfiable, ou de prouver qu’il est in-
satisfiable. En général, le problème CSP est NP-complet.

2.3 Le Modèle RB

Modèle RB [20] : Une classe d’instances CSP aléa-
toires, générées suivant le Modèle RB qui s’exprime par
RB(k,n,α, r, p), où pour toute instance :

– k≥ 2 est l’arité de chaque contrainte,
– n≥ 2 est le nombre de variables,

– α > 0 détermine la taille du domained=nα de chaque
variable,

– r > 0 détermine le nombrem=r.n.ln(n) de contraintes,
– 0< p < 1 détermine le nombret=pdk de tuplets reje-

tés (incompatibles ou exclus) dans chaque relation.
On suppose que tous les domaines des variables

contiennent le même nombre de valeursd=nα dans le Mo-
dèle RB. Dans ce papier, nous limitons notre attention au
cas binaire du Modèle RB, c’est-à-dire le cas oùk=2. La
génération aléatoire des instances CSP dans le Modèle RB
est effectuée selon les deux étapes suivantes :

Étape 1. Sélectionner avec répétition m=rnln(n)
contraintes aléatoires. Chaque contrainte aléatoire est
formée par sélection sans répétition de k variables parmi
les n variables du problème.

Étape 2. Pour chaque contrainte, sélectionner unifor-
mément et sans répétition t=pdk tuplets incompatibles de
valeurs.

L’instance peut être forcée à être satisfiable par l’affecta-
tion aléatoire d’une valeur à chaque variable, ensuite garder
chaque contrainte satisfaite lors de la sélection des tuplets
incompatibles de valeurs pour cette contrainte dans l’Étape
2.

L’existence de transitions de phase dans le Modèle RB
fut prouvée dans [20] et les points de seuil exacts y sont
donnés. Plus précisément, nous avons les théorèmes sui-
vants : (où Pr(Sat) exprime la probabilité qu’une instance
aléatoireP∈ RB(k,n,α, r, p) soit satisfiable) :

Theorem 2.1 Si k,α > 1
k et p ≤ k−1

k sont des constantes
alors

lim
n→∞

Pr(Sat) =

{
1 i f r < rcr

0 i f r > rcr

où rcr=− α
ln(1−p)

.

Theorem 2.2 Si k,α > 1
k et pcr ≤

k−1
k sont des constantes

alors

lim
n→∞

Pr(Sat) =

{
1 i f p < pcr

0 i f p > pcr

où pcr=1−e−
α
r .

3 Codages de CSP en SAT

3.1 Codage direct

Dans [18] Walsh avait introduit le codage direct qui est
considéré comme étant, à la fois, le codage le plus na-
turel et le plus largement utilisé. Plus précisément, une
variable SAT xvi est vraie si et seulement si la valeur
de vérité i est affectée à la variable CSPv (i et j étant
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dansdom(v)={0, ...,d−1}). Le codage direct est consti-
tué de trois types de clauses. Les� au-moins-une� clauses
xv0 ∨ xv2 ∨ ...∨ xvd−1 qui expriment le fait que chaque va-
riable CSP doit prendre au moins une valeur du domaine,
les� au-plus-une� clausesxvi ∨xvj signifiant que toute va-
riable CSP peut prendre au plus une valeur du domaine et
les clauses conflictuelles (ou de� conflit �) xvi ∨ xw j qui
sont, quand à elles, utilisées afin d’exprimer les conflits.

Par exemple, on considère le problème CSP suivant :A>
B, avecA etB appartenant à l’ensemble de valeurs{1,2,3}.
Le codage direct est exprimé comme suit :
au-moins-une :a1∨a2∨a3,b1∨b2∨b3

au-plus-une :¬a1 ∨ ¬a2,¬a1 ∨ ¬a3,¬a2 ∨ ¬a3,¬b1 ∨
¬b2,¬b1∨¬b3,¬b2∨¬b3

conflit :¬a1∨¬b1,¬a1∨¬b2,¬a1∨¬b3,¬a2∨¬b2,¬a2∨
¬b3,¬a3∨¬b3

3.2 Codage de support

Similaire au codage direct, le codage de support génère
les clauses� au-moins-une� et � au-plus-une� comme le
codage direct. En revanche, ce codage remplace les clauses
de� conflit� du codage précédent par les clauses de sup-
port définies comme suit. Sii1...ik sont des valeurs de sup-
port dans le domaine de la variable CSPv pour la valeur
j dans le domaine de la variable CSPw, alors ajouter la
clause de support (ou de soutien)xvi1

∨ ...∨xvik
∨xvwj

.

Il est donc évident que le codage direct et celui du sup-
port semblent avoir beaucoup de similitudes. En effet, il
fut montré par Gent [5] que les clauses de support peuvent
être dérivées à partir du codage direct. Ce qui suit montre
le codage du support correspondant à l’exemple précédent.
au-moins-une :a1∨a2∨a3,b1∨b2∨b3

au-plus-une :¬a1 ∨ ¬a2,¬a1 ∨ ¬a3,¬a2 ∨ ¬a3,¬b1 ∨
¬b2,¬b1∨¬b3,¬b2∨¬b3

support :¬a1,¬a2∨b1,¬a3∨b1∨b2,¬b1∨a2∨a3,¬b2∨
a3,¬b3

3.3 Le codage logarithmique

Dans le codage logarithmique, nous utilisonsm=⌈log2 d⌉
variables logiques pour représenter les domaines et cha-
cune des 2m combinaisons représente une affectation pos-
sible. Le codage logarithmique utilise un nombre logarith-
mique au lieu d’un nombre linéaire de variables booléennes
pour coder les domaines. Ce qui permet de générer des
modèles de taille plus petite. Pour chaque valeur de bit
CSP variable/domaine, il existe une variable SAT corres-
pondante, et chaque conflit a une clause SAT qui lui cor-
respond également. Les clauses� au-moins-une� et � au-
plus-une� sont inutiles pour le codage logarithmique. Au
lieu de cela, ce codage dispose des clauses dites à� va-
leur interdite� [15] qui sont nécessaires pour exclure les
valeurs en trop quand la cardinalité des domaines n’est pas

une puissance de deux. Dans l’exemple utilisé, le codage
logarithmique est montré comme suit :
valeur-interdite :a1∨a0,b1∨b0

conflit : a1∨¬a0∨b1∨¬b0,a1∨¬a0∨¬b1∨b0,a1∨¬a0∨
¬b1∨¬b0,¬a1∨a0∨¬b1∨b0,¬a1∨a0∨¬b1∨¬b0,¬a1∨
¬a0∨¬b1∨¬b0

4 Expérimentations

Il est bien connu que les codages SAT d’un problème
peuvent avoir des propriétés très différentes : certains fac-
teurs de la difficulté peuvent être supprimés, mais certaines
difficultés de résolution peuvent être introduites ou ajou-
tées. Par exemple, lorsque le problème de parité DIMACS,
intrinsèquement facile, a été codée en un problème SAT
challengepour les solveurs SAT [16], il fut observé dans
[1] que le problème des quasigroups devient plus facile à
résoudre par satz après l’avoir codé en SAT. Les caracté-
ristiques des codages qui peuvent être efficacement résolus
représente aussi unchallengedonné dans [16].

Dans cette section, nous donnons quelques résultats
expérimentaux représentatifs des différents codages.
Quelques analyses théoriques sont déjà faites dans [21],
utilisant le codage direct et concernant les instances CSP et
des résultats empiriques sont présentés dans [19]. Afin de
réaliser une meilleure comparaison et d’élargir le spectre
de l’applicabilité des résultats précédents, nous réalisons
des expérimentations comparatives et modifions la plupart
des paramètres de contrôle en plus de ceux du [19].

Ces expérimentations ont été réalisées sur unPC Pen-
tium IV 3 GHz 1GMbsousWindows XP Professional SP2.
Tous les points de données dans les figures, de 1 à 8, sont
obtenus en utilisant 50 instances. Les algorithmes (sol-
veurs) utilisés dans ces expérimentations sont bien connus
dans la littérature, incluant à la fois des algorithmes com-
plets (satz [11] et zchaff [14]) et d’autres incomplets (walk-
sat [17] et adaptnovelty [8]).

4.1 Coût de recherche des codages SAT pour le Mo-
dèle RB

Il a été montré dans [19] que les plus difficiles instances
CSP sont situées assez près du seuil théorique, et que les
instances forcées et les instances non forcées ont tendance
à y avoir des difficultés similaires. Afin de voir si ces résul-
tats sont toujours valables pour les instances SAT obtenues
en utilisant les différents codages, nous réalisons des ex-
périmentations comparatives en utilisant les trois codages
présentés ci-dessus (direct, de support et logarithmique).

Dans les figures 1 et 2 (gauche), nous avons étudié
la difficulté de résoudre avec zchaff les instances SAT
du Modèle RB générées au voisinage du seuil théorique
pcr ≈ 0.23 donné par le théorème 2.2 pourk=2, α=0.8,
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FIG. 1 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
zchaff, utilisant le codage direct (à gauche) et le codage de support (à droite)

FIG. 2 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
zchaff, utilisant le codage logarithmique (à gauche) et adaptnovelty utilisant le codage direct (à droite)
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FIG. 3 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
adaptnovelty, utilisant le codage du support (à gauche) et le codage logarithmique (à droite)

r=3 etn∈ {20,30,40}.

Ces figures montrent clairement que quelque soit la
méthode de codage utilisée, la plupart des instances les
plus difficiles apparaissent toujours près du point du seuil
théorique et il y a peu de différence, en difficulté, entre les
instances forcées et celles qui ne le sont pas. Une telle dif-
ficulté augmente de façon exponentielle selonn (utilisation
d’une échelle logarithmique). Dans les figures 2 (droite)
et 3, nous utilisons le solveur incomplet adaptnovelty à la
place de zchaff pour résoudre les instances, et il peut être
constaté que les résultats sont sensiblement identiques.
Pour le codage direct (que nous utiliserons pour définir le
nouveau modèle SAT plus loin dans la section 5), nous
avons plus d’expérimentations avec les deux algorithmes
bien connus tels que satz et walksat, et les résultats sont
présentés dans la figure 4.

Nous avons également effectué des expérimenta-
tions pour tester la satisfiabilité des instances non for-
cées. Leurs résultats sont montrés dans la figure 5.
Comme attendu, au seuil théoriquepcr ≈ 0.23 pour
RB(2,{20,25,30},0.8,3, p), nous observons la plus nette
(aigüe) transition de phase en satisfiabilité. Il peut être
constaté que la largeur de la région contenant la transition
de phase se rétrécit (diminue) lorsquen est assez grand, ce
qui est très similaire à ce qui a été trouvé pour lek-SAT
aléatoire.

4.2 Transition de phase dans le backbone des ins-
tances forcées

Pour les instances forcées, nous étudions le rapport
backbone dans nos expérimentations. La notion du back-
bone d’un problème SAT fut introduite dans [13] pour
désigner le rapport des variables qui prennent les mêmes
valeurs dans toutes les solutions. Le rapport backbone
(ratio des variables du backbone au nombre total de
variables) est une propriété des problèmes CSP et SAT
qui est bien définie pour les distributions satisfiables.
Le phénomène de transition de phase dans le rapport du
backbone a été observé dans [1].

Dans nos expérimentations, nous avons constaté la pré-
sence de ce phénomène quelque soit la méthode de codage
adoptée.
Les figures 6 et 7 (gauche) montrent le rapport du backbone
comme une fonction d’étroitesse (d’exiguïté)p des diffé-
rents nombres de variablesn. Une forte transition de phase
apparaît dans le rapport du backbone, qui correspond au pic
du coût de difficulté au cours de la recherche montrée ci-
dessus (oùp=0.23). On peut également observer que plus
n croît plus la largeur de la région de transition de phase
diminue.

De plus, nous avons trouvé que les sous figures (gauche
et doite) de la figure 6 sont presque identiques, et il semble
que le codage direct et le codage de support ont effective-
ment des points fondementaux en commun. Cet intriguant
phénomène mérite une recherche plus approfondie.

230



FIG. 4 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
walksat (à gauche) et satz (à droite), utilisant le codage direct

FIG. 5 – Transition de phase en satisfiabilité pourRB(2,{20,25,30},0.8,3, p)
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FIG. 6 – Transition de phase dans le rapport du backbone pour les instances codées enRB(2,{15,20,25,30},0.8,3, p),
utilisant le codage direct (à gauche) et le codage de support (à droite)

FIG. 7 – Transition de phase dans le rapport du backbone pour les instances codées enRB(2,{15,20,25,30},0.8,3, p),
utilisant le codage algorithmique
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4.3 Difficulté des instances à proximité du seuil

Les figures 1 à 5 ont montré que la difficulté des ins-
tances forcées est tout à fait similaire à celle des instances
non forcées, laquelle s’accentue exponentiellement lorsque
n augmente. Pour confirmer et illustrer l’étendu du spectre
de l’applicabilité de ce résultat, nous nous sommes concen-
trés sur un point juste en dessous du seuil. Pour cela, dif-
férentes valeurs de paramètresα et r ont été choisies. En
outre, nous voulons aussi étudier au préalable la façon dont
les coûts de recherche diffèrent lorsque les différents co-
dages sont utilisés.

La figure 8 présente le coût de recherche de solution
avec zchaff, à la fois, pour les instances SAT forcées
et les non forcées générées grâce au Modèle RB avec
pcr −0.01≈ 0.40 pourk=2, α=0.8, r=1.5 etn∈ [20...40],
utilisant les trois différents codages. Une fois de plus, le
résultat confirme ce qui a été observé auparavant ; à savoir
que les deux types d’instances (forcées et non forcées) ont
une complexité exponentielle très similaire à proximité du
seuil.

La différence entrainée par les codages montre que, gé-
néralement, le codage logarithmique produit des instances
difficiles, tandis que le codage de support en génère des
plus faciles. Ceci concorde bien avec les comparaisons
expérimentales faites dans [4, 5, 7] (ces comparaisons
avaient été réalisées par des chercheurs différents, utilisant
des méthodologies tout à fait différentes). Avec un examen
plus attentif, on peut voir que, bien que ces lignes com-
mencent à partir de différents points, elles sont presque
parallèles lorsquen augmente suffisamment.

On peut donc conclure que la différence en performance
entre les codages reste relativement identique, même quand
la taille du problème grandit (ce qui génère des instances
difficiles). Cela concorde bien avec ce qui a été trouvé au-
paravant, et d’après nos connaissances, c’est la première
fois que le comportement asymptotique des trois codages
est étudié à l’aide des instances dures.

5 Un nouveau modèle SAT aléatoire

Les avantages du Modèle RB résident dans sa simpli-
cité, la difficulté des instances qu’il produit et ses bonnes
propriétés théoriques. Les résultats expérimentaux de la
section 4 montrent que quelque soit la méthode de codage
utilisée, les instances SAT obtenues grâce au Modèle
RB héritent de bonnes caractéristiques de RB : aisance
d’utilisation, précision en transition de phase et difficulté
de résolution. Nous pouvons alors définir un modèle SAT
simple correspondant à chacune des trois méthodes de
codage. Le modèle suivant correspond au codage direct du
Modèle RB (aveck=2) :

Étape 1. Générer n ensembles disjoints de variables
booléennes dont chacun a pour cardinalité nα (oùα > 0 est
une constante). Pour tout ensemble, générer une clause qui
est la disjonction de toutes les variables de cet ensemble et
pour toutes deux variables x et y dans ce même ensemble,
générer une clause binaire¬x∨¬y.

Étape 2.Sélectionner aléatoirement deux ensembles dis-
joints et générer sans répétitions pn2α clauses de la forme
¬x∨¬z où x et z sont deux variables sélectionnées aléatoi-
rement et respectivement à partir des deux ensembles (où
0 < p < 1 est une constante) ;

Étape 3. Faire l’Étape 2 (avec répétitions) rnlnn-1
fois (où r > 0 est une constante).Ce modèle, que nous
nommons RB-SAT(n,α, r, p) (puisqu’il est basé sur le
Modèle RB), est évidemment très facile à comprendre,
même sans aucune connaissance du CSP ou de l’encodage,
et peut donc être utilisé très convenablement dans les
études théoriques et expérimentales du problème SAT.
Nous pensons que RB-SAT fournit un autre bon modèle
SAT aléatoire en plus duk-SAT aléatoire. À l’instar du
k-SAT, il a été prouvé dans [21] que le codage SAT direct
des formules de type RB n’ont presque certainement
pas d’arbres de résolution de preuves en-dessous de
l’exponentielle, ce qui implique que RB-SAT est difficile
pour les résolutions d’arbres. Les résultats expérimentaux
de la section 4 confirment que les instances RB-SAT sont
difficiles. Étant donné que le codage de CSP en SAT
n’a pas d’impact sur la satisfiabilité, nous savons que les
transitions de phase exactes montrées dans [20] existent
également dans RB-SAT, c’est à dire que les théorèmes
2.1 et 2.2 s’appliquent facilement à RB-SAT(n,α, r, p)
pour donner la valeur exacte du seuil correspondant à la
transition de phase de satisfiabilité, ce qui est très utile
pour l’étude de la difficulté des problèmes SAT. On note
que la valeur exacte du seuil correspondant à la transition
de phase de la satisfiabilité dek-SAT demeure inconnue à
ce jour.

Les instances de RB-SAT(n,α, r, p) contiennent
n1+α variables etO(n1+2α ln(n)) (c’est à dire,n(nα(nα-
1)/2+1)+rn ln(n)pn2α) clauses. En pratique, nous utilisons
0.5< α <1 pour générer des instances difficiles au seuil
selon les théorèmes 2.1 et 2.2. Ainsi, le nombre de
variables booléennes augmente relativement lentement
lorsquen augmente.

En outre, les instances RB-SAT peuvent être facilement
générées en utilisant la même stratégie que RB. Ces ins-
tances sont assurément satisfiables et ayant une difficulté
similaire à celle des instances non forcées. En plus, un
phénomène de transition de phase dans le rapport de
backbone de ces instances est observé, caractérisant ainsi
leur difficulté. Les pics de difficulté des instances forcées
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FIG. 8 – Coût moyen de recherche de solution pour des instances codées enRB(2,{20...40},0.8,1.5, pcr− 0.01) avec
zchaff

et celui des instances non forcées coïncident.

La figure 9 (gauche) compare 3-SAT aléatoire avec un
ratio clause/variable de 4.25 et RB-SAT(n,0.8,3,0.23)
utilisant trois solveurs de l’état-de-l’art : minisat [3], satz
et adaptg2wsat+ [12]. Notons que les instances 3-SAT
aléatoires sont au seuil empirique lorsque les instances
RB-SAT sont au seuil donné dans le théorème 2.2. Les
instances comparées de 3-SAT et RB-SAT ont le même
nombre de variables, correspondant àn=20, 23, 25, 28,
30, 32, 35, 38, et 40 dans RB-SAT. La figure 9 (droite)
compare les instances non forcées mais satisfiables de
RB-SAT et les instances forcées de RB-SAT avec les
même paramètres, après utilisation de satz ou minisat pour
filtrer les instances insatisfiables non forcées de RB-SAT.

Minisat est choisi pour sa haute performance dans les
récentesSAT competition. Nous en utilisons la récente ver-
sion 2.8. Quant au solveur satz, il est choisi pour sa haute
performance à la fois pour les instances 3-SAT aléatoires
et pour les problèmes structurés tels que celui des quasi-
groups. Le solveur adaptg2wsat+ est choisi puisqu’il résout
le plus grand nombre d’instances entre tous les solveurs ba-
sés sur les algorithmes de la Recherche Locale dansSAT
competitionde 20073. À chaque point, où 250 instances
3-SAT aléatoires et 250 instances RB-SAT sont résolues,
la moyenne des temps d’exécution est affichée.

Sur la figure 9, nous observons que :
– Comme pour 3-SAT aléatoire, on peut sans cesse aug-

menter la taille des instances RB-SAT tout en les

3www.satcompetition.org

maintenant solubles. La palette de taille des instances
RB-SAT solubles est encore plus grande que celle
du 3-SAT aléatoire, car les instances RB-SAT diffi-
ciles de 750 variables restent solubles, tandis que les
instances 3-SAT aléatoires difficiles peuvent diffici-
lement dépasser 500 variables. En outre, il existe de
nombreux exemples de la même taille, ce qui est très
utile pour évaluer le comportement asymptotique d’un
algorithme.

– Satz est plus rapide que minisat pour 3-SAT aléa-
toire, alors que minisat est plus rapide que satz pour
RB-SAT. Ceci est dû à l’absence de structure dans 3-
SAT aléatoire, tandis qu’une instance RB-SAT peut
avoir quelques structures, par exemple pour chaque
ensemble disjoint de variables booléennes, il y a des
clauses imposant qu’une et une seule variable dans cet
ensemble peut prendre la valeur 1. En d’autres termes,
afin de résoudre efficacement les instances RB-SAT,
un solveur devrait faire mieux que minisat pour la par-
tie aléatoire de RB-SAT et être plus performant que
satz pour traiter les dépendances des variables dans
RB-SAT, motivant ainsi le développement de solveurs
efficaces à la fois pour les problèmes structurés et les
problèmes aléatoires.

– Pour le solveur adaptg2wsat+, les instances RB-SAT
sont plus difficiles que les 3-SAT aléatoires, ce qui
signifie que la recherche locale devrait être améliorée
afin de traiter de manière plus efficace les dépen-
dances des variables. En effet, ceci est un des dix
challengesdonnés dans [16]. RB-SAT peut donc être
un bon moyen pour répondre à ce défi.
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FIG. 9 –Comparaison de 3-SAT aléatoire avec RB-SAT (à gauche), et des instances non forcées RB-SAT avec des instances forcées
RB-SAT (à droite), en terme de moyenne des temps d’exécution en seconde des 250 instances résolues par solveur à chaque point. Ces
expérimentation ont été réalisées sur un mac pro 2.8 Ghz avec 2x4 processeurs.

En effet, puisqu’il n’est pas très facile d’augmenter
le nombre de variables pour de nombreux autres pro-
blèmes SAT structurés tout en gardant ces problèmes
solubles, on peut assez facilement générer beaucoup
d’instances difficiles et satisfiables de RB-SAT tout en
augmentant soigneusement leurs tailles (en les main-
tenant toujours satisfiables) pour mieux évaluer le
comportement asymptotique d’une approche de re-
cherche locale, lors du traitement des dépendances
des variables. De plus, ces instances sont également
aléatoires, permettant ainsi à l’approche développée
de sauvegarder son efficacité pour les instances aléa-
toires. Observons que même si les instances RB-SAT
forcées sont plus faciles que les non forcées satis-
fiables pour adaptg2wsat+, la différence en perfor-
mance de adaptg2wsat+ semble être la même quand
les instances deviennent assez grandes.

– RB-SAT est plus similaire aux codages des formules
SAT relevant des problèmes issus du monde réel que
3-SAT aléatoire. Ainsi, un algorithme efficace pour
RB-SAT devrait être probablement plus efficace pour
les problèmes SAT du monde réel qu’un algorithme
efficace uniquement pour 3-SAT aléatoire.

Dans la pratique, on peut modifier légèrement l’étape 3
pour choisir les deux différents ensembles disjoints sans ré-
pétition, les instances RB-SAT générées deviennent alors
nettement plus difficiles, ce qui devrait être encore plus
utile pour une meilleure mise au point des solveurs SAT.
On admet que les théorèmes 2.1 et 2.2 sont toujours va-
lables avec une telle modification car, pour desn très
grands, il y a très peu de différence avec ou sans répétition.

6 Conclusions et travaux futurs

Il est bien connu que les codages SAT pour un problème
donné peuvent avoir différentes propriétés de calcul. Dans
ce papier, basé sur le Modèle RB, nous faisons des analyses
systématiques et détaillées de trois méthodes de codage de
CSP en SAT. Il est démontré que quelque soit la méthode
de codage utilisée, les instances SAT obtenues partagent les
bonnes caractéristiques du Modèle RB, y compris la crois-
sance exponentielle de la difficulté des instances qui atteint
son summum à la pointe du seuil. De plus, pour les ins-
tances forcées, nous avons étudié le rapport de backbone
et avons observé la transition de phase. Nous avons égale-
ment comparé les comportements asymptotiques liés aux
trois méthodes de codage et avons trouvé que la différence
en performance de ces codages demeure relativement la
même quand la taille du problème devient grande. En nous
basant sur le codage direct, nous avons proposé un codage
simple et naturel que nous avons appelé RB-SAT. Nous en
avons ainsi présenté les avantages par rapport au 3-SAT
aléatoire. Nos travaux futurs pourront inclure les analyses
théoriques de RB-SAT, par exemple, la preuve de la tran-
sition de phase dans le rapport du backbone, l’analyse des
moyennes du temps de la complexité pour les différents al-
gorithmes (ou heuristiques), preuve des théorèmes 2.1 et
2.2 quand l’Étape 1est modifiée pour sélectionner deux
ensembles disjoints de variables sans répétition et fournir
(de nouvelles) ou améliorer les bornes inférieures de com-
plexité déjà existantes. Nous utiliserons également le Mo-
dèle RB-SAT pour développer de nouvelles approches pour
la résolution des problèmes SAT.
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Résumé

En 1997, B. Selmam et H. Kautz ont proposé une
série de 10 challenges. L’un d’entre eux était l’élabora-
tion d’une méthode de recherche locale pour la preuve
d’inconsistance d’une formule (challenge 5). Dix ans
plus tard, seules quelques pistes ont été explorées.
Dans cet article, nous proposons un algorithme en
deux phases pour prouver l’insatisfaisabilité de for-
mules sous forme CNF. La première étape consiste
à détecter différentes fonctions booléennes (équiva-
lences, portes «et») de manière incrémentale. Ensuite
nous utilisons les propriétés de ces différentes portes
afin de prouver l’inconsistance des formules (un algo-
rithme polynomial pour les équivalences, des règles
de production pour les portes «et»). Nous montrons
que cette technique offre de bons résultats par rapport
aux approches existantes.

Abstract

In 1997, B. Selman and H. Kautz proposed a se-
ries of 10 challenges. One of them concerned the de-
sign of a practical stochastic local search procedure for
proving unsatisfiability (Challenge 5). Today, more than
10 years later, only few attempts were led to address
this challenge, in spite of the great number of incom-
plete methods for proving satisfiability. In this paper,
we propose a two steps algorithm for proving unsatis-
fiability of CNF formulas. The first step consists in de-
tecting ⇔-gates greedily. At the same time, a polyno-
mial algorithm is used to eventually prove the unsatis-
fiability of the extracted set of ⇔-gates. We show that
this method outperforms the existing ones on some
classes of instances. This method is then extended to
others logical functions (∧-gates & ∨-gates).

1 Introduction

Ces dernières décennies, de nombreuses méthodes
incomplètes variées ont été conçues dans le domaine
de la programmation par contraintes. Certains d’entre
eux traitent des problèmes de décision (problèmes
NP-complets), d’autres de problèmes d’optimisation
(problèmes NP-difficiles). On peut citer GSAT, Novelty,
Novelty+, R-Novelty, R-Novelty+, Adapt-Novelty... (voir
[10] pour un état de l’art détaillé). Elles peuvent aussi
être utilisées pour extraire des structures particulières des
instances, comme les ensembles Strong Backdoor [13]
ou les MUS [8] (tout deux des problèmes NP-difficiles).
Toutes ces méthodes ont l’avantage d’être efficace en
pratique et sont, dans certains cas, le seul moyen de traiter
les problèmes les plus gros et les plus difficiles.

Cependant, une infime minorité d’entre elles sont
conçues pour prouver l’insatisfaisabilité (problème Co-
NP), en dépit du challenge essentiel que cela représente.
Un challenge allant dans ce sens fut proposé en 1997 par
Selman et Kauz [17] : challenge 5 : "Design a practical
stochastic local search procedure for proving unsatisfiabi-
lity". Dans ce challenge il est question de concevoir une
méthode de recherche locale stochastique pour prouver
l’inconsistance. Il fut soumis à la communauté et était
supposé durer 5 - 10 ans. Mais 12 ans plus tard, aucune
réponse satisfaisante à ce challenge n’a encore été propo-
sée, qu’il s’agisse de méthode de recherche locale ou de
méthode incomplète en général.

Dans la communauté CSP, quelques tentatives ont été
proposées. Elles sont pour la plupart basées sur des pro-
priétés de coloration de la micro-structure des problèmes
[4], sur l’utilisation de filtrage par consistances partielles
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diverses (consistance d’arc, de chemin, consistance d’arc
singleton, k-consistance...) ou basées sur l’exploitation de
symétries et de propriété de dominance [3]. D’un autre
côté, dans la communauté SAT, les seuls tentatives sont
basées sur l’utilisation restreinte de la règle des résolvantes
ou des règles de productions permettant de déduire la
clause vide (GUNSAT [1], RANGER [15]). Malheureuse-
ment, toutes ces méthodes souffrent du passage à l’échelle.
Même si certaine d’entre elle se comporte relativement
bien sur de petites instances, leurs performances se
détériorent de manière dramatique lorsque la taille des
instances croît.

Dans ce travail, nous présentons une nouvelle méthode
incomplète pour prouver l’inconsistance d’une formule
SAT sous forme normal conjonctive (CNF). Alors que la
plupart des méthodes déjà proposées utilisent largement la
règle de résolution de Robinson [16] ou la règle d’hyper
résolution binaire [2], notre méthode comporte deux
étapes. La première consiste à détecter puis extraire
des fonctions booléennes dans la formule CNF des ins-
tances SAT. Ces fonctions (ou portes) sont de la forme
y = f(x1, x2, . . . , xn−1) (où f = ⇔ dans un premier
temps). Ce processus d’extraction est très coûteux en temps
(O(2n−1 pour une fonction y = f(x1, x2, . . . , xn−1)),
c’est pourquoi seulement une sélection de portes sont
recherchées. Dans la seconde étape, lorsque des fonctions
ont été identifiées, un processus de méta-raisonnement
sur l’ensemble de ces fonctions est utilisé pour détecter
une éventuelle contradiction. Ce processus est réalisé en
temps polynômial par rapport à la taille de l’ensemble des
fonctions et est complet sur ce dernier. Cette nouvelle mé-
thode diffère complètement des approches précédemment
proposées dans le sens où tout le raisonnement fait sur
les portes-⇔ est fait en espace polynômial. Il n’y a aucun
risque d’explosion combinatoire du nombre de portes,
contrairement à l’utilisation de la règle des résolvantes.

Nous avons ensuite étendu ce mode d’extraction et d’ex-
ploitation à deux autres fonctions booléennes, les portes-∧
et les portes-∨. Dans ce cas, le processus de raisonnement
sur un ensemble de ces fonctions n’est pas complet. Mais
nous avons exhibé quelques propriétés qui de temps en
temps (relativement souvent) permettent de détecter l’in-
satisfaisabilité ou de déduire des littéraux à propager avec
une complexité en temps et en espace linéaire.

Nous montrons que les méthodes que nous proposons se
comportent très bien par rapport aux méthodes existantes
pour prouver l’insatisfaisabilité.

Le papier est organisé comme suit : tout d’abord, nous
rappelons les définitions basiques et les notations du pro-
blème SAT et des méthodes de déduction. Ensuite nous
présentons les deux étapes de notre méthode avec les

portes-⇔. D’un côté, nous présentons la politique de choix
des portes à chercher que nous avons utilisé, ainsi que leur
extraction. D’un autre côté, nous exposons l’étape de rai-
sonnement sur l’ensemble des portes extraites. Nous mon-
trons dans la section suivante l’extension de cette méthode
aux portes-∧ et portes-∨. Dans la section d’après, nous dé-
crivons les résultats expérimentaux que nous avons obte-
nus en utilisant notre approche face à la meilleure des ap-
proches existante (GUNSAT). Finalement, une conclusion
et des extensions possibles de ce travail sont présentés.

2 Définitions préliminaires

Dans cette section nous rappelons les définitions ba-
siques du problème SAT et les notations que nous utilise-
rons. Nous donnons aussi des notions de déduction logique
(règles d’inférence) qui sont généralement utilisées pour
tester l’insatisfaisabilité. Ceci nous permettra de mettre en
évidence les différences entre notre méthode et les mé-
thodes existantes.

2.1 Le problème du test de satisfaisabilité (SAT)

Soit B un langage propositionnel (i.e. booléen) composé
de formules construites de façon standard, en utilisant les
connecteurs usuels (∨, ∧, ¬,⇒,⇔) et un ensemble de va-
riables propositionnelles. Une formule CNF Σ est un en-
semble, (interprété comme une conjonction) de clauses, où
une clause est un ensemble (interprété comme une disjonc-
tion) de littéraux. Un littéral est une occurrence positive
ou négative d’une variable propositionnelle. On représente
par ∼ l le littéral complémentaire d’un littéral l (si l est un
littéral positif d’une variable v, ∼ l = ¬v, sinon ∼ l = v).

Rappelons que toute formule booléenne peut être ré-
écrite sous la forme d’une CNF en utilisant le codage de
Tseitin [18]. La taille d’une formule CNF Σ est définie
par

∑
c∈Σ |c| où |c| est le nombre de littéraux de la clause

c. Une clause unitaire (resp. binaire) est une clause de
taille 1 (resp. 2). Un monolittéral est l’unique littéral d’une
clause unitaire. On note nbV ar(Σ) (resp. nbCla(Σ)) le
nombre de variables (resp. clauses) de Σ. V(Σ) (resp.
L(Σ)) est l’ensemble de variables (resp. littéraux) appa-
raissant dans Σ. L’ensemble L(Σ) est l’union des littéraux
positifs L+(Σ) et des littéraux négatifs L−(Σ). Un en-
semble de littéraux S ⊂ L(Σ) est consistant si et seulement
si ∀l ∈ S,¬l /∈ S.

L’interprétation d’une formule booléenne est l’affecta-
tion de valeur de vérité {vrai, faux} à ses variables. Un
littéral l est satisfait (resp. falsifié) par I si l est positif et
I[l] = vrai ou l est négatif et I[l] = faux (resp. l est
négatif et I[l] = vrai ou l est positif et I[l] = faux).
Un modèle d’une formule est une interprétation qui satis-
fait la formule. Usuellement, le problème de décision asso-
cié au problème SAT consiste à déterminer si une formule
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sous forme CNF admet une solution. Ce problème est NP-
complet. Dans ce travail, nous étudions le problème com-
plémentaire du problème SAT, qui consiste à déterminer si
une formule CNF n’admet aucun modèle. Ce problème est
Co-NP.

2.2 Notion de déduction

Lorsque l’on traite l’insatisfaisabilité en logique propo-
sitionnelle, l’utilisation de règles d’inférence est presque
obligatoire. L’application d’une règle d’inférence sur un
ensemble S de clauses produit une nouvelle clause qui
ne change pas la satisfaisabilité de l’ensemble original. Si
la clause produite est vide (S ` ⊥), alors l’ensemble de
clauses est insatisfaisable.

Une des règles d’inférence la plus connue est la règle
des résolvantes de Robinson, appelée aussi règle de résolu-
tion [16]. Cette règle permet d’inférer une nouvelle clause,
appelée résolvante, à partir de deux clauses initiales sous
certaines conditions.

Définition 1 (Règle de résolution de Robinson) Soit
c1 = (x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn) et c2 = (¬x1 ∨ y2 ∨ . . . ∨ ym)
2 clauses. La clause R = (x2 ∨ . . . ∨ xn ∨ y2 ∨ . . . ∨ ym)
est la résolvante obtenue par application de la règle de
résolution sur x1 et ¬x1 (entre c1 et c2) : c1, c2 `Rob R.

Si un ensemble de clauses est insatisfaisable, l’ap-
plication de cette règle un nombre illimité de fois sur
cet ensemble de clauses (incluant les clauses produites)
jusqu’à saturation est une méthode complète pour prouver
l’insatisfaisabilité. Cela signifie que la clause vide sera
toujours produite.

L’inconvénient majeur du procédé associé à l’utilisation
répétée de la règle de résolution de Robinson est sa
complexité spatiale. En fait, la taille des clauses produites
ne peut être bornée (sauf par le nombre total de variables
de la formule), et leur nombre peut être exponentiel
avant de produire la clause vide. C’est la raison pour
laquelle plusieurs travaux ont été entrepris dans le but
d’affaiblir cette règle pour avoir quelques garanties sur
les complexités en temps et en espace. Il en résulte la
perte de la complétude. On peut citer la résolution étendue
[18], la résolution directionnelle [5] ou l’hyper-résolution
binaire [2] par exemple. Les deux solveurs GUNSAT [1]
et RANGER [15] sont basés sur différentes combinaisons
de ces règles.

Dans notre méthode, nous n’utilisons aucune de ces
règles d’inférence. Nous utilisons une seule règle, très
simple, basée sur la propagation unitaire pour déduire des
clauses. En fait, quand nous voulons tester la présence
d’une clause, nous exploitons la propriété suivante :

Propriété 1 Soit S un ensemble de clauses et c = l1∨ l2∨
. . . ∨ ln une clause. S ` c si et seulement si S ∧ ¬c ` ⊥.
i.e. S ` l1 ∨ l2 ∨ . . .∨ ln si et seulement si S ∧¬l1 ∧¬l2 ∧
. . . ∧ ¬ln ` ⊥.

Mais nous n’utilisons que la propagation unitaire (PU)
pour tester la satisfaisabilité de l’ensemble S ∧¬l1 ∧¬l2 ∧
. . .∧¬ln. (S ∧¬l1 ∧¬l2 ∧ . . .∧¬ln `PU ⊥) qui peut être
réalisée en temps linéaire et espace constant.

2.3 Fonctions booléennes

Dans ce papier, nous nous intéressons principalement à
3 fonctions booléennes : portes-⇔, portes-∧ et portes-∨.

Définition 2 (Fonctions booléennes (ou portes)) On ap-
pelle fonction booléenne (ou porte) une formule proposi-
tionnelle notée y = f(x1, x2, . . . , xn−1), où f est un des
connecteurs appartenant à {⇔,⊕,∧,∨} et y et xi sont des
littéraux.

Définition 3 (Littéraux d’entrées et de sortie) Dans une
porte écrite sous la forme y = f(x1, x2, . . . , xn−1), on dit
que y est le littéral de sortie de la porte et que tous les xi

sont les littéraux d’entrées de la porte.

3 Prouver l’insatisfaisabilité avec les
portes-⇔

Nous décrivons dans cette section un algorithme en deux
phases. Étant donné une formule Σ, la première étape
consiste à identifier les portes-⇔. La seconde consiste à
raisonner sur l’ensemble des portes extraites lors de la pre-
mière phase. Mais commençons par la définition précise
des portes-⇔.

3.1 Définition

Une porte-⇔ l1 =⇔ (l2, l3, . . . , ln) peut être réécrite
comme (l1 ⇔ l2 ⇔ . . . ⇔ ln). Cette porte, appelée aussi
chaîne d’équivalences, furent introduites et étudiées dans
[6]. Une porte-⇔ de longueur n peut être codée de manière
unique par un ensemble de clauses contenant 2n−1 clauses
de longueur n.

Exemple 1 Représentation clausale d’une porte-⇔ de
longueur 3 :
l1 =⇔ (l2, l3) (l1 ⇔ l2 ⇔ l3) est codée par :

– l1 ∨ l2 ∨ l3
– l1 ∨ ¬l2 ∨ ¬l3
– ¬l1 ∨ l2 ∨ ¬l3
– ¬l1 ∨ ¬l2 ∨ l3

Ces fonctions booléennes possèdent des propriétés très
intéressantes :
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Propriété 2

l1 =⇔ (l2, l3) est équivalent à l2 =⇔ (l3, l1) (1)
¬l1 =⇔ (¬l2,¬l3) est équivalent à ¬l1 =⇔ (l2, l3) (2)
¬l1 =⇔ (l2, l3) est équivalent à l1 =⇔ (l2,¬l3) (3)

l1 =⇔ (l2), l3 =⇔ (l1, l4) est remplacé par l3 =⇔ (l2, l4)
(4)

l1 =⇔ (l2, l2, l3) est équivalent à l1 =⇔ (l3) (5)
l1 =⇔ (¬l1) ` ⊥ (6)

Description :

1. L’opérateur⇔ est commutatif et associatif.

2. Les couples de négations peuvent être supprimés,
ainsi, toute chaîne est équivalente à une chaîne conte-
nant au plus une négation.

3. La négation éventuelle peut être placée sur n’importe
quel littéral.

4. On peut remplacer un littéral d’entrée d’une fonction
par tous les littéraux d’entrées d’une autre fonction
dont ce littéral est littéral de sortie.

5. Les paires d’occurrences d’un même littéral peuvent
être supprimées.

6. Une chaîne d’équivalences binaire contenant un litté-
ral et son opposé est contradictoire.

Si une instance ne contient que des portes-⇔, elle
peut être résolue en temps polynomiale. Certains solveurs
savent exploiter ces portes-⇔ pour effectuer des simplifica-
tions comme pré-traitements.(lsat [12],march_dl [9],eqsatz
[11]).

Remarque 1 Les portes-⇔ sont similaires aux fonctions
XOR (portes-⊕) du fait de ces propriétés :

– l1 ⇔ l2 ⇔ ...⇔ ln = ¬l1⊕ l2⊕ ...⊕ ln ssi n = 2∗k,
k ∈ N.
En d’autres termes, l1 =⇔ (l2, l3, . . . , ln) est équi-
valent à ¬l1 = ⊕(l2, l3, . . . , ln) ssi n = 2 ∗ k, k ∈ N

– l1 ⇔ l2 ⇔ ...⇔ ln = l1 ⊕ l2 ⊕ ...⊕ ln
ssi n = 2 ∗ k + 1, k ∈ N.
En d’autres termes, l1 =⇔ (l2, l3, . . . , ln) est équi-
valent à l1 = ⊕(l2, l3, . . . , ln) ssi n = 2∗k+1, k ∈ N

3.2 Extraction des portes-⇔

Il y a plusieurs moyens de détecter les portes-⇔. Celui
que nous avons retenu commence par choisir un ensemble
de variables S de longueur arbitraire suivant une heuris-
tique donnée. Ensuite il énumère toutes les interprétations
possibles sur cet ensemble de variables. Pour chaque in-
terprétation, il tente de produire une clause par propaga-
tion unitaire en utilisant la propriété 1. i.e. Σ,¬S `PU ⊥ ?

À chaque étape, un compteur pour chaque porte possible
est maintenu (il n’y en a que 2, la chaîne positive(y =⇔
(x1..xn)) et celle négative (¬y =⇔ (x1..xn))). Selon la
clause qui est produite, l’un ou l’autre de ces compteurs est
incrémenté (en fonction du nombre de littéraux négatifs)
dans le but de compter le nombre de clauses appartenant
aux définitions possibles qui peuvent être produites. Si un
de ces compteurs est égal à la moitié du nombre d’inter-
prétations possibles, alors la porte-⇔ est détectée. Sinon,
si une clause ne peut être dérivée par propagation unitaire,
toutes les autres clauses appartenant à la même définition
de la porte ne seront pas testées.

Cette procédure de détection est répétée jusqu’à ce qu’un
nombre de tentatives (nbTentatives) est atteint. Notre algo-
rithme est incrémental. Il commence à chercher des portes
de longueur 2. S’il n’en trouve aucune alors il en cherche
avec des longueurs de plus en plus grandes jusqu’à at-
teindre une longueur maximale (longueurMax). Si pour
une longueur n donnée, des portes sont identifiées, la se-
conde phase est effectuée avant de continuer avec une lon-
gueur supérieure. La seconde phase consiste à déterminer
si l’ensemble des portes détectées est satisfaisable ou pas.

L’algorithme 1 montre le procédé global.

Algorithm 1: Detection-portes-⇔(entrée : une CNF Σ,
nbTentatives,V ,longueurMax, sortie : vrai si des portes contradic-
toires ont pu être produites, faux sinon)

n← 21
portes-∧← {∅} ; /* initialize an empty set of gates */2
tant que (n 6= longueurMax) faire3

essai← 04
tant que (essai 6= nbTentatives) faire5
S ← sousEnsemble(V ,n)6
ClausesAvecNbLittNegImpairs← 0 ; /* Nombre de7
clauses contenant un nombre impair de
littéraux négatifs */
ClausesAvecNbLittNegPairs← 0 ; /* Nombre de clauses8
contenant un nombre pair de littéraux
négatifs */
pour tous les (interprétations I possibles sur S) faire9

si (Σ ∧ I `BCP ⊥) alors10
si (NbLittNeg(I)% 2) = 0 ) alors11

ClausesAvecNbLittNegPairs←12
ClausesAvecNbLittNegPairs +1

sinon13
ClausesAvecNbLittNegImpairs←14
ClausesAvecNbLittNegImpairs +1

si (ClausesAvecNbLittNegPairs=n× 2n−1) alors15
ajouter(portes-⇔,O,n)16

si (ClausesAvecNbLittNegImpairs=n× 2n−1) alors17
ajouter(portes-⇔,1,n)18

essai← essai+119

si testSatisfaisabilité(portes-⇔) = vrai alors retourner vrai sinon20
n← n + 1

retourner Faux ;21

la fonction testSatisfaisabilité(portes-⇔) est décrite
dans la section suivante.
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3.3 Raisonner avec les portes-⇔

Comme il a été dit précédemment, il existe un algo-
rithme de complexité polynomiale pour tester la satisfai-
sabilité d’un ensemble de portes-⇔ [6]. Le processus, qui
correspond à la fonction testSatisfaisabilité(portes-⇔) de
l’algorithme 1 est très simple. Tout d’abords, il faut dé-
placer l’éventuelle négation de chaque chaîne sur le lit-
téral de sortie, de telle sorte qu’il ne reste plus que des
portes-⇔ avec des littéraux d’entrée positifs (en utilisant
les propriétés 2.2 et 2.3. Ensuite, en utilisant la propriété
2.4, on choisit une porte ayant un littéral positif en entrée
puis on injecte sa définition (les littéraux d’entrées) dans
toutes les autres portes contenant ce littéral en entrée. On
supprime la porte choisie. Puis on simplifie toutes les nou-
velles portes obtenues en utilisant les propriétés 2.5 et 2.6.
Si ⊥ est produite, alors l’ensemble de portes-⇔ est insa-
tisfaisable (et donc toute la formule de départ), sinon on
recommence avec une autre porte et un autre littéral jus-
qu’à ce que chaque littéral ai été traité. Si ⊥ n’est jamais
produite, alors l’ensemble est satisfaisable.

4 Prouver l’insatisfaisabilité avec les
portes-∧

Nous allons voir dans cette partie comment implémenter
le même type d’algorithme afin de détecter des portes ∧ et
∨ (portes-∧ et portes-∨).

4.1 Définitions

Tout comme les portes-⇔, les portes-∧ ont une repré-
sentation clausale minimale. Pour une porte de taille n,
le nombre minimum de clauses pour représenter une telle
fonction est composée d’une clause de taille n contenant le
littéral de sortie et les littéraux complémentaires des litté-
raux d’entrées et n−1 clauses binaires contenant le littéral
complémentaire du littéral de sortie et d’un des n− 1 litté-
raux d’entrés.

Exemple 2 Représentation clausale minimale d’une
porte-∧ de taille 3 :
l1 = ∧(l2, l3) représenté par :

– l1∨ ∼ l2∨ ∼ l3
– ∼ l1 ∨ l2
– ∼ l1 ∨ l3

Il y a une dualité entre les portes-∧ et les portes-∨ :

Proposition 1

ls = ∧(ll1, ..., ln)= ¬¬(ls = ∧(l1, ..., ln))
=¬(¬ls 6= ∨(¬l1, ...,¬ln))

Dans ce cas, si nous traitons les portes-∧, il n’est pas
nécessaire de traiter les portes-∨ car nous ne pourrons pas
inférer plus de choses.

4.2 Extraction des portes-∧

La première étape, tout comme pour les portes-⇔,
consiste à identifier les clauses appartenant à la défini-
tion de la porte considérée. Malheureusement, l’utilisation
de la propagation unitaire, nous permettra d’identifier ces
clauses que si elles apparaissent sous la forme minimale
(une clause de taille n et n − 1 clauses binaires). Ce que
nous voulons ici, c’est de pouvoir retrouver des portes-∧
qui ne sont pas explicitement présentes dans la formule
comme celles détectées dans [7]. Nous devons, pour cela,
connaitre le nombre exact de clauses appartenant à la défi-
nition. Pour une porte-∧ comportant n − 1 littéraux d’en-
trées, 2n−1 clauses sont nécessaires. (Ceci s’explique par la
dualité entre les portes-∧ et portes-∨). Toutes ces clauses
sont de taille n (le littéral de sortie et les n − 1 littéraux
d’entrés). Il est possible de retrouver la forme minimale en
utilisant la règle de Résolution 1 sur les 2n−1 − 1 clauses.

Exemple 3 Forme clausale étendue d’une porte-∧ de
taille 3 :
l1 = ∧(l2, l3) est représenté par :

– l1∨ ∼ l2∨ ∼ l3
– ∼ l1 ∨ l2∨ ∼ l3
– ∼ l1 ∨ l2 ∨ l3
– ∼ l1∨ ∼ l2 ∨ l3

Etant donné un ensemble de variables, combien de défi-
nitions différentes de portes-∧ sont possibles ?

Proposition 2 Pour n variables, il y a exactement n.2n dé-
finitions différentes de portes-∧.

Preuve 1 Pour chaque variable Vi, i ∈ {1, . . . , n} nous
associons son littéral positif (li) et son littéral négatif (¬li).
Si nous considérons le littéral de sortie (positif), il est pos-
sible d’avoir toutes les combinaisons différentes de défini-
tions construites sur les n − 1 littéraux d’entrés. Nous en
avons exactement le même nombre si l’on considère le lit-
téral de sortie (négatif). Donc pour une variable de sortie
Vi, i ∈ {1, . . . , n}, nous avons exactement 2n définitions.
Enfin, si nous considérons toutes les variables de sortie (n),
nous obtenons n ∗ 2n définitions possibles.

Proposition 3 Etant donné une clause c = l1 ∨ · · · ∨ ln, le
nombre de portes-∧ contenant la clause c dans leur défini-
tion est égal à n ∗ 2n−1.

Preuve 2 Soit nb(i) le nombre de portes-∧ contenant
la clause numéro i dans leur définition. On remarque
que la somme de tous ces nombres pour chaque clause
(
∑2n

i=1 nb(i)) est égal au nombre possible de portes-∧ sur
n littéraux (n.2n−1), multiplié par le nombre de clauses
de leur définition (2n). Nous avons donc

∑2n

i=1 nb(i) =
n.2n−1.2n. Maintenant, nous remarquons que chaque
clause apparait dans le même nombre de définitions de
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portes-∧, donc nb(i) est le même pour chaque clause et
donc

∑2n

i=1 nb(i) = 2n.nb(i). On en conclut que, nb(i) =
n.2n−1.

Le processus d’extraction des portes-∧ est similaire à
celui des portes-⇔, mais en considérant la représentation
sous forme clausale étendue des définitions des portes-∧.
Il n’y a que deux différences :

1. L’énumération de toutes les affectations possibles, sur
les n variables, ne peut pas être interrompue si une
clause ne peut pas être inférée par propagation unitaire
(car nous devons tester l’existence des n.2n portes
possibles).

2. Lorsque nous avons testé toutes les possibilités, nous
devons extraire toutes les portes-∧ possibles (n.2n),
contrairement aux portes-⇔ (deux définitions pos-
sibles).

L’algorithme 2 montre le processus d’extraction des
portes-∧. Dans cet algorithme, le tableau nbClauses va
comptabiliser le nombre de clauses identifiées pour chaque
définition possible de portes-∧ sur l’ensemble S de va-
riables. A chaque fois qu’une clause peut être inférée par
PU dans Σ (Σ ∧ I `UP ⊥), la fonction mettreAJour
incrémente de un les définitions de portes-∧ concernées.

Algorithm 2: Detection-portes-∧(entrée : Σ,
nbtentatives,V ,longueurMax, sortie : vrai si des portes contradic-
toires ont pu être produites, faux sinon)

n← 21
portes-∧← {∅} ; /* initialisation de l’ensemble des2
portes à vide */
tant que (n 6= longueurMax) faire3

essai← 04
tant que (essai 6= nbtentatives) faire5
S ← sous-ensemble(V ,n)6
nbClauses[n× 2n]← [0, . . . , 0]; /* nbClauses est un7
tableau de taille (n× 2n) rempli de 0 */
pour tous les (interprétations I possibles sur S) faire8

si (Σ ∧ I `UP ⊥) alors mettreAJour(I,nbClauses)9

pour tous les (i dans 1,. . .,n× 2n) faire10
if (nbClauses[i]=n× 2n−1) then add(∧-gate,i)11

essai← essai+112

ensembleMonoLit← SimplifierPortes(portes-∧)13
si (ensembleMonoLit 6= ∅) alors14

Σ← UP(Σ ∪ ensembleMonoLit)15
si (Σ = ∅) alors16

retourner faux ; /* Σ est satisfaisable */17

sinon si (2 ∈ Σ) alors18
retourner vrai ; /* Σ est insatisfaisable */19

sinon20
n← 221

sinon n← n + 122

retourner faux23

4.3 Raisonner avec les portes-∧

La seconde étape consiste à simplifier ces portes afin
de trouver une contradiction. Malheureusement, il n’existe

pas d’algorithme polynomial afin de tester la satisfaisabilité
d’un ensemble de portes-∧. Cependant, certaines proprié-
tés peuvent être utilisées afin de simplifier cet ensemble.

Propriété 3

ls = ∧(l1, . . . , lk), ls = ∧(lk+1, . . . , ln)
` ls = ∧(l1, . . . , lk, lk+1, . . . , ln)

(7)

ls = ∧(l1, . . . , lk,¬lk) ` ¬ls (8)

ls = ∧(¬ls, l1, . . . , lk) ` ¬ls (9)

ls = ∧(l1, . . . , lk), ls ` l1, . . . , lk (10)

ls = ∧(l1, . . . , lk, lk+1, . . . , ln),
¬ls = ∧(l1, . . . , lk, l′k+1, . . . , l

′
n) ` l1, . . . , lk

(11)

ls = ∧(l1, . . . , lk),¬ls = ∧(l1, . . . , lk) ` ⊥ (12)

ls = ∧(l1, . . . , lk),¬ls = ∧(l1, . . . , lk, lk+1)
` ls, l1, . . . , lk,¬lk+1

(13)

Preuve 3 – (7) : propriété de fusion. C’est une règle
d’inférence. Tout modèle de la partie gauche est un
modèle de la partie droite.

– (8) : En considérant la représentation clausale mini-
male, nous avons les deux clauses¬ls∨¬lk et¬ls∨lk.
Par résolution, nous obtenons ¬ls.

– (9) : En considérant la représentation clausale mini-
male, nous avons la clause ¬ls ∨ ¬ls.

– (10) : Comme ls est à vrai, nous avons l1, . . . , lk qui
sont à vrai.

– (11) : Si ls est à vrai alors l1, . . . , lk, lk+1, . . . , ln sont
déduits, si ls est à faux, alors l1, . . . , lk, l′k+1, . . . , l

′
n

sont aussi déduits.
– (12) : Avec (10), on infère l1, . . . , lk qui falsifie la se-

conde porte.
– (13) : Avec (10), on infère l1, . . . , lk et ensuite ls. Pour

satisfaire la seconde porte, nous devons avoir ¬lk+1.

5 Expérimentations

Les expérimentations ont été réalisées sur des Pentium
IV 3.2GHz avec 1 GB de RAM sous linux. Pour chaque
problème nous avons comparé notre méthode avec GUN-
SAT1 [1].

Nous avons mené deux types d’expérimentations. Nous
avons d’abord fait des tests sur des problèmes insatisfai-
sables générés aléatoirement et ensuite sur des problèmes
insatisfaisables structurés issus de la satlib 2.

1http ://www.lri.fr/∼simon/research/gunsat/gunsat-V1.jar
2http ://www.cs.ubc.ca/∼hoos/SATLIB/benchm.html
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Instance ⇔ ∧ les deux GUNSAT
%S #⇔ T(s) %S #∧ T(s) %S #⇔ #∧ T(s) %S T(s)

ssa 25 498 36 25 4415 0.3 50 593 268 0.1 – –
pret 100 281 0 0 0 0 95 1372 441 2 0 0
jnh 100 70 3.1 100 1913 2.7 89.5 719 273 0.35 57 8.48

dubois 92 217 0 0 0 0 74.6 1051 330 0.69 0 0
aim-50 37.5 3.6 0.07 88.24 11098 9.2 79 741 252 0.35 100 1.41
aim-100 21.4 2 10.81 14.29 172 9.74 80 1089 302 1 55 11.93
aim-200 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 60 63

TAB. 1 – Résultats de notre méthode sur des instances structurées. Chaque ligne du tableau correspond à une classe
d’instance dont le nom est donné dans la colonne Instance. La colonne %S donne le % d’instances résolues. La colonne
⇔ (resp. ∧) donne le nombre moyen de portes-⇔ (resp. portes-∧) détectées pendant la recherche. Enfin, la colonne T(s)
donne le temps moyen de résolution en secondes. Chaque problème a été testé 10 fois.

Nous avons évalué trois versions différentes de notre mé-
thode. La première, correspondant à la colonne⇔ dans le
tableau 1 et 2, est l’implantation de la méthode décrite dans
3 (portes-⇔). La seconde, correspondant à la colonne ∧
des tableaux 1 et 2, est l’implantation de la méthode décrite
dans 4 (portes-∧). La dernière, correspondant à la colonne
les deux des deux tableaux, est l’implantation des deux mé-
thodes.

L’heuristique utilisée pour choisir les n variables,
pour chacune des méthodes, afin de détecter des portes,
fonctionne comme suit : si l’on recherche une porte de
longueur n, et qu’il existe des clauses de taille n alors
l’ensemble des variables de cette clause est considéré. S’il
n’en existe pas ou si toutes les clauses de la taille considé-
rée ont été testées, alors l’heuristique génère aléatoirement
un ensemble de n variables parmi 10.n variables ayant le
plus grand nombre d’occurrences dans la formule. Ceci est
effectué 1000 fois.

Nous remarquons que sur les instances aléatoires ainsi
que les structurés, notre méthode est meilleure que GUN-
SAT et que la combinaison de détection des portes-⇔ et
portes-∧ donne de bons résultats.

6 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons vu comment utiliser la
propagation unitaire afin de déduire des clauses d’une
formule Σ. La détection de ces clauses permet d’identifier
des fonctions booléennes. Après avoir identifié un certain
nombre de portes (portes-⇔ et portes-∧), nous avons
vu comment les utiliser afin de développer une méthode
incomplète en deux phases pour la preuve de l’inconsis-
tance. Les résultats obtenus sont très encourageants. Notre
méthode se montre plus performante que GUNSAT sur
de nombreuses classes d’instances. Ceci montre encore
l’importance d’exploiter la structure cachée des différents
problèmes. Ces bons résultats mettent en valeur les

travaux de Pham et al. [14]. Dans ces travaux, les auteurs
exploitent la structure des problèmes dans une méthode de
recherche locale. Cette méthode était la première capable
de résoudre les problèmes parity-32.

Ces travaux ouvrent de nombreuses perspectives.
D’abord, il serait intéressant de voir s’il est possible de
trouver d’autres règles d’inférences concernant les diffé-
rentes portes afin de simplifier la partie fonctionnelle. Les
propriétés proposées, concernant les portes-∧ permettent
de produire de nombreux mono-littéraux. Il serait intéres-
sant de voir si une telle détection et simplification peut être
utilisée comme pré-traitement. Enfin, sur les portes-⇔, il
existe aussi des propriétés qui ne sont pas utilisés afin de
produire des mono-littéraux.
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Abstract

Malgré les progrès impressionnants observés ces
dernières années autour de la résolution pratique
d’instances SAT industrielles, les solveurs CDCL
(Conflict Driven, Clause Learning) ont toujours un
comportement global qui se doit d’être relativisé.
Celui-ci est en effet souvent caractérisé par les figures
cactus, qui suggèrent l’existence d’un seuil d’incompé-
tence atteint par tout solveur après un certain temps
de recherche. Les chances de résoudre une instance
une fois passée cette limite semble décroître de ma-
nière exponentielle.

Dans cet article, nous rapportons une étude expé-
rimentale intensive sur un solveur CDCL canonique,
en nous focalisant sur un panel d’instances indus-
trielles. Nous étudions particulièrement la décrois-
sance du nombre de niveaux de décisions durant la
recherche. Cela nous permet de proposer une hypo-
thèse quant à la puissance du mécanisme d’appren-
tissage, à savoir, la production de clauses particu-
lières, appelées "clauses glues". Nous montrons, sur
de nombreuses instances, que de moins en moins de
clauses glues sont produites, celle ci suivant une loi de
type log(x)B , ce qui peut être une bonne explication
de l’inefficacité des solveurs passé un certain temps.

1 Introduction

La plupart des articles qui traitent du problème SAT
commencent traditionnellement par rappeler les progrès
extraordinaires mesurés ces dernières années, notamment
sur les problèmes industriels. Les résultats récents sont en
effet impressionnants, à tel point qu’aujourd’hui, la réso-

∗supporté par le projet ANR UNLOC

lution de nombreux problèmes industriels passe par un co-
dage SAT à la place des solveurs ad hoc [13] du domaine.
Mais le tableau global n’est pas si positif. Si l’on revêt
quelques instants le costume de l’avocat du diable, on peut
souligner que, dans cette quête de la performance, seuls
quelques progrès ont été fait sur la compréhension réelle
des mécanismes de ces solveurs. Certes, nous savons quels
sont les ingrédients nécessaires pour obtenir de bonnes per-
formances, mais leurs rôles respectifs ne sont pas encore
parfaitement connus. Si l’on suit ce raisonnement, on peut
aussi faire remarquer que ces solveurs modernes, descen-
dants de ZCHAFF [10], utilisent des mécanismes d’appren-
tissages, comme le premier UIP (Unique Implication Point
[16]), déjà introduits 8 ans avant ZCHAFF [14]. Derrière
les progrès certes impressionnants, se cache souvent une
simple réécriture de ZCHAFF, accompagnée d’astuces plus
ou moins importantes (écriture compacte des clauses, re-
démarrages rapides, sauvegarde de la phase, littéraux blo-
qués...).

Les structures de données paresseuses introduites dans
ZCHAFF ont provoqué un bouleversement du monde SAT
qui dépasse de loin leurs motivations initiales. En effet, ces
structures de données, initialement introduites pour empê-
cher les défauts de cache [17] ont interdit toute informa-
tion de type lookahead (comme le simple comptage d’oc-
currences des littéraux). Comme ces structures de données
sont incontournables pour résoudre les problèmes indus-
triels qui comptent un grand nombre de variables et de
clauses, la plupart des solveurs n’ont pas eu d’autres choix
que de suivre cette voie, devenant tous de type lookback.
Dès lors, les variables (pour les choix heuristiques) et les
clauses (pour connaître celles qu’il faut supprimer parmi
les clauses apprises) sont estimées uniquement sur leur ac-
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tivité passée. Les solveurs sont donc maintenant conçus
pour atteindre le plus rapidement possible les conflits afin
d’apprendre de nouveaux nogoods et de mettre à jour les
valeurs heuristiques connexes. L’un des effets de bord de ce
schéma d’algorithme est que les solveurs sont devenus de
plus en plus imprévisibles. Les anciens solveurs, basés sur
les techniques de type lookahead (voir [9] par exemple),
étaient beaucoup plus faciles à comprendre. En effet, la re-
cherche était guidée, par exemple, pour réduire le plus pos-
sible la taille de l’arbre de recherche. Les techniques de
type lookback, comme par exemple l’heuristique VSIDS
(Variable State Independent Decaying Sum [10]) couplée
à des redémarrages rapides [6], sont beaucoup plus diffi-
ciles à appréhender. En conclusion, nous savons donc im-
planter des solveurs très efficaces, qui plus est en moins
de 1000 lignes de code, mais nous ne savons pas toujours
quels sont les mécanismes qui sont vraiment importants et
pourquoi ils le sont. De nombreuses questions restent donc
en suspens. Que sont de bonnes clauses apprises ? pourquoi
les redémarrages à la luby sont-ils si efficaces ? Est ce que
certaines clauses apprises ne servent qu’à mettre à jour les
heuristiques et simuler le retour arrière ?

Dans ce contexte, il nous semble de plus en plus impor-
tant de construire une réelle science expérimentale autour
des algorithmes [5] afin de comprendre le comportement
des solveurs de type lookback. C’est l’idée principale que
cet article tente de suivre. Nous proposons une étude ex-
périmentale d’un solveur CDCL canonique (MINISAT [3])
afin d’essayer de comprendre ces forces et faiblesses. Notre
travail, est un prolongement de remarques déjà faites dans
[1], où nous montrions la relation entre la décroissance des
niveaux de décisions et la performance des solveurs.

Notre hypothèse est que les solveurs CDCL réduisent,
tout au long de la recherche, le nombre de décisions à
faire avant d’atteindre un conflit. De plus, sur de nom-
breuses instances, cette décroissance des niveaux de déci-
sion semble suivre une loi exponentielle (par rapport au
nombre de conflits déjà rencontrés), rendant de plus en
plus difficile l’obtention du dernier conflit. Nous faisons
une autre hypothèse, à savoir que cette loi exponentielle
est guidée par l’incapacité des solveurs à garder un taux
élevé de production de certaines clauses tout au long de la
recherche. Nous montrons cela sur des variantes de MINI-
SAT, suggérant que ces limites sont dues à l’architecture
des solveurs CDCL. Néanmoins, il est important de no-
ter que cet article risque de soulever plus de questions que
de réponses. Il est en effet utopique de chercher des lois
de régression qui puissent s’appliquer sur des problèmes
très différents, certains de nos résultats pourront donc être
vu comme négatifs. Malgré tout, nous pensons que ce tra-
vail est nécessaire pour aider la communauté à mieux com-
prendre comment les solveurs se comportent.

Le reste de l’article est organisé comme suit. La section 2
présente quelques notations et rappelle les résultats obtenus

Algorithm 1: Solveur de type CDCL
Input: Σ une formule CNF
Output: SAT ou UNSAT
I = ∅ ; /* interprétation */1

nd = 0 ; /* niveau de décision */2

xc = 0 ; /* numéro du conflit */3

while (true) do4

c = propagationUnitaire(Σ,I);5

if (c !=null) then6

xc = xc + 1;7

γ =AnalyseConflit(Σ,I ,c);8

bl = CalculeRetourArriere(γ,I);9

if (bl < 0) then return UNSAT;10

Σ = Σ ∪ {γ};11

if (redémarrage()) then bl = 0;12

RetourArriere(Σ,I ,bl);13

nd = bl;14

else15

if (toutes les variables sont affectées) then16

return SAT;17

` = choixLiteralDecision(Σ);18

nd = nd+ 1;19

I = I ∪ {`};20

21

end22

dans un travail annexe [1]. La troisième section étudie les
différentes lois de régression utilisées. Avant de conclure,
la section 4 étudie l’évolution des performances des sol-
veurs sur des problèmes difficiles. Les performances sont
mesurées par la capacité à produire des clauses que nous
pensons importantes.

2 Travaux préliminaires et antérieurs

Soit V = {x1, . . . , xn} un ensemble de variables boo-
léennes, un littéral `i est une variable xi ou sa négation
¬xi. Une clause est une disjonction de littéraux ci =
l1 ∨ l2... ∨ lni

. Une clause unitaire ne contient qu’un seul
littéral. Le problème SAT est un problème de décision dé-
fini comme suit : étant donné une formule propositionelle
Σ sous forme normale conjonctive (CNF, une conjonction
de clauses), existe-t-il une affectation des variables V de Σ
tel que Σ soit satisfaite, c.a.d., tel que toutes les clauses de
Σ soient satisfaites ?

2.1 Solveurs CDCL

L’algorithme 1 montre l’organisation d’un solveur de
type CDCL (nous ne rentrerons pas dans le détail de chaque
fonction de cet algorithme). Une branche typique d’un tel
solveur est une séquence de décisions suivies de propaga-
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FIG. 1 – Figure cactus sur les 234 instances industrielles
de la compétition SAT’07. MINISAT+ est MINISAT avec
les redémmarages à la luby, la sauvegarde de phase et les
litéraux bloqués. GLUCOSE est notre solveur [1].

tions, répétée jusqu’à ce qu’un conflit survienne. Chaque
littéral de décision (lignes 18–20) est affecté à un niveau
de décision (nd), les littéraux qui se déduisent (par propa-
gation unitaire) de cette décision ont le même niveau. Si
tous les littéraux sont affectés, alors I est un modèle de Σ
(lignes 16-17). À chaque fois qu’un conflit est atteint par
propagation unitaire (c est alors la clause falsifiée, lignes
5-6), un nogood γ est calculé (ligne 8) en utilisant une mé-
thode donnée, le plus souvent le premier UIP (Unique Im-
plication Point) [16] et un niveau de backjump bl est cal-
culé. À ce moment, on peut avoir prouvé l’inconsistance de
la formule. Si ce n’est pas le cas, on fait un saut arrière et le
nouveau niveau de décision devient égal au niveau de back-
jump (lignes 13-14). Enfin, de temps à autres, les solveurs
CDCL forcent des redémarrages (diverses stratégies sont
possibles, voir [6] par exemple) et dans ce cas, on remonte
tout en haut de l’arbre de recherche (ligne 12).

2.2 Des figures Cactus ?

Les figures cactus, comme par exemple la figure 1,
sont souvent utilisées comme un outil résumant les per-
formances d’un ensemble de solveurs sur un ensemble de
problèmes. Une telle figure montre clairement que tous les
solveurs SAT atteignent un seuil d’incompétence I après
un certain temps (il ne semble pas illogique de relier ce
seuil d’incompétence au principe de PETER [11]). Avec les
progrès récents réalisés, ce point d’incompétence est régu-
lièrement poussé vers la droite, mais il existe toujours. In-
tuitivement, l’existence de ce point semble signifier que,
si un solveur n’a pas résolu une instance donnée en I se-
condes, alors il y a peu de chances qu’il la résolve en 2× I
secondes. La possibilité qu’il la résolve semble ainsi dé-
croître exponentiellement avec le temps additionnel donné,

Series #Benchs % Decr. mxjp r

een 8 62% 1.1× 103 0.31
goldb 11 100% 1.4× 106 0.22
grieu 7 71% 1.3× 106 0.48
hoons 5 100% 7.2× 104 0.30
ibm-2002 7 71% 4.6× 104 0.21
ibm-2004 13 92% 1.9× 105 0.24
manol-pipe 55 91% 1.9× 105 0.40
miz 13 0% − 0.37
schup 5 80% 4.8× 105 0.38
simon 10 90% 1.1× 106 0.34
vange 3 66% 4.0× 105 0.06
velev 54 92% 1.5× 105 0.25
all 199 83% 3.2× 105 0.31

TAB. 1 – Décroissance des niveau de décision et justifica-
tion à postériori

une fois ce seuil d’incompétence franchi.
Dans [4], les auteurs suggèrent que ceci peut être relié

aux phénomènes de type longue traîne (heavy tailed) ob-
servés dans les arbres de recherche. Les auteurs montrent
qu’ils peuvent être dûs à de mauvais choix de variables en
haut de l’arbre (Cette idée est également reliée à celle des
"backdoors" d’une formule [15]). Néanmoins, les solveurs
modernes utilisent des redémarrages extrêmement rapides
(on notera que l’on ne devraient peut-être plus les appeler
redémarrage, mais réorganisation des valeurs de littéraux
[2]). Si les phénomènes de longues traînes sont effective-
ment dus à de mauvais choix en haut de l’arbre, ces sol-
veurs devraient donc bien en être préservés.

D’après nos connaissances, il n’y a donc pas de justifica-
tion théorique satisfaisantes des figures cactus. Nous pen-
sons que, pour améliorer les solveurs CDCL et proposer de
nouvelles stratégies, nous devons d’abord comprendre les
raisons de leurs inefficacité sur certaines instances. Nous
espérons que cet article sera un premier pas dans ce sens.

2.3 Une première observation : les niveaux de
décision décroissent

Nous rappelons ici les premières observations faîtes dans
[1]. Pour des raisons de simplicité, nous rappelons ici la
même table (table 1) légèrement modifiée. Ces observa-
tions ont été faites sur de nombreuses instances issues des
dernières compétitions SAT. Voici comment nous l’avons
obtenu : nous lançons le solveur MINISAT [3] sur ces ins-
tances. Chaque fois qu’un conflit numéroté xc est atteint
(ligne 7 de l’algorithme 1), on enregistre le niveau de dé-
cision nd où il est survenu. A la fin de la recherche, nous
calculons les caractéristiques (a et b) de la loi de régression
linéaire y = a × x + b sur l’ensemble des points (xc,nd).
Dans ce travail préliminaire, nous ne nous sommes intéres-
sés qu’au comportement général de cette droite, et particu-

247



lièrement à sa décroissance. Nous n’avons pas regardé si
cette régression était la meilleure possible, ce qui est l’un
des objets de cet article. Si cette droite décroît alors a < 0.
Nous pouvons dans ce cas "prédire" quand le solveur ré-
sout l’instance (qu’elle soit satisfaisable ou pas). C’est le
moment où la droite de régression intersecte l’axe des x (le
conflit est trouvé au niveau de décision 0 de l’arbre de re-
cherche). Nous appelons ce point, le point de "justification
à posteriori" (connaître tous les points est en effet néces-
saire pour calculer la droite de régression et donc la justifi-
cation). Les coordonnées de ce point sont (xjp = −b/a,0).
Cette valeur donne une bonne intuition de la décroissance
des niveaux de décision durant la recherche, une décrois-
sance rapide donnera des justifications relativement petites.

La table 1 montre que sur une large majorité des ins-
tances les niveaux de décision décroissent bel et bien.
"#Benchs" donne le nombre de benchmarks dans la série,
"#Decr." donne le pourcentage de benchmarks qui voient
une décroissance des niveaux de décision. La colonne 4
donne la médiane mxjp

des justifications calculées lorsque
cela est possible (quand il y a effectivement décroissance).
On peut noter que, dans la plupart des cas (167 sur 199),
les droites de régression décroîssent. De plus, dans très peu
de cas, la valeur mxjp

est importante.
La dernière colonne donne l’indice de Bravais-Person r.

Cet indice vaut entre 0 et 1. Il montre l’adéquation entre les
points (xc, nd) et la droite de régression. Une valeur au-
dessus de 0.71 montre une adéquation pas trop mauvaise,
une valeur au dessus de 0.86 une bonne. Une conclusion
s’impose : les régressions linéaires calculées sont très mau-
vaises.
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FIG. 2 – Relation entre justification à posteriori et nombre
de conflits nécessaires à MINISAT pour résoudre l’instance.

Néanmoins, le fait d’avoir de mauvaises valeurs de r ne
veut pas dire que la justification à posteriori est mauvaise.
En effet, que pourrait-on déduire si les justifications sont
de bonnes estimations du nombre réel de conflits néces-
saires pour prouver l’inconsistance (ou plus incroyable en-

core, une solution) ? Cela voudrait peut-être dire que la dé-
croissance des niveaux est une caractéristique importante
et une des puissances des solveurs CDCL : Ils forcent les
niveaux de décision à régulièrement décroître le long de la
recherche.

La figure 2 (également issue de [1]) est construite
comme suit : Chaque point (x, y) correspond à une ins-
tance. x correspond au nombre de conflits effectifs néces-
saire à MINISAT pour résoudre l’instance donnée, y à la
justification à posteriori. Seules les instances résolues en
moins de 2 millions de conflits y sont représentées (autre-
ment, le calcul de la justification serait biaisé). Cette figure
montre clairement une étroite relation entre les justifica-
tions calculées et le nombre réels de conflits nécessaires
pour terminer la recherche. La justification à posteriori est
comprise entre 0.9 et 8.33 fois le nombre réels de conflits
nécessaires à MINISAT pour résoudre le problème. Dans
la plupart des cas, la justification est approximativement
égale à 1.37 le nombre de conflits nécessaires. Ce qui est
assez frappant, c’est que l’on ne peut pas faire de distinc-
tions entre les instances SAT et UNSAT : quand une solution
existe, elle n’est pas trouvée soudainement, par chance.

2.4 Notion de “clauses glues”

Dans le même article [1], nous montrons que le nombre
de différents niveaux de décision d’une clause apprise,
donne une bonne estimation de son utilité. Plus petit est
ce nombre, "meilleure" semble être la clause apprise. Il est
intéressant de noter que cette mesure est optimale pour la
clause assertive obtenue par le premier UIP [7, 8]. Asso-
ciée à une suppression agressive des "mauvaises" clauses
apprises, cette mesure a donné lieu à un solveur nommé
GLUCOSE [1] qui s’est avéré très efficace dans la pratique.

Il est déjà de notoriété que les clauses unaires et binaires
sont importantes, mais les clauses de LBD égal à 2 le sont
également (notez d’ailleurs que les clauses binaires ont un
LBD égal à 2). Elles contiennent un littéral v du dernier
niveau de décision (le littéral assertif) et un ensemble de
littéraux d’un autre groupe de littéraux S (celui où sera fait
le retour arrière), et après retour arrière, le littéral v sera fu-
sionné (collé) avec le groupe de littéraux S, et ce, quelque
soit la taille de la clause, que nous appellerons donc clause
glue. Avec la technique de sauvegarde de la phase, il est fort
possible que les variables de cet ensemble S soient toujours
affectées avec les mêmes valeurs et, grâce à cette clause
glue, v restera collé a cet ensemble de littéraux un grand
nombre de fois. Cette intuition est juste une hypothèse, et
elle n’est encore appuyée par une validation expérimentale,
si ce n’est par les performances de solveur GLUCOSE (voir
figure 1).
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Série F1 F2 F3 F4 F5 F6

een 78 (72–83) 83 (73–93) 13 (11–16) 76 (69–83) 81 (71–90) 81 (71–91)
goldb 57 (13–89) 53 (14–93) 26 (1–99) 54 (13–80) 50 (14–66) 40 (11–68)
grieu 62 (42–87) 64 (45–86) 11 (1–17) 59 (41–87) 60 (44–86) 59 (34–84)
hoons 43 (25–77) 46 (26–86) 13 (7–24) 39 (20–77) 44 (23–86) 47 (22–98)
ibm-2002 41 (9–94) 46 (9–93) 11 (0–52) 37 (8–93) 40 (8–91) 40 (4–92)
ibm-2004 52 (12–88) 54 (15–90) 16 (0–90) 47 (9–88) 49 (9–88) 46 (10–90)
manol-pipe 60 (9–98) 62 (11–98) 15 (0–91) 57 (5–98) 58 (2–97) 58 (3–97)
miz 66 (30–85) 65 (40–81) 11 (0–39) 63 (25–83) 62 (30–81) 59 (34–79)
schup 75 (53–94) 77 (54–93) 26 (4–79) 74 (53–94) 75 (54–93) 86 (55–95)
simon 72 (31–97) 73 (30–96) 49 (5–97) 64 (16–97) 63 (19–96) 61 (23–89)
vange 30 (14–38) 32 (14–42) 0 (0–2) 29 (10–38) 31 (11–42) 27 (4–38)
velev 50 (6–87) 50 (7–86) 10 (0–90) 45 (6–82) 44 (3–84) 39 (0–85)
all 56 (6–98) 58 (7–98) 15 (0–99) 52 (5–98) 53 (2–97) 50 (0–135)

TAB. 2 – Moyenne des valeurs de r (multiplié par 100 et arrondi pour plus de lisibilité) calculée sur les diverses lois de
régression proposées. Les valeurs entre parenthèses sont les valeurs minimum et maximum obtenues.

3 Les niveaux de décision décroissent
de plus en plus lentement

Nous avons donc mis en évidence une relation entre le
passé de la recherche (en observant uniquement les ni-
veaux de décision) et le nombre de conflits nécessaires
pour terminer cette recherche. À partir de là, nous avons es-
sayé d’aller plus loin, en regardant si, à partir d’un certain
nombre de conflits, la justification permettait de prédire la
fin de la recherche. C’est-à-dire, si il existe un nombre de
conflits après lequel le nombre −b/a se stabilise.

Ceci à échoué – sans surprise pourrait-on dire – au moins
avec la régression linéaire. La prédiction calculée se dé-
place constamment vers la droite tout au long de la re-
cherche. Sur certains problèmes, nous avons néanmoins
observé une certaine régularité. La prédiction p(X) faite au
conflit X (p(X) est égal à −b/a avec a et b les caractéris-
tiques de la loi de régression calculées sur les X premiers
conflits) est reliée à celle faite au conflit X + 1 de la ma-
nière suivante : p(X + 1) = p(X) + e avec e dépendant de
l’instance.

Ce type d’observation suggère que plus le nombre de
conflits augmente, plus la droite de régression s’aplatit.
C’est pour cela que nous avons testé si une loi de décrois-
sance exponentielle ne se cache pas derrière la décrois-
sance des niveaux de décision.

3.1 Existe-t-il une loi générale guidant la dé-
croissance des niveaux de décision ?

Même si la justification à posteriori donne de bons ré-
sultats (voir figure 2) les valeurs r sont très mauvaises.
Nous avons donc essayé de faire correspondre notre nuage
de points (numéro du conflit, niveau de décision) avec une
large famille de loi de régression. La première difficulté
est dûe à la grande variance de notre ensemble de don-

nées. Même si une tendance générale des lois de régres-
sion semble naturelle dans certains cas, nous devons ré-
duire cette variance pour tous ces nuages de points. Il existe
de nombreuses méthodes pour lisser ces fluctuations. Nous
proposons d’utiliser la moyenne lissée. Chaque ordonnée
de notre nuage de points (c’est le niveau de décision) est la
moyenne des ordonnées de 2000 points précédents et sui-
vants. Pour accentuer ce lissage nous répétons cette opéra-
tion 5 fois.

Une fois le nuage de points lissé, nous pouvons tes-
ter les valeurs de Bravais sur plusieurs types de courbes.
Le procédé que nous avons utilisé sur les courbes de type
F1 : y = a× xb + c (a, b, c sont réels) est le suivant. Nous
avons itéré la valeur de b entre −10 et 10 par pas de 0.1
et calculé à chaque fois la régression obtenue (nous avons
donc calculé à chaque fois les valeurs de a et c) ainsi que
le coefficient r. Nous gardons celle qui donne le meilleur
coefficient r. À partir de là, nous pouvons tester d’autres
types de courbes par de simples transformations mathéma-
tiques. Voici celles que nous avons choisies :

F2 : y = exp(a× xb + c)
F3 : y = ln(a× xb + c)
F4 : y = a× ln(x)b + c
F5 : y = exp(a× ln(x)b + c)
F6 : y = a× exp(x× b) + c

Le tableau 2 donne une idée des différentes valeurs de r
obtenues. La première observation que l’on peut faire est
que les valeurs des coefficients r obtenues sont meilleures
qu’avec une simple régression linéaire. Ceci est du à l’ex-
posant b, mais aussi au lissage effectué sur les courbes (ce
n’est pas le cas dans la section 2). Si nous regardons atten-
tivement, nous remarquons que les courbes F1 et F2 sont
celles qui suivent le mieux nos nuages de points. Les autres
fonctions peuvent donner de très bons résultats sur certains
types d’instances (comme F3 sur les séries gold), mais
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Series F1 F2

een 78 (72–83) 83 (73–93)
goldb 51 (13–89) 53 (14–93)
grieu 62 (42–87) 64 (45–86)
hoons 77 (77–77) 86 (86–86)
ibm-2002 45 (9–94) 48 (9–93)
ibm-2004 50 (12–84) 55 (15–90)
manol-pipe 59 (9–98) 64 (11–98)
miz 69 (56–80) 70 (60–81)
schup 69 (53–83) 77 (54–93)
simon 75 (55–86) 78 (63–89)
vange 14 (14–14) 32 (14–42)
velev 52 (12–80) 57 (7–86)
all 57 (9–98) 60 (7–98)

TAB. 3 – Valeurs de la table 2, en se focalisant uniquement
sur les instances exhibant une décroissance des niveaux de
décision.
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FIG. 3 – Valeurs de r pour deux lois de régressions sélec-
tionnés (gauche : polynômiale (F1), droite : exponentielle
(F2). Chaque point représente une instance.

leurs moyennes sur toutes les instances est moins bonne
que celles des deux premières fonctions. Il est aussi im-
portant de noter que de grosses divergences existent sur le
coefficient r même au sein d’une même famille.

Nos hypothèses sont basées sur une décroissance des ni-
veaux de décision le long de la recherche, ce qui n’est pas
le cas de toutes les instances. La table 3 se concentre sur
les instances présentant ces décroissances et sur les régres-
sions de type F1 et F2. Les valeurs des coefficients r sont
bien meilleures, montrant un meilleur fit sur ces instances.
La fonction F2 semblent donner les meilleurs résultats.

Comme nous venons de le voir, les valeurs de r sont
très difficiles à résumer sur un aussi grand nombre d’ins-
tances. Nous proposons, dans la figure 3, une vue aérienne
de celles-ci, en se focalisant une nouvelle fois sur les ré-
gressions de type F1 et F2. Chaque point (x, y) corres-
pond à une instance. x correspond au nombre de conflits
nécessaires pour la résoudre, et y à la valeur de r. Il est

tout d’abord intéressant de noter que les valeurs r semblent
devenir de plus en plus mauvaises au fur et à mesure
que le nombre de conflits nécessaires pour résoudre l’ins-
tance donnée croît (les points semblent se déplacer du
haut,gauche vers le bas,droite). Nous pouvons également
observer que de nombreuses instances ont un coefficient r
relativement bon. Sur les 140 instances testées, la régres-
sion polynômiale (de type F1) a 10 instances avec une va-
leur de r au dessus de 0.86 et 48 au dessus de 0.71. La
régression exponentielle (de type F2) en a 15 au dessus de
0.86 et 44 au dessus de 0.71.

Arrivés à ce point, il faut bien avouer que le tableau
n’est pas très clair. Nous ne sommes pas capable, à par-
tir de données statistiques, de préférer une régression poly-
nômiale ou exponentielle. Néanmoins, et cela est impor-
tant, il y a très peu de chance qu’une équation de type
y = exp(a× xb + c) ne puisse pas être approchée par une
autre de type y = a2 × xb2 + c2, et ceci, lorsque x varie
entre 0 et 2 millions et que les données sont très bruitées.

3.2 Courbes et régression

Comme nous venons de le voir, le coefficient r ne nous
permet pas de choisir quel type de régression est le plus
approprié. Néanmoins, ce coefficient a ses propres limites.
En effet, comme nous l’avons montré dans la section 2.3,
même de simples lois de régressions linéaires avec un co-
efficient r très mauvais sont viables dans la pratique. En
effet, le coefficient r dépend de la variance des données,
et même sur nos nuages de points lissés, les points ex-
trêmes peuvent être très éloignés et avoir une grosse in-
fluence dans le calcul de r. Il y a aussi très peu de chances
que ce coefficient puisse faire une différence entre deux ré-
gressions relativement proches. Pour se convaincre de cela,
nous montrons dans la figure 4 les nuages lissés et les lois
de régressions calculées sur quelques problèmes sélection-
nés parmi les plus représentatifs, avec une préférence sur
les instances difficilement résolues (jusqu’à 2 millions de
conflits). Nous utilisons y = exp(a× x+ b) comme loi de
régression linéaire.

La première courbe goldb-heqc-i10mul montre
deux caractéristiques intéressantes. Premièrement, après
une décroissance régulière durant les 200 000 premiers
conflits, il semble que les niveaux de décision restent relati-
vement stables, avec une légère décroissance. Le deuxième
point important est le nombre de pics présents sur cette
courbe. Ce phénomène est présent sur de nombreux pro-
blèmes. Il semble être du à des restarts (soit voulus par
le solveur, soit forcés après l’apprentissage d’une clause
unaire). Notons tout de même que ce phénomène n’in-
tervient pas systématiquement avec chaque restart. La
deuxième courbe goldb-heqc-i10mul montre une dé-
croissance qui commence rapidement et qui devient de plus
en plus lente avec également quelques pics jusqu’à la fin.

250



 100

 500

 900

 0  500000  1e+06  1.5e+06  2e+06

velev-vliw-uns-4.0-9C1

 50
 100
 150
 200 vange-col-abb313GPIA-9-c

 100
 150
 200
 250

maris-s03-gripper11

 50

 100
goldb-heqc-rotmul

 50

 150
goldb-heqc-i10mul

 1000
 2000

 3000

 0  500000  1e+06  1.5e+06  2e+06

velev-fvp-sat-3.0-b18
exp(-1.83268e-7*x+7.02511)

 190
 240
 290 grieu-vmpc-s05-34

exp(-1.5548e-7*x+5.47256)

 10

 30
hoons-vbmc-s04-06

exp(-3.10743e-7*x+3.4059)

 20

 70

 120
ibm-2004-3_11-k60

exp(-1.54256e-6*x+4.49564)

 50

 150

 250

mizh-sha0-36-2
exp(1.48547e-7*x+5.3378)

FIG. 4 – Sélection de courbes lissées. Les 5 dernières sont
accompagnées de leur loi de régression.

Les courbes maris et vange montrent des cas typiques
avec une très grande variance des données. Enfin, la courbe
velev-vliw a également une décroissance de plus en
plus lente ce qui est, une nouvelle fois, typique.

Les 5 dernières figures montrent, en plus du nuage de
points, les lois de régressions calculés. La première (mizh
montre un cas, relativement rare, de croissance tout au
long de la recherche. De telles courbes semblent vrai-
ment dépendre du type de problème encodé (ici des pro-
blèmes de cryptographie). La courbe ibm-2004 est as-
sez incroyable. La loi de régression associée la suit com-
plètement. La courbe grieu-vmpc-s05-34 est aussi
intéressante. Après 700 000 conflits, la courbe se met à
décroître régulièrement. Avant cela, une grande variance
existe, il est alors difficile d’en déduire une loi de régres-
sion. Enfin, la courbe velev-fvp-sat montre un cas
typique de grandes occiliations. Avoir un coefficient r de
bonne qualité semble improbable dans ce cas. Néanmoins,
on peut observer que notre hypothèse de départ est ici tout
à fait justifiée : les niveaux de décision décroissent toujours
et de plus en plus faiblement.
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naires, glues) produites durant la recherche, restreinte aux
problèmes non résolus. En petit, nous avons représenté l’er-
reur de “fitting”.

4 La fréquence des bonnes clauses dé-
croît

La vitesse de décroissance du nombre de décision n’est
pas l’unique moyen de mesurer les performances d’un
solveur sur une instance donnée. Afin de mieux com-
prendre les forces et faiblesses des solveurs CDCL, nous
avons aussi observé la capacité de ceux-ci de produire des
"bonnes clauses" durant la recherche. Notre hypothèse est
que la décroissance devient de moins en moins rapide parce
que le solveur a de plus en plus de mal à générer des clauses
intéressantes.

Dans cette section, nous mesurons la fréquence d’appa-
rition de certaines clauses, de manière à connaître combien
de clauses d’un certain type sont apprises à chaque conflit
en moyenne pour l’ensemble des instances. Si la courbe ré-
sultante est une droite alors la fréquence d’apprentissage
est maintenue tout au long de la recherche. Nous avons
donc mesuré les clauses de taille plus petite que 10 et les
clauses glues. Nous avons toujours une borne de 2 millions
de conflits, mais nous n’avons pris en compte que les ins-
tances n’ayant pas été résolues en 2 millions de conflits. Si-
non, la fréquence calculée aurait été biaisée. De plus, cela
nous permet de nous focaliser sur les instances difficiles.

Les résultats obtenus sont visibles figure 5. On peut noter
que la production des clauses unaires et binaires survient de
moins en moins au fur et à mesure de la recherche. Nous
avons ajouté à cette figure les régression de type log(x)b

calculés sur la clauses unaires et glues. Comme le montre
la sous figure interne à la figure 5, le taux d’erreur est très
faible, ce qui montre bien que la production cumulée de
clauses glues et unaires (c’est la même chose pour les bi-
naires) suit une loi logarithmique : de moins en moins de
clauses intéressantes sont produites au fur et à mesure que
la recherche avance.
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FIG. 6 – Moyenne cumulée de différentes types de clauses apprises avec un arrêt de la recherche à 2 000 000 de conflits
(gauche) et 10 000,000 (droite).

La figure 6 de gauche montre le nombre moyen de
clauses de différents types appris durant la recherche. La
production de clauses glues, unaires et binaires suit une loi
logarithmique, ce qui ne semble pas être le cas pour les
clauses de plus grande taille. De plus, on produit moins de
clauses glues que de clauses ternaires. Pourtant les clauses
glues peuvent être de n’importe quelle taille. Pour autant,
cette différence semble minime. Pour voir comment cette
différence évolue, on a relancé MINISAT, mais cette fois
avec un nombre limite de conflits fixé à 10 millions. Il est
alors clair que MINISAT a beaucoup de mal à maintenir une
bonne production de clauses glues.

Même si cela n’est pas reporté ici, nous avons observé
qu’il se passe la même chose entre la génération de deux
clauses unaires. Le nombre de clauses glues générés entre
la production de deux clauses unaires est de plus en plus
rare.

4.1 Obervation de différentes versions de MINI-
SAT

La production de clauses intéressantes décroît donc tout
au long de la recherche, pour dédouaner ce résultat des par-
ticularités de MINISAT, nous avons réalisé les mêmes expé-
rimentations, mais avec différentes versions de ce solveur.
La première version utilise des redémarrages très rapides
(tous les 250 conflits), une avec un vardecay de 0.85 au
lieu de 0.95 (cette constante contrôle la vitesse à laquelle
le solveur oublie les variables lors du choix heuristique),
et enfin une avec la sauvegarde de la phase [12] et des re-
démarrages à la luby [6]. Ici, une limite de 2 millions de
conflits est à nouveau utilisée.

Les résultats sont visibles sur la figure 7. Il est frap-
pant de noter que la version avec luby et sauvegarde de
la phase produit peu de clauses unaires, mais beaucoup de
clauses binaires et glues. Si on regarde attentivement, on
peut également remarquer que la différence entre cette ver-
sion et avec un restart250 n’est pas si importante. Il semble

que la version phase+luby soit meilleure pour produire des
clauses binaires, et que la production de clauses glues paie
vraiment. Nous pouvons aussi noter que la version var-
decay est meilleure que MINISAT dans la production de
clauses glues, même si elle donne au final de plus mauvais
résultats (voir la sous figure cactus). La notion de clauses
glues n’est donc pas suffisante pour expliquer le bon ou le
mauvais comportement des différentes versions. Nous pen-
sons que ces clauses sont importantes mais il reste encore
du travail pour appréhender totalement leur rôle dans les
démonstrateurs CDCL.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons considéré le solveur MI-
NISAT comme un système physique a étudier. Nous nous
sommes focalisés sur deux points qui nous semblent impor-
tants : les niveaux de décision et certaines caractéristiques
des clauses apprises durant la recherche (taille et nombre
de niveaux de décision). A partir de là, nous avons construit
un certain nombre d’expériences pour valider ou invalider
certaines hypothèses.

Ces premiers résultats tendent à montrer que dans de
nombreux cas, MINISAT réduit, au fur et à mesure que la
recherche avance, le nombre de niveaux de décision néces-
saire pour atteindre un conflit. Néanmoins, au plus cette
recherche avance, au plus il semble difficile de réduire ces
niveaux de décision. Nous suspectons que ces niveaux de
décision suivent une courbe exponentielle qui expliquerai
pourquoi les solveurs CDCL présentent des figures cac-
tus. De plus, nous montrons, que plus la recherche avance,
moins les clauses apprises semblent intéressantes.
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Résumé

Satisfiability modulo theories (SMT) est une disci-
pline issue de la vérification formelle qui a de nombreuses
retombées pratiques en programmation par contrainte
et intelligence artificielle. L’idée est simple : ayant une
théorie T modélisée par un ensemble d’axiomes, est-il
possible de générer une procédure de décision qui cal-
cul la valeur de vérité dans T de toute contrainte du
premier ordre sans variables libres ? Un des derniers ré-
sultats publiés est la décomposabilité : une propriété par-
tagée par plusieurs théories du premier ordre qui nous a
permis de dégager une procédure de décision générique
pour toute théorie décomposable. Cette dernière utilise
une première phase de calcul qui transforme la formule
initiale en une formule dite normalisée. Nous discutons
dans ce papier les avantages et inconvénients d’une telle
transformation et proposons une nouvelle procédure de
décision qui n’a pas recours à la normalisation.

Abstract

Satisfiability modulo theories (SMT) is a discipline
that comes from formal verification and has many practi-
cal applications in constraint programming and artificial
intelligence. The idea is simple : having a theory T in
the form of a set of axioms, is it possible to produce a
decision procedure that computes the truth value in T
for any first-order constraint without free variables ? One
of the last published results concerns decomposability : a
new property shared by several first-order theories which
allowed us to build a general decision procedure for any
decomposable theory. This latter uses a pre-processing
step which transforms the initial formula into a so-called
normalized one. We discuss in this paper the advantages
and disadvantages of such a transformation and propose
a new decision procedure which does not use such a nor-
malization.

∗Une version complète de cet article vient d’être acceptée
pour parâıtre dans Recent advances in constraints, numéro spé-
cial de LNAI : F. Rossi et F. Fages (Eds). A parâıtre.

1 Introduction

La programmation par contraintes (PPC) est une
discipline au carrefour de l’intelligence artificielle, de
la recherche opérationnelle et de l’analyse numérique,
qui est née dans les années 70 et qui a pour ambition
de résoudre n’importe quel problème combinatoire, y
compris des problèmes classiques de recherche opéra-
tionnelle [10]. De nos jours, la PPC est en plein es-
sor industriel et est utilisée avec succès dans des do-
maines d’applications réellement diversifiés tels que
l’ordonnancement, l’analyse financière, la simulation
et la synthèse de circuits intégrés.

En premier lieu, les chercheurs se sont tout d’abord
intéressés à la résolution efficace des problèmes de
satisfaction de contraintes (CSP) : un ensemble de
contraintes qui doivent être satisfaites par des éléments
de différents domaines. L’utilisation de quantificateurs
n’était bien entendu pas à l’ordre du jours vu qu’elle
faisait passer le problème de la classe NP-complet à
PSPACE complet. Il a fallut attendre les années 2000
pour trouver une communauté de chercheurs qui s’in-
téresse aux QCSP : des problèmes de satisfaction de
contraintes quantifiées. En effet, en cette période, on
disposait d’un grand nombre de résultats théoriques et
pratiques qui permettait de résoudre des instances de
CSP que l’on imaginait jamais aborder il y a une di-
zaine d’années. Il devenait alors intéressent d’étudier
des extensions de ces outils du cadre CSP à celui des
QCSP ; et c’est ainsi qu’un on vu aboutir plusieurs tra-
vaux autour de la quantification [4, 2, 3]. Programmer
et modéliser avec des quantificateurs n’est donc plus
une idée si utopique que ça ! Pourquoi donc ne pas aller
encore plus loin et aborder la résolution de contrainte
du premier ordre !

Ainsi, des chercheurs issues de la communauté de la
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vérification formelle et de la PPC se sont alliés pour
étudier la classe des problèmes SMT : Satisfiability
Modulo Theories [12]. Le problème est simple : ayant
un ensemble d’axiomes φ sur une signature contenant
un ensemble de fonctions F et un ensemble de relations
R, peut on déduire une procédure de décision dans la
théorie résultante ? Ce genre de problème est très utile
en vérification (optimisation de compilateur, vérifica-
tion de propriétés dans un système dynamique,...etc).
Une bonne synthèse à ce sujet est disponible dans [1].

Dans ce cadre la, nous avons proposé en 2007 une
condition suffisante - dite de décomposabilité - pour
qu’une théorie soit complète et admette une procé-
dure de décision sous forme de quelques règles de ré-
écritures [8]. Nous avons alors montré que plusieurs
théories satisfaisaient cette condition et avons publié
récemment une version plus élaborée de cette procé-
dure de décision [6]. L’idée de base était simple : au
lieu de manipuler des formules qui peuvent contenir
différents symboles logiques, il vaut mieux les trans-
former d’abord en formules contenant uniquement les
symboles {∃,∧,¬} puis exploiter les propriétés de la
décomposabilité. On a alors généralisé le concept de
formules normalisées (FN) - introduit par Dao dans le
cadre de la théorie des arbres [5] - et l’avons utilisé
en amont de notre procédure de décision. Le schéma
de décision d’une proposition ϕ était donc le suivant :
transformer ϕ en une formule normalisée puis appli-
quer la décomposabilité jusqu’à aboutir à vrai ou faux.

Observons maintenant de plus prés les formules nor-
malisées : ce sont des formules de la forme

¬(∃x1...∃xn (α ∧
∧
i∈I

ϕi)), (1)

où α est une conjonction de formules atomiques et les
ϕi des sous-formules de la même forme que (1). Choi-
sissons par exemple une théorie T de signature conte-
nant les deux fonctions unaires f et g. La formule sui-
vante est normalisée :

¬
[
∃y y = f(y) ∧

[
¬(∃x y = f(x) ∧ x = g(y) ∧ ¬(∃z z = g(y)))∧
¬(∃v v = f(y))

]]
.

Le problème que nous avons constaté est que dans
la plus part des cas, la formule normalisée ϕ obtenue à
partir de la formule φ est beaucoup plus grande et com-
plexe que ϕ (beaucoup plus d’alternations de quanti-
ficateurs et de négations). En effet, si l’on considère la
théorie P de Presburger [9] et si ϕ est la formule

∀x∃y y 6= x,

alors φ est la formule normalisée suivante

¬(∃x vrai ∧ ¬(∃y vrai ∧ ¬(∃ε y = x)),

où ∃ε est la quantification vide. Dans cette exemple,
nous sommes passés d’une formule très simple à une
formule contenant trois quantificateurs imbriqués avec
des négations. En utilisant alors notre procédure de
décision [6] sur φ, nous obtenons un temps d’exécu-
tion qui est beaucoup plus grand que celui obtenu par
simplification de ϕ en vrai via l’axiome qui affirme que
pour tout élément x il existe un y qui est différent dans
tous les modèles de P .

Nous avons alors essayer de comprendre cette
perte de temps d’exécution entre les deux approches.
L’explication est la suivante : a chaque fois que notre
procédure de décision identifie dans une sous formule
normalisée deux quantificateurs imbriqués avec une
négation, elle applique une règle très coûteuse en
temps et espace pour supprimer cette imbrication
aux prix d’augmenter exponentiellement la taille de
la formule résultante. En d’autres termes, plus on
a d’alternation de quantificateurs et de négations,
plus le temps d’exécution sera long. Il serait donc
plus intéressant pour nous si l’on pouvait produire
une procédure de décision qui n’a pas recours à la
normalisation de la formule.

Contributions : Dans ce papier, nous proposons une
nouvelle procédure de décision pour les théories fonc-
tionnelles décomposables, c’est-à-dire les théories dé-
composables dont la signature ne contient pas de sym-
boles de relation autres que = et 6= 1. Notre algorithme
n’utilise pas de formules normalisées et s’exécute di-
rectement en une seule passe sur la formule initiale.
Il utilise de nouvelles propriétés issues de la décom-
posabilité et s’exprime par un ensemble de règles de
réécriture qui, une fois un point fixe atteint, produit
une combinaison booléenne de formules de base qui
peuvent être immédiatement réduites à vrai ou à faux
dans la théorie fonctionnelle considérée.

Ce papier est organisé en trois sections suivies par
une conclusion. Cette introduction constitue la pre-
mière section. La section 2 est consacrée à un rappel
de la logique du premier ordre et des théories décompo-
sables. Nous présentons dans la section 3 la notion de
contraintes duales et contraintes de base, et proposons
un algorithme de décision sous forme d’un ensemble de
règles de réécriture qui manipule des contraintes duales
et produit une combinaison booléenne de contraintes
de base. Nous terminons ce papier par une longue dis-
cussion sur les avantages et inconvénients de la phase
de normalisation par rapport à notre procédure de dé-
cision. Nous parlons également de performances de nos
algorithmes et des travaux futurs autour de la décom-
posabilité et de la résolution de contraintes du premier

1. Bien entendu, ces théories peuvent avoir un ensemble de
fonctions quelconque.
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ordre dans le cadre des SMT.

2 Préliminaires

2.1 Contrainte du premier ordre

Soit V un ensemble infini de variables. Soit S un en-
semble de symboles, appelé signature, et partionné en
deux ensembles disjoints : l’ensemble F des symboles
de fonction et l’ensemble R des symboles de relation.
A chaque symbole de fonction et relation est associé
un entier strictement positif n appelé arité. Un sym-
bole n-air est un symbole d’arité n. Une formule ou
contrainte du premier ordre est une expression de l’une
des onze formes suivantes :

s = t, r(t1, . . . , tn), vrai , faux ,
¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ),

(∀xϕ), (∃xϕ),
(2)

avec x ∈ V , r un symbole de relation n-aire pris dans
R, ϕ et ψ des formules plus petites, s, t et les ti des
termes, c’est-à-dire des expressions de l’une des deux
formes suivantes : x, f(t1, ..., tn), avec x pris dans V , f
un symbole de fonction n-aire pris dans F et les ti des
termes plus courts. Les formules de la première ligne
de (2) sont dites atomiques, et à plat si elles sont de
l’une des formes suivantes :

vrai , faux , x0 = x1, x0 = f(x1, ..., xn), r(x1, ..., xn),

où les xi sont des variables (éventuellement non dis-
tinctes) prises dans V , f ∈ F et r ∈ R. Notons AT
l’ensemble des conjonctions de formules atomiques à
plat.

Une occurrence d’une variable x dans une formule
est dite liée si elle apparâıt dans une sous formule de
la forme (∀xϕ) ou (∃xϕ). Elle est libre dans tous les
autres cas. Les variables libres sont celles qui ont au
moins une occurrence libre dans cette formule. Une
proposition est une formule sans variables libres.

Un modèle est un couple M = (D,F ), où D est un
ensemble non vide d’individus de M et F un ensemble
de fonctions et de relations dans D. On appelle ins-
tanciation d’une formule ϕ par des individus de M , la
formule obtenue à partir de ϕ en remplaçant chaque
variable libre x de ϕ par le même individu i de D et en
considérant chaque élément de D comme un symbole
de fonction d’arité 0.

Une théorie T est un ensemble de propositions éven-
tuellement infini. On dit que le modèle M est un mo-
dèle de T , si pour tout élément ϕ de T , M |= ϕ. Si ϕ
est une formule, on écrit T |= ϕ si pour tout modèle
M de T , M |= ϕ. Une théorie T est complète si pour
toute proposition ϕ, une et une seule des propriétés
suivantes est satisfaite : T |= ϕ, T |= ¬ϕ.

2.2 Vecteur quantifié

Soit M un modèle et T une théorie. Soit x̄ =
x1 . . . xn et ȳ = y1 . . . yn deux mots de V de même
longueur. Soit ϕ, et ϕ(x̄) deux formules. On note

∃x̄ ϕ pour ∃x1...∃xn ϕ,
∀x̄ ϕ pour ∀x1...∀xn ϕ,
∃?x̄ ϕ(x̄) pour ∀x̄∀ȳ ϕ(x̄) ∧ ϕ(ȳ)→

∧
i∈{1,...,n} xi = yi,

∃!x̄ ϕ pour (∃x̄ ϕ) ∧ (∃?x̄ ϕ).

Le mot x̄, qui peut être le mot vide ε, est appelé vecteur
de variables. Sémantiquement, les deux quantificateurs
∃? et ∃! signifient ”au plus un” et ”un et un seul”.

Introduisons maintenant une notation commode
concernant la priorité des quantificateurs : ∃, ∃!, ∃?
et ∀.

Notation 2.2.1 Soit Q un quantificateur pris dans
{∀,∃,∃!,∃?}. Soit x̄ un vecteur de variables pris dans
V . On écrit :

Qx̄ϕ ∧ φ pour Qx̄ (ϕ ∧ φ).

Exemple 2.2.2 Soit I = {1, ..., n} un ensemble fini.
Soient ϕ et φi avec i ∈ I des formules. Soient x̄ et ȳi
avec i ∈ I des vecteurs de variables. On écrit :

∃x̄ ϕ ∧ ¬φ1 pour ∃x̄ (ϕ ∧ ¬φ1),
∀x̄ ϕ ∧ φ1 pour ∀x̄ (ϕ ∧ φ1),

∃!x̄ ϕ ∧
∧

i∈I
(∃ȳiφi) pour ∃!x̄ (ϕ ∧ (∃ȳ1φ1) ∧ ... ∧ (∃ȳnφn) ∧ vrai),

∃?x̄ ϕ ∧
∧

i∈I
¬(∃ȳiφi) pour ∃?x̄ (ϕ ∧ (¬(∃ȳ1φ1)) ∧ ... ∧ (¬(∃ȳnφn)) ∧ vrai).

Terminons cette sous-section par deux propriétés qui
vont nous êtres utiles pour justifier la correction de nos
règles de réécriture.

Propriété 2.2.3 Si T |= ∃?x̄ ϕ alors

T |= (∃x̄ ϕ ∧
∧
i∈I
¬φi)↔ ((∃x̄ϕ) ∧

∧
i∈I
¬(∃x̄ ϕ ∧ φi)).

Propriété 2.2.4 Si T |= ∃!x̄ ϕ alors

T |= (∃x̄ ϕ ∧
∧
i∈I
¬φi)↔

∧
i∈I
¬(∃x̄ ϕ ∧ φi).

2.3 Le quantificateur infini ∃Ψ(u)
∞

Nous rappelons ici la définition du quantificateur
infini que nous avons introduit dans [8] et utilisé pour
formaliser la propriété de décomposition.

Définition 2.3.1 [8] Soit M un modèle, ϕ(x) une
formule et Ψ(u) un ensemble de formules ayant au plus
une seule variable libre u. On écrit

M |= ∃Ψ(u)
∞ xϕ(x), (3)
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si pour toute instanciation ∃xϕ′(x) de ∃xϕ(x) par
des individus de M et pour tout sous-ensemble fini
{ψ1(u), .., ψn(u)} d’éléments de Ψ(u), l’ensemble des
individus i de M tel que M |= ϕ′(i)∧

∧
j∈{1,...,n} ¬ψj(i)

est infini.

Notons que si Ψ(u) = {faux} alors (3) exprime sim-
plement le fait que M contienne un ensemble infini
d’individus i tel que ϕ(i) est vraie. Informellement, la
notation (3) signifie qu’il existe une élimination com-
plète de quantificateurs sur les formules de la forme
∃xϕ(x) ∧

∧
j∈{1,...,n} ¬ψj(x) du fait qu’il existe une

infinité d’individus x du modèle M qui satisfont cette
formule.

Propriété 2.3.2 [8] Soit J un ensemble fini (éven-
tuellement vide). Soit ϕ(x) et ϕj(x), avec j ∈ J , des
M -formules. Si T |= ∃Ψ(u)

∞ xϕ(x) et si pour tout ϕj(x),
au moins une des propriétés suivantes est satisfaite

– T |= ∃?xϕj(x),
– il existe ψj(u) ∈ Ψ(u) tel que T |= ∀xϕj(x) →
ψj(x),

alors
T |= ∃xϕ(x) ∧

∧
j∈J ¬ϕj(x)

Propriété 2.3.3 [8] Si T |= ∃Ψ(u)
∞ xϕ(x) alors T |=

∃Ψ(u)
∞ x vrai.

2.4 Théories décomposables

Nous rappelons maintenant la définition des théories
decomposables [8]. Informellement, cette définition ex-
prime le fait que pour tout théorie décomposable T et
pour toute formule de la forme ∃x̄ α, avec α ∈ AT , on
peut se ramener à une formule décomposée équivalente
dans T de la forme ∃x̄′ α′∧ (∃x̄′′ α′′∧ (∃x̄′′′ α′′′)) où les
formules ∃x̄′ α′, ∃x̄′′ α′′, et ∃x̄′′′ α′′′ ont des propriétés
qui s’expriment à l’aide des quantificateurs ∃?, ∃! et
∃Ψ(u)
∞ . L’intérêt de la décomposabilité est qu’au lieu

de s’attarder à construire l’intégralité d’une procédure
de décision sur une théorie T , il suffit juste de vérifier
que T est décomposable ; et si tel est le cas alors nous
disposons d’une procédure de décision générale.

Il est important de noter que décomposabilité ne
rime pas avec ”́elimination complète de quantifica-
teurs”. En effet, nous avons présenté plusieurs théo-
ries décomposables qui n’admettent pas d’élimination
complète de quantificateurs. La procédure de décision
que nous allons présenter dans la section suivante n’est
donc pas un simple algorithme d’élimination complète
de quantificateurs.

Dans tout ce qui suit nous utilisons l’abréviation
”svls” pour “sans variables libres supplémentaires”.
Une formule ϕ est équivalente à une formule svls ψ

dans T signifie que T |= ϕ ↔ ψ et que ψ ne contient
pas de variables libres autres que celle de ϕ.

Définition 2.4.1 Une théorie T est dite decompo-
sable s’il existe un ensemble Ψ(u) de formules, ayant
au plus une variable libre u, et trois ensemble de for-
mules A′, A′′ et A′′′ de la forme ∃x̄ α avec α ∈ AT
tels que

1. Toute formule de la forme ∃x̄ α∧ψ, avec α ∈ AT
et ψ une formule quelconque, est équivalente dans
T à une formule svls décomposée de la forme

∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′ α′′ ∧ (∃x̄′′′ α′′′ ∧ ψ)),

avec ∃x̄′ α′ ∈ A′, ∃x̄′′ α′′ ∈ A′′ et ∃x̄′′′ α′′′ ∈ A′′′.
2. Si ∃x̄′α′ ∈ A′ alors T |= ∃?x̄′ α′ et pour toute va-

riable libre y dans ∃x̄′α′, au moins une des pro-
priétés suivantes est satisfaite :
– T |= ∃?yx̄′ α′,
– il existe ψ(u) ∈ Ψ(u) tel que T |= ∀y (∃x̄′ α′)→
ψ(y).

3. Si ∃x̄′′α′′ ∈ A′′ alors pour chaque x′′i de x̄′′ on a
T |= ∃Ψ(u)

∞ x′′i α
′′.

4. Si ∃x̄′′′α′′′ ∈ A′′′ alors T |= ∃!x̄′′′ α′′′.
5. Si la formule ∃x̄′α′ appartient à A′ et n’a pas de

variables libres alors cette formule est soit la for-
mule ∃εvrai soit la formule ∃εfaux .

Nous avons donné dans [8] puis dans [6] une procédure
de décision qui transforme d’abord la proposition ini-
tiale en formule normalisée. Nous allons voir dans ce
qui suit les inconvénients d’une telle transformation.

2.5 Formules normalisées

Définition 2.5.1 Une formule normalisée ϕ de pro-
fondeur d ≥ 1 est une formule de la forme

¬(∃x̄ α ∧
∧
i∈I

ϕi),

avec I un ensemble fini (éventuellement vide), α ∈ AT
et les ϕi des formules normalisées de profondeur di
avec d = 1 + max{0, d1, ..., dn}.

Exemple 2.5.2 Soit ϕ la formule suivante

∀x∃y y 6= x ∧ x = f(x), (4)

où f est un symbole de fonction d’arité 1. La formule
précédente est équivalente dans toute théorie T à la
formule normalisée φ (de profondeur 3) suivante :

¬(∃x vrai ∧¬(∃y vrai ∧¬(∃ ε y = x∨ x 6= f(x))). (5)

Afin de résoudre φ, les procédures de décisions des
théories décomposables [8, 6] utilisent une règle qui
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transforme tout formule normalisée de profondeur 3
en une conjonction de formules normalisées de pro-
fondeur 2. Cependant, à chaque fois que cette règle
diminue la profondeur de la formule, elle augmente ex-
ponentiellement la taille de la formule résultante. En
effet, nous avons montré dans [6] que cette règle est
l’unique responsable de la complexité exponentielle en
temps et espace de nos procédures de décision.

D’autre part, la transformation de la formule ϕ
(c’est la formule (4)) en une formule normalisée φ
(c’est la formule (5)) implique la création de trois
quantificateurs imbriqués par négation. Ainsi, nous de-
vons appliquer deux fois de suite la règle très coûteuse
de diminution de profondeur si l’on veut arriver à vrai
ou à faux. Toutes ces étapes, très coûteuse en temps
et espace, peuvent être évitées en utilisant de nouvelles
propriétés de décomposabilité et en évitant l’utilisation
de formules normalisées.

3 Une procédure de décision pour les
théories fonctionnelles décomposables

Nous présentons dans cette section une procédure
de décision pour toute théorie fonctionnelle décom-
posable, c’est-à-dire, toute théorie décomposable dont
l’ensemble de relation est réduit à {=, 6=}.

3.1 Formules duales

Soit T une théorie fonctionnelle décomposable mu-
nie de la signature F ∪{=, 6=} où F est un ensemble de
fonction (éventuellement vide ou infini). Les ensembles
Ψ(u), A′, A′′ et A′′′ sont donc connus et fixés pour tout
le reste de ce papier.

Définition 3.1.1 Une formule positive est une for-
mule qui ne contient pas d’occurrence du symbole ¬.

Il est évident que pour tout théorie fonctionnelle dé-
composable T , nous pouvons transformer toute for-
mule ϕ en une formule positive. Pour cela, il suffit de
distribuer la négation sur les sous-formules et d’utiliser
les lois classiques de la logique du premier ordre.

Exemple 3.1.2 Soit ϕ la formule suivante

∃u2∀u1∃u3 ¬

 ∃v1 v1 = f(u1, u2) ∧ u2 = g(u1)∧
¬(∃w1 v1 = g(w1))∧
¬(∃w2 u2 = g(w2) ∧ w2 = g(u3))

 .
(6)

La formule précédente est équivalente à la formule po-
sitive suivante :

∃u2∀u1∃u3

 ∀v1 v1 6= f(u1, u2) ∨ u2 6= g(u1)∨
(∃w1 v1 = g(w1))∨
(∃w2 u2 = g(w2) ∧ w2 = g(u3))

 .
(7)

Définition 3.1.3 La formule duale ϕ d’une formule
positive ϕ, est la formule obtenue en remplaçant
chaque occurrence de =, 6=, ∧, ∨, ∃, ∀ par 6=, =, ∨,
∧, ∀, ∃.

Exemple 3.1.4 La formule duale de la formule posi-
tive (7) est la suivante :

∀u2∃u1∀u3

 ∃v1 v1 = f(u1, u2) ∧ u2 = g(u1)∧
(∀w1 v1 6= g(w1))∧
(∀w2 u2 6= g(w2) ∨ w2 6= g(u3))

 .
Nous montrons facilement la propriété suivante :

Propriété 3.1.5 T |= ϕ↔ (ϕ) et T |= ϕ↔ ¬ϕ.

3.2 Formules de base

Définition 3.2.1 Une formule de base est une for-
mule de l’une des deux formes suivantes :

(∃x̄ α), (∀x̄ α),

avec α ∈ AT et x̄ un vecteur de variables (éventuelle-
ment vide).

En utilisant la définition 2.4.1, nous montrons la
propriété suivante :

Propriété 3.2.2 Si ϕ est une formule de base sans
variables libres alors elle est de l’une des formes sui-
vantes

(∃ε vrai), (∃ε faux ), (∀ε vrai), (∀ε faux ).

Preuve Soit ∃x̄ α une formule de base avec α ∈ AT .
D’après la définition 2.4.1, cette formule est équiva-
lente dans T à une formule svls de la forme

∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′ α′′ ∧ (∃x̄′′′ α′′′)),

avec ∃x̄′ α′ ∈ A′, ∃x̄′′ α′′ ∈ A′′ et ∃x̄′′′ α′′′ ∈ A′′′. Du
fait que ∃x̄′′′ α′′′ ∈ A′′′ alors d’après la définition 2.4.1,
nous avons T |= ∃!x̄′′′α′′′, donc T |= ∃x̄′′′α′′′. La for-
mule précédente est donc équivalente dans T à

∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′ α′′),

qui est équivalente dans T à

∃x̄′ α′ ∧ (∃x′′1 ...x′′n−1 (∃x′′n α′′)).

Du fait que ∃x̄′′ α′′ ∈ A′′ alors d’après la définition
2.4.1 on a T |= ∃Ψ(u)

∞ x′′n α
′′ et donc d’après la propriété

2.3.2 (avec J = ∅) T |= ∃x′′n α′′. Par conséquent, la
formule précédente est équivalente dans T à

∃x̄′ α′ ∧ (∃x′′1 ...x′′n−1 vrai),
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qui est finalement équivalent dans T à

∃x̄′ α′.

D’après le cinquième point de la définition 2.4.1, la
formule précédente est soit la formule ∃εvrai , soit la
formule ∃εfaux . En suivant les mêmes étapes et en
utilisant la propriété 3.1.5, nous montrons le reste de
cette propriété pour les formules de base de la forme
∀x̄ α.

3.3 La procédure de décision

Soit ϕ une proposition. Le calcul de la valeur de
vérité de ϕ dans T s’effectue de la manière suivante :

(1) Transformer ϕ en une formule positive φ.
(2) Appliquer les règles de réécriture de la figure 1

sur les sous-formules positives de φ en considérant que
les connecteurs ∧ et ∨ sont associatifs, commutatifs et
idempotents 2.

(3) Répéter la deuxième étape jusqu’à atteindre un
point fixe (aucune règles ne peut être appliquée). Nous
montrons par la propriété 3.2.2 que nous obtenons
alors soit la formule vrai , soit la formule faux .
Comment ça marche ? notre algorithme utilise la
décomposition pour éliminer des quantificateurs quand
cela est possible et retravaille la formule dans le cas
ou il n’y pas d’élimination possible de quantificateurs
dans une sous formule quantifiée. Tout cela a pour
objectif de générer dès que c’est possible des for-
mules de bases sous forme de propositions que l’on
va réduire directement à vrai ou à faux. Plus préci-
sément, partant d’une formule ϕ sans variables libres,
les règles (1),...(4) prépare le phénomène de décompo-
sabilité en transformant ϕ en une formule contenant
des sous formules quantifiée de la forme ∃xα∧

∧
i∈I ϕi

ou ∀xα ∨
∨
i∈I ϕi où ϕi est une formule positive. Les

règles (7) et (8) vérifient que le premier niveau de la
quantification n’est pas équivalent à vrai ou à faux.
Les règles (9) et (10) décomposent le premier niveau
de la quantification et propage la troisième partie de
la décomposition (les formules qui appartiennent à
A′′′). Toutes ces étapes sont répétées jusqu’à ce que
l’on ne puisse plus propager des formule de A′′′. Les
règles (11), (12) suivies par les règles (13) et (14)
(tous avec I = ∅) éliminent les formules qui appar-
tiennent à A′′′ puis ceux qui appartiennent à A′′ à
partir des formules les plus imbriquées. Une fois cette
élimination effectuée, seules les formules de A′ apparâı-
trons dans le dernier niveau imbriqué de nos formules.
Les règles (11),...,(14) peuvent maintenant être appli-
quées avec I 6= ∅ et créent des formules de la forme
∃x′ α′ ∧

∧
i∈I′ β

′
i ou ∀x′ α′ ∨

∨
i∈I′ β

′
i. Les règles (5)

2. p ∨ p ↔ p et p ∧ p ↔ p.

et (6) ainsi que les autres règles peuvent être mainte-
nant re-appliquées. après application fini de nos règles,
nous obtenons une combinaison booléenne de formules
de la forme ∃x′ α′ ∧

∧
i∈I′ β

′
i ou ∀x′ α′ ∨

∨
i∈I′ β

′
i. Du

fait que ces formules ne contiennent pas de variables
libres alors, par la propriété 3.2.2, chaque niveau est
de l’une des formes suivantes :

(∃ε vrai), (∃ε faux ), (∀ε vrai), (∀ε faux ).

Par conséquent, après application finie des règles
(15),...,(18) nous obtenons soit la formule vrai, soit la
formule faux.

Correction des règles

Montrons que pour chaque règle de la forme p =⇒ p′

on a T |= p↔ p′. Les règles (1),...,(8), (15),...,(18) sont
évidente et se déduisent à partir des propriétés de base
de la logique du premier ordre. Les autres règles sont
de nouvelles propriétés des théories décomposables et
méritent une preuve formelle.

3.3.1 Preuve de la règle (9)

(9) ∃xα ∧
∧

i∈I
ϕi ⇒ (∃x′ α′) ∧ (∀x′ α′ ∨ ∃x′′ α′′ ∧

∧
i∈I

(∀x′′′ α′′′ ∨ ϕi))

D’après les condition d’application de cette règle, la
formule ∃x̄ α est équivalente dans T à une formule dé-
composée de la forme ∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′ α′′ ∧ (∃x̄′′′ α′′′)).
Donc, la formule à gauche de cette règle est équiva-
lente T à la formule

∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′α′′ ∧ (∃x̄′′′α′′′ ∧
∧
i∈I

ϕi)).

Du fait que ∃x̄′′′ α′′′ ∈ A′′′, alors d’après le point 4 de
la définition 2.4.1 nous avons T |= ∃!x̄′′′α′′′, donc en
utilisant la propriété 2.2.4, la formule précédente est
équivalente dans T à

∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′α′′ ∧
∧
i∈I
¬(∃x̄′′′α′′′ ∧ ¬ϕi)).

D’après le deuxième point de la définition 2.4.1 nous
avons T |= ∃?x̄′α′, donc en utilisant la propriété 2.2.3,
la formule précécente est équivalent dans T à

(∃x̄′ α′)∧¬(∃x̄′ α′ ∧¬(∃x̄′′α′′ ∧
∧
i∈I
¬(∃x̄′′′α′′′ ∧¬ϕi))),

c’est-à-dire à

(∃x̄′ α′)∧ (∀x̄′ (¬α′)∨ (∃x̄′′α′′ ∧
∧
i∈I

(∀x̄′′′(¬α′′′)∨ϕi))),

qui d’après la propriété 3.1.5 est équivalente dans T à

(∃x̄′ α′) ∧ (∀x̄′ α′ ∨ ∃x̄′′α′′ ∧
∧
i∈I

(∀x̄′′′α′′′ ∨ ϕi)).
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Distribution

(1) ∃xϕ1 ∧ (ϕ2 ∨ ϕ3) ⇒ ∃x (ϕ1 ∧ ϕ2) ∨ (ϕ1 ∧ ϕ3)
(2) ∀xϕ1 ∨ (ϕ2 ∧ ϕ3) ⇒ ∀x (ϕ1 ∨ ϕ2) ∧ (ϕ1 ∨ ϕ3)
(3) ∃xϕ1 ∨ ϕ2 ⇒ ∃xϕ1 ∨ ∃xϕ2

(4) ∀xϕ1 ∧ ϕ2 ⇒ ∀xϕ1 ∧ ∀xϕ2

Remonté des quantificateurs pour préparation à la décomposition

(5) ∃x′ α′ ∧ (∃ȳ′β′ ∧
∧
i∈I(∀z̄′ λ

′
i)) ∧ ϕ1 ⇒ ∃x′ȳ′ α′ ∧ β′ ∧

∧
i∈I(∀z̄′ λ

′
i) ∧ ϕ1

(6) ∀x′ α′ ∨ (∀ȳ′β′ ∨
∨
i∈I(∃z̄′ λ′i)) ∨ ϕ1 ⇒ ∀x′ȳ′ α′ ∨ β′ ∨

∨
i∈I(∃z̄′ λ′i) ∨ ϕ1

Résolution locale par décomposition en échec

(7) ∃xα ∧
∧
i∈I ϕi ⇒ faux

(8) ∀xα ∨
∨
i∈I ϕi ⇒ vrai

Décomposition sans échec

(9) ∃xα ∧
∧
i∈I ϕi ⇒ (∃x′ α′) ∧ (∀x′ α′ ∨ ∃x′′ α′′ ∧

∧
i∈I(∀x

′′′ α′′′ ∨ ϕi))
(10) ∀xα ∨

∨
i∈I φi ⇒ (∀x′ α′) ∨ (∃x′ α′ ∧ ∀x′′ α′′ ∨

∨
i∈I(∃x

′′′ α′′′ ∧ φi))

Propagation des formules quantifiées de A′′′ + élimination (lorsque I = ∅)

(11) ∃x′′′ α′′′ ∧
∧
i∈I βi ⇒

∧
i∈I ∀x̄′′′α′′′ ∨ βi

(12) ∀x′′′ α′′′ ∨
∨
i∈I βi ⇒

∨
i∈I ∃x̄′′′α′′′ ∧ βi

Simplification en A′ + élimination des formules quantifiées de A′′

(13) ∃xα ∧
∧
i∈I βi ⇒ ∃x′ α′ ∧

∧
i∈I′ βi

(14) ∀xα ∨
∨
i∈I βi ⇒ ∀x′ α′ ∨

∨
i∈I′ βi

Propagation du faux et du vrai

(15) ∃xϕ ∧ faux ⇒ faux
(16) ∀xϕ ∧ faux ⇒ faux
(17) ∃xϕ ∨ vrai ⇒ vrai
(18) ∀xϕ ∨ vrai ⇒ vrai

Dans toute ces règles, I est un ensemble fini éventuellement vide 3, les formules ϕi et φi sont des formules
positives et α ∈ AT .
– Dans les règles (1),...,(4), le vecteur x̄ n’est pas vide.
– Dans les règles (5) et (6), les formules (∃x′ α′), (∃ȳ′β′) ainsi que chaque (∃z̄i λi) appartiennent à A′.
– Dans les règles (7) et (8), la formule de base ∃x̄ α est équivalente à une formule décomposée de la forme

(∃x̄′ faux ∧ (∃x̄′′ α′′ ∧ (∃x̄′′′ α′′′))).
– Dans les règles (9) et (10), pour tout i ∈ I, ϕi 6∈ AT et φi 6∈ AT . De plus, la formule de base ∃x̄ α est

équivalente à une formule décomposée de la forme (∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′ α′′ ∧ (∃x̄′′′ α′′′))), avec :
– α′ 6= faux ,
– ∃x̄′′′ α′′′ 6= ∃ε vrai .

– Dans les règles (11) et (12) :
– Pour tout i ∈ I, on a βi ∈ A′.
– (∃x̄′′′ α′′′) ∈ A′′′.

– Dans les règles (13) et (14) :
– La formule ∃x̄ α n’est pas un élément de A′ et est équivalente dans T à une formule décomposée de la forme
∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′ α′′ ∧ (∃ε vrai)) avec α′ 6= faux .

– Pour tout i ∈ I, on a βi ∈ A′.
– I ′ est l’ensemble des i ∈ I telles que βi ne contienne pas d’occurrences libres d’aucune des variables du

vecteur x̄′′.

Fig 1. Transformation d’une formule positive.
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3.3.2 Preuve de la règle (10)

(10) ∀xα ∨
∨

i∈I
φi ⇒

(∀x′ α′) ∨ (∃x′ α′ ∧ ∀x′′ α′′ ∨
∨

i∈I
(∃x′′′ α′′′ ∧ φi))

.

Dans la preuve précédente, nous avons montré que
le membre gauche de la règle (9) est équivalent aux
membre droit. Donc en mettant une négation sur les
deux extrémités de l’équivalence, nous obtenons :

T |= ¬(∃xα ∧
∧

i∈I
ϕi) ↔

¬((∃x′ α′) ∧ (∀x′ α′ ∨ ∃x′′ α′′ ∧
∧

i∈I
(∀x′′′ α′′′ ∨ ϕi))).

En descendant la négation et en utilisant la propriété
3.1.5 nous obtenons

T |= ∀xα ∨
∨

i∈I
φi ↔

(∀x′ α′) ∨ (∃x′ α′ ∧ ∀x′′ α′′ ∨
∨

i∈I
(∃x′′′ α′′′ ∧ φi)),

où φi est la formule ¬ϕi. D’après les conditions d’ap-
plication de la règle (9) nous avons ϕi 6∈ AT , par
conséquent, d’après la propriété 3.1.5 nous obtenons
φi 6∈ AT .

3.3.3 Preuve de la règle (11)

(11) ∃x′′′ α′′′ ∧
∧

i∈I
βi ⇒

∧
i∈I
∀x̄′′′α′′′ ∨ βi.

D’après la propriété 3.1.5, le membre gauche de cette
est équivalent dans T à

(∃x′′′ α′′′ ∧
∧
i∈I
¬βi).

Du fait que ∃x̄′′′ α′′′ ∈ A′′′, alors d’après le quatrième
point de la définition 2.4.1, on a T |= ∃!x̄′′′α′′′. Donc,
d’après le propriété 2.2.4, la formule précédente est
équivalente dans T à∧

i∈I
¬(∃x′′′ α′′′ ∧ βi),

c’est-à-dire à ∧
i∈I

(∀x′′′ ¬α′′′ ∨ ¬βi),

qui d’après la propriété 3.1.5 est équivalente à∧
i∈I

(∀x′′′ α′′′ ∨ βi).

3.3.4 Preuve de la règle (12)

(12) ∀x′′′ α′′′ ∨
∨
i∈I

βi ⇒
∨
i∈I
∃x̄′′′α′′′ ∧ βi.

Dans la preuve précédente, nous avons montré que
le membre gauche de la règle (9) est équivalent aux

membre droit. Donc en mettant une négation sur les
deux extrémités de l’équivalence, nous obtenons :

T |= ¬(∃x′′′ α′′′ ∧
∧
i∈I

βi)↔ ¬(
∧
i∈I
∀x̄′′′α′′′ ∨ βi).

En descendant la négation et en utilisant la propriété
3.1.5 nous obtenons

T |= ∀x′′′ α′′′ ∨
∨
i∈I

βi ↔
∨
i∈I
∃x̄′′′α′′′ ∧ βi.

3.3.5 Preuve de la règle (13)

(13) ∃xα ∧
∧
i∈I βi ⇒ ∃x′ α′ ∧

∧
i∈I′ βi

avec :
– la formule ∃x̄ α n’est pas un élément de A′ et est

équivalente dans T à une formule décomposée de
la forme ∃x̄′ α′ ∧ (∃x̄′′ α′′ ∧ (∃ε vrai)) avec α′ 6=
faux .

– Pour tout i ∈ I, nous avons βi ∈ A′.
– I ′ est l’ensemble des i ∈ I tels que βi ne contienne

pas d’occurrences libres d’aucune des variables du
vecteur x̄′′.

D’après les conditions précédentes, le membre
gauche de la règle (13) est équivalent dans T à

∃x′ α′ ∧ (∃x′′ α′′ ∧
∧
i∈I

βi).

Notons I1, l’ensemble des i ∈ I tel que x′′n n’ait pas
d’occurrences libres dans βi. La formule précédente est
donc équivalente dans T à

∃x′ α′ ∧ (∃x′′1 ...∃x′′n−1

[
(
∧
i∈I1 βi)∧

(∃x′′n α′′ ∧
∧
i∈I−I1 βi)

]
). (8)

Du fait que ∃x̄′′α′′ ∈ A′′ et βi ∈ A′ pour tout i ∈ I−I1,
alors d’après la propriété 2.3.2 et les conditions 2 et 3
de la définition 2.4.1, la formule (8) est équivalente
dans T à

∃x′ α′ ∧ (∃x′′1 ...∃x′′n−1 ((
∧
i∈I1 βi) ∧ vrai)). (9)

En répétant les trois étapes précédentes (n − 1) fois,
en notons Ik l’ensemble des i ∈ Ik−1 tels que x′′(n−k+1)

ne contienne pas d’occurrences libres dans βi, et en
utilisant (n− 1) fois la propriété 2.3.3, la formule pré-
cédente est équivalente dans T à

∃x′ α′ ∧
∧
i∈In

βi.
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3.3.6 Preuve de la règle (14)

(14) ∀xα ∨
∨
i∈I

βi ⇒ ∀x′ α′ ∨
∨
i∈I′

βi.

Dans la preuve précédente, nous avons montré que
le membre gauche de la règle (9) est équivalent aux
membre droit. Donc en mettant une négation sur les
deux extrémités de l’équivalence, nous obtenons :

T |= ¬(∃xα ∧
∧
i∈I βi) ⇒ ¬(∃x′ α′ ∧

∧
i∈I′ βi).

En descendant la négation et en utilisant la propriété
3.1.5 nous obtenons

T |= ∀xα ∨
∨
i∈I βi ↔ ∀x′ α′ ∨

∨
i∈I′ βi.

Exemple 3.3.7 Calculons la valeur de vérité de la
formule ϕ1 dans la théorie des arbres finis ou infinis
[7] :

∃x∀y ∃z z = f(y) ∧ x = f(x) ∨ (x = f(y) ∧ z = f(z))

D’après la règle (3), la formule précédente est équiva-
lente à

∃x∀y (∃z z = f(y)∧x = f(x))∨(∃z x = f(y)∧z = f(z)).

En appliquant la règle (9) avec I = ∅ sur (∃z z =
f(y) ∧ x = f(x)) et aussi sur (x = f(y) ∧ z = f(z)),
nous obtenons la formule équivalente suivante

∃x∀y ((x = f(x))∧(x = f(x)))∨((x = f(y))∧((x = f(y))).

En effet :
– la formule (∃z z = f(y)∧x = f(x)) est équivalente

à une formule décomposée de la forme (∃ε x =
f(x) ∧ (∃ε vrai ∧ (∃z z = f(y))).

– la formule (∃z x = f(y)∧z = f(z)) est équivalente
à une formule décomposée de la forme (∃ε x =
f(y) ∧ (∃ε vrai ∧ (∃z z = f(z))).

Du fait que nos règles considère les connecteurs ∧ et
∨ comme étant associatifs, commutatifs et idempotents
alors la formule précédente est équivalente à

∃x∀y x = f(x) ∨ x = f(y).

Du fait que ∃x vrai ∈ A′′, alors la règle (13) peut être
appliquées. La formule précédente est donc équivalente
à la conjonction vide, c’est-à-dire, à la formule vrai.
La procédure classique des théories décomposables [8]
aurait consommé beaucoup plus de temps et d’espace
avant d’arriver au même résultat.

4 Discussions

Qu’avons nous fait ? Nous avons présenté dans ce
papier une procédure de décision pour les théories dé-
composables fonctionnelles. La procédure de décision
classique avait recours à une normalisation de for-
mules qui structurait la formule sous forme d’arbres
dont la profondeur diminuait au prix d’une règle ex-
ponentielle en temps et espace. Nous avons alors es-
sayé d’éviter cette normalisation en utilisant la notion
de contraintes duales ainsi que de nouvelles propriétés
des théories fonctionnelles décomposables.

En pratique ? Nous avons réalisé des séries de bench-
marks sur deux théories différentes à base d’arbres
et de rationnels munis d’addition et de soustraction.
Nous nous sommes alors rendu compte que pour des
formules aléatoires ayant des alternations de quantifi-
cateurs sur des combinaisons booléennes (similaire par
exemple à celle de l’exemple 3.3.7), le temps d’exécu-
tion ainsi que l’espace mémoire était considérablement
réduit par rapport à la procédure de décision classique.
Nous avons également détecté le phénomène suivant :
si la formule de départ ne contient pas de contradic-
tion dans ses sous formules alors notre algorithme est
beaucoup plus rapide que celui qui utilise les formules
normalisées [6]. L’explication est simple : l’algorithme
[6] procède par développement en profondeur, c’est-à-
dire qu’il part d’une formule du premier ordre, la trans-
forme en formule normalisée sous forme d’arbre avec
une profondeur d et commence par diminuer la profon-
deur de l’arbre en utilisant une règle très coûteuse en
temps et espace. Cette dernière est appliquée une fois
un test de propagation effectué ; ce qui permet d’éli-
miner les sous formules normalisées qui contredisent
d’autre sous formules comme par exemple :

¬(∃εx = 0 ∧ ¬(∃εy = 0 ∧ ¬(∃εx = 1))).

Dans cette formule, la propagation de la contrainte
x = 0 jusqu’à la feuille de l’arbre normalisé permettra
d’éliminer le dernier niveau de la formule est affichera
directement le résultat x = 0∧ y 6= 0 sans appliquer la
règle de diminution de profondeur. Or, si le résultat de
la propagation est nul alors l’algorithme part dans une
série de distributions très coûteuses due à la normalisa-
tion. Cette normalisation est elle même responsable de
la génération d’une formule beaucoup plus grande et
complexe que la formule initiale avant même de com-
mencer la résolution proprement dite. Notre nouvelle
procédure de décision ne normalise pas la formule ini-
tiale et effectue un traitement en largeur et non pas en
profondeur en utilisant les règles de la décomposabi-
lité, ce qui s’est révélé plus efficace dans plus de 70%
des séries de benchmarks que nous avons réalisées.
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Faut il alors supprimer complètement la normalisa-
tion ? La réponse à cette question est non. Il ne faut
pas oublier que ‘calculer la valeur de vérité des proposi-
tions c’est bien ; mais réaliser un solveur de contraintes
avec variables libres c’est mieux ! ” En effet, on modé-
lise souvent des problèmes avec des formules du pre-
mier ordre qui contiennent des variables libres et on
cherche à savoir les valeurs des variables libres qui
vont satisfaire cette formule dans un modèle particu-
lier : arbres, entiers, intervalles,...etc. Pour cela, notre
procédure de décision va créer une combinaison boo-
léenne de formules de base qui ne pourra être simplifiée
en vrai ou en faux du fait de l’existence de variables
libres. On aura alors à la fin une combinaison complexe
équivalente à la formule de départ mais dans laquelle
les solutions des variables libres sont loin d’être évi-
dentes à extraire. La normalisation apporte justement
une solution à ce problème et permet de maintenir
une certaine forme restreinte de formules qui permet
de dégager simplement l’ensembles des solutions des
variables libres. Ce qui explique pourquoi nous avons
gardé cette normalisation pour la version révisée [6] de
la procédure de décision classique des théories décom-
posables [8].

Perspectives Ce papier ainsi présenté participe à la
compréhension des mécanismes de base pour la réso-
lution de contraintes du premier ordre, mais un long
chemin de recherche reste encore à parcourir si l’on
veut aboutir à de puissants solveurs sur des cas pra-
tiques complexes. Nous sommes actuellement en train
de développer une page web sur la décomposabilité.
En plus d’une large bibliothèque de théories décom-
posables, on y trouvera une application qui offre à
l’utilisateur la possibilité de saisir le code C++ ou
Java permettant de décomposer toute formule de la
forme ∃x̄ α et on lui générera alors automatiquement
le solveur de contraintes du premier ordre [6] ainsi
que la procédure de décision présentée dans ce pa-
pier. Nous sommes également entrain de travailler sur
des cas plus concrets de benchmarks. En effet, jusqu’à
la nous avons testé nos solveurs uniquement sur des
exemples générés aléatoirement. Deux théories en par-
ticulier attirent notre attention : Presburger’s [9] et les
tableaux [11].

D’autre part, nous nous sommes restreint dans ce
papier aux théories fonctionnelles. On peut dépasser
cette restriction et la rendre plus générale en consi-
dérant les théories réversibles. Ce sont des théories
que nous avons développé et dans lesquelles nous pou-
vons éviter la négation sur les formules atomiques en
générant une formule équivalente qui ne contient pas
d’occurrence de négation. Le prix à payer est souvent
la création d’une combinaison booléenne de formules

atomiques. Nous examinons actuellement les limites
de cette approche et essayons de trouver des bornes
de complexité.

Références

[1] Bradely A-R., Manna, Z. The Calculus of Compu-
tation : Decision Procedures with Applications to
Verification. Livre. Springer Verlag, ISBN : 978-3-
540-74112-1. 2007.

[2] Benedetti M., Lallouet A., Vautard J. Quantified.
Constraint Optimization. Dans les actes de CP
2008. LNCS, vol 5202, pp. 463-477. 2008.

[3] Benedetti M., Lallouet A., Vautard J. Quanti-
fied. QCSP Made Practical by Virtue of Restric-
ted Quantification. Dans les actes de IJCAI 2007,
pp.38-43. 2007.

[4] Bordeaux L. Résolution de problèmes combina-
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SMT. http ://combination.cs.uiowa.edu/smtlib/

[13] Verger G., Bessiere C. Guiding Search in QCSP+
with Back-Propagation. Dans les actes de CP 2008.
LNCS, vol 5202, pp. 175-189. 2008

264



Actes JFPC 2009
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Résumé

Une solution d’un problème de contraintes quanti-
fiées (QCSP) peut être considérée comme une straté-
gie, qui est une représentation de la manière dont le
joueur existentiel réagit au coups du joueur universel.
Cependant, ces stratégies ne sont pas toutes équiva-
lentes et certaines peuvent être préférées aux autres.
Dans ce papier, nous définissons des problèmes d’opti-
misations de contraintes quantifiées (QCOP - Quantified
constraint Optimization Problem) dans lesquels l’ordre
de préférence des sous-stratégies peut être défini sur plu-
sieurs niveaux. Nous montrons que ce formalisme permet
de représenter des problèmes de décision hiérarchiques
comme les Jeux de Stackelberg ou les problèmes de pro-
grammation multi-niveaux.

1 Introduction

La programmation par contraintes quantifiées per-
met d’exprimer de façon naturelle et concise des pro-
blèmes hors de portée des CSP, tels que les jeux à deux
joueurs [1, 2, 3] et autres problèmes avec adversaire
[4], la vérification de modèles, ou l’ordonnancement
robuste par rapport à l’environnement [5].

Résoudre un CSP consiste à trouver une valeur pour
chacune de ses variables de manière à ce que toutes les
contraintes soient satisfaites. Dans un CSP quantifié
(QCSP), une variable peut être quantifiée de manière
universelle sur son domaine, ce qui permet d’exprimer
une incertitude sur la valeur que peut prendre cette
variable, ce qui permet de modéliser le comportement
possible d’un adversaire, ou une incertitude sur l’en-
vironnement. Un QCSP est vrai si on peut trouver
des valeurs pour les variables existentielles restantes
qui soient consistantes avec toutes les valeurs des uni-
verselles. Ainsi, la notion de solution d’un QCSP est

une famille de fonctions de Skolem appelée stratégie
qui associe une valeur à chaque variable existentielle
en fonction des variables universelles précédentes. Une
telle stratégie n’est pas un objet compact : sa taille
est dans le cas général exponentielle en le nombre de
variables. Un QCSP est vrai s’il possède au moins une
stratégie gagnante, c’est à dire dans laquelle les va-
leurs données aux variables existentielles pour chaque
affectation possible des variables universelles satisfont
toutes les contraintes.

Toutes les stratégies gagnantes sont-elles équiva-
lentes ? Dans la modélisation d’un jeu, il pour-
rait être intéressant de trouver la stratégie permet-
tant de gagner le plus rapidement possible. Dans
beaucoup de cas. les stratégies peuvent être éva-
luées et ordonnées selon une préférence donnée.

∃X ∈ DX . [C1(X)]
∀Y ∈ DY . [C2(X,Y )]
∃Z ∈ DZ . [C3(X,Y, Z)]

C(X,Y, Z)
min(Z)

s : sum(Z)
max(s)

Fig. 1 – Exemple de QCOP+

Le moyen le
plus facile
d’exprimer une
préférence sur
les solutions
est de définir
une fonction de
l’ensemble des
stratégies vers
un ensemble
ordonné et de

choisir une stratégie qui optimise cette valeur. C’est
précisément ce que nous faisons ici. Dans les CSP, on
peut exprimer une telle optimisation en demandant
une solution qui maximise ou minimise telle variable
du problème. Cependant les stratégies sont des objets
complexes, et nous proposons, pour exprimer une
telle fonction d’optimisation, de définir un langage
appelé QCOP+, basé que les QCSP+ [3]. Ce langage
suit la structure récursive de la formule d’un QCSP
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Fig. 2 – Optimum pour le meneur seul, et réponse du
suiveur

et permet d’optimiser sur les variables existentielles
et de calculer des agrégats au niveau des variables
universelles. La figure 1 donne un exemple d’un
problème d’optimisations entrelacées en QCOP+

(chaque optimisation et calcul d’agrégat est associé
au quantificateur ayant la même indentation). Le but
est de trouver une valeur X qui maximise la valeur
de l’agrégat s calculé à partir de la sous-stratégie.
Au niveau inférieur suivant, X est instanciée à la
valeur choisie et un aggrégat est calculé en sommant
les valeurs de Z retournées pour chaque valeur de
Y . A un niveau encore inférieur, la valeur de Z
retournée est la plus petite valeur possible telle que
C(X,Y, Z) est vraie. Les conditions C1 à C3 viennent
restreindre les valeurs possible d’une variable de
manière dynamique. Ainsi, la somme calculée dans s
est la somme des valeurs minimales de Z. Cet agrégat
est alors évalué pour toutes les valeurs de X, et on
retourne une stratégie affectant une valeur à X qui
maximise s. Le nombre de niveaux possibles n’est pas
limité.

En regardant dans la littérature sur les QCSP, nous
n’avons pas trouvé de notion générale d’optimisation.
Cependant, des problèmes de ce genre sont étudiés
depuis les années 1970 en programmation mathéma-
tique sous le nom de problèmes de programmation
bi-niveaux ou multi niveaux. [6]. Les programmes bi-
niveaux sont utilisés pour résoudre des problèmes de
décision sous la forme de jeux de Stackelberg, qui est
un modèle d’oligopole en théorie des jeux [7]. Dans
ces problèmes sont représentés deux acteurs agissant
de manière séquentielle, mais n’ayant aucun pouvoir
l’un sur l’autre. Le premier à décider est appelé le me-
neur, et le second (appelé le suiveur) prend acte de
cette décision et adapte sa propre décision en fonc-
tion. Le problème est que le meneur et le suiveur ont
des fonctions d’objectif différentes, qui ne sont pas for-
cément concordantes ni opposées. Par exemple, le me-
neur peut être une agence gouvernementale qui par-
tage des fonds disponibles entre plusieurs entités dont
chacune a la liberté d’utiliser sa dotation comme elle
l’entend. L’exemple suivant, pris dans [8], montre que
des objectifs en conflit peuvent amener à un équilibre
non-optimal. Dans la situation exposée en figure 2,

Fig. 3 – Équilibre optimal

le choix du couple (x1, y1) qui serait optimal sans le
suiveur devient considérablement sous-optimal quand
ce dernier entre en jeu, menant à la solution (x2, y1).
L’équilibre x∗ est montré en figure 3, où l’on peut no-
ter qu’il existe des solution strictement dominantes et
pour le meneur, et pour le suiveur, qui ne peuvent ja-
mais être atteintes sans consensus. Nous nous référons
à [9] pour une étude extensive sur la programmation
bi-niveau. Le terme “programmation multi-niveaux”
s’applique dès lors qu’il y a plus de deux niveaux de
décisions hiérarchiques.

Nous avons intégré le formalisme des QCOP+ dans
le solveur QeCode [10] basé sur Gecode [11], ainsi
qu’une extraction simple de la stratégie gagnante, ce
qui est aussi utile pour les QCSP+ classiques : dans
beaucoup de situations, une simple réponse “booléen-
ne”ne suffit pas étant donné que l’utilisateur désire ob-
tenir les valeurs des variables (comme pour les CSP).
L’extraction des stratégies a été présentée dans [12]
dans le cadre des QBF. Ce papier présente les QCSP,
les QCSP+, et les QCOP+ ainsi que leur résolution.
Nous y présentons l’algorithme de recherche et en étu-
dions des premières variantes de branch-and-bound.
Enfin, nous donnons quelques exemples de modélisa-
tion de problèmes bi-niveaux.

2 QCSP

Notations. soit V un ensemble de variables et
D = (DX)X∈V la famille de leurs domaines. On rap-
pelle qu’une famille est une fonction d’un ensemble in-
dicé dans un ensemble. Pour un sous-ensembleW ⊆ V ,
on note DW l’ensemble des n-uplets de W , c’est à dire
ΠX∈WDX . La projection d’un n-uplet (ou d’un en-
semble de n-uplets) sur une variable (ou un ensemble
de variables) est notée |. Par exemple, pour t ∈ DV ,
t|W = (tx)X∈W et pour E ⊆ DV , E|W = {t|W | t ∈
E}. Pour W,U ⊆ V , la jointure de A ⊆ DW et B ⊆
DU est A 1 B = {t ∈ DA∪B | t|W ∈ A ∧ t|U ∈ B}.
Une séquence est une famille indexée par un préfixe
de N. On note | le constructeur de séquence et [] la
séquence vide. On utilise la notation a ?b :c pour ex-
primer si a alors b sinon c.
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Contraintes et CSP. Une contrainte c = (W,T ) est
un couple composé d’un sous-ensemble W ⊆ V de va-
riables et d’une relation T ⊆ DW (W et T sont aussi
respectivement notés var(c) et sol(c)). Une contrainte
vide (telle que sol(c) = ∅) est fausse et une contrainte
pleine est telle que sol(c) = DW . Quand W = ∅, seules
ces deux contraintes existent : (∅, ∅) qui a pour valeur
faux et (∅, ()) qui a pour valeur vrai.
Un problème de satisfaction de contraintes (CSP)
est un ensemble de contraintes. On note var(C) =⋃

c∈C var(c) l’ensemble de ses variables et sol(C) =
1c∈C sol(c) l’ensemble de ses solutions. Le CSP vide –
ne contenant aucune contrainte– est vrai et est noté >,
tandis que tout CSP contenant une contrainte fausse
est lui-même faux et noté ⊥.

Préfixe et QCSP. Un ensemble de variables quan-
tifié, ou qset est un couple (q,W ) où q ∈ {∃,∀} est un
quantificateur et W ⊆ V .

Definition 1 (Préfixe) Un A préfixe P est une
séquence de qsets [(q0,W0), . . . , (qn−1, Wn−1)] tel que
i 6= j ⇒Wi ∩Wj = ∅.
On note P |W la restriction du préfixe P aux variables
d’un ensemble W . Une variable X est déclarée dans un
qset Wi si X ∈ Wi. Un QCSP est défini en ajoutant
un CSP à un préfixe :

Definition 2 (QCSP) Un CSP quantifié, ou
QCSP est un couple (P,G) où P est un préfixe et G
un CSP appelé goal.

Soit P = [(q0,W0), . . . , (qn−1,Wn−1)] un préfixe. Dé-
finissons les notations suivantes :

Premièrement, soit range(P ) = [0..n]. Pour tout i de
range(P ), soit vari(P ) = Wi l’ensemble des variables
déclarées à l’indice i, soit beforei(P ) =

⋃
j≤i varj(P )

(resp. afteri(P ) = beforen(P )\beforei(P )) l’ensemble
des variables définies avant (resp. après) l’indice i.

Nous devons aussi pouvoir accéder à l’indice du pro-
chain bloc universel nui(P ) situé après l’indice i. Dé-
finissons nui(P ) = minj>i{j | qj = ∀} si un tel indice
existe, n sinon. Ces notations sont naturellement et
directement étendues aux QCSP Q = (P,G). De plus,
on a prefix(Q) = P et goal(Q) = G. Le QCSP est dit
clos si var(G) = beforen(Q), c’est-à-dire si toutes les
variables mentionnées dans le goal sont explicitement
quantifiées. Par la suite, nous considérerons unique-
ment des QCSP clos.

Example 3 (QCSP) La formule :

∃X ∈ {0, 1}, ∀Y ∈ {0, 1}, ∃Z ∈ {1, 2} . X + Y = Z

est représentée par le QCSP suivant (les domaines des
variables n’étant pas mentionnés) :

Q = ([(∃, X), (∀, Y ), (∃, Z)], {X + Y = Z})

Ainsi, prefix(Q) = [(∃, X), (∀, Y ), (∃, Z)], goal(Q) =
{X + Y = Z}, range(Q) = [1..3], var1(Q) =
{X}, before2(Q) = {X,Y }, after2(Q) = {Z}. 2

Stratégie et scénario. La notion de solution d’un
QCSP ne peut pas être une simple affectation de toutes
ses variables comme pour un CSP. Elle doit être un
ensemble d’affectations compatible avec la quantifica-
tion universelle de certaines des variables. Intuitive-
ment, une solution, appelée stratégie, contient la façon
dont le joueur existentiel réagit à tous les coups pos-
sibles du joueur universel. Il est intéressant de noter
qu’une stratégie est un objet syntactique indépendant
de toute notion de validité : il s’agit juste d’un moyen
possible de jouer au jeu comme s’il n’y avait pas de
règle. Par conséquent, elle peut être définie unique-
ment sur un préfixe. Dans [13], une stratégie était dé-
finie comme une famille de fonctions (de Skolem) don-
nant chacune une valeur à une variable existentielle
en fonction des universelles précédentes. Pour exposer
cette notion d’un point de vue ensembliste, nous défi-
nissons plutôt une stratégie en extension, comme étant
un ensemble de n-uplets. chacun de ces n-uplets est un
scénario, c’est-à-dire un déroulement possible du jeu.
La définition (inductive) de l’ensemble des stratégies
pour un préfixe donné est la suivante :

Definition 4 (ensemble des stratégies)
L’ensemble des stratégies Strat(P ) d’un préfixe
P = [(q0,W0), . . . , (qn−1,Wn−1)] est définie inducti-
vement comme suit :

– Strat([]) = ∅
– Strat([(∃,W ) | P ′]) = {t 1 s′ | t ∈ DW ∧ s′ ∈
Strat(P ′)}

– Strat([(∀,W )|P ′]) = {
⋃
α(DW ) | α ∈

Πt∈DW ( {t 1 s′ | s′ ∈ Strat(P ′)} ) }

L’ensemble des stratégies pour un préfixe commen-
çant par une variable universelle se définit ainsi :
on construit, pour un n-uplet t ∈ DW , l’ensemble
{ t 1 s′ | s′ ∈ Strat(P ′) } de toutes les stratégies
commençant par t, et on prend le produit cartésien
Πt∈DW ( { t 1 s′ | s′ ∈ Strat(P ′) } ) de tous ces
ensembles. Chaque n-uplet α de ce produit cartésien
est aussi une fonction associant à chaque n-uplet de
DW une stratégie, qui est un ensemble de n-uplets.
L’union des stratégies de l’ensemble image α(DW ) de
cette fonction est une nouvelle stratégie contenant une
sous-stratégie pour chaque t ∈ DW . L’ensemble des
stratégies pour le préfixe est l’ensemble de toutes les
stratégies construites par tous les n-uplets α.

Sémantique d’un QCSP. Une stratégie est ga-
gnante si tous ses scénarios satisfont le goal :
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Definition 5 (Stratégie gagnante d’un QCSP)
Une stratégie s est une stratégie gagnante si, et
seulement si s|var(G) ⊆ sol(G).

On note win(Q) l’ensemble de toutes les stratégies ga-
gnante de Q.

Definition 6 (Sémantique d’un QCSP) La sé-
mantique [[Q]] d’un QCSP Q est :

[[Q]] = Win(Q)

Cette notion de solution généralise exactement la no-
tion classique d’un CSP : un QCSP est vrai si et seule-
ment si il admet une stratégie gagnante. D’autres no-
tions plus faibles ont été proposées. [13] a utilisé la
notion d’outcome, qui est l’ensemble des scénarios de
toutes les stratégies gagnantes, comme notion de solu-
tion d’un QCSP pour modéliser le filtrage.

Example 7 Considérons les QCSP suivants :

Q1 : ∀x ∈ {0, 1},∃y ∈ {1},∃z ∈ {0, 1}. x ∨ y = z

Q2 : ∃x ∈ {0, 1},∀y ∈ {1},∀z ∈ {1}. x ∨ y = z

Q3 : ∃x ∈ {0, 1},∀y ∈ {0, 1},∃z ∈ {1}. x ∨ y = z

On a alors :

[[Q1]] = { {(0, 1, 1), (1, 1, 1)} }
[[Q2]] = { {(0, 1, 1)}, {(1, 1, 1)} }
[[Q3]] = { {(1, 0, 1), (1, 1, 1)} }

QCSP+. Introduire la quantification restreints dans
les QCSP passe par une modification de la nature du
préfixe. en plus d’un quantificateur et d’un ensemble
de variables, on ajoute un CSP dont les solutions dé-
finissent les valeurs autorisées pour les variables du
qset courant. Les QCSP+ ont été définis dans [3], es-
sentiellement pour pallier à des problèmes de modé-
lisation. Un ensemble de variables quantifiées de ma-
nière restreinte, ou rqset est un triplet (q,W,C) où
q ∈ {∃,∀} est un quantificateur, W ⊆ V et C un CSP.
Le but est de restreindre les valeurs possibles des va-
riables de W à celles qui satisfont le CSP C. Nous
étendons la notion de préfixe à ces rqsets : en particu-
lier, i 6= j ⇒Wi ∩Wj = ∅ doit toujours être vérifié.

Definition 8 (QCSP+) Un QCSP+ est un couple
Q = (P,G) où P est un préfixe de rqsets tel que
var(Ci) ∩ afteri(Q) = ∅ et G est un CSP goal.

Un QCSP+ Q = (P,G) est clos si ∀i ∈
range(P ), var(Ci) ⊆ beforei(Q) et var(G) ⊆
beforen(Q). On remarque aisément qu’un QCSP stan-
dard est un QCSP+ où ∀i ∈ range(P ), Ci = ∅. La
définition d’une stratégie d’un QCSP+ est la même

que pour un QCSP. Par contre, la notion de straté-
gie gagnante est différente : une stratégie gagnante est
une stratégie pour laquelle tous les coups possibles
du joueur universel mènent à un scénario gagnant.
Comme dans les QCSP classiques, cela peut arriver
quand toutes les contraintes du goal et des restrictions
sont satisfaites. Mais cela peut aussi arriver quand la
partie gauche d’une implication est fausse : ce scénario
est alors valide quelles que soient les affectations des
variables situées avec le rqset en question.

L’ensemble des stratégies gagnantes d’un QCSP+

peut aussi être défini récursivement de la manière sui-
vante :

Definition 9 (Stratégies gagnantes d’un QCSP+)
Soit Q un QCSP+. L’ensemble des stratégies ga-
gnantes win(Q) est défini par :

– win(([], G)) = sol(G)
– win(([(∃,W,C)|P ′], G)) = {t 1 s | t ∈ DW ∧
t|var(C) ∈ sol(C) ∧ s ∈ win(P ′, G)}

– win(([(∀,W,C)|P ′], G)) = {
⋃
α(DW ) | α ∈

Πt∈DW ( { t 1 s | t|var(C) ∈ sol(C) ? s ∈
win(P ′, G) : s ∈ strat(P ′, G) } ) }

Cette définition est analogue à la définition de l’en-
semble des stratégies pour un préfixe, mais les sous-
stratégies gagnantes ne sont pas les seules à être utiles,
étant donné qu’une stratégie peut être gagnante à
un niveau universel si elle contredit la restriction du
niveau en question. Dès lors, n’importe quelle sous-
stratégie, qu’elle soit gagnante ou non, peut être atta-
chée.

La définition de la sémantique d’un QCSP s’ap-
plique aussi aux QCSP+. Une méthode de propagation
dans les QCSP+, appelée propagation en cascade, est
décrite dans [3].

3 Optimisation

Les QCOP+ sont créés à partir des QCSP+ en ajou-
tant des fonctions de préférence et des agrégats sur les
rqsets. Soit A un ensemble de noms d’agrégats et F
un ensemble de fonctions d’agrégats. On définit une
fonction d’agrégat f comme étant une fonction asso-
ciant une valeur à un multi-ensemble, et dotée d’un élé-
ment neutre 0f indiquant la valeur de f({{}}). somme,
produit, moyenne, écart-type, médiane, cardinalité,etc.
sont des exemples de telles fonctions. Un agrégat est
un atome de la forme a : f(X) où a ∈ A, f ∈ F et
X ∈ V ∪ A. On appelle names(A) l’ensemble des
noms d’agrégats associé à un ensemble d’agrégats A.
Une condition d’optimisation est un atome de la forme
min(X),max(X) où X ∈ V ∪ A, ou l’atome any. Un
atome min(X) indique que l’on s’intéresse aux straté-
gies qui minimisent X et pas aux autres, tandis que
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any indique l’absence de préférence sur les stratégies
retournées. max(X) est équivalent à min(−X).

Definition 10 (Orqset) Un ∃-orqset est un 4-uple
(∃,W,C, o) où (∃,W,C) est un rqset et o une condition
d’optimisation. Un ∀-orqset est un 4-uple (∀,W,C,A)
où (∃,W,C) est un rqset et A un ensemble d’agrégats.
Un orqset est soit un ∃-orqset soit un ∀-orqset.

Nous étendons la notion de préfixe, ainsi que toutes
les notations associées, à une séquence d’orqsets. Une
restriction sur les variables possibles d’une condition
d’optimisation ou d’un agrégat peut cependant appa-
râıtre : une variable à optimiser doit en effet avoir une
unique valeur dans la stratégie courante. C’est effecti-
vement le cas si il n’y a pas de ∀-orqset entre la condi-
tion d’optimisation et la définition de la variable à op-
timiser. Il est cependant possible d’optimiser sur un
agrégat défini exactement au prochain bloc universel,
étant donné que là encore, nous obtiendrons une valeur
unique. Il en est de même pour une variable à agréger :
celle-ci peut appartenir à l’ensemble des variables de
n’importe quel bloc existentiel situé entre le bloc où
l’agrégat est déclaré et le bloc universel suivant.

Considérons par exemple la séquence d’orqset sui-
vante : (∃,W,C, o), (∃,W2, C2, o2), (∀,W3, C3, A). La
condition d’optimisation o peut porter sur les variables
de W ou de W2, ou encore sur une valeur d’agrégat
obtenu à partir d’un élément de A. en effet, dans une
sous-stratégie correspondante à cette séquence, ces va-
riables ont une unique valeur. en revanche, o ne peut
pas porter sur une des variables de W3 étant donné
que celles-ci prennent toutes les valeurs possibles dans
la sous-stratégie.

Definition 11 (QCOP et QCOP+) Un QCOP+

est un couple (P,G) où G est un CSP et P =
[orq0, . . . , orqn−1] un préfixe d’orqsets tel que ∀i ∈
range(P ), avec k = nui(P ) :

– si orqi = (∃,W,C, o) avec o = min(X) ou o =
max(X), alors on doit avoir X ∈ beforek−1(P ) ∪
(k < n ? names(Ak) : ∅)

– si orqi = (∀,W,C,A), alors pour tout a : f(X)
in A, on doit avoir X ∈ beforek−1(P ) ∪ (k <
n ? names(Ak) : ∅)

Un QCOP est un QCOP+ dans lequel aucun orqset ne
possède de restriction.

La sémantique d’un QCOP+ est définie comme un en-
semble de stratégies incluant le calcul des agrégats et
respectant les conditions d’optimisation. Définissons
pour commencer la fonction val qui calcule la valeur
d’un agrégat a:f(X) pour une stratégie s donnée. On
a val(a:f(X), s) = f({{t|X | t ∈ s}}).

Definition 12 (Sémantique d’un QCOP+) La
sémantique d’un QCOP+ est un ensemble de straté-
gies tel que :

– win(([], G)) = sol(G)
– win(([(∃,W,C, any)|P ′], G)) =

win(([(∃,W,C)|P ′], G))
– win(([(∃,W,C,min(X))|P ′], G)) =
{s ∈ win(([(∃,W,C)|P ′], G)) | s|X =
mins′∈win(([(∃,W,C)|P ′],G))(s′|X)}

– win(([(∀,W,C,A)|P ′], G)) =
{(val(a : f(X), s))a∈names(A) 1 s | s ∈
win(([(∀,W,C,A)|P ′], G))}

Une fois les agrégats calculés, leurs valeurs sont atta-
chés aux scénarios de la stratégie et ils apparaissent
comme s’ils étaient des variables existentielles du ni-
veau suivant. Tout comme un CSP peut avoir plu-
sieurs solutions optimales, un QCOP+ peut avoir plu-
sieurs stratégies optimales. Cela peut se produire non
seulement quand on utilise any, mais aussi quand plu-
sieurs stratégies ont la même valeur optimale. Les sous-
stratégies (ainsi que leurs valeurs optimales) peuvent
varier énormément d’une stratégie optimale à l’autre.
Cependant, l’algorithme de recherche décrit dans la
section suivante retourne une seule de ces stratégies
optimales.

4 Algorithmes

Cette section présente un algorithme de recherche
évaluant les QCOP+ et esquisse une amélioration ba-
sée sur le principe du branch-and-bound. Cet algo-
rithme de recherche a été implémenté dans le solveur
QeCode [10], basé sur Gecode [11]. Cette technique de
résolution est basée sur la procédure de recherche des
QCSP+ qui explore la structure de quantification du
problème de manière récursive. Un mécanisme d’ex-
traction de la stratégie et son stockage sous forme
d’arbre a été ajouté. Cette dernière fonctionnalité amé-
liore aussi la réponse donnée à un QCSP+, étant donné
que l’utilisateur ne s’intéresse généralement pas au
problème de décision lui même mais aussi à la ma-
nière précise de “gagner au jeu”. Une représentation
explicite des stratégies – que [12] appelle certificats –
possède de nombreuses application, la première étant
de pouvoir vérifier la solution d’une manière indépen-
dante du solveur. Actuellement, la stratégie est stockée
de manière non compressée, ce qui peut constituer une
limite à la taille des instances pouvant être résolues.

La procédure de recherche principale se compose
de deux fonctions d’évaluation mutuellement récur-
sives, l’une traitant les ∃-orqset et l’autre dédiée aux
∀-orqset. Toutes deux retournent une stratégie sous
forme d’un arbre qui peut être soit l’arbre vide null
soit tree(a,B) où a est un n-uplet et B un ensemble
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d’arbres. La figure 4 montre ces trois algorithmes. Pour
un ∃-orqset, la fonction garde en mémoire la meilleurs
stratégie rencontrée jusque là (BEST STR) et la re-
tourne, ou renvoie null si le sous-problème est faux.
Toutes les stratégies sont successivement explorées et
leur valeur de X comparées. Les conditions max et any
sont traitées de manière similaire.

Procedure Solve ([o|P ′], G)

if o = orqset existentiel then
return Solve e ([o|P ′], G)

else
return Solve u ([o|P ′], G)

end if

Procedure Solve e([(∃, W, C, min(X))|P ′], G)

BEST STR := null
BEST Xvalue := +∞
for all t ∈ DW t.q. t solution de C do

CUR STR := Solve( (P ′, G)[W ← t] )
if CUR STR 6= null then

CUR Xvalue := CUR STR|X
if CUR Xvalue < BEST Xvalue
then

BEST STR := CUR STR
BEST Xvalue := CUR Xvalue

end if
end if

end for
return tree(t,{ BEST STR })

Procedure Solve u ([(∀, W, C, A)|P ′], G)

for all a:f(X) ∈ A do
VAL a := ∅

end for
STR := ∅
for all t ∈ DW t.q. t solution de C do

CUR STR := Solve( (P ′, G)[W ← t] )
if CUR STR = null then

return null
else

for all a:f(X) ∈ A do
VAL a := VAL a ∪
{{ CUR STR|X}}

end for
STR := STR

S
CUR STR

end if
end for
return tree((f(VAL a))a:f(X)∈A, STR)

Fig. 4 – Procédure de recherche.

La forme la plus simple de branch-and-bound appli-
cable à cette procédure de recherche consiste à simple-
ment poster la contrainte X < BEST Xvalue (resp. >)
aux branches restantes à explorer du problème de mi-
nimisation (resp. maximisation). Il s’agit d’une adap-
tation directe de l’algorithme de [14] pour lequel les
bornes inférieure/supérieure sont fixées par la condi-

tion d’optimisation et associées à sa variable d’opti-
misation. Quand une solution est trouvée, la partie
de l’algorithme dédiée aux ∀-orqsets évalue les sous-
stratégies découlant de chaque n-uplet valide pour cet
orqset, calcule les agrégats et finalement retourne l’en-
semble STR de ces sous-stratégies.

∃X ∈ DX

∃Y ∈ DY

∃A ∈ DA

∃B ∈ DB

. . .
any

any
min(B)

min(A)

Fig. 5 – Cas où le B&B
est incorrect

Branch and Bound.
Cet algorithme de
Branch-and-Bound
est incorrect dans
le cas où plusieurs
conditions d’optimisa-
tions se chevauchent,
c’est-à-dire si il existe
deux orqsets orqi =
(∃,Wi, Ci,min(X))
avec X ∈ Wk et orqj =
(∃,Wj , Cj ,min(Y ))
avec Y ∈ Wl tels que
i < j < k.

Example 13 Un exemple de problème où le
branch-and-bound est incorrect est donnéen figure
5. Supposons qu’il existe trois stratégies s0 =
{(X0, Y0, A0, B0)}, s1 = {(X1, Y1, A1, B1)} et s2 =
{(X1, Y2, A2, B2)} telles que A1 > A0, A2 < A0 et
B1 < B2. Une fois s0 trouvée, la contrainte A < A0

est ajoutée à la recherche des stratégies suivantes. Et
donc, s1 n’est plus considérée, et on trouve s2 dont
la valeur A2 pour A est meilleure, ce qui en fait la
stratégie optimale retournée. Or, sans l’application du
branch-and-bound, la condition d’optimisation au ni-
veau de Y aurait retourné la stratégie s1, sa valeur
de B étant meilleure que celle de s2, et donc la va-
leur A1 aurait été retournée au niveau supérieur, et
la meilleure stratégie au niveau supérieur aurait donc
bien été s0.

Proposition 14 Le branch-and-bound est correct
aux niveaux où des conditions d’optimisations ne se
chevauchent pas.

Idée de la preuve En utilisant les mêmes notations
que ci-dessus, les conditions d’optimisations ne se
chevauchent pas si k ≤ j. Dès lors, n’importe quelle
branche coupée par le branch-and-bound le sera avant
que l’on atteigne le niveau de Y , et donc, seules des
stratégies moins bonnes pour X seront supprimées.
�

5 Examples

Dans cette section, nous donnons plusieurs exemples
de modélisation de problèmes utilisant l’optimisation,
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allant des exemples jouets à des problèmes réels pris
dans la littérature sur la programmation bi-niveaux.
Nous utilisons une syntaxe dans laquelle les agrégats
et les conditions d’optimisations apparaissent à la fin,
de manière à rendre les problèmes plus lisibles. Par
exemple, voici un QCOP+ qui retourne une stratégie
dans laquelle X = 0 si la somme des indices impairs
du tableau A est inférieur à la somme de ses indices
pairs et X = 1 sinon, présenté de manière formelle,
puis dans cette syntaxe :

( [ (∃, {X}, ∅, min(s)),
(∀, {i}, {i mod 2 = X}, {s : sum(Z)}),

(∃, {Z}, ∅, any) ],
{Z = A[i]} )

const A[0..9]

∃ X in 0..1

| ∀ i in 0..9 [i mod 2 = X]

| | ∃ Z in 0..+oo

| | | Z = A[i]

| | any

| s :sum(Z)

min(s)

Ordonnancement avec adversaire et minimax.
Souvent, les objectifs de deux agents sont strictement
opposés. Cette situation peut être résolue par un algo-
rithme minimax classique. Dans ce cas, le branch-and-
bound est équivalent au filtrage alpha-beta. Nus illus-
trons ce cas avec un extension de l’exemple de l’ordon-
nancement avec adversaire présenté dans [4]. Ce pro-
blème implique deux opposants : l’ordonnanceur qui
cherche à établir un plan respectant des contraintes
données (ressources disponibles et temps imparti),
tandis qu’un adversaire cherche à empêcher l’établis-
sement d’un tel plan en modifiant (dans certaines li-
mites) les données du problème original. Dans la ver-
sion en QCSP+ de ce problème, l’ordonnanceur cher-
chait à établir un plan se terminant avant une date
limite donnée. Il est maintenant possible de chercher à
minimiser ce temps pour une attaque donnée, tandis
que l’adversaire cherche à maximiser ce même temps.
Considérons par exemple trois tâches a1, a2, a3 et une
ressource r. Chaque tâche ai a une date de début si,
une durée di et demande ci unités de la ressource r,
dont la capacité maximale est 5. L’ordre de précédence
des tâches est a1 ≺ a2, et les données du problème
sont d1 = 1, d2 = 2, d3 = 3, c1 = 3, c2 = 2 et c3 = 1.
L’adversaire est capable d’augmenter la consommation
de ressource d’au plus deux tâches d’une unité. Nous
ajoutons une tâche factice end qui servira à minimiser
la durée totale du plan. Le QCOP+ est le suivant :
const d[1..3], c[1..n]

∃ k1 ∈ 0,1, k2 ∈ 0,1, k3 ∈ 0,1

| [k1+k2+k3 =< 2]

| ∃ S1 ∈ D1, S2 ∈ D2, S3 ∈ D3, Send ∈ Dend,

| | c’1 ∈ Dc1, c’2 ∈ Dc2, c’3 ∈ Dc3

| | [S1+d1 =< Send, S2+d2 =< Send, S3+d3 =< Send,

| | S1+D1 =< S2, c’1=c1+k1, c’2=c2+k2, c’3=c3+k3]

| | cumulative([S1,S2,S3], [d1,d2,d3], [c’1,c’2,c’3], 5)

| minimize(Send)

maximize(Send)

Étant donné qu’il n’y a que des variables existentielles,
la stratégie est réduite à un tronc donnant l’attaque la
plus puissante et la réponse de l’ordonnanceur.

Tarification de liens. Voici un exemple venant de
l’industrie des télécoms, repris de [15].

Fig. 6 – Un problème de tarification de liens

Le problème consiste à définir un tarif d’utilisation
de plusieurs liens de manière à maximiser le bénéfice
de leur propriétaire (le meneur). Le réseau est décrit
en figure 6. il se compose de NCustomer clients (les
suiveurs)qui cherchent à acheminer leurs données à
moindre coût, indépendamment les uns des autres.
Chaque chemin d’une source vers une destination doit
passer par un arc aj , sachant que le chemin de si à
aj est taxé au client à hauteur de cij par un autre
fournisseur d’accès. On considère que chaque client i
cherche à minimiser ses propres dépenses, et qu’il peut
toujours choisir une offre concurrente qui lui coûtera
ui. Le but du problème est de déterminer les tarifs
tj à appliquer de manière à maximiser le bénéfice de
l’opérateur téléphonique. La figure 6 montre cette
situation avec 2 clients et 3 liens. Ce problème peut
s’exprimer en QCOP+ comme suit :
const NCustomer

const NArc

// c[i,j] = coût pour aller de Ci à Aj

const c[NCustomer,NArc]

// d[i] = quantités de données du client i

const d[NCustomer]

// u[i] = prix maximum pour le client i

const u[NCustomer]

∃ t[1], ..., t[NArc] ∈ [0,max]

| ∀ k ∈ [1,NCustomer]

271



| | ∃ a ∈ [1,NArc],

| | | cost ∈ [1,max],

| | | income ∈ [0,max]

| | | cost = (c[k,a]+t[a])*d[k]

| | | income = t[a]*d[k]

| | | cost =< u[k]

| | minimize(cost)

| s :sum(income)

maximize(s)
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Fig. 7 – moyenne et médiane des temps de résolution
(ordonnée, en secondes) du problème de tarification de
liens pour 7, 8 et 9 liens, et pour entre 2 et 9 clients(en
abscisse).

Nous avons généré aléatoirement des ensembles
d’instances de ce problème. Ces ensembles diffèrent les
uns des autres suivant deux paramètres : d’une part, le
nombre de liens détenus par l’opérateur et d’autre part
le nombre de clients voulant utiliser ces liens. L’opé-
rateur peut choisir entre 5 tarifs possibles pour cha-
cun de ses liens. Dans un ensemble donné, chaque ins-
tance varie sur le prix maximum acceptable par chaque
client, ainsi que sur les coûts initiaux pour acheminer
les données du point de départ vers le point d’entrée
de chaque lien, ces données étant tirées aléatoirement.

Chaque ensemble contient 100 instances.
Ces tests ont été menés sur des machines équipées

chacune de deux Opteron dual-core et de 4 Go de
RAM. QeCode étant mono-threadé, chacun des coeurs
d’exécution traitait une instance différente. La résolu-
tion de toutes les instances a été menée à terme. La
figure 7 montre les temps de résolution moyens et mé-
dians de ces tests. Les instances ayant un nombre de
liens inférieur à 7 ne sont pas montrées car la majorité
d’entre elles sont résolues en moins d’une seconde. On
remarque que le nombre de clients influe peu sur le
temps de résolution par rapport au nombre de liens.
Ceci est naturel, étant donné que l’ajout d’un client
conduit simplement à déterminer quel chemin il em-
pruntera, alors que l’ajout d’un lien offre un choix de
plus à chaque client et, surtout, multiplie les différents
choix possibles de tarification de l’opérateur.

Tarification de réseaux virtuels. Les infrastruc-
tures des réseaux télécoms sont extrêmement coû-
teuses à mettre en place. de ce fait, seules une poignée
d’opérateurs télécom (NO) les détiennent. De manière
à créer de la concurrence, les gouvernement ont sou-
tenu la mise en place d’opérateurs (VNO) qui four-
nissent les mêmes services bien qu’ils ne possèdent
pas leur propre infrastructure, et louent de la bande
passante au réseau d’un NO à la place. Dans un tel
environnement économique, les décisions nécessitent
un modèle d’oligopole complexe et loin des règles de
l’équilibre général et de la concurrence parfaite de Wal-
ras. Les acteurs sont en concurrence tout en coopérant,
dans des limites fixées par l’autorité de régulation. Ces
exemple est tiré de [16].

Fig. 8 – Tarification de réseaux
virtuels

La figure 8
représente les
relations entre le
NO, le VNO et
les clients, chacun
des acteurs étant
modélisé dans
[16]. On se place
du point de vie
du NO et l’ob-
jectif principal
du modèle est
de déterminer
les décisions
y = (y1, y2), y1 étant la fourniture de service à ses
propres clients et y2 le prix de location au VNO.
Les décisions prises par le VNO sont z = (z1, z2),
z1 étant le tarif du service à ses clients et z2 la
capacité louée au NO. Les clients sont modélisés par
n = (n1, n2) ((nombre total de clients , respecti-
vement du NO et du VNO) en fonction des tarifs
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fixés : ni = ki + ri,1y1 + ri,2y2, les paramètres ki, ri,1
and ri,2 étant déterminés par l’analyse du marché.
Le bénéfice du VNO est égal au revenu tiré de ses
clients moins le tarif de location au NO, c’est à
dire (q − e2z1)n2 − y2z2 − g2, où q, e2 et g2 sont
respectivement le coût variable par client et le coût
fixe de fourniture de service. Notons que le revenu du
NO dépend des décisions proses par le VNO. De plus,
le tarif appliqué au client pour c service est compris
entre des limites d et D. Le prix de location a une
borne supérieure U1 fixée par l’autorité de régulation
et la capacité maximale disponible pour le VNOest
inférieurs à une limite U2 donnée.

Cela nous amène au au modèle suivant. Le quantifi-
cateur universel n’est pas utilisé, étant donné qu’il n’y
a qu’un seul opérateur virtuel. Là encore, les condi-
tions d’optimisation se chevauchent et il est donc in-
correct d’utiliser le branch-and-bound.
const d, D, U1, U2, k1, r11, r12, r21, r22, g1, q

∃ y1 ∈ Dy1, y2 ∈ Dy2

| [d =< y1, y1 =< D, y2 =< U1]

| ∃ z1 ∈ Dz1, z2 ∈ Dz2

| | [d =< z1, z1 =< D, z2 =< U2]

| | ∃ n1 ∈ Dn1, n2 i∈ Dn2, rno ∈ Drno, rvno ∈ Drvno

| | | n1 = k1 - r11 * y1 + r12 * z1

| | | n2 = k2 + r21 * y1 - r22 * z1

| | | rvno = (q - e2 * z1) * n2 - y2 * z2 - g2

| | | rno = g1 + (q + y1 + e1) * n1 + y2 * z2

| maximize(rvno)

maximize(rno)

6 Discussion

On peut se demander quelle est la classe de com-
plexité des QCOP+. Cette question mériterai plus de
travail théorique pour décrire l’analogue de la classe
NPO pour les problèmes PSPACE.

En plus de constituer des conditions d’optimisation,
min et max sont aussi des fonctions d’agrégat pos-
sibles. Il y a cependant une différence entre l’agrégat
min (que l’on appelle min-agg) et la condition d’op-
timisation (que l’on appelle min-opt dans le sens où
min-agg force toutes les branches de l’universelle à pos-
séder des sous-stratégies alors que min-opt renvoie le
minimum des branches non contredites. De plus, si le
quantificateur restreint lui-même n’a pas de solution,
min-agg renvoie 0min alors que min-opt échoue. Dans
les exemples, on utilise le quantificateur existentiel au-
tant pour le principal décideur que pour son adversaire
car, le problème ne permettant pas à l’adversaire de
faire complètement échouer le projet, il suffit de re-
chercher la stratégie optimale pour l’un comme pour
l’autre.

Ce papier s’approche de plusieurs travaux : le for-
malisme Plausibility-Feasibility-Utility (PFU) [17], les
expressions itérées [18] et les CSP stochastiques [14].
Le but du premier est de fournir une unification algé-
brique de plusieurs formalismes – les QBF, les QCSP
les CSP stochastiques, les réseaux Bayésiens et les
les processus de décision de Markov –, tandis que le
deuxième cherche à modéliser l’allocation de ressource
dans les workflows. Tous deux introduisent des expres-
sions de la forme

⊕
x1∈D1

. . .
⊕

xn∈Dn
expr(x1, . . . xn)

avec
⊕
∈ {min,max,

∑
,Π}. Il est impossible d’ex-

primer les modèles bi-niveaux dans ces formalismes
car la condition d’optimisation doit s’appliquer sur le
résultat d’une sous-expression immédiate. Cependant,
des constructions comme min(

∑
x e1(x) +

∑
y e2(y))

peuvent être exprimées par une PFU ou une expres-
sion itérée et pas par un QCOP+. de plus, la condition
pour que le branch-and-cound puisse s’appliquer est
toujours vérifiée par construction.

[19] propose de trouver une stratégie d’un QCSP
booléen qui maximise une somme pondérée ds va-
riables existentielles ayant la valeur vrai. Il prouve un
théorème de dichotomie permettant de classer approxi-
mativement de tels problèmes en classes praticables et
impraticables. Tous ces travaux, y compris le langage
des QCOP+, posent le problème de trouver un lan-
gage adéquat pour exprimer le choix d’une stratégie
dans les problèmes quantifiés. Quel est l’équivalent des
CSP pondérés dans ce contexte ?

Quand plusieurs stratégies sont optimales au pre-
mier niveau, il peut arriver qu’elles diffèrent considé-
rablement au niveau des sous-stratégies induites. Le
langage des QCOP+ ne permet pas pour le moment
d’exprimer ce genre de “meta-optimisation”. Un autre
problème serait de permettre de poster des contraintes
entre des variables et des résultats d’agrégat. Il est
par exemple impossible d’exprimer le fait que les sous-
stratégies doivent attribuer une valeur différente à une
variable existentielle pour chaque valeur d’une variable
universelle : cela nécessiterait une contrainte agrégat
“Alldifferent” qui pourrait échouer. L’évaluation des
stratégies partielles et/ou non-gagnantes reste aussi
une question ouverte qui pourrait ouvrir la voie à
l’adaptation de la relaxation de contraintes et à la re-
cherche locale dans les problèmes quantifiés.

7 Conclusion

Nous avons présenté le formalisme des QCOP+

pour modéliser des problèmes d’optimisation quanti-
fiés. Ce cadre est suffisamment large pour englober les
problèmes bi-niveaux (et multi-niveaux) qui sont étu-
diés en théorie des jeux et en recherche opérationnelle
depuis des années. Les quantificateurs existentiels
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peuvent être dotés d’une condition d’optimisation
qui permet de choisir une stratégie optimisant un
paramètre, et les quantificateurs universels sont
utilisés pour calculer des agrégats. Ce travail fournit
un moyen d’exprimer et de résoudre de tels problèmes
et étends les QCSP à des problèmes plus généraux
que l’étude du pire cas.

Ce travail est supporté par le projet ANR-06-BLAN-0383.
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Résumé

Nous revisitons la sémantique des formules boo-
léennes quantifiées et étudions une relation d’équivalence
qui en préserve les modèles. Nous proposons un cal-
cul syntaxique pour les formules booléennes quantifiées
basé sur le concept de relation de formules et mettons
en exergue le lien avec la relation d’équivalence étudiée
prouvant ainsi la correction et la complétude.

1 Introduction

Le formalisme des formules booléennes quantifiées a
été introduit initialement dans [18] puis largement ap-
profondi dans [27]. A l’origine, ce formalisme qui décrit
une � hiérarchie � de langages était un outil théorique
pour explorer des classes de complexité au-delà de la
célèbre classe NP mais il est devenu depuis [9, 10] un
domaine de recherche plus appliqué qui a vu l’implan-
tation de multiples procédures de décision et son uti-
lisation dans de nombreux domaines de l’intelligence
artificielle (par exemple en planification [22, 1] et en
implantation de procédures de décision [5]) et dans la
vérification formelle de circuit (voir [4] pour un flori-
lège). La plus grande part des procédures de décision
récentes pour la validité des QBF [10, 28, 17, 16] sont
des extensions de l’algorithme de recherche de Davis,
Logemann et Loveland [12] pour le problème de la sa-
tisfiabilité booléenne ; d’autres sont basées sur le prin-
cipe de résolution [23] telle que la Q-resolution [7] ou
Quantor [6] (qui combine cette dernière avec l’expan-
sion) ; d’autres sont basées sur l’élimination des quan-
tificateurs à la Fourier-Motzkin [20, 19] ; d’autres enfin,
sans être exhaustif, sur la skolémisation [2]. La séman-
tique des QBF est généralement présentée soit dans sa
forme décisionnelle, soit dans sa forme fonctionnelle
grâce essentiellement aux fonctions de Skolem [8, 3]
(des fonctions booléennes associées aux symboles exis-

tentiellement quantifiés de la formule dépendant des
symboles universellement quantifiés qui les précèdent)
qui peuvent être revisitées par exemple en des poli-
tiques [11]. La sémantique présentée sous sa forme dé-
cisionnelle, si elle est bien adaptée au problème théo-
rique du test d’appartenance à un langage, ne permet
pas d’extraire les solutions de la QBF et n’est donc pas
suffisante lorsque l’on désire aider le � joueur existen-
tiel � à gagner si l’on considère la QBF comme étant
un jeu à deux joueurs (i.e. quels que soient les coups
du � joueur universel �, le � joueur existentiel � a
un coup qui le mène à la victoire). Nous nous pro-
posons de revisiter la définition de la sémantique des
formules booléennes quantifiées pour en jeter des bases
définies par induction permettant de traiter les sym-
boles propositionnels libres, les symboles proposition-
nels existentiellement quantifiés definis par une solu-
tion et les symboles propositionnels existentiellement
quantifiés qui ne sont pas définis dans une solution et
qui sont éliminés suivant la sémantique habituelle ba-
sée sur la disjonction. Cette nouvelle définition de la sé-
mantique nous permet d’explorer une relation d’équi-
valence basée non pas sur la préservation de la validité
mais sur celle des solutions. Cette relation nous per-
met de définir un calcul syntaxique pour les formules
booléennes quantifiées basé sur la notion de relation
de formules [24].

2 Préliminaires

Les valeurs booléennes sont notées vrai et faux.
L’ensemble des valeurs booléennes est noté BOOL.
L’ensemble des symboles propositionnels est noté SP.
Le symbole ∧ est utilisé pour la conjonction, ∨ pour la
disjonction, ¬ pour la négation, → pour l’implication
et ↔ pour la bi-implication. L’ensemble des formules
propositionnelles est dénoté PROP. Un littéral est
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un symbole propositionnel ou la négation de celui-ci.
Le complémentaire d’une formule propositionnelle F ,
noté F , est G si F = ¬G et ¬F sinon. L’ensemble des
sous-formules et leurs complémentaires d’une formule
propositionelle F , incluant > et >, est dénoté sub(F ).
Une formule propositionnelle est sous forme normale
conjonctive (FNC) si c’est une conjonction de disjonc-
tions de littéraux. Une substitution est une fonction
de l’ensemble des symboles propositionnels dans l’en-
semble PROP. Nous définissons la substitution d’un
symbole propositionnel x par F dans G, notée [x ←
F ](G), comme étant la formule obtenue de G en rem-
plaçant toutes les occurrences du symbole proposition-
nel x par la formule F . Une valuation v est une fonc-
tion de SP dans BOOL et l’interprétation, notée v∗

est son extension dans PROP. Le symbole ∃ est utilisé
pour la quantification existentielle et ∀ pour la quanti-
fication universelle. Toute formule propositionnelle est
aussi une formule booléenne quantifiée (QBF). Si F
est une QBF et x est un symbole propositionnel alors
(∃x F ) et (∀x F ) sont des QBF. Un lieur est une châıne
de caractères q1x1 . . . qnxn avec x1, . . . , xn des sym-
boles propositionnels distincts et q1 . . . qn des quanti-
ficateurs ; le lieur vide est noté ε ; par convention, des
quantificateurs différents lient des symboles proposi-
tionnels différents. Une QBF constituée d’un lieur et
d’une formule booléenne appelée matrice est une QBF
prénexe ; si tout symbole propositionnel apparaissant
dans une QBF possède une occurrence dans le lieur
elle est dite close. Nous nous restreignons par la suite
aux QBF prénexes. Le lieur induit une relation d’ordre
sur les symboles propositionnels qui est notée < (plus
un symbole est à gauche dans la lieur plus il est petit).
Une QBF est en FNC si sa matrice l’est. La séman-
tique des symboles booléens est définie de manière ha-
bituelle ; en particulier, à chaque connecteur (resp. >,
⊥, ¬, ∧, ∨,→,↔) est associée une fonction booléenne
(resp. i>, i⊥ :→ BOOL i¬ : BOOL → BOOL,
i∧, i∨, i→, i↔ : BOOL×BOOL→ BOOL ) qui en dé-
finit sa sémantique. A une fonction booléenne f d’arité
n (i.e. une fonction de BOOLn dans BOOL) est asso-
ciée une formule propositionnelle ψf sur les symboles
propositionnels {x1, . . . , xn} telle que v∗(ψf ) = vrai si
et seulement si f(v(x1), . . . , v(xn)) = vrai pour toute
valuation v.

3 Sémantique et relations d’équivalences

Nous revisitons la sémantique des QBF puis nous
explorons les propriétés d’une relation d’équivalence
non pas basée sur la préservation de la validité comme
pour l’équivalence classique mais sur la préservation
des modèles QBF. La sémantique d’une QBF prénexe
en définit la valeur de vérité selon une valuation QBF

composée d’une valuation propositionnelle et d’une va-
luation fonctionnelle.

Définition 1 (valuation QBF) Une fonction par-
tielle sk de l’ensemble des symboles propositionnels
dans l’ensemble des fonctions booléennes est une va-
luation fonctionnelle pour une QBF prénexe si pour
tout symbole propositionnel existentiellement quanti-
fié x il existe un (unique) couple (x 7→ x̂) ∈ sk tel
que la fonction booléenne x̂ a pour arité le nombre
de symboles propositionnels universellement quantifiés
qui précèdent x dans le lieur. L’ensemble des valua-
tions fonctionnelles est noté VAL FONC. Une valua-
tion QBF est un couple constitué d’une valuation pro-
positionnelle et d’une valuation fonctionnelle. L’en-
semble des valuations QBF est noté VAL QBF =
VAL PROP×VAL FONC. Une valuation QBF est
partielle si tous les symboles propositionnels existen-
tiellement quantifiés de la QBF prénexe ne sont pas
présents dans la valuation fonctionnelle.

Une valuation QBF qui n’est pas partielle peut être
qualifiée, pour insister, de � valuation QBF totale �.

Exemple 1 Soit la QBF ξ = ∀a∃b∀c∃dµ avec µ =
¬((c → b) → ¬(d → a)). La fonction partielle {(b 7→
b̂), (d 7→ d̂)}, b̂ d’arité 1 et d̂ d’arité 2, est une va-
luation fonctionnelle qui forme avec toute valuation
propositionnelle une valuation QBF (totale) pour la
QBF ξ ; les valuations fonctionnelles ∅, {(b 7→ b̂)} et
{(d 7→ d̂)} en forment avec toute valuation proposi-
tionnelle des valuations QBF partielles.

Une valuation fonctionnelle est un ensemble de fonc-
tions booléennes qui sont très souvent appelées �fonc-
tions de Skolem�. Dans la littérature, la valuation pro-
positionnelle est une fonction qui associe à tout sym-
bole propositionnel une valeur de vérité ; pour la valua-
tion fonctionnelle, une fonction partielle est préférée à
une fonction totale.

La sémantique d’une QBF prénexe est définie pour
des QBF prénexes telles que des quantificateurs dif-
férents sont associés à des symboles propositionnels
différents. À chaque connecteur logique est associée
une fonction à valeurs dans BOOL qui en définit sa
sémantique au niveau propositionnel. Les définitions
suivantes reprennent l’organisation de la définition de
la sémantique de la logique des prédicats proposée
dans [14] : une définition de la sémantique des connec-
teurs et constantes logiques au niveau propositionnel
identique à celle de la sémantique de la logique propo-
sitionnelle, une définition de la sémantique des connec-
teurs, constantes et quantificateurs au niveau QBF
comme une restriction de celle de la sémantique de
la logique des prédicats, une définition de la séman-
tique des QBF comme extension aux formules de la
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sémantique des connecteurs, constantes et quantifica-
teurs. Nous définissons la sémantique au niveau QBF
des connecteurs et constantes logiques ainsi que des
quantificateurs.

Définition 2 (sémantique des connecteurs et
quantificateurs) La sémantique des connecteurs et
quantificateurs est définie par (v une valuation propo-
sitionnelle et sk une valuation fonctionnelle) :

I>, I⊥ : VAL QBF→ BOOL

I⊥(v, sk) = i⊥ I>(v, sk) = i>

I¬ : (VAL QBF→ BOOL)×VAL QBF→ BOOL

I¬(f)(v, sk) = i¬(f(v, sk))

I◦ : (VAL QBF→ BOOL)2

×VAL QBF→ BOOL

I◦(f, g)(v, sk) = i◦(f(v, sk), g(v, sk))
pour tout connecteur ◦ ∈ {∧,∨,→,↔}

Ix∃ , I
x
∀ : (VAL QBF→ BOOL)
×VAL QBF→ BOOL

Ix∃ (f)(v, sk) =
i∨(f(v[x := vrai], sk), f(v[x := faux], sk))

Ix∀ (f)(v, sk) = i∧( f(v[x := vrai], sk(vrai)),
f(v[x := faux], sk(faux)))

Nous sommes en mesure de définir la sémantique
des QBF comme une extension de la sémantique des
connecteurs, constantes et quantificateurs.

Définition 3 (sémantique des QBF prénexes)
La sémantique d’une QBF prénexe F est une fonction

I∗(F ) : VAL QBF→ BOOL

définie inductivement par :
– I∗(⊥)(v, sk) = I⊥(v, sk) ;
– I∗(>)(v, sk) = I>(v, sk) ;
– I∗(x)(v, sk) = v(x) si x ∈ SP ;
– I∗((G ◦ H))(v, sk) = I◦(I

∗(G), I∗(H))(v, sk) si
G,H sont des QBF et ◦ ∈ {∧,∨,→,↔} ;

– I∗(¬G)(v, sk) = I¬(I∗(G))(v, sk) si G est une
QBF.

– I∗((∃x G))(v, sk) = I∗(G)(v[x := x̂], sk \ {(x 7→
x̂)}) si G est une QBF, x ∈ SP et (x 7→ x̂) ∈ sk ;

– I∗((∃x G))(v, sk) = Ix∃ (I∗(G))(v, sk) si G est une
QBF, x ∈ SP et il n’existe pas de couple (x 7→
x̂) ∈ sk (x̂ fonction booléenne) ;

– I∗((∀x G))(v, sk) = Ix∀ (I∗(G))(v, sk) si G est une
QBF et x ∈ SP.

Cette sémantique est particulièrement souple puis-
qu’elle fait cohabiter le symbole propositionnel libre
dont la valeur de vérité est déterminée par la valuation
propositionnelle, le symbole propositionnel existentiel-
lement quantifié associé à une fonction booléenne dont
la valeur de vérité est déterminée lorsque, dans le pro-
cessus de calcul inductif de la sémantique, le symbole
propositionnel devient libre et enfin le symbole propo-
sitionnel existentiellement quantifié qui n’est pas asso-
cié à une fonction booléenne et qui s’élimine comme
une disjonction sur les deux valeurs de vérité, retrou-
vant ainsi la sémantique du problème de décision. A
notre connaissance, il n’existe pas de définition induc-
tive de la sémantique des QBF prénexes qui permette
une telle souplesse (la définition de [8] porte sur les
QBF CNF et ne propose pas l’équivalent des valua-
tions QBF partielles ; la définition de [11], si elle est
inductive, ne manipule ni les symboles propositionnels
libres, ni les valuations QBF partielles sauf pour dé-
crire des solutions partielles à des QBF non valides).
Cette sémantique met particulièrement aussi en lu-
mière que restreinte à des formules sans quantificateur,
elle n’est autre que la sémantique de la logique proposi-
tionnelle. Cette sémantique permet de retrouver aussi
un résultat du premier ordre qui exprime que si la for-
mule est close alors la valuation propositionnelle est
sans importance.

Exemple 2 En continuant l’exemple 1 et pour la va-
luation QBF partielle sk = {(d 7→ d̂)} (et une valua-
tion propositionnelle v quelconque) avec

d̂ = {((vrai,vrai) 7→ vrai), ((vrai, faux) 7→ vrai),
((faux,vrai) 7→ faux), ((faux, faux) 7→ faux)}

I∗(∀a∃b∀c∃dµ)(v, sk)
= Ia∀(I∗(∃b∀c∃dµ))(v, sk)
= i∧( I∗(∃b∀c∃dµ)(v[a := vrai], sk(vrai)),

I∗(∃b∀c∃dµ)(v[a := faux], sk(faux)))

Détaillons, avec va = v[a := vrai]

I∗(∃b∀c∃dµ)(va, sk(vrai))
= Ib∃(I

∗(∀c∃dµ))(va, sk(vrai))
= i∨( I∗(∀c∃dµ)(va[b := vrai], sk(vrai)),

I∗(∀c∃dµ)(va[b := faux], sk(vrai)))

avec vb = va[b := vrai] et sk(vrai) = {(d 7→
{(vrai 7→ vrai), (faux 7→ vrai)})}

I∗(∀c∃dµ)(vb, {(d 7→ d̂(vrai))}) =
i∧( I∗(∃dµ)(vb[c := vrai], {(d 7→ d̂(vrai)(vrai))}),

I∗(∃dµ)(vb[c := faux], {(d 7→ d̂(vrai)(faux))}))
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enfin en posant vc = vb[d := vrai]

I∗(∃dµ)(vc, {(d 7→ d̂(vrai)(vrai))})
= I∗(µ)(vc[d := d̂(vrai)(vrai)], ∅)
= I∗(µ)(vc[d := vrai], ∅)
= vrai

Sans plus de détails,

I∗(∀a∃b∀c∃dµ)(v, sk) = vrai.

La notion de modèle (propositionnel) est étendue
aux QBF prénexes.

Définition 4 (modèle QBF) Une valuation QBF
V constituée d’une valuation propositionnelle v et
d’une valuation fonctionnelle (totale) sk pour une
QBF prénexe F est un modèle QBF pour F si
I∗(F )(v, sk) = vrai.

Cette définition de la notion de modèle QBF n’est
autre pour notre description de la sémantique que celle
pour les QBF CNF introduite dans [8]. Lorsque la
QBF prénexe est close alors la valuation proposition-
nelle n’importe pas et, dans la définition précédente,
seule la valuation fonctionnelle participe au modèle de
la QBF.

Exemple 3 En continuant l’exemple 2, la valuation
fonctionnelle sk = {(b 7→ b̂), (d 7→ d̂)} avec b̂ =
{(vrai 7→ vrai), (faux 7→ vrai)} permet quelle que
soit la valuation propositionnelle associée d’obtenir un
modèle QBF pour la QBF prénexe ∀a∃b∀c∃dµ.

Les modèles d’une formule propositionnelle et les
modèles d’une QBF close prénexe quantifiée unique-
ment existentiellement dont la matrice est précisément
la formule propositionnelle sont en bijection.

La sémantique attendue des quantificateurs peut
être facilement retrouvée (G une QBF prénexe dont
l’unique symbole propositionnel libre est x et une va-
luation propositionnelle v) :

I∗((∀x G))(v, ∅) =
i∧(I∗([x← >](G))(v, ∅), I∗([x← ⊥](G))(v, ∅))

et

I∗((∃x G))(v, ∅) =
i∨(I∗([x← >](G))(v, ∅), I∗([x← ⊥](G))(v, ∅)).

La définition classique de la validité d’une QBF close
peut alors être redéfinie dans notre reformulation de la
sémantique : une QBF close F est valide si, pour toute
valuation propositionnelle v, I∗(F )(v, ∅) = vrai.

La question du problème de validité peut être refor-
mulée ainsi : une QBF close est valide si et seulement
si elle admet un modèle QBF.

Le lemme suivant met en exergue le lien entre les
modèles d’une QBF et la formule propositionnelle tau-
tologique née de la substitution dans la matrice des
symboles existentiellement quantifiés par des formules
uniquement constituées des symboles universellement
quantifiés.

Lemme 1 Soit QF une QBF prénexe dont les va-
riables existentielles sont {x1, . . . , xn}, sk = {(xi 7→
x̂i)} un valuation fonctionnelle pour la QBF QF ,
φx̂1 , . . . , φx̂n les formules associées positivement aux
fonctions x̂1, . . . , x̂n et la substitution σ = [x1 ←
φx̂1 ] . . . [xn ← φx̂n

] alors la valuation QBF V =
(v, sk), v une valuation quelconque, est un modèle de
la QBF QF si et seulement si la formule proposition-
nelle σ(F ) est une tautologie.

Exemple 4 En continuant l’exemple 3 et en consi-
dérant les formules propositionnelles φb = vrai et
φd = a, associées aux fonctions booléennes b̂ et d̂, la
formule propositionnelle [b ← φb][d ← φd](µ) est une
tautologie.

La sémantique des QBF prénexes suggère deux re-
lations d’équivalence : la relation d’équivalence clas-
sique (≡) sur la préservation de la validité et la re-
lation d’équivalence (∼=) sur la préservation des mo-
dèles [25]. La première s’exprime simplement dans
notre sémantique (F et G deux QBF prénexes) :
F ≡ G si, pour toute valuation propositionnelle v,
I∗(F )(v, ∅) = I∗(G)(v, ∅).

La relation ≡ ne préserve que la validité des QBF
prénexes mais n’informe pas sur la préservation des
modèles, ce qui est crucial pour par exemple la compi-
lation des QBF ; nous avons donc proposé une nouvelle
relation d’équivalence (dénotée ∼=) sur la préservation
des modèles [25].

Définition 5 (relation ∼=) Soient F et G deux QBF
prénexes de lieurs identiques jusqu’à la dernière exis-
tentielle. F ∼= G si, pour toute valuation proposition-
nelle v et pour toute valuation fonctionnelle sk pour
F et G, I∗(F )(v, sk) = I∗(G)(v, sk).

La définition proposée ici est différente de celle pré-
sentée initialement dans [25] car elle autorise à réunir
dans une même classe d’équivalence des QBF pré-
nexes ayant des lieurs qui diffèrent sur les univer-
selles les plus internes, prenant ainsi en compte le
fait qu’un modèle QBF est constitué de fonctions
booléennes dépendant des symboles propositionnels
universellement quantifiés qui précèdent le symbole
propositionnel existentiellement quantifié associé à la
fonction. Ainsi, bien que les lieurs soient différents
∃xx ∼= ∃x∀y((x ∨ y) ∧ (y → x)) car ces deux QBF
prénexes ont pour modèles QBF {(x 7→ vrai)} ; mais
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∃xx 6∼= ∀y∃x((x ∨ y) ∧ (y → x)) car l’unique modèle
QBF de cette dernière QBF prénexe est la valuation
QBF (∅, {(x 7→ {(vrai 7→ vrai), (faux 7→ vrai))})}).
Une autre définition, plus complexe, de la relation
d’équivalence préservant les modèles peut être choi-
sie de telle manière qu’elle ne tienne pas compte de
l’ordre des quantificateurs universels contigus.

La différence entre les deux relations d’équivalence
est la suivante : la relation d’équivalence préservant
uniquement la validité autorise les valuations QBF
partielles ; ainsi ∃xx ≡ > mais ∃xx 6∼= > car l’unique
modèle QBF de > est la valuation QBF vide alors que
l’unique modèle QBF de ∃xx est la valuation QBF
{(x 7→ vrai)}. De même ∃xx ≡ ∃yy mais ∃xx 6∼= ∃yy.

Le lemme suivant établit que la relation ∼= est bien
une relation d’équivalence.

Lemme 2 La relation ∼= est une relation d’équiva-
lence pour les QBF prénexes.

Ce lemme est immédiat car l’égalité est une relation
d’équivalence.

La relation d’équivalence préservant les modèles réa-
lise une partition de la classe d’équivalence de repré-
sentant > de la relation d’équivalence préservant la va-
lidité : c’est ce qu’exprime le premier item du lemme
suivant ; le second item exprime que les deux relations
sont identiques lorsque les QBF sont sans quantifica-
teur. La preuve du lemme est immédiate à partir de la
remarque ci-dessus et des définitions.

Lemme 3 Soient F et G deux QBF prénexes.
– Si F ∼= G alors F ≡ G.
– De plus si F et G sont deux QBF sans quantifi-

cateur alors F ≡ G si et seulement si F ∼= G.

Le lemme suivant établit la congruence de l’équi-
valence de préservation des modèles par rapport aux
quantifications existentielle et universelle et les corol-
laires pour des QBF sans quantificateur.

Lemme 4 Soient F et G deux QBF prénexes. Si F ∼=
G et x un symbole propositionnel lié ni dans F ni dans
G alors ∃xF ∼= ∃xG et ∀xF ∼= ∀xG.

De plus, si F et G sont sans quantificateur, F ≡ G
et x un symbole propositionnel alors ∃xF ∼= ∃xG et
∀xF ∼= ∀xG.

Les résultats classiques s’étendent partiellement à la
relation d’équivalence préservant les modèles.

Lemme 5 Soient F et G deux QBF prénexes, H une
formule propositionnelle, x et y deux symboles propo-
sitionnels et Q un lieur. Alors

(Q∼=.1) ∃x∃yF ∼= ∃y∃xF

(Q∼=.2) I∗(∀x∀yF )(v, sk) = I∗(∀y∀xF )(v, sk′) avec
sk et sk′ identiques à ceci près que les deux pre-
mières colonnes sont permutées

(Q∼=.3) ∃xQ(x ∧H) ∼= ∃xQ(x ∧ [x← >](H))
(Q∼=.4) ∃xQ(¬x ∧H) ∼= ∃xQ(¬x ∧ [x← ⊥](H))
(Q∼=.5) I∗(∀xQ(x ∨H))(v, sk) =

I∗(Q[x← ⊥](H))(v, sk(faux))
(Q∼=.6) I∗(∀xQ(¬x ∨H))(v, sk) =

I∗(Q[x← >](H))(v, sk(vrai))

Les équivalences Q
∼=.3, Q∼=.4, Q∼=.5 et Q

∼=.6 réa-
lisent une propagation unitaire : les équivalences Q∼=.3
et Q∼=.4 conservent le symbole propositionnel existen-
tiellement quantifié dans la matrice pour préserver les
modèles (puisque le lieur doit être le même de part
et d’autre) tandis que Q∼=.5 et Q∼=.6 éliminent le sym-
bole propositionnel universellement quantifié ainsi que
son quantificateur (les QBF ne pouvant alors plus
être équivalentes). L’exemple suivant démontre par un
exemple que ∀x∀yF 6∼= ∀y∀xF ce qui met en exergue
une disymétrie par l’équivalence Q∼=.1 dans le compor-
tement des deux quantificateurs.

Exemple 5 Soient les deux QBF prénexes θ =
∀a∀b∃c((¬a ∧ b) → c) et θ′ = ∀b∀a∃c((¬a ∧ b) → c)
ainsi que la valuation fonctionnelle

sk =
{(c 7→ {((vrai,vrai) 7→ vrai), ((vrai, faux) 7→ vrai),
((faux,vrai) 7→ faux), ((faux, faux) 7→ faux)})}

alors

I∗(θ)(v, sk) = faux 6= I∗(θ′)(v, sk) = vrai

mais avec la valuation fonctionnelle suivante qui res-
pecte vis-à-vis de sk les conditions de Q∼=.2

sk′ =
{(c 7→ {((vrai,vrai) 7→ vrai), ((faux,vrai) 7→ vrai),
((vrai, faux) 7→ faux), ((faux, faux) 7→ faux)})}

alors I∗(θ)(v, sk) = I∗(θ′)(v, sk′).

4 Calcul syntaxique

Nous présentons notre calcul syntaxique comme une
extension pour les QBF de la justification dans le cadre
de la théorie de la preuve de l’algorithme de St̊al-
marck [24].

4.1 Relation de formules

Une relation de formules [24] (propositionnelle) R
pour une formule F est définie comme étant une re-
lation d’équivalence sur sub(F ) avec pour contrainte
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que pour tout éléments A,B ∈ sub(F ), si R(A,B)
alors R(A,B). Une classe d’une relation de formules R
contenant un élément A est notée [A]R (et plus simple-
ment [A] lorsque la relation de formules est clairement
explicitée par le contexte). La sémantique attendue est
que tous les éléments d’une même classe d’équivalence
ont la même valeur de vérité. Nous étendons ce forma-
lisme aux QBF QM en ajoutant un lieur à la parti-
tion P de sub(M) et en écrivant la relation de formules
(Q,P ).

La relation de formules la plus fine pour une QBF
prénexe QM est la relation identité IdQM qui est la
partition des singletons de sub(M) associée au lieur
Q. La relation de formules R([A]R = [B]R) (notée
plus simplement par la suite R([A] = [B])) pour une
QBF prénexe QM est la relation de formules la plus
fine pour QM telle qu’elle est un raffinement de R et
([A]R = [B]R). La relation de formules IdQM ([M ] =
[>]) nous servira de racine à l’arbre de déduction de
notre calcul syntaxique. Dans ce qui suit seule une des
deux classes symétriques [A] et [A] sera explicitée.

Exemple 6 Soit la QBF

ξ = ∀a∃b∀c∃d¬((c→ b)→ ¬(d→ a))

alors

Idξ([F ] = [>]) =
(∀a∃b∀c∃d, [>, F ], [a], [b], [c], [d], [F0], [F1])

avec F = (F0 → F1), F0 = (c→ b) et F1 = (d→ a).

4.2 Système syntaxique

Nous présentons notre système syntaxique SQBF
pour les QBF comme un ensemble de règles conclusion

prémisse
qui opèrent sur des relations de formules formant un
arbre de déduction dont la racine est la relation de
formules IdQM ([M ] = [>]). Mais avant de présenter le
système nous définissons un ensemble de relations de
formules qui correspondent à des relations de formules
à partir desquelles aucune déduction ne sera plus pos-
sible.

Définition 6 (explicitement contradictoire)
Une relation de formules est explicitement contradic-
toire si une des conditions suivantes est vérifiée :

1. il existe une formule F dans la relation de for-
mules telle que [F ] = [F ] ;

2. il existe une classe qui contient au moins deux
symboles propositionnels universellement quanti-
fiés du lieur ;

3. il existe une classe qui contient un symbole pro-
positionnel universellement quantifié u du lieur et
un symbole propositionnel existentiellement quan-
tifié e tel que e < u.

La condition 1 maintient intuitivement qu’une for-
mule et son complémentaire ne peuvent avoir la même
valeur de vérité. La condition 2 exprime que deux
symboles universellement quantifiés ne sont jamais liés
fonctionnellement. La condition 3 correspond dans le
cadre de l’unification de termes du premier ordre au
classique test d’occurrence. Une relation de fomules
peut n’être pas explicitement contradictoire et conte-
nir des classes qui le sont.

Nous ne présentons les règles du système SQBF que
pour le fragment {→,>}. Pour simplifier, dans la des-
cription de la prémisse et de la conclusion de la règle,
seuls le lieur et les classes pertinentes sont notées, les
classes invariantes ne sont pas décrites (la classe [>]
est implicitement toujours présente).

Définition 7 (système SQBF pour {→,>}) Le
système SQBF est constitué de deux règles d’élimina-
tion du quantificateur existentiel :

∃> : (Q,[x]=[>])
(∃xQ,[x]) ∃⊥ : (Q,[x]=[>])

(∃xQ,[x])

d’une règle d’élimination du quantificateur universel :

∀ : (Q,[x]=[>]) (Q,[x]=[>])
(∀xQ,[x])

et neuf règles de fusion des classes :

1 : (Q,[FX ]=[>],[FY ]=[>])

(Q,[(FX→FY )]=[FY ])
2 : (Q,[FX ]=[>],[FY ]=[>])

(Q,[(FX→FY )]=[FX ])

3 : (Q,[FX ]=[>],[FY ]=[>])

(Q,[(FX→FY )]=[>])
4 : (Q,[(FX→FY )]=[FX ])

(Q,[(FX→FY )],[FY ]=[>])

5 : (Q,[(FX→FY )]=[FX ])

(Q,[(FX→FY )],[FX ]=[FY ])
6 : (Q,[(FX→FY )]=[>])

(Q,[(FX→FY )],[FX ]=[>])

7 : (Q,[(FX→FY )]=[>])
(Q,[(FX→FY )],[FY ]=[>])

8 : (Q,[(FX→FY )]=[>])
(Q,[(FX→FY )],[FX ]=[FY ])

9 : (Q,[(FX→FY )]=[FY ])
(Q,[(FX→FY )],[FX ]=[>])

Le lien sémantique entre la prémisse et la conclusion
des règles de fusion est un lien d’équivalence de pré-
servation des modèles qui sera explicité dans la section
suivante.

Exemple 7 La règle 9 de la définition précédente ex-
prime que si la relation de formules R est telle que
son lieur est Q et la partition est telle qu’une classe
contienne une formule (FX → FY ) et que les for-
mules FX et > appartiennent à la même classe alors
est inférée par la règle 9 une relation de formules
R([(FX → FY )] = [FY ]) (en particulier, cette nouvelle
relation de formules est toujours telle que [FX ] = [>]).

Nous sommes à même de décrire ce qu’est un arbre
de déduction et une preuve pour le système SQBF .
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Définition 8 (arbre de déduction) Un arbre de
déduction est défini inductivement ainsi :

– toute relation de formules qui est non explici-
tement contradictoire est un arbre de déduction
pour le système SQBF ;

– si R est une relation de formules, r une règle du
SQBF telle que la premisse soit satisfaite par R
et que le résultat R′, unique conclusion de l’ap-
plication de la règle à la prémisse soit non expli-
citement contradictoire et si ∇′ est un arbre de
déduction de racine R′ alors ∇

′

R r est un arbre de
déduction de racine R ;

– si R est une relation de formules, r une règle du
SQBF telle que la premisse soit satisfaite par R
et que les résultats R′ et R′′, conclusions de l’ap-
plication de la règle r à la prémisse soient non
explicitement contradictoires et si ∇′ et ∇′′ sont
des arbres de déduction de racine respectivement
R′ et R′′ alors ∇

′ ∇′′

R r est un arbre de déduction
de racine R.

Dans les exemples qui suivent, seule l’application des
règles de fusion est indicée par le numéro de la règle.

Exemple 8 (suite de l’exemple 6) L’arbre ci-
dessous est un arbre de déduction pour le sys-
tème SQBF (F = (F0 → F1), F0 = (c → b) et
F1 = (d→ a)).

∇ ∇′

(∀a∃b∀c∃d, [>, F , F0, F1], [a], [b], [c], [d])
3

Idξ([F ] = [>])

avec ∇ tel que

(ε, [>, F , F0, F1, a, b, c, d]) (ε, [>, F , F0, F1, a, b, c, d])

(∃d, [>, F , F0, F1, a, b, c], [d]) (∃d, [>, F , F0, F1, a, b, c], [d])

(∀c∃d, [>, F , F0, F1, a, b], [c], [d])

(∃b∀c∃d, [>, F , F0, F1, a], [b], [c], [d])

avec ∇′ tel que

(∃d, [>, F , F0, F1, a, d, b, c]) (∃d, [>, F , F0, F1, a, d, b, c])

(∀c∃d, [>, F , F0, F1, a, d, b], [c])

(∃b∀c∃d, [>, F , F0, F1, a, d], [b], [c])

(∃b∀c∃d, [>, F , F0, F1, a], [b], [c], [d])
4

La relation de formules (∃d, [>, F , F0, F1, a, d, b, c])
n’est pas explicitement contradictoire bien que a et
c soient des symboles propositionnels universellement
quantifés car ils n’appartiennent plus au lieur qui est
présentement ∃d.

Nous sommes en mesure de définir ce qu’est une
preuve pour une QBF dans le système SQBF .

Définition 9 (axiome et preuve) Un axiome est
une relation de formules non explicitement contradic-
toire ne contenant que deux classes et qui est telle que
l’on ne puisse construire un arbre de déduction avec
l’axiome pour racine et contenant une relation de for-
mules explicitement contradictoire. Une preuve pour
une QBF QM dans le système SQBF est un arbre de
déduction de racine IdQM ([M ] = [>]) tel que toute
feuille soit un axiome.

Exemple 9 L’arbre de déduction de l’exemple 8 est
une preuve dans le système SQBF de la QBF

∀a∃b∀c∃d¬((c→ b)→ ¬(d→ a)).

La définition de l’axiome prévient la contradiction
dans une classe. Cette définition se réduit uniquement
à la première condition si l’utilisation de la règle d’éli-
mination du quantificateur n’est utilisée que lorsque
aucune autre règle ne peut plus l’être (car alors néces-
sairement des règles aurait été déduite la contradic-
tion).

Exemple 10 La relation de formules

(ε, [(a→ b), a, b,>], [(a→ b), a, b,>])

(dont exceptionnellement toutes les classes ont été ex-
plicitées) n’est pas explicitement contradictoire mais
n’est pas un axiome car :

(ε, [(a→ b), a, b,>, (a→ b), a, b,>])

(ε, [(a→ b), a, b,>], [(a→ b), a, b,>])
1

Ceci interdit une preuve n’utilisant que la règle d’éli-
mination du quantificateur existentiel telle que :

(ε, [(a→ b), a, b,>], [(a→ b), a, b,>])
(∃b, [(a→ b), a,>], [(a→ b), a,>], [b], [b])

(∃a∃b, [(a→ b),>], [(a→ b),>], [a], [a], [b], [b])

4.3 Sémantique

Nous introduisons une fonction d’interprétation qui
explicite la sémantique d’une relation de fonctions en
une QBF.

Définition 10 (fonction d’interprétation) La
fonction d’interprétation d’une relation de formules
(·, ·)∗ est une fonction de l’ensemble des relations de
formules dans les QBF définie par

(Q,P )∗ = Q
∧
C∈P

(
∧

F,F ′∈C
(F ↔ F ′)).

Clairement, (Q, IdQM ([M ] = [>]))∗ ∼= QM .
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Exemple 11

(∃b∀c∃d, [>, F , F0, F1, a, d], [b], [c])∗

= ∃b∀c∃d(F ∧ F0 ∧ F1 ∧ ¬a ∧ ¬d)

La correction du système SQBF par rapport à la
sémantique des QBF est une conséquence du lemme
suivant.

Lemme 6 (Correction des règles de fusion)
Soit la relation de formules R′ le résultat de l’applica-
tion d’une règle de fusion sur une relation de formules
R alors R′∗ ∼= R∗.

Il est immédiat qu’à partir du calcul de la validité di-
rectement par la définition de la sémantique des quan-
tificateurs il est possible de construire une preuve dans
le système SQBF : la preuve, de bas en haut élimine
tous les quantifcateurs puis fusionne les classes grâce
aux règles 4, 5 et 7, d’où la complétude.

Théorème 1 (Correction et complétude du sys-
tème SQBF par rapport à la sémantique des
QBF) Une QBF QM est valide si et seulement si
la relation de formules IdQM ([M ] = [>]) admet une
preuve dans le système SQBF .

4.4 Extensions au système SQBF

Le système SQBF présenté jusqu’ici est assez
pauvre : il n’élimine les quantificateurs qu’en em-
ployant explicitement leur sémantique et il ne tire au-
cun avantage des propriétés algébriques du connecteur
logique. Les extensions proposées ci-dessous préservent
la correction (la complétude étant préservée si nous ne
faisons qu’étendre le système de règles).

Nouvelles règles d’élimination triviale des quantifi-
cateurs. Nous introduisons deux règles d’élimination
des quantificateurs pour les symboles propositionnels
qui n’interviennent pas dans la matrice d’une QBF :

6 ∃ : (QQ′,P )
(Q∃xQ′,P ) 6 ∀ : (QQ′,P )

(Q∀xQ′,P )

sachant que le symbole propositionnel x n’apparait pas
dans la partition P .

Nouvelles règles pour l’élimination des quantifi-
cateurs. Nous introduisons deux nouvelles règles
d’élimination du quantificateur existentiel basées sur
l’équivalence : Q∃xQ′(x ∧H) ≡ QQ′[x← >](H).

∃+ : (QQ′,[x]=[>])
(Q∃xQ′,[x]=[>]) ∃− : (QQ′,[x]=[>])

(Q∃xQ′,[x]=[>])

Elles expriment que si le symbole propositionnel
existentiellement quantifié a été déduit comme ne pou-
vant valoir qu’une valeur de vérité particulière alors le
quantificateur peut être supprimé.

Nouvelles règles pour les symboles propositionnels
universellement quantifiés. L’ensemble des règles de
fusion sont purement propositionnelles et ne tiennent
pas compte des contraintes qui s’imposent pour les
symboles propositionnels universellement quantifiés.
Nous introduisons un nouvel ensemble de règles de fu-
sion qui se déduisent aisément de la sémantique asso-
ciée à une relation de formules via la fonction d’inter-
prétation.

10 : (QQ′∀xQ′′,[y]=[>])
(Q∃yQ′∀xQ′′,[(x→y)]=[>])

11 : (QQ′∀xQ′′,[y]=[>])
(Q∃yQ′∀xQ′′,[(x→y)]=[y])

12 : (QQ′∀yQ′′,[x]=[>])
(Q∃xQ′∀yQ′′,[(x→y)]=[y])

13 : (QQ′∀xQ′′,[y]=[>])
(Q∃yQ′∀xQ′′,[(x→y)]=[x])

14 : (QQ′∀yQ′′,[x]=[>])
(Q∃xQ′∀yQ′′,[(x→y)]=[>])

15 : (QQ′∀yQ′′,[x]=[>])
(Q∃xQ′∀yQ′′,[(x→y)]=[x])

Le nouveau système peut être considéré comme
l’abstraction d’une restriction du système de propa-
gation de contraintes pour les QBF [26] en voyant la
propagation de contraintes comme un système de fu-
sion des classes d’équivalences.

Exemple 12 En continuant l’exemple 1. Extrait de la
preuve pour le système SQBF enrichi (avec F0 = (c→
b)) :

(∀a∀c∃d, [>, F , F0, F1, b], [a], [c], [d])
10

(∀a∃b∀c∃d, [>, F , F0, F1], [a], [b], [c], [d])
3

Idξ([F ] = [>])

4.5 Calcul du modèle

Nous annotons notre système SQBF pour les QBF
prénexes en y ajoutant la construction d’un modèle
QBF : nos règles opérent maintenant sur un couple
V ` (Q,P ) avec P une partition pour sub(M), (Q,P )
une relation de formules et V une valuation QBF de
QM . Nous étendons les notions d’axiome, de dériva-
tion et de preuve pour un nouveau système SaQBF , ex-
tension annotée du système SQBF .

Le système SaQBF est constitué de deux règles d’éli-
mination du quantificateur existentiel :

∃>a : (v[x:=vrai],sk) ` (Q,[x]=[>])
(v,{x̂=vrai}∪sk) ` (∃xQ,[x])

∃⊥a : (v[x:=faux],sk) ` (Q,[x]=[>])
(v,{x̂=faux}∪sk) ` (∃xQ,[x])
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d’une règle d’élimination du quantificateur universel
(en notant Vvrai = (v[x := vrai], sk(vrai)) et Vfaux =
(v[x := faux], sk(faux))) :

∀a : Vvrai ` (Q,[x]=[>]) Vfaux ` (Q,[x]=[>])
(v,sk) ` (∀xQ,[x])

et chaque règle de fusion des classes de 1 à 9 de la
définition 7 de structure R′

R est augmentée en une règle
V ` R′

V ` R .
Nous annotons aussi les règles de fusion 10 à 15 de

l’extension du système SQBF :

10 : (v[y:=vrai],sk) ` (QQ′∀xQ′′,[y]=[>])
(v,{ŷ=vrai}∪sk) ` (Q∃yQ′∀xQ′′,[(x→y)]=[>])

11 : (v[y:=vrai],sk) ` (QQ′∀xQ′′,[y]=[>])
(v,{ŷ=vrai}∪sk) ` (Q∃yQ′∀xQ′′,[(x→y)]=[y])

12 : (v[x:=vrai],sk) ` (QQ′∀yQ′′,[x]=[>])
(v,{x̂=vrai}∪sk) ` (Q∃xQ′∀yQ′′,[(x→y)]=[y])

13 : (v[y:=faux],sk) ` (Q∃yQ′∀xQ′′,[y]=[>])
(v,{ŷ=faux}∪sk) ` (Q∃yQ′∀xQ′′,[(x→y)]=[x])

14 : (v[x:=faux],sk) ` (QQ′∀yQ′′,[x]=[>])
(v,{x̂=faux}∪sk) ` (Q∃xQ′∀yQ′′,[(x→y)]=[>])

15 : (v[x:=faux],sk) ` (QQ′∀yQ′′,[x]=[>])
(v,{x̂=faux}∪sk) ` (Q∃xQ′∀yQ′′,[(x→y)]=[x])

Si la preuve se construit de bas en haut pour la
recherche des axiomes, la construction du modèle QBF
se réalise de haut en bas.

Exemple 13 En continuant l’exemple 1 et pour la va-
luation QBF sk = {(b 7→ b̂), (d 7→ d̂)} (et une valua-
tion propositionnelle v quelconque) avec

b̂ = {(vrai 7→ vrai), (faux 7→ vrai)} = vrai et
d̂ = {((vrai,vrai) 7→ vrai), ((vrai, faux) 7→ vrai),

((faux,vrai) 7→ faux), ((faux, faux) 7→ faux)}

Extrait de la preuve pour le système SaQBF avec calcul
du modèle :

∇vrai ∇faux

(v[b := vrai], {(d 7→ d̂)}) `
(∀a∀c∃d, [>, F , F0, F1, b], [a], [c], [d])

(v, sk) ` (∀a∃b∀c∃d, [>, F , F0, F1], [a], [b], [c], [d])
3

10

(v, sk) ` Idξ([F ] = [>])

avec ∇vrai tel que

(v[b := vrai][a := vrai], {(d 7→ d̂(vrai))}) `
(∀c∃d, [>, F , F0, F1, b, a], [c], [d])

et ∇faux tel que

(v[b := vrai][a := faux], {(d 7→ d̂(faux))}) `
(∀c∃d, [>, F , F0, F1, b, a], [c], [d])

5 Conclusion

Nous avons proposé dans cet article une nouvelle
présentation de la sémantique des QBF souple per-
mettant de traiter les symboles propositionnels libres,
les symboles propositionnels existentiellement quanti-
fiés associés à une fonction booléenne dans une valua-
tion QBF et les symboles propositionnels existentielle-
ment quantifiés qui ne sont pas associés à une fonction
booléenne dans une valuation QBF et qui sont élimi-
nés suivant la sémantique habituelle basée sur la dis-
jonction. Cette sémantique nous a permis d’explorer
une relation d’équivalence basée sur la préservation
des modèles QBF et non seulement sur la préserva-
tion de la validité. Nous avons proposé en outre un
calcul syntaxique démontré correct et complet vis-à-
vis de la sémantique des QBF qui tire parti de cette
nouvelle relation d’équivalence en étendant la notion
de relation de formules aux QBF. Le travail le plus
proche de cette dernière contribution est sans doute le
système de séquent GQBF [13] pour QBF CNF non
prénexes sur lequel est basé la procédure qpro. Dans
ce travail sont présentes les règles d’élimination des
quantificateurs ∃>, ∃⊥ et ∀ qui sont inhérentes à la
sémantique des QBF. Ce travail est une extension du
calcul des séquents classiques [14] orienté élimination
des connecteurs et non relation de formules et son prin-
cipal intérêt, de notre point de vue, est de fournir une
justification dans le cadre de la théorie de preuve à
la technique du �backjumping� [21, 15]. Notre propo-
sition de calcul syntaxique non seulement étend aux
QBF le système proposé pour l’algorithme de St̊al-
marck [24] mais l’étend aussi au niveau propositionnel
dans la mesure où il permet de définir, dans le cadre de
la propagation de contraintes, des propagateurs plus
puissants (i.e. qui propagent plus d’information).
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Résumé

Un modèle de Markov caché (MMC) est un mo-
dèle statistique permettant de représenter un processus
de Markov dont l’état est non observable. Ce modèle a
été/est largement utilisé pour adresser des problèmes liés
à la reconnaissance vocale ou l’analyse de séquences en
bio-informatique. L’algorithme de Viterbi permet de cal-
culer la valeur la plus probable des états cachés du pro-
cessus étant donné des données observables. Un MMC
contraint étend ce cadre de travail en contraignant l’exé-
cution d’un processus d’un MMC. Ce paradigme permet,
de manière déclarative, de spécifier le comportement at-
tendu d’un MMC.

Dans cet article, nous définissons un MMC contraint
dans le cadre de la Programmation par Contraintes.
Nous proposons une nouvelle version de l’algorithme de
Viterbi pour ce cadre de travail. Plusieurs techniques is-
sues de la Programmations par Contraintes sont utilisées
pour accélérer la recherche de la valeur la plus probable
des états cachés du processus. Une implémentation utili-
sant PRISM, un langage de programmation logique pour
des modèles statistiques, est présentée.

Abstract

A hidden Markov model (HMM) is a statistical mo-
del in which the system being modeled is assumed to
be a Markov process with hidden states. This model
has been widely used in speech recognition and biologi-
cal sequence analysis. Viterbi algorithm has been propo-
sed to compute the most probable value of these hid-
den states in regards to an observed data sequence.
Constrained HMM extends this framework by adding
some constraints on a HMM process run.

∗Ce travail est supporté par le projet “Logic-statistic mode-

ling and analysis of biological sequence data” financé par le pro-

gramme NABIIT sountenu par “the Danish Strategic Research

Council”.

In this paper, we propose to introduce constrained
HMMs into Constraint Programming. We propose new
version of the Viterbi algorithm for this new framework.
Several constraint techniques are used to reduce the
search of the most probable value of hidden states of a
constrained HMM. An implementation based on PRISM,
a logic programming language for statistical modeling,
is presented.

1 Introduction

Un modèle de Markov caché (MMC) est un mo-
dèle statistique permettant de représenter un proces-
sus de Markov pour lequel certains états sont non ob-
servables. Cependant, de l’information sur ces états ca-
chés peut être déduite de données observées. En effet,
la fréquence d’observation de ces données dépend de
l’état du processus dans lequel celles-ci sont émises. Ce
modèle a prouvé son utilité pour adresser de nombreux
problèmes en reconnaissance vocal [9] et en analyse de
séquences biologiques [3]. Cette large utilisation de ce
modèle est en partie due aux nombreux algorithmes
efficaces permettant :

- le calcul de la séquence la plus probable d’états
cachés étant donné des données observées, appelé
chemin de Viterbi ;

- de faire évoluer le MMC afin de refléter un en-
semble de données par apprentissage.

Dans [10], une extension des MMC, appelée mo-
dèle de Markov caché contraint, a été proposée par
Sato et al.. Ce modèle a pour objectif d’ajouter des
contraintes sur les états cachés pouvant être visités et
les données émises lors de l’exécution d’un processus
de MMC. Cette approche étend l’expressivité de ce
modèle en exprimant par des contraintes un ensemble
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d’exécutions valides pour un MMC. Par exemple consi-
dérons un MMC composé de 100 états cachés. Un
MMC contraint permet de spécifier que seulement un
dixième de ces états doivent être utilisés lors de l’exé-
cution d’un processus. Dans ce cadre de travail, un
algorithme basé sur le calcul de vraisemblance maxi-
male ajusté aux échecs a été proposé dans [10]. Cet
algorithme permet par apprentissage de faire évoluer
les différents paramètres d’un MMC contraint afin de
refléter un ensemble de données observées.

Un certain nombre d’extensions probabilistes de la
Programmation par Contraintes ont déjà été propo-
sées. Ces extensions ont pour principal but la modéli-
sation de paramètres incertains dans ce paradigme de
programmation [13]. Le caractère aléatoire de ces évè-
nements est modélisé par un choix probabiliste. Dans
[4], une probabilité est associée à chaque contrainte
d’un problème de satisfaction de contraintes. Cette
probabilité caractérise la fréquence avec laquelle la
contrainte va être ajouter au problème. La program-
mation concurrente par contraintes est étendu dans [2,
5] par des opérateurs de choix probabilistes. Ces opé-
rateurs sont utilisés pour modéliser l’aléa dans l’exécu-
tion de ce type de processus. Dans [15, 11], Walsh et al.
définissent un nouveau cadre de travail, appelé la pro-
grammation stochastique à contraintes, permettant de
représenter comme un problème à contraintes des pro-
blèmes issus de la programmation stochastique. Dans
[1], un modèle graphique est proposé par Dechter et al.
pour modéliser la recherche de solutions de problèmes
à contraintes comportant entre autre des paramètres
probabilistes. Récemment dans [8, 7], nous avons défini
des contraintes dites de choix probabiliste permettant
de raisonner avec des choix probabilistes partiellement
définis.

Dans cet article, nous proposons d’introduire les
MMC contraints dans le cadre de la Programmation
par Contraintes. Cela nous permet de formuler des
problèmes classiques associés aux MMC comme des
problèmes à contraintes. Plus précisément, nous pro-
posons de modéliser le calcul du chemin de Viterbi
comme un problème d’optimisation. Notre objectif est
de bénéficier de différentes techniques issus de la Pro-
grammation par Contraintes pour effectuer efficace-
ment ce calcul.

Plan de l’article. L’article suit l’organisation sui-
vante : section 2 introduit la notion de MMC contraint
à l’aide d’un exemple. La section 3 décrit les pré-requis
nécessaires concernant les MCC pour une bonne com-
préhension de l’article. Dans la section 4, les MCC
contraints sont formellement décrits dans le cadre de
la Programmation par Contraintes et un calcul de Vi-
terbi est présenté dans ce cadre de travail section 5.
Une première implémentation de ce modèle probabi-

liste, basé sur PRISM, est décrite section 6. Finale-
ment, la section 7 en présentant nos travaux futures à
ce sujet conclut l’article.

2 Exemple illustratif

Dans cette section, le cadre de travail des MMC
contraints est illustré sur un MMC abstrait. Ce MMC
est présenté par Figure 1. Le modèle de Markov est
composé de quatre états cachés a, b, c et d. Chacun
de ces états peut émettre le chiffre 1 ou 2. Les proba-
bilités de transiter d’un état à un autre ou d’émettre
1 ou 2 étant donné un état sont représentées par des
arcs étiquetés. Une exécution du processus commence
dans l’état start, est composée d’une séquence d’états
cachés et d’émissions et se termine lorsque l’état end
est atteint. L’algorithme de Viterbi permet de calculer
la séquence la plus probable d’états cachés étant donné
une séquence d’émissions connue. Par exemple, le che-
min de Viterbi pour la séquence d’émissions 1 1 1 2 est
start a a b d end. Un algorithme proposé par Viterbi
dans [14] issu de la programmation dynamique per-
met d’effectuer ce calcul efficacement. Cet algorithme
sera détaillé dans la section 3

Des contraintes peuvent être ajoutées sur ce mo-
dèle pour spécifier des conditions devant être satis-
faites par celui-ci. Par exemple, l’exécution du MMC
abstrait peut être contraint à satisfaire : si l’état a
a été visité lors de l’exécution, alors l’état d ne peut
plus être visité. Afin de représenter cette contrainte,
une approche possible consiste à modifier la structure
initial du MMC. En effet, en dupliquant les états b
et c, il est possible d’interdire pour les chemins ayant
transité par a de visiter d. L’approche suivie dans cet
article consiste simplement à prendre en compte ces
contraintes sur le MMC sans changer la structure ini-
tiale du modèle. Le MMC abstrait peut-être étendu
par la contrainte que pour toutes exécutions du MMC
abstrait (start s1 . . . sn end , e1 . . . en)

si = a =⇒ ∀j > i, sj 6= d.

où start s1 . . . sn end est une séquence d’états cachés et
e1 . . . en une séquence d’émissions. Cependant, notons
que le calcul Viterbi doit prendre en compte le fait
que certaines des exécutions peuvent ne satisfaire pas
cette contrainte. Ainsi par exemple, le chemin de Vi-
terbi start a a b d end calculé pour la séquence d’émis-
sions 1 1 1 2 ne satisfait pas la contrainte énoncée ci-
dessus. Pour le MMC abstrait, le chemin de Viterbi
pour 1 1 1 2 et satisfaisant la contrainte de ne pas visi-
ter d après avoir visité a est start a a a b end

Les MMC contraints permettent de modéliser diffé-
rents problèmes tout en conservant la structure initiale
du MMC. Il est possible par exemple de contraindre
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Figure 1 – Un MMC abstrait

la somme des émissions à être inférieures à une valeur
donnée ou contraindre le nombre de fois qu’un état du
modèle est visité à ne pas dépasser une borne maxi-
male. Ces contraintes peuvent exprimer ainsi : pour
toutes exécutions (starts1 . . . snend, e1 . . . en)

n∑

i=1

ei < valeur1

ou

cardinality atmost(valeur2, [s1, . . . , sn], s).

Cependant, ce nouveau cadre de travail nous oblige
à adapter les algorithmes classiques associés aux
MMC. En effet, ce calcul doit prendre compte le fait
que certaines exécutions pouvent ne pas satisfaire le
problème à contraintes.

3 Pré-requis sur les Modèles de Markov

Cachés

Dans cette section, nous proposons d’introduire les
pré-requis nécessaires sur les MMC pour une bonne
compréhension du reste de l’article. Une description
de l’algorithme de Viterbi est donnée.

3.1 Modèle de Markov Caché

Afin de simplifier la définition formelle de ce modèle,
nous nous limitons dans cet article à des MMC n’émet-
tant qu’une seule lettre par transition et n’ayant qu’un

unique état initial. La généralisation de ce modèle à
des modèles pouvant émettre un nombre arbitraire de
lettres (zéro ou plus) et ayant plusieurs états initiaux
est simple. L’ordre du processus de Markov est aussi
limité au premier ordre et seulement des processus dis-
crets sont considérés.

Définition 1. Un modèle de Markov caché (MMC)
est un 4-uplet 〈S,A, T,E〉 où

– S = {s1, . . . , sn} est un ensemble d’états parmi
lesquels sont distingués : un état initial et des
états finaux ;

– A est un ensemble fini de symboles appelés émis-
sions ;

– T est un ensemble de probabilités de transition
{p(si; sj)} représentant (en excluant l’état initial
pour sj et les états finaux pour si) la probabilité
de transiter de si à sj . De plus, pour chaque si ∈
S,

∑
sj∈S p(si; sj) = 1.

– E est un ensemble de probabilités d’émission
{p(si; ej)} représentant (en excluant l’état initial
et les états finaux pour si) la probabilité d’émettre
ej de l’état caché si. De plus, pour chaque état
si (en excluant l’étant initial et les états finaux),∑

ej∈A p(si; ej) = 1.

Les données observées lors de l’exécution d’un mo-
dèle Markovien caché prennent la forme de séquences
d’émissions. Une exécution de ce modèle est compo-
sée d’une séquence d’états cachés et d’émissions. Étant
donné une séquence d’émissions, une séquence d’états
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cachés permettant cette émission est appelée un che-
min.

Définition 2 (Exécution d’un processus de MMC).
Soit 〈S,A, T,E〉 un modèle de Markov caché, une exé-
cution d’un processus de MMC est composée par une
séquence start s1 s2 . . . sk end d’états cachés et une sé-
quence e1 e2 . . . ek d’émissions satisfaisant les condi-
tions suivantes :

– p(start; s1) 6= 0 (probabilité de transiter vers s1

de l’état initial) ;
– ∀i > 1, p(si−1; si) 6= 0 (probabilité de transiter

entre deux états cachés) ;
– ∀i, p(si; ei) 6= 0 (probabilité d’une émission d’un

état caché).

Dans le cadre des MMC, plusieurs algorithmes ont
été proposés pour donner efficacement une réponse à
plusieurs types de questions :

1. Quelle est la probabilité d’observer une séquence
d’émissions ?

2. Quel est le chemin le plus probable associé à une
séquence d’émissions ?

3. Est-il possible d’adapter les paramètres du MMC
afin que ceux-ci reflètent un ensemble de données
observées ?

Dans cet article, nous nous focalisons à donner une
réponse à la deuxième question dans le cadre des MMC
contraints.

3.2 Calcul du chemin de Viterbi pour un MMC

L’algorithme Viterbi [14] est un algorithme issu de
la programmation dynamique permettant de détermi-
ner un chemin le plus probable associé à une séquence
d’émissions e1 . . . ek pour un MMC. Cet algorithme se
base sur un calcul itératif pour chaque état caché sl du
chemin le plus probable atteignant cet état à l’étape i
de l’exécution d’un processus Markovien. On note par
la suite cette probabilité p(e1 . . . ei)sl

. Cette itération
est effectuée chaque étape de l’exécution du proces-
sus Markovien. L’algorithme est donc de complexité
linéaire par rapport la taille de la séquence d’émis-
sions.

Soit 〈S,A, T,E〉 un modèle de Markov et e1 . . . en

une séquence d’émissions. La probabilité du chemin le
plus probable atteignant l’état sl à l’étape i peut être
calculée récursivement selon la formule suivante :

p(e1 . . . ei)sl
=

max
sk∈S

(p(e1 . . . ei−1)sk
· p(sk; sl) · p(sl; ei)) (1)

Si l’état caché sm permet de maximiser
p(e1 . . . ei−1)sk

· p(sk; sl) · p(sl; ei), le chemin le

plus probable atteignant sl à l’étape i est composé du
chemin le plus probable atteignant sm à l’étape i − 1
et de la transition entre sm et sl.

Basé sur le calcul présenté ci-dessus, l’algorithme
de Viterbi est décrit par l’Algorithme 1. Il prend
comme entrées un MMC HMM = 〈S,A, T,E〉 et une
séquence d’émissions e1 . . . en, et calcule le chemin de
Viterbi V iterbi path et la probabilité de ce chemin
pmax.

Algorithme 1 : Algoritme de Viterbi

Entrée : HMM ,e1 . . . en

Sortie : V iterbi path,pmax

(Paths,Probas)←initialize(e1, HMM);
E ← {e1 e2, . . . , e1 . . . en};
for e1 . . . ei ∈ E do

foreach sl ∈ S do
(p(ei)sl

, sm)←
maxsk∈S(p(e1 . . . ei−1)sk

·p(sk; sl) ·p(sl; ei))
update_path(sl,sm,Paths,New Paths);
update_proba(sl,Probas,New Probas);

end
Paths← New Paths;
Probas← New Probas;

end
(V iterbi path, pmax) ←
most_probable(Paths,Probas);
return V iterbi path, pmax

L’algorithme Viterbi itère de e1 à e1 . . . en. Cet al-
gorithme calcule pour chaque état caché du modèle
sl ∈ S le chemin le plus probable atteignant cet état à
l’étape i et la probabilité de ce chemin partiel. Pendant
l’itération, les différents chemins ainsi que leurs proba-
bilités respectives sont stockés respectivement dans la
structure de données Paths ou Probas. Cette struc-
ture de données associe à chaque état caché le chemin
le plus probable atteignant cet état ou la probabilité de
celui-ci. L’équation 1 permet de déduire la valeur de ce
chemin ainsi que sa probabilité au regard des valeurs
calculées à l’étape précédente de l’itération. La mise à
jour des deux structures données est effectuée respec-
tivement par update path(sl, sm, Paths,New Paths)

et update proba(sl, P robas,New Probas). À la fin
de l’itération, l’appel à most probable(Paths, Probas)
permet le calcul de pmax la probabilité maximale de
Proba. De l’état caché associé à cette probabilité, le
chemin Viterbi V iterbi path peut-être déduit.

4 Un modèle de Markov caché contraint

Un MMC contraint a pour objectif de restreindre
l’ensemble des exécutions possibles pour un MMC par
des contraintes posées sur la séquence d’états cachés
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et/ou d’émissions associée à une exécution d’un pro-
cessus.

Définition 3 (Modèle de Markov Caché Contraint).
Soit 〈S,A, T,E〉 un modèle de Markov caché, un MMC
contraint est défini par un 5-tuplet 〈S,A, T,E,C〉 où
C est un ensemble de contraintes associant une exécu-
tion du MMC à {vrai, faux}. Une exécution de MMC
contraint R est valide si la valeur de C(R) est vrai.
Sinon, cette exécution est dite non-valide.

La définition d’un MMC contraint est volontaire-
ment abstraite. Cela nous permet de ne pas avoir
à nous placer dans un langage à contraintes parti-
culier. Toutefois, les processus de Markov considérés
dans cet article sont discrets. Différentes contraintes
issus d’un langage à contraintes sur les domaines finis
[12] peuvent par exemple être posées sur l’exécution
d’un processus MMC contraint. Notons cependant que
l’exécution d’un MMC ne correspond pas à la résolu-
tion d’un problème à contraintes classique. En effet,
l’ensemble des contraintes posées lors une exécution du
modèle dépend des transitions et des émissions com-
posant cette exécution. Par exemple, si on considère
la contrainte que l’état d ne peut-être visité si l’état a
déjà été visité. La contrainte que d ne peut plus être
visité va être posé au cours de l’exécution si a est vi-
sité.

Introduire les MMC contraints dans le cadre de la
Programmation par Contraintes autorise à ne pas de-
voir décrire explicitement l’ensemble des exécutions
valides et non-valides du modèle. Une exécution va-
lide ou non-valide est détectée par la résolution du
problème à contraintes associé à celle-ci. En contre-
partie, ce cadre de travail introduit une nouvelle com-
plexité dans le calcul de Viterbi certains chemins pou-
vant ne pas satisfaire le problème à contraintes. Afin
de modéliser ce calcul comme un problème classique de
recherche de solutions, nous proposons de modéliser
cette recherche comme une recherche dans un arbre,
appelé arbre probabiliste.

Définition 4 (Arbre probabiliste). Soit
〈S,A, T,E,C〉 un MMC contraint. Un arbre proba-
biliste est 4-uplet 〈Noeuds,Arcs, CP, Probabilitées〉.
Un élément de Noeuds représente un couple état
caché émission (en excluant le noeud initial et les
noeuds finaux). Un élément de Arcs représente une
transition vers un état caché ainsi que l’émission
produite de cet état. Chaque noeud N de Noeuds
est étiqueté par un problème de satisfaction de
contraintes (CSP) composant CP . Chaque variable de
ce CSP représente les possibles exécutions du modèle
Markovien passant par ce noeud. Chaque arc NiNi+1

de Arcs est étiqueté par la probabilité de transiter de
Ni à Ni+1.

Un chemin de l’arbre allant de la racine à une feuille
correspond à l’exécution d’un MMC. La probabilité
de cette exécution est calculée en multipliant les dif-
férentes probabilités associées aux arcs composant le
chemin. L’exécution du MMC contraint est valide si
le CSP associé à la feuille atteinte par cette exécution
est satisfaisable.

Dans la suite, seule une version de l’arbre dédiée
au calcul de Viterbi est considérée. En effet, les don-
nées émises sont connues pour ce calcul. Donc, étant
donné une séquence d’émissions, seule une restriction
de l’arbre probabiliste pour cette séquence sera consi-
dérée. De plus, comme la séquence d’émissions est de
taille finie, cela nous permet de raisonner sur un arbre
de recherche de taille finie. Cette restriction d’un arbre
probabiliste PT à une séquence d’émissions e1 . . . en

est notée PT|e1...en
.

Comme exemple, la Figure 2 représente les deux
premières étapes de l’arbre probabiliste du MMC abs-
trait contraint à satisfaire : pour toutes exécutions du
MCC (start s1 . . . snend, e1 . . . en)

si = a =⇒ ∀j > i, sj 6= d.

étant la séquence d’émissions 1 1 1 2. Dans cet arbre,
les noeuds sont étiquetés par des contraintes posées
sur les différents états cachés représentant les exécu-
tions possibles du processus. Des variables S1, S2, S3

et S4 sont utilisées pour représenter l’état caché choisi
à l’étape 1, 2, 3 et 4. Dans ce contexte, une affectation
de ces variables représente le choix d’un chemin. Le
calcul du chemin de Viterbi pour les MMC contraints
doit chercher une affectation de ces variables la plus
probable satisfaisant le problème à contraintes asso-
ciées à cette affectation.

5 Calcul de Viterbi pour les MMC

contraints

L’algorithme présenté dans la sous-section 3.2 per-
met le calcul du chemin de Viterbi pour un MMC clas-
sique. Ce calcul est effectué linéairement par rapport à
la taille de la séquence d’émissions. Basé sur l’équation
1, le calcul du chemin de Viterbi ne nécessite que de
se remémorer des différents chemins les plus probables
atteignant chaque état caché pour chaque étape du
processus. Cependant, le cadre des MMC contraints
introduit une nouvelle complexité dans ce calcul. En
effet, il est nécessaire de prendre compte la validité
du chemin suivi, i.e. prendre compte la satisfiabilité
des contraintes associées à ce chemin. Dans le pire des
cas, le calcul de Viterbi pour une séquence d’émis-
sions e1 . . . en dans le contexte des MMC contraints
nécessitent de tester la satisfiabilité des CSP asso-
ciés à chacun des chemins PT|e1...en

et de choisir le
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Figure 2 – Arbre probabiliste associé à l’observation 1 1 1 2 pour le MMC abstrait

plus probable parmi ceux-ci. Toutefois, l’introduction
de ce modèle dans le cadre de la Programmation par
Contraintes nous permet de bénéficier de différentes
techniques existantes permettant de réduire l’espace
de recherche associé au calcul du chemin de Viterbi
pour les MMC contraints. Dans cette section, nous
proposons donc d’exprimer le calcul de Viterbi comme
un problème d’optimisation et utilisons certaines tech-
niques permettant de réduire quand cela est possible
la complexité de ce calcul.

5.1 Énoncé du problème

Considérons un MMC contraint 〈S,A, T,E,C〉, et
une séquence d’émissions e1 . . . en. Le calcul du chemin
de Viterbi a pour objectif de déterminer la séquence
d’états cachés start s1 . . . snend pour laquelle l’exécu-
tion (start s1 . . . sn end, e1 . . . en) est la plus probable
et tel que le CSP associé à cette exécution soit satis-
faisable.

Dans les termes de la Programmation par
Contraintes, le calcul du chemin de Viterbi consiste
à chercher une affectation (s1, . . . , sn) des variables
S1, . . . , Sn à valeurs dans S × . . .× S tel que

f : S × . . .× S → [0; 1[
(s1, . . . , sn) 7→ p(start; s1) · p(s1; e1) . . .

p(sn; en) · p(sn; end)

soit maximisée et le problème à contraintes associé à
ce chemin soit satisfaisable.

5.2 Algorithme

L’algorithme de recherche du chemin de Vi-
terbi pour un MMC contraint est donné par
l’Algorithme2. Il a pour entrée un modèle de Mar-
kov caché contraint Ctr HMM = 〈S,A, T,E,C〉 et
une séquence d’émissions e1 . . . en, et calcule le chemin
de Viterbi V iterbi path et la probabilité de ce chemin
pmax.
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Algorithme 2 : Algorithme de recherche du che-
min de Viterbi
Entrée : Ctr HMM ,e1 . . . en

Sortie : V iterbi path,pmax

pmax = 0;
hs← [S1, S2, . . . , Sn];
search_Viterbi(hs,pr,partial path) {
if hs = ∅ then

pmax ← pr;
V iterbi path← partial path;

end
Si ←first_element(hs);
foreach s ∈ dom(Si) do

sp ← previous_state(partial path);
pr ← pr ∗ p(sp; s) ∗ p(s; ei);
if pr > pmax then

partial path←add(partial path, s);
if check_sat(C(partial path, e1 . . . ei))
then

hs← remove(Si, hs);
search_Viterbi(hs,pr,partial path)

end

end

end
}

Le calcul est basé sur un appel itératif de
search V iterbi. Cette itération permet le parcours
en profondeur d’abord de l’arbre probabiliste asso-
cié à Ctr HMM étant donné la séquence d’émissions
e1 . . . en. Ce parcourt prend la forme de l’affectation
successive des variables Si représentant le choix d’un
état caché à l’étape i. L’affection partielle de ces va-
riables est stockée dans partial path. La recherche est
effectuée pour chaque valeur possible de la variable Si.
La variable pr est utilisée pour stocker la probabilité
d’atteindre s à l’étape i. Le parcours de l’arbre peut-
être interrompu dans deux situations :

– quand la probabilité de sélectionner ce chemin
partiel est inférieure à la courante meilleure so-
lution ;

– quand le problème à contraintes associé au noeud
atteint est détecter comme non-satisfaisable.

La variable pmax est utilisée pour se remémorer de
la courant meilleur solution. Le test de la satisfiabi-
lité du CSP associé au noeud atteint est effectué par
une procédure de décision représentée par l’appel de
check sat. Lorsque l’ensemble des variables hs réduit à
∅, alors une feuille de l’arbre est atteinte. Dans ce cas,
une nouvelle solution optimale vient d’être trouvée et
les variables V iterbi path et pmax sont donc mises à
jour.

Terminaison et complexité.
Comme l’ensemble des variables est fini, la recherche

effectuée dans l’arbre probabiliste termine comme

l’arbre est d’hauteur et de largeur finie. Cependant
dans le pire des cas, l’algorithme doit tester la satisfia-
bilité de chacun des CSP associé aux feuilles de l’arbre.
Or le nombre de ces feuilles croit exponentiellement
par rapport à la longueur de la séquence d’émissions.
Cependant, les techniques de cohérences partielles per-
mettent de détecter dès que possible que le chemin
partiel ne menant à aucune exécution du modèle va-
lide.

5.3 Réduction de l’arbre par partage de sous-arbre

Par définition, un processus de Markov n’a pas be-
soin d’avoir une information complète du passé pour
effectué une transition. Dans le cadre dans lequel nous
nous sommes placés, celui des MMC du premier ordre,
la probabilité de transition dépend uniquement de
l’état caché atteint à l’étape précédente. En regar-
dant l’arbre probabiliste associé à un MMC contraint,
cela peut se traduire par des sous-arbres similaires is-
sus d’un même état caché pour une étape donnée du
processus. Considérons de nouveau l’arbre probabiliste
PT|1 1 1 2, on peut remarquer que les CSP associés res-
pectivement au chemin partiel start b a et start c a sont
identiques. Cette affirmation nous permet donc de dé-
duire que les sous-arbres associés à ces deux noeuds
seront les mêmes. Or la probabilité de sélectionner le
chemin partiel start b a est de 0, 0096 alors que la la
probabilité de sélectionner le chemin partiel start c a
est de 0, 0064. Comme le calcul de Viterbi recherche
le chemin le plus probable, cela veut dire que le sous-
arbre issu du chemin partiel ayant la plus faible pro-
babilité (startca) ne va pas mener à une solution op-
timale.

Plus formellement, considérons l’arbre probabi-
liste PT|e1...en

, un chemin partiel de cet arbre
start s1 s2 . . . sj (resp. start s′

1
s′
2
. . . sj) atteignant le

noeud Ni (resp. N ′
i), Ci (resp. C ′

i) le problème à
contraintes associé à ce noeud et pi (resp. p′i) la pro-
babilité d’atteindre ce noeud. Notons par P et P ′ les
CSPs 〈{s1, . . . , sj , Sj+1, . . . , Sn}, S × . . . × S,Ci〉 and
〈{s′

1
, . . . , s′j , sj , Sj+1, . . . , Sn}, S× . . .×S,C ′

i〉. Alors, si

sol(P ′) ⊆ sol(P ) et pi ≥ p′i

où sol est une fonction associant à un CSP l’ensemble
de ces solutions, alors le sous-arbre associé au noeud
N ′

i peut-être retiré de l’arbre de recherche. Notons
que la recherche d’inclusion de solutions de deux sous-
CSPs est un problème difficile et coûteux à résoudre
dans le cas général. Cependant pour certains sous-
ensemble de problèmes à contraintes, il est possible de
mettre en place des tests d’inclusion efficaces adaptés
au MMC contraint considéré.
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6 Implémentation

Dans cette section, nous montrons que le langage
de programmation PRISM permet d’implémenter le
cadre des MMC contraints. En effet, l’implémentation
de PRSIM est basée sur B-Prolog. Il nous permet de
combiner les différents résolveurs de contraintes de B-
Prolog avec PRISM. Nous illustrons cette implémen-
tation sur l’exemple du MMC abstrait donné Figure

1.

6.1 Une brève introduction à PRISM

PRISM [10] est un système développé par Sato et
al. permettant dans un cadre déclaratif la définition
de différents modèles probabiliste-logiques. Ce système
étend Prolog par l’ajout de variables aléatoires dis-
crètes. La déclaration

values(lettre, [a,c,g,t])

permet la création de la variable aléatoire lettre

à valeurs dans [a,c,g,t]. Par défaut, cette va-
riable aléatoire a une distribution uniforme. Un appel
msw(lettre,X) pendant l’exécution d’un programme
correspond au choix aléatoire d’une valeur pour X selon
la définition de lettre.

La déclaration des variables aléatoires peut être pa-
ramétrée, comme

values(lettre(_), [a,c,g,t,*])

qui est un raccourci pour définir un nombre infini
de variables aléatoires dont le nom peut s’unifier au
terme letter(_). Cet ensemble de déclarations peut-
être utilisé pour définir une transition d’un état à un
autre pour un modèle de Markov simple.

s(S):- s(-,S).

s(*,[]).

s(X,[L|Ls]):-

X\= *,

msw(letter(X),L),

s(L,Ls).

Dans ce modèle, ’-’ est utilisé pour représenter le début
de l’exécution du processus et ’*’ la fin.

Un programme PIRSM peut-être utilisé de diffé-
rentes manières. Le système comprend entre autre des
prédicats permettant la génération d’échantillon d’exé-
cutions du modèle probabiliste. Ce langage inclut aussi
des algorithmes d’apprentissage permettant de faire
évoluer les paramètres d’un modèle afin de représen-
ter le plus vraisemblablement un ensemble de données.
Pour finir, une version généralisée de l’algorithme de
Viterbi au modèle probabiliste-logique est disponible.
Cela permet entre autre d’effectuer ce calcul pour dif-
férents modèles probabilistes comme les modèles de
Markov cachés, les réseaux bayésien discret ...

6.2 Une exemple de MMC contraint avec PRISM

Cette sous-section présente l’implémentation
du MMC abstrait donné par la Figure 1.
Ce modèle est contraint à safistaire la condi-
tion suivante : pour chaque exécution du MMC
(start s1 . . . sn end, e1 . . . en)

si = a =⇒ ∀j > i, sj 6= d.

Le code suivant représente le programme PRISM dé-
finissant ce MMC contraint.

% Transition état-état

values(start,[a,b,c,d]).

values(trans(_),[a,b,c,d,end]).

% Transition état-émission

values(emit(_),[1,2]).

% Définition des distributions de probabilités

set_params:-

set_sw(begin,[0.75,0.1,0.1,0.05]),

set_sw(trans(a),[0.4,0.4,0.1,0,0.1]),

set_sw(trans(d),[0,0.1,0.2,0.2,0.5]),

set_sw(emit(a),[0.8,0.2]),

set_sw(emit(b),[0.6,0.4]),

set_sw(emit(c),[0.4,0.6]),

set_sw(emit(d),[0.2,0.8]).

% Initialisation du Processus

abstract_ctr(Emissions) :-

set_params,

msw(begin,State), % Choix du 1er état

SeenA in 0..1,

abstract_ctr(State,SeenA,Emissions).

% Fin de l’exécution

abstract_ctr(end,_SeenA,[]).

% Etat a non visité

abstract_ctr(State,SeenA,[Letter|Rest]) :-

State \== end,

var(SeenA), % a non visité

msw(emit(State),Letter), % Emission

msw(trans(State),New_State),% Transition

New_State #= a # => SeenA#=1

abstract_ctr(State_New,SeenA,Rest).

% Etat a visité

abstract_ctr(State,SeenA,[Letter|Rest]) :-

State \== end,

msw(emit(State),Letter) % Emission

msw(trans(State),New_State),% Transition

SeenA #= 1 #=> New_State #\=d),

abstract_ctr(State_New,SeenA,Rest).
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Une exécution du MMC contraint a lieu par l’appel
au prédicat abstract_ctr/1.

?- abstract_ctr(S).

Une exécution valide a été suivie lorsque la requête
réussit

?- abstract_ctr(S).

S = [1,1,1,2]

yes

Cette requête échoue lorsque le chemin choisi ne satis-
fait pas la contrainte :

?- abstract(S).

false

Les transitions entre états cachés du modèle sont mo-
délisées par l’appel à

msw(trans(State),New_State)

La génération d’une émission étant donné un état ca-
ché est effectuée à l’aide de

msw(emit(State),Letter)

La variable SeenA est utilisée pour savoir si l’état caché
a a déjà été visité. Le système PRISM permet le calcul
du chemin de Viterbi pour ce type modèle par l’appel
de

?- viterbi(abstract_ctr([1,1,1,2]),P,Path).

P = 0.00098304

Path = [start,a,a,a,b,end]

yes

Dans cette implémentation, nous utilisons l’algo-
rithme de Viterbi générique de PRISM pour différents
modèles probabilistes. Des techniques de cohérences
d’intervalles utilisés par le résolveur de contraintes sur
les domaines finis de B-Prolog permettent réduire dès
que possible l’arbre de recherche. Toutefois, cette im-
plémentation n’intègre pas la technique le partage de
sous-arbres proposée sous-section 5.3.

7 Travaux futurs

Dans cet article, nous avons proposé les MMC
contraints dans le cadre de la Programmation
Contraintes. Cette approche nous permet de modéli-
ser le calcul du chemin de Viterbi comme un problème
d’optimisation. L’introduction de ce modèle s’est vou-
lue générique, au sens où ce modèle n’est pas res-
treint à un type particulier de résolveur de contraintes.
Une première implémentation basée sur le système
PRISM et utilisant le résolveur de contraintes sur les

domaines finis de B-Prolog est proposée. Cette implé-
mentation offre un cadre déclaratif pour la définition
de MMC contraints. Toutefois, de nombreuses amé-
liorations peuvent être apportées à l’algorithme pro-
posé. En restant dans le cadre de la programmation à
contraintes sur les domaines finis, ce calcul de Viterbi
pour les MMC contraints peut bénéficier de nombreux
résultats obtenus dans le cadre de la recherche And/Or
pour des modèles graphiques [1] et utiliser les différents
algorithmes de cohérence locale pour les CSP pondérés
[6]. La réduction de l’arbre de recherche par partage
de sous-arbre est un problème intéressant que nous dé-
sirons développer.
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Abstract
Cet article propose un nouveau schéma d’appren-

tissage. La particularité de cette approche réside dans
sa capacité à opérer sans se référer aux conflits. Ceci
contraste avec les approches d’apprentissage tradi-
tionnelles qui sont généralement basées sur l’analyse
de conflits. Pour permettre un tel apprentissage, des
clauses pertinentes issues de la partie satisfaites de
la formule sont conjointement combinées au graphe
d’implications classique afin de générer une meilleure
raison d’implication pour un littéral donné. A partir
de cette extension, un premier schéma d’apprentis-
sage appelé réordonnancecement dynamique basé
sur l’apprentissage (RDBA) est proposé. Il exploite
les nouvelles raisons générées pour réordonner dy-
namiquement les affectations partielles. Des résultats
expérimentaux montrent que l’intégration de RDBA
sur des solveurs issus de l’état de l’art de SAT per-
met d’obtenir d’intéressantes améliorations, notam-
ment sur les instances satisfiables.

1 Introduction

Le problème SAT, qui consiste à vérifier si un ensemble
de clauses est satisfiable, est central dans plusieurs do-
maines de l’informatique. Il est important en intelligence
artificielle, en satisfaction de contraintes (CSP), planifi-
cation, raisonnement non monotone, vérification de cir-
cuits, etc. SAT est devenu un domaine attractif. Ceci s’ex-
plique par l’apparition d’une nouvelle génération de sol-
veurs appelés solveurs SAT modernes [9, 4] particuliére-
ment efficaces. Ces solveurs sont basés sur la propaga-
tion unitaire [2] combinée efficacement à des structures
de données comportant : (i) des stratégies de redémarrage
[6, 7], (ii) des heuristiques de choix de variables (comme
VSIDS) [9], et (iii) l’apprentissage de clauses [8, 9]. Les

solveurs SAT modernes sont spécialement efficaces sur les
instances issues d’applications industrielles. Sur ces pro-
blèmes, Selman et al. [5] ont identifiés le phénomène de
longue traîne (heavy tailed), i.e., diffèrents ordres de va-
riables mènent souvent à des temps de résolution diffé-
rents. Ceci explique entre autre l’introdution des stratégies
de redémarrage dans les solveurs SAT modernes, dans le
but de découvrir un bon ordre des variables. Par ailleurs,
VSIDS et d’autres variantes d’heuristiques de choix de va-
riables ont été introduites pour éviter le trashing et foca-
liser la recherche : lorsqu’il s’agit d’instances de grande
taille ces heuristiques tentent de diriger la recherche vers
la partie la plus contrainte de la formule. Les redémar-
rages et VSIDIS jouent un rôle complémentaire dès lors
qu’ils implémentent respectivement les deux principes de
diversification et d’intensification. L’apprentissage dirigé
par les conflits (Conflict Driven Clause Learning (CDCL))
est le troisième composant, conduisant au retour-arrière
non-chronologique. Dans CDCL une structure de données
centrale est legraph d’implications, qui mémorise l’inter-
prétation partielle en cours de construction ainsi que les
implications faites. À chaque fois qu’un échec est rencon-
tré, une clause conflit ou nogood est apprise grâce au par-
cours par le bas du graphe d’implications. Ce parcours est
aussi utilisé pour mettre à jour les activités des variables
concernées, permettant à l’heuristique VSIDS de sélection-
ner en priorité la variable la plus active lors de la prochaine
décision. Dans ce papier nous traitons de l’apprentissage
dans les solveurs SAT modernes. Notre but est de montrer
que de façon similaire à la vie réelle, on peut apprendre
non seulement à partir des échecs (ou conflits) mais aussi
à partir des décisions menant à des succès. Comme l’ap-
prentissage renvoi classiquement à l’analyse de conflits,
le cadre que nous proposons contraste avec les approches
classiques d’apprentissage proposées dans le cadre SAT.
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Dans l’apprentissage classique, le but principale est de cal-
culer la raison du conflit courant et de permettre d’effec-
tuer un retour-arrière non chronologique. À l’opposé, notre
approche a pour but principal de déduire de meilleures rai-
sons pour l’implication d’un littéral donné permettant d’ex-
ploiter ces raisons pour réarranger (ou corriger) l’affec-
tation partielle courante. Usuellement, à un nœud donné
de l’arbre de recherche, lorsqu’un littéral de décision est
affecté et après application de la propagation unitaire, la
raison enregistrée pour un littéral impliquéx contient au
moins un littéral du niveau couranti en plus du littéralx.
Cette raison est codée dans le graphe d’implications. L’ap-
proche que nous proposons tend à découvrir de nouvelles
raisons pourx, incluant seulement des littéraux de niveaux
(j < i). Autrement dit, notre approche est capable de dé-
couvrir qu’un littéral propagé au niveaui aurait dû être
propagé plus tôt, au niveauj du processus de recherche.
En pratique, ces nouvelles raisons lorsqu’elles sont codées
dans le graphe d’implication pourraient améliorer l’analyse
de conflits elle-même. e.g., en améliorant les niveaux des
retours-arrière. Contrairement à l’analyse de conflits clas-
sique où le littéral assertif est affecté au niveau du retour-
arrière à sa valeur de vérité opposée (littéral refuté), dans
l’approche que nous proposons, les nouvelles raisons géné-
rées sont utilisées pour réarranger l’interprétation courante
en affectant quelques littéraux aux niveaux précédents en
gardant les mêmes valeurs de vérité. En considérant le ni-
veau d’implication de quelques littéraux, notre approche
tend à repousser les mauvaises décisions en bas de l’arbre
de recherche. Ce processus améliore la qualité de l’affecta-
tion partielle courante et favorise l’obtention des solutions.
Le papier est organisé comme suit. Après quelques nota-
tions et définitions préliminaires, nous présentons le graphe
d’implications et le schéma d’apprentissage classiques sec-
tion 2.1 ensuite nous décrivons notre approche dans la sec-
tion 3. Dans la section 4, l’intégration de RDBA au sein des
solveurs SAT modernes est présentée. Finalement, avant la
conclusion, des résultats expérimentaux quantifiant les per-
formances de notre approche sont présentées.

2 Definitions

2.1 Definitions préliminaires et notations

Uneformule CNFF est un ensemble (interprété comme
une conjonction) declauses, où chaque clause est un en-
semble (interprété comme une disjonction) delitéraux. Un
litéral est soit positif (x) ou négatif (¬x). Les deux litéraux
x et¬x sont appeléscomplémentaires. On note également
¬l (ou l̄) le litéral complémentaire del. Pour un ensemble
de litérauxL, L̄ désigne l’ensemble{l̄ | l ∈ L}. Une clause
est diteunitaire si elle contient exactement un seul litéral
(appelélitéral unitaire), et dans le cas d’une clause conte-
nant seulement deux litéraux celle-ci est dite binaire. La

clause vide, notée⊥, est interprétée comme fausse (insa-
tisfaisable), tandis qu’uneformule CNF vide, notée⊤, est
interprétée comme vraie (satisfaisable). L’ensemble des li-
téraux apparaissant dansF est notéVF . Uneinterprétation
ρ d’une formule booléenneF associe une valeurρ(x) aux
variablesx ∈ F . L’interprétationρ est ditecomplètesi elle
associe une valeur à chaquex ∈ F , sinon elle est ditepar-
tielle. Une interprétation peut également être représentée
par un ensemble de litéraux. Unmodèled’une formuleF
est une interprétationρ qui satisfait la formule, ce qui est
notéρ � F . Les notations suivantes seront largement utili-
sés par la suite :

– R[x, ci, cj ] dénote larésolvanteentre la clauseci

contenant le litéralx et la clausecj contenant l’opposé
de ce même litéral¬x. Autrement ditR[x, ci, cj ] =
ci ∪ cj\{x,¬x}. Une résolvante est appelétautolo-
giquesi elle contient à la fois un litéral et son opposé.

– F|x dénote la formuleF simplifiée par l’affectation
du litéral x à la valeurvrai. FormellementF|x =
{c | c ∈ F , {x,¬x}∩c = ∅}∪{c\{¬x} | c ∈ F ,¬x ∈
c} (les clauses contenantx et qui sont donc satisfaites
sont supprimées ; et celles contenant¬x sont simpli-
fiées). Cette notation est étendue aux interprétations :
soit ρ = {x1, . . . , xn} une interprétation, on définit
F|ρ = (. . . ((F|x1)|x2) . . . |xn

).
– F∗ dénote la formule closeF après application de

la propagation unitaire, définie récursivement comme
suit : (1)F∗ = F si F ne contient aucune clause uni-
taire. (2)F∗ =⊥ si F contient deux clauses unitaires
{x} et {¬x}, (3) autrement,F∗ = (F|x)∗ tel quex
est le litéral qui apparaît comme clause unitaire dans
F .

– |=∗ dénote la déduction logique par propagation uni-
taire : F |=∗ x signifie que le litéralx est déduit
par propagation à partir deF , i.e. x ∈ F∗. On écrit
F |=∗⊥ si la formule est inconsistance (insatisfai-
sable) par propagation. En particulier, si on dispose
d’une clausec tel queF ∧ c |=∗⊥, alors c est une
conséquence logique deF . On dit alors quec est dé-
duitepar réfutation.

2.2 Recherche DPLL

Nous introduisons maintenant des notations et re-
marques terminologiques associées aux solveurs SAT ba-
sés sur la procédure de Davis Logemann Loveland, com-
munément appelé DPLL [2]. DPLL est une procédure de
recherche de type "backtrack" ; À chaque nœud les litéraux
affectés (le litéral de décision et les litéraux propagés) sont
étiquetés avec le mêmeniveau de décision, initialisé à 1 et
incrémenté à chaque nouveau point de décision. Le niveau
de décision courant est le niveau le plus élevé dans la pile
de propagation. Lors d’un retour-arrière ("backtrack"), les
variables ayant un niveau supérieur au niveau du backtrack
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sont défaites et le niveau de décision courant est décré-
menté en consèquence (égal au niveau du backtrack). Au
niveaui, l’interprétation partielle couranteρ peut être re-
présentée comme une séquence décision–propagations de
la forme〈(xi

k), xi
k1

, xi
k2

, . . . , xi
knk

〉 telle que le premier li-

téralxi
k correspond au litéral de décisionxk affecté au ni-

veaui et chaquexi
kj

de l’ensemble1 ≤ j ≤ nk représente
les litéraux unitaires propagés à ce même niveaui.

Soit x ∈ ρ, On notel(x) le niveau d’affectation dex,
d(ρ, i) = x si x est le litéral de décision affecté au niveau
i. Pour un niveau donnéi, ρi représente la projection deρ
aux litéraux affectés au niveau≤ i.

2.3 Analyse du Conflit et Graphe d’Implication

Les graphes d’implications sont des représentations cap-
turant les variables affectées durant la recherche, que ce
soit des variables de décision ou des variables propagées.
Cette représentation est utile pour analyser les conflits. À
chaque fois qu’un litéraly est propagé, on sauvegarde la
clause à l’origine de cette propagation, clause que l’on note
−−→
imp(y). La clause

−−→
imp(y) est donc de la forme(x1 ∨ · · · ∨

xn ∨ y) où chaque litéralxi est faux sous l’interprétation
courante (∀i ∈ 1 . . . n ρ(xi) = faux) et ρ(y) = vrai.
Quand un litéraly n’est pas obtenu par propagation uni-
taire mais qu’il correspond à un point de choix,

−−→
imp(y) est

indéfini, que l’on note par convention
−−→
imp(y) =⊥.

Lorsque
−−→
imp(y) 6=⊥, on note parexp(y) l’ensemble

{x | x ∈
−−→
imp(y)\{y}}, appelé l’ensemble desexplications

dey. Autrement dit, si
−−→
imp(y) = (x1 ∨ · · · ∨ xn ∨ y) alors

les explications sont les litérauxxi qui constituent la condi-
tion sous laquelle

−−→
imp(y) est devenue une clause unitaire

{y}. Notons que pour touti on al(xi) ≤ l(y), i.e., toutes
les explications de la déduction ont un niveau inférieur à
celui dey.

Quand
−−→
imp(y) est indéfini,exp(y) est égal à l’ensemble

vide. Les explications peuvent, alternativement, être vues
comme un graphe d’implications dans lequel l’ensemble
des prédécesseurs d’un nœud correspond aux explications
du litéral correspondant :

Définition 1 (Graphe d’implication) SoientF une for-
mule CNF etρ une interprétation partielle. Le graphe
d’implication associé àF , ρ etexp est(N , E) tel que :

– N = ρ, i.e., there is exactly one node for every literal,
decided or implied ;

– E = {(x, y) | x ∈ ρ, y ∈ ρ, x ∈ exp(y)}

Par souci de simplicité,exp est éliminé dans le reste du
papier, et le graphe d’implication est tout simplement noté
Gρ
F .

Exemple 1 Gρ
F , montré dans la Figure 1 est le graphe

d’implications de la formuleF et l’affectation partielleρ

donnée ci-dessous :F ⊇ {c1, . . . , c9}
(c1) x6 ∨ ¬x11 ∨ ¬x12 (c2) ¬x11 ∨ x13 ∨ x16

(c3) x12 ∨ ¬x16 ∨ ¬x2 (c4) ¬x4 ∨ x2 ∨ ¬x10

(c5) ¬x8 ∨ x10 ∨ x1 (c6) x10 ∨ x3

(c7) x10 ∨ ¬x5

(c8) x17 ∨ ¬x1 ∨ ¬x3 ∨ x5 ∨ x18

(c9) ¬x3 ∨ ¬x19 ∨ ¬x18

ρ = {〈. . .¬x1

6
. . .¬x1

17
〉〈(x2

8
) . . .¬x2

13
. . .〉 . . . 〈(x5

11
) . . .〉}.

Le niveau de décision courant est5 etρ(F) = faux.

3
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FIG. 1 – Implication GraphGρ
F = (N , E)

L’analyse du conflit est le résultat de l’application de
la résolution sur la clause devenue fausse (à partir des
nœuds conflictuels du graphe d’implications) en utilisant
diffèrentes clauses de la forme(exp(y) ∨ y) implicitement
codées à chaque nœudy ∈ N . On appelle ce processus
preuve par résolution basée sur les conflits. En utilisant
l’exemple 1, on illuste à présent le schéma d’apprentissage
basé sur les conflits ( conflict driven clause learning) et ces
concepts sous-jacents de clause assertive et unique point
d’implication. Le parcours du grapheGρ

F permet de géné-
rer les clauses suivantes :

– r1 = R[x18, c8, c9] = (x1

17
∨¬x5

1
∨¬x5

3
∨x5

5
∨¬x3

19
)

– r2 = R[x1, r1, c5] = (x1

17
∨¬x5

3
∨x5

5
∨¬x3

19
∨¬x2

8
∨

x5

10
)

– r3 = R[x5, r2, c7] = (x1

17
∨¬x5

3
∨¬x3

19
∨¬x2

8
∨x5

10
)

– r4 = ∆1 = R[x3, r3, c6] = (x1

17
∨¬x3

19
∨¬x2

8
∨x5

10
)

La clause∆1 est uneclause assertivecar tout ces litté-
raux sont affectées àfaux avant le niveau du conflit ex-
cepté un (x10) qui est affecté au niveau courant 5. À par-
tie de la première clause assertive, on déduit qu’on peut
effectué un retour-arrière (backjumping) au niveau 3 (le
niveau maximum des littéraux restant dans∆1) et affec-
ter x10 (appelé littéral assertif) àvrai. Le nœud¬x10

dans le graphe (voir coupe 1 dans la Figure. 1) est appelé
le premierUnique Point d’Implication (UIP). Toutes les
clauses intermidiaresr1, r2 et r3 contiennent plus qu’un
seul littéral du niveau de décision actuel 5. Si nous conti-
nuons ce processus, nous obtenons d’autres clauses asser-
tives ∆2 = (x1

17
∨ ¬x2

8
∨ ¬x3

19
∨ ¬x3

4
∨ x5

2
) et ∆3 =

(x1

17
∨ x1

6
∨ ¬x2

8
∨ x2

13
∨ ¬x3

4
∨ ¬x3

19
∨ ¬x5

11
) correspon-
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dant au second¬x5

2
(coupe 2 dans la Figure. 1) et au troi-

sième UIP¬x5

11
(coupe 3 dans Figure. 1) respectivement.

Le nœud¬x11 est le dernier UIP car il correspond au litté-
ral de décision (voir coupes 2 et 3 dans la Fig. 1).

Notons que pour une clauses assertivec = (α ∨ x) dé-
duite par l’analyse de conflit au niveaum, on peut déduire
par propagation unitairex au niveau de décisioni < m
où i = l(α) i.e., (F|ρi) ∧ x |=∗⊥. Commex est affecté à
faux au niveau de décision courantm, l’analyse de conflit
tend àcorriger cette affectation en générant une meilleure
explication pour le littéralx.

3 Génération de nouvelles explications

Dans cette section, nous montrons que de nouvelles ex-
plications pour les littéraux impliqués (littéraux propagés
unitairement) peuvent être générées même si une affecta-
tion partiel ne mène pas forcèment à un conflit. Ces nou-
velles capacités offertes par notre approche sont motivées
dans l’exemple ci-dessous.

3.1 Example

Exemple 2 SoitF ′ la nouvelle formule obtenue à partir
deF (voir exemple 1) en substituant la clausec9 par la
nouvelle clausec10 = (x6 ∨ ¬x10 ∨ x18). Le graphe d’im-
plicationsGρ

F ′ est le sous-graphe deGρ
F (voir Figure 1) in-

duit par l’ensemble de nœudsN\{¬x18, x19}. Clairement,
l’affectation partielleρ ne mène pas à un conflit au niveau
de décision5. Nous pouvons remarquer que la clausec10

n’est pas mémorisée dans le graphe d’implicationGρ
F ′ car

elle contient deux littéraux¬x10 etx18 affectés àvrai. En
plus, le littéralx18 est affecté par propagation unitaire au
niveau5 grâce à la clausec8 etρ. Illustrons à présent com-
ment nous pouvons déduire une nouvelle raison (clause as-
sertive) permettant de propagerx18 à un niveau inférieur
à 5. Premièrement, partant de la clause

−−→
imp(x18), nous

générons les résolvantes suivante :
– r′

1
= R[x1, c8, c5] = (x1

17
∨¬x2

8
∨x5

10
∨¬x5

3
∨x5

5
∨x5

18
)

– r′
2

= R[x3, r
′
1
, c6] = (x1

17
∨ ¬x2

8
∨ x5

10
∨ x5

5
∨ x5

18
)

– r′
3

= ∆′
1

= R[x5, r
′
2
, c7] = (x1

17
∨ ¬x2

8
∨ x5

10
∨ x5

18
)

La clause∆′
1

contient seulement deux littérauxx10 et
x18 du niveau de décision actuel5 et tous les littéraux
sont affectés àfaux exceptéx18 qui est affecté àvrai.
Maintenant, si on applique une étape supplémentaire de
résolution entre∆′

1
et c10 = (x6 ∨ ¬x10 ∨ x18) ∈ F ′,

on obtient une nouvelle clause unitaire et assertive∆′′
1

=
(x1

6
∨ x1

17
∨ ¬x2

8
∨ x5

18
) . Cette dernière clause exprime le

fait que le littéralx18 affecté au niveau 5 peut être propagé
au niveau2. En effet, commeF ′ |= ∆′′

1
et les deux litté-

raux x6 et x17 (resp. le littéral¬x8) sont affectés àfaux
au niveau1 (resp. niveau2), on peut déduire que le littéral
x18 affecté au niveau5 peut être affecté par propagation
unitaire au niveau2 grâce à la nouvelle raison∆′′

1
.

À partir de l’exemple précédent et contrairement au schéma
d’apprentissage classique, on peut effectuer les premières
observations suivantes :

– r′
3

n’est pas une clause conflit i.e.,ρ(r′
3
) = vrai

– le littéralx18 n’est pas réfuté i.e., la clause déduite∆′′
1

indique quex18 doit être affecté à la même valeur de
vértiévrai au niveau2 au lieu du niveau5

3.2 Présentation Formelle

Donnons à présent une présentation formelle du schéma
d’apprentissage de nouvelles raisons. Dans toutes les défi-
nitions et propriétés suivantes, on considèreF une formule
CNF,ρ une interprétation partielle telle que(F|ρ)∗ 6= ⊥ et
m le niveau de décision courant.

Définition 2 (clause bi-assertive)Une clausec = (α∨x∨
y) est dite clause bi-assertive ssiρ(α) = faux, l(α) < m
et l(x) = l(y) = m.

Une notion similaire de clause bi-assertive est définit
par Knot Pipatsrisawat et Adnan Darwiche. Dans [11], une
clause bi-assertive est définit comme une clause conflit
avec deux littéraux affectés au niveau du conflit alors que
dans la définition 2, nous ne faisons aucune hypothèse sur
les valeurs de vérité des deux littérauxx ety. Suivant notre
définition , la clauser′

3
(exemple 2) satisfaite parx18 est

une clause bi-assertive. En résumé, et contrairement au tra-
vail présenté dans [11] notre définition n’est pas lié à la
notion de clause-conflit. Elle peut être générée par preuve
bi-assertive (Définition 3)à chaque nœudde l’arbre de
recherche, même si le grahe d’implications n’est pas un
graphe de conflit.

Définition 3 (résolution bi-assertive) Soitx un littéral tel
que l(x) = m et

−−→
imp(x) est définie. Une résolution bi-

assertiveπb(x) est une séquence de clauses〈r1, r2, . . . rk〉
satisfaisant les conditions suivantes :

1. r1 =
−−→
imp(x)

2. ri, pour i ∈ 2..k, est construite en sélectionnant un
littéral y ∈ ri−1. La clauseri est définie donc comme
R[y, ri−1,

−−→
imp(ȳ)] ;

3. rk est une clause bi-assertive

Comme le littéralx ∈ r1 ne peut pas être éliminé par
résolution, on ax ∈ rk. En effet, si cette élimination est
possible, cela signifie que

−−→
imp(x) et

−−→
imp(x̄) sont définies.

Ceci contredit l’hypothèse(F|ρ)∗ 6= ⊥. De plus,x est
l’unique littéral derk affecté àvrai.

Dans [1], nous avons montré que le littéral assertifx gé-
néré en utilisant l’analyse de conflit peut être déduit par
propagation unitaire au niveaui, où i est le niveau du
saut arrière (ou backjumping) associé à la clause assertive
(α∨x) i.e,F|ρi |=∗ x. De façon similaire, pour une clause
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bi-assertive(α ∨ y ∨ x), la clause binaire(y ∨ x) (voir la
propriété 1) peut être aussi déduite par propagation unitaire
au niveaui = l(α).

Propriété 1 Soitπb(x) = 〈r1, r2, . . . , rk〉 une résolution
bi-assertive telle querk = (α ∨ y ∨ x) où i = l(α). Nous
avonsF|ρi |=∗ (y ∨ x)

Preuve 1 Par définition de la résolution bi-assertive,
πb(x) est dérivée en parcourant le graphe d’implications
associé àF et ρ à partir du nœudx. Il est évident que
l’affectation¬y au niveaui mène à la propagation du lit-
téral x. En effet, toutes les clauses utilisées dans la réso-
lution bi-assertiveπb(x) contiennent seulement des litté-
raux deᾱ et des littéraux propagés au niveau de décision
courantm. Par conséquent, on aF|ρi ∧ ¬y |=∗ x. Donc
F|ρi ∧ ¬y ∧ ¬x |=∗⊥.

Illustrons la propriété 1 en utilisant l’exemple 2. À partir
de la clause bi-assertiver′

3
= (x1

17
∨ ¬x2

8
∨ x5

10
∨ x5

18
),

il est facile de montrer que la clause(x5

10
∨ x5

18
) peut

être déduite par propagation unitaire au niveau2 i.e,
F|ρ2 |=∗ (x10 ∨ x18). A partir de la formuleF et ρ, on
peut voir que la formuleF|ρ2 contient les clauses suivantes
{(x10∨x1), (x10∨x3), (x10∨¬x5), (¬x1∨¬x3∨x5∨x18)}
(voir le graphe d’implications Gρ

F ′). Donc,
on a F|ρ2 ∧ ¬x10 |=∗ x18. Par conséquent,
F ′|ρ2 ∧ ¬x10 ∧ ¬x18 |=∗⊥.

Pour dériver une nouvelle raison pour l’implication d’un
littéral x donné, on procède en deux étapes. Dans la pre-
mière, nous générons une résolution bi-assertiveπb(x) =
〈r1, r2, . . . , rk = (α∨y∨x)〉, et dans la seconde, nous éli-
minonsy derk par résolution. Ce processus de résolution
est appelé résolution assertive, et est formellement défini
ci-dessous :

Définition 4 (résolution assertive) Soit πu(x) une sé-
quence de clauses〈r1, . . . , rk−1, rk〉. πu(x) est une résolu-
tion assertive si elle satisfait les deux conditions suivantes :

1. 〈r1, . . . , rk−1 = (α ∨ y ∨ x)〉 est une résolution bi-
assertive

2. ∃c = (β ∨ ¬y ∨ x) ∈ F une clause bi-assertiverk =
R[y, rk−1, c] = (γ ∨ x) oùγ = α ∪ β.

Il suit de la définition 2 que tous les littéraux deα et β
sont affectés àfaux avant le niveaum. Par conséquent, la
résolvanterk est une clause assertive unitaire. Cela signifie
que lorsqueπu(x) existe, on déduit que le littéralx propagé
au niveaum aurait dû être propagé àvrai au niveauk < m
oùk = l(γ). La propriété suivante fait état de ce résultat.

Propriété 2 Soitx un littéral tel quel(x) = m et
−−→
imp(x)

existe. Siπu(x) = 〈r1, . . . , rk−1, rk = (γ ∨ x)〉 est une
résolution assertive alorsF|ρi |=∗ x où i = l(γ).

Algorithm 1 : algorithme RDBA
Données: A CNF formulaF ;
Résultat: vrai if F is satisfiable ;faux otherwise
begin1

currentLevel = 0,∆ = ∅;2
while (vrau) do3

if (propagate()==faux) then4
if (currentLevel==0)then return faux;5
c=(α ∨ ¬d)=analyze();6
∆ = ∆ ∪ c;7
backJumpLevel =l(α);8
bactrack(backJumpLevel+1);9
(newJumpLevel,∆′) =10
learnForNewReasons(backJumpLevel+1);
∆ = ∆ ∪ ∆

′;11
bactrack(newJumpLevel);12

else13
currentLevel++;14
if (decide()== faux)then15

return vrai16

end17

Preuve 2 Premièrement, comme〈r1, . . . , rk−1〉 est une ré-
solution bi-assertive, la résolvanterk−1 est de la forme
(α ∨ y ∨ x) où l(α) ≤ i. En utilisant la propriété 1, on
peut déduire queF|ρi |=∗ (y ∨ x), alorsF|ρi ∧ ¬x |=∗ y.
De plus, par définition deπu(x), la résolvanterk est obte-
nue par résolution sury entrerk−1 et c ∈ F de la forme
(β ∨ ¬y ∨ x) où l(β) ≤ i. Comme∀z ∈ β ρ(z) = faux,
donc(¬y∨x) ∈ F|ρi etF|ρi∧¬x |=∗ ¬y. Par conséquent,
F|ρi ∧ ¬x |=∗⊥.

Dans la propriété 2, nous avons montré que le littéralx
peut être déduit par propagation unitaire au niveaui. Ce-
pendant, vérifier si chaque littéral non affecté peut être dé-
duit par propagation unitaire à chaque nœud de l’arbre de
recherche est coûteux. Dans la section suivante, on montre
comment quelques unes de ces déductions peuvent être ob-
tenues à la volée en utilisant notre approche d’apprentis-
sage de nouvelles raisons.

4 Réordonnancement dynamique à
base d’apprentissage

Nous présentons dans cette section comment le schéma
d’apprentissage de nouvelles raisons peut être utilisé pour
réordonner dynamiquement les affectations partielles d’un
solveur SAT moderne. L’amélioration du solveur SAT est
esquissée dans l’algorithme 1. Pour des raisons de sim-
plicité, l’algorithme ne contient pas l’une des composante
essentiel des solveurs SAT à savoir le redémarrage. Nous
rappelons néanmoins les principales fonctions qui y sont
incorporées :

– propagate: effectue la propagation unitaire et re-
tournefaux en cas de conflit etvrai sinon.

– analyze: retourne la clause apprisec calculée en uti-
lisant le schéma classique d’apprentissage. Le littéral
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assertif est dénotéd.
– learn: ajoute une clause apprisec à la base des clauses

apprises
– learnFromSuccess: applique notre schéma d’appren-

tissage de nouvelles raisons présenté dans l’algo-
rithme 2

– backtrack: effectue un retour-arrière au niveau passé
en paramètre.

– decide: sélectionne et affecte le littéral de décision
suivant. La fonction retournevrai, si la formule est
satisfaite (tous les littéraux sont affectés), etfaux si-
non.

Comme on l’a vu dans la section précédente, l’appren-
tissage de nouvelles raisons peut être appliqué à chaque
nœud de l’arbre de recherche. En d’autres termes, pour
chaque littéral unitairey propagé à un certain niveaui,
on peut appliquer le schéma d’apprentissage de nouvelles
raisons pour déduire une implication à un niveau précé-
dent i. Cependant, une application systématique peut dé-
grader les performances des solveurs. Dans l’algorithme
1, on applique l’apprentissage de nouvelles raisons (ligne
10) seulement lorsqu’un conflit est détecté i.e, si l’appel
à propagate()retournefaux. Plus précisément, on utilise
le composant classique d’analyse de conflit (ligne 6). La
clause assertivec générée est ajoutée à la base des clauses
apprises∆ (ligne 7). L’algorithme effectue donc un retour-
arrière au niveaubackJumpLevel+1 (ligne 9) et l’appren-
tissage de nouvelles raisons est seulement appliqué à ce ni-
veau particulier. En restreignant ce schéma d’apprentissage
aux littérauxy propagés au niveaubackJumpLevel + 1,
on garantit que chaque nouveau niveau d’implicationi pour
x est inférieur ou égal au niveau de retour-arrière courant.
Un ensemble de nouvelles raisons∆′ et de nouveaux ni-
veaux (appelénewJumpLevel) est retourné par la fonc-
tion learnForNewReasons (ligne 10). le nouveau ni-
veau de retour-arrière est calculé en choisissant le meilleur
niveau (le plus petit) de ces nouvelles raisons∆′. Avant
d’effectuer un retour-arrière à ce nouveau niveau (ligne
12), l’ensemble de ces nouvelles raisons∆′ est ajouté à la
base des clauses apprises (ligne 11). Si la procédurelearn-
ForNewReasonsne trouve pas de nouvelles implications,
newJumpLevel est égale àbackJumpLevel, et l’algo-
rithme suit le schéma classique d’apprentissage CDCL.

La fonction learnFromNewReasons est détaillée
dans l’algorithme 2. Premièrement,y (resp.U ) désigne le
littéral de décision (resp. l’ensemble des littéraux propa-
gés à ce niveau) affecté au niveaucurrentLevel (initialisé
à backJumpLevel + 1) (ligne 2 et ligne 3). Pour chaque
littéral w ∈ U , si on dispose d’une clause bi-assertive de
la formec = (β ∨ y ∨ w) ∈ F telle queρ(β) = faux,
ρ(w) = ρ(y) = vrai est détecté, alors une résolution
assertiveπu(w) = 〈r1, . . . , rk〉 est opérée (voir ligne 7).
La nouvelle implicationrk dew est ajoutée à la base des
clauses apprises (ligne 8) et lenewJumpLevel est mis à

Algorithm 2 : learnForNewReasons
Données: currentLevel : application level of learning for new

reasons
Résultat: newJumpLevel : the highest implication level found;

R : a set of new reasons;
begin1

y = decisionLiteral(currentLevel);2
U=UPLiterals(currentLevel);3
newJumpLevel = currentLevel-1,R = ∅;4
for (w ∈ U ) do5

if (∃c = (β ∨ y ∨ w) ∈ F s.t.ρ(β) = faux,6
ρ(w) = ρ(y) = vrai) then

Soit πu(w) = 〈r1, . . . , rk−1 = (α ∨ ¬y ∨ w), rk〉7
oùrk = (γ ∨ w) = R[y, rk−1, c] tq. γ = α ∪ β;
R = R ∪ rk;8
newJumpLevel = min(l(γ),newJumpLevel);9

return (newJumpLevel,R);10

end11

jour (ligne 9). Tandis que les littéraux propagés à ce ni-
veaubackJumpLevel + 1 sont traités, le meilleur niveau
d’implication (newJumpLevel) est retourné (ligne 10), et
l’algorithme 1 peut effectuer un retour-arrière à ce nouveau
niveau (ligne 12).

Pour réarranger l’affectation partielle, on utilise le sys-
tème de sauvegarde similaire à celui proposé dans [10].
En effet, durant le retour-arrière, tous les littéraux de dé-
cisions entrebackJumpLevel (calculé à partir de l’ap-
prentissage classique) et lenewJumpLevel (calculé par
learnForNewReasons) sont enregistrés. La fonction
decide() les sélectionne en priorité dans le but de mainte-
nir approximativement les mêmes décisions. Les littéraux
unitaires avec les nouvelles implications sont affectés au
bon niveau (le nouveau niveau calculé) grâce aux raisons
enregistrées (voir ligne 12 dans l’algorithme 2). Ce pro-
cessus définit notre approche de réordonnancement dyna-
mique basé sur l’apprentissage (RDBA).

⊥

¬d

⊥

< (z), ..., d... >

< ¬d... >

newJumpLevel

< (v)... >

< (u)... > < w... >

< (u)... >

< (v)... >

< (z), ..., d... >

< (y)...w... >< (y)...w... >

backJumpLevel backJumpLevel

FIG. 2 – CDCL Vs RDBA

La figure 2 illustre la différence entre un branchement
CDCL (à gauche) et RDBA (à droite). Soit(α ∨ ¬d) la
clause assertive obtenue par l’analyse de conflit classique.
Dans l’approche CDCL, l’algorithme effectue un retour-
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arrière au niveaubackJumpLevel = l(α) et affecte le
littéral assertif¬d. Dans l’approche RDBA, l’algorithme
effectue un retour-arrière au niveaubackJumpLevel + 1
et applique le processus d’apprentissage de nouvelles rai-
sons sur tous les littéraux propagés à ce niveau (littéral
w dans la figure). Toutes les nouvelles implications pour
ces littéraux sont enregistrées dans la base des clauses ap-
prises. Supposons que le meilleur niveau de retour-arrière
(newJumpLevel) correspond à la nouvelle implication
pourw. L’algorithme effectue un retour-arrière au niveau
newJumpLevel et affecte le littéralw et les autres litté-
raux grâce à la mémorisation de l’implication. Finalement,
la recherche continue en affectant en priorité les littéraux
de décision entrebackJumpLevel et newJumpLevel
seulement et dans l’ordre tant que c’est possible.

5 Expérimentations

Nous avons effectués des expérimentations sur un large
panel de problèmes industriels issus des deux dernières
compétitions SAT-Race’06 et SAT’2007. Avant les tests de
résolution toutes les instances sont pré-traiter parSatELite
[3]. Le temps limite de calcul est fixé à 1800 secondes et
les résultats sont indiqués en secondes. Nous avons intégré
l’extension RDBA (section 4) dans Minisat et nous avons
effectué une comparaison entre Minisat classique et Mini-
sat incluant cette approche. Ces tests ont été menés sur un
cluster Xeon 3.2GHz (2 GB RAM).

Les représentations en echelle logarithmique dans les fi-
gures 3 et 4 illustrent une comparaison des résultats de
Minisat et Minisat+RDBA sur des instances satisfiables et
insatisfiables respectivement. L’axe des x (resp. y) corres-
pond à Minisat+RDBA (resp. Minisat). Chaque instance
est associée à un point de coordonnées(tx, ty) qui repré-
sente les temps de calcul obtenus par les deux approches
sur l’instance donnée.

La figure 3 montre que sur les instances satisfiables, l’ap-
prentissage de nouvelles raisons permet d’accélérer le pro-
cessus de résolution par rapport à Minisat. La majorité des
points de la figure sont situés au-dessus de la diagonale i.e.,
Minisat+RDBA est meilleur. Ces résultats ne sont pas sur-
prenants car notre approche vise à corriger le niveau et non
pas la valeur de vérité des littéraux impliqués. Ce qui est
diffèrent de l’analyse de conflit classique, où on modifie
à la fois le niveau d’affectation (niveau assertif) et la va-
leur de vérité du littéral assertif. D’un autre côté, pour les
instances insatisfiables (voir figure 4), il n’y a pas de sépa-
ration claire entre les performances des deux approches.

Les figures 3 et 4 (figures du bas) montrent letemps
mis par chaque solveur pour résoudre un certain nombre
d’instances. Cette vision globale confirme que notre ap-
proche est meilleure sur les instances satisfiables en terme
de temps de calcul. Au contraire sur les instances insa-
tisfiables, la différence entre les performances est moins
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flagrante mais en moyenne Minisat+RDBA est légèrement
meilleur.

Finalement, la table 1 résume quelques résultats ob-
tenus par Minisat+RDBA et Minisat. Pour chaque fa-
mille (première colonne), on indique le nombre d’ins-
tances (deuxième colonne), la moyenne du temps de calcul
sur les instances résolues et le nombre d’instances réso-
lues (entre parenthèses). Les résultats sont donnés sur des
classes (SAT) et (UNSAT) et sur toutes les instances (SAT-
UNSAT). Pour chaque famille, les meilleurs résultats en
terme de temps moyen ou de nombre d’instances résolues
sont mises en gras pour plus de lisibilité. Comme on peut
le remarquer sur ces résultats Minisat+RDBA obtient de
meilleurs résultats en général sur des familles satisfiables.
Sur la famillesafe−∗ par exemple, RDBA permet un gain
de près de deux ordres de grandeur.

Pour résumer, l’intégration de RDBA sur un solveur
moderne est assez prometteuse car elle a mis en lumière
une question principale sur l’intérêt de l’ordre d’affectation
dans les solveurs modernes. Cette approche est complé-
mentaire au schéma classique d’apprentissage dans la me-
sure où elle offre une alternative, qui, combinée à CDCL,
permet comme cela a été dit de corriger l’interprétation
courante.

6 Conclusion

Dans cet article, un nouveau cadre d’apprentissage de
nouvelles raisons d’implication est proposé. Ce nouveau
cadre permet de dériver de meilleures implications pour
la propagation unitaire des littéraux. Ceci peut être vu
comme une méthode de réarrangement de l’interprétation
courante. Alors que dans les solveurs SAT la partie satis-
faite de la formule est ignorée, notre approche suggère que
ces clauses connectées au reste de la formule peuvent être
exploitées avantageusement durant la recherche. Notre pre-
mière intégration de RDBA dans un solveur moderne (Mi-
nisat) montre une nette amélioration du temps de calcul sur
certaines classes de problèmes industriels. Plus intéressant
encore, nous avons constaté une relation entre la résolution
assertive et la déduction basée sur la propagation unitaire.
Comme notre approche essaye de réarranger l’interpréta-
tion courante, nous envisageons d’approfondir la question
du rôle joué par les redémarrages dans ce contexte. Fina-
lement, étendre ce schéma pour récupérer d’autres formes
de consistance plus fortes que la propagation unitaire nous
semble être une piste de recherche pouvant permettre la ré-
solution de problèmes difficiles.
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Résumé

GATeL est un outil de génération de tests dédié à
la validation et la vérification de programmes réactifs
synchrones. À partir d’une spécification décrivant un
système réactif, de propriétés de son environnement
ainsi que d’un objectif de test décrits en Lustre, les
entrées successives du système menant à la réali-
sation de l’objectif de test sont générées. GATeL re-
pose sur une interprétation en programmation logique
par contraintes de Lustre, à l’aide de contraintes
booléennes, arithmétiques et temporelles. Nous pré-
sentons dans cet article la propagation dynamique
de contraintes avec stratégie en arrière de GATeL,
qui construit de manière paresseuse les éléments du
passé nécessaires à la réalisation d’un objectif de test.

1 Introduction

Le test logiciel [12] consiste à exécuter un logiciel
dans le but de trouver ses défauts. C’est une acti-
vité dont l’automatisation pose plusieurs difficultés :
sélectionner des cas de tests, trouver les entrées cor-
respondantes et déterminer le succès ou l’échec à l’is-
sue de l’exécution du test (oracle). Plusieurs outils
proposent une approche automatique à base de pro-
grammation par contraintes pour les deux derniers
points (INKA [9], BZ-TT [4], PathCrawler [16],Os-
mose [2]). À partir d’un problème de génération
composé d’un programme et d’un objectif de test,
ces outils produisent un problème de satisfaction de
contraintes (CSP1) dans lequel les variables repré-
sentent les entrées, les domaines identifient les types
de données, et les contraintes expriment les opéra-
teurs du langage traité. Généralement, les langages
de programmation permettent d’écrire des systèmes

1Constraint Satisfaction Problem

qui se traduisent par des CSP n’appartenant pas à
une classe bien identifiée de problèmes de résolu-
tion. De plus, les domaines représentant les types nu-
mériques sont très grands et ne permettent pas de
réutiliser les techniques mises au point pour des do-
mainesfinis. Les outils doivent alors combiner des sol-
veurs spécifiques, et ce à un niveau suffisamment haut
pour permettre le maximum de déductions entre les
contraintes [10]. C’est pourquoi les équipes citées ont
développé soit un solveur complet, soit une couche
permettant de contrôler l’appel à des solveurs spéci-
fiques.

GATeL. Nous présentons dans cet article l’interpré-
tation en CSP du problème de génération de tests uti-
lisée dans GATeL [11], un outil de validation et de
vérification pour les systèmes réactifs. Un système ré-
actif est un programme qui permet d’observer et de
contrôler unenvironnement extérieur, physique ou lo-
giciel, en interagissant avec lui de manière continue.
L’approche flots de données synchrones [3] est un pa-
radigme reconnu pour la modélisation de systèmes
réactifs critiques : les langages synchrones disposent
d’une sémantique formelle dans laquelle les calculs à
chaque cycle sont déterministes en fonction des en-
trées successives du système. Cette approche facilite
entre autres le développement de compilateurs certi-
fiés, ce qui permet aux industriels de ces domaines,
qui sont soumis à des normes strictes de validation et
de vérification, de simplifier leurs processus de véri-
fication. Nous nous intéressons au langage Lustre [5]
ainsi qu’à son équivalent industriel, Scade2. Il existe
un compilateur certifié (DO-178B) pour Scade, mais
son utilisation n’est pas suffisante pour supprimer les

2http://www.esterel-technologies.com
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phases de tests car les normes imposent le test ex-
haustif des comportements décrits par la spécifica-
tion (test fonctionnel). Pour chacun de ces compor-
tement, GATeL peut générer des séquences d’entrées
amenant le système de l’état initial jusqu’à la situation
voulue.

Approche incrémentale. Pour les langages usuels
(C, Java, B, etc.), une difficulté dans la génération des
entrées est due à la présence d’itérateurs. Bien que ce
type d’opérateur n’existe pas en Lustre, le langage
possède implicitement une structure de contrôle ité-
rative. En effet, il manipule des flots de données syn-
chrones, qui peuvent être représentés à tout instant
par des séquences finies de valeurs issues d’un état ini-
tial. Chaque flot est défini de manière mutuellement
récursive par rapport à ses valeurs passées, et à celles
d’autres flots. La résolution de contraintes correspond
alors à une exploration synchronisée des définitions
récursives de chaque flot apparaissant dans le pro-
blème.
GATeL propose une interprétation en Programma-

tion Logique par Contraintes (PLC) de ce problème
de génération de tests, ainsi qu’un solveur spécifique
traitant les expressions de façon paresseuse, selon une
stratégie de génération en arrière.À partir d’un CSP
initial correspondant à l’interprétation de l’objectif de
test, GATeL explore les passés possibles aboutissant
à cet objectif. Une approche visant à construire des
CSP statiques pour chaque longueur de séquence se-
rait notoirement inefficace, dans la mesure où l’on se
retrouverait dans un schéma generate-and-test. C’est
pourquoi, afin de limiter la taille des séquences pro-
duites, l’exploration de nouveaux cycles est faite in-
crémentalement. Elle exploite les expressions tempo-
relles relatives au contrôle du système sous test, qui
contraignent les chemins d’exécution et le nombre de
cycles nécessaires à l’élaboration d’un cas de test : la
création de nouveaux cycles dans le passé ne se fait
que lorsque leCSP courant l’impose.Cette exploration
dynamique dupassé est généralisée à celle des expres-
sions booléennes, dont dépendaussi le contrôle, en les
interprétant de manière paresseuse. Les expressions
numériques sont quant à elles déléguées de manière
classique à un solveur sur les domaines finis ou conti-
nus.

Plan. Nous présentons dans la section 2 les
constructions du langage Lustre. La section 3 rap-
pelle des définitions concernant les CSP dynamiques
et donne les bases de notre interprétation. Nous mon-
trons ensuite comment les contraintes de différentes
natures sont construites efficacement (sec. 4). Des
heuristiques de résolution appropriées, que nous
abordons dans la partie 6, permettent de traiter des

problèmes de génération de tests nécessitant des
séquences très longues (en milliers de cycles). Nous
présentons enfindans la section 7des extraits d’études
de cas pour lesquels les performances obtenues sont
mises en évidence.

2 Lustre

Lustre est un langage de modélisation utilisé prin-
cipalement pour décrire des programmes réactifs de
contrôle/commande. À chaque itération de la boucle
réactive , les capteurs fournissent au système des va-
leurs d’entrées, qui servent à calculer les sorties desti-
nées aux actionneurs. Les valeurs successives des en-
trées et sorties au cours du temps constituent des flots
de données. Ainsi, toutes les expressions du langage
dénotent une suite infinie de valeurs dans le temps : la
constante 3 désigne le flot (3, 3, . . . ), l’expression A+B
le flot (A0 + B0,A1 + B1, . . . ).

Approche synchrone. Lustre est un modèle de
flots de données synchrone car l’ensemble de ces flots
doivent avoir la même longueur à tout instant. Pour
garantir cette propriété du modèle dans une applica-
tion réelle, il est nécessaire de pouvoir borner le temps
de calcul d’une itération de boucle pour l’ensemble
des sorties du programme, afin d’obtenir le temps de
cycle minimum du contrôleur. Les constructions pré-
sentes dans le langage assurent que cette borne existe
pour chaque modèle Lustre.
Pour décrire des réactions temporelles complexes,
Lustre permet de faire référence à des valeurs pas-
sées des flots de données, à travers l’opérateur de re-
tard unitaire « pre ». C’est un opérateur unaire qui
s’applique à un tout flot X de la manière suivante :
pre(X) = (,X0,X1,X2, . . . ). L’opérateur pre réalise
un décalage temporel d’un cycle. Puisqu’il n’existe
pas de cycle antérieur au cycle initial, cet opérateur
n’est pas défini au cycle 0, ce qui est figuré par le
terme  dans l’exemple. Par extension, toute opé-
ration qui serait réalisée au cycle initial sur le flot
pre(X) aurait un résultat indéterminé. Ce problème
est levé par la deuxième primitive temporelle de
Lustre, notée « -> ». Cet opérateur binaire permet
de définir la valeur initiale d’un flot comme suit :
soient A et B deux flots Lustre de même type, alors
A -> B = (A0,B1,B2,B3, . . . ).

Syntaxe du noyau Lustre. Un modèle Lustre est
organisé en un ou plusieurs nœuds, définissant cha-
cun un système d’équations où les flots de sortie sont
exprimés en fonction de flots d’entrée par l’intermé-
diaire d’expressions arithmétiques, logiques ou tem-
porelles. La figure 1 décrit la syntaxe abstraite d’un
noyau de Lustre. Bien que celles-ci soient prises en
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expr F bool | integer | 
| pre expr
| expr -> expr
| expr  expr

bool F bool and bool
| bool or bool
| not bool
| true | false

integer F integer  integer
| - integer
| 

 F =|<>|≤|≥|<|>

 F + | − | ∗ | div | mod

F. 1 – Syntaxe abstraite.

compte dans GATeL, nous ne nous intéressons pas ici
aux constructions utilisant la notion d’horloge syn-
chrone. De plus, nous ne traitons pas le cas des don-
nées de type réel dans cet article.
Pour permettre la déclaration d’objectifs de test,

GATeL étend le langage par une directive spécifique,
notée reach. Cette directive prend en argument n’im-
porte quelle expression booléenne Lustre : l’expres-
sion reach(Exp) signifie que l’on souhaite construire
des séquences pour lesquelles la condition Exp est vé-
rifiée audernier cycle de la séquence. Cette expression
ayant la même expressivité que le langage, elle peut
correspondre à la détection d’une alarme, ou encore
décrire un scénario de test faisant transiter le système
par des états particuliers au cours du temps.

node TEMPO(start,abort:bool;tempo:int(*!0..50!*))

returns (end_tempo: bool);

var counter, sel_tempo: int ;

set: bool;

let

set = start and not(abort) ->

( if pre(set)

then not(abort)

else start and not(abort) );

sel_tempo = if start and not(abort)

then tempo

else 0 -> pre(sel_tempo);

counter = if set and not(start)

then 1 -> pre(counter) + 1

else 0;

end_tempo = (counter > sel_tempo );

tel;

F. 2 – Le nœud TEMPO.

Exemple. La figure 2 montre la spécification d’une
temporisation, représenté par le nœud TEMPO. Le sys-

tème dispose de trois entrées et d’une sortie : lorsque
la temporisation est démarée à l’aide de start, un
compteur interne, counter, est incrémenté à chaque
cycle d’une unité, jusqu’à ce qu’il atteigne ou dé-
passe la duréemémorisée au lancement du décompte,
sel_tempo. La variable booléenne end_tempo prend
alors la valeur true. À tout moment, la variable abort
peut réinitialiser le compteur et arrêter le décompte.
La figure 3 montre une trace d’exécution du nœud
TEMPO illustrant le fonctionnement de la variable set.
Celle-ci représente l’état de la temporisation, qui peut
être active ou inactive. Elle vaut true à partir du mo-
ment où start passe à true, et reste dans cette état
jusqu’à ce que abort devienne vrai.

Cycles 0 1 2 3 ...

start false true false false

abort false false false true

E1 true true true false

E2 false true false false

E3 false true true

E4 true true false

set false true true false

E1 = not(abort)

E2 = start and E1

E3 = pre(set)

E4 = if E3 then E1 else E2

set = E2 -> E4

F. 3 – Chronogramme d’exécution de set.

3 Construction dynamique du CSP

La génération de séquences de tests est un problème
pour lequel le nombre d’itérations de la boucle ré-
active principale, nécessaire à la réalisation d’un ob-
jectif de test, n’est pas connu à l’avance. De plus, et
bien qu’une analyse statique du programme sous test
soit effectuée avant la génération de tests, il existe po-
tentiellement des chemins de calculs très longs n’in-
tervenant pas dans la réalisation d’un objectif de test
donné. Afin de ne travailler que sur des contraintes
liées au problème de génération, nous choisissons
d’introduire ces contraintes demanière paresseuse, ce
qui passe par la manipulation d’un CSP dynamique.
Nous décrivons ici quelle interprétation de la notion
de CSP dynamique nous partageons parmi celles qui
ont été proposées dans la littérature. Tout d’abord,
nous rappelons celle d’un CSP statique.
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Définition 3.a. CSP statique

Un CSP statique P est donné par un triplet (V,D,C)
représentant des ensembles de variables, dedomaines
et de contraintes.
À chaque variable vi de l’ensembleV = {v1, . . . , vn}, est
associé un domaine Di par une relation dom(vi) = Di.
Une contrainte de C est un couple 〈R,Σ〉 où R est
une relation restreignant les domaines de valeurs des
variables de l’ensemble Σ ⊆ V.
On appelle contrainte atomique C = 〈R,Σ〉 une
contrainte pour laquelle l’ensemble des variables Σ
est de cardinalité fixe. Par opposition, une contrainte
est dite globale si la cardinalité de Σ n’est pas connue.

Il y a deux manières de considérer les CSP dyna-
miques, selon que les modifications sont faites depuis
l’intérieur ou l’exterieur de la procédure de recherche
de solutions [15]. L’évolution est externe lorsque le
caractère dynamique reflète des modifications d’un
problème selon son environnement ou une interac-
tion particulière. Par exemple, les problèmes de ges-
tionde ressources sontdynamiques car lesdonnéesdu
problèmes peuvent changer au cours du temps (chan-
gement d’une activité dans un planning, retrait ou
ajout d’une ressource, . . .). Dans ce cas, un problème
intéressant lié à ces problèmes dynamiques consiste
à garantir la stabilité des solutions tout en étant ef-
ficace, et cela passe par la réutilisation de solutions
d’une modification à une autre du problème [14]. Il
existe ensuite deux types d’évolution interne de CSP
dynamiques. Unpremier type consiste à ne considérer
qu’un certain nombre de variables du CSP à un ins-
tant donné en fonction de l’instanciation partielle [13].
Le second type d’évolution interne apparait lorsque le
CSPmanipule des contraintes globales pouvant elles-
mêmes introduire d’autres contraintes (atomiques ou
globales). Le moteur d’INKA traduit par exemple les
boucles while par une telle contrainte, car la valeur de
vérité de la boucle est une variable du CSP, et son
instanciation peut introduire de nouvelles variables
et contraintes correspondant au corps de sa boucle.
C’est ce type d’évolution que nous mettons en oeuvre
dans GATeL, pour gérer l’aspect temporel et logique
du flot de contrôle.

Définition 3.b. CSP dynamique

Si P = (V,D,C) est un CSP, alors P′ = (V′,D′,C′) tel
que V ⊆ V′, D′v ⊆ Dv (∀ v ∈ V), et C ⊆ C′ est une
restriction de P.
Un CSP dynamique est une succession de problèmes
Pi telle que chaque Pi soit une restriction de Pi−1.

Ainsi, un problème de satisfaction de contraintes
est dynamique lorsqu’il existe une suite de transitions
entre des CSP statiques [7]. Nous nous intéressons ici
uniquement aux transitions provoquant des restric-
tions successives. Dans la suite de cette section, nous

décrivons ce que représentent les ensembles (V,D,C)
dans le cadredenotre problèmedegénérationde tests.

Variables. Nous introduisons unematriceM de va-
riables logiques, où chaque ligne représente un flot
nommé du modèle Lustre (entrée ou sortie), et le
nombre de colonnes est variable et correspond au
nombre de cycles nécessaires pour atteindre l’objectif.
Le point essentiel de notre interprétation est d’intro-
duire les variables logiques dynamiquement, en fonc-
tion des besoins. Afin de permettre une résolution du
problème de contraintes de façon efficace, toutes les
variables d’une colonne de la matrice ne sont pas for-
cément présentes à un instant donné. Une case deM
ne contient une variable logique que si la variable de
flot correspondante a été introduite dans le CSP au
cycle considéré ; elle est vide sinon.
Pour coder l’aspect temporel de Lustre, deux va-

riables logiques supplémentaires sont introduites. La
première, notée Cmax, exprime le numéro du plus
grand numéro de cycle connu dans le CSP courant.
En effet, l’opérateur pre introduisant une récursion
naturelle pour la plupart des définitions de flot, le
nombre de cycles nécessaire pour atteindre un ob-
jectif est lui-même dépendant du problème. GATeL
créant les séquences en arrière, depuis le cycle final
vers le cycle initial, Cmax est initialisé à 0 et incrémenté
à chaque fois qu’un nouveau cycle est nécessaire à
la résolution. Ainsi les cycles sont numérotés dans
l’ordre croissant depuis le cycle final vers le cycle ini-
tial. À cause de la progression en arrière, on ne sait
pas à l’avance, lorsqu’un cycle est créé, si celui-ci est
le cycle initial de la séquence. La seconde variable,
notée Statut, symbolise cette information pour le plus
grand numéro de cycle connu (les autres cycles étant
forcément non initiaux). Ce statut intervient dans le
traitement de l’opérateur « -> » : cet opérateur est
équivalent à son membre gauche quand le statut est
initial, et à son membre droit sinon.
L’ensemble V des variables présentes à un ins-

tant donné dans le CSP est l’union des variables lo-
giquesdeM, desdeuxvariables temporelles, et poten-
tiellement de variables supplémentaires permettant
de décomposer les expressions complexes vers des
contraintes atomiques. Les variables logiques sont in-
troduites à l’aide de la primitive fresh(D), qui retourne
une variable libre V telle que dom(V) = D.

Domaines. Chaque variable logique de V est attri-
buée àundomaine dom(V) correspondant à sadéclara-
tion de type. Les variables booléennes sont attribuées
dans un intervalle de valeurs symboliques [true, false].
Le domaine d’une variable entière est une union d’in-
tervalles croissants [min1..max1] ∪ ... ∪ [minn..maxn],
dont les bornes inférieures et supérieurespeuvent être
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aussi grandes que nécessaire (en particulier pour co-
der des entiers sur 32, 64 bits ou autre). Ce domaine
permet de capturer les inconsistances proche de zéro
dans le cas de multiplications. Si A = 3 ∗ B et B , 0,
alors le domaine de A ne peut pas contenir : -2, -1,
1, 2. Ces trous dans les intervalles peuvent être en-
suite décalés en fonction des opérations effectuées. La
variable logique Statut prend des valeurs dans le do-
maine symbolique {initial, non_initial}, et la variable
Cmax est bornée par un paramètre global pour stopper
le déroulement du passé dans le cas de récursions non
bornées.

Contraintes. Chaque classe de contraintes est gé-
néralement associé à un algorithme de filtrage, ou
propagateur, qui se charge de retirer les valeurs des
domaines des variables contraintes, tout en garantis-
sant qu’aucune solution n’est écartée du CSP. Nous
distinguons deux types de contraintes dans GATeL.
Tout d’abord, les contraintes atomiques, non spé-

cifiques à GATeL, qui décrivent des relations arith-
métiques (+,∗,−,≤, etc.). Pour chaque contraite numé-
rique 〈R,Σ〉, l’algorithme de filtrage définissant la re-
lation R est une consistance de bornes sur les unions
d’intervalles des variables de Σ. Ces contraintes
portent uniquement sur une variable résultat et deux
variables arguments.
Par ailleurs, nous considérons une contrainte

propre à notre méthode de génération, qui met
en œuvre l’aspect paresseux de l’approche. Cette
contrainte est de la forme propage(Res,Exp,C) où Res
représente la valuation de l’expression Lustre Exp
au cycle C. L’algorithme de filtrage définissant la re-
lation R de cette contrainte est défini inductivement
selon l’opérateur de tête du terme Exp. Lorsque ce
terme est donné par un opérateur arithmétique, la
contrainte délègue sa relation à une contrainte ato-
mique. Lorsqu’il s’agit d’un opérateur booléen ou
temporel, si propage a suffisemment d’information sur
l’expression Exp, elle peut introduire de nouvelles
contraintes correspondant aux sous-termes de Exp.
Sinon, la contrainte est retardée jusqu’à ce que le
domaine d’une des variables de son ensemble Σ soit
réduit. La contrainte propage est globale car l’ensemble
Σ de variables sur lequel travaille l’algorithme de fil-
trage n’est pas complètement défini tant que toutes
les contraintes atomiques correspondant au termeExp
n’ont pas été introduites. Cet ensemble Σ est calculé
par une fonction auxiliaire eval qui analyse les termes
pour retrouver les variables deM, sous la portée de
Exp, qui sont soit déjà propagées soit des entrées, ou
bien la variable Statut dans certains cas. La fonction
eval est décrite dans la section 5.

Considérons la propagation de l’expression
« (E > 0) and S », où E est une entrée et S est une
sortie, dont le résultat vaut true, au cycle 0. Le ré-
sultat de l’expression étant vrai, l’opérateur and peut
introduire deux contraintes correspondant à ses sous-
termes :
{
〈

propage(true, (E > 0), 0), ∅
〉

,
〈

propage(true, S, 0), ∅
〉

}

La propagation de la première contrainte va être
déléguée vers la contrainte arithmétique «> » avec la
variable E0 introduite dansM, correspondant à l’en-
trée E au cycle 0. Si de plus S1 est définie par l’ex-
pression « E’ or S’ », le point fixe par propagation
de contraintes du CSP est :
{

〈E0 > 0, {E0}〉

〈propage(true, (E’ or S’), 0), {E′0}〉

}

avecM(S, 0) = true.
Notons qu’aucune branche de la disjonction n’est

ajoutée sous forme de contrainte. Supposons que lors
de la recherche de solutions, la variable E′0 soit instan-
ciée à false. La contrainte de disjonction est de nouveau
filtrée, ce qui raffine le système de contraintes en in-
troduisant la définition de S’ au cycle 0, puisqu’elle
est nécessaire. Cemécanisme consistant à ne pas intro-
duire systématiquement toutes les contraintes à partir
des sous-termes est à la base de l’aspect dynamique
de GATeL.

4 Définition inductive

GATeL est implémenté en PLC dans l’environnement
ECLiPSe [1]. Les règles associées à la sémantique opé-
rationnelle de la contrainte globale propage sont pré-
sentées dans cette section, sur quelques cas représen-
tatifs. L’opérateur « := » représente l’affectation, par
opposition aux tests d’égalité et d’inégalité structurels
(=,,) et à l’unification (≡). L’opérateur suspend permet
de placer une contrainte en attente de la réduction du
domaine d’une de ses variables.

Variable de flot. Lorsque la valeur d’une variable
de flot id doit être connue à un cycle donnée, deux cas
se présentent (cf. règle ci-après). Soit la variable a déjà
été propagée, auquel cas sa valeur dansM est unifiée
avec la variableRes (ligne 4), soit il faut la propager, et
une nouvelle variable logique est créée dans lamatrice
avec le domaine adéquat, noté Domid (ligne 5). S’il
s’agit d’une sortie, l’expression de définition Expid de
cette variable est propagée avec la variable de résultat
Res (ligne 7).
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1 propage(Res, id, cycle)
2

3 si M(id, cycle) , ∅
4 alors Res ≡ M(id, cycle)
5 sinon Res := fresh(Domid)
6 M(id, cycle) := Res
7 propage(Res, Expid, cycle)

Opérateur and. Dans le cas où le résultat est true,
deux contraintes sont introduites, une pour chacun
de ses arguments. Sinon, une évaluation partielle du
premier argument est effectuée à l’aide de l’évalua-
teur d’expressions eval (ligne 7). Cette évaluation cal-
cule un éventuel résultat instancié pour cet argument
et remonte un ensemble de variables rencontrées au
cours de cette évaluation (voir section 5). La princi-
pale différence entre eval et propage est que les autres
contraintes du CSP ne peuvent pas se réveiller pen-
dant le calcul du premier. Il s’agit donc d’une évalua-
tion locale. Si le résultat de l’évaluation est true, alors
deux contraintes sont introduites (lignes 9 et 10). Si
l’évaluation est false, le résultat de la contrainte de dé-
part est unifié à false (ligne 14), provoquant le réveil
des contraintes en attente sur une évolution de cette
variable. On effectue le cas échéant lamême opération
pour le second argument. Si aucune réduction n’a pu
être effectuée, la contrainte se suspend en attente de
l’évolution d’une des variables remontées par l’éva-
luation partielle, ou du résultat (ligne 29).
1 propage(Res, ExpA and ExpB, cycle)
2

3 si Res = true
4 alors propage(true, ExpA, cycle)
5 propage(true, ExpB, cycle)
6 sinon

7 (RA,VA) := eval(ExpA, cycle)
8 si RA = true
9 alors propage(true,ExpA, cycle)
10 propage(Res,ExpB, cycle)
11 sinon

12 si RA = false
13 alors propage(false, ExpA, cycle)
14 Res ≡ false
15 sinon

16 (RB,VB) := eval(ExpB, cycle)
17 si RB = true
18 alors propage(Res, ExpA, cycle)
19 propage(true, ExpB, cycle)
20 sinon

21 si RB = false
22 alors Res ≡ false
23 propage(false, ExpB, cycle)
24 sinon

25 si Res = false
26 alors Σ := VA ∪VB

27 sinon

28 Σ := {Res} ∪ VA ∪VB

29 suspend(propage(Res, ExpA and ExpB, cycle),Σ)

De lamêmemanière, la contrainte propaged’un opéra-
teur conditionnel ne propage pas systématiquement
ses arguments. Elle attend de connaitre la valeur de

vérité de sa condition auparavant. Néanmoins, l’ex-
pression correspondant à la condition est toujours
propagée.

Opérateur pre. Par hypothèse d’induction, et de
par la bonne initialisation des programmes Lustre
sous test [6], nous supposons que lorsque la contrainte
propage arrive sur un opérateur pre à un cycle c, la
propriété Cmax > c est toujours vérifiée. La contrainte
traverse cet opérateur en propageant l’expression re-
tardée au cycle précédent :

1 propage(Res, pre(Exp), cycle)
2

3 propage(Res, Exp, cycle + 1)

Opérateur d’initialisation. Cet opérateur transcrit
l’opérateur « -> » de Lustre. Si le plus grand numéro
de cycle connu est supérieur au cycle auquel on veut
propager cet opérateur, le membre droit est directe-
ment propagé (ligne 4) car le cycle courant n’est pas le
cycle initial. Sinon, on fait intervenir le statut d’initia-
lité : s’il est connu, alors le sous-terme correspondant
est propagé (lignes 7 et 10) ; s’il est variable, une éva-
luation partielle des sous-termes est effectuée : pour
le membre gauche (ligne 12), si le résultat évalué RI

est incompatible avec le résultat attendu Res, alors le
statut est unifié à non_initial, ce qui provoque des ré-
veils pour toutes les contraintes potentiellement en
attente sur ce statut ; le numéro du plus grand cycle
connu est incrémenté et une nouvelle variable de sta-
tut est créée. Enfin, le sous-terme de droite est pro-
pagé. Pour le membre droit (ligne 20), si le résultat
évaluéRP est incompatible avecRes, le statut actuel est
unifié à initial, provoquant aussi d’éventuels réveils.
Lemembre gauche est ensuite propagé. Si aucune des
évaluations n’est incompatible, alors la contrainte se
suspend sur les variables remontées lors de l’évalua-
tion, le résultat et le statut du cycle courant (ligne 28).

1 propage(Res, ExpI ->ExpP, cycle)
2

3 si Cmax > cycle
4 alors propage(Res, ExpP, cycle)
5 sinon

6 si Statut = initial
7 alors propage(Res, ExpI, cycle)
8 sinon

9 si Statut = non_initial
10 alors propage(Res, ExpP, cycle)
11 sinon

12 (RI ,ΣI) := eval(ExpI, cycle)
13 si dom(RI) ∩ dom(Res) = ∅
14 alors

15 Statut ≡ non_initial
16 Statut := fresh({initial, non_initial})
17 Cmax := Cmax + 1
18 propage(Res, ExpP, cycle)
19 sinon

20 (RP,ΣP) := eval(ExpP, cycle)
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21 si dom(RP) ∩ dom(Res) = ∅
22 alors

23 Statut ≡ initial
24 propage(Res, ExpI, cycle)
25 sinon

26 Σ := ΣI ∪ ΣP ∪ {Res, Statut}
27 Cstr := propage(Res, ExpI-> ExpP, cycle)
28 suspend(Cstr,Σ)

Opérateurs arithmétiques. Nous prenons exemple
ici de l’opérateur « + » des entiers. Lorsque la
contrainte propage rencontre un opérateur arithmé-
tique, elle délègue sa gestion à des contraintes spé-
cifiques capables de réduire les domaines de ses va-
riables selon une consistance de bornes appliquée à
l’union des intervalles (ici plus, ligne 7). Une gestion
paresseuse de ces contraintes ne serait pas efficace
car la contrainte propage n’aurait que peu d’occasions
de réduire des sous-termes (uniquement sur les élé-
ments neutres ou absorbants). De plus, ces contraintes
arithmétiques doivent pouvoir travailler au plus vite
pour influencer les décisions booléennes ou tempo-
relles. Les contraintes arithmétiques ne travaillant que
sur des variables attribuées, les arguments sont sys-
tématiquement propagés (lignes 5 et 6). Des variables
intermédiaires sont ainsi créées avec le type corres-
pondant au résultat (ici des unions d’intervalles, dont
le domaine initial est noté I).
1 propage(Res, ExpA + ExpB, cycle)
2

3 RA := fresh(I)
4 RB := fresh(I)
5 propage(RA ,ExpA, cycle)
6 propage(RB ,ExpB, cycle)
7 plus(Res,RA,RB)

5 Évaluation partielle

L’évaluation partielle des expressions de flots Lustre
est une fonctiondépendantde lamatriceM et du cycle
courant. Elle s’applique aux termes des expressions
de flots où les variables Lustre ne sont pas forcément
connues au moment de l’évaluation. Si l’expression
de flot peut-être évaluée à un cycle, elle retourne la
valeur du flot selon la sémantique Lustre. Lorsque
des sous-expressions ne peuvent pas encore être éva-
luées, elle retourne l’ensemble des variables logiques
l’évaluation n’a pas été possible (déjà propagées, ou
bien de nouvelles variables associées à des entrées on
encore propagées). Cela permet au propagateur d’at-
tendre l’instanciation d’au moins une de ces variables
avant de tenter à nouveau l’évaluation.
La règle suivantemontre l’évaluationde l’opérateur
and. On retrouve la sémantique paresseuse de cet opé-
rateur dans la définition. Si aucune instanciation n’a
pu être effectuée, la fonction retourne l’ensemble des
variables remontées par l’évaluation des sous-termes.

1 eval(Exp1 and Exp2, cycle)
2

3 (R1,Σ1) := eval(Exp1 , cycle)
4 si R1 = true
5 alors retourner eval(Exp2 , cycle)
6 sinon si R1 = false
7 alors retourner (false, ∅)
8 sinon (R2 ,Σ2) := eval(Exp2 , cycle)
9 si R2 = true
10 alors retourner (R1,Σ1)
11 sinon si R2 = false
12 alors retourner (false, ∅)
13 sinon Val := fresh({false, true})
14 retourner (Val,Σ1 ∪ Σ2)

Les variables logiques issues de l’évaluation de
Exp1 et de Exp2 correspondent à des variables de flots
dont la définition a déjà été propagée. Les autres opé-
rateurs sont construits de la même manière. La règle
d’évaluation d’une variable de flot id à un cycle est
définie ainsi :

1 eval(id, cycle)
2

3 si M(id, cycle) = ∅
4 alors R := fresh(Domid)
5 retourner (R, ∅)
6 sinon retourner (M(id, cycle),M(id, cycle))

6 Génération de séquences de tests

La génération de séquences de tests consiste à ré-
soudre un CSP initial défini par l’unique contrainte
propage représentant l’objectif de test. Son résultat vaut
true, le terme est l’expression booléenne spécifiée par
la directive reach, et le cycle vaut 0.

Exemple. Reprenons l’exemple de la figure 2
avec l’objectif « reach end_tempo ». La seule
contrainte du CSP initial est donc propage(true,
end_tempo, 0). La définition du flot end_tempo est
« counter > sel_tempo ». L’algorithme de filtrage
introduit les définitions de counter et de sel_tempo
au cycle 0, en les associant à des variables logiques
que l’on note respectivement C0 et Sel0. L’inégalité est
déléguée à la contrainte C0 > Sel0.
La variable counter est définie par une expres-

sion conditionnelle. Ici, la propagation de cette ex-
pression ne peut pas savoir quelle branche corres-
pond au résultat. Dans un premier temps, seule la
condition est propagée : la variable Ifc représente le
résultat de la condition « set and not(start) ». La
propagation de l’opérateur s’arrête ici, car il n’y a
pas assez d’information au niveau du terme « and ».
Une évaluation partielle de ses sous-termes est faite
pour savoir quelles sont les variables logiques déjà
propagées dont dépend l’expression. Dans notre cas,
seule la variable d’entrée Start0 est remontée, la va-
riable set n’étant pas encore propagée au cycle 0.
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L’expression and dépend de l’ensemble de variables
Σ0 = {Ifc, Start0}. On note P0 la contrainte suivante :

P0 = 〈propage(Ifc, set and not(start) , 0),Σ0〉

Par ailleurs, l’expression conditionnelle est elle
aussi traduite en une contrainte. Pour cela, eval est
appliquée à chaque branche du if pour remonter
un ensemble de variables logiques : les ensembles
Vthen = {Statut} et Velse = ∅. La contrainte P1 suivante
est suspendue enattente d’une réductiondedomaines
sur les variables de Σ1 = {C0, Ifc, Statut} :

P1 = 〈propage(C0,Exp1, 0),Σ1〉
avec Exp1 = if(Ifc,1->pre(counter)+1,0)

La propagation de la définition de sel_tempo est
similaire à celle de counter, et va provoquer la sus-
pension des deux contraintes P2 et P3 suivantes :

P2 = 〈propage(Ifs,Exp2, 0),Σ2〉
P3 = 〈propage(Sel0,Exp3, 0),Σ3〉

avec Exp2 = start and not(abort),
Exp3 = if(Ifs,tempo,0->pre sel_tempo)
Σ2 = {Ifs, Start0,Abort0},

et Σ3 = {Ifs, Sel0,Tempo0}.

Deplus lors de l’évaluation de ses branches, la fonc-
tion eval amontré que le domaine de Sel0 était compris
entre 0 et 50, à partir de la restriction donnée à tempo
dans lemodèle. La contrainte d’inégalité représentant
l’objectif impose la réduction de la borne inférieure
du domaine de C0 à 1, ce qui provoque le réveil de
la contrainte P1. Lors de la propagation, on constate
par évaluation partielle que le domaine de l’expres-
sion correspondant à la branche else est incompatible
avec celui du résultat. Cela impose que la condition
Ifc soit vraie, ce qui a plusieurs conséquences : Tout
d’abord, puisque la condition est vraie, l’expression
« 1 -> pre(counter) + 1 » est propagée et unifiée
avec le résultat C0. Une nouvelle contrainte P4 est
ajoutée. Ensuite, la variable Ifc étant instanciée avec
la valeur true, la contrainte P0 est réveillée et les deux
branches de la conjonction sont alors propagées. La
première branche va imposer que Set0 soit vraie puis
suspendre sa définition en attente d’informations sup-
plémentaires concernant entre autre la variable Start0 ;
la seconde branche impose justement que Start0 soit
faux. Cette dernière information est donc reprise par
la contrainte de définition de Set0. Puisque Start0 est
fausse, la fonction eval détermine que l’expression
start and not(abort), en membre gauche de l’opé-
rateur d’initialisation porté par SetO, doit être fausse.
Comme Set0 est vraie, il n’est pas possible que le statut
du cycle 0 soit initial. La variable Statut est donc ins-
tanciée à non_initial, etCmax repoussé au cycle 1. Enfin,

ce changement de statut a pour effet de réveiller P4 et
d’introduire la définition de counter au cycle 1.
La propagation continue jusqu’à atteindre un point

fixe composé de 8 contraintes portant du cycle 0 au
cycle 2. GATeL choisit alors une variable et effectue
une étape de résolution afin de réveiller certaines
contraintes.

Heuristiques de résolution. La résolution permet
de faire avancer la génération de séquences de tests
lorsqu’un point fixe est atteint, en instanciant une va-
riable logique avec une valeur de son domaine. Le
choix de la variable se fait en plusieurs étapes :

1. Récupérer les variables booléennes qui ont le plus
de contraintes en attente, et parmi celles-ci, en
choisir une au plus grand numéro de cycle.

2. Comparer ce nombre de contraintes avec le
nombre de contraintes en attente sur la variable
Statut.

3. Si ce deuxième nombre est plus grand, chercher à
fermer le passé en instanciant le statut à initial. Si
cette instanciation échoue, le statut est instancié
à non_initial et la procédure recommencera après
le point fixe de propagation qui suivra.

4. Sinon, instancier la variable booléenne de ma-
nière aléatoire dans son domaine.

5. Si aucune variable booléenne ni de statut n’est
présente dans les contraintes, la procédure choi-
sit une variable entière correspondant à une en-
trée et l’instancie de manière aléatoire dans son
domaine.

La procédure cherche donc en priorité à faire avan-
cer la partie paresseuse de la propagation avant de
s’intéresser à la partie arithmétique. En pratique,
les problèmes auxquels on se réfère sont très sous-
contraints. Cette partie arithmétique de la procédure
est assez rarement appelée.

7 Performances

Nous présentons dans cette section quelques résultats
sur des études de cas mettant en évidence l’intérêt
de la propagation paresseuse. Les comparaisons sont
effectuées entre la version courante de GATeL implé-
mentant les définitions précédentes, et une version
modifiée dans laquelle les opérateurs booléens pro-
pagent systématiquement leurs arguments. Ces expé-
riences ont été réalisées sur un processeur Intel P4 de
3.6GHz avec 1Go de RAM.
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Stratégie Paresseuse Systématique
Temps d’execution 2673 17941

Propagation (ms) 2519 8691
Résolution (ms) 154 9250

Nb. de contraintes 2343 2508

F. 4 – Propagation initiale pour mode_de_fonct.

mode_de_fonct Cet exemple est extrait d’un sys-
tème de protection d’un réacteur nucléaire. Il déter-
mine lemodede fonctionnement : normal, dégradé ou
arrêt, selon l’observation d’un taux de comptage de
neutrons. L’objectif de test est d’observer un passage
en arrêt d’urgence. Pour se produire, celui-ci nécessite
1000 cycles de calcul en maintenant certaines entrées
dans des intervalles de variations définis.
Le tableau 4 illustre le temps d’exécution de la

propagation initiale de l’objectif de test ainsi que le
nombre de contraintes résultant pour les deux straté-
gies. Les tableaux 5 et 6 donnent les temps de réso-
lution nécessaire pour découvrir les 1000 cycles, ainsi
que les écarts-types relatifs constatés. Les temps de
calcul et la mémoire occupée sont en moyenne nette-
ment meilleurs dans le cas paresseux, et très stables.
Notons cependant que certaines exécutions donnent
de meilleurs résultats mémoire dans le cas systé-
matique, mais avec une variabilité plus grande. La
grande variabilité est liée à l’imperfection des heuris-
tiques en présence d’un grand nombre de contraintes.

A33_34 Cet exemple est extrait d’un benchmark de
systèmes de protection [8]. Il contient des voteurs sur
des entrées répliquées respectant des lois de varia-
tions temporelles (contraintes de pente) en observant
des dépassements de seuils à hystéresis (haut ou bas),
pour positionner des conditions de contrôle. L’objectif
de test est d’observer deuxdépassements de seuils sur
les seconds min de 2 groupes de 4 entrées répliquées.
Compte-tenu des contraintes de pente, il nécessite la
créationd’aumoins 80 cyclespour atteindre ces seuils.
Le tableau de la figure 7 montre les temps observés

pour la propagation initiale de contraintes. Dans le cas
de la stratégie systématique, 12443 contraintes ont été
propagées enapproximativement 40 secondes. La ver-
sion paresseuse propage quant à elle 8176 contraintes
en 4 secondes. Bien que la première dispose de plus
de contraintes, aucune des tentatives de résolution
n’a permis d’obtenir une solution en un temps raison-
nable (abandons au bout de 15 minutes). Le tableau 8
montre les mesures de l’occupation mémoire et du
temps d’execution pour l’étape de résolution avec
propagations paresseuses. Sur 12 mesures, 2 n’ont
pas abouti à un résultat en un temps raisonnable. La

Mesures Mémoire (Ko) Temps (ms)
1 5443 169
2 5443 170
3 5443 139
4 5444 169
5 5443 160
6 5443 120

Moyenne 5443,17 154,5
Ecart relatif 0,01% 13,33%

F. 5 – Résolution de mode_de_fonct, cas paresseux.

Mesures Mémoire (Ko) Temps (ms)
1 4773 310
2 114356 18330
3 116270 18640
4 4752 300
5 9750 259
6 114780 18170

Moyenne 60826,17 9249,67
Ecart relatif 98,03% 106,12%

F. 6 – Résolution de mode_de_fonct, cas systématique.

moyenne et l’écart-type relatif sont calculés sur les 10
essais réussis.

CruiseStateMgt Cet exemple est le codage en flot
de données d’un automate de contrôle d’un système
de régulation de vitesse. Un objectif de test intéres-
sant est de montrer que certaines sorties de cet au-
tomate sont incompatibles. Dans ce cas, GATeL doit
montrer qu’il n’existe aucune séquence aboutissant à
un tel objectif. Pour cela, nous limitons le nombre de
cycles d’exploration à 5. Les résultats présentés dans
le tableau 9 donnent le temps nécessaire à l’explora-
tion complète de l’espace de recherche sans obtenir
de solution pour chaque stratégie. On observe que la
version systématique est nettement plus rapide dans
ce parcours. En effet, les flots booléens définissant cet
automate sont très fortement corrélés entre eux (par-
tage de sous-expressions communes), ce qui peut être
exploité par la stratégie systématique pour réduire
l’espace de recherche.

8 Conclusion

Nous avons présenté le mécanisme paresseux d’in-
troduction de contraintes de GATeL. Ce mécanisme
s’applique aux opérateurs temporels et booléens pour
minimiser le nombre de contraintes et de variables du
CSP à un instant donné. Le CSP évolue dynamique-
ment par restrictions successives dues à l’introduction
de nouvelles contraintes au fur et à mesure de la gé-
nération de séquences. Nous obtenons des résultats
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Mesures Systématique Paresseuse
1 40409 3740
2 40409 3710
3 44689 3750
4 40320 3700
5 40299 3700

Moyenne 41225,2 3720
Ecart relatif 4,70% 0,63%

F. 7 – Propagation initiale de A33_34 (ms).

Mesures Mémoire (Ko) Temps (ms)
1 37348 108889
2 38782 87809
3 38298 96979
4 31963 40009
5 41016 117609
6 39979 75509
7 38009 85369
8 31309 32399
9 32079 56399
10 43675 103629

Moyenne 37245,8 80460
Ecart relatif 11,21% 36,18%

F. 8 – Résolution de A33_34 dans le cas paresseux.

stables et efficaces pour les exemples industriels dont
nous disposons.
Les évolutions récentes du langage Scade visent à

introduire la notion d’automate de manière intégrée
au paradigme flots de données synchrones. Les au-
tomates sont traduits en utilisant de façon intensive
la notion d’horloge synchrone sur des types énumé-
rés. Cette extension est en cours d’intégration dans
GATeL.
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Résumé

Nous présentons un schéma générique pour appli-
quer les consistances fortes avec les outils standard de
programmation par contraintes. Ce schéma est notam-
ment applicable aux solveurs événementiels. Nous pro-
posons d’encapsuler un sous-ensemble des contraintes
du modèle dans une contrainte globale. Notre approche
permet de spécifier un niveau de consistance diffé-
rent pour différents sous-ensembles de contraintes d’un
même modèle. De plus, nous montrons comment des
consistances fortes peuvent être appliquées à différents
types de contraintes, dont des contraintes définies par
l’utilisateur. Afin de souligner l’efficacité pratique de
notre paradigme, nous proposons un nouvel algorithme à
gros grain pour établir Max-RPC, nommé Max-RPCrm.
Nos expérimentations confirment l’intérêt d’utiliser des
consistances fortes au sein des outils de programma-
tion par contraintes, particulièrement lorsqu’on applique
un niveau de consistance différent pour différents sous-
ensembles de contraintes dans un même réseau.

1 Introduction

Cet article présente un schéma générique pour in-
tégrer des consistances fortes dans les outils exis-
tants de résolution de problèmes en programmation
par contrainte (PPC), et notamment les solveurs de
contraintes événementiels. Nous expérimentons notre
approche avec un nouvel algorithme � à gros grain �

pour la consistance Max-RPC.
Les techniques les plus courantes pour résoudre des

problèmes de satisfaction de contraintes sont basées
sur l’application de consistances locales. Les consis-
tances locales suppriment des valeurs qui n’appar-
tiennent à aucune solution. Afin d’appliquer un niveau
de consistance donné, des propagateurs sont associés
aux contraintes. Un propagateur est complet s’il éli-

mine toutes les valeurs qui ne peuvent pas satisfaire
la contrainte. Une des raisons du succès de la PPC
dans la résolution de problèmes réels est que ces pro-
pagateurs sont codés à l’aide d’algorithmes de filtrage
qui exploitent la sémantique des contraintes. Ces al-
gorithmes sont le plus souvent issus de techniques ef-
ficaces de recherche opérationnelle.

La plupart des solveurs de contraintes sont basés sur
un schéma de propagation type AC-5 [20]. On les ap-
pelle des solveurs événementiels. Dans un tel schéma,
chaque propagateur est appelé lorsque des événements
surviennent sur les domaines des variables impliquées
dans chaque contrainte. À un nœud donné de l’arbre de
recherche, le filtrage est réalisé à l’intérieur de chaque
contrainte. Une contrainte reçoit les événements rela-
tifs à ses variables et réalise un filtrage, qui déclenche
de nouveaux événements. Le point fixe est obtenu
après un cycle de propagation des événements impli-
quant toutes les contraintes, lorsque plus aucun nou-
vel événement n’est déclenché. Dans un tel contexte,
la consistance d’arc généralisée (GAC) est le niveau de
consistance locale le plus élevé. Il correspond au cas où
tous les propagateurs sont complets.

Il existe pourtant, dans la littérature, des consis-
tances locales plus fortes que GAC [9, 6]. Elles néces-
sitent la prise en compte de plusieurs contraintes si-
multanément pour être appliquées. On considère par-
fois que ces consistances fortes ne peuvent pas (faci-
lement) être intégrées aux outils de PPC, parmi les-
quels, notamment, les solveurs événementiels. Ces ou-
tils ne proposent pas ces consistances plus fortes, qui,
en conséquence, sont rarement utilisées pour résoudre
des problèmes industriels.

Cet article démontre que les consistances fortes sont
exclues à tort des outils de PPC. Nous présentons un
paradigme générique pour ajouter facilement de telles
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consistances aux solveurs de contraintes. Notre idée est
de définir une contrainte globale [7, 2, 16], qui encap-
sule un sous-ensemble du réseau de contraintes initial.
Le niveau de consistance souhaité est alors appliqué
sur ce sous-ensemble de contraintes. On notera que, gé-
néralement, une contrainte globale représente un sous-
problème ayant une sémantique bien fixée. Ce n’est pas
le cas dans notre approche. La contrainte globale est ici
utilisée pour appliquer une technique de propagation
particulière sur un sous-ensemble de contraintes. Cette
idée est similaire à celle utilisée pour la résolution de
problèmes sur-contraints dans [17].

Dans la littérature, Bessière et Régin ont proposé
d’augmenter la propagation sur des parties d’un ré-
seau de contraintes, en résolvant des sous-problèmes
à la volée [4]. Notre approche permet d’utiliser plu-
sieurs niveaux de consistance locale sur plusieurs sous-
ensembles de contraintes dans le même modèle. Notre
démarche se rapproche de certains travaux récents sur
les CSP binaires, relatifs à des heuristiques ayant pour
but d’adapter dynamiquement le niveau de propaga-
tion à appliquer lors d’un processus de résolution [18].
Notre approche vise à appliquer efficacement diffé-
rentes consistances fortes, sans limitation sur l’arité ou
la nature des contraintes. Enfin, dans une contrainte
globale il est possible de gérer les événements de sup-
pression de la manière la mieux adaptée à la consis-
tance que l’on veut appliquer (gestion orientée par les
variables ou par les contraintes). Généralement, les
solveurs événementiels ne permettent pas une gestion
aussi fine de la propagation.

Nous expérimentons notre méthode avec la consis-
tance forte Max-RPC [8], à l’aide du solveur de
contraintes Choco [1]. Nous présentons un nouvel al-
gorithme gros grain pour Max-RPC. Cet algorithme
exploite des structures de données � stables au retour
arrière �, de manière similaire à AC-3rm [15], l’un des
algorithmes de consistance d’arc les plus efficaces.

2 Préliminaires

Un réseau de contraintes N est constitué d’un en-
semble de variables X , d’un ensemble de domaines D ,
tels que le domaine dom(X) ∈ D de la variable X soit
l’ensemble fini des (au plus d) valeurs que la variable
X peut prendre, et d’un ensemble C de e contraintes
qui spécifie les combinaisons de valeurs autorisées pour
des ensembles de variables données. Une instanciation
I est un ensemble de couples variable/valeur (X, v),
noté Xv. I est valide ssi pour toute variable X impli-
quée dans I, v ∈ dom(X). Une relation R d’arité k cor-
respond à un nombre quelconque d’instanciations de la
forme {Xa, Yb, . . . , Zc}, où a, b, . . . , c sont des valeurs
d’un univers donné. Une contrainte C d’arité k est un

couple (scp(C), rel(C)), où scp(C) est un ensemble de
k variables et rel(C) une relation d’arité k. I[X] est
la valeur de X dans I. Pour des contraintes binaires,
CXY désigne la contrainte telle que scp(C) = {X,Y }.
Étant donnée une contrainte C, une instanciation I de
scp(C) (ou d’un sur-ensemble de scp(C)), en considé-
rant alors uniqement les variables de scp(C)), satisfait
C ssi I ∈ rel(C). I est alors autorisée par C.

Une solution d’un réseau N (X ,D ,C ) est une ins-
tanciation IS de toutes les variables X telle que
(1.) ∀X ∈ X , IS [X] ∈ dom(X), et (2.) IS satisfait
toutes les contraintes de C (IS est valide et autorisée
par toutes les contraintes de C ).

2.1 Consistances locales

Définition 1 (Support, Arc-Consistance). Soit C une
contrainte et X ∈ scp(C). Un support pour la valeur
a ∈ dom(X) sur C est une instanciation I ∈ rel(C)
telle que I[X] = a. a ∈ dom(X) est arc-consistante
par rapport à C ssi elle a un support sur C.

Pour une contrainte binaire, i.e., impliquant X et
Y , le support I = {Xa, Yb} de la valeur Xa peut être
caractérisé par la valeur Yb. On dit que Yb supporte
Xa. Dans ce papier, nous appelons l’arc-consistance
AC lorsque toutes les contraintes sont binaires, et GAC
dans le cas général.

Définition 2 (Fermeture). Soit N (X ,D ,C ) un ré-
seau de contraintes, Φ une consistance locale (e.g.,
AC) et C un ensemble de contraintes ⊆ C . Φ(D , C)
est la fermeture de D pour Φ sur C, i.e., l’ensemble
des domaines obtenus d’après D où ∀X, toute valeur
a ∈ dom(X) qui n’est pas Φ-consistante par rapport à
une contrainte de C a été supprimée.

En ce qui concerne GAC et pour la plupart des
consistances, la fermeture est unique. Dans les solveurs
de contraintes, un propagateur est associé à chaque
contrainte afin d’appliquer GAC ou des formes de
consistance plus faibles que GAC. Les consistances
plus fortes que GAC [9, 6] nécessitent la prise en
compte de plus d’une contrainte simultanément pour
être appliquées. Cela les a exclues de la plupart des
outils de résolution de PPC jusqu’à maintenant.

2.2 Consistance locales fortes

Dans cet article, nous nous intéressons aux consis-
tances de domaine [9], qui suppriment des valeurs des
domaines, laissant inchangée la structure du réseau.

Tout d’abord, concernant les réseaux binaires, le
concept générique qui capture de nombreuses consis-
tances locales est la (i, j)-consistance [11]. Un ré-
seau de contraintes binaires est (i, j)-consistant ssi il
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n’existe pas de domaine vide et si toutes les instancia-
tions consistantes de i variables peuvent être étendues
à une instanciation consistante impliquant j variables
supplémentaires. Ainsi, l’AC est la (1, 1) consistance.

Un réseau de contraintes binaires N qui n’a pas
de domaine vide est Path Consistent (PC) ssi il
est (2, 1)-consistant. Il est Path Inverse Consistent
(PIC) [12] ssi il est (1, 2)-consistant. Il est Restricted
Path Consistent (RPC) [3] ssi il est (1, 1)-consistant et,
pour toutes les valeurs a ayant une extension consis-
tante unique b à une variable, (a, b) forme une ins-
tanciation (2, 1)-consistante.N is Max-Restricted Path
Consistent (Max-RPC) [8] ssi il est (1, 1)-consistant et
pour chaque valeur Xa et chaque variable Y ∈X \X,
une extension Yb de Xa est (2, 1)-consistante (peut
être étendue à une troisème variable). N est Sin-
gleton Arc-Consistent (SAC) [9] si chaque valeur est
SAC : une valeur Xa est SAC ssi le sous problème
obtenu en affectant a à X peut être rendu AC (le
principe est similaire au shaving qui ne s’applique
qu’aux bornes des domaines). N is Neighborhood In-
verse Consistent (NIC) [12] ssi n’importe quelle affec-
tation consistante de la valeur a à la variable X ∈ X
peut être étendue à une instanciation consistante de
toutes les variables dans le voisinage de X (voisinage
relatif au graphe des contraintes).

Concernant les réseaux non binaires, l’arc-
consistance relationnelle et la consistance de chemin
relationnelle [10] (relAC et relPC) fournissent les
concepts utiles pour étendre les consistances locales
des réseaux binaires au cas non binaire. N est un
réseau relAC ssi toute instanciation consistante de
toutes les variables sauf une dans une contrainte peut
être étendue à cette dernière variable en satisfaisant
la contrainte. N est relPC ssi toute instanciation
consistante de toutes les variables sauf une relative-
ment à une paire de contraintes peut être étendue à
la dernière variable en satisfaisant ensemble les deux
contraintes. À partir de ces notions, de nouvelles
consistances pour les réseaux de contraintes généraux
inspirées des définitions de PC, PIC et Max-RPC
ont été proposées [6]. Enfin, des résultats intéressants
ont été obtenus en utilisant la consistance PWC.
Un réseau est Pairwise Consistent (PWC) [13] ssi
aucune relation (instanciations autorisées) n’est vide
et si toute instanciation consistante d’une contrainte
C peut être étendu de manière consistante à n’im-
porte qu’elle autre contrainte ayant des variables en
commun avec C.

Il est possible d’appliquer simultanément PWC et
GAC. Cela amène d’autres notions : Relationally Path
Inverse Consistency (relPIC) and Pairwise Inverse
Consistency (PWIC) [19].

Fig. 1 – Une contrainte globale CΦ, utilisée pour ap-
pliquer une consistance forte sur un sous-ensemble de
contraintes C Φ. N ′ est le réseau obtenu en remplaçant
C Φ par la nouvelle contrainte globale.

SolverVariable

SCVariable

AbstractStrongConsistency

**
* *

SCConstraint

Solver events
1 1

*

*
AbstractConstraint

Fig. 2 – Diagramme d’intégration des consistances
fortes dans des solveurs événementiels. Les flèches “→”
représentent des relations d’agrégation.

3 Une contrainte globale pour les consis-
tances de domaine

Cette section présente un schéma générique (orienté
objet) dont le but est d’intégrer les consistances de
domaine dans les solveurs de contraintes. Nous mon-
trons aussi sa spécialisation à la consistance Max-
RPC. Étant donnée une consistance locale Φ, le prin-
cipe est de traiter le sous-ensemble de contraintes
C Φ sur lequel Φ doit être appliquée. Ce traitement
est effectué au sein d’une nouvelle contrainte globale
CΦ, ajoutée au réseau. Les contraintes C Φ sont alors
connectées à CΦ au lieu d’être inclues dans le réseau
de contraintes (cf. Figure 1). Les événements relatifs
aux contraintes de C Φ sont gérés dans un monde clos,
indépendamment de la file de propagation du solveur.

3.1 Un schéma générique

Comme le montre la figure 2, AbstractStrong-
Consistency est la classe abstraite qui sera spécia-
lisée pour implémenter CΦ, la contrainte globale per-
mettant d’appliquer un niveau de consistance consis-
tance Φ. Le réseau de contraintes correspondant aux
contraintes C Φ est stocké à l’intérieur de la contrainte
globale. Ainsi, l’intégration de consistances locales au
sein d’un solveur événementiel est souple et aisée à
mettre en œuvre.

Les contraintes et les variables du réseau d’ori-
gine sont encapsulées afin de reconstruire le graphe
de contraintes qui correspond aux contraintes C Φ,
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par l’intermédiaire des classes SCConstraint (Strong
Consistency Constraint) et SCVariable (Strong
Consistency Variable). Dans la figure 1, dansN ′ toutes
les contraintes de C Φ sont déconnectées des variables
du solveur. Les variables actives dans la contrainte
globale sont encapsulées dans des SCVariables, et les
contraintes dans des SCConstraints. Dans N ′, la va-
riable Z est connectée aux contraintes CUZ , CWZ et
CΦ du point de vue du solveur. Dans CΦ, la SCVa-
riable Z est connectée via les SCConstraints en poin-
tillés aux SCVariables T, V, X et Y.

3.1.1 Liaison des contraintes

Il est nécessaire d’identifier un dénominateur com-
mun minimal parmi l’ensemble des consistances lo-
cales, qui pourra être implémenté en utilisant les ser-
vices standard fournis par les contraintes du solveur.
Dans la figure 2, cela est matérialisé par la classe abs-
traite AbstractSolverConstraint. Dans les solveurs
de contraintes (e.g., événementiels), les contraintes
sont associées à des propagateurs. Certaines consis-
tances locales, comme SAC, peuvent être directement
implémentées à l’aide de propagateurs. Cependant,
dans le cas général, les concepts génériques communs
à l’ensemble des consistances sont la (i, j)-consistance,
relAC et relPC (cf. section 2.2). Aussi, ces consistances
sont davantage reliées aux notions d’instanciation au-
torisée et d’instanciation valide. Il est nécessaire de
pouvoir itérer sur ces instanciations. En outre, les
algorithmes qui ont une complexité en temps opti-
male mémorisent généralement les instanciations qui
ont déjà été considérées. Cela implique le fait que les
itérateurs délivrent les instanciations toujours dans le
même ordre (le plus souvent lexicographique), et qu’il
soit possible de démarrer l’itération à partir d’une ins-
tanciation quelconque.

Les itérateurs peuvent être implémentés à l’aide de
constraint checkers. Un constraint checker teste si une
instanciation donnée est autorisée par la contrainte,
ou si elle ne l’est pas. Cependant, pour de nombreuses
contraintes, des itérateurs plus efficaces peuvent être
utilisés. Notre schéma propose la possibilité de spécia-
liser – ou pas – ces itérateurs, via les méthodes first-
Supp et nextSupp. AbstractSolverConstraint, une
sous-classe de la classe abstraite des contraintes du
solveur, spécifie ces méthodes.

Itérateurs génériques. Les services firstSupp et
nextSupp ne sont généralement pas disponibles par
défaut dans les solveurs. Nous proposons une implé-
mentation générique basée sur des constraint checkers.
Cette implémentation est réalisée via un Adapter qui
spécialise la superclasse AbstractSolverConstraint.
Cela permet de gérer n’importe quelle contrainte du
solveur avec un checker, comme le montre la figure 3.

Algorithm 1: nextSupport(C, Ifixed, I) : Instan-
tiation
Inext ← nextValid(scp(C)\ scp(Ifixed), I) ;1

tant que Inext 6= ⊥ ∧ ¬check(C, Inext ∪ Ifixed) faire2

Inext ← nextValid(scp(C)\ scp(Ifixed), Inext) ;3

retourner Inext;4

Algorithm 2: firstSupport(C, Ifixed) : Instantia-
tion
I ← firstValid(scp(C)\ scp(Ifixed)) ;1

si check(C, I ∪ Ifixed) alors retourner I;2

sinon retourner nextSupp(C, Ifixed, I);3

Aucune modification n’est donc requise concernant
les contraintes du solveur. Notre implémentation des
méthodes firstSupp et nextSupp est donnée par
les algorithmes 1 et 2. La complexité en temps est
O(d|scp(C)|−|Ifixed|). Elle est incrémentale : le processus
complet d’itération sur toutes les instanciations auto-
risées et valides en appelant firstSupp et nextSupp
avec le même paramètre Ifixed a la même complexité.
Ces fonctions génériques sont principalement adaptées
à des contraintes de dureté faible et de basse arité.

Itérateurs spécialisés. Pour certaines contraintes,
e.g., les contraintes définies par l’utilisateur, des algo-
rithmes plus efficaces peuvent être utilisés pour first-
Supp et nextSupp (c’est le cas par exemple pour des
contraintes arithmétiques, ou encore des contraintes
de table positives [5]). Ces algorithmes peuvent ne
pas utiliser de constraint checker. La classe Abstract-
SolverConstraint spécialise SolverConstraint (cf.
Figure 3). Ainsi, il est alors suffisant de spécialiser
AbstractSolverConstraint pour définir de tels ité-
rateurs.

Utilisation de propagateurs. Certaines consistances
fortes comme la consistance de chemin (Path Consis-
tency) peuvent être implémentées directement avec
des propagateurs [14]. Notre paradigme permet de
réaliser ces implémentations : les propagateurs des
contraintes du solveur demeurent disponibles.

3.1.2 Liaison des variables.

Lier les variables est simple, car notre approche
ne requiert que des opérations basiques sur les do-
maines, i.e., itérer sur les valeurs du domaine courant.
La classe SCVariable permet de représenter le réseau
de contraintes (scp(CΦ),D ,C Φ). Un lien est conservé
avec les variables du solveur pour effectuer les les mo-
difications des domaines.
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check

firstSupport
nextSupport Adapter

nextSupport
firstSupport

1AbstractSolverConstraint

SolverConstraint

propagate

Fig. 3 – Une implementation générique des fonc-
tions d’itération sur des supports, étant données les
contraintes fournies par un solveur. Les flèches “—B”
représentent des relations de spécialisation.

SolverVariable

SCVariable

AbstractStrongConsistency

**
* *

SCConstraint

Solver events
1 1

*

MaxRPC

*

MaxRPCConstraint MaxRPCVariable

AbstractConstraint

Fig. 4 – Diagramme d’intégration de MaxRPC dans
un solveur événementiel.

3.1.3 Heuristiques basées sur le degré des va-
riables.

Certaines heuristiques de choix de variables pour
les réseaux binaires, comme dom/ddeg ou dom/wdeg,
sont liées à la structure du graphe de contraintes.
Comme les contraintes C Φ ne sont plus connectées
au modèle, elle ne sont plus prises en compte par ces
heuristiques. Afin de pallier ce problème dans notre
implémentation, nous avons permis à ces heuristiques
de connâıtre directement le score d’une variable (en
terme de degré dans le graphe de contraintes) via une
requête à la classe AbstractStrongConsistency. La
contrainte globale est, elle, capable de connâıtre le de-
gré de chaque variable dans le réseau C Φ (c’est une
donnée).

3.2 Une spécialisation concrète : Max-RPC

La figure 4 décrit la spécialisation de notre modèle
pour coder la consistance locale forte Max-RPC [8],
relative à des réseaux binaires. La classe MaxRPC défi-
nit la contrainte globale qui sera fournie à l’utilisateur.
Elle étend la classe abstraite AbstractStrongConsis-
tency, afin d’implémenter l’algorithme de propaga-
tion de Max-RPC. Cette consistance locale requiert de
connâıtre les 3-cliques du graphe de contraintes, afin
de tester les extensions des instanciations consistantes

à n’importe quelle troisième variable. Les classes SC-
Constraint et SCVariable sont étendues afin de ma-
nipuler efficacement les 3-cliques.

4 Un nouvel algorithme à gros grain pour
Max-RPC

Cette section présente Max-RPCrm, un nouvel algo-
rithme à gros grain pour Max-RPC, utilisé en section 5
pour expérimenter notre approche. Cet algorithme ex-
ploite des structures de données stables au retour ar-
rière (backtrack-stable) inspirées d’AC-3rm [15]. rm
signifie résidu multi-directionnel ; un résidu est un sup-
port qui a été stocké pendant l’exécution de la procé-
dure prouvant qu’une valeur était AC. Lors des appels
suivants, cette procédure teste simplement si ce sup-
port est toujours valide avant d’en chercher un nou-
veau. Ces structures de données ne nécessitent pas
d’être restaurées ou ré-initialisées lors d’un retour-
arrière. En conséquence, le maintien de la structure
a un coût faible. Bien qu’étant en théorie non optimal
dans le pire des cas, Lecoutre & Hemery ont montré
dans [15] que AC-3rm se comporte mieux que les algo-
rithmes d’AC optimaux dans de nombreux cas.

4.1 L’algorithme

� À gros grain � signifie que la propagation dans l’al-
gorithme est gérée soit au niveau d’une variable soit
au niveau d’une contrainte, contrairement aux algo-
rithmes comme AC-6 ou GAC-schema qui gèrent la
propagation au niveau des valeurs.

4.1.1 Max-RPCrm

Les algorithmes 3 à 6 décrivent Max-RPCrm ; les
lignes 6 à 8 de l’algorithme 3 et 5 à 8 de l’Algorithme
5 sont ajoutées à un algorithme AC-3rm standard.

Algorithme 3. Il contient la boucle principale de
l’algorithme. Il est basé sur une file contenant les va-
riables ayant été modifiées (i.e., qui ont perdu des va-
leurs), qui peuvent entrâıner la perte des supports dans
les domaines des variables voisines. Dans l’exemple de
la figure 1 (où l’on ne considère que les contraintes de
C Φ), si la variable X est modifiée, alors l’algorithme
doit tester si toutes les valeurs de T ont encore un sup-
port relativement à la contrainte CXT , si toutes les va-
leurs de V ont un support sur CXV , et de même pour
Y et Z. Cela est réalisé via les lignes 4 à 7 de l’algo-
rithme 3. La fonction revise décrite par l’algorithme
5 contrôle quant à elle l’existence de tels supports. Elle
supprime les valeurs et renvoie true ssi il n’y en a pas
(et donc false si aucune valeur n’a été supprimée).

La variable modifiée qui a été prise en compte peut
aussi avoir causé la perte de supports PC pour les
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Algorithm 3: MaxRPC(P = (X , C ), Y )

Y : the set of variables modified since the last call to
MaxRPC

Q ← Y ;1

while Q 6= ∅ do2

pick X from Q ;3

foreach Y ∈ X | ∃CXY ∈ C do4

foreach v ∈ dom(Y ) do5

if revise(CXY , Yv, true) then6

Q ← Q ∪ {Y };7

foreach (Y, Z) ∈ X 2 | ∃(CXY , CY Z , CXZ) ∈ C 3
8

do
foreach v ∈ dom(Y ) do9

if revisePC(CY Z , Yv, X) then10

Q ← Q ∪ {Y };11

foreach v ∈ dom(Z) do12

if revisePC(CY Z , Zv, X) then13

Q ← Q ∪ {Z};14

Algorithm 4: revisePC(CY Z , Ya, X) : boolean

Y : the variable to revise because PC supports in X
may have been lost

if pcRes[CY Z , Ya][X] ∈ dom(X) then1

return false ;2

b← findPCSupport(Ya, Zres[CY Z ,Ya], X) ;3

if b = ⊥ then4

return revise(CY Z , Ya, false) ;5

pcRes[CY Z , Ya][X]← b ; return false;6

contraintes situées du côté opposé de la 3-clique. Dans
la figure 1, si X est modifiée, alors les supports de V
et Z sur CV Z , les supports de Y et Z sur CY Z et les
supports de T et Z sur CTZ doivent être testés. Cela
est réalisé par les lignes 8 à 14 de l’algorithme 3 et par
la fonction revisePC (Algorithme 4).

Algorithme 5. Il itère sur les supports de la valeur
Xa à réviser, (ligne 3 et 17), dans la recherche d’une
instanciation PC {Xb, Ya}. La consistance de chemin
de l’instanciation est testée par un appel à findPCSup-
port (Algorithme 6) sur chaque variable Z qui forme
une 3-clique avec X et Y . findPCSupport retourne
soit un support de l’instanciation {Xb, Ya} dans le do-
maine de Z, soit la valeur ⊥ si aucun support ne peut
être trouvé. Si aucun support PC pour Ya ne peut être
trouvé, la valeur est supprimée et la fonction retourne
true.

4.1.2 Résidus

La fonction revise teste tout d’abord la validité
du résidu (ligne 1). Les résidus sont stockés dans la

Algorithm 5: revise(CXY , Ya, supportIsPC) : boo-
lean
Ya: the value of Y to revise against CXY – supports

in X may have been lost
supportIsPC: false if one of pcRes[CXY , Ya] is no

longer valid
if supportIsPC∧ res[CXY , Ya] ∈ dom(X) then1

return false ;2

b← firstSupp(CXY , {Ya})[X] ;3

while b 6= ⊥ do4

PConsistent← true ;5

foreach Z ∈ X | (X, Y, Z) form a 3-clique do6

c← findPCSupport(Ya, Xb, Z) ;7

if c = ⊥ then8

PConsistent← false ;9

break ;10

currentPcRes[Z]← c ;11

if PConsistent then12

res[CXY , Ya]← b ; res[CXY , Xb]← a ;13

pcRes[CXY , Ya]← currentPcRes ;14

pcRes[CXY , Xb]← currentPcRes ;15

return false ;16

b← nextSupp(CXY , {Ya}, {Xb, Ya})[X] ;17

remove a from dom(Y ) ;18

return true ;19

Algorithm 6: findPCSupport(Xa, Yb, Z) : value

c1 ← firstSupp(CXZ , {Xa})[Z] ;1

c2 ← firstSupp(CY Z , {Yb})[Z] ;
while c1 6= ⊥ ∧ c2 6= ⊥ ∧ c1 6= c2 do2

if c1 < c2 then3

c1 ← nextSupp(CXZ , {Xa}, {Xa, Zc2−1})[Z] ;4

else5

c2 ← nextSupp(CY Z , {Yb}, {Yb, Zc1−1})[Z] ;6

if c1 = c2 then return c1 ;7

return ⊥ ;8

structure de données globale res[C,Xa] (complexité
spatiale en O(ed)).

L’algorithme utilise aussi des résidus pour les sup-
ports PC, stockés dans la structure pcRes (com-
plexité en espace O(cd), où c est le nombre de
3-cliques du réseau). L’idée est d’associer le ré-
sidu trouvé par la fonction revise avec la valeur
PC trouvée pour chaque troisième variable dans
la 3-clique. De cette façon, à la fin du processus,
(Xa, res[CXY , Xa], pcRes[CXY , Xa][Z]) forme une 3-
clique dans la microstructure du graphe de contraintes
pour chaque 3-clique (X,Y, Z) du réseau, et ce pour
tout a ∈ dom(X).

Dans l’exemple de la figure 5, à la fin du pro-
cessus, res[CXY , Xa] = b, pcRes[CXY , Xa][Z] = a,
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Fig. 5 – Exemple avec deux 3-cliques (micro-
structure)

pcRes[CXY , Ya][Z ′] = a, et ainsi de suite. L’algorithme
exploite la bidirectionalité des contraintes : si Yb est un
support pour Xa avec {Za, Z

′
a} comme supports PC,

alors Xa est aussi un support pour Yb avec les mêmes
supports PC (cf. lignes 14 et 15 de l’algorithme 5).

Si un support PC obsolète est détecté (ligne 1 de
revisePC) alors un autre support est recherché. Si au-
cun ne peut être trouvé, alors le support courant de
la valeur courante n’est pas PC, et un autre doit être
trouvé (ligne 5 de 4).

4.2 Light-MaxRPCrm

En considérant les consommations élevées en mé-
moire et en temps causée par la structure de données
pcRes et les appels successifs de la fonction revisePC,
nous proposons de modifier l’algorithme 3 en suppri-
mant la boucle foreach do des lignes 8 à 14. revi-
sePC et pcRes n’ont alors plus d’utilité et peuvent être
supprimées, ainsi que les lignes 11, 14 et 15 de l’algo-
rithme 5 (il s’agit des parties grisées des algorithmes).
L’algorithme ainsi obtenu réalise une approximation
de Max-RPC, qui est néanmoins plus forte qu’AC. Il
assure que toutes les valeurs qui n’étaient pas Max-
RPC avant l’appel à Light-MaxRPCrm sont filtrées.

La consistance qui résulte de l’application de cet al-
gorithme n’est pas monotone. Elle dépend de l’ordre
dans lequel les variables sont extraites de Q. Nos ex-
périmentations en section 5 montrent empiriquement
que le filtrage de Light-MaxRPC n’est que légèrement
plus faible que celui de Max-RPC sur des problèmes
aléatoires, alors qu’il permet des gains conséquents en
complexité spatiale et temporelle.

4.3 Complexité

Dans la suite de l’article, c désigne le nombre de 3-
cliques du graphe de contraintes (c ≤

(
n
3

)
∈ O(n3)), g

le degré maximal d’une variable, et s le nombre maxi-
mal de 3-cliques qui partagent une même (unique)
contrainte. Si le graphe de contraintes n’est pas vide
(au moins deux variables et une contrainte) alors s <

g < n. Les complexités sont décrites en termes de tests
de contraintes, qui sont supposés constants en temps.

Proposition 1. Après une phase d’initialisation en
O(eg), MaxRPCrm a une complexité temporelle dans
le pire des cas en O(ed3 + csd4).

Squelette de preuve. La phase d’initialisation détecte
et lie les 3-cliques aux contraintes et variables, en
O(eg).

La boucle principale de l’algorithme dépend de la
file de variables Q. Sachant que les variables sont
ajoutées à Q lorsqu’elles sont modifiées, elles peuvent
être ajoutées chacune au plus d fois, impliquant que
cette boucle soit exécutée O(nd) fois. Cette propriété
reste vraie lorsque l’algorithme est appelé plusieurs fois
entre chaque appel, en supprimant une valeur du do-
maine d’une variable à chaque fois. Cet algorithme est
incrémental, notamment lorsqu’on le maintient au sein
d’un processus de recherche systématique d’une solu-
tion. On considère séparément les deux parties de la
boucle principale.

1. La boucle foreach do (lignes 4 à 7 de l’ algo-
rithme 3).
Elle peut être exécutée O(g) fois. Dans le pire des
cas le réseau entier est exploré de façon homogène,
donc la boucle est amortie avec le facteur O(n) de
la boucle principale pour une complexité globale
en O(e). La boucle foreach do des lignes 5 à
7 implique O(d) appels à revise (soit au total
O(ed2)).
La fonction revise (Algorithme 5) appelle en
premier firstSupp (O(d) avec l’algorithme 2
sans hypothèse sur la nature des contraintes). La
boucle while do est réalisée O(d) fois. Les appels
à nextSupp (Ligne 17) font partie de la boucle. La
boucle foreach do (lignes 6 à 11) peut être réa-
lisée O(s) fois. Elle implique un appel à findPC-
Support, en O(d). En conséquence, revise est en
O(d + sd2). La complexité globale de cette par-
tie est donc O(ed3 + esd4). Le facteur O(es) est
amorti en O(c), soit O(ed3 + cd4).

2. La boucle foreach do (lignes 8 à 14 de l’algo-
rithme 3).
Le nombre de pas de cette boucle est amorti avec
la boucle principale en O(cd). Chaque pas exécute
O(d) appels à revisePC, dont la complexité dans
le pire des cas est plafonnée par revise à la ligne
3 de l’algorithme 4. Cette partie de l’algorithme
est donc en O(cd2.(d+ sd2)) = O(csd4).

La phase d’initialisation et les deux parties en-
trâınent une complexité temporelle en O(eg + ed3 +
csd4).
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Avec un graphe de contraintes complet, la com-
plexité en temps est O(n4d4). Elle peut être compa-
rée à la borne inférieure O(eg + ed2 + cd3) (O(n3d3)
pour un graphe complet) d’un algorithme optimal pour
Max-RPC. Si revise est appelée à cause de la suppres-
sion d’une valeur qui n’apparâıt dans aucun support,
alors sa complexité est réduite à (sd). En pratique,
cela arrive très régulièrement, ce qui explique le bon
comportement pratique de notre algorithme. Comme
Light-MaxRPCrm supprime la deuxième partie de l’al-
gorithme, sa complexité est O(eg + ed3 + cd4). Pour
les deux variantes de l’algorithme, la phase d’initiali-
sation en O(eg) est réalisée avant le premier appel à
l’algorithme 3, et seulement une fois lorsqu’on main-
tient Max-RPC pendant la recherche.

Enfin, on peut comparer ces complexités pour main-
tenir un niveau de complexité strictement supérieur à
AC avec celle d’AC-3rm (en O(n2d3) pour un graphe
complet).

5 Expérimentations

Nous avons implémenté le diagramme de la Figure 4
à l’aide du solveur Choco [1], en utilisant les algo-
rithmes pour Max-RPC décrits précédemment. Dans
nos tests, MaxRPCrm et sa variante allégée sont com-
parés à AC-3rm. Sur les figures, chaque point est le ré-
sultat médian relatif à 50 problèmes binaires aléatoires
ayant des caractéristiques variables. Un problème aléa-
toire est caractérisé par un quadruplet (n, d, γ, t), dont
les éléments représentent respectivement le nombre de
variables, le nombre de valeurs, la densité du graphe1

et la dureté des contraintes2.
Pre-processing. La figure 6 compare le temps et la

mémoire consommés lors d’une propagation initiale
sur des problèmes assez gros (200 variables et 30 va-
leurs). Dans ces tests, les contraintes formant des 3-
cliques sont inclues dans la contrainte globale. Une
basse densité du graphe de contraintes entrâıne un pe-
tit nombre de 3-cliques. Les résultats sont cohérents
avec les complexités théoriques. La faible consomma-
tion en espace de Light-Max-RPCrm est mise en évi-
dence par les résultats, comparativement à Max-RPC.
Si l’on compare ces résultats à ceux de [9], appliquer
une consistance forte via une contrainte globale n’en-
trâıne pas de surcoût significatif. L’algorithme AC-3rm

du solveur Choco utilise des structures d’allocation pa-
resseuses, ce qui explique la chute de consommation de
mémoire après le seuil.

1La densité est la proportion de contraintes dans le graphe
par rapport au nombre maximum possible de contraintes : γ =
e/

`n
2

´
.

2La dureté est la proportion d’instanciations interdites pour
chaque contrainte.

Max-RPC vs AC. La Figure 7 décrit les résultats ob-
tenus avec un algorithme de recherche systématique,
où différents niveaux de consistance locale sont main-
tenus pendant la recherche. L’heuristique de choix de
variables est dom/ddeg (le processus de pondération
des contraintes avec dom/wdeg n’est pas défini lorsque
plus d’une contrainte peut participer à la suppression
de toutes les valeurs d’un domaine). Nous utilisons le
problème (105, 20, 5%, t) comme référence (courbes en
haut à gauche) et nous augmentons successivement le
nombre de valeurs (en haut à droite), de variables (en
bas à gauche) et la densité (en bas à droite). Les résul-
tats dans [8] ont montré que maintenir Max-RPC (à
l’aide d’un solveur dédié) est intéressant pour des pro-
blèmes de grande taille et de faible densité, comparati-
vement à maintenir l’AC. Les algorithmes d’AC utili-
sés dans [8] sont maintenant assez obsolètes comparés
à AC-3rm. Nos résultats montrent que les nouveaux
algorithmes que nous proposons pour Max-RPC sont
compétitifs par rapport à AC-3rm, à la fois en termes
de nœuds et de temps, sur des problèmes de grande
taille et de faible densité.

Combiner des consistances locales. Le tableau 1
montre l’intérêt de la nouvelle possibilité qu’offre na-
turellement notre approche : combiner deux niveaux
de consistance différents pour résoudre un même ré-
seau de contraintes. La première ligne correspond
au résultat médian sur 50 instances de problèmes
(35, 17, 44%, 31%) forcés à être satisfiables. A l’inverse,
les seeds de (105, 20, 5%, 65%) sont choisis de telle sorte
que toutes les instances soient insatisfiables. Le pre-
mier problème est mieux résolu en utilisant AC-3rm,
le deuxième est mieux résolu avec Max-RPC. La troi-
sième ligne décrit les résultat d’un problème qui conca-
tène les deux précédents, en les liant par une unique
contrainte additionnelle. Sur les deux dernières co-
lonnes, l’AC est maintenue sur les parties denses du
graphe de contraintes, et Max-RPC sur le reste du ré-
seau. L’heuristique de choix de variable dom/ddeg en-
trâıne le fait que le problème dense et satisfiable soit
résolu en premier, et ensuite que le solveur thrashe
pour prouver qu’il n’existe pas de solution à cause de
la partie du réseau de faible densité.

Combiner les deux niveaux de consistance permet
d’améliorer la résolution, ce qui souligne l’intérêt de
notre approche. Les deux dernières lignes présentent
les résultats obtenus avec de plus gros problèmes, qui
confirment les précédents.

6 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons présenté un schéma gé-
nérique pour appliquer des consistances fortes lors-
qu’on utilise les outils standard de PPC. Cette ap-
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Fig. 6 – Propagation initiale : temps cpu et mémoire vs dureté, sur des problèmes aléatoires binaires homogènes
(200 variables, 30 valeurs).

AC MaxRPC Light AC+MaxRPC AC+Light

(35, 17, 44%, 31%)
cpu (s) 6.1 25.6 11.6 non non
nodes 21.4k 5.8k 8.6k applicable applicable

(105, 20, 5%, 65%)
cpu (s) 20.0 19.4 16.9 non non
nodes 38.4 k 20.4 k 19.8 k applicable applicable

(35, 17, 44%, 31%)
+(105, 20, 5%, 65%)

cpu (s) 96.8 167.2 103.2 90.1 85.1
nodes 200.9k 98.7k 107.2k 167.8k 173.4k

(110, 20, 5%, 64%)
cpu (s) 73.0 60.7 54.7 non non
nodes 126.3k 54.6k 56.6k applicable applicable

(35, 17, 44%, 31%)
+(110, 20, 5%, 64%)

cpu (s) 408.0 349.0 272.6 284.1 259.1
nodes 773.0k 252.6k 272.6k 308.7k 316.5k

Tab. 1 – Combinaison de deux niveaux de consistance dans un même modèle.

proche permet d’utiliser simultanément plusieurs ni-
veaux distincts de consistance locale pour résoudre
un même problème. L’intérêt de cette possibilité est
confirmé par nos résultats expérimentaux. De plus,
notre paradigme ne pose aucune hypothèse sur la na-
ture et l’arité des contraintes, et permet donc une ap-
plication des consistances fortes à de nombreux pro-
blèmes. Enfin, nous avons proposé Max-RPCrm, un
nouvel algorithme � à gros grain � pour Max-RPC.

Nos travaux futurs viseront à appliquer ce para-
digme sur des problèmes pratiques concrets, en utili-
sant d’autres consistances fortes. En outre, étudier les
critères pertinents pour décomposer automatiquement
un réseau de contraintes afin d’y appliquer différents
niveaux de consistance constitue une perspective très
intéressante.
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Résumé

La Consistance Duale (DC) a été introduite par Le-
coutre, Cardon et Vion dans [10, 11]. Il s’agit d’une nou-
velle manière de gérer la Consistance de Chemin (PC),
à la définition plus simple et permettant d’introduire de
nouvelles approximations et algorithmes particulièrement
efficaces en pratique. Un des points intéressants de cette
définition est la possibilité de généraliser PC aux réseaux
de contraintes (CNs) non-binaires, tout en conservant
la nature des contraintes initiales du problème, et en
exploitant leurs propagateurs. Cette généralisation per-
met notamment de voir la Consistance Duale/de Che-
min comme un moyen simple et efficace de générer des
contraintes binaires implicites directement à partir des
propagateurs des contraintes du problème. Cet article
montre les implications en termes de complexité de cette
généralisation. Des résultats expérimentaux préliminaires
montrent le potentiel pratique d’une génération à la vo-
lée de telles contraintes implicites, et met en évidence les
faiblesses potentielles de la méthode. Des idées prospec-
tives amenées à gérer ces faiblesses sont alors proposées.

Les consistances sont des propriétés des réseaux de
contraintes (Constraint Networks, CNs), utilisées pour
identifier et éliminer, généralement en temps et espace
polynomiaux, des valeurs ou des instanciations globa-
lement inconsistantes, c’est-à-dire ne pouvant appar-
tenir aux solutions du CSP associé au CN. Elles sont
essentielles dans le processus de résolution d’un CSP
et une des principales raisons du succès de la program-
mation par contraintes [8, 2].

La consistance la plus utile est la consistance d’arc
généralisée (GAC), qui permet de détecter des valeurs
inconsistantes pour une contrainte donnée. La consis-
tance de chemin (PC) est une des consistances les plus
anciennes. Elle est définie sur les CNs binaires, et gé-
néralement appliquée aux graphes de contraintes com-
plets [14]. La consistance duale (DC) est une défini-
tion alternative (équivalente), plus simple de PC. Elle
a été utilisée dans [10] pour définir une nouvelle ap-

proximation de PC, nommée DC conservative (CDC),
et dans [11] pour introduire de nouveaux algorithmes
efficaces pour établir PC sur des graphes complets de
contraintes binaires.

Dans cet article, nous proposons d’étendre la défi-
nition de (C)DC aux CNs non-binaires. DC peut être
alors vue comme une technique simple pour déduire
automatiquement des contraintes binaires implicites à
partir des domaines et contraintes initiaux du CN. Les
contraintes implicites sont des contraintes qui peuvent
être ajoutées au CN sans en changer l’ensemble des
solutions, mais permettant d’améliorer la propagation
des décisions. Après les définitions et notations, nous
rappelons les caractéristiques des algorithmes de GAC
à gros grain, et présentons la consistance duale. Nous
décrivons comment appliquer DC à des réseaux non-
binaires de contraintes hétérogènes utilisant des propa-
gateurs basés sur la sémantique des contraintes. Nous
proposons l’algorithme sDCclone, permettant d’établir
DC sur des réseaux de contraintes quelconques en gé-
nérant des contraintes implicites � à la volée �, et qui
exploite totalement l’incrémentalité des algorithmes
de GAC sous-jacents pour obtenir une complexité
temporelle dans le pire des cas en O(neid

3 + ndψ)
(O(n(e+ei)d3) pour des CNs binaires). Cet algorithme
a une meilleure complexité que les algorithmes propo-
sés précédemment1. sDC-2.1, une variante généralisée
et optimisée de sDC-2 est ensuite proposée, et sa com-
plexité étudiée.

Finalement, nous identifions expérimentalement les
défauts de DC, pouvant empêcher son utilisation sur
des problèmes industriels. En perspective de ces tra-
vaux, nous proposons des approximations de DC per-
mettant de gérer ses faiblesses identifiées.

1ψ est la complexité amortie pour établir GAC sur le CN de
manière incrémentale, et ei est le nombre de contraintes impli-
cites générées.
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1 Préliminaires

1.1 CN et CSP

Un réseau de contraintes (CN) P consiste en un
ensemble de n variables X et un ensemble de e
contraintes C . Un domaine, associé à chaque va-
riable X et noté domP (X), est un ensemble fini d’au
plus d valeurs que la variable peut prendre dans le
CN P . Quand ce sera possible sans ambigüité, nous
noterons simplement dom(X) au lieu de domP (X).
Les contraintes spécifient les combinaisons autorisées
de valeurs pour des ensembles de variables donnés.
Une instanciation I est un ensemble de couples va-
riable/valeur, (X, v), notés Xv, avec v une valeur d’un
univers donné U (∀X ∈ X ,dom(X) ⊆ U). I est va-
lide par rapport à un CN P ssi pour toute variable X
impliquée dans I, v ∈ domP (X).

Une relation R est un ensemble d’instancia-
tions. Une contrainte C d’arité r est un couple
(scp(C), rel(C)), avec scp(C) un ensemble de r va-
riables et rel(C) une relation d’arité r. k est l’arité
maximale des contraintes dans un CN donné. Pour une
contrainte donnée C, une instanciation I de scp(C)
(ou d’un sur-ensemble de scp(C), ne considérant dans
ce cas que les variables de scp(C)) satisfait C ssi
I ∈ rel(C). On dit que I est autorisée par C. Pour
contrôler si une instanciation satisfait une contrainte,
on effectue un test de contrainte. Une instanciation I
est localement consistante ssi elle est valide et auto-
risée par toutes les contraintes du CN. Une solution
d’un CN P (X ,C ) est une instanciation localement
consistante de toutes les variables de X .

Un CSP est le problème de décision consistant à
déterminer si une solution à un CN donné existe. Une
instanciation est globalement consistante ssi elle est un
sous-ensemble d’au moins une solution. Les instancia-
tions qui ne sont pas globalement consistantes sont
également appelées no-goods. Déterminer si une ins-
tanciation localement consistante est un no-good est
NP-complet dans le cas général, mais les propriétés de
consistance sont utilisées pour identifier des no-goods
en utilisant des algorithmes polynomiaux. Étant don-
née une consistance Φ, elle peut être établie sur P en
utilisant un � algorithme de Φ-consistance �, dont l’ob-
jectif est de détecter et supprimer toutes les instancia-
tions Φ-inconsistantes jusqu’à l’obtention d’un point
fixe (une fermeture de P par Φ est obtenue). Le plus
souvent, le point fixe est unique. Le CN obtenu à partir
de P en établissant la consistance Φ sera noté Φ(P ).

1.2 Consistance d’arc généralisée

La consistance d’arc généralisée (GAC) est la pro-
priété de consistance la plus commune et la plus utile.

Algorithm 1: GAC(P = (X ,C ), A )
P : le CN à filtrer
A : un ensemble initial d’arcs à réviser
Q← A1

tant que Q 6= ∅ faire2

prendre (C,X) de Q3

si revise(C,X) alors4

si dom(X) = ∅ alors retourner ⊥5

Q← Q ∪mod({X},C )\(C,X)6

retourner P7

Il s’agit d’une propriété de consistance de domaine [2],
c’est-à-dire qu’elle identifie des no-goods de taille 1
(des valeurs globalement inconsistantes). Les proprié-
tés de consistance qui identifient des no-goods de plus
grande taille sont appelées consistances de relation,
puisqu’elles permettent de supprimer des instancia-
tions des relations des contraintes.

Definition 1 (Consistance d’arc généralisée). Étant
donné un CN P = (X ,C ) :

1. Xa | X ∈X et a ∈ dom(X) est GAC par rapport
à la contrainte C ∈ C ssi ∃I | Xa ∈ I∧I est valide
et autorisée par C. I est alors appelée un support
de a pour C.

2. Xa est GAC ssi ∀C ∈ C | X ∈ scp(C), Xa est
GAC par rapport à C.

3. P est GAC ssi ∀X ∈ X , ∀a ∈ dom(X), Xa est
GAC.

Notation 1. L’ensemble {(C, Y ) | {X,Y } ⊆ scp(C)∧
X ∈X ∧C ∈ C } des arcs à réviser après une modifica-
tion effectuée sur les variables de l’ensemble X , ou sur
les contraintes de l’ensemble C , sera noté mod(X ,C ).

L’algorithme 1 présente la boucle principale des al-
gorithmes de GAC à gros grain, i.e. des variantes
de GAC-3. Les variantes résident dans la nature de
la fonction revise, appelée à la ligne 4 de l’algo-
rithme. Cette version de l’algorithme est � orientée
arcs � : la file de propagation contient tous les arcs
qui doivent être révisés. Un arc est un couple (C,X),
avec X ∈ scp(C). Dans un CN donné, on peut définir
jusqu’à O(ek) arcs. Un arc (C,X) doit être révisé s’il
existe une possibilité pour X de ne pas être AC par
rapport à C. Si l’on n’a aucune information sur l’état
du CN, tous les arcs doivent être placés dans la file et
être ainsi révisés au moins une fois. Si l’on sait qu’une
unique variable X a été modifiée dans un CN GAC,
seuls les arcs mod({X},C ) doivent être insérés. L’al-
gorithme 1 peut être initialisé à partir d’un ensemble
d’arcs A (ligne 1). En utilisant la notation 1, GAC
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peut être établie sur un CN donné P = (X ,C ) par
un appel P ← GAC(P,mod(X ,C )).

La complexité dans le pire des cas de ces algorithmes
vient du fait qu’un arc donné (C,X) n’est inséré dans
la file de propagation que lorsque l’une des O(k) va-
riables de scp(C) est modifiée (il faut alors contrôler
si les supports de X par rapport à C sont toujours
valides). Or, une variable ne peut être modifiée que
d fois. Ainsi, O(ek2d) appels à revise peuvent être
effectués dans le pire des cas. L’algorithme de base
pour revise effectue une itération sur le produit Car-
tésien des domaines des variables de scp(C) jusqu’à
trouver un support pour chaque valeur des domaines,
d’où une complexité en O(kdk) pour revise (on sup-
pose qu’un test de contrainte se fait en O(k)), et de
O(ek3dk+1) pour établir GAC. L’idée de GAC-2001 [5]
est de rendre la fonction revise incrémentale, de sorte
que la complexité amortie de tous les appels à re-
vise pour une contrainte donnée est en O(k2dk),2 d’où
une complexité en O(ek2dk). GAC-schema [4] atteint
la complexité optimale O(ekdk) en utilisant des files
de propagation à grain fin et en exploitant la multi-
directionnalité des contraintes. Cependant, cela néces-
site des structures de données additionnelles, et l’algo-
rithme n’est pas toujours plus performant en pratique.
D’autres travaux ont indiqué que d’autres variantes
sous-optimales de GAC-3, comme GAC-3rm [12] ou
GAC-watched [9] sont les plus efficaces en pratique
quand ils sont maintenus au cours de la recherche,
grâce à l’exploitation de structures de données stables
au backtrack. Dans le cas binaire (k = 2), (G)AC-2001
est optimal en O(ed2). Finalement, dans le cas binaire,
il existe des algorithmes hautement optimisés comme
AC-3bit [13], permettant la propagation efficace d’un
grand nombre de contraintes binaires en extension.

Toutes les variantes des algorithmes de GAC sont
incrémentales : une fois le point fixe atteint dans un
CN donné, la complexité amortie dans le pire des cas
pour plusieurs appels à l’algorithme, en supprimant au
moins une valeur entre chaque appel, est la même que
la complexité d’un seul appel. Pour appliquer GAC-
3 incrémentalement, il faut veiller à ne réviser un arc
que si et seulement si une valeur a été supprimée dans
une variable impliquée par la contrainte de l’arc.

1.3 Propagateurs

L’idée des propagateurs provient du schéma de pro-
pagation générique AC-5 [19]. Les algorithmes de GAC
génériques présentés dans la section précédente sont
tous exponentiels en l’arité des contraintes, et ne sont
pas applicables pour des contraintes de grande arité.

2Le facteur additionnel k provient du fait que la multi-
directionnalité des relations ne peut être exploitée, et chaque
instanciation peut être prise en compte jusqu’à k fois.

Cependant, en pratique, on peut souvent établir GAC
efficacement pour une contrainte non-binaire en ex-
ploitant les propriétés sémantiques de celle-ci [1, 16].
AC-5 permet ceci en abstrayant la fonction revise,
qui peut alors être spécialisée pour chaque type de
contrainte. Ces fonctions revise spécialisées sont sou-
vent appelées propagateurs. Dans ce contexte, les algo-
rithmes de GAC généraux sont le plus souvent utilisés
pour propager des contraintes définies en extension,
c’est-à-dire à partir d’une liste exhaustive d’instancia-
tions interdites3, ou pour des contraintes définies en
intention et utilisant des opérateurs scalaires.

La plupart des travaux sur la résolution générique
des CSP se sont focalisés sur l’utilisation de contraintes
homogènes, le plus souvent binaires en extension. En
pratique, les problèmes industriels mettent en jeu des
contraintes hétérogènes, associées à des propagateurs
efficaces basés sur leur sémantique. Dans cet article,
nous ne faisons aucune hypothèse sur la manière dont
GAC doit être établie. Toutes les contraintes pour les-
quelles il existe un propagateur spécifique sont conser-
vées, et la sémantique de celles-ci est exploitée.

Par la suite, nous noterons O(φ) la complexité dans
le pire des cas pour établir GAC sur un réseau de
contrainte donné, O(ψ) la complexité amortie pour
établir GAC incrémentalement sur ce réseau, en sup-
primant au moins une valeur entre chaque propaga-
tion, et O(ρ) la complexité spatiale totale du réseau
et de tous les propagateurs impliqués. Dans un CN
général utilisant GAC-schema comme algorithme de
propagation, O(φ) = O(ψ) = O(ekdk) et O(ρ) =
O(nd+ ekd).

1.4 Consistance duale

La consistance duale (DC) introduite dans [10], est
une définition alternative (équivalente) à celle de la
consistance de chemin [14] :

Definition 2 (Consistance duale). Étant donné un
CN P = (X ,C ), une instanciation binaire I =
{Xa, Yb} est DC ssi Xa ∈ AC(P |Y =b) ∧ Yb ∈
AC(P |X=a).
P est DC ssi toutes les instanciations binaires loca-

lement consistantes de P sont DC.
P est fortement DC (sDC) ssi il est à la fois AC et

DC.

L’algorithme connu le plus efficace pour établir la
consistance duale forte est sDC-2, décrit dans [11]. Le-
coutre et al. montrent qu’établir sDC avec cet algo-
rithme a une complexité temporelle dans le pire des
cas en O(n5d5), nettement supérieure aux meilleures

3Dans le cas d’une liste d’instanciations autorisées, on peut
utiliser d’autres algorithmes comme STR [17].
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complexités connues pour PC, soit O(n3d3). Cepen-
dant, le pire des cas pour sDC-2 n’a que très peu de
chances d’apparaitre, et l’algorithme est en pratique
plus rapide que les algorithmes de PC état-de-l’art sur
la plupart des instances de CSP. De plus, sDC-2 n’uti-
lise qu’une structure de données très légère (en O(n)).

2 Consistance duale et réseaux non-
binaires : algorithmes et complexités

Les algorithmes existants pour PC nécessitent que
le CN soit un graphe complet de contraintes binaires,
supportant la composition. La définition de DC per-
met d’établir les remarques suivantes :

1. En remplaçant simplement AC par GAC dans la
définition 2, DC peut être appliquée à un CN
d’arité quelconque.

2. Les algorithmes de DC ne font aucune hypothèse
sur la manière dont (G)AC doit être établi. Les
algorithmes peuvent donc utiliser tous les propa-
gateurs état-de-l’art (basés sur la sémantique ou
pour les contraintes en extension) fournis par le
solveur.

3. Pour établir sDC, il � suffit � d’être en mesure de
stocker et exploiter des no-goods binaires, et ce
même si le CN original inclut des contraintes non-
binaires. Ceci ne suppose pas nécessairement de
générer un graphe complet de contraintes (seule-
ment dans le pire des cas).4

La dernière proposition provient d’un nouveau point
de vue sur DC (et PC) : les contraintes additionnelles
introduites pour établir DC sont des contraintes qui
sont impliquées par les contraintes initiales du pro-
blème. DC nous permet de déduire ces contraintes de
manière purement sémantique, en exécutant les pro-
pagateurs des contraintes d’origine.

Trois algorithmes différents, sDC-1, sDC-2 et sDC-
3, établissant la consistance duale forte sur des graphes
complets de contraintes binaires, sont décrits dans
[11]. Nous proposons d’étendre sDC-1 et sDC-2 pour
prendre en compte les réseaux de contraintes non-
binaires (sDC-3 est spécifiquement destiné aux réseaux
binaires et les résultats expérimentaux montrent qu’il
s’agit de l’algorithme le moins intéressant en pratique).
Nous exploitons l’incrémentalité des algorithmes de
propagation pour obtenir une meilleure borne théo-
rique de complexité temporelle. Nous nous inspirons
pour cela de l’algorithme SAC-OPT [3]. Les algo-
rithmes de sDC (et SAC) fonctionnent à partir des
tests de singleton : pour chaque valeur Xv d’un CN

4C’est également vrai pour les algorithmes de PC, mais cela
n’a à notre connaissance pas été expérimenté dans des travaux
antérieurs.

Algorithm 2: sDC-1(P = (X ,C ))

P ← GAC(P,mod(X ,C ))1

marque← X ← first(X )2

tant que X = marque faire3

si |dom(X)| > 1 ∧ checkVar-1(P,X) alors4

P ← GAC(P,mod({X},C ))5

si P = ⊥ alors retourner ⊥6

marque← X7

X ← next(X , X)8

retourner P9

Algorithm 3: checkVar-1(P = (X ,C ), X)

modif ← faux1

pour ch. a ∈ dom(X) faire2

P ′ ← GAC(P |X=a,mod({X},C ))3

si P ′ = ⊥ alors4

retirer a de domP (X)5

modif ← vrai6

sinon7

pour ch. Y ∈X \X faire8

soit C t.q. C ∈ Ci ∧ scp(C) = {X,Y }9

pour ch. b ∈ domP (Y ) | b /∈10

domP ′
(Y ) ∧ {Xa, Yb} ∈ rel(C) faire

retirer {Xa, Yb} de rel(C)11

modif ← vrai12

retourner modif13

P , v est affectée à X (dom(X) est réduit au singleton
{v}), et (G)AC est établi sur le CN résultant, noté
P |X=v. SAC supprime la valeur du domaine de la va-
riable ssi une inconsistance est détectée. DC va plus
loin en enregistrant des informations pouvant être dé-
duites du test de singleton sous forme de no-goods bi-
naires qui sont ajoutés au CN en modifiant et/ou en in-
sérant des contraintes implicites. Le sous-ensemble des
contraintes implicites sera noté Ci (Ci ⊆ C ). Toutes
les contraintes binaires en extension (ou pouvant effi-
cacement être converties en contraintes en extension)
du réseau initial peuvent immédiatement être placées
dans Ci. On notera ei = |Ci|. On a ei ≤

(
n
2

)
∈ O(n2).

D’après la preuve dans [3] sur la globalité des supports
pour SAC, toute modification effectuée lors d’un test
de singleton doit entrainer le contrôle de tous les sin-
gletons impliquant les autres variables.

2.1 sDC-1 : l’approche näıve.

sDC-1, déjà décrit dans [11], est l’algorithme le plus
� näıf � pour établir sDC. Les algorithmes 2 et 3 dé-
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crivent sDC-1. L’algorithme itère sur toutes les valeurs
des domaines des variables. La marque et les fonctions
first/next utilisées dans l’algorithme 2 sont utilisées
pour parcourir les variables du CN en boucle, jus-
qu’à ce que toutes les variables aient été testées par
checkVar-1 sans qu’aucune modification n’ait été ef-
fectuée. next(X , X) considère X comme un ensemble
ordonné, et renvoie soit la variable juste après X dans
X , soit la première variable de X (first(X )), ssi
X était la dernière variable de X . Les tests de sin-
gleton sont effectués dans la boucle principale pour
ch. faire de checkVar-1 (algorithme 3). La seconde
boucle, lignes 8-12 permet de stocker les no-goods pou-
vant être déduits à partir de l’établissement de GAC
à la ligne 3. À la ligne 9, la contrainte est créée � à
la volée � ssi elle n’existe pas. Les contraintes créées
sont initialement des contraintes universelles, qui au-
torisent toutes les instanciations des variables.

Proposition 1. Appliqué à un CN quelconque, sDC-
1 a une complexité temporelle dans le pire des cas
en O(ne2i d

5 + neid
3φ) et une complexité spatiale en

O(eid
2).

Ébauche de preuve. O(nd) singletons doivent être tes-
tés, et si n’importe quel test de singleton entraine une
modification, tous les singletons doivent à nouveau
être testés [3]. La plus petite modification pouvant
survenir est la suppression d’un no-good binaire dans
la relation d’une contrainte implicite. Il peut ainsi y
avoir jusqu’à O(eid

2) modifications. Un test de single-
ton consiste en :

1. L’établissement de GAC en O(eid
2 +φ) sur le CN

(ligne 3 de l’algorithme 3). Le terme O(eid
2) cor-

respond à la propagation des ei contraintes impli-
cites binaires supplémentaires, à l’aide d’un algo-
rithme d’AC optimal.

2. Traiter les O(nd) modifications (valeurs suppri-
mées), et supprimer les no-goods correspondants
dans les contraintes implicites (lignes 8-12 de l’al-
gorithme 3). L’exploitation des deltas des do-
maines modifiés par une propagation (comme sug-
géré par le schéma de propagation AC-5) permet
de rendre ce travail incrémental, et la complexité
amortie obtenue est en O(eid

2), qui peut être
ignorée.

La seule structure de données utilisée par sDC-1 cor-
respond au stockage des no-goods dans les contraintes
binaires en extension, en O(eid

2). Les structures de
données de l’algorithme d’AC optimal utilisé pour pro-
pager ces contraintes sont en O(eid) et peuvent être
négligées.

Les résultats expérimentaux décrits dans [11] in-
diquent que malgré la simplicité et la complexité théo-

Fig. 1 – Illustration de l’incrémentalité de GAC sur
les tests de singleton

rique dans le pire des cas élevée, cet algorithme se
comporte très bien en pratique, le plus souvent mieux
que les algorithmes de PC état-de-l’art.

2.2 sDCclone : établir sDC en O(neid
3 + ndψ).

Cette complexité pour établir DC est obtenue en
exploitant complètement l’incrémentalité des algo-
rithmes de (G)AC. Comme illustré par la figure 1, si
des no-goods sont déduits du test de singleton Y = d,
le test de singleton antérieur X = a ne devrait pas être
recalculé entièrement, mais relancé incrémentalement
à partir du dernier point fixe obtenu pour X = a.
L’idée de sDCclone, empruntée à l’algorithme SAC-
OPT, est d’obtenir ce résultat en créant une copie
physique du CN en mémoire pour chacun des O(nd)
tests de singleton possibles. Afin de bénéficier de l’in-
crémentalité des algorithmes de propagation, toutes
les structures de données de ces algorithmes doivent
également être dupliquées.

Il faut remarquer que les contraintes implicites
doivent être propagées à chaque fois qu’elles sont mo-
difiées, et non pas seulement quand une valeur est sup-
primée du domaine d’une variable. En consultant l’al-
gorithme 1, on constate que chaque arc impliquant une
contrainte implicite peut être inséré O(d2) fois, ce qui
signifieO(eid

2) appels à revise. Bien que la procédure
revise d’AC-2001 soit incrémentale, elle requiert au
moins O(d) opérations pour valider les supports cou-
rants. La complexité d’AC-2001 devient donc O(eid

3),
et cet algorithme ne peut être utilisé pour obtenir
une complexité optimale pour propager les contraintes
implicites : il faut utiliser un algorithme à grain fin
comme AC-4, AC-6 ou AC-7.

Proposition 2. Appliqué à un CN quelconque,
sDCclone admet une complexité temporelle dans le pire
des cas en O(eind

3 + ndψ) et une complexité spatiale
en O(eind

2 + ndρ).

Ébauche de preuve. La complexité temporelle dans le
pire des cas est obtenue en considérant entièrement
l’incrémentalité de GAC pour chacun des O(nd) tests
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de singleton, en supposant une complexité amortie
pour établir GAC incrémentalement sur le CN en
O(ψ), et O(eid

2) pour établir AC sur les contraintes
implicites, en utilisant un algorithme d’AC optimal à
grain fin.

Le CN doit être cloné O(nd) fois. Cependant, la liste
des no-goods (i.e. les relations des contraintes impli-
cites) peut être partagé entre tous les clones. Seules
les structures de données de l’algorithme d’AC opti-
mal (en O(eid)) doivent être clonées. On en déduit la
complexité spatiale de l’algorithme.

Par exemple, pour un CN consistant uniquement en
une série de contraintes all-diff (O(ψ) = O(ek2d2) et
O(ρ) = O(ekd) [16]), par exemple pour modéliser un
problème de carré latin, sDC peut être établie avec cet
algorithme en O(eind

3 + enk2d3) avec une complexité
spatiale en O(eind

2 + enkd2).
Dans le cas binaire, sDCclone atteint une complexité

spatiale dans le pire des cas en O(n(e + ei)d3), c’est-
à-dire une complexité inférieure aux algorithmes de
PC connus5. Cependant, les besoins en termes d’es-
pace restent excessifs pour une utilisation pratique.
De plus, Debruyne & Bessière indiquent dans [3] que
les résultats expérimentaux conduits autour de l’algo-
rithme SAC-OPT, construit suivant le même principe,
se sont révélés décevants. L’algorithme n’est donc pas
décrit ni expérimenté plus avant dans cet article.

2.3 sDC-2.1 : un compromis

� Restaurer l’état du CN, � une opération essentielle
pour obtenir les complexités améliorées de sDCclone

ou SAC-OPT, peut être réalisé de manière très natu-
relle, sans aucune structure de données additionnelle,
lors de l’établissement de DC. L’information enregis-
trée dans les contraintes implicites lors du précédent
test du même singleton peut être exploitée pour res-
taurer les domaines des variables dans l’état dans les-
quels ils étaient à la fin du précédent test. Ceci peut
être effectué par un appel à la fonction revise des
contraintes implicites impliquant la variable du sin-
gleton courant Xa : pour ch. (C, Y ) ∈ mod({X},Ci)
faire revise(C, Y ). Ce processus est un Forward Che-
cking et a une complexité dans le pire des cas enO(nd),
puisqu’il peut y avoir au plus n contraintes binaires im-
pliquant une variable donnée, et que l’appel à revise
sur une contrainte binaire dont l’une des variables est
un singleton est en O(d).

Cette observation avait été en partie exploitée pour
concevoir l’algorithme sDC-2. Nous présentons ici
sDC-2.1, une version optimisée et étendue de sDC-
2, gérant les contraintes implicites et non-binaires de

5Bien sûr, le nombre ei de contraintes implicites ne peut être
connu avant l’appel à l’algorithme, et peut atteindre

`n
2

´
.

Algorithm 4: sDC-2.1(P = (X ,C ), Ci)

P ← GAC(P,mod(X ,C ))1

mark ← X ← first(X )2

répéter3

si |dom(X)| > 1 ∧ checkVar-2.1(P,Ci, X)4

alors
P ′ ←5

GAC(P, {arcQueue[i] | firstArcMain ≤
i < cnt})
si P ′ = ⊥ alors retourner ⊥6

pour ch. (Y, b) | Y ∈X ∧ b ∈7

domP (Y ) ∧ b /∈ domP ′
(Y ) faire

retirer b de domP (Y )8

pour ch. (C,Z) ∈ mod({Y },C ) faire9

arcQueue[cnt++]← (C,Z)10

firstArcMain← cnt11

mark ← X12

X ← next(X , X)13

jusqu’à X = mark14

retourner P15

manière spécifique. L’algorithme est décrit par les al-
gorithmes 4 et 5. La structure lastModified de sDC-
2 est remplacée par une nouvelle structure arcQueue
et par O(nd) pointeurs (un par singleton Xa), no-
tés firstArc[Xa]. Cette structure de données fonc-
tionne comme suit : arcQueue contient tous les arcs
qui doivent être révisés lors de tous les tests de single-
ton. Un arc est inséré à la fin de la file lorsqu’une va-
riable voisine ou la contrainte elle-même est modifiée.
À chaque fois qu’un arc de arcQueue est révisé pour
le test de singleton Xa, firstArc[Xa] est déplacé vers
l’élément suivant de la file. Lors de l’appel à GAC, la
file de propagation est initialisée avec tous les arcs de
arcQueue en commençant par firstArc[Xa]. Ce mé-
canisme assure que (1.) l’ajout d’un arc à la file de
propagation se fait en temps constant tout en pouvant
être géré par tous les singletons, et (2.) que les initia-
lisations des files de propagation se font de manière
incrémentale.

Ces structures de données sont utilisées à la ligne
5 de l’algorithme 4 et à la ligne 9 de l’algorithme 5
pour initialiser les files de propagation de l’algorithme
sous-jacent, de sorte d’assurer que seuls les propaga-
teurs susceptibles de réaliser des filtrages seront ap-
pelés (i.e. une variable impliquée par la contrainte ou
la contrainte elle-même a été modifiée depuis le der-
nier test de ce singleton). X ′, Y ′, C ′ et C ′

i sont les
variables, contraintes ou ensembles de contraintes de
P ′ qui correspondent respectivement à X, Y , C et Ci

dans P .
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Algorithm 5: checkVar-2.1(P = (X ,C ), Ci, X)

modif ← faux1

pour ch. a ∈ dom(X) faire2

si cnt ≤ |X | alors3

/* Premier tour */
P ′ ← GAC(P |X=a,mod({X},C ))4

sinon5

/* Tours suivants : forward
checking */

P ′ ← P |X=a6

pour ch. (C ′, Y ′) ∈ mod({X ′},C ′
i ) faire7

revise(C ′, Y ′)8

/* Propagation avec les files de
propagation préinitialisées */

P ′ ←9

GAC(P ′, {arcQueue[i] | firstArc[Xa] ≤
i < cnt}))

si P ′ = ⊥ alors10

retirer a de domP (X)11

pour ch. (C,X) ∈ mod({X},C ) faire12

arcQueue[cnt+ +]← (C,X)13

modif ← vrai14

sinon15

pour ch. Y | {X,Y } ⊆X faire16

soit C t.q. C ∈ Ci ∧ scp(C) = {X,Y }17

pour ch. b ∈ domP (Y ) | b /∈18

domP ′
(Y ) ∧ {Xa, Yb} ∈ rel(C) faire

retirer {Xa, Yb} de rel(C)19

arcQueue[cnt+ +]← (C,X)20

arcQueue[cnt+ +]← (C, Y )21

modif ← vrai22

firstArc[Xa]← cnt23

retourner modif24

Proposition 3. Appliqué à un réseau de contraintes
quelconque, sDC-2.1 a une complexité temporelle dans
le pire des cas en O(e2i d

4 +eind
5 +nkd2φ) et une com-

plexité spatiale en O(eid
2 + ek2d).

Ébauche de preuve. Dans cette variante de l’algo-
rithme, un test de singleton consiste en :

1. La restauration de l’état du CN à la fin du
test de singleton précédent du même couple va-
riable/valeur, en O(nd) par Forward Checking.
Le Forward Checking sur tous les singletons est
amorti en O(eid

2), et est réalisé O(eid
2) fois dans

le pire des cas, s’agissant du nombre de mo-
difications possibles. D’où un premier terme en
O(e2i d

4).
2. L’initialisation de la file de propagation de GAC.

Dans le pire des cas, chacun des O(ei + ek) arcs
est inséré une fois à chaque modification pos-
sible de chaque test de singleton (O(d2) pour les
arcs impliquant les contraintes implicites et O(kd)
pour les autres), d’où une complexité amortie en
O(nd.(eid

2 + ek2d)).

3. La propagation de l’assignation ou des mises à
jour. Puisque les structures de données des pro-
pagateurs ne sont pas clonées, l’incrémentalité de
ceux-ci est perdue, et retombe à O(eid

2 + φ). On
sait qu’un propagateur donné ne peut être ap-
pelé que O(kd) fois pour un singleton donné (resp.
O(d2) fois pour les contraintes implicites), quand
une valeur (resp. un no-good) est supprimée. Pour
chacun des O(nd) singletons, la complexité amor-
tie pour toutes les propagations d’un test de sin-
gleton est donc en O(eid

4 + kdφ).

4. Si une inconsistance est détectée, la suppression
d’une valeur et la mise à jour de arcQueue (ligne
13 de l’algorithme 5). La détection d’une incon-
sistance à la ligne 10 ne peut survenir que O(nd)
fois et nécessite O(n) opérations pour la mise à
jour d’arcQueue, qui sont amorties pour un to-
tal en O(eid + ed). On peut négliger ce terme en
considérant e ≤ φ.

5. Sinon, la mise à jour des contraintes implicites et
de arcQueue. Comme pour sDC-1, ces opérations
sont incrémentales si les deltas sont exploités, et
peuvent être négligées.

En ce qui concerne la complexité spatiale : les rela-
tions des contraintes implicites sont en O(eid

2). Les
O(ei) arcs correspondant aux contraintes implicites
peuvent être insérés O(d2) fois dans la file de révi-
sion, et les O(ek) arcs correspondant aux contraintes
initiales peuvent être insérées O(kd) fois. La struc-
ture arcQueue a donc une complexité spatiale en
O(eid

2 + ek2d) et les pointeurs firstArc en O(nd).
Ce dernier terme peut être négligé, en considérant
ρ ≥ nd.

Appliqué à un graphe complet de contraintes bi-
naires (O(φ) = O(n2d2) et O(ei) = O(n2)), la com-
plexité de l’algorithme devient O(n4d4 + n3d5), ce qui
présente une amélioration par rapport à sDC-2 (en
O(n5d5)). Si l’on considère par exemple un CN com-
posé initialement de contraintes all-diff, pouvant être
propagées en O(k1.5d2) [16], on peut ainsi établir sDC
en O(e2i d

4 + eind
5 + enk2.5d4).

2.3.1 Notes d’implémentation

En pratique, la structure arcQueue peut sans
risque être remplacée par deux tableaux d’entiers
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Fig. 2 – Prétraitement sur des instances aléatoires pré-
sentant des contraintes de dureté variable. Temps CPU
en secondes. Les caractéristiques des problèmes sont
données sous forme de quadruplets (n, d, e, k).

lastModV ar et lastModCons, c’est-à-dire une struc-
ture plus proche de l’algorithme sDC-2 original. L’ini-
tialisation des files de propagation avant chaque propa-
gation n’est alors plus incrémentale et ajoute un terme
théorique en O(ein

2d3+e2ind
3) à la complexité tempo-

relle dans le pire des cas de l’algorithme. Cependant,
la complexité spatiale est moindre (O(n + ei) au lieu
de O(nd + eid

2 + ekd)), et le résultat est plus rapide
en pratique, cette structure permettant de regrouper
naturellement plusieurs révisions d’un même arc.

L’algorithme de GAC � orienté arcs � présenté à
l’algorithme 1 peut être émulé par une version � orien-
tée variables � améliorée, exploitant des heuristiques
d’ordonnancement des révisions et des compteurs spé-
ciaux pour éviter les révisions inutiles, comme décrit
dans [6, 7].

3 Expérimentations

Les expérimentations sont effectuées sur des bench-
marks de la Troisième Compétition Internationale
de Solveurs [18], sur des problèmes binaires et
non-binaires, impliquant des contraintes en inten-
tion, extension ou présentant des propagateurs spéci-
fiques connus. Nous avons utilisé le solveur Concrete,
construit à partir de la bibliothèque de programmation
CSP4J [20].

La figure 2 donne une idée de l’amélioration ap-
portée par sDC-2.1 par rapport à sDC-1 et sDC-2,
même sur des problèmes binaires. sDC est établie

sur des problèmes binaires (graphe du haut) et non-
binaires (graphe du bas) aléatoires, avec chacun des
algorithmes. Les différences entre les algorithmes ap-
paraissent près du point de transition, quand les sin-
gletons doivent être parcourus plusieurs fois pour at-
teindre le point fixe.

Deux stratégies sont comparées : les problèmes sont
résolus en utilisant un algorithme MGAC-dom/wdeg
classique, après une phase de préparation où GAC
ou sDC sont respectivement établis. Les structures de
données et les algorithmes de propagation utilisés pour
les contraintes binaires en extension sont ceux d’AC-
3bit ou AC-3bit+rm.

La table 1 montre des résultats représentatifs d’ins-
tances pour lesquelles l’application de sDC a un im-
pact positif sur la recherche. sDC est particulière-
ment efficace sur les problèmes très difficiles, où le
nombre réduit de nœuds explorés parvient à com-
penser le temps passé durant le prétraitement et ce-
lui passé à propager les contraintes supplémentaires
pendant la recherche (ce temps peut être estimé par
la métrique nœuds par seconde). Les problèmes sé-
lectionnés sont des problèmes structurées présentant
différents types de contraintes. Les instances taillard
sont des problèmes d’ordonnancement d’atelier, mo-
délisés par des contraintes d’inégalité disjonctive avec
un propagateur incrémental spécifique à complexité li-
néaire. tsp est un problème de voyageur de commerce
et series un problème de séries d’intervalles impliquant
des contraintes de tables positives ternaires, propagées
avec un algorithme STR [17]. scen11-f1 est l’instance
de problème d’allocation de fréquences RFLAP la plus
difficile. Bien que cette instance n’implique que des
contraintes binaires, elle montre qu’il n’est pas néces-
saire de compléter le graphe de contraintes pour éta-
blir DC (scen11-f1 utilise 680 variables et compléter le
graphe nécessiterait plus de 230 000 contraintes).

Dans de nombreux cas, les nouvelles contraintes in-
terfèrent avec l’heuristique de choix de variable : les
meilleures heuristiques de choix de variable génériques,
comme dom/wdeg, exploitent en effet la structure du
CN pour sélectionner les variables à affecter. L’ins-
tance tsp-25-715 est influencée de manière spectacu-
laire par ce phénomène.

La table 2 montre des exemples d’instances pour
lesquelles l’application de sDC est contre-productive.
Trois principaux inconvénients peuvent être identi-
fiés, et une instance représentative de chaque cas a
été choise : pour os-taillard-7-95-7, bien que le temps
de prétraitement soit très raisonnable, la réduction
du nombre de nœuds ne permet pas de compenser
le temps perdu à propager les nouvelles contraintes.
Dans le cas de os-gp-10-10, un très grand nombre de
contraintes implicites est généré (jusqu’à 5 000 pour
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GAC sDC
tsp-25-715
(76, 1 001, 350, 3)

prepro
cpu 0 353

add cstr 0 2 303

search
cpu 497 23

nodes 397 k 2k
nodes/s 798 96

total cpu 497 376

series-15
(29, 15, 210, 3)

prepro
cpu 0 1

add cstr 0 182

search
cpu 475 238

nodes 6 920 k 1 890 k
nodes/s 15 142 7 908

total cpu 475 239

GAC sDC

scen11-f1
(680, 42, 4 103, 2)

0 41
0 757

9 646 9 408
6 749 k 4 335 k

700 461

9 646 9 448

os-taillard-7-100-0
(49, 434, 294, 2)

0 27
0 294

> 600 104
> 2 790 k 148 k

4 650 1 423

> 600 131

Tab. 1 – Comparaison des performances de la recherche avec et sans prétraitement par sDC. Instances positives
représentatives.

GAC sDC
os-taillard-7-95-7
(49, 403, 294, 2)

prepro
cpu 0 25

add cstr 0 303

search
cpu 675 1,654

assgn 2 749 k 1,698 k
nodes/s 4 073 1,026

total cpu 675 1,679

GAC sDC

os-gp-10-10-1092
(101, 1 090, 1 000, 2)

0 > 275
0 > 1 020

> 2 400 –
> 864 k –

360 –

> 2 400 –

GAC sDC

graceful-K5-P2
(35, 26, 370, 3)

0 5
0 200

157 246
985 k 993 k
6 280 4 040

157 251

Tab. 2 – Instances représentatives négatives.

des tailles de domaines de l’ordre de 1 000 valeurs), et
elles ne peuvent alors plus être stockées en mémoire
(dans une limite de 600 Mio). Finalement, dans le
cas de l’instance de graceful, dom/wdeg est perturbé
par les nouvelles contraintes. Nous avons cependant
constaté que ce cas reste assez rare, et d’autres stra-
tégies de recherches plus proches de la sémantique des
problèmes ne seraient bien sûr pas affectées.

4 Perspectives

Le principal intérêt de la consistance duale est de
pouvoir automatiquement améliorer la robustesse des
solveurs face à des modèles näıvement modélisés. En
effet, certaines des contraintes implicites introduites
par DC pourraient être insérées manuellement pendant
la phase de modélisation, avec un algorithme de pro-
pagation approprié et des structures de données plus
légères.

Cependant, comme les contraintes ajoutées par la
consistance duale sont des contraintes implicites, elles
peuvent être facilement relâchées sans ajouter de solu-
tions au CSP. La DC conservative proposée dans [10]

GAC sDC/RC
os-gp-10-10-1092

prepro cpu 799
add cstr 851

search
cpu 599

nodes 321k
nodes/s 536

total cpu 1,398

Tab. 3 – Résoudre un problème en générant des
contraintes convexes par rangée implicites

est déjà un bon exemple d’une telle approximation : les
no-goods qui ne peuvent être ajoutés aux contraintes
originellement présentes dans le problème sont igno-
rés. En perspective à nos travaux, nous proposons ces
extensions :

– Relâcher les contraintes implicites pour qu’elles
respectent une certaine propriété, comme la
convexité par rangées (RC). De telles proprié-
tés permettent de propager plus efficacement
les contraintes implicites. La table 3 donne un
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exemple de problème difficile résolu par l’ajout
de contraintes convexes RC grâce à DC (les no-
goods qui violent la propriété sont ignorés). La
DC complète n’avait pas pu être établie sur le
même problème (cf table 2).

– Ne propager les contraintes implicites que si elles
sont actives pendant la recherche. On pourra se
référer à des travaux tels que [15] pour cela, sans
avoir à détecter les contraintes redondantes.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une extension
de la définition de la consistance duale, et donc de
la consistance de chemin, aux réseaux de contraintes
non-binaires. Nous avons montré comment utiliser
DC pour déduire automatiquement des contraintes bi-
naires implicites à partir des domaines et contraintes
originaux du CN. Une nouvelle variante d’algorithme
de consistance duale forte, nommée sDCclone, présen-
tant une complexité dans le pire des cas intéressante,
a été décrite. Un compromis efficace, gérant spécifi-
quement contraintes non-binaires et contraintes impli-
cites, nommé sDC-2.1, a été proposé. Des expérimen-
tations de ces algorithmes, utilisant la génération de
contraintes implicites � à la volée � ont été décrites,
et montré combien cette approche était prometteuse.

Les expérimentations ont également permis de
mettre en évidence les faiblesses potentielles de la
consistance duale, pouvant empêcher son utilisation
sur des problèmes industriels. De nouvelles idées pros-
pectives ont été proposées pour apporter des solutions
à ces inconvénients.
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Résumé

Quand les méthodes par intervalles sont appliquées
aux systèmes d’équations sur les réels, deux princi-
paux types de filtrage sont utilisés pour réduire l’es-
pace de recherche. Quand le système est carré, l’algo-
rithme de Newton sur intervalles se comporte comme
une contrainte globale sur tout le système n×n. D’autre
part, les algorithmes de filtrage, provenant de la pro-
grammation par contraintes, effectuent une boucle de
propagation de type AC3, où les contraintes sont trai-
tées itérativement une par une.

Cet article étudie la possibilité de filtrer des sous-
systèmes bien contraints k × k, avec 1 ≤ k ≤ n. Nous
donnons les définitions théoriques des consistances par-
tielles Box-k-consistance et kB-consistance structurelle
qui généralisent la box-consistance. Nous montrons que
les sous-systèmes bien contraints se comportent comme
des contraintes globales k × k qui peuvent apporter un
filtrage supplémentaire par rapport à Newton sur inter-
valles et aux sous-systèmes 1×1 standard. La contraction
obtenue pendant le processus de résolution des sous-
systèmes permet également d’apprendre des points de
choix multi-dimensionnels, c.-à-d. de bissecter simulta-
nément plusieurs domaines de variables dans l’arbre de
recherche. Des expérimentations soulignent les gains en
temps CPU obtenus sur des systèmes décomposés et
structurés par rapport aux algorithmes connus.

1 Introduction

Quand les méthodes par intervalles sont appliquées
aux systèmes d’équations sur les réels, deux principaux
types de filtrage sont utilisés pour réduire l’espace de
recherche. Quand le système est carré , c.-à-d., contient
n variables contraintes par n équations, l’algorithme de
Newton sur intervalles (I-Newton) se comporte comme
une contrainte globale sur une linéarisation du système
entier n × n. Les algorithmes de filtrage, provenant

de la programmation par contraintes, effectuent une
boucle de propagation de type AC3, où les contraintes
sont traitées itérativement une par une par une procé-
dure revise qui, comme par exemple BoxNarrow, filtre
un sous-système 1× 1.

Cet article étudie la possibilité de filtrer des sous-
systèmes bien contraints k × k, avec 1 ≤ k ≤ n. Nous
définissons de nouvelles consistances partielles sur des
sous-systèmes qui sont bien contraints, ce qui ajoute
une restriction structurelle à la kB-consistance [13]. La
propriété d’être structurellement bien contraint ainsi
que les bases sur les techniques à intervalles sont défi-
nies dans la partie 2. La Box-k-consistance et la S-kB-
consistance présentées dans la partie 6 s’avèrent être
une généralisation de la Box-consistance [2].

Nous détaillons dans la partie 4 les procédures revise
qui filtrent un sous-système pour le rendre Box-k ou
S-kB consistant. Cette procédure développe un arbre
de recherche local, à l’intérieur du sous-système et uti-
lise un algorithme I-Newton local. Ces procédures re-
vise ont des points communs avec l’algorithme proposé
dans [7]. Leur algorithme réalise aussi une recherche
arborescente où chaque nœud est filtré avant de re-
tourner une approximation extérieure des sous-bôıtes
obtenues. Mais il est appliqué au système d’équations
entier et non à des sous-systèmes bien contraints.

La partie 5 présente en détail comment les arbres
de recherche locaux construits dans les sous-systèmes
permettent à une stratégie de résolution d’apprendre
des points de choix multidimensionnels dans l’arbre
de recherche global, c.-à-d. de couper les domaines de
plusieurs variables simultanément. Ces points de choix
multidimensionnels sont appelés multisplits. Des expé-
rimentations prometteuses montrent l’apport de notre
approche pour des systèmes de contraintes numériques
(NCSP) décomposés et structurés qui sont fréquents
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en pratique. Nous montrons aussi que le schéma fil-
trage S-kB + multisplit généralise l’algorithme de re-
tour arrière entre blocs (IBB) [17, 16] dédié à la réso-
lution de systèmes décomposés (comme par exemple
certains systèmes de contraintes géométriques).

2 Fondements

Les algorithmes présentés dans cet article ont pour
but de résoudre des systèmes d’équations, ou plus gé-
néralement des CSP numériques.

Définition 1 Un CSP numérique (NCSP) P =
(X, C,B) comprend un ensemble X de n variables
et un ensemble C de contraintes sur ces variables.
Chaque variable xi ∈ X peut prendre une valeur réelle
dans l’intervalle [xi] et B est le produit cartésien (ap-
pelé bôıte) [x1]× ...× [xn]. Une solution de P est une
affectation des variables de X satisfaisant toutes les
contraintes de C.

Comme les ordinateurs ne savent pas représenter les
nombres réels, les bornes d’un intervalle [xi] doivent
être définis comme des nombres à virgule flottante. Les
opérations ensemblistes comme l’inclusion et l’inter-
section sont définis sur des bôıtes. Un opérateur d’en-
veloppe Hull est souvent utilisé pour calculer une ap-
proximation englobante de l’union de plusieurs bôıtes.

Définition 2 Soit S = {[b1], ..., [bn]} un ensemble de
bôıtes sur les mêmes variables.
Nous appelons enveloppe de S, notée Hull(S), la bôıte
minimale incluant [b1], [b2], ..., [bn].

Certains NCSP admettent un nombre fini de solu-
tions. Ce sont généralement des systèmes n×n d’équa-
tions indépendantes. Ils sont carrés dans le sens que
n équations contraignent n variables. Le graphe de
contraintes biparti correspondant, dont les sommets
sont les variables d’une part et les contraintes d’autre
part, vérifie la propriété structurelle suivante.

Définition 3 Un NCSP est (structurellement)
bien-contraint si son graphe biparti correspondant
admet un couplage parfait [9].

Pour trouver toutes les solutions d’un NCSP avec
des techniques par intervalles, le processus de réso-
lution commence avec une bôıte initiale représentant
l’espace de recherche. Il construit un arbre de recherche
en bissectant la bôıte courante, c.-à-d. en la coupant
en deux sur une dimension (une variable), créant deux
sous-bôıtes. A chaque nœud de l’arbre de recherche,
des algorithmes de filtrage (ou contraction) réduisent
la bôıte courante. Ces algorithmes comprennent des

algorithmes I-Newton provenant de la communauté
d’analyse numérique [10, 15] et des algorithmes de
contraction provenant de la communauté de program-
mation par contraintes. Le processus s’arrête quand on
a obtenu des bôıtes atomiques de taille inférieure à
la précision demandée ε sur chaque dimension.

Le nouvel algorithme de contraction présenté dans
cet article généralise l’algorithme bien connu Box
qui établit la propriété de Box-consistance [2] définie
ainsi :

Définition 4 Un NCSP (X, C,B) est box-
consistant si chaque paire (c, x) est box-consistante
(c ∈ C, x ∈ X et x est une des variables contraintes
par c).

Considérons une paire (c, x), où c(x, y1, ..., ya) = 0
est une équation d’arité a+1. Soit c′ l’équation c où les
variables yi sont remplacées par leur domaine courant
dans B : c′(x) = c(x, [y1], ..., [ya]) = 0. (c, x) est box-
consistant si :

– 0 ∈ c′([[x],+]) = c([[x],+], [y1], ..., [ya]) ;

– 0 ∈ c′([−, [x]]) = c([−, [x]], [y1], ..., [ya]).
[x], resp. [x], est la borne inférieure, resp. supé-

rieure, de [x]. [[x],+] est l’intervalle étroit (d’un u.l.p.)
dont les bornes sont [x] et le nombre flottant suivant.
[−, [x]] est l’intervalle dont les bornes sont le nombre
précédant [x] et [x]. c représente indifféremment l’ex-
pression analytique sur les réels et la fonction étendue
aux intervalles.

En pratique, l’algorithme Box réalise une propaga-
tion de type AC3. Pour chaque paire (c, x), il réduit
les bornes de [x] de telle sorte que la nouvelle borne
inférieure (resp. supérieure) soit la plus petite solu-
tion (resp. la plus grande) de l’équation à une variable
c′(x) = 0. Les procédures revise existantes utilisent un
principe de rognage pour réduire [x]. Des tranches [si]
dans [x] sont enlevées si c([si], [y1], ..., [ya]) ne contient
pas 0 (on utilise pour cela I-Newton univarié).

Une autre consistance partielle bien connue est la
kB-consistance [13].

Définition 5 Une contrainte c d’un NCSP (X, C,B)
est 2B-consistante (ou hull-consistante) si la bôıte
B est la plus petite bôıte englobant toutes les solutions
de c. Un NCSP P est kB-consistant si, pour toute
variable x, les fermetures par (k − 1)B-consistance de
P[x] (c.-à-d., P avec [x] remplacé par [x]) et de P

[x]
ne

sont pas vides.

L’algorithme HC4 [2] calcule en gros la 2B-
consistance d’un NCSP ternarisé dans lequel on a
introduit des variables auxiliaires (et des équations
additionnelles) pour faire disparâıtre les occurrences
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multiples des variables. La 2B-consistance et la kB-
consistance sont similaires à resp. l’arc-consistance et
la consistance SAC [8] restreintes aux bornes des in-
tervalles.

3 Consistances partielles Box-k et S-kB

Consistance Box-k

Comme nous l’avons expliqué auparavant, la Box-
consistance produit une bôıte englobante pour des
sous-systèmes 1 × 1 (c, x). La Box-k-consistance in-
troduite dans cet article généralise la Box-consistance
en produisant une approximation extérieure de sous-
systèmes k × k bien contraints. La Box-k-consistance
se focalise sur des sous-systèmes suffisamment denses
pour pouvoir réduire fortement l’espace de recherche.

Définition 6 Soit P ′ = (X ′, C ′, B′) un sous-système
du NCSP P = (X, C,B) (|X ′| = |C ′| = k), obtenu par
remplacement des variables d’entrée (les variables
présentes dans au moins une contrainte de C ′ mais
n’appartenant pas à X ′) par leur intervalle courant
dans B. Les contraintes C ′ sont des équations et le
sous-graphe (X ′, C ′) est connexe et structurellement
bien contraint, c.-à-d., admet un couplage parfait.

Le sous-système P ′ est Box-k-consistant si il
existe une bôıte de taille 1 u.l.p. sur chaque face de
la k-bôıte B′ telle que toute contrainte c dans C ′ est
“satisfaite”, c.-à-d., 0 ∈ c(X ′).

Un NCSP est Box-k-consistant si tous ses sous-
systèmes bien contraints de taille inférieure ou égale
à k sont Box-k-consistants.

La figure 1-gauche montre un exemple de sous-
système 2× 2. La bôıte extérieure est Box-consistante
puisqu’elle approxime chaque contrainte de manière
optimale. La bôıte intérieure est Box-2-consistante
puisqu’elle approxime de manière optimale l’ensemble
des 6 solutions épaisses des deux contraintes. Les
contraintes sont épaisses car les variables d’entrée (ex :
w1, w2, w3) sont remplacées par des intervalles. La
figure 1-droite montre le couplage parfait (arêtes en
gras) du sous-graphe correspondant.

Fig. 1 – Illustration de la Box-2-consistance

Remarques

Pour des raisons d’efficacité, les consistances par-
tielles des NCSP sont en pratique définies avec une
précision ε, qui doit alors remplacer 1 u.l.p. dans les
définitions précédentes.

Restreindre les sous-systèmes à des sous-graphes
d’équations bien contraints a deux avantages. D’abord,
cela permet un filtrage fort dans des sous-graphes spé-
cifiques, ce qui est utile pour des NCSP peu denses
ou pour des systèmes (globalement) sous-contraints,
par exemple des systèmes mélangeant équations et in-
égalités. Ensuite, cela permet d’utiliser I-Newton pour
contracter le sous-système. Comme la complexité en
temps de la méthode I-Newton est cubique dans le
nombre de variables, son application peut être trop
chère pour de très grands NCSP. C’est pourquoi il est
intéressant dans ce cas d’utiliser I-Newton uniquement
pour des sous-systèmes.

Consistance S-kB

Cette nouvelle consistance partielle est une restric-
tion de la bien connue kB-consistance, ou plus pré-
cisément (k + 2)B-consistance, pour laquelle seuls les
sous-systèmes bien contraints de taille k sont consi-
dérés. Elle est plus forte que la Box-k-consistance
car non seulement les k-points sont consistants pour
les contraintes à l’intérieur d’un sous-système k × k
(comme Box-k), mais aussi les k-points sont 2B-
consistants vis à vis du système entier.

Définition 7 Soit P ′ = (X ′, C ′, B′) un sous-système
du NCSP P = (X, C,B) (|X ′| = |C ′| = k), obtenu par
remplacement des variables d’entrée par leur inter-
valle courant dans B. Les contraintes dans C ′ sont
des équations ; le sous-graphe (X ′, C ′) est connexe et
structurellement bien-contraint.

Le sous-système P ′ est structurellement kB-
consistant (en abrégé : S-kB-consistant) si il existe
une bôıte Bε de taille 1 u.l.p. sur chaque face de la k-
bôıte B′ telle que :

– toute contrainte c de C ′ est “satisfaite” :
0 ∈ c(X ′), et

– le système entier (X, C,Bε) est 2B-consistent.

Il est bien connu que la 3B-consistance est plus forte
que la Box-consistance [6], même si la 3B-consistance
est calculée sur le système ternarisé, c.-à-d., si l’algo-
rithme HC4 est utilisé pour enlever des tranches dans
le processus de rognage. Ce théorème peut être immé-
diatement généralisé comme suit.

Proposition 1 La S-kB-consistance est plus forte que
la Box-k-consistance. La (k + 2)B-consistance est plus
forte que la S-kB-consistance (k ≥ 1).
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Pour comprendre pourquoi la S-kB-consistance (dé-
finition 7) est liée à la (k+2)-B-consistance, nous de-
vons “déplier” la définition (5) récursive de cette der-
nière.

Apports de ces consistances structurelles partielles

L’exemple suivant montre comment une contrac-
tion obtenue sur un sous-système k× k peut être plus
forte que sur des sous-systèmes 1× 1 (2B-consistance)
et sur le système entier n × n réalisé par I-Newton.
Considérons le NCSP P = ({x, y, z}, {x − y =
0, x + y + z = 0, (z − 1)(z − 4)(2x + y + 2) =
0}, {[−106, 106], [−106, 106][−10, 10]}).

Les contracteurs HC4 (ou Box) et I-Newton sur P ne
filtrent pas la bôıte. Le calcul de la Box-2-consistance
sur le sous-système 2× 2 ({x,y}, {x-y=0, x+y+z=0})
réduit les intervalles de x et y à [−5, 5] comme on le
voit sur la figure 2. De plus, si des étapes de bissec-
tion sont utilisées pour trouver les solutions, il ne faut
que deux points de choix pour isoler les 3 solutions
{(−2

3 , −2
3 , 4

3 ), (−0.5,−0.5, 1), (−2,−2, 4)}. Soulignons
que I-Newton sur le système entier ne contracte pas la
bôıte car elle contient plusieurs solutions, tandis que
I-Newton sur le sous-système 2 × 2 la contracte, car
elle ne contient qu’une solution (épaisse en z) : le seg-
ment en gras. Bien sûr, ce petit exemple est seulement
présenté à des fins didactiques. Les expérimentations
décrites dans la partie 6 montrent sur de plus grandes
instances non linéaires les gains de ces consistances
partielles par rapport à d’autres consistances partielles
comme la 3B-consistance [13].

Fig. 2 – Illustration du sous-système de taille 2 avec
z = [−10, 10] comme variable d’entrée. {[-5,5],[-5,5]}
est box-2-consistant pour le (sous-)système constitué
des 2 contraintes x− y = 0 et x + y + [z] = 0.

4 Algorithmes de contraction utilisant des
sous-systèmes bien contraints comme
contraintes globales

Réaliser ces consistances partielles structurelles sur
tous les sous-systèmes d’une taille donnée k est trop
cher et contre-productif en pratique. Le nombre de
sous-systèmes de taille k est grand et cet aspect ex-
ponentiel demeure même si on se limite aux systèmes
bien contraints [3].

C’est pourquoi nous avons conçu une propagation
de type AC3 qui gère des sous-systèmes de différentes
tailles : des sous-systèmes de taille 1 mais aussi des
sous systèmes bien contraints plus grands. Ces sous-
systèmes sont ainsi similaires à des contraintes glo-
bales [18, 12] qui peuvent être définies par l’utilisateur
ou automatiquement (voir partie 6).

Tous les sous-systèmes sont d’abord mis dans une
queue de propagation et contractés en séquence.
Quand le domaine d’une variable est réduit d’un ratio
plus grand que ρpropag, tous les sous-systèmes conte-
nant cette variable sont ajoutés dans la queue, s’ils n’y
sont pas déjà. Cette propagation est spécialisée par
la procédure revise utilisée pour contracter les sous-
systèmes de taille supérieure à 1 et détaillée ci après.

4.1 Les procédures Box-k-revise et S-kB-revise

La procédure revise est basée sur une méthode
branch&prune, qui limite la bissection aux k variables
de sortie X du sous-système, et utilise une stratégie de
recherche en largeur d’abord. A la fin du parcours de
cet arbre de recherche local, la bôıte courante est rem-
placée par la bôıte enveloppe des feuilles de l’arbre lo-
cal. L’algorithme Boxk-SkB-Revise est une procédure
générique qui calcule la Box-k-consistance du sous-
système si le paramètre C contient les k équations du
sous-système alors qu’elle effectue la S-kB-consistance
du sous-système si C contient toutes les équations du
NCSP. Cette procédure gère une liste L de nœuds, qui
sont les feuilles de l’arbre local. Une feuille l de L a
3 attributs principaux : l.box désigne l’espace de re-
cherche (n-dimensionnel) associé au nœud ; l.precise
est un booléen indiquant si l.box a atteint la précision
ε sur toutes les dimensions (ε est aussi la précision re-
quise pour la solution globale) ; l.certified est un boo-
léen indiquant si l.box contient une solution unique. Le
paramètre box est la bôıte globale courante (espace de
recherche) quand la procédure revise est appelée.

Un processus combinatoire (recherche arborescente)
est réalisé par la boucle while. A chaque itération, une
feuille de L, qui n’est ni precise ni certified, est choisie,
bissectée et les deux nouvelles sous-bôıtes sont contrac-
tées. La recherche s’arrête quand toutes les feuilles sont
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Algorithm 1 Boxk-SkB-Revise (in-out L, box ;
in X, C, ε, subContractor, τleaves, τρio

)
UpdateLocalTree(L, box, X, C, ε, subContractor)
L′ ← {l ∈ L s.t. ¬l.certified and ¬l.precise and
ProcessLeaf(l,X,C,τρio

)}
while 0 < L′.size and L.size < τleaves do

l← L′.front() /*Choisit une feuille en largeur d’abord */

(l1, l2)←bisect(l, X)
contract(l1, subContractor, X, C, ε)
contract(l2, subContractor, X, C, ε)
if l1.box 6= ∅ then L.pushBack(l1) end if
if l2.box 6= ∅ then L.pushBack(l2) end if
L.remove(l)
L′ ← {l ∈ L s.t. ¬l.certified and ¬l.precise
and ProcessLeaf(l,X,C,τρio

)}
end while
box ←hull(L) /*Enveloppe de l’union de toutes les bôıtes

l.box, l ∈ L */

étiquetées comme certified ou precise ou quand on a
atteint une limite τleaves (fixée expérimentalement à
10) pour le nombre de feuilles. τleaves limite les be-
soins en mémoire (voir partie 4.5) et permet de pro-
pager rapidement les réductions obtenues aux autres
sous-systèmes.

Une feuille est simplement choisie en largeur
d’abord. Nous avions d’abord essayé une heuristique
plus sophistiquée pour choisir une grosse bôıte sur le
bord de l’enveloppe des différentes feuilles. L’idée était
de maximiser le gain en volume sur la bôıte globale
courante au cas où la feuille sélectionnée serait élimi-
née par filtrage. Nous avons écarté cette généralisa-
tion multi-dimensionnelle de l’algorithme BoxNarrow
(qui rogne les bornes de l’intervalle traité dans l’al-
gorithme de Box) car elle n’apportait pas de gains de
performance significatifs.

Algorithm 2 contract(in-out l ; in subContractor,
X, C, ε)

if ¬l.precise then
if ¬l.certified then
subContractor(l.box)

end if
if l.box 6= ∅ and I-Newton(l.box,X) then

l.certified ← true
end if
if maxDiameter(l.box) < ε then

l.precise ← true
end if

end if

La procédure contract est paramétrée principale-
ment par la procédure de contraction subContractor

utilisée (HC4 ou 3BCID dans nos expérimentations).
Ce sous-contracteur porte sur le système C d’équa-
tions, c’est-à-dire sur le sous-système k × k (pour
Box-k-Revise) ou sur le système entier (pour S-k-B-
Revise). Après un appel à subContractor, I-Newton
est appelé sur le sous-système k×k . Si I-Newton cer-
tifie qu’il existe une solution unique dans une feuille,
c.-à-d. si I-Newton contracte l.box et renvoie true, cette
feuille est étiquetée comme certified.

4.2 Réutilisation de l’arbre local (procédure Upda-
teLocalTree)

Une version plus simple de l’algorithme 1 n’ap-
pelait pas la procédure UpdateLocalTree et initia-
lisait simplement la liste L avec la bôıte courante.
Cependant, plutôt que de réaliser un effort de re-
cherche intensif dans un seul sous-système, nous avons
préféré propager rapidement les réductions obtenues
aux autres sous-systèmes. Ainsi, la procédure Update-
LocalTree réutilise l’arbre local (c.-à-d., ses feuilles)
qui a été sauvé lors d’un appel précédent à l’algo-
rithme 1. Chaque feuille dans la liste courante L est
alors mise à jour en l’intersectant avec la bôıte cou-
rante et en la contractant avec subContractor.

Algorithm 3 UpdateLocalTree (in-out L ; in box,
X, C, ε, subContractor)

if L = ∅ then
/* Initialise la racine de l’arbre local avec la bôıte courante */

L← {Leaf(box)}
else

for all l ∈ L do
/* Met à jour et contracte chaque feuille de l’arbre local */

if l.box 6= (l.box ∩ box) then
l.box ← l.box ∩ box
contract(l, subContractor, C, ε))
if l.box = ∅ then L.remove(l) end if

end if
end for

end if

En fait, les feuilles des arbres locaux sont également
sauvegardées dans l’arbre de recherche global. A cette
fin, la liste L est implantée comme une structure de
données réversible (“backtrackable”) mise à jour en cas
de retour arrière. Cela évite de refaire plusieurs fois
le même travail dans les sous-systèmes, en particu-
lier quand l’heuristique multisplit est utilisée (voir par-
tie 5).

4.3 Traitement paresseux des feuilles

Les premières expérimentations nous ont montré
que le traitement d’une feuille dans un arbre local,
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c’est-à-dire le fait de la bissecter et de contracter les
deux sous-bôıtes, était souvent contre-productif. Nous
avons alors défini un ratio entrée/sortie ρio pour déci-
der si une feuille donnée devait être traitée dans l’arbre
local.

ρio(B, I, O, F ) =
Maxx∈I(smear(x))
Maxx∈O(smear(x))

La fonction ProcessLeaf calcule ρio sur une feuille.
Si ce ratio est plus grand qu’un seuil τρio

, la feuille n’est
alors pas traitée par la procédure revise courante.

ρio est basé sur la fonction smear [11] définie par :
smear(x) :=Maxf∈F (|∂f

∂x |×Diam(x)). Cette fonction
est souvent utilisée pour choisir la prochaine variable
à bissecter dans les NCSP (celle qui a la plus grande
évaluation pour cette fonction smear).

On peut alors expliquer le dénominateur de ρio

de la manière suivante : les variables de sortie avec
une grande évaluation smear (entrâınant un petit ra-
tio ρio) indiquent une grande contraction potentielle
quand elles sont bissectées dans l’arbre local au sous-
système. Désirer un petit impact des variables d’entrée
est moins intuitif. Nous comprenons que des domaines
d’entrée larges conduisent généralement à des do-
maines de sortie (correspondant aux bôıtes de feuilles)
larges aussi et donc à une faible réduction. Cet argu-
ment est aussi valable pour les dérivées des fonctions.
Pour illustrer ce point, prenons un sous-système de
taille 1 comme 0.001 y+x2−1 = 0 (x est la variable de
sortie ; [x] = [y] = [−1, 1]), avec ρio = 0.002

4 = 0.0005.
Après une bissection sur x, la contraction de ce sous-
système produit un tout petit intervalle pour x. On
obtiendrait un grand intervalle pour x si l’on considé-
rait le sous-système y +x2− 1 = 0 avec ρio = 2

4 = 0.5.

4.4 Paramètres utilisateurs de la procédure revise

Il est apparu dans les expérimentations que le ré-
glage de τρio

avait un impact important sur le temps
de calcul, de telle sorte que ce paramètre est devenu
le principal paramètre à régler pour les algorithmes
de Box-k ou S-kB consistance. Les deux autres pa-
ramètres à fixer sont subContractor et τleaves. Les
expérimentations décrites en partie 6 montrent que le
sous-contracteur 3BCID est généralement un bon choix,
et τleaves a été fixé empiriquement, son impact sur le
temps de calcul étant beaucoup moins important que
celui de τρio

.

4.5 Propriétés de la procédure revise

La proposition suivante formalise la correction et les
complexités en mémoire et en temps de la procédure
Boxk-SkB-Revise.

Proposition 2 Soit P ′ = (X ′, C ′, B) un sous-
système du CSP P = (X, C,B), avec |X| = n, |C| =
m, |X ′| = |C ′| = k.

La procédure Boxk-SkB-Revise, appelée avec
τleaves = +∞ et τρio

= +∞, rend P ′ Box-k-consistant
si l’ensemble des équations est C ′ (respectivement
S-kB-consistant si l’ensemble des équations est C).

Soit Diam le plus grand diamètre des intervalles de
B. Soit d = log2(Diam

ε ), le nombre maximum de fois
qu’un intervalle donné doit être bissecté pour atteindre
la précision requise ε 1.

La complexité en mémoire de Boxk-SkB-Revise est
O(k τleaves).

Le nombre d’appels à subContractor est
O(k d τleaves).

Preuve. La correction se base sur le processus com-
binatoire réalisé par la procédure Boxk-SkB-Revise.
Appelée avec le sous-système de contraintes C ′ et avec
τleaves = +∞, la procédure calcule toutes les bôıtes
atomiques de précision ε dans le sous-système avant
de retourner leur enveloppe, réalisant ainsi la consis-
tance globale de P ′.

La complexité en mémoire vient de la recherche en
largeur d’abord qui doit stocker les O(τleaves) feuilles
de l’arbre local. La procédure revise traite des bôıtes n-
dimensionnelles, mais pour économiser de la mémoire,
elle ne stocke que les k intervalles d’un sous-système
k × k.

Le nombre d’appels au sous-contracteur est borné
par le nombre de nœuds dans l’arbre local. Le nombre
de feuilles de cet arbre est τleaves (correspondant aux
bôıtes vivantes qui peuvent contenir des solutions) plus
le nombre de feuilles mortes éliminées par filtrage et
qui se ramassent à la pelle. Pour chaque feuille vivante
l, le nombre de nœuds créés dans l’arbre pour atteindre
l est au plus 2×d×k car la racine doit être au plus bis-
sectée d fois dans chacune de ses k dimensions. Bien
que de nombreux nœuds internes sont partagés par
plusieurs feuilles vivantes, cela borne le nombre d’ap-
pels à l’opérateur de sous-filtrage par O(k d τleaves). 2

5 Découpage multidimensionnel

Il est apparu que les procédures Box-k et S-kB re-
vise ont non seulement un effet de contraction, mais
donnent la perspective d’une nouvelle manière de faire
des points de choix, c’est-à-dire de construire l’arbre
de recherche global. Cette nouvelle stratégie de décou-
page de l’espace de recherche est appelée découpage
multidimensionnel (en abrégé multisplit).

1d est généralement compris entre 20 et 60 dans les NCSP
existants.
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Définition 8 Considérons un sous-système k × k P ′

défini dans un NCSP P = (X, C,B). Considérons
un ensemble S de m bôıtes associé à P ′ tel que S
contienne toutes les solutions de P et que les m bôıtes
obtenues par projection sur P ′ des bôıtes de S soient
deux à deux disjointes.

Un multisplit de dimension k consiste à découper
l’espace de recherche B en les m bôıtes de S.

En pratique, les m bôıtes correspondent aux feuilles
de l’arbre local d’un sous-système. A la fin d’une pro-
pagation S-kB, notre stratégie de résolution fait un
choix entre une bissection classique et un multisplit. Si
tous les sous-systèmes ont un ratio ρm supérieur à un
seuil donné τm, alors on effectue une bissection stan-
dard. Sinon, nous choisissons le sous-système avec le
plus petit ρm, et nous remplaçons la bôıte courante
par l’ensemble L des m feuilles de l’arbre local.

ρm =
∑

l∈L V olume(l)
V olume(Hull(L))

La procédure multisplit généralise une procédure
utilisée par IBB (cf. partie 6.1). IBB réalise un mul-
tisplit quand il a trouvé les m solutions dans un bloc
donné. La différence ici est qu’un multisplit peut avoir
lieu avec des bôıtes dont la taille n’a pas atteint la
précision requise.

6 Expérimentations

Les algorithmes Box-k et S-kB ont été implantés
dans l’outil de résolution de contraintes sur intervalles
Ibex, bibliothèque logicielle libre écrite en C++ [5, 4].
La variante avec multisplit (msplit) réalise un décou-
page multidimensionnel du sous-système avec le ra-
tio ρm minimum, pourvu que ρm < τm=0.99. Tous
les compétiteurs sont implantés dans la même biblio-
thèque, ce qui rend la comparaison équitable.

6.1 Expérimentations sur des problèmes
décomposés

Dix problèmes décomposés, décrits dans [17, 16], ap-
paraissent dans le tableau 1. Ils ont été auparavant dé-
composés par des algorithmes de graphe (eq) comme
le couplage maximal, ou par des algorithmes géomé-
triques utilisant la rigidité (geo). Ils peuvent être réso-
lus efficacement par la méthode IBB [17, 16].

Brève description de IBB

IBB est dédié à des systèmes décomposés, c’est-
à-dire des systèmes peu denses d’équations qui ont
préalablement été décomposés en une séquence de
blocs/sous-systèmes bien contraints irréductibles [1].

L’algorithme de retour arrière inter blocs (IBB) traite
chaque bloc dans l’ordre de la séquence. Il entrelace des
étapes de contraction (réalisés par HC4 et I-Newton) et
des bissections à l’intérieur du bloc jusqu’à ce que des
bôıtes atomiques (solutions du bloc) soient obtenues.
Des points de choix sont alors effectués : les variables
du bloc sont remplacées par une des bôıtes atomiques
et sont donc considérées comme constantes dans les
blocs suivants.

La procédure Box-k-Revise plus multisplit repré-
sente une généralisation de IBB dans le sens que les
domaines des variables d’entrée d’un sous-système ne
sont plus nécessairement atomiques et qu’un multis-
plit n’est pas toujours réalisé après le traitement d’un
sous-système. En d’autres termes, le traitement des
blocs par IBB n’est pas une procédure revise, c’est une
procédure ad hoc dans un algorithme dédié aux sys-
tèmes décomposés. Appliquée aux systèmes décompo-
sés, notre nouvelle approche n’exploite pas par ailleurs
l’ordre entre les blocs qui procure à IBB une heuris-
tique de découpage utile.

Protocole expérimental

Chaque stratégie Box-k a été réglée avec 6 jeux de
valeurs différents pour les paramètres : τρio

est 0.01,
0.2 ou 0.8 (0.01 est toujours la meilleure valeur pour
les systèmes décomposés ; la précision ρpropag utili-
sée dans la propagation HC4 est 1% ou 10% ; Tous les
autres paramètres ont été fixés empiriquement : la pré-
cision ρpropag dans la propagation Box-k est toujours
10% ; le nombre maximum τleaves de feuilles dans un
arbre local est 10 ; le nombre de tranches de 3BCID
dans S-kB(3BCID) est 10. Pour être équitable, les pa-
ramètres des algorithmes compétiteurs ont été réglés
de sorte que 8 essais ont été réalisés pour Box et HC4,
et 16 essais pour 3BCID. Pour tous les tests, le déclen-
chement de I-Newton (taille du diamètre maximum à
partir duquel I-Newton est lancé) est 10, et le même
ordre des variables est utilisé pour la bissection dans
une stratégie à tour de rôle (sauf pour IBB et pour Box-
k avec multisplit, qui ont leurs propres heuristiques).

Les sous-systèmes gérés par la propagation sont dé-
finis automatiquement. Les blocs irréductibles pro-
duits par la décomposition de IBB constituent les sous-
systèmes gérés par la propagation Box-k.

Résultats

Les stratégies basées sur HC4, Box et 3BCID suivies
par I-Newton ne sont pas du tout compétitives avec
Box-k et IBB pour les systèmes décomposés testés.
La comparaison de Box-k2 avec IBB est très positive

2En nous basant sur nos précédents travaux sur IBB, nous
avons concentré l’effort à l’intérieur des sous-systèmes, écartant
la procédure S-kB revise pour cette catégorie de problèmes.
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Tab. 1 – Résultats expérimentaux sur les problèmes IBB. Les 3 premières colonnes indiquent le nom du système,
son nombre de variables et son nombre de solutions. Les 3 colonnes suivantes donnent le temps de calcul (en haut)
et le nombre de bôıtes (en bas), c.-à-d., le nombre de points de choix, obtenus sur un processeur Intel 6600
2.4 GHz par les stratégies existantes basées sur HC4, Box ou 3BCID suivies par I-Newton (entre deux bissections
réalisées avec une heuristique à tour de rôle pour le choix de variable). Les 4 dernières colonnes donnent les
résultats obtenus par nos algorithmes sur la même machine : Box-k paramétré par subContractor=HC4 ou
subContractor=3BCID, avec multisplit (msplit) ou sans. Seule une propagation Box-k est lancée entre deux
bissections.

Problème #vars #sols HC4 Box 3BCID IBB BoxK(HC4) BoxK(3BCID)
msplit msplit

Chair(eq) 178 8 >3600 >3600 >3600 0.27 >3600 16.5* >3600 0.52
1x15,1x13,1x9,5x8,3x6,... 575 15
Latham(eq) 102 96 >3600 >3600 39.9 0.17 0.94 1.35 1.5 1.08
1x13,1x10,1x4,25x2,25x1 587 839 199 991 189
Ponts(eq) 30 128 33.4 33.4 1.89 0.59 6.85 8.19 0.79 0.71
1x14,6x2,4x1 20399 20399 357 783 231 307 231
Ponts(geo) 38 128 44.1 44.1 2.6 0.16 2.01 0.31 1.45 0.39
13x2,12x1 18363 18363 685 6711 767 6711 767
Sierp3(geo) 124 198 >3600 >3600 77.5 0.62 49.0 1.38 52.5 1.77
44x2,36x1 1727 84169 1513 84169 1513
Star(eq) 46 128 >3600 >3600 4.9 0.05 35.6 0.12 44.0 0.26
3x6,3x4,8x2 283 44195 263 44023 263
Tangent(eq) 28 128 77 77 2.1 0.08 1.74 0.08 1.87 0.14
1x4,10x2,4x1 390903 390903 753 12027 255 12235 255
Tangent(geo) 42 128 – – 7.38 0.08 0.80 0.19 0.80 0.19
2x4,11x2,12x1 859 1415 251 1407 251
Tetra(eq) 30 256 1281 1281 12.3 0.63 33.6 1.06 13.57 0.76
1x9,4x3,1x2,7x1 607389 607389 1713 4619 483 2243 483
Sierp3(eq) cf. tableau 2 >5000 cf. tableau 2

car les temps de calcul pour IBB sont réellement les
meilleurs temps obtenus par toutes les variantes de
cet algorithme. De plus, aucun timeout n’est atteint
par Box-k+multisplit et IBB est en moyenne seulement
2 fois plus rapide que Box-k (au plus 6 sur Latham).
Comme prévu, les résultats confirment que le décou-
page multidimensionnel est toujours pertinent pour les
problèmes décomposés.

Pour le problème Sierp3(eq) (la fractale de Sier-
pinski au niveau 3) une décomposition équationnelle
fait apparâıtre un gros bloc irréductible 50 × 50 de
contraintes de distance. Cela rend IBB avec HC4 ineffi-
cace sur ce problème. Il est cependant à noter qu’une
variante de IBB avec un filtrage entre blocs (IBF) [16]
utilisant 3B (variante confidentielle car souvent ineffi-
cace) réussit à résoudre ce problème en 330 secondes.

6.2 Expérimentations sur des systèmes structurés

Huit systèmes structurés apparaissent dans le ta-
bleau 2. Ce sont des châınes de contraintes d’arité rai-
sonnable [14]. Ils sont appelés structurés car ils ne sont
pas suffisamment creux pour être décomposés , c’est-
à-dire que le système contient un seul bloc irréduc-
tible, rendant IBB sans objet. Une brève analyse ma-
nuelle du graphe de contraintes pour chaque problème
nous a conduits à définir quelques sous-systèmes bien
contraints de taille raisonnable (entre 2 et 10). De la

même façon, nous avons remplacé le bloc 50 × 50 de
Sierp3(eq) par des sous-systèmes 6× 6 et 2× 2 pour
S-kB.

Les stratégies standard basées sur HC4 ou Box sui-
vies par I-Newton ne sont généralement pas compéti-
tives avec S-kB sur les problèmes testés. La comparai-
son avec 3BCID est bonne, le gain variant entre 0.7 et
12. Notre stratégie de résolution basée sur S-kB appa-
râıt donc comme étant un algorithme hybride robuste,
jamais très loin derrière 3BCID et quelquefois nette-
ment meilleur. Le nombre de bôıtes obtenu souligne
le pouvoir de filtrage additionnel apporté par nos al-
gorithmes traitant les sous-systèmes bien contraints.
De nouveau, autoriser les multisplits semble être la
meilleure option.

6.3 Apports des dispositifs sophistiqués dans les
procédures revise

Nous montrons finalement les tableaux 3 et 4 pour
évaluer les apports individuels de deux points : le pa-
ramètre τρio

utilisé par la procédure ProcessLeaf et
la liste réversible des feuilles permettant de réutiliser
le travail effectué dans les sous-systèmes.

Pour chaque case dans les deux tableaux, on indique
le meilleur résultat en temps obtenu avec les deux sous-
contracteurs HC4 et 3BCID. La première ligne de résul-
tats correspond à la procédure Boxk-SkB-Revise im-
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Tab. 2 – Résultats sur les problèmes structurés. Le même protocole a été suivi, sauf qu’une propagation S-kB
(et non Box-k) donne les meilleurs résultats quand elle suit une contraction 3BCID et I-Newton (entre deux
bissections).

Problème #vars #sols HC4 Box 3BCID S-kB(HC4) S-kB(3BCID)
msplit msplit

Bratu 60 2 58 626 48.7 47.0 33.0 135 126
29x3 15653 13707 79 39 17 43 25
Brent 10 1015 1383 127 17.0 28.5 20.2 44.9 31.0
2x5 7285095 42191 9849 2975 4444 4585 1309
BroydenBand 20 1 >3600 0.17 0.11 0.45 0.15 0.91 0.31
1x6,3x5 1 21 4 19 17 3
BroydenTri 30 2 1765 0.16 0.25 0.22 0.24 0.39 0.29
6x5 42860473 63 25 11 19 9 3
Reactors 30 120 >3600 >3600 288 340 315 81.4 67.5
3x10 39253 14576 10247 1038 788
Reactors2 10 24 >3600 >3600 28.8 9.5 12.3 10.4 12.2
2x5 128359 4908 10850 4344 5802
Sierp3(eq) 83 6 >3600 >3600 4917 >3600 >3600 >3600 389
1x14,6x6,15x2,3x1 44803 218
Trigexp1 30 1 >3600 13 0.08 0.08 0.08 0.08 0.09
6x5 27 1 1 1 1 1
Trigexp2 11 0 1554 >3600 83.7 81.2 85.7 105 83.0
2x4,2x3 2116259 16687 15771 16755 3797 2379

Tab. 3 – Apport sur les problèmes IBB de la structure de données réversible (BT) et de τρio
dans la stratégie

Box-k. τρio
=∞ signifie que les feuilles du sous-système seront toujours traitées dans la procédure revise.

Chair Latham Ponts(eq) Ponts(geo) Sierp3(geo) Star Tan(eq) Tan(geo) Tetra
BT, τρio

0.52 1.08 0.71 0.31 1.38 0.12 0.08 0.19 0.76
¬ BT, τρio

10.8 4.61 1.51 1.27 23.9 2.34 0.71 1.58 2.13
BT, τρio

= ∞ 23.4 4.71 2.60 1.00 23.8 1.67 1.09 1.81 3.57
¬ BT, τρio

= ∞ 24.2 6.60 2.80 1.11 23.9 2.40 1.15 1.82 3.54

plantée ; les lignes suivantes correspondent à des ver-
sions plus simples pour lesquelles au moins un des deux
dispositifs a été enlevé ou les deux (dernière ligne). Le
multisplit est permis dans tous les tests.

On peut faire trois observations principales.
D’abord, quand on observe un gain significatif apporté
par ces dispositifs sur un système donné, alors ce sys-
tème est traité efficacement par rapport aux compéti-
teurs (cf. tableaux 1 et 2). Ensuite, τρio

semble avoir
un plus grand impact sur la performance que la liste
réversible mais la différence est faible.

Enfin, plusieurs systèmes sont seulement légèrement
améliorés par un des deux points tandis que le gain est
significatif quand les deux sont mis ensemble. Ceci est
vrai pour la plupart des problèmes IBB. Sur ces sys-
tèmes, entre 2 bissections dans l’arbre de recherche,
il arrive souvent que le travail à l’intérieur de plu-
sieurs sous-systèmes conduise à identifier des bôıtes
atomiques (d’autres sous-systèmes ne sont pas com-
plètement explorés grâce à τρio

). Bien qu’un multisplit
ne soit effectué que sur un seul des sous-systèmes, le
travail réalisé sur les autres est sauvegardé grâce à la
liste réversible.

7 Conclusion

Nous avons proposé de nouveaux algorithmes de fil-
trage pour traiter des sous-systèmes bien contraints
k×k dans un NCSP. Des appels à un I-Newton k×k et
des bissections à l’intérieur de tels sous-systèmes sont
utiles pour mieux contracter les NCSP décomposés et
structurés. De plus, les arbres de recherche locaux, à
l’intérieur des sous-systèmes, permettent à la stratégie
de recherche globale d’apprendre des points de choix
intéressants consistant à couper plusieurs domaines si-
multanément.

Les stratégies de recherche basées sur les pro-
pagations S-kB ou Box-k et le découpage multi-
dimensionnel ont trois paramètres principaux : le
choix entre Box-k et S-kB (Box-k semble meilleur uni-
quement pour les systèmes décomposés), le choix du
sous-contracteur (3BCID semble être souvent un bon
choix), et τρio. Ce dernier paramètre apparâıt comme
le plus important à régler.

Les premières expérimentations sur des systèmes dé-
composés et structurés ont montré que nos nouvelles
stratégies de résolution étaient plus efficaces que les
stratégies standard basées sur HC4, Box ou 3BCID (avec
I-Newton) pour ces problèmes. Box-k+multisplit peut
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Tab. 4 – Apport sur les problèmes structurés de la structure de données réversible (BT) et de τρio
(dans la

stratégie S-kB).

Bratu Brent BroyB. BroyT. Reac. Reac.2 Sierp3B(eq) Trigexp1 Trigexp2
BT, τρio

33.0 20.2 0.15 0.24 67.5 12.2 389 0.08 83.0
¬ BT, τρio

33.2 21.0 0.14 0.23 97.7 12.0 411 0.07 85.0
BT, τρio

= ∞ 33.9 23.8 0.38 0.28 164 13.1 519 0.1 103
¬ BT, τρio

= ∞ 33 28.7 0.40 0.38 401 18.7 533 0.07 148

être vu comme une généralisation de IBB. Il peut aussi
résoudre des systèmes décomposés de grande taille
avec des blocs assez petits en moins d’une seconde, et
peut par ailleurs traiter des systèmes structurés que
IBB ne peut pas résoudre.

Les sous-systèmes ont été ajoutés automatiquement
pour les NCSP décomposés, mais manuellement pour
les NCSP structurés. Dans cet article, nous avons va-
lidé le fait que le traitement de sous-systèmes pou-
vait apporter une contraction supplémentaire et des
points de choix multi-dimensionnels pertinents. La
prochaine étape est de sélectionner automatiquement
un ensemble de sous-systèmes. Nous pensons que des
algorithmes de graphe prenant en compte un critère
similaire à ρio peuvent être adaptés pour conduire à
des heuristiques efficaces.
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des arbres finis ou infinis et des queues

Thi-Bich-Hanh Dao

Laboratoire d’Informatique Fondamentale d’Orléans – Université d’Orléans
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Résumé

Les structures des arbres, des listes, des piles et des
queues sont souvent utilisées en programmation logique
et programmation logique avec contraintes. Il est donc
important de pourvoir résoudre des contraintes dans ces
structures. Les listes et les piles peuvent être considérées
comme des cas spéciaux des arbres, mais ce n’est pas le
cas des queues avec les opérations d’ajout d’un élément
à gauche ou à droite. Nous présentons dans ce papier
un algorithme de décision dans l’algèbre des arbres finis
ou infinis étendus avec des queues. De cet algorithme
découle un résultat en logique : la complétude et la dé-
cidabilité de la théorie du premier ordre de cet algèbre.

Abstract

The structures of trees, lists, stacks and queues are
usually used in logic programming or constraint logic pro-
gramming. It is then important to be capable to solve
constraints in these structures. Lists and stacks can be
considered as special cases of trees, but it is not the
case for queues with left- and right-insert operations. We
present in this paper a decision algorithm in the algebra
of finite or infinite trees extended with queues. This al-
gorithm gives a result in logic : the completeness and
the decidability of the first-order theory of this algebra.

1 Introduction

Dans la programmation logique (PL) ou la program-
mation logique avec contraintes (PLC), la structure
d’arbres et les structures de listes, de piles ou de queues
sont souvent utilisées. On se trouve donc face à dé-
cider ou à résoudre des contraintes dans ces struc-
tures. Les listes et les piles avec l’opération d’ajout
d’un élément à gauche pour les listes et à droite pour
les piles peuvent être considérées comme des cas spé-
ciaux des arbres. Une procédure de décision d’une al-
gèbre des arbres s’applique donc habituellement aux

arbres avec listes et piles. Les queues sont des struc-
tures où nous pouvons ajouter un élément à la fin ou
bien prendre l’élément du début. Ces deux opérations
correspondent respectivement à des ajouts à droite et
à gauche d’un élément dans une queue. Les queues
avec ces opérations ne peuvent pas être considérées
comme des arbres, car une queue peut être construite
de différentes façons, ce qui contrarie une des proprié-
tés principales des arbres. Par exemple une liste [a, b]
est construite par l’unique construction [a|[b|[]]], mais
une queue 〈a, b〉 a plusieurs constructions différentes,
par exemple en ajoutant a à gauche de la queue vide
puis b à droite ou en ajoutant b à gauche de la queue
vide puis a à gauche. Une procédure de décision dans
les arbres ne peut donc pas s’appliquer aux queues.
Tandis que la décidabilité de l’algèbre des arbres finis
avec des queues est connu [13], celle des arbres finis
ou infinis avec des queues à notre connaissance, reste
une problème ouvert.

Un simple exemple d’utilisation de queues est dans
l’analyse syntaxique, où l’on veut reconnâıtre les mots
anbn générés par les règles S → ε | aSb. Dans des
implantations de la PL ou la PLC, avec des gram-
maires de clauses définies, les queues sont souvent re-
présentées par des différences de listes. Une différence
de liste est un terme L1−L2, qui signifie la liste obte-
nue en coupant la liste L2 de la fin de L1, par exemple
[1, 2, 3, 4]− [3, 4] représente la liste [1, 2]. Voici un pro-
gramme Prolog utilisant des différences de listes :

s(X0-X0).
s([a|X0]-X1) :- s(X0-[b|X1]).

Cependant, la différence de listes n’est qu’une astuce
pour gérer la fin d’une liste. Nous nous plaçons en-
suite dans l’algèbre des arbres étendus avec des queues.
L’ensemble des symboles de fonctions est étendu de la
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constante nil pour la queue vide et des symboles al
et ar correspondant respectivement à l’ajout à gauche
et l’ajout à droite d’un élément dans une queue. Les
clauses seront plus simples et naturelles :

s(nil).
s(al(a,ar(X,b))) :- s(X).

Les arbres avec un ensemble infini de symboles de
fonction modélisent la base de la PL ou de la PLC
[2, 7]. L’algèbre qui modélise cette extension sera celle
des arbres finis ou infinis étendus avec des queues, dé-
finis sur un ensemble infini de symboles de fonction.
Il est important donc d’assurer la décidabilité dans
cet algèbre. La décidabilité de cette extension a éga-
lement un intérêt dans autres domaines de l’informa-
tique comme la logique ou la vérification.

La décision dans des algèbres des arbres font déjà
l’objet de plusieurs études. Dans le cas des arbres fi-
nis nous référons aux travaux de A. Malcev [11], K. L.
Clark [1], K. Kunen [8] et H. Comon [3]. Pour les arbres
finis ou infinis, M. Maher a proposé une axiomatisa-
tion complète ainsi qu’une procédure de décision [10].
Un algorithme de résolution de contraintes du premier
ordre dans les algèbres des arbres est proposé en [4, 6]
et qui fait d’office la décision pour les formules closes.

Des extensions d’arbres avec d’autres structures
sont étudiées dans différents travaux. Dans le cas d’ex-
tension de la théorie des arbres avec une théorie dite
flexible, par exemple la théorie des rationnels addi-
tifs, une axiomatisation ainsi qu’une procédure de dé-
cision sont proposées [5]. Cependant, les arbres avec
des queues n’entrent pas dans ce cadre. De plus, l’ex-
tension avec des queues n’est pas simplement d’avoir
des queues en plus des arbres, mais une structure où
un arbre peut avoir une partie qui est une queue, ou
les éléments d’une queue peuvent être des arbres ou de
nouveau des queues. Par conséquent les méthodes gé-
nérales de décision dans une combinaison de théories
comme Nelson-Oppen [12] ne peuvent non plus s’appli-
quer. Dans le cadre de la vérification, T. Rybina et A.
Voronkov ont proposé un algorithme de décision dans
l’algèbre des arbres finis avec queues [13]. Cependant
l’algèbre étudiée est des arbres finis construits sur un
ensemble fini de symboles de fonction, ce qui fait que
des techniques utilisées pour la décision ne peuvent pas
s’appliquer dans notre cas.

La contribution de ce papier est un algorithme de
décision des formules du premier ordre dans cette al-
gèbre. L’algorithme permet à conclure la décidabilité
de la théorie du premier ordre de cette algèbre.

Le reste du papier est organisé comme suit. L’al-
gèbre des arbres avec queues ainsi que ses propriétés
sont présentées dans la section 2. Dans la section 3,
nous présentons les formes résolue et basique et l’al-
gorithme de transformation en forme résolue. Dans

la section 4, nous présentons l’algorithme de déci-
sion dans l’algèbre et déduisons la décidabilité de la
théorie du premier ordre de cette algèbre. Plusieurs
exemples sont donnés pour illustrer l’algorithme. La
section 5 est réservée à la conclusion. A cause des
contraintes d’espace, les preuves ne sont pas pré-
sentes. Une version complète est accessible en ligne à la
page des rapports de recherche du Laboratoire d’Infor-
matique Fondamentale d’Orléans (http ://www.univ-
orleans.fr/lifo/).

2 L’algèbre des arbres avec queues

Langage Soit S un ensemble de deux sortes arbre et
queue. Soit V un ensemble de variables dont chacune
est associée à une sorte fixée. On suppose que chaque
sorte a un nombre infini de variables. On appelle un
type chaque expression de la forme α1 × · · · × αn →
β, où α1, . . . , αn et β sont des sortes de S. Soit F
un ensemble infini de symboles de fonction. A chaque
élément de F est associé un type α1×· · ·×αn → arbre
et le nombre n est appelé l’arité de f . On se donne
trois autres symboles al, ar et ε où al est de type α×
queue → queue, ar est de type queue× α→ queue et
ε de type → queue, avec α ∈ S. Soit R un ensemble de
symboles de relation contenant deux symboles queue
et arbre d’arité 1.

Un terme de sorte β est soit une variable de cette
sorte, soit de la forme f(u1, ..., un) où f ∈ F de type
α1 × · · · × αn → β et u1, . . . , un des termes de sortes
α1, . . . , αn respectivement. Une formule est une ex-
pression de l’une des formes suivantes :

s = t, arbre(x), queue(t), true, false,
¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ),∃xϕ,∀xϕ.

Ici t, s sont des termes et ϕ,ψ sont des formules
de taille plus petite. Nous utiliserons la notation
x pour désigner un vecteur de variable x1...xn, ∃x
pour ∃x1...∃xn et ∀x pour ∀x1..∀xn. Nous utiliserons
la notation [u1..un]t ou [u]t pour désigner le terme
al(u1, ..., al(un, t)....) et la notation t[u1..un] ou t[u]
pour le terme ar(...ar(t, u1)..., un). Nous utiliserons la
notation ∃? et ∃! pour exprimer “’il existe au plus une
valeur” et “il existe exactement un”, respectivement.

Structure S Nous définissons la structure S, appelée
l’algèbre des arbres finis ou infinis avec queues comme
suit. Le domaine de S est l’ensemble D = A∪Q, où A
est l’ensemble des arbres, qui sont finis ou infinis, dont
les nœuds sont étiquetés par les éléments de F , et Q
l’ensemble des queues d’éléments de A∪Q. Une queue
est une suite d’éléments, à laquelle nous pouvons ajou-
ter un élément à gauche (au début) ou à droite (à la
fin). Les arbres et les queues représentent deux sortes
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arbre et queue respectivement. Nous définissons main-
tenant l’interprétation de chaque symbole de fonction.

Pour chaque symbole de fonction f de type α1 ×
· · · × αn → arbre, l’interprétation f de f est l’opé-
ration de construction d’arbre défini comme suit :
avec a1, . . . , an des éléments de sortes α1, . . . , αn,
f(a1, . . . , an) est un arbre dont la racine est étique-
tée par f et les fils immédiats sont a1, . . . , an. Le
symbole ε est interprété par la queue vide. Le sym-
bole al est interprété par la fonction d’ajout à gauche
al : D × Q → Q telle qu’avec a ∈ D, 〈b1, .., bn〉 ∈
Q, al(a, 〈b1, .., bn〉) = 〈a, b1, .., bn〉. Le symbole ar
est interprété par la fonction d’ajout à droite ar :
Q × D → Q telle qu’avec 〈b1, .., bn〉 ∈ Q, a ∈ D,
ar(〈b1, .., bn〉, a) = 〈b1, .., bn, a〉.

Propriétés des arbres Elles sont formulées par l’en-
semble des schémas d’axiomes suivants [10, 6] :

∀x∀y ¬(f(x) = g(y)) (a1)
∀x∀y (f(x) = f(y) →

∧
i xi = yi) (a2)

∀x∃!z
∧

i zi = ti(xz) (a3)

Ici f, g ∈ F et sont distincts, x un vecteur de va-
riables xi, y un vecteur de variable yi, z un vecteur
de variables distinctes zi de sorte arbre et ti(xz) un
terme de la forme d’un symbole de fonction suivi de
variables prises dans x et z. La forme (a1) est appelée
conflit de symboles qui indique que les arbres construits
par des symboles de fonction différents sont différents.
La forme (a2) est appelée explosion qui indique que
les arbres égaux doivent avoir l’égalité entre les sous-
arbres respectifs. La forme (a3) est appelée solution
unique, qui indique que certaines formes de conjonc-
tions d’équations ont une solution unique. Par exemple
la formule x = f(x) a une solution unique pour x, qui
est l’arbre infini f(f(f(...))).

Propriétés des queues Les queues satisfont les pro-
priétés suivantes [13] :

∀x∀u¬(x = t(xu)) (q1)
∀x∀u(¬(ε = [u]x) ∧ ¬(ε = x[u])) (q2)
∀u1..∀un∀v1..∀vm∀x¬([u1..un]x = x[v1..vm]) (q3)
∀x(x = ε ∨ ∃y∃u(x = [u]y) ∨ ∃y∃u(x = y[u])) (q4)
∀x∀y∀u∀v([u]x = [v]y → u = v ∧ x = y) (q5)
∀x∀y∀u∀v(x[u] = y[v] → u = v ∧ x = y) (q6)
∀x∀u∀v(al(u, ar(v, x))=ar(al(u, x), v)) (q7)
∀u1...∀un([u1..un]ε=ε[u1..un]) (q8)

Ici n 6= m, x, y sont des variables de sorte queue, t(xu)
est un terme de sorte queue qui contient des occur-
rences de x. La propriété (q1) exprime le fait que les
queues sont de longueur finie et une queue ne peut
se servir à définir elle-même, q(2) et (q3) le fait que

les queues de longueurs différentes sont différentes, et
de (q4) à (q8) la relation entre les ajouts à gauche
et à droite dans une queue. Il est important de no-
ter que (q7) et (q8) expriment le fait qu’une queue
peut être construite de différentes façons, par exemple
〈a, b〉 est la queue construite par al(a, ar(ε, b)) ou par
ar(al(a, ε), b). Ces propriétés distinguent les queues
des arbres.

De plus, les queues satisfont les propriétés suivantes
concernant des mots. Les queues peuvent être consi-
dérées comme des mots finis sur D et les opérations
d’ajout à gauche et à droite peuvent être considérées
comme des concaténations d’un mot avec une lettre.
Soit D∗ l’ensemble des mots finis, D+ l’ensemble des
mots finis non vides sur D et ε le mot vide. Pour deux
mots u et v, uv signifie le résultat de la concaténation
du mot u avec le mot v. Pour un mot u, |u| désigne
sa longueur et un le résultat de la concaténation de
n fois u, u∗ (u+) désigne l’ensemble {un | n ≥ 0}
({un | n > 0}). Un mot u est primitif si u 6= vn avec
n > 1 pour tout mot v. Deux mots u et v sont conju-
gués s’il existe deux mots s, t avec s 6= ε tels que u = ts
et v = st. Par exemple sur l’alphabet {a, b}, deux mots
baaba et ababa sont conjugués.

Propriété 1 [9] Soient t, s ∈ D+ et x une variable.
L’équation tx = xs a des solutions si et seulement si t
et s sont conjugués, c’est-à-dire qu’il existe un couple
(u, v) ∈ D∗ × D+ tel que t = uv et s = vu. De plus,
si t et s sont primitifs alors (uv)∗u est l’ensemble des
solutions de l’équation tx = xs.

Propriété 2 Soit t = uv et t′ = v′u′ deux mots pri-
mitifs dans D+ avec |t| 6= |t′|. On a

uvx = xvu ∧ u′v′x = xv′u′ → |x| < |t|+ |t′|.

Propriété 3 Soit t = uv et t′ = u′v′ deux mots pri-
mitifs dans D+ avec |t| = |t′|. Si |u| = |v| alors

uvx = xvu ∧ u′v′x = xv′u′

→ (u = u′ ∧ x = u) ∨ (u = u′ ∧ v = v′ ∧ uvx = xvu)

sinon uvx = xvu ∧ u′v′x = xv′u′ → false.

Ces propriétés montrent qu’avec des équations dans
des queues, nous pouvons exprimer des queues avec
des motifs répétés. Par exemple d’après la propriété
1, l’équation [ab]x = x[ba] correspond à un ensemble
infini des queues finis 〈a〉, 〈a, b, a〉, 〈a, b, a, b, a〉, . . . (la
forme (ab)∗a), d’après la propriété 2, la conjonction
[ab]x = x[ba] ∧ [aba]x = x[aba] donne une solution
unique 〈a, b, a〉, et d’après la propriété 3, la conjonction
[aba]x = x[aba] ∧ [aba]x = x[aab] n’a pas de solution.
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3 Formules basiques

A partir d’ici nous supposons que les variables soient
numérotées par des entiers naturels distincts, et pour
une variable x soit no(x) son numéro. Nous suppo-
sons que dans chaque formule et sous-formule, si x est
une variable libre et y une variable quantifiée, alors
no(y) > no(x). Cette condition est satisfaisable car les
variables quantifiées peuvent être renommées et l’en-
semble de variables est infini.

En utilisant la propriété (q7) des queues, les
termes construits avec les symboles al, ar sont ré-
écrits dans la forme où les symboles les plus in-
ternes sont ar et ceux des plus externes sont al.
Par exemple le terme ar(ar(al(u1, x), u2), u3) devient
al(u1, ar(ar(x, u2), u3)). La notation [t1..tn]x[s1..sm]
désignera ces termes et la variable x sera appelée le
noyau du terme. Soit u = u1..un et 1 ≤ k ≤ n, on note
par ρ(k, u) la rotation circulaire à droite de k places de
u, c’est-à-dire uk+1..unu1..uk. Notons que u et ρ(k, u)
sont conjugués.

Une contrainte élémentaire est
– soit une contrainte de sorte de la forme queue(x)

ou arbre(x), avec x une variable,
– soit une équation de la forme x = y, avec x, y des

variables,
– soit une équation de la forme x = f(u1, .., un) avec
x et les ui des variables et f de type α1 × · · · ×
αn → arbre,

– soit une équation de l’une des formes x = t et
t = s, où x est une variable, t et s sont des termes
de l’une des formes ε, [u]ε[v] et [u]y[v], avec y une
variable et u, v des vecteurs de variables.

Une équation triviale est une équation de la forme
t = t. Pour simplifier l’écriture, les équations de la
forme x[u]=[v]y sont réorganisées en [v]y=x[u]. Pour
les équations de la forme x = t ou [u]x = x[v], x est
appelée le représentant de l’équation. Une conjonction
c de contraintes élémentaires est complètement typée
si pour toute variable x ayant une occurrence dans c,
soit queue(x) soit arbre(x) est dans c.

Soit c une conjonction de contraintes élémentaires
et soit u une variable. On définit Accc(u) l’ensemble
des variables accessibles depuis u dans c comme suit :

– si c contient une équation non triviale de la forme
u = t ou x = t avec x ∈ Accc(u), alors les variables
dans t sont dans Accc(u),

– si c contient une équation non triviale de la forme
[u]u = u[v] ou [u]x = x[v] avec x ∈ Accc(u), alors
les variables de u et v sont dans Accc(u).

Définition 1 Une conjonction c de contraintes élé-
mentaires est sous forme résolue si et seulement si
1. chaque équation est de l’une des formes x = t,

[u]x = x[ρ(k, u)], où x est une variable et k ≤ |u|,

2. les représentants des équations sont tous dis-
tincts,

3. pour chaque équation de la forme x = y, no(x) >
no(y),

4. c est complètement typée et les contraintes de
sorte respectent le type des symboles de fonction
dans c,

5. pour toute variable x de sorte queue ayant une
occurrence dans c, x 6∈ Accc(x).

Dans l’algorithme de décision présenté dans la section
4, nous allons maintenir les formules sous la forme
d’une disjonction de formules basiques, dont la défi-
nition est comme suit.

Définition 2 Une formule basique est de la forme
∃u(c ∧

∧
i∈I ¬∃uici), avec I éventuellement vide, où

1. c et les ci sont des conjonctions résolues,

2. pour chaque variable u de u, il existe une variable
x libre dans ∃uc telle que u ∈ Accc(x),

3. pour chaque variable u de ui, il existe une variable
x libre dans ∃uici telle que u ∈ Accci

(x).

Remarque : puisque chaque variable quantifiée dans
une formule basique doit être accessible depuis une
variable libre, la seule formule basique sans variable
libre est la formule true.

Notons que dans une formule basique, des conjonc-
tions de contraintes élémentaires sont sous forme réso-
lue. Nous présentons dans la sous-section 3.1 suivante
l’algorithme permettant de transformer une conjonc-
tion de contraintes élémentaires en forme résolue.

3.1 Algorithme de transformation en forme résolue

Nous utiliserons la notation d’équation [u]x
p
= x[v]

pour marquer que les mots u et v sont primitifs et la
notation [u]x ∗=x[v] pour marquer que les mots u et v
sont conjugués et primitifs.

L’algorithme est une combinaison de deux phases.
La première phase transforme une conjonction de
contraintes élémentaires complètement typée de sorte
que les représentants des équations x = t sont tous
distincts. A la fin de cette phase, les représentants des
équations de la forme [u]x = x[v] ne sont pas encore
distincts. La seconde phase traite ces équations, elle
créera une disjonction de formules de la forme ∃uc, où
éventuellement sur c il sera nécessaire de relancer la
phase 1 et la phase 2. Nous présentons dans ce qui
suit les deux phases et montrons que bien que les deux
phases puissent se lancer mutuellement, l’applications
se termine toujours au bout d’un temps fini.
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Première phase
– Concordance de type : assurer que le type des

symboles de fonction est respecté, et qu’il n’y a
pas de conflit de type.

– Equations de sorte arbre : Dans ces règles, a est
une contrainte élémentaire, x, y sont des variables
de sorte arbre avec no(x) > no(y), les ui, vj des
variables, t un terme de sorte arbre, f et g deux
symboles de fonction différents.

false ∧ a =⇒ false
x = x =⇒ true
x = y =⇒ y = x

x = f(u1, .., un) ∧ x = g(v1, .., vm) =⇒ false
x = f(u1, .., un) ∧ x = f(v1, .., vn) =⇒

x = f(u1, .., un) ∧ u1 = v1 ∧ · · · ∧ un = vn

x = y ∧ x = t =⇒
x = y ∧ y = t

– Equations de sorte queue : dès qu’il existe une
variable x de sorte queue dans c telle que x ∈
Accc(x), la conjonction est évaluée à false.

1 false ∧ a =⇒ false
2 t = t =⇒ true
3 t = x =⇒ x = t
4 y = x =⇒ x = y
5 x = y ∧ e(x) =⇒ x = y ∧ e(y)
6 x = t ∧ x = s =⇒ x = t ∧ t = s
7 x = t ∧ e(x) =⇒ x = t ∧ e(t)
8 [u]t = [v]s =⇒ u = v ∧ t = s
9 t[u] = s[v] =⇒ u = v ∧ t = s
10 [u]ε = r[v] =⇒ ε[u] = r[v]
11 [u]x = ε[v] =⇒ [u]x = [v]ε
12 ε = [u]x[v] =⇒ false
13 [u]x[v] = ε =⇒ false
14 [u]x = x[v] =⇒ false

Ici a est une contrainte élémentaire, t, s sont des
termes de sorte queue, x, y des variables de sorte
queue, u, v des variables et u, v des vecteurs de
variables. Dans les règles 3, 6 et 7, t, s sont des
termes qui ne sont pas une variable. Dans les
règles 4 et 5, no(x) > no(y). Dans la règle 5, e(x)
est une équation ayant une occurrence de x et e(y)
obtenue de e(x) en remplaçant les occurrences de
x par y. Dans la règle 7, e(x) est une équation
dans laquelle x est le noyau d’un terme et e(t)
l’équation obtenue en remplaçant le noyau x par
t, et si e(x) est écrite avec ∗=, e(t) est écrite avec
=. Dans la règle 10, r est soit ε, soit une variable
de sorte queue. Dans la règle 14, |u| 6= |v|.

Deuxième phase Cette phase s’effectue sur une
conjonction c. Selon la forme des équations dans c,

les règles suivantes s’appliquent. Lorsqu’il y a une dis-
jonction qui se créée, la disjonction est distribuée pour
maintenir la formule sous forme disjonctive

∨
i ∃uic

′
i.

La phase 1 est relancée sur des conjonctions c′i.

1. Une équation [u1..un+k]x=y[v1..vn] avec x, y des
variables distinctes, est remplacée par

∃u(y=[u1..un+k]u ∧ x=u[v1..vn] ∧ queue(u))∨n−1
i=0

(
y=[u1..uk+i]ε ∧ x=[vn−i+1..vn]ε
∧v1 =uk+i+1 ∧ · · · ∧ vn−i =un+k

)
idem pour [u1..un]x=y[v1..vn+k].

2. Equation [u1..un]x = x[v1..vn] : Pour chaque
couple i, j avec 1 ≤ i 6= j ≤ n, on ajoute
(ui = uj ∧ vi = vj) ∨ ¬(ui = uj) ∨ ¬(vi = vj).
Distribuer pour créer une disjonction de conjonc-
tion d’équations et de diséquations. Pour chaque
conjonction on peut déterminer si u1..un est une
répétition de u1..uk.
– dans les cas où u1..un est de la forme

(u1..uk)n/k avec u1..uk primitif, remplacer
l’équation [u1..un]x = x[v1..vn] par [u1..uk]x

p
=

x[v1..vk],
– dans les autres cas, remplacer l’équation

[u1..un]x = x[v1..vn] par [u1..un]x
p
=x[v1..vn].

3. Equation [u]x
p
=x[v], avec |u|= |v|=n, remplacée

par

n∨
k=1

([u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [ρ(k, u)]ε = [v]ε)

4. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec
|u| > |v| :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)] =⇒∨
i∈I(x = [uiu1..uk]ε ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)])

Ici I = {0} si k ≥ |v| et I = {0, 1} sinon.

5. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec
|u| = |v| et k 6= l :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(l, v)] =⇒ false

6. Deux équations ∗= sur une même variable x, avec
|u| = |v| :

[u]x ∗=x[ρ(k, u)] ∧ [v]x ∗=x[ρ(k, v)] =⇒(
(
∧k

i=1 ui =vi ∧ x = [u1...uk]ε)∨
(
∧|u|

i=1 ui =vi ∧ [u]x ∗=x[ρ(k, u)])

)

Propriété 4 Soit c une conjonction de contraintes
élémentaires complètement typée. L’application des 2
phases autant que possible sur c se termine et produit
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une formule équivalente qui est soit false soit de la
forme

∨
i ∃xi(ci∧

∧
j ¬eij), où les ci sont des conjonc-

tions résolues, les eij sont des équations entre deux
variables et chaque variable de xi est accessible depuis
une variable libre dans ci.

Exemple 1 Transformer la conjonction (
i≡ signifie la

transformation par la phase i) :(
x=[u]y ∧ x=z[v] ∧ u=f(v) ∧ queue(x)
∧queue(y) ∧ queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)

)
1≡

(
x=[u]y ∧ [u]y=z[v] ∧ u=f(v) ∧ queue(x)
∧queue(y) ∧ queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)

)
2≡


x=[u]y ∧ u=f(v) ∧ queue(x)
∧queue(y) ∧ queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)

∧
(
∃w(y=w[v] ∧ z=[u]w ∧ queue(w))
∨(y=ε ∧ z=ε ∧ u=v)

)


≡


∃w

x=[u]y ∧ u=f(v) ∧ y=w[v] ∧ z=[u]w
∧queue(w) ∧ queue(x) ∧ queue(y)
∧queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)


∨

x=[u]y ∧ u=fv ∧ y=ε ∧ z=ε ∧ u=v
∧queue(x) ∧ queue(y) ∧ queue(z)
∧arbre(u) ∧ arbre(v)





1≡


∃w

x=[u]w[v] ∧ u=fv ∧ y=w[v] ∧ z=[u]w
∧queue(w) ∧ queue(x) ∧ queue(y)
∧queue(z) ∧ arbre(u) ∧ arbre(v)


∨

x=[u]ε ∧ u=v ∧ y=ε ∧ z=ε ∧ v=f(v)
∧queue(x) ∧ queue(y) ∧ queue(z)
∧arbre(u) ∧ arbre(v)




4 Algorithme de décision

Nous présentons dans cette section un algorithme
pour décider la valeur de vérité d’une formule F du
premier ordre. L’algorithme consiste à transformer F
en forme prénexe QF ′, à transformer la matrice F ′

sans quantificateur en une disjonction de formules ba-
siques et à éliminer successivement les quantificateurs
de Q du plus interne au plus externe. L’algorithme est
détaillé dans la sous-section 4.1 et les techniques d’éli-
mination de quantificateur sont présentées dans 4.2.
Nous discutons la décidabilité dans la sous-section 4.3.

4.1 Algorithme

Soit F une formule du premier-ordred. Pour chaque
variable libre x nous ajoutons à F la formule
queue(x) ∨ arbre(x) et chaque sous-formule ∃xF ′

est changée en ∃x(F ′ ∧ (queue(x) ∨ arbre(x)). Les
contraintes sont mises sous forme de contraintes élé-
mentaires, des nouvelles variables sont introduites si
nécessaires et sont quantifiées existentiellement, avec
une contrainte de sorte respective. La formule obtenue
est ensuite mise sous forme prénexe, c’est-à-dire tous
les quantificateurs sont mis au début de la formule

(éventuellement en renommant des variables quanti-
fiées), puis le reste de la formule est mis en forme nor-
male disjonctive

∨
(c ∧

∧
¬ci), où les c et ci sont des

conjonctions de contraintes élémentaires. Il est claire
que ces transformations préservent l’équivalence de
formules.

Pour chaque sous-formule c ∧
∧
¬ci, appliquer l’al-

gorithme de transformation en forme résolue sur c et
les ci. Nous obtenons une formule sous forme∨

∃u(c′ ∧
∧
i∈I′

¬∃u′i(c
′
i ∧
∧
j

¬eij)).

Cette formule est transformée en la formule :∨
∃u(c′ ∧

∧
i∈I′

(¬∃u′ic
′
i ∨
∨
j

∃u′i(c
′
i ∧ eij))).

En faisant des distribution des ∨ sur des ∧, la formule
est transformée en une formule de la forme∨

∃u(c ∧
∧
i∈I

¬∃uici). (1)

En mettant les conjonctions c en forme résolue pour
celles qui ne le sont pas encore, on obtient une for-
mule toujours de la forme (1) et où les conjonctions
c et ci sont sous forme résolue, où chaque variable de
ui est accessible dans ci depuis une variable libre. En
gardant dans les u seulement les variables accessibles
dans c depuis une variable libre, les autres variables de
u étant remontées dans la partie des quantificateurs de
F , nous avons une formule de la forme Q(F1∨. . .∨Fn),
où Q dénote la partie des quantificateurs et les Fi sont
des formules basiques. Nous procédons ensuite l’élimi-
nation des quantificateurs de Q.

Considérons le quantificateur le plus interne de la
formule est supposons que ce soit un quantificateur
existentiel. C’est-à-dire la formule est Q∃x(F1 ∨ . . . ∨
Fn), où Q représente le reste des quantificateur. Cette
formule est équivalente à Q(∃xF1 ∨ . . . ∨ ∃xFn). Le
travail devient à transformer chaque formule ∃xFi en
disjonction de formules basique. Il fera l’objet de la
sous-section 4.2.

Si le quantificateur le plus interne est un quantifi-
cateur universel, la formule est Q∀x(F1 ∨ . . . ∨ Fn),
qui devient Q¬∃x¬(F1 ∨ . . . ∨ Fn) donc Q¬∃x(¬F1 ∧
. . .∧¬Fn). Chaque formule Fi est une formule basique
donc de la forme ∃u(c ∧

∧
¬∃uici). Elle est transfor-

mée en une conjonction ∃uc ∧
∧
¬∃u∃ui(c ∧ ci). Nous

transformons ensuite (¬F1 ∧ . . . ∧ ¬Fn) en forme nor-
male disjonctive et éliminons des quantificateurs exis-
tentielles introduits comme précédent. Après l’élimi-
nation du quantificateur ∃x, la négation du résultat
est ensuite mise en forme de disjonction de formules
basiques comme précédent.
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4.2 Elimination de quantificateur

Soit x une variable et b une formule basique. L’objec-
tif de l’élimination du quantificateur ∃x est de trans-
former ∃xb en une disjonction de formules basiques.
Nous présentons cette élimination en deux parties, dé-
pendant de la forme de b : (1) lorsque b ne contient pas
de négation, et (2) lorsque b contient des négations.

4.2.1 Elimination dans une conjonction résolue

Lorsque la formule basique b ne contient pas de né-
gation, il est de la forme ∃uc, avec c une conjonc-
tion résolue. S’il existe une variable libre y telle que
x ∈ Accc(y), alors ∃x∃uc est déjà une formule basique.
Si x n’est pas accessible depuis une variable libre, la
formule ∃x∃uc peut s’écrire en ∃u′(c′∧∃xvcx), où v est
le vecteur des variables de u qui sont accessibles depuis
x et non accessibles depuis aucune autre variable libre,
cx est la conjonction des contraintes élémentaires qui
font intervenir des variables de xv et c′ la conjonction
des autres contraintes de c. L’élimination de x dans
∃x∃uc retourne ∃u′c′.

Exemple 2 Eliminons ∃x dans ∃x∃uv1v2([v1v2]x =
x[v1v2] ∧ v1 =f(u) ∧ y=f(u) ∧ queue(x) ∧ arbre(v1) ∧
queue(v2) ∧ arbre(y) ∧ queue(u)). Dans cette formule
x n’est pas accessible depuis une autre variable libre,
u est accessible depuis x, y et v1, v2 sont accessibles
depuis x. La formule se réécrit en :

∃u

y=f(u) ∧ arbre(y) ∧ queue(u)∧

∃xv1v2
(

[v1v2]x=x[v1v2] ∧ v1 =f(u)∧
queue(x) ∧ arbre(v1) ∧ queue(v2)

)
et le résultat de l’élimination est

∃u(y=f(u) ∧ arbre(y) ∧ queue(u)).

4.2.2 Elimination dans une formule basique

Soient x une variable et b une formule basique. Nous
allons transformer ∃xb en une disjonction de formules
basiques. Si x n’a pas d’occurrence dans b le résultat
sera b. Supposons que x ait des occurrences dans b. Soit
b la formule basique ∃u(c∧

∧
i∈I ¬∃uici). S’il existe une

autre variable libre y de b telle que x ∈ Accc(y), alors
∃xb est une formule basique. Dans le cas contraire,
où x n’est accessible dans c depuis aucune autre va-
riable libre, tous les cas possibles pour x sont listés sui-
vant avec les transformations correspondantes. Note :
puisque les contraintes de type queue et arbre res-
pectent le type des symboles de fonction, pour rendre
les formules plus visibles dans les exemples, nous omet-
tons ces contraintes dans les cas où cela ne change pas
la sémantique des formules.

(a) x est de sorte arbre et x a des occurrences
dans des équations de c Du fait que x a des occur-
rences dans c mais x n’est accessible dans c depuis au-
cune autre variable libre, x doit être le membre gauche
d’une équation x = t. L’ensemble Accc(x) est réparti
en deux sous-ensemles disjoints Accac (x) des variables
de sorte arbre et Accqc(x) des variables de sorte queue.
Soit Aq

c(x) l’ensemble de tous les variables accessibles
dans c depuis une variable de Accqc(x). Notons que
x 6∈ Aq

c(x), car sinon il doit exister une variable w de
sorte queue dans Accqc(x) telle que w ∈ Accc(w), ce qui
contrarie le fait que c est résolue. Nous pouvons donc
calculer un vecteur v des variables de sorte arbre de u
qui sont dans Accac (x)\Aq

c(x) et qui sont des membres
gauches d’équations de c. Soit cx la conjonction de ces
équations et des contraintes arbre concernant ces va-
riables et soit c′ le reste des contraintes de c. Soit u′ le
vecteur des variables de u qui ne sont pas dans v. No-
tons que ni x ni aucune variable de v n’a d’occurrence
dans c′, car si une variable v ∈ xv est dans c′, puisque
c est résolue, v ne peut pas être un représentant de c′,
on a donc v ∈ Aq

c(x), ce qui est contraire à la définition
de v. La formule ∃xb se réécrit en :

∃u′(c′ ∧ ∃xvcx ∧
∧
i∈I

¬∃uici)

pour être transformée en :

∃u′(c′ ∧
∧
i∈I

¬∃ui∃xv(cx ∧ ci)).

La procédure présentée en 4.2.1 est appliquée dans les
négations. Le quantificateur ∃x est donc éliminé. Pour
rendre le résultat en forme basique il faudra éventuel-
lement éliminer d’autres quantificateurs de ∃u′.

Exemple 3 Eliminer ∃x1 :

∃x1∃yw
x1 =f(y, v) ∧ y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ w=g(x1)
∧[z]v=v[z] ∧ queue(u) ∧ queue(v) ∧ arbre(x1)
∧arbre(x2) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z) ∧ arbre(w)
∧¬(u = [z]v)) ∧ ¬(x2 = g(x1))


Ici Accac (x1) = {y, z, w}, Accqc(x1) = {v} et Aq

c(x1) =
{y, z}. La formule est transformée en

∃y


y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ [z]v=v[z] ∧ queue(u)
∧queue(v) ∧ arbre(x2) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z)

∧¬∃x1w

(
x1 =f(y, v) ∧ w=g(x1) ∧ u = [z]v)
∧arbre(x1) ∧ arbre(w)

)
∧¬∃x1w

(
x1 =f(y, v) ∧ w=g(x1) ∧ x2 = g(x1)
∧arbre(x1) ∧ arbre(w)

)


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puis en

∃y


y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ [z]v=v[z] ∧ queue(u)
∧queue(v) ∧ arbre(x2) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z)
∧¬(u = [z]v)

∧¬∃x1w

(
x1 =f(y, v) ∧ w=g(x1) ∧ x2 = g(x1)
∧arbre(x1) ∧ arbre(w)

)


Cette formule est une formule basique.

(b) x est de sorte arbre et x n’a pas d’occurrence
dans les équations de c L’ensemble I est séparé en
deux sous-ensembles disjoints I1 et I2, où I1 est l’en-
semble des indices i tels que ci contient au moins une
occurrence de x. Soit c′ la conjonction des contraintes
de c à l’exception de arbre(x). L’élimination de x dans
∃xb retourne :

∃u(c′ ∧
∧
i∈I2

¬∃uici).

Cette formule est une formule basique.

Exemple 4 Eliminant ∃x2 dans la dernière formule
de l’exemple 3, on obtient la formule basique :

∃y
(
y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ [z]v=v[z] ∧ queue(u)
∧queue(v) ∧ arbre(y) ∧ arbre(z) ∧ ¬(u = [z]v)

)
(c) x est de sorte queue et une équation de la forme
x = t est dans c Du fait que x n’est pas accessible
depuis une autre variable libre, x n’a pas d’autres oc-
currences dans les autres équations de c. Soit c′ la
conjonction des contraintes de c à l’exception de x = t
et de queue(x). La formule ∃xb est transformée en :

∃u(c′ ∧
∧
i∈I

¬∃xui(x = t ∧ queue(x) ∧ ci)).

La procédure présentée en 4.2.1 est appliquée dans les
négations. Le quantificateur ∃x est donc éliminé. Pour
rendre le résultat en forme basique il faut éventuelle-
ment éliminer d’autres quantificateurs de ∃u.

Exemple 5 Transformation pour éliminer ∃x :

∃x∃yv(x=[v]y ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))
≡ ∃yv(¬∃x(x=[v]y ∧ x=ε) ∧ ¬∃xuz(x=[v]y ∧ x=[u]z))
≡ ∃yv(¬false ∧ ¬∃xuz(x=[u]z ∧ u=v ∧ z=y))
≡ ∃yv(¬true)
≡ false

(d) x est de sorte queue et une équation de la forme
[u]x = x[ρ(k, u)] est dans c Nous pouvons suppo-
ser ici et dans le cas (e) que si x a une occurrence
dans une conjonction ci alors x a une occurrence dans
une équation de ci. En effet, si x n’est dans aucune

équation de ci et seule la contrainte queue(x) est dans
ci, nous pouvons la supprimer grâce à l’équivalence
queue(x) ∧ ¬∃ui(c′i ∧ queue(x)) ≡ queue(x) ∧ ¬∃uic

′
i.

Du fait que x n’est pas accessible depuis une autre
variable libre, x n’a pas d’autres occurrences dans les
autres équations de c. Les cas possibles pour x sont :
d1. Dans chaque conjonction ci qui contient une oc-

currence de x, il existe une variable libre yi telle
que x ∈ Accci

(yi), ou ci contient une équation de
l’une des formes x= ε, x = y et x = [v]y[v′] avec
y libre. L’élimination de ∃x dans ∃xb retourne :

∃u(c′ ∧
∧
i∈I′

¬∃uici)

où c′ est la conjonction des contraintes de c à l’ex-
ception de [u]x = x[ρ(k, u)] et de queue(x), I ′ est
le sous-ensemble maximal de I tel que pour tout
i ∈ I ′, ci n’a pas d’occurrence de x. Cette formule
est une formule basique.
Exemple 6 Eliminant ∃v dans la formule résul-
tante de l’exemple 4 on obtient la formule ba-
sique :

∃y
(
y=g(z) ∧ z=g(y) ∧ queue(u)
∧arbre(y) ∧ arbre(z)

)
d2. Il existe une conjonction ci dans laquelle x n’est

pas accessible depuis une autre variable libre et
qui contient une équation de la forme [v]x =
x[ρ(l, v)]. En utilisant la procédure de résolution
de contraintes d’arbres [4, 6], nous montrons com-
ment supprimer l’équation [v]x = x[ρ(l, v)]. La
formule ∃xb est transformée en :

∃xu(c ∧ ¬∃ui(c ∧ ci) ∧
∧

j∈I,j 6=i

¬∃ujcj).

La conjonction c ∧ ci est mise sous forme réso-
lue. Dans cette procédure, si |u| 6= |v| ou k 6= l,
les deux équations [u]x = x[ρ(k, u)] et [v]x =
x[ρ(l, v)] sont supprimées et remplacées par des
équations de la forme x = t, ce cas fait l’objet
de l’item d3. suivant. Sinon, dans la règle 6 de la
deuxième phase, l’équation [u]x = x[ρ(k, u)] est
gardée. Les équations recopiées de c seront restau-
rées puis supprimées, d’après la procédure dans
[4, 6]. L’équation [v]x = x[ρ(l, v)] est ainsi suppri-
mée.
Exemple 7 Eliminer ∃x :

∃x([u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y) ∧ ¬([v]x = x[v]))

≡ ∃x
(

[u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y)∧
¬([u]x = x[u] ∧ [v]x = x[v])

)
≡ ∃x

(
[u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y)∧
¬(x = ε) ∧ ¬([u]x = x[u] ∧ u = v)

)
≡ ∃x

(
[u]x = x[u] ∧ ¬∃y(x = [u]y)∧
¬(x = ε) ∧ ¬(u = v)

)
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L’équation [v]x = x[v] est donc supprimée. La
suite se trouve dans l’exemple 8.

d3. Il existe une conjonction ci dans laquelle x n’est
pas accessible depuis une autre variable libre et
qui contient une équation de la forme x = [v]y[v′],
avec y ∈ ui. Ici vv′ doit être non vide car si-
non l’équation devient x = y, ce qui entrâıne que
no(x) > no(y) contradictoire avec le fait que y ∈
ui. Si v n’est pas vide, soit a le plus petit nombre
tel que |u|a ≥ |v|. L’équation [u]x = x[ρ(k, u)],
avec u = u1...uk...un est remplacée par la dis-
jonction
a−1∨
j=0

(x=[uju1..uk]ε)∨∃z(x=[ua]z∧[u]z=z[ρ(k, u)])

Sinon soit a le plus petit nombre tel que |u|a ≥
|v′|. L’équation [u]x = x[ρ(k, u)] est remplacée par
la disjonction
a−1∨
j=0

(x=[uju1..uk]ε)∨∃z(x=z[ua]∧[u]z=z[ρ(k, u)])

La distribution des ∨ sur des ∧ est effectuée et
on se retrouve dans le cas (c). La variable z reste
à éliminer mais le fait d’associer à x une liste de
longueur supérieure à |v| (ou |v′|) permet de ne
pas créer une équation de la forme z = t.
Exemple 8 Suite de l’exemple 7 :

∃x([u]x=x[u] ∧ ¬∃y(x=[u]y) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬(u=v))

≡


∃x(x=ε ∧ ¬∃y(x=[u]y) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬(u=v))
∨

∃xz
(
x=[u]z ∧ [u]z=z[u] ∧ ¬∃y(x=[u]y)∧
¬(x=ε) ∧ ¬(u=v)

)


Elimination de ∃x dans la première formule de la
disjonction :

∃x(x=ε ∧ ¬∃y(x=[u]y) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬(u=v))

≡
(
¬∃xy(x=ε ∧ x=[u]y) ∧ ¬∃x(x=ε ∧ x=ε)
∧¬∃x(x=ε ∧ u=v)

)
≡ ¬false ∧ ¬true ∧ ¬(u=v)
≡ false

Elimination de ∃x dans la seconde formule :

∃xz
(
x=[u]z ∧ [u]z=z[u] ∧ ¬∃y(x=[u]y)∧
¬(x=ε) ∧ ¬(u=v)

)
≡ ∃z

 [u]z=z[u] ∧ ¬∃xy(x=[u]z ∧ x=[u]y)∧
¬∃x(x=[u]z ∧ x=ε)∧
¬∃x(x=[u]z ∧ u=v)


≡ ∃z

(
[u]z=z[u] ∧ ¬∃xy(x=[u]z ∧ y=z)∧
¬false ∧ ¬(u=v)

)
≡ ∃z([u]z=z[u] ∧ ¬true ∧ ¬(u=v))
≡ false

Le résultat est donc la formule false.

(e) x est de sorte queue et x n’a pas d’occurrence
dans les équations de c Les cas possibles sont :

e1. Pour chaque conjonction ci qui contient une oc-
currence de x, soit x est accessible dans ci de-
puis une autre variable libre, soit ci contient une
équation de l’une des formes x = y, x = ε,
[v]x = x[ρ(k, v′)] et x = [v]y[v′], avec y une va-
riable libre. La formule ∃xb est transformée en :

∃u(c′ ∧
∧
i∈I′

¬∃uici)

où c′ est la conjonction des contraintes de c à
l’exception de queue(x), I ′ est le sous-emsemble
maximal de I tel que pour tout i ∈ I ′, ci n’a pas
d’occurrence de x. Cette formule est une formule
basique.
Exemple 9 Eliminer ∃x :

∃x∃u
(
y=f(u) ∧ queue(x)∧
¬∃v(u=[v]z) ∧ ∃v([v]x=x[v])

)
≡ ∃u(y=f(u) ∧ ¬∃v(u=[v]z))

e2. Il existe une conjonction ci dans laquelle x n’est
pas accessible depuis une autre variable libre et ci
contient une équation x = [u]y[u′] où les variables
de yuu′ sont tous quantifiées. Soit n = |u| + |u′|.
Puisque queue(x) est dans c, en conservant l’équi-
valence nous ajoutons dans c la disjonction

(x = ε) ∨
∨

1≤i<n ∃v1..vi(x = [v1..vi]ε)∨
∃yv1...vn(x = [v1..v|u|]y[v|u|+1..vn] ∧ queue(y))

La distribution des ∨ sur des ∧ est effectuée et
on se retrouve dans le cas (c). Les variables yuu′
restent à éliminer mais le fait d’associer à x une
liste soit de longueur déterminée soit de longueur
supérieure à |u| + |u′| permet de supprimer des
négations de ce cas.
Exemple 10 Transformations pour éliminer
∃x :

∃x(queue(x) ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))

≡
(
∃x(x=ε ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))∨
∃xyv(x=[v]y ∧ ¬(x=ε) ∧ ¬∃uz(x=[u]z))

)
D’après l’exemple 5, l’élimination de ∃x dans les
deux formules de la disjonction retourne false. Le
résultat est donc la formule false.

4.3 Décidabilité

Dans la procédure d’élimination de quantificateur
nous n’introduisons pas de nouvelle variable libre. Les
cas d2, d3 et e2, où des nouvelles variables quantifiées
sont ajoutées se ramènent toujours à un autre cas, où
des variables quantifiées sont éliminées sans ajouter
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de nouvelles. La procédure va s’arrêter donc après un
temps fini. La correction et la terminaison de cette
procédure se résument dans le résultat suivant.

Théorème 1 Soit x une variable et b une formule
basique. La procédure d’élimination de quantificateur
transforme ∃xb après un temps fini en une disjonction
de formules basiques, équivalente à ∃xb dans l’algèbre
des arbres finis ou infinis avec des queues.

Si l’algorithme s’applique sur une formule close, tous
les quantificateurs seront éliminés par cette procédure.
Nous obtiendrons soit la valeur de vérité true (le ré-
sultat est une disjonction contenant une seule formule
basique true) soit la valeur de vérité false (le résultat
est une disjonction vide, donc false). On conclut donc :

Corollaire 1 La théorie du premier ordre de l’algèbre
des arbres finis ou infinis avec queues est complète et
décidable.

5 Conclusion

Dans ce papier nous avons présenté l’algèbre des
arbres finis ou infinis étendus avec des queues. L’en-
semble des symboles de fonction de la signature est in-
fini. Nous avons présenté un algorithme d’élimination
de quantificateurs dans cette algèbre. Cette algorithme
permet de décider la valeur de vérité des formules du
premier ordre closes dans cette algèbre. Il montre éga-
lement que la théorie du premier ordre de l’algèbre est
complète et décidable.

Un travail restant à faire est de formuler une axio-
matisation de la théorie du premier ordre des arbres
finis ou infinis avec des queues. Une solution, comme en
[13], est de rassembler les propriétés nécessaires pour
assurer la correction de l’algorithme. Nous continuons
à travailler sur cet aspect à fin de caractériser une for-
mulation simple et concise. D’un autre côté, en se ba-
sant sur cet algorithme de décision, nous étudions des
adaptations pour répondre à l’objectif de résoudre des
contraintes du premier ordre dans cette algèbre.

Remerciements Nous remercions Alain Colmerauer
pour les nombreuses discussions sur la théorie des
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Résumé
Dans le domaine de la satisfaction de contraintes,

les inférences se basent en général sur certaines pro-
priétés des réseaux de contraintes, appelées cohé-
rences. Celles-ci permettent l’identification d’instancia-
tions incohérentes, ou nogoods. Deux familles princi-
pales de cohérences ont été étudiées jusqu’ici : celles
qui permettent de raisonner à partir des variables
telles que la (i, j)-cohérence et celles qui permettent
de raisonner à partir des contraintes telles que la (i, j)-
cohérence relationnelle. Dans cet article, nous intro-
duisons une nouvelle famille de cohérences basées
sur le concept de valeur en échec (valeur éliminée au
cours de la recherche). Cette famille est orthogonale
aux précédentes.

Abstract
In constraint satisfaction, basic inferences rely on

some properties of constraint networks, called consis-
tencies, that allow the identification of inconsistent ins-
tantiations or nogoods. Two main families of consis-
tencies have been introduced so far : those that per-
mit to reason from variables such as (i, j)-consistency
and those that permit to reason from constraints such
as relational (i, j)-consistency. This paper introduces
a new family of consistencies based on the concept of
failed value (a value pruned during search). This family
is orthogonal to previous ones.

1 Introduction

L’utilisateur d’un solveur de contraintes souhaite idéa-
lement que le système soit suffisamment robuste et intel-
ligent pour identifier et exploiter automatiquement toutes
les propriétés d’une instance à résoudre. Typiquement, ces
propriétés dépendent de la structure de l’instance et per-
mettent de la résoudre plus facilement. Diverses approches
sont explorées pour atteindre ce but : l’utilisation de cohé-
rences fortes, les heuristiques adaptatives, l’apprentissage

de nogoods et l’identification de symétries. Ces techniques
permettent d’explorer efficacement l’espace de recherche
en glanant de précieuses informations qui permettent d’éla-
guer l’arbre de recherche.

Généralement, on utilise une recherche arborescente
pour résoudre les problèmes de satisfaction de contraintes
(CSP). La recherche arborescente combine une exploration
en profondeur d’abord pour instancier les variables avec un
mécanisme de retour arrière pour gérer les impasses. Pen-
dant la recherche, certaines valeurs sont identifiées comme
incohérentes, i.e. elles ne peuvent figurer dans aucune so-
lution. Nous appelons ces valeurs des valeurs en échec (FV
pour Failed Values). On sait [14] que les valeurs en échec
apportent une information : étant donnée une instance CSP
binaire satisfiable P , pour tout couple (x, a) où x est une
variable de P et a une valeur du domaine de x, s’il n’y a
pas de solution assignant a à x, alors toute solution assigne
nécessairement à au moins une autre variable y une valeur
qui est incompatible avec (x, a). Cette propriété est utilisée
pour décomposer une instance CSP de manière dynamique
et itérée dans [14, 3].

Dans cet article, nous proposons d’utiliser les valeurs en
échec de manière différente. En effet, certaines inférences
sont possibles en raisonnant localement sur ces valeurs à
un coût qui reste intéressant. Plus précisément, à partir des
valeurs en échec, nous construisons une nouvelle famille
de cohérences locales réduisant les domaines et montrons
que cette famille est orthogonale (i.e. incomparable) avec
les cohérences habituelles. Elles contribuent à la réduction
de l’espace de recherche et permettent accessoirement une
détection paresseuse d’une forme généralisée de la rela-
tion de substituabilité. Les cohérences basées sur les va-
leurs en échec s’intègrent aisément à n’importe quel mo-
teur de propagation de contraintes et renforcent le pouvoir
de filtrage de l’algorithme de recherche. Ces nouvelles co-
hérences peuvent contribuer à la mise au point de solveurs
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plus robustes.
Après un rappel des définitions, cet article présente la

FV-cohérence d’arc (AFVC) et un algorithme permettant
de maintenir AFVC. Nous comparons ensuite AFVC à
la substituabilité ainsi qu’aux cohérences usuelles. En-
fin, nous montrons qu’une nouvelle famille de cohérences
peut-être construite très naturellement à partir des valeurs
en échec.

2 Définitions et notations

Un réseau de contraintes (CN pour Constraint Network)
P se compose d’un ensemble fini de n variables, noté
vars(P ), et d’un ensemble fini de e contraintes, noté
cons(P ). Chaque variable x a un domaine associé noté
dom(x) qui contient l’ensemble fini de valeurs qui peuvent
être assignées à x. Chaque contrainte c porte sur un en-
semble de variables appelé portée de c et noté scp(c).
Une contrainte est définie par une relation notée rel(c) qui
contient l’ensemble des tuples autorisés pour les variables
de scp(c). L’arité d’une contrainte est le nombre de va-
riables dans sa portée. Une contrainte binaire porte sur 2
variables tandis qu’une contrainte n-aire porte sur stricte-
ment plus de 2 variables. Pour une contrainte binaire cxy
telle que scp(cxy) = {x, y}, on dit que (x, a) et (y, b) sont
compatibles ssi (a, b) ∈ rel(cxy). Lorsqu’il n’y a pas de
contrainte entre x et y, toute valeur de x est dite compa-
tible avec chaque valeur de y.

On considère donné un réseau initial de contraintesP init

et un réseau courant P dérivé de P init en réduisant les
domaines des variables. Le domaine initial d’une variable
x est noté dominit(x) et le domaine courant est noté
domP (x) ou simplement dom(x). Pour toute variable x,
on a dom(x) ⊆ dominit(x) et on note P � P init. Une va-
leur courante de P est un couple (x, a) avec x ∈ vars(P )
et a ∈ dom(x). Sans perte de généralité, les réseaux de
contraintes considérés dans cet article ne contiendront ni
contraintes d’arité 1, ni deux contraintes de même portée
(il suffit de normaliser les réseaux [1, 4]).

Une instanciation I d’un ensemble X = {x1, . . . , xk}
de variables est un ensemble {(x1, a1), . . . , (xk, ak)} tel
que ∀i, ai ∈ dominit(xi) ; l’ensemble X des variables
de I est noté vars(I) et chaque valeur ai est notée I[xi].
Une instanciation I sur un réseau P est une instanciation
d’un ensemble X ⊆ vars(P ) ; elle est complète lorsque
vars(I) = vars(P ), et partielle dans le cas contraire.
I est valide sur P ssi ∀(x, a) ∈ I, a ∈ dom(x) (=
domP (x)). Une instanciation I recouvre une contrainte c
ssi scp(c) ⊆ vars(I), et elle satisfait une contrainte c avec
scp(c) = (x1, . . . , xr) ssi a) I recouvre c et b) le tuple
(a1, . . . , ar), tel que ∀i, ai = I[xi], est autorisé par c. Une
instanciation I sur un réseau P est localement cohérente
ssi a) I est valide sur P et b) chaque contrainte de P re-
couverte par I est satisfaite par I . Si ce n’est pas le cas,

I est localement incohérente. Une solution de P est une
instanciation complète de P qui est localement cohérente.
Une instanciation I sur un réseau P est globalement inco-
hérente (ou également appelé nogood) ssi elle ne peut être
étendue pour devenir une solution de P . Elle est globale-
ment cohérente dans le cas contraire.

Une solution d’un CN est une assignation d’une valeur
à chaque variable de sorte que chaque contrainte soit sa-
tisfaite. Un CN est satisfiable ssi il possède au moins une
solution. Le problème de satisfaction de contraintes (CSP)
est le problème NP-dur de déterminer si un réseau donné
est satisfiable ou pas. Une instance CSP est déterminée par
un CN qui est résolu soit en identifiant une solution, soit
en prouvant l’insatisfiabilité. Pour résoudre une instance
CSP, une recherche en profondeur d’abord avec retour ar-
rière est souvent utilisée. À chaque étape de la recherche,
une variable se voit assigner une valeur. S’ensuit alors un
processus de filtrage nommé propagation de contraintes qui
permet d’éviter des assignations futures qui seraient inco-
hérentes avec les choix précédents. Typiquement, les algo-
rithmes de propagation de contraintes utilisent des proprié-
tés des réseaux qui permettent d’éliminer des valeurs qui ne
peuvent plus apparaître dans une solution. Ces propriétés
sont appelées cohérences réduisant les domaines (domain-
filtering consistencies) [8, 5].

Nous rappelons brièvement les principales cohérences
usuelles. Une instanciation I est un support pour une va-
leur (x, a) sur une contrainte c portant sur x ssi I est va-
lide, I[x] = a et I satisfait c. Une valeur (x, a) de P est
GAC-cohérente (GAC pour Generalized Arc Consistency)
ssi il existe un support pour (x, a) sur toute contrainte de P
portant sur x. P est GAC-cohérente ssi toute valeur de P
est GAC-cohérente. Pour les réseaux binaires, la propriété
GAC est nommée AC (cohérence d’arc). Pour tout réseau
P , il existe un plus grand sous-réseau de P qui est GAC-
cohérent. Ce sous-réseau est la clôture GAC de P que l’on
notera GAC (P ) : cette clôture est équivalente à P et telle
que GAC (P ) � P . Si le domaine d’une variable de P de-
vient vide, P est trivialement insatisfiable (noté P = ⊥).
P |x=a est le réseau obtenu à partir du réseau P en retirant
du domaine de x toute valeur b 6= a. Une valeur (x, a) de P
est SAC-cohérente (SAC pour Singleton Arc Consistency)
ssi GAC (P |x=a) 6= ⊥. P est SAC-cohérente ssi toutes ses
valeurs sont SAC-cohérentes.

Une cohérence réduisant les domaines permet d’identi-
fier et d’éliminer des valeurs incohérentes. Un pré-ordre [8]
peut être défini sur ces cohérences comme suit. Soient φ et
ψ deux cohérences. φ est plus forte que ψ, noté φ D ψ,
ssi chaque fois que φ est vérifiée sur un réseau P , ψ est
aussi vérifiée sur P . φ est strictement plus forte que ψ,
noté φ B ψ ssi φ D ψ et il existe un réseau P tel que ψ
est vérifiée sur P tandis que φ ne l’est pas. Quand des co-
hérences ne peuvent être classées (aucune n’est plus forte
que l’autre), elles sont dites incomparables. Pour les cohé-



rences usuelles sur les réseaux binaires, on sait que : SAC
B MaxRPC B PIC B AC.

3 Cohérences élémentaires basées sur
les valeurs en échec

Dans cette section, nous définissons deux nouvelles co-
hérences élémentaires. La première identifie des nogoods
de taille quelconque tandis que la seconde identifie des va-
leurs incohérentes (nogoods de taille 1). Ces deux cohé-
rences sont basées sur la notion de valeur en échec (FV
pour Failed Value). Les valeurs en échec apportent de l’in-
formation.

Lemme 1 (dérivé directement de [14]). Si une valeur
(x, a) d’un réseau P est globalement incohérente alors
chaque solution S de P est telle que S[x/a] viole au moins
une contrainte de P impliquant x.

Démonstration. S[x/a] n’est pas une solution de P
puisque (x, a) est globalement incohérente. Cela signifie
que au moins une contrainte de P n’est pas satisfaite par
S[x/a]. Mais nous savons que chaque contrainte c de P
qui n’implique pas x est satisfaite par S[x/a] car la restric-
tion de S[x/a] sur scp(c) est exactement la restriction de S
sur scp(c). En conséquence, au moins une contrainte de P
impliquant x n’est pas satisfaite par S[x/a].

Définition 1. Une valeur en échec de P est une valeur d’un
réseau P ′ � P qui est globalement incohérente pour P ′ et
qui n’apparaît plus dans P .

En pratique, une valeur en échec est une valeur retirée
d’un réseau parce qu’elle a été prouvée globalement inco-
hérente. Une valeur en échec peut être identifiée en utilisant
des techniques d’inférence et/ou de recherche.

Définition 2. Soit (x, a) une valeur de P . Pour toute
contrainte c de P portant sur x, l’ensemble conflit de (x, a)
pour c, noté χ(c, x, a), est l’ensemble des instanciations
valides I sur P de scp(c) \ {x} telles que I ∪ {(x, a)}
ne satisfait pas c. L’ensemble conflit de (x, a) pour P est
χ(x, a) = ∪c∈cons(P )|x∈scp(c)χ(c, x, a).

Quel que soit l’ensemble conflit χ, vars(χ) =
∪I∈χvars(I). La figure 1 représente un réseau avec une
contrainte binaire entre w et x et une contrainte ternaire
entre w, y et z. Dans chacune des figures de cet ar-
ticle, des lignes pleines (respectivement en pointillés) re-
présentent des tuples autorisés (respectivement interdits).
L’absence d’arêtes entre deux variables x et y signifie
qu’il n’y a aucune contrainte binaire portant sur x et y.
Dans cet exemple, χ(w, a) = {{(x, b)}, {(y, a), (z, a)}}
et χ(w, c) = {{(x, b)}, {(x, c)}, {(y, c), (z, c)}}.

La définition suivante relie les instanciations aux valeurs
en échec.

a b c

a b c a b c

x

w

a cb

y z

FIG. 1 – Exemple d’ensembles conflit.

Définition 3. Soit (w, p) une valeur en échec de P et I une
instanciation sur P . I recouvre (w, p) ssi vars(χ(w, p)) ⊆
vars(I). I satisfait (w, p) ssi ∃J ∈ χ(w, p) | J ⊆ I .

Une valeur en échec satisfaite par une instanciation n’est
pas nécessairement recouverte par elle. Cependant, quand
une valeur en échec est recouverte par une instanciation et
que cette valeur n’est pas satisfaite, un nogood peut être
identifié. FVC est utilisé pour Failed Value Consistency.

Définition 4 (FVC). Une instanciation I valide sur P est
FVC-cohérente vis à vis d’une valeur en échec (w, p) de
P ssi soit (w, p) n’est pas recouverte par I soit (w, p)
est satisfaite par I . I est FVC-cohérente ssi elle est FVC-
cohérente vis à vis de toute valeur en échec de P ; elle est
dite FVC-incohérente sinon.

Imaginons que (w, c) de la figure 1 soit une valeur en
échec. I = {(x, a), (y, c), (z, c)} est une instanciation
qui satisfait (w, c) car {(y, c), (z, c)} ∈ χ(w, c) ⊂ I .
I ′ = {(x, a)} ne satisfait pas (w, c) mais est malgré tout
FVC-cohérente car (w, c) n’est pas recouverte par I ′. I ′′ =
{(x, a), (y, a), (z, a)} est FVC-incohérente car (w, c) est à
la fois recouverte par I ′′ et non satisfaite par I ′′.

Proposition 1. Toute instanciation FVC-incohérente est
globalement incohérente.

Démonstration. Par définition, quand (w, p) est une valeur
en échec de P , il n’y a aucune solution de P contenant
(w, p). Pour toute solution S de P , soit S[w/p] l’instan-
ciation complète obtenue à partir de S en y remplaçant la
valeur donnée à w par la valeur p. S[w/p] ne peut être une
solution car au moins une contrainte portant sur w est né-
cessairement falsifiée (voir le lemme 1). Quand une instan-
ciation valide I est FVC-incohérente vis à vis de (w, p),
c’est qu’il n’y a aucun moyen d’étendre I en une instan-
ciation complète I ′ telle que I ′[w/p] viole au moins une
contrainte portant sur w. De ce fait, I est un nogood.

En d’autres termes, des nogoods peuvent être déduits
d’autres nogoods (les valeurs en échec). Ces nogoods dé-
duits peuvent être de taille quelconque comme le montre
la figure 2. Dans cet exemple, il y a une valeur en échec



(w, p) et trois contraintes binaires portant sur w. Une ins-
tanciation valide de {x, y, z} est globalement incohérente
si elle contient uniquement des valeurs compatibles avec
(w, p). Autrement dit, chaque tuple de Cx × Cy × Cz cor-
respond à un nogood (de taille 3).

w
p

x zCx

Ix

Cy Iy

Cz

Iz

y

FIG. 2 – Une valeur en échec (w, p), les valeurs compa-
tibles avec (w, p) sont dans Cx, Cy et Cz et les valeurs
incompatibles sont dans Ix, Iy et Iz .

Pour les réseaux binaires, une solution directe1 pour
utiliser ces nogoods déduits est de poster, pour chaque
valeur en échec (w, p), une contrainte n-aire portant sur
vars(χ(w, p)) et qui interdit toute instanciation FVC-
incohérente vis à vis de (w, p). Par exemple, dans le cas de
la figure 2, on obtient une contrainte ternaire cxyz telle que
rel(cxyz) = dom(x)×dom(y)×dom(z)\Cx×Cy×Cz .
Il est possible d’utiliser des algorithmes de filtrage effi-
caces (propagateurs) pour maintenir GAC sur ce type de
contraintes. Cependant, cette solution a différents inconvé-
nients : il faut modifier le réseau de contraintes dynami-
quement, la généralisation au cas n-aire est complexe et le
filtrage est limité aux variables de la contrainte postée.

Cette dernière remarque (filtrage limité) est moins vraie
si l’on utilise une cohérence plus forte que GAC telle que
SAC. Cependant, les solveurs actuels n’utilisent guère SAC
durant la recherche. Intuitivement, on peut utiliser les va-
leurs en échec pour filtrer davantage en raisonnant sur
chaque valeur et les ensembles conflit de chaque valeur en
échec. En particulier, on peut définir à partir des valeurs en
échec une cohérence réduisant les domaines comme suit.
AFVC est utilisé pour Arc Failed Value Consistency.

Définition 5 (AFVC).
– Une valeur (x, a) de P est AFVC-cohérente vis à vis

d’une valeur en échec (w, p) de P ssi (x, a) peut être
étendue en une instanciation localement cohérente sa-
tisfaisant (w, p).

– Une valeur (x, a) de P est AFVC-cohérente ssi (x, a)
est AFVC-cohérente vis à vis de toute valeur en échec
de P ; elle est dite AFVC-incohérente sinon.

– P est AFVC-cohérente ssi chaque valeur de P est
AFVC-cohérente.

Dans le premier point de la définition, il faut noter qu’on
1Une approche similaire bien que différente du point de vue opéra-

tionnel est de décomposer le problème [14]

peut avoir x = w. Dans ce cas, on a nécessairement a 6= p
puisque (x, a) est une valeur courante tandis que (w, p) a
été éliminée. Notons que AFVC peut être perçue comme
une cohérence locale puisqu’il suffit de raisonner à partir de
l’ensemble conflit de chaque valeur en échec. En particu-
lier pour les réseaux binaires, une valeur (x, a) est AFVC-
cohérente vis à vis d’une valeur en échec (w, p) ssi (x, a)
est compatible avec une valeur valide dans χ(w, p). Un al-
gorithme pour établir AFVC et basé sur cette simple obser-
vation est présenté plus loin.

Le résultat suivant est important :

Proposition 2. Toute valeur AFVC-incohérente est globa-
lement incohérente.

Démonstration. Soit (x, a) une valeur courante de P qui
est AFVC-incohérente vis à vis d’une valeur en échec
(w, p) de P . Supposons qu’il existe une solution S de P
telle que S[x] = a. Nécessairement, puisque (x, a) est
AFVC-incohérente vis à vis de (w, p), S[w/p] ne viole au-
cune contrainte portant sur w, et donc est une solution de
P . Cela contredit le fait que (w, p) soit globalement inco-
hérente (puisque c’est une valeur en échec), et donc notre
hypothèse. On en déduit que (x, a) est globalement inco-
hérente.

La figure 3 présente un fragment d’un réseau de
contraintes qui peut être complété pour faire en sorte que
les cohérences usuelles (cohérence d’arc,...) soient véri-
fiées. On suppose que (w, p) est une valeur en échec et que
χ(w, p) = {{(x, a)}, {(y, c)}}. Il est facile de vérifier que
(w, a) et (z, a) sont AFVC-incohérentes. En effet, (w, a) et
(z, a) ne sont compatibles avec aucune valeur de χ(w, p).

x
a cb

w
p a . . .

a . . .

y
a cb

z

. . . . . .

FIG. 3 – Illustration de AFVC

Quand on se restreint à des nogoods de taille 1, FVC est
plus faible que AFVC (preuve omise). On a :

Proposition 3. Soit (x, a) une valeur de P . Si I = {(x, a)}
est FVC-incohérente alors (x, a) est AFVC-incohérente.

Enfin, on peut montrer que AFVC vérifie les propriétés
(cf. [1, 4]) qui permettent de définir la clôture AFVC.

Proposition 4. Pour tout réseau P , il existe un plus grand
réseau AFVC-cohérent équivalent à P , appelé la clôture
AFVC de P et noté AFVC (P ), tel que AFVC (P ) � P .



AFVC (P ) peut s’obtenir en éliminant itérativement,
dans un ordre quelconque, les valeurs qui ne sont pas
AFVC-cohérentes.

4 Algorithme pour établir AFVC sur les
réseaux binaires

À partir d’un réseau binaire P et d’un ensemble D de
valeurs en échec, la procédure établirAFVC (algorithme
1) calcule AFVC (P ) ou lance une exception si un do-
maine devient vide. Les structures de données utilisées sont
les suivantes. Pour chaque valeur en échec (w, p), χ(w, p)
est un tableau de valeurs indexées de 1 à length(χ(w, p)).
Ces valeurs correspondent aux instanciations (de taille 1
puisque P est binaire) de l’ensemble conflit de (w, p). À
chaque couple composé d’une valeur (x, a) de P et d’une
valeur en échec (w, p) de D, le tableau à deux dimensions
last associe un entier qui est l’indice de la dernière va-
leur de χ(w, p) identifiée comme compatible avec (x, a) :
last[(x, a)][(w, p)] donne la position du dernier support
AFVC trouvé pour (x, a) sur (w, p). Pour chaque valeur
(y, b) de P , S(y, b) est une liste stockant les couples (va-
leur,valeur en échec) pour lesquels (y, b) est le dernier sup-
port AFVC identifié. Les structures S et last sont inspirées
de celles de AC6 et AC2001 (voir [4]).

La procédure initialiser initialise les structures de don-
nées : les ensembles conflit χ(w, p) sont construits et
les listes S(x, a)) sont vidées. La procédure établirAFVC
tente d’identifier un support AFVC pour chaque couple
(valeur,valeur en échec). Si aucun support n’est trouvé pour
(x, a) sur une valeur en échec, a est retiré de dom(x) et
ajouté à la file de propagation Q. Chaque valeur (y, b) ∈
Q est propagée : un nouveau support est recherché pour
chaque couple de S(y, b) (à partir de la dernière position
enregistrée).

procedure initialiser(P : CN, D : ensemble de valeurs1

en échec)
begin2

foreach valeur en échec (w, p) ∈ D do3

χ(w, p)← ∅4

foreach voisin x de w do5

foreach valeur a ∈ dom(x) do6

if (w, p) et (x, a) sont incompatibles7

then
ajouter (x, a) à χ(w, p)8

if χ(w, p) = ∅ then9

throw INCOHÉRENCE10

foreach valeur (x, a) de P do11

S(x, a)← ∅12

end13

procedure rechercheSupportFV((x, a) : valeur,1

(w, p) : valeur en échec)
begin2

position← last[(x, a)][(w, p)] + 13

while position ≤ length(χ(w, p)) do4

(y, b)← χ(w, p)[position]5

if b ∈ dom(y) ∧ (x, a) et (y, b) sont6

compatibles then
last[(x, a)][(w, p)]← position7

ajouter ((x, a), (w, p)) à S(y, b)8

return9

position← position+ 110

retirer a de dom(x)11

if dom(x) = ∅ then12

throw INCOHÉRENCE13

ajouter (x, a) à Q14

end15

procedure établirAFVC(P : CN, D : ensemble de16

valeurs en échec)
begin17

Q← ∅18

foreach valeur (x, a) de P do19

foreach valeur en échec (w, p) ∈ D do20

last[(x, a)][(w, p)]← 021

rechercheSupportFV((x, a), (w, p))22

while Q 6= ∅ do23

extraire (y, b) de Q24

foreach ((x, a), (w, p)) de S(y, b) do25

rechercheSupportFV((x, a), (w, p))26

S(y, b)← ∅27

end28

Algorithm 1: Etablir AFVC

Dans le pire des cas, l’algorithme a une complexité en
espace de O(pM + pnd + pnd) = O(pnd) et une com-
plexité en temps de O(pMnd), avec n le nombre de va-
riables, d la taille du plus grand domaine, p le nombre
de valeurs en échec (p = |D|) et M la taille maxi-
male d’un ensemble conflit (M = max(w,p)∈D|χ(w, p)|).
Dans le détail, initialiser a une complexité en temps de
O(pnd), la complexité cumulée de rechercheSupportFV
pour chaque couple (valeur,valeur en échec) est O(M), et
il y a O(pnd) couple différent. Par définition, p < nd et
M < nd donc pMnd < n3d3. En pratique, il est sans
doute intéressant de borner par une constante le nombre
de valeurs en échec et/ou la taille maximale des ensembles
conflit pour se concentrer sur les valeurs en échec promet-
teuses. En bornant ces deux paramètres, la complexité de-
vient O(nd).

Ces complexités semblent satisfaisantes (par exemple en
comparaison de O(ed2) pour un algorithme AC optimal en
temps). Il est facile d’adapter cet algorithme pour l’utiliser



à chaque étape d’une recherche arborescente (la complexité
reste la même sur une branche de l’arbre).

5 Substiuabilité et cohérences usuelles

La substituabilité de voisinage est une forme affaiblie de
substituabilité [12] qui peut être rapprochée des cohérences
basées sur les valeurs en échec. Une valeur a ∈ dom(x)
est voisin-substituable à une valeur b ∈ dom(x) ssi pour
chaque contrainte c portant sur x et tout support I pour
(x, b) sur c, I[x/a] est un support pour (x, a) sur c. La
satisfiabilité des instances est préservée quand les valeurs
voisin-substituables à une autre sont retirées. La sustituabi-
lité de voisinage est utilisable pour réduire l’espace de re-
cherche pour une instance tout en préservant la satisfiabilité
[2]. Par exemple, elle peut être exploitée en tant qu’opéra-
teur de réduction en appliquant une séquence convergente
de substitutions de voisinage [7]. Cette notion est claire-
ment liée au concept de symétrie [6]. La proposition sui-
vante établit un lien avec AFVC.

Proposition 5. Si une valeur (x, a) est voisin-substituable
à une valeur (x, b) dans un réseau P ′ � P et si (x, a) est
une valeur en échec de P et (x, b) une valeur courante de
P , alors (x, b) est AFVC-incohérente.

Démonstration. La définition de substituabilité de voisi-
nage peut être reformulée en : (x, a) est voisin-substituable
à (x, b) ssi χ(x, a) ⊆ χ(x, b). Si (x, a) est une valeur en
échec de P , alors il n’est pas possible d’étendre (x, b) en
une instanciation cohérente qui satisfasse (x, a). (x, b) est
donc AFVC-incohérente.

On peut voir AFVC comme un mécanisme paresseux et
dynamique permettant d’identifier les valeurs substituables
(et globalement incohérentes). Mais en fait, AFVC per-
met aussi d’identifier des valeurs incohérentes qui ne sont
pas substituables. En fait, une valeur (x, b) est AFVC-
incohérente si l’ensemble conflit de (x, b) est inclus dans
l’ensemble conflit d’une quelconque valeur en échec. À la
différence de la substituabilité de voisinage qui ne consi-
dère que les valeurs d’une même variable, AFVC peut
identifier des valeurs dans des variables différentes et est
donc plus générale de ce point de vue. Un exemple est
donné en figure 3 : (w, p) est substituable à (w, a) mais
pas à (z, a) puisque w 6= z.

Proposition 6. AFVC et AC sont incomparables.

Démonstration. Trivialement, AFVC 6B AC car il suffit de
considérer un réseau qui n’est pas arc-cohérent et qui ne
contient aucune valeur en échec. Par ailleurs, AC 6B AFVC.
En effet, la figure 4 présente un réseau qui est arc-cohérent
mais pas AFVC-cohérent. Plus précisément, le réseau P
situé en haut de la figure est clairement arc-cohérent et
AFVC-cohérent (puisqu’il n’y a pas de valeurs en échec).

Supposons maintenant que la valeur (x, c) a été identi-
fiée comme globalement incohérente (durant la recherche
par exemple) : (x, c) est alors éliminé de dom(x) pour
aboutir au réseau P ′ situé en bas de la figure. Par défi-
nition, (x, c) est une valeur en échec, et on a χ(x, c) =
{{(y, b)}, {(z, b)}}. On peut observer que même si P ′ est
arc-cohérent, P ′ n’est pas AFVC-cohérent car (x, a) n’est
pas AFVC-cohérent.

z
a b

y ab

a cb x

z
a b

y b a

xa cb

FIG. 4 – AC 6B AFVC

Il est intéressant de constater que AFVC est incom-
parable avec la plupart des cohérences réduisant les do-
maines. Plus précisément, AFVC est incomparable avec les
cohérences «usuelles», i.e. les cohérences locales φ qui vé-
rifient trois propriétés de base : a) φ est vérifiée sur tout
réseau ne contenant que des contraintes universelles (une
contrainte est universelle si elle est satisfaite par toute ins-
tanciation valide des variables dans sa portée), b) φ est véri-
fiée sur un réseau ssi elle est vérifiée sur chacune des com-
posantes connexes du réseau, et c) il existe des réseaux
insatisfiables pour lesquels φ est vérifiée. Par exemple,
(G)AC, SAC, PIC, . . . sont usuelles, mais la cohérence glo-
bale (définie comme toute instanciation localement cohé-
rente peut être étendue en une solution) ne l’est pas.

Proposition 7. AFVC est incomparable avec les cohé-
rences usuelles.

Démonstration. Soit φ une cohérence locale usuelle, un ré-
seau P1 qui ne contient que des contraintes universelles
(donc satisfiable) et un réseau P2 défini sur un jeu diffé-
rent de variables qui soit insatisfiable mais néanmoins φ-
cohérent. On considère le problème P = P1 ∪P2. Puisque
P2 est insatisfiable, toute valeur (x, a) de P1 sera identi-
fiée comme une valeur en échec lors de la recherche. Soit
(x, a) l’une des valeurs en échec de P1. Comme P1 ne
contient que des contraintes universelles, χ(x, a) = ∅ et
donc, aucune instanciation ne peut satisfaire la valeur en
échec (x, a). De ce fait, P n’est pas AFVC-cohérent. En re-
vanche, φ est vérifié sur P (conséquence des hypothèses),
et donc φ 6B AFVC. De l’autre côté, AFVC 6B φ : il suffit



de choisir un réseau P initial (donc sans valeurs en échec)
et tel que φ ne soit pas vérifié. Par conséquent, AFVC et φ
sont incomparables.

6 Une hiérarchie de cohérences basées
sur les valeurs en échec

Dans [11], Freuder a introduit la famille des (i, j)-
cohérences. De manière informelle, un réseau de
contraintes est (i, j)-cohérent ssi toute instanciation
localement cohérente d’un ensemble de i variables peut
être étendue en une instanciation localement cohérente
contenant n’importe quel ensemble de j variables addition-
nelles. La cohérence d’arc, la cohérence de chemin [19, 18]
et la cohérence de chemin inverse (PIC) [13] appartiennent
toutes à cette famille puisqu’elles correspondent res-
pectivement à la (1, 1)-cohérence, la (2, 1)-cohérence
et la (1, 2)-cohérence. Une autre famille importante de
cohérences basées cette fois-ci sur les contraintes est celle
des (i,m)-cohérences relationnelles [9]. Informellement,
un réseau est (i,m)-cohérent relationnel ssi pour chaque
ensemble C de m contraintes avec Y = ∪c∈Cscp(c) et
tout ensemble X ⊆ Y de i variables, toute instanciation
localement cohérente de X peut être étendue en une ins-
tanciation valide de Y satisfaisant chaque contrainte de C.
La cohérence d’arc généralisée et la cohérence de chemin
inverse relationnelle [5] correspondent respectivement à
la (1, 1)-cohérence relationnelle et la (1, 2)-cohérence
relationnelle.

En s’inspirant de ces schémas, nous proposons une nou-
velle famille de cohérences fondées sur la notion de valeurs
en échec.

Définition 6 (FV-(i, p)-cohérence). P est FV-(i, p)-
cohérent ssi pour chaque ensemble X de i variables de P
et tout ensemble Y de p valeurs en échec de P , toute ins-
tanciation localement cohérente de X peut être étendue en
une instanciation localement cohérente satisfaisant chaque
valeur en échec de Y .

De nombreuses cohérences découlent de cette défini-
tion générale : la FV-cohérence d’arc (AFVC) est la FV-
(1, 1)-cohérence ; la FV-cohérence de chemin (PFVC) est
la FV-(2, 1)-cohérence et la FV cohérence de chemin in-
verse (PIFVC) est la FV-(1, 2)-cohérence.

Par analogie avec les cohérences MaxRPC et SAC (voir
par exemple [4]) basées sur les variables, nous définissons
deux nouvelles cohérences.

Définition 7 (MaxFVC). Une valeur (x, a) de P est
MaxFVC-cohérente ssi pour chaque valeur en échec (w, p)
de P , (x, a) peut être étendue en une instanciation locale-
ment cohérente I satisfaisant (w, p) et telle que pour toute
valeur en échec additionnelle (w′, p′) de P , I peut être
étendue en une instanciation localement cohérente satis-
faisant (w′, p′).

Définition 8 (SAFVC). Une valeur (x, a) de P est
SAFVC-cohérente ssi AFVC (P |x=a) 6= ⊥.

Proposition 8. PIFVC B AFVC et SAFVC B AFVC.

Démonstration. Il découle des définitions que PIFVC D
AFVC et SAFVC D AFVC. La figure 5 présente un
exemple montrant l’ordre strict. Le réseau P a deux va-
leurs en échec (w, p), et (x, p). De plus, χ(w, p) =
{{(y, b)}, {(z, b)}} et χ(x, p) = {{(y, a)}, {(z, b)}}. P
est AFVC-cohérent mais n’est ni SAFVC-cohérent, ni
PIFVC-cohérent. En effet, (z, a) ne peut être étendu à une
instanciation satisfaisant les deux valeurs en échec simul-
tanément et AFVC (P |z=a) = ⊥.

p p. . . . . .
w x

z
b

a
a

y b

FIG. 5 – AFVC est vérifiée mais ni SAFVC, ni PIFVC ne
le sont.

Proposition 9. MaxFVC B PIFVC.

Démonstration. Par définition, MaxFVC D PIFVC. La
figure 6 permet de montrer l’ordre strict. Le réseau P
possède trois valeurs en échec (w, p), (x, p) et (y, p).
P est PIFVC-cohérent. En effet, chaque valeur de u
(resp. v) est compatible avec (v, c) (resp. (u, c)) qui
satisfait les trois valeurs en échec. Pour z, (z, b) est
clairement PIFVC-cohérent tandis que pour (z, a), les
valeurs en échec (w, p) et (x, p) sont satisfaites par
{(z, a), (u, a), (v, a)}, les valeurs en échec (w, p) et (y, p)
par {(z, a), (u, a), (v, b)} et les valeurs en échec (x, p)
et (y, p) par {(z, a), (u, b), (v, b)}. P n’est pas MaxFVC-
cohérent. En effet, {(z, a), (u, b)} et {(z, a), (v, a)} sont
les seules extensions de (z, a) qui satisfont (x, p). Ce-
pendant, pour {(z, a), (u, b)}, il est impossible de trouver
une extension qui satisfasse (w, p) et pour {(z, a), (v, a)},
il est impossible de trouver une extension qui satisfasse
(y, p).

On peut aussi montrer que PIFVC et SAFVC d’une part,
et MaxFVC et SAFVC d’autre part, sont incomparables.

Proposition 10. PIFVC et SAFVC sont incomparables.

Démonstration. Le réseau P de la figure 7 est SAFVC-
cohérent mais pas PIFVC-cohérent. La valeur (z, a) ne
peut être étendue pour satisfaire les deux valeurs en échec
(x, p) et y, p). Donc, le réseau est PIFVC-incohérent. De
ce fait, SAFVC n’est pas plus fort que PIFVC. Par ailleurs,



a b

pp . . . p . . .

a b cc ab
vu

z

. . .
x yw

FIG. 6 – SAFVC et PIFVC sont vérifiées mais MaxFVC ne
l’est pas.

la figure 6 représente un réseau qui n’est pas MaxFVC-
cohérent mais qui est SAFVC-cohérent. Puisque MaxFVC
est plus fort que PIFVC, on en déduit que PIFVC n’est pas
plus fort que SAFVC. Donc, PIFVC et SAFVC sont in-
comparables.

x yp p . . .. . .

z a b

v wa b ca b c

FIG. 7 – SAFVC est vérifié mais PIFVC ne l’est pas. Le
seul tuple interdit entre v et w est (a, a).

Proposition 11. MaxFVC et SAFVC sont incomparables.

Démonstration. Le réseau de la figure 6 n’est pas
MaxFVC-cohérent mais est SAFVC-cohérent. De ce fait,
SAFVC n’est pas plus fort que MaxFVC. Considérons
maintenant le réseau de la figure 7 auquel on apporte
deux modifications : la valeur (z, b) est retirée du do-
maine initial de la variable et l’incompatibilité entre (v, a)
et (w, a) est également effacée. Le réseau résultant est
MaxFVC-cohérent mais pas SAFVC-cohérent. En effet,
AFV C(P |w=c) = ⊥.

La figure 8 résume les relations entre les différentes co-
hérences basées sur les valeurs en échec.

7 Conclusion

Cet article montre comment les valeurs détectées comme
globalement incohérentes pendant la recherche et nom-
mées valeurs en échec (FV) peuvent être utilisées pour éla-

stri
tly stronger

in
omparable

MaxFVC

PIFVC SAFVC

AFVC

FIG. 8 – Relations entre les cohérences basées sur les va-
leurs en échec.

guer l’arbre de recherche par l’intermédiaire d’une nou-
velle famille de cohérences locales qui est orthogonale aux
cohérences habituelles. Etablir AFVC (la FV-cohérence
d’arc) peut être réalisé avec une complexité relativement
faible et permet de détecter de manière paresseuse une
forme généralisée de la substituabilié de voisinage.

Bien qu’il soit cousin des approches qui éliminent les
redondances en postant des contraintes [20, 15] ou en dé-
composant le problème [14], ce mode de raisonnement est
différent car il définit une hiérarchie de cohérences de plus
en plus fortes.

Pour les réseaux binaires, les valeurs en échec per-
mettent d’identifier et d’exploiter une forme de nogood
dans le même esprit que les nogoods généralisés de [16],
les global cut seed de [10], les noyaux de [21] et les
états partiels de [17]. Nous pensons que l’identification
des propriétés communes de ces différentes approches est
une perspective intéressante. Une autre perspective pro-
metteuse est la mise au point d’algorithmes efficaces pour
AFVC dans le cas n-aire.

Remerciements

Ce travail a bénéficié du soutien de l’IUT de Lens et du
CNRS.

Références

[1] K.R. Apt. Principles of Constraint Programming.
Cambridge University Press, 2003.

[2] A. Bellicha, C. Capelle, M. Habib, T. Kokény, and
M.C. Vilarem. CSP techniques using partial orders on
domain values. In Proceedings of ECAI’94 workshop
on constraint satisfaction issues raised by practical
applications, 1994.

[3] H. Bennaceur, C. Lecoutre, and O. Roussel. A de-
composition technique for solving Max-CSP. In Pro-
ceedings of ECAI’08, pages 500–504, 2008.

[4] C. Bessiere. Constraint propagation. In Handbook of
Constraint Programming, chapter 3. Elsevier, 2006.



[5] C. Bessiere, K. Stergiou, and T. Walsh. Domain fil-
tering consistencies for non-binary constraints. Arti-
ficial Intelligence, 72(6-7) :800–822, 2008.

[6] D. Cohen, P. Jeavons, C. Jefferson, K.E. Petrie, and
B. Smith. Symmetry definitions for constraint sa-
tisfaction problems. Constraints, 11(2-3) :115–137,
2006.

[7] M.C. Cooper. Fundamental properties of neighbou-
rhood substitution in constraint satisfaction problems.
Artificial Intelligence, 90 :1–24, 1997.

[8] R. Debruyne and C. Bessiere. Domain filtering
consistencies. Journal of Artificial Intelligence Re-
search, 14 :205–230, 2001.

[9] R. Dechter and P. van Beek. Local and global re-
lational consistency. Theoretical Computer Science,
173(1) :283–308, 1997.

[10] F. Focacci and M. Milano. Global cut framework
for removing symmetries. In Proceedings of CP’01,
pages 77–92, 2001.

[11] E.C. Freuder. A sufficient condition for backtrack-
bounded search. Journal of the ACM, 32(4) :755–761,
1985.

[12] E.C. Freuder. Eliminating interchangeable values in
constraint satisfaction problems. In Proceedings of
AAAI’91, pages 227–233, 1991.

[13] E.C. Freuder and C. Elfe. Neighborhood in-
verse consistency preprocessing. In Proceedings of
AAAI’96, pages 202–208, 1996.

[14] E.C. Freuder and P.D. Hubbe. Using inferred disjunc-
tive constraints to decompose constraint satisfaction
problems. In Proceedings of IJCAI’93, pages 254–
261, 1993.

[15] G. Gallo and G. Urbani. Algorithms for testing the sa-
tisfiability of propositional formulae. Journal of Lo-
gic Programming, 7(1) :45–61, 1989.

[16] G. Katsirelos and F. Bacchus. Generalized nogoods
in CSPs. In Proceedings of AAAI’05, pages 390–396,
2005.

[17] C. Lecoutre, L. Sais, S. Tabary, and V. Vidal. Ex-
ploiting past and future : Pruning by inconsistent par-
tial state dominance. In Proceedings of CP’07, pages
453–467, 2007.

[18] A.K. Mackworth. Consistency in networks of rela-
tions. Artificial Intelligence, 8(1) :99–118, 1977.

[19] U. Montanari. Network of constraints : Fundamen-
tal properties and applications to picture processing.
Information Science, 7 :95–132, 1974.

[20] P.W. Purdom. Solving satisfiability with less sear-
ching. IEEE transactions on pattern analysis and ma-
chine intelligence, 6(4) :510–513, 1984.

[21] I. Razgon and A. Meisels. A CSP search algorithm
with responsibility sets and kernels. Constraints,
12(2) :151–177, 2007.





Actes JFPC 2009

Identification et exploitation d’états partiels

Christophe Lecoutre Sébastien Tabary Vincent Vidal
CRIL – CNRS UMR 8188,

Université Lille-Nord de France, Artois
rue de l’université, SP 16, F-62307 Lens

{lecoutre,tabary,vidal}@cril.fr

Résumé
Dans cet article, nous proposons une étude

concernant l’identification et l’exploitation des états
partiels inconsistants (IPS) dans le cadre de la résolu-
tion du problème de satisfaction de contraintes (CSP).
Un IPS correspond à un ensemble de “décisions d’ap-
partenance” prises sur un réseau de contraintes et ne
menant à aucune solution. Notre étude tend à unifier
un certain nombre de travaux récents concernant les
nogoods généralisés, le concept de valeurs en échec
et la détection de dominance. Nous introduisons un
formalisme simple et unificateur et montrons comment
la cohérence d’arc généralisée (GAC) peut être établie
efficacement sur les contraintes associées aux IPSs
tout au long de la recherche. Nous identifions éga-
lement plusieurs opérateurs qui permettent d’extraire
des IPSs à chaque noeud de l’arbre de recherche
prouvé comme étant la racine d’un sous-arbre sans
solutions.

1 Introduction

Ces dernières années, plusieurs formes d’apprentissage
sophistiquées, basées essentiellement sur la détection de
conflits, ont été proposées pour la résolution du problème
de satisfaction de contraintes (CSP). Il s’agit de travaux
concernant la détection de dominance (e.g. [1, 8] pour
SBDS et [6, 5] pour SBDD), les nogoods généralisés [10],
la notion de valeurs en échec [7, 16, 11] et les états partiels
[13, 12]. Ces différentes approches possèdent un certain
nombre de points communs qui n’ont pas été clairement
établis jusqu’à présent.

Dans cet article1, nous proposons un cadre unificateur
capturant les notions évoquées ci-dessus. Ce cadre est ce-
lui revisité des états partiels (inconsistants). Il permet la
représentation naturelle et l’exploitation précise et efficace

1Une partie de cet article est fondée sur [12], non publié en français.

des informations apprises au cours de la recherche. Plus
précisément, ces informations sont représentées sous forme
de contraintes dites de dominance. La cohérence d’arc (gé-
néralisée) est maintenue efficacement sur ces contraintes à
l’aide de la structure des “watched literals”.

Nous proposons également deux opérateurs d’extrac-
tion d’états partiels inconsistants (IPSs) appliqués à chaque
noeud de l’arbre de recherche. Un IPS correspond à un
ensemble de "décisions d’appartenance" prises sur un ré-
seau de contraintes et ne menant à aucune solution. De ma-
nière intuitive, plus la taille d’un IPS est petite (en terme de
nombre de décisions) plus sa capacité d’élagage est impor-
tante. Le premier opérateur proposé élimine toute décision
portant sur une variable dont le domaine courant peut être
déduit de l’état partiel. Le second opérateur élimine les dé-
cisions portant sur les variables qui ne sont pas impliquées
dans la preuve d’incohérence du sous-arbre exploré à partir
du noeud courant. Ces deux opérateurs peuvent être com-
binés.

2 Formalisme

Un réseau de contraintes (CN) P est composé d’un en-
semble fini de n variables, noté vars(P ), et d’un ensemble
fini de e contraintes, noté cons(P ). Chaque variable x pos-
sède un domaine associé, noté dom(x), qui contient l’en-
semble fini des valeurs qui peuvent être assignées à x.
Chaque contrainte c implique un ensemble de variables, ap-
pelé la portée de c et noté scp(c). Chaque contrainte est dé-
finie par une relation, notée rel(c), qui contient l’ensemble
des tuples autorisés pour les variables impliquées dans c.
Une contrainte binaire implique exactement 2 variables et
un CN binaire implique seulement des contraintes binaires.
Une contrainte c de P est universelle (entailed) si et seule-
ment si tous les tuples construits à partir des domaines des
variables de scp(C) sont autorisés par c.
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Dans ce papier, nous considérerons comme étant don-
nés un CN initial P init et un CN courant P dérivé de P init

en réduisant potentiellement les domaines des variables. Le
domaine initial d’une variable x est noté dominit(x) tandis
que le domaine courant est noté domP (x) ou plus simple-
ment dom(x). Pour chaque variable x, nous avons toujours
dom(x) ⊆ dominit(x) et nous décrivons ce phénomène
par P � P init. Une valeur (courante) de P est un couple
(x, a) avec x ∈ vars(P ) et a ∈ dom(x).

Une solution d’un CN correspond à l’assignation d’une
valeur à chaque variable telle que toutes les contraintes
soient satisfaites. Un CN P est dit être satisfaisable si et
seulement si il admet au moins une solution. Si le domaine
d’une variable de P est vide, P est trivialement insatisfai-
sable, et ceci est noté P = ⊥. Le problème de satisfaction
de contraintes (CSP) est la tâche NP-difficile de déterminer
si un CN donné est satisfaisable ou pas. Une instance CSP
est définie par un CN qui est résolu soit en trouvant une so-
lution ou alors en prouvant son insatisfaisabilité. Pour ré-
soudre une instance CSP, on peut utiliser un algorithme de
recherche en profondeur d’abord équipé d’un mécanisme
de retours-arrières. A chaque étape de la recherche, l’assi-
gnation d’une variable est effectuée suivie par une étape de
filtrage appelée propagation de contraintes et basée sur des
propriétés comme la cohérence d’arc généralisée (GAC).
Pour une définition de GAC, appelée cohérence d’arc (AC)
lorsque les contraintes sont binaires, voir par exemple [4].

3 Décisions

Les décisions représentent la notion élémentaire utilisée
dans cet article.

Définition 1. Une décision positive (resp. négative) δ est
une restriction de la forme x = a (resp. x 6= a), où x est
une variable et a ∈ dominit(x). Une décision δ sur un
CN P est une décision positive ou négative impliquant une
valeur de P .

En d’autres termes, une décision positive est une assi-
gnation de variable et une décision négative est une réfu-
tation de valeur. Lorsque les décisions sont prises sur un
CN P , nous obtenons une nouveau CN P |∆ qui corres-
pond au plus grand CN P ′ tel que P ′ � P et P ′|∆ = P ′.
Pour tout ensemble de décisions ∆, vars(∆) représente
l’ensemble des variables apparaissant dans les décisions de
∆. Tous les ensembles de décisions ne sont pas forcément
bien-formés ; ceux menant systématiquement à un échec ne
sont pas pertinents. Un ensemble de décisions ∆ est dit être
bien-formé si et seulement si il existe au moins un CN P
tel que vars(P ) = vars(∆) et P |∆ 6= ⊥.

Un nogood standard de P est un ensemble ∆ de déci-
sions positives sur P tel que P |∆ est insatisfaisable. En
considérant à la fois des décisions positives et négatives

comme dans [6, 10], on obtient une généralisation des no-
goods standards, appelée nogoods généralisés :

Définition 2. Un ensemble de décisions ∆ sur un CN P
est un nogood généralisé de P si et seulement si P |∆ est
insatisfaisable.

Clairement, un nogood (standard) est généralisé mais
l’opposé n’est pas nécessairement vrai. Un nogood géné-
ralisé peut représenter un nombre exponentiel de nogoods
standards [10]. On peut utiliser la notion de décisions d’ap-
partenance pour manipuler différentes classes d’équiva-
lence de nogoods.

Définition 3. Une décision d’appartenance δ est une res-
triction de la forme x ∈ Sx, où x est une variable et
∅ ⊂ Sx ⊆ dominit(x) ; δ est stricte si et seulement si
Sx ⊂ dominit(x). Une décision d’appartenance δ sur
un CN P est une décision d’appartenance x ∈ Sx tel
que x ∈ vars(P ) ; δ est stricte sur P si et seulement
si Sx ⊂ domP (x) et est valide sur P si et seulement si
Sx ⊆ domP (x).

Un ensemble de décisions d’appartenance ∆ est bien-
formé si et seulement si chaque variable apparaît au plus
une fois dans ∆.

Proposition 1. Pour tout ensemble ∆ bien-formé de dé-
cisions (positive et/ou négative) sur un CN P , il existe un
unique ensemble bien-formé ∆m de décisions d’apparte-
nances strictes sur P tel que P |∆ = P |∆m .

La preuve est omise. Par exemple, si dominit(x) =
dominit(y) = dominit(z) = {a, b, c} et ∆ = {x = a, y 6=
b, y 6= c, z 6= b}, alors nous avons ∆m = {x ∈ {a}, y ∈
{a}, z ∈ {a, c}}.

4 États partiels inconsistants

Nous introduisons maintenant le concept d’état partiel.

Définition 4. Un état partiel ∆ est un ensemble de dé-
cisions d’appartenance ; ∆ est strict si et seulement si
chaque décision d’appartenance de ∆ est stricte. Un état
partiel ∆ sur un CN P est un ensemble bien-formé de dé-
cisions d’appartenance valides sur P ; ∆ est strict sur P si
et seulement si chaque décision d’appartenance de ∆ est
stricte sur P .

Un état partiel strict impose que chaque décision d’ap-
partenance constitue une réelle restriction (cf. Définition
3). Nous notons vars(∆) l’ensemble des variables appa-
raissant dans les décisions d’appartenance de ∆. Si ∆ est
un état partiel et si (x ∈ Sx) ∈ ∆, nous notons Sx par
dom∆(x). Il est important de noter que si P est un CN im-
pliquant x et tel que dom∆(x) 6⊆ domP (x), ∆ ne peut pas
être un état partiel sur P ; chaque décision d’appartenance
d’un état partiel sur P doit être valide sur P .



P ∆1

w ∈ {b, c}
z ∈ {a, b, d}

∆2

v ∈ {b, d}
x ∈ {c}
z ∈ {a, b}

∆3

z ∈ {a, b, d}
w ∈ {b, c}
v ∈ {a, b, c, d}v ∈ {a, b, c, d}

w ∈ {a, b, c, d}
x ∈ {a, b, c, d}
y ∈ {a, b, c, d}
z ∈ {a, b, c, d}

FIG. 1 – L’état courant d’un CN P et trois états partiels sur
P . Contrairement à ∆3, ∆1 et ∆2 sont stricts sur P .

P

∆

w ∈ {b, c}
z ∈ {a, b, d}

P |∆
v ∈ {a, b, c, d}
w ∈ {b, c}
x ∈ {a, b, c, d}
y ∈ {a, b, c, d}
z ∈ {a, b, d}

v ∈ {a, b, c, d}
w ∈ {a, b, c, d}
x ∈ {a, b, c, d}
y ∈ {a, b, c, d}
z ∈ {a, b, c, d}

FIG. 2 – La restriction P |∆ d’un CN P par un état partiel
∆ sur P . Les états courants sont donnés pour P et P |∆.

Il existe un état partiel immédiat pour tout CN P . Cet
état partiel est construit en prenant en compte toutes les
variables de P . Plus précisément, l’état courant d’un CN P
est l’état partiel {(x ∈ domP (x)) | x ∈ vars(P )} sur P .
La Figure 1 présente l’état courant d’un CN P , et trois états
partiels ∆1, ∆2 et ∆3 sur P . ∆1 et ∆2 sont stricts sur P ,
mais ∆3 n’est pas strict sur P car domP (v) = dom∆3(v).
Nous avons vars(∆1) = {w, z}, dom∆1(w) = {b, c} et
dom∆1(z) = {a, b, d}.

La restriction P |∆ d’un CN P par un état partiel ∆ sur
P est le CN obtenu à partir de P en restreignant le do-
maine de chaque variable x ∈ vars(∆) à dom∆(x) ; pour
chaque x ∈ vars(∆), nous avons domP |∆(x) = dom∆(x)
et pour chaque x /∈ vars(∆), nous avons domP |∆(x) =
domP (x).

Le réseau restreint P |∆ est plus petit (�) que P . Plus
précisément, si ∆ = ∅, nous avons P |∆ = P et si ∆ est
strict sur P et non vide, nous avons P |∆ ≺ P . La figure 2
illustre la restriction d’un CN par un état partiel.

Quand une variable x n’apparaît pas dans un état par-
tiel ∆, cela veut simplement dire que le domaine de x est
considéré comme inchangé par ∆. En pratique, il est alors
suffisant de ne manipuler que des états partiels stricts qui
ont l’avantage d’être plus petits. Un état partiel strict peut
être naturellement dérivé de n’importe quel état partiel.

Définition 5. Soient P un CN et ∆ un état partiel sur P .
∆s(P ) représente l’ensemble des décisions d’appartenance
de ∆ qui sont strictes sur P .

Par exemple pour la figure 1, ∆1 = ∆s(P )
3 . De ma-

nière importante, ∆ et ∆s(P ) sont équivalents car P |∆ =
P |∆s(P ) . Un état partiel ∆ sur un CN P est dit être incon-
sistant si le réseau défini comme la restriction de P sur ∆
est insatisfaisable.

Définition 6. Soient P un CN et ∆ un état partiel sur P . ∆
est un état partiel inconsistant (IPS) sur P , si et seulement
si P |∆ est insatisfaisable.

Nous obtenons un IPS strict en ne tenant pas compte des
décisions d’appartenance qui ne sont pas strictes.

Proposition 2. Soient P un CN et ∆ un IPS sur P . ∆s(P )

est un IPS sur P .

La preuve est immédiate. La domination est définie comme
suit.

Définition 7. Soient P un CN et ∆ un état partiel tel que
vars(∆) ⊆ vars(P ). ∆ domine P si et seulement si ∀x ∈
vars(∆), domP (x) ⊆ dom∆(x).

Notons que ∆ n’est pas nécessairement un état partiel
sur P . Lorsqu’un état partiel ∆ domine un CN P , nous
avons P |∆ = P . Par définition, un état partiel (non vide)
strict ∆ sur un CN P ne peut pas dominer P . Cette notion
de dominance est utilisée pour les CNs strictement plus pe-
tit que P comme montré dans la figure 3.

P ′ P ′′

P

∆

w ∈ {b, c}
z ∈ {a, b, d}

v ∈ {a, b, c, d}
w ∈ {b, c}
x ∈ {a, b, c, d}
y ∈ {a, d}
z ∈ {b}

w ∈ {b, c}
x ∈ {a, b, c, d}
y ∈ {a, d}
z ∈ {a, b, c, d}

≺d

v ∈ {a, b, c, d}

≺d

v ∈ {a, b, c, d}
w ∈ {a, b, c, d}
x ∈ {a, b, c, d}
y ∈ {a, b, c, d}
z ∈ {a, b, c, d}

FIG. 3 – Deux CNs P ′ et P ′′ (strictement) plus petits que
P et un état partiel ∆ sur P . P ′ est dominé par ∆. P ′′ est
presque dominé par ∆.

La proposition suivante est au coeur du raisonnement
basé sur les états par détection de dominance.

Proposition 3. Soient P et P ′ deux CNs tels que P ′ � P ,
et ∆ un IPS sur P . Si ∆ domine P ′ alors P ′ est insatisfai-
sable.

Démonstration. Si P ′ � P , nous avons par monotonie
P ′|∆ � P |∆. Comme P ′ est dominé par ∆, P ′|∆ = P ′.
On a alors P ′ � P |∆. ∆ est un IPS sur P , ce qui veut dire
que P |∆ est insatisfaisable. Nous concluons que P ′ est in-
satisfaisable.



Les états partiels sont dits être globaux lorsqu’ils sont
définis sur le problème initial P init ; dans le cas contraire,
ils sont dits être locaux. Les IPSs globaux sont valides pour
la totalité de l’espace de recherche tandis que les IPSs lo-
caux ne sont utilisables que dans certains sous-arbres de
recherche. Un IPS global peut toujours être extrait d’une
impasse interne (noeud racine d’un sous-arbre sans solu-
tions) de l’arbre de recherche construit par un algorithme
de recherche avec retours-arrières : si v est une impasse in-
terne et P = cn(v) est le CN associé à v, l’état courant
de P est un IPS lui-même. Cependant, cet IPS ne peut pas
être exploité par la suite, excepté si des redémarrages sont
effectuées ou si l’on exploite des symétries. Dans les sec-
tions suivantes, nous présentons plusieurs approches pour
construire des IPSs pertinents.

5 Propager les IPSs

Dans le contexte d’un algorithme de recherche avec
retours-arrières, la proposition 3 peut être exploitée pour
élaguer des noeuds dominés par des IPSs précédemment
identifiés. Plus précisément, à chaque fois que l’algorithme
de recherche génère un nouveau noeud v, on peut vérifier
si cn(v), le CN associé à v, est dominé par un IPS préa-
lablement enregistré. Deux mécanismes d’élagage peuvent
être employés : soit v est directement rejeté parce qu’il est
dominé, soit certains domaines des variables de cn(v) sont
filtrés pour garantir que la dominance ne peut apparaître
plus tard. Pour clarifier cela, nous introduisons une version
affaiblie de la dominance :

Définition 8. Soient P un CN et ∆ un état partiel tel que
vars(∆) ⊆ vars(P ). ∆ domine presque P si et seulement
si il existe une décision d’appartenance x ∈ Sx dans ∆
telle que domP (x) 6⊆ dom∆(x), domP (x) ∩ dom∆(x) 6=
∅ et ∆ \ {x ∈ Sx} domine P .

Lorsque la dominance ou la presque dominance im-
plique un IPS, cela devient intéressant. Si un CN P est
dominé par un IPS alors P est nécessairement insatisfai-
sable ; ceci est une conséquence de la proposition 3. D’un
autre coté, un CN P qui est presque dominé par un IPS
∆ peut être simplifié en supprimant toutes les valeurs qui
pourraient rendre le CN dominé. En effet, si x est la seule
variable de P telle que domP (x) 6⊆ dom∆(x), nous pou-
vons déduire de manière certaine que chaque valeur de
domP (x) ∩ dom∆(x) est inconsistante. Ceci est appelé la
cohérence 1-dominance dans [15]. Par exemple, le CN P ′′

de la figure 3 est presque dominé par ∆. Si ∆ est un IPS
sur P , les valeurs a, b et d du domaine de z peuvent être
supprimées sans perte de solutions.

A strictement parler, comme montré ci-dessous, la cohé-
rence 1-dominance n’est pas exactement une nouvelle co-
hérence si l’on considère que chaque IPS est représenté par
une contrainte de dominance. Si ∆ est un IPS, alors une

contrainte de dominance c∆ peut être construite telle que
sa portée est vars(∆) et sa relation interdit tous les tuples
qui satisfont simultanément les décisions d’appartenance
de ∆. Par exemple, soient x, y et z trois variables telles
que dominit(x) = dominit(y) = dominit(z) = {a, b, c}
et ∆ = {x ∈ {a, b}, y ∈ {c}, z ∈ {b, c}} un IPS. La
contrainte de dominance ternaire correspondant à ∆ est c∆
telle que scp(c∆) = {x, y, z} et rel(c∆) = dominit(x) ×
dominit(y)× dominit(z) \ {a, b} × {c} × {b, c}.

Les contraintes de dominance peuvent être exprimées
en intension en appliquant simplement la loi de De Mor-
gan sur les IPSs qui sont alors vus comme des conjonc-
tions logiques de décisions d’appartenance. Par exemple, à
partir de l’IPS ∆ = {x ∈ {a, b}, y ∈ {c}, z ∈ {b, c}},
on peut formuler la contrainte de dominance c∆ : x /∈
{a, b} ∨ y /∈ {c} ∨ z /∈ {b, c}, ou de manière équivalente
c∆ : x ∈ {c} ∨ y ∈ {a, b} ∨ z ∈ {a} si dominit(x) =
dominit(y) = dominit(z) = {a, b, c}. De manière géné-
rale, pour chaque décision x ∈ Sx apparaissant dans ∆,
la décision complémentaire x ∈ dominit(x) \ Sx apparaît
dans (l’expression du prédicat de) la contrainte de domi-
nance c∆. On se référera à ces décisions complémentaires
comme décisions de la contrainte c∆ ; parfois, c∆ est consi-
déré comme un ensemble.

Les décisions d’appartenance peuvent être dans trois
états différents selon le problème courant. Une décision
d’appartenance x ∈ Sx est dite satisfaite (i.e. toujours
vraie) si et seulement si dom(x) ⊆ Sx. Une décision d’ap-
partenance x ∈ Sx est dite falsifiée (i.e. toujours fausse)
si et seulement si dom(x) ∩ Sx = ∅. Une décision d’ap-
partenance qui est ni satisfaite ni falsifiée est dite libre (in-
déterminée) ; nous avons ∅ ⊂ dom(x) \ Sx ⊂ dom(x).
Par exemple, si dom(x) = {a, b}, dom(y) = {b} et
dom(z) = {a, c}, alors x ∈ {c}∨y ∈ {a, b}∨ z ∈ {a} est
une contrainte telle que la première décision est falsifiée, la
seconde est satisfaite et la troisième est libre.

Un IPS ∆, vu comme une contrainte de dominance c∆,
indique simplement qu’au moins une décision apparaissant
dans l’expression du prédicat de c∆ doit être évaluée à vrai.
Quatre cas sont possibles lorsque l’on utilise une contrainte
de dominance c∆ :

1. c∆ est universelle car une décision de c∆ est satis-
faite : le problème courant ne peut être dominé par ∆.

2. c∆ est violée (disentailed) parce que toutes les dé-
cisions de c∆ sont falsifiées : le problème courant
est dominé par ∆ (on doit alors effectuer un retour-
arrière).

3. c∆ ne contient aucune décision satisfaite et exacte-
ment une décision libre : le problème courant est
presque dominé par ∆ (cette décision libre peut être
forcée afin de la satisfaire).

4. c∆ ne contient aucune décision satisfaite et (au moins)
deux décisions libres : le problème courant n’est ni
dominé ni presque dominé par ∆.



On peut aisément observer que tant qu’il y a (au moins)
deux décisions libres dans c∆, la contrainte c∆ est GAC-
cohérente. En d’autres termes, la contrainte c∆ n’est plus
GAC-cohérente lorsque ∆ domine ou presque domine le
réseau courant. Si le problème courant est dominé par un
IPS ∆, cela veut dire que la contrainte c∆ est violée et que
par conséquent il faut effectuer un retour-arrière (si pos-
sible). Si le problème courant est presque dominé par un
IPS ∆, le fait de forcer l’unique décision libre (à être sa-
tisfaite) revient à établir GAC en supprimant certaines va-
leurs du domaine de la variable impliquée dans cette déci-
sion. Par conséquent, contrôler la dominance et établir la
cohérence 1-dominance [15] sur un IPS ∆ est équivalent à
établir GAC sur c∆.

La structure de données paresseuse des watched li-
terals [20] peut être exploitée pour établir efficacement
GAC sur des contraintes de dominance. Le principe est
de marquer deux valeurs dans deux décisions d’apparte-
nance distinctes de chaque contrainte de dominance c∆ :
ils permettent d’identifier le moment où un IPS domine ou
presque domine le problème courant.

Par exemple, supposons que l’on ait identifié deux IPSs
(sur P init) ∆1 = {x ∈ {c}, y ∈ {a}, z ∈ {a, b}} et
∆2 = {x ∈ {b, c}, w ∈ {a, c}}, et que l’on ait enregis-
tré les contraintes de dominance c∆1 : x ∈ {a, b} ∨ y ∈
{b, c} ∨ z ∈ {c} et c∆2 : x ∈ {a} ∨ w ∈ {b} ; le domaine
initial de chaque variable est {a, b, c}. La figure 4 montre la
base de contraintes de dominance, avec les valeurs (x, a) et
(z, c) marquées dans la première contrainte de dominance
et les valeurs (x, a) et (w, b) marquées dans la seconde.
Les valeurs marquées sont indiquées par les marqueurs w1

et w2. Nous avons également un tableau de O(nd) entrées
(d est la taille du plus grand domaine) telles que chaque
entrée correspond à une valeur (x, a) du problème (ini-
tial) et représente la tête d’une liste chaînée, notée B(x,a),
permettant l’accès aux contraintes de dominance de B qui
contiennent (x, a) comme valeur marquée.

Pour chaque contrainte de dominance, tant que les
deux valeurs marquées sont présentes, cela veut dire que
les décisions d’appartenance dans lesquelles elles appa-
raissent sont libres (ou satisfaites) et que par conséquence
la contrainte est GAC-cohérente. La propagation est gui-
dée par les valeurs supprimées. Lorsqu’une valeur (x, a)
est supprimée, la liste B(x,a) est visitée. Pour chaque
contrainte de dominance c de cette liste, une valeur mar-
quable, i.e. une valeur présente dans le problème courant,
doit être recherchée (mais pas dans le domaine contenant
la seconde valeur marquée). Soit cette recherche aboutit et
la valeur trouvée devient la nouvelle valeur marquée (rem-
plaçant (x, a)), soit il faut forcer la décision impliquant la
seconde valeur marquée de c∆ afin de rendre c∆ GAC-
cohérente (potentiellement en générant un domaine vide).

Par exemple, la base de contraintes de dominance de la
figure 5 est obtenue à partir de la situation illustrée par la

figure 4 lorsque la valeur (z, c) est supprimée. Par consé-
quent, la valeur (y, b) est maintenant marquée au lieu de
(z, c) dans c∆1 . Imaginons qu’un peu plus tard, l’on as-
signe la valeur c à la variable x ; les valeurs (x, a) et
(x, b) sont alors supprimées. Les deux contraintes de do-
minance de B(x,a) permettent d’effectuer des inférences
(parce qu’il n’y a plus d’autres valeurs marquables). Ceci
est montré par la figure 6.

Exploiter la technique des valeurs marquées sur des
contraintes de dominance possède deux principaux avan-
tages. Tout d’abord, la complexité dans le pire des cas pour
établir GAC sur une contrainte de dominance c est linéaire
en la taille de c. Plus précisément, si k est le nombre total
de valeurs apparaissant dans les décisions d’appartenance
de c, i.e. k =

∑
(x∈Sx)∈c |Sx|, alors c peut être rendu

GAC-cohérent en O(k) ; ce résultat est borné par O(nd).
Il suffit de contrôler si une valeur est marquable seulement
une fois. Par exemple, w1 peut parcourir la liste des va-
leurs apparaissant dans c de la gauche vers la droite tandis
que w2 peut parcourir la même liste dans l’ordre inverse.
La recherche d’une valeur marquable est stoppée lorsque
w1 et w2 font référence à la même décision d’apparte-
nance. Deuxièmement, aucun travail de restauration n’est
requis lorsque l’on effectue un retour-arrière. Non seule-
ment cela permet d’économiser du temps, mais en plus cela
facilite l’intégration de cette technique dans les solveurs
de contraintes. Lorsqu’une valeur (x, a) est supprimée, la
base de contraintes de dominance B est consultée, et plus
précisément, les contraintes de dominance accessibles par
B(x,a) sont contrôlées. Quand des valeurs sont restaurées,
aucune opération de maintenance n’est nécessaire.

Dans [9, 17], les auteurs ont suggéré l’utilisation de la
structure des watched literals pour propager des nogoods
généralisés. Comme mentionné dans la section précédente,
les nogoods généralisés sont basiquement équivalents aux
IPSs. Classiquement, les inférences sont effectuées par la
propagation unitaire. Ce mécanisme est strictement plus
faible que GAC. Par exemple, soit x = a ∨ x = b ∨ y 6= c
un nogood généralisé (exprimé ici comme une contrainte)
tel que dominit(x) = dominit(y) = {a, b, c}, dom(x) =
{a, b, c} et dom(y) = {c}. Dans ce nogood, les deux déci-
sions x = a et x = b sont libres, et donc aucune inférence
ne peut être effectuée. L’IPS équivalent à ce nogood géné-
ralisé est x ∈ {a, b} ∨ y ∈ {a, b}. En établissant GAC,
on peut déduire x 6= c. Dans [17], une approche différente
pour stocker et établir GAC sur des nogoods (généralisés)
est également proposée. Les nogoods sont capturés par un
automate qui permet une représentation compacte mais la
compilation dynamique de ces nogoods semble difficile à
mettre en place en pratique.
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FIG. 4 – Une base de contraintes de dominance B incluant deux contraintes de dominance c∆1 : x ∈ {a, b} ∨ y ∈
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6 Identifier les IPSs

Les nogoods généralisés et la cohérence (FVC) basée sur
les valeurs en échec [11] entrent dans le cadre des états
partiels. Par manque de place, nous supprimons cette partie
qui n’est pas nécessaire à la compréhension de l’article.

7 Opérateurs de réduction

Pour identifier des IPSs, on peut directement travailler
avec les états issus d’impasses internes rencontrées au
cours de la recherche. Les impasses internes sont des
noeuds qui sont les racines de sous-arbres infructueux.
Comme nous l’avons mentionné précédemment, l’état cou-
rant de chaque impasse interne est un IPS global. Plus pré-
cisément, si v est une impasse interne et P = cn(v) le CN
associé à v, alors l’état courant de P est un IPS sur P init.
De tels IPSs construits à partir d’impasses internes sont dits
élémentaires.

Dans cette section, nous présentons plusieurs opérateurs
dont le rôle est d’éliminer des variables (à strictement par-
ler, des décisions d’appartenance) des IPSs élémentaires.
Les états partiels obtenus après réduction sont des sous-
ensembles d’états élémentaires dits simples.

Définition 9. Un état partiel ∆ sur un CN P est simple ssi
∀x ∈ vars(∆), dom∆(x) = domP (x).

Par exemple, considérons un CN P tel que vars(P ) =
{x, y, z} avec domP (x) = domP (y) = domP (z) =
{a, b, c}. ∆ = {x ∈ {a, b, c}, z ∈ {a, b, c}} est un état
partiel simple sur P tandis que ∆′ = {x ∈ {a, b, c}, z ∈
{a, b}} est un état partiel sur P qui n’est pas simple car
dom∆′

(z) 6= domP (z).
Les états partiels simples obtenus après réduction (tel

que proposé dans cette section) sont des IPSs globaux qui
peuvent être exploités au cours de la recherche. Intuiti-
vement, plus le nombre de variables impliquées dans un
IPS est faible, plus grande sera sa capacité d’élagage. Cela
contribue également à réduire la consommation mémoire.

Par la suite, on considère l’algorithme de recherche clas-
sique MAC (Maintaining Generalized Arc Consistency).
MAC est un algorithme de recherche avec retours-arrières
qui est basé sur un schéma de branchement binaire et qui
maintient GAC pendant la recherche. Par conséquent, les
inférences sont effectuées localement, i.e. au niveau d’une
seule contrainte, pendant le processus de propagation de
contraintes. GAC peut être établi en utilisant une collection
de propagateurs associés à chaque contrainte. Ces propaga-
teurs peuvent correspondre soit à une procédure générique
de filtrage soit à une procédure de filtrage spécialisée (e.g.
pour des contraintes globales).

7.1 Variables e-eliminables

Nous présentons un premier opérateur qui supprime
les variables e-eliminables. Une variable e-eliminable est
seulement impliquée dans des contraintes universelles ;
ainsi elle ne peut plus jouer aucun rôle. ρent est un opé-
rateur qui élimine les variables e-eliminables et retourne
un état partiel simple.

Définition 10. Pour tout CN P , ρent(P ) représente l’état
partiel {(x ∈ domP (x)) | x ∈ vars(P ) ∧ x n’est pas une
variable e-eliminable de P}.

La proposition suivante établit le fait que ρent est un opé-
rateur permettant l’extraction d’un IPS à partir d’un CN in-
satisfaisable.

Proposition 4. Si P est un CN insatisfaisable alors
ρent(P ) est un IPS sur tout CN P ′ � P .

De manière intéressante, cela veut dire que pour chaque
impasse interne v rencontrée pendant la recherche, ρent

extrait un IPS sur P init à partir de cn(v), qui est un IPS
global. Une illustration est donnée dans [13] (où ρent est
appelé ρuni).

7.2 Utilisation de preuves d’insatisfaisabilité

Proposition 5. Si C est un noyau insatisfaisable d’un CN
P alors ∆ = {(x ∈ domP (x)) | x ∈ vars(C)} est un IPS
sur tout CN P ′ � P .

En particulier, nous savons que ∆ est un IPS global,
i.e. un IPS sur P init. De manière intéressante, il est pos-
sible d’identifier efficacement des noyaux insatisfaisables
à chaque impasse interne en gardant la trace de toutes les
contraintes impliquées dans des preuves d’insatisfaisabilité
[2]. Ces contraintes sont celles utilisées durant la recherche
pour supprimer, grâce à leurs propagateurs, au moins une
valeur dans le domaine d’une variable. Cette approche peut
être adaptée pour extraire des noyaux insatisfaisables à par-
tir d’impasses internes en collectant des informations per-
tinentes dans les sous-arbres infructueux explorés.

L’algorithme 1 montre comment intégrer cette méthode
à MAC. La fonction récursive MACprf détermine la satis-
faisabilité d’un réseau P et retourne un couple composé
d’une valeur booléenne (qui indique si P est satisfaisable
ou pas), et d’un ensemble de variables. Cet ensemble est
soit vide (quand P est satisfaisable) soit représente une
preuve d’insatisfaisabilité. Une preuve est composée des
variables impliquées dans la portée de contraintes qui ont
déclenché au moins la suppression d’une valeur pendant la
propagation.

A chaque noeud, une preuve est construite à partir de
toutes les inférences produites pendant l’établissement de
GAC, noté GAC(P ) à la ligne 2, et les preuves (lignes 6 et
8) associées aux sous-arbres gauche et droit (une fois qu’un



couple (x, a) a été sélectionné). Quand un noeud est prouvé
être une impasse interne après avoir pris en considération
les deux branches (la première étiquetée par x = a et la
seconde par x 6= a), une preuve d’insatisfaisabilité (entre
les lignes 9 et 10) est obtenue en fusionnant simplement les
preuves associées aux branches droite et gauche ; ici c’est
pour P ′. Notons que la complexité spatiale dans le pire
des cas pour gérer les différentes preuves locales de l’arbre
de recherche est O(n2d) puisqu’enregistrer une preuve est
O(n) et qu’il y a au plus O(nd) noeuds par branche.

Algorithm 1: MACprf (P : CN) : (booléen, ensemble
de variables)
localProof ← ∅1
P ′ ← GAC(P ) ; // localProof est maj par GAC2
if P ′ = ⊥ then return (false,localProof)3
if ∀x ∈ vars(P ′), |dom(x)| = 1 then return (true,∅)4
sélectionner une valeur (x, a) de P ′ telle que |dom(x)| > 15
(sat, leftProof)← MACprf (P ′|X=a)6
if sat then return (true,∅)7
(sat, rightProof)← MACprf (P ′|X 6=a)8
if sat then return (true,∅)9
// leftProof ∪ rightProof est une preuve pour P ′

return (false, localProof ∪ leftProof ∪ rightProof)10

En utilisant l’algorithme 1, on peut introduire un second
opérateur qui ne sélectionne que les variables impliquées
dans une preuve d’insatisfaisabilité. Cet opérateur peut être
utilisé incrémentalement à n’importe quelle impasse in-
terne d’un arbre construit par MAC.

Définition 11. Soit P un CN tel que MACprf (P ) =
(false, proof). ρprf (P ) représente l’état partiel simple
{(x ∈ domP (x)) | x ∈ proof}.

La proposition suivante établit le fait que ρprf est un
opérateur qui permet d’extraire des IPSs.

Proposition 6. Si P est un CN insatisfaisable alors
ρprf (P ) est un IPS sur tout CN P ′ � P .

Démonstration. Soit MACprf (P ) = (false, proof). On
peut montrer que C = (proof, {c ∈ cons(P ) | scp(c) ⊆
proof}) est un noyau insatisfaisable de P . Nous déduisons
le résultat de la définition de l’opérateur ρprf et de la pro-
position 5.

Similairement à ρent, ρprf permet d’extraire des IPSs
globaux. En pratique, dans l’algorithme 1, l’opérateur ρprf

peut être appelé pour extraire un IPS entre les lignes 9 et
10. La proposition suivante établit le fait que ρprf est plus
performant que ρent (i.e. permet d’extraire des IPSs repré-
sentant une plus large portion de l’espace de recherche).

Proposition 7. Si P est un CN insatisfaisable alors
ρprf (P ) ⊆ ρent(P ).

Démonstration. Une contrainte universelle ne peut inter-
venir dans une preuve d’insatisfaisabilité. Une variable e-
eliminable n’apparaît que dans des contraintes universelles,
donc est nécessairement éliminée par ρprf (en considérant
les hypothèses faites au début de la section).

7.3 Utilisation de justifications

Le principe de l’opérateur présenté dans cette section
est de construire un état partiel simple en éliminant les va-
riables dont le domaine courant peut être déduit des autres.
Ceci est possible en gardant la trace des contraintes à l’ori-
gine des suppressions de valeurs. Lorsqu’un propagateur
associé à une contrainte c supprime une valeur (x, a), la
contrainte c est enregistrée comme la justification de la sup-
pression de (x, a). C’est une forme d’explication (de valeur
éliminée) même si les explications sont classiquement ba-
sées sur des décisions (i.e. formées de décisions positives
et négatives). Dans une certaine mesure, cela correspond à
une utilisation basique de la définition générale de nogood
proposée dans [18] qui inclut un ensemble de contraintes
jouant le rôle de justification pour le nogood. Des justifi-
cations similaires ont été également exploitées pour établir
AC sur des instances dynamiques [3].

Pour notre propos, nous avons besoin de raisonner avec
un graphe d’implication à gros grain, appelé graphe de dé-
pendance ici, et construit à partir des justifications. Lors-
qu’une décision positive x = a est prise (par l’algorithme
de recherche), just(x 6= b) est initialisé à nil pour toute
valeur b ∈ dom(x) | b 6= a, et quand une décision né-
gative x 6= a est prise, just(x 6= a) est également ini-
tialisé à nil. D’un autre coté, quand une valeur (x, a) est
supprimée par un propagateur associé à une contrainte c,
la justification de x 6= a est simplement donnée par c :
nous avons just(x 6= a) = c. Comme notre but est de
circonscrire un état partiel simple, nous avons seulement
besoin de savoir pour chaque valeur (x, a) supprimée, les
variables responsables de sa suppression ; ce sont celles im-
pliquées dans just(x 6= a). A partir de ces informations,
on peut construire un graphe orienté G ou les noeuds cor-
respondent aux variables et les arcs aux dépendances entre
les variables. Plus précisément, un arc existe dans G d’une
variable x vers une variable y s’il existe une valeur suppri-
mée (y, b) telle que sa justification soit une contrainte im-
pliquant x. On ajoute également un noeud spécial nil, et un
arc existe entre nil et une variable x si cette variable est im-
pliquée dans une décision (positive ou négative) prise par
l’algorithme de recherche, i.e. s’il existe une valeur suppri-
mée (x, a) telle que sa justification soit nil. Le graphe de
dépendance peut être utilisé pour réduire les IPSs ; ceci est
décrit ci-dessous.

La figure 7 illustre notre propos. Sur la gauche de la fi-
gure, on représente le CN binaire initial P init. P init im-
plique quatre variables et trois contraintes ; vars(P init) =



{w, x, y, z} et cons(P init) = {w 6= x, x ≥ y, x ≤ z}.
Le CN courant P est également représenté, il est obtenu à
partir de P init après avoir assigné la valeur 3 à w et établi
AC. La figure 7 fournit les justifications des valeurs suppri-
mées dans P ainsi que le graphe de dépendance construit à
partir de ces explications. Les justifications sont obtenues
comme suit. Lorsque la décision positive w = 3 est prise,
les justifications de w 6= 1 et w 6= 2 sont initialisées à nil.
Ces suppressions sont propagées à x grâce à la contrainte
w 6= x, menant à la suppression de la valeur 3 de dom(x) ;
on obtient alors just(x 6= 3) = (w 6= x). Cette nou-
velle suppression est alors propagée aux variables y et z :
la valeur 3 est supprimée de dom(y) via la propagation de
x ≥ y ce qui constitue sa justification et la valeur 0 est sup-
primée de dom(z) via la propagation de x ≤ z. Le graphe
de dépendance est directement construit à partir de ces jus-
tifications.

Définition 12. Soit x une variable de P et a ∈
dominit(x) \ domP (x). La justification de la suppression
de (x, a), notée just(x 6= a) est, si elle existe, la contrainte
dont le propagateur associé a supprimé (x, a) sur le che-
min menant de la racine de l’arbre de recherche au noeud
v où cn(v) = P ; sinon just(x 6= a) est nil.

Les justifications sont utilisées pour extraire un état par-
tiel simple à partir d’un ensemble de variables X . Cet état
partiel contient les variables de X qui ne peuvent pas être
"expliquées" par X .

Définition 13. Soit X ⊆ vars(P ) un ensemble de va-
riables de P . Une variable x ∈ X est j-eliminable de
P vis-à-vis de X si et seulement si ∀a ∈ domP init

(x) \
domP (x), just(x 6= a) est une contrainte c telle que
c 6= nil et scp(c) ⊆ X .

Le graphe de dépendance mentionné plus haut permet
d’identifier directement ces variables. ρjst est un opérateur
qui élimine les variables j-eliminables et retourne un état
partiel simple.

Définition 14. Soit X ⊆ vars(P ). ρjst
X (P ) est l’état par-

tiel simple {(x ∈ domP (x)) | x ∈ X ∧ x n’est pas une
variable j-eliminable de P vis à vis de X}.

Réduire des états partiels en éliminant les variables j-
eliminables ne provoque pas fondamentalement de perte
d’informations lorsqu’on considère P init et GAC (la
preuve est omise).

Proposition 8. Soit ∆ un état partiel simple sur P et
∆′ = ρjst

vars(∆)(P ). Nous avons : GAC(P init|∆′) =
GAC(P init|∆).

En utilisant la proposition 8, on peut montrer que pour
tout CN P , ρjst

vars(P )(P ) produit un IPS global. Cependant,
cet IPS n’est pas intéressant parce qu’il est (pour l’essen-
tiel) équivalent à l’état courant P . En effet, c’est un état

partiel avec toutes les variables impliquées dans une déci-
sion prise par l’algorithme de recherche. Cet IPS est équi-
valent au nogood généralisé correspondant à l’ensemble
des décisions prises sur la branche menant de la racine de
l’arbre de recherche à P . Heureusement, on peut utiliser
l’opérateur ρjst après application d’un autre opérateur pro-
duisant un IPS (simple), comme montré dans le corollaire
suivant.

Corollaire 1. Soit ∆ un état partiel simple sur P et ∆′ =
ρjst

vars(∆)(P ). Si ∆ est un IPS sur P init alors ∆′ est un IPS
sur P init.

Démonstration. Si ∆ est un IPS sur P init alors P init|∆ est
insatisfaisable. Comme GAC préserve la satisfaisabilité, et
GAC(P init|∆′) = GAC(P init|∆) par la proposition 8,
on peut déduire que P init|∆′ est insatisfaisable. Par consé-
quence ∆′ est un IPS sur P init.

En conséquence du corollaire 1, on a la garantie que les
deux opérateurs suivants produisent des IPSs à partir de
CNs insatisfaisables.

Définition 15. Soit P un CN.
– ρjst�ent(P ) = ρjst

vars(∆)(P ) avec ∆ = ρent(P ).

– ρjst�prf (P ) = ρjst
vars(∆)(P ) avec ∆ = ρprf (P ).

La figure 8 illustre (ici, sur des états partiels consis-
tants) le comportement de ρent, ρjst et leur combinaison
ρjst�ent. Appliquer ρent sur le réseau P de la figure 7 pro-
voque l’élimination de w, menant à l’état partiel ∆1, parce
quew est seulement impliquée dans des contraintes univer-
selles. En effet, la valeur restante 3 dans dom(w) est com-
patible avec les deux valeurs restantes 1 et 2 de dom(x)
via la contrainte w 6= x. Les trois autres variables sont im-
pliquées dans des contraintes qui ne sont pas universelles.
Appliquer ρjst sur le réseau P vis-à-vis de X = vars(P )
provoque l’élimination de x, y et z menant à l’état par-
tiel ∆2 = {w ∈ {3}}. En effet, w est la seule variable
pour laquelle une suppression est justifiée par nil ; X étant
vars(P ), c’est la seule condition pertinente pour détermi-
ner les variables d’intérêt. Ceci illustre le fait qu’appliquer
l’opérateur ρjst vis à vis de toutes les variables d’un CN
n’a pas d’intérêt : puisque l’on obtient l’ensemble des dé-
cisions prises (ici w = 3), l’état partiel ne pourra jamais
être rencontré ou dominé plus tard sans redémarrage. L’ap-
plication de ρjst�ent est plus intéressante. Une fois que
ρent a été appliqué, on obtient l’état partiel ∆1 dont les
variables sont {x, y, z}. On peut appliquer ρjst pour dé-
terminer quelles variables de ∆1 ont un domaine qui peut
être déduit des autres variables de ∆1. La variable x est la
seule variable pour laquelle toutes les valeurs supprimées
ne peuvent pas être justifiées par les contraintes impliquant
des variables internes à ∆1 : just(x 6= 3) implique une va-
riable externe. Ceci est directement visible avec le graphe



P = AC(P init|w=3)

just(w 6= 1) = nil

just(w 6= 2) = nil

just(x 6= 3) = (w 6= x)

just(y 6= 3) = (x ≥ y)

just(z 6= 0) = (x ≤ z)
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FIG. 7 – Gérer des justifications pendant la recherche.

∆2 = ρjst
vars(P )(P ) = { w ∈ {3} }

∆1 = ρent(P ) =

 x ∈ {1, 2}
y ∈ {0, 1, 2}
z ∈ {1, 2, 3}


∆3 = ρjst⊙ent(P ) = ρjst

vars(∆1)
(P ) = { x ∈ {1, 2} }

P init :


w ∈ {1, 2, 3}
x ∈ {1, 2, 3}
y ∈ {0, 1, 2, 3}
z ∈ {0, 1, 2, 3}

 P = AC(P init|w=3) :


w ∈ {3}
x ∈ {1, 2}
y ∈ {0, 1, 2}
z ∈ {1, 2, 3}



FIG. 8 – États courants de P init et P de la figure 7, et états partiels extraits en utilisant ρent, ρjst et ρjst�ent.

de dépendance sur la figure 7. Nous obtenons alors l’état
partiel ∆3 = {y ∈ {1, 2}}.

La complexité spatiale pour l’enregistrement des justifi-
cations est O(nd) alors que la complexité temporelle pour
gérer cette structure est O(1) même si une valeur est sup-
primée ou restaurée pendant la recherche.

8 Conclusion

Dans ce papier, nous avons brièvement montré les
connexions existantes entre différentes approches d’ap-
prentissage à l’aide d’un cadre général : celui des états par-
tiels inconsistants. Deux opérateurs originaux permettant
l’extraction d’IPSs ont également été décrits (et testés ex-
périmentalement dans [12]). L’identification et l’exploita-
tion d’IPSs sont deux activités prometteuses au regard des
résultats déjà obtenus [10, 16, 13, 12].
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Résumé

La notion de substituabilité directionnelle est une
forme faible de la substituabilité de voisinage [6] qui
a été proposée dans [17] pour améliorer la résolution
de problèmes de satisfaction de contraintes (CSP)
binaires. On part du fait que même si deux valeurs ne
sont pas voisinage substituables, elles peuvent l’être si
on restreint le voisinage en se référant à un ordre sur
les variables. La substituabilité directionnelle permet de
décomposer les domaines de valeurs des variables en
de sous-ensembles de valeurs qui peuvent être essayées
simultanément lors de la résolution du problème par un
algorithme du type“Backtracking”.

Dans le présent article, nous proposons deux extensions
au travail présenté dans [17] :

– Tout d’abord, nous généralisons davantage la no-
tion de substituabilité directionnelle en considé-
rant, comme référence, une orientation du graphe
d’inconsistance au lieu d’un ordre sur les variables.

– Ensuite, nous introduisons des conditions supplé-
mentaires de substituabilité garantissant l’optima-
lité de la solution lors de la résolution de problèmes
de satisfaction et d’optimisation de contraintes
(CSOP).

Des résultats de simulation, sur plusieurs CSOPs modéli-
sant des problèmes d’ordonnancement, montrent qu’une
variante de l’algorithme du Branch-and-Bound qui ex-
ploite la substituabilité directionnelle est souvent plus
efficace que l’algorithme original.

1 Introduction

Les problèmes de satisfaction de contraintes (CSPs)
constituent un cadre simple et assez général pour
modéliser divers problèmes combinatoires. Un CSP
se définit par la donnée d’un ensemble de variables,

chaque variable pouvant prendre une valeur parmi
un ensemble de valeurs possibles appelé domaine.
Puis, par un ensemble de contraintes exprimant des
restrictions sur les combinaisons de valeurs permises.
Résoudre un CSP revient à affecter aux variables,
des valeurs de leurs domaines respectifs de telle sorte
que toutes les contraintes soient satisfaites. Cette
tâche est difficile du point de vue de la complexité
puisqu’il s’agit de résoudre un problème NP-complet.
En général, un CSP n’admet pas une solution unique.
Pour les CSPs classiques, toutes les solutions sont
supposées avoir la même “qualité”. Ce qui fait que
la résolution de tels problèmes se résume souvent à
trouver la première solution. Cependant, dans plu-
sieurs situations réelles telles que l’ordonnancement
dans le secteur industriel, les solutions ne peuvent
pas être considérées comme équivalentes dans le sens
que certaines sont jugées meilleures que d’autres
selon un critère bien déterminé. Il s’agit désormais
de trouver la solution qui satisfait les contraintes et
qui, en plus, optimise un critère mesurant la qualité
des solutions. Les problèmes ainsi définis sont alors
des problèmes de satisfaction de contraintes avec
optimisation (CSOPs). Pour définir un CSOP et en
plus des composantes définissant le CSP sous-jacent,
on introduit une fonction coût qui permet d’exprimer
des préférences entres les combinaisons de valeurs qui
satisfont aux contraintes.

Dans cet article nous nous intéressons aux méthodes
de résolution de CSOPs dites complètes : celles
qui permettent de trouver une solution optimale si
cette dernière existe. L’algorithme du Branch-and-
bound [13] est sans doute l’algorithme complet le plus
utilisé pour résoudre les CSOPs. C’est une procédure
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d’exploration en profondeur d’abord munie d’une
fonction heuristique servant à évaluer le coût de la
solution complète que l’on peut espérer atteindre par
l’extension de la solution partielle courante. Le rôle
de la fonction heuristique est d’éviter l’exploration de
branches de l’arbre de recherche qui ne mènent pas à
des solutions meilleures que celles déjà trouvées.

Par ailleurs, la notion de substituabilité de voisinage
[6] a été proposée et utilisée comme un moyen de fil-
trage des domaines de valeurs des variables des CSPs
binaires. Plusieurs variantes de cette notion ont été
proposées, parmi lesquelles la notion substituabilité di-
rectionnelle [17]. Cette dernière est une forme faible
de la substituabilité de voisinage qui, au départ, vi-
sait à améliorer la résolution des CSPs binaires. On
part de l’idée que même si deux valeurs ne sont pas
voisinage substituables, elles peuvent l’être si on res-
treint le voisinage en se référant à un ordre sur les
variables. La substituabilité directionnelle ne peut pas
être utilisée comme un moyen de filtrage des domaines
des variables comme c’est le cas pour la substituabi-
lité de voisinage. Toutefois, on peut l’utiliser comme un
moyen de décomposition des domaines des variables en
de chaines de valeurs directionnellement substituables
qui peuvent être considérées simultanément lors de la
résolution des problèmes.
Dans le présent article, nous proposons deux exten-
sions du travail présenté dans [17] :

– Nous généralisons davantage la notion de substi-
tuabilité directionnelle en considérant, comme ré-
férence, une orientation du graphe d’inconsistance
au lieu d’un ordre sur les variables.

– Nous introduisons des conditions supplémentaires
de substituabilité garantissant l’optimalité de
la solution lors de la résolution de problème
de satisfaction et d’optimisation de contraintes
(CSOP).

Cet article est organisé comme suit : dans la sec-
tion 2, nous donnons les définitions et les notations
utilisées. Nous définissons par la suite (section 3), la
notion de substituabilité directionnelle. On présente,
dans la même section, une version de l’algorithme du
Branch-and-Bound qui exploite la substituabilité di-
rectionnelle ainsi qu’un algorithme qui décompose les
domaines de valeurs en de châınes de valeurs direction-
nellement substituables. La section 4 présente un algo-
rithme d’orientation du graphe d’inconsistance utilisée
dans la détermination de la substituabilité direction-
nelle. Dans la section 5, nous reportons les résultats
d’une expérimentation montrant l’apport de l’exploita-
tion de la notion de substituabilité directionnelle pour
la résolution de CSOPs binaires.

2 Définitions et notations

En plus des composantes qui définissent le problème de
satisfaction de contrainte sous-jacent, un CSOP [23]
fait intervenir une fonction coût qui permet de mesurer
la qualité de chaque solution. Formellement, un CSOP
peut être défini comme suit :

Définition 1 Un problème de satisfaction et d’opti-
misation de contraintes (CSOP) est défini par un qua-
druplet (X, D, C, Z) tel que :

1. X = {x1, ..., xn} est l’ensemble des variables.
2. D = {D1, ..., Dn} est l’ensemble des domaines de

valeurs, Dk étant le domaine de xk.
3. C = {C1, ..., Cm} est l’ensemble des contraintes.

Chaque contrainte Ck implique un sous-ensemble
de variables V ar(Ck) = xk1 , ..., xkr appelé la por-
tée de Ck et est définie par la relation, r-aire
Rel(Ck) ⊆ Dk1 × Dk2 ... × Dkr contenant les r-
uplets de valeurs respectant la contrainte Ck.

4. Z :
∏n

i=1 Di −→ IR est une fonction coût à mini-
miser.

L’arité d’une contrainte est la taille de sa por-
tée. L’arité d’un problème est l’arité maximale de ses
contraintes. Dans cet article, nous nous limitons aux
CSOPs binaires. Deux variables xi et xj reliées par
une contrainte binaire, notée Ci,j , sont dites voisines.
La valeur a ∈ Di, dénotée aussi (xi, a), est compa-
tible avec b ∈ Dj si (a, b) ∈ Rel(Ci,j). Dans ce cas,
on dit que b est un support de a. Si chaque valeur
du problème a, au moins, un support dans le domaine
de chaque variable voisine alors le problème est dit
arc-consistant. Le graphe d’inconsistance d’un CSOP
binaire est un graphe simple dans lequel les sommets
correspondent aux valeurs des variables et les arêtes
relient les couples de sommets qui représentent des va-
leurs incompatibles. L’ensemble des valeurs incompa-
tibles avec une valeur a d’une variable xi, est défini
par

N(xi, a) = {(xj , b) | Ci,j ∈ C et (a, b) /∈ Rel(Ci,j)}

En se référant à [6], une valeur a d’une variable xi

est voisinage substituable (VS) à une valeur b de xi

si et seulement si N(xi, a) ⊆ N(xi, b). Cette définition
peut être étendue pour tenir compte de la fonction
coût. Toutefois, cette dernière doit vérifier certaines
propriétés pour que ceci soit possible. En effet, la fonc-
tion coût est une fonction globale (n-aire) puisqu’elle
s’applique à toutes les variables du problème (voir dé-
finition 1) alors que la notion de substituabilité de voi-
sinage est une notion locale. On propose donc que Z
soit une fonction telle qu’il est possible de trouver une
fonction coût unaire z :

∪n
i=1 Di −→ IR qui vérifie
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∀ T ∈ D1 × . . .×Dn, Z(T ) = ⊕n
i=1z(Ti) (1)

où ⊕ désigne un opérateur monotone sur IR et Ti la
valeur affectée à la variable xi dans T . La substitua-
bilité de voisinage pour les CSOPs binaires peut alors
être définie de la manière suivante :

a ≼ b ⇔
{

N(xi, a) ⊆ N(xi, b) et
z(xi, a) ≤ z(xi, b)

Il en découle qu’à partir de toute solution dans laquelle
xi a pour valeur b, on peut déduire une solution de
qualité, au moins, égale si l’on substitue a à b. Par
conséquent, b peut être supprimée du domaine de xi

sans que l’on perde toutes les solutions optimales du
problème.

3 Substituabilité directionnelle (DS)

3.1 Définitions et propriétés

La substituabilité directionnelle [17] est une forme
faible de substituabilité de voisinage. Au départ, cette
notion a été définie en se référant à un ordre total sur
les variables du problème. Dans le présent article, on
généralise la notion de substituabilité directionnelle en
utilisant, comme référence, une orientation du graphe
d’inconsistance du CSOP. Formellement, une orienta-
tion Λ du graphe d’inconsistance d’un CSOP est une
affectation d’une direction à chaque arête {a, b} du
graphe donnant lieu, ou bien à l’arc (a, b) ou bien à
l’arc (b, a). Etant donnée une orientation Λ du graphe
d’inconsistance d’un CSOP, on définit l’ensemble des
conflits directionnels d’une valeur a d’une variable xi

par rapport à Λ de la manière suivante :

N⃗(xi, a) = {(xj , b) | Ci,j ∈ C, (a, b) /∈ Rel(Ci,j) et
(a, b) ∈ Λ} (2)

La substituabilité directionnelle se définit alors comme
suit :

Définition 2 Soit P = (X,D, C,Z) un CSOP binaire
et a et b deux valeurs d’une variable xi de P. a est dite
directionnellement substituable à b par rapport à une
orientation Λ du graphe d’inconsistance de P, (nota-
tion : a ≼P

Λ b) si et seulement si

N⃗(xi, a) ⊆ N⃗(xi, b) et z(xi, a) ≤ z(xi, b) (3)

Dans ce qui suit, on utilisera la notation ≼Λ au lieu
de ≼P

Λ si ceci n’entraine pas d’ambigüıté. La relation

≼Λ définit un préordre sur le domaine de chaque va-
riable. Ainsi, chaque domaine Di peut être subdivisé
en de sous-ensembles Di = Di,1 ∪ . . . ∪ Di,s tel que
les éléments de chaque Di,k, k = 1, ..., s sont tous
deux à deux comparables. C’est-à-dire, que pour tout
a, b ∈ Di,k, on a a ≼Λ b ou b ≼Λ a. Chaque Di,k est
donc une chaine de valeurs totalement ordonnée par
≼Λ. Dans chaque chaine Di,k, on peut distinguer le
sous-ensemble des éléments minimaux.

min(Di,k) = {a ∈ Di,k | ∀ b ∈ Di,k, a ≼Λ b} (4)

La proposition suivante identifie une classe polyno-
miale de CSOPs.

Proposition 1 Soit P = (X,D, C,Z) un CSOP bi-
naire arc-consistant et soit Λ est une orientation du
graphe d’inconsistance de P. Si chacun des domaines
de valeurs de P est une chaine non vide de valeurs
directionnellement substituables par rapport à Λ alors
une solution optimale de P peut être trouvée en un
temps polynomial.

Preuve : On montre qu’en sélectionnant un élément
minimum de chaque domaine de valeurs, on obtient
une solution optimale. Ce qui veut dire que tout n-
uplet T ∈ min(D1) × . . . × min(Dn) est une solution
optimale. En se référant à (3) et au fait que la fonction
z est calculable en temps polynomial, cette sélection
peut être effectuée en temps polynomial.

Supposons que T ∈ min(D1) × . . . ×min(Dn) n’est
pas une solution optimale. Ceci implique que T est
inconsistant ou que Z(T ) n’est pas minimum.

Commençons par supposer que T est inconsistant.
Donc T doit contenir, au moins, une paire de valeurs
incompatibles. Soit a ∈ min(Di) et b ∈ min(Dj) une
telle paire. Puisque a et b sont incompatibles, on doit
avoir (a, b) ∈ Λ ou (b, a) ∈ Λ. Supposons, sans perte
de généralité, que (a, b) ∈ Λ, (sinon on pourra raison-
ner sur b au lieu de a et obtenir le même résultat). Il
s’ensuit que b ∈ N⃗(xi, a), et puisque a ∈ min(Di) alors
pour tout a′ ∈ Di, on doit avoir b ∈ N⃗(xi, a

′). Ce qui
veut dire que b n’a pas de support dans Di et donc que
P n’est pas arc-consistant, d’où une contradiction.

Supposons, à présent que Z(T ) n’est pas mini-
mum, donc, qu’il existe T ′ ∈ D1 × . . . × Dn tel que
Z(T ′) < Z(T ). Puisque les valeurs de la fonction
Z sont obtenues à partir de celles de z en utilisant
un opérateur monotone (voir équation (1)), il doit
exister xi ∈ X tel que Ti = (xi, a), T ′

i = (xi, a
′) et

z(xi, a
′) < z(xi, a). Il en résulte que a /∈ min(Di),

d’où une contradiction.
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Nous nous intéressons aux méthodes de résolution
de CSOPs dites complètes : celles qui permettent de
trouver une solution optimale si cette dernière existe.
L’algorithme du Branch-and-bound est l’algorithme
complet le plus communément utilisé pour résoudre les
CSOPs. Cet algorithme explore l’espace de recherche
du problème à résoudre en effectuant une recherche
arborescente en profondeur d’abord. Les problèmes
considérés tout lelong d’un chemin de l’arbre de re-
cherche sont des réductions du problème initial que
l’on peut définir de la manière suivante :

Définition 3 Un problème P = (X, D, C, Z) est une
réduction d’un problème P ′ = (X ′, D′, C ′, Z ′) (nota-
tion P ⊑ P ′) si et seulement si

– X = X ′,
– Di ⊆ D′

i, pour tout xi ∈ X,
– C = {Ci,j | C ′

i,j ∈ C ′ et Rel(Ci,j) = Rel(C ′
i,j) ∩

Di ×Dj},
– Z est la restriction de Z ′ à D1 × . . .×Dn.

Une propriété essentielle de la substituabilité direc-
tionnelle est qu’elle soit préservée quand on passe d’un
problème à l’une de ses réductions. En effet, on a

Proposition 2 Soient P = (X, D,C, Z) et P ′ =
(X, D′, C ′, Z) deux CSOPs binaires tels que P ⊑ P ′

et Λ, (resp. Λ′) une orientation du graphe d’inconsis-
tance de P (resp. de P ′) telle que Λ ⊆ Λ′. Alors, on
a

∀ xi ∈ X, ∀ a, b ∈ Di ∩D′
i, a ≼P′

Λ′ b⇒ a ≼P
Λ b

Preuve : Désignons par N⃗P(xi, a) l’ensemble des
conflits directionnels de (xi, a) dans P et par ∆D l’en-
semble des valeurs de P ′ qui ne figurent pas dans P.
On a donc ∆D =

∪
xi∈X D′

i − Di. Soient (xi, a) et
(xi, b) deux valeurs quelconques disponibles dans P et
P ′. Puisque P ⊑ P ′, on a

N⃗P(xi, a) = N⃗P′
(xi, a) −∆D (5)

De même

N⃗P(xi, b) = N⃗P′
(xi, b) −∆D (6)

D’autre part, en partant de a ≼P′

Λ b, on déduit que
N⃗P′

(xi, a) − ∆D ⊆ N⃗P′
(xi, b) − ∆D et que

z(xi, a) ≤ z(xi, b). D’après (5) et (6), on obtient
N⃗P(xi, a) ⊆ N⃗P(xi, b). D’où, a ≼P

Λ b.

Une conséquence directe de la proposition 2 est que
pour toute paire de CSOPs P et P ′ telles que P ⊑ P ′,
si D′

i est une chaine de valeurs DS dans P ′ alors Di

est une chaine de valeurs DS dans P.

3.2 Exemple

Considérons le problème Job-Shop classique décrit
dans la figure 1. Il s’agit de planifier l’exécution de
deux jobs J1 et J2 sur trois machines M1,M2 et M3.
Chaque job Ji se compose de trois tâches Ti,1, Ti,2 et
Ti,3. Une tâche Ti,j est dédiée à être exécutée sur une
machine unique. Pour cet exemple, on suppose que
la durée de toutes les tâches est fixée à une unité de
temps, sauf T2,2 qui consomme deux unités. Les job-
shops font intervenir deux types de contrainte : des
contraintes de précédence qui imposent que les tâches
d’un même job soient exécutées les une après les autres
ainsi que des contraintes de ressource qui empêchent
qu’une machine exécute plus d’une tâche à la fois. Ré-
soudre un tel problème revient à affecter un temps
de début d’exécution à chacune des tâches de façon
à satisfaire les contraintes de précédence et de res-
source toute en minimisant le temps total d’exécution
de toutes les tâches (makespan).

Une modélisation possible des problèmes job-shops
en termes de CSOP binaire consiste à associer une
variable du CSOP à chacune des tâches. Ainsi, pour
notre exemple, on obtient un problème impliquant six
variables x1, . . . , x6. Les domaines de valeurs des va-
riables représentent une discrétisation du temps maxi-
mum impartie à l’exécution de toutes les tâches. Pour
le présent exemple, on suppose que les différentes
tâches peuvent commencer à des instants représentés
par les entiers de 0 à 4. Les contraintes impliquées sont
des contraintes binaires de précédence et de ressource.
On en trouve en tout sept contraintes (voir figure 1).
La fonction coût à minimiser est définie par

Z(T ) = max
1≤i≤6

{a + durée(xi) | Ti = (xi, a)}

où T désigne une instanciation de toutes les variables
du CSOP. En tenant compte des contraintes de précé-
dence, la fonction Z peut être calculée en prenant le
maximum uniquement sur la paire {x3, x6} au lieu de
X. On en déduit une définition possible de la fonction
z

z(xi, a) =
{

a + durée(xi) si i ∈ {3, 6}
0 sinon (7)

On obtient donc Z(T ) = max6
i=1(z(Ti)), où max est

bien un opérateur monotone. Après application d’un
algorithme d’arc-consistance, on obtient le problème
dont le graphe d’inconsistance est représenté dans
la figure 2. Dans cette même figure on peut égale-
ment voir une orientation du graphe d’inconsistance.
En se référant à cette orientation, on obtient les en-
sembles des conflits directionnels donnés dans le ta-
bleau 1. En examinant ce tableau, on constate que
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T1,1 T1,2

T2,1 T2,2 T2,3

T1,3

contrainte de resource

contrainte de précédence

J2

J1

Figure 1 – Un problème du type job-shop comportant
deux jobs et six tâches. Toutes les tâches sont suppo-
sées avoir une durée d’une unité de temps, sauf T2,2

qui en consomme deux.

2

1

x1 x2

x4 x5 x6

x3

3

2

1

2

1 4

3

4

3

1

0

0

Figure 2 – Graphe d’inconsistance du job-shop dé-
crit dans la figure 1 après application d’un algorithme
d’arc-consistance. On peut également voir une orien-
tation du graphe d’inconsistance.

tous les domaines de valeurs sont des chaines de va-
leurs DS sauf D2 qui est composé de deux chaines :
{(x2, 1), (x2, 2)} et {(x2, 3)}. En réduisant le domaine
de x2 à {(x2, 1), (x2, 2)} puis à {(x2, 3)}, on obtient
deux sous-problèmes qui, d’après la proposition 2, ne
contiennent que des chaines de valeurs DS comme
domaine. D’après la proposition 1, ces deux sous-
problèmes peuvent être résolus en un temps polyno-
mial.

3.3 Exploitation de la Substituabilité Direction-
nelle

La substituabilité directionnelle peut être utilisée pour
améliorer la résolution de CSOPs binaires et ceci en
l’intégrant à l’algorithme du Branch-and-Bound pour
obtenir l’algorithme BAB–DS (voir fonction 1). Pour
avoir une méthode de résolution plus efficace, BAB–
DS intègre également une procédure qui permet de
maintenir l’arc-consistance durant la recherche comme
dans l’algorithme de résolution de CSP MAC [19].

BAB–DS prend comme paramètres le CSOP à

0 1 2 3 4

x1 (x4, 0) ∅ ∅
x2 (x1, 1) (x1, 2) (x3, 3)

(x1, 2) (x6, 3)

x3 ∅ ∅
x4 ∅ (x1, 1)

(x5, 1)

x5 ∅ (x3, 3)
(x6, 3)

x6 ∅ ∅

Table 1 – Conflits directionnels des valeurs arc-
consistantes du CSOP décrit dans la figure 2.

résoudre (X,D, C,Z), (qui est supposé être arc-
consistant), une orientation du graphe d’inconsistance
du problème Λ, l’ensemble des variables non encore
instanciées Y et la meilleure solution courante I∗ et
procède comme suit : Il sélectionne une variable non
encore instanciée, calcule la partition de son domaine
de valeurs en des chaines de valeurs DS et décompose le
problème courant en deux sous-problèmes. Le premier
sous-problème est obtenu en réduisant le domaine de
valeurs de la variable courante à une chaine de valeurs
DS (notée Di,k dans le pseudo-code). L’arc-consistance
du problème résultant est alors restauré en utilisant
un algorithme d’arc-consistance. Puis, un appel récur-
sif est effectué pour considérer les variables restantes.
Cet appel permet d’obtenir la meilleure solution du
sous-problème qui limite les valeurs possibles de la
variable courante aux éléments de Di,k. Ensuite, un
processus de restauration des domaines de valeurs est
effectué et Di,k est éliminée du domaine de la variable
courante. Après restauration de l’arc-consistance du
problème résultant, l’algorithme effectue un deuxième
appel récursif pour considérer les autres chaines de va-
leurs DS. Les deux appels récursifs ne sont effectués
que si une fonction heuristique (h) indique qu’il est
possible d’obtenir des solutions de qualité meilleures
que celles déjà trouvées. Si l’algorithme réussit à ins-
tancier toutes les variables alors il exécute un proces-
sus polynomial (ligne 4) pour extraire la meilleure so-
lution à partir des chaines sélectionnées.

Fonction 1 BAB–DS((X,D, C,Z), Λ, Y, I∗)

1 : si Y = ∅ alors
2 : retourner(min(D))
3 : sinon

4 : xi ← Sélect(Y )
5 : Di ← DS-Partition(Di, Λ, (X,D, C,Z))
6 : Di,k ← Select (Di)
7 : Di ← Di,k

8 : AC(X,D, C)
9 : si ∅ /∈ D et h(D) < Z(I) alors
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10 : I ←BAB–DS(Y − {xi}, (X, D,C, Z), Λ, I∗)
11 : si Z(I) < Z(I∗) alors I∗ ← I
12 : Restaurer (D)
13 : Di ← Di - Di,k

14 : AC(X, D, C)
15 : si ∅ /∈ D et h(D) < Z(I∗) alors
16 : I ←BAB–DS(Y − {xi}, (X, D,C, Z), Λ, I∗)
17 : si Z(I) < Z(I∗) alors I∗ ← I
18 : Restaurer(D)
19 : retourner(I∗)

3.4 Algorithme de DS partition

La relation ≼Λ définit un préordre sur le domaine de
chaque variable du problème. Ce préordre peut être
utilisé pour partitionner les domaines de valeurs des
variables en de chaines de valeurs DS. En effet, à par-
tir de ≼Λ, on définit, tout d’abord, la relation ∼Λ telle
que a ∼Λ b si et seulement si a ≼Λ b et b ≼Λ a.
On peut facilement vérifier que ∼Λ est une relation
d’équivalence. ≼Λ induit un ordre partiel ≤Λ sur l’en-
semble Di\ ∼Λ des classes d’équivalence de ∼Λ tel que
[a] ≤Λ [b] si et seulement si a ≼Λ b, où [a] désigne la
classe d’équivalence de la valeur a.

En général, étant donné un ensemble partiellement
ordonné E, on peut avoir plusieurs partitions de E en
chaines d’éléments totalement ordonnés. En théorie
des ensembles, la partition optimale en chaines d’un
ensemble partiellement ordonné est connue sous le
nom de partition en chaines de Dilworth (DCP) [5].
C’est une partition qui contient le nombre minimum
de chaines parmi toutes les partitions possibles. La
taille d’une telle partition (i.e., le nombre de chaines
de la partition), définit la largeur de l’ordre partiel.
Le problème qui consiste à trouver la DCP d’un
ensemble partiellement ordonné peut être résolu en
temps polynomial en l’exprimant comme un problème
de recherche d’un couplage maximum dans un graphe
bipartite [9].

Motivé par le fait qu’à chaque noeud de l’arbre de
recherche, l’algorithme de résolution aura autant de
choix que de chaines dans une DCP du domaine de
la variable courante, nous proposons de calculer une
DCP à chaque noeud de l’arbre de recherche. Par cette
stratégie, on cherche à minimiser la taille de l’arbre de
recherche que l’algorithme aura à explorer.

La première étape du calcul de la DCP (voir la
fonction 2) consiste à déterminer la relation ∼Λ. Ceci
peut être accompli en O(nd2) étapes en utilisant l’algo-
rithme décrit dans [6] ou celui proposé dans [17], n et
d étant respectivement, le nombre de variables du pro-
blème et la taille maximale des domaines de valeurs.
On en déduit les classes d’équivalences Di/ ∼Λ en

O(d) étapes. L’étape la plus couteuse est celle du cal-
cul de la relation ≤Λ. Au pire des cas, d(d− 1)/2 tests
d’inclusion entre des paires d’ensembles de conflits di-
rectionnels sont nécessaires. Chaque test d’inclusion
peut être accompli en O(nd) puisque chaque ensemble
de conflit directionnel contient au maximum d(n− 1)
éléments. D’où une complexité de O(nd3) pour cette
étape. Ensuite, l’algorithme construit un graphe bipar-
tite G = (V, U,E) tel que V = U = Di/ ∼Λ et l’en-
semble des arêtes E contient une arête ([a], [b]) si et
seulement si [a] ≤Λ [b]. La construction de G nécessite
O(d2) étapes. Un algorithme de couplage maximum
est alors appliqué à G. On utilise l’algorithme décrit
dans [9] qui s’exécute en O(d2.5) étapes. Les chaines
de la DCP sont extraites du couplage maximum en in-
cluant les éléments de [a] et ceux de [b] dans une même
chaine chaque fois que l’arête ([a], [b]) fait partie du
couplage maximum. Ceci demande O(d2) étapes. D’où
une complexité totale de O(nd3).

Fonction 2 DS–Partition(Di,Λ, (X,D, C, Z))

1 : ∼Λ←− DirInterchangeable(Di, Λ, (X, D, C, Z))

2 : Di/ ∼Λ←− ExtractEqClass(∼Λ, Di, (X, D, C, Z))

3 : ≤Λ←− DirSubstituable(Di/ ∼Λ, (X, D, C, Z))

4 : G←− BipartiteGraph(Di/ ∼Λ,≤Λ)

5 : M ←− CouplageMaximum(G)

6 : Di ←− ExtractChaines(Di,∼Λ, M)

7 : return(Di)

3.5 Exemple (suite)

Reprenons l’exemple du paragraphe 3.2. Comme on
l’a déjà constaté, après application d’un algorithme
d’arc-consistance, tous les domaines de valeurs se
trouvent réduits à des chaines de valeurs DS sauf D2

qui est composé de deux chaines : {(x2, 1), (x2, 2)}
et {(x2, 3)}. L’application de l’algorithme BAB–DS
à cet exemple se résume à instancier les variables
x1, x3, x4, x5 et x6 par les seules chaines qui consti-
tuent leurs domaines respectifs. Pour x2, il y a deux
instanciations possibles qui correspondent aux deux
chaines données ci-dessus. Commençons par réduire
D2 à la chaine {(x2, 1), (x2, 2)}. A ce stade, tous les
domaines sont des chaines de valeurs DS. La restaura-
tion de l’arc-consistance (ligne 8) ne change rien à ce
fait d’après la proposition 2. Le graphe d’inconsistance
du problème obtenu est illustré dans la figure 3-(a).
Par la suite, l’algorithme choisit un élément minimum
de chacun des domaines (ligne 2). D’après le tableau
1 et la figure 3-(a), le choix est unique pour chacune
des variables et l’on obtient l’instanciation complète
(1, 2, 3, 0, 1, 3) qui est bien une solution qui satisfait
toutes les contraintes et qui a un coût égal à 4 uni-
tés de temps. Enfin, BAB–DS réduit D2 à {(x2, 3)}.
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Figure 3 – (a) Graphe d’inconsistance du CSOP asso-
cié au job-shop décrit dans la figure 1 après réduction
de D2 à la chaine {(x2, 1), (x2, 2)} et application d’un
algorithme d’arc-consistance. (b) Graphe d’inconsis-
tance du même CSOP après réduction de D2 à la
chaine {(x2, 3)} et application d’un algorithme d’arc-
consistance.

En appliquant l’algorithme d’arc-consistance, puis la
fonction heuristique h sur les domaines ainsi réduits,
on déduit qu’il n’est pas possible de trouver une so-
lution meilleure que celle déjà trouvée. En effet, les
domaines de x3 et de x6 sont tous les deux réduits à
la seule valeur 4 (voir figure 3-(b)). Ce qui veut dire
que la meilleure solution qu’on peut espérer trouver a
un coût de 5 unités de temps.

4 Orientation du graphe d’inconsistance

L’orientation du graphe d’inconsistance utilisée
comme référence (voir équation 2) pour déterminer les
valeurs DS a un grand impact sur l’occurrence des va-
leurs DS. Les meilleures résultats ont été obtenus lors-
qu’on s’est référé à une orientation qui favorise l’oc-
currence des valeurs DS à des niveaux proches de la
racine de l’arbre de recherche. Une telle orientation
est obtenue dynamiquement en utilisant un algorithme
glouton (voir fonction 3). Au départ du processus de
recherche, l’orientation Λ est vide. A chaque étape,
l’algorithme d’orientation ne considère que les arêtes
qui relient les valeurs de la variable courante à ceux des
variables déjà instanciées. Soit a une valeur quelconque
de la variable courante qui est incompatible avec une
valeur b d’une variable déjà instanciée. L’arête {a, b}
donnera lieu à l’arc (a, b), qui sera ajouté à Λ.

Cette stratégie favorise l’occurrence des valeurs
DS à des niveaux proches de la racine. En effet,
rappelons que seulement les arcs sortants d’une valeur
sont pris en considération lors du calcul des conflits
directionnels de cette valeur. En ne considérant que
les arêtes qui vont vers les valeurs des variables
instanciées, on augmente les chances des valeurs

des variables traitées à des niveaux proches de la
racine à être DS les une aux autres. La raison de
ceci est que, proche de racine, il y a peu de variables
instanciées. Le fait de considérer de larges chaines
de valeurs DS à des niveaux peu profonds de l’arbre
de recherche est une stratégie souvent avantageuse
car, à ce stade, l’heuristique d’ordre des valeurs ne
dispose pas d’assez d’information pour faire des choix
de valeurs corrects. En prenant des décisions portant
sur plusieurs valeurs, on peut éviter des erreurs qui,
plus elles sont commises tôt, plus elles sont couteuses
en temps d’exploration.

Fonction 3 Orientation(xi, Λ, Y, (X,D, C,Z))

1 : pour tout xj ∈ X − Y | Ci,j ∈ C faire
2 : pour tout a ∈ Di faire
3 : pour tout b ∈ Dj | (a, b) /∈ Rel(Ci,j)

faire
4 : Λ←− Λ ∪ {(a, b)}
5 : Retourer(Λ)

5 Résultats expérimentaux

L’expérimentation porte sur la comparaison des per-
formances de l’algorithme du Branch-and-Bound clas-
sique et de BAB–DS sur des problèmes du type job-
shop [1] qui ont été modélisés comme indiqué dans
le paragraphe 3.2. L’algorithme d’arc-consistance em-
ployé est AC-3 [16]. L’heuristique d’ordre de variables
est min-domain/wdeg [2], Pour l’ordre des valeurs,
nous avons testé deux heuristiques : min. conflit qui
privilégie les valeurs qui ont le moins de conflits [7]
et min. valeur qui tient compte de la fonction coût
en favorisant les plus petites valeurs. La fonction z,
qui est indispensable pour définir la substituabilité di-
rectionnelle, est déduite de Z de manière analogue à
celle spécifiée par l’équation (7). Les critères d’évalua-
tion des performances sont le temps de calcul et la
qualité de la meilleure solution trouvée. Les deux al-
gorithmes ont été implémentés en C++ et exécutés
sur un PC à 2 GHZ de fréquence et une mémoire vive
de 4GB. Les problèmes test utilisés sont ceux référen-
cés par js-taillard-15 disponibles sur [14]. Ce sont
dix instances de job-shops comportant 15 jobs et 15
machines, (donc 225 tâches), générés selon le modèle
décrit dans [22]. Pour ces instances de job-shop, la dis-
crétisation du temps maximum impartie pour l’exécu-
tion de toutes les tâches donne plus de mille valeurs.
Pour obtenir des solutions en des temps d’exécution
raisonnables pour des CSOPs impliquant de si large
domaines de valeurs, on a élargi davantage les do-
maines de valeurs pour obtenir des instances plus fa-
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ciles. Ainsi, on a multiplié les tailles des domaines ori-
ginaux par un facteur de 105%, 104% puis 103% pour
obtenir des instances qui vont des plus faciles aux plus
difficiles. De plus, on a fait recours à une recherche par
divergence limitée [8], pour les deux algorithmes.

Les résultats obtenus (voir figure 4) montrons clai-
rement que BAB–DS a trouvé des solutions pour plus
d’instances que BAB. Pour les instances auxquelles les
deux algorithmes ont réussit à trouver des solutions,
on constate que dans la plupart des cas, ou bien que la
solution trouvée par BAB–DS a un coût meilleur que
celle trouvée par BAB, ou bien que BAB–DS trouve
une solution ayant le même coût mais en moins de
temps. Avec l’heuristique min. conflit, sur les trente
instances considérées, il y a uniquement trois instances
(tai15-104-4, tai15-104-7 et tai15-103-7) sur lesquelles,
BAB a été meilleur que BAB–DS. Avec l’heuristique
min. valeur, BAB–DS a donné des résultats meilleures
sur toutes les instances sauf l’instance tai15-104-9. En-
fin, la supériorité de BAB–DS ne semble dépendre ni
de la difficulté des instances ni de l’heuristique d’ordre
des valeurs utilisée puisque BAB–DS est globalement
meilleur sur les trois niveaux de difficulté.

6 Travaux Connexes

Plusieurs travaux ont porté sur l’exploitation dy-
namique de l’interchangeabilité de voisinage qui est
un cas particulier de la substituabilité de voisinage
[10, 15, 21]. Les algorithmes proposés détectent des
sous-ensembles de valeurs voisinage interchangeables,
dont le produit cartésien fournit une représentation
compacte de l’ensemble de solutions du CSP. Cette
représentation des solutions par produit cartésien est
très utilisée pour le calcul de toutes les solutions. Dans
[4], les auteurs montrent que les algorithmes s’ap-
puyant sur la représentation par produit cartésien sont
aussi efficaces pour la recherche de la première solution
d’instances difficiles de CSP.

Toutefois, l’efficacité de ces méthodes reste tribu-
taire de l’occurrence de l’interchangeabilité de voisi-
nage. Cette dernière est plutôt rare quand il s’agit
de situations réelles. Pour cette raison, plusieurs va-
riantes de l’interchangeabilité de voisinage ont été pro-
posées. Dans [24], les auteurs proposent la notion d’in-
terchangeabilité conditionnelle, qui vise à détecter plus
de valeurs voisinage interchangeables. Une condition
est une restriction du domaine des variables voisines
qui permet de capturer l’interchangeabilité dans des
situations où l’interchangeabilité de voisinage ne s’ap-
plique pas. Bowen et Likitvivatanavong ont introduit
le concept de transmutation de domaine [3]. Leur ap-
proche consiste à regrouper plusieurs valeurs afin d’ex-
ploiter plus intensivement l’interchangeabilité. Les au-

teurs ont reporté que leur approche est particulière-
ment avantageuse dans la recherche de toutes les so-
lutions d’un CSP. Le filtrage par interchangeabilité
de voisinage a été aussi appliqué aux CSPs non bi-
naires [12]. Dans [18], les auteurs ont généralisé la
définition d’interchangeabilité en vue de l’appliquer
aux soft CSPs. Ils ont introduit deux relaxations en
s’appuyant sur les notions de dégradation et de seuil.
Ces deux formes d’interchangeabilités sont respecti-
vement notées δinterchangeabilité de voisinage (δNI)
et αinterchangeabilité voisinage (αNI). Il a été expéri-
mentalement montré que les valeurs δNI et αNI sont
fréquemment rencontrées lors de la résolution de CSPs
flous et de CSPs pondérés. Enfin, la notion de substi-
tuabilité a été également définie pour les contraintes
où des tuples redondants sont détectés et supprimés
des relations définissant les contraintes [11], .

Toutes les approches citées ci-dessus utilisent di-
verses formes d’interchangeabilité ou de substituabilié
pour déterminer les valeurs ou les tuples qu’on peut
supprimer sans perdre toutes les solutions (optimales)
du problème. Ces méthodes peuvent donc être clas-
sées comme des méthodes de filtrage. Dans notre cas,
la substituabilité directionnelle ne permet pas d’élimi-
ner les valeurs ou les tuples redondants, mais permet,
à un algorithme de recherche arborescente, d’effectuer
des branchements sur plusieurs valeurs à la fois. La
substituabilité directionnelle est donc une méthode de
décomposition de domaine.

7 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé deux extensions à
la notion de substituabilité directionnelle présentée par
l’un des auteurs dans [17]. Tout d’abord, nous avons
généralisé davantage la substituabilité directionnelle
en considérant, comme référence, une orientation du
graphe d’inconsistance du problème au lieu d’un ordre
sur les variables du problème. Puis, nous avons intro-
duit des conditions supplémentaires de substituabilité
garantissant l’optimalité de la solution lors de la ré-
solution de problème de satisfaction et d’optimisation
de contraintes (CSOP).
Les résultats de simulation sur plusieurs CSOPs qui
codent des problèmes d’ordonnancement du type job-
shop ont montré qu’une variante de l’algorithme du
Branch-and-Bound exploitant la substituabilité direc-
tionnelle est souvent plus efficace que l’algorithme ori-
ginal.

Une extension possible de ce travail consiste à pro-
poser une formulation encore plus générale de la sub-
stituabilité directionnelle afin de pouvoir l’appliquer
aux Soft CSPs [20] qui est un formalisme offrant une
plus grande capacité à exprimer des problèmes réels.
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631–637, Montréal, Canada, 1995

[21] Silaghi, M. C., Sam-Haroud, D., Faltings, B.
V. Ways of maintaining arc-consistency in search
using the Cartesian representation New Trends in
Constraints, Joint ERCIM/Compulog Net Work-
shop, pages 173–187, Springer-Verlag, 2000

[22] Taillard, E. Benchmarks for basic scheduling pro-
blems. European Journal of Operational Research,
64 : 278–285, 1993

[23] Tsang, E. Foundations of constraint satisfaction.
Published by Academic Press Limited in UK 24-28
Oval Road, London NW1 7DX USA : Sandiego,
CA 92101 ISBN 0-12-701610-4. 1993

[24] Zhang, Y., Freuder, E.C. Conditional interchan-
geability and substitutability. In Proceedings of
Fourth International Workshop on Symmetry and
Constraint Satisfaction Problems (SymCon04),
Toronto, 2004

383



Min. conflit Min. valeur
temps coût temps coût

inst. BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS

105-0 7065 651 1308 1308 – 225 – 1290
105-1 90 3847 1326 1325 – 1573 – 1304
105-2 11521 748 1295 1295 – 1173 – 1285
105-3 – 3743 – 1239 – 6193 – 1234
105-4 – 5503 – 1297 4491 12943 1291 1285
105-5 – 2532 – 1308 – 2249 – 1309
105-6 105 6056 1297 1296 2292 9559 1284 1286
105-7 – 376 – 1282 – 523 – 1282
105-8 3406 74 1353 1353 – 2541 – 1343
105-9 3051 4681 1334 1333 739 13850 1334 1316

Min. conflit Min. valeur
temps coût temps coût

inst. BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS

104-0 – 4526 – 1296 12157 3366 1292 1279
104-1 – 460 – 1313 – 12147 – 1302
104-2 – 88 – 1283 – 13812 – 1269
104-3 646 2716 1228 1227 – 11080 – 1228
104-4 1500 12942 1285 1285 – 10504 – 1281
104-5 – 643 – 1297 – – – –
104-6 – 1136 – 1284 – 766 – 1282
104-7 2606 14028 1270 1270 – – – –
104-8 61 539 1341 1340 – 4137 – 1340
104-9 99 79 1321 1321 739 – 1318 –

Min. conflit Min. valeur
temps coût temps coût

inst. BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS

103-0 – 122 – 1284 – – – –
103-1 – 885 – 1301 – 3813 – 1284
103-2 – 423 – 1271 – 389 – 1262
103-3 – – – – – 9734 – 1213
103-4 – – – – – 218 – 1270
103-5 – – – – – – – –
103-6 – 1274 – 1273 – – – –
103-7 2513 – 1259 – – – – –
103-8 – – – – – 132 – 1327
103-9 – 454 – 1309 – 8926 – 1287

Figure 4 – Résultats obtenus par BAB et BAB-DS sur les instances js-taillard-15-(105 à 103) avec deux
heuristiques d’ordre des valeurs : min. conflit et min. valeur. Le temps CPU en secondes et le coût de la
meilleure solution trouvée sont indiqués. Pour le temps CPU, on indique les temps auxquels ont été trouvées
les meilleures solutions. Le temps d’exécution a été limité à 4 heures par instance.
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Résumé

Dans ce papier, une généralisation sémantique de
la substituabilité des valeurs au voisinage est présentée.
Notre généralisation est obtenue par une substitution
de la notion syntaxique de supports avec une mesure
sémantique de la propagation de valeurs obtenues par
une utilisation classique de l’arc-cohérence de singleton.
Ces nouvelles formes généralisées sont alors exploitées
de deux manières différentes. Dans un premier temps,
un nouveau prétraitement, intégré à l’algorithme d’Arc-
Cohérence de Singleton, des réseaux de contraintes est
proposé. Ensuite, puisque l’arc-cohérence de singleton
est une opération de base des algorithmes de résolu-
tion de type MAC (choix+propagation), nous montrons
que notre généralisation peut être facilement exploitée
dynamiquement. Les résultats expérimentaux de notre
approche se montrent intéressants sur certaines classes
d’instances CSP pour le prétraitement, et permettent de
montrer que la recherche dynamique de valeurs substi-
tuables aux algorithmes de recherche classiques s’avère
rentable.

1 Introduction

Le problème de satisfaction de contraintes (CSP)
est un cadre général de modélisation et de résolu-
tion de problèmes combinatoires, dans notre cas, à
domaines finis discrets. Il est défini comme le pro-
blème consistant à trouver des valeurs à affecter aux
variables de manière à satisfaire des contraintes géné-
ralement exprimées par l’ensemble des combinaisons
de valeurs autorisées (ou, dualement, interdites). Ce
problème de décision NP-Complet, a conduit de nom-
breux chercheurs à mettre en œuvre des approches
algorithmiques pour résoudre aussi efficacement que
possible le cas général. Ceci a permis de définir de

nouveaux paradigmes de résolution et à en améliorer
les étapes, telle que le prétraitement, la propagation
de contraintes, le choix de la variable ou le choix de
la valeur à affecter. Dans le cas d’une recherche ar-
borescente, il est possible d’entrevoir deux types de
stratégies, non exhaustives, qui, a un instant τ de la
recherche, visent à comprendre et à analyser ce qui
s’est passé avant τ pour mieux anticiper le futur de la
recherche.

Pour les stratégies prenant en compte le passé (ap-
proches rétrospectives), l’analyse de conflits et la géné-
ration de nogoods (ensembles de choix d’affectations
incohérents) restent des moyens efficaces d’élaguer un
espace de recherche, c’est-à-dire d’éviter d’évaluer un
sous-espace de recherche redondant qui mènerait à une
incohérence, mais peuvent être coûteuses ou difficiles
à mettre en place. Pour les stratégies privilégiant le fu-
tur (approches prospectives), il est possible de consi-
dérer les techniques de propagations de contraintes,
par exemple, qui permettent de supprimer les valeurs
qui s’avèrent problèmatiques (incohérentes) dans la
suite de la résolution. Mais il y a aussi des traitements
efficaces prenant en compte ces deux types de stra-
tégies. L’un des exemples est l’heuristique de choix
de variables dom/wdeg qui utilise la pondération de
contraintes préalablement falsifiées pour choisir la pro-
chaine variable à affecter.

D’autres types de traitements ont aussi fait l’objet
de nombreux travaux, comme la détection et l’exploi-
tation de différentes formes de structures du problème.
Parmi elles, nous pouvons citer les symétries de ma-
nière générale [1, 6], et des formes plus faibles telles
que l’interchangeabilité et la substituabilité de valeurs
au voisinage [3]. Ces dernières sont plus simples à dé-
tecter (inclusions de tuples autorisés au voisinage) et
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à exploiter (suppressions de valeurs) que les symétries
dont le problème de la détection, équivalent à l’au-
tomorphisme de graphes, est difficile dans le cas géné-
ral. Ces structures sont détectées, de manière générale,
dans leurs formes syntaxiques au niveau du prétrai-
tement et exploitées ensuite de manière statique ou
dynamique [2, 4].

Dans ce cadre, l’approche que nous proposons est
basée sur une généralisation sémantique de la substi-
tuabilité et, parallèlement, de l’interchangeabilité de
valeurs au voisinage. Celles-ci sont effectuées en rem-
plaçant la notion syntaxique de supports par une me-
sure sémantique de la propagation des contraintes ob-
tenues par une utilisation classique de l’arc-cohérence
de singleton. Cette généralisation admet plusieurs
avantages. Premièrement, elle peut être mise en œuvre
de manière statique dans le cadre d’un prétraitement
intégré à l’algorithme d’Arc-Cohérence de Singleton
(SAC) en donnant lieu à une double généralisation de
cet algorithme et de la substituabilité au voisinage.
Ce prétraitement vise à faciliter la détection de va-
leurs substituables sans surcoût pendant la recherche.
Passer du temps pour le prétraitement peut avoir des
conséquences avantageuses pour la suite de la réso-
lution, et le filtrage par SAC en est un exemple. Le
second avantage réside dans la simplicité de mise en
œuvre dynamique. En effet, comme la vérification de
la cohérence d’arc des singletons est une opération de
base des algorithmes de type MAC, il est possible d’ex-
ploiter cette généralisation de manière dynamique au
moment de l’affectation d’une valeur d’une variable.
Celle-ci combine donc les stratégies “passé” et “futur”,
et permet d’agir en cours de recherche. Elle permet
de conserver une trace de l’état du réseau obtenu par
la propagation des contraintes après affectation d’une
variable, pour vérifier par la suite si cet état réapparâıt
et éviter ainsi une exploration redondante.

Après avoir défini quelques notions de bases essen-
tielles à la compréhension du problème, nous décrirons
notre généralisation de la substituabilité au voisinage
par l’arc-cohérence de singleton (3.1), en étudiant les
approches statiques (3.2) et dynamiques du problème
(3.3). La section 4 présentera la validation expérimen-
tale de ces approches avant de conlure en énonçant
quelques perspectives.

2 Notion de bases

Un réseau de contraintes P est un couple (X , C)
avec X = {x1, ..., xn} un ensemble de variables et
C = {c1, ..., ce} un ensemble de contraintes entre les

variables de X . À chaque variable xi de X est associé
un ensemble de définition fini dom(xi) = {v1, ..., vd},
appelé domaine de xi. Une affectation (resp. réfutation)

est un couple (x, v) ∈ (X , dom(x)), noté x = v (resp.
x 6= v), tel que dom(x) = {v} (resp. v est supprimée
de dom(x)).

Chaque contrainte ci est définie par un couple (si, ri)
tel que :

– si ⊆ X est appelé portée de la contrainte ci et
correspond aux variables sur lesquelles s’applique
la contrainte ci. On note card(si) = ai l’arité de
la contrainte ci ;

– ri ⊆
∏

x∈si
dom(x) est appelée relation et repré-

sente un ensemble de tuples autorisés, appelés sup-
ports de ci, entre les variables de si.

Relativement à la portée, deux variables distinctes
x et y sont dites voisines ssi il existe une contrainte
ci ∈ C, appelée contrainte voisine de x et y, telle que
{x, y} ⊆ si. Un ensemble de variables X ⊆ X (resp.
ensemble de contraintes C ⊆ C) est au voisinage d’une
variable x (x 6∈ X) si et seulement si pour tout xi ∈ X
(resp. ci ∈ C), x est voisine de xi (resp. ci).

En considérant la notion de tuple, nous note-
rons dom(ci) le domaine de définition de ci tel que
dom(ci) = ri. Chaque tuple t ∈ dom(ci) est défini
par un ai − uplet (v1, ..., vai

). Nous utiliserons la no-
tation t[xj ] pour désigner la valeur vj associée à xj

et t[x̂j ] pour représenter (v1, ..., vj−1, vj+1, ..., vai
). Un

tuple t ∈ dom(ci) est un support pour x = v (x ∈ si et
v ∈ dom(x)) si et seulement si t[x] = v. L’ensemble des
supports pour x = v dans ci est noté supports(ci|x=v).
Une contrainte est satisfaite ssi elle contient au moins
un support.

Une solution pour un réseau de contraintes P =
(X , C) est une affectation de chaque variable de X
satisfaisant toutes les contraintes. Un réseaux de
contraintes est dit cohérent (ou satisfaisable) s’il admet
au moins une solution, et incohérent (ou insatisfaisable)
sinon. Le problème de satisfaction de contraintes CSP
est le problème de décision (NP-complet) qui consiste
à déterminer si un réseau de contraintes admet ou non
une solution. Nous évoquerons la résolution d’une ins-
tance CSP, définie par un réseau de contraintes P,
comme étant la recherche d’une solution ou la démons-
tration de l’insatisfaisabilité.

Pour la résolution de CSP, nous considérons uni-
quement des algorithmes de recherche en profondeur
d’abord, de type retours-arrière (Backtrack ou BT),
maintenant la cohérence d’arc à chaque noeud de
l’arbre (MAC pour Maintain Arc Consistency). Cet algo-
rithme de type choix+propagation est complet, c’est-
à-dire qu’il amène nécessairement à une réponse en
parcourant, dans le pire des cas, l’ensemble de l’espace
de recherche.

La Cohérence d’Arc est un processus de filtrage ap-
pelé propagation de contraintes. Dans un CSP une va-
leur v de dom(x) est arc-cohérente pour une contrainte
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ci (x ∈ si) ssi il existe un support pour x = v dans
ci. Une variable est arc-cohérente pour une contrainte
ssi toutes ses valeurs sont arc-cohérentes. Une variable
est arc-cohérente ssi elle est arc-cohérente pour toutes
les contraintes dans lesquelles cette variable est im-
pliquée. Un réseau est arc-cohérent ssi toutes ses va-
riables sont arc-cohérentes. Sans distinction sur l’arité
des contraintes du réseau, la Cohérence d’Arc est appe-
lée Cohérence d’Arc Généralisée (GAC) D’autres types
de cohérences existent et permettent un filtrage, plus
ou moins fort, des variables en fonction des contraintes
du réseau. On définit φ(P) le réseau de contraintes ob-
tenu après l’application de l’algorithme de propagation
de contraintes φ. Par exemple, φ = GAC signifie que
toutes les valeurs arc-incohérentes de P sont suppri-
mées. Dans la suite nous noterons, pour simplifier, le
réseau de contraintes obtenu par l’application de la
Cohérence d’Arc AC(P). S’il existe une variable ayant
un domaine vide dans φ(P), on note φ(P) |= ⊥ l’in-
cohérence résultant de φ. Le sous-réseau obtenu après
l’affectation x = v est noté P|x=v.

La résolution de type MAC impose de spécifier le
type de branchement utilisé pour développer l’arbre
de recherche. En effet, il est possible de considérer un
branchement binaire (2way-branching) ou non binaire
(dway-branching). Par 2way-branching , on entend qu’à
chaque étape un couple variable-valeur (x, v) est sélec-
tionné et deux cas sont ensuite considérés : l’affectation
x = v et, si celle-ci n’aboutit pas à une solution, la ré-
futation x 6= v qui se poursuit du choix d’un nouveau
couple. Pour le dway-branching , à chaque étape, une
variable x est sélectionnée et affectée à une valeur v de
dom(x). Si cette valeur est réfutée, une autre valeur de
dom(x) est choisie puis affectée, ceci tant que la réfu-
tation n’amène pas à une incohérence locale. Chacun
de ces modèles a des avantages, le 2way-branching est
néanmoins préféré en pratique puisqu’il donne une im-
portance majeure à l’heuristique de choix de variables.

En suivant ces modèles axés sur le développement
d’un arbre de recherche, nous pouvons définir une no-
tion d’instanciation pour un CSP P = (X , C). L’instan-
ciation des variables de X ⊆ X est une application IX

de X dans dom(x) qui a x associe v, décrivant l’af-
fectation x = v. IX est appelée instanciation complète
si X = X et instanciation partielle sinon. I∅ représen-
tera l’absence d’affectation. Une instanciation IX est
cohérente si et seulement si elle vérifie les contraintes
du réseau. Une instanciation complète et cohérente est
une solution.

Ces quelques notions permettent de définir notre
cadre, dont le travail préliminaire passe par la défi-
nition et l’étude de la substituabilité au voisinage, ce
qui permettra une meilleure compréhension de l’inté-
rêt d’intégration de cette approche aux algorithmes

existant.

3 Substituabilité basée sur l’arc-

cohérence de singleton

3.1 Définition et étude de la substituabilité au voi-

sinage

La substituabilité et, parallèlement, l’interchangea-
bilité sont les mâıtres-mots de notre contribution. Ces
propriétés des CSP ont donné lieu à de nombreux tra-
vaux mettant en évidence la difficulté à les déterminer
[3]. Il existe deux formes de substituabilité et inter-
changeabilité : complète ou local.

Pour un CSP P = (X , C) et deux couples dis-
tincts (x, v), (x, v′) ∈ (X , dom(x)), v est complètement
substituable par v′ ssi pour chaque solution IX telle
que IX (x) = v, il existe une solution I ′

X telle que
I ′
X (x) = v′ et I ′

X (y) = IX (y) pour tout y ∈ X et
y 6= x. Il est facile de voir que les notions d’interchan-
geabilité complète et de substituabilité complète sont
liées. En effet, deux valeurs v et v′ sont complètement
interchangeables ssi v est complètement substituable
par v′ et v′ est complètement substituable par v. Deux
valeurs complètement interchangeables sont donc com-
plètement substituables. Cette définition montre la dif-
ficulté à déterminer l’interchangeabilité ou la substi-
tuabilité complète de deux valeurs, dont la complexité
est coNP-complet. Cela nécessite l’énumération des so-
lutions (variable de référence exclue) et la vérification
de l’inclusion de chacune dans les autres.

Cependant, un affaiblissement permet de définir une
forme locale de la substituabilité et de l’interchangea-
bilité de deux valeurs : substituabilité au voisinage et
interchangeabilité au voisinage. Celles-ci se définissent
par la substituabilité ou l’interchangeabilité entre deux
valeurs d’une variable x sur un sous-ensemble de va-
riables ou de contraintes du réseau, notamment au voi-
sinage de x. Dans la suite, nous nous concentrerons sur
la substituabilité au voisinage, que nous privilégierons
à l’étude de l’interchangeabilité car, comme nous l’évo-
querons, déterminer la substituabilité suffit dans notre
cadre. De façon analogue à la forme de substituabilité
complète, il nous est possible de définir la substituabi-
lité au voisinage comme suit :

Définition 1 Soit P = (X , C) un CSP, soient deux
couples distincts (x, v), (x, v′) ∈ (X , dom(x)) et X
l’ensemble de variables composé de x et de ses voi-
sines. v est substituable par v′ au voisinage de x si et
seulement si, pour chaque instanciation partielle co-
hérente IX telle que IX(x) = v, il existe une instan-
ciation partielle cohérente I ′

X telle que I ′
X(x) = v′ et

I ′
X(y) = IX(y), pour tout y ∈ X et y 6= x.
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Cette définition se concentre cette fois sur l’ensemble
de variables X, correspondant à la variable x et son
voisinage, pour mettre en évidence la relation entre
l’état du voisinage de x pour l’une et l’autre des valeurs
de son domaine. Dans la littérature, il est possible de
trouver une reformulation plus classique de cette dé-
finition [3] qui se concentre sur la notion de supports
au voisinage :

Définition 2 Pour un CSP P = (X , C) et deux
couples (x, v), (x, v′) ∈ (X , dom(x)). v est substituable
par v′ au voisinage de x ssi, pour toute contrainte ci

voisine de x, supports(ci|x=v) ⊆ supports(ci|x=v′).

Intuitivement, la notion de supports peut être as-
sociée à la notion de propagation de contraintes pour
énoncer les propositions suivantes :

Proposition 1 Soit P = (X , C) un CSP, soient deux
couples (x, v), (x, v′) ∈ (X , dom(x)), et φ un algo-
rithme de propagation de contraintes. v est substituable
par v′ au voisinage de x si et seulement si le CSP
φ(P|x=v) est un sous-réseau de φ(P|x=v′), à l’excep-
tion de la variable x.

Proposition 2 Soit P = (X , C) un CSP, soient deux
couples (x, v), (x, v′) ∈ (X , dom(x)) tels que v est sub-
stituable par v′ au voisinage de x , et φ un algorithme
de propagation de contraintes. Si φ(P|x=v′) |= ⊥ alors
φ(P|x=v) |= ⊥.

Ces deux résultats forment le centre d’intérêt de
notre contribution. Pour prouver ces propositions, il
suffit de se concentrer sur les définitions 1 et 2. Le
sens “si” est immédiat. Puisque v est substituable par
v′ au voisinage de x, nous avons, d’après la définition
2, supports(ci|x=v) ⊆ supports(ci|x=v′). En itérant la
propagation des contraintes jusqu’à atteindre un point
fixe du CSP, les supports supports(c|x=v) de φ(P|x=v)
sont inclus dans les supports supports(c|x=v′) pour
tout c, à l’exception de la variable x . Donc CSP
φ(P|x=v) est un sous-réseau de φ(P|x=v′), variable x
exclue.

Dans l’autre sens, nous avons φ(P|x=v) sous-réseau
de φ(P|x=v′), en omettant la variable x, et φ un
algorithme vérifiant la cohérence locale du réseau.
Donc pour chaque instanciation localement cohérente
IX\{x} (avec X ensemble de variable composé de
x et de son voisinage) de φ(P|x=v), il existe une
instanciation localement cohérente I ′

X\{x} telle que

I ′
X\{x}(y) = IX\{x}(y), pour tout y ∈ X et y 6= x.

En considérant la variable x dans chacune des instan-
ciations, nous obtenons IX(x) = v et I ′

X(x) = v′,
mais aussi I ′

X\{x}(y) = IX\{x}(y). D’après la défini-

tion 1, v est donc substituable par v′ au voisinage de

x. Enfin, trivialement, en considérant la proposition 1,
chaque solution, variable x exclue, du CSP φ(P|x=v)
l’est aussi pour φ(P|x=v′). Par contraposée, si le CSP
φ(P|x=v′) est incohérent, alors φ(P|x=v) l’est aussi. Ce
qui montre la proposition 2.

L’idée est donc d’utiliser et d’intégrer le plus effica-
cement possible ces résultats aux algorithmes de pré-
traitement et de recherche comme, par exemple, SAC
et MAC. Avant d’exploiter les valeurs substituables au
voisinage, il faut néanmoins remplir cette condition de
substituabilité. Pour cela, il suffit de se concentrer sur
la définition 2 et de vérifier l’inclusion des supports
des contraintes voisines pour les affectations x = v et
x = v′. Notons que l’utilisation de tuples autorisés,
pour le calcul de l’inclusion, est privilégiée dans nos
descriptions mais est, dans le cas général, équivalente
pour la vérification d’inclusion à l’utilisation des tuples
interdits. Aussi, une remarque peut être faite quant à
l’efficacité, en nombre de valeurs substituables, de la
détection de la substituabilité au voisinage, puisque
celle-ci est dépendante de l’algorithme de propagation
de contraintes. Dans la suite, nous concentrerons notre
étude sur la propagation par Cohérence d’Arc, notam-
ment utilisé dans les algorithmes SAC et BT+MAC.

3.2 Substituabilité au prétraitement SNS

Pour correspondre au mieux à notre étude de la
substituabilité au voisinage, le choix de l’intégration
au prétraitement se porte sur l’algorithme SAC. Pour
un CSP P = (X , C) et une variable x ∈ X , une va-
leur v ∈ dom(x) est singleton arc-cohérente (sac) ssi
AC(P|x=v) 6|= ⊥. Et, de manière étendue, une va-
riable x est sac ssi, pour tout v ∈ dom(x), v est
sac. L’Arc-Cohérence de Singleton (SAC) est une forme
plus forte de cohérence locale que GAC qui garantit
φ(P|x=v) 6|= ⊥, pour chaque couple variable-valeur
(x, v). La propagation suivant l’affectation de chaque
couple (x, v) présente un grand intérêt dans notre cas
puisque nous pourrons profiter du traitement efficace
effectué par cet algorithme et y greffer notre approche,
tout en bénéficiant du filtrage effectué par SAC.

L’algorithme résultant de l’intégration de notre ap-
proche, que nous nommons SNS pour“SAC and Neigh-
bouhood Substituability”, se définit en deux étapes. La
première se concentre sur la détection des valeurs sub-
stituables. Pour cela, les supports des contraintes voi-
sines sont stockés après l’appel à l’algorithme AC sur
le réseau P|x=v, dans une structure correspondant à
un état du voisinage de x (noté Ex=v). L’inclusion des
états s’effectue ensuite simplement en vérifiant l’in-
clusion des supports de chaque contrainte de l’un et
l’autre des états. Formellement, en considérant Ex=v(c)
la contrainte c dans Ex=v, nous avons Ex=v ⊆ Ex=v′

ssi, pour tout tuple t ∈ Ex=v(c), il existe un tuple
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t′ ∈ Ex=v′ tel que t[x̂] = t′[x̂]. S’il y a inclusion pour
toutes les contraintes, il y a inclusion pour l’état. La
seconde étape utilise la proposition 1. Dans le cadre de
SNS, si v est substituable par v′ au voisinage de x, les
solutions obtenues avec l’affectation x = v permettent
de déduire certaines solutions pour x = v′, donc v est
supprimée. La détection de l’interchangeabilité au voi-
sinage n’apporte donc pas de nouvelles informations
puisque l’une ou l’autre des variables est destinée à
être supprimée.

Associée à SAC, cette approche, présentée dans l’al-
gorithme 1, permet donc un filtrage des valeurs “non
sac” et substituables au voisinage, ce qui le rend plus
fort que l’algorithme SAC. Dans celui-ci, seules les ins-
tructions 7 à 11 se concentrent sur la recherche de va-
leurs substituables, le reste de l’algorithme correspond
à SAC, ce qui montre la facilité d’intégration.

Algorithme 1 : SNS

Entrées : P = (X , C) : un CSP

Sorties : SNS(P)
début1

répéter2

pour chaque couple (x, v) ∈ (X , dom(x)) faire3

si AC(P|x=v) �⊥ alors4

Supprimer (x, v)5

sinon6

Stocker Ex=v7

pour chaque (x, v′) prouvé sac faire8

Ex=v ⊆ Ex=v′ ⇒ Supprimer (x, v)9

Et si v n’est pas supprimé :10

Ex=v′ ⊆ Ex=v ⇒ Supprimer (x, v′)11

fin12

fin13

fin14

jusqu’à ne plus avoir de suppression de couples15

fin16

Aussi, l’efficacité en temps et en espace d’un tel cal-
cul d’inclusion des supports dépend directement de
l’arité de la contrainte. Si la contrainte c implique
a variables ayant chacune un domaine de taille d, la
contrainte peut avoir, dans le pire des cas, da supports.

Avant d’entamer le calcul de la complexité algo-
rithmique de SNS, nous rappelons que le réseau de
contraintes possède n variables de domaine d, que le
nombre de contraintes est e et chacune est d’arité
maximale r.

Pour la complexité en espace, considérons tout
d’abord l’espace nécessité par un état pour un couple
variable-valeur (x, v). Puisque l’arité des contraintes
est r, chaque variable est voisine de r−1 variables, dont
le domaine est d. Il y a dr−1 supports par contrainte
et donc (r − 1)dr−1 valeurs par contrainte. Dans le
pire des cas, chaque variable est impliquée dans les e
contraintes du réseau, ce qui permet de déduire qu’il
y a e(r − 1)dr−1 valeurs par état, dans le pire des cas.

Pour comparer les états correspondant à chaque va-
leur d’une variable, SNS nécessite de conserver d états.
Nous avons donc une complexité en espace en O(erdr)
pour l’ensemble des états à stocker lors de SNS.

Pour calculer la complexité en temps de SNS, il faut
tout d’abord considérer que celui-ci est intégré à l’al-
gorithme SAC, puis décomposer SNS. Tout d’abord,
il est possible de noter qu’un traitement est effectué
pour chaque couple variable-valeur, soit nd fois. Ce
traitement correspond à la cohérence d’arc (1), le sto-
ckage de l’état associé au couple (2) et la comparai-
son avec les états existant pour une même variable
(3). La complexité de l’algorithme AC est en O(erdr)
(1). Le stockage d’un état nécessite le parcours de ses
e(r− 1)dr−1 valeurs (2). Chacun de ces états doit être
comparé aux états précédemment conservés. L’inclu-
sion sera testée dans un sens puis dans l’autre, ce qui
nécessite d − 1 vérifications d’inclusion pour chaque
couple variable-valeur. L’inclusion de deux états im-
plique le parcours de l’ensemble des valeurs de ces
états, donc erdr valeurs pour les vérifications d’inclu-
sion (3). En détail, nous avons donc une complexité en
temps pour le traitement énoncé précédemment proche
de nd× (erdr + e(r− 1)dr−1 + erdr), soit O(erndr+1).
Or, comme dans le cadre de l’algorithme SAC clas-
sique, la suppression d’une valeur dans le réseau de
contraintes, quelle que soit la raison, implique la réité-
ration du traitement effectué ci-dessus puisque l’état
du réseau à changer. Comme le réseau possède nd va-
leurs, le traitement doit, dans le pire des cas, être itéré
nd fois. La complexité en temps, permettant de détec-
ter l’ensemble des valeurs non-sac et les valeurs sub-
stituables au voisinage est O(ern2dr+2).

Bien qu’ayant des complexités en espace et en temps
élevées à cause de l’arité des contraintes, il faut néan-
moins noter qu’en pratique, l’efficacité de l’approche
dépendra, bien évidemment, des traitements et des
structures utilisées. Aussi, puisque cette complexité est
fonction de l’arité, il est intéressant de voir le cas parti-
culier des contraintes binaires, qui peut être considéré
comme le cas le plus “léger” pour SNS. La complexité
en espace est en O(end2) et la complexité en temps est
O(en2d4), c’est-à-dire comparable à l’algorithme SAC
classique dans le pire des cas.

La détection de valeurs substituables au voisinage
dans le cadre d’un prétraitement peut donc s’avérer
intéréssant notamment par son intégration facile dans
des algorithmes tel que SAC, permettant d’approfon-
dir leurs capacités. Pourtant, les pleines ressources de
notre prétraitement ne sont pas développées ici mais
sont nombreuses. Il est de notre avis qu’il est pos-
sible de déduire des informations sur le réseau, par
exemple structurelles, par notre prétraitement pour fa-
ciliter l’utilisation d’une approche dynamique.
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3.3 Recherche dynamique de la substituabilité

Le développement des différentes étapes de l’ap-
proche statique, effectué en 3.2, illustre tous les trai-
tements que nous allons étendre au cas du 2way-
branching, permettant de déduire la substituabilité au
voisinage dynamiquement. Tout d’abord, l’aspect dy-
namique de cette intégration vient de la modification
constante du réseau de contraintes. Dans le cas d’un
algorithme de type BT+MAC, le maintien de l’arc-
cohérence dans le réseau se fait quelle que soit la déci-
sion qui a été prise, notamment après affectation d’une
variable. La détection de valeurs substituables au voi-
sinage d’une variable pourra donc se greffer facilement,
comme dans le cadre statique, et être calculée à chaque
nœud de l’arbre de recherche.

De manière analogue à l’approche SNS, les supports
au voisinage sont stockés après chaque propagation des
contraintes suivant une affectation x = v. Les états
d’une variable sont donc décrits par l’état produit lors
de la dernière affectation (l’état courant) et par les
états conservés pour les valeurs précédemment réfu-
tées (les états passés). D’après la proposition 2, si l’état
courant Ex=v est inclus dans un état passé Ex=v′ , alors
la valeur v est substituable par v′ et puisque v′ a été
réfutée, v doit l’être elle aussi. Notons que ce résultat
est dû à la réfutation du couple (x, v′) à la racine de
l’arbre de recherche, ce qui induit une incohérence glo-
bale de celui-ci. Le choix x = v, menant à un sous-état
de celui produit par x = v′, produit nécessairement
une incohérence globale de (x, v). L’approche dyna-
mique permet de ne pas à avoir à réévaluer certains
sous-espaces de recherche localement cohérents mais
globalement incohérents pouvant être rencontrés s’il
n’y a pas détection de la substituabilité des valeurs
au voisinage d’une variable. Pour cette approche, la
détection de l’interchangeabilité au voisinage est donc
impossible puisque la vérification d’inclusion est uni-
latérale et imposée par la recherche. Les lignes 5 à 7
de l’algorithme ns+dual (Algo. 2) illustrent la descrip-
tion effectuée ci-dessus, intégrée à l’algorithme clas-
sique 2way-branching de type BT+MAC.

L’intégration de la détection de la substituabilité au
2way-branching peut, bien entendu, être adaptée au
cas du dway-branching (que nous appelerons ns+dway)
de manière similaire puisque les différences entre ces
algorithmes sont indépendantes de notre approche. Ce-
pendant, malgré la facilité de mise en œuvre, la condi-
tion de la ligne 13 de l’algorithme ns+dual souligne
un fait important dans notre cadre. La comparaison
entre les états doit être faite sous certaines conditions,
notamment liées à l’état du réseau avant l’affectation.
Par exemple, comparer un état au voisinage de x pour
le réseau φ(P|y=0,x=0) à un état au voisinage de x
pour le réseau φ(P|y=1,x=1) n’a pas de sens dans le

Algorithme 2 : ns+dual

Entrées : P = (X , C) : un CSP

Sorties : ⊤ si P est cohérent, ⊥ sinon
début1

tant que il existe une variable non affectée faire2

Choisir (x, v) ∈ (X , dom(x)) tel que x non affectée3

Affecter v à x et propager les contraintes4

Stocker l’état du voisinage Ex=v5

pour chaque état Ex=v′ conservé faire6

Ex=v ⊆ Ex=v′ ⇒ P |= ⊥7

fin8

tant que P |= ⊥ et ∃ une variable affectée faire9

Restaurer le niveau précédent10

Réfuter le dernier couple (x′, v′) et Propager11

si P |= ⊥ alors12

Supprimer les états inutiles13

fin14

fin15

si P |= ⊥ et ∄ une variable affectée alors16

retourner ⊥17

fin18

fin19

retourner ⊤20

fin21

cas de la détection de la substituabilité au voisinage,
à moins que les réseaux φ(P|y=0) et φ(P|y=1) soient
équivalents.

Sans nous concentrer sur les cas particuliers, un cri-
tère nécessaire à la comparaison de deux états re-
lève des instanciations desquelles ils sont produits.
Par exemple, un état obtenu à la racine de l’arbre
de recherche peut-il être comparé à des états pro-
duits après un nombre quelconque d’affectations ? La
réponse s’appuie sur l’utilisation de la proposition 1 :

Proposition 3 Soit P = (X , C) un CSP, soient deux
couples (x, v), (x, v′) ∈ (X , dom(x)), et φ un algo-
rithme de propagation de contraintes. Soit IX une ins-
tanciation cohérente telle que X ⊆ X \ {x}. v est sub-
stituable par v′ au voisinage de x si et seulement si le
CSP φ(P|IX ,x=v) est un sous-réseau de φ(P|x=v′), à
l’exception de la variable x.

En utilisant la proposition 1, la preuve est immé-
diate. Si v est substituable par v′ au voisinage de
x, alors φ(P|x=v) est un sous-réseau de φ(P|x=v′),
variable x exclue. Quelle que soit l’instanciation IX

avec X ⊆ X \ {x}, φ(P|IX ,x=v) est un sous-réseau
de φ(P|x=v). Donc φ(P|IX ,x=v) est un sous-réseau de
φ(P|x=v′), en exluant la variable x. Dans l’autre sens,
si φ(P|IX ,x=v) est un sous-réseau de φ(P|x=v′) alors
les supports de φ(P|IX ,x=v) sont inclus dans les sup-
ports de φ(P|x=v′), en particulier au voisinage de x.
Donc d’après la définition 2, v est substituable par v′

au voisinage de x. Ce qui prouve la proposition 3.
Notons néanmoins que ce résultat tient uniquement

si la vérification de l’inclusion se fait d’un état issu
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d’une instanciation dans un état issu de la racine de
l’arbre de recherche. En effet, la réfutation du couple
(x, v) à la racine de l’arbre induit une incohérence glo-
bale de celui-ci, donc les valeurs sustituables par v au
voisinage de x sont donc incohérentes localement, rela-
tivement à l’état du voisinage, qui est le résultat d’une
l’instanciation. Or, dans l’autre sens, l’incohérence ré-
sultant d’une instanciation ne permet pas de déduire,
dans le cas général, une incohérence globale, et donc
ne permet pas de déduire, toujours dans le cas géné-
ral, la suppression de valeurs affectées à la racine de
l’arbre.

De plus, ce résultat peut être élargi aux réseaux
φ(P|IX ,x=v) et φ(P|IY ,x=v′), pour deux instanciations
IX et IY avec Y ⊆ X. Si l’on considère P ′ = φ(P|IY

),
nous retrouvons la proposition 3 pour les réseaux
φ(P ′|IX\Y ,x=v) et φ(P ′|x=v′). La remarque précédente
visant le sens d’inclusion démontre donc pourquoi la
condition Y ⊂ X est imposée pour l’instanciation.

La comparaison entre les états du voisinage pour
une même variable est donc réduite, dans notre cadre
d’étude, à la comparaison de l’état courant issu d’une
instanciation et des états passés issus d’une restric-
tion de cette instanciation, exception faite de la va-
riable pour laquelle les valeurs substituables sont re-
cherchées. Ce critère de comparaison est d’une grande
utilité dans le cas du 2way-branching, puisqu’il permet
une détection de valeurs substituables au voisinage
malgré les affectations effectuées à différents niveaux
de la recherche. Ceci s’applique aussi dans le cadre du
dway-branching, mais la particularité dûe au choix de
la variable à affecter permettra aux états d’être conser-
vés pour une même instanciation, jusqu’à la réfutation
complète du domaine de la variable.

Avant d’étudier la complexité algorithmique de l’ap-
proche dynamique, nous rappelons que nous étudions
un réseau de contraintes ayant n variables, de do-
maines de taille d, chacune impliquée dans e d’arité
maximale r. Dans le cas présent, l’étude de la com-
plexité pour l’adaptation ns+dual ou ns+dway est équi-
valente, nous ne faisons donc pas d’étude spécifique à
chacune de ces approches.

Pour la complexité en espace, le pire des cas corres-
pond à la réfutation de d valeurs par variable, qui ont
donc nécéssité le stockage de d états. Les n variables
imposent donc de consever nd états pour l’ensemble de
l’évaluation dans l’arbre de recherche, dans le pire des
cas. Puisque chaque état est composé de e(r − 1)dr−1

valeurs, la complexité en espace dans le pire des cas
est O(erndr), correspondant au nombre de valeurs à
conserver pendant la recherche.

Calculer la complexité en temps dans le pire des cas
dépend de la façon de traduire le pire des cas issu du
développement d’un arbre de taille exponentiel. Notre

choix se porte sur l’étude de la complexité en temps
correspondant à la détection de la substituabilité des
valeurs d’une variable avant que celle-ci ne soit réfu-
tée. Cette réfutation a lieu lorsque d valeurs ont été
réfutées et chaque ime affectation conduit à vérifier les
états des i − 1 valeurs réfutées précédemment. Il y a
donc, dans le pire des cas,

(
d
2

)
comparaisons d’états.

Puisque chaque comparaison nécéssite le parcours de
e(r − 1)dr−1 valeurs, la complexité en temps dans le
pire des case est O(erdr+1) pour comparer l’ensemble
des états avant réfutation complète de la variable.

Pour fournir un ordre d’idée sur le cas binaire, la
complexité en espace dans le pire cas est O(end2) et
la complexité en temps dans le pire des cas est O(ed3)
pour déterminer s’il existe des valeurs substituables
avant réfutation complète de la variable.

Après l’étude théorique de notre approche, nous al-
lons déterminer si celle-ci s’avère intéressante en pra-
tique.

4 Expérimentations

Avant de développer les différents cadres étudiés
précédemment, quelques petites précisions sur le pro-
tocole expérimental. Celui-ci se déroule en 2 phases :
approche statique intégrée à SAC avec méthode de
recherche 2way-branching classique (appelée SNS), et
approche dynamique intégrée à ns+dual avec prétrai-
tement par cohérence d’arc (appelée ns+dual). Chaque
approche a été comparée à son homologue dit “de ba-
se”, c’est-à-dire sans détection de substituabilité au
voisinage (respectivement SAC et dual). Les expéri-
mentations ont été réalisées dans le cadre binaire es-
sentiellement. Le cas des instances n-aires fait toujours
l’objet d’étude pour la mise en pratique, et les com-
plexités en espace et en temps expliquent ce choix. Cer-
taines approches auraient pu être exploitées, comme
imposer une limite à l’arité des contraintes évaluées,
mais puisque ceci aurait été complètement arbitraire
par manque d’études, nous avons décidé de ne présen-
ter que le cas binaire. L’implémentation a été réalisée
en JAVA à l’aide du solveur Abscon109 [5] développé
au CRIL, et les expérimentations ont été menées sur
un processeur Xéon 3GHz avec 1Go de RAM. Les ins-
tances CSP utilisées sont celles de la 3eme compéti-
tion internationale de solveurs CSP réalisée en 2008
(http ://cpai.ucc.ie/08/). Ces instances sont norma-
lisées, c’est-à-dire que deux contraintes ne peuvent
pas impliquer le même ensemble de variables. Les ins-
tances sont divisées en 4 catégories contraintes en ex-
tension/intension et SAT/UNSAT. Le temps de réso-
lution a été limité à 1200s et la mémoire à 900Mo.
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4.1 Intégration statique

La comparaison dans le cadre statique est basée
sur les critères suivants : le nombre d’instances réso-
lues, le nombre de valeurs filtrées, les temps de résolu-
tion/prétraitement et le nombre de nœuds parcourus.

Extension SAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

SAC 296 20624 57 4373
SNS 296 21019 72 41909

Extension UNSAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

SAC 195 13824 68 6869
SNS 195 13807 78 8372

Intension SAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

SAC 253 14867 57 16404
SNS 254 18054 110 82432
−SNS 253 17855 109 79618

Intension UNSAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

SAC 202 8307 47 24382
SNS 205 10857 51 41546
−SNS 202 8017 49 37690

Tab. 1 – Résultats globaux : SAC contre SNS

La tableau 1 présente les résultats généraux de la
résolution de toutes les instances binaires. Dans celle-
ci, chaque tableau représente une catégorie, pour les-
quelles le nombre d’instances (#), le temps de résolu-
tion total en seconde (Temps), le nombre d’instances
sur lesquelles au moins une valeur a été supprimée (#
inst.) et le nombre de valeurs filtrées (Filtr.). Nous
considérons le nombre de valeurs filtrées comme étant
le nombre de valeurs supprimées au prétraitement,
c’est-à-dire les valeurs non-sac et les valeurs substi-
tuables dans le cas de SNS. Aussi, le nom d’une ap-
proche précédée d’un signe − indique que seules les
instances résolues par les deux approches sont prises
en compte dans les résultats de celle-ci.

Premier résultat : l’approche basée sur SNS est
meilleure en nombre d’instances résolues que l’ap-
proche SAC. Elle répond aux problèmes pour 4 ins-
tances de plus que l’approche classique. Or SNS n’a
joué un rôle que pour 3 d’entre elles. Nous pouvons
donc déduire que les caractéristiques spécifiques de
l’approche SNS ont permis de conclure pour 3 pro-
blèmes de plus que SAC. Un résultat tout aussi intéres-
sant, toutes catégories confondues, est que le nombre
de valeurs filtrées par SAC est de 59771, alors que SNS
filtre 182041 valeurs, ce qui montrent la puissance de
filtrage de notre approche. Cependant, en temps de ré-
solution total, notre approche n’a pas vraiment l’avan-
tage, puisqu’elle est en dessous de l’approche classique.
Elle n’a l’avantage en temps que pour la catégorie “in-
tensions/unsat”, dont le temps résolution des instances

est le plus faible.
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Fig. 1 – Comparaison des temps CPU : SAC contre SNS

Le nuage de points Figure 1 permet d’avoir une
vue globale des temps de résolution des instances.
Sur celui-ci chacun des points représente un problème,
dont les coordonnées sont désignées par les temps
de résolution des instances. Par exemple, la droite
x = 1200 montre les 4 instances résolues par SNS et
non par SAC. Il est facile de déduire de cette figure que
SNS est plus mauvais en temps, notamment en obser-
vant une nuée de point proche de (0, 200). Malgré ces
quelques instances, la majorité des points se situent
autour de la droite y = x, ce qui montre des temps
très proches pour les deux approches.

Même si l’approche s’avère mauvaise pour la re-
cherche de performance, certaines classes d’instances
ressortent de ces résultats, notamment celles formant
le groupement de point énoncé précédemment. Une
analyse plus détaillée permet d’extraire deux classes
de problème : JobShop et Taillard OpenShop.

Tout d’abord, les problèmes jobShop utilisés, étudiés
par Sadeh-Fox, sont des problèmes sat de 50 variables,
de domaines de taille comprise entre 100 à 250, et de
265 contraintes binaires. La plupart de ces instances
ont été résolues facilement par l’approche SAC, sans
pour autant bénéficiée de filtrage. Sur 46 instances ré-
solues par les deux approches, 29 sont triviales, c’est-à-
dire que le nombre d’affectations équivaut au nombre
de variables.

Solver # Trival Temps Filtr. Prepro. Nœuds
SAC 45 29 175 0 85 208181
SNS 45 35 2369 19293 2208 8801

Tab. 2 – Synthèses des résultats des problèmes jobShop

Le tableau 2 présente une comparaison des deux ap-
proches étudiées, dont les critères sont le nombre d’ins-
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tances résolus (#), le nombre d’instances trivialement
satisfaites (Trivial), le temps de résolution en secondes
(Temps), le nombre de valeurs filtrées (Filtr.), le temps
de prétraitement en secondes (Prepro.) et le nombre de
nœuds de l’arbre de recherche (Nœuds). Ceci montre
l’efficacité du prétraitement effectué par SNS pour le
critère de la suppression de valeurs. Quelques instances
sont trivialement satisfaites et le nombre de nœuds
liés à la recherche est fortement réduit. Cependant, le
temps de prétraitement occupe la majeure partie du
temps de résolution (93%), et c’est sur ce critère que
notre approche démontre des lacunes. SNS permet de
résoudre en 10s (dont 8s de prétraitement) une 46e
instance que SAC résoud en 691s (dont 2s de prétrai-
tement). Notre approche filtre 517 valeurs et réduisant
ainsi le nombre de nœuds parcourus à 192, alors que
l’approche classique ne permet aucun filtrage, et a par-
couru plus de 4 millions de nœuds. Intégré ce résultat
à notre synthèse n’aurait donc pas été pertinent.

Pour terminer l’analyse de l’approche statique, étu-
dions la deuxième classe d’instances intéressante : les
instances Taillard OpenShop. Ces problèmes d’opti-
misations sont des instances dont le nombre de va-
riables est n2, de taille maximale avoisinant les 300
valeurs et le nombre de contraintes est de 4n2 pour
n ∈ {4, 5, 7, 10, 20} dans notre cas. 43 instances ont
été résolues par les deux approches, et celles-ci n’ef-
fectuent aucun filtrage pour 18 d’entre elles. Notons
que le temps de prétraitement pour ces 18 instances
est d’environ 305s pour SNS et 303s pour SAC, ce qui
est intéressant puisque la vérification des états n’a pas
été trop coûteuse en temps.

Solver # Trivial Temps Filtr. Prepro Nœuds
SAC 25 3 1161 10850 590 870351
SNS 25 4 1950 67105 1775 151663

Tab. 3 – Synthèses des résultats des problèmes Taillard-OS

Le tableau 3 se composent des mêmes critères que
pour les jobShop. Nous pouvons y effectuer les mêmes
remarques que précédemment. Le manque d’efficacité
en temps vient du prétraitement qui fait un travail de
filtrage très important (90% du temps de résolution),
pour évaluer un nombre de nœuds bien plus faible.

Chacune des catégories fait ressortir une classe de
problèmes particulière, plus ou moins facile à résoudre.
Pour autant, il est difficile de déterminer une classe
d’instances complète pour laquelle l’approche SNS est
meilleure en temps. Notre prétraitement s’avère très
efficace pour la détection jointe de valeurs substi-
tuables et non-sac, mais ceci a un coût. Bien que
le prétraitement soit peu efficace en temps lorsque
ce nombre de valeurs est important, il facilite large-
ment la recherche en réduisant fortement le nombre

de nœuds de l’arbre, ce qui lui permet de résoudre
plus d’instances que son homologue de base.

4.2 Intégration dynamique

Pour notre approche dynamique, les critères de com-
paraisons se concentrent sur le nombre d’instances ré-
solues, le temps de résolution en seconde et le nombre
de filtrages effectués durant la recherche.

Extension SAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

dual 296 20845 - -
ns+dual 294 17972 28 129
−dual 294 18600 - -

Extension UNSAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

dual 196 13771 - -
SNS 196 13716 36 66302

Intension SAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

dual 253 9391 - -
ns+dual 254 9465 58 22439
−dual 251 9466 - -

−ns+dual 251 8706 55 18441

Intension UNSAT
Solveur # Temps # inst. Filtr.

dual 202 8268 - -
ns+dual 203 8435 29 152014
−ns+dual 202 7789 28 104917

Tab. 4 – Résultats globaux : dual contre ns+dual
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Fig. 2 – Comparaison des temps CPU : dual contre ns+dual

Le tableau 4 montre que le nombre d’instances ré-
solues est le même pour l’une et l’autre des approches.
Le cumule des temps ne fournit pas non plus un cri-
tère intéressant pour l’approche dynamique, puisque
l’on ne note qu’un très léger gain. Néanmoins, pour
les instances communes résolues, l’approche ns+dual
est toujours meilleure, ce que l’on remarque aussi sur
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le nuage de points 2. Un résultat décevant toutefois :
10 à 20% des instances bénéficient de la détection de
valeurs substituables.

Malgré le peu d’instances touchées par notre traite-
ment dynamique, il est possible de dégager quelques
classes de problèmes, notamment les deux classes
étudiées pour l’approche statique. Les jobShop, tout
d’abord, sur 46 problèmes résolus par les deux ap-
proches, 29 sont trivialement sat. Sur les 17 instances
restantes, 10 sont touchées par la détection de la sub-
stituabilité, dont l’instance que nous avions écarté de
notre synthèse. L’approche dual met près de 660s pour
répondre à la satisfaisabilité, alors que ns+dual, 1 pe-
tite seconde, grâce à la détection de 3 valeurs substi-
tuables. Le gain obtenu pour les autres instances res-
tent négligeable puisque celles-ci sont faciles (15s pour
ns+dual et 17s pour dual).

La deuxième classe correspond aux instances
Taillard. Sur 45 instances, 25 sont touchées par la dé-
tection de la substituabilité de ns+dual dont 2 ins-
tances sont résolues uniquement par ns+dual en fil-
trant 397 valeurs. dual met 1724s tandis que ns+dual
met 1443s pour la résolution des 23 instances res-
tantes, ce qui est expliqué par le filtrage de 2611 va-
leurs, permettant d’évaluer 460024 nœuds au total,
contre 1046687 pour dual. Ceci montre encore une fois
l’efficacité de la détection de la substituabilité pour les
instances Taillard, et permet de faire le lien, comme
pour l’approche statique entre valeurs filtrées et ré-
duction de l’arbre de recherche.

Contrairement à l’approche statique, l’approche dy-
namique montre de meilleurs résultats en temps qu’un
solveur dual classique, même si le nombre d’instances
résolues reste le même. Aussi, la non-résolution de
quelques instances par notre approche comparé à l’ap-
proche classique est due, dans le cas général, à la
grande taille de l’instance (fapp avec 2500 variables
de taille maximum 360) ou le temps de résolution
proche de 1200s pour l’approche classique, pour lequel
le procédé de détection automatique pénalise notre ap-
proche.

5 Conclusion et perspectives

Dans ce papier, une généralisation de la substitua-
bilité au voisinage, une forme de symétrie affaiblie, a
été proposée. Cette généralisation originale est obte-
nue par substitution de la notion de supports de ma-
nière syntaxique par une mesure sémantique de la pro-
pagation des contraintes définie par l’état des variables
dans le voisinage d’une variable affectée. Pour ceci, un
prétraitement intégré à l’algorithme SAC a été proposé
en tant qu’approche statique. De plus, puisque l’affec-
tation et le maintien de la cohérence d’arc sont des

opérations de base des algorithmes de type MAC, une
adaptation dynamique a également été proposée. Les
résultats expérimentaux sur les problèmes binaires de
nos deux approches sont intéressantes par plusieurs
aspects. Même si l’approche statique n’est pas ren-
table en temps, celle-ci se montre d’une grande effica-
cité de filtrage, ce qui permet la résolution d’instances
que l’approche classique ne résoud pas. L’approche dy-
namique montre des résultats en temps intéressants,
même si le nombre de problèmes sur lequel les valeurs
substituables ont été détectées est faible. Enfin, cer-
taines classes de problèmes pour lesquelles la détection
des valeurs substituables s’avère efficace et pertinente
peuvent être extraites et mettent évidence l’impact,
positif et négatif, de la détection de la substituabilité
au voisinage.

Les perspectives à la suite de ces travaux sont nom-
breuses. Outre la généralisation et l’amélioration de
nos approches en pratique, l’utilisation d’autres formes
de propagation des contraintes est envisagée. L’étude
de l’impact d’un élagage sur la pondération d’heuris-
tiques est envisagé pour tenter d’avoir une complé-
mentarité. Il nous semble aussi intéressant d’exploiter
notre approche pour établir des relations de dépen-
dances entre les valeurs des variables.
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