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✽✳✶✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✽✳✶✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✽✳✶✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✽✳✶✳✹ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✽✳✶✳✺ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬❛❤♠❛①s❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✽✳✷ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✽✳✷✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✽✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✈



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✾ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✶✻✶
✾✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✾✳✷ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✶✻✺
✾✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✾✳✸✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✾✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✾✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✼✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✼

✈✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❊✉❧❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s P✱ ◆P✱ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❡t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✷ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①♣❧♦ré ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✶ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✷ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✷✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡

❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✹ ➱t❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✸✳✷ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ2 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✹ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′

2 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ ✽✶
✸✳✻ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s

❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s {c4, c5, c6}✳ ✳ ✳ ✽✾
✹✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r✲

♠✉❧❡ Φ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✹✳✹ ➱t❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✻✳ ✳ ✾✹
✹✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s

❡①♣❧♦rés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛tSIR ❡t ❛❤♠❛①s❛tRPO✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✷ ➱t❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✸ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ s✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ✶✶✶
✺✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛tMRL ❡t ❞✬❛❤♠❛①s❛tS ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✶ ●r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✸✲❯❈❙
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✻✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ ✳ ✶✷✻

✈✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✻✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬❛❤♠❛①s❛t ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s {2, 3b}✲❯❈❙ ❡t {2, 3, 4t, 5t}✲❯❈❙✳✶✷✼

✼✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✾✳ ✶✸✶
✼✳✷ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✵✳ ✶✸✸
✼✳✸ ●r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s

❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✼✳✹ ●r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s

❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✼✳✺ ■♠♣❛❝t ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❛✉t♦r✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r❡♥✲

t✐ss❛❣❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✼✳✻ ■♠♣❛❝t ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❛✉t♦r✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r❡♥✲

t✐ss❛❣❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❞❡s ❯❈❙
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✽✳✶ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹✳✶✺✸
✽✳✷ ❉ét❛✐❧s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t

❝r❛❢t❡❞ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✽✳✸ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹✳✶✺✻
✽✳✹ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹✳✶✺✼
✽✳✺ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤❛♠r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹✳✶✺✽
✽✳✻ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s

✐♥st❛♥❝❡s ❣é♥éré❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✾✳✶ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▼❛①❋❧✐♣ss✉r ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✾✳✷ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▼❛①❋❧✐♣ss✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳ ✳ ✶✻✽
✾✳✸ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▲✐♠❙❯Ps✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳ ✶✻✾
✾✳✹ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▲✐♠▼❘s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳ ✳ ✶✼✵
✾✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ❞✬■❘❆♥♦✈✲

❡❧t②✰✰✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✈✐✐✐



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ ❖r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡❧♦♥ s❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ n ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ 10−1 s❡❝♦♥❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷ ❚❛❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✶ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts ❞❛♥s ❛❤♠❛①s❛t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛tSIR ❡t ❞✬❛❤♠❛①s❛tRPO✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✷ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛tSIR ❡t ❞✬❛❤♠❛①s❛tRPO✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❛❤♠❛①s❛tMRL ❡t ❛❤♠❛①s❛tS ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✷ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❛❤♠❛①s❛tMRL ❡t ❛❤♠❛①s❛tS ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✶ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s k✲❯❈❙ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✲
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✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sés s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s
{2, 3b}✲❯❈❙✱ {2, 3}✲❯❈❙ ❡t {2, 3, 4}✲❯❈❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sés s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s
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✼✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❯P✲
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✐①



▲✐st❡ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

✶✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t♦✉r❴❛rr✐èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❙❆❚ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❲❛❧❦❙❆❚ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✳ ✹✵
✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❴❜♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❴❜♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ❡t

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✷✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ✺✵
✷✳✺ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉✲

t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✻ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛
❋P❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛
▼P❙ ❛✈❡❝ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✭❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❘P❖✮✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❝r♦✐ss❛♥ts ✭❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥
t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❡t ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✽✳✶ ❛❤♠❛①s❛t ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✽✳✷ ❛❤♠❛①s❛t ✿ ❛♥❛❧②s❡ ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✾✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❛❧❦❙❛t ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧
✈❛❧✉é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✾✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❲❛❧❦❙❆❚ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✾✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆♦✈❡❧t② ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

①



▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙

✾✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆♦✈❡❧t②✰✰ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
✾✳✺ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

①✐



▲✐st❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

❙②♠❜♦❧❡s

Φ|I ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣ré❛t✐♦♥ I ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

xi ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

cj |I ❧❛ ❝❧❛✉s❡ cj s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣ré❛t✐♦♥ I ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

li|I ❧❡ ❧✐ttér❛❧ li s✐♠♣❧✐✜é ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣ré❛t✐♦♥ I ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

❇

break(xi) ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s s✐ ♦♥ ✢✐♣♣❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

❈

cout(Φ, I) s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ Φ ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ✳ ✳ ✳ ✸✼

❊

eval(Φ, I) ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ Φ ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ I ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

❋

flip(I, xi) ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❞✉ ✢✐♣ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ I ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

▼

make(xi) ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s s✐ ♦♥ ✢✐♣♣❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✳ ✳ ✳ ✸✵

◆

N (I) ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ I ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

neighG(li) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ❧✐ttér❛❧ li ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G ✳ ✷✵

❖

optimum(Φ) s♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ✸✼

P

poids(cj) ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝❧❛✉s❡ cj ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

predG(li) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞❡❝❡ss❡✉rs ❞✉ ❧✐ttér❛❧ li ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G
✷✵

①✐✐



▲✐st❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

❘

redG(li) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ré❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❧✐ttér❛❧ li ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

❙

score(xi) ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ make(xi) ❡t break(xi) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

srcG(li) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐ttér❛❧ li ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✷✶

succG(li) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞✉ ❧✐ttér❛❧ li ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G ✷✵

❱

var(l) ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❧✐tt❡r❛❧ l ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

var(c) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

var(Φ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

①✐✐✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ①①❡ s✐è❝❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ♦♥t ❡♥tr❛î♥é ✉♥ ❜♦✉❧❡✈❡rs❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦✲
❢♦♥❞❡✉r ❞❡s s♦❝✐étés ❤✉♠❛✐♥❡s✳ ▲❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❛ q✉❛❞r✉♣❧é✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛ ❡♥tr❛î♥é ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❣❧♦✲
❜❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♣✉✐s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é❧❛❜♦rés à t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ♥♦s
s♦❝✐étés✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❞é✜s à r❡❧❡✈❡r s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s à ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❡t ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s✲
♣♦rt ❞❡ ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s ♦✉ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳
▲✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❞✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦s s♦❝✐étés✳

❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐st❡ à é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❣❧♦❜❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ❡t
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❡t ♥♦♥
❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣s ❞✬ét✉❞❡✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
❡st à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦✉ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ■❧ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ✕ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✕ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s
❝❤♦✐① ✕ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✕✳ ➚ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡s✱ t❡❧s ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ ✈✐♦❧❡ ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✮✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐♦❧é❡s✮✱ ❡t❝✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s t♦✉✲
❥♦✉rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❝♦✉rt✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝❡✉① ❜❛sés s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬❇♦♦✺✹❪ ♦♥t été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐és✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❙❆❚✮ ❛ r❡ç✉ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r s❛ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ à ❛✈♦✐r été ❞é♠♦♥tré
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬❈♦♦✼✶✱ ▲❡✈✼✸❪✮ ❡t ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✐ss✉❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s q✉✬❛❝❛❞é♠✐q✉❡s✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❡t ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧
ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✮ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣✉✐ss❛♥t❡s
♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♦✉ ❧✬❡♥r✐❝❤✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t

✶



❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❞❡ t②♣❡ ❈♦♥✢✐❝t ❉r✐✈❡♥ ❈❧❛✉s❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭❈❉❈▲✮ s✬❡st ❛✈éré❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡
s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t str✉❝t✉ré❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✭♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐t②✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à
tr♦✉✈❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❡♥ ❡♥tré❡✱ ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
■❧ ❛ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✈❛r✐és ❝♦♠♠❡ ❧❡ r♦✉✲
t❛❣❡ ❬❏❑❙✾✺✱ ❳❘❙✵✷✱ ❋▼✵✻❪✱ ❧❛ ❜✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❬❙❇❙✵✺✱ ●▲✶✷❪✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t
❬●P✾✺❪✱ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❬❉●✶✷❪✱ ❡t❝✳ ▲❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞✬❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥t ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s r❡♥✈♦✐❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✮ ❬❍▲❖✵✼✱ ❍▲❖✵✽✱ ▲▼P✵✼✱ ▲▼▼P✶✵✱ ❑ü❣✶✵❪✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❝r❛❢t❡❞ ♥♦♥✲♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❜❛sé❡
s✉r ❞❡s ❛♣♣❡❧s ✐tér❛t✐❢s à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ❬❋▼✵✻✱ ❍▼❙✶✶✱ ❑❩❋❍✶✷✱ ▼▼▲✶✹✱ ▼▼▲✶✷✱
▼▼▲✶✸✱ ▼❉▼✶✹✱ ◆❇✶✹❪ ❡t ❡❧❧❡ ❡①❝❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ■▲P✮ ❬❆❝❤✵✾✱ ❆●✶✸❪ ❡t ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s q✉❛♥t à ❡❧❧❡s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s r❡♥✈♦✐❡♥t ❡t s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t
❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❬❆❍✶✷✱ ❈▲❚❙✶✹✱ ❍❏✾✵✱ ❙❍❙✵✸✱ ❨■✾✽❪✳

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✼✱ ▲▼▼P✶✵❪✱
❛❦♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪✱ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✼✱ ❍▲❖✵✽❪✮ ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✱ ✐❧s ❝♦♠✲
♣❛r❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ✭❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ UB✮ à ✉♥❡
s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✭❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ LB✮✳ ❙✐ LB ≥ UB✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ✐❧s ré❛❧✐s❡♥t ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡s s♦❧✈❡✉rs r❡♣♦s❡
s✉r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ✏é❧❛❣✉❡r✑ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✐❣♥♦r❡r ❧❡ ♣❧✉s tôt ♣♦ss✐❜❧❡
❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣r✐♠♦r❞✐❛✉① ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ré❛❧✐sé à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❛ q✉❛❧✐té ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré❝❡♥ts ❞ét❡❝t❡♥t
❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱
♣✉✐s ✐❧s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✐❡♥t ❝♦♠♣tés q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡r✈❡
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ❡♥✲
tr❛î♥❡r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉❡ s✉r ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✵✪ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❇✐❡♥ q✉✬✐❧s ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t str✉❝t✉✲
ré❡s✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts✳
▲❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts q✉✬✐❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s♦♥t très r❡❞♦♥❞❛♥ts✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❞ét❡❝tés ❡t r❡tr❛♥s❢♦r♠és
à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s s♦♥t ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡s
s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s str✉❝t✉ré❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r❛ît ✉♥❡ ♣✐st❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♣❡r♠❡ttr❛✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t
❞❡ ♠✐❡✉① ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❛✉ ✜❧ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐é ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉①
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
✈✐sés s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿

✖ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ s♦✐t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
q✉✐ ② ❡st ❝♦♥s❛❝ré✱ s♦✐t ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱

✖ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❝♦♥♥✉ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✿
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

✖ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✲
✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

✖ à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❬❆❍✶✹❞✱
❆❍✶✺❜❪ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ré❞✉✐✲
s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❬❆❍✶✹❛✱ ❆❍✶✺❛❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
❞ét❡❝tés ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❧♦❝❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❬❆❍✶✹❝✱ ❆❍✶✹❜❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✲
♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❬❆❍✶✹❡✱ ❆❍✶✺❞❪ ❛✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❬❆❍✶✺❝❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦❧✈❡✉r sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛❤♠❛①s❛t✱ ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
✷✵✶✹ q✉✐ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✱ ❛❤♠❛①s❛t ❛ été ❝❧❛ssé ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s
tr♦✐s ❞❡s ♥❡✉❢s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t s❡❝♦♥❞ ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❛tr✐è♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ tr❛♥s♣♦sé ❞❛♥s ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❛♠é❧✐♦r❡r s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
❬❆❍✶✷✱ ❆❍✶✸❪✳

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ ❡t ✷✱
❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé✳ ◆♦✉s

✸



♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ à ✼ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❡t ♥♦✉s ❧❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳

✹



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✺



❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡
❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ② ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚✳ P✉✐s✱
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ✿ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❡t r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❆❚ ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❉P▲▲ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ◆♦✉s ② r❛♣♣❡❧♦♥s s❛ ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚ à ▼❛①✲❙❆❚ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s
♣r♦♣r❡s à ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s
❞✐s❝✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ à ▼❛①✲❙❆❚ ❛✈❛♥t
❞❡ ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ▼❛①✲❙❆❚✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①✲❙❆❚ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✶✳✶ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✶✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✶✳✷✳✶ ▼❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✳✷✳✷ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷✳✶ ▲♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✷✳✶✳✶ ❙②♥t❛①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✷✳✶✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✷✳✶✳✸ ❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷✳✷ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✳✸ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷✳✸✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✳✸✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸✳✶ ❙♦❧✈❡✉rs ❉P▲▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✸✳✶✳✶ ❍❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✸✳✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✸✳✶✳✸ ❙♦❧✈❡✉rs ♠♦❞❡r♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✸✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✸✳✷✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✸✳✷✳✷ ●❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✸✳✷✳✸ ❲❛❧❦❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✸✳✷✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✸✳✷✳✺ ▲❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ t❛❜♦✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✸✳✷✳✻ ▼é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠✲
♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❛✐s✐r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥t♦✉✲
r❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ❡t✱ ♣❛r ❧à ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❡♥❥❡✉① ❧✐és à ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛
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✶✳✶✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❙❆❚✳ ◆♦✉s ② ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✈❛♥t
❞❡ ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✈✐sé ✐❝✐ ♥✬❡st
♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡①❤❛✉st✐❢ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt
❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s ✭❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✮ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳

✶✳✶ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❉❡♣✉✐s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ✉♥❡
ré✢❡①✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s✬❡st ❡♥❣❛❣é❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t s♦✉♠✐s✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡
❝❡tt❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ s✬✐♥s❝r✐t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛✐t❡r ❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡❧❧❡
✈✐s❡ à ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞✐✣❝✉❧té✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱
❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ♠✐❡✉① s❛✐s✐r
❧❡s ❡♥❥❡✉① ❧✐és à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♥♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à s❡ ré❢ér❡r ❛✉① ♦✉✈r❛❣❡s
❞❡ ●❛r❡② ❡t ❏♦❤♥s♦♥ ❬●❏✼✾❪✱ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❬P❛♣✾✹❪ ♦✉ ❞✬❆r♦r❛ ❡t ❇❛r❛❦ ❬❆❇✵✾❪✳

✶✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❯♥ ❞❡s rô❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✮
q✉✬✐❧ ❛ à tr❛✐t❡r✳ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t
❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sés✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♥❝❧✉r❡ ❞✬❛✉tr❡s r❡ss♦✉r❝❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é✈❛❧✉é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❛❝❝ès rés❡❛✉①✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ R(A,D)
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ R ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ D ❡t
DA,n ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A✳

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧ ❛ à tr❛✐t❡r ✭✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s D,D′ ∈ DA,n✱ ♦♥
♥✬❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t R(A,D) = R(A,D′)✳ P♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s R ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❝♦♥s✐❞ér❡r ✿

✖ ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦té Rp(A, n)✱ t❡❧ q✉❡ ✿

Rp(A, n) = max({R(A,D) ∀D ∈ DA,n})

✖ ❧❡ ❝❛s ♠♦②❡♥✱ ♥♦té Rm(A, n)✱ t❡❧ q✉❡

Rm(A, n) =

∑

D∈DA,n
R(A,D)

|DA,n|

✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❛s ♠♦②❡♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠♦✐♥s à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❡①❛❝t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
q✉✬à s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ♣♦✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡s R ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐
❞♦♠✐♥❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t Rp(A, n)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❈♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t f(n) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s
❞❡ A ♣♦✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ R ❡st O(f(n)) s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c ❡t n0 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀n > n0, Rp(A, n) < c× f(n)

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦②❡♥✳

◆♦✉s ❞✐r♦♥s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(f(n)) ♣♦✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ R q✉✬✐❧ ❡st
❧✐♥é❛✐r❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ♣♦✉r R s✐ f(n) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✮✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ➚ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐✲
s♦♥✱ ❧✬â❣❡ ❡st✐♠é ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1017 s❡❝♦♥❞❡s ❬❇◆❱+✶✸❪✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t très é❧❡✈és ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❡t
❝❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭s❡❝♦♥❞❡s✮
n = 10 n = 100 n = 1000

1 ❝♦♥st❛♥t❡ ✶ ✶ ✶
log(n) ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✶ ✷ ✸

n ❧✐♥é❛✐r❡ ✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵
n2 q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✶✵✵ 104 106

n3 ❝✉❜✐q✉❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✶✵✵✵ 106 109

en ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ 104 1043 10434

n! ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡ 106 10157 102567

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❖r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡❧♦♥ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ n ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé❡
❡♥ 10−1 s❡❝♦♥❞❡✳

❉❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✿ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭♦✉
❧✐♥é❛✐r❡✮ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❄ ❊t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱
♣❡✉t✲♦♥ ♠❛❧❣ré t♦✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❄ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té✳

✶✳✶✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s♦✉♠✐s❡ à
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t❡❧ q✉❡ ♥♦s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♦✉
✐♥st❛♥❝❡✮ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞♦♥t ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♦✉ s♦❧✈❡✉r✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é✳

✾



✶✳✶✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t
à ré♣♦♥❞r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ré♣♦♥❞r❡ ♣❛r ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✲
✈❡r✱ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣ré❞é✜♥✐✳
❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡①✐st❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ✉♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡✉rs ❞✐❢✲
✜❝✉❧tés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t❤é♦r✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❛❝t✉❡❧s ✿
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ❞✐✣❝✉❧tés✳

✶✳✶✳✷✳✶ ▼❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣

❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❡st ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❛❝t✉❡❧s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
▲❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✉♥ r✉❜❛♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐✱ ❞✐✈✐sé ❡♥ ❝❛s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡
❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✿

✖ ✉♥❡ têt❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡ q✉✐ ❧✐t✱ é❝r✐t ❡t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥✳
✖ ✉♥ r❡❣✐str❡ ❞✬ét❛t q✉✐ ♠é♠♦r✐s❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ✜♥✐✳
✖ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❡t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❧✉

s✉r ❧❡ r✉❜❛♥✱ ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ têt❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
✭✐♠♠♦❜✐❧❡✱ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ r✉❜❛♥✮✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❡t ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❛❝t✉❡❧s ❝♦♥✲
❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ r✉❜❛♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳
❈❡ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é♠♦✐r❡s ✭✈✐✈❡s ♦✉ ❞✐sq✉❡s ❞✉rs✮ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ✭à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r✉❜❛♥✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝❛s❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✮ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧
❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥
❛❞r❡ss❡✮ ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❛❝t✉❡❧s✳

▼❛❧❣ré ❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ s♦♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡
à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❚✉r✐♥❣ ♣♦st✉❧❡ q✉❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣❡✉t
❧✬êtr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ✭♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭▼❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✳ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡♣t✉♣❧é (Q,Γ, b,Σ, q0, δ, F ) ❛✈❡❝ ✿

✖ Q ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✜♥✐✮ ❞❡s ét❛ts q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱
✖ Γ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ✭✜♥✐✮ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐ts s✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡✱
✖ b ∈ Γ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✐t ✏❜❧❛♥❝✑✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❝❛s❡s ❞❡

❧❛ ❜❛♥❞❡✱
✖ Σ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✭♦♥ ❛ Σ ⊆ (Γ \ {b})✮✱
✖ q0 ∈ Q ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱
✖ δ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Q× Γ ❞❛♥s Q× Γ× {←,→} ❡t
✖ F ⊆ Q ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳

✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭ét❛t✱ s②♠❜♦❧❡✮✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ δ ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ tr✐♣❧é ✭ét❛t✱ s②♠❜♦❧❡✱ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐s✲
s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭▼❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✳ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♥♦♥✲❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡♣t✉♣❧é (Q,Γ, b,Σ, q0, δ, F ) ❛✈❡❝ Q,Γ, b,Σ, q0, F
❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t δ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ Q× Γ ❞❛♥s Q× Γ× {←,→}✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭ét❛t✱ s②♠❜♦❧❡✮✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❢❛✐t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr✐♣❧és ✭ét❛t✱ s②♠❜♦❧❡✱ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡ ❞é❝✉♣❧❡r ✭❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ✜❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs✮ s❛♥s ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♦✉ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✮✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
q✉✬✐❧s ré❛❧✐s❡♥t✳

✶✳✶✳✷✳✷ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡
♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✣✲
❝✉❧té ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❈❧❛ss❡ P✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ P ✭♣♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✮ ✐♥❝❧✉t t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣
❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❈❧❛ss❡ ◆P✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ◆P ✭♣♦✉r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✮ ✐♥❝❧✉t
t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉r ✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❈✲❝♦♠♣❧❡t ❡t ❈✲❞✐✣❝✐❧❡✮✳ ❙♦✐t ❈ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ❈✲❞✐✣❝✐❧❡ s✬✐❧ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❈✳ ❯♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✐t ❈✲❝♦♠♣❧❡t s✬✐❧ ❡st ❈✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡t q✉✬✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❈✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ r❡❣r♦✉♣❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐
❞✐✣❝✐❧❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✳

❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✮✳ ❙♦✐t P1 ❡t P2 ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❯♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ P1 à P2 ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ p1 ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P1 ❡♥ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ p2 ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P2 t❡❧❧❡
q✉❡ s✐ p1 ❡st ✈r❛✐ ✭r❡s♣✳ ❢❛✉①✮ ❞❛♥s P1✱ ❛❧♦rs p2 ❡st ✈r❛✐ ✭r❡s♣✳ ❢❛✉①✮ ❞❛♥s P2✳ ❖♥ é❝r✐r❛
P1 ≤p P2✳

❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P1 ✈❡rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P2✱ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ P2 ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ P1✳ ❊t s✐ P1 ≤p P2 ❡t P2 ≤p P1✱

✶✶



✶✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚

❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s P1 ❡t P2 s♦♥t ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❧✐❡♥s s✉✐✈❛♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿ P ⊆ ◆P ❡t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ⊆ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ◆P✳

❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♥s✐st❡ à ét❛❜❧✐r s✐ P=◆P✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆P ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶
♠♦♥tr❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s P✱ ◆P✱ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❡t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s
❞❡ ✜❣✉r❡✳

❉
✐✣

❝✉
❧t
é
❝r
♦✐
ss
❛♥
t❡

s✐ P 6= NP

P

◆P

◆P✲❝♦♠♣❧❡t

◆P✲❞✐✣❝✐❧❡

s✐ P = NP

P ❂ ◆P ❂
◆P✲❝♦♠♣❧❡t

◆P✲❞✐✣❝✐❧❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❊✉❧❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s P✱ ◆P✱ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❡t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡

✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚

▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡st ✐♥❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❙❆❚✳ ▲✬❛tt❡♥t✐♦♥ ♣♦rté❡ à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚
❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲ ♣♦✉r ❙❆❚✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és à ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚
♠♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✲
❝r✐r❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ✿ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❢♦r♠❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❡t r❛♣♣❡❧♦♥s
s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳

✶✳✷✳✶ ▲♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❉❡♣✉✐s ❧✬❆♥t✐q✉✐té✱ ❧✬❤♦♠♠❡ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ❢♦r♠❛❧✐s❡r s❛ ♣❡♥sé❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐❞é❡s ♦✉ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡✉rs r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡
❝❤❛♠♣s ❞✬ét✉❞❡✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❡st à ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ✿ ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡✱
❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s
♣r♦♣♦sés ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬❇♦♦✺✹❪ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s à ❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❡❧❧❡
❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s
❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ s❛ s②♥t❛①❡ ❡t s❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚✳

✶✳✷✳✶✳✶ ❙②♥t❛①❡

▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✿

✖ ❝♦♥st❛♥t❡s vrai ✭♦✉ ✶✱ V ✱ ⊤✮ ❡t faux ✭♦✉ ✵✱ F ✱ ⊥✮
✖ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs vrai ♦✉ faux
✖ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥❛✐r❡ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ¬ ♦✉ ✭❜❛rr❡ ❛✉ ❞❡ss✉s✮
✖ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ∧
✖ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ∨
✖ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ⇒
✖ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ⇔
✖ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té ( ❡t )

❈❡t ❛❧♣❤❛❜❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s rè❣❧❡s
❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❋♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ❙♦✐t X = {x1, . . . , xn} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥
❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X✱ ⊤ ❡t ⊥ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱
✖ s✐ Φ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛❧♦rs (Φ) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
✖ s✐ Φ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛❧♦rs ¬Φ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
✖ s✐ Φ ❡t Φ′ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❛❧♦rs ✿

✖ Φ ∧ Φ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
✖ Φ ∨ Φ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
✖ Φ⇒ Φ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
✖ Φ⇔ Φ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱

▲❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❊♥ ❧❡✉r
❛❜s❡♥❝❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t é✈❛❧✉és s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉✐✈❛♥t ✿ ⇔✱ ⇒✱ ∨✱ ∧ ❡t ¬✳

✶✸



✶✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚

✶✳✷✳✶✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❡✉r sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ■♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ✭❛✛❡❝t❡r✮ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r vrai ♦✉ faux✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s X ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ σ ❞❡ X ❞❛♥s {vrai, faux}✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♠♣❧èt❡ s✐ σ
❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ X ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✐♥♦♥✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
Φ ❞é✜♥✐❡ s✉r X ❡t σ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡✮ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X✱ σ(Φ)
❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s
rè❣❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✷✳

σ(Φ) σ(Φ′) σ(⊤) σ(⊥) σ(¬Φ) σ(Φ ∧ Φ′) σ(Φ ∨ Φ′) σ(Φ ⇒ Φ′) σ(Φ ⇔ Φ′)

vrai vrai vrai faux faux vrai vrai vrai vrai
vrai faux vrai faux faux faux vrai faux faux
faux vrai vrai faux vrai faux vrai vrai faux
faux faux vrai faux vrai faux faux vrai vrai

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ σ(Φ) ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ σ✳ Φ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r σ s✐
σ(Φ) = vrai✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ σ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ Φ ❡st
❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r σ s✐ σ(Φ) = faux✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ Φ′ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ Φ ✭♥♦té❡ Φ |= Φ′✮ ss✐ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ′✳ Φ ❡t Φ′

s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ss✐ Φ |= Φ′ ❡t Φ′ |= Φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
Φ′ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ |I| = 2|X|✳

✶✳✷✳✶✳✸ ❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥ ❢♦r♠❛t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡t ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X = {x1, . . . , xn} ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭▲✐ttér❛❧✮✳ ❯♥ ❧✐ttér❛❧ l ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ∈ X ♦✉ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ xi✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❈❧❛✉s❡✮✳ ❙♦✐t l1, . . . , lk ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ c ❡st
✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① c = l1∨· · ·∨ lk✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s
❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉① c = {l1, . . . , lk}✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥✱ ❞❡✉① ❡t tr♦✐s ❧✐ttér❛✉①
✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❜✐♥❛✐r❡s ❡t t❡r♥❛✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❝❧❛✉s❡ t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡✮✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❞✐t❡ t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
❧✐ttér❛❧ ❡t s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳

✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

Pr♦♣r✐été ✶✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❝❧❛✉s❡ s♦✉s✲s♦♠♠é❡✮✳ ❙♦✐t ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡ ci ❡t cj ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ci s♦✉s✲s♦♠♠❡
cj ss✐ ci ⊆ cj ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❋♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✮✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❈◆❋✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡st ✉♥❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s Φ = c1 ∧ · · · ∧ cm✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❈◆❋ s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s Φ = {c1, . . . , cm}✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ❚♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❬❚s❡✻✽❪✳

❙❛✉❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❡♥
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✳ P♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ l✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s var(l) ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ c✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s var(c) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❧❛ ❝❧❛✉s❡ c✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ var(c) = {var(li) t✳q✳ li ∈ c}✳ ❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡
à t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s φ ✭❡t ❞♦♥❝ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ var(φ) =

⋃

ci∈φ
var(ci)✳

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① I ♥❡ ♣♦✉✲
✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❡t s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ σ ✿

I = {xi t✳q✳ xi ∈ X ❡t σ(xi) = vrai} ∪ {xj t✳q✳ xj ∈ X ❡t σ(xj) = faux}

◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I s❛t✐s❢❛✐t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ li ss✐ li ∈ I ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❧s✐✜❡ li
ss✐ li ∈ I✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ I s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ cj ss✐ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡
s❡s ❧✐ttér❛✉① ❡t ❡❧❧❡ ❢❛❧s✐✜❡ cj ss✐ ❡❧❧❡ ❢❛❧s✐✜❡ t♦✉s s❡s ❧✐ttér❛✉①✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s✱ ♥♦té❡s
�✱ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❢❛❧s✐✜é❡s✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I
ss✐ I s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s s❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r I ss✐ I ❢❛❧s✐✜❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡
s❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ P♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ li✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ li|I ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ li ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

li|I =











vrai s✐ li ∈ I

faux s✐ li ∈ I

li s✐♥♦♥

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s cj |I ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
I s✉r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ cj ✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

cj |I =











vrai s✐ ∃li ∈ cj , li ∈ I

faux ✭♦✉ �✮ s✐ ∀li ∈ cj , li ∈ I

{li ∈ cj t✳q✳ {li, li} ∩ I = ∅} s✐♥♦♥

◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ li s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r I ✭✐✳❡✳ li ∈ I✮ s❛t✐s❢❛✐t cj s✐ li ∈ cj ❡t q✉✬✐❧ ré❞✉✐t
cj s✐ li ∈ cj ✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Φ|I ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ I = {li} s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

Φ|I = {cj t✳q✳ cj ∈ Φ ❡t {li, li} ∩ cj = ∅} ∪ {cj \ {li} t✳q✳ cj ∈ Φ ❡t li ∈ cj}

❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à t♦✉t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I = {l1, l2, . . . , lk} ✿

Φ|I = (. . . ((Φ|{l1})|{l2}) . . . |{lk})

✶✺



✶✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚

▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧♦❝❛❧✐s❡r
♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♦✉ ❧❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t♦✉t❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❙♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
ψ ❞❡ Φ ❡st ❞✐t ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ss✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Φ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ✳

✶✳✷✳✷ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❡❧❧❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❙❆❚✮
❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❞♠❡t
✉♥ ♠♦❞è❧❡✳

❚❤é♦r❡♠❡ ✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ❬❈♦♦✼✶✱ ▲❡✈✼✸❪

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ s✉s❝✐té ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♣♦✉r
❞✐✈❡rs❡s r❛✐s♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐ts s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ rés♦❧✉s ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❡st ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
■❧ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ à ❛✈♦✐r été ♣r♦✉✈é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬❈♦♦✼✶✱ ▲❡✈✼✸❪✳
❯♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ♦♥t été r❛tt❛❝❤és à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❙❆❚✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ✭♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✮ ♣r♦✉✈❡r❛✐t q✉❡ P=◆P✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐✲
sé❡s ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ r❛♣✐❞❡ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐é❡s✳

✶✳✷✳✸ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✿ ❧❡s rè❣❧❡s s②♥t❛①✐q✉❡s q✉✐ ❡♥r✐✲
❝❤✐ss❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦✉ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡①✐s✲
t❛♥t❡s ❡t ❧❡s rè❣❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❧❡s ♣❧✉s
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳

✶✳✷✳✸✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t✱
❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s ❞é❝r✐r♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

cp1, cp2, . . . , cpk
cc1, cc2, . . . , ccl

✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

♦ù cp1, cp2, . . . , cpk s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡t cc1, cc2, . . . , ccl s❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
P♦✉r êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❞♦✐t ♣rés❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ t❡❧❧❡ q✉❡ {cp1, cp2, . . . , cpk} ⊂ Φ✱
t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ (Φ \ {cp1, cp2, . . . , cpk}) ∪ {cc1, cc2, . . . , ccl} ❡t
✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳

❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡s ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s
❝❧❛✉s❡s t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❡❧❧❡s ♥✬✐♥✢✉❡♥t ♣❛s s✉r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧❡s s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t ❡♥
♣rés❡r✈❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

ci = {x, x, l1, . . . , lk} ✭✶✳✶✮

❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉s✲s♦♠♠é❡s ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ci ❡t cj t❡❧❧❡s q✉❡
ci s♦✉s✲s♦♠♠❡ cj ✳ ❚♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ci s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t cj ✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ s✉♣♣r✐♠❡r cj ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

ci, cj
ci

✭✶✳✷✮

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❬❘♦❜✻✺❪ ❯♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts
♣♦✉r ❙❆❚ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘♦❜✐♥s♦♥ ✐❧ ② ❛ ♣rès ❞❡ ❝✐♥q✉❛♥t❡ ❛♥s✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X ❡t ❞❡✉①
❝❧❛✉s❡s cj = {xi, lj1 , . . . , ljs} ❡t ck = {xi, lk1 , . . . , lkt} ❞❡ Φ✳ P♦✉r q✉❡ cj ❡t ck s♦✐❡♥t s❛t✐s✲
❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s❛t✐s❢❛ss❡ (lj1 ∨· · ·∨ ljs)
♦✉ (lk1 ∨ · · · ∨ lkt)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡
cr = {lj1 , . . . , ljs , lk1 , . . . , lkt}✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ cr ❡st ❧❡ rés♦❧✈❛♥t ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ cj ❡t ck s✉r xi✳

ci = {xi, lj1 , . . . , ljs}, cj = {xi, lk1 , . . . , lkt}

ci, cj , cr = {lj1 , . . . , ljs , lk1 , . . . , lkt}
✭✶✳✸✮

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ré❢✉t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐tér❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ rés♦❧✈❛♥t ✈✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

✶✳✷✳✸✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥
✜①❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ❡❧❧❡s é❧✐♠✐♥❡♥t ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥❡ rè❣❧❡ ✜①❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi à vrai✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s
❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s I t❡❧❧❡s q✉❡ xi ∈ I ♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ P♦✉r êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡s✱ ❝❡s
rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s é❧✐♠✐♥❡r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦✉✱ s✐ ❡❧❧❡s ❡♥ é❧✐♠✐♥❡♥t✱
❛❧♦rs ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✐♥s✐ ❛✛❡❝té❡s✳ P❧✉s
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥❡ rè❣❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ l ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t ♠♦❞è❧❡ I ❞❡ Φ ✿

✖ l ∈ I ♦✉
✖ (I \ {l}) ∪ {l} ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ

✶✼



✶✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❯P✮ ❯♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❡st ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❯P✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X ❡t
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ cj = {li}✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ cj ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ q✉❡ s✐ s♦♥ ✉♥✐q✉❡
❧✐ttér❛❧ li ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ s❛t✐s❢❛✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ ✜①❡r ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ var(li)✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ li ❡t
t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t li✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ré♣été ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ♦✉ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ s♦✐t ❣é♥éré❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❝❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐
♦♥t ❝♦♥❞✉✐t✱ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ à ❣é♥ér❡r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥s✮ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é❞✉✐t❡s ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t li ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ cj ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ li s♦✉s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ss✐
cj |I = {li}✳

▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬▼❙❙✾✾❪✮✳ ❙♦✐t Φ = {c1, . . . , cm} ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X = {x1, . . . , xn} ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❧❛✉s❡
❢❛❧s✐✜é❡ ✭✐✳❡✳ ❯P ❡st ❛rrêté ❞ès q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❣é♥éré❡✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ s❛♥s ❝✐r❝✉✐t ❡t ét✐q✉❡té G = (V,A) ❛✈❡❝ ✿

V = {l ∈ I} ∪ {♦ci t✳q✳ ∃ci ∈ Φ, |ci| = 1} ∪ {� s✐ ∃cj ∈ Φ ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r I}

A = {(l, l′, ck) t✳q✳ l, l
′ ∈ I ❡t ∃ck ∈ Φ ré❞✉✐t❡ ♣❛r l ❡t q✉✐ ♣r♦♣❛❣❡ l′} ∪

{(♦cp , l, cp) t✳q✳ l ∈ I ❡t ∃cp = {l} ∈ Φ} ∪

{(l,�, cq) t✳q✳ l ∈ I ❡t ∃cq ∈ Φ ❢❛❧s✐✜é ♣❛r I ❡t l ∈ cq}

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s s♣é❝✐❛✉① ♦ ❡t � ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♥÷✉❞s
✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ Φ ❡t ❧❡ ♥÷✉❞ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱
♥♦✉s ❝❛❝❤♦♥s ❧❡s ♥÷✉❞s ♦ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s
❛r❝s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝❛✉s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❛r❝s
❞❡ A r❡❧✐❡♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❛✛❡❝tés ❛✉① ❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✬✐❧s ré❞✉✐s❡♥t✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣♦✉r t♦✉t ❧✐ttér❛❧ li ∈ V ✿ predG(li) ❧❡s
♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ li ❞❛♥s G✱ succG(li) s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❡t neighG(li) s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r neighG(li) = predG(li) ∪ succG(li)✳ ❈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s
à t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ V ′ ❞❡ V ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

predG(V
′) =

⋃

li∈V ′

predG(li) \ V
′

succG(V
′) =

⋃

li∈V ′

succG(li) \ V
′

✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

neighG(V
′) =

⋃

li∈V ′

neighG(li) \ V
′

◆♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r srcG(li) ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é li ❞❛♥s G
❡t ♣❛r redG(li) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ré❞✉✐t❡s ♣❛r li ❞❛♥s G✳

❘è❣❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣✉rs ❬❇❘✾✾✱ ❇❋✾✽❪ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚
q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣✉rs✳ ❙✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ❛❧♦rs s❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ✜①é❡ à vrai
✭r❡s♣✳ faux✮✳ ❈❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✐ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ♠♦❞è❧❡✳

✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚

❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ❝✐♥q✉❛♥t❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛t ✉♥✐✜é ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❈◆❋ ✭❧❡ ❢♦r♠❛t ❉■▼❆❈❙ ✶✮ ❡t ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s
✈✐s❛♥t à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❧❡ s❡❝♦♥❞ ❉■▼❆❈❙
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❡♥ ✶✾✾✷✲✾✸ ✷✱ ♣✉✐s ❧❡s ❙❆❚ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥s✱ ❙❆❚✲❘❛❝❡ ❡t ❙❆❚ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❡ ✷✵✵✷
à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✸✮ ♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣é ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ❈❡❧❛ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é
à st✐♠✉❧❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ s♦❧✈❡✉rs✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts ✭♦✉ s②sté♠❛t✐q✉❡s✮ ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s ✜♥✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✉♥ ♠♦❞è❧❡✮ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❡t ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦✉ ♣r♦✉✈❡r s♦♥ ❛❜s❡♥❝❡✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ P♦✉r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t n ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ ② ❛ 2n ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st très ❝♦ût❡✉s❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts ♣♦✉r ❙❆❚
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ✿ rés♦❧✉t✐♦♥ ❬❘♦❜✻✺✱ ❉P✻✵✱ ●❛❧✼✼❪✱ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❬❆❦❡✼✽✱ ❇r②✾✷✱ ❯❙✾✹❪✱ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❬◗✉✐✺✵✱ ❉▲▲✻✷✱ ❏❲✾✵✱
▼❙❙✾✾✱ ❊❙✵✸✱ ❙❊✵✽❪✱ ❡t❝✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐♥❝♦♠♣❧❡ts✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■❧s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧s s♦♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
♠♦❞è❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s s♦❧✈❡✉rs s✬❛✈èr❡♥t ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦ù
✐❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
✐♥❝♦♠♣❧❡ts s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❬❙▲▼✾✷✱ ❍❙✵✹✱ ▲❍✵✺❜❪✱
♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝✐t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s é✈♦❧✉t✐♦♥♥✐st❡s ❬❍♦❧✼✺✱ ❍♦❧✾✷❪ ♦✉ ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é
❬❑●❱✽✸✱ ❈❡r✽✺❪✳

✶✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳✉❜❝✳❝❛✴⑦❤♦♦s✴❙❆❚▲■❇✴

❇❡♥❝❤♠❛r❦s✴❙❆❚✴s❛t❢♦r♠❛t✳♣s

✷✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r ❤tt♣✿✴✴❞✐♠❛❝s✳r✉t❣❡rs✳❡❞✉✴❈❤❛❧❧❡♥❣❡s✴✳
✸✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❛t❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳♦r❣✴✳

✶✾

http://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/Benchmarks/SAT/satformat.ps
http://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/Benchmarks/SAT/satformat.ps
http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/
http://www.satcompetition.org/


✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥s
❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ❬❉▲▲✻✷❪ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ✐❝✐
♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚✱
♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♦✉
❛❞❛♣té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳

✶✳✸✳✶ ❙♦❧✈❡✉rs ❉P▲▲

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❉❛✈✐s✱ ▲♦❣❡♠❛♥♥ ❡t ▲♦✈❡❧❛♥❞
❡♥ ✶✾✻✷ ❬❉▲▲✻✷❪ ❡t ❞♦♥t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❝♦♠♣❧❡ts ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ❡①♣❧♦r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❤②✲
♣♦t❤ès❡s ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✮ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❢❛❧s✐✜❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡✳ ■❧ ❞é❢❛✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❥✉s✲
q✉✬❛❧♦rs✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✐t tr♦✉✈é ♦✉
q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✐t été ❡①♣❧♦ré✳ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛✐♥s✐ ré❛❧✐sé ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t
❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❧❛ r❛❝✐♥❡✮ ét❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✈✐❞❡ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s t❡r♠✐♥❛✉① ✭❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✮ ét❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡
✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❉é❝✐s✐♦♥✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ♦✉ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡s
❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t rè❣❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉①
♣✉rs✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✮✳ ❆ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞é❝✐s✐♦♥s ❡t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✮ ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭◆✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✭❞é❝✐s✐♦♥
♦✉ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮ ❢❛✐t❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ k ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t k✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❙♦✉s✲❛r❜r❡✮✳ ▲♦rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ s♦✉s✲
❛r❜r❡ ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥r❛❝✐♥é❡ ❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲✱ q✉✐ ♣r❡♥❞
❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
X ❡t r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ ♦✉ ❯◆❙❆❚ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❧❛
♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t à ♥♦s ②❡✉① ❞❡ ♠✐❡✉① ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s r❡t♦✉rs ❛rr✐èr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛
r❡♥❞ ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ q✉✐ s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❧✐❣♥❡s ✷✲✸✮✳
P✉✐s ✐❧ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❝♦✉r❛♥t❡ ✭❧✐❣♥❡ ✺✮✳ ❙✐ ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉✲
r❛♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ✭❜❛❝❦tr❛❝❦✮ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
✭❧✐❣♥❡s ✻✲✼✮✳ ❙✐♥♦♥✱ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❧✐❣♥❡s ✽✲✾✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝❤♦✐s✐ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♥♦♥ ❛✛❡❝té l ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡
❡t ❧✬❛❥♦✉t❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭❧✐❣♥❡s ✶✶✲✶✹✮✳ ❈❡s ét❛♣❡s s♦♥t ré♣été❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t tr♦✉✈é ♦✉ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✐t été ❡①❛♠✐♥é✳ ❉❛♥s
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❯◆❙❆❚ ✭❧✐❣♥❡ ✶✻✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✶ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❡t ❯◆❙❆❚ s✐♥♦♥✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ I ← ∅❀
✸ niveau← 0❀
✹ ❞♦
✺ (Φ, I)←rè❣❧❡s❴✐♥❢ér❡♥❝❡✭Φ, I✮❀
✻ ✐❢ � ∈ Φ|I t❤❡♥
✼ (niveau, I)←r❡t♦✉r❴❛rr✐èr❡✭restauration✱ niveau✮❀

✽ ❡❧s❡ ✐❢ |I| = |X| t❤❡♥
✾ r❡t✉r♥ I

✶✵ ❡❧s❡
✶✶ l←❤❡✉r✐st✐q✉❡❴❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✭Φ|I✮❀
✶✷ restauration[niveau]← (faux, I, l)❀
✶✸ niveau← niveau+ 1❀
✶✹ I ← I ∪ {l}❀

✶✺ ✇❤✐❧❡ niveau > 0❀
✶✻ r❡t✉r♥ ❯◆❙❆❚

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t♦✉r❴❛rr✐èr❡

❉❛t❛ ✿ ❯♥ t❛❜❧❡❛✉ restauration ❞❡ t✉♣❧❡s ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r niveau✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥ t✉♣❧❡ (niveau, I) ❛✈❡❝ niveau ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t I

❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❧❡ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡

✶ ❜❡❣✐♥
✷ r❡♣❡❛t
✸ niveau← niveau− 1❀
✹ ✐❢ niveau < 0 t❤❡♥ r❡t✉r♥ (−1, ∅)❀
✺ (tested, Id, Ip)← restauration[niveau]❀
✻ ✉♥t✐❧ tested = faux❀
✼ restauration[niveau]← (vrai, I, l)❀
✽ I ← I ∪ {l}❀
✾ niveau← niveau+ 1❀

✶✵ r❡t✉r♥ (niveau, I)

P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✶ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❧✐st❡
restauration q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ t✉♣❧❡ (tested, I,

✷✶



✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚

l)✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r tested ❡st vrai s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ♦♥t été
❡①♣❧♦ré❡s ❡t faux s✐♥♦♥✳ I ❡st ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s❛✉✈❡❣❛r❞é ❡t l ❡st ❧❡
❧✐ttér❛❧ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❧✐st❡ ❡st r❡♠♣❧✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❧✐❣♥❡ ✶✷✮
♣✉✐s ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡s r❡t♦✉rs ❛rr✐èr❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✷ ✿ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
❢❛✐t❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❥✉sq✉✬à r❡♥❝♦♥tr❡r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡
✐♥❡①♣❧♦ré❡ ✭❧✐❣♥❡s ✷✲✻✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ tested ❡st ❛❧♦rs ✜①é❡ à vrai ✭❧✐❣♥❡ ✼✮ t❛♥❞✐s q✉❡
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦♥t ♠✐s à ❥♦✉r ♣✉✐s r❡♥✈♦②és ✭❧✐❣♥❡s ✽✲✶✵✮✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ = {c1, . . . c4} ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s X = {x1, . . . , x4} ❛✈❡❝ c1 = {x2, x3}✱ c2 = {x2, x3}✱ c3 = {x1, x3, x4} ❡t
c4 = {x3, x4}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ s✉r Φ ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥✲
❝❤❡♠❡♥ts s♦♥t ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭x1 < x2 < · · · < x4✮ ❡t q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡
rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✮ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

c4 = � c4 = � Φ = ∅

x1

x2

x3@c1

x4@c3

x2

x3@c2

x4@c3

x1

x2

x3@c1

x4@c4

♥✐✈❡❛✉ ✶

♥✐✈❡❛✉ ✷

❧é❣❡♥❞❡ ✿

xi
❞é❝✐s✐♦♥ xi ❂ vrai

xj@ck
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ xj ❂ vrai ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ck

r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①♣❧♦ré ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❉P▲▲ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳ ▲❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts s♦♥t ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s 〈x1, x2〉 ✭✐✳❡✳ x1 ❡st ❛✛❡❝té❡ à vrai✱ ♣✉✐s x2 à vrai✮ ❡st ré❛❧✐sé❡
❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c1 ❡st ❛❧♦rs ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x3@c1, x4@c3〉 ✭✐✳❡✳
x3 ❡st ❛✛❡❝té❡ à vrai ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ c1 ♣✉✐s x4 ❡st ❛✛❡❝té❡ à vrai ♣❛r c3✮✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I = {x1, x2, x3, x4} ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c4 ❡st ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r I✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ✿ ✐❧ ❞é❢❛✐t ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ x4✱ x3 ❡t x2 ❡t ❛✛❡❝t❡
à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r faux✳

✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣r♦❞✉✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x3@c2,
x4@c3〉✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❛❧♦rs I = {x1, x2, x3, x4} ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c4 ❡st à
♥♦✉✈❡❛✉ ❢❛❧s✐✜é❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ❡t ❞é❢❛✐t ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ x4✱
x3 ❡t x2✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ x2 ♦♥t ❞é❥à été t❡sté❡s✱ ✐❧ r❡♠♦♥t❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❞é❢❛✐t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ x1 ❡t ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
faux✳

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x2 ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛✛❡❝té❡ à vrai ♣❛r ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
〈x4@c1, x5@c4〉 ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I = {x1, x2, x3, x4} s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❞♦♥❝ été tr♦✉✈é✳

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲ ❞✐✛èr❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✭✶✮ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
✉t✐❧✐sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ét❡♥❞r❡
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ✭✷✮ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛
♣r♦❝❤❛✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♥✢✐❝t ❞r✐✈❡♥ ❝❧❛✉s❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❈❉❈▲✮ ❬▼❙❙✾✾❪✱ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❉P▲▲✳

✶✳✸✳✶✳✶ ❍❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❛✛❡❝t❡r✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✐t❡s ✏s②♥t❛①✐q✉❡s✑✱ q✉✐
s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡
❧❡✉r ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ st❛t✐q✉❡s ♦✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡s s❡❧♦♥ q✉✬❡❧❧❡s
♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s
✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✮ ♦✉ ❧❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✿

✖ ❇❖❍▼❙ ❬❇❇✾✷❪ ✿ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r H1(xi), H2(xi),
. . . , Hn(xi) ❛✈❡❝ ∀j ∈ [1, n] ✿

Hj(xi) = α ∗max(appj(xi), appj(xi)) + β ∗min(appj(xi), appj(xi))

♦ù appj(l) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞✉ ❧✐ttér❛❧ l ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ j ❡t
α ❡t β s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✜①é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❧✬❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt ✈❡❝t❡✉r ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✮✳

✖ ▼❖▼❙ ✭▼❛① ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❖❝❝✉r❡♥❝❡s ✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙✐③❡ ❝❧❛✉s❡s✮ ❬●♦❧✼✾❪ ✿ ➚ ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❡st ❛ttr✐❜✉é ✉♥ s❝♦r❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

scoreMOMS(xi) = α ∗ appmin(xi) ∗ appmin(xi) + appmin(xi) + appmin(xi)

❛✈❡❝ α ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①é❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❡t appmin(l) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s
❞✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ l ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❡ ❧✐ttér❛❧ ❝❤♦✐s✐
♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt s❝♦r❡✳ ▼❖▼❙ ❛ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❙❆❚ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳

✷✸



✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚

✖ ❏❲ ✭❏❡r♦s❧♦✇✲❲❛♥❣✮ ❬❏❲✾✵❪ ✿ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ li ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ s❝♦r❡ ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ✿

scoreJW (li) =
∑

cj∈Φ t✳q✳ li∈cj

2−|cj |

❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡❞ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❏❲ ✭❏❲✲❖❙✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st
❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ✿

scoreJW−OS(xi) = max(scoreJW (xi), scoreJW (xi))

❡t ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ t✇♦ s✐❞❡❞ ✭❏❲✲❚❙✮ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ✿

scoreJW−TS(xi) = scoreJW (xi) + scoreJW (xi)

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s t❡♥❞❡♥t à ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ q✉✐ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✐♥tè❣r❡♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✈✐s❛♥t à éq✉✐❧✐❜r❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛②❛♥t ❞❡s s❝♦r❡s é❧❡✈és ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐tés✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❧♦♦❦✲❛❤❡❛❞✳ ❈❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❜❛s❡♥t ❧❡✉rs ❝❤♦✐① s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
t❛✐r❡ ❬Pr❡✾✸✱ ❋r❡✾✺✱ ▲❆✾✼❪ ♦✉ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✹

❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❬❉❉✵✹❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❧✉s
♣ré❝✐s ✭❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❣é♥érés✮ ♠❛✐s ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣❧✉s ❧♦♥❣ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❧♦♦❦✲❜❛❝❦✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡
❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❡❧❧❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❧♦rs ❞❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❛♣♣❛✲
r✐t✐♦♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✷✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❇r✐s♦✉① ❡t
❛❧✳ ❬❇●❙✾✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥ ♣♦✐❞s s❡❧♦♥ s❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ❈❡ ♣♦✐❞s ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ✭❡✳❣✳ ▼❖▼❙✱ ❏❲✮ ♣♦✉r ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❤❛✉t
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❱❙■❉❙ ✭❱❛r✐❛❜❧❡ ❙t❛t❡ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❉❡❝❛②✐♥❣ ❙✉♠✮ ❬▼▼❩+✵✶❪ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣♦✐❞s ✭♥♦♠♠é ✏❛❝t✐✈✐té✑✮ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲♦rs
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✢✐t✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ② ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t s♦♥t ❛✉❣♠❡♥tés✳ ❘é❣✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ré❞✉✐ts ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝t❡✉r ♣♦✉r ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❞é❝♦✉✈❡rts ré❝❡♠♠❡♥t✳ ❱❙■❉❙ ❝❤♦✐s✐t à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt ♣♦✐❞s✳

✶✳✸✳✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts✱
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥✳

❯♥ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞ét❡❝té ❧♦rsq✉✬à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① s♦♥t ❢❛❧s✐✜és ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

✹✳ ▲❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❙❆❚ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① s❛t✐s❢❛✐ts ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❬▼❩❑+✾✾✱ ❇❍✈▼❲✵✾❪✳

✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❝♦✉r❛♥t❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❤❡r❝❤❡r à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞✉ ❝♦♥✢✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥s q✉✐ ❧✬♦♥t ♣r♦✈♦q✉é✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G = (V,A)
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♠❡♥é❡s ❛✉ ❝♦♥✢✐t✳ ❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①
λ = {l1, . . . , lk} ∈ V t❡❧ q✉❡ λ s♦✐t ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ G ❡t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥✢✐t
✭❧❡ ♥÷✉❞ �✮ s♦✐t ✐s♦❧é❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ✭❧❡s ♥÷✉❞s ❝❡r❝❧és ❞❡ G✮ ❡st ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦♥✢✐t✳
❚♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ λ ♣r♦❞✉✐r❛✱ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧❡
♠ê♠❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ca = {l1, . . . , lk} ✭❞✐t❡ ❝❧❛✉s❡
❛♣♣r✐s❡ ♦✉ ♥♦❣♦♦❞✮ ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ λ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥✢✐t ❞ét❡❝té ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳ P♦✉r ♠é♠♦✐r❡✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st I = {x1, x2, x3, x4, x5}✳
▲❛ ❝❧❛✉s❡ c4 ❡st ❢❛❧s✐✜é❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
✉♥✐t❛✐r❡s ré❛❧✐sé❡s ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳

■❧ ② ❛ q✉❛tr❡ sé♣❛r❛t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✮
❞❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ✭❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ �✮ ✿ λ1 = {x4, x5}✱ λ2 = {x1, x4}✱ λ3 = {x3, x5} ❡t λ4 =
{x1, x3}✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥✢✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ s❡s ❧✐ttér❛✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ sé♣❛r❛t❡✉r λ4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣r✐s❡
c5 = {x1, x3}✳ ❆❥♦✉t❡r ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ♣❧✉s tôt ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡t
é✈✐t❡ ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

x1

x2

x5

x3 x4 �

c3

c1

c3

c4

c4

♥✐✈❡❛✉ ✶

♥✐✈❡❛✉ ✷

♥✐✈❡❛✉ ✸

λ4 λ3 λ2 λ1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥✢✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❝❡r❝❧és s♦♥t ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ❧❡s
♥÷✉❞s ♥♦♥ ❝❡r❝❧és ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❛r❝s s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣r♦✈♦q✉❛♥t
❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
G ❡♥tr❡ ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r λ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ|λ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣r✐s❡
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳ ▲❡ rés♦❧✈❛♥t
✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣r✐s❡✳

✷✺



✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥✢✐t ❞ét❡❝té ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲
s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶ ❡t ❧❡ sé♣❛r❛t❡✉r λ4 ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s✐t✉é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ λ4 ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ � ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t c1✱c3 ❡t c4✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣r✐s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s c4 ❡t c3 s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x5✱
♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ rés♦❧✈❛♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ cr1 = {x1, x4}✳ P✉✐s ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥tr❡ cr1 ❡t
c1 s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ rés♦❧✈❛♥t ✜♥❛❧ ✭❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣r✐s❡✮ cr2 = {x1, x3}✳

c4 = {x4, x5} c3 = {x1, x4, x5}

cr1 = {x1, x4} c1 = {x3, x4}

cr2 = {x1, x3}

x5

x4

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ➱t❛♣❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣r✐s❡
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳

✶✳✸✳✶✳✸ ❙♦❧✈❡✉rs ♠♦❞❡r♥❡s

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦❧✈❡✉rs ♠♦❞❡r♥❡s ♦✉ s♦❧✈❡✉rs ❈❉❈▲ ✭♣♦✉r ❈♦♥✢✐❝t ❉r✐✈❡♥ ❈❧❛✉s❡ ▲❡❛r✲
♥✐♥❣✮ ❬▼▼❩+✵✶✱ ❊❙✵✸❪ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ♠✐①❛♥t s✉❜t✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡s ❡t s②♥t❛①✐q✉❡s✳ ❈❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❛rt❛❣❡♥t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s
❉P▲▲ ✿ ✐❧s ❡①♣❧♦r❡♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✮✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r
❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ré❢✉t❛t✐♦♥ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥✳

▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st ❢♦rt❡✳ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts tr♦✉✈és ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♣♣r✐s❡s✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❣✉✐❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à tr❛✈❡rs ✿

✖ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♥✢✐ts ❝♦♠♠❡ ❱❙■❉❙ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✶ ♦✉ ❬▼▼❩+✵✶❪✮ ❡t

✖ ❧❡s s❛✉ts✲❛rr✐èr❡s ✭❜❛❝❦❥✉♠♣✱ ♦✉ r❡t♦✉rs✲❛rr✐èr❡s ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s✮ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♣♣r✐s❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ r❡t♦✉r✲
❛rr✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❖✉tr❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❈❉❈▲ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡❧❛♥❝❡s ✭r❡st❛rt✮✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs à r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ➚
❝❤❛q✉❡ r❡❧❛♥❝❡✱ s❡✉❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♣♣r✐s❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s
♣r♦♠❡tt❡✉s❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s t♦✉t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❜r❛♥✲

✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❝❤❡♠❡♥ts s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❈❉❈▲ ✉t✐❧✐s❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐t❡s ♣❛r❡ss❡✉s❡s ✭❧❛③② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♣❛ssé s✉r ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s à ❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
❞és❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡
s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

◆♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡s ❧❡❝t❡✉rs ✐♥tér❡ssés à s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❡ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❙❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐t② ❬❘▼✵✽❪ ♦✉ à ❧✬♦✉✈r❛❣❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ✿ ♣r♦❣rès ❡t ❞é✜s ❬❙❛✐✵✽❪ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s
❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❈❉❈▲✳

✶✳✸✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲
s②sté♠❛t✐q✉❡✳ ■❧s ♣❛rt❡♥t ❞✬✉♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣✉✐s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r✱ s❡❧♦♥
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ré♣❛r❛t✐♦♥s ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥ts ♦✉ ✢✐♣s✮✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ t❡❧ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡st ❛tt❡✐♥t✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥tr❡
❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ✈✐s❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r é❝❤❛♣♣❡r à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ❝❡♥tr❛✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❝♦ût✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ à ❛tt❡✐♥❞r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❋❧✐♣✮✳ ❙♦✐t X = {x1, . . . , xn} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ X ❡t xi ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ X✳ ❋❧✐♣♣❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xi
❞❛♥s I ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥✈❡rs❡r s❛ ✈❛❧❡✉r ✭❞❡ vrai à faux ♦✉ ❞❡ faux à vrai✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ flip(I, xi)✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡s ♣❛r ✉♥ ✢✐♣ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭❱♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t X = {x1, . . . , xn} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ❞❡ X ❡t I ∈ I
✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N (I) ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧èt❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ I✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

N (I) = {I ′ ∈ I t✳q✳ |I ∩ I ′| = n− 1}

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ ✭s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❙❆❚✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❧s✐✜❡✳ P❧✉s ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✱ ♣❧✉s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ X✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✮ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

eval(Φ, I) = |{ci = � ∈ Φ|I}|

✷✼



✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❚♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ✢✐♣ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❢❛❧s✐✜é❡s ✭♥♦té break(xi)✮
❡t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✭♥♦té make(xi)✮ ♣❛r ❧❡ ✢✐♣✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ score(xi) = break(xi)−make(xi) ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r I ❡t flip(I, xi)✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✢✐♣
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❖♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡t ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ I ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X ❡st ✉♥
♦♣t✐♠✉♠ ss✐ t♦✉t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rs s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞é❣r❛❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

I ❡st ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ Φ ⇐⇒ ∀I ′ ∈ N (I), eval(Φ, I) ≤ eval(Φ, I ′)

❯♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ I ❡st ❞✐t ❣❧♦❜❛❧ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

P♦✉r êtr❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ q✉❛♥❞ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♣❤❛s❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✮ t♦✉t
❡♥ s✬é❝❤❛♣♣❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ✭♣❤❛s❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✶✳✸✳✷✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶✳✸✳ ■❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ I ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
✭❧✐❣♥❡ ✸✮✳ P✉✐s✱ ✐❧s ✈ér✐✜❡♥t s✐ I s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✭❧✐❣♥❡s ✺✲✻✮✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱
❛❧♦rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st tr♦✉✈é ❡t ✐❧s r❡♥✈♦✐❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱
✐❧s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ✐❧s ✢✐♣♣❡♥t s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s I ✭❧✐❣♥❡ ✽✮✳ ❙✐ ❛✉✲
❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ♠❛①❋❧✐♣s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡ ❡t r❡♥✈♦✐ ■◆❈❖◆◆❯ s✐
❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡ ❛♣rès ♠❛①❘❡❧❛♥❝❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Φ ♦✉ ■◆❈❖◆◆❯ s✐♥♦♥✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ❢♦r i ❞❡ 1 à maxRelances ❞♦
✸ I ←✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥❴❝♦♠♣❧èt❡❴❛❧é❛t♦✐r❡✭✮❀
✹ ❢♦r j ❞❡ 1 à maxFlips ❞♦
✺ ✐❢ Φ|I = ∅ t❤❡♥
✻ r❡t✉r♥ I

✼ ❡❧s❡
✽ I ←♠♦✉✈❡♠❡♥t✭Φ✱I✮❀

✾ r❡t✉r♥ ■◆❈❖◆◆❯

✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❞✐✛èr❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
❞♦♥t ✐❧s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ✿ ●❙❆❚ ❡t ❲❛❧❦❙❆❚✳ P✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s tr♦✐s ✈❛r✐❛♥t❡s ♦✉ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡
❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉ ❡t ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷✳✷ ●❙❆❚

●❙❆❚✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙▲▼✾✷❪✱ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚✳ ❉❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✹✮✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✱ r❡♥❞❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✹ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❙❆❚ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ I✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ I✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ r❡t✉r♥ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ′ ∈ N (I) t✳q✳ ∀I ′′ ∈ N (I), eval(I ′) ≤ eval(I ′′)

P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ●❙❆❚✱ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✢✐♣♣é❡s✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ●✷✇s❛t ❬▲❍✵✺❜❪✱ ❚◆▼ ❬▲❲▲✶✷❪✱ s❛tt✐♠❡ ❬▲▲✶✷❪✱ ❣♥♦✈❡❧t②✰
❬P❚●❙✵✽❪✱ s♣❛rr♦✇ ❬❇❋✶✵❪ ♦✉ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❬❈❙✶✶✱
❈❙✶✷✱ ❈❙✶✸❪✳

✶✳✸✳✷✳✸ ❲❛❧❦❙❆❚

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❲❛❧❦❙❆❚ ❬❙❑❈✾✹❪ ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ●❙❆❚ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥✲
❝❡♣t ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❲❛❧❦❙❆❚✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ c

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✺ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❲❛❧❦❙❆❚ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ I✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ I✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ c← ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ Φ ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r I ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t❀
✸ ✐❢ ∃xi ∈ c t✳q✳ break(xi) = 0 t❤❡♥
✹ r❡t✉r♥ flip(I, xi)

✺ ❡❧s❡
✻ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❞♦
✼ r❡t✉r♥ flip(I, xi) ❛✈❡❝ xi ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ c ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t break()

✽ ♦t❤❡r✇✐s❡
✾ r❡t✉r♥ flip(I, xi) ❛✈❡❝ xi ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ c ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t

✷✾



✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚

❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭❧✐❣♥❡ ✷✮✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❞❡ c t❡❧❧❡ q✉❡
break(xi) ❡st ♥✉❧❧❡ ✭✐✳❡✳ ❛✉❝✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ ♥❡ s❡r❛ ❢❛❧s✐✜é❡ s✐ xi ❡st ✢✐♣♣é❡✮✱ ❛❧♦rs
❡❧❧❡ ❡st ✢✐♣♣é❡ ✭❧✐❣♥❡s ✸✲✹✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✢✐♣♣❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ c ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t break() ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − p ✐❧ ✢✐♣♣❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ c ❝❤♦✐s✐❡
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭❧✐❣♥❡s ✺✲✾✮✳

▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❲❛❧❦❙❆❚ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ ▲❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✢✐♣♣❡r ✭❧✐❣♥❡ ✾✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♦rt✐r
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
❝❤♦✐① ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ré❛❧✐sés
♣❛r ❲❛❧❦❙❆❚✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❲❛❧❦❙❆❚✳
■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡♥ ✢✐♣♣❛♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ P❛r♠✐ ❝❡s s♦❧✈❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ◆♦✈❡❧t②
❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❬▼❙❑✾✼✱ ❍♦♦✾✾✱ ▲❍✵✺❜❪✱ ❲❛❧❦❙❆❚❧♠ ❬❈❙▲✶✸❪ ♦✉ Pr♦❜❙❆❚ ❬❇❋✶✵❪✳

✶✳✸✳✷✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❞✐r✐❣❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ▼♦rr✐s ❬▼♦r✾✸❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ✉♥ ♣♦✐❞s q✉✐ r❡✢èt❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳ ▼♦✐♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
❞❛♥s ❧❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❛tt❡✐♥ts ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r✱ ♣❧✉s s♦♥ ♣♦✐❞s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡ ♣♦✐❞s ♣❡✉t
❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ré❞✉✐ts ✭♦✉
❧✐ssés✮ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ P❧✉s✐❡✉rs ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦♥t été
ré❛❧✐sé❡s✱ q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉t✐❧✐sé✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❙❆P❙ ❬❍❚❍✵✷❪✱ P❆❲❙ ❬❚P❇❏✵✹❪✱
❣♥♦✈❡❧t②✰ ❬P❚●❙✵✽❪ ♦✉ s♣❛rr♦✇ ❬❇❋✶✵❪✳

✶✳✸✳✷✳✺ ▲❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ t❛❜♦✉

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❬●❧♦✽✾❪✳ ❊❧❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r
❙❆❚ ♣❛r ▼❛③✉r❡ ❡t ❛❧✳ ❬▼❙●✾✼❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥t❡r❞✐r❡ ❧❡ ✢✐♣ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❝❡♠♠❡♥t
✢✐♣♣é❡s ✭q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t t❛❜♦✉✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s
❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r é❝❤❛♣♣❡r ❛✉① ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞♦✉❝✐ ♣❛r
✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛s♣✐r❛t✐♦♥ ❬●❧♦✽✾❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ♦✉tr❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ t❛❜♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t t❛❜♦✉ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❥à tr♦✉✈é❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❬❈❙✶✶✱ ❈❙✶✷✱ ❈❙✶✸❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜♦✉✱ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✐♣♣❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
❞❡ ❧✬â❣❡ ❞❡ ❧❡✉r ❞❡r♥✐❡r ✢✐♣ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✐♣s ré❛❧✐sés ❞❡♣✉✐s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ été ♠♦❞✐✜é❡✮ ♠❛✐s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳

✶✳✸✳✷✳✻ ▼é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❯♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✜①és ❡♠♣✐✲
r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡
❲❛❧❦❙❆❚ ♦✉ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ t❛❜♦✉ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s à ❝❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ❛❥✉stés ✜♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♦♣t✐♠❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s tr❛✐té❡s✳

❍♦♦s ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ❬❍♦♦✵✷❪ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❲❛❧❦❙❆❚✳ ❙✐ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s r❡♥❝♦♥tré ❞✬♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
❛✉❣♠❡♥t❡r p ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ♣❛r❛✐t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱
ré❞✉✐r❡ p ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞♦♥❝
♣❡r♠❡ttr❛ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡✱ ❧✐♠✐té à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❲❛❧❦❙❛t✱
♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♣ré✲
s❡♥té ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❆❚ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲
❡t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✷✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷✳✸ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é❞✐é❡s à ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✸✳✶ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✸✳✸ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✸✳✹✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✸✳✹✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✸✳✹✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✸✳✺ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✸✳✻ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ▲♦❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✹✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✹✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✹✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✺ ❆✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✺✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✺✳✶✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✺✳✶✳✷ ●✉✐❞❛❣❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✺✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✷✳✺✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✻ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①✲❙❆❚ ❝♦♠♣❧❡ts ✳ ✻✷

✷✳✻✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡t ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✻✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡t ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐✲
s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❧✐é❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té à
▼❛①✲❙❆❚ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡❧❧❡s ❞é❞✐é❡s à ▼❛①✲❙❆❚✳
▲❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés
❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❉❛♥s ❧❛
❝✐♥q✉✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡①✐st❛♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
✭❜❡♥❝❤♠❛r❦s✮ ✉t✐❧✐sés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
s♦❧✈❡✉rs✳

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛♥t❡s

▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❧❛ ♠♦✐♥s ♠❛✉✈❛✐s❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❧s✐✜❡✱ ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ q✉✬❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t✳ ❈✬❡st à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡
❝❤❡r❝❤❡ à ré♣♦♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✭♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✮✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐t
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ✭♠✐♥✐♠✐s❡✮ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ✭❢❛❧s✐✜é❡s✮✳

❚❤é♦r❡♠❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬P❛♣✾✹❪✳

P❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡①✐st❡♥t✱ q✉✐ ♦♥t ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r❡ss✐❢ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
❡t ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t s♦✉✈❡♥t ♠✐❡✉① à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡♥ ❡♥tré❡ s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ΦD ✭❤❛r❞ ❝❧❛✉s❡s✮ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t♦✉t❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s
ΦS ✭s♦❢t ❝❧❛✉s❡s✮ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❧s✐✜é❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✭♠✐♥✐♠✐s❛♥t✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
s♦✉♣❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ✭❢❛❧s✐✜é❡s✮✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❡✉t✲êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t s♦✉♣❧❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ c ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥ ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢
♥♦té poids(c)✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ✭♠✐♥✐♠✐s❡r✮ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
s❛t✐s❢❛✐t❡s ✭❢❛❧s✐✜é❡s✮✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❡✉t✲êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚
✈❛❧✉é ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ✐♥✜♥✐ ✭♦✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✮ ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s
❡t ✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s à t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✈❛❧✉é ❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s
✈❛r✐❛♥t❡s✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s

✸✸



✷✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛♥t❡s

s♦✉♣❧❡s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ♣♦♥❞éré❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ✭♠✐♥✐♠✐s❡✮ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s
❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ✭❢❛❧s✐✜é❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡t
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ▼❛①✲❙❆❚✳

▲✬✐♥térêt ♣♦rté à ❧✬ét✉❞❡ ❡t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r
❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣❛r s❛ ♣r♦①✐♠✐té ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳ ❉✬❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs ② ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥tr✐❜✉é✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♦♥t ✉♥ ❢♦rt ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r❡ss✐❢ ♣✉✐sq✉✬✐❧s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐①❛♥t ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s✮ ❡t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣♦♥❞éré❡s✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦❞és s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣✉✐s
rés♦❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①✲❙❆❚✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
▼❛①✲❈❯❚ ❬❙❩✵✺❪✱ ▼❛①✲❈▲■◗❯❊ ❬❈■❑▼✾✼❪ ❡t ▼✐♥✲❙❆❚ ❬▲▼◗❩✶✵✱ ❑ü❣✶✷✱ ❩▲▼❆✶✷❪✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❈❙P s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✜♥✐s ❬❋❲✾✷❪ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❱❆▲❯❊❉✲❈❙P ❬❙❋❱✾✺❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡st ❛✉ss✐ ❛❞❛♣té à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳ ■❧ ❛ ❛✐♥s✐ été
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✈❛r✐és t❡❧s q✉❡ ✿ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❬❏❑❙✾✺✱ ❳❘❙✵✷✱ ❋▼✵✻❪✱ ❧❛ ❜✐♦✲
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❬❙❇❙✵✺✱ ●▲✶✷❪✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❬●P✾✺❪✱ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té
❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬❆❙▼✽✺❪✱ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❬❉●✶✷❪✱ ❡t❝✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚
❛ ❞♦♥❝ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ✐♥térêt t❤é♦r✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ✉♥ ✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡
❞❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❙❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✈❛❧✉é✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ✜①é à +∞ ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ♦✉ ♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝❧❛rté ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥✲♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ♥♦♥✲
✈❛❧✉é❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s
❢❛❧s✐✜é❡s t♦✉t ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
s✉✐✈❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❝♦ût✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡✮
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Φ✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s
❝❧❛✉s❡s q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❧s✐✜❡ ✿

cout(Φ, I) =
∑

cj∈Φ, cj |I=�

poids(cj)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❖♣t✐♠✉♠✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧èt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ Φ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

optimum(Φ) = min({cout(Φ, I), ∀I ∈ I})

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭❙♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ss✐ ❡❧❧❡
s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

I ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Φ ⇐⇒ cout(Φ, I) <∞

◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ I ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ Φ ss✐ I ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t q✉❡ cout(Φ, I) =
optimum(Φ)✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛r✲
t✐❡❧ ✈❛❧✉é Φ ❡t Φ′ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡ I ♦♥ ❛ cout(Φ, I) = cout(Φ′, I)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭✐♥st❛♥❝❡ ♠❛①✲k✲s❛t✮✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ Φ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✭♦✉ ❞❡ s❡s
✈❛r✐❛♥t❡s✮ ❡st ❞✐t❡s ♠❛①✲k✲s❛t s✐ t♦✉t❡s s❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✉♥
❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐✈✐s❡r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❡♥
❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ✐♥❝♦♠♣❧❡ts✳ ▲❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞s✱ q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡s✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬✐❧s r❡♥✈♦✐❡♥t✳ P❛r♠✐ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❝♦♠♣❧❡ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❜r❛♥❝❤ ❛♥❞
❜♦✉♥❞✮ ❬▲▼P✵✼✱ ▲▼▼P✶✵✱ ❑ü❣✶✵✱ ❍▲❖✵✼✱ ❍▲❖✵✽❪✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❞❡s ❛♣♣❡❧s ✐té✲
r❛t✐❢s à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ❬❋▼✵✻✱ ❍▼❙✶✶✱ ❑❩❋❍✶✷✱ ▼▼▲✶✹✱ ▼▼▲✶✷✱ ▼▼▲✶✸✱ ▼❉▼✶✹✱
◆❇✶✹❪ ❡t ❝❡✉① ❜❛sés s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs
✭✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ■▲P✮ ❬❆❝❤✵✾✱ ❆●✶✸❪✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
s♦❧✈❡✉rs ❤②❜r✐❞❡s ❬❉❇✶✶✱ ❉❇✶✸❛✱ ❉❇✶✸❜❪✱ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛♣✲
♣❡❧ ✐tér❛t✐❢ à ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❡t s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦rt❢♦❧✐♦
♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❬❆▼❙✶✹❪✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ✐♥❝♦♠♣❧❡ts s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t
❜❛sés s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❬❈▲❚❙✶✹✱ ❍❏✾✵✱ ❙❍❙✵✸✱ ❨■✾✽❪ ♦✉ s✉r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬●✈❍▲✵✻✱ ✈▼✈◆✵✺❪✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ✭❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ▼❙❊✮ ❡st
♦r❣❛♥✐sé❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡ ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✻ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✶✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ tr♦✐s
❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❝r❛❢t❡❞ q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡
s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❞❡s ❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝r❛❢t❡❞✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r
❧✬❛♣♣❡❧ ✐tér❛t✐❢ à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ❞♦♠✐♥❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❜❛sés s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P ❞♦♠✐♥❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚
❞♦✐✈❡♥t ♣rés❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✐❡✳ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❞♦✐t êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❙❆❚ ♦ù ❧❛
♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✣t à r❡♥❞r❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡r✈❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
s②♥t❛①✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❙❆❚ ✭❡✳❣✳ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
à ▼❛①✲❙❆❚ ✭s❛✉❢ s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✮✳

✶✳ ❉ét❛✐❧s à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛①s❛t✳✉❞❧✳❝❛t✴

✸✺

http://www.maxsat.udl.cat/


✷✳✷✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❙❆❚ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s
✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡
▼❛①✲❙❆❚ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s
♣♦✉r ❙❆❚ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✐❣♥♦r❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❞❡ ❙❆❚ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞é❞✐é❡s à ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❡st s♦✉♣❧❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s ❛✉①
❢♦r♠✉❧❡s ✈❛❧✉é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙✐ m ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s ♣ré♠✐ss❡s✱ m
❡st s♦✉str❛✐t ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
s✉♣♣r✐♠é❡s✮ ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s m✳

✷✳✷✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ▼❛①✲❙❆❚

❘è❣❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣✉rs ✭P▲✮ ❬❇❘✾✾✱ ❇❋✾✽❪ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣✉rs✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r à vrai ✭r❡s♣✳ faux✮ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t
✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ❯♥❡
t❡❧❧❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♥❡ ❢❛❧s✐✜❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ I t❡❧❧❡ q✉❡ xi ∈ I ✭r❡s♣✳ xi ∈ I✮ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ (I\{xi})∪{xi} ✭r❡s♣✳ (I\{xi})∪{xi}✮
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡s ▲❡s ❝❧❛✉s❡s t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✱ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

✷✳✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ▼❛①✲❙❆❚

❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉s✲s♦♠♠é❡s ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s♦♥t
s♦✉s✲s♦♠♠é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ = {c1 = {x1, x2}, c2 = {x1, x2, x3}}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉s✲s♦♠♠é❡s à Φ ♣r♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′ = {c2 = {x1, x2}}✳
❖r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ {x1, x2, x3} ❢❛❧s✐✜❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ Φ ♠❛✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡ Φ′✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈❛❧✉é❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s str✐❝✲
t❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭✐✳❡✳ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❧✐ttér❛✉①✮ ❡♥ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❛♥t✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s c1 = {l1, . . . , lk} ❡t c2 = {l1, . . . , lk}
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ poids(c1) = poids(c1) + poids(c2) ❡t poids(c2) = 0✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣✉✐ss❛♥t❡ ❡t
très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡s ♣♦✉r ❙❆❚✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t
❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t
✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡ Φ = {c1, c2, c3, c4, c5} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱
c2 = {x1, x2}✱ c3 = {x1, x2}✱ c4 = {x1, x3} ❡t c5 = {x1, x3}✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ Φ
❡st ✶✱ ❛✈❡❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I = {x1, x2, x3}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r♦♣❛❣❡r x1 ✭❛✛❡❝t❡r x1 à vrai✮ ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
s✐♠♣❧✐✜é❡ Φ|{x1} = {{x2}, {x2}, {x3}, {x3}}✳ ▲✬♦♣t✐♠✉♠ ✭✷✮ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❛✐♥s✐ ré❞✉✐t ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✭✶✮ ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❡t ✭✷✮
❞ét❡❝t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡s ✉s❛❣❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✳✸ ❡t ✷✳✸✳✹✳

❘és♦❧✉t✐♦♥ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚
❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲✱ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♦✉ ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡
❛♣rès ❛❥♦✉t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❬▲❍✵✺❛✱
❍▲✵✻✱ ❇▲▼✵✼❪✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠❛❧❣ré ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s✱ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s✳

✷✳✷✳✸ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é❞✐é❡s à ▼❛①✲❙❆❚

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥✲
t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡r♦♥t
♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳

❉♦♠✐♥❛t✐♥❣ ✉♥✐t ❝❧❛✉s❡s ✭❉❯❈✮ ❬◆❘✵✵❪ ❙✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐✲
t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ✉♥ ❧✐ttér❛❧ l ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît✱ ❛❧♦rs l s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t vrai ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✛❡❝t❡r l à vrai ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦ù l ❡st ❢❛❧s✐✜é ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❛r♦ss❛ ❡t ❍❡r❛s
❬▲❍✵✺❛✱ ❍▲✵✻❪ ❡t ❇♦♥❡t ❡t ❛❧✳ ❬❇▲▼✵✼❪ ♦♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ à ▼❛①✲❙❆❚ ✿ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ci = {x, y1, . . . , ys}, cj = {x, z1, . . . , zt}

cr = {y1, . . . , ys, z1, . . . , zt}, cc1, . . . , cct, cct+1, . . . , cct+s
✭✷✳✶✮

❛✈❡❝

cc1 = {x, y1, . . . , ys, z1, z2, . . . , zt}

cc2 = {x, y1, . . . , ys, z2, . . . , zt}

✳✳✳

cct = {x, y1, . . . , ys, zt}

cct+1 = {x, z1, . . . , zt, y1, y2, . . . , ys}

cct+2 = {x, z1, . . . , zt, y2, . . . , ys}

✳✳✳

cct+s = {x, z1, . . . , zt, ys}

✸✼



✷✳✷✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

ci ❡t cj s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ cr ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡t cc1, . . . , cct+s
s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡s ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥
♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ci ❡t cj s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳

Pr♦♣r✐été ✷✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ci ❡t cj ❡st ❡♥ O(k2) ❛✈❡❝ k = max(|ci|, |cj |)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ❡①❛♠✐♥és ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡t
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✿

|cr| = |ci|+ |cj | − 2 ✭✷✳✷✮

|cc1|+ · · ·+ |cct| =
∑

l∈{1,...,|c2|−1}

|c1|+ l

= |cj | ∗
2 ∗ |ci|+ |cj |

2
✭✷✳✸✮

|cct+1|+ · · ·+ |cct+s| =
∑

l∈{1,...,|c1|−1}

|c2|+ l

= |ci| ∗
|ci|+ 2 ∗ |cj |

2
✭✷✳✹✮

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✱ ✷✳✸ ❡t ✷✳✹ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

|cr|+ |cc1|+ · · ·+ |cct+s| =
|ci|

2

2
+
|cj |

2

2
+ 2 ∗ |ci| ∗ |cj |+ |ci|+ |cj | − 1 ✭✷✳✺✮

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❡♥ O(k2)
❛✈❡❝ k = max(|ci|, |cj |)✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ q✉✐
s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❞✬❤②♣❡r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭♣❧✉s✐❡✉rs
ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿

✖ ❘è❣❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭❛❧♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝❧❛✉s❡s✱ ❆❈❈✮ ❬❇❘✾✾❪ ♦✉
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ✭♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❬▲❍✵✺❛❪ ✿

{x, l1, l2, . . . , lk}, {x, l1, l2, . . . , lk}

{l1, l2, . . . , lk}
✭✷✳✻✮

✖ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛î♥é❡ ✭❝❤❛✐♥❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❬▲▼P✵✼✱ ▲❍❞●✵✽❪

{l1}, {l1, l2}, . . . , {lk−1, lk}, {lk}

�, {l1, l2}, . . . , {lk−1, lk}
✭✷✳✼✮

✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

✖ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ ✭❝②❝❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❬▲❍❞●✵✽✱ ▲▼▼P✵✾❪

{l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk, l1}

{l1}, {l1, lk}, {l1, lk},

{l1, l2}, {l2, l3}, {l1, l2, l3}, {l1, l2, l3}

{l1, l3}, {l3, l4}, {l1, l3, l4}, {l1, l3, l4}

✳✳✳

{l1, lk−1}, {lk−1, lk}, {l1, lk−1, lk}, {l1, lk−1, lk}

✭✷✳✽✮

▲❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉✲
♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♦✉ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡s tr♦✐s
rè❣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐t ❝❧❛✉s❡s✮
❬◆❘✵✵❪ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✷✳✻ ❛✈❡❝ k = 0 ♦✉ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✷✳✽✱ ❧à ❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝
k = 0✳ ▲❡s rè❣❧❡s ✷✲❘❊❙ ❡t ✸✲❘❊❙ ❬❍▲✵✻❪ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡s
rè❣❧❡s ✷✳✽ ❛✈❡❝ k = 3 ❡t ✷✳✼ ❛✈❡❝ k = 3✳

✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✮✱ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▲❛♥❞ ❡t ❉♦✐❣ ❬▲❉✻✵❪✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧♦r❡✱ ♣❛r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❥✉sq✉✬à
♣rés❡♥t ✭❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❯❇✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦❧✉t✐♦♥
❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ▲❇✮✳ ❙✐
LB ≥ UB✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ✭❜❛❝❦tr❛❝❦✮
❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♥♦♥ ❡①♣❧♦ré❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r à
été ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡①♣❧♦ré✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ré❛❧✐s❡r ❞❡s
❝♦✉♣✉r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✐❣♥♦r❡r
❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥
❝♦ût ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ r❡♥❝♦♥tré❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ P❧✉s✐❡✉rs
❝r✐tèr❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥tr❡r ❡♥ ❥❡✉ ✿

✶✳ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✱

✷✳ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱

✸✳ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡✲
♠❡♥t✱

✹✳ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ q✉✐ é✈✐t❡♥t ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ré♣ét✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱

✺✳ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✸✾



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ♣♦✐♥ts é✈♦q✉és ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s
♣❛r ❧❡ ♣❛ssé✳

✷✳✸✳✶ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

❯♥ s♦❧✈❡✉r sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❆❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✷✳✶✮✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡t
❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣✐r❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s
✭❧✐❣♥❡ ✷✲✸✮✳ P✉✐s✱ ✐❧ ❡①♣❧♦r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡ss❛②❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢é✲
r❡♥❝❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ rè❣❧❡s❴✐♥❢ér❡♥❝❡✭✮✱ ❧✐❣♥❡ ✻✮✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉✐
❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I ♣❧✉s
✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❢❛❧s✐✜é❡s s✐ ❧✬♦♥ ét❡♥❞
❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❴❜♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡✭✮✱ ❧✐❣♥❡ ✼✮✳ ❙✐ LB ≥ UB✱ ❛❧♦rs
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t♦✉r❴❛rr✐èr❡✭✮✱ ❧✐❣♥❡
✽✮ ✿ ✐❧ ❞é❢❛✐t ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥❡①♣❧♦ré❡ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❙✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛ été ❞♦♥♥é❡
à t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✐❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
▼❛①✲❙❆❚
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❛✈❡❝ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Φ✳
❘❡s✉❧t ✿ (UB, IUB) ❛✈❡❝ UB ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡t IUB ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❛

♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❯◆❙❆❚ s✐♥♦♥✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ UB ←

∑

cj∈Φ poids(cj)❀

✸ IUB ← ∅❀
✹ I ← ∅❀
✺ ❞♦
✻ (Φ, I)←rè❣❧❡s❴✐♥❢ér❡♥❝❡✭Φ✱I✮ ❀
✼ LB ← ❝❛❧❝✉❧❴❜♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡✭Φ|I✮❀
✽ ✐❢ LB ≥ UB t❤❡♥ r❡t♦✉r❴❛rr✐èr❡✭✮❀
✾ ❡❧s❡ ✐❢ |I| = n t❤❡♥

✶✵ UB ← cout(Φ, I)❀
✶✶ IUB ← I❀
✶✷ r❡t♦✉r❴❛rr✐èr❡✭✮❀

✶✸ ❡❧s❡
✶✹ l←❤❡✉r✐st✐q✉❡❴❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✭✮❀
✶✺ I ← I ∪ {l}❀

✶✻ ✇❤✐❧❡ |I| > 0❀
✶✼ ✐❢ UB <∞ t❤❡♥ r❡t✉r♥ (UB, IUB)❀
✶✽ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ❯◆❙❆❚ ❀

✹✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❛❝t✉❛❧✐s❡ ❯❇ ❛✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ✭❧✐❣♥❡s ✾✲✶✷✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐t
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❛✛❡❝té❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡t ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡❴❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✭✮✱ ❧✐❣♥❡s ✶✹✲✶✺✮✳ ❈❡s ét❛♣❡s s♦♥t ré♣été❡s ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✐t été ❡①♣❧♦ré✳ ❙✐ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ à
✉♥ ❝♦ût ✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♥✬❛
été tr♦✉✈é❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❯◆❙❆❚✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ r❡♥✈♦✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡t ❧✬✐♥✲
t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭❧✐❣♥❡s ✶✼✲✶✽✮✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✬✉♥ t❡❧ s♦❧✈❡✉r✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ = {c1, . . . c10} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱ c2 =
{x1}✱ c3 = {x2}✱ c4 = {x1, x2}✱ c5 = {x1, x3}✱ c6 = {x2, x3}✱ c7 = {x4, x5}✱ c8{x4, x5}✱
c9 = {x4, x5} ❡t c10 = {x1, x3, x4}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r Φ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts s♦♥t ❢❛✐ts
s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡ ✭q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❢❛✐t❡
❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭✐✳❡✳ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✮✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡s ét❛♣❡s ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳

▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ à ❧❛ ♣✐r❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✶✵✳ P✉✐s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s 〈x1, x2, x3, x4, x5〉 ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✶✱ ✷✱ ✹✱ ✹ ❡t ✹✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❜r❛♥❝❤❡ ✐♥❡①♣❧♦ré❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ■❧ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣rès
❛✈♦✐r ❞é❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡✱ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x5✱ x4 ♣✉✐s x3✳

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s 〈x3, x4〉 ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ✷
❡t ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❞❡
✶✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r
x5 = faux ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ c7✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡ ❡t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡✈✐❡♥t ✸✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ❥✉sq✉✬❛✉
♥✐✈❡❛✉ ✹ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x5 ❡t x4 s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s✳

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜①❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♥♦♥ ❛✛❡❝té❡s x4 ❡t x5✳ ❚r♦✐s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❢❛❧s✐✜é❡s✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲
❛rr✐èr❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✷✱ ❞é❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x5✱ x4✱ x3 ❡t x2✳

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x2 ❡st ❛✛❡❝té❡ à faux ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x3@c5, x4@c10, x5@c8〉✳ ❚r♦✐s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❢❛❧s✐✜é❡s
❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❚♦✉t❡s
❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s✳

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1, x2, x3@c6, x4, x5@c7〉 ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ❯♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✷ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❞é❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ x5✱ x4✱ x3 ❡t x2✳

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x2@c3, x3, x4, x5@c7〉 ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ❯♥❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✲
✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛②❛♥t été ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡①♣❧♦ré✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
I = {x1, x2, x3, x4, x5} ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ Φ ❡t ♦♥ ❛ optimum(Φ) = 1✳

✹✶



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

0/10

1/10

2/10

4/10

4/10

4/10
UB = 4

2/4

3/4

3/4
UB = 3

2/3

3/3
LB ≥ UB

2/3

2/3

2/3

3/3
LB ≥ UB

1/3

2/3

2/3

2/3

2/3
UB = 2

1/2

1/2

1/2

1/2
UB = 1

x1

x2

x3

x4

x5

x3

x4

x5@c7

x4@c10

x5@c8

x2

x3@c5

x4@c10

x5@c8

x1

x2

x3@c6

x4

x5@c7

x2@c3

x3

x4

x5@c7

♥✐✈❡❛✉ ✶

♥✐✈❡❛✉ ✷

♥✐✈❡❛✉ ✸

♥✐✈✳ ✹

♥✐✈✳ ✺
❧é❣❡♥❞❡ ✿

li
❞é❝✐s✐♦♥ li ❂ vrai

lj@ck
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ lj ❂ vrai ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ck

r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡

LB/UB
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①♣❧♦ré ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✻✳ ▲❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts s♦♥t ❢❛✐ts s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t
❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡✳

✹✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

✷✳✸✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t

▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
▼❛①✲❙❆❚ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ❉✬✉♥ ❝♦té✱
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t
❝❤♦✐s✐r ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡
❝♦té✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❧❡✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞ès ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♥÷✉❞s ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s q✉✐ ❢❛❧s✐✜❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡
❝❧❛✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ r❡♣♦s❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s
❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡t ❜✐♥❛✐r❡s ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
❜r❛♥❝❤❡s s♦✐❡♥t ❡①♣❧♦ré❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♣❛r❛✐ss❡♥t
❧❡ ♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
❛✛❡❝té❡s à vrai ♦✉ à faux✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡s ❛✉① s♦❧✈❡✉rs ▼❛①✲❙❆❚ ❬❏▼❇✾✼✱
❆▼P✵✸✱ ❳❩✵✺❪ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ▼❖▼❙ ❬Pr❡✾✸❪ ♦✉ ❏❡r♦s❧♦✇✲❲❛♥❣
✭❏❲✮ ❬❏❲✾✵✱ ❍❱✾✺❪ ♣♦✉r ❙❆❚ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✶✮✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❡st q✉❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡st
ré❞✉✐t❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❢❛✈♦✲
r✐s❡♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ▲❇ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ♣❧✉tôt q✉✬à ❡♥ ❢❛❧s✐✜❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ ❛ ✉♥ s❝♦r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭✐❡✳ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt s❝♦r❡ ❡st ❝❤♦✐s✐✱ ❧❡
s❝♦r❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐①✮✳

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ré❝❡♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✼✱ ▲▼▼P✶✵❪ ❞♦♥♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ l ✉♥ s❝♦r❡ ❜❛sé s✉r s❡s
❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✿

lscore(l) = app1(l) + 4 ∗ app2(l) + app3(l) ✭✷✳✾✮

♦ù appk(l) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s l ❛♣♣❛r❛ît✳
P✉✐s✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt s❝♦r❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

score(xi) = lscore(xi) ∗ lscore(xi) + lscore(xi) + lscore(xi) ✭✷✳✶✵✮

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❞❡st✐♥é❡ à éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡st ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ▼❖▼❙ ♣♦✉r ❙❆❚ ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✶✮✳

✖ ❛❦♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪ ❞♦♥♥❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥ s❝♦r❡ ❛✉① ❧✐ttér❛✉① ❜❛sé s✉r ❧❡✉rs ❛♣♣❛r✐✲
t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✿

lscore(l) = app1(l) + 2 ∗ app2(l) + app3(l) + app4+(l) ✭✷✳✶✶✮

♦ù appk(l) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r k ∈ {1, 2, 3} ❡t app4+(l) ❡st ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à q✉❛tr❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t

✹✸



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

l✳ ❛❦♠❛①s❛t ♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ s❡❝♦♥❞ s❝♦r❡ cscore(l) ❜❛sé s✉r ❧❡s
❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡
s❝♦r❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

score(xi) = (lscore(xi) + cscore(xi)) ∗ (lscore(xi) + cscore(xi))

+ min(lscore(xi), lscore(xi)) ✭✷✳✶✷✮

▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈✐s❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥s s❝♦r❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡ ❧❡✉rs ♣♦❧❛r✐tés✳

✖ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✼✱ ❍▲❖✵✽❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♣❧✉s ♦r✐❣✐✲
♥❛❧❡✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❱❙■❉❙
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✶ ♦✉ ❬▼▼❩+✵✶❪✮ ♣♦✉r ❙❆❚ ❡♥ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ✈❛❧✉é❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❏❡rs❧♦✇✲❲❛♥❣
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✶ ♦✉ ❬❍▲✵✻❪✮ ❡t ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✿

lscore(l) =
∑

cj∈Φ t✳q✳
l∈cj

poids(cj) ∗ 2
−|cj | ✭✷✳✶✸✮

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣♦✉r éq✉✐❧✐❜r❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❈✬❡st à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t tr❛✐t❛♥t sé♣❛ré✲
♠❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s✳

✷✳✸✳✸ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡

➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝❤❡r❝❤❡♥t à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t à ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡
rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ❡st
❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ♦✉ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
r❡st❛♥t à ❡①♣❧♦r❡r✳

❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡s ✉t✐✲
❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ré❝❡♥ts ✭❡✳❣✳ ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✼❪✱ ❛❦♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪✮ s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✳ ■❧s ❢✉s✐♦♥♥❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ■❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♠✐té❡s
❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ s✉r
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✉♥✱ ❞❡✉① ❡t ♣❛r❢♦✐s tr♦✐s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡t ❜✐♥❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
sé♠❛♥t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ♣✉rs ♦✉ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ♣❧✉s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳

❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ▲❡s s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré❝❡♥ts ✉t✐✲
❧✐s❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ▼❛①✲❙❆❚ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷ ✿ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣✉rs ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡❧❧❡s

✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡✉r ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞é❞✉❝tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝
❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡ ✭❍❯P✮ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✐❣♥♦r❡r ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
▼❛①✲❙❆❚✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥
❛✐t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ cj = {li} t❡❧❧❡ q✉❡ LB + poids(cj) ≥ UB✳ ❋❛❧s✐✜❡r ❧❡ ❧✐ttér❛❧ li
❝♦♥❞✉✐r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥
r❡♥❝♦♥tré❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ li ❡st ❢❛❧s✐✜é ♣❡✉t êtr❡ ✐❣♥♦ré❡ ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t li✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡ rè❣❧❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡ ✭❤❛r❞ ✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❍❯P✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❜♦r♥❡s
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ❊❧❧❡ ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡ s❛ ♠❡s✉r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
ré❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✜①❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❛✛❡❝té❡s ❡t
❞♦♥❝ ❞✬✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦✉ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❈❡❧❛ r❡♥❢♦r❝❡ ❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡
s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥
✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s✮ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❛♥s
❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é très s♦✉✈❡♥t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡
❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ✐♥✢✉❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
❡①♣❧♦rés✳ P♦✉r êtr❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s
♣❛ssé ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▲❇ ❡t s❛ q✉❛❧✐té✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣t❡r ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ q✉✐ s♦♥t ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I ✿

clauses❴falsifiees(Φ|I) =
∑

cj∈Φ, cj |I=�

poids(cj) ✭✷✳✶✹✮

❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t s♦✉✈❡♥t très é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡
❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❢❛❧s✐✜é❡s s✐ ❧✬♦♥ ét❡♥❞ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡✱ à ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ à ❝♦♠♣t❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

✹✺



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s❡r❛ ❢❛❧s✐✜é❡ s✐ ❧✬♦♥
ét❡♥❞ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡
❞✐s❥♦✐♥t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① tr❛✈❛✉① ❡t ♠ét❤♦❞❡s
❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳

P❛r s♦✉❝✐s ❞✬❡①❤❛✉st✐✈✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❬❳❩✵✺❪ ♦✉ ❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠✉♠ ❬P❉✵✼✱ PP❈+✵✽❪✳

✷✳✸✳✹✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

■♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦✉♥t ✭■❈✮ ❬❲❋✾✻❪ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st
❧✬✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦✉♥t✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❲❛❧❧❛❝❡ ❡t ❋r❡✉❞❡r ❬❲❋✾✻❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{li}, {li}

▲❇✹ ❬❙❩✵✹❪ ❙❤❡♥ ❡t ❩❤❛♥❣ ♦♥t ❛♠é❧✐♦ré ❧✬✐♥❝♦♥st❡♥❝② ❝♦✉♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ▲❇✹
❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ■❈✳ ▲❇✹ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♠✐té❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s {l1} ❡t
{l1, l2}✱ ✐❧ ❣é♥èr❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ {l2}✳ ▲❇✹ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ét❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{l1}, {l1, l2}, . . . , {lk−1, lk}, {lk}

▲❇✹ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♦r❞r❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
♥❡ s❡r❛ ❞ét❡❝té q✉❡ s✐ ∀i ∈ {1, . . . , k − 1}✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ var(li) ❡st ❛✈❛♥t var(li+1) ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ▲❇✹ ❝❛♣t✉r❡ ✭❛✈❡❝ k = 1✮ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ■❈✳

❙t❛r r✉❧❡ ❬◆❘✵✵✱ ❆▼P✵✹❪ ▲❛ st❛r r✉❧❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ◆✐❡❞❡r♠✐❡r ❡t ❘♦ss♠❛♥✐t❤
❬◆❘✵✵❪ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r
❆❧s✐♥❡t ❡t ❛❧✳ ❬❆▼P✵✹❪✱ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{l1}, {l2}, . . . , {lk}, {l1, l2, . . . , lk}

❉❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ s❡✉❧s ❧❡s ❝❛s k = 1 ❡t k = 2 s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❖♥
♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ st❛r r✉❧❡ ❝❛♣t✉r❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ■❈
✭❛✈❡❝ k = 1✮ ❡t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡✉① ❞ét❡❝tés ♣❛r ▲❇✹✳

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ✭❙❯P✮ ❬▲▼P✵✺❪ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ❬▲▼P✵✺❪ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✷✮ ✿ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
s✐♠✉❧é❡ ✭s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❙❯P✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✸✮ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ♠♦❞❡r♥❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r

✹✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♠❡♥é ❛✉ ❝♦♥✢✐t ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❛✉ ♥÷✉❞ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✮✳ ❈❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sés ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣r✐s❡ ❡t ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❛✉t ❛rr✐èr❡✳

▲✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝✲
t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷ ❞é❝r✐t ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J ✱ ❞❡st✐♥é❡ à ❝♦♥t❡♥✐r
❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s✐♠✉❧é❡s✱ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ✭❧✐❣♥❡ ✷✮✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts ✭❧✐❣♥❡s ✸✲✹✮✳ ❙✐ ✉♥❡
❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❞ét❡❝té❡ ✭❧✐❣♥❡ ✺✮✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❛♥❛✲
❧②s❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ♠❡♥é❡s ❛✉ ❝♦♥✢✐t ✭❧✐❣♥❡ ✻✮✳ ❈❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠é ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉✬✐❧ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝♦♠♣té ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s
❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❧✐❣♥❡ ✼✮✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡
✈✐❞❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ✳ ▲❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✷✮✳ ❈♦♠♠❡
❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣r✐♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s✐✲
♠✉❧é❡s ❢❛✐t❡s ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡s ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é❢❛✐t❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
ré✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J ✭❧✐❣♥❡ ✽✮✳ ▲♦rsq✉❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ♥✬❡st ♣ré✲
s❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭❧✐❣♥❡ ✾✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❴❜♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
s✐♠✉❧é❡✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ I✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ J ← ∅❀
✸ ✇❤✐❧❡ ∃ci ∈ Φ, ci|I∪J = {l} ❞♦
✹ J ← J ∪ {l}❀
✺ ✇❤✐❧❡ ∃cj ∈ Φ, cj |I∪J = � ❞♦
✻ ψ ←❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ✱I ∪ J ✱cj✮❀
✼ Φ←tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ✱ψ✮❀
✽ J ← ∅❀

✾ r❡t✉r♥
∑

cj∈Φ, cj |I=�
poids(cj)❀

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✐❣♥♦r❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❥♦✉té❡s à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❝❛♣t✉r❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭■❈✱
▲❇✹ ❡t st❛r r✉❧❡✮✳

❈❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ s♦✉♣❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts q✉✬à ❤❛✉✲
t❡✉r ❞❡ s♦♥ ♣♦✐❞s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s s✐♠✉❧é❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✏ré❡❧❧❡s✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ré❞✉✐t❡s ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ♥♦♥ s✐♠✉❧é❡s ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✏s✐♠✉❧é❡s✑

✹✼



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ❧✐ttér❛✉① s♦♥t ❢❛❧s✐✜és ♣❛r ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s s✐♠✉❧é❡s✮✳ P❧✉s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡ t❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t ♣❧✉s ❙❯P ♣♦✉rr❛ ❞ét❡❝t❡r ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❊♥ s❡ ❜❛✲
s❛♥t s✉r ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❬▲▼P✵✻❪ ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❙❯P ♣♦✉r
✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ré❡❧❧❡s q✉✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❙❯PS ✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣✐❧❡ ♣❧✉tôt
q✉✬✉♥❡ q✉❡✉❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❛❥♦✉✲
té❡s s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s à êtr❡ tr❛✐té❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❙❯P∗✱ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① q✉❡✉❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡s✳
❙❯P∗ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s s✐♠✉❧é❡s✱ ♣✉✐s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ré❡❧❧❡s✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❬▲▼P✵✻❪ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s
❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❙❯P✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡
❙❯P∗✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ1 = {c1, . . . , c5} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱ c2 =
{x1, x2}✱ c3 = {x2, x3}✱ c4 = {x3, x4} ❡t c5 = {x2, x4}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ♣r♦❞✉✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, x3@c3, x4@c4〉✳ ▲❛
❝❧❛✉s❡ c5 ❡st ❛❧♦rs ✈✐❞❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ψ = {c1, c2, c3, c4, c5} ❛②❛♥t ♠❡♥é
♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥✢✐t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣ré✲
s❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥✬❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ t❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳

x3 x4

x1 x2 �
c1 c2

c3

c5

c4

c5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s✐♠✉❧é❡s ré❛❧✐✲
sé❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼

✳

▲✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ✭❋▲✮ ❬▲▼P✵✻❪ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡
❬▲▼P✵✻❪✱ ❜❛sé❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❙❯P ✿ ❧❡s ❧✐ttér❛✉①
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ✭❢❛✐❧❡❞ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❋▲✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡ I✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❝♦♥s✐st❡ à t❡st❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥♦♥ ❛✛❡❝té❡ xi✱ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
ψ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ΦI∪{xi}✱ ♣✉✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ′ ❞❛♥s ΦI∪{xi}✳ ❙✐ ❝✬❡st
❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ψ ∪ ψ′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ|I ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ ❙❯P ❡t ❋▲ t❡❧❧❡ q✉✬✐♠♣❧é♠❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✻✱ ▲▼P✵✼❪✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ✷ à ✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ✼✲✷✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛ssé à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ s❡✉❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭✐❡✳
q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❡t ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥
s❡✉❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡st ❞ét❡❝té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✸ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❴❜♦r♥❡❴✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
s✐♠✉❧é❡ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ I✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ✇❤✐❧❡ ∃ci = {l} ∈ Φ|I ❞♦
✸ I ← I ∪ {l}❀
✹ ✇❤✐❧❡ ∃cj = � ∈ Φ|I ❞♦
✺ ψ ←❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ✱I✱cj✮❀
✻ Φ←tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ✱ψ✮❀

✼ ❢♦r x ∈ var(Φ|I) t✳q✳ app2(x) > 0 ❡t app2(x) > 0 ❞♦
✽ I ′ ← I ∪ {x}❀
✾ ψ ← ∅❀

✶✵ ✇❤✐❧❡ ∃ci = {l} ∈ Φ|I′ ❞♦
✶✶ I ′ ← I ′ ∪ {l}❀
✶✷ ✐❢ ∃cj = � ∈ Φ|I′ t❤❡♥
✶✸ ψ ←❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ✱I ′✱cj✮❀
✶✹ ❜r❡❛❦❀

✶✺ I ′ ← I ∪ {x}❀
✶✻ ψ′ ← ∅❀
✶✼ ✇❤✐❧❡ ∃ci = {l} ∈ Φ|I′ ❞♦
✶✽ I ′ ← I ′ ∪ {l}❀
✶✾ ✐❢ ∃cj = � ∈ Φ|I′ t❤❡♥
✷✵ ψ′ ←❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ✱I ′✱cj✮❀
✷✶ ❜r❡❛❦❀

✷✷ ✐❢ ψ 6= ∅ ❡t ψ′ 6= ∅ t❤❡♥
✷✸ Φ←tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ✱ψ ∪ ψ′✮❀

✷✹ r❡t✉r♥
∑

cj∈Φ, cj |I=�
poids(cj)❀

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ❑ü❣❡❧ ❬❑ü❣✶✵❪ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ❙❯P ❡t ❋▲ ❡♥ ✉♥❡
s❡✉❧❡ ❡t ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥♦♠♠é❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥✱ ●❯P✮✳ ▲✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ●❯P ❡st ❞❡ ♠✐❡✉① ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝✲
t♦✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❙❯P ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ|I∪{xi}✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ xi ❞♦✐t êtr❡ ✜①é à faux ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ψ ♥❡ s♦✐t ❢❛❧✲
s✐✜é❡✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡❝té ❞❛♥s Φ|I∪{xi}✱ ♦♥ ♣❡✉t
♠❛❧❣ré t♦✉t ✉t✐❧✐s❡r ψ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❋▲ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ|I∪{xi}✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ2 = {c1, . . . , c5} ❛✈❡❝ c1 = {x1, x2}✱
c2 = {x2, x3}✱ c3 = {x1, x3}✱ c4 = {x1, x4} ❡t c5 = {x1, x4}✳ Φ2 ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥❡
❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡❝té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✳

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❙❯P s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ2|{x1} ♣❡r♠❡t ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4 à vrai ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✉♥✐t❛✐r❡ c4✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c5 ❡st ❢❛❧s✐✜é❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ψ1 = {c4, c5} ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ2|{x1}✳

❙✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x1 ❛ faux✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P s✉r Φ2|{x1} ♣r♦❞✉✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡

✹✾



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x2@c1, x3@c2〉 ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c3 ❡st ❢❛❧s✐✜é❡✳ ψ2 = {c1, c2, c3} ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ2|{x1}✳

❉♦♥❝ ψ1 ∪ ψ2 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ2✳

✷✳✸✳✹✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

❯♥❡ ❢♦✐s ❞ét❡❝tés✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠és ♣♦✉r q✉✬✐❧s
♥❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣tés q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❉❡✉① ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ✿ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳

❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❆✐♥s✐✱
♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡st m✱ ♦♥ ♣❡✉t
s♦✉str❛✐r❡ m ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ψ ✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ✈✐❞❡ s♦♥t s✉♣♣r✐✲
♠é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✮ ❡t ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❞❡ ♣♦✐❞s m✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✹ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✹ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r
s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ m← min({poids(c), ∀c ∈ ψ})❀
✸ ❢♦r c ∈ ψ ❞♦
✹ poids(c)← poids(c)−m❀

✺ poids(�)← poids(�) +m❀
✻ r❡t✉r♥ Φ❀

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡❧❧❡
♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
❛♣rès s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥t❡♥✐r
♠♦✐♥s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬♦♣t✐♠✉♠
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡st t♦✉✲
❥♦✉rs ❧♦❝❛❧❡ ❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣♦rtés à ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ▲❇✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t
✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ3 = {c1, . . . , c8} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱
c2 = {x2}✱ c3 = {x1, x2}✱ c4 = {x3, x4}✱ c5 = {x3, x5}✱ c6 = {x4, x6}✱ c7 = {x4, x5, x7}
❡t c8 = {x6, x7}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P✯ s✉r Φ3 ♣r♦❞✉✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
〈x1@c1, x2@c2, x3@c3, x4@c4, x5@c5, x6@c6, x7@c7〉 ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c8 ❡st ✈✐❞❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸
♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡s ré❛❧✐sé❡s✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ψ = {c1, . . . , c8} ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♠✉❧❡✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ s✉r ψ ♣r♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ′
3 =

{�}✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ Φ′
3 ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ Φ3✳ P❛r

✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ I = {x1, x2}✱ ♦♥ ❛ cout(Φ′
3, I) = 1 ❡t

cout(Φ3, I) = 2✳

x1 x4 x6

x3 �

x2 x5 x7

c1

c2

c3

c3

c4

c5

c6

c7

c7

c8

c8

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ3 ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ▲✬❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳
❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❙✐ m ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✲
❝♦♥s✐st❛♥t ψ✱ m ❡st s♦✉str❛✐t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡ ψ✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✭✈✐❞❡ s✐ ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠é✮ ❡t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
s♦♥t ❛❥♦✉té❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛❥♦✉té❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s m✳ ▲❡s rés♦❧✲
✈❛♥t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❣é♥érés à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s✉♠és ♣❛r ❧❡s
ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

G = (V,A) ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛②❛♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ψ✳

❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ m← min({poids(c), ∀c ∈ ψ})❀
✸ c1 ← ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ ❞❡ ψ❀
✹ ✇❤✐❧❡ c1 6= � ❞♦
✺ x← ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ V ♥♦♥ tr❛✐té❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t❀
✻ c2 ← srcG(x)❀
✼ (cr, CC)← ♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥✭Φ✱c1✱x✱c2✮❀
✽ poids(c1)← poids(c1)−m❀
✾ poids(c2)← poids(c2)−m❀

✶✵ c1 ← cr❀

✶✶ r❡t✉r♥ Φ❀

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞✉❡ à ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ t♦✉s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣♦rtés à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

✺✶



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ét❛♥t ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✐♥✲
t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❛✐♥s✐ tr❛♥s❢♦r♠és s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❞ét❡❝t❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❣✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✭❧✐♠✐té❡✮ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❧✉s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✱ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ3 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P✯ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ = {c1, . . . , c8}
♣❛r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, x3@c3, x4@c4, x5@c5, x6@c6, x7@c7〉✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ψ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❡st t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ c8 ❡t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c7 ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣é❡ x7✳ ▲❡ rés♦❧✈❛♥t cr = {x4, x5, x6} ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
cc1 = {x4, x5, x6}✱ cc2 = {x4, x5, x6} ❡t cc3 = {x5, x6} s♦♥t ❛❥♦✉té❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❡s
❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s c7 ❡t c8 s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳ P✉✐s✱ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥tr❡
❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ cr1 ♦❜t❡♥✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c6 ❞❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ♥♦♥ tr❛✐té❡ x6✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ cr2 = {x4, x5} ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ cc4 = {x4, x5, x6} s♦♥t ❛❥♦✉té❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❛♥❞✐s q✉❡ cr1
❡t c6 s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ
❛✐t été tr❛♥s❢♦r♠é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡s✱ ❛✈❡❝
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡♥❝❛❞ré❡s✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r rés♦❧✈❛♥t ♣r♦❞✉✐t ❡st cr7 = � ❡t ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′′

3 = {�, cc1, . . . , cc9} ❛✈❡❝ cc4 = {x4, x5, x6}✱ cc5 = {x3, x4, x5}✱
cc6 = {x3, x4, x5}✱ cc7 = {x1, x2, x3}✱ cc8 = {x2, x3} ❡t cc9 = {x1, x2}✳

✷✳✸✳✹✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❙❯P ❡t ❋▲✮ ❡st ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ré❛✲
❧✐s❡ s♦♥t r❡❞♦♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡st ❞ét❡❝té à ✉♥ ♥÷✉❞
❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❛❧♦rs ψ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■❧ ♣❛r❛✐t ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐✲
s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❝❡tt❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡t r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❧✉s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❡♥tr❛î♥❡✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ s❡✉❧❡s s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭♦✉ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✮ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
♠♦t✐❢s ♣ré❞é✜♥✐s✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞é❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢é✲
r❡♥❝❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér✐q✉❡ ✿ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ r❡str❡✐♥t❡ à ❝❡rt❛✐♥s ♠♦t✐❢s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦✲
t✐❢s✳ ❈❡✉① ❝♦✉✈r❛♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡t ❝❡✉① q✉✐ ❧❡s ❝♦✉✈r❡♥t
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs é✈✐t❡♥t ❧❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts ♠é♠♦r✐sés✳ ▲❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❡s s❡❝♦♥❞s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛♣rès
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ▲❡✉r ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡

✺✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

c8 = {x6, x7} c7 = {x4, x5, x7}

cc1 = {x4, x5, x6, x7}
cc2 = {x4, x5, x6, x7} ✱ cc3 = {x5, x6, x7}

cr1 = {x4, x5, x6} c6 = {x4, x6}

cc4 = {x4, x5, x6}

cr2 = {x4, x5} c5 = {x3, x5}

cc5 = {x3, x4, x5}
cc6 = {x3, x4, x5}

cr3 = {x3, x4} c4 = {x3, x4}

cr4 = {x3} c3 = {x1, x2, x3}

cc7 = {x1, x2, x3}
cc8 = {x2, x3}

cr5 = {x1, x2} c2 = {x2}

cc9 = {x1, x2}

cr6 = {x1} c1 = {x1}

cr7 = �

x7

x6

x5

x4

x3

x2

x1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ➱t❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
ψ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ3 ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥❝❛❞ré❡s✳

✺✸



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t
❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❙❯P ❡t ❋▲✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✼❪ ❡t ❛❦♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s s✉✐✈❛♥ts ✭❛✈❡❝ ❡♥ ❤❛✉t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❡♥ ❜❛s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✿

{l1, l2}, {l1, l2}

{l1}
✭✷✳✶✺✮

{l1, l2}, {l2, l3}, {l1, l3}

{l1}, {l1, l2, l3}, {l1, l2, l3}
✭✷✳✶✻✮

{l1}, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk, lk+1}, {lk+1}

�, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−1, lk}
✭✷✳✶✼✮

❈❡s ♠♦t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥és✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✷✳✶✺ ❡t ✷✳✶✼ ✿

{l1}, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−2, lk−1}, {lk−1, lk}, {lk−1, lk}

�, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−2, lk−1}
✭✷✳✶✽✮

❡t ♣❛r ✷✳✶✻ ❡t ✷✳✶✼ ✿

{l1}, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−3, lk−2}, {lk−2, lk−1}, {lk−2, lk}, {lk−1, lk}

�, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−3, lk−2}, {lk−2, lk−1, lk}, {lk−2, lk−1, lk}
✭✷✳✶✾✮

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦t✐❢ ✭✷✳✶✺✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛î♥é❡ ❬▲▼P✵✼✱ ▲❍❞●✵✽❪ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s✉✐✈❛♥ts ✭✷✳✶✻ ❡t ✷✳✶✼✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ ❬▲❍❞●✵✽✱ ▲▼▼P✵✾❪ ❛✈❡❝
k = 1 ❡t k = 2 ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛♣♣r✐s❡s ♥❡ ❧❡ s♦♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❆✉❝✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♥✬❡st ré❛❧✐sé✳

❉✬❛✉tr❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✼✱ ❍▲❖✵✽❪ ♥❡ ♠é♠♦r✐s❡
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s rés♦❧✈❛♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à q✉❛tr❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s✱ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳
▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❉❛rr❛s ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❬❉❉❉▲✵✼❪ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s✉♣♣r✐♠és ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝
♣❛s ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✮✳ ■❧s ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛
s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ t❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❧❡✉rs ❝❧❛✉s❡s ♥✬❡st ❛✛❡❝té❡✳

✷✳✸✳✺ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✭✈❛❧✉é ♦✉ ♥♦♥✲✈❛❧✉é✮ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡

✺✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ✭♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❢❛❧s✐✜é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✈❛❧✉é❡✮✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r
❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ♣❛r❝♦✉r✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳

P❛r ❞é❢❛✉t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲
♣♦✉r ❙❆❚ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮ ✿ ✐❧ ❡①♣❧♦r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ ✭ré❡❧❧❡✮ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞ét❡❝té s✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞✉r❡✱ ✐❧ ré❛❧✐s❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ♥✬❡st
♣❛s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛♣rès ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❛❧♦rs s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s✳

❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ré❝❡♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ♠♦❞❡r♥❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s
✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❧❡s r❡t♦✉rs ❛rr✐èr❡s ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❜❛✲
sé❡s s✉r ❧❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r
❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥✢✐❝t ❞r✐✈❡♥ ❝❧❛✉s❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❈❉❈▲✮ ❬❊❙✵✸✱ ▼❙❙✾✾❪✱ s❡ s♦♥t
❛✈éré❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❙❆❚ ❝r❛❢t❡❞ ❡t ✐♥❞✉str✐❛❧✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦❤❛❜✐t❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣r❡s à ▼❛①✲❙❆❚ ❡t ❝❡❧❧❡s
♣r♦♣r❡s à ❙❆❚✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♥✬✐♥❝❧✉t ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✼✱ ❍▲❖✵✽❪✱
q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❈❉❈▲ ▼✐♥✐❙❛t ❬❊❙✵✸✱ ❙❊✵✽❪✮✳

✷✳✸✳✻ Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ P❧✉s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐✲
♠✉♠ tôt ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♣❧✉s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉rr♦♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ éq✉✐❧✐❜ré✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❧❡✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❞❛♥s ❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ r❡t❛r❞❡r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳

P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✱
❇♦r❝❤❡rs ❡t ❋✉r♠❛♥ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❬❇❋✾✽❪ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✐♥❝♦♠♣❧❡t ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡✳

✷✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ▲♦❝❛❧❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♥♦♥ ✈❛❧✉é✱ ♥♦♥ ♣❛rt✐❡❧✮ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ✐♥✲
t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ❡♥ ❡♥tré❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡

✺✺



✷✳✹✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ▲♦❝❛❧❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚
❝❧❛ss✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✻ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r
▼❛①✲❙❆❚✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r
tr♦✉✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭♥♦té❡ OPT ✮ ❡st ♠é♠♦r✐sé❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭♥♦té❡ IOPT ✮✳ OPT ❡t IOPT s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥✐t✐❛❧✐sés à ❧❛ ♣✐r❡ ✈❛❧❡✉r
♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❧✐❣♥❡s ✷✲✸✮✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❝♦♥s✐❞éré❡✱ OPT ❡st ♠✐s à ❥♦✉r s✐ I ❢❛❧s✐✜❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉❡
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ t♦✉t❡ ❧❡s r❡❧❛♥❝❡s ♦♥t été
❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (OPT, IOPT ) ❡st r❡♥✈♦②é✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✸✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✻ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲
❙❆❚✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (OPT, IOPT ) ❛✈❡❝ IOPT ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t OPT ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r IOPT ♦✉
■◆❈❖◆◆❯ s✐ ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ OPT ←

∑

c∈Φ poids(c)❀
✸ IOPT ← ∅❀
✹ ❢♦r i← 1 t♦ ♠❛①❘❡❧❛♥❝❡s ❞♦
✺ I ←✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥❴❝♦♠♣❧èt❡❴❛❧é❛t♦✐r❡✭✮❀
✻ ❢♦r j ← 1 t♦ ♠❛①❋❧✐♣s ❞♦
✼ ✐❢

∑

c∈Φ, c|I=�
poids(c) < OPT t❤❡♥

✽ OPT ←
∑

c∈Φ, c|I=�
poids(c)❀

✾ IOPT ← I❀

✶✵ ❡❧s❡
✶✶ I ←♠♦✉✈❡♠❡♥t✭Φ✱I✮❀

✶✷ ✐❢ OPT ≤
∑

c∈ΦS
poids(c) t❤❡♥ r❡t✉r♥ (OPT, IOPT ) ❀

✶✸ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ■◆❈❖◆◆❯ ❀

✷✳✹✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

❍✐st♦r✐q✉❡ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ s♣é❝✐✜✲
q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❡st ❞✉❡ à ❍❛♥s❡♥ ❡t ❏❛✉♠❛r❞ ❬❍❏✾✵❪✱ q✉✐ ♦♥t ❛❞❛♣té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ t❛❜♦✉✳ ❉❡♣✉✐s ❧♦rs✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ♦✉ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♦♥t été ré❛❧✐✲
sé❡s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❲❛❧❦❙❆❚ à ▼❛①✲❙❆❚ ❬❙❑❈✾✹❪✳ ❖♥
♣❡✉t ❝✐t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ✐♥❝♦♠♣❧❡ts✱ ■t❡r❛t❡❞ ▲♦❝❛❧
❙❡❛r❝❤ ❬▲▼❙✵✷❪ ❡t ❘♦❜✉st ❚❛❜✉ ❙❡❛r❝❤ ❬❚❛✐✾✶❪✱ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❙♠②t❤ ❡t ❛❧✳ ❬❙❍❙✵✸❪ ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♠♠é ■❘♦❚❙ ✭♣♦✉r ■t❡r❛t❡❞ ❘♦❜✉st ❚❛❜✉ ❙❡❛r❝❤✮✳ P❧✉s
ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❬❈❙❙✶✶❪ ♦♥t été ❛❞❛♣tés
à ▼❛①✲❙❆❚ ❬▲❈❲+✶✹❪✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡

✺✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✲
t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡♥ ✢✐♣♣❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❨❛❣✐✉r❛ ❡t ■❜❛r❛❦✐ ❬❨■✾✽✱ ❨■✵✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❛❝❝❡s✲
s✐❜❧❡s ❡♥ ✢✐♣♣❛♥t ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ s❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs r❡❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐✲
s✐♥s ❝♦♥s✐❞érés✳ ■❧s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❡s t❡st❡♥t s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ♣❧✉tôt
❞é❝❡✈❛♥t s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❙❆❚ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ s❡♠❜❧❡♥t ♣r♦♠❡tt❡✉rs s✉r
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s str✉❝t✉ré❡s✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ❜❛❝❦❜♦♥❡s ✷ ♦♥t été ♣r♦✲
♣♦sé❡s ❬❚❙✵✷✱ ❩❘▲✵✸❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦♣t✐♠✉♠
❧♦❝❛❧✱ ❡♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉✲
r❛♥t❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s❡r✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❝❤♦✐① q✉✬❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✭❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
❢❛❧s✐✜é✱ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ✢✐♣♣❡r✱ ❡t❝✳✮✳

❚♦♠♣❦✐♥s ❡t ❍♦♦s ❬❚❍✵✸❪ ♦♥t ❛❞❛♣té ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❙❆P❙ à ▼❛①✲❙❆❚✳ ■❧s ❢♦♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés
tr♦♣ é❧❡✈é❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✮ s✉r
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

▲❛r❞❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬▲❙❍✵✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❤②❜r✐❞❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡
✈❛❧❡✉r unset ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts
❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❯♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❣✉❧✐❡r
♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭✐❡✳
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r vrai ♦✉ faux ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s unset✮✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ▲ü ❡t ❍❛♦ ❬▲❍✶✷❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ♥♦♠♠é ❆▲▼❙ ✭♣♦✉r
❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❡♠♦r② ❜❛s❡❞ ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤✮ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡st✐♥é❡s à ❛♠é✲
❧✐♦r❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t à s✬é❝❤❛♣♣❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡ s♦❧✈❡✉r ✐♥❝❧✉t
✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮ ✿ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛❜♦✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❛s♣✐r❛t✐♦♥✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té
s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❍♦♦✵✷❪ ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡st
❛tt❡✐♥t✳

❙♣é❝✐✜❝✐tés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ à ▼❛①✲❙❆❚ ❡t ❧❡s ét✉❞❡s✱ t❤é♦r✐q✉❡s ❬P❇❚◆✶✷❪ ♦✉ ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❬❩❘▲✵✸✱
❈▲❚❙✶✹❪✱ q✉✐ ❧❡s ♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
♣r♦♣r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳

▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❡t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s
❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❙✉r ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

✷✳ ▲❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❙❆❚ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① s❛t✐s❢❛✐ts ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❬▼❩❑+✾✾❪✳

✺✼



✷✳✹✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ▲♦❝❛❧❡

❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st é❧❡✈é ❡t ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é ❬❩❘▲✵✸✱ ❈▲❚❙✶✹❪ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❲❛❧❦❙❆❚ ✭❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✐ ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✢✐♣♣❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✮
s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ t②♣❡ ●❙❆❚ ✭q✉✐ ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✢✐♣♣❡r ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❢❛❧s✐✜é❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
à ✢✐♣♣❡r ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❲❛❧❦❙❆❚ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥ ❛❧é❛ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡t ❛✐♥s✐ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ③♦♥❡s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✷✳✹✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ à ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱
❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❖♥ é✈❛❧✉❡r❛ ❧❡s
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✬❡❧❧❡s ❢❛❧s✐✜❡♥t ♣❧✉tôt
q✉❡ s✉r ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ✭❡t ❞♦♥❝
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❝❧❛ss✐q✉❡✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é
❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱
q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❛✉① ❝❧❛✉s❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞✐✣❝✉❧té ✭♥♦✉s
♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ♣é♥❛❧✐tés ♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✈❛❧✉é❡s✮✳ ■❧
❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❝♦❤❛❜✐t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✳
P❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été r❡t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❜❛sé
s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✭str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡
❞②♥❛♠✐q✉❡✮✱ ❲✉ ❡t ❲❛❤ ❬❲❲✾✾✱ ❲❲✵✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●▲❙❙❆❚ ❬▼❚✵✵❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡
♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳

✷✳✹✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦s❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❞é✜✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥s✲
t❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✭♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s✮ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❢❛❧s✐✜é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬♦♣t✐♠✉♠
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ é♥✉♠ér❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ♣♦✉r
♠❛①✐♠✐s❡r s❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▼❛✐s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱
❡❧❧❡ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝r❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉♣❧❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ tr♦✉✈é✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥
✐♠♣❛❝t s✉r ❝❡t éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞♦✐t ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ♠❛✐s ♣❛s tr♦♣ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ✏♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✑ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞✉r❡✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥
✭♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ t❛❜♦✉✱ ❡t❝✳✮ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♣❡♥s❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥❝✐❧✐❡r ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t
❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s

✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢
❞✐st✐♥❝t❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s
♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✉♥✐q✉❡ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝✐❧✐❡r ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❡t
❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❡st ❞❡ ❧❡s ✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✉♥✐q✉❡✱ ❡♥ ♣♦♥❞ér❛♥t ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ♣♦✉r ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

eval(Φ, I) = δ ∗ |{cj ∈ ΦD, cj |I = �}|+
∑

cj∈ΦS , cj |I=�

poids(cj)

❛✈❡❝ δ ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ttr✐❜✉é ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s✱ ΦD ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ΦS ❧❛
♣❛rt✐❡ s♦✉♣❧❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✉♥✐q✉❡ ❬❏❑❙✾✺❪ ❝❤♦✐s✐ss❛✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δ s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡s
♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝❡ q✉✐
♣❡✉t ♥✉✐r❡ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉♣❧❡✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❈❤❛ ❡t ❛❧✳
❬❈■❑▼✾✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧❛ ✜①❛♥t à
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❢❛❧s✐✜é❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❬❚❇❙P✵✷❪ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳ δ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té t❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❡t ❞é❝ré♠❡♥té s✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❡st tr♦✉✈é
❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❢❛❧s✐✜é❡s✳

❋♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✐st✐♥❝t❡s ▲✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s evalD ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s evalS ✳ ▲✬éq✉✐✲
❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ♣❛ssé à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡
s♦✉♣❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❛✐ssé à ❧❛ ❞✐s❝rét✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳

evalD(I) = |{cj ∈ ΦD, cj |I = �}|

evalS(I) =
∑

cj∈ΦS , cj |I=�

poids(cj)

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❉✐st ❬❈▲❚❙✶✹❪✱ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t
❡♥ ♣r✐♦r✐té ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❛♥t evalD✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ♥✬❡①✐st❡✱ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❝❤♦✐s✐t ✉♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✐ ♥❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣❛s evalD ❡t q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ evalS ✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧
♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ ✭❞✉r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✮ ❡t ✢✐♣♣❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ♣❧✉s evalS ✳

✷✳✺ ❆✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❖✉tr❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❝❡✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱
❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡t ❞é❝r✐✈♦♥s ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts✳

✺✾



✷✳✺✳ ❆✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

✷✳✺✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❡❧s s✉❝❝❡ss✐❢s à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚
❝♦♠♣❧❡t✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❛✈❛♥❝és ré❛❧✐sés s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❞❡ t②♣❡ ❈❉❈▲ r❡♥❞❡♥t ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t str✉❝t✉ré❡s ✭❡✳❣✳ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✮✳ ❉❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❡♥t✳

✷✳✺✳✶✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r
k✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❣râ❝❡ à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❢❛❧s✐✜❛♥t k
❝❧❛✉s❡s ❞❡ Φ✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ′

k ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❙✐ Φ′
k ❡st

s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs k + 1 ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭❇❙✮ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡
♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs k ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❇■✮ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳

❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✱ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬♦♣t✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳
P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✳

✖ P❛r❝♦✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❋▼✵✻✱ ❇P✶✵✱ ❑❩❋❍✶✷❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r k ❞❡ ✵ à
∑

ci∈Φ
poids(ci) ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ Φ′

k s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❞❡
∑

ci∈Φ
poids(ci) à ✵ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

✖ P❛r❝♦✉rs ❜✐♥❛✐r❡ ❬❋▼✵✻✱ ❑❩❋❍✶✷❪✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r BI à ✲✶ ❡t BS
à
∑

ci∈Φ
poids(ci) + 1✳ P✉✐s✱ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t✱ k ❡st ✜①é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ]BI,BS[ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ BI ❡t BS s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r s❡❧♦♥ q✉❡ Φ′
k ❡st

s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ BI ❡t BS ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳
✖ P❛r❝♦✉rs ❤②❜r✐❞❡ ❬❑❩❋❍✶✷❪✱ q✉✐ ❛❧t❡r♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❝♦✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❜✐♥❛✐r❡✳
▲❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ Φ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ Φ′

k s❡ ❢❛✐t ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ s♦✉♣❧❡ ci ❞❡ Φ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ bi✱ ♣✉✐s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❛✉t♦r✐s❛♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ k ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
à êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡ ❛ ✉♥❡
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❞❡ s❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ▲❡s ❧❡❝t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✷ ❞❡ ❍❛♥❞❜♦♦❦
♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❬❇❍✈▼❲✵✾❪ q✉✐ r❡❝❡♥s❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r s❛t✹❥ ❬❇P✶✵❪
♦✉ ◗▼❆❳❙❆❚ ❬❑❩❋❍✶✷❪✳

✷✳✺✳✶✳✷ ●✉✐❞❛❣❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ r❡❧❛①é❡s✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
❧♦rs ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❧❛✉s❛❧❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❋✉ ❡t ▼❛❧✐❦ ❬❋▼✵✻❪✱ ♣✉✐s ❛♠é❧✐♦ré❡ à ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s r❡♣r✐s❡s ❬▼▼✵✽✱ ▼❙P✵✽✱ ▼▼❙P✵✾✱ ❆❇▲✵✾❜❪✳ ❈❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s

✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s
♦✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❬▼▼✵✽❪✳ ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞ét❡❝tés ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❬❆❇▲✵✾❜❪✳ ▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ❡t P❧❛♥❡s ❬▼❙P✵✽❪ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❍❡r❛s
❡t ❛❧✳ ❬❍▼▼❙✶✶❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❤②❜r✐❞❡s q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❝♦♠❜✐♥❡r
❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ♣❛r ❧❡s ❝÷✉rs
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳

▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ♦♥t ✈✉ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❬❉❇✶✶✱ ❉❇✶✸❛❪✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts ♣❛r ♠❛①✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬❍▼❙✶✶✱ ◆❇✶✹❪✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❬❆❇●▲✶✷❪
♦✉ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ❬▼▼▲✶✷❪✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞✐①
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❲▼❙❯✶✴❲P▼✶ ❬❋▼✵✻✱ ❆❇▲✵✾❜✱ ▼▼❙P✵✾❪✱
▼❙❯ ❬▼▼✵✽✱ ▼P✵✼✱ ▼❙P✵✽❪✱ P▼✴❲P▼ ❬❆❇▲✵✾❛✱ ❆❇▲✵✾❜✱ ❆❇●▲✶✷✱ ❆❇▲✶✵✱ ❆❇▲✶✸❪✱
❲❇❖ ❬▼▼▲✶✵✱ ▼▼▲✶✸❪✱ P❆❘ ❬▼▼▲✶✷❪✱ ▼❆❳❍❙ ❬❉❇✶✶❪✱ ❇■◆✲❈ ❬❍▼▼❙✶✶✱ ▼❍▼✶✷❪✱
❊❱❆ ❬◆❇✶✹❪✳

✷✳✺✳✷ ❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚✱ s♦✐t ❡♥ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s s♦✐t ❡♥ ❧❡s ✐♥té❣r❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ❞✐s✲
t✐♥❣✉❡r♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡t ❧❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡♥✈♦✐❡✳

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ■▲P✮
▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ■▲P✮ ❛ été
✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♠❛♥✐èr❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P ❛ été ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❝✉t ❬❏▼❇✾✼❪ ♦✉ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✱ s♦✐t ♣❛r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❬❳❩✵✺❪ s♦✐t ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦✉✈r❛♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❬❉❈❇✶✵❪✳ ❯♥ s♦❧✈❡✉r ■▲P ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ✐tér❛t✐❢ ❙❆❚ ♠❛①❍❙ ❬❉❇✶✶✱ ❉❇✶✸❛✱ ❉❇✶✸❜❪✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳✷✱ ♠❛①❍❙ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❣râ❝❡ à
✉♥ s♦❧✈❡✉r ■▲P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣✉✐s ✐❧ s✉♣♣r✐♠❡
❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♠❡ s❝✐♣✲
♠❛①s❛t ♦✉ ✐❧♣✲✷✵✶✸ ❬❆●✶✸❪ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣✉✐s ❧❡s
rés♦❧✈❡♥t ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ■▲P ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❝✐♣ ❬❆❝❤✵✾❪ ❡t ✐❜♠✲❝♣❧❡①✮✳

✻✶



✷✳✻✳ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①✲❙❆❚ ❝♦♠♣❧❡ts

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ✭s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❙❉P✮ ▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ à été ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬●❲✾✹❛✱ ●❲✾✺✱ ❑❩✾✼❪ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✮✳ ❯♥❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P ❡t ❙❉P ❛ été ré❛❧✐sé ♣❛r ●♦♠❡s ❡t ❛❧✳
❬●✈❍▲✵✻❪✳ ▲❡s ❧❡❝t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡s
♣♦✉r ❙❆❚ ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❆♥❥♦s ❬❆♥❥✵✻❪✳

❆♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆❙P✮ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
r❡❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s ❆❙P ♣✉✐s rés♦❧✉❡s ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞é❞✐é ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝❧❛s♣
❬●❑❑+✶✶✱ ●❑❑❙✶✷✱ P❖❚❪✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❈♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
❈❙P ❊♥✜♥✱ ❞❡ ●✐✈r② ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❬❞●▲▼❙✵✸❪ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❈❙P✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐❡s ❡♥ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣✉✐s rés♦❧✉❡s
♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈❙P t♦♦❧❜❛r ❬▲❙✵✸✱ ❞●❍❩▲✵✺❪

✷✳✺✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡r♠❡t✱ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬♦✛r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧s r❡♥✈♦✐❡♥t✱ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ r❛t✐♦ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s
♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ α✲❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r à 1/α
❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ét❛✐❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥s ❬❏♦❤✼✸✱ ❏♦❤✼✹❪ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ 1/2✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❛ été
❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣❛r ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬❨❛♥✾✷✱ ❨❛♥✾✹❪ ❡t ●♦❡♠❛♥s ❡t ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥ ❬●❲✾✹❜❪
q✉✐ ♦♥t ✉t✐❧✐sé r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢♦ts ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t
❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡
3/4✳ ❍åst❛❞ ❬❍ås✾✼✱ ❍ås✵✶❪ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣❛r❛♥t✐❡
❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ét❛✐t 7/8✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❛
été ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❑❛r❧♦✛ ❡t ❩✇✐❝❦ ❬❑❩✾✼❪ q✉✐ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡✱ ét❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ♣❛r ●♦❡♠❛♥s
❡t ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥ ❬●❲✾✹❛✱ ●❲✾✺❪✳

✷✳✻ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①✲❙❆❚ ❝♦♠✲
♣❧❡ts

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✉t✐❧✐sés ❧♦rs
❞❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳

✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

✷✳✻✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡t ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts t❡stés ❞✉r❛♥t ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹ ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ✶✽✵✵
s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛❧❧♦✉é❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ à
✸ ●♦✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ❡st ❜✐❡♥
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉✬✐❧s rés♦❧✈❡♥t✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té s✉r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡✱
❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✳

❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s t❡sts ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s éq✉✐♣é❡s ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❝❛❞❡♥❝és à ✷ ●❍③✱ ❞❡ ✸✳✺ ●♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s
✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ●◆❯✴▲✐♥✉①✳

▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✸ s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛♥t❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✿ ▼❛①✲❙❆❚ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♥♦té ♠s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ rés✉❧t❛ts✮✱
▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✭♥♦té ♣♠s✮ ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✈❛❧✉é ✭♥♦té ✇♣♠s✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s
❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ tr♦✐s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ✿

✖ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❛♥❞♦♠ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡✉r ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ s♦♥t ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱
✖ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s

❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚✱
✖ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥❞✉str✐❛❧ q✉✐ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❱✮ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✺✵ à ♣r❡sq✉❡ ✷✵✵✵✵✵✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✼✶✾ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❡st t✐ré❡ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠é❞✐❛♥ ❡st ❞❡ ✶✺✵✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❈✮ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡✱ q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ❞❡ ✹✻✶ à ♣❧✉s ❞❡ ✾✵✵✵✵✵✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✼✷✸✵ ❡t ✉♥❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ✶✺✵✵✳ ▲❡ r❛t✐♦ ❝❧❛✉s❡s✴✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡
r✮ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t é❧❡✈é ✭✶✵ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷✱✶ à ✶✸✷✱✷✮✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ✭❝♦✲
❧♦♥♥❡s ❈D ❡t rD✮ ❡t s♦✉♣❧❡s ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❈S ❡t rS✮✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬à q✉❡❧q✉❡s ❡①✲
❝❡♣t✐♦♥s ♣rès✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✭❝❛té❣♦r✐❡s ♣♠s ❡t ✇♣♠s✮ ♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s q✉❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ✈♦✐r q✉❡ s✉r ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡
r❛t✐♦ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s♦✉♣❧❡s ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés✐❞❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉♣❧❡✳

▲❡s ❝❧❛✉s❡s ✭❞✉r❡s ♦✉ s♦✉♣❧❡s✱ ❝♦❧♦♥♥❡s ❈D t❛✐❧❧❡s ❡t ❈S t❛✐❧❧❡s✮ ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❣é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✉♥ ❡t tr♦✐s ❧✐ttér❛✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s
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t❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ❡t r❛♥❞♦♠ ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❈S ♣♦✐❞s✱ ❧✐❣♥❡s ✇♣♠s✮✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s
♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❧❡✈é❡s ✭❥✉sq✉✬à ♣❧✉s ❞❡ ✶✹ ♠✐❧❧✐♦♥s✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s
s❡❝♦♥❞❡s ♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t ❥❛♠❛✐s ✶✵✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❡
❝❡❧❛ ♣❡✉t ❛✈♦✐r s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✷✳✻✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡t ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t

❚♦✉s ❧❡s t❡sts ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r ✉♥
❝❧✉st❡r ❞❡ ✶✻ ♠❛❝❤✐♥❡s éq✉✐♣é❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❝❛❞❡♥❝és à ✷✳✹ ●❍③✱ ❞❡ ✷✹ ●♦

✸✳ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛①s❛t✳✉❞❧✳❝❛t✴✶✹✴❜❡♥❝❤♠❛r❦s✴
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http://www.maxsat.udl.cat/14/benchmarks/
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❡t ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❱✱ ❈ ❡t r ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t r❛t✐♦
❝❧❛✉s❡s✴✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❈D ❡t rD ✭❈S ❡t rS✮ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ✭s♦✉♣❧❡s✮ ❡t ❞✉ r❛t✐♦ ❝❧❛✉s❡s
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s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✹✺ ✹✶✶✶ ✹✺✺✻ ✶✱✶✶ ✹✹✹ ✵✱✶✶ ✹✶✶✶ ✶✱✵✵ ✷✻✷✱✽ ❬✽✱✶✵✽✻❪ ✶✱✵ ✲ ✺✶ ❬✶✱✶✵✵❪

✇♠❛①❝✉t ✹✽ ✺✹ ✶✷✶✾ ✷✷✱✹✻ ✵ ✵✱✵✵ ✶✷✶✾ ✷✷✱✹✻ ✲ ✲ ✷✱✵ ✲ ✽✵✾✷ ❬✶✱✸✼✺✵✵✶❪

r❛
♥
❞
♦
♠ ✇♠❛①✷s❛t ✶✷✵ ✶✷✵ ✶✸✾✹ ✶✶✱✻✷ ✵ ✵✱✵✵ ✶✸✾✹ ✶✶✱✻✷ ✲ ✲ ✷✱✵ ✲ ✺ ❬✶✱✶✵❪

✇♠❛①✸s❛t ✹✵ ✼✵ ✽✺✵ ✶✷✱✶✹ ✵ ✵✱✵✵ ✽✺✵ ✶✷✱✶✹ ✲ ✲ ✸✱✵ ✲ ✻ ❬✶✱✶✵❪
✇♣♠❛①✷s❛t ✾✵ ✶✺✵ ✸✵✵✵ ✷✵✱✵✵ ✶✺✵ ✶✱✵✵ ✷✽✺✵ ✶✾✱✵✵ ✷✱✵ ✲ ✷✱✵ ✲ ✺ ❬✶✱✶✵❪

✇♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✶✵✵ ✼✵✵ ✼✱✵✵ ✶✵✵ ✶✱✵✵ ✻✵✵ ✻✱✵✵ ✸✱✵ ✲ ✸✱✵ ✲ ✺ ❬✶✱✶✵❪

❊♥s❡♠❜❧❡ ✶✼✼✻ ✶✼✶✾ ✶✼✷✸✵ ✶✵✱✵✷ ✶✺✼✺✹ ✾✱✶✻ ✶✹✼✻ ✵✱✽✻ ✶✹✱✻ ❬✶✱✶✵✽✻❪ ✷✱✵ ❬✶✱✹✾✺❪ ✹✻✻✶ ❬✶✱✶✹✶✺✻✸✾✹❪

✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ●◆❯✴▲✐♥✉①✳

❈♦♠♠❡ ❧♦rs ❞❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r ❝♦♠♣❧❡t à r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✶✽✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t
✸✳✺ ●♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
q✉✬✐❧s rés♦❧✈❡♥t ❡t ❞❡ ❧❡✉r t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs
❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞
❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ à ❞♦♥♥❡r ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ét✉❞✐és ♦✉ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
❛♣♣♦rté❡s ❛✉① s♦❧✈❡✉rs✳ ◆♦✉s ❧❡s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♦ù ✐❧s s❡r♦♥t
✉t✐❧✐sés✳

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s t❡sts ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡
❞♦❝✉♠❡♥t ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹✳ ▲❡s
s♦❧✈❡✉rs ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ t②♣❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✮ ét❛♥t ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥❞✉str✐❛❧✱ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s
❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s r❛♥❞♦♠ ❡t ❝r❛❢t❡❞✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❧❡s
r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✽ ❡t ✾✳

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s▼❛①✲❙❆❚
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦✉ ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♦ù
❡❧❧❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ▼❛①✲❙❆❚
✈❛❧✉é ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à ▼❛①✲❙❆❚ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♠✲
♣♦s❛♥ts ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ré❝❡♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ❡t ❧❡✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❛♣♣❡❧é ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❝❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❝✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ❡t à s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡ ❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à
▼❛①✲❙❆❚ ❛✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✻✻



◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t♦✐r❡s✮ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣✉✐s ✐❧s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❯♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
s❛ t❛✐❧❧❡ ♣❡✉t ❝r♦îtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♠é❝♦♥♥✉✳ ■❧ ❛ été ❛✉ss✐
♦❜s❡r✈é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❬❍▲❖✵✽❪ q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❛✈❛✐t ✉♥ ✐♠♣❛❝t
♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é
q✉❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s
❞❡ s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t str✉❝t✉ré❡s ✭❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝r❛❢t❡❞✮✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s r❡st❡♥t ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡s✳ ▲❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts q✉✬✐❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s♦♥t ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t très r❡❞♦♥❞❛♥ts ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝tés ❡t tr❛♥s❢♦r♠és à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♥÷✉❞s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s s♦❧✈❡✉rs s♦♥t ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
str✉❝t✉ré❡s ✭✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝r❛❢t❡❞✮✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❢❛✐r❡ r❡♠♦♥t❡r ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝té❡s ❞✉r❛♥t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐t q✉✬✐❧s s♦♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳
▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❡♠❜❧❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❡t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ♣r♦❜❧é♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭s♦✐t ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t s❛ q✉❛❧✐té s♦✐t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ② ❡st
❝♦♥s❛❝ré✮ ❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈❡❧❛
♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡✱ à t❡r♠❡✱ ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ♦✉ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ▲❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❧✉tôt q✉✬✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❡st
♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❣râ❝❡ à ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s
❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡s✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✲
❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦✲

✻✼



♣r✐été✳ ▲✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ré❞✉✐t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ❞✉r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t
❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡ ✿ t♦✉s ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t s❡✉❧❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡
❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❧♦❝❛✉① ♦✉ ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✮ ✈❛r✐❡✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦rés✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ét❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s s♦❧✲
✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦✲
t✐❢s ❞❛♥s ❧❡✉r s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s
♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡t ❞♦♥❝
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✱ s❛♥s q✉❡
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❝❡t ✐♠♣❛❝t✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐é❡s
à ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ❯P✲rés✐❧✐❡♥ts✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s✱ q✉✐ ❛✈❛✐t été ❞é♠♦♥tré❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠✲
♣✐r✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s ❡①✐st❛♥ts ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧✬❯P✲
rés✐❧✐❡♥❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❡t
♦✉✈r❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❝❧♦s ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ② ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é
❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ P✉✐s ♥♦✉s ❧❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❛❤♠❛①s❛t ❡st ❝♦♥❝✉rr❡♥t✐❡❧ ✈♦✐r❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
s♦❧✈❡✉rs s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s ♣♦sés ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳

✻✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

◆♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

✸✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✶✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✸✳✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✶✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ é✈✐té❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✸✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✼✽

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❯P✮✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✷✮✱ ❡st ✉♥ ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré❝❡♥ts✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ❡t ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t♦✐r❡s✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé à
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
t♦t❛❧ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
t❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✜rst
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ s❝❤❡♠❡✱ ❋P❙✮✳ ❉❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❝❛✉✲
s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ♠é♠♦r✐sé❡ ✭❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦ré❡s✮✳
❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❞❡ t②♣❡ ❉P▲▲ ✿ ❧❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭❧♦rs ❞❡s r❡t♦✉rs ❛rr✐èr❡s✮✳
▲♦rsq✉✬✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❞é❢❛✐t❡✱ t♦✉t❡s s❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐❣♥♦ré❡s ♥❡ s♦♥t
♣❧✉s ✉♥✐t❛✐r❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❧❡s ré❞✉✐s❛♥t ♦♥t été ❞é❢❛✐t❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✳ ▲❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭q✉❡ ❝❡
s♦✐t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ s✉♣♣r✐♠❡

✻✾



✸✳✶✳ ❙❝❤é♠❛ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s

❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❢❛✐t❡ ❧♦rsq✉❡ s❛
s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s
❢❛✐t❡s ❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é❢❛✐t❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r s✬❛ss✉✲
r❡r q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✐❣♥♦ré❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
❈❡❧❛ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞é❢❛✐r❡ ❡t r❡❢❛✐r❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳

P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❧✉tôt q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s ❝❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ✭▼✉❧t✐♣❧❡
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❙♦✉r❝❡ s❝❤❡♠❡✮✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♥✬❛ été ét✉❞✐é q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t
❬❱●✶✶❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬❆✉❞❡♠❛r❞ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♠✐té❡ ❧❡s
❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭q✉✬✐❧s ❞és✐❣♥❡♥t ♣❛r ❛r❝s ✐♥✈❡rs❡s✮ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
❝♦♥✢✐ts ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡s ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❜❛❝❦❥✉♠♣✮ ❞❛♥s
✉♥ s♦❧✈❡✉r ❈❉❈▲ ❬❆❇❍+✵✽❪✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞é❢❛✐r❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s❛♥s êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r
❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥s ❞é❢❛✐t❡s ❡t r❡❢❛✐t❡s ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✉♥ t❡❧ s❝❤é♠❛ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été
✐♠♣❧é♠❡♥té ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ q✉❡ s❡ s♦✐t ♣♦✉r ❙❆❚ ♦✉ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣✉❜❧✐és ❬❆❍✶✹❞✱ ❆❍✶✺❜❪✳

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts
❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ❡t ❞é❝r✐✈♦♥s s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞é✲
t❡❝tés ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
✈✐s❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r t❛✐❧❧❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬❛♣♣♦rt
❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳

✸✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ré❝❡♥ts ❞❡
t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐
♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ ❞és❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s ♣❛r ❝❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙✱
s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st s✉♣♣r✐♠é❡ ❛❧♦rs x ❡st ❞és❛✛❡❝✲
té❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❛♣rès ❝❡❧❧❡ ❞❡ x ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é❢❛✐t❡s ♣♦✉r
❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ x ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦ré❡s s♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞é❢❛✐t❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✈♦✐r ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s✱ ♠ê♠❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞és❛✛❡❝té x✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ✐♠♠é✲
❞✐❛t❡♠❡♥t ré❛✛❡❝té❡s✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞és❛✛❡❝t❡r ❡t ré❛✛❡❝t❡r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡ Φ1 = {c1, . . . , c10} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱
c2 = {x1, x2}✱ c3 = {x1, x2, x3}✱ c4 = {x2, x4}✱ c5 = {x5}✱ c6 = {x5, x2}✱ c7 = {x6}✱
c8 = {x6, x7}✱ c9 = {x6, x3} ❡t c10 = {x6, x7, x3}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P∗ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ1 ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, . . . , x5@c5, x6@c7, x7@c8〉 ✭x1
❡st ♣r♦♣❛❣é ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c1✱ ♣✉✐s x2 ♣❛r c2✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c10 ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ✜✲
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

❣✉r❡ ✸✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s c6 ❡t c9✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭♠❛✐s
♣❛s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s✮ ❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x2 ❡t x3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ψ1 = {c1, c2, c3, c7, c8, c10} q✉✐ ♦♥t ♠❡♥é❡s ♣❛r ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛✉ ❝♦♥✢✐t ✭✐✳❡✳ à r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡s c10 ✈✐❞❡✮ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t ❞❡ Φ1✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ1 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
❝❛✉sé❡s ♣❛r ❝❡s ❝❧❛✉s❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é❢❛✐t❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❡st x1@c1 ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙✱ t♦✉t❡s
❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′

1 = {c4, c5, c6, c9} ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❙❯P∗ s✉r Φ′

1 ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x5@c5, x2@c6, x4@c4〉✳ ❖♥ ♣❡✉t
♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t été ❞és❛✛❡❝té❡s ♣✉✐s ré❛✛❡❝té❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡♠❡♥t✳

x7

x6 �

x3

x1 x2

x5 x4

c1

c2

c3

c3

c4

c5

c7

c8

c10

c10

c10

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡
❧❡s ❝❧❛✉s❡s c6 ❡t c9 q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
x2 ❡t x3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s✳

P♦✉r ♣❛❧✐❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s
s❝❤❡♠❡✱ ▼P❙✮✳ ❯♥ t❡❧ s❝❤é♠❛ ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
t❛✐r❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s
❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s ♥❡ s♦♥t ❞és❛✛❡❝té❡s q✉❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❢❛✐t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡
❡t ❝❡❧❛ é✈✐t❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ ❞és❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡t ré❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥✢✐ts s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝tés ♣❧✉s tôt q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r s❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐tés✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❢❛❧s✐✜é❡
❧♦rsq✉✬♦♥ ❛✛❡❝t❡r❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ ❡t ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s
♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✳

✸✳✶✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥

❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❋P❙✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
♠♦❞é❧✐sé❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✮ ✿ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣r♦♣❛❣é❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❡t ❧❡s ❛r❝s r❡❧✐❡♥t ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
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✸✳✶✳ ❙❝❤é♠❛ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s

✭❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❢❛❧s✐✜és ❞❡s ❝❧❛✉s❡s s♦✉r❝❡s✮ à ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✭❧❡s ❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és✮✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼P❙ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❢❛❧s✐✜és ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥✮✳ ❙♦✐t Φ = {c1, . . . , cm} ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é✜♥✐❡
s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X = {x1, . . . , xn} ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✭♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡✮ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ ✭✐✳❡✳ ❯P ❡st ❛rrêté❡ ❞ès q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❣é♥éré❡✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❊❚✴❖❯ ♦r✐❡♥té ❡t s❛♥s ❝✐r❝✉✐t G = (Vou, Vet, A) ❛✈❡❝
Vou ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❖❯ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝té❡s ❡t Vet ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥÷✉❞s ❊❚ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✮ ❡t A ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s q✉✐ ❧✐❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛✛❡❝té❡s ❛✉① ❝❧❛✉s❡s q✉✬❡❧❧❡s ré❞✉✐s❡♥t✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

Vou = {l ∈ I}

Vet = {ck ∈ Φ t✳q✳ ∃l ∈ I, ck ∈ src(l)}

A = {(l, cp) t✳q✳ cp ∈ Vet ❡st ré❞✉✐t ♣❛r l ∈ I}

{(cq, l) t✳q✳ cq ∈ Vet ❡t cq ∈ src(l)}

▲✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s✉✐t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P∗ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ♣r♦❞✉✐t ❧❡s s✐① ♠ê♠❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶ ✿ 〈x1@c1, x2@c2, . . . , x5@c5, x6@c7〉✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x7 ❛ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐tés ♦♣♣♦sé❡s✱ c8 ❡t c10✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t
♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ x2 ❡t x3 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t c6 ❡t c9✮ s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥✳

c8 x7

c7 x6 c10 x7

c9

c3 x3

c1 x1 c2 x2

c5 x5 c6 c4 x4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ▲❡s ♥÷✉❞s
❝❡r❝❧és s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ♥♦♥ ❝❡r❝❧és s♦♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✮✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c6
❞❡ x2 ❡t c9 ❞❡ x3 s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
ψ1 = {c1, c2, c3, c7, c8, c10} ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡

✼✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝té❡s ❛②❛♥t ♠❡♥é ❛✉ ❝♦♥✢✐t✳ ❙✐ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ1 s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x1, x3, x6 ❡t x7 ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞♦✐✈❡♥t
❞♦♥❝ êtr❡ ❞és❛✛❡❝té❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x5, x2 ❡t x4 r❡st❡♥t ♣r♦♣❛❣é❡s ❝❛r
❡❧❧❡s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✸✳✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛ ✉♥ ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥t ✿ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥✳ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t
❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é li ❝♦♥❞✉✐t✱ ♣❛r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✱ à r❡♥❞r❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ li✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥✱ q✉❛♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ li s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✱ li r❡st❡
♣r♦♣❛❣é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❢❛❧s✐✜❡r li ♥❡ ❢❛❧s✐✜❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ❞é❢❛✐r❡ t♦✉t❡s
❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ li ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ li ♥❡
s❡r❛✐t ♣❧✉s ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❝✐r❝✉✐ts ♠è♥❡r❛✐t à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❢❛✉① ❝♦♥✢✐ts✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ2 = {c1, c2, . . . , c6} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱
c2 = {x2}✱ c3 = {x1, x3}✱ c4 = {x3, x1}✱ c5 = {x3, x4} ❡t c6 = {x2, x4}✳ ❆♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ s✉r Φ2✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4 ❛ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐tés✳ Φ2 ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞é❝r✐✈❛♥t
❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❛❧✐sé❡s ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

❙✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′
2 = Φ2 \ {c1}✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ❡st

t♦✉❥♦✉rs ♣r♦♣❛❣é❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ c4 ❡t ❧❡ ❝♦♥✢✐t
❡st t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ Φ′

2 ♥✬❡st
♣❛s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I = {x1, x2, x3, x4} s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s s❡s ❝❧❛✉s❡s✳

c3

c1 x1 x3 c5 x4

c4

c2 x2 c6 x4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ2 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t
❡st ♣rés❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s x1 ❡t x3✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ x1 ❡st ✈❛❧✐❞❡
❣râ❝❡ à s♦♥ ❛✉tr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c1✳

c3

x1 x3 c5 x4

c4

c2 x2 c6 x4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′
2 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t

❡st t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s x1 ❡t x3✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ x1 ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✳

✼✸



✸✳✶✳ ❙❝❤é♠❛ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉① ❝♦♥✢✐ts ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ✐❣♥♦r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ❝ré❡r ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉① s♦✉r❝❡s✮ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❡t ❞✬✐❣♥♦r❡r ❧❡s ❛r❝s r❡✈❡♥❛♥t ❡♥ ❛rr✐èr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭◆✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥✮✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ li
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

niveau(li) =







0, s✐ li ❡st ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥
max({niveau(c) : c ∈ sources(li)}), s✐ li ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
+∞, s✐♥♦♥

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ cj ❝♦♠♠❡ ✿

niveau(cj) = max({niveau(l) : l ∈ cj ❡t l ❡st s❛t✐s❢❛✐t }) + 1

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❯♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ cj ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ♥❡ ♣❡✉t ❝ré❡r ❞❡ ❝✐r❝✉✐t
s✐ niveau(xi) ≥ niveau(cj)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r✐✈✐❛❧❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①✳

◗✉❛♥❞ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦♣❛❣❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦ré❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t ♣♦✉r
✉♥ ❝♦ût ré❞✉✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s❝❤é♠❛
▼P❙ s❛♥s ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ❡t ❞❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✉① ❝♦♥✢✐ts q✉✬✐❧s ❡♥tr❛î♥❡♥t✳ ❈❡
✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥❞✉✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ✐❣♥♦r❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❞✬❛✉tr❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ♣❛r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r
❡st ❛❥♦✉té❡ ♦✉ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
✐♥❢ér✐❡✉r ✭♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❞é❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛ssé à ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét❛✐t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉①
❣❛✐♥s ❛♣♣♦rtés✳

✸✳✶✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼P❙ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡♥tr❛❧
❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ❞❡✉① ❧✐st❡s ❛❧❧♦✉é❡s st❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r
st♦❝❦❡r s❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ cj ❞❡✈✐❡♥t
✉♥✐t❛✐r❡✱ ❛❤♠❛①s❛t ❝❛❧❝✉❧❡ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ li q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦♣❛❣❡ ✭❧❡ s❡✉❧
❧✐ttér❛❧ ♥♦♥ ❢❛❧s✐✜é ❞❡ cj✮✳ ❙✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ cj ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ li✱ cj ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧❛
❧✐st❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ var(li)✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛✛❡❝té❡✱ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉
❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t s❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐tés✱ ❛❤♠❛①s❛t ❝♦♥str✉✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥
❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r s❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♠♠❡
❧❡ ❢♦♥t ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣r♦♣❛❣é❡s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡

✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐✲
♠✉❧é❡✱ ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✮ r❡st❡
✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s s❡r♦♥t ❡①❛♠✐♥é❡s ❞✉r❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r
s✉♣♣♦rt❡r ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳

✸✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
s❝❤é♠❛ ▼P❙ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦♥str✉✐ts ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ❡t❝✳✮ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❣é♥érés ❧♦rs
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs à ❞ét❡❝t❡r
❞✬❛✉tr❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❧❛✐ss❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞♦♥❝
♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞✬❛✉tr❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❞♦♥❝ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ s❡r♦♥t ❡①♣❧♦rés✳

◗✉❛♥❞ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙ ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ✭✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✮ ❧♦rs ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶✱ ❧✐❣♥❡ ✼✮✱ ✐❧ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s q✉✐ ❛ ♠❡♥é ❛✉ ❝♦♥✢✐t ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷✱
❧✐❣♥❡ ✻✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ❞é❝r✐t ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳ ❯♥❡ ❧✐st❡ Q ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s
❧✐ttér❛✉① à ❛♥❛❧②s❡r✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ Q ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ c
✭❧✐❣♥❡ ✸✮✳ P✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr❛✐t❡ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ Q ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
✭❧✐❣♥❡ ✺✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ l✱ ✐❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c ❞❡
l ✭❧✐❣♥❡ ✻✮✳ P✉✐s✱ ✐❧ ❛❥♦✉t❡ c ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és
ré❞✉✐s❛♥t c à Q ✭❧✐❣♥❡s ✼✲✽✮✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡
Q ❛✐❡♥t été tr❛✐tés✳ ❈♦♠♠❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ ❡st
❝♦♥♥✉❡✱ ✉♥ s❡✉❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥
s❝❤é♠❛ ❋P❙✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ c✳
❘❡s✉❧t ✿ ψ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ψ ← {c}❀
✸ Q← {❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ré❞✉✐s❛♥t c}❀
✹ ✇❤✐❧❡ Q 6= ∅ ❞♦
✺ l←❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❞❡ Q❀
✻ c← src(l)❀
✼ ψ ← ψ ∪ {c}❀
✽ Q← (Q \ {l}) ∪ {❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ré❞✉✐s❛♥t c}❀

✾ r❡t✉r♥ ψ❀

✼✺



✸✳✷✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

Pr♦♣r✐été ✸✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ❡st ❡♥ O(v ∗ k) ❛✈❡❝ v = |X| − |I| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❛✛❡❝té❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡t k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❛r ❝❧❛✉s❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♦✉
❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ré❡❧❧❡s ♦♥t été ❛✛❡❝té❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s v = |X|−|I| ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡s v ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❡①❛♠✐♥és
♥❡ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❛r ❝❧❛✉s❡ k✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❡♥ O(v ∗ k)✳

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ♠❡♥é ❛✉ ❝♦♥✢✐t✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❉♦♥❝ ✉♥ t❡❧ s♦❧✈❡✉r ♣❡✉t ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts q✉✬✐❧ ♣r♦❞✉✐t✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✈✐s❛♥t à
ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❈❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ l ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✱
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛❥♦✉t❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ l q✉✐
❛❥♦✉t❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❧✐ttér❛✉① à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c q✉✐ ♠✐♥✐✲
♠✐s❡ |c \ ({l} ∪ (c ∩Q))|✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ♣♦✉r ❞❡✉①
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① A ❡t B✱ ♣❧✉s❴♣❡t✐t❴❝♦✉♣❧❡✭A✱B✮ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
(a, b) t❡❧ q✉❡ a ∈ A✱ b ∈ B ❡t ∀(a′, b′) ∈ A×B✱ |a ∪ b| ≤ |a′ ∪ b′|✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ✭s♠❛❧❧❡r ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜s❡t✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ♣❡✉t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ❡❧❧❡ ♥❡
❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛s q✉❡ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥
s❝❤é♠❛ ▼P❙ ❛✈❡❝ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛②❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦❧❛r✐tés✳
❘❡s✉❧t ✿ ψ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ (c1, c2)← ♣❧✉s❴♣❡t✐t❴❝♦✉♣❧❡✭src(x)✱src(x)✮❀
✸ ψ ← {c1, c2}❀
✹ Q← {❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ré❞✉✐s❛♥t c1} ∪ {❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ré❞✉✐s❛♥t c2}❀
✺ ✇❤✐❧❡ Q 6= ∅ ❞♦
✻ l←❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❞❡ Q❀
✼ (Q, c)← ♣❧✉s❴♣❡t✐t❴❝♦✉♣❧❡✭{Q}✱ src(l)✮❀
✽ ψ ← ψ ∪ {c}❀
✾ Q← Q ∪ {❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ré❞✉✐s❛♥t c/{x}}❀

✶✵ r❡t✉r♥ ψ❀

Pr♦♣r✐été ✹✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s X ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷ ❡st ❡♥ O(m ∗ k) ❛✈❡❝ m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ Φ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐❞❡
s♦✉s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡t k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❛r ❝❧❛✉s❡✳

✼✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ s❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① q✉✬❡❧❧❡s
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛✉ ♣❧✉s k ❧✐ttér❛✉① s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❡①❛✲
♠✐♥és ✭❛✈❡❝ k ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s❴♣❡t✐t❴❝♦✉♣❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛ssés ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡①❝é❞❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ m ✭✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣r♦♣❛❣❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥ O(m ∗ k)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡
❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❋P❙ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❞❡ Φ1 q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ψ1 = {c1, c2, c3, c7, c8, c10}✳

❉❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▼P❙ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛❥♦✉t❡r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❢❛❧s✐✜és ✭x3 ❡t
x7✮ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧❛r✐té ✭c8 ❡t c10✮ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧❧❡
x7✳ P✉✐s ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ Q = {x3, x6} ♣r♦♣❛❣é ❡♥ ❞❡r♥✐❡r✱ x3✱ q✉✐ ❛ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c3 ❡t c9✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❧❛
❝❧❛✉s❡ c9 q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞é❥à ❞❛♥s Q ✭✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮
q✉❡ c3 ✭✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ x1 ❡t x2✮✳ ■❧ r❡st❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s Q✱ x6✱ q✉✐ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡
s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c7✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❢❛❧s✐✜é✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❛♥t ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ψ2 = {c7, c8, c9, c10}✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ψ2

❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♠♦✐♥s q✉❡ ψ1✳ ❈❡s ❝❧❛✉s❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
❙❯P ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞✬❛✉tr❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳

✸✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❡t ❞é❢❛✐t❡s ❡t ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t ❛♥❛❧②sés ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ❡♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✹✵ à ✺✵✪ ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛✛❡❝té
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❝❡ s❝❤é♠❛ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧ ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳

❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ❡st ✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❝❡♥tr❛✉① ❞❡ ♥♦tr❡
s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✱ q✉✐ ❛ été ❝♦♥str✉✐t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡
❞✬❛❤♠❛①s❛t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉
❝♦❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞r❛✐❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡t ❞✉ t❡♠♣s ♣❛ssé à ❧✬♦♣t✐♠✐s❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r ♣❛r ❞❡✉①
sér✐❡s ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
sér✐❡ ❞❡ t❡sts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❋P❙✳ ❚♦✉s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳
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✸✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✸✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ é✈✐té❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❤❡r❝❤é à ❡st✐♠❡r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✐♥✉t✐❧❡s é✈✐té❡s ❣râ❝❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞é❞✐é❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥✉ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝❤r♦✲
♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❡r❛✐t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
é✈✐té❡s ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳

◗✉❛♥❞ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡st ❞és❛✛❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❋P❙✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✱ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞és❛✛❡❝té❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥s é✈✐té❡s ✏❞✐r❡❝t❡s✑✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥✉t✐❧❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t
été ❝❛✉sé❡s ♣❛r ❧❛ ❞és❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣r♦♣❛❣é❡s s♦♥t ❞és❛✛❡❝té❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡st❛♥t ♣r♦♣❛✲
❣é❡s ❡t s✐t✉é❡s ❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s é✈✐té❡s ✏✐♥❞✐r❡❝t❡s✑✳

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ très ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛❤♠❛①s❛t ❢❛✐t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✶✺✵✵ ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡
❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✺✵ ♠✐❧❧✐♦♥s✳ ▲❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ é✈✐té❡s ❡st ♠♦♥tré
❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ✭❝♦❧♦♥♥❡ P❊✮✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ✷✽✪ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
✈❛r✐❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡t ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ✾✻✪ ✭s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡ ✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣✮✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥s é✈✐té❡s ❞✐r❡❝t❡s s♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✶✪✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐r❡❝t❡s
s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✷✼✪✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❝❡s ❝❤✐✛r❡s s♦♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s é✈✐té❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❋P❙ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣rés✉♠❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ s❝❤é♠❛
▼P❙ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞û ❛✉① ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ é✈✐té❡s
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❡♥sé ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à é✈❛❧✉❡r
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣rés❡♥té❡ ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❧❛ ❝♦♠♣❛r♦♥s à ❞❡✉①
❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s q✉✐ s✐♠✉❧❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❋P❙✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐ s❡
❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s à ❛❥♦✉t❡r ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✿

✖ ❛❤♠❛①s❛tSIS ❝❤♦✐s✐t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ❛❥♦✉t❡r ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s❡❧♦♥ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙✱

✖ ❛❤♠❛①s❛tF ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
✖ ❛❤♠❛①s❛tR ❝❤♦✐s✐t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✼✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts ❞❛♥s ❛❤♠❛①s❛t✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r ❝❧❛ss❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ P❊ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥✉t✐❧❡s é✈✐té❡s ❣râ❝❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ❡t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❙P ❞♦♥♥❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❙✱ ❉ ❡t ❚ ❞♦♥♥❡♥t r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡
t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳

✐♥st❛♥❝❡s ❝❧❛ss❡s ★ P❊ ❙P
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♠❛①✷s❛t ✶✵✵ ✶✷✪ ✶✳✵✺ ✶✵✵ ✹✺✹✹✹ ✽✾✱✺ ✶✵✵ ✹✼✶✹✸ ✾✸✱✶ ✶✵✵ ✹✼✸✶✽ ✾✸✱✼
♠❛①✸s❛t ✶✵✵ ✼✪ ✶✳✵✻ ✶✵✵ ✸✹✵✾✻✽ ✷✸✶✱✷ ✶✵✵ ✸✺✶✸✼✷ ✷✹✵✱✷ ✶✵✵ ✸✺✶✶✾✾ ✷✸✼
♠✐♥✷s❛t ✾✻ ✶✵✪ ✶✳✵✹ ✾✻ ✶✵✹✻ ✷✱✻ ✾✻ ✶✶✹✼ ✷✱✾ ✾✻ ✶✵✼✼ ✷✱✼

♣
♠
s ❝r

❛❢
t❡
❞

❢r❜ ✷✺ ✸✪ ✶✳✵✸ ✺ ✺✽✺✾✹✾ ✶✺✹✱✷ ✺ ✺✾✶✹✶✵ ✶✺✻✱✼ ✺ ✻✵✶✵✷✵ ✶✺✽✱✸
❥♦❜✲s❤♦♣ ✸ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲

♠❛①❝❧✐q✉❡ ✶✺✽ ✷✪ ✶✳✵✸ ✶✸✸ ✷✸✶✵✼ ✸✵✱✷ ✶✸✸ ✷✶✽✸✶ ✷✾✱✽ ✶✸✸ ✷✸✶✸✻ ✸✶
♠❛①♦♥❡ ✶✹✵ ✻✶✪ ✶✳✶✺ ✶✵✾ ✶✸✸✷✹✺ ✹✶✱✻ ✶✶✵ ✻✽✽✹✷ ✷✺✱✼ ✶✵✾ ✶✺✷✶✽✽ ✹✻✱✷

♠✐♥✲❡♥❝✴❦❜tr❡❡ ✹✷ ✸✾✪ ✶✳✶✹ ✸✹ ✶✻✻✼✵✺ ✸✾✻✱✻ ✸✶ ✷✵✸✺✶✻ ✺✷✸✱✶ ✸✹ ✶✾✸✻✵✾ ✹✺✽✱✶
♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✹ ✺✪ ✶✳✶✶ ✷ ✷✽✽ < 0, 1 ✷ ✷✼✷ < 0, 1 ✷ ✷✽✶ < 0, 1

r❡✈❡rs✐ ✹✹ ✹✸✪ ✶✳✸✵ ✽ ✹✺✺✺ ✶✷✾✱✷ ✽ ✺✻✾✼ ✶✻✸✱✺ ✽ ✺✶✾✸ ✶✺✵✱✸
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦♠

♠✐♥✷s❛t ✻✵ ✷✶✪ ✶✳✵✺ ✺✽ ✶✷✶✵✵ ✶✽✻✱✽ ✺✽ ✶✷✻✵✼ ✶✾✷✱✶ ✺✽ ✶✷✹✻✽ ✶✾✵✱✾
♠✐♥✸s❛t ✻✵ ✹✪ ✶✳✵✹ ✺✽ ✾✶✺✻✾ ✷✹✾✱✾ ✺✽ ✾✾✼✾✻ ✷✼✵✱✶ ✺✽ ✶✵✵✵✶✸ ✷✼✷✱✾

♣♠❛①✷s❛t ✻✵ ✷✽✪ ✶✳✶✹ ✻✵ ✶✵✷✶ ✸✱✷ ✻✵ ✶✶✷✽ ✸✱✼ ✻✵ ✶✷✵✵ ✸✱✽
♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✾✪ ✶✳✵✻ ✸✵ ✽✹✾✹✹ ✻✵✱✶ ✸✵ ✽✼✵✼✷ ✻✷✱✹ ✸✵ ✽✻✾✹✹ ✻✶✱✺

✇
♣
♠
s ❝r
❛❢
t❡
❞

❛✉❝t✐♦♥ ✹✵ ✺✸✪ ✶✳✺✼ ✹✵ ✸✶✵✵✷✶ ✶✶✺✱✺ ✹✵ ✸✵✾✹✽✾ ✶✸✻✱✶ ✹✵ ✷✽✾✹✵✻ ✶✷✵✱✸
❈❙● ✶✵ ✸✷✪ ✷✳✶✸ ✹ ✺✹✽✶✸ ✹✺✷✱✸ ✹ ✺✵✻✹✷ ✹✷✶✱✸ ✹ ✺✹✸✸✵ ✹✸✷✱✸
❢r❜ ✸✹ ✸✪ ✶✳✵✻ ✶✹ ✷✶✷✸✻✾ ✺✽✱✼ ✶✹ ✷✶✹✷✾✵ ✺✽✱✾ ✶✹ ✷✶✼✽✶✺ ✻✹✱✸

♠✐♥✲❡♥❝ ✼✹ ✼✻✪ ✶✳✼✹ ✻✹ ✶✼✼✺✹ ✻✶✱✾ ✺✺ ✶✶✵✺✷ ✻✻✱✼ ✻✹ ✾✺✹✼ ✻✺
♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✶✷ ✻✸✪ ✷✳✸✶ ✹ ✶✺✵✺ ✶✺✽✱✽ ✹ ✶✼✸✵ ✶✾✹✱✺ ✹ ✶✺✼✵ ✶✼✷✱✹

r❛♠s❡② ✶✺ ✸✵✪ ✶✳✹✺ ✹ ✶✺✼✺✺✾ ✹✹✱✽ ✹ ✶✺✼✼✷✺ ✻✷✱✼ ✹ ✶✺✽✽✺✶ ✺✵✱✺
r❛♥❞♦♠✲♥❡t ✸✷ ✽✵✪ ✶✳✼✵ ✸ ✸✸✺✶✻✶ ✷✸✼✱✺ ✷ ✼✵✷✹✺✻ ✺✽✵✱✶ ✶ ✷✼✾✶✶✻✷ ✶✸✷✺✱✶
s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✹✺ ✾✻✪ ✶✳✵✼ ✷✺ ✸✼✼✶ ✹✻✱✺ ✷✹ ✸✽✸✼ ✹✺✱✸ ✷✺ ✸✽✺✻ ✹✺

✇♠❛①❝✉t ✹✽ ✸✸✪ ✶✳✹✹ ✹✻ ✷✻✾✽✺ ✹✾✱✹ ✹✻ ✷✼✶✾✷ ✻✸✱✾ ✹✻ ✷✽✷✷✹ ✺✽✱✶

r❛
♥
❞
♦♠

✇♠❛①✷s❛t ✶✷✵ ✹✹✪ ✶✳✷✵ ✶✷✵ ✸✾✾✸ ✹✺✱✹ ✶✷✵ ✹✽✼✺ ✺✾✱✻ ✶✷✵ ✹✸✻✹ ✺✶✱✹
✇♠❛①✸s❛t ✹✵ ✸✼✪ ✶✳✶✺ ✹✵ ✸✻✽✸✻ ✾✾✱✺ ✹✵ ✸✼✽✷✵ ✶✵✻✱✽ ✹✵ ✸✼✼✻✽ ✶✵✹✱✸

✇♣♠❛①✷s❛t ✾✵ ✺✺✪ ✶✳✹✾ ✾✵ ✺✼✺ ✺✱✺ ✾✵ ✻✶✺ ✼✱✷ ✾✵ ✻✵✶ ✻✱✺
✇♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✹✶✪ ✶✳✶✺ ✸✵ ✸✵✹✺✶ ✽✹✱✶ ✸✵ ✸✶✷✸✵ ✾✵✱✺ ✸✵ ✸✶✷✶✾ ✽✽✱✺

❊♥s❡♠❜❧❡ ✶✼✼✻ ✷✽✪ ✶✳✶✼ ✶✹✹✵ ✶✵✵✸✾✶ ✾✶ ✶✹✷✼ ✾✼✾✵✺ ✾✽✱✻ ✶✹✸✽ ✶✵✺✺✻✺ ✾✼✱✹

✼✾



✸✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ❣❧♦❜❛✉① s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ rés♦✉t ♣❧✉s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✰✶✸ ❡t ✰✷ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❛❤♠❛①s❛tR ❡t ❛❤♠❛①s❛tF ✱ ❝♦❧♦♥♥❡s ❙✮ ❡t s♦♥ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✲✼✱✽✪ ❡t ✲✻✱✻✪✱ ❝♦❧♦♥♥❡s ❚✮✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ✈❛r✐❡♥t ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴r❛♥❞♦♠✲♥❡t✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✐✈✐sé ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❝❡❧✉✐ ❞✬❛❤♠❛①s❛tR ❡t ♣❛r ✺ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❛❤♠❛①s❛tF ✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴♠❛①♦♥❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛tSIS ❡st
s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❛❤♠❛①s❛tR✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛tSIS

❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈és ✿
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛tSIS ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s s✉r ✉♥❡
♠❛❥♦r✐té ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❞❡ ❢♦rt❡s ❞✐s♣❛r✐tés ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t
❛✉ s❡✐♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛tSIS ❡st
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❛❤♠❛①s❛tR ✭t❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❝♦❧♦♥♥❡s ❉✮✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❡♥
♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s✉r q✉❡❧q✉❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭❡✳❣✳
♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴♠❛①♦♥❡✮ q✉✐ ✐♥✢✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r
✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛tSIS ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
✭✜❣✉r❡ ✸✳✻✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣♦rté
♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✮
q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✳

▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙✱ ❜✐❡♥ q✉❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❡st ❧✐♠✐té✳ P❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡❧❛✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛ï✈❡ ✿ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ❛❥♦✉t❡r ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s❡ ❜❛s❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❥♦✉té❡s ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡s✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛②❛♥t ♠❡♥é
à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉té❡s ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
❣é♥érés✳ ❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❣é♥érés✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♠é❝♦♥♥✉✳ ❙✬✐❧ ❡st ❣é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s q✉❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧❛✐ss❡r
♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ♥✬♦♥t
à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❥❛♠❛✐s été ét✉❞✐és✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝✐t❡r ❧❡ rô❧❡ q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛✈♦✐r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✱ ♦✉ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳
❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛①❡s s♦♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛①❡s s♦♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐q✉❡✳
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✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉✐ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t
❝❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❞é❢❛✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤✲
♠❛①s❛t✳

◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té ❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡
t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ❚♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
t❛✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✐✳❡✳ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❢❛✐t❡s
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✮ ❡♥tr❛î♥❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥✉t✐❧❡s✳ ◆♦tr❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡
❝❤❛♠♣s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❡①♣❧♦r❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❛♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉
s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❣é♥érés ♣❛r ❙❯P ❡t ❋▲✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ✈✐s❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡t ❞♦♥❝ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ✏❜♦♥♥❡s✑ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈r♦♥s
❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦ù ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
❛❥♦✉té❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

✹✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✶✳✶ ❘è❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✶✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✷ ❘é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✳ ✽✾

✹✳✷✳✶ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✷✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✷✳✷✮ ❡t ✷✳✸✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✱ ❙❯P✱ ♦✉ ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱
❋▲✮ ♣✉✐s tr❛✐tés ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞✬êtr❡ ❞ét❡❝tés ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❉❡✉① t②♣❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ré❝❡♥ts ✿
❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣✲
♣❧✐q✉❡r ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛
❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ♦✉tr❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡s ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧✐✲
♠✐t❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡s ❞és❛✈❛♥t❛❣❡s q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡♥t s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✸✮✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥tr❛î♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

✽✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❝❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t rés♦❧✈❛♥t ♣r♦❞✉✐t ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts rés♦❧✈❛♥t❡s ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♠❡♥é❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❛❤♠❛①s❛t
♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s♦♥t ❡✛❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ré❞✉✐ts ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✉r ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ❛♠é❧✐♦ré✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés
❡t ❛♥❛❧②sés ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♦♥t été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣✉❜❧✐és ❬❆❍✶✹❛✱ ❆❍✶✺❛❪

✹✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

✹✳✶✳✶ ❘è❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ = {ci, cj}∪φ ✭♦ù ci = {x, y1, . . . , ys} ❡t cj = {x, z1, . . . , zt} s♦♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❡t φ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✮ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Φ′ = {cr} ∪ CC ∪ φ ❛✈❡❝
cr = {y1, . . . , ys, z1, . . . , zt} ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡t CC = {cc1, . . . , cct, cct+1, . . . , cct+s}
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

cc1 = {x, y1, . . . , ys, z1, z2, . . . , zt}

cc2 = {x, y1, . . . , ys, z2, . . . , zt}

✳✳✳

cct = {x, y1, . . . , ys, zt}

cct+1 = {x, z1, . . . , zt, y1, y2, . . . , ys}

cct+2 = {x, z1, . . . , zt, y2, . . . , ys}

✳✳✳

cct+s = {x, z1, . . . , zt, ys}

❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ cr ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
♦r✐❣✐♥❛❧❡s ci ❡t cj ✭❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① r❡❞♦♥❞❛♥ts s♦♥t s✉♣♣r✐♠és✮ ✿

|cr| = |ci ∪ cj \ {x, x}|

= |ci|+ |cj | − |ci ∩ cj | − 2
✭✹✳✶✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ✐❣♥♦ré❡s✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ✿

|CC| = |ci|+ |cj | − 2 ∗ |ci ∩ cj | − 2 ✭✹✳✷✮

✽✺



✹✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

❡t ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s ✿

|cc1| = |ci|+ |cj | − |ci ∩ cj | − 1

|cc2| = |ci|+ |cj | − |ci ∩ cj | − 2

✳✳✳

|cct| = |ci|+ 1

|cct+1| = |ci|+ |cj | − |ci ∩ cj | − 1

|cct+2| = |ci|+ |cj | − |ci ∩ cj | − 2

✳✳✳

|cct+s| = |cj |+ 1

✭✹✳✸✮

✹✳✶✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✉r❛♥t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❝♦♥✢✐t ✭✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✮ ❡st ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✱ ❙❯P✱ ♦✉ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❢❛❧s✐✜és✱
❋▲✮✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G = (V,A) ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✮ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
ré❛❧✐sé❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ✭❧❡s
❞é❝✐s✐♦♥s ♦✉ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✮ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t✳ ψ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
❧❡s ❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛✉ ❝♦♥✢✐t ✭✐✳❡✳ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s cj , ck ∈ ψ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
var(li), li ∈ V ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s cr〈var(li)〉 ❡t CC〈var(li)〉 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡
❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s
à t♦✉t❡s séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ 〈var(li1), . . . , var(lik)〉 ✭❛✈❡❝ li1 , . . . , lik ∈ V ✮ ss✐ ❧❡
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té ❞❡ G ✐♥❞✉✐t ♣❛r {li1 , . . . , lik} ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❆♣rès ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡ ❧✐ttér❛❧
rés♦❧✉ li ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s cj ❡t ck ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡
rés♦❧✈❛♥t❡ cr〈var(xi)〉 ❣é♥éré❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐s à ❥♦✉r✮✳ ❙♦✐t G = (V,A) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r cj ❡t ❧✬✉♥✐q✉❡
s✉❝❝❡ss❡✉r ck ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ var(li) t✳q✳ li ∈ V ✱ G ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ G〈var(li)〉 =
(V〈var(li)〉, A〈var(li)〉) ❛✈❡❝ ✿

V〈var(li)〉 = (V \ {li}) \ {♦cj s✐ |cj | = 1} ∪ {♦cr〈var(li)〉 s✐ |cr〈var(li)〉| = 1}

A〈var(li)〉 = {(l, l′, cp) ∈ A t✳q✳ l 6= li✱ l
′ 6= li✱ cp 6= cj ❡t cp 6= ck} ∪

{(l, l′, cr〈var(li)〉) t✳q✳ l, l
′ ∈ cr〈var(li)〉 ❡t l, l

′ ∈ V〈var(li)〉} ∪

{(♦cr〈var(li)〉 , l, cr〈var(li)〉) s✐ cr〈var(li)〉 = {l}} ∪

{(l,�, cr〈var(li)〉) t✳q✳ l ∈ cr〈var(li)〉❡t cr〈var(li)〉 ❡st ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r I}

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐s à ❥♦✉r ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s
❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ 〈var(li1), . . . , var(lik)〉 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

G〈var(li1 ),...,var(lik )〉
= (. . . ((G〈var(li1 )〉

)〈var(li2 )〉) . . . )〈var(lik )〉

Pr♦♣r✐été ✺✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s cj ❡t ck s✉r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❡st ❡♥ O(|cj |+ |ck|)✳

✽✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s cj ❡t ck s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉
♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t ❧❡
r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❝s ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s cj ❡t ck ♣❛r ❞❡s ❛r❝s ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧❛
❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ❛r❝s ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❧✐ttér❛✉① ❞❡s ❝❧❛✉s❡s cj ❡t ck✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
❡st ❜✐❡♥ ❡♥ O(|cj |+ |ck|)✳

◗✉❛♥❞ t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t été é❧✐♠✐♥és✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛✉s❡
rés♦❧✈❛♥t❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣r♦♣❛❣és✳ ❊❧❧❡ ❡st s♦✐t ✈✐❞❡ s♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✳ ▲❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❛❧♦rs ♠é♠♦r✐sé ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♥✬❡st
♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à s❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♥✐ ❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ♥✐ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é li ∈ V ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❝❧❛✉s❡s ❡t
❞♦♥❝ ♠❡♥❡r à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❧✐ttér❛✉①✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r var(li) q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✬✐❧ ré❞✉✐t ♦♥t t♦✉t❡s
été tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ rés♦❧✈❛♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡
❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✭r❡✈❡rs❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✱ ❘P❖✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❡t
❞ét❡r♠✐♥❡ s❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ q✉✬✐❧ ré❞✉✐t ✭❧✐❣♥❡s ✸✲✺✮✳ P✉✐s✱ ❧❛ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✭❧✐❣♥❡ ✻✮ ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡st ♠✐s à ❥♦✉r ✭❧✐❣♥❡ ✼✮✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✭❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❘P❖✮✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I q✉✐ ❢❛❧s✐✜❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ cf ∈ Φ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡

❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G = (V,A) ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛②❛♥t
❝♦♥❞✉✐t à ❢❛❧s✐✜❡r cf ✳

❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ✇❤✐❧❡ |V | > 0 ❞♦
✸ l← ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ V ♣r♦♣❛❣é ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t❀
✹ c1 ← redG(l)❀
✺ c2 ← srcG(l)❀
✻ Φ← ♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥✭Φ✱c1✱var(l)✱c2✮❀
✼ G← G〈var(l)〉❀

Pr♦♣r✐été ✻✳ P♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡♥ ❡♥tré❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à k✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ❡st ❡♥ O(s ∗ k2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s c1 ❡t c2 ❡st ❡♥ O(|c1| ∗ |c2|) ✭❝❢✳ ♣r♦♣r✐été ✷✮✳ ❉❡

✽✼



✹✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

♣❧✉s✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✉❡s ✭❝❢✳ ♣r♦♣r✐été ✺✮✳
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❢❛✉t s − 1 ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥
O(s ∗ k2) ❛✈❡❝ k ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡ Φ = {c1, c2, . . . , c6} ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X = {x1, . . . , x5} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱ c2 = {x2}✱ c3 = {x2, x3}✱
c4 = {x2, x4}✱ c5 = {x1, x3, x5} ❡t c6 = {x4, x5}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ s✉r Φ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, . . . , x5@c5〉
✭x1 ❡st ♣r♦♣❛❣é❡ ♣❛r c1✱ ♣✉✐s x2 ♣❛r c2✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c6 ❡st ❢❛❧s✐✜é❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶❛
♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶❜ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ét❛♣❡s
❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡♥❝❛❞ré❡s✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s c1, . . . , c6 s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✜♥❛❧❡ cr(x1,...,x5) = � ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
cc1 = {x1, x3, x4, x5}✱ cc2 = {x3, x4, x5}✱ cc3 = {x1, x3, x4, x5}✱ cc4 = {x1, x2, x3, x4}✱
cc5 = {x1, x2, x3, x4}✱ cc6 = {x2, x3, x4}✱ cc7 = {x1, x2, x3} ❡t cc8 = {x1, x2} s♦♥t ❛❥♦✉✲
té❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′ = {�, cc1, . . . , cc8}✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❤✉✐t ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡✉①✱ tr♦✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦✐s ❡t q✉❛tr❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ q✉❛tr❡✳

x1 x5

x2 x3 �

x4

c1

c2 c3

c4

c5

c5

c6

c6

✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

c6 = {x4, x5} c5 = {x1, x3, x5}

cc1 = {x1, x3, x4, x5} , cc2 = {x3, x4, x5}
cc3 = {x1, x3, x4, x5}

cr(x1) = {x1, x3, x4} c4 = {x2, x4}

cc4 = {x1, x2, x3, x4}
cc5 = {x1, x2, x3, x4} , cc6 = {x2, x3, x4}

cr(x1,x2) = {x1, x2, x3} c3 = {x2, x3}

cc7 = {x1, x2, x3}

cr(x1,...,x3) = {x1, x2} c2 = {x2}

cc8 = {x1, x2}

cr(x1,...,x4) = {x1} c1 = {x1}

cr(x1,...,x5) = �

x5

x4

x3

x2

x1

✭❜✮ ➱t❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✺✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

✹✳✷ ❘é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛✲
t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠és ❣râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡✉t ❝r♦îtr❡ r❛♣✐✲
❞❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❡ ❧✐❡♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✷✳✶ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
❛❥♦✉té❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {c4, c5, c6} ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✺✳
❉❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ 〈x4, x5〉 ❡t 〈x5, x4〉✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧❡ ♠ê♠❡ rés♦❧✈❛♥t ✜♥❛❧ cr〈x4,x5〉 = cr〈x5,x4〉 = {x1, x2, x3}
♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s s✐① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s♦♥t ❣é♥éré❡s ✭❞❡✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦✐s
❡t q✉❛tr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❛tr❡✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝✐♥q ❝❧❛✉s❡s s♦♥t
❛❥♦✉té❡s ✭tr♦✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦✐s ❡t ❞❡✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❛tr❡✮✳

c6 = {x4, x5} c4 = {x2, x4}

cc1 = {x2, x4, x5}
cc2 = {x2, x4, x5}

cr〈x4〉 = {x2, x5} c5 = {x1, x3, x5}

cc3 = {x1, x2, x3, x5} , cc4 = {x2, x3, x5}
cc5 = {x1, x2, x3, x5}

cr〈x4,x5〉 = {x1, x2, x3}

x4

x5

✭❛✮ ❙❡❧♦♥ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ 〈x4, x5〉

c6 = {x4, x5} c5 = {x1, x3, x5}

cc1 = {x1, x3, x4, x5} , cc2 = {x3, x4, x5}
cc3 = {x1, x3, x4, x5}

cr〈x5〉 = {x1, x3, x4} c4 = {x2, x4}

cc4 = {x1, x2, x3, x4}
cc5 = {x1, x2, x3, x4} , cc6 = {x2, x3, x4}

cr〈x5,x4〉 = {x1, x2, x3}

x5

x4

✭❜✮ ❙❡❧♦♥ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ 〈x5, x4〉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s {c4, c5, c6}✳

✽✾



✹✳✷✳ ❘é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

■❧ ② ❛ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✉❡s s♦♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ rés♦❧✈❛♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s s♦♥t ❣r❛♥❞s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡ ♣❡t✐ts
rés♦❧✈❛♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♦♥ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡s rés♦❧✈❛♥ts✳

P♦✉r é✈❛❧✉❡r q✉❡❧❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♥♦✉s
❛ttr✐❜✉♦♥s ✉♥ s❝♦r❡ ❛✉① ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡ s❝♦r❡
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés♦❧✈❛♥t ♦❜t❡♥✉ s✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs s✉❝❝❡ss❡✉rs ✭✐✳❡✳ ✐❧ ré❞✉✐t ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✮ ❛❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❝♦r❡ ✐♥✜♥✐
❛✉ ❧✐ttér❛❧✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ li ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
G ✿

score(li) =

{

|srcG(li)|+ |c| − |srcG(li) ∩ c| − 2 s✐ redG(li) = {c}
∞ s✐ |redG(li)| > 1

✭✹✳✹✮

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s❝♦r❡ ♣r♦❞✉✐t
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳

Pr♦♣r✐été ✼✳ ❙♦✐t G = (V,A) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① li ❡t
lj ✭❛✈❡❝ i 6= j✮ t❡❧s q✉❡ li, lj ∈ V ❡t (li, lj) ♦✉ (lj , li) ∈ A✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

score(li) ≤ score(lj) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |CC〈var(xi),var(xj)〉| ≤ |CC〈var(xj),var(xi)〉|

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ li
❡t lj s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ck1 ❡t ck2 ❡t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ré❞✉✐t❡s ♣❛r li ❡t lj s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ck2 ❡t ck3 ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣r✐♠❡r |CC〈var(li),var(lj)〉| ❡t |CC〈var(lj),var(li)〉| ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ck1 ✱ ck2 ❡t ck3 ✳ |CC〈var(li),var(lj)〉| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ck1 ❡t ck2 s✉r var(li) ♣✉✐s ❡♥tr❡ c〈var(li)〉
✭❧❡ rés♦❧✈❛♥t ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❡t ck3 s✉r var(lj)✳ ❈❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞❡ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ CC〈var(li)〉

❡t CC〈var(lj)〉|〈var(li)〉 ✭♦♥ ♥♦t❡ CC〈xl〉|〈xm1 ,...,xmp 〉
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xl ❛♣rès ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ 〈xm1 , . . . , xmp〉✮✳ ❖♥ ❛ ✿

|CC〈var(li),var(lj)〉| = |CC〈var(li)〉|+ |CC〈var(lj)〉|〈var(li)〉| ✭✹✳✺✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ✿

|CC〈var(li)〉| = |ck1 |+ |ck2 | − 2 ∗ |ck1 ∩ ck2 | − 2 ✭✹✳✻✮

❡t
|CC〈var(lj)〉|〈var(li)〉| = |cr〈var(li)〉|+ |ck3 | − 2 ∗ |cr〈var(li)〉 ∩ ck3 | − 2 ✭✹✳✼✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ♥♦✉s
s❛✈♦♥s q✉❡ cr〈var(li)〉 = ck1 ∪ ck2 \ {xi, xi}✳ ❈♦♠♠❡ ck3 ∩ {xi, xi} = ∅✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ✿

|cr〈var(li)〉 ∩ ck3 | = |ck1 ∩ ck3 |+ |ck2 ∩ ck3 | − |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 | ✭✹✳✽✮

✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ✹✳✼✱ ✹✳✶ ❡t ✹✳✽ ✿

|CC〈var(lj)〉|〈var(li)〉| = |ck1 |+ |ck2 | − |ck1 ∩ ck2 | − 2 + |ck3 |

− 2 ∗ (|ck1 ∩ ck3 |+ |ck2 ∩ ck3 | − |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 |) ✭✹✳✾✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛r ✹✳✺✱ ✹✳✻ ❡t ✹✳✾ ♣✉✐s ✹✳✹ ✿

|CC〈var(li),var(lj)〉| = 2 ∗ |ck1 |+ 2 ∗ |ck2 |+ |ck3 | − 3 ∗ |ck1 ∩ ck2 | − 2 ∗ |ck1 ∩ ck3 |
− 2 ∗ |ck2 ∩ ck3 |+ 2 ∗ |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 | − 6

= score(li) + k

✭✹✳✶✵✮

❛✈❡❝ k = |ck1 |+|ck2 |+|ck3 |−2∗|ck1∩ck2 |−2∗|ck1∩ck3 |−2∗|ck2∩ck3 |+2∗|ck1∩ck2∩ck3 |−4✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✿

|CC〈var(lj),var(li)〉| = |ck1 |+ 2 ∗ |ck2 |+ 2 ∗ |ck3 | − 2 ∗ |ck1 ∩ ck2 | − 2 ∗ |ck1 ∩ ck3 |
− 3 ∗ |ck2 ∩ ck3 |+ 2 ∗ |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 | − 6

= score(lj) + k

✭✹✳✶✶✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ score(li) ≤ score(lj) ss✐ |CC〈var(li),var(lj)〉| ≤ |CC〈var(lj),var(li)〉|✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ét❛❜❧✐❡ ✉♥ ❧✐❡♥✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡♥tr❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡s✳

Pr♦♣r✐été ✽✳ ❙♦✐t G = (V,A) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① li ❡t
lj ✭❛✈❡❝ i 6= j✮ t❡❧s q✉❡ li, lj ∈ V ❡t (li, lj) ♦✉ (lj , li) ∈ A✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
score(li) ≤ score(lj) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ 〈var(li), var(lj)〉 ❡st ✐♥✲
❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ 〈var(lj), var(li)〉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✼✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐té q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ li ❡t lj s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ck1 ❡t ck2 ❡t q✉❡ ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ré❞✉✐t❡s ♣❛r li ❡t lj s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ck2 ❡t ck3 ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✮
q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡
ck1 ❡t ck2 s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ var(li) ✈❛r✐❡ ❞❡ |ck1 | + 1 à |ck1 | + |ck2 | − |ck1 ∩ ck2 | − 1 ❡t ❞❡
|ck2 | + 1 à |ck1 | + |ck2 | − |ck1 ∩ ck2 | − 1✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ck3 ❡t cr〈var(li)〉 ✈❛r✐❡ ❞❡ |cr〈var(li)〉| + 1 à
|cr〈var(li)〉|+|ck3 |−|cr〈var(li)〉∩ck3 |−1 ❡t ❞❡ |ck3 |+1 à |cr〈var(li)〉|+|ck3 |−|cr〈var(li)〉∩ck3 |−1✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ub〈var(li)〉 ❡t ub〈var(li),var(lj)〉 ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ck1 ✱ ck2 ❡t ck3 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ub〈var(li)〉 = |ck1 |+ |ck2 | − |ck1 ∩ ck2 | − 1

= score(li) + 1
✭✹✳✶✷✮

❡t

ub〈var(li),var(lj)〉 = |cr〈var(li)〉|+ |ck3 | − |cr〈var(li)〉 ∩ ck3 | − 1

= score(li) + |ck3 | − |cr〈var(li)〉 ∩ ck3 | − 1

= score(li) + |ck3 | − |ck1 ∩ ck3 | − |ck2 ∩ ck3 |+ |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 | − 1

= score(li) + score(lj)− |ck2 | − |ck1 ∩ ck3 |+ |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 |+ 1

✭✹✳✶✸✮

✾✶



✹✳✷✳ ❘é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ck1 ✱ ck2 ❡t ck3 ❧❡s
❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r var(lj) ♣✉✐s s✉r var(li) ✿

ub〈var(lj)〉 = |ck2 |+ |ck3 | − |ck2 ∩ ck3 | − 1

= score(lj) + 1
✭✹✳✶✹✮

❡t

ub〈var(lj),var(li)〉 = |cr〈var(lj)〉|+ |ck1 | − |cr〈var(lj)〉 ∩ ck1 | − 1

= score(lj) + |ck1 | − |cr〈var(lj)〉 ∩ ck1 | − 1

= score(lj) + |ck1 | − |ck1 ∩ ck2 | − |ck1 ∩ ck3 |+ |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 | − 1

= score(lj) + score(xi)− |ck2 | − |ck1 ∩ ck3 |+ |ck1 ∩ ck2 ∩ ck3 |+ 1

✭✹✳✶✺✮

❉♦♥❝ s✐ score(li) ≤ score(lj) ♦♥ ❛ ub〈var(li)〉 ≤ ub〈var(lj)〉 ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ▲❡s s❡❝♦♥❞❡s
❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ✭ub〈var(li),var(lj)〉 ❡t ub〈var(lj),var(li)〉✮ s♦♥t é❣❛❧❡s q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s
s❝♦r❡s ❞❡ xi ❡t xj ✳

✹✳✷✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✼ ❡t ✽ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s❝♦r❡
✭✐✳❡✳ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣r♦❞✉✐r❛ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ♠♦✐♥s ❞❡
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ s❝♦r❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ✭❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✹✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❧✐❣♥❡ ✷✮✳ P✉✐s ❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s❝♦r❡ ✭❧✐❣♥❡ ✹✮
❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c1 ❛②❛♥t ❝❛✉sé s❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c2 q✉✬✐❧ ré❞✉✐t ✭❧✐❣♥❡s ✺✲
✻✮✳ P✉✐s ❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ c1 ❡t c2 s✉r var(l) ❡t ❛❝t✉❛❧✐s❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✷ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❝r♦✐ss❛♥ts ✭❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✮✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I q✉✐ ❢❛❧s✐✜❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ cf ∈ Φ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡

❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G = (V,A) ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛②❛♥t
❝♦♥❞✉✐t à ❢❛❧s✐✜❡r cf ✳

❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ❢♦r l ∈ V ❞♦ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❝♦r❡ ❞❡ l ❀
✸ ✇❤✐❧❡ |V | > 0 ❞♦
✹ l← ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ V ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s❝♦r❡❀
✺ c1 ← redG(l)❀
✻ c2 ← srcG(l)❀
✼ Φ← ♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥✭Φ✱c1✱var(l)✱c2✮❀
✽ G← G〈var(l)〉❀
✾ ❢♦r l′ ∈ c1 ∪ c2 \ {l} ❞♦ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❝♦r❡ ❞❡ l′ ❀

✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s c1 ❡t c2✳
❈❡s ét❛♣❡s s♦♥t ré♣été❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❛✐❡♥t été tr❛✐tés✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘
✭s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡s♦❧✈❡♥t✮ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

Pr♦♣r✐été ✾✳ P♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡♥ ❡♥tré❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à k✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✹✳✷ ❡st ❡♥ O(s ∗ k2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡
❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❘P❖✮ ❡st ❡♥ O(s ∗ k2) ❛✈❡❝ s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ψ ❡t k ❧❛ t❛✐❧❧❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ s❡s ❝❧❛✉s❡s ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ❡t ♣r♦♣r✐été ✻✮✳ ▲❡s s❡✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✷ ❡t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❘P❖ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
s❝♦r❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉①✳ P♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ li ❞♦♥♥é✱ ❝❡ s❝♦r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ li ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ q✉✬✐❧ ré❞✉✐t✳ ❙❛
❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ O(k) s✐ k ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧
❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥
O(s∗k) ✭❛✈❡❝ s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ψ✮✳ P✉✐s✱ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
rés♦❧✉❡s s♦♥t ❛❝t✉❛❧✐sés ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛✉ ♣❧✉s 2 ∗ k ❧✐ttér❛✉① ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r s❝♦r❡ r❡❝❛❧❝✉❧é✳ ❈♦♠♠❡ s− 1 ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à
❥♦✉r ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❡st ❡♥ O(s ∗ k2)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ O(s ∗ k2)✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✺✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ s✉r Φ ♣r♦❞✉✐s❛✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, . . . , x5@c5〉 ❡t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c6 ét❛✐t ❢❛❧s✐✜é❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳

■❧ ② ❛ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ s❝♦r❡ ✷✱ x1 ❡t x4✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉❡
❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝❛✉s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ x1✱ c1✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ q✉✬❡❧❧❡
ré❞✉✐t c5✳ ▲❡ rés♦❧✈❛♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ cr〈x1〉 = {x3, x5} ❡st ♣r♦❞✉✐t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡t à
❥♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡ ♥÷✉❞ x1✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ c5 ❞❡
❧✬❛r❝ (x3, x5) ♣❛r cr〈x1〉 ❡t ❡♥ ❛❝t✉❛❧✐s❛♥t ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x3 ❡t x5✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸❜
♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ❣r❛s ❧❡s ❛r❝s ♠♦❞✐✜és ❡t ❧❡s s❝♦r❡s
♠✐s à ❥♦✉r✳

P✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ s❝♦r❡ ✷ ✭x4✮ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ s❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭c4✮ ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ q✉✬❡❧❧❡ ré❞✉✐t ✭c6✮✳ ■❧ ♠❡t à ❥♦✉r
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸❝✮✳ ▲❡ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x5 ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸❞✮ ♣✉✐s x3 ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸❡✮✳ ➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ré❞✉✐t❡s
♣❛r x2 ♦♥t été ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ s❛ s♦✉r❝❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ c2 ❡t ❧❡ rés♦❧✈❛♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ cr〈x1,x4,x5,x3〉✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ rés♦❧✈❛♥t ✈✐❞❡ ❡t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r été ♠✐s à ❥♦✉r✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸❢✮✳

✾✸



✹✳✷✳ ❘é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

x1(2)

x3(3) x5(3)

x2(∞) x4(2) �

c1

c2

c3

c4

c5

c5

c6

c6

✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧ G

x3(2) x5(2)

x2(∞) x4(2) �
c2

c3

c4

cr〈x1〉

c6

c6

✭❜✮ G〈x1〉

x3(2) x5(2)

x2(∞) �
c2

c3

cr〈x1〉

cr〈x1,x4〉

cr〈x1,x4〉

✭❝✮ G〈x1,x4〉

x3(2)

x2(∞) �
c2

c3

cr〈x1,x4,x5〉

cr〈x1,x4,x5〉

✭❞✮ G〈x1,x4,x5〉

x2(0) �
c2

cr〈x1,x4,x5,x3〉

✭❡✮ G〈x1,x4,x5,x3〉

�

✭❢✮ G〈x1,x4,x5,x3,x2〉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✻✳

c1 = {x1} c5 = {x1, x3, x5}

cc1 = {x1, x3, x5}
cc2 = {x1, x5}

cr〈x1〉 = {x3, x5} c4 = {x2, x4} c6 = {x4, x5}

cc3 = {x2, x4, x5}
cc4 = {x2, x4, x5}

cr〈x1,x4〉 = {x2, x5}

cc5 = {x2, x3, x5}
cc6 = {x2, x3, x5}

c3 = {x2, x3} cr〈x1,x4,x5〉 = {x2, x3}

c2 = {x2} cr〈x1,x4,x5,x3〉 = {x2}

cr〈x1,x4,x5,x3,x2〉 = �

x1

x4

x5

x3

x2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ➱t❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✻✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ′′ = {�, cc1, . . . , cc6} q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡
❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✈✐❞❡ �✱ s✐① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭❝✐♥q ❞❡ t❛✐❧❧❡ tr♦✐s ❡t ✉♥❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ ❞❡✉①✮✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♠♦✐♥s
q✉✬❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ✶✺✮ ❡t q✉❡ ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ❝♦✉rt❡s✳

✾✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

✹✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❧❡s ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❛❤✲
♠❛①s❛t✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✭r❡✈❡rs❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✱ ❘P❖✮ ❛❤♠❛①s❛tRPO ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✭s♠❛❧✲
❧❡st ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡s♦❧✈❛♥t ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❙■❘✮ ❛❤♠❛①s❛tSIR✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❝❡s ❞❡✉①
✈❛r✐❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❙✱ ❉ ❡t ❚ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❛❤♠❛①s❛tSIR rés♦✉t
✸✹ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s q✉✬❛❤♠❛①s❛tRPO✳ ▲❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❡s✉ré s✉r ❧❡s
✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r✱ ❡st ré❞✉✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ✭✲✷✷✱✽✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♦ù ✐❧ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✲✶✵✪ ❡t ✲✸✷✱✼✪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❧✉s ❞✐s♣❛r❛t❡s s✉r ❧❡s ✐♥s✲
t❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❡✳❣✳
♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴♠✐♥✲❡♥❝✴❦❜tr❡❡✱ ✲✺✾✱✺✪ ♦✉ ✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴r❛♥❞♦♠✲♥❡t✱ ✲✹✶✱✷✪✮✮ ♠❛✐s s✉r
❞✬❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭❡✳❣✳ ♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❢r❜✱ ✲✶✱✻✪ ♦✉ ♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴♠❛①❝❧✐q✉❡✱
✲✵✱✻✪✮✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❈❙●✱ ✰✸✱✽✪ ♦✉ ✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴r❛♠s❡②✱ ✰✸✪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛tSIR ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❛❤♠❛①s❛tRPO ✭✲✶✹✱✺✪✱ ❝♦❧♦♥♥❡s ❉✮✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
♣❧✉s ré❣✉❧✐❡rs s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❞❡ ✲✶✵✪ à ✲✸✺✱✸✪✮ q✉❡ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞
✭❞❡ ✰✻✵✱✽✪ à ✲✺✺✱✼✪✮✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✺❛ ❡t ✹✳✺❜ ❝♦♠♣❛r❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡①♣❧♦rés ❞✬❛❤♠❛①s❛tSIR ❡t ❞✬❛❤♠❛①s❛tRPO✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥
❡st ré♣❛rt✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

❊ss❛②♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳
▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳ ❖♥
♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t ré❞✉✐t❡s
♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✲✸✵✪ ❡t ✲✷✵✪ ✭❝♦❧♦♥♥❡s ◆❇ ❡t ❙❩✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t
s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉✬❛❤♠❛①s❛tSIR ❡①♣❧♦r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞♦♥❝
à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❉✴s✮ s♦✐t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
é❧❡✈é✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭❡✳❣✳ ♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴r❡✈❡rs✐✱ ✰✹✻✱✷✪
♦✉ ✇♣♠s✴r❛♥❞♦♠✴✇♣♠❛①✷s❛r✱ ✰✷✾✪✮✱ s✉r ❞✬❛✉tr❡s à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r
♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬❛❤♠❛①s❛tSIR ❢❛✐t ❞❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✬❛❤✲
♠❛①s❛tRPO ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✰✻✪✱ ❝♦❧♦♥♥❡s P✴❉✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❞ét❡❝t❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭✰✾✪✱ ❝♦❧♦♥♥❡s �✴❉✮✳ ❉♦♥❝ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ♣❡r♠❡t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ✭t❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❝♦❧♦♥♥❡s ❉✮✳ ▼❛✐s ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❛ ✉♥ ❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❛✛❡❝t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡❧❛ ré❞✉✐t ❞♦♥❝✱ ✈♦✐r❡ ❛♥♥✉❧❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❞û à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡

✾✺



✹✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❘P❖ ❡t
❙■❘✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥s✲
t❛♥❝❡s ♣❛r ❝❧❛ss❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❙✱ ❉ ❡t ❚ ❞♦♥♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡
t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳

✐♥st❛♥❝❡s ❝❧❛ss❡s ★
❛❤♠❛①s❛tSIR ❛❤♠❛①s❛tRPO

∆D∗ ∆T∗❙ ❉✯ ❚✯ ❙ ❉✯ ❚✯

♠
s
❝r
❛
❢t
❡❞ ❜✐♣❛rt✐t❡ ✶✵✵ ✶✵✵ ✸✹✾✶✺ ✾✵✱✼ ✶✵✵ ✹✵✻✵✽ ✶✵✶✱✶ ✲✶✹✪ ✲✶✵✱✷✪

♠❛①❝✉t ✻✼ ✺✻ ✶✼✶✸✽✵ ✹✹✱✼ ✺✻ ✷✵✽✻✽✼ ✺✶✱✶ ✲✶✼✱✾✪ ✲✶✷✱✺✪
s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✶✵ ✵ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦
♠

❤✐❣❤❣✐rt❤ ✽✷ ✼ ✹✻✺✵✵✶✻ ✶✵✼✷✱✾ ✻ ✺✷✻✵✶✶✹ ✶✷✸✽ ✲✶✶✱✻✪ ✲✶✸✱✸✪
♠❛①✷s❛t ✶✵✵ ✶✵✵ ✹✺✹✹✹ ✽✾✱✺ ✶✵✵ ✻✵✷✼✼ ✶✶✺✱✹ ✲✷✹✱✻✪ ✲✷✷✱✹✪
♠❛①✸s❛t ✶✵✵ ✶✵✵ ✸✹✵✾✻✽ ✷✸✶✱✷ ✶✵✵ ✹✷✹✼✼✾ ✷✻✺✱✾ ✲✶✾✱✼✪ ✲✶✸✱✶✪
♠✐♥✷s❛t ✾✻ ✾✻ ✶✵✹✻ ✷✱✻ ✾✻ ✶✶✽✽ ✷✱✾ ✲✶✷✪ ✲✶✶✱✺✪

♣
♠
s ❝r

❛
❢t
❡❞

❢r❜ ✷✺ ✺ ✺✽✺✾✹✾ ✶✺✹✱✷ ✺ ✻✵✾✻✷✻ ✶✺✻✱✻ ✲✸✱✾✪ ✲✶✱✻✪
❥♦❜✲s❤♦♣ ✸ ✵ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲

♠❛①❝❧✐q✉❡ ✶✺✽ ✶✸✸ ✶✾✹✾✸ ✶✽✱✼ ✶✸✷ ✶✽✻✽✻ ✶✽✱✽ ✹✱✸✪ ✲✵✱✻✪
♠❛①♦♥❡ ✶✹✵ ✶✵✾ ✶✸✷✽✼✶ ✸✼✱✹ ✶✵✽ ✶✸✵✾✹✼ ✹✹✱✽ ✶✱✺✪ ✲✶✻✱✹✪

♠✐♥✲❡♥❝✴❦❜tr❡❡ ✹✷ ✸✹ ✶✶✸✻✾✻ ✷✹✷✱✾ ✷✹ ✷✺✻✼✷✵ ✺✾✾✱✺ ✲✺✺✱✼✪ ✲✺✾✱✺✪
♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✹ ✷ ✷✽✽ < 0, 1 ✷ ✷✼✶ < 0, 1 ✻✱✸✪ ✵✪

r❡✈❡rs✐ ✹✹ ✽ ✹✵✻✼ ✺✺ ✼ ✻✻✶✷ ✶✹✼✱✸ ✲✸✽✱✺✪ ✲✻✷✱✻✪
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺ ✵ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦
♠

♠✐♥✷s❛t ✻✵ ✺✽ ✼✾✺✺ ✶✶✸✱✼ ✺✺ ✶✷✷✾✼ ✶✻✽✱✽ ✲✸✺✱✸✪ ✲✸✷✱✼✪
♠✐♥✸s❛t ✻✵ ✺✽ ✾✶✺✻✾ ✷✹✾✱✾ ✺✽ ✶✶✺✼✹✼ ✸✶✶✱✻ ✲✷✵✱✾✪ ✲✶✾✱✽✪

♣♠❛①✷s❛t ✻✵ ✻✵ ✶✵✷✶ ✸✱✷ ✻✵ ✶✸✹✾ ✹✱✹ ✲✷✹✱✸✪ ✲✷✼✪
♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✸✵ ✽✹✾✹✹ ✻✵✱✶ ✸✵ ✾✾✹✺✺ ✻✼✱✷ ✲✶✹✱✻✪ ✲✶✵✱✻✪

✇
♣
♠
s ❝r
❛
❢t
❡❞

❛✉❝t✐♦♥ ✹✵ ✹✵ ✸✶✵✵✷✶ ✶✶✺✱✺ ✹✵ ✸✵✵✽✸✷ ✶✹✶✱✸ ✸✱✶✪ ✲✶✽✱✸✪
❈❙● ✶✵ ✹ ✺✹✽✶✸ ✹✺✷✱✸ ✹ ✺✹✺✻✾ ✹✸✺✱✽ ✵✱✹✪ ✸✱✽✪
❢r❜ ✸✹ ✶✹ ✷✶✷✸✻✾ ✺✽✱✼ ✶✹ ✷✷✵✻✶✽ ✻✹✱✸ ✲✸✱✼✪ ✲✽✱✻✪

♠✐♥✲❡♥❝ ✼✹ ✻✹ ✷✵✵✺✼ ✽✻✱✷ ✻✸ ✶✷✹✼✶ ✶✷✺✱✺ ✻✵✱✽✪ ✲✸✶✱✸✪
♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✶✷ ✹ ✶✺✵✺ ✶✺✽✱✽ ✹ ✷✷✾✵ ✸✵✻✱✹ ✲✸✹✱✸✪ ✲✹✽✱✷✪

r❛♠s❡② ✶✺ ✹ ✶✺✼✺✺✾ ✹✹✱✽ ✹ ✶✻✵✻✽✻ ✹✸✱✺ ✲✶✱✾✪ ✸✪
r❛♥❞♦♠✲♥❡t ✸✷ ✸ ✸✾✶✽✼✶ ✸✶✽✱✺ ✷ ✽✷✸✹✼✻ ✺✹✶✱✷ ✲✺✷✱✹✪ ✲✹✶✱✷✪
s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✹✺ ✷✺ ✸✼✹✸ ✷✽✱✶ ✶✵ ✺✼✽✽ ✶✸✻✱✻ ✲✸✺✱✸✪ ✲✼✾✱✹✪

✇♠❛①❝✉t ✹✽ ✹✻ ✷✻✾✽✺ ✹✾✱✹ ✹✻ ✸✶✼✽✽ ✺✹✱✹ ✲✶✺✱✶✪ ✲✾✱✶✪

r❛
♥
❞
♦
♠

✇♠❛①✷s❛t ✶✷✵ ✶✷✵ ✸✾✾✸ ✹✺✱✹ ✶✷✵ ✹✼✾✹ ✺✼✱✸ ✲✶✻✱✼✪ ✲✷✵✱✼✪
✇♠❛①✸s❛t ✹✵ ✹✵ ✸✻✽✸✻ ✾✾✱✺ ✹✵ ✹✻✼✽✻ ✶✶✼✱✸ ✲✷✶✱✸✪ ✲✶✺✱✶✪

✇♣♠❛①✷s❛t ✾✵ ✾✵ ✺✼✺ ✺✱✺ ✾✵ ✻✸✾ ✼✱✺ ✲✶✵✪ ✲✷✻✱✹✪
✇♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✸✵ ✸✵✹✺✶ ✽✹✱✶ ✸✵ ✸✼✹✺✶ ✶✵✸✱✻ ✲✶✽✱✼✪ ✲✶✽✱✽✪

❊♥s❡♠❜❧❡ ✶✼✼✻ ✶✹✹✵ ✾✹✼✶✼ ✽✷✱✸ ✶✹✵✻ ✶✶✵✽✷✺ ✶✵✻✱✻ ✲✶✹✱✺✪ ✲✷✷✱✽✪

✾✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛tSIR ❡t ❞✬❛❤♠❛①s❛tRPO✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✲
❧♦♥♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ◆❇ ❡t ❙❩ ❞♦♥♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❣é♥é✲
ré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❉✴s✱ �✴❉
❡t P✴❉ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✱
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ♥÷✉❞ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡s ♣❛r ♥÷✉❞✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ▲ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ∆NB∗ ❡t ∆SZ∗ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❡♥tr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡s ♣❛r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
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❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡♠❛rq✉❡r ❞❡ ❧é❣èr❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♣❡rt✉r❜❡r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❛✉tr❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❞✉✐t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s
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✷✳ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①♣❧♦rés✱
♠❛✐s ❧✐♠✐t❡ ✈♦✐r❡ ❛♥♥✉❧❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✭✶✮✱

✸✳ ❡❧❧❡s ❛✛❡❝t❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡
s♦❧✈❡✉r✳

❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s
❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ♠ê♠❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉❡
❛✉① ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés♦❧✈❛♥t ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ré❛❧✐s❡
❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts rés♦❧✈❛♥t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦r❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡s ❧♦rs ❞❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉ss❡ à s✬✐♥t❡rr♦❣❡r
s✉r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛✉tr❡s ♦r❞r❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ♣r❡♥❞r❛✐❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs✳

✾✾



✹✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts q✉❛♥❞ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ ré♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✶✵✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

✺✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✶✳✷ ▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✶✳✸ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✷ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✷✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s✲
❥♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣✉✐s tr❛♥s❢♦r♠és ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t
❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ✭❡✳❣✳ ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✼❪✱ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✽❪✱ ❛❦✲
♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡
❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡
rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r
♠♦✐♥s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡
❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❛❣✐ss❛♥t
❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♠✐té❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥tr❛î♥❡r
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✳

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ♥✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ❧❡s
❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✸✮✳ ❙✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♥❡ r❡♠✲
♣❧✐ss❛♥t ♣❛s ❝❡s ❝r✐tèr❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r✐té ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✐❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧❛
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡✳

✶✵✶



✺✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❧♦rsq✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ r❡♠♣❧✐ss❡♥t ♣❛s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛❢✲
❢❡❝t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s
❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭✐✳❡✳
s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ♥÷✉❞ ❛✉q✉❡❧ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❛✛❡❝t❡♥t ♣❛s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ❧♦❝❛✉① à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❡s
❜é♥é✜❝❡s ❡s❝♦♠♣tés s♦♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ▲❇ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉① ♣r✐① ❞✬✉♥ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✉✲
r❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ♥♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ◆♦✉s ② ✐❧❧✉str♦♥s s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡
s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥✲
t❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❡t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣✉❜❧✐és ❬❆❍✶✹❝✱ ❆❍✶✹❜❪

✺✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠✲
♣♦r❛✐r❡✳

✺✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧

❯♥❡ ❢♦✐s ❞ét❡❝tés✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠és ♣♦✉r s✬❛s✲
s✉r❡r q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✐❡♥t ❝♦♠♣tés q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ t♦✉s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts
✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✶✮ ✿ ✐❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t
♣❛r ❞✐✈✐s❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ψ′ ❡t ψ′′ s❡❧♦♥ ❞❡s
❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞♦♥♥és ✭❧✐❣♥❡s ✷✲✸✮✳ ❈❡s ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♠♦t✐❢s ♦✉ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s rés♦❧✈❛♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✸✮✳ P✉✐s✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞❡ ψ r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭ψ′✮ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ sér✐❡
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ s❡s ❝❧❛✉s❡s ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥❴s♦✉s❴❛r❜r❡✱
❧✐❣♥❡ ✹✮ ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
▲❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ✭ψ′′✮ s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣♣r❡ss✐♦♥❴t❡♠♣♦r❛✐r❡✱ ❧✐❣♥❡ ✺✮✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ s♦✉❧✐❣♥❛♥t ❧❡✉rs
❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s✳

✶✵✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✶ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❡t ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

G ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ψ✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ψ′ ← s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ψ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡❀
✸ ψ′′ ← s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ψ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡❀
✹ Φ← ♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥❴s♦✉s❴❛r❜r❡✭Φ✱ψ′✱G✮❀
✺ Φ← s✉♣♣r❡ss✐♦♥❴t❡♠♣♦r❛✐r❡✭Φ✱ψ′′✮❀

✺✳✶✳✷ ▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❙✐m ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ✱m
❡st s♦✉str❛✐t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡ ψ✳ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭s✐ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠é✮ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té à ❧❛
❢♦r♠✉❧❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛❥♦✉té❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s m✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡t
✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✸ ❡t ✷✳✸✳✹✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♠✐té❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❊❧❧❡
♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❧✉s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❊❧❧❡ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❙♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❡✉t
❝r♦îtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ■❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❬❍▲❖✵✽❪ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✛❡❝t❛✐t ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs
❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ❧✐✲
♠✐t❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t à q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s rè❣❧❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✺✳✶✳✸ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡

▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✐❡♥t ❝♦♠♣tés ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s✳ P♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❞❡ ♣♦✐❞sm✱ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✈✐❞❡ ✭s✐ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡st
❡♥t✐èr❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠é✮ ❞❡ ♣♦✐❞s m ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t m ❡st s♦✉str❛✐t ❞✉ ♣♦✐❞s
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡ ψ ✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧ s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❞é❝r✐t❡ ❡t ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳

▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳ ❙♦♥ ❝♦ût ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡

✶✵✸



✺✳✷✳ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

r❡❝❤❡r❝❤❡✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ♠♦✐♥s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ1 = {c1, c2, c3, c4, c5} ❛✈❡❝ c1 =
{x1}✱ c2 = {x2}✱ c3 = {x1, x2}✱ c4 = {x1} ❡t c5 = {x2}✳ Φ1 ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {c1, c4} ❡t {c2, c5}✮✳

❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❙❯P✯ s✉r Φ1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c3〉
❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c2 ❡st ✈✐❞❡✳ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ψ1 = {c1, c2, c3} ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▲✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ s✉r ψ1 ♣r♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′

1 = {�, c4, c5}✳ ❖♥
♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I = {x1, x2} ♦♥ ❛ Φ1|I = 2 6= Φ′

1|I = 1 ❞♦♥❝
❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ s❡✉❧
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❛ été ❞ét❡❝té ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ Φ1 ❡♥ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡✉①✳

✺✳✷ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ✿ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s
❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ P✉✐s ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱
❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s s♦♥
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✳

✺✳✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré✱ s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ q✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✽✵✪
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
♣❛s ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♥✐ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥✐ t♦t❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ tr❛♥s❢♦r♠és
♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝tés à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡✱ ❛✛❡❝t❛♥t ❛✐♥s✐
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❆♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❜é♥é✜q✉❡ ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♠ê♠❡ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ s✐ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❜❛sé
s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭▼❘▲✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s
❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r✲
♠✉❧❡✱ ❞♦♥❝ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s❡r♦♥t ❞ét❡❝tés ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s❡r❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡r❛ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s

✶✵✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

❡①♣❧♦rés ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ r❡st❡r❛ ❧✐✲
♠✐té❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s q✉❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱
❡❧❧❡ ♥✬❛✛❡❝t❡r❛ ♣❛s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t s♦♥t ❧♦❝❛✉① ❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t✳ ❙♦♥ s❡✉❧
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
t❡♠♣♦r❛✐r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P♦✉r q✉❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦✐t ❡✣❝❛❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés s♦✐t
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦✈♦q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✳

✺✳✷✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s s♦②♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡ Φ = {c1, . . . , c14} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱ c2 = {x1, x4}✱ c3 = {x1, x5}✱
c4 = {x4, x7}✱ c5 = {x5, x7}✱ c6 = {x2}✱ c7 = {x2, x4}✱ c8 = {x3}✱ c9 = {x3, x5}✱
c10 = {x3, x6}✱ c11 = {x6, x7}✱ c12 = {x2, x8, x3}✱ c13 = {x2, x8, x9} ❡t c14 = {x2, x9}✳

❛✮ ▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✿ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P✯ s✉r Φ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 〈x1@c1, x4@c2, x5@c3, x7@c5〉 ✭x1 ❡st ♣r♦♣❛❣é❡ ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡
✉♥✐t❛✐r❡ c1✱ ♣✉✐s x4 ♣❛r c2✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c5 ❡st ✈✐❞❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶❛✳ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❝♦♥✢✐t ❡st {c1, c2, c3, c4, c5}✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❝❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t ❞❡ Φ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Φ′ = {�, c6, . . . , c14} ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P✯ s✉r Φ′ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x2@c6, x4@c7,
x9@c14, x3@c8, x5@c9, x6@c10, x7@c11, x8@c13〉✳ ❆✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ♥✬❛ été ❞ét❡❝té❡ ❡t ✐❧
♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❜✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❧❧❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t k+1✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s s✉♣♣r✐♠é❡s s♦♥t r❡s✲
t❛✉ré❡s✱ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥ x8 = vrai ❡st ❢❛✐t❡✳ ❈♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s 〈x1@c1, x4@c2, x5@c3, x7@c5〉 s♦♥t ♣r♦♣❛❣é❡s✱ r❡♥❞❛♥t ❧❛
❝❧❛✉s❡ c5 ✈✐❞❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❛✮✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Φ′ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✲
❝♦♥s✐st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P s✉r Φ′ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x2@c6,
x4@c7, x9@c13〉✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c14 ❡st ❛❧♦rs ✈✐❞❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❝✮✳ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t {c6, c13, c14} ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Φ′′ = {�,�, c7, . . . , c12}✳

❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P ✿ 〈x3@c8, x2@c12, x5@c9, x6@c10, x4@c7, x7@c11〉✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❞✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❛ ❞ét❡❝té ✉♥❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k
❡t ❞❡✉① ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k + 1

❜✮ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P s✉r Φ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x4@c2, x5@c3, x7@c5〉 ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❛✮✳
▲❛ ❝❧❛✉s❡ c5 ❡st ✈✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t {c1, c2, c3, c4, c5} ♣❡✉t
êtr❡ tr❛✐té✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭❧❡ rés♦❧✈❛♥t✮ ❡t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ c15 = {x4, x5, x7}, c16 = {x4, x5, x7}, c17 = {x1, x4, x5} ❡t
c18 = {x1, x4, x5}✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞✉r❛♥t
❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′′′ = {�, c6, . . . , c18}✳

▲❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s r❡st❛♥t❡s ❝♦♥❞✉✐t
❛✉① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x2@c6, x4@c7, x9@c14, x3@c8, x5@c9, x6@c10, x7@c15〉✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c11 ❡st
✈✐❞❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❡✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s

✶✵✺



✺✳✷✳ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

x4 x7

x1 �

x5

c1
c2

c3

c4
c5

c5

✭❛✮ Φ ♦r Φ|{x8}

x4

x2 x9

x3 x5

x6 x7

c6
c7
c14

c8 c9
c10

c11

✭❜✮ Φ′

x4

x2 �

x9

c6
c7

c13

c14

c14

✭❝✮ Φ′|{x8} ♦r Φ′′′|{x8}

x8 x2 x4

x3 x5

x6 x7

c8

c12
c12

c7

c9
c10

c11

✭❞✮ Φ′′

x2 x9

x4 x7

x5 �

x3 x6

c6
c7
c14

c8
c9
c10

c15
c15 c11

c11

✭❡✮ Φ′′′

x8 x2 x4

x3 x5 �

x6 x7

c8

c12
c12

c7

c9
c10

c11

c15
c15

c15

✭❢✮ Φ(5)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❡♥✲
t♦✉rés ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❞é❝✐s✐♦♥s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
♥÷✉❞s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❙❯P✳ ▲❡s ❛r❝s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉t✐✲
❧✐sé❡s ♣❛r ❙❯P✳

c5 = {x4, x7} c4 = {x4, x7}

c15 = {x4, x5, x7}
c16 = {x4, x5, x7}

{x4, x5} c3 = {x1, x5}

c17 = {x1, x4, x5}
c18 = {x1, x4, x5}

{x1, x4} c2 = {x1, x4}

{x1} c1 = {x1}

�

x4

x3

x2

x1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ➱t❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
{c1, c2, c3, c4, c5} ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥❝❛❞ré❡s✳

✶✵✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t {c6, c7, c8, c9, c10, c11, c15} ❡t ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡t ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ c19 = {x4, x5, x6, x7}✱ c20 = {x5, x6, x7}✱ c21 = {x4, x5, x6, x7}✱
c22 = {x3, x4, x5, x6}✱ c23 = {x3, x4, x5, x6}✱ c24 = {x3, x5, x6}✱ c25 = {x3, x4, x5}✱
c26 = {x3, x4} ❡t c27 = {x2, x4}✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t Φ(4) = {�,�, c12, . . . , c14, c16, . . . , c27}✳
▲❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❡t ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ k + 1✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❞é❝✐s✐♦♥ x8 = vrai ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡s r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ✭❞❡✉①✮✳ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡✉① ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k ❡t ❞❡✉① ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k + 1✳

❝✮ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✱ ❞❡✉①
✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k ❡t ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ(4) = {�,�, c12, . . . , c14, c16, . . . , c27}✳ ❆✉❝✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t k + 1✱ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❡st r❡st❛✉ré❡✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥ x8 = vrai ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ 〈x1@c1, x4@c2, x5@c3,
x7@c5〉 ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❛✮✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞ét❡❝té✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s c1, c2, c3, c4, c5 ❡t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
�✱ c15, c16, c17 ❡t c18✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t Φ′′′ = {�, c6, . . . , c18}✳

▲❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❙❯P q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t
❛✉① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ 〈x2@c6, x4@c7, x9@c13〉✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c14 ❡st ✈✐❞❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❝✮✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s c6, c13, c14 ❡t ❛❥♦✉t❡
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛❥♦✉té✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ(5) = {�,�, c7, . . . , c12, c15, . . . , c18}✳

➚ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é❢❛✐t❡s ❡t ♦♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s r❡s✲
t❛♥t❡s ✿ (x3@c8, x5@c9, x6@c10, x2@c12, x7@c11, x4@c7)✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c15 ❡st ✈✐❞❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❢✮✱
❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
{c7, . . . , c12, c15}✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡s s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✱ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ � ❡st ❛❥♦✉✲
té❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ c28 = {x2, x4, x5, x7}✱ c29 = {x2, x4, x5, x7}✱
c30 = {x2, x4, x7}✱ c31 = {x2, x5, x6, x7}✱ c32 = {x2, x5, x6, x7}✱ c33 = {x5, x6, x7}✱
c34 = {x2, x3, x5, x6}✱ c35 = {x2, x3, x5, x6}✱ c36 = {x2, x3, x6} ❡t c37 = {x3, x5, x6, x8}✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t Φ(6) = {�,�,�, c16, . . . , c18, c28, . . . , c37}✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s✳ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡✉① ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k ❡t
tr♦✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k + 1✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① k ❡t k+1 ❡t ✉♥❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k + 1✳

✺✳✷✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✳ ❙❛♥s
êtr❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t s❡✉❧❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥ts ✈❛r✐❡✳ ❙✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✮✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛
s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥÷✉❞ ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡s ♦♥t

✶✵✼



✺✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

été ré❛❧✐sé❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✷ ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

G ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ψ✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ψ′ ← s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ψ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡❀
✸ ψ′′ ← s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ψ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡❀
✹ Φ← ♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥❴s♦✉s❴❛r❜r❡✭Φ✱ψ′✱G✮❀
✺ Φ← ♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥❴❧♦❝❛❧❡✭Φ✱ψ′′✱G✮❀

❉❡✉① ❧✐st❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✮ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥✉❡s s✐♠✉❧t❛✲
♥é♠❡♥t ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❧✐st❡s s♦♥t ❣éré❡s ♠✐♥✉t✐❡✉s❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❧♦❝❛✉① s♦♥t ❞é❢❛✐ts à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❛❥♦✉té❡s
s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s♦♥t r❡st❛✉rés✳ ▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✿ ✐❧s s♦♥t r❡st❛✉rés ❧♦rs ❞❡s r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✳ ◆♦✉s
❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ✿ ❛❤♠❛①s❛tMRL q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❛❤✲
♠❛①s❛tS q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❛♥ts ✭q✉✐ s✉♣♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♥❡ r❡♠♣❧✐ss❛♥t
♣❛s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❡t s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ rés♦✉t ✹✾ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡s
❙✮✳ ❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r
❛❤♠❛①s❛tMRL ❡st ré❞✉✐t ❞❡ ✺✼✱✸✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞✬❛❤♠❛①s❛tS ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❉✮ ❡t
❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t ❞❡ ✹✾✱✻✪ ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❚✮✳ ❈❡s ❝❤✐✛r❡s ♠❛sq✉❡♥t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ❞✐s♣❛r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛tMRL ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❞✬❛❤✲
♠❛①s❛tS ✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❡ ❞❡ ✰✵✱✽✪ à ✲✾✽✱✷✪✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✰✶✾✷✱✾✪ ❛ ✲✾✷✱✽✪✳

❙✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭❡✳❣✳ ♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❜✐♣❛rt✐t❡✱ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠❛①✷✲
s❛t ♦✉ ♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴♠✐♥✲❡♥❝✴❦❜tr❡❡✮✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡st ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ ❡t s✉✣t à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ s✉r❝♦ût ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡✳ ❙✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭❡✳❣✳ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴❤✐❣❤❣✐rt❤✱ ♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴♠❛①♦♥❡
♦✉ ✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❛✉❝t✐♦♥✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡st ❛✉ss✐ ré❞✉✐t ♠❛✐s ❞❛♥s ❞❡s
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♠♦✐♥❞r❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♦✉ ♣❡✉ ❛♠é❧✐♦ré
✈♦✐r❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❛✉❣♠❡♥té✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ s✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴
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♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r ❝❧❛ss❡✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❙✱ ❉ ❡t ❚ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
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✺✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❛❤♠❛①s❛tMRL ❡t ❛❤♠❛①s❛tS ✳ ▲❡s
❝♦❧♦♥♥❡s �✴❉ ❡t P✴❉ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
✪▲ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s |Φ|avg
❡t |Φ|max ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❛❥♦✉té❡s ♣❛r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
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✺✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

♠❛①✷s❛t✴s✷✈✶✵✵❝✶✷✵✵✲✶✵✳❝♥❢ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸❛✮ ❧❡ ✏♣✐❝✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✱ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✾ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❛❤♠❛①s❛tMRL ❡t ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ✶✹ ♣♦✉r ❛❤♠❛①s❛tS ✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡r♠❡t à ♥♦tr❡ s♦❧✲
✈❡✉r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ s❡♥s✐❜❧❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✳ ❙✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ✇♣♠s✴r❛♥❞♦♠✴✇♠❛①✸s❛t✴s✸✈✾✵❝✼✵✵✲
✺✳✇❝♥❢ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸❜✮✱ ❧❡s ♣✐❝s ❞✬❛❤♠❛①s❛tMRL ❡t ❞✬❛❤♠❛①s❛tS s❡ s✐t✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ✶✺ ❡t ✶✼ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐❝s ét❛♥t ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✱
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✭❝♦❧♦♥♥❡s P✴❉✮ ❡t ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ✭❝♦❧♦♥♥❡s �✴❉✮ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé ✭❝♦❧♦♥♥❡s ✪▲✮✳ ❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭✰✻✵✱✽✪✮ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭✰✷✾✱✸✪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✉r ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦ù ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✉ s♦❧✈❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❛✉❝t✐♦♥✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✰✼✸✱✽✪ ❡t ✰✼✻✱✺✪✮ s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s❡ r❡✢èt❡ s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ✭✲✺✱✶✪✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❧✉s
❧❡♥t❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭✰✷✶✱✻✪✮✳

❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
✲✷✻✱✼✪✮ ❡♥tr❛î♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❉❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡
ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ♥÷✉❞s ❜❛s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❧❛✉s❡s ♦♥t été ré❞✉✐t❡s ♣❛r
❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✱
❧❡ s♦❧✈❡✉r ♣❛ss❡ ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❜❛ss❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t
ré❛❧✐s❡ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡s ♣❛r ❧❛
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡
❝❡s ❝❧❛✉s❡s ♣♦✉r q✉✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❛♣♣r❡♥❞r❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛❥♦✉té❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❧✐♠✐té ✭t❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ❝♦❧♦♥♥❡s |Φ|avg ❡t |Φ|max✮✳ ❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❛❥♦✉té❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✹✾✱✼✪ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
❝❧❛✉s❡s ❛❥♦✉té❡s à ✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭✶✼✷✱✽✪ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✮✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ❙✉r
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡s ✭♠s ❡t ♣♠s✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛❥♦✉té❡s ❞é♣❛ss❡
r❛r❡♠❡♥t ✺✵✪ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
❛❥♦✉té❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r à ✷✺✵✪✳ ❙✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✈❛❧✉é❡s ✭✇♣♠s✮✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❛tt❡✐♥t ✷✵✵✪ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡s ♠❛①✐♠✉♠s ❞é♣❛ss❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❧❡s ✶✵✵✵✪✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✈❛❧✉é❡s ❡t
♥♦♥ ✈❛❧✉é❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✏ét❛❧❡♠❡♥t✑ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ♣♦✐❞s m ♣❡✉t✲êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s m s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭s✬✐❧s s♦♥t
t♦✉s ❞❡ ♣♦✐❞s ✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ✶ s❡r♦♥t
❣é♥éré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s m s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✱ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥❡
❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s✳

✶✶✷
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✭❛✮ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
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✭❜✮ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
❡①♣❧♦rés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛tMRL ❡t ❛❤♠❛①s❛tS ✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦✉s
❧❡s ❛①❡s s♦♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

✶✶✸



✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✹❛ ❡t ✺✳✹❜ ❝♦♠♣❛r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés
❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❡st ré❞✉✐t s✉r q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ♠❛✐s q✉❡ s✉r
❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t
❞♦♥❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①❛♠✐♥és ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♠❛✐s ❛✉ ♣r✐①
❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣♦✉r q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡t
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r✐té ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❛ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❡❧❧❡ ❡st
♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡❧❧❡ ré❞✉✐t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé ❛♣r ❧❡ s♦❧✈❡✉r✳ ❯♥❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ♥❡ ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧❡ ❡t ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❡❧❧❡ ❛✛❡❝t❡
♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦✈❧❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦t✐❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡
❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✶✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

✻✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✷ ❙❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✷ ➱t❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✷✳✶ ❯❈❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✷✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s k✲❯❈❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✷✳✸ ❋réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s k✲❯❈❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❯❈❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❡st ✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♣r✐♠♦r❞✐❛✉① ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦t❛❧ ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ s♦♥t ❡①♣❧♦rés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st très r❡❞♦♥❞❛♥t ✿ ❧❡s
♠ê♠❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝tés à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ s❛♥s ♣♦✉r
❛✉t❛♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ♠é♠♦r✐s❡♥t ✭❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❧♦rsq✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
✭❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✮ à ❝❡rt❛✐♥s ♠♦t✐❢s ♣ré❞é✜♥✐s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞♦♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❞✉✐t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭✉♥✐t ❝❧❛✉s❡ s✉❜s❡t✱ ❯❈❙✮✳ ▲❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡
t❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❞é✲
t❡❝t❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡
❞♦♥❝ ❛♠é❧✐♦ré❡ t♦✉t ❡♥ r❡♥❞❛♥t s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♦♥t ❞é❥à été ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé
❬❇❘✾✾✱ ▲❍✵✺❛✱ ▲❍❞●✵✽✱ ▲▼▼P✵✾❪✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t
❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦t✐❢s ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡✉r t❛✐❧❧❡

✶✶✺



✻✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s
♠♦t✐❢s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ét✉❞✐♦♥s ❧❡✉rs ❢ré✲
q✉❡♥❝❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❉❛♥s ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣✉❜❧✐és ❬❆❍✶✹❡✱ ❆❍✶✺❞❪

✻✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

✻✳✶✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❢❛❧s✐✲
✜é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s
♣♦✐❞s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✱ ❙❯P✱ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ ❋▲✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ ♣✉✐s tr❛♥s❢♦r♠és ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧s ♥❡
s♦♥t ❝♦♠♣tés q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ P♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❞❡
♣♦✐❞s m ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡st m✮✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s♦✉s✲
tr❛✐r❡ m ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ ✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧ s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✮ ❡t à ❛❥♦✉t❡r
à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❞❡ ♣♦✐❞s m ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ▲❛
❢♦r♠✉❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s♦♥t ♣ré✲
s❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ s❛♥s ♥é❝❡ss✐t❡r ♥✐ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♥✐ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ à ❧✬❛✉tr❡✱ r❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❧✉s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✸ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✉❣✲
♠❡♥t❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❬❍▲❖✵✽❪ q✉❡
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡s ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡
❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✲
❝♦♥s✐st❛♥ts tr❛♥s❢♦r♠és r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣ré❞é✜♥✐s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡s ❝r✐tèr❡s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✶✳✷ ❙❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❡♥t✱ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❧❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠é♠♦r✐sé❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡
s♦❧✈❡✉r ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✽❪✱ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡s✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛

✶✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s rés♦❧✈❛♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ❞✉r❛♥t
❧❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à q✉❛tr❡✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉r ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✼❪✱ ❛❦✲
♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪ ❡t ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✱ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
◆❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡s ♠♦t✐❢s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❛✈❡❝ ❡♥
❤❛✉t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❡♥ ❜❛s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s
❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✿

{l1, l2}, {l1, l2}

{l1}
✭✷✳✶✺✮

{l1, l2}, {l1, l3}, {l2, l3}

{l1}, {l1, l2, l3}, {l1, l2, l3}
✭✷✳✶✻✮

{l1}, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−1, lk}, {lk}

�, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−1, lk}
✭✷✳✶✼✮

❈❡s ♠♦t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥és✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✷✳✶✺ ❡t ✷✳✶✼ ✿

{l1}, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−2, lk−1}, {lk−1, lk}, {lk−1, lk}

�, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−2, lk−1}
✭✷✳✶✽✮

❡t ♣❛r ✷✳✶✻ ❡t ✷✳✶✼ ✿

{l1}, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−3, lk−2}, {lk−2, lk−1}, {lk−2, lk}, {lk−1, lk}

�, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−3, lk−2}, {lk−2, lk−1, lk}, {lk−2, lk−1, lk}
✭✷✳✶✾✮

❈❡s ♠♦t✐❢s ♥❡ ❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✲
❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r
❧❡s ♠♦t✐❢s ❡st ❛♣♣r✐s❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠♦t✐❢s ✷✳✶✺ ❡t ✷✳✶✻ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s
✉♥✐t❛✐r❡s✳

✻✳✷ ➱t❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛♣rès
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭✉♥✐t ❝❧❛✉s❡ s✉❜s❡t✱ ❯❈❙✮✳ ◆♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s
❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝tés ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s
❞✐s❝✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

✻✳✷✳✶ ❯❈❙

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❞❡✉① ❞❡s ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é✲
♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ❞♦✉❜❧❡✳
❉✬✉♥ ❝♦té✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❛✲
❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t✱ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s

✶✶✼



✻✳✷✳ ➱t❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

♣r♦❞✉✐t❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ♣❧✉s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦t✐❢s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❈❡s ♠♦t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❙♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭✉♥✐t ❝❧❛✉s❡
s✉❜s❡ts✱ ❯❈❙✮✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s
❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ {c1, . . . , ck} ⊂ Φ ❛✈❡❝ ∀i ∈ {1, . . . , k}✱
|ci| > 1 ❡t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s c1, . . . , ck
q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s k✲❯❈❙ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ❯❈❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✸✲❯❈❙ ✿

{l1, l2}, {l1, l3}, {l2, l3}

{l1}, {l1, l2, l3}, {l1, l2, l3}
✭✻✳✶✮

{l1, l2}, {l2, l3}, {l1, l2, l3}

{l1}, {l1, l2, l3}
✭✻✳✷✮

{l1, l2}, {l1, l3}, {l1, l2, l3}

{l1}, {l1, l2, l3}
✭✻✳✸✮

{l1, l2}, {l1, l2, l3}, {l1, l2, l3}

{l1}
✭✻✳✹✮

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t ♠❡✲
♥❡r à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳

P✉✐sq✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❯❈❙ ❡st ❞✬❛❝✲
❝r♦îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❙❯P ♦✉ ❋▲✮ ❧♦rs ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s ✭s✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐✲
t❛✐r❡✮✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❧❛✐ss❡r❛✐t ✐♥❝❤❛♥❣é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ✭s✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞✬✉♥❡
❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s q✉❡ ❧✬♦r✐✲
❣✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs êtr❡ ré❞✉✐t✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s k✲❯❈❙ s❡❧♦♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❡✉rs ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s kb✲❯❈❙ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ k✲❯❈❙ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♠♦t✐❢s q✉✐
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t kt✲❯❈❙ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♠♦t✐❢s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ t❡r♥❛✐r❡✳ P♦✉r t♦✉t j > 0✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s {k1, k2, . . . , kj}✲
❯❈❙ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s k1✲❯❈❙✱ k2✲❯❈❙✱ . . . ✱ kj✲❯❈❙✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ✷✳✶✺ ❡t ✷✳✶✻ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡①✐st❛♥ts ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✸ ♦✉ ✻✳✶✳✷✮ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s 2✲
❯❈❙ ❡t 3b✲❯❈❙✳

✶✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

l2

l1 �

l3

c1

c2

c3

c3

✭❛✮ ♠♦t✐❢ ✻✳✶

l2 l3

l1 �

c1

c3

c2

c3

c3

✭❜✮ ♠♦t✐❢ ✻✳✷

l2

l1 �

l3

c1

c2

c3

c3

c3

✭❝✮ ♠♦t✐❢ ✻✳✸

l3

l1 l2

�

c1

c2

c2

c3

c3

c3

✭❞✮ ♠♦t✐❢ ✻✳✹

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✸✲❯❈❙ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l1 ❛ ❞é❥à été ♣r♦♣❛❣é ❡t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ♠♦t✐❢s s♦♥t ♥♦♠♠é❡s c1✱ c2 ❡t c3✳

✻✳✷✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s k✲❯❈❙

▲❡s ♠♦t✐❢s ❞❡s k✲❯❈❙ s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝t❛❜❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
s✐t✉é❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✶ ✭✜rst ✉♥✐t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣♦✐♥t✱ ❋❯■P✮ ❬▼❙❙✾✾❪ ♣r♦❞✉✐s❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥
rés♦❧✈❛♥t ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❡s ❧✐ttér❛✉① ❢❛❧s✐✜és
❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧❧❡ s♦♥t ❛❥♦✉tés à ✉♥❡ q✉❡✉❡ Q✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ Q
♣r♦♣❛❣é ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ Q ❡t ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❢❛❧s✐✜és ❞❡ s❛ s♦✉r❝❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♦♥t ❛❥♦✉tés à Q✳ ▲❡ ❋❯■P ❡st tr♦✉✈é ❧♦rsq✉❡ Q ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❧✐ttér❛❧✳ ■❧
s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ✭❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧❧❡
❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮ ❛✈❛♥t ❧❡ ❋❯■P ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✬✐❧ ♦♥ ❡st ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❯❈❙ ✈❛❧✐❞❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ✭❝❢✳
♣r♦♣r✐été ✸✮ ❡t ❧❡ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

✻✳✷✳✸ ❋réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s k✲❯❈❙

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré ❧❡ t❛✉① ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s k✲❯❈❙ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✻✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉✬❡♥
♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❧❡ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭✷✲❯❈❙ ❡t
3b✲❯❈❙✮ s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ♠♦✐♥s ❞❡ ✺✪ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱
❞❡s ❯❈❙ s♦♥t ❞ét❡❝tés ❞❛♥s ♣❧✉s ✺✼✪ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❛❤✲
♠❛①s❛t✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❯❈❙ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

✶✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❡t t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈❡rs ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ♣❛ss❡♥t ♣❛r ❧✉✐✳

✶✶✾



✻✳✷✳ ➱t❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

♣❡✉t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉✐r❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❛✉① ♠♦②❡♥ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❯❈❙ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✸✱✺✪ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✇♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✽✺✪ s✉r ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
❝❧❛ss❡ ♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❜✐♣❛rt✐t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❯❈❙ ✈❛r✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❈❡❧❛ ♠❡t
❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s k✲❯❈❙ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t✳

❈❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✷ 3b 3t 4b 4t 5b 5t > 5

♠
s

❝r
❛❢
t❡
❞ ❜✐♣❛rt✐t❡ ✵✱✵✺ ✵✱✺✷ ✵✱✵✸ ✵✱✷✷ ✵✱✵✽ ✹✷✱✶✾ ✵✱✷✾ ✹✷✱✶✸

♠❛①❝✉t ✵✱✵✻ ✶✺✱✼✶ ✵✱✵✹ ✹✱✶✺ ✾✱✹✺ ✺✱✷✹ ✻✱✼✸ ✷✶✱✹✾

s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦♠

❤✐❣❤❣✐rt❤ ✶✱✹✼ ✵✱✼✾ ✵✱✹✾ ✵✱✺✽ ✵✱✽ ✵✱✸✹ ✶✱✶✺ ✷✸✱✺✹

♠❛①✷s❛t ✵✱✶✷ ✸ ✵✱✵✺ ✷✵✱✵✸ ✵✱✺✾ ✶✵✱✻✸ ✷✱✺✼ ✹✶✱✾✽

♠❛①✸s❛t ✶✱✷✸ ✸✱✶✶ ✶✱✹✺ ✹✱✺ ✹✱✸ ✶✱✾✷ ✻✱✼✾ ✸✽✱✵✷

♠✐♥✷s❛t ✵✱✸✾ ✷✱✼✻ ✵✱✶✶ ✶✻✱✾✸ ✵✱✷✾ ✶✷✱✶✽ ✵✱✾ ✹✸✱✷

♣
♠
s
❝r
❛❢
t❡
❞

❢r❜ ✵✱✶✶ ✶✷✱✻✸ ✵✱✵✸ ✵✱✵✷ ✷✺✱✸✽ ✷✱✺✷ ✸✱✵✺ ✶✾✱✶✻

❥♦❜✲s❤♦♣ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

♠❛①❝❧✐q✉❡ ✵✱✵✾ ✶✵✱✷✺ ✵✱✵✺ ✵✱✵✸ ✾✱✸✸ ✸✱✼✻ ✵✱✾✺ ✶✼✱✸✸

♠❛①♦♥❡ ✶✱✽✾ ✵✱✸✷ ✵✱✺✻ ✵✱✷✺ ✵✱✽✷ ✵✱✶✺ ✵✱✹✼ ✺✱✸

♠✐♥✲❡♥❝✴❦❜tr❡❡ ✵✱✷✶ ✵✱✼✹ ✵✱✶✺ ✷✱✼✹ ✵✱✹✺ ✶✱✸✹ ✶✱✹✽ ✷✵✱✹✶

♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✵✱✹✷ ✶✱✶✼ ✵✱✷✻ ✵✱✶✶ ✵✱✻✼ ✵✱✶✽ ✺ ✾✱✹✽

r❡✈❡rs✐ ✵✱✺✶ ✷✱✻✷ ✵✱✸✼ ✵✱✹✸ ✷✱✸ ✶✱✹✺ ✶✱✸✹ ✷✾✱✸✾

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦♠

♠✐♥✷s❛t ✵✱✺✼ ✵✱✷✸ ✵✱✸✸ ✵✱✶✷ ✵✱✷✽ ✻✱✻✻ ✵✱✷✽ ✻✵✱✵✾

♠✐♥✸s❛t ✵✱✶✽ ✷✱✸✸ ✵✱✵✽ ✵✱✶✺ ✵✱✻✻ ✶✶✱✻✾ ✵✱✸✸ ✺✶✱✷✷

♣♠❛①✷s❛t ✵✱✾✻ ✽✱✵✸ ✵✱✶✹ ✶✺✱✾✷ ✶✱✵✹ ✺✱✽✽ ✸✱✹✸ ✷✾✱✺✸

♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✶✱✶✶ ✶✱✾ ✵✱✻✺ ✸✱✶✷ ✶✱✼✽ ✶✱✽✺ ✸✱✶✼ ✸✼✱✷✺

✇
♣
♠
s
❝r
❛❢
t❡
❞

❛✉❝t✐♦♥ ✵✱✸✺ ✽✱✼✸ ✵✱✷✹ ✵✱✵✸ ✶✺✱✽✷ ✵✱✶✻ ✸✱✷✻ ✸✱✼✾

❈❙● ✵✱✶✻ ✸✱✻✻ ✵✱✵✶ ✵✱✵✺ ✵✱✹✶ ❃✵✱✵✶ ✵✱✶✻ ✶✱✺✸

❢r❜ ✵✱✶✶ ✶✸✱✹✻ ✵✱✵✹ ✵✱✵✸ ✷✶✱✵✺ ✸✱✵✹ ✷✱✻✾ ✶✾✱✸✼

♠✐♥✲❡♥❝ ✵✱✷✾ ✵✱✾✹ ✵✱✹✼ ✶✱✹ ✵✱✻✻ ✵✱✸ ✶✱✶✼ ✶✻✱✹✺

♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✵✱✷✼ ✵✱✺ ✵✱✽ ✵✱✷✽ ✷✱✻ ✵✱✶✷ ✶✱✻✹ ✸✺✱✽

r❛♠s❡② ✵✱✷✾ ✺✱✶✽ ✵✱✷✶ ✵✱✵✼ ✶✱✹✾ ✵✱✻✸ ✶✱✽✷ ✶✶✱✹✷

r❛♥❞♦♠✲♥❡t ✵✱✵✼ ✶✱✹ ✵✱✷ ❃✵✱✵✶ ✽✱✹✽ ❃✵✱✵✶ ✶✽✱✶ ✹✱✵✷

s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✵✱✽✾ ✵✱✷✼ ✵✱✼ ✵✱✵✷ ✵✱✺✽ ✵✱✵✷ ✵✱✸✺ ✵✱✻

✇♠❛①❝✉t ✵✱✵✽ ✶✸✱✼✹ ✵✱✵✺ ✵✱✹✹ ✶✷✱✻✺ ✻✱✷✶ ✽✱✺✻ ✷✷✱✹✽

r❛
♥
❞
♦♠

✇♠❛①✷s❛t ✵✱✵✾ ✸✱✸✺ ✵✱✵✸ ✷✶✱✺✼ ✵✱✹✼ ✶✶✱✸✸ ✷✱✾✷ ✹✵✱✻✹

✇♠❛①✸s❛t ✵✱✽✾ ✷✱✵✷ ✵✱✾✼ ✸✱✶✶ ✸✱✸✶ ✶✱✹✸ ✺✱✾✻ ✸✽✱✼

✇♣♠❛①✷s❛t ✵✱✹✹ ✺✱✷✶ ✵✱✵✽ ✶✷✱✾✶ ✵✱✻✼ ✻✱✼✻ ✷✱✼✶ ✸✷✱✼✼

✇♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✵✱✽✶ ✶✱✶✷ ✵✱✹✽ ✶✱✽✽ ✶✱✷✽ ✶✱✶✼ ✷✱✸✽ ✸✸✱✾

❊♥s❡♠❜❧❡ ✵✱✺ ✹✱✹✸ ✵✱✷✾ ✻✱✽✹ ✸✱✷✹ ✽✱✶✸ ✷✱✺✹ ✸✶✱✵✾

✶✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

✻✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❯❈❙

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t s✉r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡s k✲❯❈❙ à s♦♥
s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❚♦✉s ❧❡s t❡sts s♦♥t ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡t s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞é❝r✐ts ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ✭{2, 3b}✲❯❈❙✮✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ 3t✲❯❈❙✱
♣✉✐s ❝❡✉① ❞❡ 4✲❯❈❙ ❡t ❝❡✉① ❞❡ 5✲❯❈❙✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✭♥♦♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✮ s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s k✲❯❈❙ ❛✈❡❝ k > 5 ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t
♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✐♥❝❧✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r
s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ✷✳✶✼ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❯❈❙✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✻✳✷ ❡t ✻✳✸✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❚✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❉✮✱ ❧❡
t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❚✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡s P✴❉✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡s �✴❉✮✳
▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s
❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

{2,3t}✲❯❈❙ ✈s✳ {2,3}✲❯❈❙ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬② ❛tt❡♥❞r❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s 3t✲❯❈❙ ❛✉①
♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ✭❧❡s {2, 3b}✲❯❈❙✮ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬❛❤♠❛①s❛t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♥❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t q✉❡ très r❛r❡♠❡♥t à ❝❡s ♠♦t✐❢s ✭✵✱✷✾✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝❢✳ t❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳ ❙✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♦ù ❧❡ t❛✉① ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s 3t✲❯❈❙ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❧é❣èr❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés
♣❛r ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡s P✴❉ ❡t �✴❉✮ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❧é❣èr❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭♥♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛
t❛❜❧❡ ✻✳✷✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t
❛✉ss✐ ré❞✉✐ts s✉r ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❉ ❡t ❚✮✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠❛①✸s❛t✱ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛♣✲
♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s 3t✲❯❈❙ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭✶✱✹✺✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t
✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés
♣❛r ♥÷✉❞ s♦♥t ré❞✉✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✶✪ ❡t ✷✪✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ✶✸✵✻✱✺ ♥÷✉❞s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡s à ✶✸✷✻✱✺ ✭✰✶✱✺✪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡st ré❞✉✐t ❞❡ ✺✱✶✪✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡✛❡ts ♣r♦❞✉✐t
✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✻✱✶✪✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❛tt❡♥❞✉s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡s ❯❈❙ ✿

✶✳ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉❡ à ❧❛ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡t

✷✳ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❞✉❡ à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sés s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s {2, 3b}✲❯❈❙✱ {2, 3}✲❯❈❙ ❡t {2, 3, 4}✲❯❈❙✳ ▲❡s
❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❙✱ ❉✱ ❚✱ P✴❉ ❡t �✴❉ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✱ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ♥÷✉❞✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♠❛rq✉é❡s ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛♥t❡s✳

❈❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ★
{2, 3b}✲❯❈❙ {2, 3}✲❯❈❙ {2, 3, 4}✲❯❈❙
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♠✐♥✷s❛t ✾✻ ✾✻ ✶✵✻✺ ✷✱✼✵ ✶✵✾✻✱✷✻ ✸✺✱✼✽ ✾✻ ✸✻✽✾ ✼✱✵✷ ✽✹✹✱✻✸ ✷✵✱✽✻ ✾✻ ✶✵✹✻ ✷✱✺✻ ✶✵✾✻✱✵✺ ✸✺✱✼✺

♣
♠
s ❝r

❛
❢t
❡❞

❢r❜ ✷✺ ✺ ✽✵✹✹✵✽ ✷✵✾✱✸✸ ✹✻✱✾✽ ✺✱✶✾ ✺ ✻✽✼✺✺✶ ✶✼✻✱✹✷ ✹✸✱✾✹ ✹✱✻✹ ✺ ✺✽✺✾✹✾ ✶✺✹✱✶✻ ✹✻✱✶✸ ✹✱✼✾
❥♦❜✲s❤♦♣ ✸ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲

♠❛①❝❧✐q✉❡ ✶✺✽ ✶✸✸ ✷✷✸✹✵ ✷✽✱✸✺ ✽✻✱✶✸ ✻✱✸✾ ✶✸✸ ✷✻✼✸✺ ✸✸✱✽✾ ✷✸✶✱✼✸ ✺✱✽✶ ✶✸✸ ✷✸✶✵✼ ✸✵✱✷✹ ✽✻✱✵✽ ✻✱✶✶
♠❛①♦♥❡ ✶✹✵ ✶✵✾ ✶✸✸✼✹✾ ✷✽✱✼✻ ✼✶✽✱✺✼ ✷✸✱✶✹ ✶✵✽ ✶✸✸✼✹✷ ✷✽✱✷✺ ✶✶✵✺✱✺✵ ✷✼✱✸✾ ✶✵✾ ✶✸✸✼✹✼ ✷✽✱✼✵ ✼✶✽✱✻✾ ✷✸✱✶✷

♠✐♥✲❡♥❝✴❦❜tr❡❡ ✹✷ ✸✹ ✷✵✾✾✵✵ ✺✵✼✱✷✷ ✶✵✸✷✱✶✽ ✻✸✱✺✹ ✸✺ ✷✵✺✻✹✺ ✹✾✸✱✾✻ ✾✼✾✱✹✷ ✻✵✱✽✷ ✸✹ ✶✾✼✾✾✽ ✹✼✻✱✷✸ ✶✵✸✻✱✾✻ ✻✸✱✹✺
♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✹ ✷ ✷✻✽ ✵✱✵✷ ✶✶✱✽✶ ✶✱✼✻ ✷ ✷✽✽ ✵✱✵✸ ✹✼✷✻✱✷✹ ✶✼✱✵✸ ✷ ✷✽✽ ✵✱✵✷ ✶✶✱✽✶ ✶✱✼✻

r❡✈❡rs✐ ✹✹ ✽ ✹✼✸✻ ✶✷✽✱✵✾ ✷✻✸✼✱✻✼ ✷✹✱✹✼ ✽ ✹✼✵✽ ✶✸✷✱✷✹ ✺✶✸✺✱✸✶ ✸✹✱✻✸ ✽ ✹✺✺✺ ✶✷✾✱✷✹ ✷✾✵✼✱✸✻ ✷✻✱✾✽
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✲ ✲ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦
♠ ♠✐♥✷s❛t ✻✵ ✺✽ ✺✷✽✸ ✻✾✱✷✹ ✻✵✺✻✱✹✽ ✺✶✱✽✽ ✺✶ ✶✷✶✻✶ ✶✻✶✱✽✽ ✺✻✺✽✱✸✸ ✹✷✱✵✻ ✺✽ ✺✷✽✸ ✻✾✱✹✹ ✻✵✺✻✱✹✹ ✺✶✱✽✽

♠✐♥✸s❛t ✻✵ ✺✽ ✻✻✽✽✼ ✶✽✻✱✷✷ ✶✶✾✺✱✽✻ ✷✼✱✸✶ ✺✷ ✶✽✼✸✸✽ ✹✺✶✱✹✼ ✶✵✶✽✱✺✻ ✷✸✱✵✺ ✺✽ ✻✻✾✶✼ ✶✽✶✱✷✸ ✶✶✾✺✱✼✻ ✷✼✱✸✶
♣♠❛①✷s❛t ✻✵ ✻✵ ✶✵✸✼ ✸✱✺✸ ✾✸✶✱✹✸ ✼✷✱✹✶ ✻✵ ✷✷✺✼ ✻✱✼✼ ✽✸✽✱✷✵ ✺✽✱✺✼ ✻✵ ✶✵✷✶ ✸✱✶✽ ✽✼✽✱✹✶ ✻✺✱✼✺

♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✸✵ ✽✻✾✸✷ ✻✷✱✷✷ ✷✹✵✱✹✵ ✶✻✱✶✶ ✸✵ ✽✻✽✾✸ ✻✵✱✷✽ ✷✷✾✱✽✸ ✶✼✱✸✻ ✸✵ ✽✹✾✹✹ ✻✵✱✵✽ ✷✸✺✱✽✶ ✶✺✱✺✾

✇
♣
♠
s ❝r
❛
❢t
❡❞

❛✉❝t✐♦♥ ✹✵ ✹✵ ✸✶✵✻✶✹ ✶✶✶✱✾✺ ✶✷✻✱✽✶ ✼✸✱✼✸ ✹✵ ✸✶✵✸✷✷ ✶✶✽✱✸✼ ✶✶✶✱✼✾ ✼✷✱✷✻ ✹✵ ✸✶✵✵✷✶ ✶✶✺✱✹✾ ✶✶✻✱✻✻ ✼✹✱✻✶
❈❙● ✶✵ ✹ ✺✹✸✼✽ ✹✹✺✱✸✼ ✶✻✱✾✶ ✵✱✵✸ ✹ ✺✹✽✶✸ ✹✸✶✱✻✾ ✶✹✱✷✹ ✶✱✷✵ ✹ ✺✹✽✶✸ ✹✺✷✱✸✹ ✶✻✱✹✸ ✵✱✵✸
❢r❜ ✸✹ ✶✹ ✷✾✶✵✹✹ ✼✽✱✻✾ ✸✻✱✵✸ ✹✱✹✷ ✶✹ ✷✹✽✼✽✾ ✼✶✱✹✺ ✸✺✱✹✵ ✹✱✶✹ ✶✹ ✷✶✷✸✻✾ ✺✽✱✼✹ ✸✻✱✹✾ ✹✱✷✼

♠✐♥✲❡♥❝ ✼✹ ✻✹ ✷✵✺✷✷ ✶✵✼✱✻✶ ✽✽✵✺✱✹✷ ✼✻✱✽✸ ✻✹ ✷✶✺✺✹ ✶✶✶✱✻✹ ✶✵✽✸✽✱✽✹ ✼✹✱✽✸ ✻✹ ✷✵✶✵✶ ✶✵✽✱✽✸ ✽✽✷✻✱✸✷ ✼✼✱✵✽
♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✶✷ ✹ ✶✹✾✸ ✶✺✼✱✺✼ ✷✾✵✻✱✶✽✶✻✾✱✶✽ ✹ ✶✹✾✻ ✶✺✾✱✹✺ ✶✺✽✱✺✶ ✸✷✱✽✻ ✹ ✶✺✵✺ ✶✺✽✱✼✼ ✷✽✺✷✱✻✺✶✻✻✱✹✷

r❛♠s❡② ✶✺ ✹ ✶✺✽✶✻✶ ✹✹✱✻✹ ✼✱✵✶ ✷✱✶✺ ✹ ✶✺✼✹✾✻ ✹✹✱✾✽ ✷✸✱✸✷ ✼✱✷✶ ✹ ✶✺✼✺✺✾ ✹✹✱✼✾ ✼✱✵✹ ✷✱✶✻
r❛♥❞♦♠✲♥❡t ✸✷ ✶ ✶✺✻✸✸✷✽✶✸✻✵✱✷✸ ✲ ✲ ✸ ✸✸✺✶✻✶ ✷✸✾✱✾✻ ✲ ✲ ✸ ✸✸✺✶✻✶ ✷✸✼✱✺✺ ✲ ✲
s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✹✺ ✷✺ ✸✼✺✹ ✹✹✱✵✼ ✹✺✸✱✼✷ ✹✻✱✼✽ ✷✺ ✸✼✻✹ ✹✷✱✾✺ ✺✵✶✱✼✵ ✺✶✱✵✷ ✷✺ ✸✼✺✹ ✹✻✱✹✶ ✹✺✸✱✼✷ ✹✻✱✼✽

✇♠❛①❝✉t ✹✽ ✹✻ ✷✽✻✼✾ ✺✸✱✼✵ ✺✾✾✱✽✾ ✶✵✾✱✻✶ ✹✻ ✷✽✼✸✼ ✺✶✱✶✶ ✻✶✸✱✸✻ ✾✾✱✺✺ ✹✻ ✷✻✾✽✺ ✹✾✱✹✶ ✺✽✷✱✹✶ ✾✼✱✾✶

r❛
♥
❞
♦
♠ ✇♠❛①✷s❛t ✶✷✵ ✶✷✵ ✹✶✽✷ ✹✽✱✵✺ ✷✺✾✶✱✺✾✷✼✼✱✺✼ ✶✶✽ ✶✻✶✽✽ ✶✼✵✱✷✹ ✷✷✷✻✱✶✶ ✶✻✾✱✻✼ ✶✷✵ ✸✽✶✵ ✹✸✱✶✽ ✷✺✸✽✱✸✶✷✻✶✱✾✺

✇♠❛①✸s❛t ✹✵ ✹✵ ✸✼✾✸✾ ✶✵✻✱✷✹ ✻✵✺✱✵✻ ✶✵✷✱✼✶ ✹✵ ✸✽✷✷✶ ✶✵✸✱✵✸ ✺✼✾✱✺✼ ✾✺✱✷✾ ✹✵ ✸✻✽✸✻ ✾✾✱✺✷ ✺✾✶✱✸✶ ✾✼✱✻✻
✇♣♠❛①✷s❛t ✾✵ ✾✵ ✺✼✺ ✺✱✻✽ ✶✶✺✻✱✵✽✷✶✶✱✽✵ ✾✵ ✼✼✼ ✶✵✱✹✽ ✶✷✼✵✱✺✽ ✶✾✼✱✵✸ ✾✵ ✺✼✺ ✺✱✺✷ ✶✶✹✹✱✺✺✷✵✺✱✺✵

✇♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✸✵ ✸✶✵✵✹ ✽✼✱✹✼ ✻✺✻✱✶✺ ✻✹✱✶✶ ✸✵ ✸✵✼✵✺ ✽✺✱✵✺ ✻✻✵✱✽✼ ✻✹✱✹✹ ✸✵ ✸✵✹✺✶ ✽✹✱✵✾ ✻✺✹✱✵✶ ✻✸✱✸✽

❊♥s❡♠❜❧❡✶✼✼✻ ✶✹✸✽ ✾✻✷✵✷ ✽✼✱✸✶ ✶✸✹✵✱✻✾ ✼✻✱✺✶ ✶✹✶✷ ✶✷✻✻✾✷ ✶✹✹✱✸✷ ✶✸✹✼✱✶✵ ✺✽✱✺✻ ✶✹✹✵ ✾✹✹✵✼ ✽✷✱✻✻ ✶✸✷✽✱✼✻ ✼✸✱✷✽

✶✷✸



✻✳✸✳ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❯❈❙

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡t ♠❛sq✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s
❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❢❛✐t ❜❛✐ss❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs P✴❉ ❡t �✴❉ t❛♥❞✐s q✉✬à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ré❞✉✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✵✱✽✪
❡t ✶✪✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡st à
♠❡ttr❡ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ 3t✲❯❈❙
❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t✳

{2,3}✲❯❈❙ ✈s✳ {2,3,4}✲❯❈❙ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ 4✲❯❈❙ ❛✉ s❝❤é♠❛
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
❞ét❡❝tés ♣❛r ❞é❝✐s✐♦♥s s♦♥t ré❞✉✐ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✲✺✱✸✪ ❡t ✲✶✼✱✶✪✮✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à
✉♥❡ ❧é❣èr❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs
✐♥❞✐q✉❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡
♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠❛①✷s❛t ♦✉ ✇♣♠s✴r❛♥❞♦♠✴✇♠❛①✷s❛t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés
❛✉❣♠❡♥t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✰✹✼✷✱✶✪ ❡t ✰✷✶✵✱✼✪✮ ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r ♥♦tr❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦✐♥s s♦♥t rés♦❧✉❡s ❡t ❧❡
t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ ✶✾✱✶✪✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✈❛r✐❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥s✲
t❛♥❝❡s✳ ▲❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡ s✉r✈✐❡♥t q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛②❛♥t ❞❡
❢♦rts ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s 4b✲❯❈❙✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛②❛♥t
❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s 4b✲❯❈❙✱ ❝♦♠♠❡ ♣♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❢r❜ ♦✉ ✇♣♠s✴
❝r❛❢t❡❞✴❢r❜✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t ✭✲✸✾✱✺✪ ❡t ✲✸✹✱✶✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✲
❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠♦t✐❢s 4b✲❯❈❙ ✐♠♣❛❝t❡ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✳

{2,3}✲❯❈❙ ✈s✳ {2,3,4t}✲❯❈❙ ❙✐ ❧✬♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❧❡s 4b✲❯❈❙ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♠é♠♦r✐s❡ q✉❡
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠♦t✐❢s {2, 3, 4t}✲
❯❈❙✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s♦♥t ré❞✉✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✶✸✱✾✪ ❡t ❞❡ ✹✱✾✪✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ♥÷✉❞
s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ré❞✉✐ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✲✵✱✸✪ ❡t ✲✶✱✷✪✮✳

{2,3,4t}✲❯❈❙ ✈s✳ {2,3,4t,5}✲❯❈❙ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s 5✲❯❈❙ ❛✉ s❝❤é♠❛
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦t✐❢s 4✲
❯❈❙✳ ❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞é✲
t❡❝tés ♣❛r ♥÷✉❞ ❡st ré❞✉✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✭✲✷✸✱✸✪✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥
❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭✰✸✶✱✼✪✮✱ ✷✻ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦✐♥s s♦♥t rés♦❧✉❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s
♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é ✭✰✻✺✱✸✪✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❢♦rt ♣♦✉r❝❡♥✲
t❛❣❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ♠♦t✐❢s 5t✲❯❈❙ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s

✶✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
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✭❝✮ {2, 3} ✈s✳ {2, 3, 4t}
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✭❞✮ {2, 3, 4t} ✈s✳ {2, 3, 4t, 5}
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✭❡✮ {2, 3, 4t} ✈s✳ {2, 3, 4t, 5t}

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳
❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛①❡s s♦♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

✶✷✺



✻✳✸✳ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❯❈❙

♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❜✐♣❛rt✐t❡✱ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠❛①✷s❛t✱ ♣♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠✐♥✸s❛t ♦✉ ✇♣♠s✴r❛♥❞♦♠✴
✇♠❛①✷s❛t ♦ù ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✷✺✶✱✺✪✱
✹✸✺✱✼✪✱ ✶✹✷✱✺✪ ❡t ✷✺✹✱✻✪✳

{2,3,4t}✲❯❈❙ ✈s✳ {2,3,4t,5t}✲❯❈❙ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❧❡s ♠♦✲
t✐❢s 5b✲❯❈❙ ❡t q✉✬♦♥ ♥❡ ♠é♠♦r✐s❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s {2, 3, 4t, 5t}✲❯❈❙✱ ✷ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s
s♦♥t rés♦❧✉❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ré❞✉✐ts
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✶✱✾✪ ❡t ✺✱✸✪✳

❇✐❧❛♥ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ♠♦t✐❢s {3t, 4t, 5t}✲❯❈❙ ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✷ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡ t❡♠♣s
♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ré❞✉✐ts ❞❡ ✶✻✱✷✪ ❡t ✶✶✱✽✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✹❛ ❡t
✻✳✹❜ ❝♦♠♣❛r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❞✬❛❤♠❛①s❛t{2, 3b}✲❯❈❙ ❡t ❞✬❛❤♠❛①s❛t{2, 3, 4t, 5t}✲❯❈❙✳ ❖♥ ♣❡✉t
♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
❞✉ s♦❧✈❡✉r t❡sté❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s {2, 3, 4}✲❯❈❙ ❡t {2, 3, 4t, 5}✲❯❈❙ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❡♥ r❡tr❛✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛❥♦✉ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
♠♦t✐❢s 3t✲❯❈❙✱ 4t✲❯❈❙ ❡t 5t✲❯❈❙ ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
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✭❜✮ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬❛❤♠❛①s❛t ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s {2, 3b}✲❯❈❙ ❡t {2, 3, 4t, 5t}✲❯❈❙✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛①❡s s♦♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳
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✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♠é♠♦r✐sé❡s ❣râ❝❡ à ❝❡s ♠♦t✐❢s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡✳ ❊❧❧❡s ❣é♥èr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ♣❧✉s
❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳

▲✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ❡t ♠♦♥tr❡
q✉✬✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤✲
♠❛①s❛t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦t✐❢s
✭❧❡s 4b✲❯❈❙ ❡t 5b✲❯❈❙✮ ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥
❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
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◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s 4b✲❯❈❙
❡t 5b✲❯❈❙ ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❞étér✐♦r❛✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t s❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❡t ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞ét❡❝tés à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ét❛✐❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ré✲
❞✉✐ts ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ét❛✐❡♥t ♠é♠♦r✐sé❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s✉❣❣èr❡♥t
q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t à ♣❧✉s ❢♦rt❡ r❛✐s♦♥ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s s♦♥t ♠é♠♦✲
r✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❛✛❡❝t❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ♠❡♥❡r à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t✱ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❢r❛❣♠❡♥té❡s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛✉s❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ❛❧♦rs
♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❛②❛♥t
♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t q✉✐✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r
❝❡t ✐♠♣❛❝t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❝♦r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✬❛❧✲
tèr❡♥t ♣❛s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

✶✷✾



✼✳✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❝❡s ❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s
❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜✲
t❡♥✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡t ♦✉✈r❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t
❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❡t ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣✉❜❧✐és ❬❆❍✶✺❝❪✳

✼✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭■❙✮ ❛♣♣❧✐q✉és ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s
❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s ❡①✐st❛♥t ❛✈❛♥t ❞✬✐❧❧✉str❡r ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♠♣❛❝t q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✳

✼✳✶✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❯P✮✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✷ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝♦♥✢✐t s♦✐t ❞ét❡❝té
✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡✮ ♦✉ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡
❡st ❞ét❡❝té❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ♦♥t ♠❡♥é❡s✱ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ à ❢❛❧s✐✜❡r
s❡s ❧✐ttér❛✉① ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✭❞❛♥s ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡✱ ❙❯P✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ ❋▲✮ ♣❛r
❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r
❞ét❡❝t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ à
❞ét❡❝t❡r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞é♣❡♥❞ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❞ét❡❝tés✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠és ♣♦✉r s✬❛s✲
s✉r❡r q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✐❡♥t ❝♦♠♣tés q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❡t ✷✳✸✳✹✮✳ ◆♦✉s ❧❛ r❛♣♣❡❧♦♥s
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ψ ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi t❡❧❧❡ q✉❡ ∃!cj ∈ ψ t✳q✳ xi ∈ cj ❡t
∃!ck ∈ ψ t✳q✳ xi ∈ ck✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s θ(ψ, xi) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ cj = {xi, lj1 , . . . , ljs} ❡t ck = {xi, lk1 , . . . , lkt} s✉r xi✳

✶✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
θ(ψ, xi) = (ψ \ {cj , ck}) ∪ {cr, cc1, . . . , cct+s}

❛✈❡❝ cr = {xj1 , . . . , xjs , xk1 , . . . , xkt} ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❡t cc1, . . . , cct+s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ✿

cc1 = {xi, xj1 , . . . , xjs , xk1 , xk2 , . . . , xkt},

cc2 = {xi, xj1 , . . . , xjs , xk2 , xk3 , . . . , xkt},

. . .

cct = {xi, xj1 , . . . , xjs , xkt},

cct+1 = {xi, xk1 , . . . , xkt , xj1 , xj2 , . . . , xjs},

cct+2 = {xi, xk1 , . . . , xkt , xj2 , xj3 , . . . , xjs},

. . .

cct+s = {xi, xk1 , . . . , xkt , xjs}

P♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ S = (xi1 , . . . , xik) ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
ψ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Θ(ψ, S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r xi1 ♣✉✐s xi2 ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

Θ(ψ, S) = θ(. . . θ(θ(ψ, xi1), xi2) . . . , xik)

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ1 = {c1, . . . , c6} ❛✈❡❝ c1 = {x1}✱
c2 = {x2}✱ c3 = {x1, x2, x3}✱ c4 = {x3, x4}✱ c5 = {x3, x5} ❡t c6 = {x4, x5}✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❙❯P✯ s✉r Φ1 ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, x3@c3, x4@c4,
x5@c5〉 ✭x1 ❡st ♣r♦♣❛❣é ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c1✱ ♣✉✐s x2 ♣❛r c2 ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✮✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ c6 ❡st
✈✐❞❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶❛✳ Φ1 ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡✳ ❙❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st
❢❛✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s c5 ❡t c6 ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ x5✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ cr1 = {x3, x4} ❡st ♣r♦❞✉✐t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s

x1 x4

x3 �

x2 x5

c1

c2

c3

c3

c4

c5

c6

c6

✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

c6 = {x4, x5} c5 = {x3, x5}
cc1 = {x3, x4, x5}
cc2 = {x3, x4, x5}

cr1 = {x3, x4} c4 = {x3, x4}

cr2 = {x3} c3 = {x1, x2, x3}
cc3 = {x1, x2, x3}
cc4 = {x2, x3}

cr3 = {x1, x2} c2 = {x2} cc5 = {x1, x2}

cr4 = {x1} c1 = {x1}

cr5 = �

x5

x4

x3

x2

x1

✭❜✮ ➱t❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✾✳

✶✸✶



✼✳✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ cc1 = {x3, x4, x5} ❡t cc2 = {x3, x4, x5}✳ ▲❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
c5 ❡t c6 s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P✉✐s✱ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡
rés♦❧✈❛♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ cr1 ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ c4 s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4 ❡t ❛✐♥s✐
❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶❜ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡♥❝❛❞ré❡s✳ ❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Φ′
1 = {�, cc1, cc2, cc3, cc4, cc5} ❛✈❡❝ cc3 = {x1, x2, x3}✱ cc4 = {x2, x3} ❡t cc5 = {x1, x2}✳

✼✳✶✳✷ ❙❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré❝❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♠✐té❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✬❡st ré❛❧✐sé
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ❧❡s ❝r✐tèr❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✸✮✱ ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❡♥t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s rés♦❧✈❛♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ▲❡s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s rés♦❧✈❛♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à tr♦✐s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st
❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ◆❡ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡s ♠♦t✐❢s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦t✐❢s
✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❛✈❡❝ ❡♥ ❤❛✉t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t ❡♥ ❜❛s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✿

{{l1, l2}, {l1, l2}}

{{l1}}
✭✷✳✶✺✮

{{l1, l2}, {l1, l3}, {l2, l3}}

{{l1}, {l1, l2, l3}, {l1, l2, l3}}
✭✷✳✶✻✮

{{l1}, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−1, lk}, {lk}}

{�, {l1, l2}, {l2, l3}, . . . , {lk−1, lk}}
✭✷✳✶✼✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t
♠♦♥tré ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ❛♣♣♦rts ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s ❧❡s ♠♦t✐❢s ✭♦✉ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ♠♦t✐❢s✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦♠♣❧❡ts ✭q✉✐ ♣r♦✲
❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✈✐❞❡s✮ ❡t ❝❡✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬❯❈❙
✭q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✼✮✳

✼✳✶✳✸ P❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❉❡✉① r❛✐s♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈♦q✉é❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts ✿

✖ ✐❧s ❝♦♥trô❧❡♥t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t
✖ ✐❧s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞✬êtr❡

✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t
♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ♠♦t✐❢s ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

✶✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

❞✬❛❤♠❛①s❛t ét❛✐❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡s✳ ▲❡s r❛✐s♦♥s ✐♥✈♦q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡s rés✉❧✲
t❛ts✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
s♦♥t✱ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✐✈✐sé❡s ✭♦✉ ✏❢r❛❣♠❡♥té❡s✑✮ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡
❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡ Φ2 = {c1, c2, c3, c4, c5, c7, c8} ❛✈❡❝
c7 = {x4, x6} ❡t c8 = {x5, x6} ✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s c1 à c5 s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✾✮✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P✯ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, x3@c3,
x4@c4, x5@c5, x6@c6〉 ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c7 ❡st ✈✐❞❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡tt❡
séq✉❡♥❝❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷❛✳ ❙✬✐❧ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ 〈x4, x6, x5, x3, x2, x1〉✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′

2 = {�, cc3, cc4, cc5, cc6, cc7, cc8,
cc9} ❛✈❡❝ cc6 = {x3, x4, x6}✱ cc7 = {x3, x4, x6}✱ cc8 = {x3, x5, x6} ❡t cc9 = {x3, x5, x6}
✭❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ cc3✱ cc4 ❡t cc5 s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✾✮✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✼✳✷❜ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s x4 ❡t x5 ❧❛ ✈❛❧❡✉r vrai✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡ Φ2✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {c6, c7} ❡st ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P✯ ❝♦♥❞✉✐t
à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2, x3@c3〉✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ′

2✱
❧❡s ❝❧❛✉s❡s cc7 ❡t cc9 s♦♥t ré❞✉✐t❡s ❡t ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t {x3, x6} ❡t {x3, x6} ♠❛✐s
❛✉❝✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ♦♥
❛♣♣❧✐q✉❛✐t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x6✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t
❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ✉♥✐t❛✐r❡ {x3}✳ ▼❛✐s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s❡✉❧❡
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐
♣♦✉rr❛✐❡♥t ♠❡♥❡r à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ x3 s♦♥t ❢r❛❣♠❡♥té❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳

x1 x4 x6

x3 �

x2 x5

c1

c2

c3

c3

c4

c5

c6

c7

c7

✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

c7 = {x4, x6} c4 = {x3, x4}
cc6 = {x3, x4, x6}
cc7 = {x3, x4, x6}

{x3, x6} c8 = {x5, x6}
cc8 = {x3, x5, x6}
cc9 = {x3, x5, x6}

{x3, x5} c5 = {x3, x5}

{x3} c3 = {x1, x2, x3}
cc3 = {x1, x2, x3}
cc4 = {x2, x3}

cr3 = {x1, x2} c2 = {x2} cc5 = {x1, x2}

cr4 = {x1} c1 = {x1}

cr5 = �

x4

x6

x5

x3

x2

x1

✭❜✮ ➱t❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✵✳

◗✉❛♥❞ ❞❡ t❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣r✐s❡s✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❞ét❡❝t❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛

✶✸✸



✼✳✷✳ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
♣❡✉t êtr❡ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ ❡t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥❞✉✐ts à ❡①♣❧♦r❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
♥÷✉❞s✳

✼✳✷ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡
q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥✬❛✛❡❝t❡♥t ♣❛s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
t❛✐r❡ ❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡✉r ✐♠♣❛❝t✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡t ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠♦t✐❢s ❞❡s
s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥✬❛❧tèr❡♥t ♣❛s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳

✼✳✷✳✶ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

◗✉❛♥❞ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛✉✲
r❛✐❡♥t ♣✉ ♣r♦♣❛❣❡r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ li ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥sG ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
❞✬❛✉tr❡s ❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ li ❞❛♥s G✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r
s✐ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ G ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣❛❣és ❧♦rsq✉❡ s❡✉❧s ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s G s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐ts✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ❞❛♥s G✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✾ ✭❯P✲r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ψ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G = (V,A) ❡t S ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ✳
P♦✉r ✉♥ ❧✐ttér❛❧ li ∈ V ✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r
li ❞❛♥s G ss✐ � ∈ neighG(li) ♦✉ li ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s Θ(ψ, S)|neighG(li)✳

❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ V ′ ❞❡ V ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r V ′ ❞❛♥sG ss✐ ❡❧❧❡ ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ∀li ∈ V ′✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ❞❛♥s G ss✐ ❡❧❧❡ ❡st
❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r V ✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ♥÷✉❞ s♣é❝✐❛❧ � ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥s ✈❛❧✐❞❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡s
♣♦✉r ❝❡s ❧✐ttér❛✉①✳

✼✳✷✳✷ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡❝té ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é❝r✐t❡s
♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝ts✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✾✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣ré✲
s❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❞❡✉① ❛✉tr❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à

✶✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t t♦✉t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❛✉① ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣❛❣é❡s ✿ 〈x1@c1, x2@c2, x3@c3, x4@c4, x5@c6〉 ❡t 〈x1@c1, x2@c2, x3@c3, x5@c5,
x4@c6〉✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✼✳✸✳

x1 x4 x5

x3 �

x2

c1

c2

c3

c3

c4

c5

c6
c5 x1

x3 �

x2 x5 x4

c1

c2

c3

c3

c4

c5 c4
c6

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✶✳

❆✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❛ été ❞ét❡❝té✳ P♦✉r ♦✉tr❡♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ♠❡♥❡r
à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✵ ✭❱♦✐s✐♥❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ψ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t ❞❡ Φ✳ P♦✉r t♦✉t ❧✐ttér❛❧ li ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ✿

pneighψ(li) = {neighG(li), ∀ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G = (V,A) ❞❡ ψ t✳q✳ li ∈ V }

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡ à t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① V ′ ⊂ V
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

pneighψ(V
′) =

⋃

li∈V ′

{(nk \ V
′) : nk ∈ pneighψ(li)}

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ✭❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ψ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡
Φ ❡t S ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ✳ P♦✉r t♦✉t ❧✐ttér❛❧ li ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ψ✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r li ss✐ ♣♦✉r t♦✉t
✈♦✐s✐♥❛❣❡ nk ∈ pneighψ(li) ✿ � ∈ nk ♦✉ li ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s Θ(ψ, S)|nk

✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①

L ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r L
ss✐ ❡❧❧❡ ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ∀li ∈ L✳

◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ss✐ ❡❧❧❡ ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t s♦♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❡ (li, nk) t❡❧s q✉❡ � ∈ nk ♦✉ li ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s Θ(ψ, S)|nk

✳

✶✸✺



✼✳✷✳ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

✼✳✷✳✸ ■♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts

❯♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡s ❡st ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✏ré❝✉♣ér❡r✑ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts tr❛♥s❢♦r♠és✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❯P✲
rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❧✐ttér❛✉① q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳

Pr♦♣r✐été ✶✵✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ψ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ψ ❡t S ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① L ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ✱ s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r L ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
nk ∈ pneighψ(L) ✿ � ∈ nk ♦✉ t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ L ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣❛❣és ❞❛♥s
Θ(ψ, S)|nk

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ■❙ ψ ❞ét❡❝té ❣râ❝❡ à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G ❡t S = 〈xi1 , . . . , xim〉 ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ψ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ Θ(ψ, 〈xi1 , . . . , xih〉) ✭❛✈❡❝
h < m✮ ❛ ❞é❥à été ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ G|〈xi1 ,...,xih 〉 ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐s à ❥♦✉r ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r ❧❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s G ✭❝❢✳
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✻✮✳ P♦✉r t♦✉t ❧✐ttér❛❧ lij t❡❧ q✉❡ lij , lij /∈ {xi1 , . . . , xih}✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡ lij ❞❛♥s G ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞é❥à été ♦❜t❡♥✉❡ ❡t q✉❡ � /∈ neighG(lij )✮ ✿

✶✳ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r lij s✐ � /∈ succG|〈xi1 ,...,xih
〉
(li) ♦✉

✷✳ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r lik ❞❡ lij ❞❛♥s G s✐ � ∈
succG(lik)✳

❈❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦✉✈és ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t lij ♦✉ lij ✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
❝❛s✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s lij ♦ù ❡❧❧❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❞❡s
❧✐ttér❛✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ lij ❞❛♥s G✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♠❛✐s ♥♦♥ s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ t❡❧ q✉❡ Θ(ψ, S) s♦✐t ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r L✳
❇❛s❡ ✿ ❙✐ |L| = 1 ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡✳
■♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t L′ t✳q✳ |L′| ≤
n✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① L t✳q✳ |L| = n ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
G = (V,A) ❞❡ ψ t✳q✳ L ∈ V ✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❧✐ttér❛❧ lij ❞❡ L ❞❛♥s
❧❛ séq✉❡♥❝❡ S✳

❙✐ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡ lij ❞❛♥s G ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r
lij ✭❝❛s ✶✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡ lij ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡ L \ {lij}✳ ❉♦♥❝ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ neighG(L) ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
♣r♦♣❛❣❡r lij ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ neighG(L \ {lij})
♣r♦♣❛❣❡ L \ {lij} ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r L ❞❛♥s
G✳

❙✐♥♦♥✱ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡ lij ❞❛♥s G ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛s ✷✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❛❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧✐ttér❛❧ lik ❞❡ L ❛②❛♥t ♦❜t❡♥✉ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❞❡ ❝❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs xio ✭❝❛s ✷✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

✖ s✐ neighG|〈xi1 ,...,xio−1
〉
(lik) ∩ L = ∅✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ neighG(L) ❡st s✉✣s❛♥t❡

♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r lik ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣❛r ❤②♣♦✲
t❤ès❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡ neighG(L \ {lik}) ♣r♦♣❛❣❡ L \ {lik} ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r L ❞❛♥s G✳

✖ s✐♥♦♥✱ ∀lip ∈ neighG|〈xi1 ,...,xio−1
〉
(lik) ∩ L ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡ lip ❞❛♥s G ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ♣r♦❞✉✐t❡s✳
❆♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r xio ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♠✐s à ❥♦✉r G|〈xi1 ,...,xio 〉 ❡t � ∈ neighG|〈xi1 ,...,xio

〉
(lip)✳ ❙✐ � ∈ neighG(lip) ❛❧♦rs

� ∈ neighG(L) ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s G✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ❞❛♥s G ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G ❞❡ ψ✳ ▲❛
♣r♦♣r✐été ❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ψ✳

◗✉❛♥❞ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ψ′ ❞✬✉♥ ■❙ ψ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❞❡ ψ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ψ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧✮✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡
❢❛✐r❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
❞❡ ψ′✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✾ ❡t s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ❡♥ Φ′

1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s x4 ❡t x5 ❧❛ ✈❛❧❡✉r vrai✳
❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ Φ1✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ c6 ❡st ❢❛❧s✐✜é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ c4 ❡t c5 s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P s✉r Φ1|{x4,x5} ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x1@c1, x2@c2,
x3@c3〉✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ′

1✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P s✉r Φ′
1|{x4,x5} ❝♦♥❞✉✐t

à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s 〈x3@cc2, x2@cc4, x1@cc3〉✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

▲❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ2 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✵ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ {x4, x5}✳ ▼❛✐s s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ′

2 ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✵✱ ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡✳

✼✳✷✳✹ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡①✐st❛♥ts

❉❡s rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❬▲▼P✵✼❪ ♦♥t ♠♦♥tré ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s
♠♦t✐❢s ✷✳✶✺✱ ✷✳✶✻ ❡t ✷✳✶✼ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ♠♦t✐❢s s♦♥t ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡s✳

Pr♦♣r✐été ✶✶✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ψ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ Φ✳ P♦✉r t♦✉t
ψ′ ⊂ ψ t❡❧ q✉❡ ψ′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ✷✳✶✺✱ ✷✳✶✻ ♦✉ ✷✳✶✼ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ S
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ψ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ(ψ, S) ❡st ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❧✐ttér❛✉①
❞❡ ψ′✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ψ′ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ψ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉ ♠♦t✐❢ ✷✳✶✺ ✿

ψ′ = {c1 = {l1, l2}, c2 = {l1, l2}}

✶✸✼



✼✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❖♥ s✉♣♣♦s❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ l1 ❛ été ♣r♦♣❛❣é ♣❛r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ c3✳
■❧ ② ❛ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♠❡♥❛♥t à ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s var(l1) ❡t var(l2) ✿ 〈. . . , l1, l2〉 ❡t 〈. . . , l1, l2〉✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✳

l2

l1 �
c3

c1

c2

c2 l2

l1 �
c3

c2

c1

c1

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ●r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✶✳

▲❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ l1 q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧❡s à ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥✮ ✿

pneighψ′(l1) = {{l2,�}, {l2,�}}

pneighψ′(l2) = {{l1,�}}

pneighψ′(l2) = {{l1,�}}

❚♦✉s ❝❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ �✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ψ′ ❡st ❜✐❡♥ ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡✳

▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ✷✳✶✻ ❡t ✷✳✶✼✱ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ li ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉ ♠♦t✐❢ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t nk ∈ pneighψ(li)
♦♥ ❛ � ∈ nk ♦✉ li ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s Θ(ψ, S)|nk

✳

✼✳✸ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❛❤♠❛①s❛t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ li ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣✉✐s ♥♦✉s
✈ér✐✜♦♥s s✐ li ❡st ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❧♦rsq✉❡ s❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts✳
❈❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ❡st ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✺✪ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✱ ♣❛s
❞✬êtr❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡✳

▲❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥t t❡sté❡s s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡t
s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

✼✳✸✳✶ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r
❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ✿

✖ ❛❤♠❛①s❛tRPO ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❘P❖ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✱

✶✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

✖ ❛❤♠❛①s❛tSIR ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✱ q✉✐ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts rés♦❧✈❛♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡

♠♦②❡♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é ❛✈❡❝ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
❙■❘ q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❘P❖ ✭✻✹✱✽✪ ❝♦♥tr❡ ✺✼✱✶✪ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✮✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♠♦✐♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❡①♣❧♦rés ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✽✵✵✸✻
❝♦♥tr❡ ✾✸✶✼✺✮✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✭✾✼✱✵✷ s❡❝♦♥❞❡s ❝♦♥tr❡ ✶✷✽✱✸✻✮
❡t ♣❧✉s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s ✭✶✸✾✺ ❝♦♥tr❡ ✶✸✻✹✮✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✳

✼✳✸✳✷ ■♠♣❛❝t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ sér✐❡ ❞❡ t❡sts✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r
❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ❛❤♠❛①s❛tIRS ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✽❪✱ q✉❡
♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ■❘❙ ✭♣♦✉r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡s♦❧✈❡♥ts s✐③❡✮✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à q✉❛tr❡✳

✖ ❛❤♠❛①s❛tPAT ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s ✷✳✶✺✱ ✷✳✶✻
❡t ✷✳✶✼✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ✇♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✼❪ ❡t ❛❦♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪✳ ◆♦✉s
❞és✐❣♥♦♥s ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r P❆❚ ✭♣♦✉r ♣❛tt❡r♥s✮✳

✖ ❛❤♠❛①s❛tPAT+ ✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s✱
♠❛✐s ✐❧ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s {3t, 4t, 5t}✲❯❈❙ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻
❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✷✳✶✺✱ ✷✳✶✻ ❡t ✷✳✶✼✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r
P❆❚✰✳

✖ ❛❤♠❛①s❛tUPR ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✳ ❙❡✉❧❡s
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡s s♦♥t ❛♣♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ❞é✐❣♥♦♥s ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r ❯P❘✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✼✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ■❘❙ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t très ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ P❆❚ ❡t P❆❚✰✳ ■❧ ❛♣✲
♣r❡♥❞ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✼✸✱✾✪ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❛♥❞✐s q✉❡ P❆❚ ❡t P❆❚✰ ❛♣♣r❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s
❞❡ ✷✺✪ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ✭❝♦❧♦♥♥❡s ▲✮✳ ▲❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜❛s ✭✼✾✪✱ ♥♦♥ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✼✳✷✮ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡ ❝❡✉① ❞❡s s❝❤é♠❛s P❆❚ ❡t P❆❚✰ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✶✵✵✪ ❡t ✾✽✪✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞ét❡❝t❡ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❛✈❡❝ ❧❡
s❝❤é♠❛ ■❘❙ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s s❝❤é♠❛s P❆❚ ❡t P❆❚✰✳ ■❧ ❡①♣❧♦r❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✰✷✹✹✪ ❡t ✰✸✺✶✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P❆❚ ❡t P❆❚✰✱
❝♦❧♦♥♥❡s ❉✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❙✭❚✮✮✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ■❘❙✱ t❡❧ q✉✬✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❛❤♠❛①s❛tIRS ✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✳

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ P❆❚ ❡t P❆❚✰ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r à
✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ✭✷✹✱✺✪ ❝♦♥tr❡ ✷✶✱✺✪✱

✶✸✾



✼✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ♠♦♥tr❡♥t
❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r ❝❧❛ss❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❧❡s ❝♦✲
❧♦♥♥❡s ❙✭❚✮✱ ❉ ❡t ❯P❘ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ❛✈❡❝ ❡♥tr❡
♣❛r❡♥t❤ès❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♠❛rq✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
ét♦✐❧❡ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳

❈❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ★
❛❤♠❛①s❛t

SIR
❛❤♠❛①s❛t

RPO

❙✭❚✯✮ ❉✯ ❯P❘✯ ❙✭❚✯✮ ❉✯ ❯P❘✯

♠
s
❝r
❛❢
t❡
❞ ❜✐♣❛rt✐t❡ ✶✵✵ ✶✵✵✭✶✶✼✱✺✽✮ ✸✹✾✶✺ ✹✺✱✷✪ ✶✵✵✭✶✸✻✱✹✹✮ ✹✵✻✵✽ ✹✶✱✻✪

♠❛①❝✉t ✻✼ ✺✻✭✺✺✱✽✷✮ ✶✼✶✸✽✵ ✼✾✱✹✪ ✺✻✭✻✹✱✺✺✮ ✷✵✽✻✽✼ ✼✸✱✶✪
s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✶✵ ✵✭✲✮ ✲ ✲ ✵✭✲✮ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦♠

❤✐❣❤❣✐rt❤ ✽✷ ✻✭✶✵✶✼✱✽✷✮ ✸✼✹✺✼✹✵ ✻✽✱✽✪ ✷✭✶✸✹✾✱✶✵✮ ✹✶✾✽✶✵✵ ✺✼✱✾✪
♠❛①✷s❛t ✶✵✵ ✶✵✵✭✶✶✺✱✹✽✮ ✹✺✹✹✹ ✺✹✱✹✪ ✶✵✵✭✶✺✼✱✺✾✮ ✻✵✷✼✼ ✹✽✱✸✪
♠❛①✸s❛t ✶✵✵ ✶✵✵✭✷✾✵✱✵✼✮ ✸✷✽✵✸✵ ✻✹✱✷✪ ✾✾✭✸✹✼✱✼✹✮ ✹✵✽✼✻✹ ✺✹✱✺✪
♠✐♥✷s❛t ✾✻ ✾✻✭✸✱✷✼✮ ✶✵✹✻ ✺✺✱✸✪ ✾✻✭✸✱✾✸✮ ✶✶✽✽ ✺✶✱✻✪

♣
♠
s ❝r

❛❢
t❡
❞

❢r❜ ✷✺ ✺✭✶✽✶✱✺✽✮ ✺✽✺✾✹✾ ✽✹✱✺✪ ✺✭✶✽✹✱✽✷✮ ✻✵✾✻✷✻ ✼✾✱✼✪
❥♦❜✲s❤♦♣ ✸ ✵✭✲✮ ✲ ✲ ✵✭✲✮ ✲ ✲

♠❛①❝❧✐q✉❡ ✶✺✽ ✶✸✷✭✷✾✱✷✶✮ ✶✾✹✾✸ ✽✺✱✾✪ ✶✸✸✭✷✻✱✶✺✮ ✶✽✻✽✻ ✽✸✱✵✪
♠❛①♦♥❡ ✶✹✵ ✶✵✼✭✸✽✱✶✾✮ ✶✸✸✼✹✼ ✽✻✱✶✪ ✶✵✼✭✹✸✱✹✺✮ ✶✸✶✷✻✾ ✼✺✱✸✪

♠✐♥✲❡♥❝✴❦❜tr❡❡ ✹✷ ✸✵✭✶✾✶✱✷✸✮ ✺✼✾✽✾ ✼✵✱✼✪ ✷✵✭✻✻✶✱✾✾✮ ✶✻✹✼✸✶ ✺✽✱✽✪
♣s❡✉❞♦✴♠✐♣❧✐❜ ✹ ✷✭✵✱✵✸✮ ✷✽✽ ✽✸✱✽✪ ✷✭✵✱✵✸✮ ✷✼✶ ✼✼✱✾✪

r❡✈❡rs✐ ✹✹ ✼✭✷✱✶✷✮ ✺✻ ✺✾✱✽✪ ✺✭✻✱✼✽✮ ✻✾ ✹✺✱✽✪
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺ ✵✭✲✮ ✲ ✲ ✵✭✲✮ ✲ ✲

r❛
♥
❞
♦♠

♠✐♥✷s❛t ✻✵ ✺✺✭✶✶✺✱✼✷✮ ✻✷✵✵ ✹✵✱✾✪ ✺✵✭✶✼✶✱✽✼✮ ✾✷✹✺ ✸✸✱✷✪
♠✐♥✸s❛t ✻✵ ✺✽✭✸✷✹✱✺✷✮ ✽✺✶✶✹ ✺✷✱✼✪ ✺✼✭✹✵✼✱✺✾✮ ✶✵✼✵✺✹ ✹✹✱✶✪

♣♠❛①✷s❛t ✻✵ ✻✵✭✹✱✹✷✮ ✶✵✷✶ ✻✶✱✹✪ ✻✵✭✻✱✵✾✮ ✶✸✹✾ ✺✸✱✽✪
♣♠❛①✸s❛t✴❤✐ ✸✵ ✸✵✭✽✸✱✹✼✮ ✽✹✾✹✹ ✺✽✱✾✪ ✸✵✭✶✵✵✱✺✺✮ ✾✾✹✺✺ ✹✼✱✼✪

✇
♣
♠
s ❝r
❛❢
t❡
❞

❛✉❝t✐♦♥ ✹✵ ✹✵✭✶✻✾✱✸✺✮ ✸✶✵✵✷✶ ✾✷✱✹✪ ✹✵✭✷✵✹✱✹✷✮ ✸✵✵✽✸✷ ✽✵✱✷✪
❈❙● ✶✵ ✹✭✺✽✾✱✷✹✮ ✺✹✽✶✸ ✼✻✱✶✪ ✹✭✺✹✼✱✷✾✮ ✺✹✺✻✾ ✺✵✱✶✪
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✼✳✸✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❝♦❧♦♥♥❡s ▲✮ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛♣♣r✐s❡s é❧❡✈é ✭✾✽✪ ❝♦♥tr❡ ✶✵✵✪✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦rés✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣✲
♣r✐s❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ P❆❚✰ ✭✷✹✱✺✪✮ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ s❝❤é♠❛
❯P❘ ✭✷✼✱✻✪✮✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡
❞ét❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦rés✳

✼✳✸✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❛✉t♦r✐sé ❞❛♥s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭♥♦té❡ %UPRIS✮ ❡t ❞❡s ❯❈❙ ✭♥♦té❡ %UPRUCS✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❝❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ %UPRIS ❡t %UPRUCS
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 0 à 100 ❡t ❞❡ 40 à 100 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 10✳ ▲❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡tt❡
sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡s ❡t ✈❛❧✉é❡s✱ ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t
❝r❛❢t❡❞ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✸ ✶✳ ❘❡❢❛✐r❡ ❝❡s t❡sts s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❛✉r❛✐t ♥é❝❡ss✐té ✶✸✻✾✵✻ ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ✉♥✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r
❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❥✉❣é ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❡s ré❛❧✐s❡r✳ ❈❡❧❛ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ♣♦rté ❞❡s rés✉❧t❛ts
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♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ❡t ✼✳✻✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts✱ q✉❡ s❡ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ %UPRIS ❡t %UPRUCS ❛❧❧❛♥t ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ ■♠♣❛❝t ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❛✉t♦r✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés✳

✻✵✪ à ✶✵✵✪✳ ❉❛♥s ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r à ✾✵✪✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s
à ✻✵✪✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝r♦✐ss❡♥t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t
♥✬❛✛❡❝t❡♥t ♣❛s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❝❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ ❛✈❛✐t été ❞é♠♦♥tré
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

✖ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡t q✉❡

✖ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♦✉✈r❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦r❞r❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❡
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts
♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦rés✱ s♦✐t ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲

✶✹✸



✼✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

t✐♦♥s ❯P✲rés✐❧✐❡♥t❡s q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ❡♥ ❝♦♠♣❧ét❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ♠♦t✐❢s ❡①✐st❛♥ts✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
s♦♥t ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✈❡rs
❧❡ ❜❛s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡
❤❛✉t✳ ▲❡s ❜é♥é✜❝❡s ❡s❝♦♠♣tés s❡r❛✐❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❡t
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✽✳✶ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✽✳✶✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✽✳✶✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✽✳✶✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✽✳✶✳✹ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✶✳✺ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬❛❤♠❛①s❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✽✳✷ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✷✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✽✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ ❛❤♠❛①s❛t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t q✉✐ ♥♦✉s ❛ s❡r✈✐ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ à ✼✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡
✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡✳ ◆♦✉s ② ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛❤♠❛①s❛t ❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ à q✉❡❧q✉❡s ✉♥s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts
❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳

✽✳✶ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦❧✈❡✉r sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦♠♠é ❛❤♠❛①s❛t✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✺✮ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ❛♠é♥❛❣❡♠❡♥ts ♣r♦❢♦♥❞s ❞❛♥s
❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❧❡✉r
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①✐st❛♥t ❛✉r❛✐t ♥é❝❡ss✐té ✉♥ ❧♦♥❣ t❡♠♣s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ■❧
♥♦✉s ❛ ♣❛r✉ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦❧✈❡✉r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞ès ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
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✽✳✶✳ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐✲
t❤♠❡ ✷✳✶✳ ■❧ ❡①♣❧♦r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬❛❤♠❛①s❛t ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
sé♠❛♥t✐q✉❡s q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✱ s♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥✲
❝❤❡♠❡♥t ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

✽✳✶✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s

❛❤♠❛①s❛t ✉t✐❧✐s❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé✲
♠❛♥t✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✳✸ ✿ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡ ✭❍❯P✮✱
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ♣✉rs ✭P▲✮ ❡t ❧❛ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ✭❉❯❈✮✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥ts q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡♥t
❝❡s rè❣❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❛❤♠❛①s❛t ❛♣♣❧✐q✉❡
❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❍❯P✱ P▲ ❡t ❉❯❈ ❞✉r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ▲❇✳ ❈❡❝✐ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❈❡❧❛ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ ♥❡ ❧❡ ❢❡r❛✐❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s
ré❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❆✉ss✐✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ▼P❙ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥ ❧✐ttér❛❧ li ❡st t❡❧ q✉❡ LB+

∑

cj∈src(li)
poids(cj) ≥ UB✱

❛❧♦rs li ♣❡✉t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❯P✳

✽✳✶✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t

▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✇♠❛①s❛t③✳ P♦✉r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❛✛❡❝té❡ q✉✐
♠❛①✐♠✐s❡ ✿

score(xi) = lscore(xi) ∗ lscore(xi) + lscore(xi) + lscore(xi)

❛✈❡❝ ✿

lscore(li) = 2 ∗ app1(li) + 4 ∗ app2(li) + app3(l)

♦ù appk(li) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ|I ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
li ❛♣♣❛r❛ît✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❝❤♦✐s✐❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ lscore() ❞❡
s❡s ❧✐ttér❛✉①✳ ❙✐ lscore(xi) ≥ lscore(xi) ❛❧♦rs xi ❡st ✜①é❡ à faux ❡t s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ✜①é❡ à
vrai✳

✶✹✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✽✳✶✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✶✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡ss❛②❡r ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I ❛✈❡❝ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ❍❯P✱ P▲ ❡t ❉❯❈ ✭❧✐❣♥❡ ✹✮✳ P✉✐s✱ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❧✐q✉❡
❙❯P∗ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ▼P❙ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
❞ét❡❝tés ✭❧✐❣♥❡s ✻✲✾✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❙❯P ♥❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❝♦♥✢✐t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉❡
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳ ■❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❛✛❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✭❧✐❣♥❡ ✶✶✲✶✷✮✳ P✉✐s ✐❧ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❛♥ts ♣❛r ❙❯P∗ ❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❡ ❥✉sq✉✬à s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
♦♥t été ❞ét❡❝tés ❞❛♥s Φ|I∪{l}✱ ❛❧♦rs ❧❡✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ❡✉ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s
❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s q✉✐ s♦♥t ✉♥✐t❛✐r❡s s♦✉s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯P∗ ✭❧✐❣♥❡ ✻✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥
❛✛❡❝té❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋▲ ✭❧✐❣♥❡ ✶✶✮✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❋▲ à t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❛♥s ♣❛r✈❡♥✐r à ❣é♥ér❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧
r❡t♦✉r♥❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✹ ❡t ✈ér✐✜❡ s✐ I ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
sé♠❛♥t✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♥❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✶ ✿ ❛❤♠❛①s❛t ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s X ❡t ✉♥❡

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ I✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ LB✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ❝❛♥❞✐❞❛ts❴❋▲ ← X \ I❀
✸ r❡♣❡❛t

✴✴ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡

✹ I ← rè❣❧❡s❴✐♥❢ér❡♥❝❡❴❍❯P❴P▲❴❉❯❈✭Φ✱ I✱ X \ I✮❀
✺ r❡♣❡❛t

✴✴ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r ❙❯P∗

✻ G = (V,A) ← ❙❯P∗✭Φ|I✮❀
✼ ✇❤✐❧❡ � ∈ V ❞♦
✽ Φ ← tr❛✐t❡♠❡♥t❴❝♦♥❢❧✐t✭Φ✱ G✮❀
✾ G = (V,A) ← ❙❯P∗✭Φ|I✮❀

✴✴ ■❝✐ ❙❯P ❡st s❛t✉ré❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❋▲

✶✵ r❡♣❡❛t
✶✶ x ← ❝❛♥❞✐❞❛ts❴❋▲❀
✶✷ l ← ❧✐ttér❛❧ ❞❡ x ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❜✐♥❛✐r❡s❀
✶✸ G = (V,A) ← ❙❯P∗✭Φ|I∪{l}✮❀
✶✹ ✇❤✐❧❡ � ∈ V ❞♦
✶✺ Φ ← tr❛✐t❡♠❡♥t❴❝♦♥❢❧✐t✭Φ✱ G)✮❀
✶✻ G = (V,A) ← ❙❯P∗✭Φ|I∪{l}✮❀

✶✼ ✉♥t✐❧ ✭Φ|I ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✮ ♦✉ ✭❝❛♥❞✐❞❛ts❴❋▲ = ∅✮❀
✶✽ ✉♥t✐❧ Φ|I ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐t❛✐r❡❀
✶✾ ✉♥t✐❧ Φ|I = Φ′|I ❀
✷✵ LB ←

∑

cj=�∈Φ|I
poids(cj)❀

✷✶ Φ← r❡st❛✉r❛t✐♦♥❴❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts❴❧♦❝❛✉①✭Φ✮❀
✷✷ r❡t✉r♥ (Φ, LB)❀

✶✹✼



✽✳✶✳ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t

♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞ét❡❝té ♣❛r ❙❯P∗✱ q✉✬✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋▲
❡t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❧✉s êtr❡ ét❡♥❞✉❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ I ✭❧✐❣♥❡ ✷✵✮✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❞é❢❛✐t ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❛♣♣♦rté❡s à ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ✷✶✮✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ rè❣❧❡s❴✐♥❢ér❡♥❝❡❴❍❯P❴P▲❴✲
❉❯❈✭✮ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❛✛❡❝té❡ s✐ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭❍❯P✱
P▲ ♦✉ ❉❯❈✮ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ♠❡t à ❥♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❙❯P∗✭✮
❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① q✉❡✉❡s sé♣❛ré❡s ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✶ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼P❙ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
◗✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ♦✉ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✉♥✐✲
t❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
✉♥✐t❛✐r❡s s✐♠✉❧é❡s ré❛❧✐sé❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t❴❝♦♥❢❧✐t✭✮ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
r❡st❛✉r❛t✐♦♥❴❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts❴❧♦❝❛✉①✭✮ ❞é❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ré❛❧✐sés ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ♣✉✐s r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♠♦❞✐✜é❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t❴❝♦♥❢❧✐t✭✮ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✷✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡✉① ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ✿ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
❝♦♥✈❡rt✐r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ G ❡♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡ G′ ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐ttér❛❧ ♣r♦♣❛❣é ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛✉ ❝♦♥✢✐t✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
s❡❧♦♥ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭❧✐❣♥❡ ✷✮✳ P✉✐s✱ ❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
S ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭❧✐❣♥❡
✸✮✳ ❊❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s G′ ❡t sé♣❛r❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥
❞❡✉① s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ✿ ψst q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦t✐❢ ✷✳✶✼ ♦✉ à ✉♥ ❞❡s {2, 3, 4t, 5t}✲❯❈❙ ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✳✹✳✸ ❡t ✻✳✷✮❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ψtmp✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t
♠é♠♦r✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡✉① q✉❡✉❡s sé♣❛ré❡s✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ✭q✉✐ s❡r♦♥t r❡s✲
t❛✉rés à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✮ ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❝♦♥s❡r✈és
❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ✭q✉✐ s❡r♦♥t r❡st❛✉rés ❧♦rs ❞❡s r❡t♦✉rs✲❛rr✐èr❡s✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✷ ✿ ❛❤♠❛①s❛t ✿ ❛♥❛❧②s❡ ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◆❋ Φ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧ G = (V,A)✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ G′ = (V ′, A′) ← ❝♦♥✈❡rs✐♦♥❴❣r❛♣❤❡❴✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s❴♣❧❡✐♥✭G✮❀
✸ S ← ♦r❞r❡❴❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❴♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥✭G′✮❀
✹ (ψst, ψtmp) ← ❞❡t❡❝t✐♦♥❴♠♦t✐❢s✭G′✮❀
✺ Φ ← ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❴♠❛①❴r❡s♦❧✉t✐♦♥✭Φ✱G′✱S✱ψst✱ψtmp✮❀
✻ r❡t✉r♥ Φ❀

✽✳✶✳✹ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s

◆♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ♥✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉❝✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❡❧❧❡✳ ❙♦♥ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ♣♦✉r ❙❆❚✳

✶✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

◆♦✉s ❧✉✐ ❛❥♦✉t❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❢✉t✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❧❡s r❡t♦✉rs ❛rr✐èr❡s ♥♦♥✲
❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳

✽✳✶✳✺ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬❛❤♠❛①s❛t

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ à ✼ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦r✐✲
❣✐♥❛✉① ❞✬❛❤♠❛①s❛t✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ❞é❝r✐✈♦♥s ❧✬❡✛❡t q✉✬♦♥t s✉r ❡✉①
❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼P❙ ❡t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼P❙✱
q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭❙❯P ❡t ❋▲✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
♣❧✉s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❢❛✐t ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ♣❧✉s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙ s✉r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

▲❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❛❧✐sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛❝❝r✉t✳
➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥tr❛î♥é ♣❛r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❯❈❙ ré❞✉✐t ❧é❣èr❡✲
♠❡♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ✭❧é❣èr❡♠❡♥t✮ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ s❝❤é♠❛ ▼P❙✳

❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡✛❡t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r
❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ s♦♥ ♣❧❡✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❙❛♥s ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❛♥ts ♥❡ s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧s r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✪ ❞❡s ❝❛s✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ s✉r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❡st ❛❧♦rs ♠❛r❣✐♥❛❧✳

▼❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❚♦✉t❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳

❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❜❛sé s✉r ❧❡s ❯❈❙ r❡♥❞ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
♣❧✉s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✐♠✐t❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡✳

❙❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ét❡♥❞✉ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❯❈❙ ❞❛♥s
❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❧✉s ❧❛

✶✹✾



✽✳✷✳ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s
{2, 3, 4t, 5t}✲❯❈❙ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❯❈❙
❞ét❡❝tés✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
ré❛❧✐sé ♣❛r ❛❤♠❛①s❛t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
ét❡♥❞✉ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳

✽✳✷ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t ❛✈❡❝ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré❝❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ❧❡s
♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ◆♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ✿

✖ ❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ✐♥❝❧✉t t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ à ✼✳
✖ ❛❤♠❛①s❛t✲♥♦♥❡ ♥✬❡♥ ✐♥❝❧✉t ❛✉❝✉♥✳

❈❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼P❙ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ❬✇❪♠❛①s❛t③ ❬▲▼P✵✻✱ ▲▼P✵✼✱ ▲▼▼P✵✾✱ ▲▼▼P✶✵❪ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❧❡s
♣❧✉s ré❝❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙♦♥ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✶ ❡t ✐❧
❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts ❢♦♥t ❞❡ ❬✇❪♠❛①s❛t③ ✉♥
s♦❧✈❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
▼❛①✲❙❆❚✳

✖ ❛❦♠❛①s❛t ❬❑ü❣✶✵❪ ❡st ♣r♦❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❬✇❪♠❛①s❛t③✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡✱ ✐❧ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
s✐♠✉❧é❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡
♥♦♠♠é❡ ♣❛r ❧✬❛✉t❡✉r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬❑ü❣✶✵❪✳ ▲❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❛❦✲
♠❛①s❛t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✷✳

✖ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❬❍▲❖✵✼✱ ❍▲❖✵✽❪ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r
❙❆❚ ▼✐♥✐❙❛t ❬❊❙✵✸✱ ❙❊✵✽❪✳ ■❧ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ ❬✇❪♠❛①s❛t③ ❡t ❞✬❛❦♠❛①s❛t ♣❛r
♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
✐ss✉❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❈❉❈▲ ✭r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡s ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❱❙■❉❙✱ ❡t❝✳✮ s✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉♣❧❡
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
rés♦❧✈❛♥t❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡
t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s❡✉❧ ❧✬❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡
▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✸✳

❚♦✉s ♦♥t été ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝❧❛ssés ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛té❣♦r✐❡s ❧♦rs ❞❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝✐♥q ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ s♦❧✈❡✉r
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré❝❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✐s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ✐tér❛✲
t✐❢s✱ ♠❛①❍❙ ❬❉❇✶✶✱ ❉❇✶✸❛✱ ❉❇✶✸❜❪✱ ❡✈❛✺✵✵ ❬◆❇✶✹❪ ❡t ♦♣❡♥✲✇❜♦ ❬▼▼▲✶✹❪✱ ❡t ❞❡✉①

✶✳ ➚ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴❤♦♠❡✳♠✐s✳✉✲♣✐❝❛r❞✐❡✳❢r✴⑦❝❧✐✴❊♥❣❧✐s❤P❛❣❡✳❤t♠❧

✷✳ ➚ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✉♥✐✲✉❧♠✳❞❡✴❡♥✴✐♥✴✐♥st✐t✉t❡✲♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✲❝♦♠♣✉t❡r✲s❝✐❡♥❝❡✴♠✴

❛❧✉♠♥✐✴❦✉❡❣❡❧✳❤t♠❧

✸✳ ➚ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴❧♦❣♦s✳✉❝❞✳✐❡✴✇✐❦✐✴❞♦❦✉✳♣❤♣❄✐❞❂❢❡❞❡r✐❝♦✳❤❡r❛s

✶✺✵

http://home.mis.u-picardie.fr/~cli/EnglishPage.html
https://www.uni-ulm.de/en/in/institute-of-theoretical-computer-science/m/alumni/kuegel.html
https://www.uni-ulm.de/en/in/institute-of-theoretical-computer-science/m/alumni/kuegel.html
http://logos.ucd.ie/wiki/doku.php?id=federico.heras


❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭■▲P✮✱
✐❧♣✲✷✵✶✸ ❬❆●✶✸❪ ❡t s❝✐♣✲♠❛①s❛t ❬❆❝❤✵✾❪✳ ❚♦✉s ❝❡s s♦❧✈❡✉rs ♦♥t été ❝❧❛ssés ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s
♣r❡♠✐èr❡s ♣❧❛❝❡s ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠✲
♣❧❡ts ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❡t ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦❧✈❡✉rs s❡❧♦♥
❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✽✳✷✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❝❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❝r❛❢t❡❞ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡
❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹ ✭❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✽✳✶✱ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ❛✈❡❝
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
rés✉❧t❛t ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ❣r❛s ❡t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st s♦✉❧✐❣♥é✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ rés♦❧✈❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ✐tér❛t✐❢s ♦✉ ❝❡✉① ❜❛sés
s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧s ❞♦♠✐♥❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❝❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ♥♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠♦✐♥s tr❛♥❝❤és
s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭✈❛❧✉é❡s ❡t ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡s✮✱ ♦ù ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t
q✉❡ ♠ê♠❡ s✉r ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❤♦♥♦r❛❜❧❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉✬✐❧s rés♦❧✈❡♥t ♥✬❡st ♣❛s très
é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ✐tér❛t✐❢s ❡t ❝❡✉① ❜❛sés
s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P s♦♥t ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ■❧s rés♦❧✈❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦✐❣♥é❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❛r❣❡ é❝❛rt ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
rés♦❧✉❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❞❡♠✐✲t❡✐♥t❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡✉r ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✭✈❛❧✉é ♦✉ ♥♦♥✲✈❛❧✉é✮✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡st ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✮ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉♣❧❡✳ P♦✉r êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❝❡s ✐♥s✲
t❛♥❝❡s✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞✉r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐❡♥t ✉t✐❧✐s❡r
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❙❆❚✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♦✉
❧❡s r❡t♦✉rs✲❛rr✐èr❡s ♥♦♥✲❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
▼✐♥✐▼❛①❙❛t✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♥s✐❞érés
❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ s✉✐✈✐
♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❙✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✷❛✮✱ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t rés♦✉t q✉❡❧q✉❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡
♣❧✉s q✉✬❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ♠ê♠❡ s✐ s❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈és✳
▲❡ s♦❧✈❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t s✉✐✈❛♥t ❡st ✇♠❛①s❛t③✷✵✶✸ s✉✐✈✐ ❞❡s ❞❡✉① s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés
s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P✱ ✐❧♣✲✷✵✶✸ ❡t s❝✐♣✲♠❛①s❛t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r
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nombre d’instances résolues

ahmaxsat−ALL
ahmaxsat−NONE

wmaxsatz2013
akmaxsat

wmaxsatz2009
MiniMaxSat

ILP−2013
scip−maxsat

maxHS
eva500a

open−wbo
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✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ❡t ❞✬❛❦♠❛①s❛t s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ s✉✐✈✐❡s ♣❛r
❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❙✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚
♣❛rt✐❡❧ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✹❜✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sé s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P ✭s❝✐♣✲♠❛①s❛t ❡t ✐❧♣✲
✷✵✶✸✮ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✱ s✉✐✈✐s ❞❡ ♣rès ♣❛r ♠❛①❍❙ ✭q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ■▲P ❡t ❛♣♣❡❧s ✐tér❛t✐❢s à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚✮ ❡t ▼✐♥✐▼❛①❙❛t✳ ❱✐❡♥♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ❙❆❚ ❡t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❤♠❛①✲
s❛t✲❛❧❧ ❡t ✇♠❛①s❛t③✷✵✶✸✳ ▲❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t
♣❡✉ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts s✉r ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❝r❛❢t❡❞ ✈❛❧✉é ❡t ♣❛rt✐❡❧
✈❛❧✉é ✭✜❣✉r❡ ✽✳✹❝✮ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ✐❧♣✲✷✵✶✸ ❡t ♠❛①❍❙✳ ◆♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤✲
♠❛①s❛t✲❛❧❧ ❛rr✐✈❡ ❡♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉✐✈✐ ❞❡ s❝✐♣✲♠❛①s❛t✱ ❛❤♠❛①s❛t✲♥♦♥❡ ❡t
▼✐♥✐▼❛①❙❛t✳ ▲❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚
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▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✷❜✮✳ ◆♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ s✉✐✈✐ ❞❡ ❛❦♠❛①s❛t✱ ✇♠❛①s❛t③
✷✵✶✸ ❡t ✇♠❛①s❛t③ ✷✵✵✾✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t s✉r
❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❡♥ r❡tr❛✐t ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡
t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✭♥♦♥✲♣❛rt✐❡❧✱ ♥♦♥✲✈❛❧✉é✱ ✜❣✉r❡ ✽✳✸❛✮ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❛❤✲
♠❛①s❛t✲❛❧❧✱ ❛❤♠❛①s❛t✲♥♦♥❡✱ ❛❦♠❛①s❛t ❡t ✇♠❛①s❛t③✷✵✶✸ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✱ ❛✈❡❝
✉♥ ❧é❣❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣♦✉r ❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧✳ ❙✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✸❜✮✱
❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✈❛❧✉é
✭✜❣✉r❡ ✽✳✸❝✮✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ❡t ❞✬❛❦♠❛①s❛t s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✱ ❧❡s
❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ét❛♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❡♥ r❡tr❛✐t✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ❡t ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✈❛❧✉é
✭✜❣✉r❡ ✽✳✺✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐✛èr❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P✱ s❝✐♣✲♠❛①s❛t ❡t ✐❧♣✲✷✵✶✸✱
♥❡ rés♦❧✈❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡ ▼❛①✲❙❆❚ ✈❛❧✉é ♥♦♥✲
♣❛rt✐❡❧ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧s s♦♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧
✈❛❧✉é ✭❜✐❡♥ q✉❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧ ✈❛❧✉é s♦♥t ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s
s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ▼❛①✲❙❆❚
✈❛❧✉é ♥♦♥✲♣❛rt✐❡❧ s♦♥t ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥❝♦r❞❛♥ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹✱ ♦ù ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ét❛✐t ❝❧❛ssé
♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s ✸ ❞❡s ✾ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t s❡❝♦♥❞ ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❛tr✐è♠❡✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs
❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❝r❛❢t❡❞
♥♦♥✲♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■▲P ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞
♣❛rt✐❡❧❧❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ✐tér❛t✐❢ à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡s
✐♥st❛♥❝❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ✭♥♦♥ t❡sté❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳

✽✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❙✐ ♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t
✈♦✐r ✭t❛❜❧❡ ✽✳✶✮ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❤♠❛①s❛t rés♦❧✈❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ❆♣rès ❡✉①✱ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❡st ✇♠❛①✲
s❛t③✷✵✶✸ q✉✐ rés♦✉t ✶✵✺ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦✐♥s q✉✬❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧✳ P✉✐s ✈✐❡♥♥❡♥t ❛❦♠❛①✲
s❛t✱ ✇♠❛①s❛t③✷✵✵✾ ❡t ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✶✸✼✱ ✶✺✶ ❡t ✹✵✷ ✐♥st❛♥❝❡s

✶✺✹
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nombre d’instances résolues

MiniMaxSat
ahmaxsat−ALL

ahmaxsat−NONE
wmaxsatz2013

ILP−2013
scip−maxsat

wmaxsatz2009
maxHS

akmaxsat
eva500a

open−wbo
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0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

0 100 200 300 400 500 600 700 800

te
m

p
s 

d
e 

ré
so

lu
ti

o
n
 (

se
co

n
d
es

)

nombre d’instances résolues

ahmaxsat−ALL
ahmaxsat−NONE

akmaxsat
wmaxsatz2013
wmaxsatz2009

MiniMaxSat
ILP−2013

scip−maxsat
maxHS

open−wbo
eva500a

✭❜✮ ■♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✕ ❉ét❛✐❧s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t
❝r❛❢t❡❞ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹✳

✶✺✺
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nombre d’instance résolues

ahmaxsat−ALL
ahmaxsat−NONE

akmaxsat
wmaxsatz2013
wmaxsatz2009

MiniMaxSat
ILP−2013

scip−maxsat
maxHS

open−wbo
eva500a
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nombre d’instance résolues

ahmaxsat−ALL
ahmaxsat−NONE
wmaxsatz2009
akmaxsat
wmaxsatz2013
MiniMaxSat
ILP−2013
scip−maxsat
open−wbo
maxHS
eva500a
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nombre d’instance résolues

ahmaxsat−ALL
akmaxsat

wmaxsatz2013
ahmaxsat−NONE

wmaxsatz2009
MiniMaxSat
scip−maxsat

ILP−2013
maxHS

eva500a
open−wbo

✭❝✮ ✇♠s✰✇♣♠s❴r❛♥❞♦♠

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊
✷✵✶✹✳
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nombre d’instance résolues

ahmaxsat−ALL
akmaxsat

wmaxsatz2013
wmaxsatz2009

ahmaxsat−NONE
MiniMaxSat

ILP−2013
scip−maxsat

open−wbo
eva500a
maxHS
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nombre d’instance résolues

scip−maxsat
ILP−2013

maxHS
MiniMaxSat

eva500a
wmaxsatz2013

open−wbo
ahmaxsat−ALL

ahmaxsat−NONE
wmaxsatz2009

akmaxsat
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nombre d’instance résolues

ILP−2013
maxHS

ahmaxsat−ALL
scip−maxsat

ahmaxsat−NONE
MiniMaxSat

wmaxsatz2013
eva500a

akmaxsat
wmaxsatz2009

open−wbo

✭❝✮ ✇♠s✰✇♣♠s❴❝r❛❢t❡❞

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊
✷✵✶✹✳
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nombre d’instance résolues

ahmaxsat−ALL
akmaxsat

wmaxsatz2013
ahmaxsat−NONE
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ahmaxsat−ALL
akmaxsat
ahmaxsat−NONE
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maxHS
ILP−2013
scip−maxsat
ahmaxsat−ALL
ahmaxsat−NONE
eva500a
MiniMaxSat
open−wbo
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wmaxsatz2009
akmaxsat

✭❞✮ ✇♣♠s❴❝r❛❢t❡❞

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ❜❡♥❝❤❛♠r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❙❊
✷✵✶✹✳

✶✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛❤♠❛①s❛t ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

rés♦❧✉❡s ❞❡ ♠♦✐♥s q✉✬❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬❛❤♠❛①s❛t✲♥♦♥❡✱ ✇♠❛①s❛t③✷✵✶✸✱ ❛❦♠❛①✲
s❛t✱ ✇♠❛①s❛t③✷✵✵✾ ❡t ▼✐♥✐▼❛①❙❛t s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✼✵✪✱ ✹✶✪✱ ✷✸✪✱
✶✵✹✪ ❡t ✶✺✼✪ ♣❧✉s ❧❡♥t q✉✬❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧✳

❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❛r♠✐ ❝❡s s♦❧✈❡✉rs✳ ✇♠❛①s❛t③✷✵✵✾ ❡st ❣❧♦✲
❜❛❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✱ s❛♥s ❞♦♠✐♥❡r ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳
✇♠❛①s❛t③✷✵✶✸ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ éq✉✐❧✐❜ré✳ ■❧ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
♠❛①✲✸✲s❛t ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❤♦♥♦r❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢✲
t❡❞✳ ❛❦♠❛①s❛t ❡st ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥♦♥✲♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
s✉r ❧❡s ♠❛①✲✸✲s❛t✳ ❊♥✜♥✱ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t ❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥t s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s str✉❝t✉ré❡s ❡t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣ét✐t✐❢ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✳

P♦✉r r❡♥❢♦r❝❡r ❡t ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ s♦❧✈❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥éré ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❛♥❞♦♠ ✭♠❛①✲✷✲s❛t ❡t ♠❛①✲✸✲s❛t✱ ✈❛❧✉é❡s ❡t ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡s✮
❡t ❝r❛❢t❡❞ ✭♠❛①❝✉t✮ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✹ ✺✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐t ❝r♦îtr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ▼❙❊ ✷✵✶✹ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❛❝t✉❡❧s ✭q✉❛♥❞ ♣❧✉s
❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥✬❡st rés♦❧✉❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✸✵✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s r❛♥❞♦♠✱
❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈❛r✐❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✶✷✵ à ✷✵✵ ❡t ❞❡ ✶✷✵✵
à ✷✻✵✵ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛①✲✷✲s❛t ❡t ❞❡ ✼✵ à ✶✶✵ ❡t ❞❡ ✼✵✵ à ✶✺✵✵ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛①✲✸✲s❛t✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡s ✶✸✺✵ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❛❢t❡❞ ✈❛r✐❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡
✶✹✵ à ✷✷✵ ❡t ❞❡ ✶✷✵✵ à ✷✻✵✵✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❣é♥éré❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥s✲
t❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r ❡st ✐♥❞✐q✉é✱ ❛✈❡❝ ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥✳
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▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✽✳✷✳
❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ❛✈❡❝
✷✹✼✷ ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s s✉r ✹✸✺✵✳ ■❧ ❡st s✉✐✈✐ ♣❛r ❛❦♠❛①s❛t q✉✐ rés♦✉t ✻✸ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡
♠♦✐♥s✳ P✉✐s ✈✐❡♥♥❡♥t ✇♠❛①s❛t③✷✵✶✸✱ ❛❤♠❛①s❛t✲♥♦♥❡✱ ✇♠❛①s❛t③✷✵✵✾ ❡t ▼✐♥✐▼❛①✲
❙❛t ❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✻✵✸✱ ✼✼✽✱ ✾✵✼ ❡t ✷✵✼✵ ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ❞❡ ♠♦✐♥s q✉✬❛❤♠❛①✲

✹✳ ▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇❡❜✳✉❞❧✳❡s✴✉s✉❛r✐s✴♠✹✸✼✷✺✾✹✴

❥❛✐r✲❣❡♥❡r❛t♦rs

✺✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❣é♥éré❡s s♦♥t té❧é❝❤❛r❣❡❛❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧s✐s✳♦r❣✴❤❛❜❡t❞✴❉❥❛♠❛❧❴

❍❛❜❡t✴▼❛①❙❆❚✳❤t♠❧

✶✺✾

http://web.udl.es/usuaris/m4372594/jair-generators
http://web.udl.es/usuaris/m4372594/jair-generators
http://www.lsis.org/habetd/Djamal_Habet/MaxSAT.html
http://www.lsis.org/habetd/Djamal_Habet/MaxSAT.html
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s❛t✲❛❧❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉✬❛❤♠❛①s❛t✲❛❧❧ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s r❛♥❞♦♠✴♠❛①✷s❛t ✭♥♦♥✲✈❛❧✉é❡s ❡t ✈❛❧✉é❡s✮ ❡t s✉r ❧❡s
❝r❛❢t❡❞✴♠❛①❝✉t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ rés♦✉t ♠♦✐♥s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s r❛♥❞♦♠✴♠❛①✸s❛t q✉✬❛❦♠❛①s❛t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs t❡stés✳
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❡st s✉✐✈✐ ❞❡ ♣rès ♣❛r ❛❦♠❛①s❛t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ✇♠❛①s❛t③✷✵✶✸✱
❛❤♠❛①s❛t✲♥♦♥❡✱ ✇♠❛①s❛t③✷✵✵✾ s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♠❡♥t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥✜r♠❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ▼✐♥✐▼❛①❙❛t s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
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nombre d’instances résolues

ahmaxsat−ALL
akmaxsat

wmaxsatz2013
ahmaxsat−NONE

wmaxsatz2009
MiniMaxSat

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧és ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥
s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❣é♥éré❡s✳

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①✲
s❛t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❝✉té ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❛❤♠❛①s❛t ❛✉① s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❧❡s
♣❧✉s ré❝❡♥ts ❡t à ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥✜r♠❡♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹ ❡t ♠♦♥tr❡♥t
q✉✬❛❤♠❛①s❛t ❡st ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ■❧ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡t ❧❡s
❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t str✉❝t✉ré❡s✳

❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s s❡r❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝r❛❢t❡❞✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡s à ❙❆❚✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛
♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛rt✐❡❧✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡
❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

✾✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✾✳✷ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✾✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✾✳✸✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✾✳✸✳✶✳✶ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✾✳✸✳✶✳✷ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✾✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✾✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✶✳✸✳✷ ❡t ✷✳✹✳✶✱ ♣❛r✲
❝♦✉r❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡
✭✐✳❡✳ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s✮ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
✭❧❡s ✢✐♣s✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡
❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❡t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ✭❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡✮ ❡st ❛❥♦✉té❡
à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✏✐s♦❧é❡✑ ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs sé✲
♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❝❡rt❛✐♥s ❞❡
s❡s ❛s♣❡❝ts ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ à ✼ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲
❙❆❚ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✲
✜❛♥t ❡t ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à

✶✻✶



✾✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰

❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té à s✉r♠♦♥t❡r ❡st ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t ♣♦✉r
r❡♥❞r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❝❡ ♣♦✐♥t à ❞é❥à été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❙❆❚✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s
❬▲❙❇✵✹✱ ❍❑✵✺✱ ❆▲▼❙✵✾✱ ❆▲▼❙✶✵✱ ●❍✶✶✱ ❍❚✶✷❪✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
ét❛♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❥✉st❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥tr❡ ❧❡
t❡♠♣s ♣❛ssé à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé à rés♦✉❞r❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳
❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ♦❜t❡♥✉
■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❧✉✐ ❛✈♦♥s ✐♥té❣ré ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✱ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❘❆♥♦✈✲
❡❧t②✰✰✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✸ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❡①♣é✲
r✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❝❡s s♦❧✈❡✉rs à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✹✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t
été ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❬❆❍✶✷❪ ❡t ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❬❆❍✶✸❪✳

✾✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧✲
t②✰✰ ❬▲❍✵✺❜✱ ❍♦♦✵✷❪✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❲❛❧❦❙❛t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳✸✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❙❆❚
❜❛sé s✉r ❲❛❧❦❙❛t ❛❞❛♣té ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r IOPT ❡t OPT q✉✐
s❡r✈❡♥t à ♠é♠♦r✐s❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥❝♦♥tré❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❧s✐✜❡ ✭❧✐❣♥❡s ✷✲✸✮✳ P✉✐s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ❛❧é❛t♦✐✲
r❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ I ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥❴❝♦♠♣❧èt❡❴❛❧é❛t♦✐r❡✱
❧✐❣♥❡ ✺✮✳ ■tér❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♠❡t à ❥♦✉r OPT ❡t IOPT s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r I ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ✭❧✐❣♥❡s ✼✲✾✮✳
P✉✐s✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ c ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ∈ c q✉✬✐❧ ✢✐♣♣❡
✭❧✐❣♥❡s ✶✵✲✶✷✮✳ ❆♣rès ▼❛①❋❧✐♣s ✢✐♣s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✈✐❡♥t à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺ ❡t ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥♥é
❞❡ r❡❧❛♥❝❡s ✭▼❛①❘❡❧❛♥❝❡s✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐ (OPT, IOPT ) s✐ IOPT s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s
❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ■◆❈❖◆◆❯ s✐♥♦♥ ✭❧✐❣♥❡s ✶✸✲✶✹✮✳

▲❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❲❛❧❦❙❛t ❞✐✛èr❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s à ✢✐♣♣❡r ❬▼❙❑✾✼❪✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s❡ ❜❛s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ❝♦♠♣✲
t❡✉rs ✿ ❜r❡❛❦ ❡t ♠❛❦❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s q✉✐ s❡r♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❧s✐✜é❡s ❡t s❛t✐s❢❛✐t❡s s✐ xi ❡st ✢✐♣♣é❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❜r❡❛❦✭xi✮ ❡t
♠❛❦❡✭xi✮ ❡st ♥♦té❡ s❝♦r❡✭xi✮✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✢✐♣s ré❛❧✐sés ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❣❡✭✮✳

✶✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✶ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❲❛❧❦❙❛t ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚
♣❛rt✐❡❧ ✈❛❧✉é✳
❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Φ ❡t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ▼❛①❘❡❧❛♥❝❡s ❡t ▼❛①❋❧✐♣s✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (OPT, IOPT ) ❛✈❡❝ IOPT ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t OPT ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❝❡tt❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♦✉ ■◆❈❖◆◆❯ s✐ ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ OPT ←

∑

c∈Φ poids(c)❀
✸ IOPT ← ∅❀
✹ ❢♦r i← 1 t♦ ▼❛①❘❡❧❛♥❝❡s ❞♦
✺ I ←✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥❴❝♦♠♣❧èt❡❴❛❧é❛t♦✐r❡✭✮❀
✻ ❢♦r j ← 1 t♦ ▼❛①❋❧✐♣s ❞♦
✼ ✐❢

∑

c∈Φ, c|I=�
poids(c) < OPT t❤❡♥

✽ OPT ←
∑

c∈Φ, c|I=�
poids(c)❀

✾ IOPT ← I❀

✶✵ c← ❝❤♦✐①❴❝❧❛✉s❡❴❢❛❧s✐❢✐é❡✭Φ|I✮❀
✶✶ x← ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r✭c✮❀
✶✷ I ← ❢❧✐♣✭I, x✮❀

✶✸ ✐❢ OPT ≤
∑

c∈ΦS
poids(c) t❤❡♥ r❡t✉r♥ (OPT, IOPT ) ❀

✶✹ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ■◆❈❖◆◆❯ ❀

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❲❛❧❦❙❛t ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✷✮✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ c sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥é❡✱ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✢✐♣♣❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ c q✉✐ ♦♥t ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜r❡❛❦ ♥✉❧❧❡ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ c ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− p ❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜r❡❛❦✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❲❛❧❦❙❆❚ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r

❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ c ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x à ✢✐♣♣❡r✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ✐❢ {x ∈ var(c) t✳q✳ break(x) = 0} 6= ∅ t❤❡♥
✸ r❡t✉r♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s {x ∈ var(c) t✳q✳ break(x) = 0}❀

✹ ❡❧s❡
✺ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❞♦
✻ r❡t✉r♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s var(c)❀

✼ ♦t❤❡r✇✐s❡
✽ r❡t✉r♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s

{x ∈ var(c) t✳q✳ ∀x′ ∈ var(c), break(x) ≤ break(x′)}❀

❉❛♥s ◆♦✈❡❧t② ❬▼❙❑✾✼❪ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✸✮✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s c s♦♥t tr✐é❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs s❝♦r❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉ts s❝♦r❡s
✭❧✐❣♥❡s ✷✲✸✮✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t s❝♦r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧❧❡ q✉✐✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ c✱ ❛ été
✢✐♣♣é❡ ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✭❧✐❣♥❡ ✹✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱

✶✻✸



✾✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧✉s ❤❛✉t s❝♦r❡ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− p ❝❡❧❧❡ ❞❡
♣❧✉s ❤❛✉t s❝♦r❡ ✭❧✐❣♥❡s ✺✲✻✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆♦✈❡❧t② ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r

❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ c ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x à ✢✐♣♣❡r✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ xi ← ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt s❝♦r❡ ❞❡ var(c)❀
✸ xj ← ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧✉s ❢♦rt s❝♦r❡ ❞❡ var(c)❀
✹ ✐❢ ∃xk ∈ var(c) s✳t✳ age(xk) < age(xi) t❤❡♥ r❡t✉r♥ xi ❀
✺ ❡❧s❡
✻ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❞♦ r❡t✉r♥ xj ❀
✼ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥ xi ❀

❉❛♥s ❬▲❍✵✺❜❪✱ ◆♦✈❡❧t② ❡st ét❡♥❞✉❡ à ◆♦✈❡❧t②✰✰ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✹✮ ✿ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dp ✭❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❛ été
✢✐♣♣é❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ré❝❡♠♠❡♥t ✭❧✐❣♥❡s ✷✲✸✮ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − dp ✐❧ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡
◆♦✈❡❧t② ✭❧✐❣♥❡s ✺✲✾✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✹ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆♦✈❡❧t②✰✰ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r

❉❛t❛ ✿ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ c ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x à ✢✐♣♣❡r✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dp ❞♦
✸ r❡t✉r♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xk ∈ var(c) t✳q✳ ∀xl ∈ var(c), age(xk) > age(xl)❀

✹ ♦t❤❡r✇✐s❡
✺ xi ← ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt s❝♦r❡ ❞❡ var(c)❀
✻ xj ← ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧✉s ❢♦rt s❝♦r❡ ❞❡ var(c)❀
✼ ✐❢ ∃xk ∈ var(c) s✳t✳ age(xk) < age(xi) t❤❡♥ r❡t✉r♥ xi ❀
✽ ❡❧s❡
✾ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❞♦ r❡t✉r♥ xj ❀

✶✵ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥ xi ❀

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ p ❡t dp ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ tr❛✐té❡ ❡t s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à
❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❍♦♦s ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❬❍♦♦✵✷❪ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❛ été ét❡♥❞✉ ♣❛r
▲✐ ❡t ❍✉❛♥❣ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dp ❬▲❍✵✺❜❪✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♥✬❛ ♣❛s été
ré❞✉✐t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✐♣s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ❡t dp s♦♥t ❛✉❣♠❡♥té❡s
♣♦✉r ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ré❞✉✐t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té à ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s
❢❛❧s✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈❛❧✉é❡s✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❝❤♦✐s✐t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s
❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt ♣♦✐❞s✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❧❛✉s❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✶✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

❛❥♦✉té ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ t❛❜♦✉✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t t❛❜♦✉✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞✉ t❛❜♦✉ ❡st ✜①é❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t à
✵✱✾ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

✾✳✷ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛❥♦✉té à ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t
à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✱ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦❧✈❡✉r
✐♥❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✿ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té à s✉r♠♦♥t❡r ❡st ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡
✭q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✮ ❞❛♥s ❆❞❛♣t◆♦✈✲
❡❧t②✰✰✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ tr❛✈❛✐❧❧❡♥t s✉r ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧èt❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡✱ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ♠❛✐♥t✐❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡✉① ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ✿ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭IRL✮ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ♣❛r ❙❯P ✭ISUP ✮✳
❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st r❡♠♣❧✐❡ ♣❛r ❧❡s ✢✐♣s ré❛❧✐sés ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦✲
❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❙❆❚ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿
✭✶✮ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ ISUP ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢❛✐t❡s ❡t ❞é❢❛✐t❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✭✷✮ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s✉♣♣r✐♠❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝❧❛✉s❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ▼P❙ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ✢✐♣s ré❛❧✐sés ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈❛❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥ l ❞❡ ISUP ❞❛♥s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ✿ s✐ l ❡st ❛❥♦✉té à ISUP ♦✉ s✐ ❡❧❧❡ ♣r♦✈♦q✉❡
✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ✭✐✳❡✳ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ {l, l1, . . . lk}
t❡❧❧❡ q✉❡ l1, . . . , lk ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ISUP ❡t s♦♥t t♦✉s ♣❧✉s ré❝❡♥ts q✉❡ l✳

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥✲
t❡r♣rét❛t✐♦♥ ISUP ✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞ét❡❝té ✭✐✳❡✳ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ c ❢❛❧s✐✜é❡
♣❛r ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞é❞✉✐t❡s ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✮✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❡st
❛♥❛❧②sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠é
♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳
▲❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✈❛♥t❡ ❛❥♦✉té❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t tr❛♥s❢♦r♠é ❡st ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❢❛❧s✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ISUP ✳ ❈❡s ét❛♣❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ré❛❧✐sé❡s
♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♥✐ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❙ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ♥✐ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ q✉✐ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛♣rès ❧❡s
tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝♦♥✲
trô❧❡ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ✭✶✮ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à s♦♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ✭✷✮ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❡✉① ❧✐✲

✶✻✺



✾✳✷✳ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

♠✐t❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❧✐♠✐t❡r s❛ t❛✐❧❧❡ ❛♣rès
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ▲✐♠❙❯P ❡t ▲✐♠▼❘✳

✖ ▲✐♠❙❯P ❞é✜♥✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✱
❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✱ ❙❯P
♥✬❡st ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✭❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s✮ ❡t s❡✉❧❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs< 1✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✳

✖ ▲✐♠▼❘ ❞é✜♥✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉t♦r✐sé❡ ❞❡s rés♦❧✈❛♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❧❛✉s❡ ❞✉
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞é♣❛ssé❡✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡t ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦ré✳

❈♦♠♠❡ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✱ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ r❡❧❛♥❝❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛♣rès ▼❛①❋❧✐♣s∗|Φ| ✢✐♣s✳ ■❧ ✐♥❝❧✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s✱ t♦✉s ❞❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✺ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳
❉❛t❛ ✿ Φ✱ ▼❛①❘❡❧❛♥❝❡s✱ ▼❛①❋❧✐♣s✱ ▲✐♠▼❘ ❛♥❞ ▲✐♠❙❯P ✳
❘❡s✉❧t ✿ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (OPT, IOPT ) ❛✈❡❝ IOPT ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t OPT ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r IOPT ♦✉
■◆❈❖◆◆❯ s✐ ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✳

✶ ❜❡❣✐♥
✷ IOPT ← ∅ ❀ OPT ←

∑

c∈Φ poids(c)❀
✸ Φ′ ← Φ ❀ ISUP ← ∅❀
✹ ❢♦r j ← 1 t♦ ▼❛①❘❡❧❛♥❝❡s ❞♦
✺ IRL ←✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥❴❝♦♠♣❧èt❡❴❛❧é❛t♦✐r❡✭✮❀
✻ ❢♦r k ← 1 t♦ ▼❛①❋❧✐♣s∗|Φ| ❞♦
✼ ✐❢

∑

c∈Φ′, c|IRL
=�

poids(c) < OPT t❤❡♥

✽ OPT ←
∑

c∈Φ′, c|I=�
poids(c)❀

✾ IOPT ← IRL❀

✶✵ c← ❝❤♦✐①❴❝❧❛✉s❡❴❢❛❧s✐❢✐é❡✭Φ|IRL
✮❀

✶✶ x← ❝❤♦✐①❴✈❛r✐❛❜❧❡❴à❴❢❧✐♣♣❡r✭c✮❀
✶✷ IRL ← ❢❧✐♣✭IRL, x✮❀
✶✸ ISUP ← ❛❢❢❡❝t❡✭ISUP , l✮❀
✶✹ ✐❢ |Φ′| <▲✐♠❙❯P∗|Φ| t❤❡♥
✶✺ ✴✴ l ❡st ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à x ♠♦❞✉❧♦ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s IRL

G = (V,A)←❙❯P∗✭Φ|I✮❀
✶✻ ✇❤✐❧❡ � ∈ V ❞♦
✶✼ G′ = (V ′, A′)←❝♦♥✈❡rs✐♦♥❴❣r❛♣❤❡❴✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s❴♣❧❡✐♥✭G✮❀
✶✽ ψ ←❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ′✱G′✮❀
✶✾ ✐❢ taille❴resolvant ≤ ▲✐♠▼❘∗min{|c|, c ∈ ψ} t❤❡♥
✷✵ Φ′ ←tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭Φ′✱ψ✮❀

✷✶ G = (V,A) ← ❙❯P∗✭Φ|I✮❀

✷✷ ✐❢ OPT ≤
∑

c∈ΦS
poids(c) t❤❡♥ r❡t✉r♥ (OPT, IOPT ) ❀

✷✸ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ■◆❈❖◆◆❯ ❀

✶✻✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✺✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r OPT ✱
IOPT ❡t ISUP ✭❧✐❣♥❡s ✷✲✸✮✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r▼❛①❘❡❧❛♥❝❡s ét❛♣❡s✱ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡
s✉✐t✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ IRL ✭❧✐❣♥❡ ✺✮✳
P♦✉r ▼❛①❋❧✐♣s∗|Φ| ét❛♣❡s✱ ✐❧ ♠❡t à ❥♦✉r OPT ❡t IOPT ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t ✭❧✐❣♥❡s ✼✲✾✮ ♣✉✐s ✐❧
❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ q✉✬✐❧ ✢✐♣♣❡ ✭❧✐❣♥❡s ✶✵✲✶✷✮✳ P✉✐s ✐❧
❛❥♦✉t❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ISUP ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝✲
t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❢❢❡❝t❡✭✮✱ ❧✐❣♥❡ ✶✸✮✳ ❙✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Φ′ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛r ▲✐♠❙❯P ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧❡ Φ✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❯P∗✭✮✱ ❧✐❣♥❡ ✶✻✮✳
❚❛♥t q✉❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰
tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧❡✐♥ ❡♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥✈❡rs✐♦♥❴❣r❛♣❤❡❴✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s❴♣❧❡✐♥✭✮✱ ❧✐❣♥❡ ✶✽✮ q✉✬✐❧ ❛♥❛❧②s❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ψ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t s♦✉s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ISUP ✭❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥str✉❝t✐♦♥❴s♦✉s❴❡♥s❡♠❜❧❡❴✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✭✮✱ ❧✐❣♥❡ ✶✾✮✳ ❙✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ rés♦❧✲
✈❛♥t❡ q✉✐ s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à
▲✐♠▼❘ ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ψ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ψ s♦♥t tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❧✐❣♥❡ ✷✵✲✷✶✮✳ ❈❡s ét❛♣❡s s♦♥t ré♣été❡s t❛♥t q✉❡ ❙❯P ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ (OPT, IOPT ) s✐ IOPT
s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ■◆❈❖◆◆❯ s✐♥♦♥ ✭❧✐❣♥❡s ✷✸✲✷✹✮✳

✾✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♥♦✉s ♦♣t✐♠✐s♦♥s
❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ❞❡✉① s♦❧✈❡✉rs ❛✈❡❝
q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

✾✳✸✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

▲❡s t❡sts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r ✉♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡①tr❛✐t ❞❡
❝❡✉① ❞❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✷✵✶✶ ❡t ✷✵✶✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✻✾✹ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✶✺✵
✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ▼❛①✲✷✲❙❆❚✱ ✶✺✵ ♥♦♥✲✈❛❧✉é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ▼❛①✲✸✲❙❆❚✱ ✶✻✼
♥♦♥✲✈❛❧✉é❡s ❝r❛❢t❡❞ ▼❛①✲✷✲❙❆❚✱ ✽✵ ✈❛❧✉é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ▼❛①✲✷✲❙❆❚✱ ✽✵ ✈❛❧✉é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
▼❛①✲✸✲❙❆❚ ❡t ✻✺ ✈❛❧✉é❡s ❝r❛❢t❡❞ ▼❛①✲✷✲❙❆❚✳ ❈❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡s ▼❛①✲❙❆❚ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ✜①é à ✾✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❡st ❧❛♥❝é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✭✉♥ s❡✉❧ r✉♥✮✳ ▲❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡s t❡sts s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❛ été tr♦✉✈é✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♦♣t✐♠❛ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s
❛✈❡❝ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♣❧❡ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▲♦rsq✉✬❛✉❝✉♥ s♦❧✈❡✉r ❝♦♠♣❧❡t
♥✬❡st ♣❛r✈❡♥✉ à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡✐♥t❡✱ q✉❡
❝❡ s♦✐t ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❝♦♠♣❧❡t ♦✉ ♣❛r ✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳✷✳ ◗✉❛♥❞ ❞❡✉① s♦❧✈❡✉rs ✭♦✉ ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s♦❧✈❡✉r✮ ♦♥t ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s s✉r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✿ ❧❡ t❡♠♣s
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✾✳✸✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

♠é❞✐❛♥ ♠✐s ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✳

✾✳✸✳✶✳✶ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰

◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐é ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✐♣s ♣❛r r❡❧❛♥❝❡ ✭▼❛①❋❧✐♣s✱ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✮✳ ▲❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛ tr♦✉✈és ✭✜❣✉r❡ ✾✳✶❛✮ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s
é❧❡✈é ❛✈❡❝ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ▼❛①❋❧✐♣s ✭❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡t ❞✐① ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✮ ❡t ✐❧ ❞é❝r♦ît ❞♦✉❝❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❡ t❡♠♣s
♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✶❜✮ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
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✭❜✮ ❚❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▼❛①❋❧✐♣s s✉r ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✳

✾✳✸✳✶✳✷ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✿ ❝❡❧✉✐ r❡✲
❧❛t✐❢ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✱ ▼❛①❋❧✐♣s✱ ❡t ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥trô❧❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ▲✐♠❙❯P ❡t ▲✐♠▼❘✳

▼❛①❋❧✐♣s ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛ tr♦✉✲
✈és ✭✜❣✉r❡ ✾✳✷❛✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✢✐♣s ♣❛r r❡❧❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭❡♥tr❡
✺ ❡t ✷✺ ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✮✳ ▲❡ t❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❢♦✐s ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✷❜✮ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬❛✣♥❡r✱ ❡♥ s✐t✉❛♥t
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❞✐①✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ▼❛①❋❧✐♣s ♥✬❛ ♣❛s
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✷ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▼❛①❋❧✐♣s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✐ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s
tr♦✉✈é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♥♦♥ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✷✮✳

▲✐♠❙❯P ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✱
❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ✉♥ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛tt❡✐♥t ♦✉
❞é♣❛ss❡ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✶✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❛♣♣❧✐✲
q✉é❡ ❡t ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t s❛ ✈❛❧❡✉r✱
❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛ tr♦✉✈és ✭✜❣✉r❡ ✾✳✸❛✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à ❞❡✈❡♥✐r st❛❜❧❡ ❛✉t♦✉r
❞❡ ✾✽✱✺✪ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✹✳ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r t❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣✲
t✐♠✉♠ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✸❜✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✽✳ ❉❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡①♣❧✐q✉❛♥t
❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✿ ✭✶✮ tr♦♣ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ♣❛ssé à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t✴♦✉ ✭✷✮ ❧❛ t❛✐❧❧❡
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ r❛❧❡♥t✐t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✸❝
♠♦♥tr❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
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✭❝✮ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s ❣é♥é✲
ré❡s

❋✐❣✉r❡ ✾✳✸ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▲✐♠❙❯P s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳

▲✐♠▼❘ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ■❧ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✉♥
❝❡rt❛✐♥ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❞♦♥♥é✱ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ rés♦❧✈❛♥t ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ▲✐♠▼❘ ❢♦✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❧❛✉s❡ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
✐❣♥♦ré✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❧✐♠✐t❡r
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡t ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s✳ ❆✈❡❝ ❧❛
✈❛❧❡✉r ✶ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛s ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡❝t❡ ♣rès ❞❡
✻✵✪ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s ✭✜❣✉r❡ ✾✳✹❝✮ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ tr♦✉✈❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ q✉❡ s✉r ♠♦✐♥s ❞❡ ✼✵✪ ❞❡s

✶✻✾



✾✳✸✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

✐♥st❛♥❝❡s ✭✜❣✉r❡ ✾✳✹❛✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ▲✐♠❙❯P ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t❡✱
❞♦♥❝ ❙❯P ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t r❛❧❡♥t✐t ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✱ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ tr♦✉✈❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ s✉r
♣❧✉s ❞❡ ✾✺✪ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❞ét❡❝t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✹✵✪ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs t❡♠♣s
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✹❜✮ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
▲✐♠▼❘ ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶✱✺ ❡t ✷✳
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✭❝✮ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s ❣é♥é✲
ré❡s

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▲✐♠▼❘ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳

✾✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧✲
t②✰✰ ❡t ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠✐sés ✭♣♦✉r ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧✲
t②✰✰ ▼❛①❋❧✐♣s = 1 ❡t ♣♦✉r ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ▼❛①❋❧✐♣s = 10✱ ▲✐♠❙❯P = 5 ❛♥❞
▲✐♠▼❘ = 1.5✮✳ ◆♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ tr♦✐s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ✿ ✐r♦ts ❬❙❍❙✵✸❪✱ ❝❝❧s ❬▲❈❲+✶✹❪ ❡t ❞✐st ❬❈▲❚❙✶✹❪✳ ❚♦✉s
♦♥t été ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝❧❛ssés ❧♦rs ❞❡s ▼❛①✲❙❆❚ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré❝❡♥t❡s✳

▲❡s t❡sts s♦♥t ré❛❧✐sés s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥✲♣❛rt✐❡❧❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❝r❛❢t❡❞ ❞✉ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ ❞❡ ❧❛ ▼❛①✲❙❆❚ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✐♥❝❧✉s ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ▼❛①✲❙❆❚
♣❛rt✐❡❧ ❝❛r ♥✐ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ♥✐ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ♥❡ ❧❡s ❣èr❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ét❛♥t ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦ré ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡
♠é♠♦✐r❡ ❛❧❧♦✉és ❛✉① s♦❧✈❡✉r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t ❧✐♠✐tés à r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✸✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t ✸✱✺ ●♦✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡s ▼❛①✲❙❆❚
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡✱ ♥♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r ❞✐① ❢♦✐s s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥s✲
t❛♥❝❡ ✭✶✵ r✉♥s✮✳

✶✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✾✳✶ ❡t ✾✳✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
%O ❡t T ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ r✉♥s ♦ù ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❛ été tr♦✉✈é ❡t
❧❡ t❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
rés✉❧t❛t ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ❣r❛s ❡t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t ❡♥tr❡ ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ■❘❆✲
♥♦✈❡❧t②✰✰ ❡st s♦✉❧✐❣♥é✳

❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ✈s✳ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥t❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✱ tr♦✉✈❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ s✉r ❡♥✈✐r♦♥
✽✸✪ ❞❡s r✉♥s ré❛❧✐sés t❛♥❞✐s q✉✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❧❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❡♥✈✐r♦♥ ✺✻✪ ❞✬❡♥tr❡
❡✉①✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❛rq✉é s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♠❛①✲✷✲s❛t ✭❡✳❣✳ ♠s✴❝r❛❢t❡❞✴❜✐✲
♣❛rt✐t❡✱ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠❛①✷s❛t ♦✉ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠✐♥✷s❛t✮ ♦ù ❧❡ t❛✉① ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s
❛tt❡✐♥t❡s ♣r♦❣r❡ss❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✰✻✷✱✹✱ ✰✻✺✱✽ ❡t ✰✾✷✱✺ ♣♦✐♥ts ❞❡ ♣♦✉r✲
❝❡♥t❛❣❡✮✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♠❛①✲k✲s❛t ❛✈❡❝ k > 2 ✭❡✳❣✳ ♠s✴r❛♥❞♦♠♥✴❤✐❣❤❣✐rt
♦✉ ♠s✴r❛♥❞♦♠✴♠❛①✸s❛t✮ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❡ t❛✉① ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s
❛tt❡✐♥t❡s ❡st ré❞✉✐t✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ❞✬■❘❆♥♦✈✲
❡❧t②✰✰✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s %O ❡t T ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✉r✲
❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ r✉♥s ♦ù ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ été tr♦✉✈é❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳

❈❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰

✪❖ ❚ ✪❖ ❚

♠
s
❝r
❛
❢t
❡❞ ❜✐♣❛rt✐t❡ ✵✱✹✪ ✷✶✸✱✷✾ ✻✷✱✽✪ ✶✹✾✱✸✺

♠❛①❝✉t ✾✶✪ ✻✱✹ ✾✻✱✹✪ ✵✱✸✼

s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ✽✪ ✷✼✹✱✽✺ ✷✵✪ ✹✶✱✼✷

r❛
♥
❞
♦
♠

❤✐❣❤❣✐rt❤ ✾✹✱✹✪ ✶✺✱✹✶ ✽✻✱✸✪ ✾✾✱✺✽

♠❛①✷s❛t ✵✱✷✪ ✷✾✺✱✶✽ ✻✻✪ ✶✻✻✱✵✶

♠❛①✸s❛t ✶✵✵✪ ✵✱✹✶ ✶✵✵✪ ✸✱✵✹

♠✐♥✷s❛t ✵✱✷✪ ✸✷✻✱✻✼ ✾✷✱✼✪ ✺✱✶

✇
♠
s

❝r
❛
❢t
❡❞ ❢r❜ ✷✾✱✹✪ ✺✷✱✾✶ ✷✾✱✹✪ ✽✹✱✸✼

r❛♠s❡② ✻✽✪ ✹✱✵✽ ✻✶✱✸✪ ✷✹✱✻✻

✇♠❛①❝✉t ✾✺✱✹✪ ✵✱✷✷ ✾✻✱✸✪ ✵✱✹✷

r❛
♥
❞ ✇♠❛①✷s❛t ✽✽✱✸✪ ✾✱✵✽ ✾✺✪ ✷✹✱✹✾

✇♠❛①✸s❛t ✾✼✱✺✪ ✵✱✶✶ ✾✼✱✺✪ ✵✱✾✽

❊♥s❡♠❜❧❡ ✺✺✱✺✪ ✶✱✾✺ ✽✸✪ ✶✾✱✼✼

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱
♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉✬■❘❆♥♦✈✲
❡❧t②✰✰✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❞❡✉① ❢❛✐ts ✿ ✭✶✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❡st ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s✱ ▲✐♠❙❯P ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s t♦✉t❡s ♣r❡♠✐èr❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✮ ❡t
❞♦♥❝ ♣❡✉t r❡t❛r❞❡r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡t ✭✷✮ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ r❛❧❡♥t✐t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞é❝❡✈❛♥ts ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♠❛①✲k✲s❛t ❛✈❡❝ k > 2
♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s ♣❡r♠❡t
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ➚ ♣❛rt ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭q✉❛♥❞
♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ré❢✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ❝♦♠♠✉♥s✮✱ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s rés♦❧✈❛♥ts ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s é❣❛❧❡s

✶✼✶



✾✳✸✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

✭❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✷✮ ♦✉ s✉♣ér✐❡✉r❡s ✭❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡s > 2✮ à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❙✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲✷✲❙❆❚✱ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢réq✉❡♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ❡t ✈✐❞❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ✈✐s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s ❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ♣❛ss❡ ❞✉ t❡♠♣s à tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ s❛ t❛✐❧❧❡✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❣é♥ér❡r ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s ❡t ❞♦♥❝
s❛♥s s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ tr♦✉✈❡ ❡t
tr❛♥s❢♦r♠❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s ❡st ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛r❢♦✐s ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐✲
♠❛❧✐té ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ▼❛①✲❙❆❚ ❝♦♠♣❧❡ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝❛s ❡st r❛r❡ ❡t ♥❡
❝♦♥❝❡r♥❡ q✉✬✉♥❡ ♣♦✐❣♥é❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛②❛♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬♦♣t✐♠❛ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❢❛❧s✐✜é❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✺ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ✭❡①♣r✐♠é❡ ❡♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✺❛✮ ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰✱ ❡①❝❡♣té s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✇♠s✴❝r❛❢t❡❞✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✈❡✉rs tr♦✉✈❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✺❜✮ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
♣♦✉r ❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ q✉❡ ♣♦✉r ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✈s✳ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ■❘❆✲
♥♦✈❡❧t②✰✰ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❧♦❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞érés✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬♦♣t✐♠❛ ❛tt❡✐♥ts ♦✉ ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❩❘▲✵✸❪ ♦✉
❈❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬❈▲❚❙✶✹❪ s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❲❛❧❦❙❛t ✭✐✳❡✳ q✉✐ ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡s ✈❛✲

❚❛❜❧❡ ✾✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s %O ❡t T ❞♦♥♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ r✉♥s ♦ù ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ été tr♦✉✈é❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s
♠é❞✐❛♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳

❈❧❛ss❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ ✐r♦ts ❝❝❧s ❉✐st
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❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚
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✭❜✮ ❚❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡ ✭é❝❤❡❧❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ❞✬■❘❆♥♦✈✲
❡❧t②✰✰✳

✶✼✸



✾✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

r✐❛❜❧❡s à ✢✐♣♣❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❢❛❧s✐✜é❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✮ s♦♥t ♣❡✉ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts
s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✾✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰✱ q✉✐
✐♥tè❣r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳ ▲❡s t❡sts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉és ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s
s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♣r♦✉✈❡♥t s❛ r♦❜✉st❡ss❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✬❆❞❛♣t◆♦✈❡❧t②✰✰ ❡t ❞✬■❘❆♥♦✈❡❧t②✰✰ s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

❉❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❛❧ ▼❛①✲❙❆❚ ❡t
♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s♦♥t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ▼❛①✲✸✲❙❆❚✱ ❛✈❡❝
❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ✈✐❞❡s s✉r ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❣✉✐❞❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞é❞✐é❡s✳
◆♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉❡s ✐❝✐ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ à
❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts s✉r ❧❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①✲❙❆❚ ♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ♣♦rté s✉r
s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♠♦✐♥s ❞✬✐♥térêt ❛ été ♣♦rté s✉r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ à ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

✶✼✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠❛①✐✲
♠✉♠ ▼❛①✲❙❆❚✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s é❧❛❜♦ré❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ▼❛①✲❙❆❚✱ ❧❡s
s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥t ♠♦♥trés ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
q✉✬✐❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t s♦♥t très r❡❞♦♥❞❛♥ts ✭❡t ❞♦♥❝ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❡t ✐❧s s♦♥t
✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ ❞❡s ♣✐st❡s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐é ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡✉r
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t à ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ q✉✐ ♦♥t t♦✉t❡s
❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❬❆❍✶✷✱ ❆❍✶✹❞✱ ❆❍✶✹❡✱
❆❍✶✹❛✱ ❆❍✶✹❝✱ ❆❍✶✺❝❪ ❡t ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❬❆❍✶✸✱ ❆❍✶✹❜✱ ❆❍✶✺❛✱ ❆❍✶✺❜✱ ❆❍✶✺❞❪✱ s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❞✉✐t ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
▼P❙✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts
✭♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❯❈❙ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ❝♦♥tr✐❜✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡tt❡
ré❞✉❝t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♠é❧✐♦ré ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✮✱ q✉✐ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s à ♠ê♠❡
❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛✐ss❡r ♣❧✉s ❞❡
❝❧❛✉s❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✐♠✐té ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❝♦♥♥✉s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r
♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❙■❘✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ ✭♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts✳

▲❡ s♦❧✈❡✉r ❛❤♠❛①s❛t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❧♦rs ❞❡ ❧❛▼❛①✲❙❆❚
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✷✵✶✹ ♦ù ✐❧ ❛ été ❝❧❛ssé ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s tr♦✐s ❞❡s ♥❡✉❢s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t
s❡❝♦♥❞ ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❛tr✐è♠❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥✜r♠és ♣❛r ♥♦tr❡ ♣r♦♣r❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐✲

✶✼✺



✾✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♠❡♥t❛❧❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✮✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲

♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦✲
❝❛❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♠ér✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ét❡♥❞✉s à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡
♣❧✉s ❝♦♠♣ét✐t✐❢s✳

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦✉r♥✐ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❡✛❡ts
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✈❡rs ❧❡
❜❛s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡
❤❛✉t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s s❝❤é♠❛s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡①✐st❛♥ts✱ s♦✐t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦t✐❢s ❛✉① s❝❤é♠❛s ❛❝t✉❡❧s s♦✐t
❡♥ é❧❛❜♦r❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡r♦♥s
❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣r✐s❡s ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❯♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉r ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❛♥t q✉❡ ❝❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ r❡st❡
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥
❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥
❝❤❡r❝❤❛♥t à ❝♦♥❝✐❧✐❡r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥ts ❡t ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡✳ ◆♦✉s é❧❛r❣✐r♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡
à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡s s♦❧✈❡✉rs✱ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r à ✐♥✢✉❡r s✉r ❧✬❯P✲rés✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ♣❛r ❧à ♠ê♠❡ s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs✳

❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬à ✉♥ ♥÷✉❞
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭♦✉ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥✮ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉t❡r
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞✉r❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❡r❛✐t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❞❡
t②♣❡ ❈❉❈▲ ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧✉✐ ❛❞❥♦✐♥❞r❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ ✿ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡s ♥♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✜rst ✉♥✐q✉❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❡t ❝❧❛✉s❡ ❛s✲
s❡rt✐✈❡ ❡t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♥✢✐ts✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦❤❛❜✐t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐ss✉❡s ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❝❡❧❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ t②♣❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ▼❛①✲❙❆❚✳ ◆♦✉s ♣r♦❥❡t♦♥s ❞✬✐♥té❣r❡r à ❛❤♠❛①s❛t ❝❡rt❛✐♥❡s
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ s♦❧✈❡✉r✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❛✐❡♥t ✉♥❡
r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✮ ét❛✐❡♥t ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❝❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈❛❧✉é❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡t ❛s♣❡❝t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ét❡♥❞r❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s
❡♥tr❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳

✶✼✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❇✵✾❪ ❙❛♥❥❡❡✈ ❆r♦r❛ ❛♥❞ ❇♦❛③ ❇❛r❛❦✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✿ ❆ ▼♦❞❡r♥
❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶st ❡❞✐t✐♦♥✱
✷✵✵✾✳

❬❆❇●▲✶✷❪ ❈❛r❧♦s ❆♥sót❡❣✉✐✱ ▼❛r✐❛ ▲✉✐s❛ ❇♦♥❡t✱ ❏♦❡❧ ●❛❜às✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ ▲❡✈②✳ ■♠✲
♣r♦✈✐♥❣ s❛t✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①s❛t s♦❧✈❡rs✳ ■♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢
❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✲ ✶✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❈P ✷✵✶✷✱ ◗✉é❜❡❝
❈✐t②✱ ◗❈✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❖❝t♦❜❡r ✽✲✶✷✱ ✷✵✶✷✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ♣❛❣❡s ✽✻✕✶✵✶✱ ✷✵✶✷✳

❬❆❇❍+✵✽❪ ●✐❧❧❡s ❆✉❞❡♠❛r❞✱ ▲✉❝❛s ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❨♦✉ss❡❢ ❍❛♠❛❞✐✱ ❙❛✐❞ ❏❛❜❜♦✉r✱ ❛♥❞
▲❛❦❤❞❛r ❙❛✐s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❍❛♥s
❑❧❡✐♥❡ ❇ü♥✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐s❤✉♥ ❩❤❛♦✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣
✭❙❆❚ ✷✵✵✽✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✾✾✻ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s
✷✶✕✷✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✽✳

❬❆❇▲✵✾❛❪ ❈❛r❧♦s ❆♥sót❡❣✉✐✱ ▼❛r✐❛ ▲✉✐s❛ ❇♦♥❡t✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ ▲❡✈②✳ ❖♥ s♦❧✈✐♥❣ ♠❛①s❛t
t❤r♦✉❣❤ s❛t✳ ■♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ Pr♦❝❡❡✲
❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛t❛❧❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❈❈■❆ ✷✵✵✾✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✶✲✷✸✱ ✷✵✵✾✱ ❱✐❧❛r ❘✉r❛❧ ❞❡
❈❛r❞♦♥❛ ✭❊❧ ❇❛❣❡s✮✱ ❈❛r❞♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ♣❛❣❡s ✷✽✹✕✷✾✷✱ ✷✵✵✾✳

❬❆❇▲✵✾❜❪ ❈❛r❧♦s ❆♥sót❡❣✉✐✱ ▼❛rí❛ ▲✉✐s❛ ❇♦♥❡t✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ ▲❡✈②✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮
♣❛rt✐❛❧ ♠❛①s❛t t❤r♦✉❣❤ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② t❡st✐♥❣✳ ■♥ ❖❧✐✈❡r ❑✉❧❧♠❛♥♥✱ ❡❞✐t♦r✱
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✲ ❙❆❚ ✷✵✵✾✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✺✽✹
♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✷✼✕✹✹✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐✲
❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✾✳

❬❆❇▲✶✵❪ ❈❛r❧♦s ❆♥sót❡❣✉✐✱ ▼❛rí❛ ▲✉✐s❛ ❇♦♥❡t✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ ▲❡✈②✳ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛①s❛t✳ ■♥ ❆❆❆■✱ ♣❛❣❡s ✸✕✽✱ ✷✵✶✵✳

❬❆❇▲✶✸❪ ❈❛r❧♦s ❆♥sót❡❣✉✐✱ ▼❛rí❛ ▲✉✐s❛ ❇♦♥❡t✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ ▲❡✈②✳ ❙❛t✲❜❛s❡❞ ♠❛①s❛t
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✾✻✭✵✮ ✿✼✼ ✕ ✶✵✺✱ ✷✵✶✸✳

❬❆❝❤✵✾❪ ❚♦❜✐❛s ❆❝❤t❡r❜❡r❣✳ ❙❈■P ✿ s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠s✳ ▼❛t❤❡♠❛✲
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✸✸✕✸✻✱ ✷✵✶✷✳

❬❞●❍❩▲✵✺❪ ❙✐♠♦♥ ❞❡ ●✐✈r②✱ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❍❡r❛s✱ ▼❛tt❤✐❛s ❩②t♥✐❝❦✐✱ ❛♥❞ ❏❛✈✐❡r ▲❛rr♦s❛✳
❊①✐st❡♥t✐❛❧ ❛r❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✿ ●❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ ❢✉❧❧ ❛r❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ ✇❡✐❣❤✲
t❡❞ ❝s♣s✳ ■♥ ▲❡s❧✐❡ P❛❝❦ ❑❛❡❧❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❙❛✣♦tt✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡✲
❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
✭■❏❈❆■ ✷✵✵✺✮✱ ♣❛❣❡s ✽✹✕✽✾✳ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❇♦♦❦ ❈❡♥t❡r✱ ✷✵✵✺✳

❬❞●▲▼❙✵✸❪ ❙✐♠♦♥ ❞❡ ●✐✈r②✱ ❏❛✈✐❡r ▲❛rr♦s❛✱ P❡❞r♦ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❙❝❤✐❡①✳ ❙♦❧✲
✈✐♥❣ ♠❛①✲s❛t ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝s♣✳ ■♥ ❋r❛♥❝❡s❝❛ ❘♦ss✐✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞

✶✽✶
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Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✕ ❈P ✷✵✵✸✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✽✸✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✻✸✕✸✼✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱
✷✵✵✸✳

❬❉▲▲✻✷❪ ▼❛rt✐♥ ❉❛✈✐s✱ ●❡♦r❣❡ ▲♦❣❡♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉♦♥❛❧❞ ▲♦✈❡❧❛♥❞✳ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❢♦r t❤❡♦r❡♠✲♣r♦✈✐♥❣✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✺✭✼✮ ✿✸✾✹✕✸✾✼✱
❏✉❧② ✶✾✻✷✳

❬❉P✻✵❪ ▼✳ ❉❛✈✐s ❛♥❞ ❍✳ P✉t♥❛♠✳ ❆ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✼✭✸✮ ✿✷✵✶✕✷✶✺✱ ✶✾✻✵✳

❬❊❙✵✸❪ ◆✐❦❧❛s ❊é♥ ❛♥❞ ◆✐❦❧❛s ❙ör❡♥ss♦♥✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ s❛t✲s♦❧✈❡r✳ ■♥ ❊♥r✐❝♦ ●✐✉♥✲
❝❤✐❣❧✐❛ ❛♥❞ ❆r♠❛♥❞♦ ❚❛❝❝❤❡❧❧❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦✲
♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✭❙❆❚
✷✵✵✸✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✾✶✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✵✷✕✺✶✽✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✳

❬❋▼✵✻❪ ❩❤❛♦❤✉✐ ❋✉ ❛♥❞ ❙❤❛r❛❞ ▼❛❧✐❦✳ ❖♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛①✲s❛t ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥
❆r♠✐♥ ❇✐❡r❡ ❛♥❞ ❈❛r❧❛ P✳ ●♦♠❡s✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦✲
♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✭❙❆❚
✷✵✵✻✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✶✷✶ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✺✷✕✷✻✺✳
❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✻✳

❬❋r❡✾✺❪ ❏✳ ❲✳ ❋r❡❡♠❛♥✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❚♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❡♥♥s②❧✈❛♥✐❛✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❆✱ ❯❙❆✱
✶✾✾✺✳

❬❋❲✾✷❪ ❊✉❣❡♥❡ ❈✳ ❋r❡✉❞❡r ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞ ❏✳ ❲❛❧❧❛❝❡✳ P❛rt✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✳
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✺✽✭✶✕✸✮ ✿✷✶✕✼✵✱ ✶✾✾✷✳

❬●❛❧✼✼❪ ❩✈✐ ●❛❧✐❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛✈✐s✲♣✉t♥❛♠
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✭✶✮ ✿✷✸ ✕ ✹✻✱ ✶✾✼✼✳

❬●❍✶✶❪ ❖❧✐✈❡r ●❛❜❧❡s❦❡ ❛♥❞ ▼❛r✐❥♥ ❍❡✉❧❡✳ ❊❛❣❧❡✉♣ ✿ ❙♦❧✈✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✸✲s❛t ✉s✐♥❣
s❧s ✇✐t❤ ✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ❑❛r❡♠ ❙❛❦❛❧❧❛❤ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❙✐♠♦♥✱ ❡❞✐t♦rs✱
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✲ ❙❆❚ ✷✵✶✶✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✻✾✺
♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✸✻✼✕✸✻✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✶✳

❬●❏✼✾❪ ▼✳ ❘✳ ●❛r❡② ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❙✳ ❏♦❤♥s♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ■♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ✿ ❆ ●✉✐❞❡
t♦ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❲✳ ❍✳ ❋r❡❡♠❛♥✱ ✶✾✼✾✳

❬●❑❑+✶✶❪ ▼❛rt✐♥ ●❡❜s❡r✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥✱ ❘♦❧❛♥❞ ❑❛♠✐♥s❦✐✱ ▼❛① ❖str♦✇s❦✐✱
❚♦rst❡♥ ❙❝❤❛✉❜✱ ❛♥❞ ▼❛r✐✉s ❚❤♦♠❛s ❙❝❤♥❡✐❞❡r✳ P♦t❛ss❝♦ ✿ ❚❤❡ ♣♦ts❞❛♠
❛♥s✇❡r s❡t s♦❧✈✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❆■ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✹✭✷✮ ✿✶✵✼✕✶✷✹✱ ✷✵✶✶✳

❬●❑❑❙✶✷❪ ▼❛rt✐♥ ●❡❜s❡r✱ ❘♦❧❛♥❞ ❑❛♠✐♥s❦✐✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❚♦rst❡♥
❙❝❤❛✉❜✳ ❆♥s✇❡r ❙❡t ❙♦❧✈✐♥❣ ✐♥ Pr❛❝t✐❝❡✳ ❙②♥t❤❡s✐s ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ▼♦r❣❛♥ ✫ ❈❧❛②♣♦♦❧ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✷✵✶✷✳

❬●▲✶✷❪ ❏♦ã♦ ●✉❡rr❛ ❛♥❞ ■♥ês ▲②♥❝❡✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ▼✐❝❤❡❧❛ ▼✐❧❛♥♦✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡
♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✾✹✶✕
✾✺✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✷✳

❬●❧♦✽✾❪ ❋r❡❞ ●❧♦✈❡r✳ ❚❛❜✉ s❡❛r❝❤ ✲ ♣❛rt ✐✳ ❖❘❙❆ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✭✸✮ ✿✶✾✵✕
✷✵✻✱ ❙✉♠♠❡r ✶✾✽✾✳
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❬●♦❧✼✾❪ ❆❧❧❡♥ ❚ ●♦❧❞❜❡r❣✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✼✾✳

❬●P✾✺❪ ❏✉♥ ●✉ ❛♥❞ ❘✳ P✉r✐✳ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝✐r❝✉✐t s②♥t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❜♦♦❧❡❛♥ s❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐t②✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✹✭✽✮ ✿✾✻✶✕✾✼✸✱ ❆✉❣ ✶✾✾✺✳

❬●✈❍▲✵✻❪ ❈❛r❧❛ ●♦♠❡s✱ ❲✐❧❧❡♠✲❏❛♥ ✈❛♥ ❍♦❡✈❡✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❛♥ ▲❡❛❤✉✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢
s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛①✲s❛t✳ ■♥ ❏✳ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❇❡❝❦
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❡✣❝✐❡♥t ♠❛①✲s❛t s♦❧✈✐♥❣✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✼✷✭✷✲✸✮ ✿✷✵✹✕✷✸✸✱ ✷✵✵✽✳

❬▲▲✶✷❪ ❈❤✉ ▼✐♥ ▲✐ ❛♥❞ ❨✉ ▲✐✳ ❙❛t✐s❢②✐♥❣ ✈❡rs✉s ❢❛❧s✐❢②✐♥❣ ✐♥ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r s❛✲
t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❈✐♠❛tt✐ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt♦ ❙❡❜❛st✐❛♥✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚❤❡♦r②
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✕ ❙❆❚ ✷✵✶✷✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✸✶✼ ♦❢ ▲❡❝✲
t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✼✼✕✹✼✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱
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❬▲▼▼P✵✾❪ ❈❤✉ ▼✐♥ ▲✐✱ ❋❡❧✐♣ ▼❛♥②à✱ ◆♦✉r❡❞✐♥❡ ▼♦❤❛♠❡❞♦✉✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ P❧❛♥❡s✳ ❊①✲
♣❧♦✐t✐♥❣ ❝②❝❧❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♠❛①✲s❛t✳ ■♥ ❖❧✐✈❡r ❑✉❧❧♠❛♥♥✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡✲
❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✭❙❆❚ ✷✵✵✾✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✺✽✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✻✼✕✹✽✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✾✳
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❬▲▼P✵✺❪ ❈❤✉ ▼✐♥ ▲✐✱ ❋❡❧✐♣ ▼❛♥②à✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ P❧❛♥❡s✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❛①✲s❛t s♦❧✈❡rs✳ ■♥ P❡t❡r ✈❛♥
❇❡❡❦✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■♥t❡r❛♥t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s
❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❈P ✷✵✵✺✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✼✵✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
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■♥ ❖❢❡r ❙tr✐❝❤♠❛♥ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❙③❡✐❞❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
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❬▲❙❇✵✹❪ ❳✐❛♦ ▲✐✱ ▼❛tt❤✐❛s ❙t❛❧❧♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❋r❛♥❝ ❇r❣❧❡③✳ ❆ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ s❛t s♦❧✲
✈❡r ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✉♥✐t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
■♥ ❊♥r✐❝♦ ●✐✉♥❝❤✐❣❧✐❛ ❛♥❞ ❆r♠❛♥❞♦ ❚❛❝❝❤❡❧❧❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✾✶✾ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✷✼✻✕✷✼✼✳
❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✹✳

❬▲❙❍✵✺❪ ❋ré❞ér✐❝ ▲❛r❞❡✉①✱ ❋ré❞ér✐❝ ❙❛✉❜✐♦♥✱ ❛♥❞ ❏✐♥✲❑❛♦ ❍❛♦✳ ❚❤r❡❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡s
❢♦r t❤❡ s❛t ❛♥❞ ♠❛①✲s❛t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ▲❡s❧✐❡ P❛❝❦ ❑❛❡❧❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r♦
❙❛✣♦tt✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✲ ■❏❈❆■✬✵✺✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✶✾✷✳ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❇♦♦❦ ❈❡♥t❡r✱
✷✵✵✺✳

❬▲❲▲✶✷❪ ❈❤✉ ▼✐♥ ▲✐✱ ❲❛♥①✐❛ ❲❡✐✱ ❛♥❞ ❨✉ ▲✐✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❢
❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❈✐♠❛tt✐
❛♥❞ ❘♦❜❡rt♦ ❙❡❜❛st✐❛♥✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
❚❡st✐♥❣ ✕ ❙❆❚ ✷✵✶✷✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✸✶✼ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
♣❛❣❡s ✹✼✾✕✹✽✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✷✳

❬▼❉▼✶✹❪ ❆♥tó♥✐♦ ▼♦r❣❛❞♦✱ ❈❛r♠✐♥❡ ❉♦❞❛r♦✱ ❛♥❞ ❏♦❛♦ ▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛✳ ❈♦r❡✲❣✉✐❞❡❞
♠❛①s❛t ✇✐t❤ s♦❢t ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❇❛rr② ❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡
♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❈P ✷✵✶✹✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✻✺✻ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✻✹✕✺✼✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✹✳

❬▼❍▼✶✷❪ ❆♥tó♥✐♦ ▼♦r❣❛❞♦✱ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❍❡r❛s✱ ❛♥❞ ❏♦ã♦ ▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
t♦ ❝♦r❡✲❣✉✐❞❡❞ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠❛①s❛t✳ ■♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✲ ❙❆❚ ✷✵✶✷ ✲ ✶✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❚r❡♥t♦✱
■t❛❧②✱ ❏✉♥❡ ✶✼✲✷✵✱ ✷✵✶✷✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ♣❛❣❡s ✷✽✹✕✷✾✼✱ ✷✵✶✷✳

❬▼▼✵✽❪ ❏♦ã♦ ▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❱❛s❝♦ ▼✳ ▼❛♥q✉✐♥❤♦✳ ❚♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✲ ❙❆❚ ✷✵✵✽✱ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡✱ ❙❆❚ ✷✵✵✽✱ ●✉❛♥❣③❤♦✉✱ ❈❤✐♥❛✱ ▼❛② ✶✷✲✶✺✱ ✷✵✵✽✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ♣❛❣❡s
✷✷✺✕✷✸✵✱ ✷✵✵✽✳

❬▼▼▲✶✵❪ ❱❛s❝♦ ▼✳ ▼❛♥q✉✐♥❤♦✱ ❘✉❜❡♥ ▼❛rt✐♥s✱ ❛♥❞ ■♥ês ▲②♥❝❡✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣
✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❜♦♦❧❡❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✲ ❙❆❚ ✷✵✶✵✱ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡✱ ❙❆❚ ✷✵✶✵✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ❯❑✱ ❏✉❧② ✶✶✲✶✹✱ ✷✵✶✵✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ♣❛❣❡s
✶✽✶✕✶✾✸✱ ✷✵✶✵✳

❬▼▼▲✶✷❪ ❘✉❜❡♥ ▼❛rt✐♥s✱ ❱❛s❝♦ ▼✳ ▼❛♥q✉✐♥❤♦✱ ❛♥❞ ■♥ês ▲②♥❝❡✳ ❖♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ▲✉❝ ❉❡ ❘❛❡❞t✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❇❡ss✐èr❡✱ ❉✐❞✐❡r
❉✉❜♦✐s✱ P❛tr✐❝❦ ❉♦❤❡rt②✱ P❛♦❧♦ ❋r❛s❝♦♥✐✱ ❋r❡❞r✐❦ ❍❡✐♥t③✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❏✳ ❋✳
▲✉❝❛s✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❊❈❆■ ✷✵✶✷✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✹✷ ♦❢ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s ✾✶✸✕✾✶✹✳ ■❖❙ Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✳

❬▼▼▲✶✸❪ ❘✉❜❡♥ ▼❛rt✐♥s✱ ❱❛s❝♦ ▼✳ ▼❛♥q✉✐♥❤♦✱ ❛♥❞ ■♥ês ▲②♥❝❡✳ ❈♦♠♠✉♥✐t②✲❜❛s❡❞
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r ♠❛①s❛t s♦❧✈✐♥❣✳ ■♥ ❆❧❧❡♥ ❱❛♥ ●❡❧❞❡r ▼❛tt✐ ❏är✈✐s❛❧♦✱ ❡❞✐t♦r✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✭❙❆❚ ✷✵✶✸✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✾✻✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✽✷✕✶✾✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✸✳
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❬▼▼▲✶✹❪ ❘✉❜❡♥ ▼❛rt✐♥s✱ ❱❛s❝♦ ▼❛♥q✉✐♥❤♦✱ ❛♥❞ ■♥ês ▲②♥❝❡✳ ❖♣❡♥✲✇❜♦ ✿ ❆ ♠♦❞✉❧❛r
♠❛①s❛t s♦❧✈❡r✱✳ ■♥ ❈❛rst❡♥ ❙✐♥③ ❛♥❞ ❯✇❡ ❊❣❧②✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✶✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
❚❡st✐♥❣ ✭❙❆❚ ✷✵✶✹✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✺✻✶ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
♣❛❣❡s ✹✸✽✕✹✹✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ✷✵✶✹✳

❬▼▼❙P✵✾❪ ❱❛s❝♦ ▼❛♥q✉✐♥❤♦✱ ❏♦❛♦ ▼❛rq✉❡s✲❙✐❧✈❛✱ ❛♥❞ ❏♦r❞✐ P❧❛♥❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜♦♦❧❡❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❖❧✐✈❡r ❑✉❧❧♠❛♥♥✱ ❡❞✐t♦r✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✲ ❙❆❚ ✷✵✵✾✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✺✽✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✾✺✕✺✵✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱
✷✵✵✾✳

❬▼▼❩+✵✶❪ ▼❛tt❤❡✇ ❲✳ ▼♦s❦❡✇✐❝③✱ ❈♦♥♦r ❋✳ ▼❛❞✐❣❛♥✱ ❨✐♥❣ ❩❤❛♦✱ ▲✐♥t❛♦ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞
❙❤❛r❛❞ ▼❛❧✐❦✳ ❈❤❛✛ ✿ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❛t s♦❧✈❡r✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✸✽t❤ ❉❡s✐❣♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❉❆❈ ✷✵✵✶✮✱ ♣❛❣❡s ✺✸✵✕✺✸✺✳
❆❈▼✱ ✷✵✵✶✳

❬▼♦r✾✸❪ P❛✉❧ ▼♦rr✐s✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦♦✉t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡s❝❛♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ■♥
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❬❯❙✾✹❪ ❚♦♠ás ❊✳ ❯r✐❜❡ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❊✳ ❙t✐❝❦❡❧✳ ❖r❞❡r❡❞ ❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s
❛♥❞ t❤❡ ❞❛✈✐s✲♣✉t♥❛♠ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
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❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝s✱ ❈❈▲ ✬✾✹✱ ♣❛❣❡s ✸✹✕✹✾✱
▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ❯❑✱ ✶✾✾✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬❱●✶✶❪ ❆❧❧❡♥ ❱❛♥ ●❡❧❞❡r✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥✢✐❝t✲❝❧❛✉s❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❢♦r s❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐t② s♦❧✈❡rs✳ ■♥ ❑❛r❡♠ ❙❛❦❛❧❧❛❤ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❙✐♠♦♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❛t✐s✲
✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣ ✭❙❆❚ ✷✵✶✶✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✻✾✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✷✾✕✸✹✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✶✳

❬✈▼✈◆✵✺❪ ❍❛♥s ✈❛♥ ▼❛❛r❡♥ ❛♥❞ ▲✐♥❞❛ ✈❛♥ ◆♦r❞❡♥✳ ❙✉♠s ♦❢ sq✉❛r❡s✱ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❋❛❤✐❡♠ ❇❛❝❝❤✉s ❛♥❞ ❚♦❜② ❲❛❧s❤✱ ❡❞✐t♦rs✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❚❡st✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✺✻✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
♣❛❣❡s ✷✾✹✕✸✵✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✺✳

❬❲❋✾✻❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ❛♥❞ ❊✉❣❡♥❡ ❈✳ ❋r❡✉❞❡r✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛✈✐s✲♣✉t♥❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦✲
❜❧❡♠s✳ ■♥ ❉❛✈✐❞ ❙✳ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆✳ ❚r✐❝❦✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈❧✐q✉❡s✱ ❈♦❧♦✲
r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙❡❝♦♥❞ ❉■▼❆❈❙ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✻ ♦❢ ❉■▼❆❈❙ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✽✼✕✻✶✺✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦✲
❝✐❡t②✱ ✶✾✾✻✳

❬❲❲✾✾❪ ❩❤❡ ❲✉ ❛♥❞ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲✳ ❲❛❤✳ ❚r❛♣ ❡s❝❛♣✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❤❛r❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❏✐♠ ❍❡♥❞❧❡r ❛♥❞ ❉❡✈✐❦❛ ❙✉❜r❛♠❛♥✐❛♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡✲
❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙✐①t❡❡♥t❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞
❊❧❡✈❡♥t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✲
❆❆❆■✴■❆❆❆✬✾✾✱ ♣❛❣❡s ✻✼✸✕✻✼✽✳ ❆❆❆■ Pr❡ss ✴ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✾✾✳

❬❲❲✵✵❪ ❩❤❡ ❲✉ ❛♥❞ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲✳ ❲❛❤✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❣❧♦❜❛❧✲s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✐♥
❞✐s❝r❡t❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❤❛r❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙❡✈❡♥t❡❡♥t❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐✲
❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚✇❡❧❢t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ♦♥ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❏✉❧② ✸✵ ✲ ❆✉❣✉st ✸✱ ✷✵✵✵✱ ❆✉st✐♥✱ ❚❡①❛s✱ ❯❙❆✳✱ ♣❛❣❡s ✸✶✵✕✸✶✺✱
✷✵✵✵✳

❬❳❘❙✵✷❪ ❍✉✐ ❳✉✱ ❘♦❜ ❆✳ ❘✉t❡♥❜❛r✱ ❛♥❞ ❑❛r❡♠ ❙❛❦❛❧❧❛❤✳ s✉❜✲s❛t ✿ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
r❡❧❛①❡❞ ❜♦♦❧❡❛♥ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ r♦✉t✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✷✵✵✷ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❤②s✐❝❛❧ ❉❡s✐❣♥ ✭■❙P❉ ✷✵✵✷✮✱ ♣❛❣❡s
✶✽✷✕✶✽✼✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✷✳

❬❳❩✵✺❪ ❩❤❛♦ ❳✐♥❣ ❛♥❞ ❲❡✐①✐♦♥❣ ❩❤❛♥❣✳ ▼❛①s♦❧✈❡r ✿ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✻✹✭✶✲✷✮ ✿✹✼✕
✽✵✱ ✷✵✵✺✳

❬❨❛♥✾✷❪ ▼✐❤❛❧✐s ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✳ ❖♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐✲
❧✐t②✳ ■♥ ●r❡❣ ◆✳ ❋r❡❞❡r✐❝❦s♦♥✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ❆♥♥✉❛❧
❆❈▼✴❙■●❆❈❚✲❙■❆▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❖❉❆ ✶✾✾✷✮✱
♣❛❣❡s ✶✕✾✳ ❆❈▼✴❙■❆▼✱ ✶✾✾✷✳

❬❨❛♥✾✹❪ ▼✐❤❛❧✐s ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✳ ❖♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✶✼✭✸✮ ✿✹✼✺✕✺✵✷✱ ✶✾✾✹✳
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❬❨■✾✽❪ ▼✉ts✉♥♦r✐ ❨❛❣✐✉r❛ ❛♥❞ ❚♦s❤✐❤✐❞❡ ■❜❛r❛❦✐✳ ❊✣❝✐❡♥t ✷ ❛♥❞ ✸✲✢✐♣ ♥❡✐❣❤❜♦✲
r❤♦♦❞ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ♠❛① s❛t✳ ■♥ ❲❡♥✲▲✐❛♥ ❍s✉ ❛♥❞ ▼✐♥❣✲❨❛♥❣
❑❛♦✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ✭❈❖❈❖❖◆ ✶✾✾✽✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✹✹✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✵✺✕✶✶✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✽✳

❬❨■✵✶❪ ▼✳ ❨❛❣✐✉r❛ ❛♥❞ ❚✳ ■❜❛r❛❦✐✳ ❊✣❝✐❡♥t ✷ ❛♥❞ ✸✲✢✐♣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❛r❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ♠❛① s❛t ✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡✉r✐st✐❝s✱
✼ ✿✹✷✸✕✹✹✷✱ ✷✵✵✶✳

❬❩▲▼❆✶✷❪ ❩❤✉ ❩❤✉✱ ❈❤✉ ▼✐♥ ▲✐✱ ❋❡❧✐♣ ▼❛♥②à✱ ❛♥❞ ❏♦s❡♣ ❆r❣❡❧✐❝❤✳ ❆ ♥❡✇ ❡♥❝♦❞✐♥❣
❢r♦♠ ♠✐♥s❛t ✐♥t♦ ♠❛①s❛t✳ ■♥ ▼✐❝❤❡❧❛ ▼✐❧❛♥♦✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡
♦❢ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✺✺✕
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