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Introduction générale

Avec I'avénement des ordinateurs, nous sommes aujourdihenés a manipuler des données d’'une
complexité croissante et de plus en plus nombreuses. Umgonoge peut aisément atteindre plusieurs
centaines de milliers de lignes, les processeurs se misiati mais effectuent des opérations de plus
en plus complexes, les compagnies aériennes veulent regoiptnieux leur avionsetc. De tels exem-
ples existent dans a peu prés tous les domaines possiblesaghables. Dés lors, la vérification des
programmes, des micro-processeurs ou encore l'allocatiomieux des sieges des compagnies aéri-
ennes ne peuvent plus étre réalisées par des humains magntditre automatisés. Cette automatisation
nécessite une modélisation du probléme initial, puis uorélgne permettant de résoudre le probléme
ainsi modélisé. Une alternative a I'élaboration d’alduries dédiés a un type de probléeme consiste a
utiliser la programmation par contraintes. En effet, elastitue un paradigme de résolution trés puis-
sant permettant de modéliser de nombreux problemes (doekEmples cités ci-dessus). Le probléme
SAT, pour «SATisfiability» et le probléemecspk, pour «Constraint Satisfaction Problemsssont tous les
deux des thémes majeurs de la programmation par contrairggsincipal avantage de ces paradigmes
est la séparation entre la partie modélisation et la pa¥tielution. Une fois le probléme modélisé, il est
possible d'utiliser un des nombreux solveurs existant deeemmunauté pour le résoudre. C’est ainsi
que, depuis plusieurs années, des chercheurs se focalisdiaimélioration des techniques de résolution
pour les problemesAT et csk. Cette alternative a donné de trés bons résultats danstigugraquelque
fois meilleurs que des démonstrateurs ad-hoc.

La logique propositionnelleX( ) sur laquelle est basée le probleswer est un formalisme
de représentation des plus simplistes. Elle contient unbnerfini de variables qui ne peuvent prendre
que deux valeurs de véritéréi et faux) et utilise les connecteurs logiques classiques(lée ou et
enfin la négatiomon). Malgré sa simpliciti€, le problemgAT, premier probleme a avoir été démontré
NP-comple( ), est un probléme central en théorie de la complexité, masi@n intelligence
artificielle et en démonstration automatique. Cela faitmaiant une dizaine d’années, et I'aveénement
d’'un nouveau type de solveurs (hnommeBcL « Conflict Driven, Clause Learning (

), que le problemesAT est utilisé dans la résolution de problémes extrémemestsite plus
emblématique d’entre eux est la vérification formelle ber@c « Bounded Model Checking(
)) puisqu’il a été parmi les premiers problémes a étre meédivec succés enT. Nous
pouvons encore citer la gestion des dépendances dans lestpatune distribution linux4

) ou encore dans les plugins du logiciel Eclipse: ( )9EnN effet, a
chaque fois qu’'un plugin est installé ou mis a jour dans cécielg un solveursAT, nommeésaT4J
( )y est appelé afin de déterminer s’il n'y a pas de conflits etsgsent les autres

plugins qui doivent également étre installés. Ceci faiestent desat4J le solveursAT le plus utilisé

du monde! Et puis, n'est-ce pas Edmund Clarke, prix Turin@@d7 avec Allen Emerson et Joseph
Sifakis, pour leur travaux sur la vérification formelle, quiit : « Clearly, efficientsAT solving is a key
technology for 21st century computer sciende ). Pour autant, de nombreux challenges
existent encore dans la communauté. L'élaboration de tieswechniques incomplétes se focalisant sur
les instances (ou problémes) non satisfiables en est enapitgatbutiements. Les méthodes hybrides,
combinant deux méthodes de recherche différentes, ne dbtmgours pas les résultats espérés. De
plus, il ne faut pas considérer le problémer comme la seule possibilité et de nombreux problémes
restent encore inabordables pour les solvears

Le problémecsp posséde un formalisme beaucoup plus expressif que le pretdar. Il utilise
des variables qui peuvent prendre un nombre fini de valdupsut également coder les contraintes de
maniére intentionnelle3(x X +4 x y < 4, par exemple) mais également utiliser des contraintesatgsb
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(la contraintealldif étant la plus connue=( J) utilisant des algorithmes dédiés de filtrage. Ainsi,
certains problémes sont inaccessibles aux solvearscar ils nécessitent trop de variables, mais peu-
vent facilement étre résolus a I'aide de solvets® (citons par exemple les probléemes d'allocation de
fréquencesHAPP)). Une extension desp, lescspPpondérés, permet en plus de résoudre des problémes
primordiaux en contrainte : les problémes d’optimisation.

Les probléemesAT et csp sont donc aujourd’hui utilisés quotidiennement dans desailoes trés
variés, par conséquent les solveurs associés doiventdresdeas problemes de plus en plus complexes,
nécessitant I'élaboration constante de nouveaux algoeshde résolution et I'amélioration de ceux déja
existants. Les progrés réalisés tous les deux ans dansngstbonssAT témoignent de ces amélio-
rations PRECOSAT( ) et GLUCOSE ( Yales deux vainqueurs de la
compétition de 2009 auraient respectivement terminé 6&ieee en 2011). Cette thése s'inscrit prin-
cipalement dans cette perspective. Nous hous sommessatel®poser de nouveaux algorithmes et a
améliorer des méthodes existantes dans le cadreLa proximité des formalismesAT et CSP, qui a
toujours permis des transferts de résultats entre ces deurides, nous a également amené a étendre
certains de ces algorithmes au formalisos® Nos contributions s’articulent donc autour de deux prin-
cipaux points : d’'une part, I'hybridation de différents égpde solveurs et de l'autre, I'amélioration des
solveurs de typeDCL.

Ce document est divisé en trois parties. Tout d’abord nausdunisons les notions essentielles a la
compréhension de ce manuscrit : les bases de la théorie dmfaexité, la définition formelle des prob-
IémesSAT et CSP, ainsi que la notion de classes d'instances sont présetitéeitat de I'art concernant
les différents paradigmes de résolution est égalemenii ¢addporithme de recherche locale, approche
compléte, méthode hybride et approche de résolution peradbursar).

La seconde partie est consacrée a nos contributions au dadeerésolution d'un des challenges
proposés paf ( ), qui vise a montrer que la collaboration des deux prineipahéth-
odes de résolution (recherche locale et méthode complépgsde en efficacité chacune d’entre elles
prises séparément. Notre contribution dans ce cadre ebtedoan effet, dans un premier temps, nous
présentons un nouveau concept permettant d’'étendre traiinalyse de conflits telle gu’elle est faite
dans les solveursaT modernes dans le cadre de la recherche localeld ). Ces
travaux ont abouti au développement d’un algorithme, normmss (Conflict Driven Local Searghqui
est présenté et comparé expérimentalement aux meilleld®des connues. Les travaux conduits sur
cette méthode nous ont amené a élaborer un nouveau schérhadition permettant de faire collaborer
efficacement et de maniére bidirectionnelle une méthodedw®erche locale et un algorithme complet
de type recherche en profondeur d’abord. Ce schéma a eastigppliqué et étudié expérimentalement

dans le cadre de la résolution pratique des problésng{SATHYS) et CSP(FAC-SOLVER) (
; C;b, D).

Finalement, dans la troisieme partie, nous proposons danixiloutions s’'intégrant dans le cadre de
la résolution du problemsAT. Notre premiére contribution consiste en une nouvelld¢égia de réduc-
tion de la base de clauses apprises, utilisée classiquatapsties solveursbcL, basée sur I'activation
et la désactivation de clauses au cours de la rechefchiz( ib). Ces travaux ont conduit
a I'élaboration d'une nouvelle mesure, nomnw&ay, permettant de prédire si une clause sera utile pour
la suite de la recherche. La viabilité de ce concept est dé&dmau travers d’'un ensemble d’expérimen-
tations. La seconde contribution s’integre quant a ellesdarcadre de la résolution pratique sleT a
I'aide de la collaboration de plusieurs solvearscL lancés en paralleleX( ;8). Nous
proposons, dans ce cadre, d’ajuster dynamiquement la coaffign d’'un des solveurs lorsqu'il est établi
gu’un autre effectue un travail similaire. Pour cela, nousna décrit une nouvelle mesure permettant
d’estimer si deux unités de calcul explorent de la méme matigspace de recherche développé.
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La programmation par contraintes est un paradigme de tésolines puissant permettant de mod-
éliser de nombreux problémes issu de domaines variés, ueldeg interfaces homme-machine, l'in-
telligence artificielle ou encore la recherche opératilten®ans le cadre de cette thése, nous nous
intéressons a deux formalismes utilisés pour la modétisate ce type de problémes : la logique propo-
sitionnelle et les réseaux de contraintes. Ces dernieragiemt de représenter un probléme par un
ensemble de variables prenant leur valeur dans un ensemi¢ lies par un ensemble de contraintes
mathématiques ou symboligues. Bien que d’apparence rudtine, ces deux formalismes permettent de
modéliser de nombreux problemes réels tels que les probldmplanification & ,

)1de tournées de véhiculesy( , ), de prédire la struc-
ture tridimensionnelle d’'une protéine{ % demodel checking ),
etc.L'utilisation de ces paradigmes permet ainsi de sépareair@éepgmodélisation de la partie résolution.
Résoudre efficacement un probleme repose alors sur I'éabord’algorithmes puissants et consiste le
plus souvent & savoir s'il existe une affectation des valees variables permettant de satisfaire toutes
les contraintes exprimées. Indiquer si une telle solutioste est appelée « probleme de décision ». Les
problémes de satisfaisabilité d’'une formule proposit@len(sAT) et de satisfaction de contraintess@)
sont respectivement les deux probléemes de décision assbt¢iérecherche d’'une solution dans le cas
d’'une formule propositionnelle et d’'un réseau de conteaint

Cette partie se compose de cing chapitres. Le premier cbagst consacré a la présentation des
problémessAT et csk. Aprés avoir introduit quelques notions de complexité ansiuer au mieux
ces deux problémes et leur intérét théorique, nous défiredes deux formalismes que sont la logique
propositionnelle et les réseaux de contraintes. Une fadarenalismes définis, nous donnons certaines
notations, définitions et propriétés utiles a la compréloande la suite de ce manuscrit.

Le second chapitre est consacré a la présentation de lacheHecale. Pour commencer, nous intro-
duisons de maniere générale les principales composaitassalifélaboration de tels algorithmes (notion
de voisinage, minimum local, fonction d’'évaluation) aigsie leur mise en ceuvre pour les problemes
SAT et csp. Nous présentons ensuite différentes stratégies d’éenagt parmi les plus utilisées et une
méthode pour régler dynamiquement les différents parasétilisés dans ce genre d’approche.

Le troisieme chapitre présente les algorithmes completg@stgution et est divisé en deux parties.
Dans la premiére, nous présentons les algorithmes congdets le cadre deAT. Plus précisément,
nous détaillons les différentes méthodes et composaniemticonduit a I'élaboration des solvewssT
modernes. La seconde partie est quant a elle consacréeéaémfation des algorithmes complets dans le
cadrecsk Dans cette derniére, nous nous intéressons plus pagtiement aux algorithmes de recherche
avec retour arriére et aux différentes formes de cohérences

Ensuite, nous consacrons un chapitre a la présentatiogoditdmes hybrides. Nous présentons dans
un premier temps les différents schémas permettant de oemlai recherche locale et une méthode
compléte. Puis nous détaillons quelques approches bagéasgerniers et donnons quelgues exemples
d'implémentation.

Cette partie se termine par un chapitre consacré a la risohlth probléemesAT en paralléle. Aprés
avoir rappelé I'enjeu qu’il y a a résoudsaT de cette maniére, nous introduisons rapidement le concept
d’architecture multi-coeurs et les deux types d’approchiéisés afin de résoudreAT en paralléle.
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E CHAPITRE a pour objectif de présenter les problemes de satisfacgocodtraintessAT et CSk
Nous commencons par quelgues notions de complexité afitude au mieux ces deux problemes.
Ensuite nous définissons les problémes de la satisfatgatbiline formule propositionnellesAT) et d’un
réseau de contraintes$P. Enfin nous consacrons la derniére section a la présemtdés différents
types de problémes pouvant étre encodés a I'aide de cesalenalismes.

1.1 Introduction a la théorie de la complexité

Cette section a simplement pour objectif de situer les praBssAT et cspdans la hiérarchie poly-
nomiale, nous ne rappelons pas I'ensemble des conceptspiqiés nécessaires a la compréhension
de la théorie de la complexité. Pour plus de précisions gaaet domaine, le lecteur pourra se référer
utilement aux ouvrages( X ; ).

La complexité d'un programme est une mesure des ressouéoeEssaires a son exécution. Les
ressources qui sont prises en compte sont, usuellemeamfestet I'espace. La théorie de la complexité
étudie les problémes qui sont calculables avec une cedametité de ressources. Il ne faut pas confon-
dre la complexité d’un probléme avec sa calculabilité. Eetela théorie de la complexité se concentre
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uniquement sur les problémes qui peuvent étre résoluselstiqn étant de savoir s'ils peuvent étre ré-
solus efficacement ou pas en se basant sur une estimatianidthe des ressources nécessaires. Plus
précisément, I'objectif de cette théorie est d’étudievdiétion des ressources nécessaires a la résolution
d’un probleme en fonction de la taille des données fourniesrarée. Autrement dit, étant donnée une
procédureP, la théorie de la complexité s'intéresse a la variation ddulge ou I'espace nécessaire au
calcul deP(n) en fonction de la taille de 'argument

De maniére générale, le temps de calcul est considéré comrasdource la plus significative pour
I'évaluation de la complexité d’un algorithme, la mémoimmsommeée lui étant tres liée. Ainsi dans la
suite de ce manuscrit, lorsqu’il est fait mention de comipdest sauf mention contraire, il est admis que
c’est de la complexité temporelle qu'il s’agit.

1.1.1 Notions de bases

L'évaluation de la complexité en temps des algorithmessemur une définition précise du temps
gui ne dépend pas de la vitesse d’exécution de la machine lai gigalité du code produit par le com-
pilateur. En effet, le temps de calcul obtenu par I'exéeutiuin programme sur une machine donnée
ne refléte pas réellement la difficulté de celui-ci (un protg@éne devient pas plus facile parce qu'un
nouveau processeur est sur le marché). Afin d’estimer plesnémt la complexité d’un algorithme, il
est nécessaire de s’abstraire de cette notion temporglendante du matériel et de considérer le temps
comme le nombre d’opérations élémentaife$n) nécessaires a I'exécution d’un programme pour une
certaine donnée de tailte

Exemple 1.1. Considérons le probléeme qui consiste a décider si un élémsatrouve dans un tableau
trié tab den éléments. Pour réaliser cette recherche il existe plusienéthodes différentes. Parmi ces
derniéres, une approche naive, que nous nhomnigreonsiste a parcourir les éléments dans I'ordre
jusqu’a trouver I'élément recherché. Pour cette méthodlgsipurs cas peuvent se présenter :
— Le meilleur cas est celui ou I'élément recherché se troaves ¢h premiére case du tableau et dans
ce caslp(n) =1;
— Le pire cas est celui ou I'élément est le dernier du tabldadees ce cagp(n) = n;
— Le cas moyen dépend de la répartition probabiliste des ésndu tableau. Dans le cas d’'une
distribution uniforme, le nombre moyen d’opérations paxéaiter le probleme est dg(n) = 5.
En pratique, lorsqu’aucune précision n'est apportéet sa@svent le comportement de I'algorithme
dans le pire des cas qui est étudié. En effet, le nombre ditipés effectuées dans le meilleur des cas
n'apporte aucune information sur le comportement réel algdrithme. Quant a la valeur obtenue en
moyenne, bien que permettant de révéler le comportemerdl = e I'algorithme, elle est difficile a
calculer et dépend fortement d’hypothéses effectuéesslistribution des données.

Définition 1.1 (Complexité algorithmique)Soitn la taille de la donnée en entrée. Un programmest
de complexité)(f(n)) dans le pire des cas s'il existe une certaine constanteco tel que :

lim Te(n) =c
n—soo f(n)

Exemple 1.2. L’algorithme proposé dans I'exemplel est de complexit®(n).

Définition 1.2 (Algorithme polynomial) Soit P un algorithme exécuté sur une entrée de tailleP
est dit polynomial s'il existe un entiértel queP est de complexit®(n?), c’est-a-dire que le nombre
d’opérations nécessaires a la terminaisonRie:) est majoré par un polyndme en la taillede I'entrée.
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En général, la complexité n'est pas donnée de maniere ekacf@atique, seul un ordre de grandeur
asymptotique est calculé. Par exemple, supposons que lbraatfopérations nécessaires a la termi-
naisons d’un programmie sur une donnée de taillesoit précisément de? + 2n + 7. Dans ces condi-
tions, il est admis que le programrReest enO(n?).

Définition 1.3 (Algorithme exponentiel) SoitP un algorithme exécuté sur une entrée de tailld® est
simplement exponentiel s'il existe un réedtrictement supérieur & et un polyndmef (n) enn tels que
P est de complexit®(77(")).

Remarque 1.1.Dans la suite de ce manuscrit, nous utilisons par souci deis@n le terme exponentiel
plutdt que simplement exponentiel.

Du point de vue pratique, il y a une nette différence de tenggédolution entre les algorithmes
polyndémiaux et les algorithmes exponentiels. Afin de dorurez idée de I'ordre de grandeur, nous
reportons sur le tablealil les temps de calculs nécessaires a I'exécution de dif@mogrammes en
fonction de leur complexité.

Complexité | Type de Complexité  n = 10 n =100 n = 1000
O(1) constante 10795 10795 10795
O(log(n)) logarithmique | 2.3 x 1079 | 4.6 x 107%s | 6.9 x 107"
O(n) linéaire 1085 10~7s 1055
O(nlog(n)) linéarithmique | 2.3 x 107%s | 4.6 x 10775 | 6.9 x 107 %s
O(n?) quadratique 10775 10~°s 10735

O(n3) cubique 10 %5 10735 Ls
o(2M) exponentielle 10 %5 1.2 x 10%!s 1030
O(n!) factorielle 3,6 x 10735 | 9.3 x 1085 | 4 x 10285

TaBLE 1.1 — Evolution du temps de calcul en fonction de la compéeditn algorithme et de la taille
des données. Les temps d’exécution sont estimés sur la 6adets par instruction.

Comme nous pouvons l'observer sur le tabléal) les différences de temps nécessaires a la réso-
lution de problémes avec des complexités différentes peétee astronomiques. Plus particulierement
les problémes d’'une complexité exponentielle (et plus) généralement impossibles a réaliser sur des
données de taille raisonnable £ 100). Compte tenu de cette particularité, deux questions sigapt :

— existe-t-il des problemes qui n'admettent pas d’algorétpolynomial ?

— sioui, est-il possible de déterminer gu'un probléme n'adpas d’'algorithme polynomial ?

Ce sont a ces questions que tente de répondre la théorie dmfalexité présentée dans la section
suivante.

1.1.2 La machine de Turing

Les machines de Turing ne sont pas des machines matériefiisébs a étre construites et a étre util-
isées en pratique. Elles fournissent un modéle théoriqueles ordinateurs et les algorithmes. Elles sont
caractérisées par un dispositif qui est commun aux machmdsiring déterministes et aux machines de
Turing non déterministes, et par une fonction de transitioindépend de I'algorithme a représenter. Les
machines de Turing évoluent par étapes successives, appef@as ». Formellement une telle machine
se définit comme suit :

Définition 1.4 (Machine de Turing) La mise en ceuvre concréte d’'une machine de Turing est réaisé
I'aide des éléments suivants (voir figurel pour une illustration) :

11
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1. Un «ruban » divisé en cases consécutives. Chaque casertomh symbole parmi un alphabet
fini 8. L'alphabet contient un symbole spécial « blanc » (b), etuplosieurs autres symboles. Le
ruban est supposé étre de longueur infinie vers la gauche muaeroite, en d'autres termes la
machine doit toujours avoir assez de longueur de ruban ponrexécution. Les cases non encore
écrites du ruban contiennent le symbole « blanc »;

2. Une «téte de lecture/écriture » qui permet de lire et diécles symboles sur le ruban, et de se
déplacer vers la gauche ou vers la droite du ruban;;

3. Un «registre d’état > qui mémorise I'état courant de la machine de Turing. Le naribétats
possibles est toujours fini et il existe un état spécial appeattat de départ » qui est I'état initial
de la machine avant son exécution ;

4. Une «fonction de transitionsqui indique a la machine quel symbole écrire, comment déplac
la téte de lecture@ pour gaucheD pour droite), et quel est le nouvel état, en fonction du syenbo
lu sur le ruban et de I'état courant de la machine. Si aucunt@aa’existe pour une combinaison
donnée d’'un symbole lu et d’'un état courant, la machine &tarr

Unité centrale
Téte de lecture

b|b|b|1|1|0|b|b
3 2 -1 0 1 2 3 4

FIGURE 1.1 — Représentation schématique d’'une machine de Turingjté.centrale contréle 'ensemble
du déroulement du programme et son contenu (fonction dsiti@am) dépend du programme a exécuter.

Un calcul sur une machine de Turing s’effectue de la manidikaste :

— ladonnée d’entrée est placée sur la bande, la téte dedexgtipositionnée sur la premiére case de
la donnée ;

— le programme se déroule suivant la fonction de transiticse éermine lorsqu’une transition con-
duit & un état d’'arrét;;

— le résultat peut alors étre lu sur la bande.

Remarque 1.2.1l est possible que la machine n’atteigne jamais un étatr@il est dans ces conditions
dit que la machine boucle.

Il est & noter que I'ensemble de symbofs'il reste « raisonnable », n’est pas primordial. Afin de
fixer les idées, le lecteur peut provisoirement penser a oixafassique 8 = {0, 1,5} (choix retenu
pour la figurel.l). La spécificité d’'une machine de Turing se fait principad@tnen précisant 'ensemble
& des états et la fonction de transitionsUn « pas » d’une machine de Turing apparait alors en fait
comme la détermination de I'image padu couple(e, ¢), ou e désigne I'état courant etle symbole
contenu dans la case sur laquelle pointe la téte de lectuiteré. C'est d’ailleurs la nature dequi
permet de distinguer entre machine de Turing détermintsteaehine de Turing non déterministe.

Machine de Turing déterministe :  Une machine de Turing est dite déterministe si 'ensembée de
transitions qui lui est associée est constitué de transitt®terministes, c’est-a-dire que la fonction de
transitions décrit une application fonctionnelle. Autesrhdit, pour tout couplée, ¢), oue désigne I'état
courant ety le symbole lu dans la case courante, la fonction de transiti@ssocie un unique triplet
(¢, 4, d) oue représente le nouvel état d’arrivegJe symbole a écrire sur la bande a la place é¢d

le déplacement a effectuer.
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1.1. Introduction a la théorie de la complexité

Machine de Turing non déterministe :  La seule différence entre une machine de Turing déterrainist
et une machine de Turing non déterministe porte sur la foncte transition. Alors que, pour la premiere,
la fonction de transitiom associe un seul triplét’, ¢’, d) a tout couplde, q), t peut en associer plusieurs
pour une machine de Turing non déterministe. Plus formeligma fonction de transition d’'une telle
machine est définie d&x 8 dansP (€ x 8§ x {G, D}). C'est en ce point que réside le caractére aléatoire
de la machine de Turing non déterministe : a chaque pas, plattdéfinissant l'instruction a exécuter
parmi les possibilités associéeséeas) est choisi aléatoirement.

En dépit de la contradiction apparente des termes, une medbiTuring déterministe est un cas par-
ticulier de machine de Turing non déterministe : c'est leprag lequel 'ensemble des triplets possibles
est un singleton quel que soit le cougées).

Bien que d’apparence trés frustres, les machines de Twimgitsent un modéle universel pour les
ordinateurs et les algorithmes. En fait, elles permettentadculer toutes les fonctions récursives la
«thése de Church » (de ce fait présentée parfois comme lae«dle@Church-Turing ») peut se reformuler,
en termes non techniques de la maniére suivante : tout cestjoakeulable I'est avec une machine de
Turing. Plus précisément, il est possible de montrer quedalgul nécessitant un temgign) sur une
machine & accés aléatofrgeut étre traduit sur une machine de Turing effectuant le enéahcul en
tempsO(f(n)%), voire méme?(f(n)3) avec une machine a plusieurs rubans{ )

1

Malgré cette augmentation non négligeable du temps néoegadaexécution d’un programme, cette
propriété permet l'utilisation de la machine de Turing coenréférence dans les définitions théoriques
des classes de complexité.

1.1.3 Classes de complexité des probléemes de décision

Nous allons maintenant nous intéresser a I'utilisationrgues pouvons faire des machines de Turing
pour définir des classes de problemes selon leurs difficmitésséques, ce que I'on appelle de nouveau
complexité (des problémes et non plus des algorithmes).

1.1.3.1 Complexité et probléme de décision

Il est possible de définir la complexité d'un probléme (comémencée précédemment) en fonction
d’'une machine de Turing déterministe. Dans ce cas, la cotibplgpatiale et la complexité temporelle
sont respectivement évaluées en fonction du nombre de dasasban et du nombre de transitions
nécessaires a la résolution du probléeme.

Définition 1.5 (TIME). Un probléme appartient a la classe de complefité\/ E( f(n)) si et seulement
s'il existe une machine de Turing déterministe le résoheamtemps)(f(n)).

Définition 1.6 (SPACE) Un probléme appartient a la classe de comple§t@ACE(f(n)) si et seule-
ment s'il existe une machine de Turing déterministe le késdlen espac&(f(n)).

De maniére générale, la théorie de la complexité ne tragelggoroblémes de décisiqparfois aussi
appelésproblémes de reconnaissangce’est-a-dire posant une question dont la réponse est % Oui

1. Les fonctions récursives désignent la classe des forsotialculables, autrement dit les fonctions dont les valpeuvent
étre calculées a partir de leurs parametres par un procesEsiaique.

2. Les ordinateurs actuels sont congus d'aprés un modéleadbine a acces aléatoire. Ces machines possédant une mé-
moire adressable ont un acces direct a I'information, ear@ment a la machine de Turing qui est obligée de parcoéguen-
tiellement son ruban pour obtenir un résultat interméeiair
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«Non». En effet, de nombreux problémes informatiques paiseréduire a des problémes de décision.
Un probléme dont la réponse n’est ni « Oui» ni « Non » peut &mplement transformé en un probléme
de décision (typiquement « existe-t-il une solution au otz ? »).

Définition 1.7 (Probleme de décision)Un problémell de décision est un probléeme n’ayant que deux
solutions possibles : « Oui» ou « Non ». C'est-a-dire qued&mbleDy; des instances dH peut étre
scindé en deux ensembles disjoints :

1. Y11 : 'ensemble des instances telles qu'il existe un progranameésolvants et répondant « Oui»;
2. Ny : 'ensemble des instances pour lesquelles la réponse esheN

Définition 1.8 (Probléme de décision complémentairkp probléeme complémentaire d'un probleme de
décisionlI est le probleme de décisidif tel que :

Drye = Dy etYie = Nyg.

Dans ce qui suit nous présentons les différentes classasjdexité des problémes de décision.

1.1.3.2 Classes de complexité

La théorie de la complexité repose sur la définition de ctadsecomplexité qui permettent d’ordon-
ner les problémes en fonction des algorithmes qui existeumt les résoudre.

Définition 1.9 (ClasseP). La classe de complexit®? regroupe I'ensemble des problémes de décision
gui peuvent étre résolus en temps polynomial par une maclafieiring déterministe.

Par définition, la class® (pour polynomial) contient les problémes de décision potgiaux, c'est-
a-dire que I'on peut résoudre a I'aide d'un algorithme détriste en temps polynomial par rapport a
la taille de I'instance. S'il est vrai que la clasBecontient de nombreux problémes de décision, certains
autres ne sont pas connus pour étre polynomiaux (ce qui niisigas gu'ils ne le sont pas). Nous allons
maintenant définir une classe plus vaste : la cl@ése

Définition 1.10(ClasseN P). La classe de complexit®¥ P regroupe I'ensemble des probléemes de déci-
sion qui peuvent étre résolus en temps polynomial par undimacle Turing non déterministe.

Les problemes de la clas9éP (pour Non déterministe Polynomiakont les problémes de déci-
sion pour lesquels la réponse « Oui » peut étre décidée pdgaritme non déterministe en un temps
polynomial par rapport a la taille de l'instance. De faconig¢glente, c’est la classe des problémes qui
admettent un algorithme polynomial qui, étant donnée uhgiso du problémeN P (certificat), sont
capables de répondre si « Oui» ou « Non » cette solution estpoase au probleme. Il est possible de
définir le probléme complémentaire (dual) de tout probléyiie.

Définition 1.11(ClasseC'oN P). La classeC'oN P regroupe I'ensemble des problémes de décision dont
les probléemes complémentaires appartiennent a la clasBe

Puisqu’une machine de Turing déterministe peut étre cénsgdcomme une machine de Turing non
déterministe particuliére nous obtenons immédiatementdpariété suivante :

Propriété 1.1. Nous avons P C NP etP C CoNP.
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La question de savoir si ces inclusions sont strictes ows'giit d'une égalité constitue I'une des
guestions ouvertes fondamentales de la théorie de la critépl€a résolution aurait bien slr des con-
séquences en théorie de la calculabilité, mais aussi descrégsions pratiqgues dans tous les domaines
ou interviennent I'informatique et I'ordinateur, c’esdiae finalement a peu prés tous les domaines . ..

Dans la partie suivante, nous présentons la notion de ctudeléCette notion permet de définir
I'ensemble des probleémes les plus difficiles d’'une classe.

1.1.3.3 Réduction et complétude

Dans le cadre des probléemes décidables, une réduction ppdemaemener la décidabilité d'un prob-
leme a celle d'un autre aussi difficile. Cette notion de diffie s’énonce de la maniére suivante :

Définition 1.12 (ProblémeC-difficile). SoitC' une classe de complexité, un probléme estddifficile
si et seulement s’il est au moins aussi difficile que tousrigsi@mes dang’.

Exemple 1.3. Décider de I'appartenance d’'un élément dans un tableau egtroblemepP-difficile.

Remarque 1.3. Tout probléme dand’ P est P-difficile.

Comme nous avons pu le remarquer précédemment, ce n’esaEasqu’un probléme est dans une
classeC qu'il est difficile pour cette classe (par exemple tout péoikII de P est dansV P mais ce
n'est pas pour autant qué est difficile pour la class&/ P). Afin de définir une véritable classification
des problémes une notion de réduction fonctionnelle pailyale est utilisée. Intuitivement, la notion de
réduction permet d'établir qu'un probléme est aussi « dur'sirgautre si un premier probléme se réduit
«facilement » en un second alors le premier probleme est ¢sinaussi dur que le second.

Définition 1.13(Réduction fonctionnelle polynomialeBoient deux problemésetIl’, et un algorithme
f qui prend en entrée des instancesldet qui retourne des instances &lg. f est appelée réduction
fonctionnelle polynomiale si et seulement si :

— f estun algorithme polynomial ;

— m est une instance positive dEsi et seulement gi(7) est une instance positive dE.

Définition 1.14 (Complétude) Un problémell est complet pour sa classe de complexitéi et seule-
ment si pour tout problemB’ € C, il existe une réduction fonctionnelle polynomialeldfeversII. Un
tel probléme est di€-Complet.

Il est possible de situer schématiquement (voir figugles classes de complexit¢ NP etCoN P
ainsi que leur complétude en se basant sur les deux cogeuivantes{apadimitriou 199k

— Avons nousP = NP?

— Avons nousCoNP =NP?

FIGURE 1.2 — Structuration possible des clasggsV P et CoN P ainsi que leur complétude.
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Une investigation plus profonde nous conduit a nous ingeraur la possibilité de poursuivre la
classification des probléme de décision au del&de Cette classification, appelée hiérarchie polyno-
miale, a pour base les classBsCoN P et NP et peut étre définie a I'aide d’'une machine de Turing
a Oracle. Comme son nom l'indique, une machine de Turing éle@ pour mission de deviner une
solution permettant de justifier la réponse « oui ». Formediet, une telle machine se définit comme
suit :

Définition 1.15 (Machine de Turing a oracle)Une machine de Turing & oracle est une machine de
Turing (déterministe ou non) a laquelle 3 étapes sont agsité-, qui sert a interroger I'oracle gy

et g,.on QUi représentent la réponse de I'oracle. Un langage oradlest également définie et un ruban
de la machine, appelée bande de l'oracle, lui est réservé o@ele permet de décider si un élément
appartient a4 en une étape de calcul.

Notation 1.1 (ClasseC'?). SoitC une classe de complexité quelconque déterministe ouGorest la
classe des langages décidés dans un temps borné comme€ dianass avec I'appel a un oracld.

Le langageA peut étre une classe de complexité. Aifi8l " représente I'ensemble de langages
décidés en temps polynomial par une machine de Turing ditistenen faisant appel a un oracle capable
de répondre en un pas de calcul aux questions pour tous pagjes décidés en temps polynomial par
une machine de Turing non déterministe. A l'aide de cettéondt est possible de définir un nouvel
ensemble de classes de maniére récursive :

Définition 1.16 (Hiérarchie polynomiale)La hiérarchie polynomiales )Jbest une classe
de complexité définie récursivement a partir de ses sossetaa I'aide des machines de Turing avec
oracle de la maniére suivante :

- Al =3 =1 =rP;

P
- %F,, = NP ;

P _ P
— Iy = CoXy .

P\P r
/

CoNP

p/N

Np/g\g/z

FIGURE 1.3 — Représentation graphique de la hiérarchie polynemials fleches indiquent 'inclusion

d’'une classe de complexité dans un autre.

Comme nous pouvons le voir sur la figure, les problemes sont classés de fagon incrémentale, la
classe d’'un nouveau probléme étant déduite d’un ancierégmmab Il a toutefois été nécessaire de définir
un « premier » probléemé’ P-complet afin de classer tous les autres. Ce premier probéeaveir été
démontréN P-complet, pax ( ), est le probleme de la satisfaisabilité propositioniseT).

1.2 Le problemesat

Le probleme de satisfaisabilité d’'une formule logique Beohe ou « problemeAT » est un prob-
Iéeme de décision au formalisme simple basé sur la logiqupositionnelle. Le langage de la logique
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propositionnelle, introduit pat ( ) il y a un peu plus de 150 ans, est une maniére naturelle de
représenter des connaissances. Construit a partir d’haladp et de régles de syntaxe, il peut étre utilisé
dans un systéme syntaxique sans se soucier du sens deseymiaolipulés, il s’agit alors deéorie de

la preuve ou par I'intermédiaire d’'une sémantique, il s’agittiéorie des modeles

La résolution du probléemsgAT est fondamentale a la fois théoriguement et pratiquemérgniique-
ment car il occupe un réle prépondérant en théorie de la axit@) ou il représente le probléndéP-
complet de référence( ). Pratiquement, car de nombreux problémes s'y raménentatiat
ment ou le contiennent (exemplelanification classiqguemodel checkingbioinformatique etc.).

Dans la suite, nous décrivons le langage de la logique pitoppo®elle et sa sémantique de maniére a
définir le probléemesAT. Une fois ce dernier défini, nous présentons un problémees@nnla détection
de noyaux minimalement inconsistants.

1.2.1 Syntaxe : le langage propositionnel

Nous commencgons par définir les principaux €léments syqiasgi de la logique propositionnelle.
Pour spécifier la syntaxe, il est nécessaire de définir lebslan pouvant étre utilisés pour formuler des
énoncés. Ces symboles forment alors I'alphabet du langage :

Définition 1.17 (Alphabet de la logique propositionnellel)’alphabet de la logique propositionnelle est
constitué :
— des symboled. et T représentant respectivement les constantes proposii@« faux » et
«vrai»;
— d’'un ensemble infini dénombrable de symboles proposgisnnotéPsS;
— de I'ensemble des connecteurs logiques usuels : le symbest utilisé pour la conjonctiony
pour la disjonction,~ pour la négation=- pour I'implication, < pour la bi-implication ets pour
le ou exclusif;
— des symboles de ponctuation "(" et ")".

L'ensemble des formules finies formées a partir de cet aktredi noté PROR; et est défini induc-
tivement de la maniére suivante :

Définition 1.18 (Formule propositionnelle)L’'ensemble des formules bien forméesRROR-s est le
plus petit ensemble tel que :
— tout élément d@SU { L, T} est élément dPROR:s;
— sia € PRORsalors (—«) est élément dPRORs;
— sia et sont des éléments RROR:salors (a A ), (aV B), (a = B), (a & ) et(a® 3) sont
éléments d®RORs.

Exemple 1.4.Soit{a, b, ¢, d} un ensemble de symboles propositionnels, alfis < b) V (=d)) A c¢)
appartient aPRORss, contrairement & ((a < b) et((—d)A).

Par souci de clarté, il est courant d’'omettre certainesnpaéses a condition de ne pas rendre la
proposition ambigué. Il arrive aussi que certaines paesath soient remplacées par les symboles "["
et "]" afin de rendre plus visibles certaines formules ou gotrsules. Sur notre exemple la premiére
formule peut s’écrire [((a < b) V (=d)) A ¢]. Nous choisissons dans la suite de ce manuscrit d’adopter
les conventions suivantes :

— les variables sont représentées par des lettres latimesauiles ;

— les ensemble de variables sont représentés par des latimes majuscules ;
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les formules sont représentées par des lettres grecquesaules ;

les ensembles de formules sont représentés par des {gtoegies majuscules ;

soitY une formule propositionnelld/s; dénote I'ensemble des variables propositionnellex de
la négation d’une formulE est notéx.

Nous définissons a présent les notions de formule indépadimlittéral et de littéral pur.

Définition 1.19 (Formules indépendantesl.es formules propositionnelles;, Y, ..., >, sont dites
indépendantes si et seulementaij tel quel <i < j <n, Vg, N Vs, = 0.

Définition 1.20 (Littéral). Un littéral est un symbole propositionnel ou bien sa négation. Sait sym-
bole propositionnel, alor¢ est appeléittéral positif, ¢ est appeldittéral négatif ¢ et ¢ sont des
littéraux complémentairest le complémentaire déeest noté/.

Définition 1.21 (littéral pur ou monotone)Un littéral ¢ est dit pur (ou monotong pour une formule
propositionnelleX si et seulement giapparait danst et n'apparait pas dang..

Dans la section suivante nous nous intéressons a la séomaig formules bien formées, c'est-a-
dire sous quelles conditions un énoncé est « vrai » ou « faux ».

1.2.2 Sémantique

La sémantique de la logique propositionnelle associe wmfisiation a ses formules et explique
les conditions qui rendent les formules vraies ou faussasidtion de vérité d’une formule est régie
par deux postulats. Premieérement, le postulat de bivalpemaet d’'établir que la valeur de vérité d’'un
symbole propositionnel appartient a 'ensemble des valéenéritéd = {vrai, fauz}. Deuxiémement,
le postulat de vérifonctionnalité permet de déterminerdeewr de vérité d’une formule complexe en
fonction des valeurs de vérité de ses composants immétiatensuit que pour déterminer la valeur
de vérité d’'une formule il suffit de connaitre les valeurs d8té de ces composantes les plus simples,
c’est-a-dire les constantes et les opérateurs. Nous d&fitis. = faux, T = vrasi et la sémantique de
I'ensemble des opérateurs logiques comme reporté dansédatd.2

x y | 2 |[@Vy | @Ay | @=y | (@ey | (@dy)
vrai | vrat | faux | vrai vrai vrai vrai faux
vrai | faux | faux | vrai faux faux faux vrai
faux | vrai | vrai vrai fauz vrai fauz vrai
faux | faux | vrai | faux faux vrai vrai faux

TABLE 1.2 — Sémantique usuelle des opérateurs logigue.

La sémantique permet de définir des regles d'interprémpmur les formules a partir de la valeur
de vérité de chacune des propositions qui les composentegles sont les suivantes :

Définition 1.22 (Interprétation) Une interprétatiornZ est une application dBSdansB qui attribue une
valeur de vérité a chaque symbole propositionnel :

Z:PS—B
Soit Z une interprétation, la sémantique des propositions selettecinterprétationZ est définie
inductivement telle quéa, 5 € PRORs:
—I(T) =vrai etZ(L) = fauz;

18



1.2. Le problemeAT

— Z(—a) = vrai si et seulement d(«) = faux;
— I(awo B) =Z(a) o Z(B) tel queo € {A,V,=, <, @} respecte la sémantique énoncée précédem-
ment.

Comme nous pouvons le voir, I'interprétation d’'une formeds définie par I'interprétation des vari-
ables qui la composent. Cette interprétation est communiéraprésentée comme lI'ensemble des lit-
téraux interprétés a vrai et dans ce cas la sémantique deteyrd ensemblistes est conservée.

Exemple 1.5. SoientX = {(a V b) A (a = ¢)} une formule propositionnelle & = {a,b, —c} une
interprétation deX. Nous avong (X)) =Z(TVT)AZ(T = 1) =T A L= 1.

L'ensemble des interprétations, n@e pouvant étre construit sur les variables d’'une formulgpro
sitionnelleX a un cardinal d&"=. Nous définissons la distance entre deux interprétafioesZ’ de &
comme sulit :

Définition 1.23 (Distance de Hamming)SoientZ et Z’' deux interprétations d’'une formule proposi-
tionnelle . La distance de Hamming ent®etZ’, notéed,(Z,Z’), est définie pat,(Z,Z')| tel que
(4(Z,7") = {x € Vs telle queZ(z) # Z'(x)}.

Exemple 1.6. Soient = a V (bAc), Z = {a,b,c} et = {=a,-b,c}; ((Z,Z') = {a,b} et
o(I,7') = 2.

Une interprétation n’est pas forcément définie sur 'enderdbs variables propositionnelles de la
formule. Dans ce cas, l'interprétation peut étre partiellencompléte, ce qui se définit formellement de
la maniére suivante :

Définition 1.24 (interprétation partielle, compléte et incomplét&pit>: une formule propositionnelle,
une interprétatioriZ construite sur les variables de est dite :

— partielle si|Z| < |Vx|;

— complete siZ| = |Vs|;

— incompléte siZ| < V).

Remarque 1.4.Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’aucune informatiare@portée sur la nature de
I'interprétation, elle est considérée comme compléte.

Il est aussi possible de prolonger une interprétation gllrtvers une interprétation compléte de la
maniére suivante :

Définition 1.25 (prolongement d’une interprétation partielle§oient> une formule propositionnelle
ainsi queZ, etZ respectivement une interprétation partielle et complé&e-dLe prolongement dg&,
par Z est l'interprétation completd, telle queZ, UZ, = T etVl € T), {{,~¢} N T, = {.

La définition suivante permet d'établir les notions de medéé satisfaisabilité, d'impliquant, d’im-
pliqué et de conséquence logique d’'une formule proposigbe.

Définition 1.26 (Modele, satisfaisabilité, impliquant, impliqué et coggénce logique) SoientY et ¥
deux formules, nous avons :
— unmodeleZ de ¥, notéZ = X, est une interprétation telle que I'application de la sétigure
vérifieX, c'est-a-direZ(X) = T ;
— une interprétatior? falsifie 3, notéeZ (£ X, si I'application de la sémantique ne vérifie pas
c'est-a-direZ(X) = L;
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— ¥ estsatisfiablesi elle admet au moins un modele, sinon ellersatisfiable;

— unimpliquant p de ¥ est une conjonction de littéraux telle que l'interprétatia = {¢ € p}
construite sur les littéraux de est modele d&. Unimpliquant premierde X est un impliquant
qui est minimal pour I'inclusion ;

— sitout modéle d& est modéle d&, noté¥ = 3, alors ¥ est une conséquence logiquede

— un littéral ¢ € Vyx, est impliqué parx si et seulement & |= ¢. Dans ce cas le littéral est vrai
dans tout les modeéles dg;

— unimpliqué « de ¥ est une disjonction de littéraux telle g~ «. Unimpliqué premierde &
est un impliqué qui est minimal pour l'inclusion;

— U et sont logiguement équivalentes, ndté= ¥, siv = Y ety = 0.

Le théoréme suivant permet d’énoncer un résultat fondaahentdémonstration automatique (preuve
par I'absurde).

Théoréme 1.2(Déduction) SoientX et ¥ deux formules propositionnelles, = V¥ si et seulement si
3 A =¥ est une formule insatisfiable.

Ce théoreme montre que prouver I'implication sémantiqwéeng a prouver l'inconsistance d’'une
formule. Il est trés important en pratique puisque la gramadgorité des algorithmes de démonstration
automatique présentés dans le chajtexploitent ce théoréme.

Dans la section suivante nous présentons les différentesfonormales et nous énoncgons le fait que
toute formule propositionnelle peut étre définie sous I'daees formes.

1.2.3 Formes normales

Dans cette section nous nous intéressons aux différentag$mormales. Plus particulierement nous
énongons un théoréme permettant de limiter I'établissénela satisfaction d’'une formule proposition-
nelle au cas d’'une formule mise sous forme normale conjancti

Nous commencons par introduire les notions de clauses etmes :

Définition 1.27 (clause et terme)SoitPSun ensemble de variables, nous avons :
— uneclauseest une disjonction de littéraux, c’est-a-dire une formugda forme(¢; vV oV - - -V £,,)
ou chaque/; est un littéral associé a une variable &sS;
— untermeest une conjonction de littéraux, c’est-a-dire une formiada forme(¢; Ala A--- A Ly,)
ou chaque/; est un littéral associé a une variable &S

Remarque 1.5. Lorsqu’il n'y a aucune ambiguité, les clauses et les ternoeg eeprésentés comme
des ensembles de littéraux. Dans ce cas, comme pour leprigiEiions, la signification des symboles
ensemblistes définie sur les littéraux par rapport aux asust aux termes est conserveée.

Nous définissons a présent trois cas particuliers de fosmrtepositionnelles.

Définition 1.28 (Formes Normales)Nous distinguons trois formes normales particuliéres plag
propositions :
— une proposition est sous forme normale négatN&lF pour « Negative Normal Form ») si elle
est exclusivement constituée de conjonctions, de digjmscet de littéraux ;
— une proposition est sous forme normale disjonctD&EF pour « Disjonctive Normal Form ») si
c’est une disjonction de termes;
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— une proposition est sous forme normale conjonctivl E pour « Conjonctive Normal Form ») si
c’est une conjonction de clauses.

Exemple 1.7.Les formuleg(a VV b) V ((—=¢) A d)], [(a Ab) V ((—¢c) Ad)] et[(a V b) A ((—c) V d)] sont
respectivement sous forme normale négative, disjonctivergonctive.

Remarque 1.6. De la méme maniere que les clauses et les termes, les for@tléset DNF sont
respectivement représentées comme des ensembles ds ebdedermes.

Comme nous pouvons le remarquer les formes normales conpmet disjonctives sont des cas
spécifiques de la forme normale négative. De plus, la prigpsigivante spécifie que toute formule peut
étre mise sous forme normale.

Propriété 1.3. Toute formule de la logique propositionnelle peut étre riéésous une forme normale.

Cependant la transformation classique peut nécessitecramsance exponentielle de la taille de
I'ensemble obtenu. Néanmoinss ( ) propose une approche permettant de transformer en temps
et espace linéaire toute formule en une formule sous formaale conjonctive équivalente du point de
vue de la satisfaisabilité. Cette transformation permdodaliser les recherches sur le problés»a au
cas de formule CNF.

Définition 1.29 (Le problémesaT). Le problemesAT est le probléme de décision qui consiste a savoir
si une formule sous forme normale conjonctive posséde ourpasodeéle.

Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’il est fait référenaeedformule propositionnelle, sauf mention
contraire, il est admis gu'il s’agit d’une formule sous famormale conjonctive.

A présent, nous soulignons quelques particularités coaoet’aspect syntaxique et sémantique as-
socié aux clauses.

Définition 1.30 (Aspect syntaxique des clause§poita une clause, nous avons queest :

— satisfaite par une interprétatioriZ si au moins un littéral dex est affecté a vrai. Nous notons
LF () (respectivement («)) 'ensemble des littéraux positifs (respectivement riégjatie o
pour l'interprétationZ, c'est-a-direL; («) = Z N « (respectivement; (o) = Z N (@) ;

— falsifiée par une interprétatior? si tous les littéraux dex sont affectés a faux ;

— unisatisfaite par une interprétatioriZ si un seul littéral dex est affecté a vrai et que les autres
sont affectés a faux ;

— unitaire, binaire, ternaire et n-aire si et seulement si elle contient respectivement exactament
deux, trois et > 3 littéraux différents ;

— positive négativeou mixte si et seulement si elle est constituée respectivement emigjt de
littéraux positifs, négatifs ou positifs et négatifs ;

— vide noté L, si et seulement si elle ne contient aucun littéral. Ellepestdéfinition insatisfiable ;

— tautologiquesi et seulement si elle contient deux littéraux compléniesteElle est par définition
satisfaite ;

— Horn (respectivementeverse-Horr) si et seulement si elle contient au plus un littéral positif
(respectivement négatif).

Dans certaines conditions, le choix des clauses utilisées dne formule peuvent influencer sa
complexité. La définition suivante permet d’établir ceréa restrictions de problensaT.

Définition 1.31 (Différents types d'instancesBoitY une instancesAT, 3 est une instance :
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— k-SAT si toutes les clauses contiennent exactemgentN littéraux. Hormis1-SAT et 2-SAT (
), le problémek-sAT est généralemeny P-complet ;
— Horn-sAT (respectivement Reverse-HosnT) si toutes les clauses de sont Horn (respective-
ment reverse-harn). En ce qui concerne le test de sati$fdiigad’'un ensemble de clauses de
Horn ou reverse-horn, plusieurs auteurs ont montré que $aléion est polynomiale voir méme

linéaire ( : , »;
— Horn-renommable si et seulement s'il existe un renomrpatgs littéraux det tel quep(X) soit
une formule Horn. Déterminer un tel renomm&gest un probléme polynomiall ¢ 3.

Plusieurs techniques peuvent étre appliquées sur leseslalisne formuleX sans pour autant en
changer sa satisfaisabilité. Ces techniques permettitgiessupprimer des clauses soit de supprimer des
littéraux de clauses dg.

La premiere approche présentée est la méthode de résolutformellement, considérons deux
clauses(a V x) et (5 vV —x). En supposant qu’il existe une interprétation qui satisfes clauses, si
cette interprétation satisfait (respectivement-x) alors nous pouvons en déduire qu’elle satisfait
(respectivement), dans les deux cas cette interprétation satisfaifs, ce qui s’écrit plus formellement :

Définition 1.32 (Résolution) Soiento; = (z V (1) etas = (—x V f2) deux clauses ayant en commun
une variablexr présente dans les deux clauses sous la forme de littéraugléorantaires, la nouvelle
clausea = (51 V [32) peut étre obtenue par la suppression de toutes les occlesedu littéralx et

-z dansa; et ay. Cette opération, notég[x, oy, as], est appelée résolution et la clause produite est
appelée résolvante.

Exemple 1.8.Soiento = (aVbVc) et = (—aVcVd) deux clauses, nous avong:, o, 5] = (bVeVd).

L'opération de résolution peut étre étendue a un ensembileladses K bde la
maniére suivante.

Définition 1.33 (Résolution appliquée a un ensemble de claus8sjentY, un ensemble de clauses
contenant le littéral: et~ _, un ensemble de clauses contenant le littéra) la résolution dez, et>_,
est définie comme suit :

Nz, g, Xz = {nfz, o, f] telle quea € £, eta € ¥, }

Exemple 1.9. Soient¥; = {(a V b),(a V ¢)} et¥s = {(—a V d)} deux formules, nous avons que
77[6% Ela 22] = {(b v d)a (C \4 d)}

La deuxiéme technique, appelégbsumptionpermet la suppression de clauses de la formule.

Définition 1.34 (Sous-sommation ou subsumptiotJne clausev; = (a; Vas V- - -V a,) subsume une
clauseas = (a3 Vag V---Va, Vb Vb V---Vby) Sias contient tous les littéraux de .

Exemple 1.10.Soienta; = (aV b) etas = (a VbV c) deux clauses, la clause subsume la clauses.

Il est possible d’effectuer la cléture par subsumption d'diormule. Cette cléture s’énonce de la
maniére suivante :

Définition 1.35 (Cléture par subsumption)une formuleX est close par subsumption si et seulement si
Vai € %, flas € X telle queas subsumey;.

3. Un renommage consite & renommer un littéral en son conepitsine.
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Exemple 1.11.La formuleX = {(a V b), (a V ¢), (—a Vv d)} est close par subsumption.

La troisieme technique présentée est une combinaison degpdécédentes. Cette approche appelée
self-subsumptiorst définie formellement de la maniére suivante.

Définition 1.36 (Self-subsumption) La clausea; self-subsume la clause, si et seulement si la ré-
solvante dev; et ay subsumeys.

Exemple 1.12.Soienta; = (a V b) etas = (—a V bV ¢) deux clauses, les clauses et o, se résolvent
ena et produisent la résolvantg V ¢) qui subsumex,. ay est donc self-subsumée pay ena.

Les deux derniéres techniques présentées permettentpgeessipn de clauses ditesdondantes
Elles sont, dans ces deux cas, syntaxigues mais peut &iduétesémantiguement de la maniere suiv-
ante :

Définition 1.37 (Clause redondanteBoient: une formuleCNF eta une clause d&, o est redondante
dansy si et seulement & \ {a} = a.

Lorsque une base de connaissance ne posséde aucune aiunsange il est dit que cette base est
irredondante minimale, ce qui s’énonce comme suit :

Définition 1.38 (CNF irredondante minimale)SoitY une formuleCNF, X est irredondante minimale
si et seulement &l € ¥ alors ¥\ {a} F o

La derniére méthode présentée, consiste a simplifier uneuferpar un littéral. Cette approche est
différente des derniéres puisqu’elle peut changer lafaeibilité de la formule considérée.

Definition 1.39 (Formule simplifiée par un littéral)Soit ¥ une formule, nous notons,, la formule
obtenue en éliminant dg les clauses ou le littéral apparait et en supprimant I'occurrence du littéral
£ des clauses le contenant. Formellement nous avons :

Yp={alaeXet{l,~f}Nna=0}U{a\{{}acX ~Leca}
Exemple 1.13.SoitX = {(a VbV —¢), (ma V eV ~d), (ma V =bV d)}, ¥, = (bV —c).

Il est possible d’étendre cette notion a un ensemble deditiéde la maniére suivante :

Définition 1.40 (Formule simplifiée par un ensemble de littérau8pit Y. une formule propositionnelle
etA = {z1,z2,...,7,} un ensemble de littraux 4 = (... ((Xjz,)(z,) - - - )2, €St formule obtenue
par I'application successive de la simplification Hepar I'ensemble des litéraux dd.

Remarque 1.7. Cette définition s’étend naturellement aux interprétagion

Exemple 1.14.Soient la CNF de I'exemplel.13etZ = {a, b}, nous obtenonk; = {(cV ~d), (d)}.

Comme nous I'avons souligné, le problémaTt consiste a déterminer si une formule posséde ou
non une solution. Dans le cas ou une solution existe, la glaes méthodes fournissent un modeéle. En
revanche, lorsque la formule est insatisfiable, aucunficattipermettant d’expliquer les raisons de ce
résultat n’est fourni. Or, il est possible que seules quedqrlauses soient réellement responsables de la
contradiction. C’est la détection de cet ensemble de chaagmpelénoyau inconsistaniqui est discutée
dans la section suivante.
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1.2.4 Noyaux minimalement inconsistantsmMus)

Extraire d'une formule insatisfiable les raisons de sa naoisfasabilité peut se révéler utile dans
de nombreux domainesi( ) ) ). Une
telle information, de nature explicative, peut étre foarpar la localisation de sous-formules minimale-
ment insatisfiables (omus pour «Minimally Unsatisfiable Subformul@eUn tel ensemble est défini
formellement de la maniére suivante :

Définition 1.41 (Formule Minimalement InsatisfiableBoitY une formuleCNF, I'ensemble de clauses
I" est unmus de X et seulement si il satisfait les conditions suivantes :

1.TCX;

2. T" estinsatisfiable ;

3. VU C T, ¥ est satisfiable.

Comme nous 'avons souligné précédemment, la découvenevi)s au sein d’une instance insatis-
fiable peut s’avérer d’'une grande utilité pour de nombreappications. Malheureusement, ce probléme
est algorithmiquement difficile. En effet, le simple fait @ster si une formule CNF est mus est un
problémeAZ-complet ¢ )4,

Exemple 1.15.Soit¥ = {(=~d Ve), (bV —c¢), (—d), (ma V' b), (a), (aV —cV —e), (-aVcVd), (=b)} une
formule CNF insatisfiable composée de 8 clauses construites sur 5 tasaba figurel.4 schématise,
sous forme d’'un diagramme de Venn, la formule et ces theisx

-dVe
,'.).—."‘ b\/_‘(; .
a ™
—aVb b;ﬁa\/c\/d‘

. o~
------------------

FIGURE 1.4 — Ensemble dagus d’'une formule insatisfiable.

Comme le montre la figuré&.4, une formule CNF peut posséder plusiemss. En fait, elle peut
méme en contenir un nombre exponentiel par rapport a le @dlla formule. En effet, une CNF de

clauses peut contenir jusqu3;? MUs dans le pire cas. Ce nombre potentiellement élewéweau sein
d’'une méme formule rend les problémes qui y sont corrélésedammplexité algorithmique trés élevée.
Par exemple, tester si un ensemble de clauses fait partierdeinble desius d’'une instance est un
problemex{ -difficile ( Y. Bien que théoriquement trés difficile, en pratique pluse
voies ont déja été explorées avec succés. Parmi ces trauvaengpproche proposée par

( ) s’appuie sur un parcours stochastique de I'espace derodeReet les propriétéd.4 et 1.5 afin
d’estimer de maniéere heuristique quelles sont les clausamtjune forte chance d’appartenir amgs.

La premiére propriété, proposée péa ( ), s'appuie sur le fait qu'umus est insatisfiable
et donc que, quelle que soit I'interprétatidreonsidérée? falsifie une clause de oeus.

Propriété 1.4. Soient> une formuleCNF insatisfiable ef” un Mus de X, alors nous avons que :
VZ,3a € T telle queZ F «

ouZ est une interprétation compléte construite sur les vagalde>.

4. Pour déterminer si un ensemble de cladsest unmus, il suffit de testetva: € 3 (nombre polynomial) st \ {a} est
satisfiable (appel a un oracle NP).
5. Ce parcours est basé sur la recherche locale qui est fFéstans le chapitr2
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La seconde propriété, proposée [par ( ), étend la propriété précédente afin de
prendre en compte le voisinage de l'interprétation pouoisai une clause doit étre considérée ou non.
Les clauses ainsi caractérisées sont dites critiques etiétinies formellement de la maniére suivante :

Définition 1.42 (Clause critique) Soient: une formuleCNF etZ une interprétation compléte construite
sur les variables d&. Une clausex € ¥ est dite critique si et seulement&ia) = L etVl € o, 35 € &
telle que/ € 3 et 8 est unisatisfaite paZ. Ces clauses unisatisfaites relatives & une clause catigu
sont dites liées a.

Exemple 1.16.Soient™ la formule de I'exemplé.15et I'interprétation complét€ = {a, —b, ¢, ~d, e},
la clause(b VV —c) est critique et les claus€sb) et (—a V ¢ V d) sont liées &b V —c).

Les clauses critiques présentent des propriétés intétessquant a I'extraction deus. En parti-
culier, la propriété suivante garantit I'existence pouagure clause appartenant a I'ensemble nles,
d’'une interprétation qui la rende critique.

Propriété 1.5. SoitT" un mus, V € a € T' il existe une interprétation compléte construite sur les
variables dd qui rend critiquea.

Cette derniére propriété cléture notre présentation dbl@noe SAT. Dans la section suivante nous
présentons un autre probleme de décis\oR-complet tout aussi important : le problérasp.

1.3 Le problemecsp

Le probléeme de satisfaction de contraintesgpour Constraint Satisfaction Problemest, a I'instar
desAT, un probléme de décisiaN P-complet. Un grand nombre de problémes en intelligencécietle
et d'autres domaines en informatique peuvent étre corgsdgamme des cas particuliers de problémes
cspP( )8Ces derniers sont généralement présentés sous la forme
d'un ensemble de variables (auxquelles sont associés aesimks de valeurs) et d'un ensemble de
contraintes, le tout formant un réseau de contraintes.jetib du probléemecspPest alors de déterminer
s'il existe une assignation des variables telle que toetesdntraintes soient satisfaites.

Dans ce qui suit, nous rappelons les notations et définifiées au formalismecsp ainsi qu’un
exemple de son utilisation (le probléme deseines). Pour terminer, tout comme pour le probléng,
nous présentons le concept d’ensemble minimalement irstansde contraintes (auuc) d'un CSP

1.3.1 Formalisationcsp

La programmation par contraintes a été développée désimeéea70 afin de formaliser et résoudre
informatiquement de nombreux problémes. Cette formadisa’appuie sur la construction d’'un réseau
de contraintes permettant de modéliser le probléme a résoud

1.3.1.1 Définition d’un réseau de contraintes

Les réseaux de contraintes sont les fondations sur lesquelbosent la représentation des problémes
csp lls permettent la formalisation des problémes de satisfacle contraintes par une représentation
a base de variables et de contraintes. Chaque contraindéfase sur un sous-ensemble de I'ensemble
des variables et limite les combinaisons de valeurs quegpeyprendre ces variables.
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Définition 1.43 (réseau de contraintesin réseau de contrainteB est défini par un coupléX,C) ou :
- X = {X1,Xo,...,X,} est 'ensemble fini des variables du probléme tel qu'a chag@ble
X; est associé un domaine film (X;) indiquant les valeurs autorisées poif; ;
- C ={C1,Cs,...,Cy} estun ensemble de contraintes. Chaque contraintg; € C est définie
par un couple(var(C;), rel(C;)) ou :
— var(C;) est un ensemble de variablés’;,, X,,..., X;, } C & sur lesquelles porte la con-
trainte C; ;
— rel(C;) est une relation, définie par un sous-ensemble du produtes@n[ [, dom(X;,)
des domaines associés aux variablesvde(C;). Ces relations peuvent étre exprimées sous
différentes formes : table de valeurs compatibles, forswalathématiques, etc.

Pour écrire un tel réseau de maniére formelle il est négesdaise fixer un langage. Ce langage est
le langage du premier ordre, dans lequel nous retrouvonsetiaiment les symboles des variables (
y, r1, X, etc), des fonctions (arithmétique-(—, x, /) ou booléennes/\ Vv, -, =, <)) et des relations
(=<>,5,2).

Exemple 1.17.Nous définissons un réseau de contrairftes: (X, C) avec :
- X = {Xl, X27 Xg, )(47 X5} ;
— dom(X1) = dom(X2) = dom(X3) = dom(X4) = dom(X5) = {0,1};
- C= {Cl,CQ,Cg} tel que6’1 = (X1 + X2 < X4), CQ = (X4 7é X5) eth, = (Xg = X5).

Comme nous pouvons le remarquer, les contraintes d'unuésa@ortent pas toutes sur le méme
nombre de variables. Ce nombre appelé arité de la contregbidefini comme suit :

Définition 1.44 (arité) L’arité d’'une contrainteC' € C est le nombre de variables sur lesquelles elle
porte, c’est-a-dirdvar(C)|. Dans le cas ou cette arité vaut :

— 1, la contrainte est dite unaire ;

— 2, la contrainte est dite binaire;

— n > 2, la contrainte est dite n-aire.

Exemple 1.18.Les contrainte€; ety du réseau de contraintes de I'exemfil&7sont respectivement
n-aire et binaire.

La contrainte d'arité maximale d’'un réseau de contraingrsngt de définir sa nature. Si toutes les
contraintes d'un réseau de contrainf@ssont binaires;P est lui-méme dit binaire. Réciproquement,
lorsqu’au moins une contrainte est d’arité supérieure &,deuéseau de contraintes est dit non-binaire
(n-aire). Un réseau de contraintes non-binaires peuttiosijétre transformé en un réseau de contraintes
binaires en appliquant une technique de binarisation. lees dnéthodes les plus utilisées sont I'en-
codage du graphe dualyal graph encoding( ) et I'encodage des variables cachées
(hidden variable encoding ).

Un réseau de contraintes binaires (respectivement nra&istsouvent représenté comme un graphe
de contraintes (respectivement hypergraphe de contsqir@e graphe de contraintes permet d’avoir un
rendu graphique du probleme formalisé.

Définition 1.45 (graphe et hyper-graphe de contrainte&)chaque réseau de contraintds = (X, C)

peut étre associé, pour les contraintes binaires, un grajgsecontraintes obtenu en représentant chaque
variable du réseau par un sommet et chaque contrainte kér@irc C qui porte sur les variablesy;

et X; par une aréte entre les sommets et X;. Dans le cas des réseaux de contraintes n-aires, une
représentation par des hyper-graphes est utilisée, enlaggapt les arétes par des hyper-arétes.
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FIGURE 1.5 — Représentation graphique d'osr.

Exemple 1.19.La figurel.5donne une représentation du réseau de contraintes de ljghechil7.

Comme nous I'avons souligné précédemment, les contrgieiegent étre exprimées sous différentes
formes. Une contrainté’ peut étre définie comme un ensemble de n-uplets de valetos sidnsidere
un ordre sur les variables de sa portée. Cet ordre arbipaimaet de définir la relationel(C') comme
un sous-ensemble du produit cartésien des domaines deblearappartenant@ur(C'), représentant
alors les n-uplets autorisés (interdits) par la contrainite

Définition 1.46 (tuples autorisés et interditspoient? = (X,C) un réseau de contrainte €f; € C
telle quevar(C) = {Xi,, Xiy, ..., Xi,, }. Un tuple autorisé (respectivement interdit) est un €lérden
H?;l dom(X;,) tel que larelation-el(C;) est satisfaite (respectivement falsifiée). L'ensembléigibss
autorisés (respectivement interdits) est ndg&(respectivemeri;).

Remarque 1.8.Lorsqu’aucune information n’est fournie, il est admis qoedre utilisé sur les variables
est I'ordre lexicographique.

Exemple 1.20.Considérons la contrainté€’; de I'exemplel.17portant sur les variablex(, et X5 de do-
maine{0, 1}. Pour I'ordre lexicographique X, < X5), la contrainteCy = (X4 # X5) peut étre définie
a l'aide de I'ensemble des tuples autorisés de la maniéreaste :Cy = ({ X4, X5}, {(0,1),(1,0)}).

Remarque 1.9. Lorsqu’un réseau de contraintes est entierement défini idld'ale tuples, il est dit
représenté eextensionDans le cas contraire, il est dit représentéiatension

Un réseau de contraintes peut également étre représeptégqgrament par sa micro-structure. Dans
ce cas, un graphe-parti (pour un réseausavariables) est dit de compatibilité o un sommet représente
un couple (variable, valeur), et une hyper-aréte un n-wpldrisé par I'une des contraintes du probléme.
Il est également possible d’exploiter le graphe d’inconfyildé plutét que le graphe de compatibilité.

Il s'agit de la micro-structure complémentaire, c’esti@de graphe dual ou une aréte n’encode pas
un support mais un conflit entre des valeurs. De telles repté8ons sont notamment utilisées afin de
détecter (et éliminer) des symétries au niveau du problénae( ] ) ou
encore dans le développement de méthodes de décompositiomlademes( ). La
figure 1.6 donne la représentation de la micro-structure du réseaardeamntes de I'exempli.17.

Un réseau de contraintes peut étre caractérisé par plagieamdeurs : le nombre de variables et la
taille maximale de leurs domaines, le nombre de contraiiess utilisons dans la suite de ce manuscrit
les notations suivantes :

— n : le nombre de variables du probléme ;
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FIGURE 1.6 — Représentation de la microstructure d’un réseau deaioies.

— d : lataille du plus grand domaine ;

— e le nombre de contraintes ;

— r: l'arité maximale des contraintes.

Nous donnons dans ce qui suit un exemple de modélisationptaisiéeme concret sous la forme
d’'un réseau de contraintes.

1.3.1.2 Un exemple de représentation : Le probléeme desreines

Le probleme desi-reines est un probléme « jouet », proposé initialement &8 I&r un joueur
d’échec du nom de Max Bassel. Ce probléme consiste a dispasgnes sur un échiquiers x n de
maniére & ce qu’aucune d’entre elles ne soit en pPrisec les autres.

Ce probléme se formalise naturellement a l'aide d’un résieszontraintes. En effet, en exploitant le
fait qu'une seule reine est placée par colonne, le problémédit au choix de la ligne. En conséquence
de quoi, une modélisation du probléme considére chaquameiccomme une variabl&; de domaine
dom(X;) = {1,2,...,n} ou chaque valeur d&; désigne le numéro de ligne ou se place la reine.
Les contraintes quant a elles doivent retranscrire I'édahcprobléme, c'est-a-dire que deux reines ne
doivent jamais se retrouver sur la méme ligng & X;) ou la méme diagonaleX; + i — j| # X; et
|X; — i+ j| # X;). Sinous nous plagons dans le cadre général av@ines, nous obtenons le réseau
de contrainte® = (X', C) suivant :

- X = {Xl,XQ,... ,Xn},

— dom(X1) = dom(Xq) = --- =dom(X,) ={1,2,...,n};

— C est défini paryi, j : (X; # X;) A (| X5 — Xj| #9).

La figurel.7illustre le réseau de contraintes associé au problemé-oeises.

La résolution de ce réseau consiste a affecter des valeursagiables, de telle sorte que toutes
les contraintes soient satisfaites. Avant de pouvoir réoun tel probleme, il est nécessaire de définir

les notions d'instanciation, d’interprétation, d’assitian, de réfutation et de cohérence d’'un réseau de
contraintes, qui sont introduites dans la partie suivante.

1.3.1.3 Instanciation, interprétation et cohérence

A partir de la modélisation d’un probléme sous la forme d'éeau de contraintes, nous souhaitons
vérifier si celui possede ou non une solution. Il est doncssaiee de définir la sémantique d’un réseau

6. Deux reines sont en prise si elles se trouvent sur une méioange, une méme ligne ou une méme diagonale de
I'échiquier.
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Co = (X2 # Xa) AN (|X2 — Xu| #2)

FIGURE 1.7 — Probléme de&reines et le réseau de contrainte associé.

de contraintes, c’est-a-dire dans quelles conditions searé est satisfait. Afin d’obtenir une réponse a
cette question, il est nécessaire d'introduire certaimtioms, telles que I'association d’'une valeur a une
variable ou la satisfaction d’'une contrainte. Tout d’abaorals caractérisons I'association d’une valeur a
une variable.

Définition 1.47 (instanciation) Soit ? = (X,C) un réseau de contraintes, une instanciatignde
Y C X ouY = {X,,Xy,,. ..Xym}, est une application qui associe a chaque varialllg une
valeur A(X,,) € dom(Xy,). Nous notonsA()) 'ensemble de valeurs assignées pamaux variables
de)).

Exemple 1.21.Considérons I'exemple ddsreines présenté précédemment (vdir$1.9. Nous avons
A={(X1=1),(Xy =4),(X3 =1)} une instanciation d& et A({X1, X2}) = {X1 =1, Xy = 4}.

Définition 1.48 (instanciation partielle, compléte et incomplét&oit? = (X,C) un réseau de con-
traintes, une instanciatiopd est dite partielle, compléte ou incomplétessist définie sur un ensemble
de variablegy tel que nous avons respectivemghtt X', Y = X et) C X.

Exemple 1.22. Soit le réseau de contrainté® de I'exemple ded-reines, A; = {(X; = 1), (X3 =
D}etdy, = {(X; =1),(Xe = 2),(X3 = 1),(X4 = 3)} sont respectivement des instanciations
incomplétes et complétes. Ces deux instanciations sost jpadielles.

Nous définissons a présent quelles sont les conditions poumejinstanciation satisfasse un ensem-
ble de contraintes.

Définition 1.49 (contrainte satisfaite et falsifi€esoient un réseau de contraint@s = (X,C), une
instanciation.A de) C X et une contrainte” € C telle quevar(C') C Y. L'instanciation.A satisfait
(respectivement falsifie) la contraint®, noté A = C (respectivemend  C), si et seulement si
A(var(C)) € rel(C) (respectivementl(var(C)) ¢ rel(C)). L'ensemble des contraintes falsifiées par
A est notéfalse(P, A).

Exemple 1.23.Considérons le réseau de contraintes associé a I'exempd-dgnes, I'instanciation
A ={(X; =1),(X, = 3)} satisfait la contrainte’}.
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Lorsqu’une contrainte est satisfaite quelque soit I'instation considérée, cette contrainte est dite
universelle. Ce qui se définit formellement comme suit :

Définition 1.50(contrainte universelle)Soit un réseau de contraint@s= (X', C), une contrainte”’ € C
est dite universelle si et seulementsest satisfaite par toutes les instanciationsrd&C).

Etant donné un réseau de contrainf2s= (X,C), une instanciationd d’'un sous-ensembl®’ de
variables deY est dite consistante si toutes les contrairites C dont la portée est incluse daissont
satisfaites.

Définition 1.51 (instanciation consistanteBoit ? = (X',C) un réseau de contraintes @ C X un
sous-ensemble de variables. Une instanciatibde ) est consistante si et seulemen¥éi ¢ C telle
quevar(C) C Y, C est satisfaite paA.

Une solution d’'un réseau consiste donc a déterminer unanicisttion compléte qui satisfait toutes
les contraintes du réseau.

Définition 1.52 (solution d'un réseau de contrainteg)ne solutionA d’'un réseau de contrainte® =
(X,C) est une instanciation des variables &etelle quevC € C nous avonsd = C'. Dans ce cas4d
satisfait? (noté A = P).

Remarque 1.10.Dans le cas ou une instanciatiof ne satisfait pas un réseau de contrainfeslors il
est dit queA falsifie P (noté.A £ P).

Exemple 1.24.L'instanciation A = {(X; = 3), (X2 = 1), (X3 = 4), (X4 = 2)} est une solution du
réseau de contraintes degeines défini dans le paragrapte3.1.2 Comme nous pouvons le voir sur la
figure 1.8 cette configuration satisfait bien le probléme énoncé.

u

wy

w

w

FIGURE 1.8 — Une solution du probléme déseines.

Le probléme de satisfactionsps’énonce alors de la fagon suivante.

Définition 1.53 (probléme de satisfaction de contraintels problémecsprest le probléme de décision
qui consiste a savoir si un réseau de contraintes possedaume solution.

Remarque 1.11.Par abus de langage, un réseau de contraintes peut aussagpelécspP.

Comme nous venons de le définir, une instanciation consiassignerune valeur a une variable.
Néanmoins dans le cadasp, il est aussi possible défuter des valeurs du domaine d’une variahle
Ces deux opérations se définissent formellement de la nessudrante :

7. Dans le cadre deaT, supprimer une valeur (ou littéral) du domaine d’une vdeaonduit irrémédiablement & considérer
l'autre.
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Définition 1.54 (assignation et réfutationSoientP = (X', C) un réseau de contrainteX’ € X telle que
|dom(X)| > 0 etv une valeur du domaine d&. Une assignation{X = v) (respectivement réfutation
(X # v)), notéeP,,—,) (respectivemenP,..,)), consiste a associer (respectivement supprimer) la
valeurv a la variable X, c’est-a-dire a modifier le domaine détel quedom(X) = {v} (respectivement
dom(X) = dom(X) \ {v}).

Exemple 1.25.Considérons le réseau de contrainfesle I'exemple des-reines, I'assignationP,,_o)
et la réfutation deP|(,..o) entrainent respectivement qdem (X1) = {2} etdom(X;) = {1, 3, 4}.

Remarque 1.12.AssignerX a v conduit a réfuter 'ensemble des valeurs Mdlifférentes de.

A partir de ces deux notions, il est possible de définir unéngtlus générale que celle d'instan-
ciation. En effet, il n'est pas rare dans le cadier d'assigner et/ou de réfuter des valeurs lorsque la
résolution d'un réseau de contraintes est envisagée. @acadre, nous parlons d'interprétation et non
plus d’instanciation.

Définition 1.55 (interprétation) Soit? un réseau de contraintes, une interprétatibest définie comme
un ensemble d'assignations et/ou de réfutation®d€omme pousAT, I'ensemble des interprétations
est notés.

Exemple 1.26. Considérons le réseau de contraint®s = (X,C) de I'exemple ded-reines,Z =
{(X1#1),(X2=2),(X3 #1), (X3 #2), (X3 #3), (X4 # 1)} est une interprétation de.

Remarque 1.13.Une instanciation est une interprétation particuliere stituée uniquement d’assigna-
tions.

Notation 1.2. SoitZ une interprétation, nous notofS; I'interprétation obtenue a partir d& en supp-
rimant toutes les assignations et réfutations concernanaliable X .

Nous pouvons étendre la notion d’applicatiyd(une assignation ou d’une réfutation au cas d’ensem-
ble, c'est-a-dire au cas d'interprétation.

Définition 1.56 (application d’une interprétation)Soient un réseau de contraint®set une interpréta-
tionZ = {(Xj0v1), (Xa20v2),..., (X, ov,)} telle que(X; o v;) représente aussi bien une assignation
gu’une refutation. Le réseau de contraintes obtenu pardlegation de l'interprétation est not®|; et
est calculé inductivement de la maniere sUiVaitte®|  x, ov) )| (X2002))]...) | (Xnovn)-

Exemple 1.27.Considérons le réseau de contraintBsde I'exemple deg-reines et l'interprétationZ
de I'exemplel.26 Le réseau de contrainteB; est tel quedom(X:) = {2,3,4}, dom(Xz) = {2},
dom(X3) = {4} etdom(X;) = {2,3,4}.

Il est possible a partir d’'une interprétati@nd’extraire une instanciation. Pour cela, il suffit de con-
sidérer le réseau de contraintes obtenu par I'applicatidh et d'assigner les variablesngletons c’est-
a-dire les variables ne possédant plus qu’une seule vadesrldur domaine.

Définition 1.57 (instanciation d’une interprétatianpoientP? = (X', C) un réseau de contrainte$,une
interprétation construite sur les variables @etP; = (X’,C) ol &’ est 'ensemble des variables
obtenu apres I'application de l'interprétatiofi sur le réseauP. L'instanciation obtenue a partir dé
estA? = {(X =) tel queX € &’ etdom(X) = {v}}.

Exemple 1.28. SoientP le réseau de contraintes de I'exemple demeines etZ l'interprétation de
I'exemplel.26 l'instanciation obtenue & partir d& estA? = {(Xo = 2), (X3 = 4)}.
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Cette définition nous permet d’étendre les notions d’ing&dion compléte, partielle, incompléete et
consistante ainsi que les notations pour une interprétatio

Définition 1.58 (interprétation compléte, partielle, incompléte, modgleonsistante)Soient un réseau
de contraintes? = (X,C) et une interprétatior construite sur les variables de. L'interprétation
7 est dite partielle, compléte, incompléte consistante odéteosi et seulement si I'instanciatiod”
obtenue a partir d& est respectivement partielle, compléte, incompléte,istame ou modeéle.

Notation 1.3. SoientP = (X,C) un réseau de contrainteg, une interprétation. Nous notors = P
(respectivemertt H P) lorsqueZ est un modeéle (respectivement contre-modélgy de

Il est probable qu’un réseau de contraintes soit directémeahérent c’est-a-dire que I'assignation
des variables singleton du réseau produit une interpoétatconsistante.

Définition 1.59 (réseau directement cohérent et incohéreBpit P un réseau de contraintes; est
directement cohérent si et seulement si I'instanciatiotenbe a partir de I'interprétation videZ( = ()
est consistante. Dans le cas contraire, le réseau de canésP est dit incohérent.

Exemple 1.29. Soient le réseau de contraintds = (X', C) de I'exemple de-reines et les deux sous-
réseauxP; et P, obtenus respectivement par simplification a partir des dieterprétationsZ; =
(X1 =D}etTy = {(X1 = 1),(Xy # 1),(X2 # 3),(Xy # 4)}. PuisqueA” = {(X; = 1)}

et A2 = {(X; = 1), (X2 = 2)} les réseaux de contraint&3; et P, sont respectivement directement
cohérents et directement incohérents.

Comme pour le problémsarT, il est parfois intéressant, lorsqu’un réseau de congaine posséde
pas de solution, de pouvoir déterminer 'ensemble des aoés responsables de I'incohérence. La
détection de cet ensemble, appelé noyau minimalementéneohoumuc, est présentée dans la partie
suivante.

1.3.2 Noyaux minimalement inconsistantsnuc)

Le probléme de la détection de hoyaux minimalement inctargs dans le cadrespest équivalent
a la détection demus dans le cadrsAT. Comme pour le problémsaT, tout csPP incohérent admet
au moins un sous-résed@ de P insatisfiable de taille minimale, c’est-a-dire tel que aagous-réseau
P” de P’ est satisfiable. En pratique, extraire de telles infornmatimrsqu’une inconsistance est con-
statée dans un systéme permet d’identifier les élémentoqgues conflits et peut aider a comprendre,
expliquer, diagnostiquer les causes et permet de propaossysieme rendu consistant. Les éléments
considérés en conflits sont généralement représentés gausrensemble de contraintes du probleme.
Ce sous-ensemble de contraintes, appelé, est défini formellement de la maniére suivante :

Définition 1.60 (Formule Minimalement Inconsistante$oit? = (X',C) un réseau de contraintes in-
satisfiables. Le réseau de contraintes= (X, (') est unmuc (Minimally Unsatisfiable Core) d@ si
et seulement si :

-C'cc;

— P’ est insatisfiable ;

— VC" C C, le réseau de contraintest’, C”’) est satisfiable.

Exemple 1.30.SoitP = (X', C) un réseau de contraintes tel que :
- X ={Xy, Xo, X3, Xy, X5};
— dom(X1) = dom(X2) = dom(X3) = dom(Xy) = dom(X5) = {1,2,3};
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FIGURE 1.9 — Réseau de contraintes incohérent avec I'un deises

—C={X1#Xo+1,X5> X0, X5 < X3, Xy < X5,X3 < Xy, X3 # Xo, (X1 +Xy) <5}
La représentation graphique d@ et de I'un de cesuc sont illustrées dans la figure.9.

L'identification d’'une source d’'incohérence d’'un probléper unmuc permet d’en restaurer lo-
calement la cohérence par la suppression d’'une contramteeidensemble. En effet, dans I'exemple
précédent, retirer n'importe quelle contraintenduc est suffisant pour obtenir un sous-probléme satisfi-
able. Malheureusement, comme pour le problé&sse le nombre devuc est exponentiel en nombre de
contraintes et de maniere générale la restauration de &a@ote d’'un réseau passe par la « réparation »
de chacun de sesuc.

De la méme maniére que pour le probleme de la détectiomw® plusieurs approches pour la
résolution pratique de ce probléme ont été proposées. Qeschigs s'appuient pour la plupart sur une
pondération des contraintes apparaissant le plus souaastiels conflits rencontrés lors du processus de
recherche d’'une solutich Une autre approche consiste, comme pour la détectiomude & s’appuyer
sur un parcours stochastique de I'espace de rech@afired’estimer de maniére heuristique quelles sont
les contraintes appartenant aMwc. Cette approche, expérimentée pas § ),
s’appuie sur la méme propriétéqu’énoncée dans le cadre gar.

Propriété 1.6. SoientP = (X, C) un réseau de contraintes insatisfiablef®t= (X,C’) unmuc deP,
alors nous avons que :
VZ,3C € C' telle queZ (£ C

ouZ est une interprétation compléte définie sur

Dans les deux derniéres sections, nous avons présentéatenedimes pour la modélisation et la
résolution de problémes sous contraintes. Afin de résoedrprbblémes ainsi générés il est nécessaire
de mettre au point différents algorithmes. Néanmoins,rifpa&vident que la nature méme du probléme
conditionne les performances des algorithmes proposéeff&n un algorithme dédié a un probleme a
de fortes chances d’étre meilleur qu’un algorithme générgur ce méme probleéme. Afin de tester la ro-
bustesse des algorithmes, un grand nombre d’instancesbléimes sont donc utilisées. Ces différentes
instances sont présentées dans la section suivante.

8. Ces processus de résolution sont présentés dans lerel3apit
9. Ce parcours est effectué sur la base d’'un algorithme derere locale (voir chapitr®
10. La preuve de cette propriété est similaire a celle propasui ( )
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1.4 Les instances

Les performances des différents algorithmes proposés efirgsbudre le probléemeAT ou csp
sont en général évaluées et comparées sur un ensemble dee®iwn de réseaux de contraintes. Ces
derniéres sont classiquement divisées en deux catégoeeistances aléatoires et les instances struc-
turées. Chaque algorithme présente souvent un comporteatiiément vis-a-vis de la catégorie d'in-
stances utilisée. La notion d’'instances difficiles se ®adbrs complexe. Certaines caractéristiques per-
mettent néanmoins de déterminer de maniére probabilisiaesinstance est difficile a résoudre, sans
pouvoir toutefois assurer qu’elle I'est pour tous les dtanes.

1.4.1 Instances aléatoires

L'évaluation empirique des différents algorithmes pra@mopour la résolution des problén®sr et
cspPnécessite de pouvoir comparer leurs performances sur deepres possédant des caractéristiques
bien définies. Pour effectuer cela, le moyen le plus simgldegénérer des instances de maniére aléa-
toire. De telles instances sont fournies par des génésatglifeur assurent des caractéristiques rendant
leur résolution plus difficile. Leur génération est souve@s simple et contrdlée par un nombre limité
de parametres. De tels générateurs ont des propriétésssadites permettant la génération d'instances
non triviales a résoudre. Parmi ces propriétés, la tramsite phase est sans doute la plus étudiée.

Ce terme, initialement utilisé en physique, est employé déarire un changement abrupt et soudain
provoqué par le changement de parameétres extérieurs.tetsition a lieu lorsque certains parametres
atteignent un certain seuil. Ce phénoméne de seuil estvebgeand la probabilité pour une propriété
d’étre satisfaite passe de presque 0 a presque 1. Le setdlrastérisé par les valeurs des parametres qui
délimitent la zone de transition pour des instances desififinies.

Pour les problémes de satisfaction de contraintes telsgmeet CSP, ces parametres sont le plus
souvent liés au nombre et & la nature des contraintes dugpneblDes contraintes trop dures ou trop
nombreuses, ou au contraire trop laches ou éparses remdprbldléme respectivement trivialement
insatisfiable (sur-contraint) ou satisfiable (sous-camfyaNéanmoins, il existe un zone intermédiaire ou
les instances générées ont une probabilité déétre satisfiables (ou insatisfiables). C’est souvent dans
cette zone, dite « critique », que se situent les instansgdls difficiles a résoudre.

1.4.1.1 Générateur d’instances aléatoires au seuil po@wAT

Le modele de génération d'instances aléatoires classigutautilisé dans le cadre ¢t est basé sur
la construction d’instances SAT. De telles instances sont caractérisées par trois pamsnéea nombre
de variabled/, le nombre de clausés et la taille des clauses

Le générateur standard d’'instances aléatdirsaT consiste a générer des problémes ou toutes les
clauses sont de taille fixe La génération d’une clause se fait en tirant uniforménadittéraux distincts
parmi 'ensemble deg x n littéraux du probléme.

Le phénomene de seuil pour ce générateur d’instances agnmvant par les travaux de
( ) et complété par ceux de ( ). lls montrent que le rapport entre le nom-

bre de clauses et le nombre de variabl§5) permet de donner des indications sur la satisfiabilité de
l'instance. Pour chaque valeur éeun seuil a été empiriguement calculé. La classe d'instmatzplus
étudiée étant la classesAT, beaucoup de travaux ont permis d’approximer finement kwadu seuil
de difficulté ( Y. Ce dernier est a I'heure actuelle estimé expérimentaleeche de
¢ — 4.95.
1%
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1.4.1.2 Générateur d’instances aléatoires au seuil pouarsp

De maniere générale, pour le problemsr, un probléeme aléatoire est défini selon un quintuplet

(k,mn,d, e, t), donnant respectivement l'arité des contraintes, le nender variables, la taille des do-
maines, le nombre et la dureté des contraintes. Cette demsé définie, pour une contrainfe comme
le rapport entre le nombre de tuples interdits et le nombreedprétations possibles définies sur(C').
La génération d’'une instance aléatoire consiste alors aidémer un ensemble de contraintes sélec-
tionnées aléatoirement parmi toutes les contraintes lgess{correspondant aux éléments du produit
cartésien des variables entre elles pour lesquels tougest@bles sont distinctes). Les tuples autorisés
par chague contrainte sont ensuite obtenus a partir d'agetiprobabiliste dépendant te

Parmi les différents modeéles proposés pour la génératidellds instances, le modeRB, proposé
par ( ), est particulierement intéressant, puisqu’il permefpdément d’obtenir des instances
aléatoires au seulil, et éventuellement de les forcer a étigfiables X ). Ce générateur
définit un probléme aléatoire selon le quintugletn, «, r, t) tel quea détermine la taille des domaines
(d = n®) etr le nombre de contraintgge = r x n x In(n)). Le seuil de difficulté est alors obtenu pour
t =1 — exp(—2) et est garanti en particulier poar> + ett < -1,

1.4.2 Instances structurées

Contrairement aux instances aléatoires, les instanaasigttes n'ont pas réellement de caractéris-
tiques permettant de prévoir leurs difficultés. Généralgnees instances sont issues de problemes in-
dustriels (instances industrielles) tels que les probfae vérification de circuits intégrés

), Bounded Models Checkir{g ) et planification [ )ou
de problémes académiques (instances faites main) teleguedblémes de coloriation de graphes des
pigeons et des-reines. Ces instances sont donc créées en codant le pminligial comme un probléme
de satisfaction de contraintesT ou CSP.

1.4.3 Instances utilisées

Comparer les différents solveurs entre eux est une tacfieildif Les résultats obtenus dépendent
de la maniére dont ont été encodés les probléemes ainsi quadétbsdes utilisées pour les résoudre.
Il est trés difficile de déterminer a I'avance les perfornend’un algorithme sur un probléme donné.
De maniére a encourager la recherche d’algorithmes taujplus performants, des compétions sont
organisées9AT Race sAT Competitionet csp Competition). Ces compétitions consistent & exécuter
un ensemble d'algorithmes pendant un temps limité sur welpanel de problémes. Dans la suite de
ce manuscrit, lorsque des expérimentations sont présereéeinstances utilisées sont issues de ces
différentes compétitions.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons abordé deux probleésBsComplets qui sont : le probléemeaT et
le probléemecspk. Ces derniers consistent a trouver une interprétation deables telle que toutes les
contraintes du probléme soient satisfaites. Puisqu'iippavident que le choix de l'instance étudiée
conditionne les performances des algorithmes, nous avésemé deux catégories d'instances perme-
ttant de les comparer : les instances aléatoires et leqaesastructurées (faites main et industrielles).
Dans les prochains chapitres nous présentons plusiewagigares pour la résolution de ces différentes
instances.
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L ES APPROCHES INCOMPLETEPOUr la résolution pratique du problérsaT oucsp, sont en générales
incapables de répondre a I'insatisfaibilité d’une form@es approches effectuent le plus souvent
un parcours de I'espace de recherche non systématique mamiaemps donné. Une fois ce temps
imparti écoulé, deux cas peuvent se présenter : si un modeteoavé, alors la procédure stoppe son
exécution et retourne le modéle obtenu, sinon la méthodeire qu’elle n'a pas trouvé de solution
et dans ce cas il est impossible de conclure. En effet, qgakesoit la quantité de temps laissée a la
méthode, ce type d’approche ne garantissant pas un paexasstif de 'ensemble des interprétations
de la formule, il est impossible d’affirmer qu’il n’y a pas d#igion.

Il existe différents types d’approches incomplétes, laxjpales étant les techniques algorithmiques

« génétiques » a base de populatiore ( } 0 ), la
«survey propagatiom ( ), la recherche a voisinage variablea( ),
les algorithmes de colonies de fourmiso( ¥ les algorithmes de parcours réduit de
I'arbre de recherche({ ¢ yet la recherche locale. Dans ce

chapitre seules les techniques basées sur la rechercledochprésentées, celles-ci étant certainement
les plus connues de toutes les méthodes incomplétes pagdiation des problemes\t etcsr

La recherche locale est une technique venant de la rechepg@rationnelle ou elle a montré son
efficacité sur un grand nombre de problémes d’'optimisat{prsbléme du voyageur de commerce, sac
a dos, etc.). Un des inconvénients majeurs de cette appestige’elle est incapable de répondre dans le
cas ou la formule considérée est insatisfiable et cela mémeraidérant un temps infini. Néanmoins,
elle permet, dans des temps de calcul raisonnable, de trdegeinterprétations, pas nécessairement
modeles de la formule, pouvant étre de « bonne » qualitét-a‘dire falsifiant peu de contraintes. Elle
se distingue en cela des approches exactes, qui garahtisss la résolution du probléme mais souvent
au prix de temps de calculs prohibitifs. Il est aussi impartie souligner que sur les instances aléatoires
au seuil satisfiables, la recherche locale est incontestedlt la meilleure méthode de résolution.
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Aprés quelques définitions et I'introduction de I'algonith de base de la recherche locale, un certain
nombre de stratégies d'échappement pour la résolutionrdbemes de satisfaction de contraintag
et cspsont présentées. Ces stratégies étant souvent tributizinglsisieurs parameétres, nous présentons
une méthode introduite paroos( ) permettant de les régler de maniére dynamique.

2.1 Principe

Les techniques a base de recherche locale ont été dévetopplement afin de résoudre des
problémes d’optimisatiolP-difficile Sur ces problémes, en admettant Bug NP, il n’existe pas d’'al-
gorithme en temps polynomial et donc une résolution cora@étraine un temps de calcul exponentiel
dans le pire des cas. Contrairement a ces approches, lagleeHecale a pour objectif de trouver une
solution en un temps fixé (souvent polynomial). Elle est basé deux concepts majeurs : (i) I'intensi-
fication qui consiste a fouiller une zone réduite de I'esgeeacherche pour en extraire éventuellement
une solution et (ii) la diversification qui permet a la reainer de se déplacer dans I'espace plus large-
ment. Ce sont ces notions qui définissent le comportemeninééisodes a base de recherche locale
vis-a-vis de I'espace de recherche.

2.1.1 Définitions et notions de bases

Les méthodes de recherche locale ou métaheuristiques aéasésinages s’appuient toutes sur un
méme principe. A partir d’'une solution initiale (souvenhgéée de maniére aléatoire), la recherche locale
consiste a se déplacer d’interprétation en interprétatigou’a I'obtention d’'un modéle. Le paysage ainsi
décrit est un sous-ensemble de I'ensemble des interrésati les modéles sont les minima (ou maxima)
d’une fonction d’évaluation. L'objectif de ces méthodesdsxhiber un modeéle et donc d’atteindre un
point dont I'altitude est minimale. Il est courant de padiititude et de paysage « montagneux » lorsque
I'on décrit le comportement d’une méthode de recherchddo&a effet, s'il était possible de représenter
I'espace complet des interprétations en fonction du nordereontraintes falsifiées, ce paysage ressem-
blerait certainement a un paysage alpin. Par conséquebjettif de ces méthodes est d’atteindre le
niveau de la mer, c’est-a-dire une altitude de zéro signifiafaucune contrainte n’est falsifiée et donc
gu’'un modéle a été trouvé.

Les méthodes de recherche locale utilisent principalerdenk fonctions : une fonction de voisi-
nage et une fonction d’évaluation. Une fonction d’améliora basée sur la fonction d’évaluation, est
également souvent utilisée.

Le voisinage représente des affectations autour de la ewafign courante, accessibles en modifiant
certains attributs (valeurs des variables) et est trésesduelatif au probleme posé. Le voisinage se
définit généralement comme suit :

Définition 2.1 (voisinage direct) Soit& un espace de recherche, un voisinage est une fonction :
N: & — 26
I — 7
qui associe a chaque éléméhtin ensemble de voisin(Z) C 2°. A/(Z) est nommé voisinage de

A partir d’'une configuration courante, le choix du voisin &lachaine étape se fait par la fonc-
tion d’évaluation. La fonction d’'évaluatioawal permet d’'estimer la qualité d'une interprétatidrnde
'ensemble des interprétatiors. Dans le contexte des problemes de satisfaction de coesagette
fonction est trés souvent en relation avec le nombre deaiotes falsifiées par I'interprétatich
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Définition 2.2 (fonction d’évaluation) Soient¥ une formule ef une interprétation compléte construite
sur les variables dé€, la fonction d’évaluation est définie par :

eval: §x6 — N
(F,7) — |{a € Ttelle queT K a}|

Remarque 2.1.Une valeur de zéro, pour cette fonction d’évaluation, ingigu’aucune contrainte n’est
falsifiée et donc que l'interprétatioh considérée est un modéle de la formule.

Exemple 2.1. Afin d'illustrer ces deux fonctions, considérons la figré Sur cette figure, nous distin-
guons le chemin d’une recherche locale ou la fonction déatbn des interprétations complétes permet

de sélectionner un voisin a chaque pas.
Ensemble des

\oisinage interprétations
possibles

Interprétation initiale évaluéea ® Interprétation explorée évaluée:a
® Interprétation non explorée évaluée a — Chemin emprunté par la recherche locale

FIGURE 2.1 — Chemin de recherche locale.

La fonctiondiff permet de connaitre la valearposteriori de la fonction d'évaluation dans le cas
ou linterprétationZ se déplace vers une interprétatibhe N(Z). Pour cela, il suffit de considérer la
différence entre le nombre de contraintes falsifiéesZpetrcelui deZ’.

Définition 2.3 (amélioration) Soientd une formule eZ une interprétation compléte construite sur les
variables de¥, la fonction permettant de calculer I'amélioration obtenulans le cas ou le prochain
mouvement conduit a I'interprétation voisifg est définie de la maniére suivante :

diff §x6x6 — N
(F,7,7") — eval(F,Z) — eval(F,Z")

Exemple 2.2.La figure2.2illustre le résultat obtenu par la fonctiodiff (fleche annotée) sur un ensem-

ble d'interprétations (représentées avec leur évaluatongris) vis-a-vis d’'une interprétation initiale
(représentée avec son évaluation en blanc).

¢
FIGURE 2.2 — Amélioration pouvant étre obtenue en se déplacanedhterprétation a une autre.
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Remarque 2.2. Il est a noter que I'amélioration définie entre deux intetptéon Z et Z' peut avoir
une valeurdiff (¥,Z,7') négative, positive ou nulle, ce qui indique que le déplacerdeZ versZ’
respectivement dégrade, améliore ou ne modifie pas la vdkela fonction d’évaluation.

Ces fonctions, modulo quelques modifications, constitleséléments de base des algorithmes de
types « descente ». Ces algorithmes sont basés sur le priog tant qu'il existe une interprétation au
voisinage de l'interprétation courante améliorant la fmrcd’évaluation (c’'est-a-dirédZ’ € N'(Z) telle
quediff (F,Z,7') > 0), il faut se déplacer vers cette interprétation voisined€glacement est appelé
réparation de l'interprétation courante.

Appliqué seul, le principe de descente conduit souvent andesna. Un minimum est une inter-
prétation qui n'est pas un modéle et pour laquelle il N'&xisas dans son voisinage d'interprétation
permettant d’améliorer la valeur de la fonction d’évaloatic’est-a-dire permettant de diminuer le nom-
bre de contraintes falsifiées.

Définition 2.4 (minimum). Soientd une formule efZ une interprétation compléte construite sur les
variables de7F. On dit queZ est un minimum d& par rapport a la fonction d'évaluatiomval si aucun
déplacement vers une interprétation voisineZdee permet d’amélioreeval. Formellement :

Z est un minimum dg& par rapport acval
&
VI' e N(Z), eval(F,T") > eval(F,T)

Nous distinguons deux types de minima : famima globauxsont des interprétations telles gu'il
n’existe aucune interprétation de la formule ayant unelewe# valeur de la fonction d’évaluation. Pour
une formule satisfiable et la fonction d’évaluation qui éstesa considérer le nombre de contraintes
falsifiées, la valeur des minima globaux estdd l'inverse, lesminima locauxsont des interprétations
telles qu’il n'existe pas dans leur voisinage une integiiéh améliorant la valeur de la fonction d’é-
valuation mais telles gu'il existe dans I'ensemble desgprtations au moins une interprétation dont la
valeur de la fonction d’évaluation est meilleure (voir FigQ.3).

eval(F,T)

minimum local

minimum global

T

FIGURE 2.3 — Minimum local et global.
De maniére générale, que ce minimum soit local ou globadtilneportant de pouvoir s'en échapper.

Pour cela, il est nécessaire de permettre a I'opérateurathenehe locale d’'effectuer des mouvements
pour lesquels la nouvelle solution retenue sera de quabtédre que la précédente. Ce principe, détaillé
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dans la sectior2.2, est appelé principe d’échappement et doit permettre deiger suffisamment de
I'interprétation courante afin d’éviter de la revisiter urmuvelle fois. Il existe différentes stratégies pour
s'échapper d’'un minimum local (redémarrage, aléatoiteurearriere, tabou, etc.) et leur tache consiste
a trouver le meilleur moyen de sortir ou d’éviter les minimedux afin de poursuivre la recherche. C’est
souvent ce principe qui différencie les multiples algarigs de recherche locale. L'algorithrael décrit
succinctement le calcul effectué par une méthode de reuhéocale.

Algorithme 2.1 : Recherche Locale
Données F une formule einax Reparations, le nombre maximum de réparations autorisées
Résultat: vrai si la formuleJ est satisfiablefaux s'il est impossible de conclure
1 Début
7 <— une interprétation compléte générée aléatoirement;
nbReparation = 0;
tant que (nbReparation < maxReparations) et(eval(F,Z) > 0) faire
sid7' € N(Z) telle quediff (F,Z,7") > 0 alors Z +— T;
sinon 7 <— interprétation choisie suivant un critére d’échappement;
nbReparation «— nbReparation + 1;

N o g b~ N

8 | si(eval(F,Z) = 0) alors retourner vrai ;
9 | retourner faux ;
10 Fin

Afin de concevoir un algorithme de recherche locale efficdast nécessaire de mettre au point
des structures de données évoluées permettant le déveleppd’algorithmes incrémentaux puissants.
Ces structures dépendent bien entendu du probléme a #aient discutées lors de la présentation de
I'utilisation de la recherche locale dans le cadre spédafides problemesaAT (voir 2.1.4 et csp(voir
2.1.5.

(@) (b) (©

eval(F,7)
eval(F,7)
eval(F,7)

valeur de la fonction objectif (ordonnée) en fonction d’umerprétation (abscisse)
-— -» interprétation obtenue apres diversification (redémarmgéchappement)

» suite de déplacements conduisant a un échec (plateau omunmiocal)
- - -» suite de déplacements conduisant a un succes (solution)

FIGURE 2.4 — Paysage exploré par la recherche locale.

Les méthodes de type recherche locale sont amenées a tara tifférentes situations. La Figure
2.4 détaille une étude des trois cas de figure pouvant étre reédsgpar une méthode de type recherche
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locale :

a. Sur limage de gauche nous avons le cas « espéré ». Etané doe interprétation compléte
générée aléatoirement, la méthode arrive a atteindre umuomim global lequel est aussi une solu-
tion du probléme considéré.

b. Le schéma central correspond au cas ou la recherche kitegilg un minimum local (situation 1
sur le schéma (b)). Puisqu’un seul déplacement ne permetdf@méliorer la valeur de la fonc-
tion d’évaluation, une étape de diversification est opéedémarrage ou application d’'un critere
d’échappement). Une fois soustrait du minimum local la éé¢harrive au bout d’un certain nom-
bre d’étapes a trouver une solution.

c. Limage de droite schématise le cas ou l'instance consgdést insatisfiable ou le cas ou la
recherche locale a échoué a trouver un modéle. Comme onepeair] la valeur de la fonction
d’évaluation est toujours supérieure a zéro. En d’autrets ngoelle que soit I'interprétation con-
sidérée, le nombre de contraintes falsifiées est toujotfésatit de zéro. Cette image dépeint aussi
le cas particulier ot un ensemble d’interprétations veisiforme urplateau (situation 1 sur le
schéma (c)). Nous appelons plateaux un ensemble d’intetionés voisines ayant la méme valeur
pour la fonction objectif. Comme nous pouvons le voir, sudemier cas de figure, la recherche
locale atteint toujours soit un minimum soit un plateaweibn 2 et 3 sur le schéma (c)).

Dans le cadre des problemssaT et cspl'algorithme de recherche locale précédemment décrit est
Iégérement modifié. Ces modifications caractérisent lagmGSAT présentée dans la partie suivante.

2.1.2 Larchitecture GSAT

L'algorithme GSAT est certainement I'algorithme le plus connu des méthode®a®erche locale

pour SAT. Cet algorithme est introduit initialement plali ( ), mais ce n’est que lors du
«Second Challenge on Satisfiability Testinde , que des variantes extrémement efficaces de
cet algorithme ont été proposées( ).

Il existe peu de différences entm®sAT et la méthode de recherche locale « classique » présentée
précédemment. La fonction d’évaluation pour cette appraekte la plus naturelle qui soit, c’est-a-dire
le nombre de contraintes falsifiées par l'interprétatioarante (« min-conflict » |\ ).
Le voisinage utilisé est un «voisinage direct », c'esty&-due les interprétation voisines sont toutes les
interprétations qui difféerent de l'interprétation couaue par la valeur d’'une variable (c’est-a-dire se
trouvant a une distance de Hamming de 1).

Définition 2.5 (Voisinage deGsAT). SoientF une formule efZ une interprétation compléte construite
sur I'ensemble des variables @@ On a :

Nasar(Z) = {J telle queJ est une interprétation dg ety (Z, 7) = 1}.

La description desSAT peut se faire de maniére trés succincte tant cet algoritlengiraple. L'al-
gorithme commence par générer aléatoirement une intatjgniétcompléte des variables de la formule.
Une fois celle-ci établie, I'algorithme effectue un centabmbre de réparations jusgu’a I'obtention d’'un
modele. Ces réparations consistent a modifier la valeurediamiable permettant d’obtenir le meilleur
gain (s'il y en a plusieurs, I'algorithme en choisit une denmee aléatoire). Si, aprés un certain nom-
bre d’'étapesnax Reparations, la recherche locale n'a toujours pas trouvé de solutiomréeédure
recommence avec une nouvelle interprétation initiale. ©egssus peut se répéter un nombre maximal
maxEssais de fois fixé au démarrage avant de retourner que la recherétieoaé.

42



2.1. Principe

GSAT ne présente pas, comme pour 'algorithme de base, deuxghasedistinctes : descente et
échappement. En effet, cette approche autorise des dégredade la fonction d’évaluation au cours de la
recherche, ce qui peut étre considéré comme un moyen depj@ahd’'un minimum local. Par ailleurs,

il existe une autre phase d’échappement dans cette méthodergpiste a redémarrer la recherche avec
une nouvelle configuration.

Malgré cela, il reste que cette approche conduit le plusesaiéy un minimum local. C’est pourquoi
de nombreuses variantes de cet algorithme ont vu le joura@agtations sont basées sur un schéma
légérement différent de celui desAT. Ce schéma, présenté dans l'algoriththg permet d'intégrer
facilement différentes stratégies d’échappements (Ekxgusont présentées dans la secAd@).

Algorithme 2.2 : GSAT
Données. J une formule, deux entiersax Reparations etmax Essais
Résultat: vrai si la formuleJ est satisfiablefaux s'il est impossible de conclure
Début
pour i de 0 amax Essais faire
7 <— une interprétation compléte générée aléatoirement;
pour j de 0 amax Reparations faire
si (eval(F,Z) = 0) alors retourner vrai ;
Si (37" € Nosar(2)) telle quediff (F,Z,7') > 0 alors Z «— T';
sinon 7 «— interprétation choisie suivant un critére d’échappement;

N o g b~ W N R

8 | retourner (eval(F,Z) = 0);
9 Fin

Une des clefs du succes de cette approche tient au fait querssous-ensemble des interprétations
voisines est considéré pendant la phase de descente. Erpaffgjue cette phase consiste a satisfaire
les contraintes non satisfaites par l'interprétation aote, il est possible de limiter le voisinage direct
en ne considérant que les variables appartenant aux euatdalsifiées par l'interprétation courante. |l
n'est pas rare, dans le cadre de la résolution pratique ddégpne de satisfaction de contraintes, d'étre
confronté a des problémes de trés grandes tailles (plusndillion de variables) et donc a un voisinage
conséquent. Par conséquent, considérer uniquement aghklesd’interprétations voisines lors de la
phase de descente permet alors un gain substantiel.

Une autre amélioration qui est I'une des plus importanteg pes méthodes, consiste a intégrer la
stratégie de « marche aléatoire » pendant la résolutioduant ainsi I'algorithmevsArT.

2.1.3 Larchitecture WSAT

WSAT ou «WalkSAT ( ) est I'néritier deGSAT. Cette approche introduit le con-
cept de marche aléatoire pendant la résolution. La maréatoide permet d’accélérer le processus de
recherche tout en permettant de s’échapper de certainmmlipcaux. Dans cette stratégie, le choix de
la variable a réviser est restreint aux variables impligu#ns une contrainte falsifiée choisie aléatoire-
ment. Ainsi, seul un sous-ensemble du voisinage direct\edu&, permettant d’augmenter significa-
tivement la fréquence a laquelle les mouvements dans Eesgpa recherche sont effectués. Ce dernier
procédé permet aussi d’'introduire une phase de diversificatipplémentaire par le biais du choix de la
dite contrainte falsifiée.
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Définition 2.6 (Voisinage dewsAT). Soientd une formuleZ une interprétation compléte construite sur
'ensemble des variables deet « une contrainte dé falsifiée parZ. On a:

Nusar(Z, o) = {J tel queJ est une interprétation d& et(,(Z, J) = {z} avecz € a}.

La fonction d’évaluation restemin-conflict», a savoir que la variable réparée est celle qui permet de
réduire au maximum le nombre de contraintes falsifiéesgbtithme?2.3, comme pouGSAT, décrit un
schéma d’algorithme reprenant les fondements/daT et permettant I'intégration de différents criteres
d’échappement.

Algorithme 2.3 : WSAT
Données. J une formule, deux entiersax Reparations etmax Essais
Résultat: vrai si la formuleJ est satisfiablefaux s'il est impossible de conclure
1 Début
pour i de 0 amaxEssais faire
7 <— une interprétation compléte générée aléatoirement;
pour j de 0 amax Reparations faire
Si (eval(F,7) = 0) alors retourner vrai
a <— une contrainte au hasard parmi les contraintes falisifiaes;p
si (3Z' € Nwsar(Z, o) telle quediff (F,Z,7') > 0) alors T +— T';
sinon 7 <— interprétation choisie suivant un critére d’échappement;

o N o g b~ WN

9 | retourner (eval(F,Z) = 0);
10 Fin

Dans la suite nous introduisons les différentes notiongsesires (voisinage, fonction d’évaluation
et calcul de I'amélioration) a l'utilisation des schémagoaithmiques présentés précédemment dans le
cadre de la résolution pratique des problémsset CSP

2.1.4 Application de la recherche locale au problemsAT

Afin de pouvoir réaliser les différents schémas de rechelmtae présentés précédemment, il est
indispensable d’en définir les briques élémentaires. Ggads sont les fonctions d’évaluation, de voisi-
nage et d’'amélioration.

Comme précisé auparavant, la fonction d'évaluation estiggfiar rapport au nombre de contraintes
falsifiées par I'interprétation courante. Ce qui s’exprifmenellement par :

Définition 2.7 (fonction évaluation) Soient: une formuleZ une interprétation compléte construite sur
les variables d&:, la fonction d’'évaluation est définie par :

eval: X x6 — N
(3,Z) +— |{a € atelle queT E a}|

Exemple 2.3. SoientY = {(a VbV ¢),(ma Vb),(ma VbV d),(bV —c),(—aV =c)} une formule et
7 = {a,—b, —c, ~d} une interprétation compléte construite sur les variable&dalorseval(X,7) = 2.

Dans le cadre dsAT, les interprétations voisines sont toutes les interpoftatpouvant étre obtenues
en inversant la valeur de vérité d'une variable. Cette améraappelée flip, est définie comme suit.
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Définition 2.8 (flip). SoitZ une interprétation compléte construite sur un ensembleadables propo-
sitionnelles, le flip de: € Z est défini par :

flip: 6&xVY — 6
(Z,2) — {Z\{z}}U{z}

Les différentes notions de voisinage se définissent a préséurellement comme :

Définition 2.9 (voisinage direct) Soient® une formuleZ une interprétation compléte construite sur les
variables deX etV un ensemble de variables tel queC V. L'ensemble des interprétations voisines
deZ pouvant étre atteintes a partir de est défini comme suit :

N: 6x2= — 20
(Z,V) +— {T' € 6telqueZ’ = flip(Z,z), avecx € V}

Définition 2.10 (voisinageGsAT). Soient: une formule ef une interprétation compléte construite sur
I'ensemble des variables d&. Ngsar(Z) = N(Z,V,) avecV, = {z € atelquea € ¥ etZ # o}
I'ensemble des variables apparaissant dans les contraifatisifiées par I'interprétatiort.

Définition 2.11 (voisinagewsAT). Soient: une formule ef une interprétation compléte construite sur
les variables d&. NVysat = N (Z,V,) avecV, = {z € a} tel quea € ¥ etZ (£~ .

Exemple 2.4.Considérons la formul& et l'interprétationZ de I'exemple2.3. L’ensemble des interpré-
tations voisines de I'interprétatiod pour les différentes notions de voisinages présentées sont
— direct : N (Z, Vs) = {{—a, —b, ~¢,—d},{a,b, —c,~d},{a, b, c,~d}, {a,—b,—c,d}} ;
— GSAT: N(Z,Vy) = {{—a, =b, ~c,~d}, {a, b, ~c,~d},{a, =b, ~c,d}} ;
— WSAT : N(Z,V,) = {{—a,—b,—c,—d},{a,b,—c,~d}} aveca = (—a V b) une clause de&
falsifiée parZ.

Les notions de voisinagesAT et WSAT ont des propriétés intéressantes. Une premiéere propriété
permet d’'établir que I'ensemble des interprétations c#éies par la notion de voisinagesAT est
inclus dans I'ensemble des interprétations considéréels pation de voisinage SAT.

Propriété 2.1. SoientX une formule efZ une interprétation compléte dg, alorsVa € X telle que
TH a,N(Z,a) CN(Z, V).
Preuve 2.1.La preuve est triviale et vient du fait qivex € X falsifiée parZ nous avonsy C V,.

Exemple 2.5. Sur I'exemple2.4 nous voyons clairement que cette propriété est vérifiée.

Cette propriété, quoique triviale, explique en partie @k performance obtenu en faveur de I'ar-
chitecturewsAT vis-a-vis de l'architecturesSAT. Deux autres propriétés importantes permettent d'as-
surer qu’au moins une clause falsifiée par une interprétdtgera satisfaite par une interprétation voisine
7’ obtenue a partir d’'une des notions de voiSinggaT ou WSAT.

Propriété 2.2. SoientX une formule e une interprétation compléte dg, alorsVZ' € N (Z,V,) il
existea € X tel queZ |~ a etZ’ = a.

Preuve 2.2. Considérong’ € N(Z,V,), par définition de la notion de voisinagesAT nous avons que
Jdz € Ztel que € 7’ et queda € X tel quez € a etZ H . ce qui implique qué’ = .

Exemple 2.6. Considérons la formul& et l'interprétationZ = {-a, b, ~c,—~d} de I'exemple2.4.
Supposons que l'interprétation choisie comme interpi@tavoisine soitZ’ = {a, —b, —¢, ~d}. Dans ce
cas, nous remarquons que la clause: VV b V d) est falsifiée paf et satisfaite patZ’.
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Propriété 2.3. SoientX une formule e une interprétation compléte de, alorsVZ’' € N(Z,V,) il
existea € Y tel queZ H a etZ’ = a.

Preuve 2.3. Les propriété.1 et 2.2 permettent de conclure a la validité de cette propriété.

Nous verrons que, quoigue triviales dans le cadreade ces deux derniéres propriétés sont difficiles
a obtenir dans le cadre dsP.

La construction d’'algorithmes de recherche locale effisa@zessite la mise au point de structures
de données évoluées, permettant de gérer efficacementufiéea des interprétations voisines. En effet,
le temps de calcul de ces algorithmes est déterminé nomsentgar le cadre de recherche, mais aussi
par la complexité de chaque itération. L'utilisation deistures de données adéquates permet alors de
procéder efficacement aux déplacements (flips) et au chdix plechaine variable a flipper. La plupart
des solveursAT de type recherche locale introduisent deux vecteurs éentiommésreakcount et
makecount permettant respectivement de donner le nombre de clausealgifie et satisfait le flip
d’une variable. De maniére a obtenir de bonnes performahess nécessaire que ces deux tableaux
soient maintenus a jour efficacement tout au long de la rebkeiEn vue de réaliser cela,

( ) propose une approche basée sur la notionwdatehed literals> (présentée dans la secti®ni.4.9
afin d’augmenter significativement leur mise a jour. Gracesastructures la fonction d’amélioration se
calcule facilement de la maniere suivante :

Définition 2.12 (amélioration) SoientX une formule efZ une interprétation compléte construite sur
les variables de&, la fonction d’amélioration obtenue, dans le cas ou le painimouvement conduit a
flipper la variablez, est définie de la maniére suivante :

diff i ¥x6xzx — N
(X,Z,x) +—— makecount[z] — breakcount|x]

Larecherche locale dans le cadresde a été largement étudiée et plusieurs solveurs ont été gepos
(WALKSATA43 ), UBCSAT ( ), etc.). Dans la suite, nous présentons les éléments
de base permettant I'utilisation de la recherche locale tianadre du problemesr.

2.1.5 Application de la recherche locale au problemesp

Dans cette partie, tout comme p@®AT, nous définissons les briques nécessaires a |'élabordtian d
solveur de type recherche locale pour la résolution prataprobléemecsr,

La fonction d’évaluation reste la plus naturelle qui soiést-a-diremin-conflict'?.,

Définition 2.13 (fonction d’évaluation) SoientP = (X',C) un réseau de contraintes &tune interpré-
tation compléte construite sur les variables &lela fonction d’évaluation est définie par :

eval: Px6G6 — N
(P,I) — |{ae€CtelqueT H a}

Exemple 2.7.Considérons le réseau de contraintes= (X', C) dépeint dans la figur@.5et I'interpré-
tation complete = {(X1,1), (X2,5), (X3,1), (X4,6), (X5,2)}, nous avongval (P,Z) = 2.

11. Une autre notion de voisinage introduite pan ( ) consiste a associer pour toutes les variables du
probléme une variable booléenne pour chacune de ces valBesvariables booléennes permettent de définir si la vakgur
choisie ou non pour la variable. Dans cette encodage, ldéggmabest redéfini a I'aide de contraintes de cardinalitéieédalité
linéaire et quadratique.
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FIGURE 2.5 — Interprétation compléte définie sur un réseau de dotgsatel que les valeurs encadrées
représentent les valeurs choisies par 'interprétatidasatontraintes coloriées en rouge (respectivement
vert) représentent les contraintes falsifiées (respentnt satisfaites).

Pourcsp, les interprétations voisines sont toutes les interpogtatpouvant étre atteintes si la valeur
d’'une variable est modifiée par une autre valeur de son d@n@iette opération, appelévitch, est
définie comme suit :

Définition 2.14 (switch) SoitZ une interprétation compléte construite sur un ensembleadiahles
discrétesY'. Considérons le coupleX, u) € Z tel queX € X etu € X. Le switch de la valeuru de la
variabledom(X) env € dom(X) est défini de la maniéere suivante :

switch : & x X x dom(X) — &
(Z, X, v) — {Z\{(X,u)}} U{(X,0)}}
Exemple 2.8.SoitZ = {(X;,1), (X2,5),(X3,1),(X4,6),(X5,2)}, appliquer switch(Z, X1, 3) con-
duit & l'interprétationZ = {(X1, 3), (X2,5), (X3, 1), (X4,6), (X5,2)}.

Les différentes notions de voisinages se définissent argréaturellement.

Définition 2.15 (voisinage direct) SoientP = (X', C) un réseau de contraintes &tune interprétation
compléte construite sur les variables e le voisinage direct d& est défini comme suit :

N: &x2t — 2
(Z,Vy) +— {Z' € Gtelquel’ = switch(Z,X,v)etZ #1'}

avecX € Vy etv € dom(X).

Définition 2.16 (voisinageGsAT). SoientP = (X, C) un réseau de contraintes &tune interprétation
compléte construite sur les variables @& Nssar(Z) = N(Z,V,) avecV, = {X € CtelqueC ¢
C etZ £ C} I'ensemble des variables apparaissant dans les contraifatsifiées par I'interprétation
7.

Définition 2.17 (voisinagewsAT). SoientP = (X, C) un réseau de contraintes &tune interprétation
compléte construite sur les variables d& Nysar = N(Z,C) telle queC € C est une contrainte
falsifiée parZ.

Exemple 2.9. Considérons le réseau de contraintes= (X, C) et l'interprétationZ de I'exemple2.7.
Un ensemble d’interprétations voisinesZ@our la notion de voisinages'SAT 12 pour la contrainteCs

12. Etant donné le nombre important d’interprétationsineis pour les notions de voisinages direoteT (10 interpréta-
tions par notion), nous ne donnons pas d’exemple. Nousgsmiis tout de méme que ces deux ensembles sont identiques. En
effet, toutes les variables du réseau apparaissent dagsidesintes falsifiées par I'interprétation courante.
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est:

N(Z,C3) ={{(X1,1), (X2,5), (X3,2), (X4,6), (X5,2)}, {(X1,1), (X2,5), (X3,7), (X4,6), (X5,2)},
{(le1)7(X275)7(X371)7(X47 ) X57 )}7{ 1 ) X275)7(X371)7(X47 )(X57 )}}

A présent nous observons si les propriéés 2.2 et 2.3 énoncées précédemment dans le cadre de
SAT sont vérifiées dans le cadosk. En ce qui concerne la proprié2él, elle est toujours vérifiée pour
la notion de voisinage définie.

Propriété 2.4. SoientP = (X, C) un réseau de contraintes Etune interprétation compléte d&, alors
VC e Ctelle queZ £ C,N(Z,C) C N(Z,Vy).

Preuve 2.4.\oir preuve2.1

En ce qui concerne les propriét22 et 2.3, elles ne sont pas vérifiées dans le catise. En effet,
considérons le réseau de contraintes et l'interprétatampiéteZ de I'exemple2.7. Supposons gue
I'interprétation voisine sélectionnée &8t = {(X1,1), (X2,5), (X3,7), (X4, 6), (X5,2)}, dans ce cas
'ensemble des contraintes falsifiées pagst identique a celui falsifié par.

Une autre particularité importante, dans le cads® est qu'il est impossible de juger si interver-
tir une valeur d’'une variable permet de se rapprocher d'aterprétation permettant de satisfaire une
nouvelle contrainte. En effet considérons le réseau deaiotgsP = (X, C), l'interprétation compléte
7 de I'exemple2.7 et l'interprétationZ’ = {(X1,1), (Xs,1),(X3,1),(Xy,6),(Xs5,2)} voisine deZ.

La fonction d’évaluatioreval définie précédemment évalue de maniére identifjie¢Z’. Néanmoins,
puisque cette interprétation permet de se rapprocher dolotion permettant de satisfaire la contrainte
(4 (sans falsifier d’autres contraintes), il semble logique @tul(P,Z) soit supérieure aval(P,Z’).

Ce caractere particulier de la fonction d’évaluation relus pifficile I'application de la recherche locale
dans le cadre du probléenespk. Afin d’y remédier, une approche proposée @ ( )
consiste a redéfinir la fonction d’évaluation afin de congidéertaines particularités associées a la sé-
mantique des contraintes (contraintes de cardinalitéisdande, etc.). Dans le chapi8enous montrons
expérimentalement que ne pas considérer ce phénoméne grelitire a une approche de recherche
locale inefficace sur les problémes de grande arité.

Comme pour le problém®aT, afin de définir un algorithme de recherche locale efficaestbrimor-
dial que la fonction permettant de calculer 'amélioratsmit efficacement implémentée. Pour effectuer
cela, la plupart des solveurs de recherche locale pseintroduisent une structure proposée fai

( ). Ces structures de données et les algorithmes permettdas anaintenir a jour tout
au long de la recherche sont présentés et perfectionnédedalmapitre8. Cette amélioration consiste a
ajouter une variable booléenne pour chaque valeur de chagiable du probléme afin de conserver une
trace des calculs antérieurs. Ces informations ainsi codsg permettent d’augmenter significativement
la rapidité avec laquelle les structures de données somtemnaies.

L'ensemble des définitions présentées précédemment genndtétablir le squelette d’un solveur
de recherche locale. Néanmoins, pour étre efficace, cewsaligt étre capable de parcourir 'espace
de recherche «intelligemment ». L'idée est donc de ne pitentsutes les configurations, mais de se
doter d’heuristiques pour choisir les zones d’exploratibas méthodes présentées dans la section suiv-
ante correspondent a des schémas généraux appelés miétahms a base de voisinage ou stratégies
d’échappement.
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2.2 Stratégies d’échappement

Une des difficultés majeures liées a l'utilisation de la exche locale consiste a réussir une explo-
ration de I'espace de recherche sans stagner dans des nhiiox. En effet, la recherche aboutissant
le plus souvent a un minimum local, les techniques d'échaepé jouent un réle primordial pour I'-
efficacité de ce type d'approches. Néanmoins, au vu du nondoigt d'interprétations pouvant étre
examinées, déterminer l'interprétation qui, parmi un ertde d’interprétations, est celle qui est la plus
proche de I'objectif (c’est-a-dire celle qui permettrattéindre un modéle avec le plus petit nombre
de déplacements), est une tache délicate. Par conséggeditter le meilleur déplacement, c’est-a-dire
choisir le « meilleur » voisin, constitue la motivation pripale des méthodes de recherche locale. La lit-
térature sur le sujet foisonne, nous présentons dans éausetliste non exhaustive de différents critéres
d’échappement parmi les plus connus et utilisés a la fois tlaoadre du problém®aT et du probléme
CSP.

2.2.1 Mouvements aléatoires

Dans le but d’échapper aux minima locaux, il est judicieurépas effectuer le déplacement optimal
a chaque pas. Cependant, pour trouver un modele, le pardedisspace d’interprétations doit étre
pertinent, et la méthode de recherche locale doit appligasrcoups optimaux un certain nombre de
fois. Partant de ce principge ( ) pourSAT et ( ) pourcspproposent
une approche, nommé&aaNDOMWALK, qui consiste a introduire des mouvements aléatoires @ans |
processus d’exploration. Pour cela, une probahiligst introduite et appliquée de la maniére suivante :

— avec une probabilitg, choisir aléatoirement une variable apparaissant dansamigainte falsifiée

et modifier sa valeur ;

— avec une probabilité — p, effectuer le coup optimal.

Il est possible d'imaginer une variante a cet algorithme oune restreint pas le choix de la vari-
able aux contraintes falsifiées mais a I'ensemble des Vasialu encore aux variables d’'une contrainte
falsifiée particuliere.

2.2.2 La méthode Tabou

Cette approche proposée pée ( ) dans le cadre deAT et ( )
pour csP est une adaptation de la méthode tabGin( 2 ). Dans cette méthode, le tabou,
c'est-a-dire l'interdiction de choisir telle ou telle cagfiration, ne porte pas sur les interprétations mais
sur les variables. Pour cela, les derniéres variables dquéténrévisées sont conservées dans une file
d’attente appelée «tabou ». Ensuite, lorsqu’une nouvelt@ble est choisie, les variables appartenant
a cette liste ne sont pas autorisées a étre corrigées. €etbaique s'avere relativement efficace pour
échapper aux minima, cependant ses performances dépetederttille de la liste tabou, dont la valeur
optimale varie en fonction de l'instance a traiter. Une aaié de cette approche consiste a utiliser un
critere « d'aspiration ». Ce critére signifie que, sous aeegconditions, une variable appartenant a la
liste tabou peut étre modifiée (exemple : lorsque cette noadiifin permet d’atteindre une valeur de la
fonction d’évaluation jamais atteinte jusqu’alors).

2.2.3 Pondération de Contraintes

Dans cette méthode initiée pilr ( ) et nommée ® REAKOUT », I'échappement des minima
locaux est effectué a travers une redéfinition de la fonotibjectif. En effet, plutdt que de compter
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le nombre de contraintes falsifiées par chaque interpoétatarcourue, un compteur initialisélaest
associé a chaque contrainte de la formule. Par rapport awehélément, la fonction a minimiser est
la somme des poids de chaque contraiften( N3AINnsi,

en début de recherche, cette fonction est equwalenteemiaktsmuement définie. Cependant, a chaque
fois qu’une contrainte est falsifiée par I'interprétatiaucante, son poids est incrémentéldévec cette
moadification dynamique de la fonction objectif, les minirmadux sont progressivement atténués jusqu’a
disparaitre, méme en n’effectuant que des mouvementsayptirha figure2.6 montre schématiquement
comment la pondération des contraintes falsifiées perndehdpper aux minima locaux.

(@) (b) (©

eval(F,T7)
eval(F,7)
eval(F,7)

T VA

valeur de la fonction objectif (ordonnée) en fonction d’umierprétation (abscisse)
-— -» point de départ de la recherche

- - -» suite de déplacements effectués par la recherche locale

<= espace de recherche conduisant & un minimum local

FIGURE 2.6 — Influence de la pondération des contraintes falsifigele paysage de recherche.

Exemple 2.10. Considérons I'espace de recherche arbitraire d’'une fomnglielconqueF. De plus,
supposons gue les premiers mouvements effectués par espuscde recherche locale conduisent a un
minimum local (figure2.6 courbe (a)). Dans ces conditions, ne pas diversifier la resthee conduit a
considérer encore et encore le méme minimum.

Puisque la recherche locale reste engluée dans ce mininesnephtraintes qui sont souvent insatis-
faites (c’est-a-dire les contraintes responsables deecgttiation d’échec) voient leur poids devenir de
plus en plus important. Pour étre exact, leur poids est augénde 1 chaque fois gu’elles sont falsifiées.
Cette augmentation implique un nivellement de I'espacedearche (figur.6 courbe (b)).

Lorsqu’un certain nombre d’'étapes a permis d’augmentefisarhment le poids des contraintes
responsables du minimum local, le solveur peut modifier lawad’une variable apparaissant dans
I'une de ces contraintes (une variable apparaissant dag€tmtraintes ayant le poids le plus élevé). Ce
processus guide alors la recherche dans une région de lsga recherche différente (figuzes courbe
(€)).

Bien que la formuleF ne soit jamais modifiée durant tout le processus de recherahes pouvons
voir sur la figure2.6 gu’'aprés un certain nombre d’étapes le paysage de recharshmodifie. Comme
nous pouvons le voir sur cette figure, la recherche est guidée du minimum local lorsque I'augmen-
tation de certaines contraintes a permis de « lisser » le mmim local.

Contrairement aux autres approches, I'augmentation ddspdé certaines contraintes permet de
pondérer les clauses appartenant aux parties difficilesahlgme considéré. Ce sont ces informations
gui permettent de guider le processus de recherche locdkllelenaniére que ces clauses soient satis-
faites en priorité.
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2.2.4 Stratégies d’échappement dédiées aux architectureSAT et WSAT

Les différentes métaheuristiques présentées précéddrpearent aisément étre greffées aux archi-

tecturesGsSAT et WSAT. De plus, d’autres critéres d’échappement ont été dévétxppfin d’accroitre

I'efficacité de ces deux approches. Ces stratégies sontgplupart issue de la littérature concernant la

recherche locale po@wAT. Nous présentons une liste non exhaustive de ces diffégigtres d'échappe-
ment parmi les plus connus :

— WALK SAT : cette stratégie, introduite pan ( ), est caractérisée par la maniére

dont la prochaine variable a flipper est choisie. Les vaggmbbnt tout d’abord classées suivant le
nombre de clauses falsifiées qu’elles générent si ellesflgpées. S'il existe une variable telle
que inverser sa valeur de vérité ne falsifie aucune nouvkliese alors cette variable est flippée.
Sinon, avec une probabilij§ une variable est flippée de maniére aléatoire et, avec whalpitité

1 — p, une variable est choisie de maniére aléatoire parmi léablas dont le flip falsifie le moins
de nouvelles clauses;;

NOVELTY : cette stratégie est une varianteRFEeNDOMWALK , elle classe (comme cette derniére)
les variables suivant le nombre de clauses falsifiées allgquelles appartiennent. Soient la
meilleure et la seconde meilleure variable selon cet orfirda meilleure variable n’est pas la
plus réecemment flippée, alors elle est choisie. Sinon, aregtobabilitép, on choisit la seconde
meilleure variable, et avec une probabilité p, on sélectionne la meilleure. Comparativement a la
stratégieRandom Walkdans cette approche, la notion de choix aléatoire d’unahlarselon une
certaine probabilité a été supprimée au profit d’'un choix-optimal, mais satisfaisant puisqu’il
s’agit de la variable qui lui succéde dans l'ordre. De nombes variantes d@OVELTY ont été
proposées (telles QURNOVELTY ou NOVELTY+), I'ensemble de ces stratégies est présenté et
étudié dansli{ );

G?WSAT : la procédure BWSAT (Gradient based Greedy Walk$giroposé pat

( ) est basée sur la notion dgpromising decreasing variabbe et de «promising decreasing
path». Formellement, une variable est ditecreasingsi elle permet d’améliorer la valeur de la
fonction objectif lorsqu’elle est flippée. Saitet y deux variables telles que # y ety n'est pas
une variabledecreasingLa variabley est ditepromising decreasing variabks, aprés avoir flippé

la variablezx, la variabley devientdecreasingLa notion depromising decreasing patést alors
définie comme une séquence de flips telle que toutes les harisbint depromising decreasing
variables

La méthode proposée consiste alors a choisir une variable ldmsemble des variables appar-
tenant a I'ensemble dgzromising decreasing variablesmnt que cet ensemble n’'est pas vide
(définissant ainsi upromising decreasing pathSinon, la procédure utilise un critére d’échappe-
ment classique pour choisir la prochaine variable a flippewvELTY ++ dans le papier présentant
I'approche ( »;

SAPS : cette méthode, introduite pan ( ), est basée sur le principe initié pdr

( ) et qui consiste a s’échapper des minima locaux a traveeslé&finition de la fonction objec-
tif. En plus d’incrémenter les poids des clauses falsifiégscpaque interprétation parcourue, des
opérations supplémentaires sont effectuées sur les pegddalses. En effet, lorsqu’'un minimum
local est rencontré, avec une probabijitée poids de chaque clause est divisé par une constante,
de maniéere a accentuer 'importance des derniéres cortfigusaencontrées.

Comme nous l'avons souligné précédemment, ces stratégieBagpement sont pour la plupart

issues du domaingAT et, a notre connaissance, elles n’ont pas toutes été &uilids le cadre desr.
Nous proposons dans le chapiiain solveur de recherche locale basé sur les architeciusas et
GSAT afin d'implémenter et d’étudier le comportement de cergitientre elles.
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Comme nous pouvons le remarquer, les méthodes utiliséesl@fiortir des minima locaux sont
tributaires d'un certain nombre de paramétres (redémeayrtadle de la liste tabou, probabilité de flipper
aléatoirementetc). Pour des instances inconnues, une valeur optimale deacamptres ne peut étre
connuea priori. Afin de pallier ce probleme, ( ) a proposé une approche permettant de les
régler de maniére dynamique en cours de recherche (castilisdtion d’'une approche utilisant une
probabilitép comme pour l'utilisation du critére d’échappemerVvELTY ou RANDOMWALK ). Cette
méthode est présentée dans la section suivante.

2.3 Ajustement dynamigue des parameétres d’'un solveur de typrecherche
locale

Toutes les métaheuristiques s’appuient sur un equilibne éimtensification de la recherche et la
diversification de celle-ci. D’'un coté, 'intensificatiommnet de rechercher des solutions de plus grandes
gualités en s’appuyant sur les solutions déja trouvées Baulee, la diversification met en place des
stratégies qui permettent d’explorer un plus grand espaseldtions et d’échapper a des minima locaux.
Ne pas préserver cet equilibre conduit & une convergenpedamde vers des minima locaux (manque
de diversification) ou a une exploration trop longue (mardjirgensification).

Comme indiqué précédemment, les métaheuristiques eslidéns le cadre de la recherche locale
dépendent souvent d'au moins un parameétre. Ce paraméteptéxdans le cas de I'utilisation de la
méthode tabou (taille de la liste tabou), représente unigapilité qui sera notée par la suite et qui est
une valeur comprise entfeet 1. Cette valeur a un impact important sur les performancesldew. En
particulier, il a été observé gu'une valeur suffisammentédedep diminuait ou annulait I'impact des
redémarrages dans les solveurs de tysaT ( Y et qu'a l'inverse une
valeur trop basse impose un réglage minutieux du paranmneodant le redémarrage afin de pouvoir
obtenir de bonnes performanceso( )OTrouver la valeur optimale pour ce paramétre
n'est pas une tache aisée. Il est montré, de maniére expaalad J, qu’une faible déviation
(vis-a-vis de I'optimal) avait une incidence dramatiqueles résultats obtenus. En effet, la valeur opti-
male dépend énormément du type d'instances considérégaj seggere une étude expérimentale fine
afin de définir le meilleur réglage.

L'approche proposée pai ( ) est basée sur I'idée gu'il apparait raisonnable de suppose
gu'un réglage optimal du parameétre contrélant la diversdion établit un bon compromis entre I'agilité
du solveur a atteindre une bonne solution et I'agilité péextgper des minima locaux. Le schéma pro-
posé par I'auteur commence par effectuer uniquement umenrgie gloutonnep(= 0). Cette phase
atteint alors (hormis si une solution est trouvée) une stgm de la recherche dans un minimum lo-
cal. Lorsque cette situation se produit il est nécessamagthenter la valeur de afin de diversifier la
recherche et ainsi pouvoir s'arracher du minimum locale.

Aprés avoir augmenté la valeur geil est nécessaire de détecter si le solveur s’est suffisamnme
éloigné du minimum local. Pour cela, I'évolution de la valele la fonction objectif est étudiée. Si,
pendant un certain nombre d'étapes, la valeur de la fondijectif n'est pas améliorée la variable
est une nouvelle fois augmentée (puisqu’il n'a pas encargéssible de s’extirper suffisamment du
minimum local).

Au bout d’'un certain temps, le bruit généré par 'augmeaotatie la variabley est suffisamment
important pour permettre au solveur de sortir du minimunallodne fois survenu, la valeur geest
graduellement diminuée, replagant ainsi le solveur daegpbiase d’'intensification. Formellement, étant
donnés deux paramétréset O, le paramétre est dynamiquement réglé de la maniére suivante :

52



2.4. Conclusion

— si la recherche n'a pas permis d’améliorer la valeur de tetfon objectif pendant un certain
nombre d’étapes égal@ x |F|, alorsp = p + (1 — p) x D;
— sinon, a chaque fois que la valeur de la fonction objectiae®lioréep est ajusté tel que =
p—px /2.
Il apparait, a premiére vue, que cette méthode transfemlbdgome lié au fait de régler le parametra
un probléme peut-étre plus difficile qui consiste a réglsrdarameétre® et ©. Au final, I'ajout de ces
deux paramétres ne pose pas réellement de probleme. Erdefieti'article ou cette méthode est décrite,
les auteurs fixen® a0.2 et© a1/6 pour I'ensemble de leurs expérimentationsos( ) et montrent
que I'ajout de leur schéma permet d’obtenir une amélionatimable. En fait I'avantage est que bien que
ces valeurs soient fixées, I'utilisation de ce schéma pediagister de maniere dynamique le processus
de diversification pendant la recherche.

Bien que initialement étudié dans le cadre du probl&@ne ce schéma a I'avantage de pouvoir
aisément étre adapté au réglage d’'autres parameétres etideimpétre utilisé dans d’autres contextes.
En effet, les approches de type recherche locale ont toeite€ime comportement et sont toutes mues
par le méme principe d'intensification et de diversificatibrsemble donc assez logique d’étendre ce
principe a I'ensemble des schémas dépendant de paramre&eéliorer leurs efficacitésfps —
RSAPS( ), GEZWSAT — ADAPTG2WSAT ( ), etc). Nous verrons, dans la
suite de ce manuscrit, deux de nos contributions concefhghtidation de méthodes (hybridation entre
la recherche locale et une approche systématique) ou cagwiast appliqué afin de gérer de maniére
efficace le passage d’'une approche a une autre.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les algorithmes éléleents nécessaires a I'élaboration
de méthodes de recherche locale efficace pour la résolutaimye des probléemes de satisfaction de
contraintessAT et csp. Ces algorithmes, quoique conceptuellement simples, giegnt de résoudre un
grand nombre de problémes différents et sont sur certalasses de problémes les meilleurs stratégies
de résolution. L'inconvénient est que ces modes de résalsthnt incomplets et que par conséquent ils
restent incapables de traiter des probléemes ne possédanepsolution. Dans ce contexte, seule une
approche assurant le parcours exhaustif de I'espace derobehpermet de conclure. Ces méthodes dites
complétes font I'objet du chapitre suivant.
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ONTRAIREMENT a la recherche locale présentée précédemment, les atgesthomplets perme-

ttent, en un temps fini, de déterminer la consistance de oiitauelle formule exprimée sous
forme CNF ou sous un réseau de contraintes. lls s’appuiedrg@ment sur le parcours en profondeur
d’'un arbre de recherche, ou chaque nceud correspond a taseig d’'une variable et chaque chemin
correspondant a une interprétation partielle des vasai#da formule. L'objectif est alors de déterminer
un chemin de la racine a une feuille - lequel représente ueepitation compléte des variables de
la formule - qui satisfait 'ensemble des contraintes dbfinme. Afin de ne pas explorer l'intégralité
de cet arbre, la plupart des approches utilisent des mé&laelpropagations de contraintes dans le but
d’élaguer 'arbre de recherche en coupant les branchesuapbconduire a une solution.

Ce chapitre est décomposé en deux sections, lesquellEntreéspectivement de la résolution du
problémesAT et du problemecspPa I'aide d’algorithmes complets.

3.1 Approche complete pour la résolution pratique du probléne SAT

De nombreux algorithmes complets ont été proposés darttelature. Ces algorithmes se divisent
principalement en deux catégories regroupant chacunéepitasfamilles d’algorithmes. La premiére
catégorie regroupe les familles d'algorithmes syntaxdquiees derniers s’intéressent a la structure du
probléme en ne prenant pas en compte la valeur des variabsedugion [ , )
réécriture [ , )) etc.). La seconde catégorie regroupe les familles d'dlgoes
sémantiques qui, contrairement aux approches syntaxigiatachent au sens des variables pour tenter
de trouver une solution (énumératio( ; ) YD dia-
grammes de décision binairesk( ; % )i etc.).
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En pratique, les approches les plus utilisées sont : lesitiigies énumératifs reposant le plus sou-
vent sur la procédure de Martin Davis, Hilary Putnam, Gedrggemann et Donald Loveland§

), abrégée enPLL et les algorithmes basés sur le principe de résolution. % plest impor-
tant de noter que, ces deux paradigmes sont a la base desrsslve modernes. Ces solveurs, nommés
cbclL (Conflict Driving Clause Learning( ), sont en fait une combinaison fine
de la procédurepLL et d'une méthode basée sur le principe de résolution.

Aprés avoir introduit la résolution de ( ) et un ensemble d’approches s’appuyant sur
ce principe, nous présentons une approche énumérative daska notion d’arbre sémantique ainsi que
les améliorations apportées a celle-ci et qui ont conduéptochedbpPLL (algorithme de ( ),
simplification et heuristique de choix de variable). Nousiieons ce tour d’horizon des méthodes com-
plétes poursaT par la présentation des solvelsaT modernes €DCL) et des différents composants
participant a leur efficacité (redémarrage, heuristiquehiix de variablessips et apprentissage).

3.1.1 Un algorithme syntaxique : le principe de résolution

Le principe de résolution de ( ) est I'application la plus connue du théoréeme de Her-
brand®2. Ce principe est élémentaire mais fondamental en logigopgsitionnelle. Appliqué a un en-
semble de clauses, les deux régles suivantes plus la reglddemption (void..2.3 permettent d’établir
une méthode de démonstration automatique compléte pogiful@tion.

Soit > un ensemble de clauses :

— Reégle de résolution: si deux clausesa; et a;y appartenant & se résolvent en un littérd| et que

la résolvante n’est pas tautologique, alors ajoutgrlarésolvantey en/ de«; etas

— Régle de fusion: si o = {z1,22,...,2n, 0, y1,Y2, - -, Ym. L, 21, 22, . . ., 2, } €St UNE clause d8,

alors remplacet paray = {x1, 22, ..., Tn, Y1, Y25 - - - s YUmy 21,22, - - 2p}

Cette méthode consiste, a appliquer I'une de ces réglesrtaircaombre de fois, en enrichissant
chaque fois I'ensemble de départ avec le résultat obtenproleessus se termine soit par I'obtention
d’'une clause vide, auquel casest insatisfiable, soit par le fait qu’aucune clause noavadl puisse plus
étre produite, auquel cas est satisfiable. Lorsque plus aucune clause ne peut étraif@odn dit que
I'ensemble de clauses est saturé ou que I'on a effectuéueatian de celui-ci. Cette méthode est en fait
basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.Soient deux clauses; etas, Siag etasy se résolvent, alors la résolvante dg et o, est
une conséquence logique de et as.

Par ailleurs, toute dérivation par résolution de la claude {x = L) & partir d’'une formuleZ est
appeléegéfutationou preuve

Définition 3.1 (dérivation par résolution et réfutation$oient une formuleCNF et une clause, on dit
quea est dérivée d& par résolution s'il existe une séqueng, Ss, ..., S, = o telle quevl < i <n
soit (i) 8; € X, soit (i) 8; = n[z, Bk, B;] avecl < j,k < i.

Il est commun de représenter la séquence de dérivation gabuminversé. L'arborescence s’appelle
arbre de dérivationouarbre de réfutatiordans le cas particulier ou la clause vide est dérivée.

Définition 3.2 (arbre de résolution)SoientY un ensemble de clausesceta clause que I'on souhaite
dériver. Un arbre de résolution est un arbre tel que :

13. ( ) montre que pour qu’'une formule soit satisfiable, il faut qu'’il existe un modéle dans vrai.
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— chaque feuille est étiguetée par une clausé:de

— chague nceud qui n’est pas une feuille a deux fils et est &igae une résolvante des clauses qui
étiquette ses fils ;

— laracine de l'arbre est la clause.

Exemple 3.1.Soient® = {(pV —rV—t), (tV—q),(gVr)} eta = (pVtV—q). La Figure3.1représentée
sous forme arborescente la séquence de dérivatiow —r VvV —t), (t V —q), (p vV —rV —q), (g V r), (t V

), (pVtV-q)

pV —rV -t tV —q qVvr

i J(

- J

|

FIGURE 3.1 — Arbre de résolution.

Ce principe de résolution est en pratique relativemenfigzefe car le nombre de résolvantes a ef-
fectuer est souvent exponentiel, I'espace mémoire requiedt donc trés important et les temps de cal-
culs prohibitifs. Néanmoins, ( ) montrent qu’un algorithme basé sur la résolution
reste intéressant. Il obtiennent en effet des résultatpamables aux meilleurs prouveurs de I'époque
sur certaines classes d'instances structurées.

De nombreuses stratégies ont été proposées afin de lingikmidsion combinatoire du nombre de
résolvantes, parmi elles citons :

— larésolution de ( ) : la méthode est basée sur I'application de la résolution
comme processus d’élimination de variables. Concrétengéamt donnée une formule fournie
en entrée, I'algorithme commence par vérifier si la formtgstpas trivialement satisfait& (= ()
ou falsifiée (L € X). Si aucun de ces cas ne se présente, I'algorithme sélpetione variable
x de X, génére toutes les résolvantes en utilisarmduis supprime toutes les clauses contenant
une occurrence de cette variable (la formule ainsi obtestiéquivalente du point de vue de la
satisfiabilité). L'algorithme itére jusqu’a produire larfoule vide & estSAT), ou une formule
contenant la clause vid&(estuNsAT). Un de ces cas se produit nécessairement puisqu’a chaque
étape le sous-probléme généré contient une variable ersmoin

— ensemble support( ) : le point de départ consiste a diviser la formule initiale
en deux ensembles de claugdeet \ ¥ de telle sorte qu& \ W soit satisfiable. L'ensemble de
clauseslé, pouvant étre obtenu a I'étapéi > 0) est tel quex € Vi, si et seulement si € \Iﬂ‘z‘1
ou s'il existe s € Tt ety € ¥ U Wi tels quea est obtenue par résolution entpest y et
U) = W, L'ensemble?¥ est appelé ensemble support. Les auteurs montrent quecsinalé s
est insatisfiable alors il existe unel queWi contient la clause vide. Cette restriction est efficace
si 'ensembleX \ ¥ est le plus grand possible ;

— larésolution réguliére ( ) : ) : le principe de cette approche
repose sur la construction d’un arbre de preuve par résalugiguliere. Un arbre de résolution est
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dit régulier s'il n'existe pas de chemin d’'une feuille a laire ou une variable est éliminée plus
d’une fois par résolution. L'instance est prouvée insatidé si et seulement s'il existe un arbre de
preuve par résolution régulier ;

la P-résolution et la N-résolution ( B: si une clause participant a la résolution
contient uniquement des littéraux positifs (respectivenmegatifs) alors I'étape de résolution est
appelée P-résolution (respectivement N-résolution)a 8-tésolution est utilisée (respectivement
N-résolution), seules les résolvantes faisant intervédérclauses positives (respectivement néga-
tives) sont ajoutées. Nous obtenons un gain dans le pracesstésolution dans le sens ou le
nombre de clauses strictement positives (respectivenégétives) est minime. Cependant, il est
possible de trouver des formules qui se résolvent en temlgagmial en utilisant la résolution
en général et qui utilisent un temps exponentiel en tenanpt®de cette restriction. Malgré cela
cette technique reste compléte ;

la résolution linéaire : cette méthode a été indépendemment proposéeoparand( )

( ) et ( ). Cette approche est un raffinement de la résolution clas-
sique permettant de réduire significativement le nombreédelutions redondantes produites. Le
principe consiste a restreindre la séquence de résoldiiode@ne considérer que des dérivations
linéaires. Une dérivation linéaird, d'un ensemble de clausé$ est une séquence de clauses
(a1, a9,...,ay) telles quen; € X et chaquey; ;1 est une résolvante de (le plus proche parent
dew;;1) et d'une clauses telle que (i)5 € X, ou (ii) 5 est un ancétre;; dea; ouj < i;
la résolution unitaire ( ): la résolution unitaire, appelée aussi préférence
unitaire, est un cas particulier de la résolution linéaireine des clauses a résoudre est une clause
unitaire. Bien évidemment cette méthode n’est pas compléte
la résolution par entrée ( )2 la résolution par entrée linéaire est un cas partic-
ulier de la résolution linéaire, ou une clause a résoudrardippt toujours a I'ensemble initial de
clauses. C’est une stratégie tres efficace, mais elle néasstpmpléte. Cette méthode se trouve a
la base du fonctionnement du mécanisme de démonstratichémemes du langage Prolog;
la résolution étendue( ) : C’est une extension de la résolution a laquelle on ajaute |
regle suivante : a chaque étape de la construction de lagridest possible d’ajouter des lemmes
alaformule, sous la forme d’'une nouvelle variabkessociée aux clauses qui codgre (¢1V (2)

(ie. (yVviq), (yViy) et(—yVv—L1V—Lsy)), ouly etls sont deux littéraux apparaissant précédemment
dans la preuve. Tout en étant d'apparence une regle tredesitigjout de nouvelles variables
permet a la résolution étendue d'étre trés efficanen( );
la résolution sémantique( ). la résolution sémantique est une extension de la réso-
lution classique utilisant un modéle ou une interprétatifin de guider la recherche de preuve par
réfutation. Plusieurs variantes de la résolution sémaet&kistent (pour un apergu complet voir
l'article de ( ) ;
la résolution restreinte : cette approche consiste a ajouter a la formule un certaimbr® de
clauses produites par la résolution et a lancer un solveséebsur la résolution réguliere ensuite
(ce dernier étant dans la plupart des cas beaucoup plusceffigee le principe de résolution).
Diverses restrictions peuvent étre mises en place. Catctiests sont plus ou moins complexes
et plus ou moins bénéfiques parLL (voir par exemple ¢ ¢

D
la résolution dirigée ( )% la méthode commence par partitionner la formule
initiale X en plusieurs sous ensembl@s, 2, ..., 2, suivant un ordreD = {z1,x9,...,2,}
pris sur I'ensemble des variablés. de la formule initiale. Chaqu@,; contient I'ensemble des
clauses dont le plus grand (pour notre ordrelittéral estz;. Une fois cette partition établie,
I'ensemble des partition®; sont considérées dans l'ordre. Alors, pour chaque pairdalses
{(aV x;),(BV—x;)} CQ;:siy=aVpestune clause vide alors le probleme est insatisfiable
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sinon la clausey est ajoutée dans une partitié)) telle qu’il n’existe pas de littéray dansy avec
y plus grand que:; pour 'ordre O considéreé.

Dans la pratique, ces méthodes sont trés rarement utildaes leur forme originale. Cependant,
nous verrons dans la suite de ce manuscrit @dir5.J que le principe de résolution est une composante
trés importante des solveusaT modernes. Qui plus est, nous pouvons aussi noter qu’uneflimmtée
de DP est a la base d'un des meilleurs pré-traitements de form@ieB (voir 3.1.5.9 et est intégrée
dans la plupart des solveusT modernes. Cette forme limitée applique la résolution pdianiger
une variable uniguement si la taille de la formule n'augraguds. En pratique, cette technique permet
d’éliminer un nombre non négligeable de variables lordtpitst appliquée sur des instances codant des
applications réelles.

3.1.2 Arbres sémantiques

Contrairement aux approches syntaxiques telles que lduti&sy les méthodes énumératives se
situent au niveau sémantique, c’est-a-dire au niveaumtelfirétation des formules. Pour montrer gu’un
ensemble de clauses est incohérent (respectivement nohés méthodes énumératives énumeérent les
interprétations de la formule et montrent qu’elles sonta®®re-modeéles (respectivement qu’au moins
I'une d’elles est un modéle) de cet ensemble de clause®d lig base est la construction d’un arbre bi-
naire de recherche ou chaque nceud représente une intéoprgtatielle des variables propositionnelles,
apparaissant dans I'ensemble des clauses. La méthodebdes sémantiques repose sur la construction
d’'un arbre binaire de recherche.

Définition 3.3 (arbre sémantique)SoitX une formuleCNF, contenant I'ensemble des variables propo-
sitionnellesVy, = {x1, 29, ..., x,}, 'arbre sémantique correspondantaest construit comme suit :
— chaque arc est étiqueté par un littéra) ou —x; € Vx. La brancher; correspond a I'affectation
dex; a vrai et la branche-z; correspond a I'affectation de; a faux ;
— les littéraux étiquetant les arcs issus d’un méme nceudPPUSES ;
— aucune branche ne comporte plus d’une occurrence de chariable.

Chaque chemin de la racine a un nceud de I'arbre corresponeliaterprétation partielle de.

Définition 3.4 (arbre complet) SoitVs, I'ensemble des variables propositionnelles apparaissanis un
ensemble de clausés L'arbre sémantique correspondantaest dit complet si et seulement si, en plus
des conditions exigées sur les arbres sémantiques, chamumic de la racine a une feuille de I'arbre
correspond a une interprétation compléte de I'ensembleveddables deVs..

Définition 3.5 (branche fermée)Une branche d’'un arbre sémantique correspondant & une flariu
est dite fermée si et seulement s'il existe un neliuel que I'interprétation partielle correspondante a
celui-ci falsifie une des clauses Beet tel que les interprétations partielles de tout nceud aaadd N
ne falsifient aucune clause de

Définition 3.6 (arbre fermé) Un arbre sémantique correspondant a une formilest dit fermé si et
seulement si toutes les branches de cet arbre sont fermées.

Pour prouver qu’une formul® est cohérente il suffit de trouver une feuille qui produit uoddle,
c’est-a-dire une interprétation qui satisfait 'ensemtiées clauses. Pour prouver I'incohérence d'un en-
semble de clauses il suffit montrer que I'arbre est fermé. @emtarbre sémantique compoae feuilles
cette méthode est assez inefficace en pratique.
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Exemple 3.2.SoitY = {(aVbV-c), (maV-bVe), (mevd), (-eV—d), (aV-bVe), (maVbV—eVvd), (bVe),
(-aVb)} un ensemble de clauses, 'ensemble des propositions.est{a, b, ¢, d} et I'arbre sémantique

correspondant &, ou I'heuristique de branchement utilisée est I'ordre ¢exjraphique est illustré dans
la figure 3.2

d —d d -d d —d d —d d —d d -d d —d d —d
1L 1 1 1 L 1 4 1 4 1 4 1 1 4L 1 L

FIGURE 3.2 — Arbre sémantique correspondant a I'ensemble de daleskexemple3.2

3.1.3 Méthode de Quine

L'algorithme de ( ) est une amélioration de la méthode des arbres sémantigussadjue-
lle on réalise a chaque noeud de l'arbre binaire une valugiotielle de la formule. Cette évaluation
permet de simplifier la formule en tenant compte des assasatle variables déja réalisées. Si une
évaluation partielle permet de conclure directement adherence de la sous formule, alors il n’est pas
nécessaire de poursuivre la construction de I'arbre aud#eti noeud. Ainsi, le nombre de feuilles d'un
arbre sémantique construit selon la méthode de Quine pans, ckrtains cas, étre nettement inférieur a
ce que I'on obtiendrait en construisant systématiquemestatbres sémantiques complets. La méthode
de Quine, décrit dans I'Algorihm@.1, est basée sur la proposition suivante :

Proposition 3.2. X est incohérent si et seulementyj et sont incohérent.

Algorithme 3.1 : QUINE
Données ¥ un ensemble de clauses

Résultat: vrai sila formule est consistantiaux sinon
1 Début

2 | si(X =0) alors retourner vr ai ;

3 | si(L € X) alors retourner f aux;

4 | £ <+— HeuristigueDeBranchement >);
5 | retourner (QUINE(X ) ouQUINE(Y-,) )
6 Fin

Exemple 3.3.Considérons la formule de I'exem@Be2. L'arbre binaire de recherche construit implicite-
ment par la méthode de Quine est illustré dans la figug
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}/\

bV =e), (meVd)
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FIGURE 3.3 — Arbre construit par la méthode de Quine sur 'ensemblelalises de I'exemple2

3.1.4 La procédure de Davis - Putnam - Logemann - Loveland

En 1960, ( ) proposent une amélioration de I'algorithme de Quine. Cgg-a
rithme tire parti de la forme normale conjonctive des foresupropositionnelles pour sélectionner au
mieux les propositions, ceci afin d’éviter la constructienbdanches inutiles. Le principal inconvénient
de cette approche est lié a la complexité spatiale de celRear palier ce probléme, en 1962, Mar-
tin Davis, George Logemann et Donald Lovelanzhy( ) proposent une procédure appelée
DPLL. Cette méthode est une amélioration de la procédapiant une partie du modéle algorithmique
proposé dans celui-ahPLL emprunte DP:

— ses criteres d’'arrét :

— l'absence de clause indiquant que la formule est satisfjabl
— l'apparition de la clause vide signifiant que la formulednieet pas de modéle ;
— ses simplifications par littéraux unitaires et ptirs
— le fait de supprimer une variable de la formule a chaqueeg¢taprmettant ainsi de réduire la
complexité du probléeme a traiter.
Ces emprunts expliquent certainement pourquoi les algoasbp et DPLL ont souvent été confondus
dans la littérature et également pourquoi le nom de Hilatpndu est également associ®RLL alors
gu’il ne figure pas dans la liste des auteurs de I'articleothtisantDPLL ( ). La méthode
DPLL, décrit par I'algorithmes.2, est en fait un algorithme de recherche arborescent de tgpptk-first
search» (recherche en profondeur d’abord) avec retour arriéantiEtonnée une formulg, cette procé-
dure consiste a choisir un littéralde 3 (ligne 4) et a décomposer la formuieen deux sous-formules
Y AL etX A L. Ce principe, appelééparation est basé sur le fait que est consistante si et seulement
siX AL ouX A—¢ sont consistant. Une fois cette décomposition matérigliséprocédur®pPLL consiste
a tester la validité de la premiére sous formule, si elle essistante alors le probléme est consistant,
sinon la seconde formule est testée (ligne 5). Afin d’éviterploration inutiles de branches de I'arbre
de recherche, certaines simplifications sont opérées.iheipale est la propagation unitaire @fL.4.7.
D’autres processus de filtrages sont possibigpédrbin resolution Y, simplification par
littéraux pursetc) mais sont trés rarement applicables de maniere efficaceaque.

14. Un littéral? d’une formuleX est dit pur sifla € X telle quel € a.

61



Chapitre 3. Approches complétes

Algorithme 3.2 : DPLL
Données. X un ensemble de clauses
Résultat: vrai si la formule est consistantigux sinon
1 Début
Y «+— SIMPLIFICATION( X);
si (X =0)ou(L € X)alors retourner (X = () ou(L ¢ X);
¢ +— HeuristiqueDeBranchement >);
retourner (DPLL(X A ¢) ouDPLL(X A —¢))
Fin

o O b~ W N

La procéduredpPLL a des propriétés théoriques intéressantes. En effet,aggiteche est compléte et
cohérente dans le sens ou chaque solution candidate régoeshune solution du probléme initial. Une
telle solution, si elle existe, est toujours découverteralitmn de laisser a la méthode un temps suffisant
pour répondre. D’un point de vue pratique cette procéduaas de pire des cas, est exponentielle en
temps par rapport a la taille du probléme et (contrairemdatpocédureppP) polynomiale en espace.
Bien que les processus de filtrages permettent de réduirgdéoablement le nombre de variables a
affecter, le temps de réponse de la procédureL peut rester exponentiel( )&

Un point crucial quant a I'efficacité de la procédureLL est le choix de la variable pour la régle
de séparation. Ce choix est fait via une heuristique. CGedteistique de branchemeatfait I'objet de
nombreuses études et sera présentée plus en détail paelécéBil.4.3. La variable ainsi choisie est
communément appelée variable (ou littéral) de décision.

L'exemple ci dessous illustre le fonctionnement de I'alione DPLL sur l'instance de I'exemple
3.2 Les branches issues de littéraux unitaires et purs ne asrexplorées.

Exemple 3.4. Considérons la formule de I'exemp&2 L'arbre décrit par I'algorithmebpPLL pour
I'ensemble de clausés est représenté dans la figuBed. Cet arbre n’admettant pas de feuilles représen-
tant 'ensemble vide de clausésest démontrée inconsistante.

%
o T
(cV=b),(mcVbVd), bV =e), (meVd)
(= V d), (~cV ~d), (=eV =d), (¢ V =b),
(b). (b V ) (bVo)
b~ b~ b
{ (c )’((ﬁvcﬁvdd) } Branche coupée { (ﬁi(vvd)ﬁcg ! } { E:(C)\;(:;)V(d; }
(littéral unitaire)
/ / / *
d),
) } Branche coupée { } Branche coupée { ((L()j) } Branche coupée
(littéral unitaire) (littéral unitaire) . (littéral unitaire)
Y V%
dou-d / dou—d / dou-d /
L Branche coupée € Branche coupée s Branche coupée
(littéral unitaire) (littéral unitaire) (littéral unitaire)

FIGURE 3.4 — Arbre de recherche construit par I'algorithowLL sur I'instance de I'exempl8.2
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Nous pouvons clairement voir sur la Figusel I'intérét des méthodes de simplifications. En effet,
I'utilisation de la propagation unitaire et de la simplifica par les littéraux purs permet d’'éviter le
parcours d’'un nombre important d'interprétations ingtile

3.1.4.1 Lapropagation unitaire

La propagation des contraintes booléennes ou résolutidgainenou encore propagation unitaire
représente la forme de simplification la plus utilisée essdoute la plus utile des approches de type
DPLL. En effet, sur de nombreuses instances la plupart des atffawt (plus de 90%) sont effectuées
par le biais de ce mécanisme. Cela explique les nombreusé@geations théoriques et pratiques de la
propagation unitairel\( ; )6 La propagation des contraintes
booléennes repose sur la propriété élémentaire suivante :

Propriété 3.3. SoitX une formuleCNF. Si/ est un littéral unitaire dex, alors X est satisfiable si et
seulement stj, est satisfiable.

Cette propriété découle du fait que les seules interpoéigtpotentiellement capable de satisfaire
la formule doivent satisfaire les littéraux appartenant @auses unitaires. En effet, satisfaire le littéral
opposé de I'un d’eux conduit nécessairement a une clauseevbnc a une contradiction. Simplifier par
un littéral unitaire consiste donc a supprimer de I'ensendd clauses, toutes celles contenant le littéral
unitaire et a supprimer toutes les occurrences du litténadpiémentaire, c’est-a-dire « raccourcir » les
clauses contenant le littéral complémentaire. La propamgamitaire est I'application répétée de cette
simplification jusqu’a ce que la base de clauses ne contiplugede clauses unitaires (point fixe) ou
jusqu’a I'obtention d’une clause vide (contradiction) rfrellement, nous avons :

Définition 3.7 (propagation unitaire)Soit> une formule, nous notor’s* la fermeture par propagation
unitaire deX. ¥* est définie récursivement comme suit :

— ¥* = ¥ sifa € ¥ telle quea est unitaire ;

— ¥* = 1 si ¥* contient les deux clauses unitaifé) et (—/¢) ;

— X* = (X),)" tel quel est le littéral apparaissant dans une clause unitaireXtie

Propriété 3.4. Un ensemble de claus&sest consistant si et seulementXi est consistant.
Exemple 3.5.SoitX = {(a VbV cVd),(aV-bVe),(-aVeVc) (—cV—e),(c)}, 'application de la
propagation unitaire jusqu’a I'obtention d’'un point fixetelpeinte sur la Figur&.5.

Y={(avbVeVvd),(aV-bVe),(-aVeVc),(-cV-e),(c)}
)cest propagé
YANce={(aMbVeVd), (aV-bVe)(naVeVe) @ —e)}
—e est propag{

Y AcA—-e={(aV-VE, (56}

YAcA—-e={(aV-b)} point fixe

FIGURE 3.5 — Application de la propagation unitaire sur un enserdblelauses.

L'application de la propagation unitaire au sein de l'altfone bpLL implique une modification au
niveau de la gestion des retours arrichadktracky. En effet, lorsqu'unbacktrackest effectué il est
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nécessaire de considérer en plus du dernier point de clioprdpagations unitaires qu'il a généré. Pour
effectuer cela il est nécessaire d'utiliser une notion de gk¢ propagations ot chaque élément de cette
pile représente une séquence de décisions-propagations.

Définition 3.8 (séquence de propagationsgoit ¥ une formule,? = (x1,x9,...,x,) représente la
séquence de propagations obtenue a partiFdelle quevz; € P la clause unitairg(z;) € 3¢,

T2,y Ti1}

Définition 3.9 (séquence de décisions-propagatiorspienty une formule et un littéral de, 8§ =
((x),x1,9,...,2,) représente la séquence de décisions-propagations obfearué&pplication de la
propagation unitaire sur la formuléX A x) telle que(zy, =2, . .., x,) est une ségquence de propagations
obtenue a partir d¢X A z).

Définition 3.10 (pile de propagations)SoientX une formule ety = [z1,z2,...,x,] une séquence
d’affectations. La pile de propagatiorld = {8y, 81, 82,...,8,} obtenue par I'application de la prop-
agation unitaire sur la formule: en fonction de la séquendeest définie récursivement de la maniére
suivante :

— 8§y est une séquence de propagations obtenue a partit de

— 81 est une séquence de décisions-propagations obtenue agabi* en considérant ;
i—1

— V1 < i < n,§; est une séquence de décisions-propagations obtenue & gt A /\ xj)" en
j=1
considérant le littéralx;.
Exemple 3.6.Soient = {(—aVb), (=bVc), (=dV —e), (eV ), (eV—fV—g), (—hV-i),(a), (IV-e)}
une formule eb = [d, h] une séquence de décisions. La pile de propagations obtgiras Baffectation
des littéraux de la séquence de décisionstest {(a,b,c), ((d), e, f,—g), ((h), i) }.

Remarque 3.1. Lorsqu’une séquence de décisions conduit a une contradiéd dernier niveau de la
pile de propagation contient les deux littéraux compléraieet ayant amenés a celle-ci.

Exemple 3.7.Considérons la formul& de I'exemple3.6et la séquence de décisions conflictugjle-i].
La pile de propagation obtenue €S, b, ¢), ((9)), ((—1), e, f,—f)}.

Remarque 3.2. Dans la suite de ce manuscrit nous ne faisons plus la digbimantre interprétation
partielle issue de la propagation unitaire et la séquenceléesions-propagations associée.

Exemple 3.8. Considérons la formule et la séquence de décisions de lj@eeBn6. L'interprétation
partielle obtenue par propagation €st= {a, b, c, (d), —e, f, g, (h), i}

A partir de la notion de pile de propagations nous pouvonsdiuire pour un littéral de cette pile
les notions de niveau de propagatioriy(¢)), de clause raisorcia(¢)) et d’explication éxp(¥)).

Définition 3.11 (niveau de propagation)SoientX une formuleJ = {8, 81, 82,...,8,} une pile de
propagations obtenue a partir d& en appliquant la séquence de décisidms, =5, ..., z,] €t £ un
littéral de . Si3S; € H tel quel € §; alors niv(¢) = i, niv(¢) = oo sinon.

Exemple 3.9.Considérons la formule et la séquence de décisions de |jgbesdr6. Nous avongiv(a) =
0, niv(—i) = 2 etniv(l) = oo.

Définition 3.12 (clause raison) SoientY. une formule,Z une interprétation partielle obtenue par prop-
agation a partir deX: en appliquant la séquence de décisions: [z, xo, ..., x,]| €t un littéral deX.
Si¢ € ¢ alors @(6) =1, sinoncﬂz(l) € Y telle quel € @(6) etVy € cla({),Z(y) = L ety précede
¢ dans l'interprétationZ.
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Remarque 3.3. 1l est possible d'assaocier plusieurs clauses raison a uérki propagé. Néanmoins, il
est usuel de n’en considérer qu’'une seule.

Définition 3.13 (explication) SoientX une formuleZ une interprétation partielle obtenue par propa-
gation & partir deX en appliquant la séquence de décisions [z, xa, ..., z,] etl un littéral deX. Si

¢ e dalorsexp(f) =0, sinonexp(?) = {—z tel quex € cﬂz(f) aveccla(?) une clause raison dé}.

Remarque 3.4. Comme pour les clauses raison il n'y a pas unicité de I'exgtian de la propagation
d’un littéral.

Exemple 3.10.Considérons la formule et la séquence de décisions de |iebes6. Nous avonslia(g) =
(e V—=fV—g)etexp(g) = {-e, f}.

Pour terminer, il est important de souligner que, en pluge®ndamentale pour I'algorithnmpLL
et d'étre implémentée dans tous les solveurs de ce typegpegation unitaire peut également étre util-
isée comme méthode de prétraitement. L'application de d@ggation unitaire comme prétraitement
permet en pratique d’extraire des instances certainesmaftions importantes comme les littéraux im-
pliqués, équivalents ou encore unitairés ( ] ). De plus, elle permet aussi de
déduire des formules comme des portes logiques ou des Euses ( ¢

). La collecte de ces informations est souvent obtenue paplica-

tion d'une forme affaiblie de la conséquence logique. Caffablissement se définit formellement de la
maniere suivante.

Définition 3.14 (conséquence logique restreinte a la propagation unitsd@enty: et deux formules.
Y.’ est une conséquence logique restreinte a la propagaticitmide:, notéeX. =* ¥’ si et seulement
si toute clauser € ¥/, (X A @)* contient la clause vide.

Exemple 3.11.Considérons la formul& de I'exemple3.6, La clause(l V —g) est impliquée par propa-
gation unitaire a partie de..

Comme nous I'avons souligné, la propagation unitaire egtracessus fondamental de I'algorithme
DPLL. Généralement, le temps consacré a celui-ci est de I'o@lf®% du tempscru utile a la résolu-
tion d’une instance. C’est en partie pour cette raison guglémentation de celle-ci a connu quelques
évolutions. Nous noterons la principale qui est legaéched literals».

3.1.4.2 Les structures de données paresseusasatched two literals»

Afin d’améliorer I'efficacité de la propagation unitaire, de@mbreux progrés algorithmiques ont été

effectués ces derniéres années, mais le plus importastinesintestablement la méthode proposée par
( ). Les auteurs introduisent une structure de données daeesgeuse » qui permet

un traitement de la propagation unitaire d'une complexit§@mne sous-linéaire. L'idée sous-jacente est
d’avoir, pour chaque clausede la formule, deux littéraux ety appartenant & non affectés a faux par
I'interprétation courante. Ces deux littéraux sont gadantait que la clause n’est ni unitaire ni falsifiée.
En effet, afin de savoir si une clause est unitaire ou nonffit sie vérifier s'il y a plus d’un littéral non
affecté a faux dans celle-ci. Lorsque les deux littéraust y de o ont été désignés pour surveiller la
clausex il est nécessaire de le leur indiquer. Pour cela, chageéeditposséde une liste de clauses qu'il
doit surveiller. De cette maniére, lorsqu’un littérakst propagé a vrai il suffit de regarder la liste des
clauses surveillées par le littéral complémentairet a chercher un autre « surveillant » pour chacune
d’elles.
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Exemple 3.12.S0itX = {a; = (aVb),as = (aV-bVec), a3 = (aV-bV—c)}, lafigure3.6représente
une attribution possible des clauses aux différents &tti&r

‘
-a

c
b ﬁc
&

FIGURE 3.6 — Attribution de clauses aux différents littéraux.

A présent étudions les différents cas pouvant survenigiom littéral est propagé a faux. Pour cela,
considérons le cas d'une clausesurveillée par deux littéraux; etx,. En grisant, en entourant et en
désignant respectivement les littéraux falsifiés, satiefanarqués, les différents cas rencontrés lors de
la recherche d’'un nouveau littéral sentinelle, aprésdi@tition d’un littérakz¢, sont les suivants :

— commengons par considérer le cas ou il existe o tel quey # x1, y # x, ety est non affecté,
par l'interprétation courante, alogspeut surveiller la clause (y = x5 sur la figure) ;
|x1|x2||mn| ‘x1|x2||xn|

=

— supposons a présent que lors du processus de rechercheodivegau littéral non affecté la procé-
dure « s'apercoit » qu'il existg € « tel quey est satisfait par I'interprétation courange=£ x5 sur
la figure). Dans ce cas, il n’est pas utile de changer le réRudeeillant pourr;. En effet, puisque
x1 est affecté aprég, lorsquey sera de nouveau « librex le sera aussi et par conséquent il sera
de nouveau a méme de remplir son réle de surveillant ;

=

— enfin, considérons le cas ou il n'y a aucun littéral différé@x, non affecté a faux. Dans cette
configuration, deux situations se présentent :

1. z, est non affecté et il est alors propagé a vrai;

=

2. z,, est affecté a faux et alors la clause est falsifiée par ljméation courante. Dans ce cas,
la propagation unitaire conduit & un conflit et ubacktrack» est nécessaire.

‘331‘1‘2||.'Bn| |.’E1‘$2“$n|

=

Pour les méme raisons que celles énoncées dans le cas otéral st satisfait, il n’est pas
nécessaire de changer les littéraux surveillant la clause.

Nous pouvons observer que, grace a cette structure, lotaffdelation d’une variable seul un sous-
ensemble des clauses contenant une occurrence de cedfgleast parcouru (voir figur@6). Pourtant
ce traitement partiel est suffisant pour déclencher lesggations unitaires durant le parcours de I'espace
de recherche. Ceci explique la rapidité de traitement destafions, et en particulier de la propagation
unitaire. De plus, il estimportant de noter qu'aucune migrian’est nécessaire lors des retours arriére.
Cependant, cette structure de données posseéde égalersémieguinconvénients : les clauses n'étant
pas considérées dans leur intégralité, certains traitenels que l'utilisation d’heuristiques syntaxiques
ne sont plus possibles (3.1.4.3 car ils requiérent une connaissance compléte de l'instapees af-
fectation(s). Seules les heuristiques sémantiques peétrenappliquées avec les structures de données
paresseuses, la structure du probléme n’étant pas connue.
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Pour information, il est a noter que cette notion deatched literals> peut facilement étre étendue
a d'autres situations ou il est nécessaire de vérifier & ehargiant une condition. Par exemple, dans
le cadre de la recherche locale, elle peut étre utilisée afidédecter efficacement lorsqu’une clause
devient unisatisfaite ou falsifiéé& ( ). De plus, I'utilisation de cette structure n’est pas non
plus exclusivement réservée au problesae. En particulier, ( ) étendent ce principe au
cadrecsprafin d’effectuer le maintien de I'arc cohérence général{sées.2.3.).

3.1.4.3 Heuristiques de branchements

Comme nous l'avons souligné lors de la description de l'agpeDPLL, le choix de la prochaine
variable a affecter est un critere déterminant. Son incdéesur la taille de I'arbre et par conséquent
les temps d’exécution sont considérables. En effet, ltadw recherche exploré peut varier de maniére

exponentielle en fonction de l'ordre avec lequel les vdesltsont affectées. ).
Cependant, sélectionner a chaque point de choix la varegablpermet de conduire a I'obtention d’'un
arbre de taille minimal est un problerP-difficile ( N

Au vu de la complexité théorique pour I'obtention de la Vialgade branchement optimale, il apparait
dés lors raisonnable d’estimer le plus précisément p@saibhide d’une heuristique cette variable plutét
que de la calculer précisément. Cette heuristique, poeiefficace, doit permettre de diminuer la hauteur
de I'arbre de recherche. De plus, un compromis entre le terépassaire au choix de la variable et le
nombre de nceuds économisés doit étre effectué. En effethauméstique trop gourmande en temps,
méme si elle réduit considérablement la taille de I'arbegit@tre moins performante qu’une heuristique
beaucoup moins colteuse en temps mais qui générera plusudis.nce

Ces derniéres années beaucoup d’heuristiqgues de branuisediféérentes ont été proposées. Nous
distinguons en général trois types d’approches, les appsosyntaxiques qui permettent d’estimer le
nombre de propagations résultant de l'affectation d’urialste, les approches prospectives (de type
«look-ahead ») qui permettent de détecter de futures mihsat’échec, et les approches rétrospectives
(de type «look-back ») qui essayent d’apprendre a partirsdeations d'échec. Ces trois classes cor-
respondent, pour les deux premiéres, aux améliorationsri@s a I'étape de simplification et pour la
derniere au traitement des échecs. Nous dressons ci-dasseliste non exhaustive de quelques méth-
odes pour chacune de ces classes d’heuristiques.

Heuristiques « syntaxiques » Les heuristiqgues de branchements syntaxiques peuvenu&seomme
des algorithmes gloutons dont le but est de sélectionnefalgables qui, une fois affectées, générent le
plus de propagations possibles ou permettent de satitfgitas de clauses. Toutes ces heuristiques sont
basées sur I'utilisation d'une fonction d’agrégation pettent d'estimer I'effet de I'affectation d’'une
variable libre. Parmi ces approches, citons :
— BOHM : Cette heuristique, proposée pan ( ), consiste a choisir la vari-
able qui, pour 'ordre lexicographique, maximise le vectde poids {1 (z), Ha(x), ..., Hy(x))
avecH;(x) calculé de la maniére suivante :

Hi(z) = a x max(hi(z), hi(-z)) + B x min(h;(x), hi(—x)) (3.1)
ou h;(x) est le nombre de clauses de tailleontenant le littérak:. Les valeurs dex et 5 sont
choisies de maniére heuristique. Dafsii( ), les auteurs suggerent de

fixera =1etg = 2.
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— MoM : L’heuristigueMoM « Maximum Occurences in Minimum Size Clauspsoposée péeE
( ) sélectionne la variable ayant le plus d'occurrences desislauses de plus petites
tailles. Une variable: est choisie de maniere a maximiser la fonction suivante :

(f*(@) + f*(m2)) x 28 + [ () x f*(-z) (3.2)

ou f*(x) est le nombre d’occurrences du littératlans les clauses les plus courtes non satisfaites.
La valeur dek, tout comme le fait de décider qu'une clause est courte, @sték de maniére
heuristique.

Cette heuristique a été améliorée a plusieurs reprisess@yant par exemple d'équilibrer les
arbres produits par I'affectation d’'une variabley( ) )
! B
— JW : L'heuristique de branchement proposée jxar ( ) est basée sur le méme
principe que I'heuristigu&oM. Les auteurs introduisent deux heuristiques, lesqualiesanalysées
dans [ ¢ ), afin de fournir un poids aux variables. Le poids d'un

littéral ¢ de X est calculé a l'aide de la fonction suivanté(z) = > 27l
aEX|lea
La premiére heuristique (JW-OS) proposée consiste a g#laet le littéral/ qui maximise la

fonction J(¢) et la seconde (JW-TS) consiste a identifier la variatd@i maximiseJ (z) + J(—x),
et & assigner la variablea vrai, siJ(z) > J(—x), et de I'assigner & faux sinon.

Heuristiques de type «ook-ahead» Les heuristiques de typeleok-ahead» consistent a anticiper
le résultat de l'affectation d’'une variable non encore @ffe a I'aide de méthodes de filtrages (telles
gue la propagation unitaire). En d’autres termes, ce typpptoche effectue une exploration de I'arbre
de recherche en largeur, localement et temporairements [Bacas ol une contradiction est détectée
pendant la simplification d’'une formule par le littéral?, le littéral —¢ est propagé au niveau courant.
De cette maniére, le nombre de variables éligibles pourdeha@ine variable de branchement est réduit.
Nous présentons ici une liste sommaire d’heuristiques alediiements basées sur ce concept :
— PU: Les heuristiques basées sur la propagation uniteisg(( ; ]
Y utilisent la puissance de la PU afin de sélectionner plusig#nent la prochaine
variable a instancier. Cette méthode permet, contrairemgheuristiquemom, de considérer les
propagations unitaires produites en cascade. Pour chagabéle librex de la formule2|*$ et

|~z

sont calculés, la variable choisie est celle pour Iaqu&%H |Vs« | estminimal. Cette méthode

e

est plus discriminante, mais aussi plus colteusevgque. Pour pallier ce probléme, les méthodes
qui I'exploitent réduisent son utilisation a un sous-eniskendes variables non instanciées ou a la
partie haute de 'arbre de recherché € Y.

— BSH : L'heuristiqueBSH (Backbone Search Heurisjiproposée par ¢ )
et implémenté dans le solveKCNFs est fondée sur la notion deackbone®. Plus précisément,
I'heuristique proposée sélectionne les variables aygpitikede chance d’appartenir backbone
Pour cela, le scorecore(z) = BSH(x) x BSH(—x) de chaque variable non assignée est calculé
et la variabler qui maximisescore(x) est sélectionnée comme prochain point de choix. La valeur
BSH d'un littéral ¢ est calculée a I'aide de I'Algorithm@.3tels que :B(¢) représente I'ensemble
{a1,9,...,a,} des clauses binaires tel queé < i < n le fait de falsifiera; implique que/
est satisfait; représente le compteur permettant de contrbler le nombréalesions possibles
etbin(¢) (respectivementer(¢)) donne le nombre de clauses binaires (respectivementresha
possédant une occurrencede

15. Un littéral appartient abackboned’une formule si et seulement s'il appartient a tous les resdée la formule.
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Etant trés gourmande en ressources, cette heuristiqueuh@a étre utilisée avec un nombre
important de récursions. Ce constat implique que le régthgeompteuri est trés important.
Afin de régler cette valeur de maniére dynamique, les aupgoposent de faire varier celle-ci en
fonction de la hauteur du noeud considéré dans l'arbre demgol En effet, puisque les choix
effectués en haut de I'arbre ont un impact trés importantasprofondeur moyenne, il semble
cohérent que la valeur deen haut de I'arbre soit plus élevée gu’en bas.

Algorithme 3.3 : BSH(X : CNF, 1 : entier, £ : littéral)
194+—1—1;
2 calculerB(¢);
sii = 0alors retourner > (2 x bin(—u) + ter(—u)) x (2 x bin(—w) + ter(—w)) ;
3 (uvv)eB(¥)
retourner Y>> BSH(—u) x BSH(-w);
4 (uvv)eB(£)

Heuristiques de type «look-back » Les heuristiques de type «look-back » tirent parti des échear
revenir a des points de choix pertinents€lligent backtrackinyou pour conserver une information clef
provenant d’'une longue phase de recherche et de déduatioreg{strement deogoodsou pondération
des variables). Une méthode basée sur ce concept, conpimtelérer les variables apparaissant dans les
derniers conflits. Cette approche permet, en particuleefpdaliser la recherche sur les parties difficiles
du probleme. Parmi les heuristiques s’appuyant sur ceiparntons :

— pondération des clauses conflits cette approche, proposé par ( ), est issue
du constat suivant : lorsqu’une clause a été montrée ifighles dans une branche particuliére
de I'arbre de recherche, il est important que cette infolonabe soit pas négligée par la suite.
Effectivement, il peut s’avérer intéressant de cherchetrauver cette inconsistance le plus rapi-
dement possible dans les autres branches de I'arbre deckeh&lne maniére de réaliser ceci est
de donner une priorité plus importante aux littéraux agpsaat dans la clause menant a I'échec.
Pour cela, a chaque fois gu’'une variable propositionnalledait & une inconsistance, la clause
ayant amenée au conflit voit sont poids augmenté d'une nenaieur. Un des avantages de cette
méthode est de pouvoir étre combinée facilement avec dabguristiques de branchement telles
gquemom ou Jw. En effet, les poids induit sur les clauses peuvent étrdefaeint transférés aux
variables ;

— vsIDS : I'heuristiquevsiDs (« Variable State Independent Decading St)yproposée paf

( ), est I'heuristique de branchement la plus utilisée damétplantations modernes de
DPLL. Cette heuristique associe un compteur a chaque variaptégetivité Lorsqu’un conflit
survient, une analyse de conflits (8f1.5.) permet de déterminer la raison du conflit et les vari-
ables en cause dans ce conflit voient leur activité augmeatderochain branchement, la variable
ayant la plus grande activité est alors choisie comme Jar@dddécision. En effet, puisque celle-
ci est la plus impliquée dans les conflits, elle est donc jugdement contrainte. De fagon & étre
précis, il est important de signaler que I'activité desakles est divisée périodiquement par une
certaine constante. Le fait de diminuer I'activité permetpdivilégier les variables récemment
intervenues dans les conflits.

3.1.4.4 Heuristiques de polarité

Bien qu’étant aussi importante que I'heuristique de chaxvdriables, I'heuristique de choix de
polarité est souvent passée sous silence lors de la déscrges solveursaT. En effet, lorsqu’une
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variable est choisie comme point de choix il est nécessailaicassocier une certaine valeur de vérité.
De par la complexité algorithmique (qui revient a trouvee solution au probléme), ce choix est effectué
de maniére heuristique. Parmi les heuristiques de phagptuesonnues citons :

— false : dans le solveumINISAT ( P{qui est a ce jour un des solveurs les plus
utilisé) une heuristiqgue de phase trés simple a été propGsdie-ci consiste a toujours affecter la
variable a la valeur fausse (choisir) ;

- JW : ( ), proposent une mesute, prenant en compte des informations
sur le probleme (taille et nombre de clauses contenant lable), pour selectionner la polarité
du prochain point de choix (choisir si w(z) > w(—x), -z sinon). La fonction permettant de
donner un score a une variable proposée par les auteurdlestéite lors de la présentation de
I'heuristique du méme nom (cf. équatiBrl.4.3;

— occurence: I'heuristiqueoccurenceest un cas particulier de I'heuristique/ ou la fonction per-
mettant de mesurer le poids d’'une variablest fournie par le nombre d’occurrengecc(x) de
celle-ci dans le probléme (choisirsi #occ(x) > #oce(—x), ~2 sinon). Cette heuristique a pour
objectif de satisfaire le maximum de clauses;

— progress saving ¢ ) observent, de maniére expérimentale, que
dans le cadre d’'une approche utilisanb&ektrackingles solveurs effectuaient beaucoup de travalil
redondant. En effet, lorsqu’un retour-arriére est efféckeitravail accompli pour résoudre les sous-
problémes traversés avant d’'atteindre le conflit est pdPdur éviter cela, les auteurs proposent
de sauvegarder la derniére polarité obtenue pendant lar@ehdans une interprétation compléte
notéeP. Ainsi, lorsqu'une nouvelle décision sera prise, la vddate verra attribuée la méme
polarité que précédemment (choigisi € P, —x sinon). De cette maniere, I'effort pour satisfaire
un sous-probléme déja résolu auparavant sera moins impdr&principal désavantage de cette
approche est de ne pas assez diversifier la recherche. Afiallter ge probléme| ( )
propose d’'« oublier » une partie de I'interprétatiBn

3.1.4.5 Retour arriéere non chronologique et apprentissage

Une des caractéristiques de I'algorithmeLL est gu'il remonte I'arbre de recherche jusqu’au nceud
de décision précédent I'échec lorsqu’un conflit est attéimfait d’effectuer un retour arriére chronologique
peut dans certaines conditions étre trés problématiqueffen la cause de I'apparition de I'échec peut
étre due a un autre point de choix, décidé plus haut dangd'atb recherche. Afin d'illustrer cette
situation, considérons I'exemple suivant :

Exemple 3.13.Soit¥ = {(aVb), (—maVbVec), (=bVeVvd), (mbVeV—=d), (-bV-evd), (=bV—-cV-d), Q}
une CNF telle que) est satisfiable ev,, N {a, b, ¢, d} = 0. Considérons qu’un ordre d’affectation des
variables est fourni par la séquence suivafiexy, xo, ..., Ty, c,b,d] oU Vo = {x1,z2,...,2,}. S

la variable a est affectée a faux initialement, il est nécessaire de dppel 'ensemble de I'arbre de
recherche associé @ avant de pouvoir réfutera. Cette situation est illustrée dans la figuBey.

Comme nous pouvons le voir sur I'exemple précédent, ne pasidérer la cause réelle de I'échec
peut conduire a un phénomeéne nommigaghing» et qui consiste a explorer de facon répétitive les
mémes sous-arbres. Afin d’y remédier un certain nombre dd@pes tendent a analyser le conflit ren-
contré en prenant en compte les décisions a l'origine dé-celCette analyse a pour but d’extraire des
informations de maniere a effectuer un retour arriére noargiiogique backjumping et ainsi éviter de
redécouvrir les mémes échecs.

Ce type d’approche est étudié et appliqué dans de nombremaides en intelligence artificielle
(systeme de maintien de veérité ATM®/I¢ ) ){ les problémes
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by

Q, (cVvd),(cV-d), (bVve),(=bVevd),(-bVeV—d),
{ (me Vv d), (-eV —d) } { (=bV —evd),(=bV eV —d),Q }
Chemin
satsisfiable dé}
(evd),(cV—d), (bVve),(mbVvevd),(-bVeVd),
{ (me Vv d), (—eV d) } { (=bV eV d), (=bV eV —d) }
/N ‘
1 1 { (=bvd),(=bV—d) }
=b|
{

FIGURE 3.7 — Arbre de recherche généré par la procédema. sur le probléme de I'exemp&13

de satisfaction de contraintesp (Dechter 1990aGinsberg 1993Schiex et Verfaillie 199% etc.). Ces
techniques se distinguent essentiellement sur la man@reles échecs sont analysés et les méthodes
utilisées afin de ne plus se heurter aux mémes situations paité. Dans le cadre d&T ce n’est qu’'en
1996 et par I'intermédiaire de'arques-Silva et Sakalla1996 que I'analyse de conflits est introduite.
Cette analyse de conflits permet d’extraire un tefmgA z2 A --- A x,,) signifiant que I'apparition

du conflit est due a I'affectation conjointe des littéraux z-, . .. , z,, a vrais (la maniére d'extraire ces
informations est présentée par la suite (v@rig§s.J).

Malgré le fait d’effectuer un retour arriére non chronotpgg il est possible qu’'une méme situation
d’échec se répete dans le futur. Afin d’éviter cela, une agra@onsiste a ajouter une information sous
la forme d’'une clause a la formule. Cette clause, nommée aatbyg, est obtenue par la négation du
terme construit par analyse de conflitst; V -z ... —z,,). L'ajout de cette clause, connue sous le nom
de clause appriséclause learninyy permet a chaque fois qu’'une contradiction est détectéertifier
et d’'ajouter une clause impliquée par la formule. De plusisiérer cette clause pour la suite de la
recherche permet a la propagation unitaire de découvriodeelles implications lesquelles permettent
d’éviter de considérer la méme situation d’échec plusifaiss

C’est la combinaison de ces principes et leurs intégratansein de I'algorithmeoPLL qui ont
conduit a I'élaboration des solveusaT modernes|{larques-Silva et Sakallah 199Bhanget al. 2001,
Beameet al. 2004 Bayardo Jr. et Schrag 1997

3.1.5 SolveursaT moderne :cbCL

La procédurecDCL a été introduit pai/larques-Silva et Sakallgi996 (et améliorée pavioskewicz
et al.(20019) et est une extension de la procédoraeL. Cette méthode tente de tirer parti de I'analyse
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de conflits afin d’'apprendre une nouvelle clause et effectme&etour arriere non chronologique. L'algo-
rithme cDCL a deux avantages majeurs par rapport a I'algorittrpeL : (i) effectuer unbackjumping
permet de ne pas considérer une partie de I'arbre de reéheechossédant pas de solution et (ii) I'ap-
prentissage de clauses permet d’'éviter de considérer desasores de recherche, lesquels ont été montré
inconsistants lors d’'une précédente analyse de confladgdrithmecbcL ne pouvant pas étre présenté
facilement de maniéere récursive, une version itérativeetigi-ci est donnée dans I'algorithn3e4.

Algorithme 3.4 : SolveurcbcL

Données X une formule sous CNF
Résultat: SAT or UNSAT

1A« 0 / = ensemble de clauses apprises * [
2 I, +— 0; / = interprétation partielle * [
3dl+— 0; / * niveau de décision * [
4 tant que (true) faire

5 | «a <— propagationUnitaire( YUAT,);

6 | Si(a=null)alors

7 x +<— heuristigueDeBranchement( YUAT,);

8 si (toutes les variables sont affectéad)rs retourner SAT ;

9 ¢ +—affectePolarité( T);

10 dl «— dl + 1,

1 7, +— L, u {1},

12 sifaireReduction() alors reductionClausesApprises (A);

13 | sinon

14 B +—analyseConflit( YUA Ly, ),

15 bl +—calculRetourArriere( T, bl) ;

16 si 8 = L alors retourner UNSAT ;

17 A +— AUBG;

18 retourArriere( YUA,Z,bl),; /* mise a jour de I, */
19 si (faireRedémarrage() ) alors redémarrage( Z,,dl) ;

Typiquement, I'algorithmecDcCL peut étre assimilé a une séquence de décisions suivie da-prop
gations des littéraux unitaires, jusqu’a I'obtention deonflit. Chaque littéral choisi comme littéral de
décision (ligne 7) est affecté suivant une certaine pédligne 9) a un niveau de décision donné (ligne
11). Si tous les littéraux sont affectés, al@ysest un modéle d& (ligne 8). A chaque fois qu'un conflit
est atteint par propagation (lignes 13-19), une clausst calculée en utilisant une méthode d’analyse
de conflits donnée et un niveau blackjumpest calculé en fonction de la clausdlignes 14—-15). A ce
stade, il est possible de prouver I'inconsistangest la clause vide) de la formule (ligne 16). Si ce n’est
pas le cas, un retour arriere est effectué et le niveau dsidéclevient égal au niveau dackjump(ligne
18). Ensuite, certains solveur®cL forcent le redémarrage et dans ce cas, un retour arrierffestue
au sommet de I'arbre de recherche (ligne 19). Finalemetiade de clauses apprises peut étre réduite
lorsque celle-ci est considérée comme trop volumineuga€liL2).

Afin de mieux juger des interactions entre les différentesmmsantes d’un solvewncL, voici ces
éléments représentés sous la forme d'un diagramme (vorefj). Ce diagramme contient aussi une
composante importante des solvesrs modernes qui est le prétraitement de la formule (v8il$%.4.

72



3.1. Approche compléte pour la résolution pratique du peofsAT

‘ Préprocesseur

formule simplifiée

max #conf

‘ Propagatlon unitair Redémarrage
/ max\A\
conflit point fixe
clause ay \\eusmn

Analyse de conflits Réduction clauses apprises ‘ Sélection variable

clause vide générée interprétation compléte
UNSAT ‘ ‘ SAT ‘

FIGURE 3.8 — Interaction des composantes d’'un solvencL.

Dans la suite, nous donnons une description des différémtesions laissées en suspens lors de la
description.

3.1.5.1 Analyses de conflits basées sur I'analyse du graph@mplications

Les premiers travaux sur I'analyse de conflits ont été éslgir lecsp ( )3 Les in-
teractions entre le monde desP et celui desAT ont permis I'élaboration et le développement de ces
techniques dans le cadre deT ( , Y, [qui,

depuis, sont devenues incontournables.

Comme nous avons pu le souligner précédemment, le but daysnde conflits est de trouver un
ensemble de littéraux responsables d'une situation dé&dbiee fois cet ensemble de littéraux localisé
une nouvelle clause est générée afin d’indiquer au solvéiiméxiste pas de solution dans un certain
espace de recherche. A I'heure actuelle, le schéma d’andlysonflits le plus couramment utilisé est
basé sur I'analyse du graphe d’implications. Ce grapheregtaphe dirigé acyliqueppG) permettant de
représenter les dépendances entre les clauses et lesaissigobtenues par propagation des littéraux
unitaires. Pour effectuer cela, un noeud est associé a chittgual affecté a vrai par I'interprétation
courante. Ensuite, une aréte entre un naeetlun nceud, est créée si I'affectation dea vrai a impliqué
I'affectation dey & vrai ¢ € exp(y)). Le graphe d’'implications se définit formellement de la r@exn
suivante :

Définition 3.15 (graphe d’implications) Soient> une formule etZ une interprétation partielle. Le
graphe d’'implications associé ¥ etZ estg = (N, A) tel que :

— N = {z € T}, c’est-a-dire un nceud pour chaque littéral @iede décision ou propagé ;

— A={(z,y)telquez € Z,y € T etz € exp(y)}.
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Exemple 3.14.Soit la formuleX suivante :

a1 =x1 VX ag = a3V sV g ay = 29V 10V 11 a0 =212 V T4
Qo = 19 V 3 a5 = TgVrrVaeg ag=xgV 211V 210 a1 =212V 26V 15
ag =29V gV xs g = "T4VrsVirg a9 =2T12V X3 a2 =213V 214V 26

a13 = 214 V 15 V 16
T= {<(_'1%)7 .%'%, _'w%>>7 <(x421)7 _"%%7 .%'%>, <(—\.%'%), ﬂx%? —|1'8>, <(_'w2110)7 1/1117 _‘xéll27 _%.41137 .%"114, 1.41157 x%6>}
est l'interprétation partielle obtenue par propagation Beséquence de décisioiszy, x4, 727, £10).
Nous représentons en rouge (respectivement vert) lemlittéde la formule falsifiées (respectivement
satisfait) par I'interprétationZ. L'interprétationZ falsifie la formule (clause;s). La figure3.9représente
le graphe d'implications obtenu a partir d@ et de I'interprétationZ.

A T4 X7 210,

FIGURE 3.9 — Graphe d'implication obtenue a partir de la formul€iatdrprétation partielle de I'ex-
emple3.14 Les nceuds de décision sont affichés en haut et sont reg@egentdes nceuds carrés. Les
nceuds cercles représentent les littéraux affectés paagatipn unitaire. Pour chacun d’entre eux, la
clause responsable de cette affectation est annotée. He sertrouve sur la variableg.

Lorsque linterprétation partielle est conflictuelle, lmlaghe d'implications généré comporte deux
nceud représentant deux littéraux complémentaires. Dacascdl est possible d’ajouter un nceud sup-
plémentaire {) symbolisant une situation conflictuelle. Lorsqu’un telutbest présent il est possible
d'analyser le graphe afin d’'extraire les littéraux respblesade ce conflit. Généralement, cette anal-
yse est basée sur la notiorud® (Unique Implication Point Un uiP est un nceud du dernier niveau de
décision qui domine le conflit. Formellement, nous avons :

Définition 3.16 (nceud dominant un niveaupoientY une formule,Z une interprétation partielle et
g = (N, A) le graphe d'implications généré a partir deetZ. Un nceudr € N domine un nceug € N
si et seulement siiv(z) = niv(y) etvVz € N, avecniv(xz) = niv(z), tous les chemins deversy
passent par.

Exemple 3.15.Considérons le graphe d'implications associé a I'exen®lel Le nceud-z12 domine
le nceudr 4 tandis que le nceud; 4 ne le domine pas.

Définition 3.17 (point d’'implication unique ¢1P)). Soient> une formuleZ une interprétation partielle
conflictuelle eG = (N, A) le graphe d’'implication généré a partir de en fonction d&. Le noeud: est
un point d'implication unique si et seulement:siiomine le conflit.
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Remarque 3.5. Lesuip peuvent étre ordonnés en fonction de leur distance avecnflitcd.e premier
point d’implication unique §-UiP pour « First Unique Implication Point ») estUip le plus proche du
conflit tandis que le dernieuiP (L-UIP pour « Last Unique Implication Point ») est le plus éloigné,
c’est-a-dire le littéral de décision affecté au niveau duftio

Exemple 3.16.Reprenons le graphe d’implicatiorfs= (N, A) généré dans I'exempl& 14 Les nceuds
—z12,T11 €tz représentent respectivement le premie, le secondJip et le dernieruip.

La localisation d'unuiP permet de fournir une décision alternative provoquant lenm&onflit.
A I'neure actuelle, les démonstratelssT modernes utilisent pour la plupart la notion gesip afin
d’extraire unnogood( ). Cette clause est générée en effectuant des résolvarites en
les clauses responsables du conflit (utilisé durant la gt unitaire) en remontant de celui-ci vers
la variable de décision du dernier niveau jusqu’a obtendr eclause contenant un seul littéral du dernier
niveau de décision (l@ip). Ce processus nommé preuve par résolution basée sur IBigscpermet
d’extraire une clause ne possédant qu'un seul littéral doieleniveau. Cette clause est nommée clause
assertive et est définie formellement comme suit :

Définition 3.18 (clause assertive)Soienty une formule,Z une interprétation partielle obtenue par
propagation unitaire etn le niveau de décision courant. Une clausede la forme(S Vv z) est dite
assertive si et seulementBfa) = L, niv(z) = m etVy € 8, niv(y) < niv(z). Le littéral x est appelé
littéral assertif

Définition 3.19 (preuve par résolution basée sur les conflipienty une formule e une interpré-
tation partielle conflictuelle obtenue par propagation taivie. Une preuve par résolution basée sur les
conflits est une séquence de clau§es oo, ..., o) qui satisfait les conditions suivantes :

— 01 = |z, ca(z),cla(-x)], tel que{z, —z} CT;

-V1<i<k, o0, =nly,oi-1, &Z(g)] telle quey € 0,1 ;

— o}, est une clause assertive.

Il est important de souligner que dans le cadre des sohursnodernes, les littéraux utilisés pour
la résolution lors de la génération d’'une preuve par résmiliasée sur les conflits sont uniqguement des
littéraux du dernier niveau de décision. De plus, le litt@ssertif obtenu a partir de la clause assertive
générée par le biais de ce processus est un point d'imjplicatiique (c’est ce processus qui est effectué
par la fonctioranalyseConflit ). Afin d’obtenir unF-uipP il est nécessaire que la preuve de résolution
soit élémentaire, ce qui est défini formellement comme suit :

Définition 3.20 (preuve élémentaire)Soienty: une formule,Z une interprétation partielle obtenue par
propagation unitaire et= (o1, 09, ... 0,,) Une ségquence de résolution basée sur les conflits. La séguenc
de résolution est élémentaire si et seulemeti st n tel que(oy, oo, ... o;) Soit aussi une preuve par
résolution basée sur les conflits.

Exemple 3.17.Considérons de nouveau la formuikeet I'interprétation partielleZ de I'exemple3.14
La preuve par résolution basée sur les conflits est la suezant

o1 = nlre aiz, 3] = afy Vol Vel

oy = nlzis,o1,a11] = —afVal, Valy Vol
o3 = nra,00,09] = —afVal,Val

o1 = nriz,03,a10] = —wg Vg

o5 = nlriz, o8] = —xgVagVoai

o6 = nlri,os 7] = —agVag Vvl

Les littéraux assertifs des clauses assertivgs s et og représentent respectivement le premiep, le
secondulp et le dernieruip.
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La clause assertive correspondantlad UIP ainsi générée est apprise par le solveur et permet non
seulement d’éviter a I'avenir d’atteindre a nouveau ceeéchmais aussi d’effectuer un retour arriére. En
effet, la connaissance de cette clause falsifiée permdirdiaf que le littéral assertif doit étre propagé
plus tét dans I'arbre de recherche. Ce calcul effectué dd'de la fonctiorcalculRetourArriére
est basé sur la propriété suivante :

Propriété 3.5 (clause assertive et retour arrier&oientX une formule,Z une interprétation partielle
conflictuelle obtenue par propagation unitairecet= (8 V x) une clause assertive déduite a partir de
l'analyse du conflit tel qué = maxz{niv(y) tel quey € §}. Il est correct d’effectuer un retour arriére
au niveau: et de propager le littérai.

Preuve 3.1.La preuve de cette propriété est triviale et provient du dai¢ la clausex est unisatisfaite
enx au niveaui.

Exemple 3.18.Considérons la clause assertive= (-3 V z7,) généré a partir de la formul& et
l'interprétation partielleZ de I'exemple3.14 Le niveau de backtrack calculé a partir de cette clause est
égal a2 et l'interprétation partielle obtenue apres avoir effeétun retour arriére et avoir propagé le
littéral assertif esZ = {((~x1), z3, ~2d), ((23), =22, 22, 22,)}.

Il est & noter gu'il est possible lors du processus d’'anatiseonflits d’effectuer un travail sup-
plémentaire. Par exempl&; ( ) proposent une approche qui consiste a continuer
d’effectuer des résolutions si celles-ci n'augmententlaaaille de la clause assertive. Plus récemment,
deux travaux différents ont montré comment découvrir dagses sous-sommées durant I'analyse de
conflits ( ) ). Une autre approche, proposée pai
( ), tente d’étendre la notion de graphe d’implications afircolesidérer certaines clauses satisfaites
par la formule. Une derniére approche, proposéelzat ( ), cherche a améliorer la
hauteur du saut en effectuant un retour arriére a un nivealédsion inférieur a celui proposé par la
clause assertive et a affecter et propager 'ensemblettisilix de celle-ci.

Pour terminer, a chaque conflit les solvearscL apprennent une nouvelle clause dont la taille peut
étre relativement importante. Deés lors, ils se heurtent i ggoblémes majeurs : l'utilisation de la
mémoire et le temps utilisé pour la propagation unitaireirrPemédier a cela, la base de clauses apprises
estrégulierement réduite ¢ )2 Un score, similaire au score
de I'heuristique dynamlque utilisée pour le ch0|x des \@éas (/SIDS), est utilisé pour garder les clauses
gui semblent importantes. Néanmoins, ce choix est haguistet peut amener a supprimer des clauses
essentielles pour la suite, ce qui peut s’avérer dramatkgneffet, nous savons que conserver un grand
nombre de clauses peut avoir des conséquences néfastiesfmacité de la propagation unitaire, mais
en supprimer trop peut faire perdre le bénéfice de I'apmsagie. Par conséquent, identifier les bonnes
clauses apprises (c'est-a-dire importantes pour la dénvale la preuve) est un véritable challenge.
Nous proposons dans le chapifreine nouvelle mesure dynamique permettant d’évaluer lat§udds
clauses apprises ainsi qu'un nouveau schéma de nettoydgdaee de clauses apprises.

3.1.5.2 Réduction de la base de clauses apprises

L'analyse de conflits et 'apprentissage ont permis d’aonéfide maniére significative I'algorithme
DPLL ( RECependant, comme le font justement remardier
( ), il est nécessaire de gérer I'accroissement de la basewdsed apprises au risque de
ralentir considérablement le processus de propagatidairm( N/Pour éviter cela,
tous les solveursaT modernes réduisent la base de clauses apprisgsdtionClausesApprises )
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al'aide d’'une fonction heuristique afin d’estimer la guaties clauses. De plus, la plupart des approches
conservent systématiquement les clauses de taille dews elduses considérées comme raison d'un
littéral propagé au moment de I'appel a la fonction rédurctidour ce qui est des clauses binaires, en
plus de pouvoir étre gérées facilement, leur conservat@met de contraindre fortement I'espace de
recherche et donc d’améliorer la propagation unitaire.d=qui concerne les clauses raisons ce n'est pas
par soucis d’efficacité mais plus par nécessité gu’elles samservées. En effet, supprimer une clause
apprise intervenant dans le processus de propagatioriramitapermet plus d’assurer la construction du
graphe d’'implications et par conséquent I'analyse de dsnfli

Dans la littérature diverses approches ont été proposésdgdinir quelles sont les clauses suscep-
tibles d’étre inutiles pour la suite de la recherche. Pamsi stratégies, deux ont montré des résultats
pratiques intéressants. La premiere, la plus populaitdyasge sur la notion dast fail. Cette stratégie,
basée sur I'heuristiquesiDs, considére qu’'une clause apparaissant peu dans la raisarodéits est
inutile et qu’elle doit étre supprimée. La seconde est bagéane mesure proposée parn

( ). Cette mesure appeléD (Litetal Block Distancy est une mesure statique qui correspond
au nombre de niveaux différents intervenant dans la géogrde la clause apprise. Nous détaillons ces
diverses procédures ci-dessous.

vsSIDS: Dans le solveumINISAT ( Pdne activité est associée a chaque clause ap-
prise. Cette activité, calculée de la méme maniére queri$teque de choix de variablesiDs, consiste

a augmenter le poids des clauses touchées lors du procéanafyse de conflits. Afin de donner une
importance plus grande aux clauses récemment touchéesyepour I'heuristique de choix de variable
VSIDS, il est nécessaire de tenir compte de leur age. Pour effectles le solveur gere deux variables :
inc initialisée al etdecay > 1. Lorsqu’une clause est utilisée dans le processus d'anagsconflits
I'activité de celle-ci est augmentée de la valéwt. Ensuite, aprés avoir mis a jour I'activité de I'ensem-
ble des clauses touchées, la variableest augmentée telle quec = inc x decay. Lorsque la fonction

de réduction est appelée I'ensemble des clauses apprisegides suivant cette activité et les clauses
ayant les scores les plus faibles sont supprimées. En cegeéme la quantité de clauses a supprimer,
les auteurs proposent d’effacer la moitié des clauses daska b

LBD : La seconde heuristique est basée sur une mesure proposésdua @ ).
Cette mesure est statique et correspond au nombre de niddBarents mtervenant dans la génération
de la clause apprise. Formellement la valeucglie d’'une clause se calcule comme suit.

Définition 3.21 (distanceLBD (« Literal Block Distance»)). SoientX une formule« une clause et
une interprétation partielle associant un niveau d’affaicin a chaque littéral dev. Alors la valeur de
LBD de« est égal au nombre de niveaux de décision différents dégalitx de la clause..

Exemple 3.19.Reprenons I'exempld.17, la clause assertive-(x2 V z1,) générée lors du processus
d'analyse de conflits posséde uBD de deux.

Dans ( YHes auteurs montrent expérimentalement que les clayaesane
faible valeur de.BD sont importantes pour la suite de la recherche. Partant densat, ils proposent
d'utiliser cette mesure afin de donner un poids aux clauspgsag. Pour cela, lorsqu’'une clause est
générée par analyse de conflits son score est initialiséelavaleur da.BD courante, c’est-a-dire cal-
culée par rapport & I'interprétation courante. Ensuitéhagoe fois qu’elle est utilisée dans le processus
de propagation unitaire son poids est ajusté dans le casrmulialle valeur deBD calculée vis-a-vis
de l'interprétation courante est inférieure a la valeuuelle. Comme pour le solveWmINISAT, lorsque
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la fonction de réduction est appelé I'ensemble des claygassas sont triées suivant cette activité et la
moitié des clauses ayant les scores les plus élevés somiraépp.

Un autre point important concerne la fréquence avec lagjleebase de clauses apprises est nettoyée.
Cette fréquence, calculée de maniére heuristique (fanfdiceReduction ), et si elle est mal gérée,
peut conduire a rendre le solveur incomplet. En effet, @r@ment a la méthoderLL, I'approchecbcL
a besoin des clauses apprises afin de se souvenir de I'espaieehgérche qu’elle a déja exploré. Ceci
impliqgue que supprimer une clause peut amener le solveurcadyr@ plusieurs fois le méme espace
de recherche et donc a visiter encore et encore le méme arfitjamais s'arréter. Afin de pallier ce
probléme et de garantir la complétude de la méthode, il estss@ire que l'intervalle de temps atteigne
une taille telle que I'ensemble des clauses apprises pbo@tesn généré dans cette intervalle permet
d’assurer la terminaison de I'algorithme quelque soienitlauses supprimées précédemment. A I'heure
actuelle deux approches sont principalement utiliséeslafgérer cette intervalle. La premiére approche,
implémentée dansIINISAT ( N4consiste a appeler la fonction de réduction de la
base de clauses apprises une fois que la taille de cellettéiatain certain seuil. Ce seuil initialisé a
1/3 de la taille de la base de clauses initiale est augmentéeqaemadémarrage d®%. La deuxiéme
approche est la stratégie implantée dans le solgeucOSE( Y&ainqueur de
la catégorieUNSAT de la compétitiorsAT en 2009. Elle consiste a réduire la base de clauses apprises
lorsque le nombre de conflits obtenu depuis le dernier negyest supérieur 20000 + 500 x z ouU x
représente le nombre d’appels a la fonction de réduction.

3.1.5.3 Redémarrages

Comme nous l'avons fait remarquer lors de la présentatigphdmomeéne daashing(voir 3.1.4.5
les premiers choix effectués lors d’une recherche compgiéte prépondérants. En effet
( ) ont montré expérimentalement qu’exécuter la méme appreahle méme probleme mais avec
des choix initiaux différents conduit & des temps de régwiubtalement hétérogenes. Ces expérimen-
tations ont permis d’'identifier un phénomeéne singulier n@nphénomene de longue trainée (« heavy
tail ») ( ) ; ) ). Afin d’y remédier les
auteurs proposent de redémarrer la recherche au bout diaincemps («estart»). L'idée est que sila
recherche échoue depuis un certain nombre de temps (évahaéréore de retour arriére) alors il est jugé
peu probable que la recherche aboutisse en un temps rdidenbBans ce cas, I'algorithme est relancé
avec la formule initiale tout en conservant certaines imfations (les scores powisiDS par exemple)
ou les clauses apprises afin d’effectuer des choix plusiguicau début de I'arbre.

A I'heure actuelle le constat n'est plus exactement le mémijté des redémarrages n’est plus
reconnue comme étant d'essayer de chercher ailleurs depate de recherche, mais plutot d’atteindre
le méme espace de recherche avec un chemin et des graphphodiions différentsi ).

Dans la suite nous présentons les stratégies de redénmitemgplus souvent utilisées (fonction
redémarrage ). Ces stratégies se décomposent en deux catégories. Le&eprestasse regroupe les
stratégies de redémarrages statiques lesquelles sole®& commencement de la recherche. La sec-
onde classe regroupe les approches dynamiques qui tefaeploiter différentes informations en cours
de recherche afin de déterminer si le solveur doit effectugras un redémarrage.

Stratégies de redémarrages statiques Les stratégies de redémarrages statiques ont toutes enlgomm
le fait d’étre prédéterminées. Ces politiques reposenule gpuvent sur des séries mathématiques. Voici
guelgues stratégies de redémarrages utilisées par difféselveurs :
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— Intervalle fixe : Cette premiére stratégie somme toutertedge consiste a appeler la fonction de
redémarrage tous les conflits. Elle est utilisée dans différents solveurs tele gLEGE (

), ZCHAFF ( ) (version 2004)BERKMIN ( )
et EUREKA ( ) avec respectivement = 16000, x = 700, x = 550 etz = 2000
— Suite géométrique : Le solveMiNISAT 1.13 ( Yést le premier solveur a avoir
démontré l'efficacité de la stratégie de redémarrage géauétsuggérée pai ( ). Ce

solveur commence par initialiser le premier intervalle deflit autorisé dimite = 100. Ensuite,
lorsque le nombre de conflit atteint la valdémite, un redémarrage est effectuée et la valeur
limite est augmentée d®% (limite = limite x 1.5);

— Luby : La série de Luby a été introduite dansiif ) et a été utilisée pour la premiére
comme stratégie de redémarrage dans le solveusAT ( ). Cette stratégie évolue en
fonction d’'une série qui est de la forme,1,2,1,1,2,4,1,1,2,4,8,1,1,2,.... Puisqu'il est trés

improbable de trouver une solution aprés un seul conflitecsirie est multipliée par un facteur.
Formellement, l'intervalle entre deux redémarragestt;  ; est effectué apres x t; conflits tels
quew est une constante représentant le facteur multiplicateur e

. 2kl sidk € Ntel quei =2~ — 1

" \ti_gk-144, sinon
Cette stratégie a quelques caractéristiques théorigté&redsantes. En effet, les auteurs montrent
dans ( ) que cette approche est logarithmiquement optimale Itasqune infor-
mation sur le probléme n’est fournie. Ainsi a I'heure adeielle est devenue le choix des solveurs
modernes tels qURSAT 2.0 ( et TINISAT ( Y qui I'u-
tilise avecu = 512, ainsi qUEMINISAT 2.1 ( J)et PRECOSAT( )
qui l'utilise avecu = 100;

— Inner-outer : Cette stratégie a été implémentée dans VelgatiCOSAT ( 0. Elle est

similaire a la stratégie de redémarrage Luby (alternanaedimarrages rapides et lents) et con-
siste a maintenir une série géométrique extériemrés() dont le but est de fixer la borne maximale
gue peut atteindre une série géométrique intérieneef). Formellement, considéroriga valeur
courante de la série intérieuredela valeur courante de la série extérieure. Lorsque le nonhbre
conflits obtenu depuis le dernier redémarrage atteint kuva) un redémarrage est effectuéiet
prend la prochaine valeur de la série intérieure. Ensudties ¢k cas ou > o la série intérieure est
réinitialisée eb prend la prochaine valeur de la série extérieure.

L'impact de toutes ces différentes stratégies de redégesraur le comportement d’'un solvesikT

moderne ont été étudiée damsuf Y.

Stratégies de redémarrage dynamiques Depuis quelques temps, des stratégies de redémarrages dy-
namiques sont proposées. Elles tentent d'exploiter diffiess informations issues de la recherche (la
taille des résolvantes”( Plta profondeur moyenne de I'arbre et des sauts
arriere ( ), le nombre récent de changements de valeur de varigides( ) afin

de déterminer quand effectuer un redémarrage. Nous podsei@ins la suite une liste non exhaustive de
ces différentes approches :

— Variation de la phase : Cette approche proposée3ae ( ) est I'une des premiéres poli-
tigues de redémarrages dynamique. L'idée est d’étudigilitéade la recherche afin de décider si
un redémarrage est nécessaire. Cette agilité est calculdamalyse de l'interprétation complete
représentant I@rogress savingvoir 83.1.4.9. L'agilité est initialisée a zéroafyility = 0). En-
suite, lorsque la polarité d’'une variable est affectée sevelte polarité est étudiée. Si la polarité
de la variable est différente de I'ancienne alors I'agiigt augmentée, sinon elle est diminuée.
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Afin de simuler une forme de aging» sur I'affectation des variables, I'agilité est diminué p
un certain facteut® d compris entre 0 et lagility = agility x d). Ce méme facteur est aussi
utilisé afin d’augmenter I'agilité lors de la mise a jour ddeei (agility = agility + (1 — d)).
De cette maniére, il est assuré que la valeur de la variafaléty est comprise entre 0 et 1. La
politique de redémarrage consiste alors a considérer tatégie de redémarrage statique utilisant
cette notion agilité. Lorsque le nombre de conflits & atteinaleur préconisée par la politique de
redémarrage statique, I'agilité courante est comparée awecertain seuf s et si elle dépasse
ce seuil le redémarrage n'est pas effectué. Afin de régleeuit 5 ( ) émet I'hypothése
gu'une agilité élevée implique que le solveur est suscleptib réfuter le probléme et donc gu'il ne
faut pas effectuer de redémarrage. Et que inversement,gilité Basse implique une stagnation
et redémarrer permet d’'aider le solveur a s’échapper duastwes courant ;

— GLUCOSE: la plupart des politiques de redémarrages sont essentiefit basées sur le nombre
de conflits afin de déterminer si un redémarrage doit étretefie ( )
proposent une nouvelle approche qui dépend non seulememndore de conflit, mais aussi des
niveaux de décision afin de déterminer sirastartdoit étre effectué. Afin d’étudier les différents
mécanismes des solvelssT modernes, les auteurs ont mené un ensemble d’expérinuergtati
Une des conclusions de celles-ci est que, sur une grandeit@ajdnstances, les niveaux de
décisions décroissent tout au long de la recherche et gtee dé&troissance semble reliée avec
I'efficacité (ou inefficacité) des solveucDCL ( YbAinsi la politique de
redémarrage proposée par les auteurs essaie de favoriggréassance des niveaux de décision
durant la recherche : si ce n'est pas le cas, alors un redégeaest effectué. Pour cela, le solveur
GLUCOSE ( Yxalcule la moyenne (glissante) des niveaux de décision
sur les 100 derniers conflits. Si cette derniére est plusdgrgue0.7 fois la moyenne de tous les
niveaux de décision depuis le début de la recherche alorsdémrarrage est effectué ;

— hauteur des sauts : Cette politique de redémarrage a giésg® patr ( ) et
a été implémentée dans le solvamsaT. Elle est basée sur I'évolution de la taille moyenne
des retours arriére. L'idée est de délivrer pour de grandespéctivement petites) fluctuations
de la taille moyenne des retours arriere (entre le redégmrcaurant et le précédant) une plus
petite (respectivement grande) valeur de coupure. Cettiém est calculée comme suitj =
100,29 = 100 etxz; = y; x |cos(1 + r;)|, aveci > 2, « = 1200, y; représente la moyenne de la

taille des retours arriére au redémarrage = % Siyi—1 > y; etr; = y?’jl sinon.

3.1.5.4 Prétraitement de la formule

De maniére générale le problemser est N P-complet ( ), c'est-a-dire que pour une
formule comportant, variables tous les algorithmes connus a ce jour ont une @xitglenO(2™) dans
le pire cas. Enthéorie, réduire le nombre de variables gquplalors une diminution de la complexité dans
le pire cas. Cependant, en pratique le nombre de variabds$ pas entierement corrélé avec le temps
de résolution. En effet, le nombre de clauses influencerfatd les performances de la propagation
unitaire, de I'apprentissage de nouvelles clauses et tgrsaarriere non chronologiques. Ainsi, réduire
le nombre de variables tout en augmentant le nombre de slaeggermet pas nécessairement d’accroitre
les performances des solvewstT mais au peut contraire avoir tendance a les réduire.

Les méthodes de prétraitement ont alors pour but de simrpéffermule par la réduction du nombre
de variables et de clauses inutiles. Il existe différenéetitiques lesquelles peuvent étre séparées en
deux groupes. Le premier regroupe les techniques qui omrseféquivalence de la formule obtenue

16. d = 5o €ts = 1 pour I'analyse expérimentale
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par simplification de la formule initiale. Le second regreups algorithmes qui visent & obtenir une
formule qui n'est pas équivalente, mais équisatisfiable.

Des approches telles que la propagation unitaire, la syttdamou laself-subsumptiogonservent
I'équivalence ) et ne sont pas décrites dans cette partie. Cependansatieappliquées
dans la plupart des algorithmes de prétraiteméerit( Joet permettent de supprimer des
clauses et des littéraux redondants.

Dans la suite, nous décrivons quelques techniques de ipFatest. Les deux premiéres approches

présentées ne préservent pas I'équivalence tandis ques tegtautres la conservent :

— élimination de variables : cette technique, implémentée dansTELITE ( )

)PEonsiste a supprimer des variables de la formule initidédimi-
nation d’'une variable est obtenue par I'application de $ohdtion sur toutes les clauses ou cette
variable apparait. Cette technique, similaire a la proede (voir §3.1.1), peut entrainer la créa-
tion d’'un nombre exponentiel de nouvelles clauses (exp@latans le nombre de variables de
la formule). Afin de limiter cette croissance, les algoridsre prétraitement n’appliquent cette
opération que si la suppression d’'une variable n'augmestdaptaille de la formule. Du fait de
la suppression de variable, cette approche ne conservépas/dlence de la formule. En effet,
le modéle obtenu sur la formule prétraitée peut étre pastieé pas satisfaire certaines clauses de
la formule initiale. Néanmoins; ( ) ont montré qu'il était possible d'étendre ce
dernier en considérant les clauses de la formule initiale ;

— élimination de clauses bloquées cette approche consiste a supprimer de la formule les dause
bloguées K ). Une clausex € X est dite bloquée si elle contient un littérablo-
qué. Un littéral¢ € « est bloqué siva’ € X telle que—¢ € o' la résolvanten[¢, a, /] est
tautologique K ) ). Les clauses bloquées sont des clauses re-
dondantes et leur suppression est effectuée jusqu’a fibbted’un point fixe. Notons que 'ordre
de suppression n'a aucune importance puisque la méthoderghiente ).

De plus, puisque supprimer I'ensemble des clauses bloquagsas de réelle influence sur les

performances des solveurs, les méthodes de prétraiterhaitisent pas les littéraux possédant

de nombreuses occurrences. Comme pour I'élimination dablas, la suppression des clauses
bloguées d’'une formule ne permet pas de conserver I'équnvel { );

— élimination de clauses tautologiques dissimulées cette approche, proposée pas
( ), est basée sur I'extension de clauses par ajout de likgappelés littéraux dissimulés.
L'ajout d’un littéral ¢ € Ly a une clauser € X est possible si/ € a tel que(/V ~¢') € ¥\ {«a}.
Cette extension est appliquée jusqu’a I'obtention d’umpfike. Les auteurs montrent que si la
clause obtenue par I'ajout de tels littéraux sont tautojogs alors elles peuvent étre supprimées
de la formule initiale. Notons que l'application de cetteheique permet d’obtenir une formule
équivalente a la formule initiale-{( );

— élimination des équivalences :le problemesaT étant exponentiel en fonction du nombre de
variables de la formule, réduire leur nombre permet d’augarela vitesse de résolution. Pour
effectuer cela, une méthode simple consiste a supprimdittéyaux équivalents et de conserver
une représentation sous la forme d’'une classe d’équivaléretels littéraux peuvent étre détectés
simplement par la recherche de cycles dans le graphe ddatigihs obtenu a l'aide de clauses
binaires de la formule.

Une autre maniére de trouver de tels littéraux est d'utiliaenotion deprobing Le probing est
une technique, proposée par { ), permettant la simplification d’'une
formule par I'application de la propagation unitaire swg teeux polarités d’'une méme variable.
Les auteurs proposent trois approches permettant d'extiais informations des interprétations
partielles ainsi obtenues. La premiére consiste a vérifierlgpplication de I'une des deux po-
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larités ne conduit pas a une interprétation incohérentguceermet le cas échéant de propager
I'un des deux littéraux. Afin d'illustrer les deux autres hdes, considérons une formuale une
variablel/ de ¥, Z, = (X),)* etZ-, = (¥|-,)" les deux interprétations partielles obtenues par I'ap-
plication de la propagation unitaire. La seconde approohsiste alors a propager les littéraux qui
apparaissent dans les deux interprétations partielleeffeEy supposons que € Z, N Z_, alors

Y (Ve ety = (x Vv —~£) 7 etdoncE |= x. La derniére approche est celle qui nous intéresse
puisqu’elle permet de détecter des équivalences. Pouriceldfit de vérifier s'il n’existe pas de
littéraux apparaissant de maniére complémentaire fiaetZ_,. En effet, soitz tel quex € 7, et

x €I yalors(¢ = z) et(—¢ = —x)etdonc({ < x);

vivification : cette derniére approche, proposée pax ( ), consiste a réduire cer-
taines clauses de la base par l'utilisation de la propagatiotaire. La réduction d’'une clause
a= 3 ViyV---V{,) deX est obtenue en appliquant la propagation unitaire surttésdux
complémentaires de jusqu’a obtenir 'un des cas suivant :

1. ¥\{=t1,~4,..,~4;} F° L aveci < n. Dans ce cas la clausepeut étre remplacée par la clause
o = (61 VeV ---VY;). En effet, puisque l'interprétatiofi—¢1, —/s, ..., —¢;} falsifie 2
la clausex’ peut étre ajoutée a la formule initiale. Commlesubsumey, il est possible de
remplacerx para’;

2. Bty ko, -0,y ET L tel quel; € aeti < j < n.lci, le fait queXy, s, . 0y F* Y
nous permet d'inférer la clausé = (¢, V43V -- -V ¢; vV {;) laquelle subsume. De la méme
maniére que pour le premier cas, la clauggeut étre remplacée paf ;

3. Xty b, 0y FT 0l tel quel; € aeti < j < n.Dans ce cas)|(—y, ..~} F
nous permet d'inférer la clausé = (¢; VV £5 V --- V £; V =(;). Puisqueg’ self-subsumey
il est possible de remplacer la claus@arn[(;, o, o].

Ces prétraitements font partie intégrante du processuésidution pratique du problémsaT. En
effet, & I'heure actuelle tous les solveurs effectuent ceegee simplification avant de commencer la
recherche de solutions. Ces techniques, basées sur banaddyla structure de la formule initiale, sont
appliquées le plus souvent jusqu’a obtention d’'un point. f3ependant, il est possible gu’en cours de
recherche, des littéraux unitaires ou des clauses appnigdgient la base de connaissance de telle sorte
gue les prétraitements deviennent de nouveau effectifsiAorsqu’un littéral unitaire est appris ou que
la recherche retourne au sommet de I'arbre (lors d’'un redé@ge par exemple), toutes les techniques
de simplifications peuvent de nouveau étre appliquEés ¢ s

3.1.6 Synthése

Nous avons abordé dans cette section la résolution pratiguzroblémesAT ainsi que la mise au
point d’algorithmes performants pour le résoudre. Cesrilgoes de recherche reposent pour la plupart
sur la procédur®PLL et sur une analyseosteriorides échecs rencontrés. Cette analyse de conflits et
I'apprentissage desogoodsqui en découle ont permis d’augmenter significativemeniuiagance des
prouveurssAT permettant ainsi de résoudre des problémes de plus en piséquents. Ces avancées
algorithmique bénéficient a d’autres problemé®-complets. Nous allons voir dans la section suivante
gue les approches complétes pour la résolution pratiquerahlgmecsp sont trés proches de celles
utilisées dans le cadre GT.

17. Si¥y, =" z alorsXyn—, =" L etdonct =" (-4 V )
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3.2 Approche compléte pour la résolution pratique du probléne csp

Comme poursAT, les principales méthodes de résolution complétes @8istans le cadre desp
sont basées sur la combinaison d’'un algorithme de bgmktracking( )
bet d'une méthode de propagation de contraintes. Ces desrsént basées sur la notion
de cohérence locale et utilisent, comme pour la propagatitaire (voir3.1.4.), des propriétés sur
les contraintes afin de réduire I'espace de recherche deemadisupprimer les interprétations qui ne
peuvent pas conduire a une solution.

Dans cette section, nous présentons I'adaptation desthlyes de typdacktrackingau cadrecsp
ainsi qu’une liste non exhaustive des techniques ayantipadtaccroitre leur efficacité : schéma de
branchements, méthode de cohérence locale, heuristigcieodede variables, heuristique de choix de
valeurs, stratégie de randomisation et politique de red@geas. Nous choisissons, puisqu’elles ne sont
pas utiles pour la compréhension de la suite de ce manudernite pas présenter I'analyse de conflits et
les retours-arriére non chronologiques. Néanmoins, teledntéressé par ces sujets peut se référer a la
these de ( ) ou un chapitre complet y est consacré (chapitre 2).

3.2.1 Générer et tester

Une premiére méthode (assez naive) pour la résolution dhat@ncecspest de générer toutes les
interprétations possibles, c’'est-a-dire toutes les coaibons possibles de valeurs des variables et de
tester si celles-ci sont des solutions du probléme, c'aliteasi elles vérifient toutes les contraintes du
réseau. Cette approche, connue sous le no@ateerate-and-tesest similaire a I'approche basée sur
les arbres sémantiques utilisée dans le cadreade(voir 83.1.2. Comme cette derniére, elle évalue
successivement toutes les interprétations possiblegst donc pas envisageable en pratique. En effet,
afin d’obtenir I'ensemble des solutions d’un probléme senpl que less-reines, cet algorithme génére
et vérifie la validité de3® = 16777216 interprétations différentes. Néanmoins, comme p@AIr avec
I'algorithme de ( ), ce nombre peut largement étre réduit par une analyse deud@se du
probléme. Ces méthodes, appelées algorithmes de reclesbhectours arriére, sont présentées dans la
partie suivante.

3.2.2 Algorithme de recherche avec retours arriere

L'algorithme de recherche avec retours arrie®g&f pour(Standard) BackTracking
) est sans nul doute I'approche compléte la plus utilisée jaosolution pratique d’instances
CsSP Il consiste a étendre de maniere incrémentale une intatfmé partielle en considérant une a une
les variables du probléme. Lorsqu’une variable est sélecée, une valeur de son domaine est choisie et
lui est assignée. Ensuite, I'ensemble des contraintesstawvéest vérifié afin de savoir si aucune d’entre
elles n'est falsifiée par la nouvelle interprétation. Siume contrainte n'est violée, I'assignation de la
variable est un succés et une nouvelle variable est coBsidExans le cas contraire, une autre valeur
pour la variable est sélectionnée et assignée. Lorsquesttas variables ont été assignées a une valeur et
gu’aucune contrainte du réseau n’est violée, le problémeesslu et I'interprétation courante représente
un modeéle. Si a un moment de la recherche une variable nedeopfiés aucune valeur a assigner un
retour arriere est effectué. Dans ce cas, la derniére Varaamnsidérée est remise en cause et une nou-
velle valeur lui est assignée si cela est possible, sinoretaur arriére est de nouveau effectué jusqu’a
I'obtention d’une interprétation consistante. Cette prhoe est effectuée tant qu'une solution n'a été
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trouvée ou que l'absence de solution n'a pas été démontest;aedire tant que I'ensemble des inter-
prétations n'a pas été parcourue. Puisqu’il permet d’@agartaines branches de I'arbre de recherche,
I'algorithme debacktrackingest strictement plus efficace que I'algorith@enerate-and-test

Cet algorithme peut aussi étre vu comme le parcours en gietord’abord d’un arbre de recherche
ou la racine correspond au réseau de contraintes initiddagjue noceud a un sous-réseau de contraintes
(du réseau initial) a résoudre. La construction d’'un tetede fait généralement selon deux schémas de
branchements différents : le schéma de branchement bisidieeschéma de branchement non-binaire.
Chaque branche de l'arbre de recherche correspond sagueence de décisignsest-a-dire des assig-
nations et/ou des réfutations dans le cas d'un schéma dehanaent binaire, et des assignations dans
le cas d'un schéma de branchement non-binaire. Une soldtigerobléme est obtenue lorsque le do-
maine de toutes les variables ont été réduit a des singletanse toutes les contraintes sont satisfaites.
Cette solution correspond a l'interprétation courantesiea-dire aux assignations effectuées le long de
la branche menant de la racine a une feuille de I'arbre deerebb. Lorsque I'arbre de recherche a été
complétement exploré et qu'aucune solution n'a pu étretifiém alors le réseau de contraintes a été
démontré insatisfaisable.

3.2.2.1 Schéma de branchement non-binaire

L'algorithme 3.5 décrit une recherche avec retour arriére ou un schéma deharaent non-binaire
est utilisé. Il consiste a sélectionner une nouvelle végialtaide de la fonctiomdeuristiqueDeBran-
chement (décrit dans le 8.2.3.3 et a tester successivement toutes les valeurs de son dogligimes
2-3), ce qui correspond a chaque fois a un nceud de I'arbrectienghe. Si I'assignation d’une valeur
meéne a un échec, elle est remise en cause et une autre vgleaieapnt au domaine dé est assignée.
Lorsque toutes les valeurs de la variaBdeont été testées sans succes, I'algorithme effectue unrretou
arriere et remet en cause le dernier choix de valeur pourrlabla précédemment sélectionnée (ligne
6).

Algorithme 3.5 : BT-Non-Binaire
Données P = (X,C) un réseau de contraintes
Résultat: vrai si le réseau est satisfiabfaux sinon

1 Début

2 | X «— HeuristigueDeBranchement( X);

3 | pour chaquewv € X faire

4 Lsi P|(x=v) st cohérenalors

5 Lsi (|X| = 1) alors retourner vrai  retourner BT-Non-Binaire( (X' \ {X},C));

6 | retourner f aux; [/ * aucune solution sur cette branche * [
7 Fin

La figure3.10illustre un arbre de recherche partiel correspondant salégme desg-reines (décrit en
sectionl1.3.1.9 construit par I'algorithme3.5ou les variables et les valeurs sont ordonnées selon 'ordre
lexicographique.
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chemin fermée
chemin solution

noeud développé

~/#- sous-arbre inconsitant

®»-O

FIGURE 3.10 — Arbre de recherche partiel construit par un algoritttta recherche avec retours arriére
utilisant un schéma de branchements non-binaires.

3.2.2.2 Schéma de branchement binaire

L'algorithme 3.6 décrit une recherche avec retours arriére ou un schéma deheraent binaire est
utilisé. Ce dernier consiste a sélectionner un coyflev) tel queX est une variable du réseau qui n’est
pas encore assignéeeest une valeur ddom(X) (ligne 4). Ensuite, I'algorithme construit les deux
branches issues des décisions positives et négatives,de.

Définition 3.22 (décisions positives et négative§oientP = (X, C) un réseau de contrainteX’ € X
etv € dom(X). (X = v) (respectivementX # v)) représente la décision positive (respectivement
négative). Nous avons(X =v) = (X #v) et=(X #v) = (X =v).

Ces deux branches représentent les deux sous-probléneesi®len assignant ou en réfutant la valeur
v du domaine deX (ligne 5). De maniére générale, la branche positive esbegplen premier. Lorsque
celle-ci est montrée incohérente (ligne 2), la branchethvégast considérée. Dans le cas ou cette derniére
conduit aussi a un réseau incohérent (ligne 2) un retoigrarest effectué. Une solution du probléme
est obtenue lorsque toutes les variables sont singletansede probléeme est consistant (ligne 3).

Algorithme 3.6 : BT-Binaire

Données P = (X,C) un réseau de contraintes

Résultat: vrai sile réseau est satisfiabfaux sinon
1 Début

si P est incohérenalors retourner faux ;

siVX € X, |dom(X)| = 1 alors retourner vrai ;

choisir un couplg X, v) tel queX € X etv € dom(X);

retourner BT-Binaire(  P|(x—,)) ouBT-Binaire(  Pjx1y)) ;
Fin

o 0~ W N
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La figure3.11illustre un arbre de recherche partiel obtenu par I'appibcade I'algorithme3.6 sur
le probleme ded-reines ou l'ordre lexicographique est utilisé afin de d@eoer le prochain couple
(variable, valeur).

[0 chemin fermée

T  chemin solution

@ nceud développé

-/#- sous-arbre inconsitant

FIGURE 3.11 — Arbre de recherche partiel construit par un algorthi® recherche avec retours arriére
utilisant un schéma de branchements binaires.

Bien que le schéma de branchements non-binaires puisteniaait &tre simulé par le branchement
binaire, ces deux schémas de branchements ne sont padé&nfsivan effet] ( )
ont montré qu'il existe des instances pour lesquellessetilun schéma de branchements non-binaires est
exponentiellement moins efficace que d'utiliser un schéenlardnchements binaires. Dans la suite de ce
manuscrit nous nous intéressons uniguement au schémarwiénaents binaires.

L'algorithme de recherche avec retour arriere peut étrsiskament amélioré grace a I'utilisation
d’heuristiques de choix de variables et de valeurs efficéeais 3.2.3.3. Un autre levier permettant
d’améliorer les performances d'une telle méthode est, cemoursAT et I'algorithmepprLL, d'utiliser
des méthodes de simplifications afin de détecter plus hawt Kkbre de recherche que le chemin
courant ne conduit a aucune solution. Lutilisation de celiorations conduit a la création d'algo-
rithmes prospectifs que nous décrivons dans la partie rsigiva
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3.2.3 Algorithme de recherche avec retours arriére et filtrge

Afin d’améliorer les performances de l'algorithme backtracking il est possible d’exécuter un
algorithme de filtrage afin de déterminer le plus tét possiblknterprétation courante peut conduire
a une solution. Pour ce faire, les algorithmes complets gelutton vont appliquer un processus de
simplification & chaque nceud de I'arbre de recherche. Celsoaed, basées le plus souvent sur des
cohérences locales (va#2.3.), permettent d'identifier et de supprimer les valeurs qupeeavent pas
faire partie d’'une solution.

L'algorithme 3.7 décrit une méthode de tygmcktrackingot une fonction de filtrage est utilisée
a chague nceud de l'arbre. La fonctigrs’applique sur un réseau de contraintes et retourne un autre
réseau de contraintes. Lorsqu’aucune forme de filtragd efésctuée, c'est-a-dire qug retourne le
méme réseau, l'algorithni& 7 est identique a I'algorithma.6.

Algorithme 3.7 : BT-filtrage

Données P = (X,C) un réseau de contraintesune méthode de filtrage
Résultat: vrai si le réseau est satisfiabfaux sinon
1 Début
2 | PP=(X'C)«— o(P);
3 | siP’ estincohérenglors retourner faux ;
4 | siVX € X' |dom(X)| =1 alors retourner vrai ;
5
6
7

choisir un coupl€ X, v) tel queX € X’ etv € dom(X);
retourner BT-filtrage( P"(X:v)) ou BT-filtrage(
Fin

/ “
Pl s

Plusieurs formes de cohérences locales peuvent étreéasliesn fonction des caractéristiques des
contraintes. Dans la section suivante nous présentonqurgeschémas de cohérence.

3.2.3.1 Cohérence locale

L'idée d'incorporer une méthode de propagation de cortgaiau sein d’un algorithme tacktrack-
ing est apparue initialement dans le cadresdg et de I'algorithmebdpLL ( JOCes
méthodes sont, dans le cadrep, le plus souvent basées sur des formes de cohérences letales
mettent de vérifier gu'une instanciation partielle est leagent cohérente. Pour cela, elles transforment
le réseau de contraintes courant en un réseau de contréguieslent mais ou les valeurs ne pouvant
conduire & une solution sont supprimées. Dans la suite n@semons un apercu des formes les plus
célebres de cohérences locales.

Cohérence de nceud Cette forme de cohérence, appeléeohérence, concerne les contraintes unaires
et permet de vérifier que toutes les valeurs des variables laoportée d’'une contrainte unaire sont
cohérentes. Il s’agit de la forme de cohérence la plus sinppisgu’elle ne concerne qu’une variable.

Définition 3.23 (cohérence de nceudpoientP = (X', C) un réseau de contrainte§; une contrainte de
C telle quevar(C) = {X}, nous avons que :

— v € dom(X) estl-cohérente si et seulement(si) € %,(C);

— X estl-cohérente si et seulementwi € dom(X), v estl-cohérente ;

— P estl-cohérent si et seulementsk € X', X estl-cohérente.
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Exemple 3.20.Considérons le réseau de contrainfégle la figure3.12 L'application de la cohérence
de nceud suP permet de supprimer les valeuts 2 et 3 de la variable X. Le réseau de contraintes
obtenu aprés ces suppressions lesbhérent.

X Y X Y

X4Y X4Y

X >2

(a) réseau initial (b) réseau -cohérent

FIGURE 3.12 — Suppression de valeurs par cohérence de nceud.

Afin d’établir cette forme de cohérence il suffit de réduirddeaine de chaque variable aux valeurs
qui satisfont les contraintes unaires de cette variableeg\avoir rendu le réseau de contraintes
cohérent, les contraintes unaires peuvent étre suppriciégsseau.

Cohérence d’arc La cohérence d'arest sans aucun doute la méthode de propagation de cordgrainte
la plus étudiée. Cette approche permet de garantir que ehaaur du domaine d'une variable est
consistante avec toutes les contraintes du réseau. Enaffame nous pouvons le voir sur I'exemple
suivant il n'est pas toujours possible de trouver un suppotr toutes les valeurs du domaine d’'une
variable.

Exemple 3.21. Considérons la micro-structure de la contrainfé définit dans la figure8.13 Comme
nous pouvons le remarquer, il est impossible pour la vakede la variable X de trouver une valeur
v dans le domaine d& telle que(3,v) satisfasse la contrainte. Il est donc possible de supprigner
du domaine deX puisque cette valeur conduit irrémédiablement a falsifieDe la méme maniére, la
valeur1 du domaine de la variabl® peut aussi étre supprimée.

X Y

FIGURE 3.13 — Micro-structure des tuples autorisés d’'une cortaion arc cohérente.

Les premiers algorithmes permettant d'établir cette fodm&ohérence ont été proposés Béar

( ) et ( ). Néanmoins, ce concept est introduit formellement lpar ( )
dans le cas d’'un réseau de contraintes binaires, il est gait@étendu au cas de réseaaire (
) et une analyse de sa complexité est effectiuéact: J5Nous donnons

une définition de la cohérence d'arc dans le cas générat;&dse pour un réseau de contraintes quel-
congue (dans ce cas elle est souvent appelée cohérencgéldmliséeAc).
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Définition 3.24 (Cohérence d’arc (généralisée$fAc)). SoientP = (X, C) un réseau de contraintes,

C'une contrainte d€ telle quevar(C) = { X1, Xs,..., X,,}, nous avons que :
— v; € dom(X;) est arc cohérente pouf’ si et seulement s'il existe un tuple;, va,...,v,) €

T, (C) tel quevy, 1 < j < n,v; € dom(Xj);

— X, est arc cohérente (généralisée) paursi et seulement si toutes les valeursdde(.X;) sont
arc cohérentes (généralisées) avec

— P est arc cohérent (généralisé) si et seulemeltSic X', VC € C nous avonsX est arc cohérent
(généralisée) pou€.

Exemple 3.22. Considérons la figur.14 le réseau de contraintes (a) reporté sur cette figure n'est
pas arc cohérent. En effet, la valelirdu domaine de la variabl& ne posséde pas de support pour
la contrainte entreX etY. Cette valeur peut donc étre suppriméeldeCependant, cette suppression
ne permet pas d'obtenir un réseau de contraintes arc coligreisque comme le montre la figure (b)
la valeur 1 de Z ne posséde pas de support pour la contrainte ektret Z. En fait, afin d’obtenir un
réseau arc cohérent il faut supprimer la valeudu domaine deZ (réseau (c)) et ensuite de supprimer
la valeur1 de X conduisant ainsi au réseau arc cohérent (d).

(c) suppression dédansdom(Z2) (d) suppression dedansdom(X)
FIGURE 3.14 — Suppression de valeurs par cohérence d'arc.

( ) est le premier a avoir suggéré un algorithmebdektrackingavec maintien de la
cohérence d’arc a chaque noeud de I'arbre de recherche.godtlahe, appel®ees (Domain Element
Elimination with Backtracking est basé sur un schéma de branchements non-binairea.dbiel

( ) proposent une méthode avec maintien de la cohérence dfgpeléenAc (Maintening
(Generalized) Arc-Consistangyutilisant un schéma de branchements binaires. Ce dessii€r I'heure
actuelle I'algorithme de résolution du probleroeple plus efficace. La figur8.15illustre I'arbre de
recherche obtenue par I'application de I'algorithmec ou les heuristiques de choix de variables et de
valeurs sont données par I'ordre lexicographique.
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{...} propagation
T  chemin solution
@ nceud développé
-/+-  sous-arbre inconsitant

X #1

X1 —/1
%
% {(Xs # 3)}

T {(X2=4),(X3=1),(Xy =4)}

FIGURE 3.15 — Arbre de recherche partiel construit par I'algorigdwnc.

Comme le montre la figurd.15 utiliser I'algorithmemAc permet de réduire fortement la taille de
'arbre. Néanmoins, pendant longtemps c’est une formehdilade MAC, appeléeForward Checking
(FC), qui obtenait les meilleures performances. foeward checking proposé par
( ) dans le cas de réseaux binaires etjar ( ) dans le cas-aire, établit contrairement
a MAC une cohérence d’arc au voisinage des variables (et non pages les contraintes du réseau).
Plus précisément, la propriété de cohérence d’arc estemaiatentre la variable assignée et les variables
connectées a celle-ci par une contrainte.

La montée en puissance de l'algorithmec est en partie due aux développements d’algorithmes
de maintien de la cohérence d'arc de plus en plus performinteffet, comme le résume le tableau
3.1, les algorithmes proposés afin de maintexara chaque noeud ont été largement étudiés. Chaque
nouvelle version étant (en général) plus performante qpedeédente. Ces algorithmes se distinguent
selon gu'ils soient a gros ou a grain fin. Dans les approchessaggain la suppression d’une valeur d’'une
variable X est propagée directement aux variables associées, etsi-que I'ensemble des variables
connectées X par une contrainte sont révisées. Dans un algorithme a firaila suppression d'une
valeurv de X implique uniguement la révision des valeurs des variable®at un lien avea, c'est-
a-dire les valeurs apparaissant dans un tuple autoriséngacantrainteC' construit surv. Bien qu'ils
permettent d’'effectuer moins de révisions inutiles leoallymes a grain fin sont moins utilisés du fait
de la difficulté & maintenir les structures de données nétessa leur mise en ceuvre.

Algorithme Temps Espace Grain Auteur
AC3 O(e x d?) O(e) gros (
AC4 Oe x d?) | Ofe x d?) fin )
AC6 18 Olex d?) | Ofexd) fin )
ACT Oe x d?) | Ofe x d?) fin (1999
AC3y Olexd®) | O(e+mnxd)| gros (2009
AC3.2/3.3 | O(ex d?) | O(exd) gros (2003
AC2001/3.1| O(e x d?) | Ofe x d) gros (2009
AC3'™ O(&d O(e x d) gros )
AC20010P | O(e x d?) | Ofe x d) gros (2010

TABLE 3.1 — Algorithmes étabilissant la cohérence d’arc et leungexité.

Certains de ces algorithmes, tel pe2001/3.1, semblent plus attractifs du fait qu'ils possé¢dee
complexité temporelle optimale &(ed?) (

implémenter.

Ptout en restant relativement simples a

18. Cet algorithme utilise une structure de donné bien cemlans le monde deaT : leswatched literals
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La consistance d’arc est sans nul doute la méthode de fillaguas utilisée a I'heure actuelle. Elle
peut d’'une certaine maniére étre rapprochée de la propagatiitaire utilisée dans le cadre daT.
Néanmoins, plusieurs auteurs ont proposé a partir des suTéd'autres techniques de filtrages beau-
coup plus puissantes. Malgré leur puissance ces algorstlsore pour la plupart uniquement appliquées
comme méthodes de prétraitement. En effet, ces méthodeesmomplexités spatiales et temporelles
trop élevées pour étre maintenues a chaque nceud de I'arbeerdache.

Cohérence d’arcs singletons§ingleton Arc Cohérencgsac)) Cette forme de cohérence, proposée
par ( ), consiste en quelque sorte a effectuer un parcours eruladgepro-
fondeur 1 de I'arbre de recherche. Plus précisément, paguehvariableX du réseau, les valeurs de
X sont assignées une a une et la cohérence d’arcs est ex&ilge2seau obtenu aprés avoir effectué
GAC est inconsistant, la valeur est supprimée.

Définition 3.25 (Cohérence d’arcs singletond)n réseau de contrainteB = (X', C) est cohérent d’arc
singleton si et seulementgX € X, Vv € X, le sous-résea(ZP‘(X:v) est arc cohérent.

Exemple 3.23.Considérons le réseau de contraintes de la fiifes-(a). L'assignation de la valeur 1 &
la variable X et I'application de la cohérence d’arcs rend le réseau irgistant. La valeun peut donc
étre supprimée d& . Cette suppression et I'application de implique les suppressions dedeY et1
de Z. Le réseau obtenu apres ces suppressions, illustré darguice8.16-(b), estsAc.

X X

78 D\ Y, Z
2 2 2 2

(a) réseau initial (b) réseatsAC
FIGURE 3.16 — Suppression de valeurs par I'applicatiorsde.

De nombreux algorithmes ont été proposés afin d'établirdglsion arc-cohérencé)

( ) proposent un algorithmebrut force» de complexité en temps d&(n? x d% x O(GAC)),
nommeésAcl, qui consiste a tester une a une les interprétations de tadit a relanceisAc chaque
fois gqu’une valeur est supprimée. Une autre approche, pésppar ( ), reprend la
philosophie deac4 qui consiste a sauvegarder une liste de supports afin efélit travail redondant.

( ) proposent une approche, nomms&c-oPT, de complexité temporelle en
O(e x n x d*) dans le cas de réseaux binaires. Cependant, afin d'étreadpsirc-opPT utilise des
structures de données conséquent®s: (x n x d?)). Les auteurs proposent al@sC-SDS une version
non optimale mais plus « légére » dac-OPT qui effectue un compromis au niveau de la mémoire.
Finalement, (i ) proposent une approche, nomneec3, et qui contrairement
aux autres approches ne redémarre pas a chaque suppressalaus.
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Cohérence de chemin ((PCPath Consistency Cette forme de cohérence, proposée lpar

( ) dans le cas de réseaux binaires, consiste a vérifier, guatanés deux coupld$ X, v), (X', v')}

et pour toute variabl&” voisine deX et X', il existev” dans le domaine d&” telle que{ (X, v), (X", v")}
et{(X’,v"), (X",v")} sont des interprétations partielles consistantes.

Définition 3.26 (cohérence de cheminpoit? = (X, C) un réseau de contraintes, nous avons que :
— le chemin((X,v), (X’,v")), tels que{ X, X'} C X, v € dom(X) etv' € dom(X'), est chemin-
cohérent si et seulementsk” € X\{X, X'} il existev” € dom(X") telle que{(X,v), (X", v")}
et{(X’,v"), (X", v")} sont des interprétations partielles consistantes ;
- (X,X’) € X x X est chemin-cohérent si et seulement/&i,v') € dom(X) x dom(X'),
((X,v),(X’,v")) est chemin-cohérent ;
— P est chemin-cohérent si et seulement si tout coufleX’) € X x X est chemin-cohérent.

Exemple 3.24.Considérons le réseau de contraint@sllustré dans la figure3.17(a). Ce réseau n'est
pas chemin-cohérent puisque((lt’ = 1), (Z = 2)) ni ((Y = 2),(Z = 1)) ne peuvent étre étendus avec
une valeur deX tout en satisfaisant les contraint¢X” # Y') et (X # Y). Afin de rendreP chemin-
cohérent, il suffit d’ajouter les tuples interdit§Y” = 1), (Z = 2)) et ((Y = 2),(Z = 1)) conduisant
ainsi au réseau de contraintes de la fig@d 7(b).

X

X4Y X427

(a) réseau initial (b) réseau chemins-cohérent
FIGURE 3.17 — Application de la cohérence de chemins.

Remarque 3.6. Nous pouvons remarquer que la définitiBr26 ne s’applique que dans le cadre de
contraintes binaires. En effet, les interprétations paltéis considérées étant de taille deux, seules les
contraintes binaires ont besoin d’'étre vérifiées.

Contrairement a la cohérence d'arc, cette forme de cohérinplique de modifier les relations
associées aux contraintes et méme éventuellement laustutti graphe de contraintes associées au
réseau. En effet, I'application de la chemin cohérenceigupldans la plupart des cas de considérer un
réseau de contraintes en extension.

Méme si la consistance de chemin permet de filtrer plus deirsgue la cohérence d’arc, il peut
étre colteux de maintenir ce type de cohérence a chaque rdeddsbre de recherche. En effet, la
complexité en espace dans le pire des cas de cet algoritiirde @$n2d?), correspondant au nombre
d’interprétations de taille 2, et posséde une complexitépteelle dans le pire des cas @én'd®).

De nombreux algorithmes ont été proposés pour établir laresice de chemin d’un réseau. En fait,
chaque fois qu’une nouvelle technique a été proposée poohkrence d'arc elle a été appliquée pour la
consistance de chemincl ( / J peut étre vue comme une extension de
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ACl, PcC2 ( J est une extension dec3, PC3 ( Jyetpca (
) utilisent une liste supports comme4, Pc5 ( yetpch ( Ydécoulent de
ACB, PC5++ » appligue la bidirectionnalité dec7 etPc2001 ( )
) est une extension dec2001. Finalement, les algorithmes? ( pet
PC8 ( Psont quant a eux des amélioration ries.
La k-cohérence forte et la(i — j)-cohérence Peu de temps apres le papier lde ( ),

( ) a proposé une généralisation des cohérences d’'arc et aechppelég:-cohérence.

Définition 3.27 (k-cohérence) Soit? = (X', C) un réseau de contraintes, nous avons que :

- A= {(X1,v1),(X2,v2),...,(Xk_1,v,-1)} un ensemble d’assignations consistant, tel gue
X; € X,v; € dom(X;) etX; # X pourl <i < j <k — 1, estk-cohérent si et seulement si
VX' e X\ {X1,Xa,... Xk_1} il existev” € dom(X') tel que AU {(X’,v")} est consistant ;

— Y C X, de tel sorte qué&)| = k — 1, estk-cohérent si et seulement si quelque soit I'instanciation
A = {(X1,v1),(Xa,v2),...,(Xk_1,v5_1)} consistante telle quei, X; € ) telle queVi, X; €
Y, A estk-cohérente ;

— P estk-cohérent si et seulement\§) C X tel que|)| = k — 1, ) estk-cohérent.

La k-cohérence est une notion générale permettant de redéfinmotions de cohérence présentées
précédemment. En effet dans le cadre de réseau de corgrhintres, la cohérence de nceud, d’arcs
et de chemins correspondent respectivementladaehérence2-cohérence e3-cohérence. Cependant,
comme I'a démontréée ( ), la cohérence de chemin n’est pas équivalente3adahérence
dans le cadre-aire. En effet, la cohérence de chemin garantit que tougleale valeur est cohérent avec
les contraintes binaires du réseau (voir remaRj@etandis que Ia8-cohérence permet de considérer des
contraintes d’arité supérieures.

Exemple 3.25.Considérons le réseau de contraintesle la figure3.18(a). PuisqueP ne posséde pas
de contraintes binairesP est chemin cohérent. Cependdntn’est pas3-cohérent. En effet, l'instan-

ciation {(X; = 1),(X2 = 2)} ne peut pas étre étendue a la variabtg. Afin de rendre le réseau

3-cohérent il est nécessaire d'ajouter 'ensemble de tupiegdits représentés en pointillé sur la figure
3.18(b).

(a) réseau initial (b) réseaws-cohérent

FIGURE 3.18 — Application de I&-cohérence.

La k-cohérence permet d’assurer que toutes les instanciat®hs- 1 variables sont consistantes.
La question est alors de savoir s'il est possible de comstuurie telle instanciation. Pour cela, la notion
de k-cohérence forte a été introduite.
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Définition 3.28. Soit? = (X, C) un réseau de contrainte®, est fortemenk-cohérent si et seulement
s'il est k’-cohérent pour tout < k' < k.

( ) propose une notion, appelég j)-cohérence, permettant de généraliser la notion
de k-cohérence. Cette approche emprunte le cheminement éngarsonsiste a vérifier s'il existe une
instanciation cohérente de tailtleen fixant une valeur d’'une variable. De maniére généraldl, gsssible
d’étendre; assignations a une instanciation de tajlle

Définition 3.29((4, j)-cohérence) SoitP = (X, C) un réseau de contraintes, nous avons que :
- A = {(X1,mn),(X2,v2),...,(X;,v;)} un ensemble d’assignations consistant, tel gleX; €
X,u € dom(X;) et X; # X,,, pourl <1 < m < i, est(i,j)-cohérent si et seulement si
VY C X\ {X1,Xq,... X;} avec|)| = j, il est possible de construire une instanciation partielle

AU | (X,v) consistante ;
Xey
vedom(X)

— Y C X, de telle sorte quéy| = 1, est(7, j)-cohérent si et seulement si quelque soit I'instanciation
A ={(X1,v1), (X2,v2),...,(X;,v;)} consistante telle quei, X; € ), A est(i, j)-cohérente ;
— P est(i, j)-cohérent si et seulement\§) C X tel que|)| = i, Y est(i, j)-cohérent.

Remarque 3.7. Comme nous I'avons souligné précédemment, il est posshiéédrire lak-cohérence
comme lak — 1, 1)-cohérence et I'inversg-cohérence comme Id, & — 1)-cohérence.

Du fait de leur complexité élevée, les formes de cohéreramzdds au-dela de xcohérence, forte
ou non, sont rarement utilisées en pratique. En effet, adffattuer lak-cohérence il est nécessaire
d’énumérer dans le pire des cas #s! instanciations de taillé — 1. Plus précisément, ( )

a montré que dans le pire des cas I'algorithme permettatdtiiéla k-cohérence, forte ou non, est en
complexité temporell@(n* x d*). Cette complexité rend inutilisable I'application dekiaohérence a
chaque nceud de I'arbre de recherche dés lorskoest grand. Cependant, il est possible d'utiliser ces
formes de cohérences en prétraitement au début de la reeherc

3.2.3.2 Les contraintes globales

Les contraintes globales, introduite pag( % sont des contraintes classiques auquel les
sont appliquées des algorithmes de filtrages spécifiquies. ilgrmettent d’englober plusieurs contraintes
et de décrire de maniére concise une relation. La premiéfe,ptus célébre est la contrainte d’exclu-
sion mutuelle pour un ensemble de variablegAllDif f(X')). Cette contrainte permet de préciser que
les valeurs choisies pour les variables impliqguées doitaries étre différentes:( Y. Ces con-
traintes permettent de conserver le sens de la contramtpjigpermet d’adapter I'algorithme de filtrage
a chaque contrainte globale. En contrepartie de ce gaipssivité, les contraintes globales font appel
a des techniques de filtrage beaucoup plus complexes ges aélisées généralement. Néanmains, les
avantages apportés par une modélisation a I'aide de t@igsintes ne se limitent pas a des procédures
de filtrage spécifiques. En effet, il existe des procéduregdiication capable de prouver I'inconsistance
d’'un probléme. Il existe un catalogue de plus de 350 coriggiglobalesH ).

3.2.3.3 Choix heuristiques
Comme poursAT, I'ordre avec lequel sont affectées les variables et lawadelon laquelle elles

doivent étre assignées est trés important et joue un réfopdé&rant en ce qui concerne la taille de
I'arbre recherche i ; ) )
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). Malheureusement, décider du meilleur couple variablelwr a assigner est aussi difficile que
de répondre a la satisfaisabilité dsp( I Comme pousaAT, il est nécessaire de recourir
a des heuristiques afin d’estimer au mieux quelle est la pinetbranche a explorer.

Heuristique de choix de variables L'ordre selon lequel les variables sont assignées peubétanu
statiquement, c'est-a-dire que l'ordre d’affectation eslculéa priori avant le commencement de la
recherche. Cependant, puisqu'il est difficile de prévoiagront I'aspect de I'arbre de recherche, I'appli-
cation d’'une telle approche est en pratique inefficace. Wire approche consiste a exploiter différentes
informations sur I'état courant ou passé du probléme afinétierchiner la variable la plus prometteuse.
Ces heuristiques sont dynamigues et s’appuient pour laglgor 'un des deux principes suivants :
«fail first » ( ) et «promise» ( ). Ces deux politiques orientent
la recherche de fagcon complétement opposée. Le principi fiest » tente de guider la recherche le
plus vite possible vers un échec tandis queamise» tente d’'assigner le maximum de variables. Nous
dressons une liste non exhaustive d’heuristiques de cleosadables dynamiques :

— dom : cette heuristique, proposée pas ( ), est la premiére heuristique dy-
namique. Elle utilise la taille du domaine des variables @eau courant afin de discriminer la
prochaine variable. Plus précisément, elle choisit laatdei dont le domaine est le plus petit
comme prochaine variable a assigner ;

— ddeg : proposée par ( ), elle consiste a ordonner les variables de maniere
décroissante en fonction de leur degré courant. En d’atereses, elle sélectionne en priorité la
variable connectée avec le plus grand nombre de variabtesmore assignées ;

— wdeg : I'heuristiguewdeg(Weighted degrée proposée pat ( ), consiste a
choisir les variables apparaissant dans les contraintgslus souvent falsifiées. Cette approche,
expérimentée dans le cadre get par ( ), consiste a associer un compteur
a chaque contrainte. Ce compteur, initialisé a 1, est inenéénlorsque la contrainte qui lui est
associée est violée au cours de la recherche. Grace a cettérption, il est possible d’estimer les
parties difficiles ou les noyaux inconsistants d’une instacsP. Le degré pondéré d’une variable
X est alors obtenu en sommant le poids des contraintes inapligki et au moins une autre
variable non assignée;

— combinaison heuristiques : il est possible de combiner les trois heuristiques prédédearin
d’en obtenir de nouvelles. En pratique, combiner ces higuiss permet d’obtenir de meilleures
performances que de les exécuter séparément. Les hawesstign /deg ( )
etdom/ddeg ( )/sont, par exemple, en moyenne plus efficace que les heuris-
tiquesdom ou ddeg seules. Elles consistent respectivement a choisir enitgriarvariable avec
le plus petit ratio taille du domaine courant sur le degré pur le réseau initiale et le ratio taille
du domaine courant sur degré courant. A I'heure actuellerabinaison d’heuristiques la plus ro-
buste estlom /wdeg ( ! ! )5
Elle consiste a sélectionner en priorité la variable avgiue petit ratio taille du domaine courant
sur degré pondéré courant.

Heuristique de choix de valeur Lorsqu’'un schéma de branchements binaires est utilisét ildéces-
saire de sélectionner parmi I'ensemble des valeurs du a@nthe la variable choisie par I'heuristique
de choix de variables celle qui doit étre assignée ou réf@éntrairement &AT, le nombre de valeurs
candidates peut étre trés important et sélectionner efficant la plus appropriée est une tache ardue. Il
n'est pas rare qu’en pratique le choix de la prochaine valeiteffectué de maniere aléatoire ou en fonc-
tion de I'entier associé a la valeur (la plus petite valeurgs@mple). Cependant, il est possible de trouver
dans la littérature un certain nombre d’heuristiques. Nmudonnons ici une liste non exhaustive :
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- ( ) proposent une heuristique de choix de valeur statiqgueebsséune ap-
proximation du nombre de solutions de chaque sous-probl€etée approximation est obtenue en
relaxant le graphe de contraintes initial par la suppress@écertaines contraintes jusqu’a obtenir
un arbre. Une fois ce dernier obtenu, il est possible de caliljster le nombre de solutions d'un
arbre en temps polynomial. Les valeurs sont alors ordonté@saniére décroissante en fonction
du nombre de solution ou elles apparaissent. D’autresuragappuyant sur cette approche, ten-
tent d'estimer de maniére dynamique ce nombre grace ddatiibn de réseaux Bayesieriga(

, );

- ( ) proposent d’estimer I'impact de I'assignation d'une vale de X sur le
domaine des autres variables. Pour cela, ils calculentg@mgque variabl@” du réseau la taille de
dom(Y") obtenue sur le réseau simplifié par la propagatiofiXie= v). Plus précisément, étant
donné un réseau de contrainés= (X, C), ils définissent une fonctioy telle quef(Y,P) est
le nombre de valeurs qui reste dans le domain¥ dgres la propagation de contraintes effectuée
surP. A partir de ce principe deux heuristiques vont voir le jofin ale sélectionner la valeur
a assigner pour une variahlé choisie. La premiére, appelégromise» et proposée péar

( ), consiste a choisir la valeur qui maximise Z f(Y,Px=v))- La seconde,

appelée «nin-conflict» et proposée pékr ( ), maX|m|se quant a elle le produit, c’est &
dire T f(Y,Pi(x=v)):
Yex

— une des heuristiques les plus utilisées a ce jour est basée méme principe que I'heuristique
de choix de variablesudeg. Elle s’appuie sur une analyse du passé afin de déterminde que
est la valeur qui a la plus forte probabilité de conduire aayan minimalement incohérent. Pour
cela, un compteur est associé a chaque valeur du problémsgjl’on conflit est atteint, les valeurs
ayant conduit a cet échec sont incrémentées. La valeulielesisla valeur qui maximise ce poids ;

— il est aussi possible d’étendre certaines heuristiquésées dans le cadre daT1. Par exemple,

( ) proposent d’étendre I'heuristique de choix de valeuvg
) au problemecsp.

3.2.3.4 Randomisation et Redémarrages

Comme nous l'avons déja énoncé dans le cadreate(voir section3.1.5.3, les algorithmes de
backtrackingsont trés sensibles aux choix effectués au sommet de |:aforeffet, il peut y avoir de
forte variabilité de performances en fonction de I'ordriesdequel les variables sont assignées. Afin de
tirer partie de ce phénoméne deux techniques ont été prepdSés techniques, appeléasdomisation
etredémarragespermettent de parcourir I'espace de recherche de manféeedte.

Plusieurs méthodes ont été proposées afin d’'ajouter dutelauisein de I'algorithme deacktrack-
ing. ( ) propose, par exemple, d’effectuer des permutationsatéatdans I'ordre de choix de
variables ou de valeurs: ( ) proposent de randomiser I'ordre d’assignation des viasab
en modifiant la stratégie permettant de départager les exoa@aqr exemple, pour I'heuristiquém
deux variables ayant la méme taille de domaine sont une épiartagées avec I'ordre lexico et une autre
fois avec I'ordre lexico inverse) ou en choisissant la \@eajui a le moins de chance d’étre sélectionnée
(par exemple, la variable avec le plus grand domaine poautiktiquedom). D’autres alternatives con-
sistent a choisir la variable avec une certaine probaldtiténée par le poids de la variable ou de choisir
aléatoirement, parmi un portfolio d’heuristiques, unevadie heuristique pour chaque point de choix.

Afin d’'étre efficace il est nécessaire que ces approchestsffectuées le plus haut possible dans
I'arbre de recherche. Pour effectuer cela une méthode sicapisiste a effectuer périodiguement un redé-
marrage. Comme powAT, cette approche consiste a arréter I'évaluation de ljmtgation courante et
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a reprendre le probléme depuis la racine de I'arbre de relsbdput en conservant certaines informa-

tions, telles que le poids des contraintes fournies pautisBquewdeg. Ces politiques de redémarrages

sont calculées en fonction du nombre de conflits rencontreent semblables aux heuristiques statiques
présentées dans le cadresta (voir 3.1.5.3.

3.2.4 Synthése

Dans cette section, nous avons vu gu'il était possible Idati les propriétés des contraintes pour
réduire I'espace de recherche. Ces méthodes, appeléasrnohdocale, combinées avec un simple al-
gorithme debacktrackingpermettent d'obtenir des algorithmes de résolution cotap@éicaces. Néan-
moins, il est trés rare que des formes de cohérences ples fgue la cohérence d’arc soit maintenue
a chaque nceud de I'arbre de recherche. En effet, elles santgplupart difficiles & maintenir et né-
cessitent souvent la mise en place de structures de donogdexes et gourmandes en mémoire. Par
conséquent, ces méthodes sont, au mieux, utilisées porétlaitement de la formule.

3.3 Conclusion

Nous venons de présenter différents paradigmes pour nésdadnaniére exacte les problénsas
etcsk Comme nous I'avons déja fait remarqué initialement, cethoukes s'appuient sur une recherche
arborescente et utilisent des méthodes de propagation rdeaicdes afin de couper les branches ne
pouvant conduire a une solution. Cependant, les similiute s’arrétent pas la puisque quelque soit
le formalisme utilisé ces méthodes se comportent de la méamééne pour tous types de problémes.
En effet, que ce soit eBAT ou encsP, ces approches sont trés efficaces sur les instances stegtu
et trés mauvaises sur les instances aléatoires. De plusitddefleur nature exponentielle, il s'avere
que sur certaines instances de grandes tailles elles soédfitaces et ne permettent de fournir aucune
information sur le probléeme posé.

Comme nous pouvons le remarquer, les avantages et les énients des approches dacktrack-
ing sont respectivement les inconvénients et les avantageséi®des de recherche locale. En effet,
ces derniéres sont efficaces sur les instances aléatoireffataces sur les instances structurées, elles
peuvent travailler sur les instances de grande taille naaiisiscapables de prouver I'inconsistance d’'une
formule. En partant de ce constat, il parait intéressangttiier ces deux types d’approches afin d’en
combiner les avantages. L'élaboration de telles approesiegdiscutée dans le chapitre suivant.
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COMME nous l'avons vu lors de la présentation des algorithmesnipbets (voir chapitre?) et des
algorithmes complets (voir chapitB}, la recherche locale et les algorithmesbaektrackingsont
complémentaires. Partant de ce constat, il semble toutt &d#irel de s’'interroger sur la faisabilité
d’'une approche permettant de tirer avantage de chacun dkeogparadigmes de résolution. Une telle
combinaison a méme été élevée au rang de défi par la commusrautén effet, ( )
proposent dix challenges dont le septiéme expose le prebdtixmant :

« Demonstrate the succesful combination of stochastic loca | search and
systematic search techniques, by the creation of a new algor ithm that
outperforms the best previous examples of both approaches. »

Le but d'une méthode hybride est d’exploiter les qualités diérentes approches utilisées en son
sein. Une hybridation parfaite serait une méthode me#l@ure les deux approches prises séparément.
Dans ce chapitre, nous présentons différents schémasritiagibn et certains exemples de solveurs les
utilisant.

4.1 Schémas de combinaisons existants

Depuis quelques années, beaucoup d'approches ont étéspespafin de faire coopérer méthodes
complétes et incomplétes. Ces derniéres peuvent étréfidlassen fonction de la maniére dont les deux
méthodes interagissent. Nous distinguons généralememrtaddégories d'approches hybrides, comme
lillustre la figure4.1:

— combinaisons collaborativegar collaboration nous entendons que les algorithmeséena des

informations et qu'ils sont exécutés de maniére indépaerdséquentiellement ou en paralléle.
Une maniére d'implémenter ce schéma consiste par exemgécater une des deux méthodes en
prétraitement de I'autre ;

99



Chapitre 4. Recherche Locale et méthodes complétes : latlmic

— combinaisons intégrativegar intégration nous entendons que I'une des méthodesiesulbor-
donnée ou une composante d’'une autre méthode. Ainsi, nstisglions un « maitre », pouvant
étre soit une méthode compléte soit une méthode incompléssédant au moins un « esclave ».
Par exemple, la recherche locale peut aider un algorithniadedrackingsoit comme heuristique
de branchement soit afin d’étendre I'interprétation coieram une solution. Dans d’'autre cas, la
recherche locale peut étre vue comme le processus priratifmpropagation de contraintes peut
étre utilisée pour limiter I'espace de recherche ou poutuzapla structure du probléme. D’autres
approches consistent a utiliser une méthode compléte p@lorer le voisinage d’un minimum
local afin de s’en extraire.

[Combinaisons entre algorithmes complet et incorr}plet

[Combinaisons coIIaborativ%s

[Combinaisons intégrativ%s

Incorporation d'une méthode compléte dans une méthoderipl@de}

Incorporation d’une méthode incompléte dans une méthodmlm%

FIGURE 4.1 — Classification des méthodes hybrides.

Dans les deux sections suivantes, cette classificationétsitléle et des exemples de solveurs issus
de la littérature, portant aussi bien sur le domane queCsP, sont présentés.

4.2 Hybridations collaboratives

Dans cette section nous présentons trois approches ou larason entre la recherche locale et les
méthodes complétes est de haut niveau (c’est-a-dire qum algorithme n’est inclus dans un autre). La
premiére consiste a utiliser une des deux méthodes enifgtemt de I'autre( ;
; ) ! )]l la seconde exécute de
maniére alternée les deux approches i ) et la derniére consiste a résoudre des sous-problémes,
obtenus a l'aide d’'une recherche locale, grace un algoethomplet ¢ )

, )

4.2.1 Prétraiter al'aide de I'une des deux méthodes

Une maniéere simple de faire collaborer deux approches est&kécuter une en prétraitement de
l'autre. La premiere approche présentée consiste a utliseecherche locale en prétraitement d’'une
méthode compléte. En effet, comme nous I'avons soulignératree I'ont montré ( ),
pour la détection deus, la recherche locale fournie une bonne heuristique en ceangderne la dé-
tection de noyaux insatisfiables. Il semble donc natureiler cette derniére en prétraitement afin d'i-
dentifier les parties difficiles de 'instance a résoudrestsur ce principe que sont basées les approches
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proposées pat ( ), dans le cadre deAT, § ) et plus récemment

( ), dans le cadre&spk. La recherche locale est exécutée sur le probléme initial
pendant un certain laps de temps afin de pondérer les clausspsibles d’appartenir a un noyau mini-
malement inconsistant. Une fois cet intervalle de tempslécte poids obtenu au niveau des contraintes
est utilisé afin d'ordonner les variables en vue d'un parcsystématique de I'espace de recherche. La
figure4.2illustre un tel schéma d’hybridation.

Recherche Poids d traint Algorithme de
locale olds des contraintes backtracking

FIGURE 4.2 — La recherche locale comme prétraitement d’'une métboapléte.

Une autre maniere de prétraiter un probléme consiste sartiline des deux méthodes afin d’extraire
des informations structurelles ou de produire un soustened plus « facile » a résoudrg|
( ) proposent, dans le cadre g&T, une approche utilisant une méthode compl&tsi

) afin d’extraire de la formule des dépendances fonctioasellne fois ces derniéres récoltées, un
graphe de dépendances est généré et une méthode de redheatdnest exécutée sur le sous-ensemble
des variables indépendantes. Cependant, afin d’explaiteri@ux la structure du probléme la fonction
de colt est redéfinie de maniére a considérer les porteapléaent calculées. Pour cela, chaque con-
trainte conserve les variables qui, si elles sont inversdemgent la valeur de vérité associée a la porte.
Pour définir le nombre de portes satisfaites (respectivefatsifiées) aprés l'inversion de la valeur de
vérité d’'une variable il suffit alors de comptabiliser le ranm de contraintes falsifiées (respectivement
satisfaites) ou celle-ci apparait.

Exemple 4.1. Considérons le graphe de dépendances illustré dans la figdebtenu a partir de la
formuleX = {(=g1 V v2 Vvs), (91 V —w2), (91 V ~w3), (92 V ~w2 V —03), (mg2 V ), (mg2 V va), (g3 V
91V 92), (793 V g1V g2), (mg3 V g1 V —g2), (93 V ~g1 V —g2), (v1 V g1)}. L'ensemble{vy, vz, vs, va }
représente les variables indépendantes du probleme. Ar plartgraphe il est possible de déterminer
gu'inverser la valeur de vérité de, permet de satisfaire la contrainte ainsi que les deux porteg et
g3 tandis que flippews satisfait la porteg, mais falsifiegs.

O neceud falsifié (3]
@® noeud satisfait

FIGURE 4.3 — Utilisation des dépendances fonctionnelles au seimed’echerche locale.

Toujours dans le cadre deaT, ( ) proposent d'utiliser la recherche locale afin de
fournir un ensemblstrong backdoot® de taille raisonnable pour guider une méthode compléter. ¢ou
faire, les auteurs proposent une utilisation originalend’'méthode de recherche locale afin de fournir

19. Soit> une CNF, un ensemble de variabl8®st un ensemblbackdoors’il existe une interprétation des variables de
B telle que la formuleX simplifiée appartient a une classe polynomialesge. Cet ensemble est ditrong backdoossi pour
toute interprétation des variables Bda formule simplifiée appartient & une classe polyndmiale p@problémesaT.
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un renommage maximisant la sous-formule horn-renommabiedCNF donnée. Plus précisément, ils
proposent de modifier la fonction objective de telle sorte lgufonction & minimiser soit le nombre de
clauses non-horn. La redéfinition de cette derniére peritoet d'utiliser les techniques de recherche
locale traditionnelles (exempleNOVELTY, WALK SAT, ...) afin d’obtenir une méthode permettant de
définir un renommage minimisant la partie non-horn de la tdemEnsuite, a partir de la sous-formule
non-horn obtenue, un ensemisigong backdooest extrait. Cet ensemble est alors utilisé au sein d’'un
solveurcDcL afin de guider I'heuristique de choix de variables.

4.2.2 Exécution alternée

( ) propose une approche hybride qui consiste a alternerdigian d’'une recherche locale
et d’'un algorithme de typmAC. Dans cette derniére, illustrée dans la figi4 les deux approches sont
exécutées séquentiellement pendant un certain laps de temmpen se transmettant des informations.
Plus exactement, la recherche locale effectue un certaimtbr@de réparations pendant lesquels des
informations sur le probléme sont extraites (pondératies causes falsifiées). Lorsque le nombre de
flips maximal est atteint et qu’aucune solution a été trouvéaséenble des informations collectées est
transmis a un algorithme deacktrackingqui prend alors le relais. Ce dernier est exécuté de la méme
maniére tant qu’un certain nombre de conflits n'a pas étingtte une solution ou I'absence de solution
est démontrée le résultat est retourné, sinon la recheottadel reprend la main et ainsi de suite. Un
des avantages de cette approche est que, s'il existe urleuneistratégie pour un probléme donné (par
exemple, la recherche locale pour les problémes aléatdiiifesles, ou la recherche systématique pour
les problémes industriels), le temps perdu a exécuterdéagproche est limité.

| Recherche localé

Nogoods \\

Interprétation partielle consistante Poids des contraintes
Poids des contraintes

Algorithme de
backtracking

FIGURE 4.4 — Exécution alternée d’une recherche locale et d'urritfgoe debacktracking

4.2.3 Larecherche locale pour extraire un sous-probléme gonsistant

Nous présentons ici deux méthodes ou la recherche localéileste pour extraire un sous-probléme
gui est ensuite fourni a une méthode compléte afin d'étrduélsa premiére est une approche proposée
par ( ) et est décrit dans l'algorithmé.1 Elle consiste a exécuter une recherche
systématique sur le sous-probléme induit par une intexfinét partielle. Plus précisément, étant donnée
une formuleX, la méthode commence par choisir aléatoirement une idtatpsn partielleZ (ligne 2),
puis une méthode compléte de typeLL tente de résoudre le sous-problexig- (ligne 4). Si cette
derniére échoue, l'interprétation partielle est répar&tide d'une stratégie de recherche locale (ligne 5)
et le processus est itéré. Cette méthode, du fait qu’eMaitla sur un sous-probléme, n’est pas capable
de prouver l'inconsistance de la formule et est par conségoeompléte.
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Algorithme 4.1 : Approche hybride de Zhang et Zhang (1996)
Données ¥ un ensemble de contraintesrétRep le nombre de réparations autorisées par la RL
Résultat: vrai sile réseau est satisfiable

1 Début

2 | I, <— interprétation partielle générée de maniére aléatoire;
3 | tantquevr ai faire
4 siDPLL(X,z,) alors retourner vrai ; /= ¥ est cohérent * [
5 RL(3,Z,, nbRep)
6 Fin
La seconde approche, proposée fpar ( ) et revisitée pat

( ), est décrite dans I'algorithmé.2 Elle consiste a utiliser la recherche locale afin de coimstru
incrémentalement un ensemble de clauses qui est enswile pEs une approche de typeLL. Plus
précisément, soierff un probléme a résoudr&, un ensemble de contraintes initialisé a vid& atne
interprétation utilisée par une méthode de recherchedotalrecherche locale commence par rechercher
une solution au probléme (ligne 4). Aprés un temps donné, si aucune solution n’eate, 'ensemble
de clauses falsifiées par I'interprétati@rest ajouté al (ligne 6). Un solveur de typePLL est ensuite
exécuté sur la sous-formui. Si ce sous-probléme est montré incohérent, le problértialiast aussi
montré incohérent (ligne 9). Sino@,est réparée a I'aide du modéle trouvé (lignes 7-8) et la rebkee
locale est de nouveau exécutée. Ce processus est réitégé'tame solution ou que I'absence de solution
n'a pas été démontrée (lignes 2-9). Afin de rendre la méthodglete, une clausé € X \ ¥, choisie
de maniére aléatoire, est ajouté& avant chague nouvelle itération de I'approche compléga€li9).

Algorithme 4.2 : Approche hybride de Fang et Hsiao (2007)
Données ¥ un ensemble de contraintesrétRep le nombre de réparations autorisées par la RL
Résultat: vrai si le réseau est satisfiabfaux sinon

1 Début

2 | T <— interprétation compléte générée de maniére aléat@ire-— (;

3 | tantquevrai faire

4 RL(>,Z,nbRep) ;

5 siZ |= ¥ alors retourner vr ai ; /= ¥ est cohérent =/
6 U++— VU{a € Xtelle queZ £ X} U {5} telle ques € ¥\ ¥,

7 siDPLL( W) alors

8 LI +—T'U{leTtellequel ¢TI’ etl ¢ '} ouZ’ estle modele trouvée;

9 | | sinon retourner f aux; [ ¥ est incohérent */
10 Fin

4.3 Hybridations intégratives

Dans cette section nous exposons une liste non exhaustiseh\dairs hybrides de type intégratifs.
Pour présenter ces méthodes nous employons la notion dbeesquc caractérise la base de la méth-
ode a savoir, compléte ou incompléte. Par exemple, si ndlisons une recherche locale pour trouver
la variable de branchement d'un algorithme systématiqaes monsidérons que la souche est de type
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compléte.

4.3.1 Complet greffé sur incomplet

Cette catégorie regroupe les schémas de coopération disdiibn de mécanismes empruntés aux
méthodes completes est utilisée afin de modifier ou d’onieme méthode incompléte. Nous décrivons
ici deux approches basées sur ce principe. La premiéresterssiajouter des contraintes a la formule
afin de la rendre complétés( ) ) ¥ La
seconde est basée sur une utilisation des processus deggtiopade contraintes3( )

y Y ¥ )
4.3.1.1 Ajouts de contraintes
Cette méthode a d’abord été initiée dans le cadresigpar ( ) et ensuite
par { ) dans le cadre deaT. Cette approche, décrite dans I'algorith#8, est basée sur

une recherche locale ou la stratégie d’échappement cerdsigbuter des contraintes a la formule initiale
lorsqu’un minimum local est atteint. L'ajout de telles aamtes permet a la fois de sortir du minimum
local, par redéfinition de la fonction objectif, et de pouvaiontrer I'incohérence de la formule. Ce

principe a ensuite été exploré et amélioré par ( ) et ( ) dans le
cadre desAT. Néanmoins, la principale différence entre toutes cesoms réside dans la maniére dont
sont générées les contraintes a ajouter. Dans la méthogesg® par ( )

les contraintes ajoutées correspondent a des « hogood ségémn@artir d’'une contrainte falsifiée par
I'interprétation courante a I'aide de la méthode introeudans l'article de ( ). Dans le
cadre desAT, les contraintes ajoutées correspondent a urie ( )oou plusieurs I

/ )clauses générées par résolution a partir de clauseséatsifiar
l'interprétation courante lorsqu’'un minimum local estedatt. Le point commun de ces trois approches
est que les clauses générées sont toujours obtenues adharéirseule résolvante. Dans le chapiire
nous proposons d'étendre ce concept en considérant unmlidenmésolutions. Plus précisément, nous
proposons une approche basée sur la construction et I&ndlyn graphe d’implications comme cela
est fait dans les méthodes complétes de typeL ( ).

Algorithme 4.3 : Ajout de contraintes au sein d’une recherche locale.
Données. F : un ensemble de contraintes
Résultat: vrai si le probleme est satisfiabligux sinon

1 Début

2 | Z «+— interprétation compléte générée de maniére aléatoire;

3 | tantquevrai faire

4 tant que (3Z' € N (Z) permettant une descentkire

5 | Z+—T

6 Si (Z = F) alors retourner vrai

7 Soit ¥ un ensemble de contraintes généré par résolution a pacladses falsifiées pdr,
8 si L € V¥ alors retourner faux ;

9 | F—TFUY;

10 Fin
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4.3.1.2 Filtrer 'espace de recherche

Si la recherche locale utilise les contraintes pour défing fonction d’évaluation, elle peut utiliser
la formulation de ces contraintes et exploiter le fait dae®lpuissent réduire I'espace de recherche,
notamment grace aux algorithmes de propagation de corgsdielles que la propagation unitaire (voir
section3.1.4.) dans le cadre deAT, et I'arc-cohérence (voir sectidh2.3.) dans le cadrespr. Nous
présentons ici deux approches s’appuyant sur ce principe.

La premiére approche est une méthode nommreWALK et a été introduite par

( ) dans le cadre dgaT. Le schéma général, décrit dans I'algorithihé ressemble a celui
de WALK SAT, excepté que chaque essai commengant avec une affeclétdoire différente est consti-
tué de périodes. Pendant une période, au moins un flip (sbb@ancoup plus) est effectué. L'algorithme
commence par choisir une permutation aléatoire des vasdbyne 4). Ensuite, il effectue une copie de
la formule initiale (ligne 5) et simplifie, & chaque pas dehexche, la formule avec une méthode de prop-
agation unitaire (lignes 6-13). La seule différence engtéecpropagation unitaire et celle utilisée par les
méthodes exactes réside dans le fait que I'interprétatemt déja compléte, la valeur des variables appa-
raissant dans les clauses unitaires n’est flippée que sidaekétait fausse (ligne 9). Lorsque plus aucune
clause unitaire n'apparait, la formule est simplifiée emang la variable de la permutation suivante et
sa valeur dans l'affectation courante comme paramétrgse(lL1). Si une période s'est déroulée sans
aucun flip, une variable est choisie aléatoirement et saivalgt inversée pour que la période suivante
soit différente de la derniere effectuée (ligne 13-14).

Algorithme 4.4 : UNITWALK

Données ¥ une CNF telleVs, = {x1, z9, ... x, }et deux entiersnaxz E'ssais et max Periodes
Résultat: vrai si le probleme est satisfiablaux s'il est impossible de conclure

1 Début

2 | pour t de0 amaxFssais faire

3 7 <— une interprétation compléte générée aléatoirement;

4 m = permutation aléatoire de. .. n;

5 U =73

6 pour p de0 a max Periodes faire

7 pour 7 de0 an faire

8 pour chaque« € ¥ telle que|«| = 1 faire

9 Z+— (ZT\—-a)Uaq; | = ajuster I en fonction de  « */
10 L\II — Yy

11 U — \Ifmm; / = propager «l[i] variable de Vs +/
12 si (¥ = {}) alors retourner vrai ;

13 siaucun flip n'a été effectué pendant la péritaaers

14 Lflipper de maniére aléatoire une variable dans

15 Fin

La seconde approche consiste a utiliser la propagationrteanutes afin de vérifier et ajuster l'inter-
prétation compléte utilisée par une recherche localee@gtproche, décrite dans I'algorith@é, ne dif-
fére d’'une recherche locale classique que sur la maniétdatominima locaux sont gérés. En effet, dans
cette derniére le critére d’échappement classique n'diséugue dans certaines conditions. Plus précisé-
ment, deux fonctionPROPAGATIONt CONDITION permettant respectivement d’effectuer un traite-
ment sur l'interprétation compléte et de savoir quand &ffercce traitement, sont introduites. Lorsqu’un
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minimum local est atteint (ligne 7) un appel a la fonct©®@NDITIONest effectué. Si ce dernier retourne
vrai alors l'interprétation courante est modifiée a I'aide deolactionPROPAGATIONigne 8), sinon

un critere d’échappement classique est utilisé (ligne 8jtedméthode dépend donc essentiellement des
fonctionsCONDITIONet PROPAGATION

Algorithme 4.5 : Utilisation de la propagation de contraintes pour guideetcherche locale
Données F une formule, deux entiersax Reparations etmax Essais ainsi que deux
fonctionsPROPAGATIONt CONDITIONpermettant respectivement d’effectuer un
traitement sur l'interprétation compléte et de savoir gueffiectuer ce traitement
Résultat: vrai si la formuleJ est satisfiablefaux s'il est impossible de conclure
1 Début
pour i de 0 amaxEssais faire
7 <— une interprétation compléte générée aléatoirement;
pour j de 0 amax Reparations faire
Si (eval(F,7) = 0) alors retourner vrai
si (37 € N(Z) telle quediff (F,Z,7') > 0) alors Z +— T,
sinon
si CONDITION() = vrai alors 7 «<— PROPAGATIONY,7) ;
Lsinon 7 <— interprétation choisie suivant un critére d’échappement;

© 00 N o 0o b~ W DN

10 | si(eval(F,Z) = 0) alors retourner vrai ;
11 | retourner faux ;

12 Fin
Dans le cadre dsAT, ( ) proposent une approche basée sur ce principe, nommée
HYBRIDGM, et qui combine le solveur de recherche locale@VELTY + ( ) (vainqueur

de la compétitiors AT 2007 catégorie aléatoire satisfiable) et le solveur condkeRCH, (
¥ (vainqueur de la compétitionAT 2007 catégorie aléatoire insatisfiable). Cette approche,

spécialisée pour les instances aléatoires, consisteiseutiine méthode de recherche locale afin de ré-
soudre le probléme tout en construisant une interprétatéotielle Z,, « prometteuses ». Lorsqué, |
atteint une certaine taill&sCGONDITION= vrai), MARCH, est exécuté sur la formule initiale simplifiée
par l'interprétationZ,. Si MARCHy, trouve une solution celle-ci est retournée, sinon le swabipme
est montré incohérent et l'interprétation partielle estifiée (role dePROPAGATION Finalement,
les parameétres dBNOVELTY+ sont mis-a-jour et le processus est itéré tant qu'uneisaluta pas été
trouvée ou que le nombre de flips maximal n'a pas été atteinfalDque seuls des sous-problémes sont
explorés de maniére compléte, cette méthode est incomplétede la rendre compléte

( ) proposent une approche divisée en deux phases. Dans l&prgnyBRIDGM est exécuté
pendant un certain laps de temps pendant lequel un enserfmiftardations est collecté et une solu-
tion est recherchée. Une fois ce temps écoulé une méthodelétenest exécutée avec les informations
récoltées pendant la premiére phase.

€ ) proposent par la suite d'utiliser ce schéma avec I'alporé de recherche
locale GWSAT. Lorsqu’'un minimum local est atteint et qu’'un certain nomble flips a été effectué
(déterminé a I'aide d’'une distribution probabiliste de €y la fonctionPROPAGATIONSt exécutée.
Cette derniére consiste alors a affecter et a propagetttimlix deZ tant que la clause vide n'a pas été
générée ou que la formule n’est pas satisfaite (tous lésdiik sont propagés). L'interprétation partielle
7’ ainsi obtenue est alors utilisée afin d’ajuster l'intergtiénZ (Z «— (Z \ Z') UZ).

Dans le cadre despr, ( ) proposent de coupler ce schéma d’hybridation avec
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la méthoderaBou. La fonctionCONDITIONimplantée retourne toujours vrai. La liste tabou est quant a
elle gérée grace ala foncti®lROPAGATION.orsqu’un minimum local est atteint une nouvelle variable
est sélectionnée afin d'étre propagée. Si aprés cette @bpade probléeme est incohérent, la méthode
retourne la meilleure solution trouvée, sinon la rechetobale est de nouveau exécutée sur les variables
non fixées par l'interprétation partielle.

Toujours dans le cadre dssp, ( ) proposent une approche hybride, basée sur
un schéma trés similaire, ou une recherthBou est utilisée afin d’explorer une interprétation partielle
qui, pour une certaine forme de filtrage, n'admet pas deisoluPlus précisément, étant donnée une
formuled, une interprétation partiell& (aussi appel@ath) est construite de maniére incrémentale. Pour
ce faire, tant qu’une solution n’a pas été trouvée, une ritmuvariable est assignég (— ZU (X = v))
et une méthode de filtrageest appliquée(J|z). Trois cas peuvent alors survenir : §i}J7) retourne
un réseau ol chaque variable est singleton et doest satisfiable ; (ii)»(Fz) est consistant, dans ce
casZ est etendue et le processus est itéré ; sinong(ilfr) est inconsistant et une recherche locale est
utilisée sur l'interprétatiory pour la réparer, une fois réparée la méthode tente d’'éteéndoeiveal’.

( ) proposent un schéma d’hybridation similaire qui differmgipalement sur les
méthodes de recherche locale utilisées.

4.3.2 Incomplet greffé sur complet

Lefficacité d’'une méthode compléte réside aussi bien darchbix de la variable a affecter que
dans les outils dont elle se dote pour élaguer I'arbre deereble. Nous présentons ici deux approches
permettant respectivement de choisir la prochaine variataffecter If )

) ) ) et de limiter I'espace de recherche exploré

( ).

4.3.2.1 Recherche locale utilisée comme heuristique de mrehement

Comme nous l'avons déja souligné a plusieurs reprises,claerehe locale permet de mettre en
exergue les parties difficiles d’'un probléme. Partant deotestat, il semble naturel d'utiliser une telle
approche afin de guider une méthode exacte deligpktracking En effet, afin d’élaguer au maximum
I'arbre de recherche, il est important d’affecter en ptéoies variables jouant un réle important dans
I'insatisfiabilité de la formule étudiée.

Ce type d’approche a pour la premiére fois été exploré/jzanr ( ) dans le cadre dgAT.
Les auteurs proposent d'utiliser a chaque point de choixhagistique de type recherche locale per-
mettant soit d’étendre l'interprétation courante en urdet&m du probléme, soit d'identifier la variable
la plus souvent falsifiée. Afin d’obtenir une telle variablss auteurs associent un poids a chaque con-
trainte et exécutent une recherche locale de tye®U pendant un certain laps de temps pendant lequel a
chaque flip le poids des contraintes falsifiées est incrénéte fois ce temps imparti écoulé la variable
apparaissant dans les contraintes les plus falsifiéeslestisgenée. Cette hybridation, sans pour autant
surpasser les performances des meill@rsL et des meilleures recherches locales de I'époque, s’est
avérée tres performante. En effet, elle a permis de résaledrénstances qui posaient problémes aussi
bien abpLL qu'a la recherche locale. Néanmoins, appliquer la recleelmtale trop fréquemment ou
pendant trop longtemps peut avoir des conséquences rsfaste qui concerne les performances d’'une
telle approche. Afin de pallier a ce probleme ( ) proposent d’appeler la recherche
locale uniguement lorsque cela semble pertinent. Plusggmdent, ils proposent d'utiliser la recherche
locale jusqu’a une profondeur prédéfinie puis d'utilisee ureuristique de branchement classique au
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dela. Pour ce faire un seuil est fixé par I'utilisateur, loesda profondeur de I'arbre est supérieure a
ce dernier, la recherche locale n'est pas lancée et la prachariable est choisie a I'aide des derniers
résultats obtenus.

Un autre point important concerne les informations pouédrg récoltées par la recherche locale.
Dans I'approche proposée peik ( ) le poids des clauses est ajusté a chaque flips. Néan-
moins, comme l'ont montré ( ) cette stratégie est coliteuse et n'est pas forcément
utile. En effet, puisque la recherche locale se caractpeasene phase de descente, les informations rel-
atives a celle-ci ne somtpriori pas significatives. Afin de ne pas perdre de temps dans casm@stries
auteurs proposent de ne pondérer les clauses falsifiéesrgagee I'interprétation courante utilisée par
la recherche locale ne falsifie pas plus d'un certain nombmalises. Néanmoins, définir un tel seuil est
difficile et dépend fortement du probléme traité. Afin de gratie probléme, ils proposent une seconde
approche qui consiste a ne pondérer les clauses que lonsourumum local est atteint.

Toujours dans le cadre dgaT, ( ) proposent une approche basée sur ce
principe mais qui tente de focaliser la recherche sur lagsatisfiable du probléeme. Dans cette derniere
la recherche locale est exécutée avec une certaine priodadtiles informations qu’elle collecte sont
utilisées afin d’identifier I'ensemble des littéraux appadant aackbonede la formule. Pour ce faire,
ils proposent d’étudier la déviation de chacun des littéralest-a-dire le ratio entre le nombre de fois ou
un littéral est affecté positivement et le nombre de foisl @t affecté négativement lors des différentes
exécutions de la recherche locale. L'heuristiqgue de bremeimt consiste alors a choisir ces littéraux en
priorité.

Dans le cadre desp, ( ) proposent une approche pour résoudre le probléme bien
spécifique d’ordonnancement d’atelied®l§ Shojp Contrairement aux approches classiques le schéma
de branchement utilisé par la méthode compléte consisuéeajune contrainte unaire afin de réduire
le domaine des variables (exemptiyn(X) = {0...100} un point de choix peut consister & con-
sidérerX < 50). La recherche locale est alors utilisée afin d’affiner lesriralles sélectionnés par le
solveur complet. Pour cela, elle est exécutée pendant taircdsps de temps (1000 réparations sont
autorisées) pendant lequel elle identifie les valeurs apgsemt le plus souvent dans les conflits. Une
fois le temps imparti écoulé, la recherche locale proposevateur parmi le sous-ensemble du domaine
choisie comme point de choix.

4.3.2.2 Affaiblissement des méthodes complétes

La notion d’affaiblissement intervient dés lors qu’une hogte perd sa complétude. Les raisons, qui
contraignent I'exploration a élaguer certaines brancleekadbre de recherche, peuvent étre liées a un
temps d’exécution limité ou & la décision de concentrerdaeeche sur une zone jugée plus intéressante
et prometteuse.

Une maniére de rendre un algorithmeldektrackingincomplet est de limiter la profondeur de I'ar-
bre de recherche pouvant étre explorer. Ce principe de éoua partielle selon la profondeur a été
introduit dans le cadre deaT par { ). Cependant, I'algorithme qu’ils proposent
ne fait en aucune facon appel a un algorithme de recherclaelot ( ) proposent une
méthode basée sur ce principe, nomméeMgATZ et décrit dans I'algorithmd.6, qui consiste a exé-
cuter une méthode de recherche localea(WSAT) a chaque nouveau nceud de I'arbre de recherche
construit par un algorithme de tymeLL (SATZ ( )). Plus précisément, a chaque
noeud de 'arbre de recherche construit @arz, jusqu’a une profondeur fixée (ligne 4), un graphe d’im-
plications entre les littéraux de la formule est constriigng 5). Les composantes fortement connexes
correspondant aux classes d’équivalences sont alorsl@adcat utilisées pour simplifier le graphe en
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substituant les littéraux par leur unique représentanadtakse (ligne 7). Puis, la recherche de la ferme-
ture transitive des implications est réalisée. Une foisétages de simplification effectuées, les relations
structurelles ainsi obtenues sont exploitées par le soMéu K SAT (ligne 8).

Algorithme 4.6 : WALKSATZ

Données X un ensemble de clausesla profondeur restant a explorer
Résultat: vrai si la formule est consistantigux sinon

1 Début

2 | ¥ «— SIMPLIFICATION( X);

3 | si(X =0)alors retourner vr ai ;

4 | si(LeX)ou(p=0)alors retourner f aux;

5 | Construire suk le graphe des implication® et son transposé?;
6 | Propager I'état des variables stiret &;

7 | Construire les classes d’équivalence et rédhire et &?;

8 | si(RL(X, &, ®!)) alors retourner vrai

9 | ¢<+— HeuristigueDeBranchement >);

10 | retourner (WALKSATZA X A4, p—1) OUMWALKSATZA X A4, p—1))
11 Fin

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, différents schémas d’hybridation coariinne méthode de recherche locale et

un algorithme de typbacktrackingont été présentés. L'objectif affiché d’'une telle démardséde dans

la volonté de combiner ces deux paradigmes de rechercheeafired parti des avantages de chacune
tout en atténuant au mieux les inconvénients. Nous sommesoérde nous poser la question de savoir
si les approches présentées atteignent cet objectif epplisulierement si elles permettent de relever
le challenge 7 proposé péar ( ). Certains éléments de réponse a ces interrogations sont
apportés dans<{ )3Dans cette article, les auteurs dressent un bilan desdileages
proposés en 1997. En ce qui concerne le challenge qui n&uesse, ils concluent que I'objectif n’est pas
atteint. Bien que d’énormes progrés ont été réalisés, moenhsur la catégorie des instances aléatoires,
NOUS pPouUVONSs sans trop nous avancer, convenir qu’'a I'’heduelie le défi n’est toujours pas relevé. En
effet, les méthodes jusqu’alors développées n’'atteigpastles performances des meilleurs méthodes
complétes sur les problemes structurés. Néanmoins, coroosallons le voir dans la partig, cette
piste de recherche n’est pas tarie.
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DE PAR ses applications industrielles (planification, vérifioatformelle, bio-informatique, etc.) la
résolution pratique du problénsaT est devenue trés populaire. Cet engouement est d{i, en majeur
partie au fait que les problémes pouvant étre traités soptugeen plus conséquents (des millions de
variables et de clauses). Cette évolution s’explique aitadar I'avenement des solveussT modernes
(watched litera) vsIDS, apprentissage) et par 'augmentation de la puissanceldd.ca

Jusqgu’en 2005, une méthode trés simple afin de doubler lesmeinces d’'un solveur était d’atten-
dre deux ans et de I'exécuter de nouveau sur un processeamaenvelle génération. En effet jusqu’a
cette date, la puissance des processeurs augmentait éinricshe temps suivant approximativement une
loi exponentielle. La puissance des nouvelles génératieqsocesseurs doublait ainsi typiquement tous
les deux a trois ans. Cette loi connue sous le nom de Laildere ( ) se vérifie ainsi depuis les
débuts de linformatique, c’est-a-dire depuis environrgnge ans. Mais depuis 2005, cette loi souffre
d’'un petit ralentissement di a des dissipations thermigog®&chant une augmentation de la fréquence
des processeurs. Pour contourner ce probléme, et ainsitiganse augmentation de la puissance de cal-
cul, les constructeurs ont modifié leur stratégie de fabaoaEn effet, a I'heure actuelle, 'augmentation
de la puissance de calcul se traduit par une augmentatioombne d'unités de calcul. Ces nouvelles
architectures impliquent implicitement une révolutiomsl¥a maniére de concevoir les programmes.

Afin de pleinement profiter des nouvelles avancées techipleg, il est nécessaire que les solveurs
SAT évoluent. Actuellement, deux types d’'approches pour &o8AT en paralléle sont principale-
ment utilisées. D’une part, les approches de type « divieer pégner » consistent a partager I'arbre
de recherche (guiding path») ( ) , 1

; )3 D’'autre part, les approches de typertfolio (

) mettent les solveurs en concurrence, permettant aingsteidre
une formule a l'aide de différentes stratégies. Dans ceitbamous introduisons rapidement le con-
cept d’architecture multi-coeurs (sans entrer dans leslsiéahniques) et les deux types d’approches
utilisées afin de résoudsaT en paralléle.
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5.1 RésoudresAT en paralléle

Nous introduisons a présent les concepts de base nécesad@mecompréhension des différents
solveurs paralléles. En ce qui concerne les aspects texfigoés liés au parallélisme, nous choisis-
sons de ne pas les présenter. Néanmoins, le lecteur irtgrasses aspects peut se référer a la thése de

( ) afin d’obtenir de plus amples informations.

5.1.1 Architectures multi-coeurs

Une architecture multi-cceurs peut-étre vue comme un ereetiebprocesseurs ayant la possibil-
ité de communiquer ensemble. Chaque processeur peut ét@nvme une unité de calcul permettant
d’exécuter une seule tache a la fois.

Définition 5.1 (unité de calculs)Une unité de calcul€ permet d’exécuter une tadche de maniere séquen-
tielle.

Définition 5.2 (parallélisme) Le parallélisme en Informatique donne la possibilité d@mxér plusieurs
instructions simultanément.

Exemple 5.1. Considérons le probleme lié au tri d’'un tableau d’entiers. figure 5.1 représente une
exécution paralléle avec 4 unités de calcul.

(1]5]6[4]3]9[8[7]1[6][3]4]

— N T

[1[s]6] [6][3[4] [4]3[9] [8]7]1]

(314]e6] [8[4]9] [1]7]8]

(1]1]3[3]4[4]5]6[6]7[8]9]

FIGURE 5.1 — Tri d'un tableau d’entiers a I'aide d'un algorithme gille.

Contrairement a I'exemple présenté précédemment, legr@sAT n'est pas facilement parallélis-
able. En effet, une caractéristique importante de ce pmblést gu'il est trés dur de prédire a I'avance
le temps nécessaire a I'exploration d’une branche de Eader recherche. Par conséquent, il est diffi-
cile (voire impossible) de partitionner de maniére uniferbfespace de recherche avant I'exécution du
programme. Pour contourner ce probléme il est nécessadégger du parallélisme.

5.1.2 Dégager du parallélisme

Il existe principalement deux modeles permettant de fa@eatller des processus en paralléle. Le
premier, appelénodéle collaboratifconsiste a partager le travail entre I'ensemble des psase8asé
sur le principe « diviser pour régner », il constitue une radénaturelle pour la conception et I'implé-
mentation d’algorithmes pour de nombreux problémes, gtatitulierement bien adapté aux approches
récursives. Le second, appeiddéle concurrentiectonsiste a mettre en compétition plusieurs approches

112



5.1. RésoudrsAT en paralléle

sur le méme probléme. Ce dernier est trés facile a mettreage pt est particulierement bien adapté aux
approches paramétrables. Dans la suite, nous présentonsag@ment I'application de ces deux mod-
eles pour la résolution paralléle deT.

5.1.2.1 Modéles collaboratifs

Les méthodes collaboritives sont pour la plupart baséele paradigme « diviser pour régner », qui
consiste a réduire récursivement un probléme en plusiews-robléemes du méme type. Du fait de
leur conception, les algorithmes récursifs utilisent reltement cette technique puisqu’ils s’appellent
eux-mémes une ou plusieurs fois sur une partition du praobliitial et combinent les solutions pour
retrouver une solution au probléme initial.

Partant de ce principe, il semble naturel d'appliquer ce élede répartition de taches dans le cas
de solveuroPLL. En effet, lorsque nous considérons I'arbre de recherchérgépar une telle approche,
celui-ci peut facilement étre décomposé en plusieurs adugs. Ce principe, appelé parallélisme par dé-
composition de domaines (figube2), consiste a distribuer aux différents processus des paldemes
a calculer.

Y

FIGURE 5.2 — Parallélisme par décomposition de domaines.

Cette méthode, bien que naturelle dans le cadre d'une dmpooa L, n'est pas facilement appli-
cable pour les solveursar modernes. En effet, comme le montre la figarg, lorsqu’un probléme est
décomposé en deux sous-problemes, il est possible quedemenités de calcul rencontre un conflit
lui permettant d’effectuer un retour arriére non chronaag rendant le travail effectué par le deuxiéme
processus inutile.

Backjump .

|z «— Décomposition

Travail inutilisé

FIGURE 5.3 — Retour arriere non chronologique et travail inutile.
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Un autre inconvénient de ce modéle réside dans le partagea deatge de travail entre les pro-
cesseurs. En effet, puisque la taille des sous-arbres pésstonnue a I'avance, il est nécessaire de
mettre en place une politique d’équilibrage de charge desrdifférentes unités de calcul de telle sorte
gu’aucune ne reste oisive. Cet équilibrage peut étre faibaeiere statigue ou dynamique.

L'équilibrage statique est une technique assez natureiigp’elle consiste a distribuer les taches
avant que le processus de résolution ne débute. Cette appm@eérimentée par
( ) dans le cadre dsarT, est difficilement applicable du fait de la difficulté a déwamer apriori la
physionomie de I'arbre de recherche.

A l'opposé, I'équilibrage de charge dynamique\( Y consiste a distribuer les
tdches aux processus en cours de recherche. Les chargasaiepeuvent soit &tre mises en commun
entre les processeurs périodiqguement, soit étre obtenue®mande a I'aide de collecteurs de taches.
Ces collecteurs sont différents selon que I'équilibrageti@ge est géré de maniére centralisée ou dis-
tribuée.

Modéle centralisé Il comprend deux types de processeurs : le maitre et lesvesclelin processeur
maitre est une unité de calculs chargée de distribuer dasg&ux esclaves, qui sont chargés de les
calculer. Dans ce modéle centralisé, le maitre est resplenda I'équilibrage de charge des esclaves.
Pour cela deux manieres de procéder sont a distinguer :
— liste centralisée: le maitre tient a jour une liste de taches a effectuer a dispo des esclaves.
Lorsqu’un esclave est inoccupé, il demande au maitre daitrav
— liste distribuée : chaque esclave tient localement une liste de taches artriait maitre a alors la
charge de mettre en relation un esclave oisif et un esclachagé afin de transférer une partie
de la charge de travail de I'esclave surchargé a I'esclayecimé.

Modéele distribué Comme le modéle centralisé, il est basé sur deux types degmears : les serveurs
et les sources. De la méme maniére, les processeurs soawo@Ene des taches aux processeurs serveurs,
qui sont chargés de les calculer. Néanmoins, dans ce madetedcesseurs sont en général sources et
serveurs ala fois, en fonction du temps qu’ils choisisserdétier au calcul et a I'équilibrage de charge.
Cette répartition est principalement faite de deux masiére
— source initiative : dans cette approche, les sources surchargées trandmetieiou plusieurs
tAches aux processeurs serveurs choisie aléatoirememrés &ection ). De
cette maniére les processus serveurs allégent leur chargawail tandis que les serveurs sont
approvisionnés ;
— serveur initiative : cette approche est basée sur le principe du « volontariairsqu’un serveur
est oisif il prend l'initiative de récupérer des taches dgpes serveurs sources surchargés.

5.1.2.2 Modéles concurrentiels

Une maniére de contourner le probleme, lié a la décompuositione instance, est de dégager du
parallélisme d’'une autre maniére. Au lieu de décomposerdbl@me en plusieurs sous-problemes in-
dépendants, une maniére simple de produire du paralléksirge faire travailler de maniére concurren-
tielle plusieurs approches différentes sur une méme fan@e modéle algorithmique, contrairement au
modéle coopérative, ne nécessite pas la mise en place thyitrd’équilibrage de charges. Néanmoins,
ce type d'approche n’est pas toujours évident a mettre eseplan effet, la mise en concurrence de
plusieurs méthodes n’a de sens que si les méthodes someniés.
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Dans le cadre dsAT, cette approche peut facilement étre appliguée aux méhsalaffrant du
phénomene de longue trainée, telles que la recherche ktdapprochecpcL. En effet, les algorithmes
incomplets de type recherche locale peuvent facilememtdirantage de I'aspect concurrentiel en lancant
plusieurs solveurs avec des graines aléatoires diffé&se@aant aux solveursDcCL, ils peuvent tirer
partie d’'un lancement en concurrence afin de pallier leurquartde robustesse vis-a-vis du choix des
parameétres initiaux.

Dans la suite, nous présentons deux types d'approchesshsisébun des deux modéles que nous
venons d’introduire pour la résolution paralléle du proidesAT.

5.2 Approche paralléle de type chemin de guidage

Dans cette section nous présentons une approche paraede Isur le modéle coopératif. Cette
approche s’appuie sur une décomposition de I'arbre de relohe I'aide d’'une notion appelée chemin
de guidage. Aprés avoir introduit cette notion nous présentuelques solveurs qui I'implémentent.

5.2.1 Principe

La méthode de résolution a base de chemin de guidagieling path est 'une des méthodes les plus
utilisée pour la résolution paralléle du probleswr. Cette approche, proposée par.
( ), consiste a conserver des chemins de recherche pernditatiquer quels sont les sous-arbres a
développer. Un tel chemin est représenté par un ensembtauges{ (1, A1), (€2, A2), ... ({n, An)}, OU
chaque couplel;, \;) représente respectivement un littéral de la formule eusi éles sous-arbres issu
de/; n'est ni en cours de traitement ni traité. Chadueeut étre représenté par une variable booléenne
qui est égale d_ si les deux sous-arbres sont traités etinon.

Exemple 5.2. SoientX uneCNF tel queVs, = {z1,z2,...,x,} €t = {(z1, T), (x2, T), (w3, L)} un
chemin de guidage. L'arbre restant a explorer a partir gdest donné dans la figue 4.

—— Chemin de guidage b

------ Branches visitées S .

- -- Sous-arbres a explorer / ™ N
Qa Calcul en cours Xl {21}

E[{$17I2}

FIGURE 5.4 — Arbre de recherche restant & explorer a partir d'un ahdmguidage.
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La résolution d’'un probléme a l'aide de cette approche st@silors a résoudre I'ensemble des
chemins de guidage. Pour cela, lorsqu’une unité de caltoisge, un chemin de guidage lui est assigné
par le biais d'un des modéles d’équilibrage de charge ptéggpcédemment. Lorsque I'ensemble des
chemins de guidage a été exploré le solveur peut concluta satisfaisabilité de la formule. Néanmoins,

il est possible que certains chemins de guidage soient laracaler et que d’autres soient trés courts.
Afin de répartir la tdche équitablement entre les différenteesseurs il est possible de décomposer un
chemin de guidage en deux sous-chemins de guidage en aamitidittéral complémentaire d’un nceud
ouvert. De plus, il est possible d’étendre un chemin de gaidzar I'ajout d’'un littéral n’apparaissant
pas dans celui-ci.

Exemple 5.3. Considérons le chemin de guidage= {(x1, T), (z2, T), (xz3, L)} de 'exemples.2 La
figure 5.5 donne une représentation arborescente d'un ensemble deithale guidage pouvant étre
obtenus a partir de¢. Sur cette figure chaque noeud représente un chemin de guielagee ses fils
représentent les sous-chemins obtenus en considérantushaweert ou un littéral de la formule.

- -~ Décomposition {{z1, T), (22, T), (w3, L)}
~--» Extension 7 Y
{<—|$1,L>} {<w17—L>7<x27T>7<w37J->}
v // \\«
{<—|LE1,J_>,<LE2,T>} {<:U1’J->’<_'x2’J->} {<$17J_>7<x27j_>7<$37L>}

FIGURE 5.5 — Décomposition d’'un chemin de guidage.

Du fait de la faible quantité de données a échanger, cetteatieét largement été étudiée en pratique.
Nous présentons dans la section suivante quelques sob&sgs sur ce principe.

5.2.2 Présentation de solveurs de type chemin de guidage

Nous donnons ici une liste non exhaustive de solveurs degyiatng path

PSATO Introduit par ( ), il est le premier solveur paralléle a introduire la notam
chemin de guidage. Il est basé sur le solveur séquentiel S{BGsfiability Testing Optimizéd

) et utilise un modéle centralisé pour partager les tachepracesseur maitre est chargé de fournir
aux processeurs esclaves les sous-arbres qu'ils doivesibg@er. Afin de toujours pouvoir alimenter les
processeurs esclaves, le processeur maitre arréte psofoexécution de maniére a créer de nouveaux
chemins de guidage. Pour cela, un ou plusieurs processstleves sont stoppés pour leur demander
de retourner leur chemin courant. A partir de ces cheming é& dnéme maniére que celle présentée
précédemment, plusieurs nouveaux chemins sont créés.
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PASAT Ce solveur est le premier a permettre I'échange de clausg@duerdu traditionnel chemin
de guidage $ ). Par la force des choses, il a aussi été le premier
confronté aux problemes Iles a ce type d'échanges, a savoarhbre et la taille des clauses a échanger.
En effet, les clauses pouvant étre apprises étant nomisréeiggonentiel dans le nombre de variables de
la formule) et souvent de grande taille, il est nécessamppliquer une politique de discrimination des
clauses échangées. Le critere choisi afin de réaliser ddianesion de la taille de la clause.

Par la suite, plusieurs approches basées s@AT ont été proposées. Par exempile,

( ) proposent une approche nommérABSAT congue pour étre exécutée sur une grille de
calcul. GRADSAT utilise un modele maitre/esclave ou le maitre distrileugavail parmi les esclaves
et ou chaque esclave correspond a un solzeuAFF ( ). Les clauses apprises
par les esclaves sont gérées par le maitre a I'aide d'unedeadennées distribuée de telle maniére que
seules les clauses d’'une taille inférieure a une certainstante sont partagées.

PMINISAT  Ce solveur, introduit pat ( ), est une parallélisation simple deNISAT

2.0 ( J)€oncu pour étre exécuté sur une machine & mémoire partaggehemins

de guidage sont conservés au sein d’'une base commune, alle atitnentée par des chemins de guidage
généreés par la plus longue exécution dans I'arbre. Les gsasagécupérent un chemin de guidage depuis
cette base lorsqu’ils en ont besoin. La particularité deateesr est qu'il exploite les connaissances
sur les chemins des processus pour améliorer la qualitélaleses échangées. L'idée provient du fait
que certaines clauses ne sont utiles que localement damsusragbre. En effet, bien que les clauses
puissent étre de grande taille, elles peuvent devenir pdtisep et par conséquent plus intéressantes
aprés un certain nombre d'affectations. Ce principe peenm® INISAT d'étendre le partage de clauses
du moment que celles-ci deviennent petites dans un cexaitexte de recherche.

5.3 Approche de typeportfolio

Dans cette section nous présentons un type de solveurgdarsitippuyant sur le modéle concurren-
tiel. Cette méthode, nommémrtfolio, consiste a exécuter en paralléle plusieurs solveurs séeise
Néanmoins, afin d'étre efficace il est nécessaire que leggiea de recherche utilisées par les différents
solveurs forment un ensemble complémentaire et orthogonal

De plus, certaines approches permettent I'échange d'imdbons entre les différentes unités de cal-
cul. Ces informations représentent le plus souvent desetapbtenues par analyse de conflits et perme-
ttent d’'améliorer les performances du systeme au-dela gerfarmance de chaque solveur considéré
individuellement.

Bien que « naive », cette approche est a I'heure actuelleilieare maniére de résoudre le probléme
SAT en paralléle. En effet, lors de la compétitisat 2011, les trois premiéres places du classement des
solveurs paralléles ont été attribuées a des solmartfolio. Nous présentons en détail deux versions du
SOIVeUrMANY SAT.

5.3.1 MANYSAT

MANYSAT ( ) est un solveur paralléle de type portfolio incluant todésscom-
posantes importantes des solvesrs modernes (propagation unitairgatched litterals VSIDS, anal-
yse de conflits, redémarrage, etc.). Ce solveur tente deatientage de la sensibilité aux réglages des
parameétres des solveurscL. En effet, changer la politique de redémarrages ou I'hequie de choix
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de variables peut conduire a dégrader ou a améliorer lesrpahces d’'un solveur. Partant de ce constat
les auteurs proposent d’exécuter plusieurs versions dew@aMiNISAT 2.02 ( )
avec des paramétres différents tout en partageant entres tes unités de calcul les clauses apprises.
La premiére place obtenu paRNYSAT dans la catégorie paralléle dedat Racede 2008 et a la com-
pétition SAT de 2009 montre I'intérét d'une telle approche. Nous présentians la suite les versions 1.1
et 1.5 de ce solveur.

5.3.2 Le solveumnmANYSAT 1.1

Le solveurMANYSAT 1.1 ( ) est une approche paralléle de type portfolio élaborée
pour 4 unités de calcul. Cet approche consiste a exécutanrsuméme instance plusieurs solveurs
séquentiels possédant des stratégies différentes. Bas¢ment, chaque coeur de calcul représente un
solveurcDCL contenant toutes les stratégies classiques. Les sohdwfajt des différentes stratégies
employées, sont alors mis en compétition afin de résoudmldgme initial. Néanmoins, cette compéti-
tion est « saine » puisque les différents coeurs partagenbfdesations entre eux. En effet, lorsqu’un
solveur apprend une clause, celle-ci est proposée auxsawtiges de calcul. Si cette clause est jugée
intéressante (taille inférieure a 8 dans la version orignpour une unité de calcul, celle-ci est ajoutée
a sa base de clauses apprises. Ce partage d'informatiomgtpentre autre aux différents solveurs de
coopérer afin de résoudre le probleme plus efficacement. Leefig6 schématise ce transfert d'infor-

mations.

= o

FIGURE 5.6 — Présentation schématique du solveur parall@leysAT. Les lignes continues représen-
tent I'exécution d’un solveur. Les carrés symbolisent ésmarrages tandis que les fleches en pointillés
représentent le partage d’'informations entre les différealveurs (ici les clauses apprises).

Afin d’obtenir une approcheortfolio efficace, il est nécessaire que les différents solveurs mis e
concurrence adoptent des stratégies de recherche ortlegat complémentaires. Afin de réaliser cela,
les auteurs proposent de différencier les solveurs sus kratégies de redémarrage, de choix de vari-
ables, de choix de polarité et d’apprentissage. Ces diffésestratégies sont détaillées dans le tableau
5.1
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‘ Stratégie H ¢ ‘ Cy ‘ (‘33 ‘ Cu H
Redémarrage dynamic™t dynamic™ | geom(100,1.5) dynamic™t
Heuristique VSIDS (98%)| VSIDS (98%)| VSIDS (98%)| VSIDS (97%)
Polarité progress saving progress saving false occurence
Apprentissage first-uip first-uip | first-uip étendu first-uip
Partage de clauseg taille < 8 taille < 8 taille < 8 taille < 8

TABLE 5.1 — Stratégies des différents solveurs séquentielségiliians le solvemrANYSAT 1.1.

Dans l'optique de ne pas effectuer trop de travail redondamst souhaitable que les différents
solveurs n'explorent pas de la méme maniére I'espace denalw Pour éviter cela il est nécessaire
de choisir des stratégies hétérogénes. Néanmoins,dattdn d'approches totalement orthogonales peut
réduire la pertinence des clauses partagées. En effejularssolveur apprend une nouvelle clause il se
trouve dans un certain espace de recherche ou celle-cilejpubpagation du littéral assertif). Lorsque
cette clause est partagée avec un autre solveur, il esbfgsie celui-ci se trouve dans une autre partie
de I'espace de recherche ou cette clause n'a aucun intéti&fdge par exemple). Le challenge consiste
donc a trouver la bonne « distance » entre les différentagsudie calcul, c’est-a-dire trouver le bon
compromis entre intensification et diversification. Poatiser cela, les auteurs d&ANYSAT proposent
une approche de type maitre/esclave dans laquelle le raa#ttee la diversification tandis que I'esclave
intensifie certains espaces de recherche fournit par leegsas maitres.

5.3.3 Le solveurMANYSAT 1.5

La version 1.5 du SolveWMANYSAT, proposée patr ( ), est une extension deANY SAT
1.1 ) incorporant une stratégie de type maitre/esclave. Datesaygproche le maitre
est utilisé afin de diversifier la recherche tandis que l®&xl'intensifie. Plus précisément, chaque maitre
M posséde un esclavé. LorsquelM effectue un redémarrage il transférézain ensemble d’'informa-
tions gu'il doit intensifier. Ces informations consistentune séquence ordonnée de littéraux collectés
par M durant sa derniére analyse de confiitsLe but d’une telle séquence est de foréa explorer
« differemment » I'espace de recherche autour de la dern@re de conflit rencontrée paf. En plus
de ces informations, les clauses apprises par les difffssemtités de calcul sont transmises, de la méme
maniere que damgANYSAT 1.1, a 'ensemble des solveurs. La figbt& schématise le transfert d’infor-
mations entre un maitre et son esclave.

T Maitre

M ™ E Esclave
— Transfert de clauses

---» Intensification

FIGURE 5.7 — Transfert d’informations entre un maitre et son esclav

Afin de caractériser la meilleure configuration a adopterstea-dire combien de maitres et surtout
combien d’'esclaves chaque maitre doit gouverner. Les @ubet étudié expérimentalement I'ensemble
des combinaisons possibles pour une architecture conmpartanités de calcul. La conclusion de ces
expérimentations conduit a considérer une topologie tagstde 2 maitres, chacun possédant 1 esclave.

20. Ces littéraux sont ceux utilisés lors de la génératiola diause assertive (vo#.1.5.9.
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La figure 5.8 schématise une telle topologie ainsi que les échangesdiattions entre les différents
solveurs.

o |

< >

FIGURE 5.8 — Topologie Maitre/Esclave.

Bien que la version 1.5 du solveMraANYSAT soit basée sur la version 1.1, les stratégies utilisées
pour chacune des unités de calcul sont Iégérement difssebn effet, afin de diversifier correctement
'espace de recherche les auteurs ont opté pour des pebtida redémarrages trés agressives, et un
schéma d'apprentissage identique pour I'ensemble desscderitablealb.2 récapitule les stratégies
utilisées par les différentes unités de calcul.

‘ Stratégie H My ‘ M, ‘ FE ‘ Es H
Redémarrage luby(512) dynamic™ | Controlé parM; | Contrélé par,
Heuristique VSIDS (98%)| VSIDS (98%)| Obtenue vial/; | Obtenue viall,
Polarité progress saving progress saving progress saving false
Apprentissage first-uip étendu| first-uip étendu| first-uip étendu| first-uip étendu
Partage de clauses taille < 8 taille < 8 taille < 8 taille < 8

TABLE 5.2 — Stratégies des différents solveurs séquentielségilians le solvewrANYSAT 1.5.

Les auteurs ont montré a I'aide de cette approche que le sgasel’intensification et de diversifi-
cation était un élément important des solveurs paralléetygeportfolio. Partant de ce constat, nous
proposons, dans le chapitt€, une approche permettant d’estimer la distance entre deitésule cal-
cul. Cette distance nous indique si deux solveurs sont andi@xplorer le méme espace de recherche.
Lorsque deux solveurs sont considérés comme trop procbes, modifions les parametres d’'un des
solveurs afin de diversifier son espace de recherche de maniiés éloigner.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux modéles ahgiopiis pour la résolution de problemes
sur une architecture multi-cceurs. Dans le cadreAieces deux paradigmes de résolution ont conduit a
I'élaboration de deux schémas que sont : les chemin de qriigldgs approchegsortfolio. Les chemins
de guidage bien qu'étant largement étudiés sont a I'heuteke moins performants que les approches
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portfolio. En particulier, un solveur tel queANYSAT a permis de montrer que l'utilisation d’approches
coopératives et orthogonales est nettement plus appeoghaiés le contexte de solvelwatT modernes.
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Conclusion de I'etude bibliographique

Du fait de leur appartenance a la classe de compléxif&complet, les problémesaT et cspsont
trés difficiles a résoudre. Cette difficulté a mené a I'élakion de différentes méthodes de résolution.
Parmi ces derniéres, deux types d’approches se sont @iegipnt dégagés : la recherche locale et les
méthodes de typbacktracking Nous avons vu que ces deux paradigmes de résolution oniircloies
mécanismes permettant d’'obtenir de bons résultats suairest classes d’instances et que leur com-
binaison au sein d’'une approche hybride peut permettresdeumuler. De telles combinaisons, bien
gu’en théorie intéressantes, se sont révélées étre egymatioins efficaces que chacune des approches
prisent séparément. Néanmoins, nous pouvons voir au $sraeedeux de nos contributions que de tels
schémas algorithmiques ne sont pas dénués d'intérét. Endzfhs la partidl, nous présentons deux
nouvelles approches hybrides pour la résolution des prasdéAT et CcspPtrés robustes, c'est-a-dire
permettant de résoudre globalement plus d'instances cqamink des approches prises séparément. La
premiére, présentée dans le chap@reonsiste a étendre le schéma d’hybridation proposé_par

( ) a 'aide d’'une approche s’appuyant sur la constructiomdjuaphe d’implications afin
d’extraire des clauses par I'application d’'un chemin deléons. La seconde contribution consiste en
un nouveau schéma d’hybridation pouvant étre aussi bidigagmu cadresAT (chapitre7) qu’au cadre
cspP(chapitre8).

Les solveurs actuels sont souvent composés de plusiemerdg Cette particularité fait qu'améliorer
I'efficacité d’'une approche peut se faire de différentesigras (structures de données efficaces, straté-
gies de redémarrages, heuristiques de choix de variahleDans la partidll nous proposons deux
contributions indépendantes pour améliorer la résolutiatique du probléemeAT. Dans un premier
temps (chapitr®) nous présentons une nouvelle mesure permettant d’edimertinence d’une clause
apprise. Une fois cette derniére définie, nous proposonstidsér au sein d’'un nouveau schéma de net-
toyage de la base de clauses apprises. Pour terminer, résenfons dans le chapitt® une approche
permettant d'ajuster de maniére dynamique les différamtesistiques de choix de polarité utilisées par
les unités de calcul d'un solveur paralléle de typetfolio.
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Deuxieme partie
Methodes de resolution hybride
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Introduction

Comme nous avons pu le voir dans le chapitrda plupart des algorithmes de recherche hybride
utilisent principalement une recherche en profondeurat@lavec retour arriere (voir chapitBgcomme
moteur principal. De plus, les informations sont uniquenieansmises de la méthode secondaire vers
la méthode principale. Ceci est dommageable, car chaquehedaompléte ou non) peut donner des
informations qui seront utiles a I'autre pour la suite dedaherche. C’est ce que nous nous sommes
employés a faire dans les différents algorithmes préselatiés cette partie.

Cette partie est organisée de la maniére suivante. Dangmheigar chapitre, une nouvelle approche
hybride pour la résolution deAT est proposée’( 1b). Cette méthode consiste a éten-
dre I'analyse de conflits, utilisée dans les solveurs les parformants a I’'heure actuelle, a la recherche
locale. Cette analyse a pour objectif de comprendre lesmipour lesquelles un minimum local a été
atteint et ainsi permettre de mieux s'en échapper. De pluss montrons que sous certaines conditions
cette analyse permet de prouver l'inconsistance d’'uneutem

Les deux derniers chapitres concernent I'application dmnveau schéma d’ hybrldatlon pour la
résolution des problémesaTt et csp ( ac;b, 0). I
comprend une combinaison synergique de la recherche Ietad@lements de techniques completes
qui souvent surpassent les approches complétes usuediite.n@Ethode n’est pas seulement compléte :
elle est aussi robuste puisqu’elle peut aussi bien résdesinestances satisfiables qu'insatisfiables, struc-
turées ou aléatoires. En effet notre étude expérimentateluite dans le cadi®aT et dans le cadresr,
montre qu’elle résout globalement plus d’instances quéelgiques couramment utilisées.
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DANS CE CHAPITRE nous présentons une nouvelle approche pour sortir desnailoicaux dans le
cadre de la recherche locale. Cette approche est baséepsincipe d’analyse de conflits utilisé
dans les solveursat modernes. Nous proposons une extension du graphe d’irtiptisa(voir section
3.1.5.) au cadre de la recherche locale ou plusieurs conflits séaepts pour une interprétation donnée.
Nous présentons ensuite deux approches permettant deuba@nst d’exploiter de tels graphes. Enfin,
nous étendons le schéma classiquevdaT pour y intégrer notre analyse de conflits. Les résultats ex-
périmentaux montrent que l'intégration de notre systéraealyse de conflits améliore sensiblement les
performances de/SAT sur les problémes structurés. De plus cette méthode istdensous-problémes
inconsistants est capable de montrer que l'instance n'adasede modéle.

Ces travaux ont donné lieu a deux publicatioAs 10).

6.1 Analyse de conflits et recherche locale

Nous avons vu dans le chapiBel.5.1que la construction et I'interprétation du graphe d’imations
était définie en fonction de la propagation unitaire. Ichétdoonné que nous travaillons dans le cadre de la
recherche locale, la propagation unitaire est inexistd&aear remédier a ce probléeme nous avons changé
le mode de construction du graphe d’'implications et propsame nouvelle interprétation de celui-ci
permettant I'extraction de clauses conflits.

6.1.1 Définition des graphes conflits

Nous commencgons par définir ce qu’est un graphe conflit poaiintarprétation compléte. Dans ce
dernier, les conflits sont naturellement représentés paldgises falsifiées par I'interprétation compléte
tandis que les clauses unisatisfaites sont utilisées pouplacer la notion de propagation unitaire.
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Définition 6.1 (Graphe conflit sur). SoientX une formule sous form€NF, Z une interprétation
compléte conflictuelle dE. Etant données deux clausesdes3 = {f1,..., 5, 2} falsifiée parZ et
¥ = {7,...,, 7z} unisatisfaite er- pour Z, nous construisons le graphe conflit ngig ; = (N, A)

de la maniére suivante :

1. — {2z, L} CN;
- {71, W CN
- {B1,-- -, B} CN;
2. = {(z,1),(z, L)} C A4;
= {(B1,2),---. (Br.2)} C A;
_{(%72)7"'7(W7E)}g-/4;
3. VeeN,siz#zeta= AN{ye N | (y,z) € A} £ LalorsaV z € X et est unisatisfaite en.

Pour un littéral donné, différents choix sont possibles pour choisir les claysety. De plus, il est
possible que plusieurs clauses unisatisfaites expliquentéme littéral, et donc en régle générale, il n'y
a pas unicité du graphe conflit.

Exemple 6.1. Considérons la formul€NF X = {¢1, ..., ¢11 } telle que :
¢1: (1 VxeVors) ggi (1 VoagVors) @3 (e Vory)  ¢g: (w4 Vooxr Vo)

o5 : (.%'3 V —\.%'5) 6 : (1‘5 vV —%'7) o7 : (.%'6 V —\.%'8) 3 : (1‘7 V —wg)
P9 @ (w8 V —24) $10 : (21 V ~a8) ¢11 1 (27 V ~x9)

Soit I'interprétation complét& construite su/y; telle queZ(z;) = T pour toutz; € V. La figure
6.1schématise un graphe confli;' - construit sur la variabler; .

(1)

FIGURE 6.1 — Graphe conflit défini sur la variabig.

Il est important de noter que I'existence d’un tel grapheshfms toujours assurée, et la proposition
suivante exprime les conditions sous lesquelles la cartgirude ce graphe conflit est possible.

Proposition 6.1. SoientY une formule sous forme CNE, une interprétation compléte construite sur
les variables deX. Le graphe conflitGs; ; est constructible si et seulementasiet ~z apparaissent
respectivement dans une clause fausse et une clause sfaigati

Preuve 6.1. Cette proposition découle directement de la définition djtaphe conflit.
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Corrolaire 6.2. Soita. € ¥ une clause critique (voir définitioh.42). Va € « il est possible de construire
un graphe conflit défini sur.

Preuve 6.2. Par définition d’une clause critigue € X nous avon¥z € «, 35 € X unisatisfaite enc.
D’aprés la propositior6.1, il est facile de voir qu&/x € « il existe un graphe conflit en.

Lorsque nous nous trouvons dans un minimum local, touteddeses non satisfaites sont critiques.
Le corrolaire6.2 nous assure donc que, dans ce cas, il est toujours possibléeteun graphe conflit.
Ceci est tres important, puisque cela va nous permettrerdgraire un graphe afin de généremagood
Néanmoins, générer de telegoodsen partant du graphe conflit est un probléme relativemefititbt
En effet, la notion de niveau étant absente, I'analyse déicolassique basée sur la notionuds ne
peut étre étendue. De plus, les graphes conflits, tels queisigfiécédemment, peuvent contenir des
cycles. Pour palier a ces problémes, nous proposons dangdaleux méthodes basées respectivement
sur la notion de chemin critique et sur la notion d’interati&in partielle dérivée.

6.1.2 Construction et analyse d’'un graphe conflit basée sualnotion de chemin critique

Afin de palier les problemes énoncés précédemment, nousgoog une premiére méthode basée
sur la notion de chemin critiqufé. Etant donnée une interprétation conflictuelle, une sémpida clauses
est extraite de la maniere suivante.

Définition 6.2 (chemin critique) SoientY une formuleCNF et ¢ une clause d& falsifiée par l'inter-
prétation complet&, le chemin critique< oy, ..., 0. > est une séquence de clausesSdeonstruite de
maniére récursive de la facon suivante :

1. U(]Zgbetg():@;

2. Yi>0,0;, =xV~telle que:
— o; est une clause dE unisatisfaite en: par l'interprétationZ ;
—x €0, xg&etE=81U {—|£C} ;

3. o est telle que le point précédent ne peut étre appliqué.

Exemple 6.2. Considérons la formule: de I'exemple6.1 et l'interprétation compléteZl qui assigne
a vrai I'ensemble des variables dg, la clause¢; est falsifiée par l'interprétation compléfg, nous
pouvons construire le chemin critique suivanrt p1, ¢3, @2, @5, P, P4, P17, Ps, Pg >.

Dans cette méthode la construction du graphe conflit esiditgol Etant donné un chemin critique
¢ =< 0y,...,0% > construit a partir d'une formul& et une interprétation compléte conflictueflele
graphe confligg, ; = (N, A) correspondant est tel que :

- N={l,-z2}uU{leZ|Fo € Ctelque~L € o};
- A={(z,1),(—z, L)} U{({{,2z)|joo =5 Vzet-l e p}U U{(m,y)|ai =i Vyet—x € 5;}.

i=1

Exemple 6.3. La figure6.2illustre le graphe conflit associé au chemin critique dedawple6.2

21. Cette notion de chemin critique est différente de laamotle chemin critique usuel défini en théorie des graphes. Le
terme critique est repris ici en référence aux clausesjogs
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FIGURE 6.2 — Graphe conflit défini a partir d'un chemin critique.

L'algorithme 6.1 permet la construction d’'un chemin critique en fonctionnddformuleX et d'une
interprétation compléte conflictuelfe De la méme maniere que pour la construction d’un grapheitonfl
il est possible de construire plusieurs chemins critiquearfir d’'une méme interprétation conflictuelle.
Les graphes pouvant étre obtenus par le biais de cette neéfood intrinsequement liés aux choix des
clauses effectués aux lignes 2 et 5. Lors de nos différerntete® expérimentales, reportées dans la
section6.2.2.1 nous avons choisi de sélectionner ces derniéres de matéateire.

Algorithme 6.1 : Extraction chemin critique
Données X une formule e une interprétation compléte conflictuelle
Résultat: € une séquence de clauses
1 Début
¢ +— atelle quea € Y etZ ( a;
E«+— 0 / = littéraux déja considérés * [
tant que 3(z v ) € Ctelle que—x ¢ £ faire
C+—cU{p}telleques e X et|Znps| =1,
LS +— EU{z};

7 | retourner C;
8 Fin

o g b~ W N

A partir d’'un chemin critique généré a l'aide de la procédprécédente, I'analyse de conflit est
obtenue en effectuant une succession de résolution prenacwmpte les clauses du chemin critique
dans l'ordre. Cet ensemble de clauses est obtenu formeltecomme suit :

Définition 6.3 (chemin de résolution critique)Soit€ =< oy, ..., o > un chemin critique, 'ensemble
des nogood$vy, v1, ..., v} pouvant étre généré a partir du chemin critiqgeest défini récursivement
de la maniére suivante :

— Yy =00,

— v; =1z, vi_1,0] telle qued < i < k,z € v;_1 et—x € o;.

Exemple 6.4. Considérons le chemin critique ¢1, ¢3, @2, @5, g, Pa, O7, Pg, g > de 'exemples.2,
I'ensemble de nogoods pouvant étre généré est le suivant :

Vg =¢1 = a1 VeV oz

v1 = n[xa, vo, #3] = "1 V T3

vy = n[x1,v1, 2] = T3V 14 V 25

vy = (3, v, ¢5] = "4 V T3
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vy = n[ws,v3, ¢ = 214 V 27
vs = 1[T4, V4, P4] = 26 V 27
ve = 1lxe, Vs, P7] = 77 V 8
vy = 1wy, v, ¢8| = T8
vg = 1w, v7, o] = 14

L'algorithme 6.2 permet d’analyser le graphe conflit grace a la méthode @éprécédemment. A
partir d'une formuleX et d’'une interprétation conflictuell&, cette méthode commence par générer le
chemin critique€ =< oy, ...,or > (ligne 3). Ce chemin critique est ensuite utilisé afin d'ake un
nogooddu graphe conflit (lignes 4 & 7). Cette clause est la dernlartese générée lors du processus de
résolution. Pour terminer, cette procédure inverse lawale vérité d'une variable deafin de satisfaire
la raison de I'échec gu’elle vient de calculer (ligne 9).

Algorithme 6.2 : Extraction d’'unnogoodsd’'un chemin critique
Données ¥ une formule e une interprétation compléte conflictuelle se trouvant dans
minimum local
Résultat: 8 une clause impliquée par et I'interprétationZ modifiée

1 Début

2 | 14— 0;

3 | [oo,01,...,0k «—extractionCheminCritique( 3,7);

4 | B+— op; [ * résultat de la 1éme résolution * [
5 | tantque (i < k) faire

6 Lz — i1

7 B —nlz,B,0i=(x V1)

8 | Lep

9 | T+—TI\{~}u{e};

10 | retourner g;

11 Fin

6.1.3 Construction et analyse d’'un graphe conflit basée sualnotion d’interprétation
partielle dérivée

La seconde méthode proposée est basée sur la propagataineufiartant de l'interprétation com-
pléte conflictuelleZ, nous allons construire une interprétation partielle papagation unitaire dont les
points de choix ont les mémes valeurs de vérité dans les deerpiétations. Cette interprétation, que
nous définissons ci-dessous, nous permet ensuite de défirérgraphe conflit acyclique.

Définition 6.4 (interprétation partielle dérivéeBoienty une formule sous form@NF, Z une interpré-
tation compléte conflictuelle construite sUg, 6 = [z1,x9,...,x,] une séquence de décisions telle

qued C Z etH = {81,82,...,8,} la pile de propagations obtenue a partir d& et de . L'in-
-1

-1
terprétation partielle dérived’ = | J8; U {(x),2],27,..., 27"} telle que| J8; € 7,8, ¢ T et

i=1 i=1
((z1),z},2F,...,2]") estune sous séquencedleelle quez]” ¢ T etVj, 1 < j < m,z] € Z.
Notation 6.1. L’ensemble des points de chdix, zo, . .., x;] est nommé ensemble conflit et nous ap-
pelons littéral conflit le littérake € 7'\ Z, c’est-a-direx]".
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Exemple 6.5. Reprenons la formul® de I'exempleb.1 et I'interprétation compléte conflictuell& qui
associe vrai & toutes les variables He Considérons comme séquence de décisien(z1, za, . . . , 9]
la ségquence obtenue en considérant I'ensemble des litédad dans I'ordre lexicographique. Nous
obtenons l'interprétation partielle dérivée suivante :

— T =

~ T} = {(x1), 2}, ~a}}
La littéral conflit est alors—x3 et 'ensemble conflit est limitgr; }.

Bien entendu, le choix des variables apparaissant darsebeole conflit est un choix heuristique et
conduit, comme le montre I'exemple suivant, a différent¢erprétations partielles dérivées.

Exemple 6.6. SoientX le formule de I'exemplé.1 et l'interprétation compléte conflictuell& qui as-
socie vrai a toutes les variables de Considérons comme séquence de déciioen [zg, zs, . .., x1]
la séquence obtenue en considérant I'ensemble des liké&tad dans I'ordre lexicographique inverse.
Nous obtenons l'interprétation partielle dérivée suivant

-I)=0

= I1 = {(zp), 27, =3, 27}

- Ié = {(xé),:ﬂ%,:ﬂ%,:ﬂ:{’, (w%),x%,xi,x%,x%,—'x%}
Le littéral conflit estr, et 'ensemble conflit etzg, zs}.

Linterprétation complete étant conflictuelle, son intétation partielle dérivée va différer sur au
moins un littéral (le littéral conflit). La proposition saimte exprime le fait qu’il existe au moins une
clause falsifiée par l'interprétation compléte conflickigontenant ce littéral. C’est a partir de celle-ci
gue le graphe conflit est construit.

Proposition 6.3. Soient® une formuleCNF, Z une interprétation compléte conflictuelle Eg)tI’ une
interprétation partielle dérivée dé&. Soitx le littéral conflit, alorsexp(z) C 7 et la clausecla(x) est
falsifiée par I'interprétationZ.

Preuve 6.3. Tout d’abord il est facile de voir que par construction @enous avongxp(z) C Z. En
effet, supposons quap(x) € Z alors 3y € exp(z) telle quey ¢ Z. Par définitionexp(z) C Z’, donc

y € T’ et par conséquent le littéral est aussi un littéral conflit. Par construction @éil ne peut y avoir
gu'un littéral conflit, nous avons alorg = z. Absurde, une variable propagée ne peut pas appartenir a
son explication.

Montrons a présent que l'interprétatidh falsifie la clause:_lg,(m). Pour cela, raisonnons également
par I'absurde et supposonga(z) est satisfaite pafZ. En premier lieu, nous pouvons noter quest
une variable obtenue par prongation unitaire. Il est doosgible de trouver une explicatienp(z) et
une clauseﬁg,(x) € X telle quecla(z) = exp(z) V x. Nous savons par ailleurs quep(xz) C Z, donc
7 B exp(z). Puisquecla(z) est satisfaite sous l'interprétatioh elle ne peut I'étre qu’ern:. Ce qui est
absurde puisque ¢ 7.

La proposition suivante exprime le fait que toutes les dauybkormis la clause falsifiée) ayant servi
a la construction du graphe sont unisatisfaites.

Proposition 6.4. SoientY une formuleCNF, Z une interprétation compléte conflictuelle BeZ’ une
interprétation partielle dérivée d& en fonction dex et x le littéral conflit associé &’. Considérons
le graphe d’implicationsgZ = (N, .A), alorsVy € N\ {z} nous avon%(y) = 1 ou E?z(y) est
unisatisfaite patZ enz.
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Preuve 6.4. Deux cas sont a considérer :
. . —
1. y est un point de choix et alorga(y) = L ;

2. yn'est pas un littéral propagé. Il existéa(y) € X telle quecla(y) = exp(y)Vy. Par construction
deZ’, nous avons: ¢ exp(y) etZ’\ {x} C Z. Puisquey # = nous avonsxp(y)U{y} C Z'. Par
transitivité nous avonszp(y) U {y} C Z \ {x}. Donc la clause-la(y) est unisatisfaite paZ en
Y.

Nous prouvons dans la propositiérb que le graphe d’implications obtenu a partir de l'interatién
partielle dérivée peut étre étendu en un graphe conflit dittdeal conflit. Ayant maintenant un graphe
d’'implications comme ceux utilisés dans les solvetibsL classiques| ), hous
allons pouvoir analyser celui-ci pour générer un nogood.

Proposition 6.5. SoientY une formuleCNF, Z une interprétation compléte conflictuelle deZ’ une
interprétation partielle dérivée et le littéral conflit associé &’. SiJa € ¥ unisatisfaite parZ enz,
alors il est possible d’étendre le graphe d’implicatiG@’ = (N, .A) associé &’ en un graphe conflit
G% 5, = (N, A’) de la maniere suivante :

- N'=NU{yea\z} Uiz, L};

— A = AU{(yD)ly €@\ z} U{(z, 1), (T, 1)}

Preuve 6.5. Avant de vérifier qu&7 s, est bien un graphe conflit valide, il faut identifier les clasis
B={x1VaaV---Vapz} €X falsifiée parZ ety = {y1 Vy2 V...y; VZ} € ¥ unisatisfaite en
pour l'interprétationZ. Par hypothése, la clauseest unisatisfaite paf enz. Nous pouvons donc poser

~v = «. D’aprés la propositior6.3 nous pouvons prendre pogrla clausecla(z). En effetx € cla(x)

et la clausecla(x) est bien falsifiée paZ. Les deux clauses servant & la construction du graphe conflit
étant identifiées, pour valider qug ., = (N, A") est un graphe conflit, il suffit, d'apres la définition
6.1, de vérifier les propriétés suivantes :

1. — {z,7, L} C N'. Par hypothese, nous avofs, L} C N’, reste a montrer que € N’. Nous
savons quer € Z’, par construction du graph€Z’, nous avons: C A/. Par conséquent,
puisqueN C N', 2z e N;

- {v1,7%2,..., 71} € N’. Nous avondy € a\ﬁ C N'ety=a.Donc{y € 7\ z} CN';

— {71,%3,...,Tx} C N'. Par hypothesed = cla(z) = z1Vaa V- -VapVa = exp(x) V. D'ou
exp(z) = {Z1,Z3,..., T} C N (par définition du graphe d’'implication). Puisqué C A,
par transitivité nous avonsrp(z) C N7 ;

2. —{(x, L), (%, L)} € A’ Par construction ;

-A{(,7), (Y2,%) ..., (U, T)} € A ldem;

- {(71,2), (@3, ),..., (T )} C A Nous savons par hypothése que(x) = {71,737 ..., T5}
et que{exp(x),z} C 7'. D'ou {(Z7, 2), (T2, x), ..., (Tx,x)} C A par définition du graphe
d’implications. Puisqued C A’, nous obtenons par transitivité de I'inclusion le résulést
compté;

3. Ve eN,siz#zeta=N{yeN|(y,z) € A} = L alorsa VvV z € X et est unisatisfaite en.

D’apres la proposition6.4, Vy € N tel quey # z etcla(y) # L nous avons_lZ(y) unisatisfaite

par Z eny. Par construction d&/£ et G7 5, la proprieté précedente est vérifiee.

Exemple 6.7.Reprenons I'exemplg. 1 et les interprétations partielles dérivées obtenues dasgxem-
ples6.5et6.6. Nous pouvons alors étendre les graphes d’implicatione@és a ces deux interprétations
en deux graphes conflits schématisés dans les figugfa) (ordre lexicographique inverse) & 3(b)
(ordre lexicographique).
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(b) Ordre lexicographique

FIGURE 6.3 — Graphe conflit construit a I'aide de la propagationairet Les nceuds losanges et les arcs
en pointillés représentent respectivement les nceudsatdesjoutées au graphe d’implication classique
afin de I'étendre en un graphe conflit.

Comme nous pouvons le voir sur I'exemple précédent deuxeagnt survenir lors de la construc-
tion du graphe d’implication lié a l'interprétation patteedérivée. Dans le premier cas (figue3(a),
l'interprétation partielle dérivée conduit a un conflit eéteuanalyse de conflits classique peut étre ef-
fectuée. Dans second le cas, c’est-a-dire lorsque l'indéapon partielle dérivée diverge sur au moins
un littéral ¢ (figure 6.3(b), une raison pour le littérah? est ajoutée artificiellement permettant ainsi
d’'effectuer de nouveau une analyse de conflits traditidenel

Il est important de souligner gu'il n’est pas toujours pbksid’étendre un graphe d’'implication issu
d’'une interprétation partielle dérivée en un graphe corflit effet, comme nous pouvons le voir dans
I'exemple suivant, dans certaines configurations il estoissfble de trouver une clause unisatisfaite par
l'interprétation compléet& pour le littéral conflit.

Exemple 6.8. Considérons la formul& = {(a V b),(-a V =b),(—c V a),(-c V b),(e Vd)}, T =
{=a,—b, c,d, e} une interprétation compléte conflictuelledet [c, a, b, d, e] une séquence de décision.
L'interprétation partielle dérivée obtenue a partir destZ’ = {(¢),a} etle littéral conflit est. Comme
nous pouvons le voir il n'existe aucune clausedenisatisfaite par l'interprétation compléeté ena.
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Cependant, comme il est énoncé dans la propriété suivargst foujours possible d'étendre un
graphe d’'implication obtenu a partir d'une interprétatigartielle dérivée en un graphe conflit sur le
littéral conflit lorsque I'interprétation compléte utiéis pour construire l'interprétation partielle dérivée
se trouve dans un minimum local.

Propriété 6.6. Soient: une formuleCNF, Z une interprétation compléte conflictuelle construite Byr
7’ une interprétation partielle dérivée telle queest le littéral conflit. SIZ se trouve dans un minimum
local alorsJa € ¥ unisatisfaite parZ enz.

Preuve 6.6. Raisonnons par I'absurde et supposons @uec ¥ unisatisfaite en: par I'interprétation

Z. Par définition de linterprétation partielle dérivée € Z. SoitZ, I'interprétation voisine deZ qui
consiste a inverser la valeur de vérité de la variablelansZ. Puisqu'il n’existe aucune clause d&
unisatisfaite enc par l'interprétationZ, {« € X|Z, £ a} C {«a € X|Z | «}. D'apres la proposition
6.335 € X falsifiée parZ telle que—x € 3 et par conséquerit, = 8. Doncs ¢ {« € X|Z, F a}

et par conséquent le nombre de clauses falsifiéesZpest strictement supérieur au nombre de clauses
falsifiées parZ,.. Absurde puisqué se trouve dans un minimum local.

L'algorithme 6.3illustre une analyse de conflits basée sur la notion d’inégtion partielle dérivée.
En plus d’analyser et d'extraire urogood cette fonction ajuste les littéraux qui different entiater-
prétation compléte et l'interprétation partielle dérivBe cette maniére, aprés I'appel de cette fonction,
la formule obtenue par propagation unitaire des littéraeiXehsemble conflit est cohérente (modulo la
propagation unitaire).

Algorithme 6.3 : Analyse de conflit a partir d’'une interprétation partialiérivée
Données X une formule e une interprétation compléte conflictuelle se trouvant dans
minimum local
Résultat: 8 une clause impliquée par et I'interprétationZ modifiée

1 Début
2 | a— 1; / = la clause conflit * [
3 | B+ 1; /* la clause retournée * [
a4 | T «+— 0 / = Interprétation partielle dérivée */
5 | §<«— 0 /= la derniére séquence de décision propagation * [
6 | tantque (Z' C7)et(a = 1) faire
7 ¢ «—choixLittéral( Z\T); / = littéral non affecté */
8 T +— T'u {4}
9 a <—propagationUnitaire( »,7.8) &
10 | sia# 1 alors
11 \ £ +—analyseConflit( .7 a); / = clause assertive * [
12 | sinon

[+ littéral qui differe entre les interprétations 7 et T * [
13 z; € 8 = ((2)w1,32,...,2,) tel que—z; € TetP), 1 < j <i,~x; €T;
14 ~ +— v € Y telle quey est unisatisfaite paf enz;;
15 3 +—analyseConflit( X, T nxi, o, v]) ; / + clause assertive */
16 | Z+—T'u{teTtelque~l &1}, / » modification de T
17 | retourner j;
18 Fin

a. LafonctionpropagationUnitaire est modifiée pour retourner la séquence de décision prapagat
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Cet algorithme prend en entrée une formilsous CNF ainsi qu’une interprétation complétee
trouvant dans un minimum local (nécessaire pour étre sGodeqr étendre le graphe d’'implications en
un graphe conflit). En sortie, elle modifie I'interprétatidr(ligne 16) et retourne une clause impliquée
parX (ligne 17). Apreés la partie initialisation (lignes 2-5)nterprétation partielle dérivée est construite.
Pour cela, tant qu’un conflit n'a pas été obtenu par propagathitaire (ligne 9) et que l'interprétation
partielleZ’ est incluse dang, un littéral ¢ est choisi afin d’étendre l'interprétatioff et la propagation
unitaire est effectuée (ligne 7-9). Le littératst sélectionné a I'aide de la fonctiohoixLittéral
parmi I'ensemble des littéraux den’apparaissant pas dams(ligne 7). Cette fonction, pour notre étude
expérimentale qui est reportée dans la seddi@?2.2 utilise le méme principe quesips (voir 3.1.4.3
pour choisir la prochaine variable a affecter (pondératies variables lors de I'analyse de conflits).
Une fois l'interprétation partielle dérivée calculée, deas sont a considérer : (i) soit la clauseest
différente deL (un conflit est obtenu par propagation unitaire) et une aaatle conflits classique basée
sur la notion deuiP peut étre effectuée (ligne 10-11) ; (i) soit le graphe dlicgtions induit parZ’ est
étendu en un graphe conflit et une analyse de conflits classisfuaussi effectuée (ligne 12-15). Dans
les deux cas, l'interprétation compléte est modifieed 7) et lenogoodobtenu par analyse de conflits
est retourné.

6.2 Ajout de clauses dans un solveur de typ&/SAT

Dans cette section, nous présentons une approche devsgoe(voir section2.1.3 ou une méthode
d’analyse de conflits a été ajoutée afin de sortir des minigeuba Une fois cette derniére définie, nous
étudions expérimentalement son comportement vis-a-gisldex méthodes d’analyses de graphe conflit
présentées précédemment.

6.2.1 cDLS : algorithme

Nous proposons d'intégrer les deux procédures d’analyde @nstruction de graphe conflit définies
dans la section précédente au sein d’'un solveur dewgrer. Cette méthode, nommémLs (Conflict
Driven for Local Searc)) consiste a effectuer une analyse de conflit lorsqu’un mmimn local est at-
teint par la recherche locale. Une fois cette derniére ®féex; la clause obtenue est ajoutée a la base
de connaissance et le poids des littéraux de celle-ci eshent® (hakecount et breakcount, voir
2.1.4 dans le but de sortir du minimum local. L'algorithréet donne un schéma de cette approche. |l
prend en parametre une CNFainsi que deux entiersiax Reparations et max Essais représentant
respectivement le nombre de réparations et le nombre ibemsimrisée pour la recherche locale. Il peut
retourner trois valeursvrai ,faux ouéchec , selon que le probléme a été montré satisfaisable, insat-
isfaisable ou s'il est impossible de conclure. Cet alganighreprend le schéma de base de I'algorithme
WSAT (voir algorithme?2.3). La différence entr&DLS et WSAT se situe au niveau du critére d’échappe-
ment. Contrairement a la méthode de base deux situationsxsmmsidérer en fonction du résultat de
I'évaluation du prédicataireAnalyse . Si ce dernier retournaux un critére d’échappement clas-
sigue est utilisé (recherche locale classique, lignes4)1-Hans le cas ofaireAnalyse est évalué a
vrai la fonctionanalyseGrapheConflit est appelée afin d'analyser et d’'apprendre une nouvelle
clausea (suivant I'un des schémas d’apprentissage présenté m@ogent). Si cette derniére est égal
a la clause vide, le probléme est montré insatisfaisablaust est retourné (ligne 9). Sinon, la clause
« est ajoutée a la base de clauses apprises (ligne 10). ComméepaolveursAT modernes, la fonc-
tion réductionClausesApprises (permettant de réduire la base de clauses apprises) est@appe
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lorsquefaireRéduction retournevrai (ligne 15-16).

Algorithme 6.4 : cDLS
Données: X une formule, deux entiersax Reparations etmaxEssais
Résultat: vrai sila formuleX est satisfiablefaux si la formule est prouvé insatisfiable et
échec s'il estimpossible de conclure

1 Début

2 | A+— 0 / = I'ensemble de clauses apprises * [

3 | pouride0amaxFEssais faire

4 7 <— une interprétation compléte générée aléatoirement;

5 pour j de 0 Amax Reparations faire

6 Si (eval(¥ U A,Z) = 0) alors retourner vrai ;

7 si faireAnalyse() etZ se trouve dans un minimum loéahlors

8 a +—analyseGrapheConflit( SUATD;

9 si (o = L) alors retourner faux ; | » probléme incohérent */
10 A+— AUaq; / = apprentissage * [
11 sinon

/ = recherche locale classique */
12 « <— une contrainte au hasard parmi les contraintes falsifiées;pa
13 Si (3Z. € Nwsar(Z, a) telle quediff (X U A,Z,Z.) > 0) alors Z +— Z,;
14 sinon 7 <— interprétation choisie suivant un critére d’échappement;
15 si faireRéduction() alors
16 LréductionCIausesApprises( A);
17 | si(eval(F,Z) = 0) alors retourner vrai
18 | retourner échec ;

19 Fin

a. Nous considérons un minimum local paesAT

Dans la suite, nous présentons la fonctiéductionClausesApprises ainsi que les prédicats
faireRéduction etfaireAnalyse laissés en suspens lors de cette description.

6.2.1.1 Nettoyage de la base de clauses apprises

Pour la stratégie de nettoyage de la base de clauses apmisesvons choisi de conserver princi-
palement les clauses utilisées par la recherche locale.detay un compteur initialisé a 1 est associé a
chaque clause lors de leur création (ligne 8). Ensuitegloume clause est choisie (ligne 11) son poids
est incrémenté. Les clauses supprimées sont alors cellestyun poids égal a zéro. Aprés cette étape
de suppression, le poids de toutes les clauses est divisiepar De cette maniére, le poids des clauses
fréquemment utilisées au début de la recherche et qui nghmnttilisées sont supprimées.

6.2.1.2 Fréquence de nettoyage de la base de clauses apprise

Nous avons choisi pour la fréquence de nettoyage de la bastaases apprises d’employer le
méme principe que celui utilisé dans le cadre des solvearsmodernes. Plus précisément, le prédi-
catfaireRéduction est évalué de la méme maniere que pour le soleewcose(voir 3.1.5.3. La
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base de clauses apprises est réduite lorsque le nombreudeslgoutées depuis le dernier nettoyage est
supérieur a000 + 1000 x x ol x représente le nombre d’'appels a la fonction de réduction.

6.2.1.3 Appel ala fonction d’analyse de conflits

Lorsqu’une nouvelle clause est ajoutée a la base le paysagecterche exploré par la méthode
de recherche locale est modifié. Afin de pouvoir profiter déecebuvelle information, il peut étre
intéressant de permettre a la recherche locale d’effectnerertain nombre de réparations avant de
considérer qu’'elle se trouve en situation d'échec. Pour, gedus considérons deux variables entiéres
nbMinimum et bornMinimum représentant respectivement le nombre de minima localcongns
depuis le derniere appel a la fonctianalyseGrapheConflit et le nombre de minima locaux a
partir duquel la recherche locale est supposée étre enuttiffid.e prédicafaireAnalyse consiste
alors aretournevrai  sinbMinimum > bornMinimum etfaux sinon.

6.2.2 Etudes expérimentales

Nous étudions les performances de notre soh@Enis vis-a-vis des deux implémentations de la
fonction analyseGrapheConflit présentées précédemment (chemin critique et interpyétptr-
tielle dérivée). Pour chacune des deux versions nous émidiférentes propositions en relation avec les
prédicatfaireRéduction etfaireAnalyse . Les solveurs résultants sont NOERL S, paiyse,b,nb)

ol : analyse est soitdérivée (6.1.3 soitceritique (6.1.2 en fonction que I'analyse du graphe conflit im-
plémentée est basée sur la notion d'interprétation plartiérivée ou de chemin critique respectivement ;
b est une variable booléenne stipulant si la version du sob@usidérée effectue ou non le nettoyage de
la base de clauses apprises;est la valeur d'initialisation de la variabbern Minimum. Par exemple,
CDLS(critiquevrai ,1000) Signifie que la version depLs testee initialisehorn Minimum a 1000, utilise

la notion de chemin critique pour effectuer I'analyse dupbeaconflit et effectue le nettoyage de la base
clauses apprises. En ce qui concerne le critere d’échappdiigne 14 de I'algorithme), nous avons
choisi d'utiliser le stratégie LK SAT. Par la suite, nous notonsAMK SAT les versions de&DLS qui
n'utilisent pas I'analyse de conflitOLS qa1yse,b,00)) -

L'ensemble des résultats expérimentaux reportés dansageticha été obtenu sur un Quad-core
Intel XEON X5550 avec 32Gb de mémoire. Le temps CPU a étédidi®00 secondes. Les instances
utilisées sont issues de la compétitiagst 2009 ( D9Elles sont divisées en
trois catégories crafted (281 instances), application (292) et aléatoire (570)td®ges instances sont
prétraitées par SELITE ( )%

6.2.2.1 cbDLs : analyse de conflits basée sur la notion de chemin critique

Nous reportons dans un premier temps les résultats obtamumize méthode utilisant la notion de
chemin critique dans le cas ou la base de clauses apprisgpanettoyée. Nous présentons ensuite les
résultats obtenus lorsque le nettoyage de la base de clapggses est effectué.

Sans réduction de la base de clauses apprises.e tablealb.1reporte les résultats obtenus par les dif-
férentes version deDLs n'effectuant pas de nettoyage de la base de clauses apgrrigéisant la notion

de chemin critique. Sur ce tableau, nous pouvons voir quésestats obtenus par la meilleure version de
CcDLS sont globalement identiques a ceux obtenus par la méthodecterche locale. Néanmoins, nous
remarquons que notre approche permet de résoudre légérphaemd’instances structurées et un peu
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moins d’'instances aléatoires. Nous pouvons aussi remagqgeda valeur de la variablernMinimum
influe grandement sur les performances de la méthode.

Application Crafted Aléatoire Total
Méthode|| SAT | UNS| TOT || SAT | UNS| TOT || SAT | UNS| TOT || SAT | UNS | TOT

WALK SAT || 3 3 6 38| 1 39| 76| O 76 || 117 4 | 121
CDLS(critique,faux ,0) || 4 4 8 20| 2 22 || 54| O 54 || 78 | 6 84
CDLS(critique,faux ,100) || 7 3 10 | 29| 2 31| 5| O 59 || 95| 5 | 100
CDLS(critique,faux ,1000) || 2 3 8 37| 2 39| 67| O 67 ||109| 5 |114
5 3 8 39| 2 |41 72| O 72 || 116 5 | 121

CcD Ls(critique,faux ,5000)

TABLE 6.1 — Résultat obtenus pabLs sans réduction de la base de clauses apprises et avec uygeanal
de conflits basée sur la notion de chemin critique.

Remarquons tout de méme que, bien que les résultats obtenastfe version deDcCL ne sont pas
meilleurs (en terme de nombre d'instances résolus) que thaté de recherche locale classique, nous
pouvons voir sur la figuré.4 que notre méthode est plus rapide (plus de points sous larthés) que
WALK SAT.
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FIGURE 6.4 — Nuage de points : M/K SAT VErSUSCDLS ¢y jtique faux ,5000)- UN point (temps WLK SAT,
teMPSCDLS ¢y itique,faux ,5000)) FEPOItE sur le graphique correspond au résultat obtenehzaun des
solveurs sur une instance.

Avec réduction de la base de clauses apprisedNous reportons dans le tabledu2 les résultats obtenus
par différentes versions debLs n'effectuant pas de nettoyage de la base de clauses apetistis
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Chapitre 6. Analyse de conflits et recherche locale

isant la notion de chemin critique. Sur ce tableau nous pmivoir que la meilleure version deLS
(CDLS(critique,vrai ,5000)) PErmet de resoudre globalement plus d'instances que leodetde recherche
locale classique. De plus, il est important de noter qu’'ues wersions permet d’obtenir les mémes

performances que la méthode de recherche locale classiglessnstances aléatoires.

Application Crafted Aléatoire Total
Méthode|| SAT |UNS| TOT || SAT | UNS| TOT || SAT | UNS| TOT || SAT | UNS| TOT
WALK SAT || 3 3 6 38| 1 | 39| 76| 0 | 76| 117| 4 |121
CDLS(critiquevrai ,0) || © 4 | 10| 20| 2 | 22| 64| O | 64| 9 | 6 | 96
CDLS(critiquevrai ;100 || © 3 9 30| 2 | 32| 76| 0 | 76 | 112| 5 |117
CDLS(critiquevrai ,1000) || © 3 9 38| 2 | 40| 73| O | 73| 117| 5 |122
CDLS(critiquevrai ,5000) || D 3 8 44 | 2 | 46 || 72| O | 72| 121| 5 | 126

TABLE 6.2 — Résultat obtenus papLs avec réduction de la base de clauses apprises et avec uypseanal

de conflits basée sur la notion de chemin critique.

Comme pour la méthode n’effectuant pas de nettoyage de éadeaslauses apprises, nous pouvons
voir sur la figure6.5qu’ajouter notre technique d’analyse de conflits au sein dek/$AT permet d’étre

plus rapide.
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FIGURE 6.5 — Nuage de points : MK SAT VersusCDLS ¢ itiquevrai ,5000)- UN point (temps WLK SAT,
temMpPSCDLS ¢ itiquevrai ,5000)) FEPOItE sur le graphique correspond au résultat obtenehzaun des

solveurs sur une instance.

142




6.2. Ajout de clauses dans un solveur de tyysaT

Discussion L'étude expérimentale que nous venons de conduire a pemmsettre en évidence I'im-
portance de la réduction de la base de clauses apprises atvadelr d'initialisation de la variable
bornMinimum. En effet, nous avons pu voir que pour chaque catégorietdhoss il existe une valeur
optimale de la variabléornMinimum. En ce qui concerne le nettoyage de la baseagpods nous
avons pu voir au travers des deux tableabid €t 6.2) que I'effectuer permettait d’étre plus efficace. Ce
résultat n'est pas surprenant puisque la taille de la foermflue énormément sur les performances de
la méthode de recherche locale (I'inversion de la valeurétiéévd’une variable est plus colteuse) et par
conséquent sur les performances de notre solveur.

Un autre point important de cette étude concerne I'appoitatialyse de conflits basée sur la no-
tion de chemin critique. Nous avons pu voir lors de ces erpmEntations que, bien que notre méthode
permettait de résoudre plus rapidement, le gain obtenureretde nombre d’instances résolues était
marginal (5 instances résolus en plus). Ce résultat peuasrtie @tre expliqué par le fait que la méthode
d’extraction denogoodprésentée passe beaucoup de temps au calcul d’'un chentonegbmplet et
donc n’effectue que trés peu de réparations.

6.2.2.2 cDLS : analyse de conflits basée sur la notion d'interprétation peielle dérivée

Dans cette partie, nous étudions les performances obt@and'approchecbLs utilisant la notion
d’interprétation partielle dérivée. Cette étude est mateenaniére a considérer le cas ou la base de
clauses apprises est nettoyée et le cas ou elle ne I'est pas.

Sans réduction de la base de clauses apprisese tableau6.3 reporte les résultats obtenus par dif-
férentes version debpLs n'effectuant pas de nettoyage de la base de clauses apgptisgitisant la
notion d’interprétation partielle dérivée afin d’analyseigraphe conflit. Sur ce tableau, nous pouvons
voir que les résultats obtenus quelle que soit la versionodes considérée sont globalement supérieurs
a ceux obtenus par la méthode de recherche locale. De plus paoivons voir que notre méthode per-
met d'augmenter systématiquement le nombre d’instancdues et cela quelle que soit la catégorie
d’'instances considérée. En effet, nous pouvons voir queiyaicement aux versions deDLS basées
sur la notion de chemin critique, I'analyse du graphe cobéliée sur la notion d’interprétation partielle
dérivée permet d'accroitre les performancesdes sur les instances aléatoires (2.5 fois plus d’'instances
aléatoires résolues). Concernant la valeur d'initialisatle la variablébornMinimum, NOUus pouvons
voir sur ce tableau gu’elle influe de maniére encore plus feste sur les performances de la méthode
que lors des deux derniéres expérimentations (@diret 6.2). Nous pouvons effectivement voir que,
pour certaines catégories de problémes, le nombre d'icessarésolues peut étre jusque deux fois plus
important en fonction de la valeur d'initialisation de lariadle bornMinimum choisie (application :

23 — 57, crafted: 41 — 72 et aléatoire 137 — 192).

Application Crafted Aléatoire Total
SAT |UNS| TOT || SAT |UNS| TOT || SAT | UNS| TOT || SAT | UNS| TOT
WALK SAT || 3 3 6 38| 1 | 39| 76| 0 | 76 ||117| 4 | 121
CDLS(dérivéefaux ,0) || 27 | 30 | 57 || 31| 10 | 41 || 137 O |137| 195| 40 | 235
CDLS(dérivée faux ,100) || 19 | 19 | 38 || 52 61 || 180 O | 180| 251| 28 | 279
CDLS(dérivée faux ,1000) | 17 | 10 | 27 || 57 65 ||192| 0 | 192 266| 18 | 284
CDLS(dérivée,faux ,5000) | 16 | 7 | 23 || 65 72 ||184| 0 | 184 265| 14 | 279

~ 00 ©

TABLE 6.3 — Résultat obtenus pabLs sans réduction de la base de clauses apprises et avec uygeanal
de conflit basée sur la notion d’interprétation partiellewde.

143



Chapitre 6. Analyse de conflits et recherche locale

Nous reportons dans la figuéeb une comparaison entre la meilleure versiorcoes et WALK SAT.
Les résultats reportés sont sans équivoque puisque, erd@lussoudre davantage d’instances, notre
méthode permet dans 90% des cas de déterminer plus rapidiansatisfaisabilité d’'une formule que la
méthode de recherche locale classique.
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FIGURE 6.6 — Nuage de points : MK SAT VErsusCDLSj¢yjvée faux ,1000)- UN point (temps WLK SAT,

teMPSCDLS g¢pivée faux ,1000)) 'EPOrte sur le graphique correspond au résultat obtenehgmun des
solveurs sur une instance.

Avec réduction de la base de clauses apprisesNous reportons dans le table@du les résultats obtenus
par différentes versions depLs utilisant la notion d’interprétation partielle dérivé el ta base de
clauses apprises est nettoyée. Sur ce tableau, nous powiogse cette version deDLS obtient sensi-
blement les mémes performances que la version étudiéeder@odent et qui n’effectue pas de réduction
de la base deogoods Cependant, il est important de noter que, comme pour ldaovede cDLS basée
sur la notion de chemin critique, le nettoyage de la base aések apprises permet d’améliorer les
performances de notre méthode.

Application Crafted Aléatoire Total
Méthode|| SAT | UNS| TOT || SAT | UNS | TOT || SAT | UNS| TOT || SAT | UNS | TOT
WALKSAT | 3 3 6 38| 1 | 39| 76| 0 | 76 | 117 4 |121
CDLS(dérivéerai ,0) || 27 | 35 | 62 || 36 | 10 | 46 || 157| O |157| 220| 45 | 265
CDLS(dérivéevrai ,100) || 19 | 23 | 42 || 57 | 9 | 66 || 195/ O |195| 271| 32 | 303
CDLS(gérivéevrai ,1000) || 21| 11 | 32 | 59 | 9 | 68 || 188| O |188]| 268| 20 | 288
CDLS(gérivéerai 5000y || 17| 8 | 25| 64 | 7 | 71| 188| O |188| 269| 15 | 284

TABLE 6.4 — Résultat obtenus pabLs avec réduction de la base de clauses apprises et avec uyseanal
de conflits basée sur la notion d'interprétation partieeweée.
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6.2. Ajout de clauses dans un solveur de tyysaT

Pour terminer, nous reportons dans la figbirél'’étude comparative entre MUK SAT et la meilleur
version decbLs. Sur cette figure, hous pouvons voir gue, comme pour lessaugesions decDLS
étudiées, notre approche permet de résoudre les instansampidement.
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FIGURE 6.7 — Nuage de points : WK SAT VersusCDLS g ivéevrai ,100)- UN point (temps WWLK -
SAT, tempSCDLS g¢rivéevrai ,100)) FEPOrte sur le graphique correspond au résultat obtenehzaun
des solveurs sur une instance.

Discussion Nous avons pu voir lors de ces deux derniéres expérimensatjae la version depLs
utilisant la notion d’'interprétation partielle dérivéetigimt systématiquement de meilleures performances
que la méthode de recherche locale M/ SAT. De plus, nous pouvons aussi remarquer gue, comme
pour la version decbLs basée sur la notion de chemin critique, le nettoyage de la dasclauses
apprises ainsi que la valeur d’initialisation de la vargdial-n M inimum ont une grande influence sur les
performances globales de la méthode. Ceci peut étre e¥pligule fait que, quelle que soit la méthode
d’analyse du graphe conflit considérée, les arguments ésatans la discussion précédente sont encore
valables. Pour terminer, il est important d’insister suiaieque cette version debpLs permet de monter
I'insatisfaisabilité de prés de 45 instances (dont 35 datégorie application).

6.2.2.3 Synthése

Lors de cette premiére série d’expérimentations, noussagarvoir que, quelle que soit la méthode
d'analyse du graphe conflit considérée, le solvents permettait de résoudre plus efficacement les

145



Chapitre 6. Analyse de conflits et recherche locale

problémes structurés. Ces expérimentations ont aussigpdammettre en évidence I'impact de la méth-
ode de réduction de la base megoodset de la valeur d'initialisation de la variabbern Minimum sur
les performances générales de I'algorithom.s.

En ce qui concerne la version d®Ls utilisant la notion de chemin critique, bien que le bilan en
nombre d’instances résolues soit mitigé, les premierdtedéswbtenus sont trés encourageant. En effet,
malgreé le fait que le temps nécessaire pour I'extraction degoodsoit important, cette version a montré
gu’elle permettait de résoudre plus rapidement les ins&ptcela quelle que soit la catégorie.

Finalement, ces expérimentations ont aussi permis de enattrexergue le fait que la version de
CDLS basée sur la notion d'interprétation partielle dérivéaenttitde bon résultats. Afin de vérifier si
cette approche est compétitive, nous effectuons dans ti@asetivante une étude comparative entre la
meilleure version d€DLS (CDLS(gerivee,vrai ,100)) €L UN ensemble de solveurs de I'état de I'art. Dans la
suite de ce chapitre et afin d’alléger les notations, nousnsatimplementDLS la méthode représentée

parcb LS(dérivée,Vrai ,100)*

6.3 Etude comparative

Dans cette section, nous comparats.s avec certains solveurs de I'état de I'art. Plus précisément
notre approche a été comparée avec :

— deux méthodes de recherche locale :

1. ADAPTG?WSAT ( );
2. GNOVELTY+ ( e
— trois approches hybrides :
1. HYBRIDGM ( );
2. HINOTOS( )
3. cLs( )43

— une approche complétenNISAT (

Le tableaws.5résume, sur les trois catégories d'instances de la conmpéiaT 2009, les résultats de
cDLS et des solveurs énumérés précédemment. Rappelons, tbotdlgueaDAPTG? W SAT et GNOV-
ELTY+ sont des méthodes qui ne peuvent répondre qu’a la satisii#tis d’'une instance. Notons aussi
gue la seule méthode similaire a la notre @ss (voir 4.3.1.). En effet, les autres approches sont soit

des méthodes basées sur une méthode complgtetos, MINISAT etHYBRIDGM), soit des méthodes
de recherche locale classique.

Application Crafted Aléatoire
Méthode || SAT | UNS | TOT || SAT | UNS | TOT || SAT | UNS | TOT || Total

ADAPTG?WSAT 8 3 11 68 1 69 294 0 294 || 374
GNOVELTY+ 7 3 10 54 1 55 281 0 281 346
CDLS 19 23 42 57 9 66 195 0 195 || 303

CLS 5 4 9 28 3 31 140 0 140 || 180

HYBRIDGM 5 3 5 51 5 56 294 0 294 || 353

HINOTOS 39 68 107 69 36 105 65 11 77 288
MINISAT 68 106 | 147 72 27 99 3 0 3 249

TABLE 6.5 — Comparaison du solveapDLs vis-a-vis d’'un ensemble de solveurs de I'état de I'art. Pour
chaque catégorie de probleme et pour chaque solveur, npagaes le nombre d'instances satisfais-
ables, insatisfaisables et total résolues.
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6.3. Etude comparative

En ce qui concerne la catégoomftedl’analyse du tablea.5indique que, les solveursINISAT et
HINOTOS (lequel est basé swmiINISAT 1.4) mis & part, notre approche est compétitive et résostlden
ment le méme nombre d’instances que les approches de reeHeoale récentes. Nous pouvons aussi
voir sur ce dernier que notre méthode est sensiblementaurtliquecLs sur ce type d’instances (deux
fois plus d’instances résolues).

Pour les instances de la catégorie applicatom, s résout deux fois plus d'instanceaT que les
solveurs stochastiques classiques et quatre fois plusaquéthodecLs. De plus, notre méthode permet
aussi de résoudre plus d’'instances insatisfaisables tgedegniére. Ces résultats montrent que I'analyse
des conflits dans le cadre de la recherche locale, telle queltavons défini précédemment, permet de
résoudre des instances structurées, gqu'elles soienfassdises ou pas.

Au niveau des instances aléatoires satisfaisakiless est moins efficace que les solveurs stochas-
tiques etHYBRIDGM (solveur hybride basée surA®CH;, et GNOVELTY+, et qui est dédié a la réso-
lution d’'instances aléatoires). Ceci peut s’expliquemé’ypart par le fait que la construction du graphe
conflit est colteuse en temps et qu’elle ralentit notre mithBe ce faitcbLs parcourt moins d'inter-
prétations que les autres méthodes de recherche localeatarmbins de chance de trouver un modeéle.
Et, d'autre part, par le fait que notre de méthode de reckemtale (WALK SAT) a des performances
largement en deca des meilleurs solveurs de rechercheldééhnmoins, malgré cela nous pouvons
Voir que notre solveur est plus compétitif qUeNISAT, HINOTOS et surtoutcLs.

Pour terminer cette étude comparative, nous reportonslddiggire 6.8 le nuage de points perme-
ttant de comparer, en terme de temps de résolution, lesusslees et cbLs. Sur cette figure nous
pouvons clairement voir que notre méthode résout sensiiiepius d’instance queLs et surtout plus
rapidement (beaucoup plus de points se trouvent en desedaslgonale).
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FIGURE 6.8 — Nuage de pointscLsS versuscDLS. Un point (tempsCcLS, tempscDLS) reporté sur le
graphique correspond au résultat obtenu par chacun desuselsur une instance.
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6.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle approchesqair des minima locaux dans le
cadre des méthodes de recherche locale paur Notre approche est basée sur une extension de I'-
analyse des conflits utilisée par les solvesiks modernes complets. L'objectif est double : améliorer
les méthodes de recherche locale sur les problemes s&satrépondre a un des challenges les plus
importants de la communaug&T, a savoir, proposer une méthode incompléte efficace répbadan-
satisfaisabilité d’'une formule. Les premiers résultattenbs sur un large panel d'instances sont trés
encourageants. En effet, notre solveurLs est capable de résoudre des instances insatisfaisables, de
plus, il est beaucoup plus efficace que les autres méthodexkierche et méme que certains hybrides
pour résoudre des problemes de la catégorie applicatianmiéns,CDLS n'obtient pas encore les per-
formances des meilleures approclmscL. Cette différence de performance mesure tout I'effortiqu’i
reste a fournir sur le développement de cette méthode. kesspijue nous envisageons d’explorer dans
I'avenir sont multiples.

La premiere piste que nous souhaitons explorer concernaléairvd’initialisation de la variable
bornMinimum. En effet, nous avons pu voir lors la présentation des @suéxpérimentaux que la
valeur optimale de cette derniére varie fortement par rd@pta catégorie d'instances considérée. Par
la suite, nous comptons proposer une méthode permettanitialiser cette valeur dynamiquement en
fonction du type d’instances a résoudre. Pour cela, nousageons dans un premier temps d’étudier le
mécanisme de sélection de méthodes implémenté dans leiseeZILLA ( ).

Lors de I'étude comparative nous avons pu estimer a quet f@sirperformances de notre méthode
de recherche locale était en deca des performances obteauks meilleures méthodes de recherche
locale. Cependant, nous avons pu constater que malgré a&a solveurcDLS obtient des résultats
trés honorables. Par conséquent, il serait intéressanteffergnotre analyse de conflits a d’autres types
d’algorithme de recherche locale, comam®APTG?WSAT, afin d’améliorer leur performance.

En ce qui concerne I'exploitation de la notion de cheminiqui¢ plusieurs pistes peuvent étre ex-
plorées. Par exemple il pourrait étre intéressant de rédmitaille de la séquence de clauses retournées
par la fonction d’extraction de chemin critique (algorithi®.1) et par conséquent le nombre de réso-
lutions effectuées par la méthode d’extractionndgood(algorithme6.2). Nous envisageons aussi de
proposer une heuristique afin de sélectionner les clausseqes dans le chemin critique (a I'heure
actuelle ce choix est effectué de maniere aléatoire). Rouamiter, nous étudions aussi la possibilité
d’apprendre un ensemble de clauses plut6t qu’'une seul@nSemnble pourrait par exemple étre obtenu
en considérant toutes ou certaines clauses obtenues phtigslors du processus d’extraction de-
goods

Une autre piste sur laquelle nous envisageons de travesidiée a la stratégie de nettoyage de la
base de clauses apprises utilisée dans le cadre du sawvest En effet, & la vue des différences de
performances obtenues par les différentes versionndss utilisant ou pas la stratégie de nettoyage de
la base de clauses apprises, il n'est pas envisageable dessergle cette fonction. Cependant, il est
trés difficile de savoir quelle clause sera utile a l'avertipar conséquent quelles sont les clauses a
conserver. La méthode que nous proposons dans ce chapibaség sur le principe que si une clause
n'est pas falsifiée lors du processus de recherche locale elle n'a pas de raison d'étre conservée.
Comme nous avons pu le voir, cette méthode obtient de bonkatsspuisqu’elle permet d’améliorer
systématiquement les performancesate s. Néanmoins, cette derniére ne permet pas de prendre en
compte le fait que le probléme est de grande taille (phaseedeedte trés longue) ou le fait que la
méthode de recherche locale reste engluée dans certaimar(supprimer les clauses n'appartenant
pas a ces minima peut accentuer le phénomene).
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6.4. Conclusion

Pour terminer, notons que bien que capable de montrer quiistence n'admet pas de modéle,
I'approchecDLs basée sur la notion d'interprétation partielle dérivééergscompléte. Dans le chapitre
suivant, nous étendons la notion d’interprétation pdetidérivée et proposons un modeéle algorithmique
hybride coopératif basée sur cette derniére.
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Solveur hybride pour la résoluti

pratique desAT
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BIEN QUE I'approchecbLs, introduite dans le chapitre précédent, soit capable deneroqu’une in-
stance n'admet pas de modéle, elle reste incompléte. Dafspére, nous proposons une nouvelle
approche hybride, nomméenxgBHys (SAT Hybrid Solver pour le probléeme de la satisfiabilité propo-
sitionnelle. Cette approche combine la recherche localeefolveurcbcL. Le solveur de recherche
locale est le caeur deaSHYs et appelle le solveurDcL pour fixer I'affectation d’'un ensemble de vari-
ables lorsqu’'un minimum local est atteint. Les deux moteattaborent étroitement et échangent des
informations utiles I'un pour I'autre. Pour des instancass§iables le fait de fixer des variables revient a
les considérer comme tabou. Dans le cas ou l'instance edtdfiable, les informations obtenues par la
recherche locale permettent au solveoicL de focaliser sa recherche sur un sous-ensemble de formules
insatisfiables.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Apres iahritifiées les informations a partager
entre les deux méthodes, nous décrivons de maniéere fornathe solveur hybride & Hys. Avant de
conclure et de donner quelques perspectives, nous étushpdsimentalement I'influence de la méthode
de recherche locale et I'apport de I'échange d'informatidans notre solveur. Nous terminons cette
étude en comparant notre solveur et d'autre solveurs ax tiétl'art.

Ces travaux ont fait I'objet de plusieurs publicatiorsi(

) ic0).
7.1 Echange bidirectionnel d'informations entre la recheche locale et

une approche de typecDbcCL

Comme nous l'avons souligné dans le chapitrda majorité des approches hybrides proposées
dans la littérature s’appuient sur un schéma intégratifosebinaisons (voir sectiof.3). Ces approches
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utilisent pour la plupart une des méthodes comme esclagst-a-dire que les informations échangées
ne circulent que dans un sens (vers le maitre). Bien que mdttleode soit aussi une approche intégrative
(le coeur de notre solveur est une recherche locale), nopsgwns un mécanisme ou chague méthode
apporte des informations utiles a I'autre. Pour cela, noasnsencons par identifier les informations qui
pourrait étre intéressantes de faire transiter.

7.1.1 Apport de la recherche locale pour une méthode de typepcL

Comme nous avons pu le voir lors de la description des algoes complets, les solveucdcCL
sont composeés de plusieurs éléments (heuristique de chaiaribles, heuristique de choix de polarité,
apprentissage, propagation unitaiet¢.). Ces derniers sont trés importants puisqu’ils conditét
les performances globales du solveur. Dans cette parties pposons deux approches basées sur la
recherche locale afin de guider un solvewrcL. La premiére approche consiste a utiliser la recherche
locale afin d'ajuster dynamiquement I'heuristique de cligixariables. Pour cela nous utilisons la notion
de variable frontiere introduite par ( ) :

Définition 7.1 (point frontiére ( Y. SoientX une formuleCNF et Z une interprétation
compléte (point) construite sur les variablesXld_'interprétationZ est un point frontiére si et seulement
sidl € Ly tel queVa € ¥ avecZ £ a nous avong € «. Le littéral ¢ est appelé littéral frontiere.

Exemple 7.1.Considérons la formul€NF X = {¢1, ¢2, ..., ¢11} telle que :

(251 : (—%'1 V —x9 V —%'3) (252 : (1‘1 V —xy V —\.%'5) o3 : (1‘2 V —\.%'1) P4 : (.%'4 V —xr V _‘1'6)
o5 : (23 V —xs) o6 : (x5 V —x7) o7 (26 V—wg) s (z7 V xg)
Qg : (.%'8 V —\.%'4) d10 : (1‘1 V —wg) o171 : (.%'7 V —\.%'9) d12 : (—\.%'1 V —xr V —%'9)

Soit I'interprétation complét& construite suy, telle queZ(x;) = T pour toutz; € Vs. L'ensem-
ble des clauses falsifiées paest{(—z; V —z2 V —z3), (-z1 V —x7V —x9) }. L'interprétationZ est donc
un point frontiere det et le littéral frontiére estz;.

Remarque 7.1(variable frontiére) ( ) montre que pour une interprétation complé&tegui
est un point frontiere d’'une formulg, si/ € Ly, est un littéral frontiére d& pour X alors I'interpré-
tation Z, qui consiste a inverser la valeur de vérité fldans l'interprétationZ est soit un modéle dg,
soit un point frontiere dé& tel que—/£ est un littéral frontiére. Dans le cas dliet —¢ sont des littéraux
frontiéres nous parlons de variable frontiére.

Exemple 7.2.Considérons I'exemple précédent, I'interprétatiby qui consiste a inverser la valeur de
vérité der; dansZ falsifie les clauseér, vV —xg) et(x; V —x4 V —x5). L'interprétationZ,, est donc un
point frontiére deX et par conséquent; est une variable frontiére.

Dans ( ¥, I'auteur montre qu’appliquer une méthode de résolutimssique tout en
focalisant les opérations de résolution sur les variabiestieres permet d’améliorer sensiblement la
gualité de la preuve par résolution, c’est-a-dire de ré&diairtaille de I'arbre de réfutation. Ce résultat
n’est pas surprenant puisque, comme I'énonce la propridtarge, les variables frontiéres sont étroite-
ment liées a la notion de noyau minimalement inconsistant.

Propriété 7.1. SoientX une formuleCNF inconsistante composée @&;,T's,...,I',,} noyaux mini-
malement inconsistant etune variable frontiére d&, alorsVi, 1 < i < n,3v € I'; telle quex € ~.
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Preuve 7.1.D’aprés la propriétél.4, si un probléme est inconsistant alors quelque soit I'iptétation
compléte considérée au moins une clause de chagueest falsifiée par cette interprétation. S@iun
point frontiére dex enzx. Puisque l'interprétatioriZ est un point frontiere d&, la variable z appartient
a toutes les clauses defalsifiées paiZ et par conséquent a au moins une clause de chagiede Y.

Puisqu’elles apparaissent dans tousMes, les variables frontiéres peuvent étre considérées comme
trés intéressantes pour conduire a I'établissement deelasprde I'incohérence d’'une formule. Cepen-
dant établir si une variable est une variable frontiére aktitatoirement difficile. En effet, le probléme
qui consiste a vérifier si une contrainte donnée appartient @oins urmus estX5 (

). De plus, une formule peut posséder un nombre exponemtield. Ce qui implique que décider
si une variable est frontiére en calculant 'ensemble nes du probléme est irréalisable dans le pire
des cas. Pour pallier ce probléeme, nous proposons d'utiisénterprétations complétes parcourues par
la recherche locale afin de détecter des variables fronti&ne effet, puisque la recherche locale tente
autant que faire se peut de réduire le nombre de clausefiéidsiil existe une forte probabilité que cer-
taines des interprétations qu’elle parcourt soient destpdiontieres.

Le second point sur lequel la recherche locale peut venirid# &aune approchebcL concerne
I'heuristique de choix de polarité. En effet, les méthodesretherche locale ont, contrairement aux
solveurscDCL, une vision globale de la formule. Elles peuvent donc «éaeént » découvrir une in-
terprétation compléte de bonne qualité, c’est-a-dirdfiatg peu de contraintes du probléme. Une telle
interprétation peut ensuite étre utilisée au sein d’'unéaui de typecbcL afin de guider I'heuristique
de choix de polarité. Cette méthode peut étre vue comme finemient de I'heuristique de choix de
polarité progress savingvoir 3.1.4.4 grace a la recherche locale.

La figure 7.1 récapitule les informations que la méthode de rechercrelddcansmet au solveur
CDCL.

Interprétation compléte
de bonne qualité

Recherche

locale

" Variables frontiéres

FIGURE 7.1 — Informations collectées par une méthode de recheociaéel afin de guider un solveur de
typeCDCL.

7.1.2 Apport d’'une méthode de typecDcCL pour la recherche locale

Comme nous avons pu le voir lors de la présentation des #iges hybrides (voir chapitrd), les
algorithmes complets peuvent venir en aide a la recherdadeale différentes manieres. Dans le cadre
du solveur 3THYS nous avons exploré et étudié expérimentalement troisspiste

— la premiére consiste a utiliser I'interprétation paltigjénérée par I'approctEdcL afin de limiter

I'espace de recherche exploré par la méthode de recherchle.ld’avantage est double : pre-
miérement, les variables fixées par l'interprétation pletipeuvent faire office de liste tabou. De
cette maniére la méthode de recherche locale considéréenteme méthode tabou ou la liste
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des variables interdites est gérée de maniére dynamique gréa propagation unitaire et les re-
tours arriéres non chronologique. Par conséquent, la métbompléte peut étre vue comme un
critere d’échappement pour la recherche locale. Deuxiegnénfa propagation unitaire permet
de capturer un certain nombre de dépendances fonctiosnBEcupérer de telles informations
permet, comme cela a été démontré dansii( )

), d’'améliorer sensiblement les méthodes de recherchmlauales problémes comportant
une certaine structure ;

— la seconde piste consiste a utiliser la méthode compléie gjouter des clauses a la formule
initiale afin, d’une part de pouvoir résoudre les problénmessistants, et d’autre part de guider
la recherche locale en redéfinissant la fonction d’évalnatCette approche a en quelque sorte
déja été validée expérimentalement dans le chapitre peétédeccDLS, puisque comme nous
avons pu le voir I'apprentissage permet d’améliorer séesibnt les performances des solveurs
de recherche locale sur les problémes structurés ;

— la derniére piste consiste a utiliser la propagation uitin d'initialiser I'interprétation compléte
utilisée par le solveur de recherche locale.

La figure7.2récapitule les informations que le solvaerwcL transmet a la recherche locale.

Apprentissage et preuve
de l'inconsistance

Propagation unitaire

Recherche ¥
locale

Liste de variables tab(')'u

Prise en compte de
dépendances fonctionnelles

FIGURE 7.2 — Informations collectées par un solveiwcL afin de guider une méthode de recherche
locale.

7.2 SATHYS, un nouvel algorithme hybride pour la résolution pratique
de sSAT

Dans cette section nous décrivons de maniére formelle solveur hybride 8THYsS. Nous présen-
tons ensuite les différentes méthodes et mécanismes mitaem @fin d’échanger et de collecter les
différents types d’informations discutés dans la sectigtédente.

7.2.1 Description formelle du solveur 83THYS

Comme expliqué précédemment, notre approchieHY' s est basée sur la recherche locale. Le pro-
cessus de recherche consiste a se déplacer d’'une intéguréampléte a une interprétation compléte
voisine jusqu’a obtenir une solution. A chaque étape, lebrende clauses falsifiées tente d’étre réduit
(phase de descente). Lorsqu’aucune descente n'est gossibiinimum local est atteint et dans ce cas
deux possibilités sont a considérer :
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1. soit un critére d’échappement classique est utilisé agtion2.2) ;

2. soit la partiecDcL est appelée. Un littéral non affecté appartenant a I'imétgtion compléte
utilisée par la recherche locale est sélectionné. Cedltest ensuite utilisé comme point de choix
et la propagation unitaire est effectuée.

Dans les deux cas, I'ensemble des interprétations voisie¢mterprétation courante a changé et la
partie recherche locale de notre hybridation peut de naugtra exécutée. En effet, dans le premier cas,
cette modification est contr6lée de maniere classique @el'du critere d’échappement. Dans le second
cas, puisque les variables fixées par la partieL ne peuvent plus étre flippées par la partie recherche
locale, le voisinage direct de l'interprétation courargersodifié. De plus, la partieDcCL peut conduire a
un conflit. Dans ce cas, une analyse de conflits est effeainée;lause est apprise et backjumpingest
réalisé. Lorsque cela arrive, certaines variables redeeiet libres et peuvent de nouveau étre flippées.

Bien que le caeur de notre solveur hybrider 8 s soit une recherche locale, I'intégration du solveur
cDcL conduit & rendre ce solveur capable de répondre a l'inae#dfilité d’'une formule.

L'algorithme 7.1 décrit en détail cette approche. Il prend en entrée une fler@iF X et retourne
vrai si le probléme est montré cohérentf@ix sinon. Quatre variables sont utilisées. Une interpré-
tation partielleZ, pour la partiecbcL qui est initialisée avec les littéraux unitaires obtenusesga
propagation unitaire sur la formulg initiale, une interprétation compléfg. pour la partie recherche
locale laquelle est initialisée a I'aide la fonctiamerprétationComplétePU (voir paragraphe
7.2.2 en étendant l'interprétation partietlg, A 'ensemble des clauses appriseglete niveau de dé-
cision courant (lignes 1-6). Aprés cette étape d’initalen la partie recherche locale est exécutée. Si
linterprétation compléte courante est un modelége alors S\THYSs termine et retourngrai  (ligne
8). Sinon, s'il existe une interprétation voisifié de Z. permettant de diminuer le nombre de clauses
falsifiées, celle-ci devient I'interprétation courantigife 10). Il est important de noter que le voisinage
deZ. est limité aux variables n’apparaissant pas dang,. € N(Z., Vz.\z,))- En effet, comme évoqué
précédemment les variables utilisées dapsont considérées comme tabou pour la partie recherche
locale. Cependant, cette interprétation partielle évpleiedant la recherche et est modifiée par la par-
tie cocL de l'algorithme. Néanmoins a chaque tour de boucle (lignée7fiotre méthode, nous avons
7, C T.

Lorsqu’aucune interprétation voisine ne permet une deéscem minimum local est atteint (ligne
11). Dans ce cas le prédicslsProgress  (voir paragraph&.2.4 est évalué. S'il retournerai  alors
un critere d’échappement classique est utilisé afin der shrtminimum local (lignes 12-13). Sinon la
partiecDcCL de notre solveur est appelée (lignes 15-27) afin de modifieedprétation partielle.

Chagque fois que la partieDcL est appelée, un littéral non affecté est choisi parmi 'ensemble
des littéraux de l'interprétation compléfe (fonction heuristiquelLitéralDeBranchement ).
Le niveau de décision courant est incrémenté, le littéeslk affecté et la propagation unitaire est exécutée
(lignes 15-18). Si l'interprétation partiellg, obtenue par propagation conduit a la clause vide (ligne
19), une analyse de conflits classique (basée sur la notiditsteIP) est effectuée et une clause
est apprise. Si cette derniére est la clause vide alors ldéme est montré inconsistant faux est
retourné (ligne 21). Sinon la clause assertive est ajoutémsemble des clauses apprigisun retour
arriére est effectué, le niveau de décision devient égahaan debackjumpet la propagation unitaire
est de nouveau réalisée (lignes 20-25). Ces opérationefeatuées tant que l'interprétation partielle
7, est inconsistante (ligne 19). A la fin du processus, l'intéation compléte utilisée par la recherche
locale est remise a jour grace a l'interprétation partigle queZ, C 7. (ligne 28). Comme pour les
solveurscDCL classique la base de clauses apprises est nettoyée péeodiqt? (lignes 26—-27).

22. Nous utilisons pour effectuer cette opération la mématégie que celle utilisée dans le solveuNISAT (voir section
3.1.5.2.
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Ce processus est répété tant que le prédedémarrage n’est pas vérifié (ligne 6). Aprés quoi,
tant gu’'une solution n'a pas été trouvée (ou une preuve dedfisfiabilité de la formule) le solveur

redémarre le processus précédent avec une nouvelle #ttarpn compléte initiale.

Algorithme 7.1 : SATHYS

Données Y une formule CNF

Résultat: vrai si la formuleX est satisfiable daux si la formule est prouvé insatisfiable

1dl +— 0; [/ * niveau de décision
2 A+ 0 / = I'ensemble des clauses apprises
3Z,+— 0 / = interprétation partielle

4 « <—propagationUnitaire( 1),

5 Si (o # null) alors retourner faux ; / = probléme inconsistant
6 Z. < Z,U interprétationComplétePU( D)

7 tant que (vr ai ) faire
8 | si(Z. = X) alors return SAT;
9 | si3T, € N(Z.,Vz,\z,) telle quediff (¥, Z., ;) > 0 alors

10 | | I+ T / » descente
11 | sinon
[ * minimum local
12 si slsProgress() alors
[+ Comportement classique de la recherche locale
13 7. +— interprétation choisie suivant un critere d’échappement;
14 sinon
15 ¢ +— heuristiqueLitéralDeBranchement( IZ.\1,);
16 dl «— dl + 1,
17 7, +— L, u {(¢"};
18 a +—propagationUnitaire( 2,1,
19 tant que (« # null) faire
20 B +—analyseConflit( YUAZ, ),
21 si (8 = L) alors retourner faux ;
22 bl «+—calculRetourArriére( Z,,bl) ;
23 A +— AUBG;
24 retourArriére( YUA,Z,,bl), [+ mise a jour de T,
/ * propagation du littéral assertif
25 a <—propagationUnitaire( 2, 1p)
26 si faireReduction() alors
27 L reductionClausesApprises (A);
28 I+ T1,UZ.\ Ty,
29 | si(redémarrage() )alors
30 propagationUnitaire( YUA,Z);
31 | | Z. « ZpUinterprétationCompletePU iz)

x/
«/
x/

x/

*/
*/

Contrairement aux stratégies de redémarrages utiliséisidiéiement dans les solveurs de recherche
locale et qui dépendent du nombre de réparationszReparations dans les algorithme®.2 et 2.3),
le solveur 3THYS, comme les solveursat modernes, s'appuie sur le nombre de conflits obtenu par la
partiecpclL afin de déterminer s'il faut effectuer un redémarrage. Potrersolveur nous avons choisi
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d’utiliser une stratégie de redémarrage basée sur la seiteioy avecu = 100 (voir section3.1.5.3.

Ce choix n’est pas anodin, puisqu’au vue des caractéregtithéoriques de celle-ci (logarithmiquement
optimale lorsqu’aucune information sur le probléme n’'esirfiie), elle permet de ratisser un plus large
panel de problémes.

En ce qui concerne le prédicalsProgress |, les fonctionsinterprétationComplétePU
et heuristiqueLitéralDeBranchement laissés en suspens, nous les détaillons dans les parties
suivantes.

7.2.2 Interprétation compléte générée a partie de la propaggion unitaire

Une des patrticularité des probléemes de la catégorie afiplicast qu’ils sont pour la plupart com-
posés d’'un nombre important de clauses. Par conséqueniela & la fonction d’évaluation calculée
sur une interprétation compléte quelconque peut étre lgeded(beaucoup de clauses falsifieées). Dans ce
cas, considérer une interprétation compléte générée dieéraatéatoire peut amener la recherche locale
a effectuer beaucoup de réparations avant d’'atteindreamiger minimum local. Pour éviter cela, nous
proposons d'utiliser une méthode gloutonne basée sur fmpedion unitaire afin d'initialiser I'interpré-
tation compléte utilisée par la partie recherche localeateeralgorithme. Cette méthode, décrite dans
I'algorithme 7.2, prend en entrée une formule CNet retourne une interprétation compléte construite
surVs. La procédure commence par faire une sauvegarde densY’ et par initialiser I'interprétation
compléteZ, a vide. Une fois ces opérations effectuées, tant que lpné¢ationZ. n'est pas compléte,
un littéral z est choisi parmi les littéraux de’ afin d’étendreZ. (ligne 4). Une fois ce dernier choisi,
I'ensemble des littéraux obtenu par propagation unitaipardir de’ est collecté dans I'ensembfe
(ligne 5). Ensuite, une occurrence de chaque littéraP dgparaissant a la fois positivement et négative-
ment est supprimée (ligne 6-8). L'interprétatibnest alors étendu a I'aide des littéraux Eeligne 9)
et la formuleX’ est simplifiée par I'ensemblg (ligne 10).

Algorithme 7.2 : interprétationComplétePU
Données ¥ une formule CNF
Résultat: 7. une interprétation compléete de

1Y« 3

2 T, « 0;

3 tant que |Z.| # Vx| faire

4 | o+ I, U{z|x € Vu \ L.}

5 | P fah Uyl ), ok

6 | pour chaquey € P faire

7 Lsig € T. alors

8

L P <P\ {yh

9 | I, T, UP;
10 _E’ — E/\p;

11 retourner Z.;

7.2.3 Lheuristique de branchement

L'heuristique de branchement utilisée par la padiscL du solveur STHYS est déterminée grace
a la fonctionheuristiqueLitéralDeBranchement . Cette derniére dépend d’'une heuristique de
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choix de variables et d’une I'heuristique de choix de ptédafans le solveur &HYs ces heuristiques
sont définies de la maniére suivante :

— I'heuristique de choix de variable utilisée est une versiodifiée de I'heuristiqu&’siDS intro-
duite dans la sectioB.1.4.3 Cette méthode, comme pour la méthode de base, augmentelse po
des variables en cause dans les conflits lorsque I'extrackian nogoodest effectuée (analyse
de conflits). De plus, lors de la phase de recherche locatgsgju’'un minimum local est atteint,
l'interprétation compléte courante est examinée afin deatigt d'éventuelles variables frontiéres.
Lorsque de telles variables sont identifiées, leur poidaugpinenté. De cette maniére, les variables
frontiéres sont susceptibles d'étre sélectionnées etgraéguent d'étre utilisées pour diriger la
recherche vers une partie difficile du probleme ;

— I'heuristique de choix de polarité est quant a elle baséawtion deprogress savingntroduite
par (¢ ). Cependant, contrairement a cette derniére, I'inteagint
compléteP utilisée lors de la sélection de la phase de la variable @dir4.4 est modifiée a
chaque redémarrage. Plus précisément, a chague redéendntegprétation? est remplacée par
la meilleure interprétation compléte (meilleure en terrmenxdmbre de clauses falsifiées) obtenue
par le processus de recherche locale. De cette maniératim@acL de notre solveur est guidée
dans un espace de recherche espéré prometteur.

7.2.4 Le prédicatsl sProgress

Les appels aux différentes partiesD(s et recherche locale) de notre solveur sont contrblés par
le prédicatsisProgress  (voir I'algorithme 7.1, ligne 12). Une mauvaise définition de ce dernier
peut conduire a privilégier une méthode au détriment darkalen effet, un prédicat toujours évalué
avrai rend notre solveur identique & une méthode de recherché lolssique. Au contraire, un
prédicat toujours évaluéfaux favorise énormément la part&cCL ce qui, comme le montre les ex-
périmentations reportées dans la parti& 2 rend notre approche inefficace sur les problemes aléatoire
Afin de pallier ce probléme, et donc d’estimer convenablémeelle partie de notre algorithme il faut
privilégier, nous nous sommes appuyés sur les travattode ( ) introduit dans la sectioB.3. Plus
précisément, pour une formule CNF nous considérons une variable entigregress qui est augmen-
tée lorsque la recherche locale progresse dans sa rectdrcdm@ution ou lorsque la partiedbcL est
considérée étre en situation d’échec. Nous avons casetéois situations dans lesquels il nous semble
intéressant d'augmenter la valeurgegress. Ces situations sont :

— lorsqu’un redémarrage est effectué. En effet, un redé@mgeampeut étre assimilé a échec de la partie

cDcL dans sa recherche de solution. Dans ce cas, hous choistesogigitialiserprogress avec
le résultat de I'opération suivantuby(100) x Nombre de redémarrages ;

— lorsque la partieDcL atteint un conflit. Dans ce cas, I'interprétation partiet dans la plupart
des cas réduite. Il semble donc intéressant de laisser élarahe locale I'opportunité d’explorer
I'espace de recherche qui était préalablement fixé. Poay sels ajoutoniZ,| — |Z)| aprogress
tel queZ, etZ, sont respectivement l'interprétation partielle obtervenaet apres le retour arriére
non chronologique ;

— lorsque la recherche locale atteint une interprétatimmptteuse. Pour cela, nous initialisons
une variablemaxSat Restart qui correspond au nombre de clauses falsifiées par I'irdtpr
tion compléte générée juste aprés chaque redémarrageloPagjge la recherche locale permet
d’obtenir une interprétation telle que le nombre de cladaksifiées par celle-ci est inférieur a
maxSat Restart, alorsmaxSat Restart est mis-a-jour avec cette valeur @togress est aug-

menté del000.
Afin de déterminer si la recherche locale échoue dans sarpbehde solution, nous avons choisi
de décrémentesrogress chaque fois qu’'un minimum local est atteint. En effet, unimimm local peut
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étre assimilé a une situation d'échec pour la recherchdel@aar conséquent la particL doit étre
privilégiée.

Le prédicatsIsProgress  est alors évalué simplement puisqu'il retounrai  si progress est
supérieur & etfaux sinon.

7.3 FEtudes expérimentales

Dans cette section nous étudions expérimentalement noltreus hybride 3THYs. Cette étude
est divisée en trois parties. Dans la premiére, nous éwallenperformances de notre méthode avec
plusieurs stratégies d'échappement. Dans la secondegnaliens I'apport des informations échangées
par les parties recherche locale@icL. Dans la derniére, nous comparons notre méthode avec les
solveurs de I'état de l'art.

L'ensemble des résultats expérimentaux reportés damssmattion a été obtenu sur un Xeon 3.2 GHz
avec 2 GByte de RAM. Le temps CPU a été limité a 1200 secondssinstances utilisées sont issues
de la compétitionsAT 2009 ( ).Elles sont divisées en trois catégoriesafted
(281 instances), application (292) et aléatoire (570)td®ues instances sont prétraitées parERITE

( )

7.3.1 Choix de la stratégie d’échappement utilisée dansA8HYs

Pour commencer notre étude expérimentale, nous étudisrnEehormances de notre solveur vis-
a-vis de trois stratégies d’échappement AWSAT ( ), NOVELTY et RNOVELTY
( ). Les trois approches ainsi définies sont nommées respawivc ATHYS
(WALK SAT), SATHYS (NOVELTY) et SATHYS (RNOVELTY) et leurs résultats sont reportés dans le
tableau7.1 Nous pouvons observer sur ce dernier que sur les instatrcesusées ¢rafted et appli-
cation) les performances dexBHYs sont quasi similaires quelque soit la métaheuristique epdg!.
Ces résultats ne sont pas surprenants puisque sur ce tygeadtes les différents critéres d’échappe-
ment obtiennent des performances quasiment identiquese i concerne les résultats obtenus sur la
catégorie d’instances aléatoires, nous remarquons qédeletisn du critere d’échappement est critique.
En effet, puisqu’il conditionne les performances d’'un soivde recherche locale, il n’est pas inattendu
d’observer que le nombre d'instances résolues par les meshotilisant les criteres d’échappement
NOVELTY et RNOVELTY soit supérieur au nombre d’'instances résolues par la méthaske sur la mé-
taheuristique \WLK SAT.

Crafted Application Aléatoire
total (sat unsat)| total (sat unsat)| total (sat unsat)| total
SATHYS (WALK SAT) || 100 (70 30) || 140 (60 80) || 153 (153 0) 393
SATHYS (NOVELTY) 107 (74 33 140 (60 80) || 190 (190 0) 437
SATHYS (RNOVELTY) || 104 (71 33 148 (63 85 189 (189 0) 441

TABLE 7.1 — Etude des performances du solvear3ys pour les stratégies d’échappemenai -
SAT, NOVELTY etRNOVELTY. Pour chaque catégorie et pour chaque solveur, nous repdemombre
d’instances satisfaisables, insatisfaisables et totéksues.

Dans la suite de ce chapitre, nous nommonsHr' s la version de notre solveur qui utilise comme
critere d’échappement la straté®OVELTY (SATHYS (RNOVELTY)).
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7.3.2 FEtude de 'apport des informations échangées

Dans cette section, nous évaluons I'apport des informatichangées sur I'efficacité de notre solveur.
Pour cela, nous comparong3ys avec les variantes suivantes :

— SATHYS,,;, : I'heuristique de choix de variables n’est pas mise a jotgdo’une nouvelle variable
frontiére est découverte ;

— SATHYS.guatEachim - 1€ prédicatsisProgress  utilisé est toujours évaluéfaux . Dans ce
cas, la partiecDcL est appelée a chaque minimum local ;

— SATHYS,,potarity - I'heuristique de choix de polarité n'est pas remise-a-jotsque la recherche
locale atteint une nouvelle valeur gex SAT.

Le tableau7.2 résume les résultats obtenus par les quatre versions desobieur STHYS.

Solveur | Crafted || Application || Aléatoire | Total
SATHYS 104 148 189 441
SATHYS,,; 103 144 191 438
SATHY Scqci At Each M 101 141 8 250
SATHY S 0 potarity 106 142 188 436

TABLE 7.2 — Etude de I'apport de I'échange d’informations dansleeuir SATHYS. Pour chaque caté-
gorie de probléme, nous reportons le nombre d'instancetuesspar chacune des versions degigvs.
Nous donnons aussi le nombre d'instances total résolueshpatine des méthodes.

Avant d’'analyser plus finement la table des résultats (fabfe2), remarquons que la version de
SATHYS qui incorpore toutes les informations permet de résoudmbajgment plus d'instances. Par
conséquent, I'échange d'informations tel que nous I'awd#fmi dans notre solveur permet d’augmenter
la robustesse et I'efficacité de notre solveur.

Concernant les résultats obtenus pari8vs,,;, nous pouvons noter que le réajustement de I'heuris-
tique de choix de variables avec les variables frontieregemmet pas d’améliorer les performances de
notre méthode sur les instances aléatoires. Ce résulstpae surprenant puisque sur ce type d’instances
I'heuristique de choix de variables utilisée par la pattiecL n’a pas de réel impact sur les performances
de la méthode. Par conséquence, ajuster cette derniétgpa®eaécessaire et est au contraire consom-
matrice de temps. Pour ce qui est des catégoratedet application, nous pouvoir voir que focaliser la
partiecDcL sur les variables frontieres permet d’améliorer I'effit@cie la méthode.

En ce qui concerne la versiomABHY S AtEach M, NOUS POUVONS VOir que les résultats obtenus
sur les instances aléatoires sont trés mauvais. Ce comptepeut étre expliqué par le fait que les
algorithmescDcL sont mauvais sur ce type d'instances et qu'appeler la papi@. a chaque minimum
local privilégie trop la partie compléte de notre algorithnNous pouvons noter que le nombre d'ap-
pels a la partiecDCL a un impact important sur les performances d&tbvs. Par conséquent, évaluer
correctement si la recherche locale progresse (préglisBtogress ) est crucial pour I'efficacité de
notre approche. Pour terminer remarquons que, malgrétlgdai la partiecDCL soit privilégiée, le
nombre d’instances résolues dans les catégorafted et application est toujours inférieur au nombre
d’instances résolues dans le cas ou la recherche localppiéa plus fréquemment.

Quant aux résultats obtenus paxT$lYs,,,poiarity, NOUS POUVONS VOIr que cette version obtient de
bons résultats sur la catégorie d'instancexfted Cependant, cette approche est moins compétitive sur
les instances de la catégorie application. Sur ces inganegas appliquer la mise a jour de I'heuristique
de choix de polarité & chaque redémarrage dégrade lesmarfoes.
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7.3.3 Etude comparative

Dans cette section nous comparomg BYS avec les solveurs ayant obtenus une distinction lors de
la compétitionsAT qui s’est déroulée en 2009 (cing de ces solveurs ont obtemmédaille d’or & cette
compétition et deux de ces solveurs font partie des medllsolveurs hybrides). Plus précisément, notre
approche a été comparée avec :

— Deux méthodes de recherche locale :

1. ADAPTG?WSAT ( );
2. GNOVELTY+ ( )S

Deux approches hybrides :
1. HYBRIDGM ( )
2. HINOTOS( )
Cing approches complétes :
1. MINISAT ( )8s
2. GLUCOSE( P;
3. PRECOSAT( D;
4, RSAT ( X
5. cLAsP( ).
Un solveur portfolio (séquentiel)SATZILLA | ( ).

Le tableau7.3résume, sur les trois catégories d'instances de la congmésaT 2009, les résultats
de SATHYS et des solveurs énumérés précédemment.

Crafted Application Aléatoire

total (sat unsat)| total (sat unsat)| total (sat unsat)| total
ADAPTG?WSAT 68 (68 0) 8 (8 0) 294 (294 0) 375
GNOVELTY+ 54 (54 0) 7 (7 0) 281 (281 0) 342
SATHYS 104 (71 33) || 148 (63 85) || 189 (189 0) 441
HYBRIDGM 56 (51 5) 5 (5 0) 294 (294 0) 355
HINOTOS 105 (69 36) || 107 (39 68) 77 (65 11) || 288
MINISAT 99 (72 27) || 152 (59 93) 3 3 0) 254
GLUCOSE 114 (75 39) || 152 (54 98) 17 (17 0) 266
PRECOSAT 122 (81 41) || 164 (65 99 2 (2 0) 288
RSAT 105 (71 34) || 143 (53 90) 5 (5 0) 253
CLASP 131 (78 53 138 (53  85) 84 (66 18) || 353
SATZILLA _| 128 @86 42) 142 (60 82) || 145 (90 55 415

TABLE 7.3 — Comparaison du solveurEHYs vis-a-vis d’'un ensemble de solveurs de I'état de l'art.
Pour chaque catégorie de probléme et pour chague solvews,raportons le nombre d’'instances satis-
faisables, insatisfaisables et totales résolues.

Commencons cette étude en comparant les performancedvimssale recherche locale par rapport
a celle de notre solveurA$HYs. Tout d’abord, notons que ces méthodes ne sont performgntes
sur les instances de la catégorie aléatoire. Ce résultat pas surprenant puisque ces solveurs sont
uniguement dédiés a ce type de problémes. Sur les autrgmidagid’instances, les méthodes a base de
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recherche locale obtiennent généralement de trés mawailiats. Le manque d’efficacité de ce type
d’approche sur les problémes structurés a méme été poirdéigulors de la compétitiosAT de 2009
(voir présentation de la compétitiaaTt 2009 ( )). Par conséquent, I'amélioration de
ces derniéres sur ce type d’instances est devenu un vérithbllenge. Puisque notre solveur peut étre
vu comme une méthode de recherche locale qui utilise unwobmcL pour sortir des minima locaux,
les bonnes performances qu'il obtient sur les instancesatégoriesraftedet application permet d'une
certaine maniére d'apporter une réponse a ce dernier obelle

En ce qui concerne les performances des solveurs hybrideaggort a notre solveur, nous voyons
clairement (dans le tableau3) que notre approche est beaucoup plus robuste. En effetsindtances
de la catégorie application,A8HYs permet de résoudre approximativement 33% d’instancesuse pl
gue le solveuHINOTOS et 100% d’instances de plus queBRIDGM. Pour ce qui est des instances
de la catégorie aléatoire, I'approche hybride qui obtiest ineilleurs performances esvBRIDGM
(environ 50% d’instances résolues en plus). Ceci n'est pagenant puisque ce dernier a été développé
dans I'optique de résoudre de telles instances. Néannreimsirquons que notre solveur obtient tout de
méme des résultats trés satisfaisantsr(by s résout environ 2,5 fois plus d’instances qusoT0S). En
ce qui concerne les instances de la catéguaéted les performances de notre solveur sont identiques a
ceux deHINOTOS et sont bien supérieures a ceuxtleBRIDGM (environ 50% d’instances résolues en
plus).

Si nous analysons les résultats obtenus par les solveurdetsimous remarquons que notre solveur
est trés compétitif sur les instances des catégerifsedet application. En effet, & Hys obtient dans
sur ces catégories de problémes des résultats trés hoemyribbu les autres approches reposant sur la
recherche locale sont a la peine. Sur les instances de lgoc@éléatoire, il n'est pas surprenant de
constater que notre approche est bien meilleure, puisgusolgeurscDCL sont trés mauvais sur les
problémes de ce type.

Un des résultats les plus surprenant est que notre solvauf s est plus robuste que le solveur
portfolio SATZILLA . En effet, bien que ce dernier soit composé des meilleux®sd sur chacune des
catégorie de probléeme, notre solveur résout Iégeremestfihstances (environ 6% d’instances résolues
en plus). Ceci est surprenant, puisque le principe de cewwost, grace a une analyse de la structure du
probléme, d’identifier la nature du probléme et de lanceolessir approprié.

Pour résumer les résultats reportés dans le taBl&anous pouvons dire que, si nous considérons les
trois catégories de problemeréfted application et aléatoire),ASHYSs est le solveur le plus compétitif.
Il est aussi le plus robuste puisqu’il résout globalemens plinstances que tous les autres solveurs. De
plus, nous pouvons noter que pour chacune des catégoriessobteur offre de bonnes performances.

Le tableau précédent permet de fournir des informationstoma nombre d'instances résolues par
chacune des approches. Afin d’obtenir une comparaison aaunigies temps de résolution, nous pro-
posons de comparer les différents solveurs a 'aide dequitsinuages de points. Pour cela, nous re-
portons sur les figure®.3, 7.4, 7.5 et 7.6, les nuages de points relatifs aux comparaisons effectuées
entre ATHYS et respectivememRECOSAT(le solveur de référence sur la catégorie d’instances@ppli
tion), HINOTOS (un des solveurs hybrides les plus connas)asp (le vainqueur de la compétitiopaT
2009 dans la catégorirafted et SATZILLA (le solveur qui a obtenu les meilleures performances aprés
SATHYS).

Sur toutes ces figures, chaque point représente le tempsamchacune des deux méthodes pour
résoudre une instandé. L'axe des abscisses correspond alors au temps (échedietlogique) mis par
le solveur 3THYS pour résoudrél et I'axe des ordonnées le temps (échelle logarithmique)parises
autres solveurs pour résoudre ce méme probleme. Chaquegpoitessous de la diagonale représente
donc une instance pour lequeA3HYs est plus rapide.
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L'analyse des différents nuages de points permet tout ddatbe conclure que notre solveur est plus
efficace quediNOTOS. En effet, la plupart des points reportés dans la figudese trouve en dessous de
la diagonale.

En ce qui concerne la comparaison awaeCOSAT (lequel est I'un des solveursDcL les plus
rapides), nous pouvons voir sur la figat& que, bien que notre solveur semble plus lent; I3y s résout
globalement plus d’'instances. Concernant le solgewspP, nous pouvons Vvoir sur la figue5qgue notre
solveur résout de maniére similaire les instances desari¢égraftedet application. Néanmoins, nous
remarquons que notre solveur est tout de méme beaucoupgpfospant que ce dernier sur les instances
aléatoires. Finalement, concernant la comparaison désrpamnces de SrHYs et desSATZILLA, il est
trés difficile a la vue de la figuré.6 de déterminer le solveur le plus efficace. En effet, la réjmartdes
points de part et d’autre de la diagonale ne permet aucurausion.

Nous terminons cette étude comparative en présentantrgsstebtenus par notre solveur sur un
ensemble d'instances des catégodested et application. Bien que ces instances soient difficileasno
pouvons voir sur le tablear.4 que notre solveur permet de résoudre des instances satisfetbnsat-
isfiables. Afin d’étre équitable nous avons aussi, pour aaces instances inscrites dans la colonne
bestle temps d’'un des 50 solveurs de la compétitiam 2009, qui pour une instance donnée, est le plus
rapide.

7.3.4 Synthése

L'ensemble des expérimentations reporté dans cette sexfi@rmis d’évaluer les performances de
notre approche hybride sur un large panel d’'instances.rGéaices, issues de la compétitsxr 2009,
ont été sélectionnées de maniére a représenter le plusdahgmtillon possible. Ainsi, les résultats
reportées dans cette section sont représentatifs du ctenpant de notre solveur quelque soit le type
d’instances considérées. Cette étude a été divisée empaniss.

Dans la premiére, nous avons pu constater que la méthodelierche locale utilisée au sein de
notre méthode influence énormément les performances deswtreur sur les instances de la catégorie
aléatoire. En effet, un mauvais choix de stratégie d’échaggmt conduit a dégrader fortement les per-
formances du solveur sur ce type de probléme (perte de pafares d’environ 25%).

Nous avons ensuite évalué I'apport du partage d’informatientre la partie recherche locale et
la partie cbcL de notre solveur. Les résultats que nous avons obtenus rouasepd’affirmer que
ces derniéres sont importantes et qu'elles permettent stmuidée plus efficacement les instances et
cela quelgque soit la catégorie. Dans cette étude, nous auEss pu mesurer I'importance du prédicat
slsProgressur les performances dex8Hys. Nous avons pu constater qu’un mauvais choix de celui-cCi
entraine une dégradation des performances (environ 75¥%talices résolues en moins).

Pour terminer, I'étude comparative que nous avons condugiermis de mettre en exergue le fait
gue ATHYS est tres efficace dans les trois catégories d'instarmraétéd application et aléatoire) et
gu'il peut, par conséquent, étre considéré comme un desiwsshes plus robustes. De plus, a partir des
résultats reportés dans cette étude, nous pouvons aussié@a@n que 8THYS est le premier solveur
hybride a réellement proposer une réponse a trois des dibegbas proposés péar ( ) :

— Challenge 5 Design a practical stochastic local search procedure tonipg unsatisfiability

— Challenge 6 Improve stochastic local search on structured problemdflayemitly handling vari-

able dependencies

— Challenge 7 Demonstrate the successful combination of stochasticlseand systematic search

techniques, by the creation of a new algorithm that outperéathe best previous examples of both
approaches
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SAT | BEST || SATHYS | HINOTOS | GLUCOSE | PRECOSAT| CLASP | SATZILLA
g_query 3 L100 coli N 183 677 - 577 414 780 -
post-c32s-col400-16 N 66 247 380 714 141 66 125
countbitsarray02_32 N 926 1100 - 926 - - -
maxxororand032 N 579 768 - - - - -
minand128 N 16 71 219 26 26 23 212
rpoc_xits_08_UNSAT N 154 1036 1115 398 159 - 589
gt-ordering-unsat-gt-060 N 15 171 - - 149 - -
9dIx_vliw_at_b_ig3 N 430 1137 - - - | 1095 430
gss-19-s100 Y 38 641 - 611 - - 38
UCG-20-5p1 Y 413 835 - - 537 - -
UTI-15-10p1 Y 392 935 - 392 - - 1140
gt-ordering-sat-gt-040 Y 15 6 - - 149 - -
em_9 3 5 exp Y 18 288 209 51 181 140 276
ndhf_xits_20 Y 1.6 180 - - 249 - 75
partial-10-15-s Y 228 1092 - - - - -
vmpc_30 Y 18 825 - - 292 159 551
velev-pipe-sat-1.0-b7 Y 14 294 - - 343 - 87
new-difficult-21-168-19-90 | Y 0.1 141 - - - 370 416
mod3block 3vars 9gates. |.Y 5.7 4.8 - 126 63 26 24
sgenl-sat-160-100 Y 0.1 143 147 - 18 157
rbsat-v945c61409g10 Y 21 362 - 898 147 150 933
instance_n8_i9 pp Y 41 115 454 1117 800 - 421

TABLE 7.4 — Résultats obtenus paki31vys sur un ensemble d’instances structurées. Les instancesusarit au dessus de la ligne vertical sont d
instances de la catégogeaftedtandis que ceux se trouvant sous cette derniére sont deaéestde la catégorie application. Les temps reportés d

ce tableau sont exprimés en secondes.

Bsanbielrd uonnjosal | unod apugAy Inaajos ‘7 amdey)d

£S
ans




7.4. Conclusion

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouveau schényaritiation permettant de faire colla-
borer un solveur de recherche locale et un solvEmcL. Cette combinaison se veut originale, puisque
contrairement aux autres approches hybrides classiqees@ues deux méthodes ne peut étre consid-
érée comme esclave de l'autre. En effet, dans notre applaglagtie recherche locale est utilisée afin de
guider la partiecDcL vers les parties difficiles (insatisfiable) du probléme tsugle I'approchecbcL
peut étre considérée comme un critére d’échappement ponétlaode de recherche locale. En ce qui
concerne la partie expérimentations, notre solvearrksrs obtient de bien meilleurs résultats que les
autres solveurs hybrides. De plus, bien que légerementsnimn que certains solveucdcCL, notre
solveur est trés compétitif sur les problémes structurggoriescrafted et application). Le résultat le
plus surprenant est sans nulle doute le fait guersrs soit également plus robuste qeeTZILLA qui
est un solveur portefolio. SurtoutaASHYs est le solveur le plus robuste et il peut étre considéré comme
le premier vrai succes dans les méthodes de recherche dybrid

Bien que les performances dexi3ys soient particulierement remarquables, le développement
de celui est trés récent et peut étre amélioré de plusieunserea. La premiére consiste a renforcer
I'échange d'informations entre les deux approches. Polar, phusieurs pistes peuvent étre explorées.
Premiérement, nous désirons proposer une politique dypuende redémarrage pour notre solveur hy-
bride SATHYS, en tenant compte des informations recueillies par le mateuecherche locale. Il peut
étre aussi intéressant d'utiliser les informations ré&adtpar la recherche locale afin d’ajuster le poids
des clauses de maniére a définir une nouvelle politique deyagie de la base de clauses apprises. Une
derniere piste sur laquelle nous envisageons de travedtdiexploitation au sein deASHYs des récents
progrés faits sur le calcul deus. En effet, il s’avére que sur certaines instances, la métipodposée
par ( ), et qui s’appuie sur une utilisation de la recherche loedile d’identifier
les clauses susceptibles d’appartenir awurs, permet de délivrer plus rapidement une approximation
d’'un mus (donc de prouver 'inconsistance de la formule) que leslmeits approchesbclL a prouver
gue linstance dans sa globalité n'admet pas de modéle. Blmisageons donc, comme le fait la partie
cDcL pour la recherche locale, d'utiliser la partie recherctule pour réduire la formule sur laquelle
travaille la partiecDCL.

Une autre maniére d’améliorer les performances du solvetiHSs consiste a améliorer séparément
les deux approches qui le compose. Pour cela, nous souhaitégrer dans notre solveur d’autre méth-
odes de recherche localRgAPS GNOVELTY+, ADAPTG?WSAT, ...) ou encore exploiter les derniéres
avanceées réalisées dans les solveursL.

Finalement, nous envisageons de développer le solvetid 8s dans le contexte paralléle. En effet,
nous constatons aujourd’hui une explosion du nombre descdauns les processeurs et il est évident
gue les futurs solveurs devront exploiter I'ensemble daillagance de calcul offerte par ces processeurs
(voir chapitreb).
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E CHAPITRE montre que les techniques complétes et la recherche loealept s'avérer égale-
ment complémentaires pour permettre de résoudre le preltdm Il présente une combinaison
synergique de la recherche locale et d’éléments de tealmicpmplétes, qui souvent surpassent les ap-
proches complétes usuelles. Cette méthode n’'est pas snileompléte : elle est aussi robuste dans le
sens ou elle peut aussi bien résoudre les instances sadisfegbnsatisfiables, structurées ou aléatoires.
En effet notre étude expérimentale montre qu’elle résaliajement plus d'instances que les techniques
couramment utilisées.

Une des clés de notre approche est que la recherche loceletp#extraire les informations néces-
saires afin de guider autant que possible la recherche \&soles-parties difficiles du problénasp
considéré. Cette idée, que nous avons déja exploitée dahapére précédent avec le solvewrtsiys,
est ici raffinée grace au concept original de varialsles (Falsified in All Constraints Ces derniéres,
dans le cadresp, sont des variables qui apparaissent dans toutes lesicbesraiolées pour une certaine
affectation de I'ensemble des variables. Ces variablearafgsent donc dans au moins une contrainte
de chaque noyau minimalement incohérent dasp (voir section1.3.2. De maniére intéressante, la
recherche locale permet souvent de détecter efficacementadi@blesFAac, et permet a une approche
compléte de typerAC de se focaliser en priorité sur ces variables. Ainsi, leslt@s sont significa-
tivement améliorés sur de nombreuses instances. De mémbgdastiques puissantes (en particulier
dom /wdeg ( )) développées dans le cadre des approches compléteéagiksn
csppeuvent jouer un role essentiel dans le processus de larcbehlecale. La méthode proposée, ap-
peléeFAC-SOLVER, correspond a la combinaison élaborée de la rechercheeletalétapes issues de
méthodes compléetes. Ceci est permis par des échangesoogmprd’informations entre les différentes
composantes mises en jeu.
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Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans lhgingcsection, le concept de variables
FAC est présenté. Ensuite, nous présentons et étudions expésiement le solveur de recherche locale
qui a servi de base a notre approche hybride, I'architectareette derniere est détaillée dans la section
8.3 Avant de conclure et de donner quelques perspectiveseihble des expérimentations conduites
SUrFAC-SOLVER est discuté.

Une partie de ces travaux a donné lieu a deux publicatiGnsy( )8)

8.1 Les variablesrFac

Une des clés de I'efficacité de notre approche est liée alepbide variablesac présenté ici.

Définition 8.1 (variableFAC). Soient un réseau de contraint®set une interprétation compleg Une
variable FAC est une variable apparaissant dans toutes les contrairneeg? diolées parZ.

Exemple 8.1. Considérons le réseau de contraintBsreprésenté dans la figui@.1 et I'interprétation
completeZ = {(X; = 1),(X2 = 1),(X3 = 1),(X4 = 1)}. Nous pouvons voir sur cette figure que la
variable X est une variableac. En effet, 'ensemble des contraintes falsifiées par Ifpriétation 7 est
{C1,C5}. PuisqueX; € var(Cy) Nwar(Cs) alors, par définition, nous avons qué; est une variable
FAC.

X1

FIGURE 8.1 — VariableFAc associée a une interprétation compléte d’'un réseau deatues.

Ce concept peut étre rapproché de la notion de point frenirgroduite par ( ) dans
le cadre du problémsaT et présentée dans le chapitre précédent (dird). En effet, dans le cadre de
SAT, une variabler est considérée comme frontiere s'il existe une intergodtatompléteZ construite
sur 'ensemble des variables de la formule telle guappartient a toutes les contraintes falsifiéeszpar
(ce qui est typiguement la définition d’'une variabk). Ici, nous avons choisi de ne pas nommer nos
variables frontieres en raison de la nuance suivante : @acedre du problémsaT, lorsqu’une variable
x est détectée frontiére pour l'interprétati@n il est possible de satisfaire 'ensemble des contraintes
falsifiées pafZ en inversant la valeur de vérité de la variableCette propriété permet d'établir qu’'une
variable frontiére est a la frontieére entre la satisfiabiét I'insatisfiabilité de la formule. Dans le cadre
decsp lorsqu’une variable est détectée commae, il n'est pas certain que modifier sa valeur satisfasse
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8.1. Les variablesac

la contrainte. Ainsi, la notion de frontiere mise en avant @aldberg ne peut étre appliguée ici. C'est
pour cela que nous avons choisi d'utiliser des termes difitst

Néanmoins, la propriété sur les variables frontieres émmalans la partie précédente peut étre
étendue aux variablessc pour la résolution du probléemesp.

Propriété 8.1. Soit un réseau de contraint@sinsatisfiable, siX est une variabl&Ac alors X apparait
dans au moins une contrainte de chaquec du P.

Preuve 8.1. Quelle que soit I'interprétation complétg, au moins une contrainte de chague/Cc est
violée parZ (par définition desvuc). Ainsi, si la variableX a été détectéeac a I'aide de linterpré-
tation Z, alors par définition d’'une variableAac, X apparait dans toutes les contraintes violées par
Donc X appartient a au moins une contrainte de chaguec.

Puisqu’elles apparaissent dans tousMex, les variablesAc peuvent étre considérées comme trés
intéressantes pour conduire a I'établissement de la préevéncohérence d’'un réseau de contraintes.
Cependant, pour les mémes raisons que pour les variablg@fes, établir si une variable estc est
calculatoirement difficile. En effet, vérifier si une comtite donnée appartient a au moinsMac est
algorithmiquement aussi difficile que de déterminer si Uaese appartient & au moins s (35 dans
le pire des cas). De plus, wsPpeut posséder un nombre exponentieMiec. Par conséquent décider
si une variable estAc en calculant 'ensemble desuc du probleme est une fois de plus irréalisable
dans le pire des cas. Pour pallier ce probleme, nous propasannouvelle fois d'utiliser la recherche
locale afin de détecter des variabtesc (voir section8.2).

La propriété8.2 met en avant le fait qu'il n'est pas toujours possible devesudes variablesAc.
Cependant cette situation est rare, puisque dans la pldpartas les instances insatisfiables ne pos-
sedent pas (ou trés rarement) de noyaux inconsistantsntisjsynonyme de deux sources différentes
d’'incohérence.

Propriété 8.2. Un réseau de contrainte® qui contient au moins deuxtuc disjoints (n'ayant aucune
variable commune) ne posséde pas de variahle

Preuve 8.2. SoientP = (X,C) un réseau de contrainted/{; = (X1,C;) et My = (X5, Cy) deuxmuc
du P tel que(X; N X,) = (. Raisonnons par I'absurde, supposons qu'il existe X’ une variableFAC
pour une certaine interprétatiofi. Par définition desiuc, il existeC, € C; etCy € C, deux contraintes
falsifiées parZ. PuisqueX est une variableeAc pour Z, X appartient a toutes les contraintes falsifiées
parZ.DoncX € C etX € (s, ce qui est absurde puisqug; N Xs) = ().

Finalement, comme le montre I'exemple suivant, hous posivarier que, dans le cadre d'instances
satisfiables, il est tout de méme possible de détecter dexblemrAc. Ces variables peuvent jouer un
role important dans la recherche d’une solution en mettaeixergue les parties difficiles du probleme.
De plus, lors d'un processus de recherche classigue), I'affectation d’'une variable peut conduire a
obtenir uncspinconsistant. La détection de variablesc peut, dans ce contexte, aider a réfuter plus
rapidement cette mauvaise décision.

Exemple 8.2. Considérons le réseau de contraintBsreprésenté dans la figui@.2 et I'interprétation
completeZ = {(X; =2),(X2 =1),(X3 =1),(X4 = 1)}. Nous pouvons voir sur cette figure que, bien
gue le réseau de contraintes soit cohérent, la variabijeest une variableac. En effet, 'ensemble des
contraintes falsifiée par l'interprétatioi est{C, Co, C5 }. PuisqueX; € var(Ci)Nvar(Ca)Nvar(Cs)
alors nous avons qu&; est une variableac.
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FIGURE 8.2 — Variablerac d’'un réseau de contraintes satisfiable obtenue a partiedhterprétation
compléte.

A la vue des résultats obtenus par le solvesr$ys, reportés dans le chapitre précédent, I'util-
isation du concept de variablesc et de la recherche locale dans le cadre d’'une approche kybrid
semble étre trés prometteuse. L'approehe-sOLVER, décrite dans la sectid® 3, tente d’'implanter et
de valider cette intuition de maniére expérimentale engreen compte un large panel d’'instances. Afin
de produire une approche hybride efficace, nous proposa@radibns expérimentalement un solveur de
recherche locale pour la résolution der. Ce dernier, présenté dans la section suivante, s'appuie su
certaines metaheuristiques introduites dans le cadrgvoir section2.2).

8.2 Solveur de recherche locale poucspr

Dans cette section nous présentons nos contributions &ddutién pratique du probléemesp a
I'aide de la recherche locale.

8.2.1 Algorithme de recherche locale

Comme nous l'avons déja souligné dans la sec®idn; il est nécessaire, afin d’obtenir une méth-
ode de recherche locale efficace, de se doter de structucemdées évoluées permettant le développe-
ment d’algorithmes incrémentaux puissants. Pour notresgl nous avons choisi d'utiliser la méthode
proposée paf ( ). Cette derniére considére une structure de donnéei, pour un
réseau de contraintest’,C), une interprétation complété et un couple(X,v) tel que X € X et
v € dom(X), permet d’obtenir & tout moment le nomby€X, v) de contrainte€” € C falsifiée parZ
tel queX € var(C).

L'algorithme 8.1 permet d'initialiser la structure de donnéegle prédicatcheck (C') permet de
contrbler siC' est satisfaite par I'interprétation actuelle des varigble-(C')). Pour cela, étant donnée
une interprétation compléfg pour chaque valeur de chaque variabl&’, (X, v) est initialisée & zéro
(ligne 4). Alors pour chaque contrainte falsifiee par l'interprétatiorf~ U {(X = v)} la valeur de
~v(X,v) est augmentée (lignes 5-7).
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8.2. Solveur de recherche locale pausp

Algorithme 8.1 : init~y
Données P = (X,C) uncspPetZ une interprétation compléte
Résultat: La structure de donnéesinitialisée

1 Début

2 | pour chaqueX € X faire

3 pour chaquev € dom(X) faire

4 v(X,v) «+ 0;

5 pour chaqueC € C faire

6 si (check( Zy U {(X =v)},C) ) alors
7 L LV(X,U)%’Y(X,U)—I—I;

8 Fin

Exemple 8.3.La Figure 8.3reporte, pour un réseau de contraint®set une interprétation compléfg,
les valeurs de la structure apres I'appel de la fonction ni t (P, Z).

Xy 11123 Xo |1]14] 5 X3 | 1|2]|7
x| 1]1]1 Yx, | 1 vxs | 1|01

[EnY
[y

01 C'3 .

[#]

¥x, | 1121
4 Cy

vx; 0] 1|2

FIGURE 8.3 — Initialisation de la structure de données

L'algorithme 8.2 permet d’effectuer la mise & jour de la structyréans le cas ou uswitchest effec-
tué. Il prend en entrée un réseau de contraiftes (X', C), la variableX modifiée par leswitch Z I'in-
terprétation obtenu apres $svitch ('interprétation courante) ef’ I'interprétation précédente. Puisque
la réparation de la variabl& n'a d’'impact que sur les contraintes qui I'implique, la mésgur devy
se fait en considérant uniqguement les contraintes li€€sRlus précisément, pour chaque contraifite
telle queX € var(C), pour toutv € dom(Y') tel queY € var(C) etY différentes deX la valeur de
~v(Y,v) est mise a jour (lignes 2-9). Pour effectuer cela, il suffitrpthaque coupléY, v) de vérifier si
linterprétationZs- U { (Y = v)} satisfait (respectivement falsifi€) et I'interprétationZ’y- U {(Y = v)}
falsifie (respectivement satisfaif) (ligne 5). En effet, la valeur de(Y, v) change uniquement dans le
cas ou leswitchde la valeur deX & un impact sur la satisfiabilité de la contraigteDans ce casy(Y, v)
est décrementée si l'interprétatids- U { (Y = v)} satisfaitC (ligne 7), sinony (Y, v) est incrémentée
(ligne 9).
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Algorithme 8.2 : updatey

Données P = (X,C) uncsk, X une variable ainsi qué etZ’ deux interprétations compléetes
Résultat: Met a jour la structures de données

1 Début

pour C € C|X € var(C) faire

pour chaqueY € var(C) tel queY # X faire

pour chaquewv € dom(Y') faire

si (check( ZyU {(Y = v)},C) #check( Z'vU{(Y =v)},C) ) alors
si(check( Zy+U {(Y =v)},C) ) alors
‘. ’Y(va) — ’Y(Yvu) -5
sinon
| 7(Y,0) ¢ (Y, 0) + 1;

© 0 N o g b~ W N

10 Fin

L'algorithme 8.3 décrit la méthode de recherche locale que nous avons yitdisel’ensemble de nos
expérimentations. Cette derniére, baséevgsirT (voir algorithme?2.3), utilise la structure de données
présentée précédemment afin d'évaluer le gain (en termerdeates violées) obtenu par $svitch
de la valeur d’'une variable (ligne 10). Pour cela a chaquémgdrage, aprés avoir généré la nouvelle
interprétation compléte, la fonctianit ~ est appelée avec l'interprétation courante (ligne 4). Ruis
chaque itération, la fonctiompdate ~ est appelé afin de prendre en compte la derniére réparatoe (I
15).

Algorithme 8.3 : wcsp

Données P = (X,C) unCsP, deux entiersnax Reparations etmax Essais
Résultat: vrai si P est satisfiablefaux si pas de modéle trouvé
1 Début

2 | pouride0amaxFEssais faire

3 7 «+ interprétation compléte construite stir

4 init v(P,7);

5 pour j de 0 amax Reparations faire

6 T «— 7T

7 SiZ =P alors

8 | retourner vrai ;

9 SoitC € false(P,I);

10 si (3(X,v) € var(C) x dom(X) tel que(y(X,u) > v(X,v)) etZ({X}) = {(X =u)})
alors

11 ‘ switch(Z, X, v);

12 sinon [ * minimum local =/

13 Choisir un coupld X, v) selon un critére d’échappement;

14 stitch(z, X,v);

15 update v( P, X,Z,7') ;

16 | return faux ;

17 Fin
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8.2.2 Mettre a jour v plus rapidement

Dans la suite, nous proposons une structure de donnéesedautt ést d’améliorer I'efficacité de la
méthodeupdate ~. Cette structure de données consiste pour chaque coatéaid réseau a associer
une matriced permettant de sauvegarder la satisfiabilité courante deriaainte pour chaque couple
(X,v) tel queX € var(C) etv € dom(X). De cette maniére, lors de la mise a jour de la strucfure
il est possible d’économiser un appel a la fonctabreck (I'appel pour connaitre la satisfiabilité de la
contrainte pour l'interprétation précédente). Afin de idéier cette nouvelle structure, nous modifions
|égérement les algorithmésl et 8.2

L'algorithme 8.4 permet d'initialiser les structures donnégest . Ce dernier differe de I'algorithme
8.1uniquement par le fait qu'il affect&(C, X, v) avrai si l'interprétationZs U {X = v} satisfait la
contrainteC', sinon il affecte’(C, X, v) afaux .

Algorithme 8.4 : init§
Données (X,C) uncsPetZ. une interprétation compléte
Résultat: Les structures de donnéestd initialisées
1 Début
pour chaque X € X faire
pour chaquev € dom(X) faire
v(X,v) «+ 0;
pour chaqueC € C faire
sicheck( Zx U {(X =v)},C) =faux alors
(X, v) (X, v) + 1
0(X,v,C) « false;
sinon
L(S(X,U,C) — true;

© 00 N o g b~ W N

=
o

11 Fin

Exemple 8.4. Considérons le réseau de contraintBset I'interprétation complét€ de I'exempleB.3,
la Figure 8.4reporte les valeurs des structuresetd aprés I'appel de la fonctionni t v6(P,Z).

X, | 1]2[3 X, |1]4] 5 X; [ 1[2]7
¥x, | 1]1]1 Yx. |1]1)1 Yx; | 1101
Cy
Cs
X;]0[0]0 . 101210
X, | 0|00 < 11010
X,l0/0]0 5
X, [1]2]6 ¢ 7 X; [1] 26
1211 Xy 11011 0l 12
’YX4 X5110 PYXS

FIGURE 8.4 — Initialisation des structures de donnéet .
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L'algorithme 8.5 permet de mettre a jour les structurest d. Il ne différe de I'algorithme8.2 qu’au
niveau de la mise a jour de la structdrélignes 8 et 11) et surtout au niveau du test de la ligne 5. e, ef
contrairement a la méthode classique, il n’est pas nécesgaiisque nous avons sauvegardé le résultat
précédent dans la structuiede vérifier si l'interprétatio?’y- U {(Y = v)} satisfait la contrainte.

Algorithme 8.5 : update/d
Données P = (X,C) uncsk, X une variable ainsi qué etZ’ deux interprétations complétes
Résultat: Met a jour les structures de donnégst ¢

1 Début

2 | pour C € C|X € var(C) faire

3 pour chaqueY € var(C) tel queY # X faire
4 pour chaquev € dom(Y) faire

5 si(check( ZyxU {(Y =v)},C) #46(C,Y,v) alors
6 si(check( Zy-U {(Y =v)},C) ) alors
7 v(Y,v) + y(Y,v) — 1,

8 0(C,Y,v) < true;

9 sinon

10 Y(¥,0) = 7(Y,0) + 1;

11 L(S(C, Y,v) < false;

12 Fin

Afin de profiter de cette structure au sein de l'algorithwesp présenté précédemment, il suffit de
remplacerinit ~ etupdate ~ parinit ~J etupdate ~J respectivement. La méthode résultant est
nomméewcsp; dans la suite de ce chapitre.

8.2.3 Expérimentations

Dans cette section, nous étudions expérimentalement tesmeances de notre solveur de recherche
locale vis-a-vis des criteres d'échappementsLWWSAT ( ), NOVELTY et RNOVELTY
( ). Pour cette étude, nous avons considéré I'ensemble dasdes de la compéti-
tions ayant eu lieu en 2008. Ces instances sont constituéesatioest binaires et-aires, aléatoires
et industrielles, satisfiables et insatisfiables. Ces most® ont été divisées en quatre catégories : 635
instances codant des contraintes binaires en extensiBX{2; 696 instances codant des contraintes bi-
naires en intention (2-INT), 704 instances codant des aonésn-aires en extension (N-EXT) et 716
instances codant des contraintesires en intention (N-INT).

Cette étude expérimentale est divisée en trois partiess Rgoremiére, nous étudions I'apport de la
structure de données gque nous avons proposé afin d’améhovidesse de mise a jour de la structure
~. Ensuite, nous étudions I'apport de I'utilisation de la &ance d’arc généralisée comme méthode de
prétraitement. Pour terminer, nous comparons notre méthadrapport a deux méthodes de recherche
locale de I'état de l'art.

L'ensemble des tests reportés dans la suite de ce chapittecaréuit sur un Intel Xeon 3.2 GHz (2
G RAM) sous Linux 2.6. Nous avons limité le temps a 1200 seesrad la mémoire a 900 Mbytes.

8.2.3.1 Implantation de la structure de donnéesg

Dans un premier temps, nous tentons d’évaluer I'apport tfe mouvelle structure de données. Pour
cela, nous avons implémenté deux versions de I'appreater: wCsP; la version n’utilisant pas notre
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structure de données, wCSP;s la version utilisant la structure de donnge

Le tableau8.1 résume les résultats obtenus pacrsp, et wWCsk; pour les trois critéres d’échappe-
ments (WALK SAT, NOVELTY et RNOVELTY). Comme nous pouvions le présumer, notre structure de
données permet d’améliorer globalement les performanea®tte méthode de recherche locale. Re-
marguons aussi que, puisque cette méthode est une appmobehdrche locale, aucune instance insat-
isfiable ne peut étre résolue.

2-EXT 2-INT N-EXT N-INT
\ Méthode SAT | UNS| TOT || SAT| UNS| TOT || SAT | UNs | TOT || sAT | uNs | TOT
WCSP,(WALK SAT) [239| O |239|/160| O |160(/179| O |179|271] 0 |271
WCSP;(WALK SAT) | 248| O | 248|167 O |167|181| O |181|283| 0 |283
WCSP,(NOVELTY) |308| O |308( 159 0 |159|222| 0 |222(338| 0 |338
WCSP;(NOVELTY) |315| 0 |315]165| O |165|223| 0 |223| 350, O |350
WCSP;(RNOVELTY) | 319 O |319|/161| O |161(208| 0 |208| 321 0 |321
WCSP;(RNOVELTY) | 325/ 0 |325|/173| O |173|[209| 0 |209| 325/ 0 |325

TABLE 8.1 — Etude de I'apport de la structure de donn&psur I'efficacité de la méthode de recherche
locale. Pour chaque type de probléeme et pour chaque solweus, reportons le nombre d’instances
satisfaisables, insatisfaisables et totales résolues.

Afin d’estimer I'impact de notre structure de données suitisge de résolution de notre méthode
de recherche locale, nous reportons dans les trois nuagesrde suivants les comparaisons faites entre
WCSP;(WALK SAT) et wCsPs(WALK SAT) (figure 8.5), entrewCSP,(NOVELTY ) et WCSP;(NOVELTY)
(figure8.6) et finalement entreyCSP,(RNOVELTY ) etwCSP;(RNOVELTY) (figure8.6). Sur ces derniéres,
nous pouvons voir que I'ajout de notre structure de donréghstrsignificativement les temps de résolu-
tion.

(] 200 400 600 800 1000 1200

1200 I . . . . + 1200
+
1000 . 4 1000
+ + T
%+ +
- +
+1t ++ + I
800 | N S <+ 800
= + +
+ 4 J;t +
+I + .
600 | + ot 4 600
+ + + + + : *
~+ +
+ + 5 +F ++ Tt +
-+ j N + ey
+ +H
400 | +L ++++ - ++++ - 400
+5 + { *
e
+HHT T+
H, +
200 | ﬁf +++++++# - 200
+:t M
REs
0 4 1 1 1 1 1 o)
0 200 400 600 800 1000 1200

FIGURE 8.5 — Comparaison des temps de résolutiomaesp, (WALK SAT) et wCSPs(WALK SAT). Un
point (tempswcCsP(WALK SAT), tempswcsprs(WALK SAT)) reporté sur le graphique correspond au
résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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0 200 400 600 800 1000 1200
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+ + I
800 |- - . 4 soo
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400 - 400
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FIGURE 8.6 — Comparaison des temps de résolutionMespP,(NOVELTY ) et WCSP;(NOVELTY ). Un
point (tempswCSP,(NOVELTY ), tempswCSP;(NOVELTY )) reporté sur le graphique correspond au ré-
sultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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FIGURE 8.7 — Comparaison des temps de résolutionvdspP,(RNOVELTY ) et WCSPs(RNOVELTY). Un
point (tempswCSP;(RNOVELTY ), tempswCSPs(RNOVELTY)) reporté sur le graphique correspond au
résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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8.2.3.2 GAC en prétraitement

Dans cette étude, nous tentons d'évaluer I'apport pratejubéorique de I'application de la co-
hérence d’arc généralisée en tant que méthode de préteaitem

Le tableauB.2 récapitule les résultats obtenus par notre méthode derobehicale dans le cas ou
la cohérence d'arc généralisée est effectuée en préteitefwcsp;(WALK SAT ), WCSP;(NOVELTY),
WCSP;(RNOVELTY)) et dans celui ot aucun processus de prétraitement n'diseréacsp; (WALK SAT),
WCSPs(NOVELTY ), WCSP;(RNOVELTY)). Nous pouvons voir dans ce tableau que I'application deda c
hérence d’arc généralisée en prétraitement permet sysggimraent d’améliorer les performances de la
méthode.

2-EXT 2-INT N-EXT N-INT
\ Méthode SAT | UNS| TOT || SAT| UNS| TOT || SAT | UNs | TOT || sAT | uNs | TOT
WCSPs(WALK SAT) (248| 0 | 248|167 O |167|181| O |181|283| O |283
WCSP;(WALK SAT) | 270| 0 |270|208| 82 | 290|| 183| 30 | 213|/295| 8 |303
WCSP;(NOVELTY) |315| O |315|165| O |[165(223| 0 |223| 350, 0 |350
WCSP;(NOVELTY) |348| 0 |348| 197| 82 | 279|(230| 30 | 260|357 8 |365
WCSP;(RNOVELTY) [325| 0 [325(173| 0 |173|[209| O |209|325| 0 |325
WCSP;(RNOVELTY) | 358| 0 | 358 200| 82 |282| 215| 30 | 245|330| 8 |338

TABLE 8.2 — Etude de I'apport de I'application de I'arc consistagénéralisée en tant que prétraitement
d’'une méthode de recherche locale. Pour chaque type deépreldt pour chaque solveur, nous reportons
le nombre d’instances satisfaisables, insatisfaisaltlietades résolues.

L'apport de la cohérence d’arc généralisée en prétraitediane méthode de recherche locale est
double. D’'une part, elle permet de réduire la taille du domale certaines variables et par conséquent
de montrer l'insatisfiabilité du réseau de contraintes ouédllire la difficulté du probléme restant a
résoudre. D’autre part, I'utilisation d’'un tel filtrage peet, comme I'énonce la proprié8&3, de s’assurer
gu'il est toujours possible de trouver une interprétatioisime permettant de satisfaire une contrainte
falsifiée par l'interprétation courante.

Propriété 8.3. Soient? = (X,C) un réseau de contraintes binaires,une interprétation compléte
conflictuelle des variables dE& etC € C une contrainte falsifiée paf. SiP satisfait la cohérence d’'arc
alors37’ € N(Z, C) tel queZ’ satisfaitC.

Preuve 8.3. Supposons, sans perte de généralite, que(C) = {X,Y} et queZy = {X = u}.
PuisqueP satisfait la cohérence d’'arciv € dom(Y') tel que(u,v) est un tuple autorisé dé€'. Par
conséquent, l'interprétatiod’ = Zy- U {Y = v} satisfait la contrainteC'. Etant donné qué& etZ’ ne
différent que sur la valeur de la variablg, 7/ € N'(Z, C).

Comme nous avons pu le voir sur le tabl&ap cette propriété permet d’améliorer sensiblement les
performances de notre méthode sur les réseaux de consrbingres. Malheureusement, elle ne peut
étre étendue aux réseaux de contraimies aire. En effet, comme le montre la figue8, il n'est pas
toujours possible, pour une contrainte satisfaisant la&ice d’'arc généralisée et une interprétation
compléeteZ, de trouver une interprétatidil € N (Z,C) qui satisfait la contraint€'. Ceci permet en
partie d’expliquer les raisons qui font que I'applicatioa k& cohérence d'arc généralisée ne permet
pas d'accroitre de maniére plus notable les performancemiie solveur de recherche locale sur les
instances: — aires.
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Chapitre 8. Solveur hybride pour la résolution pratique@&r

FIGURE 8.8 — Contrainte non satisfaite quelle que soit I'intergtiéh voisine considérée.

8.2.3.3 Etude comparative

Nous reportons dans le table@iB les résultats obtenus par notre approche de recherche hasal
a-vis de deux méthodes de recherche locale implémentéessle@olveurcspril proposée pak
(2007 :
— CSPL(TABOU), recherche locale basée sur 'approcheou ( I

— csrlJ(wMmce), recherche locale basée sur I'heuristiddim-Conflit ( ).
L'ensemble des méthodes utilisées effeatue en prétraitement.

Nous pouvons clairement voir que, quel que soit le critééelthppement utilisé€, notre méthode ré-
sout globalement plus d’instances que les méthadedi(TaBOU) et csrLI(wMC). Plus précisément,
nous pouvons voir que, hormis sur les instances insatisBabh intentiom — aire (ceci n'est pas
imputable a notre méthode de recherche locale mais plutdlgatithme de filtrage utilisé en prétraite-
ment), notre méthode résout systématiquement plus dicsta

2-EXT 2-INT N-EXT N-INT
Méthode SAT | UNS| TOT || SAT | UNS| TOT || SAT | UNS | TOT || SAT | UNS| TOT
WCSP;(WALK SAT) | 270| 0 |270|208| 82 | 290|| 183| 30 |213|/295| 8 |303
WCSP;(NOVELTY) |349| 0 |349(197| 82 | 279|230| 30 | 260|358 8 |366
WCSP;(RNOVELTY) | 358| 0 |358| 200| 82 | 282|215 30 | 245|330| 8 |338
CSPLJ(TABOU) 342 O (342 143| 35 |178||174| 30 | 204 170| 21 | 191
CSPLI(WMC) 114 O | 114|189 33 | 222|100 30 | 130||151| 21 | 172

TABLE 8.3 — Comparaison du solvewrcspvis-a-vis de solveurs de I'état de I'art. Pour chaque type de

probléme et pour chaque solveur, nous reportons le nomhrstahces satisfaisables, insatisfaisables et
totales résolues.

8.2.4 Synthése

Dans cette section, nous avons défini une nouvelle méthodectierche locale pour la résolution
pratiqgue du probléemesp Comme nous avons pu le voir lors de la derniére expérimeniatette
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8.3. L'approcherAC-SOLVER

méthode est trés compétitive. Dans la suite de ce chapdus, utilisons ce solveur comme base de notre
méthoderAC-SOLVER.

8.3 L'approche FAC-SOLVER

Le solveurFAC-SOLVER intégre trois types d’approches en son sein : une rechesch&| un solveur
de typeMAC et un solveur hybride qui est une combinaison d’'un solveuredberche locale et du
processus de filtrageac (voir section3.2.3.). Ces composantes interagissent ensemble de plusieurs
maniéres (pondération, détection®ke...) et partagent I'ensemble des informations obtenuesarsc
de recherche (variablez.c, valeurs supprimées au niveau 0). L'automate décrit daRglae8.9donne
le schéma général de notre approche. Pour commencer, lespuscappelle la recherche locale sur le
probléme initial. Dans le cas ou la recherche locale échoweuder une solution dans le temps qui
lui a été imparti (contrblé pasisProgress), la partie hybride KL+GAC) prend la main. Cette partie
consiste a rendre taboues les variables problématiquedep@cherche locale en les fixant a I'aide d’'un
processus complet (affectation et filtrage). Enfin, notggeghe passe la main a la pamiec lorsqu’elle
n'a pas été capable de fournir un résultat avant d’avoimatig nombre de conflits fixé a I'avance. Cette
derniére partie est simplement un solvewc classique avec une heuristique de choix de variables basée
sur la notion de variablesac présentée précédemment. Comme pour la partiesAcC, la partieMAC
redonne finalement la main a la recherche locale (nouvedea)dgesqu’un certain nombre de conflits a
été atteint.

CSP

RL+GAC

6l fixe
itr une
age\ yvaleur

#conflicts

SLSprogress

#conflicts

FIGURE 8.9 — Interactions entre les différentes composantesdesOLVER.

8.3.1 FAC-SOLVER

L'algorithme 8.6 décrit le solveurAC-SOLVER. En premier lieu, 'ensemble des variables utiles aux
différentes composantes de notre solveur est initialisénombre de conflits contrdlant le redémarrage
associé aux partigsL+GAC etMAC du solveur est initialisé a 10, I'ensemble contenant lemkbesFAC
détectées est affecté a vide et une interprétation comgést@ariables est générée de maniére aléatoire
(ligne 2-6). Cette interprétation sera utilisée par laeeche locale. Ensuite, un appel a la procédixe
est effectué afin d’assurer I'arc-consistance ou de moqgtrerle probléme est directement incohérent
(lignes 4-5). Une fois ce préambule terminé, tant qu'unatswi n'a pas été trouvée ou que I'absence
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Chapitre 8. Solveur hybride pour la résolution pratique@&r

de solution n'a pas été établie, le solveur effectue de marsiéquentielle les trois composantas
RL+GAC etMAC.

Algorithme 8.6 : FAC-solver
Données UncspP = (X,()
Résultat: vrai si le cspest satisfiablefaux sinon

1 Début

2 | result +— unknown ;

3 | maxConf +— 10;

4| So+—0; /lensemble de var FAC
5 | Z <— une interprétation compléte de choisie aléatoirement ;
6 | GAC();

7 | sidX € X s.t.dom(X) = 0 alors

8 Lretourner false;

9 | tant que (result = unkown) faire

10 initialiser la variablesis Progress;

11 RL((X,C)) ;

12 si (result # unkown) alors

13 | retourner true

14 RL+GAC(X,C)) ;

15 si (result # unkown) alors

16 | retourner result

17 MAC(X,C)) ;

18 si (result # unkown) alors

19 | retourner result

20 maxConf «— maxConf x 1.5;

21 Backjump( 0); /I redémarrage/nouveau cycle
22 Fin

Avant de détailler chacune des composantes, nous décridemsaniéere intuitive, leurs interactions
et apports respectifs. Pourfa., en plus d’essayer de trouver une interprétation satisfhidensemble
des contraintes dasp, cette composante permet de détecter et collecter deblemrac. Concernant la
partieRL+GAC, elle permet d’aider la recherche locale (en vérifiant quiatees de ces affectations sont
bien arc-cohérentes) et permet de pondérer les contrd@sgdus souvent falsifiées durantda (choix
des variables limité ascopedes contraintes falsifiées). Quant & la composamte, elle tente de ré-
soudre le probléme en intégrant 'ensemble des informatieaueillies par les deux autres composantes
(FAC et ajustement du poids des contraintes).

Il est important de noter que, puisquerzCon f est augmenté de maniére géométrique (ligne 20), la
composantelAC donnera un résultat lorsque la bormedzCon f) deviendra plus grande que le nombre
de conflits nécessaires pour résoudrede Ainsi, la complétude de notre méthode est garantie.

8.3.2 Lacomposante recherche localerL
La procédure8.7 présente de maniéere succincte la composante représenpamtie recherche locale

de notre solveur. Cette procédure est basée sur I'apprucise décrite dans la section précédente. Elle
utilise I'’heuristiqueNoVELTY comme critére d'échappement ¢ ) aux minima locaux
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8.3. L'approcherAC-SOLVER

(voir section2.2). Cette méthode identifie également des variablesa chaque minimum local. La vari-
able contrélant I'avancement de la recherchesésProgress, elle est augmentée dans deux situations :
quand une nouvelle valeur deaxCSRnombre de contraintes falsifiées minimum jamais trouvéaes
teinte (ligne 16) et lorsqu’une nouvelle varialblkec est découverte (ligne 6). Elle est décrémentée dans le
cas ol un minimum local est atteint et qu’aucune variahten’a été trouvée (ligne 8). Cette variable est
initialisée a10000 si le cspest binaire el 000 sinon. Cette maniére d’estimer le progrés de la recherche
locale est inspirée des travaux introduit paros( ) concernant le réglage des différents paramétres
utilisés en recherche locale dans le cadreate(voir section2.3). Ce parametre est fondamental pour I'-
efficacité de I'hybridation et permet d'évaluer dynamigesitia progression de la méthode de recherche
locale dans son exploration stochastique de I'espace Hendte. Lorsque la recherche locale échoue a
trouver une solution daspet gu’elle se trouve « engluée », le testProgress < 0 (ligne 10) permet

de passer la main a I'algorithme hybride qui va utiliseresttuation d’échec comme point de départ.

Procédure8. 7 : RL((X,C))
1 Début

2 | tantque 3C € C telle queC est falsifiée paf faire

3 si minimum local est atteirdlors

4 si J variable FAc alors

5 Ajouter une nouvelle variableac a S;

6 slsProgress «— slsProgress + 1000 ;

7 sinon

8 lesProgress +— slsProgress — 1;

9 sislsProgress < 0 alors

10 | retourner ;

11 sinon

12 LChanger la valeur darsd’'une variable det’ en fonction du critére d’échappement

novelty;

13 sinon

14 Changer la valeur darsd’'une variable det tel que le nombre de contraintes falsifiées
|_diminue;

15 si un nouveaunaxCS P est obtenwalors

16 lesProgress +— slsProgress + 1000 ;

17 | result «— true;

18 Fin

8.3.3 Lacomposante hybrid :RL+GAC

La procédure8.8décrit la partieRL+GAC de notre solveur. Etant donnée la derniére interprétafion
explorée par la recherche locale, cette interprétatiorenagttait plus a la recherche locale de progresser
(suivant notre critére) et va donc étre utilisée par la casapteRL+GAC pour fixer une valeur a une
variable. Tant qu’un certain nombre de conflits n'a pas é&drat(ligne 4), la procédure sélectionne une
variable X appartenant a une contrainte falsifiée pden utilisant I'heuristiquelom /wdeg

( )) et tente de fixer une de ses valeurs a l'aide de la procddlifé (lignes 5-7). La valeur est
choisie de telle sorte que ce soit la valeur selon laquEllest assignée dans Une fois cette variable
fixée le probléme peut étre montré incohérents(it = false) et la procédure se termine. Sinon, un
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appel a la procédureL est effectué. Mais les variables fixées durant cette étagmueont pas étre
modifiées par la recherche locale.

Procédure8. 8 : RL+GAQ (X,C))

1 Début

level +— 0;

#conf <— 0;

tant que (#conf < maxConf) faire

X <— choisir une variableX € false(X,C,Z) al'aide de I'heuristiquelom /wdeg;
v +— thevalue ofX inZ ;

FIX( (X,C), X,v) ;

si (result = false) alors

Lretourner :

10 _RL( (Xx,C)) ;

11 Fin

© 00 N o 0o b~ W DN

La procédurel’I X, qui peut étre vue comme une partie d'un solvaac, permet de gérer la partie
affectation et propagation. Elle consiste a assigner kwala la variableX (ligne 2) et a effectuer I'arc-
cohérence généralisée sur le probléme résultant (lignénépuite, tant que lespest conflictuel (c’est
-a-dire gu'il existe une variable dont le domaine est vidg)rocédure effectue uracktrackpermettant
de rétablir I'état de chaque variable a I'étatel — 1, décrémente le niveau, réfute la valeyr,, de la
variable X;..; affectée au nivealevel et effectue de nouveasic (lignes 9-13). Un niveau correspond
donc au nombre de valeurs fixées heuristiguemenkRpaGAC ou MAC.

Procédure8. 9 : FIX( (X,C), X,v)

1 Début
(X,C) +— (X,C)|x=u;
level <— level + 1;
GAC() ;
tant que 3X’ € X tel quedom(X') = () faire
Silevel = 0 alors

result «— false;
Lretourner ;
9 (X,C) «— Backtrack() ;
10 level <+— level — 1;
11 #conf +— #conf +1;
12 (X,C) «— <X7C>‘Xlevel7évlevel;
13 GAC() ;

14 Fin

0w N O O b~ W N
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8.3.4 LacomposanteiAC

La procédure suivante décrit la procédurec.

Procédure8. 10 : MAC(X,C))

1 Début

2 | Backjump( 0) ; /I redémarrage
3 | level +— 0

4 | F#conf +—0;

5 | tant que (#conf < maxConf) faire

6 siX = () alors

7 result <— true;

8 Lretourner ;

9 Si (#conf =0)and (3X € S, N X) alors

10 | X «— choisir une variable dans, ;

11 sinon

12 LX <— choisir une variable selotom /wdeg ;

13 v <— choisir aléatoirement une valeur dafisn(X) ;
14 FIX((X,C), X,v);

15 si (result = false) alors

16 | retourner

17 Fin

La composantavrAC commence avec lespinitial modulo les valeurs filtrées au niveau 0 durant
les appels précédents a la procédial¥ faits durantRL+GAC. Cette composante differe des solveurs
MAC classiques par I'heuristique de choix de variables. Ert,gfat qu'un conflit n’a pas été atteint le
prochain point de choix est choisi parmi I'ensemble desatdeisFAC. Ensuite, I'heuristique de choix de
variables devierdom /wdeg (ligne 12) afin de ne pas disperser la recherche sur difésetnes d'inco-
hérences. Cet algorithme n’effectue pas nécessairementuherche compléte puisque sile nombre de
conflits#con f devient supérieur &con f avant d’avoir résolu le probléme, alors le processus sagé
un nouveau cycle est réaliselL(— RL+GAC — MAC <). Afin de garantir la complétude de la méthode,
le nombre de conflits autorisés est augmenté avant chagweawuycle (ligne 15 de I'algorithm#6).

8.4 Résultats expérimentaux

Afin d’étudier séparément chacune des composantes, nons &&ié quatre méthodes sur I'ensem-
ble des instances de la compétitidnSP2008 :NOVELTY qui est notre implémentation de la recherche
locale (vCSP;(NOVELTY ) ), RL+GAC, MAC et notre approchEAC-SOLVER.

Le tableaud.4 récapitule les résultats, en terme de nombres d'instasce&t UNSAT résolues par
les différentes approches. Pour chaque catégorie d'icetde total est reporté. Sur ces lignes de totaux,
les résultats du meilleur solveur sont grisés. Le princgmaistat que nous pouvons tirer de ce tableau
est que notre approchlmc-sSOLVER résout globalement le plus d’instances (que cesaitou UNSAT),
et qu’elle est la meilleure sur trois des quatre catégoriestdnces considérées. Pour le dernier type
d'instances (binaires en extension), nous pouvons voirlegieneilleurs solveurs sont différents pour
chaque catégorie (SAT, UNS(AT) et TOT(AL)) et que le nombiestiances résolues panc-SOLVER
est toujours tres proche du meilleur résultat obtenu.
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NOVELTY RL+GAC MAC FAC-SOLVER

SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

ACAD 7 0 7 7 2 9 7 2 9 7 2 9
c [ PATT 106 0 106 100 | 38 | 138 83 38 | 121 99 39 138
il | QRND 24 0 24 24 51 75 24 51 75 24 51 75
N TRAND | 206 0 206 197 | 105 | 302 194 | 110 | 304 193 | 106 | 299
REAL 6 0 6 7 0 7 7 0 7 7 0 7
TOTAL | 349 | 0© 349 || 335 | 196 | 531 || 315 | 201 | 516 330 | 198 | 528
ACAD 38 7 45 37 40 77 37 40 77 38 40 78
E [T BOOL 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
& | PATT 112 0 112 150 | 60 | 210 || 146 | 62 | 208 152 62 214
REAL a7 74 | 121 74 | 102 | 176 75 | 103 | 178 75 103 | 178
TOTAL | 197 | 82 | 279 | 261 | 203 | 464 | 258 | 206 | 464 265 | 206 | 471
BOOL 70 1 71 74 75 | 149 74 70 | 144 74 74 148

e [ PATT 6 0 6 30 0 30 29 0 29 30 0 30
i [ QRND 43 0 43 40 40 80 33 40 73 45 40 85
Z [ RAND 70 0 70 68 32 | 100 72 34 | 106 70 34 104
REAL a1 29 70 45 | 114 | 159 47 | 115 | 162 47 115 | 162
TOTAL | 230 | 30 | 260 | 257 | 261 | 518 || 255 | 259 | 514 266 | 263 | 529
ACAD 40 0 20 39 23 62 36 23 59 20 23 63
5 [ BOOL | 145 1 146 156 | 12 | 168 146 | 12 | 158 162 13 175
Z [ PATT 88 5 93 103 | 19 | 122 95 20 | 115 102 18 120
REAL 85 2 87 152 3 155 150 3 153 152 3 155
TOTAL | 358 8 366 || 450 | 57 | 507 | 427 | 58 | 485 456 | 57 513
TOTAL | 1134 | 113 | 1247 || 1293 | 717 | 2010 || 1255 | 724 | 1979 || 1317 | 724 | 2041

TABLE 8.4 — Comparaison du solveBrC-SOLVER vis-a-vis des différentes parties qui le composent. Poagué catégorie de probléme et pol

chaque solveur, nous reportons le nombre d’instancediahles, insatisfaisables et totales résolues.
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8.4. Résultats expérimentaux

Afin d'étudier plus finement notre solveur, nous reportorrslesicing nuages de points qui suivent
les résultats obtenus par chacune des composantescdsOLVER sur I'ensemble des instances de la
compétitionCSP2008 : pour chaque couple possible, le nuage de points aéspiermet de corréler le
temps mis par chacune des deux méthodes pour résoudre tareasgonnée (comparaison ergre-
SOLVER et NOVELTY (figure 8.10, FAC-SOLVER et RL+GAC (figures8.11et8.13 et FAC-SOLVER et
MAC (figures8.12et8.14). Pour toutes les figures, le solveRrRC-SOLVER est représenté sur I'axe des
abscisses tandis que I'approche comparée est reportéaxa@idés ordonnées. Les résultats, reportés en
secondes, sont visualisés a I'aide d’une échelle logaiifben Ces comparaisons ont été réalisées sur les
instancessAT et UNSAT a I'exception de la comparaison av@CSPs + NOVELTY oU seules les instances
SAT ont été considérées, la méthode de recherche locale étapiaiple de prouver I'incohérence d’'un
CsP. Les principales informations pouvant étre extraites fmsuivantes :

— il'y a plus d’instances situées sur la ligne Y=1200 que sligfee X=1200. Ceci montre, comme
cela est reporté dans le table&d, queFAC-SOLVER résout plus d'instances que les autres méth-
odes;

— al'exception du solveumAc sur les instancegNSAT, on peut voir qu’il y a beaucoup de points
au dessus de la diagonale, montrant ainsirp®E SOLVER est généralement plus efficace que les
autres méthodes. De plus, pour les instaneeSAT, nous pouvons voir que la différence entre
les différentes paires de solveurs est plus faible que sunftancesAT (les points sont moins
dispersés et plus proches de la diagonale). En ce qui cant@aomparaison de notre approche
avecRL+GAC, hOUuS pouvons Voir qUBAC-SOLVER est globalement plus efficace. Comparative-
ment a I'approchenAc, notre méthode est meilleure sur les instareas(apport de la recherche
locale) et légerement moins bonne (en temps) sur les iregsancsAT. Ce décalage de temps
sur les instancesNsSAT s’explique par le temps utilisé par la recherche locale pollecter des
informations.

1000 [

100 #

1 O i}

1 ] e = e

1 10 100 1000

FIGURE 8.10 — Comparaison deaC-SOLVER et NOVELTY sur les instances satisfiables. Chaque point
(FAC-SOLVER, NOVELTY) reporté correspond au résultat obtenu par chacun desisekgr une instance.
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FIGURE 8.11 — Comparaison deAac-SOLVER et RL+GAC sur les instances satisfiables. Chaque point
(FAC-SOLVER, RL+GAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun desuselser une instance.
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FIGURE 8.12 — Comparaison denC-SOLVER et MAC sur les instances satisfiables. Chaque p@int{
SOLVER, MAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun desusslsier une instance.
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FIGURE 8.13 — Comparaison deanC-SOLVER et RL+GAC sur les instances insatisfiables. Chaque point
(FAC-SOLVER, RL+GAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun desuselser une instance.
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FIGURE 8.14 — Comparaison de\C-SOLVER etMAC sur les instances insatisfiables. Chaque peit{
SOLVER, MAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun desuselsier une instance.
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En plus de permettre d’estimer si la recherche locale est darespace de recherche intéressant,
nous pouvons Vvoir sur le table@ub que I'utilisation des variablesac permet d'améliorer sensiblement
les résultats sur certaines instances. Globalementlidatton des variablesAc permet de résoudre
guelques instances en plus (9 instances).

Instance SAT/UNSAT ? || temps EAC) | temps ¢ FAC)
uclid-elf-rf8 UNSAT 305.15 time out
uclid-37s-smv UNSAT 387.50 659.58
par-16-5 SAT 168.87 329.06
primes-10-40-2-7 SAT 891.01 time out
primes-20-20-2-7 SAT 976.68 313.31
queensKnights-100-5-add ~ UNSAT 1,120.18 time out
gueensKnights-100-5-myl  UNSAT 1,165.81 time out
gueensKnights-80-5-mul UNSAT 343.68 time out

rand-2-40-18 UNSAT 41.47 1.61

TABLE 8.5 — Comparaison entrAC-SOLVER avec choix des premiers points de choix dans I'ensemble
des variablesAc ou non.

Une autre maniéere de valider la robustesse de notre appesth&tudier I'impact de l'interprétation
initiale choisie pour la partieL. Pour cela, nous avons sélectionné 96 instances (de mahéateire)
parmi 'ensemble des instances et pour chacune d’entre miles avons lancé notre approche 50 fois
avec des interprétations initiales différentes. Les tasimontrent que le choix de l'interprétation ne
modifie pas outre mesure les résultats obtenus par notredmprEn effet, lorsqu’une instance a été
résolue au moins une fois, elle I'a été dans les 49 autreetaests dans 97 % des cas avec un écart
moyen de 2.52 secondes.

8.5 Perspectives et Conclusions

Dans ce chapitre, le concept de varial#gs a été introduit et étudié dans le cadre de la résolution
du problemecsk. Le but de cette étude a été de développer un solveur hylirige parti de maniére
efficace des différentes approches présentes en son ssimédugtats obtenus sur un trés large panel

,,,,,

Une question se pose naturellement : dans quelle mesurerehaes composantes de notre ap-
proche prend-elle part a 'amélioration de I'efficacité dlveur ? D’apres les expérimentations menées,
chacune des composantes permettait de trouver la soluticimeune était nécessaires (variabigs,

RL, méthode hybride impliquant IaL et un processus de filtrage) pour assurer la domination ae not
méthode. En particulier, nous avons mesuré que dans 56 %standes considérées, des variables
ont été détectées et ont ainsi permis de jouer un rdle pré&paniddans la résolution du probléme (méme
lorsque celui-ci est satisfiable).

L'algorithme FAC-SOLVER proposé est élémentaire et peut étre amélioré par un rédiages dif-
férents paramétres de plusieurs maniéres. En particulier,étude expérimentale plus poussée pour-
rait permettre d’'optimiser les différentes variables detiile et les différents facteurs d’augmentation
(slsProgress etmaxConf), lesquels ont été fixés arbitrairement. De plus, notre émgntation n’in-
clut pas certaines des techniques de simplification weis@bituellement dans le cadred&, comme
par exemple I'exploitation des symétries ou des contraiglebales. Nous pensons que l'intégration
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de ces techniques au sein de notre solveur permettrait ienigr de maniere significative ses perfor-
mances. |l pourrait aussi étre intéressant d'explorer elaation du concept de variablesc en prenant
en compte (en plus des variablesc) les variables apparaissant le plus souvent dans les auetrdal-
sifiées. Cette approche pourrait étre utile dans le cas oareonsidéré ne possede pas de variable
(plusieurs noyaux disjoints).

Finalement, nous pensons que le concept de variglegst un bon compromis entre : d’'une part
le faible coup de calcul nécessaire &lapour les détecter, et d’autre part, I'apport théorique eamant
I'heuristique de choix de variables d’'un solvewsc afin d’obtenir une preuve de petite taille. Prenant
part a I'ensemble deguc du probléme, les variables\c permettent de se focaliser sur la partie diffi-
cile du probléme. Cependant, il est facile de trouver desimtes insatisfiables ou les variabies ne
prennent conceptuellement pas part a la cause réelle datl$fiabilité, mais apparaissent simplement
dans I'ensemble des variables de tousNesc du probléme (alors gu'elles ne fournissent pas vérita-
blement d’information sur la cause du conflit). Raffiner le@ept de variableac afin de capturer plus
finement I'essence de l'insatisfiabilité tout en gardanthmgristique efficace (temps de calcul) constitue
un véritable challenge.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté trois contribugiimscrivant dans le cadre de la résolution
hybride des problemesaT etcsr.

La premiére a donné lieu a I'élaboration du solveons. Ce solveur, dédié a la résolution dsrT,
consiste a ajouter des clauses produites par résolutiofoentale afin de s’extraire des minima locaux.
Pour cela, nous avons proposé d'adapter le concept d’andyonflits & partir d'un graphe d’impli-
cations au cadre de la recherche locale. Ce graphe, nommkegcanflit, est construit a partir d’'une
interprétation compléte en considérant les clauses &dsiftomme les causes de I'échec (minimum lo-
cal) et les clauses unisatisfaites comme les raisons agaduiit a cette situation. Pour analyser un tel
graphe, nous avons proposé deux approches. La premiérnstecasonsidérer les notions de clauses
critiques afin de construire un chemin de clauses critiquesrtér duquel une nouvelle clause peut étre
produite par résolution. Les résultats expérimentaux mahjue, bien que ne résolvant pas beaucoup
plus d’'instances, cette approche permet d’améliorer &ssé de résolution de la méthode de recherche
locale WALK SAT sur laquelle il a été greffé. La seconde approche consignta elle, a recontruire
explicitement le graphe conflit a partir d’'une interpréinatpartielle obtenue par propagation unitaire.
Pour cela, nous construisons une nouvelle interprétatéstieie a partir de l'interprétation compléte
courante issue de la recherche locale. Cette interprdtaibensuite utilisée afin de générer et d'anal-
yser un graphe conflit. Nous avons comparé expérimentaleretie approche a différentes méthodes de
recherche locale, hybride ebcL. Sans égaler les approchescL sur les instances applicatives, notre
approche obtient des résultats trés encourageants.

Les travaux effectués autour deLs nous ont conduits a proposer3-ys, un démonstrateur com-
plet hybride combinant recherche locale et solvencL. Ce dernier s’appuie sur un nouveau schéma
d’hybridation qui repose sur un échange réciproque d'mfdions entre les différentes composantes
mises en jeu. La particularité de ce schéma est quedSs peut étre considéré soit comme une méth-
ode de recherche locale utilisant un solveorcL afin de s’extirper des minima locaux, soit comme un
solveurcbcL employant un solveur de recherche locale afin de se dirigsrlgs parties difficiles du
probléme. Nous avons comparé notre technique a différape®ches de recherche locale, hybride et
CDCL. Bien que son développement soit récent et loin d'étre reatas résultats obtenus pasiFHys
sont particulierement remarquables. En effet, bien queré&gent moins performant que les solveurs
CcDCL sur les instances applicatives, notre solveur est trés étitifigur toutes les catégories d'instances.
De plus, il a la particularité d’étre tres robuste puisquébout globalement plus d’instances que les
solveurs de I'état de l'art.

La derniére contribution s’integre, quant a elle, dans Wrealu problemecspk Les performances
remarquables obtenues par le solveari3ys nous ont conduits & proposeac-SOLVER. Ce dernier
étend le schéma d’hybridation du solveuxT$lYs et le raffine avec le concept de varialslec. Afin
d’obtenir une méthode hybride efficace, nous avons, dansremigr temps, proposé un solveur de
recherche locale, nommg&csp, intégrant certains des meilleurs criteres d'échappemigés dans le
cadre desAT. Les expérimentations conduites sur ce dernier montreittegtitres performant compar-
ativement a certains solveurs de recherche locale de étéiart. Nous avons ensuite intégnécspa
notre solveurAC-SOLVER. La combinaison des deux a permis de générer une méthodesjuigérée
étre trés efficace et particulierement robuste.
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Introduction

Comme nous avons pu le voir lors de la description des sawencL (voir chapitre3.1.9, les
solveurssAaT modernes sont basés sur la combinaison de différentes camigs (heuristique de choix
de variable, heuristique de choix de polarité, stratégieedémarrage, politique de nettoyage de la base
de clauses apprises et apprentissage). Parmi ces derfileeasstique de choix de polarité a pour réle
d’aiguiller le solveur dans un espace de recherche. En éfsgu’une nouvelle variable est sélection-
née comme point de choix, I'assigner a vrai ou a faux condahli@sir I'espace de recherche qui sera
examiné en priorité. Partant de ce principe, nous propodans cette partie deux contributions util-
isant I'heuristique de choix de polarité afin d’obtenir def@imations sur I'espace de recherche qui sera
potentiellement exploré dans le futur.

La premiére consiste en une nouvelle heuristigue dynanpgue la gestion de la base de clauses
apprises dans le cadre des solvesss modernes 4 ). Cette approche est basée
sur le principe d’activation et de désactivation de clauBésnt donnée une étape de la recherche, nous
utilisons une fonction pour activer certaines clauses etésactiver d’autres. Cette fonction, basée sur
I'heuristique de choix de polarifgrogress savingtente d’exploiter certaines informations du passé pour
prédire si une clause sera ou non utilisée dans le futureNmproche consiste alors a geler une clause
guand elle est jugée inutile a la recherche, et a la réadtvagu’elle peut jouer un réle dans I'établisse-
ment de la preuve. Cette stratégie differe des stratéghatiblies car les clauses ne sont pas directement
supprimées.

La seconde contribution s’intégre dans la résolution fEdeatiu problemesAT a 'aide de solveurs
portfolio ( t8). Afin d’obtenir une approche portfolio efficace, il est nesare
que les différents paramétres utilisés pour configurerdegsrs tendent a les rendre complémentaires
entre eux. Une des difficultés de ce type d'approche est dergdrer les différents solveurs de telle
maniere que deux solveurs n'effectuent pas la méme tacheff@ndans ce cas, I'une des deux unités
de calcul effectue un travail inutile et redondant. Le peoid est qu'il est impossible de prévair,
priori, le comportement d’'un solveur par rapport a ses paramétitieguix. Pour pallier ce probleme,
Nous proposons une mesure permettant d’estimer le compemted’'un solveur vis-a-vis d'un autre.
Elle consiste a considérer I'heuristique de choix de prlaiin de prédire vers quel espace de recherche
se dirige un solveur. De cette maniére, deux solveurs peéétenconsidérés comme proches s'ils tentent
d’explorer le méme I'espace de recherche. Cette mesurenggite utilisée pendant la recherche pour
ajuster dynamiquement I'heuristique de choix de polaf@ét ajustement a pour but d’éloigner deux
solveurs considérés comme trop proches.
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DANS CE CHAPITRE nous proposons une nouvelle stratégie dynamique poustmgale la base de
clauses apprises dans le cadre des soh@rsnodernes. Cette approche est basée sur le principe
d’activation et de désactivation de clauses. Etant donnéeétape de la recherche, nous utilisons une
fonction pour activer certaines clauses et en désactiartis. Cette fonction, basée sumplegress
saving tente d’exploiter certaines informations du passé poédipe si une clause sera ou non utilisée
dans le futur. L'idée de notre approche consiste alors a gele clause quand elle est jugée inutile a la
recherche et a la réactiver lorsqu’elle peut jouer un rétesdatablissement de la preuve. Cette stratégie
differe des stratégies habituelles dans le fait que lesselme sont pas directement supprlmees La
plupart des résultats reportés dans ce chapitre ont fajefae publicationsX 1b).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Aprés iaaduit notre nouvelle mesure, basée
sur le progress savingnous présentons une approche dynamique de nettoyage dedalbs clauses
apprises basée sur la notion d’activation et de désactivate clauses et étudions expérimentalement
son comportement. Avant de conclure et de donner quelquspgmtives, nous comparons de maniére
expérimentale notre politique de nettoyage des clausassap@vec les politiques de nettoyage de I'état
de l'art.

9.1 Une nouvelle mesure pour identifier les bonnes clauses

L'analyse de conflits est une composante importante deswadsAT modernes. En effet, d'un point
de vue théorique; ( ) ont récemment prouvé que, méme dans le cas ou le
solveur effectue un redémarrage a chaque conflit, 'apissage de clauses tel qu'il est fait dans ce type
de solveur permet de simuler la résolution générale. Cétaésuplique que, les solveussat modernes
peuvent, d'une certaine maniére, étre vus comme une métlequieuve par résolution avec une stratégie
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de suppression de clauses. Par conséquent, la complétsideldeurssat modernes est fortement liée

a la politique de suppression de clauses. Par exemple, suppoue la stratégie de nettoyage de la base
de clauses apprises soit trés agressive, dans ce cas ilpesisiinle de garantir la complétude du solveur.
Par conséquent, définir quelle clause est utile pour amdagsrauve est d’une grande importance pour
I'efficacité des solveurs. Cependant, répondre a une tedstipn est calculatoirement difficile et est trés
proche du probléme qui consiste a trouver une preuve de taithimale. Pour apporter une solution a
ce probleme nous définissons une mesure simple destinéduarélaapertinence d’'une clause et nous
montrons expérimentalement son efficacité.

9.1.1 Définition de la mesureesm

La mesure proposée dans cette section est basée sur la defoogress saving
Y habituellement utilisée pour déterminer la valeur detgéaivec laquelle sera affectée
la prochaine variable de décision (voir chapi®é.4.3. Cette mesure nomméesm (Progress Saving
based quality Measujest définie de la maniére suivante.

Définition 9.1 (mesurersm). Etant donnée une clauseet une interprétation compléte représentant
I'ensemble des polarités associé a chaque variable, nofisisEonsPsmp (o) = |P N al.

Premiérement, il est important de noter que notre messi est dynamique. En effet, puisque
'ensemble des littérau® associé a la polarité des variables sauvegardé évoluetdanatherche, le
PsM d’une clause donnée évolue par la méme occasion. Par exainpled une clause est apprise son
PsMest égal &, et lorsque le retour arriére est effectué il devient édallbest aussi important de noter
que lorsqu’une clause est a l'origine de la propagation dittéral, sonPsm est aussi égal a un. Ces
remarques préliminaires suggérent que les clauses pogssédasm faible sont plus importantes pour la
suite de la recherche. En effet, considér@ninterprétation partielle courant& l'interprétation com-
pléte représentant la sauvegarde courante de I'ensemblétéux associés a la polarité avec laquelle
a été affectée chaque variable précédemmeatigte clause. Comme C P, psmp(«) représente le
nombre de littéraux affectés a vrai gaou qui seront affecté a vrai p@\Z. Par conséquent, une clause
avec un petiPsm a de fortes chances d'étre utilisée pour la propagatioramaibu d’'étre falsifiée. Au
contraire, une clause avec un grarsM a plus de chance d’'étre satisfaite par plus d'un littérabetpn-
séquent d’étre inutile pour la suite de la recherche. Paalyaer et valider cette hypothése, un ensemble
d’expérimentations ont été conduites.

9.1.2 Etudes expérimentales de la mesursmM

La figure 9.1 reporte, pour quelques instances, la moyenne du nombreigletfaine clause avec
une certaine valeur desM a été utilisée durant le processus de propagation. Damsegi€rimentation,
nous considérons comme intervalle de temps le moment delti@nehe ol la base de clauses apprises
est nettoyée. Cette intervalle de temps sera hoadeck > 0 (le début de la recherche estgh Soient
Py, etPy,, les interprétations représentant respectivemempirdgress savinqaux étapes; etty ;.
Considérons la fenétre de temps enjreet ¢4, 1, lorsqu’une clausey, provenant de la base de clauses
apprises, est utilisée dans le processus de propagatitairennous calculongsm = psmp,, () et
incrémentons la variableb[psm] qui correspond au nombre de fois ou une clause avec une addlerv
PSM est utilisée pour propager un littéral. Le nombre moyen de da une clause possédant ram
donné @ze-z) est utilisée dans le processus de propagation unit@itey), correspond alors @a(psm)
divisé par le nombre total de fois ou la base de clauses agpigté nettoyee.
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Comme il peut étre observé sur la Fig@ré, les clauses apprises possédant une petite valergne
sont plus souvent utilisées dans le processus de propagatiles clauses possédant une grande valeur.
Si nous regardons plus en détail, nous pouvons voir que dse$ les plus utilisées ont une valeur de
pPsMproche de 10. Nous pouvons assurer, puisque I'expérini@mieté conduite sur un tres large panel
d’instances, que pour la majorité des instances consisléélstribution de la valeur desm ressemble
aux deux premiéres courbes de la Figre

Cette premiére expérimentation illustre le fait que lesisds possédant une faible valeurrdav
sont importantes dans le processus de propagation. Pidenvdé maniére expérimentale notre mesure
nous avons choisi de I'intégrer dans une politique de réolucte la base de clauses apprises (fonction
reductionClausesApprises( A) - ligne 15 de l'algorithme3.4) et de comparer celle-ci avec
les approches de réduction de clauses apprises existantseslal littérature. Cette nouvelle stratégie
de réduction a été introduite dans le solveuNISAT 2.2. Comme pour les approches classiques de
réduction, I'ensemble des clauses apprises est tout diahiérpar ordre croissant (ici, en fonction de
leur PsM). Lorsque deux clauses possedent le mésa nous utilisons la stratégie classique basée sur
I'activité (vsIDS) pour les départager. Une fois les clauses triées, la baskudses apprises est réduite
de moitié. Comme pour les autres stratégies, nous conseteojours les clauses binaires.

Dans la suite, toutes nos expérimentations ont été cormsdsiiteun Quad-core Intel XEON X5550
avec 32Ghb de mémoire. 292 instances ont été utilisées, stisissues de la compétitiant 2009,
catégorie industrielleL( D9Pour 'ensemble des expérimentations le temps CPU
est limité & 900 secondes.

Pour chaque solveur, nous indiquons le nombre d’instargssues (0T) ainsi que le nombre d'’in-
stances résolues satisfiablest) et insatisfiablesyNs). Nous donnons aussi la moyenne de temps
nécessaire pour résoudre une instance (tps may).

Nous évaluons dans un premier temps les résultats obteeasses€quence de réductions utilisée par
défaut dans le solvewnINISAT (voir sous-sectior8.1.5.9. Le tableawd.1résume les résultats obtenus
parmINISAT % ( Y)MINISAT “+LBD ( PMINISAT @ +taille
qui utilise la taille des clauses pour trier la baseigtisaT? + psm. Comme nous pouvons le constater,
MINISAT ¢4+pPsMmest le solveur qui résout le plus d'instances. C’est égaieaeneilleur sur les instances
SAT. De plus, les faibles performancesdaniSAT? + taille démontrent que les clauses conservées par
notre approche ne sont pas uniquement celles de petites t&ktte expérimentation montre I'efficacité
de notre mesure dans le cas d'une politique utilisant laesgzpide réduction proposée par défaut dans
MINISAT 2.2.

| Application
| Solveur | saT | uns | TOT | tps moy
MINISAT? 68 | 106 | 174 | 142

MINISAT? + PSM 73 | 104 | 177 130
MINISAT? + LBD 71 | 102 | 173 132
MINISATY + taille || 67 | 97 | 164 153

TABLE 9.1 — Résultats obtenus avec la séquence de réductiogefila défaut dans le solveumISAT.
Nous reportons le nombre d’instances satisfaisablesjsfaaables et totales résolues.

Pour étre plus juste dans la comparaison des quatre approwhe présentons aussi dans le tableau
9.2les résultats obtenus lorsque la séquence de réductiotussagressive, comme celle utilisée dans
( ) (noté MINISAT @). Dans cette expérimentation la séquence de réduction de
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clause et son utilisation dans le processus de

la base de clauses appris&é®st calculée de la maniére suivantg = 4000 conflits ett;, = t;_1 + 300
conflits pourk > 0. En utilisant une stratégie de réduction plus agressigetdsultats obtenus par le
LBD sont meilleurs que ceux obtenus a l'aide de la stratégies et par notre mesuresm. En ce qui
concerne la stratégie basée sur la taille des clauses, pausins voir que ce seul critére ne permet pas

d’identifier les bonnes clauses.
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| Application
| Solveur | saT | uns | TOT | tps moy
MINISAT ¢ 68 | 94 | 162 136

MINISAT?® + PSM 70 93 | 163 140
MINISAT? + LBD 72 96 | 168 128
MINISAT @ + taille 61 76 | 137 180

TABLE 9.2 — Résultats avec la séquence de réduction utiliséesagres

Pour résumer ces premieres expérimentations, nous rapatéms le tablea®i 3les résultats obtenus
par les différentes versions de@NISAT testées précédemment sur une sélection d'instamsas’ cor-
respond MINISAT® 4+ PSM, LBDY correspond MINISAT® + LBD, etc).

SAT | MINISAT? | psm? | LBDY | MINISAT® | PSM® | LBD®
emptyroom-4-h21-unsat.cnff N 236 | 204 | 232 241 168 | 262
eqg.atree.braun.10.unsat.cnf| N —-| 751 - 345| 396 | 289
partial-10-15-s.cnf Y - - - 686 | 419 -
partial-5-17-s.cnf Y - - - 642 | 707 | 417
partial-10-13-s.cnf Y - - - —| 448 -
UR-15-10pl.cnf Y 810 | 757 — — - —
UTI-15-10p1.cnf Y 96 94| 100 261 | 233| 163
UR-20-5pl.cnf Y 489 | 405 544 774 810 —
UCG-15-10p0.cnf N 274 | 272 325 719 | 400| 385
UTI-15-5p0.cnf N 371 339 374 292 302 327
UR-15-10p0.cnf N 919 779 - - - 513
UR-15-5p0.cnf N 57 54 58 66 67 92
UTI-15-5p1.cnf Y 50 45 53 90 56 95
UTI-20-10pl.cnf Y - 824 - - - -
UR-20-5p0.cnf N 873| 834| 804 - - -
ACG-15-10p0.cnf N 709 | 709 | 907 —-| 651 -
g_query_3 145 lambda.cnf| N 126 89| 117 146 | 300| 255
g_query_3 L90 coli.sat.cnff N 71 66 72 200 101, 111
g_query_3 L100_coli.sat.crif N 51 48 57 226 91| 311
g_query_3 144 lambda.cnf| N 107 | 109| 110 130 | 148| 215

TABLE 9.3 — Résultats obtenus par notre approche sur une sélédtistances insatisfiables. Les temps
reportés dans ce tableau sont exprimés en secondes.

9.2 Geler pour ne pas oublier : une politique dynamique de rédction de
la base de clauses apprises

Dans la section précédente, nous avons défini une nouveiarmbasée sur la notion geogress
savingpour identifier les clauses apprises importantes. Dans settion, nous décrivons une approche
dynamique de gestion de la base de clauses apprises. Cettelap est basée sur deux notions-clés.
Premiérement, Iprogress savingvolue durant la recherche. Par conséquent, une clausétpewon-
sidérée comme inutile (avec une grande valewrsi@) a un instant de la recherche et devenir intéressante
(avec une petite valeur desM) a un autre moment de la recherche. Deuxiemement, détersiinae
clause donnée est importante pour la preuve est un problélmdatoirement difficile. Toutes les poli-
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tiques de nettoyage de la base de clauses apprises propaséds littérature ne sont pas certaines de
ne pas supprimer une clause importante pour la suite dedanaee. Pour ces deux raisons, I'approche
proposée introduit un nouveau concept qui consiste a gef@iges clauses. Lorsqu’une clause est con-
sidérée comme inutile a un instant de la recherche cellexgedt gelée et est réactivée lorsqu’elle est
de nouveau considérée comme importante. Plus préciségedat,(respectivement activer) une clause
signifie que la clause est déconnectée (respectivemeneciE®) a la base des clauses apprises et ne
participe donc pas a la recherche (propagation unitaije . ..

Cette politique de nettoyage de la base de clauses appesés bur le principe de désactivation et
d’activation de clauses ne peut pas étre utilisé avec lean@ehabituelles. En effet, 8D d'une clause
apprise est statique car il a été défini a la création de laselaet ne change pas durant la recherche.
Tandis que la mesure basée sur I'activité (basé& surs) est dynamique mais peut seulement mettre a
jour les clauses attachées (les clauses doivent étreéaslisour étre pondérées).

9.2.1 Politique de gestion de la base de clauses apprises

A présent, décrivons de maniére formelle notre politiqueettoyage de la base de clauses apprises.
Premiérement, comme kesm d’'une clause est fortement dynamique, nous introduisom®ti@n de
déviationentre deuxprogress savinguccessifs.

Définition 9.2 (déviation) SoitV;, 'ensemble des variables assignées par le solveur enti@pié .,
ett,. La déviationd;, est définie de la maniere suivante :

d = 5h (Ptk ) ’Ptkﬂ)
& Vi |

Cette notion de déviation est une normalisation de la distate Hamming pour ne prendre en
compte que les variables réellement utilisées par le soliEe permet de calculer I'évolution de I'in-
terprétation liée aprogress savingntre deux nettoyages de base successifs. Une déviatitenguiers
zéro indigue que le solveur continue d’explorer le méme asple recherche, alors qu’une déviation
importante indique que le solveur explore une partie difiée de I'espace de recherche.

Pour obtenir une vue plus précise du comportement de latd#vianous introduisons la notion de
déviation minimalei™.

Définition 9.3 (déviation minimale) A l'instantt;, la déviation minimale est donnée par :

diy = min{d;[0 <i < k}.

L'utilisation de cette notion de déviation minimale nousmet d’affiner notre mesuresm. En effet,
soit a une clause évaluée a I'étapg siPsmp,, (a) > d} x |af alors la clauser a de fortes chances
d’étre satisfaite dans le futur, sinon elle sera slremélsée dans le processus de propagation.

La Figure9.2décrit notre approche sous la forme d’un automate d’étathaljue étape de nettoyage
tx, les clauses peuvent passer d’'un état a un autre suivaainesrconditions. Pour commencer, notons
gu’une clause apprise possede trois états :

1. état activéA : « est activée et attachée, elle est utilisée par le solveur;
2. état geléF : « est gelée, c’est-a-dire quen’est pas attachée ;
3. état mortD : « est supprimée.
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LBD(a) <3 psMp(a) > |a| x d

FIGURE 9.2 — Cycle de vie d'une clause apprise.

Nous décrivons a présent les différentes transitions déofaate a états :

— chaque fois qu’'une nouvelle clause est apprise cellet elans I'étatA ;
— une clauser € A avec une valeur desd (Ibd(«) < 3 sur la figure) reste dans I'état jusqu’a la
fin du processus de recherche ;

| Atell PoMP () gm 3 létat geld
— uhe clausex & elle queT > t, passe aletat ge X

iy (@)

— une clausex € F telle quePSMST‘ < dy' passe al'etat activel ;

— une clauser € F qui n'a pas éte activée pendanétapes de nettoyage est supprimée. De maniére
similaire, une clausa € A restant active pendant plus détapes sans participer a la recherche est
aussi supprimée. Dans les deux cas, cette clause entréétati®] Pour notre étude expérimentale

la valeur dek a été fixée empiriquementra

Un des principaux avantages de notre méthode réside daag lgufil est possible d’augmenter
la fréquence de nettoyage de la base de clauses appriselirsammwénient de supprimer une clause
importante pour la suite de la recherche. Nous pouvons diflisetune politique de nettoyage de base
trés agressive. Nous avons choisi pour les expérimensaficisentées dans la partie suivaigte- 500
etty 1 + 100 conflits.

9.2.2 Etude du cycle de vie d’une clause apprise vis-a-vis detre schéma

Pour valider notre approche, nous avons étudié expériteemeat le comportement des clauses au
sein de 'automate a état. La Figude3 montre, pour les mémes instances que celles considéréss dan
la Figure9.1, le nombre de clauses actives, gelées et supprimées am$ quombre de transitions de
I'état actif & I'état gelé et vice versa. Ces différentesrdms sont représentées sur I'axdes ordon-
nées tandis que sur I'axe des abscissesprésente le nombre d’opérations de nettoyage de la base de
clauses apprises. Pour des raisons de lisibilité, 'enfedes courbes a été lissé. Pour 'ensemble de ces
instances, le nombre de clauses geldesfen) et le nombre de clauses activesc{ive) sont relative-
ment similaires. En ce qui concerne le taux de transfert dtaha un autre, nous pouvons remarquer que
le nombre de clauses passant de I'état actif a I'état gé&léx(F) est plus grand que le nombre de clauses
passant de I'état gelé a I'état actif (— .A). Ceci s’explique par le fait que la base des clauses agprise
est sans cesse alimentée par de nouvelles clauses (cessdans initialement dans I'état actf). Pour
terminer, nous pouvons observer qu'a chaque étape du agdagertaines clauses sont définitivement
suppriméesDead).
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FIGURE 9.3 — Etude du taux de transfert.

Afin de vérifier que les clauses conservées par notre schémmanhgas uniquement celles de pe-
tite taille, nous avons étudié la taille moyenne des claaséises et gelées aprés chaque appel de la
fonction de nettoyage de la base de clause apprises. Ldgatgsbtenus sur les quatre instances con-
sidérées précédemment sont reportés sur la figgdrd’axe des ordonnées donne la taille moyenne des
clauses gelées (trait en pointillé) et actives (trait plein ™ appel de la procédure de réduction (axe
des abscisses). Cette figure montre clairement que notredgpne privilégie pas systématiquement les
clauses de petites taille et que la distribution des claestre les deux états est assez homogeéne.

206



9.2. Geler pour ne pas oublier : une politique dynamique dkriofion de la base de clauses apprises

300

250

200

100 150
nombre d'appels a la procédure de reduction

o9 %)
0O SR
22 o 22
LS5 =501
3> © L& o
0 0
3g 3e
[ g g
S =2 32
TS TS
© o © e
o
o (=) o (=3 o o o o (=] (=] o
[rs] < ® 39 — n < ® I3 -
sasnejo sep auuakow a|jrer sasnejo sep auuakow ajjrer

(a) Aprove07-25 (b) g_query_3_148 lambda

200

180

160

120

T T~ —
140

80

100
nombre d’appels & la procédure de reduction

40

20

clauses actives
clauses gelées

clauses actives
clauses gelées «-------

o o
@ N

50
40

3

2

40
10 f

sasne|d sap auuakow ajjrel sasne|d sap auuakow ajjrel

(c) goldb-heqc-frglmul (d) countbitsarray08_32

FIGURE 9.4 — Taille moyenne des clauses actives et gelées.

=}

<3

-

o

I

-

8
o

- 8
©
=3
S
L
[}
=l

o @

© 5
S
D
Q
2
o
o
<

Q ©

© o
Q
Q.
o
=
L
=)
5

mn

=}

30

o

100 150 200 250 300 350 400
nombre d’appels & la procédure de reduction

50

207



Chapitre 9. Vers une gestion fine et dynamique de la base deadaapprises

Pour terminer cette étude, nous avons tenté de quantifiegdlecommise par notre approche, c’'est-
a-dire le nombre de clauses gelées permettant de propad#téwal. Pour cela, hous avons exécuté
notre approche sur I'ensemble des instances et nous avasdaque appel de la fonction propagation
comptabilisé le nombre de clauses dont I'état gelé permietleqropager un littéral soit de produire
un conflit. Les résultats obtenus lors de cette étude somiueageants, puisque le pourcentage moyen
d’erreur est inférieur a 1%.

9.3 Expérimentations

Cette derniére section se divise en deux parties. Dans maign@ nous comparons notre stratégie
de réduction avec celles de I'état de I'art. Dans la secondes comparons le solveumNISAT ou est
implanté notre schéma avec les solveurs de I'état de I'art.

9.3.1 Comparaison avec différentes stratégie de réduction

Nous comparons notre politique dynamique de nettoyage thada de clauses apprises, appelée
MINISAT -psm,n, VECMINISAT classique, eMINISAT avec la stratégie de réduction basée surdst
(MINISAT-PSM) et sur leLBD (MINISAT-LBD) (comme pour la section 3). La figu&5 contient les
courbes permettant de comparer le nombre d'instancesussseh fonction du temps pour les quatre
solveurs.

T
minisat ——— : : x ; =
900 minisat-LBD -- --><- -- ! SE T PR g =
minisat-psm ----%---- ; ; P m
minisat-psm-dyn & 1 1 1 K o

800
700
600
500
400
300 A e — —
b
200

100

200

FIGURE 9.5 — Nombre d'instances résolues (abscisse) en fonctiaandps (ordonnée) pour différentes
stratégies de nettoyage.

Dans la Figur®.6nous reportons les nuages de points correspondant aux caieqyes deqINISAT -
pSsmqyn aVec les trois autres solveurs. Chaque point correspond gstance. Un point en dessous de la
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diagonale signifie que cette instance a été résolue pluderagint ave®INISAT -psmg,,,. Les instances
SAT et UNSAT sont respectivement représentées sur la figure par le sigeép et multiplié (x).

1000 1000
SAT  + i SAT  + + L T
UNSAT X X XX UNSAT X %
+ +
5 ]
- + + + +
X § X X
X% B + %
A x £ XX <+ X Txax
+ X X + Xx
L L5 % x e +>§< XK x X %
X X
100 X 100 -
XX « s
N N RO + N . % +
X+ x + x X
w o * N + W (X .
/% s + <% . +
+ X
x + + X +
X + +
N E0x ++ . &% .
+ +o + +
10 g 10 AT
X+ + x+¥ iX +
+ + X + o+ X +x
+ X X + X X X + X
X X X + X X +
+ +
+ X +
1 1
1 10 100 1000 1 10 100 1000
(a) MINISAT VS psmayn (b) LBD VSpsmayn
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SAT  + * A
UNSAT  x X A%
"
+ + ¥ >§<§
X
X
x t X x XX X
+ X X
x X
+ L §>§< X
X XX
100 S
X X
4 . O+
X
+ X+
X + + +
X < x i
4
X § x + 4 +
+ + 4
10 o 0
XX/ X- +
o+ X + %
* X + X
X X X +
*
X +
1
1 10 100 1000

(c) psm VSpsmayn

FIGURE 9.6 — Comparaison avec différentes stratégies de nettaj@fgebase de clauses apprises.

Il est clair que notre approche de réduction de la base dasedeapprises permettant de geler des
clauses est nettement meilleure que les trois autres. Mewotésout 189 instances (BT et 113
UNSAT), ce qui est meilleur que les autres solveurs (voir tabfau De plus, comme nous pouvons le
voir sur le nuage de poinkINISAT -psmgy,,, résout les instances plus rapidement que les autres selveur
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9.3.2 Comparaison avec les solveurs de I'état de l'art

La figure 9.7 reporte les résultats obtenus par notre approche baséa satidn de réduction dy-
namique de la base de clauses apprises vis-a-vis des nmeiflelveurs de I'état de I'art. L'analyse
des différents nuages de points montre que notre appro@reghb’elle n'utilise aucune des derniéres

améliorations proposées derniérement (exemple : redégedynamique, clause bloquéss), est trés
compétitive.
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SAT  + X X X »jg XY SAT + X X 4X tx&:x
UNSAT  x X A5 UNSAT  x x X
F +
X % X X P
+ * + % A
% % X Ko
X + + X X + +
X X x x ¥ X P %
X X * X + X %
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+ ><X X %% xX X ix >z<; % X
X
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+% x x +
% * X+ < + x X X
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1538 n + * X
Xy X + N e x
X X X
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X4t N + 4 + XX X Xy I +
+ LV + o
) X + + + x
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X +X + X +
+ * XX XX X X +
X o+ KX + + * X X+
X X +X + X
+
1 1
1 10 100 1000 1 10 100 1000
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(c) CRYPTOMINISAT VS psmdyn

FIGURE 9.7 — Comparaison avec les solveurs de |'état de I'arftuCOSE LINGELING €tCRYPTOMIN-
ISAT.
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Nous reportons dans la figu8eBles courbes permettant de comparer le nombre d’'instansekies
en fonction du temps pour les quatre solveurs. Les résutaenus sont LINGELING résout 187 in-
stances (7BAT et 110UNSAT), GLUCOSE 189 instances (78AT et 119UNSAT) et CRYPTOMINISAT
194 instances (74AT et 120UNSAT). Ces courbes montrent que notre approche résout prateniem
autant d’'instances (rappelons que notre solveur résouink@nces (7&AT et 113UNSAT)) queLIN-
GELING et GLUCOSEet légérement moins d'instances queyPTOMINISAT. Nous pouvons remarquer,
sur les tableau®.4 et 9.5, que notre solveur n'est pas performant que sur certaimsses d'instances.
En effet, nous pouvons voir dans le tabléhd que notre solveur ne résout qu’une seule instance de la
catégorievliw tandis que les autres approches en résolvent au moins cing.

T
glucose ——+— ; : : &l
900 - lingeling -~ -><- -- aﬁ—
cryptominisat ---->---- ! : : =
minisat-psm-dyn = ; : : -
700 —
600 —
500 —
400 —
300 —
200 —
100 —
(0}
60 80 100 120 140 160 180 200

FIGURE 9.8 — Nombre d'instances résolues (abscisse) en foncticierdps (ordonnée) par notre ap-
proche et les solveurs de I'état de 'akLUCOSE LINGELING €t CRYPTOMINISAT.

SAT | psmgy, | GLUCOSE | LINGELING | CRYPTOMINISAT
9dIx_vliw_at b _iq6 N - - - 757
9dIx_vliw_at b _iq3 N - 233 173 141
9dIx_vliw_at_b_igl N 491 63 24 35
9dIx_vliw_at b ig4 N - 478 326 258
9dIx_vliw_at_b_ig2 N - 117 83 103
9dIx_vliw_at_b_ig5 N - 610 523 399
velev-vliw-uns-4.0-9C1] N - 161 661 380
velev-pipe-uns-1.0-8 N - - 453 150
goldb-heqc-frglmul N - 402 - 114
goldb-heqc-x1mul N - 911 - 641

TABLE 9.4 — Résultats obtenus gaim,g,,, GLUCOSE LINGELING etCRYPTOMINISAT sur une sélection
d'instances insatisfiables. Les temps reportés dans @atabbnt exprimés en secondes.
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SAT | psmgy, | GLUCOSE | LINGELING | CRYPTOMINISAT
g_query_3 148 lambda N 146 108 212 488
g_query_3 147 lambda N 94 106 214 493
g_query_3 146 _lambda N 111 100 177 559
g_query_3 L70 coli.sat Y 40 40 67 101
g_query_3 L80 coli.sat N 47 57 145 111
g_query_3 L200_coli.sat N 196 113 370 558
g_query_3 L150 coli.sat N 92 91 286 491
g_query_3 145 lambda N 115 96 156 469
g_query_3 L90 coli.sat N 112 77 198 169
g_query_3 L60_coli.sat Y 14 11 32 58
g_query_3 L100_coli.sat N 64 106 195 335
g_query_3 144 lambda N 106 108 190 267
ndhf_xits_22_SAT Y 4 4 3 237
ndhf_xits_ 20 SAT Y 58 - 45 589
rbcl_xits_07_UNSAT N 163 222 223 486
ndhf xits_ 21 SAT Y 11 521 3 213
rpoc_xits_07_UNSAT N 105 95 113 395
rpoc_xits 17 SAT Y 1 1 2 4
rbcl_xits_06_UNSAT N 7 23 10 25
vmpc_29 Y 268 828 - 449
vmpc_30 Y 61 554 23 73
vmpc_28 Y 160 5 243 283
9vliw_m_9stages ig3_C1 bug8 Y 17 158 129 456
9vliw_m_9stages_ig3_C1_bug5 Y 10 8 66 491
gus-md5-10 N 602 - - 547
gus-md5-09 N 238 581 - 195
gus-md5-06 N 11 14 109 11
gss-17-s100 Y 28 123 197 212
gss-16-s100 Y 44 108 47 96
gss-15-s100 Y 7 21 27 14
gss-14-s100 Y 14 2 13 26
0ss-19-s100 Y 442 108 251 711
gss-20-s100 Y 554 - 782 -
maxxororand032 N 647 714 - —
velev-pipe-sat-1.0-b10 Y 8 98 82 -
manol-pipe-c10nid_i Y 102 88 221 -
manol-pipe-c10nidw N 150 180 333 -
schup-I12s-bc56s-1-k391 N 363 511 833 -
ACG-15-10p1 Y 855 - 184 -
UTI-20-10p1 Y 898 - - -
AProVEQ09-06 Y 300 640 486 -
post-cbmc-aes-ee-r3-noholes N 885 479 - -
cube-11-h13-unsat N 195 471 - —

TABLE 9.5 — Résultats obtenus pamg,,, GLUCOSE LINGELING etCRYPTOMINISAT sur une sélection
d’instances. Les temps reportés dans ce tableau sont égemsecondes.
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9.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une nouvelle mesenmagitant d'identifier les clauses im-
portantes pour la suite de la recherche. Cette mesure estityme (contrairement a la mesure basée sur
le LBD) et peut étre calculée sur des clauses ne participant pagéhlarche (contrairement a la mesure
basée suvsiDS). Grace a ces propriétés, une nouvelle stratégie dynandiguéduction de la base de
clauses apprises a été proposée. Cette derniére est baséetsation et la désactivation de clauses,
alors gu'avec les stratégies de réduction de I'état de lemtclauses sont définitivement supprimées.
L'ensemble des expérimentations que nous avons condutesntis de mettre en exergue un flux bidi-
rectionnel de clauses entre les deux états principaux de sctiéma (c’est-a-dire les états actifs et gelés).
Nous avons aussi démontré expérimentalement que les slgelges ne servent pas a la propagation uni-
taire pendant le laps de temps ou elles sont inactives (na@ri$6 de taux d’erreur). L'implantation de
notre schéma au sein du solveamISAT a permis d'améliorer sensiblement les performances de ce
dernier. De plus, nous avons vu que ce solveur permettditehir des résultats quasiment similaires
aux solveurs de I'état de l'art.

En perspective, nous comptons étudier plus finement I'éieviwde I'interprétation, ce qui nous
permettrait de décider quand une réduction de la base daissance est souhaitable. De plus, comme
la notion deprogress savinga déja été utilisée dans d'autres travaie( :

Ynous pensons gu'il serait intéressant de combiner cefreliffes approches.
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Ajustement dynamique de I'heuristique
polarité dans le cadre d’'un solvesT parallel
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DANS CE CHAPITRE nous proposons une nouvelle heuristique pour la polatiffedtation d’'une
variable, dans le cadre d'un solvesikT paralléle (voir chapitrés). La polarité selon laquelle le
prochain point de choix est affecté est un processus impatts solveursAT modernes, en particulier
pour les solveurs de typaortfolio. En effet, ces solveurs sont souvent basés sur une appredypel
coopération/compétition. Par conséquent, afin d’obtemérapproch@ortfolio efficace, il est nécessaire
gue les différents parametres utilisés pour configurerdbssrs tendent a rendre les solveurs complé-
mentaires entre eux. Néanmoins, paramétrer les difféesaivgurs de telle maniere que deux solveurs
n'effectuent pas la méme tache est trés difficile a réalisepratique. En effet, il est impossible de
prévoir,a priori, le comportement d’un solveur par rapport a ses paramétitesik. Par conséquent, il
est difficile de prédire si une des deux unités de calcul neagaeffectuer un travail inutile et redondant.
Pour pallier ce probléme, nous proposons une mesure parhétestimer le comportement d’un solveur
vis-a-vis d’'un autre. Elle consiste a considérer I'heiqigt de choix de polarité afin de prédire vers quel
espace de recherche se dirige un solveur. De cette maregpesdlveurs peuvent étre considérés comme
proches s'ils tentent d’explorer le méme espace de recberch

Une fois notre mesure définie, nous étudions de maniéreiexgrgtale la distance entre les différents
solveurs présents damANYSAT 1.1. Aprés analyse des résultats nous proposons un schéjuate’
ment de I'heuristique de polarité. Finalement, nous énaliexpérimentalement I'impact de I'applica-
tion d'un tel schéma dans le cas de trois approgioetfolio (MANYSAT 1.1, solveurmortfolio avec des
solveurs possédant une architecture identiqueagty SAT 1.5).

Cette contribution a donné lieu a deux publicatiohs ( ).

10.1 Estimer la distance entre deux solveurs

Comme précisé précédemment, les solveurs paralléles detytfolio sont souvent basés sur le
principe de compétition/coopération. Ainsi dans le solwenNYSAT, la phase de coopération peut étre
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assimilée au transfert de clauses apprises. Tandis queake le compétition peut étre associée aux
différentes stratégies choisies (redémarrage, hewrestilg polaritéetc) sur chacun des solveurs. Con-
trairement a la partie coopérative, la maniére dont lesesmésentrent en compétition est choisie de
maniére statique au début de la recherche. Ce type d'appreelpermet ni d’identifier ni de traiter le
cas ou deux solveurs effectuent le méme travail. En effetpené deux solveurs ont des stratégies dif-
férentes, il n'est pas sdr qu'ils entrent en compétitiopelit méme arriver des cas ou I'opposé se produit,
c’est-a-dire que les deux solveurs vont entrer en phase @wcation. Cette coopération se traduit par
un déséquilibre entre les deux phases et donc le plus sop&eunh travail redondant de la part d'un des
deux solveurs.

Pour éviter ce genre de situation, et ainsi préserver umsaiue type compétition/coopération, une
méthode permettant d’ajuster dynamiquement I'heuristide choix de la polarité est proposée. Pour
cela, une mesure permettant d’estimer la distance entee stdveurs est d’abord introduite. Puis, afin
d’étudier le comportement des solveurs vis-a-vis de notesure, nous avons effectué un ensemble
d’expérimentations.

10.1.1 Distance entre deux solveurs

Afin de savoir si deux solveurs sont en train d’effectuer lemadravail, nous définissons la notion
d’intention comme étant l'interprétation compléte obterupartir de I'heuristique de choix de polarité
associée a un solveur.

Définition 10.1. Soient: une formuleCNF et S un solveur utilisant une heuristique de choix de polarité
définie par la fonctionf. L'intention est définie comme :

F ={y € Ly tel quef(z) =y etz € Vs }.

Linterprétation compléte- peut d’une certaine maniére étre vue comme I'espace derohehgue le
solveur souhaite atteindre. De cette maniére, nous powsupposer que deux solveurs sont proches dans
I'espace de recherche s'ils ont I'intention d’explorer |éme espace. A partir de la notion d’intention, il
est possible de définir une mesure permettant d’estimestardie entre deux solveurs.

Définition 10.2. Soient: une formuleCNF, (C;, F;) et (C;, F;) deux solveurL; et C; avec leurs
intention respective; et ;. La distance entre deux solveurs, notg@st alors définie comme :

_ | FinF;]|

Remarquons que deux solveurs sont proches, d’'apres nosigensi leurs interprétations représen-
tant leurs intentions respectives ont une faible distaecdamming.

10.1.2 Evolution de la distance entre différents solveurs

Afin d’étudier I'évolution de la distance entre différentshv&urs deux a deux, nous avons exécuté
le solveurMANYSAT 1.1 (voir 5.3 pour la description) en récupérant la distance entre |dérdifts
solveurs tous les 5000 conflits. Les courbes de la figQr&retranscrivent, de maniére représentative, le

comportement des différents solveurs les uns envers lessaut
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Difference

Difference

FIGURE 10.1 — Comparaison deux a deux de la distance entre diffésaihteurs exécutés en paralléle.
L'axe des abscisses représente le nombre de conflits aftimgé par 5000) et I'axe des ordonnées
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représente le résultat de notre mesure. Pour une meilisibiité toutes les courbes ont été lissées.
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Nous pouvons constater que les solveurs se divisent en d¢égaries :

— la premiére catégorie regroupe les courbes ou le cceur paraip pas, c'est-a-dire les courbes
entre les cceurs 1-2, 1-3 et 2-3. Nous pouvons voir que lesscbeRret 3 sont trés proches les uns
des autres. Ceci est facilement explicable pour les cceur2 1étant donné qu'ils utilisent tous
deux la méme heuristique de choix de polarfiéofress saving En ce qui concerne le coeur 3,
nous pensons que cela est dd au choix de la polarité inittalelp progress savingla phase étant
affectée a « faux » au départ) ;

— la seconde catégorie regroupe les courbes ou le coeur Aitpparus observons que la distance
entre le cceur 4 et n'importe quel autre coeur (courbes 1-4324% est toujours supérieure au cas
ol le ceeur 4 n'est pas présent dans le calcul de la distanaebén1-2, 1-3, 2-3). Ceci peut en
partie étre expliqué par le choix de la stratégie d’afféatatie polarité du coeur 4. En effet, si nous
considérons les unités de calcul 1 et 2, nous pouvons natdoggu’ils apprennent une nouvelle
clausea par analyse de conflit, elle est falsifiée par l'interprétattourante” (correspondant au
progress savinglu solveur, c’est-a-dire a son intention). Sans perte dérgété, supposons que
le cceurl apprend la clause. Cette clause est ensuite transférée au cceur 4 et le nondure d’
currences des littéraux appartenant ast incrémenté. Puisque I'heuristique de choix de polarité
du cceur 4 est basée sur le nombre d’occurrences des littdtiaterprétation représentant son
intention va avoir tendance a satisfaire les clauses pégsogar les coeurs 1 et 2. Par conséquent,
le solveur 4 s’éloigne du cceur 1 a chaque fois qu'il récup@ede ses clauses. En ce qui con-
cerne le cceur 3, étant donné que son intention est prochéleleles coeurs 1 et 2, il est facile de
comprendre pourquoi la distance qui le sépare du cceur 4asieyr

10.1.3 Ajustement dynamique de la polarité

Aprés l'analyse du comportement des différents solveute exux, nous avons choisi de définir
une nouvelle heuristique de polarité. Puisque les solvpewent étre trés proches dans I'espace de
recherche nous avons décidé d'ajouter du « bruit » pour ¢égrélr les uns des autres. Pour cela, lorsque
deux cceurs sont détectés comme « trop proches », nous shosid'inverser la polarité d’'un des deux
coeurs. Pour éviter que deux solveurs proches n'inversemtéene temps leur polarité, I'ajustement se
fait de maniére unidirectionnelle, c’est-a-dire qu’unigias deux solveurs ajuste sa polarité. De plus, afin
de ne pas ralentir de maniére excessive la vitesse du spbatuajustement ne sera pas fait de maniére
systématique. La figur@0.2 décrit le transfert de messages et I'ajustement de la pblaritre deux
solveurs. A chaque point de contréle, représentés par dasdes, le cceyrdemande au cceurs'ils
sont proches. Le coeutui répond par « oui » ou par « non » en fonction du résultatrabtn mesurant
sa distance avec le ccepia I'aide de la mesure définie précédemment. Dans le cas opdasé est
négative, le cceur utilise son heuristique de choix de polarité initiale. Densas d’une réponse positive,
le cceur; utilise son heuristique de polarité de maniere inverséeeRample, supposons que le cceur b
ait comme heuristique de polarité I'heuristigiadse Dans ce cas, tant qu'un nouveau point de contrble
n'est pas atteint, le solveur affecte les prochains poiatstubix a vrai. Au prochain point de contréle,
I'heuristique de polarité peut de nouveau étre réajustégarGeessus est répété tant qu’une solution n'a
pas été trouvée ou que le probléme n’a pas été réfuté.
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FIGURE 10.2 — Ajustement dynamigue de la polarité d'un solveuraviss d'un autre.

10.2 Expérimentations

Afin d’étudier I'impact de cet ajustement, nous avons conldsi expérimentations suivantes. Dans
un premier temps, nous avons choisi d'isoler I'heuristigieechoix de polarité vis-a-vis des autres
parameétres du solveur. Pour cela, hormis I'heuristiquehdéxade polarité, tous les cceurs utilisent des
architectures identiques (politique de redémarrage yaeale conflits et heuristique de choix de vari-
ables). Dans la seconde, nous avons intégré directemantméthode au solvemrANYSAT 1.1. Enfin,
nous étudions I'apport de notre schéma d’ajustement daswyveurMANYSAT 1.5.

Avant d’entamer les expérimentations, il nous a fallu défim schéma d’application pour notre
méthode. En effet, dans la section précédente nous ne défisipas formellement le cadre selon lequel
notre ajustement doit étre effectué.

Tout d’abord, a la vue des résultats obtenus concernaratlliégtion de la distance entre les solveurs
pris deux a deux, notre méthode n’est pas appliquée sur le4@eceur utilisant I'heuristique de polarité
occurencg Ensuite, afin d’éviter des problémes de cycle dans le pot¢al’ajustement de polarité notre
approche n’est pas non plus appliquée au cceur 1. La figusschématise la maniére selon laquelle
I'ajustement des coeurs 2 et 3 est effectué. Nous avons ahiajaster le coeur 2 et le coeur 3 dans le
cas ou ils sont proches du cceur 1, c’est-a-dire lorgg@e, C2) < 0.1 oud(Cy,C3) < 0.1. En ce qui
concerne les points de contrdle, nous avons choisi de lestedfr tous les 5000 conflits. Cette valeur a
été fixée expérimentalement.

FIGURE 10.3 — Schéma d’ajustememaNYSAT 1.1.

219



Chapitre 10. Ajustement dynamique de I'heuristique deniéldans le cadre d’un solvelsAT paralléle

L'ensemble des résultats expérimentaux reportés dars settion ont été obtenus sur un Quad-
core Intel XEON X5550 avec 32Gb de mémoire. Le temps CPU mstélia 900 secondes par unité
de calcul. Pour ces expérimentations nous avons utilis2d2snstances industrielles de la compétition
SAT 2009 ( D9Toutes les instances sont pré-traitées a I'aide AESBITE (

% Du fait du non déterminisme des solveurs paralléles, whaplveur a été lancé trois
fois sur toutes les instances. Les résultats reportés mantexécution qui a résolu le plus d’'instances
(protocole utilisée lors de la compétiti@aT de 2009).

10.2.1 Ajustement de I'heuristique de choix de polarité d&ANYIDEM

Comme précisé précédemment, afin d’isoler I'heuristiquehdéx de polarité des autres composantes
des solveursAT modernes, nous avons choisi d’utiliser un solveur, normmBYIDEM , avec une archi-
tecture identique pour I'ensemble des coeurs. Chaque wendglculs utilise une politique de redémarrage
définie par la suite déuby(128), I'heuristique de choix de variable egsIDS, le schéma d’apprentis-
sage est le firstHP et les clauses sont échangées si leur taille est inférie@eEm ce qui concerne
I'heuristique de choix de polarité nous avons conservé&delplémentée dans la version initiale de
MANYSAT 1.1 (voir tablealb.1). MANYIDEM résout 72 instances satisfiables et 111 insatisfiablesstandi
JUEMANYIDEM avec notre technigue d’'ajustement résout 74 instancesdiahles et 120 insatisfiables.
La figure10.4donne le nombre d’instances résolues (axe des absciss&s)ation du temps (axe des
ordonnées) panANYIDEM avec et sans méthodes d'ajustement.

lOOO T T T T T T T T T
MANYIDEM ——
MAMNYIDEM+ajustement —s—
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nombre d'instances résolues

FIGURE 10.4 — Nombre d'instances résolues (abscisse) en fonctidendps (ordonnée) pour le solveur
parallele avec architecture identique intégrant ou pagnethnique d’ajustement d’heuristique de choix
de polarité.

A la vue du nombre d'instances résolues (183 peaKYIDEM et 194 pouMANYIDEM avec notre
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technique d’ajustement), nous pouvons conclure que netfenique permet d’améliorer les perfor-
mances du solveur. De plus, comme le montre le nuage de mienias figurel0.5 I'ajout de notre
méthode permet toujours de résoudre de maniére plus effieadestances insatisfiables. Concernant
les instances satisfiables nous pouvons noter que, méme Eiles sont cette fois-ci plus éparpillés,
notre approche est plus compétitive.
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FIGURE 10.5 — Corrélation entre le temps mis par chacune des delhod®s (IANYIDEM et MANYI -
DEM + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Un paimp@VANYIDEM , teMPSMANYIDEM

+ ajustement) reporté sur le graphique correspond au aésalitenu par chacun des solveurs sur une
instance.

10.2.2 Ajustement de I'heuristique de choix de polarité d&ANYSAT 1.1

Dans cette partie, nous évaluons le gain apporté par natiaitpie d'ajustement de polarité dans le
cadre du solveumANYSAT 1.1 ( ). Ce dernier résout 73 instances satisfiables et 120
instances insatisfiables. Les figurE®.6 et 10.7 reportent les résultats obtenus paxNYSAT 1.1 util-
isant ou hon notre technique d’ajustement de la polarité.deeniéres montrent clairement que I'ajout
de notre méthode au sein du solveudr paralleleMmANYSAT 1.1 permet d’améliorer sa compétitivité (81
instances satisfiables et 123 instances insatisfiablelsieg30Si nous étudions plus finement les résultats
a I'aide du nuage de points, nous nous rendons compte que ealans le cas ou les architectures sont
identiques, notre méthode permet au solveur de résoudseeffiltacement les instances insatisfiables
(les points ont tendance a se trouver en dessous de la diagdea ce qui concerne les instances satis-
fiables, les résultats expérimentaux montrent que notreoape permet de résoudre sensiblement plus
d’instances (plusieurs points agglutinés sur la droite 900 signifiant que le solveumANYSAT 1.1
sans notre technique n’a pas été capable de résoudre).
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FIGURE 10.6 — Nombre d'instances résolues (abscisse) en fonctidendps (ordonnée) pour le solveur
paralleleMmANYSAT 1.1 intégrant ou pas notre technique d’ajustement de p@lari
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FIGURE 10.7 — Corrélation entre le temps mis par chacune des deukoded (IANYSAT 1.1 et
MANYSAT 1.1 + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Unhrppiorté sur le graphigue cor-
respond au résultat obtenu par chacun des solveurs surstaada.
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10.2.3 Ajustement de I'heuristique de choix de polarité d&ANYSAT 1.5

MANYSAT 1.5 ( ) est une extension deaNYSAT 1.1 dans laquelle deux coeurs maitres
(cceur M1 et ceeurM?2) invoquent périodiguement deux esclaves (c&liet coceur£2) dans le but
d’intensifier une certaine partie de I'espace de rechenabie §.3.3. Ce solveur est basé sur le principe
d’intensification/diversification. Afin d’évaluer la rollesse de notre approche nous avons incorporé
notre stratégie d’'ajustement de polarité au seimdelYSAT 1.5. Néanmoins, puisque la structure du
solveur est différente de celle d&NYSAT 1.1, nous avons défini une nouvelle topologie d’ajustement.
Cette derniére, reportée sur la figl@8 consiste a ne considérer que les unités de calcul maiast{c’
a-dire M1 et M2) dans le processus d'ajustement. Nous avons choisi déjlestoeurM2 dans le cas
ou il est proche du cceuvtl (6(M1, M2) < 0.1).

FIGURE 10.8 — Schéma d’'ajustement BlaNYSAT 1.5.

Les figuresl0.9et 10.10illustrent les résultats obtenus parNYSAT 1.5 (79 instances satisfiables
et 124 instances insatisfiables résolues)atysaT 1.5 avec notre technique d’'ajustement (79 instances
satisfiables et 127 instances insatisfiables résoluesyr#lia fait que I'ajout de notre méthode ne permet
pas d’améliorer sensiblement les performances du solwgnrSAT 1.5, nous pouvons observer qu’en
ce qui concerne la résolution des instances insatisfiabtestiance précédemment observée se confirme.
En effet, le nuage de point (figuD.10 indique que la plupart des points représentant les ineganc
insatisfiables se trouvent sous la diagonale.
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FIGURE 10.9 — Nombre d'instances résolues (abscisse) en fonatidendps (ordonnée) pour le solveur
parallelemANYSAT 1.5 intégrant ou pas notre technique d'ajustement de p@lari
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FIGURE 10.10 — Corrélation entre le temps mis par chacune des detixodes (ANYSAT 1.5 et
MANYSAT 1.5 + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Unhrppiorté sur le graphigue cor-
respond au résultat obtenu par chacun des solveurs surstaada.

10.2.4 Reésultats classés par famille d’'instances

Les résultats expérimentaux reportés dans les sectionédmétes ont permis de mettre en exergue
le fait que I'ajout de notre stratégie d'ajustement dynaraige choix de polarité au sein de différentes
versions du solvetmANYSAT permettait d’améliorer globalement leur efficacité. Dagtsecpartie, nous
tentons d’étudier plus finement le comportement de notreogppe en analysant les résultats obtenus sur
certaines familles d’instances.

Les Tablesl0.1 et 10.2 reportent les résultats obtenus sur certaines famillesralglgmes sélec-
tionnées parmi I'ensemble des instances industriellesadminpétition 2009. Les configurations de
MANYSAT testées sont notées avec un-« lorsque notre technique d'ajustement a été implémentée.
Nous pouvons tout d’abord observer que notre techniguaist&nent permet d’améliorer les perfor-
mances deANYSAT sur plusieurs classes d’instances. De plus, il faut notey d@ans la plupart des cas,
lorsque notre approche permet d’améliorer les perfornsgadaee version d&ANYSAT, elle améliore
aussi les autres versions (vliw_unsat_2.0, g_query_3p¥PEr...). Cette particularité permet de con-
firmer les résultats obtenus précédemment. En effet, dacadiee de la résolution paralléle il est trés
difficile, a cause du non déterminisme, d'étre catégorigue de I'analyse des données expérimentales.
Il est possible qu'avec de la « chance » un solveur soit cérisidomme meilleur gu’un autre sans pour
autant I'étre réellement. Néanmoins, a la vue des résubptatés dans cette section, nous pouvons af-
firmer que les gains observés dans les études expérimeptaleidentes ne peuvent étre imputées au
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hasard.
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SAT || MANYIDEM | MANYIDEM + || MANYSAT1.1 | MANYSAT1.1+ || MANYSAT1.5 | MANYSAT 1.5+
velev-live-uns-2.0-ebuf N 8.2 5.8 7.1 5.6 4.3 4.4
velev-pipe-uns-1.0-8 N 825.1 177.4 472 249.2 55.7 48.8
velev-pipe-o-uns-1.1-6 N 114.3 52.5 78.9 30.3 9.5 9.5
manol-pipe-g10bidw N 28.2 20.9 26.3 19.6 21.4 19.8
manol-pipe-c10nidw_s N 10.6 6 9.5 8.9 14 8.9
manol-pipe-f10ni N 204.5 204.9 88.5 77 122 90.9
manol-pipe-fob N 92.8 67.1 37.8 38.6 68.1 50.7
goldb-heqc-i10mul N 168.4 102.6 46.2 41.2 26 29.9
goldb-heqc-term1imul N 22.9 19.2 22.2 21.2 8.6 5.8
goldb-heqc-dalumul N 383.9 268 582.1 374.2 47.6 58.6
mizh-sha0-35-3 Y 5.2 28.4 227 38.6 157.2 55
mizh-sha0-36-4 Y - - - 138.1 - 844.8
gus-md5-06 N 9.3 7.6 9 7.9 10.1 10.9
gus-md5-05 N 3.1 2.6 2.9 2.6 3.6 2.7
gus-md5-09 N 361.6 330.4 376 3185 376.9 316.2
partial-10-13-s Y - 672.9 779.5 733 - -
partial-10-15-s Y - 458.3 326.5 548.4 - 414.9
dated-5-17-u N 244.7 160.6 154.2 125.1 139.7 155.4
dated-5-15-u N 146 102.9 87.4 122.9 102.5 88.1
uts-106-ipc5-h33-unknown N 12.4 9.8 15.9 115 15.7 13.4
sortnet-8-ipc5-h19-sat Y - 837 - 880.2 - -
cube-11-h13-unsat N 121.7 68.2 142.3 91.2 201.8 104.4
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_igl N 179.2 57.4 76.6 36 10 5.5
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at b ig2 N 453.1 153.9 335.8 145.7 30 21.3
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_ig3 N - 651.7 840.9 299 96.9 51.6
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_ig4 N - 649.3 - 393.9 170.2 128.8
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at b ig5 N - - - 928.5 331.9 196.5
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at_b_ig6 N - - - - 508.3 349.8
vliw_unsat_2.0/9dIx_vliw_at b iq7 N - 674.4 - - 803.4 707.9

TABLE 10.1 — Résultats obtenus par différentes versions du solveny SAT intégrant ou non la stratégie d’ajustement dynamique daifistique

de choix de polarité. Les temps reportés dans ce tableawsprnimés en secondes.
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Lcc

SAT || MANYIDEM | MANYIDEM + || MANYSAT1.1 | MANYSAT1.1+ || MANYSAT1.5 | MANYSAT 1.5+
AProVEQ7-16 N 101 78.7 78.4 74.3 65.3 77.3
AProVEQ7-27 N 716.1 529.7 349 288.1 482.6 498.2
AProVEQ09-06 Y 15 6 16.9 3.7 269.5 60.2
AProVEQ9-20 Y 27.1 12.2 24.7 13.7 11.1 26
vmpc_29 Y — - — 153.7 927.2 464
vmpc_34 Y - - - 142.1 - 405.4
minandmaxor032 N 5.4 2.7 2.9 2.8 3 2.7
minxorminand032 N 7.9 1.3 2.5 2.2 4.8 4.3
minxorminand064 N 253.4 12.3 24.9 22.5 98.1 89.4
minxor128 N - 112 78.9 74.7 144 146.3
maxxororand032 N - 588.7 168.5 142.1 83.7 89.8
minxorminand128 N - 291.7 350.1 291.2 - -
g_query_3 L200_coli.sat N 185 145.3 150.4 94.1 104.2 114.5
g_query_3 145 _lambda N 109.8 85.6 80.9 72.3 92 115.1
g_query_ 3 L80 coli.sat N 127.9 44.7 28.5 30.9 89 62.4
g_query_3 144 lambda N 108.1 94.8 98.9 80.9 94.6 83.1
g_query_3 L150 coli.sat N 214.2 148.7 137.5 156.1 118.3 98.5
Biolnstances/rpoc_xits_07 N 313.1 236.1 150.3 131.1 399.5 283.4
UR-10-5p0 N 14.2 6.3 8.5 8.3 8.8 6.7
UR-10-5p1 Y 4.8 3.1 3.1 14 6.1 4
UTI-20-10p0 N - 909.7 833.9 802.8 272 328.2
ACG-20-10p0 N - 656.9 - 845.7 - 830.3
UCG-20-10p1 Y 841.8 673.4 - 651 652.4 553.2
ACG-20-10p1 Y - - - - 920.8 789.8
UTI-20-10p1 Y - 784.8 - - 681.7 638
cmu-bmc-longmultl5 N 5.6 4.9 5 4.9 7 6.8
post-cbmc-aes-ee-r2-noholes N 311.6 235.5 1125 128.7 211.8 205.5
post-cbomc-aes-d-r2-noholes N 362.1 212.2 122.6 126.8 234.7 203.2
post-c32s-gcdm16-22 Y 79.4 41.9 50.7 43.3 28.5 26.9

TABLE 10.2 — Résultats obtenus par différentes versions du solveny SAT intégrant ou non la stratégie d’ajustement dynamique drifistique
de choix de polarité. Les temps reportés dans ce tableawsprinés en secondes.
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Chapitre 10. Ajustement dynamique de I'heuristique deniéldans le cadre d’un solvelsAT paralléle

10.3 Conclusion

Des travaux basés sur I'utilisation de I'heuristiqgue deagté# pour régler certaines composantes des
solveurssAT modernes ont déja été menés par le passé. Ainsi, dans:( % une politique de
redémarrage basée sur I'heuristique de polanit§ress savingst proposée. De notre coté, nous avons
proposé d'utiliser cette notion pour controler la base deists apprises (voir le chapi®g Dans ce
chapitre, nous avons présenté une nouvelle mesure basgemumcipe permettant d'estimer la distance
entre deux unités de calcul. Cette mesure a ensuite étgéetilans le cadre d’'une approche de type
portfolio afin d’ajuster dynamiquement I'heuristique de polarité di#fgrentes unités de calcul. Les
résultats expérimentaux, menés sur I'ensemble des irestandustrielles de la compétitiant 2009,
ont montré que notre méthode améliore sensiblement lesrpaahces du solvewmANYSAT 1.1. En
ce qui concerne I'ajout de notre approche dans le solveuwysAT 1.5, nous ne pouvons pas conclure
gu'il y a un réel gain. Néanmoins, a la vue des résultatsqatigur les instances industrielles) il semble
gue notre approche soit trés prometteuse.

Plusieurs perspectives s’ouvrent naturellement a la vueedeésultats. Tout d’abord, nous envis-
ageons d'étudier le comportement de notre approche suutessgamilles d’instances (instances aléa-
toires et académiques). De plus, il semble que la fréquesioa lRquelle I'ajustement est effectué influe
sur les performances. Il semble donc nécessaire d'étuliisifipement ce phénoméne et de définir une
stratégie dynamique pour régler ce parameétre. Nous pemsoria suite étudier d’autres criteres d’'a-
justement. En effet, au lieu de se limiter a inverser I'hstigiie de choix de polarité comme nous I'avons
fait, une autre approche peut consister a en changer canmat pendant la phase de recherche. De
cette maniére uportfolio d’heuristiques de polarités est envisageable. Une autep@etive consiste
a utiliser les informations fournies par la notion d'intent pour contrdler les flux de clauses apprises
transitant entre les différents coeurs d'un solveur pdealléour terminer, nous envisageons d'étudier
notre approche sur d’autres solveurs de tgpefolio (PLINGELING ( ), CRYPTOMINISAT//

( ), etc) et plus particulierement sur le solveur parallplartfolio déterministe proposé par
( ). En effet, considérer une telle approche permet de sirapfifirtement le protocole
expérimental et surtout de supprimer le critére « chancéimsgque a I'utilisation de telles méthodes.
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Conclusion

Nous avons présenté, dans cette partie, deux contribusiappuyant sur I'heuristique de choix de
polarité.

La premiéere consiste en une nouvelle mesure, basée suri$tigue de choix de polaritprogress
saving permettant d'évaluer la pertinence d’'une clause. Noussnwntré expérimentalement, que dans
le cadre d’une politique classique de réduction de la bastadses apprises (voir sectiBri.5.9, utiliser
notre mesure comme fonction de sélection permet d’'obtarérraéthode aussi performante que celles
proposées dans I'état de I'art. Une des particularités declsure proposée est qu’elle est dynamique et
gu’elle peut étre calculée sur des clauses ne participand earecherche. Grace a ces propriétés, nous
avons pu proposer une nouvelle stratégie de réduction destade clauses apprises basée sur I'activation
et la désactivation de clauses. Cette derniére, contraiteaux stratégies de réduction de I'état de I'art,
ne supprime pas directement les clauses mais les met en ddomstwr’elles sont jugées inutiles et les
réactives lorsqu’elles sont jugées pertinentes. L'ensenits expérimentations que nous avons conduit a
montré que I'application de ce nouveau schéma dans un sahoezL permet d’améliorer sensiblement
ses performances.

La seconde contribution s’inscrit quant a elle dans le cadréa résolution desAT en paralléle.
Plus précisément, nous avons proposé une méthode perttaster dynamiquement I'heuristique
de choix de polarité des solveurs dans le cadre d’'une apprehypeportfolio (voir chapitre5). Pour
cela, nous nous sommes appuyés sur les heuristiques dedehpiarité de chaque solveur afin de déter-
miner si deux d’entre eux sont en train d’effectuer la mérashdalorsqu’une telle situation se produit,
nous proposons simplement de modifier I'heuristique dexcteipolarité d’'un des deux solveurs. Les
expérimentations condutes ont montré qu’'appliquer noté¢hotde dans le solvemANYSAT permet
d’améliorer sensiblement ses performances.
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Conclusion générale

Les travaux réalisés durant cette thése apportent dif&sarontributions a la résolution des prob-
lémes de satisfiabilité d’'une formule propositionneia) et de satisfaction de contraintess).

Aprés avoir introduit, dans la partleles différents éléments nécessaires a la compréhensioa de
manuscrit, nous avons proposeé, dans la seconde partiedifs algorithmes hybrides pour la résolution
pratique des problémesaT etCsP.

— Tout d’abord, nous avons développé un algorithme hybagegelécpLs, dédié a la résolution
de sAT. Il consiste a ajouter des clauses produites par résofufida formule afin de s’extraire
des minima locaux. Pour cela, nous avons proposé d'adaptricept d’analyse de conflits a
partir d’'un graphe d'implications au cadre de la recheradwmle. Ce graphe, nommé « graphe
conflit », est construit a partir d’'une interprétation coétplen considérant les clauses falsifiées
comme les causes de I'échec (minimum local) et les clausssitigfaites comme les raisons
ayant conduit a cette situation. Nous avons proposé dewocetpgs pour analyser ce graphe. La
premiére consideére les notions de clauses critiqgues pogtreire un chemin de clauses critiques,
a partir duguel une nouvelle clause peut étre produite gatuton. La seconde approche consiste
a recontruire explicitement le graphe conflit & partir d’unterprétation partielle obtenue par
propagation unitaire. Pour cela, nous construisons unegetieuinterprétation partielle a partir
de l'interprétation compléte courante issue de la recleelatale. Cette interprétation est ensuite
utilisée afin de générer et d’analyser un graphe conflit.

— Les travaux effectués autour d®LS nous ont conduit a proposemBHYs, un démonstrateur
complet hybride combinant recherche locale et solvmuL. Il s’appuie sur un nouveau schéma
d’hybridation qui repose sur un flux bidirectionnel d'infieations entre les différentes composantes
mises en jeu. La particularité de ce schéma est qadi8s peut étre considéré comme une méth-
ode de recherche locale utilisant un solveocL afin de s’extirper des minima locaux, ou comme
un solveurcbcL employant un solveur de recherche locale afin de se dirigerles parties diffi-
ciles du probleme. Ce solveur permet de résoudre plus dfinss que I'ensemble des solveurs de
la littérature et offre pour la premiéere fois une réponse ahallenge lancé a la communauté il y
a maintenant presque 15 ans.

— Les excellentes performances obtenues par le solvetH®s nous ont conduit a proposer le
solveurFAC-SOLVER pour résoudre le probléntespk, qui étend le schéma d’hybridation du solveur
SATHYS et inclut le concept de variableac (Falsified in All Constraints Afin d’obtenir une
méthode hybride efficace, nous avons aussi proposé un sdeeacherche locale, nomméc sk,
intégrant certains des meilleurs critéres d’échappentdistis dans le cadre deaT.

Nous avons, dans la troisiéme partie de ce manuscrit, ptopegx approches ou I'heuristique de
choix de polarité est utilisée de maniére originale pourriswles informations sur ce que pourrait étre
le futur espace de recherche exploré par un solgeumoderne ¢DCL).

— La premiére consiste en une nouvelle mesure, basée suri$tigue de choix de polarifgrogress
saving permettant d’évaluer la pertinence d’'une clause. Cettumneeest dynamique et peut étre
calculée sur des clauses ne participant pas a la recherchee @ ses propriétés, nous avons
proposé une nouvelle stratégie de réduction de la base useslapprises basée sur I'activation et
la désactivation de clauses. Contrairement aux stratdgigsduction de I'état de I'art, ne supprime
pas définitivement les clauses mais les place en sommejju@ites sont jugées inutiles et les
réactive lorsqu’elles sont jugées pertinentes. Ce travétié récompensé par le prix de la meilleure
contribution a la conférenceat’2011.
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Conclusion générale

— La seconde s'inscrit dans le cadre de la résolutiosAleen paralléle. Nous avons proposé une
méthode permettant d’ajuster dynamiquement I'heuristid@ choix de polarité des solveurs dans
le cadre d'une approche de typertfolio. Nous nous sommes appuyés sur les heuristiques de choix
de polarité de chaque solveur afin de déterminer si deuxré’entx effectuent une tache similaire.
Lorsqu’une telle situation se produit, nous proposons Empnt de modifier I'heuristique de
choix de polarité d'un des deux solveurs. Nous espérons @diversifier au mieux I'espace de
recherche parcouru par les différents coeurs.

Ces différentes contributions ouvrent de hombreuses eetigps. Tout d’abord, nous envisageons
de rendre I'algorithmecpLs complet. En effet, bien qu'il soit basé sur le méme procesiagpren-
tissage que les solveusaT modernes (clause obtenue par résolution linéaire), ilnegbssible, méme
en considérant un temps infini, d’assurer qu’une réponsesatisfiabilité ou a l'insatisfiabilité d’une
formule sera fournie. En effet, contrairement a I'analysednflits effectuée dans les solvearsct, il
n'est pas garanti que la clause obtenue par notre processuyde de conflits ne soit pas subsumée par
une clause déja présente dans la base. Afin de contourneoldérpe, nous envisageons une approche
permettant d’effectuer des traitemerdspostiori sur les clauses afin de s’assurer que celles-ci ne sont
pas redondantes.

Les résultats obtenus par les solveurg I8Ys et FAC-SOLVER montrent I'intérét du schéma d’hy-
bridation proposée et laissent entrevoir de nombreusepeeives. Une de ces perspectives concerne
I'application de notre schéma d’hybridation a d’autreshpEmesNP-difficile En effet, nous avons pu
voir aux travers des différentes études expérimentaled’gpplication de ce schéma au deux prob-
lemesNP-difficile que ce sonsAT et csP, conduit a produire systématiquement un solveur tres tebus
Par conséquent, nous envisageons de travailler sur dsgoitoblemes de cette classe, dans I'objectif de
mesurer |'efficacité de ce schéma. Une autre piste que nalagons explorer concerne I'adaptation
de notre méthode hybride dans le cadre de la résolutioni@ardlNous étudions a I'heure actuelle une
approche de typportfolio basé sur les mémes principes qua BYS et FAC-SOLVER.

En ce qui concerne le schéma de nettoyage de la base de ciamseses que nous avons propose,
nous pensons que celui-ci peut encore étre amélioré. Ef)y b6aucoup de paramétres contrélant le
cycle de vie d’'une clause ont été définis de maniére statRmieconséquent, il pourrait étre intéressant
de définir une approche permettant de régler ces dernieradigra dynamique.

Enfin, nous avons pu voir que dans le cadre de la résolutiomahlgmesAT a I'aide d’approches de
typeportfolio, I'heuristique de choix de polarité utilisée par chacunstggeurs permettait de fournir des
informations intéressantes concernant I'espace de eulgu’ils ont l'intention d’explorer. Il pourrait
étre intéressant d'utiliser de telles informations afin datdler plus finement I'échange de clauses
apprises entre les différentes unités de calcul.
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Résumé

La thése porte sur la résolution des problemes de satigfiapibpositionnelle (SAT) et des prob-
lémes de satisfaction de contraintes (CSP). Ces deux nsodiéddaratifs sont largement utilisés pour ré-
soudre des problémes combinatoires de premiére importameme la vérification formelle de matériels
et de logiciels, la bioinformatique, la cryptographie, lanification et I'ordonnancement de taches.
Plusieurs contributions sont apportées dans cette théles.\uent de la proposition de schémas d’hy-
bridation des méthodes complétes et incomplétes, répoadssi a un challenge ouvert depuis 1998, a
la résolution paralléle sur architecture multi-coeurs, &spnt par 'amélioration des stratégies de réso-
lution. Cette derniere contribution a été primée a la deeni®nférence internationale du domaine (prix
du meilleur papier). Ce travail de thése a donné lieu a plusieutils (open sources) de résolution des
problémes SAT et CSP, compétitifs au niveau international.

Mots-clés: SAT, CSPR, hybridation, résolution parallele

Abstract

This thesis deals with propositional satisfiability (SAMdaconstraint satisfaction problems
(CSP). These two declarative models are widely used foiirgplseveral combinatorial problems (e.qg.
formal verification of hardware and software, bioinforroaficryptography, planning, scheduling, etc.).
The first contribution of this thesis concerns the propositf hybridization schemes of complete and
incomplete methods, giving rise to an original answer to B-krewn challenge open since 1998. Sec-
ondly, a new and efficient multi-core parallel approach igppsed. In the third contribution, a novel
approach for improving clause learning management dagabatesigned. This contribution allows spa-
tial complexity reduction of the resolution-based compuref SAT solvers while maintaining relevant
constraints. This contribution was awarded at the lastnat@nal SAT conference (best paper award).
This work has led to several open sources solving tools fthr ppositional satisfiability and constraints
satisfaction problems.

Keywords: SAT, csp, hybridization, parallel solver
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