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Bertrand Mazure Université d’Artois
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Université d’Artois, rue Jean Souvraz, S.P. 18 F-62307, Lens Cedex France

Secrétariat : Tél.: +33 (0)3 21 79 17 23 – Fax : +33 (0)3 21 79 17 70

http://www.cril.univ-artois.fr



Mise en page avec memcril (B. Mazure, CRIL) et thloria (D. Roegel, LORIA).





Remerciements

Les remerciements.

i



ii



À mes frères.

iii



iv



Table des matières

Liste des tableaux xi

Table des figures xiii

Liste des Algorithmes xvii

Introduction générale 1

I État de l’art

Introduction de l’étude bibliographique 7

Chapitre 1 Problématique, Définitions et Notations 9

1.1 Introduction à la théorie de la complexité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 Notions de bases. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 La machine de Turing. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.3 Classes de complexité des problèmes de décision. . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Le problèmeSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.1 Syntaxe : le langage propositionnel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.2 Sémantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.3 Formes normales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2.4 Noyaux minimalement inconsistants (MUS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3 Le problèmeCSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.1 FormalisationCSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

v



Table des matières

1.3.2 Noyaux minimalement inconsistants (MUC) . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4 Les instances. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.4.1 Instances aléatoires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.4.2 Instances structurées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.4.3 Instances utilisées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.5 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Chapitre 2 Approches incomplètes : la recherche locale 37

2.1 Principe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.1 Définitions et notions de bases. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.2 L’architectureGSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.1.3 L’architectureWSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.1.4 Application de la recherche locale au problèmeSAT . . . . . . . . . . . . . 44

2.1.5 Application de la recherche locale au problèmeCSP . . . . . . . . . . . . . 46

2.2 Stratégies d’échappement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.2.1 Mouvements aléatoires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.2.2 La méthode Tabou. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.2.3 Pondération de Contraintes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.2.4 Stratégies d’échappement dédiées aux architecturesGSAT et WSAT . . . . . 51

2.3 Ajustement dynamique des paramètres d’un solveur de type recherche locale. . . . 52

2.4 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Chapitre 3 Approches complètes 55

3.1 Approche complète pour la résolution pratique du problème SAT . . . . . . . . . . . 55

3.1.1 Un algorithme syntaxique : le principe de résolution. . . . . . . . . . . . . 56

3.1.2 Arbres sémantiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.1.3 Méthode de Quine. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.1.4 La procédure de Davis - Putnam - Logemann - Loveland. . . . . . . . . . . 61

3.1.5 SolveurSAT moderne :CDCL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.1.6 Synthèse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.2 Approche complète pour la résolution pratique du problème CSP . . . . . . . . . . . 83

vi



3.2.1 Générer et tester. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.2.2 Algorithme de recherche avec retours arrière. . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.2.3 Algorithme de recherche avec retours arrière et filtrage . . . . . . . . . . . 87

3.2.4 Synthèse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.3 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Chapitre 4 Recherche Locale et méthodes complètes : hybridations 99

4.1 Schémas de combinaisons existants. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.2 Hybridations collaboratives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.2.1 Prétraiter à l’aide de l’une des deux méthodes. . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.2.2 Exécution alternée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.2.3 La recherche locale pour extraire un sous-problème inconsistant. . . . . . . 102

4.3 Hybridations intégratives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.3.1 Complet greffé sur incomplet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.3.2 Incomplet greffé sur complet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.4 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Chapitre 5 Résolution parallèle du problèmeSAT 111

5.1 RésoudreSAT en parallèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.1.1 Architectures multi-cœurs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.1.2 Dégager du parallélisme. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.2 Approche parallèle de type chemin de guidage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.2.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.2.2 Présentation de solveurs de type chemin de guidage. . . . . . . . . . . . . 116

5.3 Approche de typeportfolio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.3.1 MANYSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.3.2 Le solveurMANYSAT 1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.3.3 Le solveurMANYSAT 1.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.4 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

Conclusion de l’étude bibliographique 123

vii



Table des matières

II Méthodes de résolution hybride

Introduction 127

Chapitre 6 Analyse de conflits et recherche locale 129

6.1 Analyse de conflits et recherche locale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.1.1 Définition des graphes conflits. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.1.2 Construction et analyse d’un graphe conflit basée sur la notion de chemin

critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

6.1.3 Construction et analyse d’un graphe conflit basée sur la notion d’interpréta-

tion partielle dérivée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

6.2 Ajout de clauses dans un solveur de typeWSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6.2.1 CDLS : algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6.2.2 Études expérimentales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

6.3 Étude comparative. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6.4 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

Chapitre 7 Solveur hybride pour la résolution pratique de SAT 151

7.1 Échange bidirectionnel d’informations entre la recherche locale et une approche de

typeCDCL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

7.1.1 Apport de la recherche locale pour une méthode de typeCDCL . . . . . . . 152

7.1.2 Apport d’une méthode de typeCDCL pour la recherche locale. . . . . . . . 153

7.2 SATHYS, un nouvel algorithme hybride pour la résolution pratique de SAT . . . . . 154

7.2.1 Description formelle du solveur SATHYS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

7.2.2 Interprétation complète générée à partie de la propagation unitaire . . . . . 157

7.2.3 L’heuristique de branchement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

7.2.4 Le prédicatslsProgress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

7.3 Études expérimentales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

viii



7.3.1 Choix de la stratégie d’échappement utilisée dans SATHYS . . . . . . . . . 159

7.3.2 Étude de l’apport des informations échangées. . . . . . . . . . . . . . . . 160

7.3.3 Étude comparative. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

7.3.4 Synthèse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

7.4 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

Chapitre 8 Solveur hybride pour la résolution pratique de CSP 169

8.1 Les variablesFAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

8.2 Solveur de recherche locale pourCSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

8.2.1 Algorithme de recherche locale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

8.2.2 Mettre à jourγ plus rapidement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

8.2.3 Expérimentations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

8.2.4 Synthèse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

8.3 L’approcheFAC-SOLVER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

8.3.1 FAC-SOLVER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

8.3.2 La composante recherche locale :RL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

8.3.3 La composante hybrid :RL+GAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

8.3.4 La composanteMAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

8.4 Résultats expérimentaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

8.5 Perspectives et Conclusions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

Conclusion 193

III Utilisation de l’heuristique de choix de polarité

Introduction 197

ix



Table des matières

Chapitre 9 Vers une gestion fine et dynamique de la base de clauses apprises 199

9.1 Une nouvelle mesure pour identifier les bonnes clauses. . . . . . . . . . . . . . . . 199

9.1.1 Définition de la mesurePSM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

9.1.2 Études expérimentales de la mesurePSM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

9.2 Geler pour ne pas oublier : une politique dynamique de réduction de la base de

clauses apprises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

9.2.1 Politique de gestion de la base de clauses apprises. . . . . . . . . . . . . . 204

9.2.2 Étude du cycle de vie d’une clause apprise vis-à-vis denotre schéma. . . . 205

9.3 Expérimentations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

9.3.1 Comparaison avec différentes stratégie de réduction. . . . . . . . . . . . . 208

9.3.2 Comparaison avec les solveurs de l’état de l’art. . . . . . . . . . . . . . . . 210

9.4 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

Chapitre 10 Ajustement dynamique de l’heuristique de polarité dans le cadre d’un solveur

SAT parallèle 215

10.1 Estimer la distance entre deux solveurs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

10.1.1 Distance entre deux solveurs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

10.1.2 Évolution de la distance entre différents solveurs. . . . . . . . . . . . . . . 216

10.1.3 Ajustement dynamique de la polarité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

10.2 Expérimentations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

10.2.1 Ajustement de l’heuristique de choix de polarité deMANYIDEM . . . . . . . 220

10.2.2 Ajustement de l’heuristique de choix de polarité deMANYSAT 1.1 . . . . . 221

10.2.3 Ajustement de l’heuristique de choix de polarité deMANYSAT 1.5 . . . . . 223

10.2.4 Résultats classés par famille d’instances. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

10.3 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

Conclusion 229

Conclusion générale 231

Index 233

Bibliographie 237

x



Liste des tableaux

1.1 Évolution du temps de calcul en fonction de la complexitéd’un problème. . . . . . . . . 11

1.2 Sémantique usuelle des opérateurs logique.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.1 Algorithmes étabilissant la cohérence d’arc et leur complexité. . . . . . . . . . . . . . . 90

5.1 Stratégies des différents solveurs séquentiels utilisés dans le solveurMANYSAT 1.1. . . . 119

5.2 Stratégies des différents solveurs séquentiels utilisés dans le solveurMANYSAT 1.5. . . . 120

6.1 Résultat obtenus parCDLS sans réduction de la base de clauses apprises et avec une
analyse de conflits basée sur la notion de chemin critique.. . . . . . . . . . . . . . . . . 141

6.2 Résultat obtenus parCDLS avec réduction de la base de clauses apprises et avec une
analyse de conflits basée sur la notion de chemin critique.. . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.3 Résultat obtenus parCDLS sans réduction de la base de clauses apprises et avec une
analyse de conflit basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée. . . . . . . . . . . 143

6.4 Résultat obtenus parCDLS avec réduction de la base de clauses apprises et avec une
analyse de conflits basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée. . . . . . . . . . 144

6.5 Comparaison du solveurCDLS vis-à-vis d’un ensemble de solveurs de l’état de l’art.. . . 146

7.1 Étude des performances du solveur SATHYS pour différentes stratégies d’échappement.. 159

7.2 Étude de l’apport de l’échange d’informations dans le solveur SATHYS. . . . . . . . . . 160

7.3 Comparaison du solveur SATHYS vis-à-vis d’un ensemble de solveurs de l’état de l’art.. 161

7.4 Résultats obtenus par SATHYS sur un ensemble d’instances structurées.. . . . . . . . . 166

8.1 Étude de l’apport de la structure de donnéesδ pour l’efficacité de la méthode de recherche
locale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

8.2 Étude de l’apport de l’application de l’arc consistancegénéralisée en tant que prétraite-
ment d’une méthode de recherche locale.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

8.3 Comparaison du solveurWCSPvis-à-vis de solveurs de l’état de l’art.. . . . . . . . . . 180

8.4 Comparaison du solveurFAC-SOLVER vis-à-vis des différentes parties qui le composent.186

8.5 Comparaison entreFAC-SOLVER avec choix des premiers points de choix dans l’ensem-
ble des variablesFAC ou non. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

9.1 Résultats obtenus avec la séquence de réduction utilisée par défaut dans le solveurMINISAT .201

9.2 Résultats avec la séquence de réduction utilisée agressive. . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

9.3 Résultats obtenus par notre approche sur une sélection d’instances insatisfiables.. . . . . 203

9.4 Résultats obtenus parpsmdyn, GLUCOSE, LINGELING etCRYPTOMINISAT sur une sélec-
tion d’instances insatisfiables.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

xi



Liste des tableaux

9.5 Résultats obtenus par différentes versions du solveurMANYSAT . . . . . . . . . . . . . . 212

10.1 Résultats obtenus par différentes versions du solveurMANYSAT . . . . . . . . . . . . . . 226

10.2 Résultats obtenus par différentes versions du solveurMANYSAT . . . . . . . . . . . . . . 227

xii



Table des figures

1.1 Représentation schématique d’une machine de Turing.. . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Structuration possible des classesP , NP etCoNP ainsi que leur complétude.. . . . . 15

1.3 Représentation graphique de la hiérarchie polynomial.. . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4 Ensemble desMUS d’une formule insatisfiable.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.5 Représentation graphique d’unCSP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.6 Représentation de la microstructure d’un réseau de contraintes. . . . . . . . . . . . . . . 28

1.7 Problème des4-reines et le réseau de contrainte associé.. . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.8 Une solution du problème des4-reines. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.9 Réseau de contraintes incohérent avec l’un de sesMUC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.1 Chemin de recherche locale.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2 Amélioration pouvant être obtenue en se déplaçant d’uneinterprétation à une autre.. . . 39

2.3 Minimum local et global.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4 Paysage exploré par la recherche locale.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.5 Interprétation complète définit sur une réseau de contraintes. . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.6 Influence de la pondération des contraintes falsifiées sur le paysage de recherche.. . . . 50

3.1 Arbre de résolution.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2 Arbre sémantique correspondant à l’ensemble de clausesde l’exemple 3.2.. . . . . . . . 60

3.3 Arbre construit par la méthode de Quine sur l’ensemble declauses de l’exemple 3.2.. . 61

3.4 Arbre de recherche construit par l’algorithmeDPLL sur l’instance de l’exemple 3.2.. . . 62

3.5 Application de la propagation unitaire sur un ensemble de clauses.. . . . . . . . . . . . 63

3.6 Attribution de clauses aux différents littéraux.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.7 Arbre de recherche généré par la procédureDPLL sur le problème de l’exemple 3.13.. . 71

3.8 Interaction des composantes d’un solveurCDCL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.9 Graphe d’implication. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.10 Arbre de recherche partiel construit par un algorithmede recherche avec retours arrière
utilisant un schéma de branchements non-binaires.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.11 Arbre de recherche partiel construit par un algorithmede recherche avec retours arrière
utilisant un schéma de branchements binaires.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.12 Suppression de valeurs par cohérence de nœud.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.13 Micro-structure des tuples autorisés d’une contrainte non arc cohérente.. . . . . . . . . 88

3.14 Suppression de valeurs par cohérence d’arc.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.15 Arbre de recherche partiel construit par l’algorithmeMAC. . . . . . . . . . . . . . . . . 90

xiii



Table des figures

3.16 Suppression de valeurs par l’application deSAC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.17 Application de la cohérence de chemins.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.18 Application de la3-cohérence.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.1 Classification des méthodes hybrides.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.2 La recherche locale comme prétraitement d’une méthode complète. . . . . . . . . . . . 101

4.3 Considérer les dépendances fonctionnelles au sein d’une recherche locale.. . . . . . . . 101

4.4 Exécution alternée d’une recherche locale et d’un algorithme debacktracking. . . . . . . 102

5.1 Tri d’un tableau d’entiers à l’aide d’un algorithme parallèle. . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.2 Parallélisme par décomposition de domaines.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.3 Retour arrière non chronologique et travail inutile.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.4 Arbre de recherche restant à explorer à partir d’un chemin de guidage.. . . . . . . . . . 115

5.5 Décomposition d’un chemin de guidage.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.6 Présentation schématique du solveur parallèleMANYSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.7 Transfert d’informations entre un maître et son esclave. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.8 Topologie Maître/Esclave.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

6.1 Graphe conflit défini sur la variablex1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6.2 Graphe conflit défini à partir d’un chemin critique.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

6.3 Graphe conflit construit à l’aide de la propagation unitaire. . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.4 Nuage de points : WALK SAT versusCDLS(critique,faux ,5000) . . . . . . . . . . . . . . . 141

6.5 Nuage de points : WALK SAT versusCDLS(critique,vrai ,5000) . . . . . . . . . . . . . . . 142
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Introduction générale

Avec l’avènement des ordinateurs, nous sommes aujourd’huiamenés à manipuler des données d’une
complexité croissante et de plus en plus nombreuses. Un programme peut aisément atteindre plusieurs
centaines de milliers de lignes, les processeurs se miniaturisent mais effectuent des opérations de plus
en plus complexes, les compagnies aériennes veulent remplir au mieux leur avions,etc.De tels exem-
ples existent dans à peu près tous les domaines possibles et imaginables. Dès lors, la vérification des
programmes, des micro-processeurs ou encore l’allocationau mieux des sièges des compagnies aéri-
ennes ne peuvent plus être réalisées par des humains mais doivent être automatisés. Cette automatisation
nécessite une modélisation du problème initial, puis un algorithme permettant de résoudre le problème
ainsi modélisé. Une alternative à l’élaboration d’algorithmes dédiés à un type de problème consiste à
utiliser la programmation par contraintes. En effet, elle constitue un paradigme de résolution très puis-
sant permettant de modéliser de nombreux problèmes (dont les exemples cités ci-dessus). Le problème
SAT, pour «SATisfiability» et le problèmeCSP, pour «Constraint Satisfaction Problems» sont tous les
deux des thèmes majeurs de la programmation par contraintes. Le principal avantage de ces paradigmes
est la séparation entre la partie modélisation et la partie résolution. Une fois le problème modélisé, il est
possible d’utiliser un des nombreux solveurs existant dansla communauté pour le résoudre. C’est ainsi
que, depuis plusieurs années, des chercheurs se focalisentsur l’amélioration des techniques de résolution
pour les problèmesSAT et CSP. Cette alternative a donné de très bons résultats dans la pratique, quelque
fois meilleurs que des démonstrateurs ad-hoc.

La logique propositionnelle (Boole 1854) sur laquelle est basée le problèmeSAT est un formalisme
de représentation des plus simplistes. Elle contient un nombre fini de variables qui ne peuvent prendre
que deux valeurs de vérité (vrai et faux) et utilise les connecteurs logiques classiques (leet, le ou et
enfin la négationnon). Malgré sa simplicitié, le problèmeSAT, premier problème a avoir été démontré
NP-complet(Cook 1971), est un problème central en théorie de la complexité, mais aussi en intelligence
artificielle et en démonstration automatique. Cela fait maintenant une dizaine d’années, et l’avènement
d’un nouveau type de solveurs (nomméCDCL « Conflict Driven, Clause Learning» (Moskewiczet al.
2001a)), que le problèmeSAT est utilisé dans la résolution de problèmes extrêmement divers. Le plus
emblématique d’entre eux est la vérification formelle bornée (BMC « Bounded Model Checking» (Biere
et al. 1999a)) puisqu’il a été parmi les premiers problèmes à être modélisé avec succès enSAT. Nous
pouvons encore citer la gestion des dépendances dans les paquets d’une distribution linux (Argelich
et al. 2010) ou encore dans les plugins du logiciel Eclipse (Le Berre et Rapicault 2009). En effet, à
chaque fois qu’un plugin est installé ou mis à jour dans ce logiciel, un solveurSAT, nomméSAT4J
(Le Berre et Parrain), est appelé afin de déterminer s’il n’y a pas de conflits et quels sont les autres
plugins qui doivent également être installés. Ceci fait sûrement deSAT4J le solveurSAT le plus utilisé
du monde ! Et puis, n’est-ce pas Edmund Clarke, prix Turing en2007 avec Allen Emerson et Joseph
Sifakis, pour leur travaux sur la vérification formelle, quia dit : « Clearly, efficientSAT solving is a key
technology for 21st century computer science» (Biereet al.2009). Pour autant, de nombreux challenges
existent encore dans la communauté. L’élaboration de nouvelles techniques incomplètes se focalisant sur
les instances (ou problèmes) non satisfiables en est encore aux balbutiements. Les méthodes hybrides,
combinant deux méthodes de recherche différentes, ne donnent toujours pas les résultats espérés. De
plus, il ne faut pas considérer le problèmeSAT comme la seule possibilité et de nombreux problèmes
restent encore inabordables pour les solveursSAT.

Le problèmeCSP possède un formalisme beaucoup plus expressif que le problème SAT. Il utilise
des variables qui peuvent prendre un nombre fini de valeurs. Il peut également coder les contraintes de
manière intentionnelle (3×X+4×y ≤ 4, par exemple) mais également utiliser des contraintes globales
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(la contraintealldif étant la plus connue (Régin 1999)) utilisant des algorithmes dédiés de filtrage. Ainsi,
certains problèmes sont inaccessibles aux solveursSAT car ils nécessitent trop de variables, mais peu-
vent facilement être résolus à l’aide de solveursCSP (citons par exemple les problèmes d’allocation de
fréquences (FAPP)). Une extension deCSP, lesCSPpondérés, permet en plus de résoudre des problèmes
primordiaux en contrainte : les problèmes d’optimisation.

Les problèmesSAT et CSP sont donc aujourd’hui utilisés quotidiennement dans des domaines très
variés, par conséquent les solveurs associés doivent résoudre des problèmes de plus en plus complexes,
nécessitant l’élaboration constante de nouveaux algorithmes de résolution et l’amélioration de ceux déjà
existants. Les progrès réalisés tous les deux ans dans les compétitionsSAT témoignent de ces amélio-
rations (PRECOSAT(Biere 2009) et GLUCOSE (Audemard et Simon 2009a), les deux vainqueurs de la
compétition de 2009 auraient respectivement terminé 6ème et 14ème en 2011). Cette thèse s’inscrit prin-
cipalement dans cette perspective. Nous nous sommes attelés à proposer de nouveaux algorithmes et à
améliorer des méthodes existantes dans le cadreSAT. La proximité des formalismesSAT et CSP, qui a
toujours permis des transferts de résultats entre ces deux domaines, nous a également amené à étendre
certains de ces algorithmes au formalismeCSP. Nos contributions s’articulent donc autour de deux prin-
cipaux points : d’une part, l’hybridation de différents types de solveurs et de l’autre, l’amélioration des
solveurs de typeCDCL.

Ce document est divisé en trois parties. Tout d’abord nous introduisons les notions essentielles à la
compréhension de ce manuscrit : les bases de la théorie de la complexité, la définition formelle des prob-
lèmesSAT et CSP, ainsi que la notion de classes d’instances sont présentées. Un état de l’art concernant
les différents paradigmes de résolution est également établi (algorithme de recherche locale, approche
complète, méthode hybride et approche de résolution parallèle pourSAT).

La seconde partie est consacrée à nos contributions au cadrede la résolution d’un des challenges
proposés parSelmanet al. (1997), qui vise à montrer que la collaboration des deux principales méth-
odes de résolution (recherche locale et méthode complète) dépasse en efficacité chacune d’entre elles
prises séparément. Notre contribution dans ce cadre est double : en effet, dans un premier temps, nous
présentons un nouveau concept permettant d’étendre la notion d’analyse de conflits telle qu’elle est faite
dans les solveursSAT modernes dans le cadre de la recherche locale (Audemardet al. 2009a;b). Ces
travaux ont abouti au développement d’un algorithme, nomméCDLS (Conflict Driven Local Search), qui
est présenté et comparé expérimentalement aux meilleures méthodes connues. Les travaux conduits sur
cette méthode nous ont amené à élaborer un nouveau schéma d’hybridation permettant de faire collaborer
efficacement et de manière bidirectionnelle une méthode de recherche locale et un algorithme complet
de type recherche en profondeur d’abord. Ce schéma a ensuiteété appliqué et étudié expérimentalement
dans le cadre de la résolution pratique des problèmesSAT (SATHYS) et CSP(FAC-SOLVER) (Audemard
et al.2009c; 2010a;c;b, Grégoireet al.2011a;b).

Finalement, dans la troisième partie, nous proposons deux contributions s’intégrant dans le cadre de
la résolution du problèmeSAT. Notre première contribution consiste en une nouvelle stratégie de réduc-
tion de la base de clauses apprises, utilisée classiquementdans les solveursCDCL, basée sur l’activation
et la désactivation de clauses au cours de la recherche (Audemardet al.2011a;b). Ces travaux ont conduit
à l’élaboration d’une nouvelle mesure, nomméePSM, permettant de prédire si une clause sera utile pour
la suite de la recherche. La viabilité de ce concept est démontrée au travers d’un ensemble d’expérimen-
tations. La seconde contribution s’intègre quant à elle dans le cadre de la résolution pratique deSAT à
l’aide de la collaboration de plusieurs solveursCDCL lancés en parallèle (Guo et Lagniez 2011a;b). Nous
proposons, dans ce cadre, d’ajuster dynamiquement la configuration d’un des solveurs lorsqu’il est établi
qu’un autre effectue un travail similaire. Pour cela, nous avons décrit une nouvelle mesure permettant
d’estimer si deux unités de calcul explorent de la même manière l’espace de recherche développé.
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Introduction de l’étude bibliographique

La programmation par contraintes est un paradigme de résolution très puissant permettant de mod-
éliser de nombreux problèmes issu de domaines variés, tels que les interfaces homme-machine, l’in-
telligence artificielle ou encore la recherche opérationnelle. Dans le cadre de cette thèse, nous nous
intéressons à deux formalismes utilisés pour la modélisation de ce type de problèmes : la logique propo-
sitionnelle et les réseaux de contraintes. Ces derniers permettent de représenter un problème par un
ensemble de variables prenant leur valeur dans un ensemble fini et liées par un ensemble de contraintes
mathématiques ou symboliques. Bien que d’apparence rudimentaire, ces deux formalismes permettent de
modéliser de nombreux problèmes réels tels que les problèmes de planification (Blum et Furst 1997, Do
et Kambhampati 2001), de tournées de véhicules (Laburthe 1997, Pesantet al.1998), de prédire la struc-
ture tridimensionnelle d’une protéine (Backofen et Will 2003), demodel checking(Biereet al. 1999a),
etc.L’utilisation de ces paradigmes permet ainsi de séparer la partie modélisation de la partie résolution.
Résoudre efficacement un problème repose alors sur l’élaboration d’algorithmes puissants et consiste le
plus souvent à savoir s’il existe une affectation des valeurs des variables permettant de satisfaire toutes
les contraintes exprimées. Indiquer si une telle solution existe est appelée « problème de décision ». Les
problèmes de satisfaisabilité d’une formule propositionnelle (SAT) et de satisfaction de contraintes (CSP)
sont respectivement les deux problèmes de décision associés à la recherche d’une solution dans le cas
d’une formule propositionnelle et d’un réseau de contraintes.

Cette partie se compose de cinq chapitres. Le premier chapitre est consacré à la présentation des
problèmesSAT et CSP. Après avoir introduit quelques notions de complexité afin de situer au mieux
ces deux problèmes et leur intérêt théorique, nous définissons les deux formalismes que sont la logique
propositionnelle et les réseaux de contraintes. Une fois ces formalismes définis, nous donnons certaines
notations, définitions et propriétés utiles à la compréhension de la suite de ce manuscrit.

Le second chapitre est consacré à la présentation de la recherche locale. Pour commencer, nous intro-
duisons de manière générale les principales composantes utiles à l’élaboration de tels algorithmes (notion
de voisinage, minimum local, fonction d’évaluation) ainsique leur mise en œuvre pour les problèmes
SAT et CSP. Nous présentons ensuite différentes stratégies d’échappement parmi les plus utilisées et une
méthode pour régler dynamiquement les différents paramètres utilisés dans ce genre d’approche.

Le troisième chapitre présente les algorithmes complets derésolution et est divisé en deux parties.
Dans la première, nous présentons les algorithmes completsdans le cadre deSAT. Plus précisément,
nous détaillons les différentes méthodes et composantes qui ont conduit à l’élaboration des solveursSAT

modernes. La seconde partie est quant à elle consacrée à la présentation des algorithmes complets dans le
cadreCSP. Dans cette dernière, nous nous intéressons plus particulièrement aux algorithmes de recherche
avec retour arrière et aux différentes formes de cohérences.

Ensuite, nous consacrons un chapitre à la présentation d’algorithmes hybrides. Nous présentons dans
un premier temps les différents schémas permettant de combiner la recherche locale et une méthode
complète. Puis nous détaillons quelques approches basées sur ces derniers et donnons quelques exemples
d’implémentation.

Cette partie se termine par un chapitre consacré à la résolution du problèmeSAT en parallèle. Après
avoir rappelé l’enjeu qu’il y a à résoudreSAT de cette manière, nous introduisons rapidement le concept
d’architecture multi-cœurs et les deux types d’approches utilisés afin de résoudreSAT en parallèle.

7



Introduction de l’étude bibliographique

8



Chapitre

1Problématique, Définitions et Notations

Sommaire
1.1 Introduction à la théorie de la complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 Notions de bases. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 La machine de Turing. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.3 Classes de complexité des problèmes de décision. . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Le problèmeSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.1 Syntaxe : le langage propositionnel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.2 Sémantique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.3 Formes normales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2.4 Noyaux minimalement inconsistants (MUS) . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3 Le problèmeCSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.3.1 FormalisationCSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.2 Noyaux minimalement inconsistants (MUC) . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4 Les instances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.4.1 Instances aléatoires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.4.2 Instances structurées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.4.3 Instances utilisées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

CE CHAPITRE a pour objectif de présenter les problèmes de satisfaction de contraintesSAT et CSP.
Nous commençons par quelques notions de complexité afin de situer au mieux ces deux problèmes.

Ensuite nous définissons les problèmes de la satisfaisabilité d’une formule propositionnelle (SAT) et d’un
réseau de contraintes (CSP). Enfin nous consacrons la dernière section à la présentation des différents
types de problèmes pouvant être encodés à l’aide de ces deux formalismes.

1.1 Introduction à la théorie de la complexité

Cette section a simplement pour objectif de situer les problèmesSAT et CSPdans la hiérarchie poly-
nomiale, nous ne rappelons pas l’ensemble des concepts et propriétés nécessaires à la compréhension
de la théorie de la complexité. Pour plus de précisions quantà ce domaine, le lecteur pourra se référer
utilement aux ouvrages (Turing et Girard 1991, Papadimitriou 1994, Creignouet al.2001).

La complexité d’un programme est une mesure des ressources nécessaires à son exécution. Les
ressources qui sont prises en compte sont, usuellement, le temps et l’espace. La théorie de la complexité
étudie les problèmes qui sont calculables avec une certainequantité de ressources. Il ne faut pas confon-
dre la complexité d’un problème avec sa calculabilité. En effet, la théorie de la complexité se concentre
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uniquement sur les problèmes qui peuvent être résolus, la question étant de savoir s’ils peuvent être ré-
solus efficacement ou pas en se basant sur une estimation (théorique) des ressources nécessaires. Plus
précisément, l’objectif de cette théorie est d’étudier l’évolution des ressources nécessaires à la résolution
d’un problème en fonction de la taille des données fournies en entrée. Autrement dit, étant donnée une
procédureP, la théorie de la complexité s’intéresse à la variation de ladurée ou l’espace nécessaire au
calcul deP(n) en fonction de la taille de l’argumentn.

De manière générale, le temps de calcul est considéré comme la ressource la plus significative pour
l’évaluation de la complexité d’un algorithme, la mémoire consommée lui étant très liée. Ainsi dans la
suite de ce manuscrit, lorsqu’il est fait mention de complexité et sauf mention contraire, il est admis que
c’est de la complexité temporelle qu’il s’agit.

1.1.1 Notions de bases

L’évaluation de la complexité en temps des algorithmes repose sur une définition précise du temps
qui ne dépend pas de la vitesse d’exécution de la machine ni dela qualité du code produit par le com-
pilateur. En effet, le temps de calcul obtenu par l’exécution d’un programme sur une machine donnée
ne reflète pas réellement la difficulté de celui-ci (un problème ne devient pas plus facile parce qu’un
nouveau processeur est sur le marché). Afin d’estimer plus finement la complexité d’un algorithme, il
est nécessaire de s’abstraire de cette notion temporelle dépendante du matériel et de considérer le temps
comme le nombre d’opérations élémentairesTP(n) nécessaires à l’exécution d’un programme pour une
certaine donnée de taillen.

Exemple 1.1.Considérons le problème qui consiste à décider si un élémente se trouve dans un tableau
trié tab den éléments. Pour réaliser cette recherche il existe plusieurs méthodes différentes. Parmi ces
dernières, une approche naïve, que nous nommonsP, consiste à parcourir les éléments dans l’ordre
jusqu’à trouver l’élément recherché. Pour cette méthode, plusieurs cas peuvent se présenter :

– Le meilleur cas est celui où l’élément recherché se trouve dans la première case du tableau et dans
ce casTP(n) = 1 ;

– Le pire cas est celui où l’élément est le dernier du tableau et dans ce casTP(n) = n ;
– Le cas moyen dépend de la répartition probabiliste des éléments du tableau. Dans le cas d’une

distribution uniforme, le nombre moyen d’opérations pour exécuter le problème est deTP(n) =
n
2 .

En pratique, lorsqu’aucune précision n’est apportée, c’est souvent le comportement de l’algorithme
dans le pire des cas qui est étudié. En effet, le nombre d’opérations effectuées dans le meilleur des cas
n’apporte aucune information sur le comportement réel de l’algorithme. Quant à la valeur obtenue en
moyenne, bien que permettant de révéler le comportement « réel » de l’algorithme, elle est difficile à
calculer et dépend fortement d’hypothèses effectuées sur la distribution des données.

Définition 1.1 (Complexité algorithmique). Soitn la taille de la donnée en entrée. Un programmeP est
de complexitéO(f(n)) dans le pire des cas s’il existe une certaine constantec <∞ tel que :

lim
n→∞

TP(n)

f(n)
= c

Exemple 1.2.L’algorithme proposé dans l’exemple1.1est de complexitéO(n).

Définition 1.2 (Algorithme polynomial). Soit P un algorithme exécuté sur une entrée de taillen. P
est dit polynomial s’il existe un entieri tel queP est de complexitéO(ni), c’est-à-dire que le nombre
d’opérations nécessaires à la terminaison deP(n) est majoré par un polynôme en la taillen de l’entrée.
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En général, la complexité n’est pas donnée de manière exacte. En pratique, seul un ordre de grandeur
asymptotique est calculé. Par exemple, supposons que le nombre d’opérations nécessaires à la termi-
naisons d’un programmeP sur une donnée de taillen soit précisément den2 + 2n+ 7. Dans ces condi-
tions, il est admis que le programmeP est enO(n2).

Définition 1.3 (Algorithme exponentiel). SoitP un algorithme exécuté sur une entrée de taillen, P est
simplement exponentiel s’il existe un réelτ strictement supérieur à1 et un polynômef(n) enn tels que
P est de complexitéO(τ f(n)).

Remarque 1.1.Dans la suite de ce manuscrit, nous utilisons par souci de concision le terme exponentiel
plutôt que simplement exponentiel.

Du point de vue pratique, il y a une nette différence de temps de résolution entre les algorithmes
polynômiaux et les algorithmes exponentiels. Afin de donnerune idée de l’ordre de grandeur, nous
reportons sur le tableau1.1 les temps de calculs nécessaires à l’exécution de différents programmes en
fonction de leur complexité.

Complexité Type de Complexité n = 10 n = 100 n = 1000

O(1) constante 10−9s 10−9s 10−9s

O(log(n)) logarithmique 2.3 × 10−9s 4.6× 10−9s 6.9× 10−9s

O(n) linéaire 10−8s 10−7s 10−6s

O(nlog(n)) linéarithmique 2.3 × 10−8s 4.6× 10−7s 6.9× 10−6s

O(n2) quadratique 10−7s 10−5s 10−3s

O(n3) cubique 10−6s 10−3s 1s

O(2n) exponentielle 10−6s 1.2× 1021s 10300s

O(n!) factorielle 3, 6× 10−3s 9.3× 10148s 4× 102558s

TABLE 1.1 – Évolution du temps de calcul en fonction de la complexité d’un algorithme et de la taille
des données. Les temps d’exécution sont estimés sur la base de10−9s par instruction.

Comme nous pouvons l’observer sur le tableau1.1, les différences de temps nécessaires à la réso-
lution de problèmes avec des complexités différentes peuvent être astronomiques. Plus particulièrement
les problèmes d’une complexité exponentielle (et plus) sont généralement impossibles à réaliser sur des
données de taille raisonnable (n > 100). Compte tenu de cette particularité, deux questions s’imposent :

– existe-t-il des problèmes qui n’admettent pas d’algorithme polynomial ?
– si oui, est-il possible de déterminer qu’un problème n’admet pas d’algorithme polynomial ?

Ce sont à ces questions que tente de répondre la théorie de la complexité présentée dans la section
suivante.

1.1.2 La machine de Turing

Les machines de Turing ne sont pas des machines matérielles destinées à être construites et à être util-
isées en pratique. Elles fournissent un modèle théorique pour les ordinateurs et les algorithmes. Elles sont
caractérisées par un dispositif qui est commun aux machinesde Turing déterministes et aux machines de
Turing non déterministes, et par une fonction de transitionqui dépend de l’algorithme à représenter. Les
machines de Turing évoluent par étapes successives, appelées « pas ». Formellement une telle machine
se définit comme suit :

Définition 1.4 (Machine de Turing). La mise en œuvre concrète d’une machine de Turing est réalisée à
l’aide des éléments suivants (voir figure1.1pour une illustration) :
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1. Un « ruban » divisé en cases consécutives. Chaque case contient un symbole parmi un alphabet
fini S. L’alphabet contient un symbole spécial « blanc » (b), et un ou plusieurs autres symboles. Le
ruban est supposé être de longueur infinie vers la gauche ou vers la droite, en d’autres termes la
machine doit toujours avoir assez de longueur de ruban pour son exécution. Les cases non encore
écrites du ruban contiennent le symbole « blanc » ;

2. Une « tête de lecture/écriture » qui permet de lire et d’écrire les symboles sur le ruban, et de se
déplacer vers la gauche ou vers la droite du ruban ;

3. Un « registre d’état »E qui mémorise l’état courant de la machine de Turing. Le nombre d’états
possibles est toujours fini et il existe un état spécial appelé « état de départ » qui est l’état initial
de la machine avant son exécution ;

4. Une « fonction de transitions »t qui indique à la machine quel symbole écrire, comment déplacer
la tête de lecture (G pour gauche,D pour droite), et quel est le nouvel état, en fonction du symbole
lu sur le ruban et de l’état courant de la machine. Si aucune action n’existe pour une combinaison
donnée d’un symbole lu et d’un état courant, la machine s’arrête.

ruban Tête de lecture

. . . b b b 1 1 0 b b . . .

. . . -3 -2 -1 0 1 2 3 4 . . .

Unité centrale

FIGURE 1.1 – Représentation schématique d’une machine de Turing. L’unité centrale contrôle l’ensemble
du déroulement du programme et son contenu (fonction de transition) dépend du programme à exécuter.

Un calcul sur une machine de Turing s’effectue de la manière suivante :
– la donnée d’entrée est placée sur la bande, la tête de lecture est positionnée sur la première case de

la donnée ;
– le programme se déroule suivant la fonction de transition et se termine lorsqu’une transition con-

duit à un état d’arrêt ;
– le résultat peut alors être lu sur la bande.

Remarque 1.2.Il est possible que la machine n’atteigne jamais un état d’arrêt, il est dans ces conditions
dit que la machine boucle.

Il est à noter que l’ensemble de symbolesS, s’il reste « raisonnable », n’est pas primordial. Afin de
fixer les idées, le lecteur peut provisoirement penser à un choix classique :S = {0, 1, b} (choix retenu
pour la figure1.1). La spécificité d’une machine de Turing se fait principalement en précisant l’ensemble
E des états et la fonction de transitionst. Un « pas » d’une machine de Turing apparaît alors en fait
comme la détermination de l’image part du couple(e, q), où e désigne l’état courant etq le symbole
contenu dans la case sur laquelle pointe la tête de lecture-écriture. C’est d’ailleurs la nature det qui
permet de distinguer entre machine de Turing déterministe et machine de Turing non déterministe.

Machine de Turing déterministe : Une machine de Turing est dite déterministe si l’ensemble des
transitions qui lui est associée est constitué de transitions déterministes, c’est-à-dire que la fonction de
transitions décrit une application fonctionnelle. Autrement dit, pour tout couple(e, q), oùe désigne l’état
courant etq le symbole lu dans la case courante, la fonction de transitions t associe un unique triplet
(e′, q′, d) où e′ représente le nouvel état d’arrivée,q′ le symbole à écrire sur la bande à la place deq etd
le déplacement à effectuer.
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Machine de Turing non déterministe : La seule différence entre une machine de Turing déterministe
et une machine de Turing non déterministe porte sur la fonction de transition. Alors que, pour la première,
la fonction de transitiont associe un seul triplet(e′, q′, d) à tout couple(e, q), t peut en associer plusieurs
pour une machine de Turing non déterministe. Plus formellement, la fonction de transition d’une telle
machine est définie deE× S dansP(E× S×{G,D}). C’est en ce point que réside le caractère aléatoire
de la machine de Turing non déterministe : à chaque pas, un triplet définissant l’instruction à exécuter
parmi les possibilités associées à(e, s) est choisi aléatoirement.

En dépit de la contradiction apparente des termes, une machine de Turing déterministe est un cas par-
ticulier de machine de Turing non déterministe : c’est le caspour lequel l’ensemble des triplets possibles
est un singleton quel que soit le couple(e, s).

Bien que d’apparence très frustres, les machines de Turing fournissent un modèle universel pour les
ordinateurs et les algorithmes. En fait, elles permettent de calculer toutes les fonctions récursives1 et la
« thèse de Church » (de ce fait présentée parfois comme la « thèse de Church-Turing ») peut se reformuler,
en termes non techniques de la manière suivante : tout ce qui est calculable l’est avec une machine de
Turing. Plus précisément, il est possible de montrer que tout calcul nécessitant un tempsf(n) sur une
machine à accès aléatoire2 peut être traduit sur une machine de Turing effectuant le même calcul en
tempsO(f(n)6), voire mêmeO(f(n)3) avec une machine à plusieurs rubans (Papadimitriou 1994).

Malgré cette augmentation non négligeable du temps nécessaire à l’exécution d’un programme, cette
propriété permet l’utilisation de la machine de Turing comme référence dans les définitions théoriques
des classes de complexité.

1.1.3 Classes de complexité des problèmes de décision

Nous allons maintenant nous intéresser à l’utilisation quenous pouvons faire des machines de Turing
pour définir des classes de problèmes selon leurs difficultésintrinsèques, ce que l’on appelle de nouveau
complexité (des problèmes et non plus des algorithmes).

1.1.3.1 Complexité et problème de décision

Il est possible de définir la complexité d’un problème (commeénoncée précédemment) en fonction
d’une machine de Turing déterministe. Dans ce cas, la complexité spatiale et la complexité temporelle
sont respectivement évaluées en fonction du nombre de casesdu ruban et du nombre de transitions
nécessaires à la résolution du problème.

Définition 1.5 (TIME). Un problème appartient à la classe de complexitéTIME(f(n)) si et seulement
s’il existe une machine de Turing déterministe le résolvanten tempsO(f(n)).

Définition 1.6 (SPACE). Un problème appartient à la classe de complexitéSPACE(f(n)) si et seule-
ment s’il existe une machine de Turing déterministe le résolvant en espaceO(f(n)).

De manière générale, la théorie de la complexité ne traite que desproblèmes de décision(parfois aussi
appelésproblèmes de reconnaissance), c’est-à-dire posant une question dont la réponse est « Oui» ou

1. Les fonctions récursives désignent la classe des fonctions calculables, autrement dit les fonctions dont les valeurs peuvent
être calculées à partir de leurs paramètres par un processusmécanique.

2. Les ordinateurs actuels sont conçus d’après un modèle de machine à accès aléatoire. Ces machines possédant une mé-
moire adressable ont un accès direct à l’information, contrairement à la machine de Turing qui est obligée de parcourir séquen-
tiellement son ruban pour obtenir un résultat intermédiaire.
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« Non ». En effet, de nombreux problèmes informatiques peuvent se réduire à des problèmes de décision.
Un problème dont la réponse n’est ni « Oui » ni « Non » peut être simplement transformé en un problème
de décision (typiquement « existe-t-il une solution au problème ? »).

Définition 1.7 (Problème de décision). Un problèmeΠ de décision est un problème n’ayant que deux
solutions possibles : « Oui » ou « Non ». C’est-à-dire que l’ensembleDΠ des instances deΠ peut être
scindé en deux ensembles disjoints :

1. YΠ : l’ensemble des instances telles qu’il existe un programmeles résolvants et répondant « Oui » ;

2. NΠ : l’ensemble des instances pour lesquelles la réponse est « Non ».

Définition 1.8 (Problème de décision complémentaire). Le problème complémentaire d’un problème de
décisionΠ est le problème de décisionΠc tel que :

DΠc = DΠ etYΠc = NΠ.

Dans ce qui suit nous présentons les différentes classes de complexité des problèmes de décision.

1.1.3.2 Classes de complexité

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexité qui permettent d’ordon-
ner les problèmes en fonction des algorithmes qui existent pour les résoudre.

Définition 1.9 (ClasseP ). La classe de complexitéP regroupe l’ensemble des problèmes de décision
qui peuvent être résolus en temps polynomial par une machinede Turing déterministe.

Par définition, la classeP (pour polynomial) contient les problèmes de décision polynomiaux, c’est-
à-dire que l’on peut résoudre à l’aide d’un algorithme déterministe en temps polynomial par rapport à
la taille de l’instance. S’il est vrai que la classeP contient de nombreux problèmes de décision, certains
autres ne sont pas connus pour être polynomiaux (ce qui ne signifie pas qu’ils ne le sont pas). Nous allons
maintenant définir une classe plus vaste : la classeNP .

Définition 1.10 (ClasseNP ). La classe de complexitéNP regroupe l’ensemble des problèmes de déci-
sion qui peuvent être résolus en temps polynomial par une machine de Turing non déterministe.

Les problèmes de la classeNP (pour Non déterministe Polynomial) sont les problèmes de déci-
sion pour lesquels la réponse « Oui » peut être décidée par un algorithme non déterministe en un temps
polynomial par rapport à la taille de l’instance. De façon équivalente, c’est la classe des problèmes qui
admettent un algorithme polynomial qui, étant donnée une solution du problèmeNP (certificat), sont
capables de répondre si « Oui » ou « Non » cette solution est uneréponse au problème. Il est possible de
définir le problème complémentaire (dual) de tout problèmeNP .

Définition 1.11(ClasseCoNP ). La classeCoNP regroupe l’ensemble des problèmes de décision dont
les problèmes complémentaires appartiennent à la classeNP .

Puisqu’une machine de Turing déterministe peut être considérée comme une machine de Turing non
déterministe particulière nous obtenons immédiatement lapropriété suivante :

Propriété 1.1. Nous avons :P ⊆ NP etP ⊆ CoNP .
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La question de savoir si ces inclusions sont strictes ou s’ils’agit d’une égalité constitue l’une des
questions ouvertes fondamentales de la théorie de la complexité. Sa résolution aurait bien sûr des con-
séquences en théorie de la calculabilité, mais aussi des répercussions pratiques dans tous les domaines
où interviennent l’informatique et l’ordinateur, c’est-à-dire finalement à peu près tous les domaines . . .

Dans la partie suivante, nous présentons la notion de complétude. Cette notion permet de définir
l’ensemble des problèmes les plus difficiles d’une classe.

1.1.3.3 Réduction et complétude

Dans le cadre des problèmes décidables, une réduction permet de ramener la décidabilité d’un prob-
lème à celle d’un autre aussi difficile. Cette notion de difficulté s’énonce de la manière suivante :

Définition 1.12 (ProblèmeC-difficile). SoitC une classe de complexité, un problème est ditC-difficile
si et seulement s’il est au moins aussi difficile que tous les problèmes dansC.

Exemple 1.3.Décider de l’appartenance d’un élément dans un tableau est un problèmeP -difficile.

Remarque 1.3.Tout problème dansNP estP -difficile.

Comme nous avons pu le remarquer précédemment, ce n’est pas parce qu’un problème est dans une
classeC qu’il est difficile pour cette classe (par exemple tout problèmeΠ deP est dansNP mais ce
n’est pas pour autant queΠ est difficile pour la classeNP ). Afin de définir une véritable classification
des problèmes une notion de réduction fonctionnelle polynomiale est utilisée. Intuitivement, la notion de
réduction permet d’établir qu’un problème est aussi « dur » qu’un autre si un premier problème se réduit
« facilement » en un second alors le premier problème est (au moins) aussi dur que le second.

Définition 1.13(Réduction fonctionnelle polynomiale). Soient deux problèmesΠ etΠ′, et un algorithme
f qui prend en entrée des instances deΠ et qui retourne des instances deΠ′. f est appelée réduction
fonctionnelle polynomiale si et seulement si :

– f est un algorithme polynomial ;
– π est une instance positive deΠ si et seulement sif(π) est une instance positive deΠ′.

Définition 1.14 (Complétude). Un problèmeΠ est complet pour sa classe de complexitéC si et seule-
ment si pour tout problèmeΠ′ ∈ C, il existe une réduction fonctionnelle polynomiale deΠ′ versΠ. Un
tel problème est ditC-Complet.

Il est possible de situer schématiquement (voir figure1.2) les classes de complexitéP ,NP etCoNP
ainsi que leur complétude en se basant sur les deux conjectures suivantes (Papadimitriou 1994) :

– Avons nousP = NP ?
– Avons nousCoNP = NP ?

NP CoNPNP

complet
CoNP

complet
P

FIGURE 1.2 – Structuration possible des classesP , NP etCoNP ainsi que leur complétude.
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Une investigation plus profonde nous conduit à nous interroger sur la possibilité de poursuivre la
classification des problème de décision au delà deNP . Cette classification, appelée hiérarchie polyno-
miale, a pour base les classesP , CoNP et NP et peut être définie à l’aide d’une machine de Turing
à Oracle. Comme son nom l’indique, une machine de Turing à oracle a pour mission de deviner une
solution permettant de justifier la réponse « oui ». Formellement, une telle machine se définit comme
suit :

Définition 1.15 (Machine de Turing à oracle). Une machine de Turing à oracle est une machine de
Turing (déterministe ou non) à laquelle 3 étapes sont ajoutées : q? qui sert à interroger l’oracle,qoui
et qnon qui représentent la réponse de l’oracle. Un langage oracleA est également définie et un ruban
de la machine, appelée bande de l’oracle, lui est réservé. Cet oracle permet de décider si un élémentx
appartient àA en une étape de calcul.

Notation 1.1 (ClasseCA). SoitC une classe de complexité quelconque déterministe ou non,CA est la
classe des langages décidés dans un temps borné comme dansC, mais avec l’appel à un oracleA.

Le langageA peut être une classe de complexité. AinsiPNP représente l’ensemble de langages
décidés en temps polynomial par une machine de Turing déterministe en faisant appel à un oracle capable
de répondre en un pas de calcul aux questions pour tous les langages décidés en temps polynomial par
une machine de Turing non déterministe. À l’aide de cette notion il est possible de définir un nouvel
ensemble de classes de manière récursive :

Définition 1.16 (Hiérarchie polynomiale). La hiérarchie polynomiale (Stockmeyer 1976), est une classe
de complexité définie récursivement à partir de ses sous-classes à l’aide des machines de Turing avec
oracle de la manière suivante :

– ∆P
0 = ΣP

0 = ΠP
0 = P ;

– ∆P
k+1 = PΣP

k ;

– ΣP
k+1 = NPΣP

k ;
– ΠP

k+1 = CoΣP
k+1.

P

NP

CoNP

PNP

ΣP
2

ΠP
2

∆P
3

ΣP
3

ΠP
3

. . .

FIGURE 1.3 – Représentation graphique de la hiérarchie polynomiale. Les flèches indiquent l’inclusion
d’une classe de complexité dans un autre.

Comme nous pouvons le voir sur la figure1.3, les problèmes sont classés de façon incrémentale, la
classe d’un nouveau problème étant déduite d’un ancien problème. Il a toutefois été nécessaire de définir
un « premier » problèmeNP -complet afin de classer tous les autres. Ce premier problèmeà avoir été
démontréNP -complet, parCook(1971), est le problème de la satisfaisabilité propositionnelles (SAT).

1.2 Le problèmeSAT

Le problème de satisfaisabilité d’une formule logique booléenne ou « problèmeSAT » est un prob-
lème de décision au formalisme simple basé sur la logique propositionnelle. Le langage de la logique
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propositionnelle, introduit parBoole (1854) il y a un peu plus de 150 ans, est une manière naturelle de
représenter des connaissances. Construit à partir d’un alphabet et de règles de syntaxe, il peut être utilisé
dans un système syntaxique sans se soucier du sens des symboles manipulés, il s’agit alors dethéorie de
la preuve, ou par l’intermédiaire d’une sémantique, il s’agit dethéorie des modèles.

La résolution du problèmeSAT est fondamentale à la fois théoriquement et pratiquement. Théorique-
ment car il occupe un rôle prépondérant en théorie de la complexité, où il représente le problèmeNP -
complet de référence (Cook 1971). Pratiquement, car de nombreux problèmes s’y ramènent naturelle-
ment ou le contiennent (exemple :planification classique, model checking, bioinformatique, etc.).

Dans la suite, nous décrivons le langage de la logique propositionnelle et sa sémantique de manière à
définir le problèmeSAT. Une fois ce dernier défini, nous présentons un problème connexe : la détection
de noyaux minimalement inconsistants.

1.2.1 Syntaxe : le langage propositionnel

Nous commençons par définir les principaux éléments syntaxiques de la logique propositionnelle.
Pour spécifier la syntaxe, il est nécessaire de définir les symboles pouvant être utilisés pour formuler des
énoncés. Ces symboles forment alors l’alphabet du langage :

Définition 1.17 (Alphabet de la logique propositionnelle). L’alphabet de la logique propositionnelle est
constitué :

– des symboles⊥ et ⊤ représentant respectivement les constantes propositionnelles « faux » et
« vrai » ;

– d’un ensemble infini dénombrable de symboles propositionnels, notéPS;
– de l’ensemble des connecteurs logiques usuels : le symbole∧ est utilisé pour la conjonction,∨

pour la disjonction,¬ pour la négation,⇒ pour l’implication,⇔ pour la bi-implication et⊕ pour
le ou exclusif ;

– des symboles de ponctuation "(" et ")".

L’ensemble des formules finies formées à partir de cet alphabet est noté PROPPS et est défini induc-
tivement de la manière suivante :

Définition 1.18 (Formule propositionnelle). L’ensemble des formules bien formées dePROPPS est le
plus petit ensemble tel que :

– tout élément dePS∪ {⊥,⊤} est élément dePROPPS;
– siα ∈ PROPPS alors (¬α) est élément dePROPPS;
– siα etβ sont des éléments dePROPPS alors (α∧ β), (α∨ β), (α⇒ β), (α⇔ β) et (α⊕β) sont

éléments dePROPPS.

Exemple 1.4. Soit{a, b, c, d} un ensemble de symboles propositionnels, alors(((a ⇔ b) ∨ (¬d)) ∧ c)
appartient àPROPPS, contrairement à(((a⇔ b) et ((¬d)∧).

Par souci de clarté, il est courant d’omettre certaines parenthèses à condition de ne pas rendre la
proposition ambiguë. Il arrive aussi que certaines parenthèses soient remplacées par les symboles "["
et "]" afin de rendre plus visibles certaines formules ou sous-formules. Sur notre exemple la première
formule peut s’écrire :[((a⇔ b) ∨ (¬d)) ∧ c]. Nous choisissons dans la suite de ce manuscrit d’adopter
les conventions suivantes :

– les variables sont représentées par des lettres latines minuscules ;
– les ensemble de variables sont représentés par des lettreslatines majuscules ;
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– les formules sont représentées par des lettres grecques minuscules ;
– les ensembles de formules sont représentés par des lettresgrecques majuscules ;
– soitΣ une formule propositionnelle,VΣ dénote l’ensemble des variables propositionnelles deΣ ;
– la négation d’une formuleΣ est notéΣ.

Nous définissons à présent les notions de formule indépendante, de littéral et de littéral pur.

Définition 1.19 (Formules indépendantes). Les formules propositionnellesΣ1,Σ2, . . . ,Σn sont dites
indépendantes si et seulement si∀i, j tel que1 ≤ i < j ≤ n, VΣi ∩ VΣj = ∅.

Définition 1.20 (Littéral). Un littéral est un symbole propositionnel ou bien sa négation. Soitℓ un sym-
bole propositionnel, alorsℓ est appelélittéral positif, ¬ℓ est appelélittéral négatif, ℓ et ¬ℓ sont des
littéraux complémentaireset le complémentaire deℓ est noté̃ℓ.

Définition 1.21 (littéral pur ou monotone). Un littéral ℓ est dit pur (ou monotone) pour une formule
propositionnelleΣ si et seulement siℓ apparaît dansΣ et ℓ̃ n’apparaît pas dansΣ.

Dans la section suivante nous nous intéressons à la sémantique des formules bien formées, c’est-à-
dire sous quelles conditions un énoncé est « vrai » ou « faux ».

1.2.2 Sémantique

La sémantique de la logique propositionnelle associe une signification à ses formules et explique
les conditions qui rendent les formules vraies ou fausses. La notion de vérité d’une formule est régie
par deux postulats. Premièrement, le postulat de bivalencepermet d’établir que la valeur de vérité d’un
symbole propositionnel appartient à l’ensemble des valeurs de véritéB = {vrai, faux}. Deuxièmement,
le postulat de vérifonctionnalité permet de déterminer la valeur de vérité d’une formule complexe en
fonction des valeurs de vérité de ses composants immédiats.Il s’ensuit que pour déterminer la valeur
de vérité d’une formule il suffit de connaître les valeurs de vérité de ces composantes les plus simples,
c’est-à-dire les constantes et les opérateurs. Nous définissons⊥ = faux,⊤ = vrai et la sémantique de
l’ensemble des opérateurs logiques comme reporté dans le tableau1.2.

x y ¬x (x ∨ y) (x ∧ y) (x⇒ y) (x⇔ y) (x⊕ y)

vrai vrai faux vrai vrai vrai vrai faux
vrai faux faux vrai faux faux faux vrai
faux vrai vrai vrai faux vrai faux vrai
faux faux vrai faux faux vrai vrai faux

TABLE 1.2 – Sémantique usuelle des opérateurs logique.

La sémantique permet de définir des règles d’interprétations pour les formules à partir de la valeur
de vérité de chacune des propositions qui les composent. Cesrègles sont les suivantes :

Définition 1.22(Interprétation). Une interprétationI est une application dePSdansB qui attribue une
valeur de vérité à chaque symbole propositionnel :

I : PS→ B

Soit I une interprétation, la sémantique des propositions selon cette interprétationI est définie
inductivement telle que∀α, β ∈ PROPPS :

– I(⊤) = vrai etI(⊥) = faux ;
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– I(¬α) = vrai si et seulement siI(α) = faux ;
– I(α ◦ β) = I(α) ◦ I(β) tel que◦ ∈ {∧,∨,⇒,⇔,⊕} respecte la sémantique énoncée précédem-

ment.

Comme nous pouvons le voir, l’interprétation d’une formuleest définie par l’interprétation des vari-
ables qui la composent. Cette interprétation est communément représentée comme l’ensemble des lit-
téraux interprétés à vrai et dans ce cas la sémantique des opérateurs ensemblistes est conservée.

Exemple 1.5. SoientΣ = {(a ∨ b) ∧ (a ⇒ c)} une formule propositionnelle etI = {a, b,¬c} une
interprétation deΣ. Nous avonsI(Σ) = I(⊤ ∨ ⊤) ∧ I(⊤ ⇒ ⊥) = ⊤ ∧⊥ = ⊥.

L’ensemble des interprétations, notéS, pouvant être construit sur les variables d’une formule propo-
sitionnelleΣ a un cardinal de2VΣ . Nous définissons la distance entre deux interprétationsI et I ′ deS
comme suit :

Définition 1.23 (Distance de Hamming). SoientI et I ′ deux interprétations d’une formule proposi-
tionnelleΣ. La distance de Hamming entreI et I ′, notéeδh(I,I ′), est définie par|ζh(I,I ′)| tel que
ζh(I,I

′) = {x ∈ VΣ telle queI(x) 6= I ′(x)}.

Exemple 1.6. SoientΣ = a ∨ (b ∧ c), I = {a, b, c} et I ′ = {¬a,¬b, c} ; ζh(I,I
′) = {a, b} et

δh(I,I
′) = 2.

Une interprétation n’est pas forcément définie sur l’ensemble des variables propositionnelles de la
formule. Dans ce cas, l’interprétation peut être partielleou incomplète, ce qui se définit formellement de
la manière suivante :

Définition 1.24 (interprétation partielle, complète et incomplète). SoitΣ une formule propositionnelle,
une interprétationI construite sur les variables deΣ est dite :

– partielle si|I| ≤ |VΣ| ;
– complète si|I| = |VΣ| ;
– incomplète si|I| < |VΣ|.

Remarque 1.4.Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’aucune information est apportée sur la nature de
l’interprétation, elle est considérée comme complète.

Il est aussi possible de prolonger une interprétation partielle vers une interprétation complète de la
manière suivante :

Définition 1.25 (prolongement d’une interprétation partielle). SoientΣ une formule propositionnelle
ainsi queIp et I respectivement une interprétation partielle et complète deΣ. Le prolongement deIp
par I est l’interprétation complèteI ′p telle queIp ∪ I ′p = I et∀ℓ ∈ I ′p, {ℓ,¬ℓ} ∩ Ip = ∅.

La définition suivante permet d’établir les notions de modèle, de satisfaisabilité, d’impliquant, d’im-
pliqué et de conséquence logique d’une formule propositionnelle.

Définition 1.26 (Modèle, satisfaisabilité, impliquant, impliqué et conséquence logique). SoientΣ etΨ
deux formules, nous avons :

– un modèleI deΣ, notéI |= Σ, est une interprétation telle que l’application de la sémantique
vérifieΣ, c’est-à-direI(Σ) = ⊤ ;

– une interprétationI falsifie Σ, notéeI |6= Σ, si l’application de la sémantique ne vérifie pasΣ,
c’est-à-direI(Σ) = ⊥ ;
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– Σ estsatisfiablesi elle admet au moins un modèle, sinon elle estinsatisfiable;
– un impliquant ρ deΣ est une conjonction de littéraux telle que l’interprétation I = {ℓ ∈ ρ}

construite sur les littéraux deρ est modèle deΣ. Un impliquant premierdeΣ est un impliquant
qui est minimal pour l’inclusion ;

– si tout modèle deΨ est modèle deΣ, notéΨ |= Σ, alorsΣ est une conséquence logique deΨ ;
– un littéral ℓ ∈ VΣ est impliqué parΣ si et seulement siΣ |= ℓ. Dans ce cas le littéralℓ est vrai

dans tout les modèles deΣ ;
– un impliquéα deΣ est une disjonction de littéraux telle queΣ |= α. Un impliqué premierdeΣ

est un impliqué qui est minimal pour l’inclusion ;
– Ψ etΣ sont logiquement équivalentes, notéΨ ≡ Σ, siΨ |= Σ etΣ |= Ψ.

Le théorème suivant permet d’énoncer un résultat fondamental en démonstration automatique (preuve
par l’absurde).

Théorème 1.2(Déduction). SoientΣ etΨ deux formules propositionnelles,Σ |= Ψ si et seulement si
Σ ∧ ¬Ψ est une formule insatisfiable.

Ce théorème montre que prouver l’implication sémantique revient à prouver l’inconsistance d’une
formule. Il est très important en pratique puisque la grandemajorité des algorithmes de démonstration
automatique présentés dans le chapitre3 exploitent ce théorème.

Dans la section suivante nous présentons les différentes formes normales et nous énonçons le fait que
toute formule propositionnelle peut être définie sous l’unede ces formes.

1.2.3 Formes normales

Dans cette section nous nous intéressons aux différentes formes normales. Plus particulièrement nous
énonçons un théorème permettant de limiter l’établissement de la satisfaction d’une formule proposition-
nelle au cas d’une formule mise sous forme normale conjonctive.

Nous commençons par introduire les notions de clauses et de termes :

Définition 1.27 (clause et terme). SoitPSun ensemble de variables, nous avons :
– uneclauseest une disjonction de littéraux, c’est-à-dire une formulede la forme(ℓ1∨ ℓ2∨· · ·∨ ℓn)

où chaqueℓi est un littéral associé à une variable dePS;
– untermeest une conjonction de littéraux, c’est-à-dire une formulede la forme(ℓ1 ∧ ℓ2 ∧ · · · ∧ ℓn)

où chaqueℓi est un littéral associé à une variable dePS.

Remarque 1.5. Lorsqu’il n’y a aucune ambiguïté, les clauses et les termes sont représentés comme
des ensembles de littéraux. Dans ce cas, comme pour les interprétations, la signification des symboles
ensemblistes définie sur les littéraux par rapport aux clauses et aux termes est conservée.

Nous définissons à présent trois cas particuliers de formules propositionnelles.

Définition 1.28 (Formes Normales). Nous distinguons trois formes normales particulières pourles
propositions :

– une proposition est sous forme normale négative (NNF pour « Negative Normal Form ») si elle
est exclusivement constituée de conjonctions, de disjonctions et de littéraux ;

– une proposition est sous forme normale disjonctive (DNF pour « Disjonctive Normal Form ») si
c’est une disjonction de termes ;
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– une proposition est sous forme normale conjonctive (CNF pour « Conjonctive Normal Form ») si
c’est une conjonction de clauses.

Exemple 1.7.Les formules[(a ∨ b) ∨ ((¬c) ∧ d)], [(a ∧ b) ∨ ((¬c) ∧ d)] et [(a ∨ b) ∧ ((¬c) ∨ d)] sont
respectivement sous forme normale négative, disjonctive et conjonctive.

Remarque 1.6. De la même manière que les clauses et les termes, les formulesCNF et DNF sont
respectivement représentées comme des ensembles de clauses et de termes.

Comme nous pouvons le remarquer les formes normales conjonctives et disjonctives sont des cas
spécifiques de la forme normale négative. De plus, la propriété suivante spécifie que toute formule peut
être mise sous forme normale.

Propriété 1.3. Toute formule de la logique propositionnelle peut être réécrite sous une forme normale.

Cependant la transformation classique peut nécessiter unecroissance exponentielle de la taille de
l’ensemble obtenu. Néanmoins,Tseitin(1968) propose une approche permettant de transformer en temps
et espace linéaire toute formule en une formule sous forme normale conjonctive équivalente du point de
vue de la satisfaisabilité. Cette transformation permet defocaliser les recherches sur le problèmeSAT au
cas de formule CNF.

Définition 1.29 (Le problèmeSAT). Le problèmeSAT est le problème de décision qui consiste à savoir
si une formule sous forme normale conjonctive possède ou pasun modèle.

Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’il est fait référence àune formule propositionnelle, sauf mention
contraire, il est admis qu’il s’agit d’une formule sous forme normale conjonctive.

À présent, nous soulignons quelques particularités concernant l’aspect syntaxique et sémantique as-
socié aux clauses.

Définition 1.30 (Aspect syntaxique des clauses). Soitα une clause, nous avons queα est :
– satisfaitepar une interprétationI si au moins un littéral deα est affecté à vrai. Nous notons
L+I (α) (respectivementL−I (α)) l’ensemble des littéraux positifs (respectivement négatifs) deα
pour l’interprétationI, c’est-à-direL+I (α) = I ∩ α (respectivementL−I (α) = I ∩ (α)) ;

– falsifiéepar une interprétationI si tous les littéraux deα sont affectés à faux ;
– unisatisfaitepar une interprétationI si un seul littéral deα est affecté à vrai et que les autres

sont affectés à faux ;
– unitaire, binaire, ternaire et n-aire si et seulement si elle contient respectivement exactementun,

deux, trois etn > 3 littéraux différents ;
– positive, négativeou mixte si et seulement si elle est constituée respectivement uniquement de

littéraux positifs, négatifs ou positifs et négatifs ;
– vide, noté⊥, si et seulement si elle ne contient aucun littéral. Elle estpar définition insatisfiable ;
– tautologiquesi et seulement si elle contient deux littéraux complémentaires. Elle est par définition

satisfaite ;
– Horn (respectivementreverse-Horn) si et seulement si elle contient au plus un littéral positif

(respectivement négatif).

Dans certaines conditions, le choix des clauses utilisées dans une formule peuvent influencer sa
complexité. La définition suivante permet d’établir certaines restrictions de problèmeSAT.

Définition 1.31 (Différents types d’instances). SoitΣ une instanceSAT, Σ est une instance :
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– k-SAT si toutes les clauses contiennent exactementk ∈ N littéraux. Hormis1-SAT et2-SAT (Cook
1971), le problèmek-SAT est généralementNP -complet ;

– Horn-SAT (respectivement Reverse-Horn-SAT) si toutes les clauses deΣ sont Horn (respective-
ment reverse-horn). En ce qui concerne le test de satisfaisabilité d’un ensemble de clauses de
Horn ou reverse-horn, plusieurs auteurs ont montré que la résolution est polynomiale voir même
linéaire (Minoux 1988, Dalal 1992, Rauzy 1995) ;

– Horn-renommable si et seulement s’il existe un renommageρ des littéraux deΣ tel queρ(Σ) soit
une formule Horn. Déterminer un tel renommage3 est un problème polynomial (Lewis 1978).

Plusieurs techniques peuvent être appliquées sur les clauses d’une formuleΣ sans pour autant en
changer sa satisfaisabilité. Ces techniques permettent soit de supprimer des clauses soit de supprimer des
littéraux de clauses deΣ.

La première approche présentée est la méthode de résolution. Informellement, considérons deux
clauses(α ∨ x) et (β ∨ ¬x). En supposant qu’il existe une interprétation qui satisfait ces clauses, si
cette interprétation satisfaitx (respectivement¬x) alors nous pouvons en déduire qu’elle satisfaitβ
(respectivementα), dans les deux cas cette interprétation satisfaitα∨β, ce qui s’écrit plus formellement :

Définition 1.32 (Résolution). Soientα1 = (x ∨ β1) etα2 = (¬x ∨ β2) deux clauses ayant en commun
une variablex présente dans les deux clauses sous la forme de littéraux complémentaires, la nouvelle
clauseα = (β1 ∨ β2) peut être obtenue par la suppression de toutes les occurrences du littéralx et
¬x dansα1 et α2. Cette opération, notéeη[x, α1, α2], est appelée résolution et la clause produite est
appelée résolvante.

Exemple 1.8.Soientα = (a∨b∨c) etβ = (¬a∨c∨d) deux clauses, nous avonsη[a, α, β] = (b∨c∨d).

L’opération de résolution peut être étendue à un ensemble declauses (Eén et Biere 2005) de la
manière suivante.

Définition 1.33 (Résolution appliquée à un ensemble de clauses). SoientΣx un ensemble de clauses
contenant le littéralx etΣ¬x un ensemble de clauses contenant le littéral¬x, la résolution deΣx etΣ¬x

est définie comme suit :

η[x,Σx,Σ¬x] = {η[x, α, β] telle queα ∈ Σx etα ∈ Σ¬x}

Exemple 1.9. SoientΣ1 = {(a ∨ b), (a ∨ c)} et Σ2 = {(¬a ∨ d)} deux formules, nous avons que
η[a,Σ1,Σ2] = {(b ∨ d), (c ∨ d)}.

La deuxième technique, appeléesubsumption, permet la suppression de clauses de la formule.

Définition 1.34 (Sous-sommation ou subsumption). Une clauseα1 = (a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an) subsume une
clauseα2 = (a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an ∨ b1 ∨ b2 ∨ · · · ∨ bm) si α2 contient tous les littéraux deα1.

Exemple 1.10.Soientα1 = (a∨ b) etα2 = (a∨ b∨ c) deux clauses, la clauseα1 subsume la clauseα2.

Il est possible d’effectuer la clôture par subsumption d’une formule. Cette clôture s’énonce de la
manière suivante :

Définition 1.35 (Clôture par subsumption). Une formuleΣ est close par subsumption si et seulement si
∀α1 ∈ Σ, ∄α2 ∈ Σ telle queα2 subsumeα1.

3. Un renommage consite à renommer un littéral en son complémentaire.
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Exemple 1.11.La formuleΣ = {(a ∨ b), (a ∨ c), (¬a ∨ d)} est close par subsumption.

La troisième technique présentée est une combinaison des deux précédentes. Cette approche appelée
self-subsumptionest définie formellement de la manière suivante.

Définition 1.36 (Self-subsumption). La clauseα1 self-subsume la clauseα2 si et seulement si la ré-
solvante deα1 etα2 subsumeα2.

Exemple 1.12.Soientα1 = (a∨ b) etα2 = (¬a∨ b∨ c) deux clauses, les clausesα1 etα2 se résolvent
ena et produisent la résolvante(b ∨ c) qui subsumeα2. α2 est donc self-subsumée parα1 ena.

Les deux dernières techniques présentées permettent la suppression de clauses ditesredondantes.
Elles sont, dans ces deux cas, syntaxiques mais peut être étendues sémantiquement de la manière suiv-
ante :

Définition 1.37(Clause redondante). SoientΣ une formuleCNF etα une clause deΣ, α est redondante
dansΣ si et seulement siΣ \ {α} |= α.

Lorsque une base de connaissance ne possède aucune clause redondante il est dit que cette base est
irredondante minimale, ce qui s’énonce comme suit :

Définition 1.38 (CNF irredondante minimale). SoitΣ une formuleCNF, Σ est irredondante minimale
si et seulement si∀α ∈ Σ alorsΣ \ {α} |6= α.

La dernière méthode présentée, consiste à simplifier une formule par un littéral. Cette approche est
différente des dernières puisqu’elle peut changer la satisfaisabilité de la formule considérée.

Définition 1.39 (Formule simplifiée par un littéral). Soit Σ une formule, nous notonsΣ|ℓ la formule
obtenue en éliminant deΣ les clauses où le littéralℓ apparaît et en supprimant l’occurrence du littéral
ℓ̃ des clauses le contenant. Formellement nous avons :

Σ|ℓ = {α|α ∈ Σ et{ℓ,¬ℓ} ∩ α = ∅} ∪ {α \ {ℓ}|α ∈ Σ,¬ℓ ∈ α}

Exemple 1.13.SoitΣ = {(a ∨ b ∨ ¬c), (¬a ∨ c ∨ ¬d), (¬a ∨ ¬b ∨ d)}, Σ|¬a = (b ∨ ¬c).

Il est possible d’étendre cette notion à un ensemble de littéraux de la manière suivante :

Définition 1.40 (Formule simplifiée par un ensemble de littéraux). SoitΣ une formule propositionnelle
etA = {x1, x2, . . . , xn} un ensemble de littéraux,Σ|A = (. . . ((Σ|x1

)|x2
) . . . )|xn

est la formule obtenue
par l’application successive de la simplification deΣ par l’ensemble des litéraux deA.

Remarque 1.7.Cette définition s’étend naturellement aux interprétations.

Exemple 1.14.SoientΣ la CNF de l’exemple1.13etI = {a, b}, nous obtenonsΣ|I = {(c∨¬d), (d)}.

Comme nous l’avons souligné, le problèmeSAT consiste à déterminer si une formule possède ou
non une solution. Dans le cas où une solution existe, la plupart des méthodes fournissent un modèle. En
revanche, lorsque la formule est insatisfiable, aucun certificat permettant d’expliquer les raisons de ce
résultat n’est fourni. Or, il est possible que seules quelques clauses soient réellement responsables de la
contradiction. C’est la détection de cet ensemble de clauses, appelénoyau inconsistant, qui est discutée
dans la section suivante.
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1.2.4 Noyaux minimalement inconsistants (MUS)

Extraire d’une formule insatisfiable les raisons de sa non satisfaisabilité peut se révéler utile dans
de nombreux domaines (Hunter et Konieczny 2008, Benferhatet al. 2005, Besnardet al. 2010). Une
telle information, de nature explicative, peut être fournie par la localisation de sous-formules minimale-
ment insatisfiables (ouMUS pour «Minimally Unsatisfiable Subformulae). Un tel ensemble est défini
formellement de la manière suivante :

Définition 1.41 (Formule Minimalement Insatisfiable). SoitΣ une formuleCNF, l’ensemble de clauses
Γ est unMUS deΣ et seulement si il satisfait les conditions suivantes :

1. Γ ⊆ Σ ;

2. Γ est insatisfiable ;

3. ∀Ψ ⊂ Γ, Ψ est satisfiable.

Comme nous l’avons souligné précédemment, la découverte d’un MUS au sein d’une instance insatis-
fiable peut s’avérer d’une grande utilité pour de nombreusesapplications. Malheureusement, ce problème
est algorithmiquement difficile. En effet, le simple fait detester si une formule CNF est unMUS est un
problème∆P

2 -complet (Papadimitriou et Wolfe 1988) 4.

Exemple 1.15.SoitΣ = {(¬d∨ e), (b∨¬c), (¬d), (¬a∨ b), (a), (a∨¬c∨¬e), (¬a∨ c∨ d), (¬b)} une
formuleCNF insatisfiable composée de 8 clauses construites sur 5 variables. La figure1.4 schématise,
sous forme d’un diagramme de Venn, la formule et ces deuxMUS.

a

¬b

¬d ∨ e

¬a ∨ b

b ∨ ¬c

¬a ∨ c ∨ d

¬d

a ∨ ¬c ∨ ¬e

FIGURE 1.4 – Ensemble desMUS d’une formule insatisfiable.

Comme le montre la figure1.4, une formule CNF peut posséder plusieursMUS. En fait, elle peut
même en contenir un nombre exponentiel par rapport à la taille de la formule. En effet, une CNF den

clauses peut contenir jusqu’àC
n
2
n MUS dans le pire cas. Ce nombre potentiellement élevé deMUS au sein

d’une même formule rend les problèmes qui y sont corrélés d’une complexité algorithmique très élevée.
Par exemple, tester si un ensemble de clauses fait partie de l’ensemble desMUS d’une instance est un
problèmeΣP

2 -difficile (Eiter et Gottlob 2002). Bien que théoriquement très difficile, en pratique plusieurs
voies ont déjà été explorées avec succès. Parmi ces travaux,une approche proposée parGrégoireet al.
(2009b) s’appuie sur un parcours stochastique de l’espace de recherche5 et les propriétés1.4et 1.5afin
d’estimer de manière heuristique quelles sont les clauses qui ont une forte chance d’appartenir à unMUS.
La première propriété, proposée parMazureet al.(1998), s’appuie sur le fait qu’unMUS est insatisfiable
et donc que, quelle que soit l’interprétationI considérée,I falsifie une clause de ceMUS.

Propriété 1.4. SoientΣ une formuleCNF insatisfiable etΓ un MUS deΣ, alors nous avons que :

∀I,∃α ∈ Γ telle queI |6= α

oùI est une interprétation complète construite sur les variables deΣ.

4. Pour déterminer si un ensemble de clausesΣ est unMUS, il suffit de tester∀α ∈ Σ (nombre polynomial) siΣ \ {α} est
satisfiable (appel à un oracle NP).

5. Ce parcours est basé sur la recherche locale qui est présentée dans le chapitre2.
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La seconde propriété, proposée parGrégoireet al. (2006), étend la propriété précédente afin de
prendre en compte le voisinage de l’interprétation pour savoir si une clause doit être considérée ou non.
Les clauses ainsi caractérisées sont dites critiques et sont définies formellement de la manière suivante :

Définition 1.42(Clause critique). SoientΣ une formuleCNFetI une interprétation complète construite
sur les variables deΣ. Une clauseα ∈ Σ est dite critique si et seulement siI(α) = ⊥ et∀ℓ ∈ α, ∃β ∈ Σ
telle queℓ̃ ∈ β et β est unisatisfaite parI. Ces clauses unisatisfaites relatives à une clause critique α
sont dites liées àα.

Exemple 1.16.SoientΣ la formule de l’exemple1.15et l’interprétation complèteI = {a,¬b, c,¬d, e},
la clause(b ∨ ¬c) est critique et les clauses(¬b) et (¬a ∨ c ∨ d) sont liées à(b ∨ ¬c).

Les clauses critiques présentent des propriétés intéressantes quant à l’extraction deMUS. En parti-
culier, la propriété suivante garantit l’existence pour chaque clause appartenant à l’ensemble desMUS,
d’une interprétation qui la rende critique.

Propriété 1.5. Soit Γ un MUS, ∀ ∈ α ∈ Γ il existe une interprétation complète construite sur les
variables deΓ qui rend critiqueα.

Cette dernière propriété clôture notre présentation du problèmeSAT. Dans la section suivante nous
présentons un autre problème de décisionNP -complet tout aussi important : le problèmeCSP.

1.3 Le problèmeCSP

Le problème de satisfaction de contraintes (CSPpourConstraint Satisfaction Problem), est, à l’instar
deSAT, un problème de décisionNP -complet. Un grand nombre de problèmes en intelligence artificielle
et d’autres domaines en informatique peuvent être considérés comme des cas particuliers de problèmes
CSP(Nadel 1990, Buscemi et Montanari 2008). Ces derniers sont généralement présentés sous la forme
d’un ensemble de variables (auxquelles sont associés des domaines de valeurs) et d’un ensemble de
contraintes, le tout formant un réseau de contraintes. L’objectif du problèmeCSPest alors de déterminer
s’il existe une assignation des variables telle que toutes les contraintes soient satisfaites.

Dans ce qui suit, nous rappelons les notations et définitionsliées au formalismeCSP ainsi qu’un
exemple de son utilisation (le problème desn-reines). Pour terminer, tout comme pour le problèmeSAT,
nous présentons le concept d’ensemble minimalement inconsistant de contraintes (ouMUC) d’un CSP.

1.3.1 FormalisationCSP

La programmation par contraintes a été développée dès les années 70 afin de formaliser et résoudre
informatiquement de nombreux problèmes. Cette formalisation s’appuie sur la construction d’un réseau
de contraintes permettant de modéliser le problème à résoudre.

1.3.1.1 Définition d’un réseau de contraintes

Les réseaux de contraintes sont les fondations sur lesquelles reposent la représentation des problèmes
CSP. Ils permettent la formalisation des problèmes de satisfaction de contraintes par une représentation
à base de variables et de contraintes. Chaque contrainte estdéfinie sur un sous-ensemble de l’ensemble
des variables et limite les combinaisons de valeurs que peuvent prendre ces variables.
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Définition 1.43 (réseau de contraintes). Un réseau de contraintesP est défini par un couple〈X , C〉 où :
– X = {X1,X2, . . . ,Xn} est l’ensemble fini des variables du problème tel qu’à chaquevariable
Xi est associé un domaine finidom(Xi) indiquant les valeurs autorisées pourXi ;

– C = {C1, C2, . . . , Cm} est un ensemble dem contraintes. Chaque contrainteCi ∈ C est définie
par un couple(var(Ci), rel(Ci)) où :
– var(Ci) est un ensemble de variables{Xi1 ,Xi2 , . . . ,Xini

} ⊆ X sur lesquelles porte la con-
trainteCi ;

– rel(Ci) est une relation, définie par un sous-ensemble du produit cartésien
∏ni

j=1 dom(Xij )
des domaines associés aux variables devar(Ci). Ces relations peuvent être exprimées sous
différentes formes : table de valeurs compatibles, formules mathématiques, etc.

Pour écrire un tel réseau de manière formelle il est nécessaire de se fixer un langage. Ce langage est
le langage du premier ordre, dans lequel nous retrouvons naturellement les symboles des variables (x,
y, x1, X, etc), des fonctions (arithmétique (+,−,×, /) ou booléennes (∧,∨,¬,⇒,⇔)) et des relations
(=, <,>,≤,≥) .

Exemple 1.17.Nous définissons un réseau de contraintesP = 〈X , C〉 avec :
– X = {X1,X2,X3,X4,X5} ;
– dom(X1) = dom(X2) = dom(X3) = dom(X4) = dom(X5) = {0, 1} ;
– C = {C1, C2, C3} tel queC1 = (X1 +X2 < X4), C2 = (X4 6= X5) etC3 = (X3 = X5).

Comme nous pouvons le remarquer, les contraintes d’un réseau ne portent pas toutes sur le même
nombre de variables. Ce nombre appelé arité de la contrainteest défini comme suit :

Définition 1.44 (arité). L’arité d’une contrainteC ∈ C est le nombre de variables sur lesquelles elle
porte, c’est-à-dire|var(C)|. Dans le cas où cette arité vaut :

– 1, la contrainte est dite unaire ;
– 2, la contrainte est dite binaire ;
– n > 2, la contrainte est dite n-aire.

Exemple 1.18.Les contraintesC1 etC2 du réseau de contraintes de l’exemple1.17sont respectivement
n-aire et binaire.

La contrainte d’arité maximale d’un réseau de contraintes permet de définir sa nature. Si toutes les
contraintes d’un réseau de contraintesP sont binaires,P est lui-même dit binaire. Réciproquement,
lorsqu’au moins une contrainte est d’arité supérieure à deux, le réseau de contraintes est dit non-binaire
(n-aire). Un réseau de contraintes non-binaires peut toujours être transformé en un réseau de contraintes
binaires en appliquant une technique de binarisation. Les deux méthodes les plus utilisées sont l’en-
codage du graphe dual (dual graph encoding) (Dechter et Pearl 1987) et l’encodage des variables cachées
(hidden variable encoding) (Rossiet al.1990).

Un réseau de contraintes binaires (respectivement n-aires) est souvent représenté comme un graphe
de contraintes (respectivement hypergraphe de contraintes). Ce graphe de contraintes permet d’avoir un
rendu graphique du problème formalisé.

Définition 1.45 (graphe et hyper-graphe de contraintes). À chaque réseau de contraintesP = 〈X , C〉
peut être associé, pour les contraintes binaires, un graphedes contraintes obtenu en représentant chaque
variable du réseau par un sommet et chaque contrainte binaire C ∈ C qui porte sur les variablesXi

et Xj par une arête entre les sommetsXi et Xj . Dans le cas des réseaux de contraintes n-aires, une
représentation par des hyper-graphes est utilisée, en remplaçant les arêtes par des hyper-arêtes.
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X1 +X2 < X4

X4 6= X5

X3 = X5

0 1 0 1 0 1

0 1 0 1

X1 X2 X3

X4 X5

C1

C2

C3

FIGURE 1.5 – Représentation graphique d’unCSP.

Exemple 1.19.La figure1.5donne une représentation du réseau de contraintes de l’exemple 1.17.

Comme nous l’avons souligné précédemment, les contraintespeuvent être exprimées sous différentes
formes. Une contrainteC peut être définie comme un ensemble de n-uplets de valeurs si l’on considère
un ordre sur les variables de sa portée. Cet ordre arbitrairepermet de définir la relationrel(C) comme
un sous-ensemble du produit cartésien des domaines des variables appartenant àvar(C), représentant
alors les n-uplets autorisés (interdits) par la contrainteC.

Définition 1.46 (tuples autorisés et interdits). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contrainte etCi ∈ C
telle quevar(C) = {Xi1 ,Xi2 , . . . ,Xini

}. Un tuple autorisé (respectivement interdit) est un élément de
∏ni

j=1 dom(Xij ) tel que la relationrel(Ci) est satisfaite (respectivement falsifiée). L’ensemble destuples
autorisés (respectivement interdits) est notéTa (respectivementTi).

Remarque 1.8.Lorsqu’aucune information n’est fournie, il est admis que l’ordre utilisé sur les variables
est l’ordre lexicographique.

Exemple 1.20.Considérons la contrainteC2 de l’exemple1.17portant sur les variablesX4 etX5 de do-
maine{0, 1}. Pour l’ordre lexicographique (X4 < X5), la contrainteC2 = (X4 6= X5) peut être définie
à l’aide de l’ensemble des tuples autorisés de la manière suivante :C2 = ({X4,X5}, {(0, 1), (1, 0)}).

Remarque 1.9. Lorsqu’un réseau de contraintes est entièrement défini à l’aide de tuples, il est dit
représenté enextension. Dans le cas contraire, il est dit représenté enintension.

Un réseau de contraintes peut également être représenté graphiquement par sa micro-structure. Dans
ce cas, un graphen-parti (pour un réseau àn variables) est dit de compatibilité où un sommet représente
un couple (variable, valeur), et une hyper-arête un n-upletautorisé par l’une des contraintes du problème.
Il est également possible d’exploiter le graphe d’incompatibilité plutôt que le graphe de compatibilité.
Il s’agit de la micro-structure complémentaire, c’est-à-dire le graphe dual où une arête n’encode pas
un support mais un conflit entre des valeurs. De telles représentations sont notamment utilisées afin de
détecter (et éliminer) des symétries au niveau du problème (Gent et Smith 1999, Fahleet al. 2001) ou
encore dans le développement de méthodes de décomposition de problèmes (Chmeisset al. 2003). La
figure1.6donne la représentation de la micro-structure du réseau de contraintes de l’exemple1.17.

Un réseau de contraintes peut être caractérisé par plusieurs grandeurs : le nombre de variables et la
taille maximale de leurs domaines, le nombre de contraintes. Nous utilisons dans la suite de ce manuscrit
les notations suivantes :

– n : le nombre de variables du problème ;
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FIGURE 1.6 – Représentation de la microstructure d’un réseau de contraintes.

– d : la taille du plus grand domaine ;
– e : le nombre de contraintes ;
– r : l’arité maximale des contraintes.
Nous donnons dans ce qui suit un exemple de modélisation d’unproblème concret sous la forme

d’un réseau de contraintes.

1.3.1.2 Un exemple de représentation : Le problème desn-reines

Le problème desn-reines est un problème « jouet », proposé initialement en 1848 par un joueur
d’échec du nom de Max Bassel. Ce problème consiste à disposern reines sur un échiquiersn × n de
manière à ce qu’aucune d’entre elles ne soit en prise6 avec les autres.

Ce problème se formalise naturellement à l’aide d’un réseaude contraintes. En effet, en exploitant le
fait qu’une seule reine est placée par colonne, le problème se réduit au choix de la ligne. En conséquence
de quoi, une modélisation du problème considère chaque colonnei comme une variableXi de domaine
dom(Xi) = {1, 2, . . . , n} où chaque valeur deXi désigne le numéro de ligne où se place la reine.
Les contraintes quant à elles doivent retranscrire l’énoncé du problème, c’est-à-dire que deux reines ne
doivent jamais se retrouver sur la même ligne (Xi 6= Xj) ou la même diagonale (|Xi + i − j| 6= Xj et
|Xi − i + j| 6= Xj). Si nous nous plaçons dans le cadre général avecn-reines, nous obtenons le réseau
de contraintesP = 〈X , C〉 suivant :

– X = {X1,X2, . . . ,Xn} ;
– dom(X1) = dom(X2) = · · · = dom(Xn) = {1, 2, . . . , n} ;
– C est défini par,∀i, j : (Xi 6= Xj) ∧ (|Xi −Xj | 6= i).
La figure1.7 illustre le réseau de contraintes associé au problème des4-reines.

La résolution de ce réseau consiste à affecter des valeurs aux variables, de telle sorte que toutes
les contraintes soient satisfaites. Avant de pouvoir résoudre un tel problème, il est nécessaire de définir
les notions d’instanciation, d’interprétation, d’assignation, de réfutation et de cohérence d’un réseau de
contraintes, qui sont introduites dans la partie suivante.

1.3.1.3 Instanciation, interprétation et cohérence

À partir de la modélisation d’un problème sous la forme d’un réseau de contraintes, nous souhaitons
vérifier si celui possède ou non une solution. Il est donc nécessaire de définir la sémantique d’un réseau

6. Deux reines sont en prise si elles se trouvent sur une même colonne, une même ligne ou une même diagonale de
l’échiquier.
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FIGURE 1.7 – Problème des4-reines et le réseau de contrainte associé.

de contraintes, c’est-à-dire dans quelles conditions ce réseau est satisfait. Afin d’obtenir une réponse à
cette question, il est nécessaire d’introduire certaines notions, telles que l’association d’une valeur à une
variable ou la satisfaction d’une contrainte. Tout d’abord, nous caractérisons l’association d’une valeur à
une variable.

Définition 1.47 (instanciation). Soit P = 〈X , C〉 un réseau de contraintes, une instanciationA de
Y ⊆ X , où Y = {Xy1 ,Xy2 , . . . Xy|Y|

}, est une application qui associe à chaque variableXyi une
valeurA(Xyi) ∈ dom(Xyi). Nous notonsA(Y) l’ensemble de valeurs assignées parA aux variables
deY.

Exemple 1.21.Considérons l’exemple des4-reines présenté précédemment (voir §1.3.1.2). Nous avons
A = {(X1 = 1), (X2 = 4), (X3 = 1)} une instanciation deX etA({X1,X2}) = {X1 = 1,X2 = 4}.

Définition 1.48 (instanciation partielle, complète et incomplète). SoitP = 〈X , C〉 un réseau de con-
traintes, une instanciationA est dite partielle, complète ou incomplète siA est définie sur un ensemble
de variablesY tel que nous avons respectivementY ⊆ X , Y = X etY ⊂ X .

Exemple 1.22.Soit le réseau de contraintesP de l’exemple des4-reines,A1 = {(X1 = 1), (X3 =
1)} et A2 = {(X1 = 1), (X2 = 2), (X3 = 1), (X4 = 3)} sont respectivement des instanciations
incomplètes et complètes. Ces deux instanciations sont aussi partielles.

Nous définissons à présent quelles sont les conditions pour qu’une instanciation satisfasse un ensem-
ble de contraintes.

Définition 1.49 (contrainte satisfaite et falsifiée). Soient un réseau de contraintesP = 〈X , C〉, une
instanciationA deY ⊆ X et une contrainteC ∈ C telle quevar(C) ⊆ Y. L’instanciationA satisfait
(respectivement falsifie) la contrainteC, notéA |= C (respectivementA |6= C), si et seulement si
A(var(C)) ∈ rel(C) (respectivementA(var(C)) /∈ rel(C)). L’ensemble des contraintes falsifiées par
A est notéfalse(P,A).

Exemple 1.23.Considérons le réseau de contraintes associé à l’exemple des 4-reines, l’instanciation
A = {(X1 = 1), (X2 = 3)} satisfait la contrainteC1.

29



Chapitre 1. Problématique, Définitions et Notations

Lorsqu’une contrainte est satisfaite quelque soit l’instanciation considérée, cette contrainte est dite
universelle. Ce qui se définit formellement comme suit :

Définition 1.50(contrainte universelle). Soit un réseau de contraintesP = 〈X , C〉, une contrainteC ∈ C
est dite universelle si et seulement siC est satisfaite par toutes les instanciations derel(C).

Étant donné un réseau de contraintesP = 〈X , C〉, une instanciationA d’un sous-ensembleY de
variables deX est dite consistante si toutes les contraintesC ∈ C dont la portée est incluse dansY sont
satisfaites.

Définition 1.51 (instanciation consistante). SoitP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes etY ⊆ X un
sous-ensemble de variables. Une instanciationA deY est consistante si et seulement si∀C ∈ C telle
quevar(C) ⊆ Y, C est satisfaite parA.

Une solution d’un réseau consiste donc à déterminer une instanciation complète qui satisfait toutes
les contraintes du réseau.

Définition 1.52 (solution d’un réseau de contraintes). Une solutionA d’un réseau de contraintesP =
〈X , C〉 est une instanciation des variables deX telle que∀C ∈ C nous avonsA |= C. Dans ce casA
satisfaitP (notéA |= P).

Remarque 1.10.Dans le cas où une instanciationA ne satisfait pas un réseau de contraintesP alors il
est dit queA falsifieP (notéA |6= P).

Exemple 1.24.L’instanciationA = {(X1 = 3), (X2 = 1), (X3 = 4), (X4 = 2)} est une solution du
réseau de contraintes des4-reines défini dans le paragraphe1.3.1.2. Comme nous pouvons le voir sur la
figure1.8cette configuration satisfait bien le problème énoncé.

a

a

aa

a

a

a

a

a

FIGURE 1.8 – Une solution du problème des4-reines.

Le problème de satisfactionCSPs’énonce alors de la façon suivante.

Définition 1.53 (problème de satisfaction de contraintes). Le problèmeCSPest le problème de décision
qui consiste à savoir si un réseau de contraintes possède ou pas une solution.

Remarque 1.11.Par abus de langage, un réseau de contraintes peut aussi êtreappeléCSP.

Comme nous venons de le définir, une instanciation consiste àassignerune valeur à une variable.
Néanmoins dans le cadreCSP, il est aussi possible deréfuter des valeurs du domaine d’une variable7.
Ces deux opérations se définissent formellement de la manière suivante :

7. Dans le cadre deSAT, supprimer une valeur (ou littéral) du domaine d’une variable conduit irrémédiablement à considérer
l’autre.
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Définition 1.54(assignation et réfutation). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,X ∈ X telle que
|dom(X)| > 0 et v une valeur du domaine deX. Une assignation(X = v) (respectivement réfutation
(X 6= v)), notéeP|(x=v) (respectivementP|(x 6=v)), consiste à associer (respectivement supprimer) la
valeurv à la variableX, c’est-à-dire à modifier le domaine deX tel quedom(X) = {v} (respectivement
dom(X) = dom(X) \ {v}).

Exemple 1.25.Considérons le réseau de contraintesP de l’exemple des4-reines, l’assignationP|(x=2)

et la réfutation deP|(x 6=2) entraînent respectivement quedom(X1) = {2} etdom(X1) = {1, 3, 4}.

Remarque 1.12.AssignerX à v conduit à réfuter l’ensemble des valeurs deX différentes dev.

À partir de ces deux notions, il est possible de définir une notion plus générale que celle d’instan-
ciation. En effet, il n’est pas rare dans le cadreCSP d’assigner et/ou de réfuter des valeurs lorsque la
résolution d’un réseau de contraintes est envisagée. Dans ce cadre, nous parlons d’interprétation et non
plus d’instanciation.

Définition 1.55(interprétation). SoitP un réseau de contraintes, une interprétationI est définie comme
un ensemble d’assignations et/ou de réfutations deP. Comme pourSAT, l’ensemble des interprétations
est notéS.

Exemple 1.26. Considérons le réseau de contraintesP = 〈X , C〉 de l’exemple des4-reines,I =
{(X1 6= 1), (X2 = 2), (X3 6= 1), (X3 6= 2), (X3 6= 3), (X4 6= 1)} est une interprétation deP.

Remarque 1.13.Une instanciation est une interprétation particulière constituée uniquement d’assigna-
tions.

Notation 1.2. SoitI une interprétation, nous notonsIX l’interprétation obtenue à partir deI en supp-
rimant toutes les assignations et réfutations concernant la variableX.

Nous pouvons étendre la notion d’application (|) d’une assignation ou d’une réfutation au cas d’ensem-
ble, c’est-à-dire au cas d’interprétation.

Définition 1.56 (application d’une interprétation). Soient un réseau de contraintesP et une interpréta-
tion I = {(X1 ⋄ v1), (X2 ⋄ v2), . . . , (Xn ⋄ vn)} telle que(Xi ⋄ vi) représente aussi bien une assignation
qu’une réfutation. Le réseau de contraintes obtenu par l’application de l’interprétation est notéP|I et
est calculé inductivement de la manière suivante(((P|(X1⋄v))|(X2⋄v2))|...)|(Xn⋄vn).

Exemple 1.27.Considérons le réseau de contraintesP de l’exemple des4-reines et l’interprétationI
de l’exemple1.26. Le réseau de contraintesP|I est tel quedom(X1) = {2, 3, 4}, dom(X2) = {2},
dom(X3) = {4} etdom(X1) = {2, 3, 4}.

Il est possible à partir d’une interprétationI d’extraire une instanciation. Pour cela, il suffit de con-
sidérer le réseau de contraintes obtenu par l’application deI et d’assigner les variablessingletons, c’est-
à-dire les variables ne possédant plus qu’une seule valeur dans leur domaine.

Définition 1.57 (instanciation d’une interprétation). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,I une
interprétation construite sur les variables deP et P|I = 〈X ′, C〉 où X ′ est l’ensemble des variables
obtenu après l’application de l’interprétationI sur le réseauP. L’instanciation obtenue à partir deI
estAI = {(X = v) tel queX ∈ X ′ etdom(X) = {v}}.

Exemple 1.28. SoientP le réseau de contraintes de l’exemple des4-reines etI l’interprétation de
l’exemple1.26, l’instanciation obtenue à partir deI estAI = {(X2 = 2), (X3 = 4)}.
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Cette définition nous permet d’étendre les notions d’instanciation complète, partielle, incomplète et
consistante ainsi que les notations pour une interprétation.

Définition 1.58 (interprétation complète, partielle, incomplète, modèleet consistante). Soient un réseau
de contraintesP = 〈X , C〉 et une interprétationI construite sur les variables deP. L’interprétation
I est dite partielle, complète, incomplète consistante ou modèle si et seulement si l’instanciationAI

obtenue à partir deI est respectivement partielle, complète, incomplète, consistante ou modèle.

Notation 1.3. SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,I une interprétation. Nous notonsI |= P
(respectivementI |6= P) lorsqueI est un modèle (respectivement contre-modèle) deP.

Il est probable qu’un réseau de contraintes soit directement incohérent, c’est-à-dire que l’assignation
des variables singleton du réseau produit une interprétation inconsistante.

Définition 1.59 (réseau directement cohérent et incohérent). Soit P un réseau de contraintes,P est
directement cohérent si et seulement si l’instanciation obtenue à partir de l’interprétation vide (I = ∅)
est consistante. Dans le cas contraire, le réseau de contraintesP est dit incohérent.

Exemple 1.29.Soient le réseau de contraintesP = 〈X , C〉 de l’exemple de4-reines et les deux sous-
réseauxP1 et P2 obtenus respectivement par simplification à partir des deuxinterprétationsI1 =
{(X1 = 1)} et I2 = {(X1 = 1), (X2 6= 1), (X2 6= 3), (X2 6= 4)}. PuisqueAI1 = {(X1 = 1)}
etAI2 = {(X1 = 1), (X2 = 2)} les réseaux de contraintesP1 etP2 sont respectivement directement
cohérents et directement incohérents.

Comme pour le problèmeSAT, il est parfois intéressant, lorsqu’un réseau de contraintes ne possède
pas de solution, de pouvoir déterminer l’ensemble des contraintes responsables de l’incohérence. La
détection de cet ensemble, appelé noyau minimalement incohérent ouMUC, est présentée dans la partie
suivante.

1.3.2 Noyaux minimalement inconsistants (MUC )

Le problème de la détection de noyaux minimalement inconsistants dans le cadreCSPest équivalent
à la détection deMUS dans le cadreSAT. Comme pour le problèmeSAT, tout CSPP incohérent admet
au moins un sous-réseauP ′ deP insatisfiable de taille minimale, c’est-à-dire tel que chaque sous-réseau
P ′′ deP ′ est satisfiable. En pratique, extraire de telles informations lorsqu’une inconsistance est con-
statée dans un système permet d’identifier les éléments qui sont en conflits et peut aider à comprendre,
expliquer, diagnostiquer les causes et permet de proposer un système rendu consistant. Les éléments
considérés en conflits sont généralement représentés par unsous-ensemble de contraintes du problème.
Ce sous-ensemble de contraintes, appeléMUC, est défini formellement de la manière suivante :

Définition 1.60 (Formule Minimalement Inconsistante). SoitP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes in-
satisfiables. Le réseau de contraintesP ′ = 〈X , C′〉 est unMUC (Minimally Unsatisfiable Core) deP si
et seulement si :

– C′ ⊆ C ;
– P ′ est insatisfiable ;
– ∀C′′ ⊂ C, le réseau de contraintes〈X , C′′〉 est satisfiable.

Exemple 1.30.SoitP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes tel que :
– X = {X1,X2,X3,X4,X5} ;
– dom(X1) = dom(X2) = dom(X3) = dom(X4) = dom(X5) = {1, 2, 3} ;
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FIGURE 1.9 – Réseau de contraintes incohérent avec l’un de sesMUC.

– C = {X1 6= X2 + 1,X5 ≥ X2,X5 < X3,X4 < X5,X3 < X4,X3 6= X2, (X1 +X4) < 5}.
La représentation graphique deP et de l’un de cesMUC sont illustrées dans la figure1.9.

L’identification d’une source d’incohérence d’un problèmepar unMUC permet d’en restaurer lo-
calement la cohérence par la suppression d’une contrainte de cet ensemble. En effet, dans l’exemple
précédent, retirer n’importe quelle contrainte duMUC est suffisant pour obtenir un sous-problème satisfi-
able. Malheureusement, comme pour le problèmeSAT, le nombre deMUC est exponentiel en nombre de
contraintes et de manière générale la restauration de la cohérence d’un réseau passe par la « réparation »
de chacun de sesMUC.

De la même manière que pour le problème de la détection deMUS, plusieurs approches pour la
résolution pratique de ce problème ont été proposées. Ces approches s’appuient pour la plupart sur une
pondération des contraintes apparaissant le plus souvent dans les conflits rencontrés lors du processus de
recherche d’une solution8. Une autre approche consiste, comme pour la détection deMUS, à s’appuyer
sur un parcours stochastique de l’espace de recherche9 afin d’estimer de manière heuristique quelles sont
les contraintes appartenant auxMUC. Cette approche, expérimentée parEisenberg et Faltings(2003),
s’appuie sur la même propriété10 qu’énoncée dans le cadre deSAT.

Propriété 1.6. SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes insatisfiable etP ′ = 〈X , C′〉 un MUC deP,
alors nous avons que :

∀I,∃C ∈ C′ telle queI |6= C

oùI est une interprétation complète définie surX .

Dans les deux dernières sections, nous avons présenté deux formalismes pour la modélisation et la
résolution de problèmes sous contraintes. Afin de résoudre les problèmes ainsi générés il est nécessaire
de mettre au point différents algorithmes. Néanmoins, il paraît évident que la nature même du problème
conditionne les performances des algorithmes proposés. Eneffet, un algorithme dédié à un problème a
de fortes chances d’être meilleur qu’un algorithme générique sur ce même problème. Afin de tester la ro-
bustesse des algorithmes, un grand nombre d’instances de problèmes sont donc utilisées. Ces différentes
instances sont présentées dans la section suivante.

8. Ces processus de résolution sont présentés dans le chapitre 3.
9. Ce parcours est effectué sur la base d’un algorithme de recherche locale (voir chapitre2)

10. La preuve de cette propriété est similaire à celle proposée parMazureet al. (1998)

33
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1.4 Les instances

Les performances des différents algorithmes proposés afin de résoudre le problèmeSAT ou CSP

sont en général évaluées et comparées sur un ensemble de formules ou de réseaux de contraintes. Ces
dernières sont classiquement divisées en deux catégories :les instances aléatoires et les instances struc-
turées. Chaque algorithme présente souvent un comportement différent vis-à-vis de la catégorie d’in-
stances utilisée. La notion d’instances difficiles se révèle alors complexe. Certaines caractéristiques per-
mettent néanmoins de déterminer de manière probabiliste siune instance est difficile à résoudre, sans
pouvoir toutefois assurer qu’elle l’est pour tous les algorithmes.

1.4.1 Instances aléatoires

L’évaluation empirique des différents algorithmes proposés pour la résolution des problèmesSAT et
CSPnécessite de pouvoir comparer leurs performances sur des problèmes possédant des caractéristiques
bien définies. Pour effectuer cela, le moyen le plus simple est de générer des instances de manière aléa-
toire. De telles instances sont fournies par des générateurs qui leur assurent des caractéristiques rendant
leur résolution plus difficile. Leur génération est souventtrès simple et contrôlée par un nombre limité
de paramètres. De tels générateurs ont des propriétés intéressantes permettant la génération d’instances
non triviales à résoudre. Parmi ces propriétés, la transition de phase est sans doute la plus étudiée.

Ce terme, initialement utilisé en physique, est employé pour décrire un changement abrupt et soudain
provoqué par le changement de paramètres extérieurs. Cettetransition a lieu lorsque certains paramètres
atteignent un certain seuil. Ce phénomène de seuil est observé quand la probabilité pour une propriété
d’être satisfaite passe de presque 0 à presque 1. Le seuil estcaractérisé par les valeurs des paramètres qui
délimitent la zone de transition pour des instances de tailles infinies.

Pour les problèmes de satisfaction de contraintes tel queSAT et CSP, ces paramètres sont le plus
souvent liés au nombre et à la nature des contraintes du problème. Des contraintes trop dures ou trop
nombreuses, ou au contraire trop lâches ou éparses rendent le problème respectivement trivialement
insatisfiable (sur-contraint) ou satisfiable (sous-contraint). Néanmoins, il existe un zone intermédiaire où
les instances générées ont une probabilité de1

2 d’être satisfiables (ou insatisfiables). C’est souvent dans
cette zone, dite « critique », que se situent les instances les plus difficiles à résoudre.

1.4.1.1 Générateur d’instances aléatoires au seuil pourSAT

Le modèle de génération d’instances aléatoires classiquement utilisé dans le cadre deSAT est basé sur
la construction d’instancesk-SAT. De telles instances sont caractérisées par trois paramètres : le nombre
de variablesV , le nombre de clausesC et la taille des clausesk.

Le générateur standard d’instances aléatoiresk-SAT consiste à générer des problèmes où toutes les
clauses sont de taille fixek. La génération d’une clause se fait en tirant uniformémentk littéraux distincts
parmi l’ensemble des2× n littéraux du problème.

Le phénomène de seuil pour ce générateur d’instances a été mis en avant par les travaux deMitchell
et al. (1992) et complété par ceux deMonassonet al. (1999). Ils montrent que le rapport entre le nom-
bre de clauses et le nombre de variables (C

V
) permet de donner des indications sur la satisfiabilité de

l’instance. Pour chaque valeur dek, un seuil a été empiriquement calculé. La classe d’instances la plus
étudiée étant la classe3-SAT, beaucoup de travaux ont permis d’approximer finement la valeur du seuil
de difficulté (Achlioptas 2009). Ce dernier est à l’heure actuelle estimé expérimentalement proche de
C
V

= 4.25.
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1.4.1.2 Générateur d’instances aléatoires au seuil pourCSP

De manière générale, pour le problèmeCSP, un problème aléatoire est défini selon un quintuplet
〈k, n, d, e, t〉, donnant respectivement l’arité des contraintes, le nombre de variables, la taille des do-
maines, le nombre et la dureté des contraintes. Cette dernière est définie, pour une contrainteC, comme
le rapport entre le nombre de tuples interdits et le nombre d’interprétations possibles définies survar(C).
La génération d’une instance aléatoire consiste alors à considérer un ensemble de contraintes sélec-
tionnées aléatoirement parmi toutes les contraintes possibles (correspondant aux éléments du produit
cartésien des variables entre elles pour lesquels toutes les variables sont distinctes). Les tuples autorisés
par chaque contrainte sont ensuite obtenus à partir d’un tirage probabiliste dépendant det.

Parmi les différents modèles proposés pour la génération detelles instances, le modèleRB, proposé
parXu et Li (2000), est particulièrement intéressant, puisqu’il permet simplement d’obtenir des instances
aléatoires au seuil, et éventuellement de les forcer à être satisfiables (Xu et al. 2005). Ce générateur
définit un problème aléatoire selon le quintuplet〈k, n, α, r, t〉 tel queα détermine la taille des domaines
(d = nα) et r le nombre de contraintes(e = r × n× ln(n)). Le seuil de difficulté est alors obtenu pour
t = 1− exp(−α

r
) et est garanti en particulier pourα > 1

k
et t < k−1

k
.

1.4.2 Instances structurées

Contrairement aux instances aléatoires, les instances structurées n’ont pas réellement de caractéris-
tiques permettant de prévoir leurs difficultés. Généralement, ces instances sont issues de problèmes in-
dustriels (instances industrielles) tels que les problèmes de vérification de circuits intégrés (Velev et
Bryant 2003), Bounded Models Checking(Biereet al.1999b) et planification (Kautz et Selman 1996) ou
de problèmes académiques (instances faites main) tels que les problèmes de coloriation de graphes des
pigeons et desn-reines. Ces instances sont donc créées en codant le problème initial comme un problème
de satisfaction de contraintesSAT ou CSP.

1.4.3 Instances utilisées

Comparer les différents solveurs entre eux est une tâche difficile. Les résultats obtenus dépendent
de la manière dont ont été encodés les problèmes ainsi que desméthodes utilisées pour les résoudre.
Il est très difficile de déterminer à l’avance les performances d’un algorithme sur un problème donné.
De manière à encourager la recherche d’algorithmes toujours plus performants, des compétions sont
organisées (SAT Race, SAT Competitionet CSP Competition). Ces compétitions consistent à exécuter
un ensemble d’algorithmes pendant un temps limité sur un large panel de problèmes. Dans la suite de
ce manuscrit, lorsque des expérimentations sont présentées, les instances utilisées sont issues de ces
différentes compétitions.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons abordé deux problèmesNP -Complets qui sont : le problèmeSAT et
le problèmeCSP. Ces derniers consistent à trouver une interprétation des variables telle que toutes les
contraintes du problème soient satisfaites. Puisqu’il paraît évident que le choix de l’instance étudiée
conditionne les performances des algorithmes, nous avons présenté deux catégories d’instances perme-
ttant de les comparer : les instances aléatoires et les instances structurées (faites main et industrielles).
Dans les prochains chapitres nous présentons plusieurs paradigmes pour la résolution de ces différentes
instances.
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Chapitre

2Approches incomplètes : la recherche locale
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L ES APPROCHES INCOMPLÈTESpour la résolution pratique du problèmeSAT ouCSP, sont en générales
incapables de répondre à l’insatisfaibilité d’une formule. Ces approches effectuent le plus souvent

un parcours de l’espace de recherche non systématique pendant un temps donné. Une fois ce temps
imparti écoulé, deux cas peuvent se présenter : si un modèle est trouvé, alors la procédure stoppe son
exécution et retourne le modèle obtenu, sinon la méthode retourne qu’elle n’a pas trouvé de solution
et dans ce cas il est impossible de conclure. En effet, quelleque soit la quantité de temps laissée à la
méthode, ce type d’approche ne garantissant pas un parcoursexhaustif de l’ensemble des interprétations
de la formule, il est impossible d’affirmer qu’il n’y a pas de solution.

Il existe différents types d’approches incomplètes, les principales étant les techniques algorithmiques
« génétiques » à base de population (De Jong et Spears 1989, Hao et Raphaël 1994, Holland 1992), la
« survey propagation» (Braunsteinet al. 2005), la recherche à voisinage variable (Hansenet al. 2001),
les algorithmes de colonies de fourmis (Dorigo et Stützle 2004), les algorithmes de parcours réduit de
l’arbre de recherche (Ow et Morton 1988, Sourd et Chrétienne 1999) et la recherche locale. Dans ce
chapitre seules les techniques basées sur la recherche locale sont présentées, celles-ci étant certainement
les plus connues de toutes les méthodes incomplètes pour la résolution des problèmesSAT et CSP.

La recherche locale est une technique venant de la rechercheopérationnelle où elle a montré son
efficacité sur un grand nombre de problèmes d’optimisations(problème du voyageur de commerce, sac
à dos, etc.). Un des inconvénients majeurs de cette approcheest qu’elle est incapable de répondre dans le
cas où la formule considérée est insatisfiable et cela même enconsidérant un temps infini. Néanmoins,
elle permet, dans des temps de calcul raisonnable, de trouver des interprétations, pas nécessairement
modèles de la formule, pouvant être de « bonne » qualité, c’est-à-dire falsifiant peu de contraintes. Elle
se distingue en cela des approches exactes, qui garantissent certes la résolution du problème mais souvent
au prix de temps de calculs prohibitifs. Il est aussi important de souligner que sur les instances aléatoires
au seuil satisfiables, la recherche locale est incontestablement la meilleure méthode de résolution.
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Chapitre 2. Approches incomplètes : la recherche locale

Après quelques définitions et l’introduction de l’algorithme de base de la recherche locale, un certain
nombre de stratégies d’échappement pour la résolution des problèmes de satisfaction de contraintesSAT

et CSPsont présentées. Ces stratégies étant souvent tributairesde plusieurs paramètres, nous présentons
une méthode introduite parHoos(2002) permettant de les régler de manière dynamique.

2.1 Principe

Les techniques à base de recherche locale ont été développées initialement afin de résoudre des
problèmes d’optimisationNP-difficile. Sur ces problèmes, en admettant queP 6= NP, il n’existe pas d’al-
gorithme en temps polynomial et donc une résolution complète entraîne un temps de calcul exponentiel
dans le pire des cas. Contrairement à ces approches, la recherche locale a pour objectif de trouver une
solution en un temps fixé (souvent polynomial). Elle est basée sur deux concepts majeurs : (i) l’intensi-
fication qui consiste à fouiller une zone réduite de l’espacede recherche pour en extraire éventuellement
une solution et (ii) la diversification qui permet à la recherche de se déplacer dans l’espace plus large-
ment. Ce sont ces notions qui définissent le comportement desméthodes à base de recherche locale
vis-à-vis de l’espace de recherche.

2.1.1 Définitions et notions de bases

Les méthodes de recherche locale ou métaheuristiques à basede voisinages s’appuient toutes sur un
même principe. À partir d’une solution initiale (souvent générée de manière aléatoire), la recherche locale
consiste à se déplacer d’interprétation en interprétationjusqu’à l’obtention d’un modèle. Le paysage ainsi
décrit est un sous-ensemble de l’ensemble des interprétations et les modèles sont les minima (ou maxima)
d’une fonction d’évaluation. L’objectif de ces méthodes est d’exhiber un modèle et donc d’atteindre un
point dont l’altitude est minimale. Il est courant de parlerd’altitude et de paysage « montagneux » lorsque
l’on décrit le comportement d’une méthode de recherche locale. En effet, s’il était possible de représenter
l’espace complet des interprétations en fonction du nombrede contraintes falsifiées, ce paysage ressem-
blerait certainement à un paysage alpin. Par conséquent, l’objectif de ces méthodes est d’atteindre le
niveau de la mer, c’est-à-dire une altitude de zéro signifiant qu’aucune contrainte n’est falsifiée et donc
qu’un modèle a été trouvé.

Les méthodes de recherche locale utilisent principalementdeux fonctions : une fonction de voisi-
nage et une fonction d’évaluation. Une fonction d’amélioration, basée sur la fonction d’évaluation, est
également souvent utilisée.

Le voisinage représente des affectations autour de la configuration courante, accessibles en modifiant
certains attributs (valeurs des variables) et est très souvent relatif au problème posé. Le voisinage se
définit généralement comme suit :

Définition 2.1 (voisinage direct). SoitS un espace de recherche, un voisinage est une fonction :

N : S −→ 2S

I 7−→ I

qui associe à chaque élémentI un ensemble de voisinsN (I) ⊆ 2S.N (I) est nommé voisinage deI.

À partir d’une configuration courante, le choix du voisin à laprochaine étape se fait par la fonc-
tion d’évaluation. La fonction d’évaluationeval permet d’estimer la qualité d’une interprétationI de
l’ensemble des interprétationsS. Dans le contexte des problèmes de satisfaction de contraintes cette
fonction est très souvent en relation avec le nombre de contraintes falsifiées par l’interprétationI.
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2.1. Principe

Définition 2.2 (fonction d’évaluation). SoientF une formule etI une interprétation complète construite
sur les variables deF, la fonction d’évaluation est définie par :

eval : F×S −→ N
(F,I) 7−→ |{α ∈ F telle queI |6= α}|

Remarque 2.1.Une valeur de zéro, pour cette fonction d’évaluation, indique qu’aucune contrainte n’est
falsifiée et donc que l’interprétationI considérée est un modèle de la formule.

Exemple 2.1.Afin d’illustrer ces deux fonctions, considérons la figure2.1. Sur cette figure, nous distin-
guons le chemin d’une recherche locale où la fonction d’évaluation des interprétations complètes permet
de sélectionner un voisin à chaque pas.
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FIGURE 2.1 – Chemin de recherche locale.

La fonctiondiff permet de connaître la valeur,a posteriori, de la fonction d’évaluation dans le cas
où l’interprétationI se déplace vers une interprétationI ′ ∈ N (I). Pour cela, il suffit de considérer la
différence entre le nombre de contraintes falsifiées parI et celui deI ′.

Définition 2.3 (amélioration). SoientF une formule etI une interprétation complète construite sur les
variables deF, la fonction permettant de calculer l’amélioration obtenue, dans le cas où le prochain
mouvement conduit à l’interprétation voisineI ′, est définie de la manière suivante :

diff : F×S×S −→ N
(F,I,I ′) 7−→ eval(F,I) − eval(F,I ′)

Exemple 2.2.La figure2.2illustre le résultat obtenu par la fonctiondiff (flèche annotée) sur un ensem-
ble d’interprétations (représentées avec leur évaluationen gris) vis-à-vis d’une interprétation initiale
(représentée avec son évaluation en blanc).
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FIGURE 2.2 – Amélioration pouvant être obtenue en se déplaçant d’une interprétation à une autre.
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Chapitre 2. Approches incomplètes : la recherche locale

Remarque 2.2. Il est à noter que l’amélioration définie entre deux interprétation I et I ′ peut avoir
une valeurdiff(F,I,I ′) négative, positive ou nulle, ce qui indique que le déplacement deI versI ′

respectivement dégrade, améliore ou ne modifie pas la valeurde la fonction d’évaluation.

Ces fonctions, modulo quelques modifications, constituentles éléments de base des algorithmes de
types « descente ». Ces algorithmes sont basés sur le principe que, tant qu’il existe une interprétation au
voisinage de l’interprétation courante améliorant la fonction d’évaluation (c’est-à-dire∃I ′ ∈ N (I) telle
quediff(F,I,I ′) > 0), il faut se déplacer vers cette interprétation voisine. Cedéplacement est appelé
réparation de l’interprétation courante.

Appliqué seul, le principe de descente conduit souvent à desminima. Un minimum est une inter-
prétation qui n’est pas un modèle et pour laquelle il n’existe pas dans son voisinage d’interprétation
permettant d’améliorer la valeur de la fonction d’évaluation, c’est-à-dire permettant de diminuer le nom-
bre de contraintes falsifiées.

Définition 2.4 (minimum). SoientF une formule etI une interprétation complète construite sur les
variables deF. On dit queI est un minimum deF par rapport à la fonction d’évaluationeval si aucun
déplacement vers une interprétation voisine deI ne permet d’améliorereval. Formellement :

I est un minimum deF par rapport àeval
⇔

∀I ′ ∈ N (I), eval(F,I ′) ≥ eval(F,I)

Nous distinguons deux types de minima : lesminima globauxsont des interprétations telles qu’il
n’existe aucune interprétation de la formule ayant une meilleure valeur de la fonction d’évaluation. Pour
une formule satisfiable et la fonction d’évaluation qui consiste à considérer le nombre de contraintes
falsifiées, la valeur des minima globaux est de0. À l’inverse, lesminima locauxsont des interprétations
telles qu’il n’existe pas dans leur voisinage une interprétation améliorant la valeur de la fonction d’é-
valuation mais telles qu’il existe dans l’ensemble des interprétations au moins une interprétation dont la
valeur de la fonction d’évaluation est meilleure (voir Figure 2.3).

I

ev
a
l(
F
,I

)

minimum local

minimum global

FIGURE 2.3 – Minimum local et global.

De manière générale, que ce minimum soit local ou global, il est important de pouvoir s’en échapper.
Pour cela, il est nécessaire de permettre à l’opérateur de recherche locale d’effectuer des mouvements
pour lesquels la nouvelle solution retenue sera de qualité moindre que la précédente. Ce principe, détaillé
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dans la section2.2, est appelé principe d’échappement et doit permettre de s’éloigner suffisamment de
l’interprétation courante afin d’éviter de la revisiter unenouvelle fois. Il existe différentes stratégies pour
s’échapper d’un minimum local (redémarrage, aléatoire, retour arrière, tabou, etc.) et leur tâche consiste
à trouver le meilleur moyen de sortir ou d’éviter les minima locaux afin de poursuivre la recherche. C’est
souvent ce principe qui différencie les multiples algorithmes de recherche locale. L’algorithme2.1décrit
succinctement le calcul effectué par une méthode de recherche locale.

Algorithme 2.1 : Recherche Locale
Données: F une formule etmaxReparations, le nombre maximum de réparations autorisées
Résultat : vrai si la formuleF est satisfiable,faux s’il est impossible de conclure
Début1

I ←− une interprétation complète générée aléatoirement;2

nbReparation = 0;3

tant que (nbReparation < maxReparations) et (eval(F,I) > 0) faire4

si ∃I ′ ∈ N (I) telle quediff(F,I,I ′) > 0 alors I ←− I ′;5

sinon I ←− interprétation choisie suivant un critère d’échappement;6

nbReparation←− nbReparation+ 1;7

si (eval(F,I) = 0) alors retourner vrai ;8

retourner faux ;9

Fin10

Afin de concevoir un algorithme de recherche locale efficace,il est nécessaire de mettre au point
des structures de données évoluées permettant le développement d’algorithmes incrémentaux puissants.
Ces structures dépendent bien entendu du problème à traiteret sont discutées lors de la présentation de
l’utilisation de la recherche locale dans le cadre spécifique des problèmesSAT (voir 2.1.4) et CSP (voir
2.1.5).
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FIGURE 2.4 – Paysage exploré par la recherche locale.

Les méthodes de type recherche locale sont amenées à faire face à différentes situations. La Figure
2.4détaille une étude des trois cas de figure pouvant être rencontrés par une méthode de type recherche

41



Chapitre 2. Approches incomplètes : la recherche locale

locale :

a. Sur l’image de gauche nous avons le cas « espéré ». Étant donné une interprétation complète
générée aléatoirement, la méthode arrive à atteindre un minimum global lequel est aussi une solu-
tion du problème considéré.

b. Le schéma central correspond au cas où la recherche localeatteint un minimum local (situation 1
sur le schéma (b)). Puisqu’un seul déplacement ne permet plus d’améliorer la valeur de la fonc-
tion d’évaluation, une étape de diversification est opérée (redémarrage ou application d’un critère
d’échappement). Une fois soustrait du minimum local la méthode arrive au bout d’un certain nom-
bre d’étapes à trouver une solution.

c. L’image de droite schématise le cas où l’instance considérée est insatisfiable ou le cas où la
recherche locale a échoué à trouver un modèle. Comme on peut le voir, la valeur de la fonction
d’évaluation est toujours supérieure à zéro. En d’autres mots, quelle que soit l’interprétation con-
sidérée, le nombre de contraintes falsifiées est toujours différent de zéro. Cette image dépeint aussi
le cas particulier où un ensemble d’interprétations voisines forme unplateau(situation 1 sur le
schéma (c)). Nous appelons plateaux un ensemble d’interprétations voisines ayant la même valeur
pour la fonction objectif. Comme nous pouvons le voir, sur cedernier cas de figure, la recherche
locale atteint toujours soit un minimum soit un plateau (situation 2 et 3 sur le schéma (c)).

Dans le cadre des problèmesSAT et CSP l’algorithme de recherche locale précédemment décrit est
légèrement modifié. Ces modifications caractérisent l’approcheGSAT présentée dans la partie suivante.

2.1.2 L’architecture GSAT

L’algorithme GSAT est certainement l’algorithme le plus connu des méthodes derecherche locale
pour SAT. Cet algorithme est introduit initialement parMitchell et al. (1992), mais ce n’est que lors du
« Second Challenge on Satisfiability Testing» deDIMACS, que des variantes extrêmement efficaces de
cet algorithme ont été proposées (Selmanet al.1993).

Il existe peu de différences entreGSAT et la méthode de recherche locale « classique » présentée
précédemment. La fonction d’évaluation pour cette approche reste la plus naturelle qui soit, c’est-à-dire
le nombre de contraintes falsifiées par l’interprétation courante (« min-conflict » (Minton et al. 1990)).
Le voisinage utilisé est un « voisinage direct », c’est-à-dire que les interprétation voisines sont toutes les
interprétations qui diffèrent de l’interprétation courante que par la valeur d’une variable (c’est-à-dire se
trouvant à une distance de Hamming de 1).

Définition 2.5 (Voisinage deGSAT). SoientF une formule etI une interprétation complète construite
sur l’ensemble des variables deF. On a :

NGSAT(I) = {J telle queJ est une interprétation deF et δh(I,J ) = 1}.

La description deGSAT peut se faire de manière très succincte tant cet algorithme est simple. L’al-
gorithme commence par générer aléatoirement une interprétation complète des variables de la formule.
Une fois celle-ci établie, l’algorithme effectue un certain nombre de réparations jusqu’à l’obtention d’un
modèle. Ces réparations consistent à modifier la valeur d’une variable permettant d’obtenir le meilleur
gain (s’il y en a plusieurs, l’algorithme en choisit une de manière aléatoire). Si, après un certain nom-
bre d’étapesmaxReparations, la recherche locale n’a toujours pas trouvé de solution, laprocédure
recommence avec une nouvelle interprétation initiale. Ce processus peut se répéter un nombre maximal
maxEssais de fois fixé au démarrage avant de retourner que la recherche aéchoué.
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GSAT ne présente pas, comme pour l’algorithme de base, deux phases bien distinctes : descente et
échappement. En effet, cette approche autorise des dégradations de la fonction d’évaluation au cours de la
recherche, ce qui peut être considéré comme un moyen de s’échapper d’un minimum local. Par ailleurs,
il existe une autre phase d’échappement dans cette méthode qui consiste à redémarrer la recherche avec
une nouvelle configuration.

Malgré cela, il reste que cette approche conduit le plus souvent à un minimum local. C’est pourquoi
de nombreuses variantes de cet algorithme ont vu le jour. Cesadaptations sont basées sur un schéma
légèrement différent de celui deGSAT. Ce schéma, présenté dans l’algorithme2.2, permet d’intégrer
facilement différentes stratégies d’échappements (lesquelles sont présentées dans la section2.2).

Algorithme 2.2 : GSAT

Données: F une formule, deux entiersmaxReparations etmaxEssais
Résultat : vrai si la formuleF est satisfiable,faux s’il est impossible de conclure
Début1

pour i de0 àmaxEssais faire2

I ←− une interprétation complète générée aléatoirement;3

pour j de0 àmaxReparations faire4

si (eval(F,I) = 0) alors retourner vrai ;5

si (∃I ′ ∈ NGSAT(I)) telle quediff(F,I,I ′) > 0 alors I ←− I ′;6

sinon I ←− interprétation choisie suivant un critère d’échappement;7

retourner (eval(F,I) = 0);8

Fin9

Une des clefs du succès de cette approche tient au fait que seul un sous-ensemble des interprétations
voisines est considéré pendant la phase de descente. En effet, puisque cette phase consiste à satisfaire
les contraintes non satisfaites par l’interprétation courante, il est possible de limiter le voisinage direct
en ne considérant que les variables appartenant aux contraintes falsifiées par l’interprétation courante. Il
n’est pas rare, dans le cadre de la résolution pratique de problème de satisfaction de contraintes, d’être
confronté à des problèmes de très grandes tailles (plus d’unmillion de variables) et donc à un voisinage
conséquent. Par conséquent, considérer uniquement cet ensemble d’interprétations voisines lors de la
phase de descente permet alors un gain substantiel.

Une autre amélioration qui est l’une des plus importantes pour ces méthodes, consiste à intégrer la
stratégie de « marche aléatoire » pendant la résolution, produisant ainsi l’algorithmeWSAT.

2.1.3 L’architecture WSAT

WSAT ou «WalkSAT» (Selmanet al. 1994) est l’héritier deGSAT. Cette approche introduit le con-
cept de marche aléatoire pendant la résolution. La marche aléatoire permet d’accélérer le processus de
recherche tout en permettant de s’échapper de certains minima locaux. Dans cette stratégie, le choix de
la variable à réviser est restreint aux variables impliquées dans une contrainte falsifiée choisie aléatoire-
ment. Ainsi, seul un sous-ensemble du voisinage direct est évalué, permettant d’augmenter significa-
tivement la fréquence à laquelle les mouvements dans l’espace de recherche sont effectués. Ce dernier
procédé permet aussi d’introduire une phase de diversification supplémentaire par le biais du choix de la
dite contrainte falsifiée.
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Définition 2.6 (Voisinage deWSAT). SoientF une formule,I une interprétation complète construite sur
l’ensemble des variables deF etα une contrainte deF falsifiée parI. On a :

NWSAT(I, α) = {J tel queJ est une interprétation deF et ζh(I,J ) = {x} avecx ∈ α}.

La fonction d’évaluation reste «min-conflict», à savoir que la variable réparée est celle qui permet de
réduire au maximum le nombre de contraintes falsifiées. L’algorithme2.3, comme pourGSAT, décrit un
schéma d’algorithme reprenant les fondements deWSAT et permettant l’intégration de différents critères
d’échappement.

Algorithme 2.3 : WSAT

Données: F une formule, deux entiersmaxReparations etmaxEssais
Résultat : vrai si la formuleF est satisfiable,faux s’il est impossible de conclure
Début1

pour i de 0 àmaxEssais faire2

I ←− une interprétation complète générée aléatoirement;3

pour j de0 àmaxReparations faire4

si (eval(F,I) = 0) alors retourner vrai ;5

α←− une contrainte au hasard parmi les contraintes falisifiées parI;6

si (∃I ′ ∈ NWSAT(I, α) telle quediff(F,I,I ′) > 0) alors I ←− I ′;7

sinon I ←− interprétation choisie suivant un critère d’échappement;8

retourner (eval(F,I) = 0);9

Fin10

Dans la suite nous introduisons les différentes notions nécessaires (voisinage, fonction d’évaluation
et calcul de l’amélioration) à l’utilisation des schémas algorithmiques présentés précédemment dans le
cadre de la résolution pratique des problèmesSAT et CSP.

2.1.4 Application de la recherche locale au problèmeSAT

Afin de pouvoir réaliser les différents schémas de recherchelocale présentés précédemment, il est
indispensable d’en définir les briques élémentaires. Ces briques sont les fonctions d’évaluation, de voisi-
nage et d’amélioration.

Comme précisé auparavant, la fonction d’évaluation est définie par rapport au nombre de contraintes
falsifiées par l’interprétation courante. Ce qui s’exprimeformellement par :

Définition 2.7 (fonction évaluation). SoientΣ une formule,I une interprétation complète construite sur
les variables deΣ, la fonction d’évaluation est définie par :

eval : Σ×S −→ N
(Σ,I) 7−→ |{α ∈ α telle queI |6= α}|

Exemple 2.3. SoientΣ = {(a ∨ b ∨ c), (¬a ∨ b), (¬a ∨ b ∨ d), (b ∨ ¬c), (¬a ∨ ¬c)} une formule et
I = {a,¬b,¬c,¬d} une interprétation complète construite sur les variables deΣ, alorseval(Σ,I) = 2.

Dans le cadre deSAT, les interprétations voisines sont toutes les interprétations pouvant être obtenues
en inversant la valeur de vérité d’une variable. Cette opération, appelée flip, est définie comme suit.
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Définition 2.8 (flip). SoitI une interprétation complète construite sur un ensemble de variables propo-
sitionnelles, le flip dex ∈ I est défini par :

flip : S× V −→ S

(I, x) 7−→ {I \ {x}} ∪ {x̃}

Les différentes notions de voisinage se définissent à présent naturellement comme :

Définition 2.9 (voisinage direct). SoientΣ une formule,I une interprétation complète construite sur les
variables deΣ etV un ensemble de variables tel queV ⊆ VΣ. L’ensemble des interprétations voisines
deI pouvant être atteintes à partir deV est défini comme suit :

N : S× 2VΣ −→ 2S

(I,V) 7−→ {I ′ ∈ S tel queI ′ = flip(I, x), avecx ∈ V}

Définition 2.10 (voisinageGSAT). SoientΣ une formule etI une interprétation complète construite sur
l’ensemble des variables deΣ. NGSAT(I) = N (I,Vg) avecVg = {x ∈ α tel queα ∈ Σ et I |6= α}
l’ensemble des variables apparaissant dans les contraintes falsifiées par l’interprétationI.

Définition 2.11(voisinageWSAT). SoientΣ une formule etI une interprétation complète construite sur
les variables deΣ.Nwsat = N (I,Vα) avecVα = {x ∈ α} tel queα ∈ Σ etI |6= α.

Exemple 2.4.Considérons la formuleΣ et l’interprétationI de l’exemple2.3. L’ensemble des interpré-
tations voisines de l’interprétationI pour les différentes notions de voisinages présentées sont:

– direct :N (I,VΣ) = {{¬a,¬b,¬c,¬d}, {a, b,¬c,¬d}, {a,¬b, c,¬d}, {a,¬b,¬c, d}} ;
– GSAT : N (I,Vg) = {{¬a,¬b,¬c,¬d}, {a, b,¬c,¬d}, {a,¬b,¬c, d}} ;
– WSAT : N (I,Vα) = {{¬a,¬b,¬c,¬d}, {a, b,¬c,¬d}} avecα = (¬a ∨ b) une clause deΣ

falsifiée parI.

Les notions de voisinageGSAT et WSAT ont des propriétés intéressantes. Une première propriété
permet d’établir que l’ensemble des interprétations considérées par la notion de voisinageWSAT est
inclus dans l’ensemble des interprétations considérées par la notion de voisinageGSAT.

Propriété 2.1. SoientΣ une formule etI une interprétation complète deΣ, alors ∀α ∈ Σ telle que
I |6= α,N (I, α) ⊆ N (I,Vg).

Preuve 2.1.La preuve est triviale et vient du fait que∀α ∈ Σ falsifiée parI nous avonsα ⊆ Vg.

Exemple 2.5.Sur l’exemple2.4nous voyons clairement que cette propriété est vérifiée.

Cette propriété, quoique triviale, explique en partie le gain de performance obtenu en faveur de l’ar-
chitectureWSAT vis-à-vis de l’architectureGSAT. Deux autres propriétés importantes permettent d’as-
surer qu’au moins une clause falsifiée par une interprétation I sera satisfaite par une interprétation voisine
I ′ obtenue à partir d’une des notions de voisinageGSAT ou WSAT.

Propriété 2.2. SoientΣ une formule etI une interprétation complète deΣ, alors ∀I ′ ∈ N (I,Vg) il
existeα ∈ Σ tel queI |6= α etI ′ |= α.

Preuve 2.2.ConsidéronsI ′ ∈ N (I,Vg), par définition de la notion de voisinageGSAT nous avons que
∃x ∈ I tel quex̃ ∈ I ′ et que∃α ∈ Σ tel quex̃ ∈ α etI |6= α. ce qui implique queI ′ |= α.

Exemple 2.6. Considérons la formuleΣ et l’interprétation I = {¬a,¬b,¬c,¬d} de l’exemple2.4.
Supposons que l’interprétation choisie comme interprétation voisine soitI ′ = {a,¬b,¬c,¬d}. Dans ce
cas, nous remarquons que la clause(¬a ∨ b ∨ d) est falsifiée parI et satisfaite parI ′.
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Propriété 2.3. SoientΣ une formule etI une interprétation complète deΣ, alors ∀I ′ ∈ N (I,Vα) il
existeα ∈ Σ tel queI |6= α etI ′ |= α.

Preuve 2.3.Les propriétés2.1et2.2permettent de conclure à la validité de cette propriété.

Nous verrons que, quoique triviales dans le cadre deSAT, ces deux dernières propriétés sont difficiles
à obtenir dans le cadre deCSP.

La construction d’algorithmes de recherche locale efficaces nécessite la mise au point de structures
de données évoluées, permettant de gérer efficacement l’évaluation des interprétations voisines. En effet,
le temps de calcul de ces algorithmes est déterminé non seulement par le cadre de recherche, mais aussi
par la complexité de chaque itération. L’utilisation de structures de données adéquates permet alors de
procéder efficacement aux déplacements (flips) et au choix dela prochaine variable à flipper. La plupart
des solveursSAT de type recherche locale introduisent deux vecteurs d’entiers nommésbreakcount et
makecount permettant respectivement de donner le nombre de clauses que falsifie et satisfait le flip
d’une variable. De manière à obtenir de bonnes performancesil est nécessaire que ces deux tableaux
soient maintenus à jour efficacement tout au long de la recherche. En vue de réaliser cela,Fukunaga
(2004) propose une approche basée sur la notion de «watched literals» (présentée dans la section3.1.4.2)
afin d’augmenter significativement leur mise à jour. Grâce à ces structures la fonction d’amélioration se
calcule facilement de la manière suivante :

Définition 2.12 (amélioration). SoientΣ une formule etI une interprétation complète construite sur
les variables deΣ, la fonction d’amélioration obtenue, dans le cas où le prochain mouvement conduit à
flipper la variablex, est définie de la manière suivante :

diff : Σ×S× x −→ N
(Σ,I, x) 7−→ makecount[x]− breakcount[x]

La recherche locale dans le cadre deSAT a été largement étudiée et plusieurs solveurs ont été proposés
(WALKSAT 43 (Kautz et Selman), UBCSAT (Tompkins), etc.). Dans la suite, nous présentons les éléments
de base permettant l’utilisation de la recherche locale dans le cadre du problèmeCSP.

2.1.5 Application de la recherche locale au problèmeCSP

Dans cette partie, tout comme pourSAT, nous définissons les briques nécessaires à l’élaboration d’un
solveur de type recherche locale pour la résolution pratique du problèmeCSP.

La fonction d’évaluation reste la plus naturelle qui soit, c’est-à-diremin-conflict11.

Définition 2.13 (fonction d’évaluation). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes etI une interpré-
tation complète construite sur les variables deX , la fonction d’évaluation est définie par :

eval : P×S −→ N
(P,I) 7−→ |{α ∈ C tel queI |6= α}|

Exemple 2.7.Considérons le réseau de contraintesP = 〈X , C〉 dépeint dans la figure2.5et l’interpré-
tation complèteI = {(X1, 1), (X2, 5), (X3, 1), (X4, 6), (X5, 2)}, nous avonseval(P,I) = 2.

11. Une autre notion de voisinage introduite parNonobe et Ibaraki(1998) consiste à associer pour toutes les variables du
problème une variable booléenne pour chacune de ces valeurs. Ces variables booléennes permettent de définir si la valeurest
choisie ou non pour la variable. Dans cette encodage, le problème est redéfini à l’aide de contraintes de cardinalité et d’inégalité
linéaire et quadratique.
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FIGURE 2.5 – Interprétation complète définie sur un réseau de contraintes tel que les valeurs encadrées
représentent les valeurs choisies par l’interprétation etles contraintes coloriées en rouge (respectivement
vert) représentent les contraintes falsifiées (respectivement satisfaites).

PourCSP, les interprétations voisines sont toutes les interprétations pouvant être atteintes si la valeur
d’une variable est modifiée par une autre valeur de son domaine. Cette opération, appeléswitch, est
définie comme suit :

Définition 2.14 (switch). Soit I une interprétation complète construite sur un ensemble de variables
discrètesX . Considérons le couple(X,u) ∈ I tel queX ∈ X etu ∈ X. Leswitch de la valeuru de la
variabledom(X) env ∈ dom(X) est défini de la manière suivante :

switch : S× X × dom(X) −→ S

(I,X, v) 7−→ {I \ {(X,u)}} ∪ {{(X, v)}}

Exemple 2.8. SoitI = {(X1, 1), (X2, 5), (X3, 1), (X4, 6), (X5, 2)}, appliquerswitch(I,X1, 3) con-
duit à l’interprétationI = {(X1, 3), (X2, 5), (X3, 1), (X4, 6), (X5, 2)}.

Les différentes notions de voisinages se définissent à présent naturellement.

Définition 2.15 (voisinage direct). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes etI une interprétation
complète construite sur les variables deX , le voisinage direct deI est défini comme suit :

N : S× 2X −→ 2S

(I,VX ) 7−→ {I ′ ∈ S tel queI ′ = switch(I,X, v) etI 6= I ′}

avecX ∈ VX etv ∈ dom(X).

Définition 2.16 (voisinageGSAT). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes etI une interprétation
complète construite sur les variables deX . NGSAT(I) = N (I,Vg) avecVg = {X ∈ C tel queC ∈
C etI |6= C} l’ensemble des variables apparaissant dans les contraintes falsifiées par l’interprétation
I.

Définition 2.17 (voisinageWSAT). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes etI une interprétation
complète construite sur les variables deX . NWSAT = N (I, C) telle queC ∈ C est une contrainte
falsifiée parI.

Exemple 2.9. Considérons le réseau de contraintesP = 〈X , C〉 et l’interprétationI de l’exemple2.7.
Un ensemble d’interprétations voisines deI pour la notion de voisinagesWSAT 12 pour la contrainteC3

12. Étant donné le nombre important d’interprétations voisines pour les notions de voisinages direct etGSAT (10 interpréta-
tions par notion), nous ne donnons pas d’exemple. Nous soulignons tout de même que ces deux ensembles sont identiques. En
effet, toutes les variables du réseau apparaissent dans descontraintes falsifiées par l’interprétation courante.
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est :

N (I, C3) ={{(X1, 1), (X2, 5), (X3, 2), (X4, 6), (X5, 2)}, {(X1 , 1), (X2, 5), (X3, 7), (X4, 6), (X5, 2)},
{(X1, 1), (X2, 5), (X3, 1), (X4, 6), (X5, 1)}, {(X1, 1), (X2, 5), (X3, 1), (X4, 6), (X5, 6)}}

À présent nous observons si les propriétés2.1, 2.2 et 2.3 énoncées précédemment dans le cadre de
SAT sont vérifiées dans le cadreCSP. En ce qui concerne la propriété2.1, elle est toujours vérifiée pour
la notion de voisinage définie.

Propriété 2.4. SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes etI une interprétation complète deX , alors
∀C ∈ C telle queI |6= C,N (I, C) ⊆ N (I,Vg).

Preuve 2.4.Voir preuve2.1.

En ce qui concerne les propriétés2.2 et 2.3, elles ne sont pas vérifiées dans le cadreCSP. En effet,
considérons le réseau de contraintes et l’interprétation complèteI de l’exemple2.7. Supposons que
l’interprétation voisine sélectionnée estI ′ = {(X1, 1), (X2, 5), (X3, 7), (X4, 6), (X5, 2)}, dans ce cas
l’ensemble des contraintes falsifiées parI est identique à celui falsifié parI ′.

Une autre particularité importante, dans le cadreCSP, est qu’il est impossible de juger si interver-
tir une valeur d’une variable permet de se rapprocher d’une interprétation permettant de satisfaire une
nouvelle contrainte. En effet considérons le réseau de contraintesP = 〈X , C〉, l’interprétation complète
I de l’exemple2.7 et l’interprétationI ′ = {(X1, 1), (X2, 1), (X3, 1), (X4, 6), (X5, 2)} voisine deI.
La fonction d’évaluationeval définie précédemment évalue de manière identiqueI et I ′. Néanmoins,
puisque cette interprétation permet de se rapprocher d’unesolution permettant de satisfaire la contrainte
C1 (sans falsifier d’autres contraintes), il semble logique que eval(P,I) soit supérieure àeval(P,I ′).
Ce caractère particulier de la fonction d’évaluation rend plus difficile l’application de la recherche locale
dans le cadre du problèmeCSP. Afin d’y remédier, une approche proposée parGalinier et Hao(2004)
consiste à redéfinir la fonction d’évaluation afin de considérer certaines particularités associées à la sé-
mantique des contraintes (contraintes de cardinalité, de distance, etc.). Dans le chapitre8, nous montrons
expérimentalement que ne pas considérer ce phénomène peut conduire à une approche de recherche
locale inefficace sur les problèmes de grande arité.

Comme pour le problèmeSAT, afin de définir un algorithme de recherche locale efficace, ilest primor-
dial que la fonction permettant de calculer l’améliorationsoit efficacement implémentée. Pour effectuer
cela, la plupart des solveurs de recherche locale pourCSP introduisent une structure proposée parGalin-
ier et Hao(1997). Ces structures de données et les algorithmes permettant de les maintenir à jour tout
au long de la recherche sont présentés et perfectionnés dansle chapitre8. Cette amélioration consiste à
ajouter une variable booléenne pour chaque valeur de chaquevariable du problème afin de conserver une
trace des calculs antérieurs. Ces informations ainsi conservées permettent d’augmenter significativement
la rapidité avec laquelle les structures de données sont maintenues.

L’ensemble des définitions présentées précédemment permettent d’établir le squelette d’un solveur
de recherche locale. Néanmoins, pour être efficace, ce solveur doit être capable de parcourir l’espace
de recherche « intelligemment ». L’idée est donc de ne pas visiter toutes les configurations, mais de se
doter d’heuristiques pour choisir les zones d’exploration. Ces méthodes présentées dans la section suiv-
ante correspondent à des schémas généraux appelés métaheuristiques à base de voisinage ou stratégies
d’échappement.
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2.2 Stratégies d’échappement

Une des difficultés majeures liées à l’utilisation de la recherche locale consiste à réussir une explo-
ration de l’espace de recherche sans stagner dans des minimalocaux. En effet, la recherche aboutissant
le plus souvent à un minimum local, les techniques d’échappement jouent un rôle primordial pour l’-
efficacité de ce type d’approches. Néanmoins, au vu du nombreréduit d’interprétations pouvant être
examinées, déterminer l’interprétation qui, parmi un ensemble d’interprétations, est celle qui est la plus
proche de l’objectif (c’est-à-dire celle qui permettra d’atteindre un modèle avec le plus petit nombre
de déplacements), est une tâche délicate. Par conséquent, réaliser le meilleur déplacement, c’est-à-dire
choisir le « meilleur » voisin, constitue la motivation principale des méthodes de recherche locale. La lit-
térature sur le sujet foisonne, nous présentons dans la suite une liste non exhaustive de différents critères
d’échappement parmi les plus connus et utilisés à la fois dans le cadre du problèmeSAT et du problème
CSP.

2.2.1 Mouvements aléatoires

Dans le but d’échapper aux minima locaux, il est judicieux dene pas effectuer le déplacement optimal
à chaque pas. Cependant, pour trouver un modèle, le parcoursde l’espace d’interprétations doit être
pertinent, et la méthode de recherche locale doit appliquerdes coups optimaux un certain nombre de
fois. Partant de ce principeSelman et Kautz(1993) pourSAT etMinton et al. (1992) pourCSPproposent
une approche, nomméeRANDOMWALK , qui consiste à introduire des mouvements aléatoires dans le
processus d’exploration. Pour cela, une probabilitép est introduite et appliquée de la manière suivante :

– avec une probabilitép, choisir aléatoirement une variable apparaissant dans unecontrainte falsifiée
et modifier sa valeur ;

– avec une probabilité1− p, effectuer le coup optimal.
Il est possible d’imaginer une variante à cet algorithme où on ne restreint pas le choix de la vari-

able aux contraintes falsifiées mais à l’ensemble des variables ou encore aux variables d’une contrainte
falsifiée particulière.

2.2.2 La méthode Tabou

Cette approche proposée parMazureet al. (1997) dans le cadre deSAT et Galinier et Hao(1997)
pour CSP est une adaptation de la méthode tabou (Glover 1989; 1990). Dans cette méthode, le tabou,
c’est-à-dire l’interdiction de choisir telle ou telle configuration, ne porte pas sur les interprétations mais
sur les variables. Pour cela, les dernières variables qui ont été révisées sont conservées dans une file
d’attente appelée « tabou ». Ensuite, lorsqu’une nouvelle variable est choisie, les variables appartenant
à cette liste ne sont pas autorisées à être corrigées. Cette technique s’avère relativement efficace pour
échapper aux minima, cependant ses performances dépendentde la taille de la liste tabou, dont la valeur
optimale varie en fonction de l’instance à traiter. Une variante de cette approche consiste à utiliser un
critère « d’aspiration ». Ce critère signifie que, sous certaines conditions, une variable appartenant à la
liste tabou peut être modifiée (exemple : lorsque cette modification permet d’atteindre une valeur de la
fonction d’évaluation jamais atteinte jusqu’alors).

2.2.3 Pondération de Contraintes

Dans cette méthode initiée parMorris (1993) et nommée «BREAKOUT », l’échappement des minima
locaux est effectué à travers une redéfinition de la fonctionobjectif. En effet, plutôt que de compter
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le nombre de contraintes falsifiées par chaque interprétation parcourue, un compteur initialisé à1 est
associé à chaque contrainte de la formule. Par rapport à ce nouvel élément, la fonction à minimiser est
la somme des poids de chaque contrainte (Schuurmanset al. 2001, Eisenberg et Faltings 2003). Ainsi,
en début de recherche, cette fonction est équivalente à celle classiquement définie. Cependant, à chaque
fois qu’une contrainte est falsifiée par l’interprétation courante, son poids est incrémenté de1. Avec cette
modification dynamique de la fonction objectif, les minima locaux sont progressivement atténués jusqu’à
disparaître, même en n’effectuant que des mouvements optimaux. La figure2.6montre schématiquement
comment la pondération des contraintes falsifiées permet d’échapper aux minima locaux.

(a) (b) (c)

I I I
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,I
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l(
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)
valeur de la fonction objectif (ordonnée) en fonction d’uneinterprétation (abscisse)
point de départ de la recherche
suite de déplacements effectués par la recherche locale
espace de recherche conduisant à un minimum local

FIGURE 2.6 – Influence de la pondération des contraintes falsifiées sur le paysage de recherche.

Exemple 2.10. Considérons l’espace de recherche arbitraire d’une formule quelconqueF. De plus,
supposons que les premiers mouvements effectués par le processus de recherche locale conduisent à un
minimum local (figure2.6 courbe (a)). Dans ces conditions, ne pas diversifier la recherche conduit à
considérer encore et encore le même minimum.

Puisque la recherche locale reste engluée dans ce minimum, les contraintes qui sont souvent insatis-
faites (c’est-à-dire les contraintes responsables de cette situation d’échec) voient leur poids devenir de
plus en plus important. Pour être exact, leur poids est augmenté de 1 chaque fois qu’elles sont falsifiées.
Cette augmentation implique un nivellement de l’espace de recherche (figure2.6courbe (b)).

Lorsqu’un certain nombre d’étapes a permis d’augmenter suffisamment le poids des contraintes
responsables du minimum local, le solveur peut modifier la valeur d’une variable apparaissant dans
l’une de ces contraintes (une variable apparaissant dans les contraintes ayant le poids le plus élevé). Ce
processus guide alors la recherche dans une région de l’espace de recherche différente (figure2.6courbe
(c)).

Bien que la formuleF ne soit jamais modifiée durant tout le processus de recherche, nous pouvons
voir sur la figure2.6 qu’après un certain nombre d’étapes le paysage de rechercheest modifié. Comme
nous pouvons le voir sur cette figure, la recherche est guidéehors du minimum local lorsque l’augmen-
tation de certaines contraintes a permis de « lisser » le minimum local.

Contrairement aux autres approches, l’augmentation du poids de certaines contraintes permet de
pondérer les clauses appartenant aux parties difficiles du problème considéré. Ce sont ces informations
qui permettent de guider le processus de recherche locale detelle manière que ces clauses soient satis-
faites en priorité.

50



2.2. Stratégies d’échappement

2.2.4 Stratégies d’échappement dédiées aux architecturesGSAT et WSAT

Les différentes métaheuristiques présentées précédemment peuvent aisément être greffées aux archi-
tecturesGSAT et WSAT. De plus, d’autres critères d’échappement ont été développées afin d’accroître
l’efficacité de ces deux approches. Ces stratégies sont pourla plupart issue de la littérature concernant la
recherche locale pourSAT. Nous présentons une liste non exhaustive de ces différentscritères d’échappe-
ment parmi les plus connus :

– WALK SAT : cette stratégie, introduite parSelmanet al. (1994), est caractérisée par la manière
dont la prochaine variable à flipper est choisie. Les variables sont tout d’abord classées suivant le
nombre de clauses falsifiées qu’elles génèrent si elles sontflippées. S’il existe une variable telle
que inverser sa valeur de vérité ne falsifie aucune nouvelle clause alors cette variable est flippée.
Sinon, avec une probabilitép, une variable est flippée de manière aléatoire et, avec une probabilité
1− p, une variable est choisie de manière aléatoire parmi les variables dont le flip falsifie le moins
de nouvelles clauses ;

– NOVELTY : cette stratégie est une variante deRANDOMWALK , elle classe (comme cette dernière)
les variables suivant le nombre de clauses falsifiées auxquelles elles appartiennent. Soient la
meilleure et la seconde meilleure variable selon cet ordre.Si la meilleure variable n’est pas la
plus récemment flippée, alors elle est choisie. Sinon, avec une probabilitép, on choisit la seconde
meilleure variable, et avec une probabilité1−p, on sélectionne la meilleure. Comparativement à la
stratégieRandom Walk, dans cette approche, la notion de choix aléatoire d’une variable selon une
certaine probabilité a été supprimée au profit d’un choix non-optimal, mais satisfaisant puisqu’il
s’agit de la variable qui lui succède dans l’ordre. De nombreuses variantes deNOVELTY ont été
proposées (telles queRNOVELTY ou NOVELTY+), l’ensemble de ces stratégies est présenté et
étudié dans (McAllesteret al.1997) ;

– G2WSAT : la procédure G2WSAT (Gradient based Greedy WalkSat) proposé parLi et Huang
(2005) est basée sur la notion de «promising decreasing variable» et de «promising decreasing
path». Formellement, une variable est ditedecreasingsi elle permet d’améliorer la valeur de la
fonction objectif lorsqu’elle est flippée. Soitx et y deux variables telles quex 6= y et y n’est pas
une variabledecreasing. La variabley est ditepromising decreasing variablesi, après avoir flippé
la variablex, la variabley devientdecreasing. La notion depromising decreasing pathest alors
définie comme une séquence de flips telle que toutes les variables sont despromising decreasing
variables.
La méthode proposée consiste alors à choisir une variable dans l’ensemble des variables appar-
tenant à l’ensemble despromising decreasing variablestant que cet ensemble n’est pas vide
(définissant ainsi unpromising decreasing path). Sinon, la procédure utilise un critère d’échappe-
ment classique pour choisir la prochaine variable à flipper (NOVELTY++ dans le papier présentant
l’approche (Li et Huang 2005)) ;

– SAPS : cette méthode, introduite parHutteret al.(2002), est basée sur le principe initié parMorris
(1993) et qui consiste à s’échapper des minima locaux à travers la redéfinition de la fonction objec-
tif. En plus d’incrémenter les poids des clauses falsifiées par chaque interprétation parcourue, des
opérations supplémentaires sont effectuées sur les poids des clauses. En effet, lorsqu’un minimum
local est rencontré, avec une probabilitép le poids de chaque clause est divisé par une constante,
de manière à accentuer l’importance des dernières configurations rencontrées.

Comme nous l’avons souligné précédemment, ces stratégies d’échappement sont pour la plupart
issues du domaineSAT et, à notre connaissance, elles n’ont pas toutes été étudiées dans le cadre deCSP.
Nous proposons dans le chapitre8 un solveur de recherche locale basé sur les architecturesWSAT et
GSAT afin d’implémenter et d’étudier le comportement de certaines d’entre elles.
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Comme nous pouvons le remarquer, les méthodes utilisées afinde sortir des minima locaux sont
tributaires d’un certain nombre de paramètres (redémarrage, taille de la liste tabou, probabilité de flipper
aléatoirement,etc.). Pour des instances inconnues, une valeur optimale de ces paramètres ne peut être
connuea priori. Afin de pallier ce problème,Hoos(2002) a proposé une approche permettant de les
régler de manière dynamique en cours de recherche (cas de l’utilisation d’une approche utilisant une
probabilitép comme pour l’utilisation du critère d’échappementNOVELTY ou RANDOMWALK ). Cette
méthode est présentée dans la section suivante.

2.3 Ajustement dynamique des paramètres d’un solveur de type recherche
locale

Toutes les métaheuristiques s’appuient sur un equilibre entre l’intensification de la recherche et la
diversification de celle-ci. D’un coté, l’intensification permet de rechercher des solutions de plus grandes
qualités en s’appuyant sur les solutions déjà trouvées et del’autre, la diversification met en place des
stratégies qui permettent d’explorer un plus grand espace de solutions et d’échapper à des minima locaux.
Ne pas préserver cet equilibre conduit à une convergence trop rapide vers des minima locaux (manque
de diversification) ou à une exploration trop longue (manqued’intensification).

Comme indiqué précédemment, les métaheuristiques utilisées dans le cadre de la recherche locale
dépendent souvent d’au moins un paramètre. Ce paramètre, excepté dans le cas de l’utilisation de la
méthode tabou (taille de la liste tabou), représente une probabilité qui sera notéep par la suite et qui est
une valeur comprise entre0 et1. Cette valeur a un impact important sur les performances du solveur. En
particulier, il a été observé qu’une valeur suffisamment élevée dep diminuait ou annulait l’impact des
redémarrages dans les solveurs de typeWSAT (Parkes et Walser 1996, Hoos 1999) et qu’à l’inverse une
valeur trop basse impose un réglage minutieux du paramètre contrôlant le redémarrage afin de pouvoir
obtenir de bonnes performances (Hoos et Stützle 2000). Trouver la valeur optimale pour ce paramètre
n’est pas une tâche aisée. Il est montré, de manière expérimentale (Hoos 2002), qu’une faible déviation
(vis-à-vis de l’optimal) avait une incidence dramatique sur les résultats obtenus. En effet, la valeur opti-
male dépend énormément du type d’instances considérées, cequi suggère une étude expérimentale fine
afin de définir le meilleur réglage.

L’approche proposée parHoos (2002) est basée sur l’idée qu’il apparaît raisonnable de supposer
qu’un réglage optimal du paramètre contrôlant la diversification établit un bon compromis entre l’agilité
du solveur à atteindre une bonne solution et l’agilité pour s’extirper des minima locaux. Le schéma pro-
posé par l’auteur commence par effectuer uniquement une recherche gloutonne (p = 0). Cette phase
atteint alors (hormis si une solution est trouvée) une stagnation de la recherche dans un minimum lo-
cal. Lorsque cette situation se produit il est nécessaire d’augmenter la valeur dep afin de diversifier la
recherche et ainsi pouvoir s’arracher du minimum locale.

Après avoir augmenté la valeur dep, il est nécessaire de détecter si le solveur s’est suffisamment
éloigné du minimum local. Pour cela, l’évolution de la valeur de la fonction objectif est étudiée. Si,
pendant un certain nombre d’étapes, la valeur de la fonctionobjectif n’est pas améliorée la variablep
est une nouvelle fois augmentée (puisqu’il n’a pas encore été possible de s’extirper suffisamment du
minimum local).

Au bout d’un certain temps, le bruit généré par l’augmentation de la variablep est suffisamment
important pour permettre au solveur de sortir du minimum local. Une fois survenu, la valeur dep est
graduellement diminuée, replaçant ainsi le solveur dans une phase d’intensification. Formellement, étant
donnés deux paramètresΦ etΘ, le paramètrep est dynamiquement réglé de la manière suivante :
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– si la recherche n’a pas permis d’améliorer la valeur de la fonction objectif pendant un certain
nombre d’étapes égal àΘ× |F|, alorsp = p+ (1− p)× Φ ;

– sinon, à chaque fois que la valeur de la fonction objectif est améliorée,p est ajusté tel quep =
p− p× Φ/2.

Il apparaît, à première vue, que cette méthode transfère le problème lié au fait de régler le paramètrep à
un problème peut-être plus difficile qui consiste à régler les paramètresΦ etΘ. Au final, l’ajout de ces
deux paramètres ne pose pas réellement de problème. En effet, dans l’article où cette méthode est décrite,
les auteurs fixentΦ à0.2 etΘ à1/6 pour l’ensemble de leurs expérimentationsHoos(2002) et montrent
que l’ajout de leur schéma permet d’obtenir une amélioration notable. En fait l’avantage est que bien que
ces valeurs soient fixées, l’utilisation de ce schéma permetd’ajuster de manière dynamique le processus
de diversification pendant la recherche.

Bien que initialement étudié dans le cadre du problèmeSAT ce schéma a l’avantage de pouvoir
aisément être adapté au réglage d’autres paramètres et de pouvoir être utilisé dans d’autres contextes.
En effet, les approches de type recherche locale ont toutes le même comportement et sont toutes mues
par le même principe d’intensification et de diversification. Il semble donc assez logique d’étendre ce
principe à l’ensemble des schémas dépendant de paramètres afin d’améliorer leurs efficacités (SAPS→
RSAPS(Hutteret al. 2006), G2WSAT → ADAPTG2WSAT (Li et al. 2007), etc.). Nous verrons, dans la
suite de ce manuscrit, deux de nos contributions concernantl’hybridation de méthodes (hybridation entre
la recherche locale et une approche systématique) où ce principe est appliqué afin de gérer de manière
efficace le passage d’une approche à une autre.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les algorithmes et leséléments nécessaires à l’élaboration
de méthodes de recherche locale efficace pour la résolution pratique des problèmes de satisfaction de
contraintesSAT et CSP. Ces algorithmes, quoique conceptuellement simples, permettent de résoudre un
grand nombre de problèmes différents et sont sur certaines classes de problèmes les meilleurs stratégies
de résolution. L’inconvénient est que ces modes de résolution sont incomplets et que par conséquent ils
restent incapables de traiter des problèmes ne possédant pas de solution. Dans ce contexte, seule une
approche assurant le parcours exhaustif de l’espace de recherche permet de conclure. Ces méthodes dites
complètes font l’objet du chapitre suivant.

53



Chapitre 2. Approches incomplètes : la recherche locale

54



Chapitre
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CONTRAIREMENT à la recherche locale présentée précédemment, les algorithmes complets perme-
ttent, en un temps fini, de déterminer la consistance de n’importe quelle formule exprimée sous

forme CNF ou sous un réseau de contraintes. Ils s’appuient généralement sur le parcours en profondeur
d’un arbre de recherche, où chaque nœud correspond à l’assignation d’une variable et chaque chemin
correspondant à une interprétation partielle des variables de la formule. L’objectif est alors de déterminer
un chemin de la racine à une feuille - lequel représente une interprétation complète des variables de
la formule - qui satisfait l’ensemble des contraintes du problème. Afin de ne pas explorer l’intégralité
de cet arbre, la plupart des approches utilisent des méthodes de propagations de contraintes dans le but
d’élaguer l’arbre de recherche en coupant les branches ne pouvant conduire à une solution.

Ce chapitre est décomposé en deux sections, lesquelles traitent respectivement de la résolution du
problèmeSAT et du problèmeCSPà l’aide d’algorithmes complets.

3.1 Approche complète pour la résolution pratique du problème SAT

De nombreux algorithmes complets ont été proposés dans la littérature. Ces algorithmes se divisent
principalement en deux catégories regroupant chacune plusieurs familles d’algorithmes. La première
catégorie regroupe les familles d’algorithmes syntaxiques. Ces derniers s’intéressent à la structure du
problème en ne prenant pas en compte la valeur des variables (résolution (Robinson 1965, Galil 1977),
réécriture (Boole 1854, Shannon 1940), etc.). La seconde catégorie regroupe les familles d’algorithmes
sémantiques qui, contrairement aux approches syntaxiques, s’attachent au sens des variables pour tenter
de trouver une solution (énumération (Quine 1950, Davis et al. 1962, Jeroslow et Wang 1990), dia-
grammes de décision binaires (Akers 1978, Bryant 1992, Uribe et Stickel 1994), etc.).
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En pratique, les approches les plus utilisées sont : les algorithmes énumératifs reposant le plus sou-
vent sur la procédure de Martin Davis, Hilary Putnam, GeorgeLogemann et Donald Loveland (Davis
et al.1962), abrégée enDPLL et les algorithmes basés sur le principe de résolution. De plus, il est impor-
tant de noter que, ces deux paradigmes sont à la base des solveurs SAT modernes. Ces solveurs, nommés
CDCL (Conflict Driving Clause Learning) (Moskewiczet al. 2001a), sont en fait une combinaison fine
de la procédureDPLL et d’une méthode basée sur le principe de résolution.

Après avoir introduit la résolution deRobinson(1965) et un ensemble d’approches s’appuyant sur
ce principe, nous présentons une approche énumérative basée sur la notion d’arbre sémantique ainsi que
les améliorations apportées à celle-ci et qui ont conduit à l’approcheDPLL (algorithme deQuine(1950),
simplification et heuristique de choix de variable). Nous terminons ce tour d’horizon des méthodes com-
plètes pourSAT par la présentation des solveursSAT modernes (CDCL) et des différents composants
participant à leur efficacité (redémarrage, heuristique dechoix de variableVSIDS et apprentissage).

3.1.1 Un algorithme syntaxique : le principe de résolution

Le principe de résolution deRobinson(1965) est l’application la plus connue du théorème de Her-
brand13. Ce principe est élémentaire mais fondamental en logique propositionnelle. Appliqué à un en-
semble de clauses, les deux règles suivantes plus la règle desubsumption (voir1.2.3) permettent d’établir
une méthode de démonstration automatique complète pour la réfutation.

SoitΣ un ensemble de clauses :
– Règle de résolution: si deux clausesα1 etα2 appartenant àΣ se résolvent en un littéralℓ, et que

la résolvante n’est pas tautologique, alors ajouter àΣ la résolvanteγ enℓ deα1 etα2 ;
– Règle de fusion: si α = {x1, x2, . . . , xn, ℓ, y1, y2, . . . , ym, ℓ, z1, z2, . . . , zp} est une clause deΣ,

alors remplacerα parαf = {x1, x2, . . . , xn, ℓ, y1, y2, . . . , ym, z1, z2, . . . , zp} ;
Cette méthode consiste, à appliquer l’une de ces règles un certain nombre de fois, en enrichissant

chaque fois l’ensemble de départ avec le résultat obtenu, leprocessus se termine soit par l’obtention
d’une clause vide, auquel casΣ est insatisfiable, soit par le fait qu’aucune clause nouvelle ne puisse plus
être produite, auquel casΣ est satisfiable. Lorsque plus aucune clause ne peut être produite, on dit que
l’ensemble de clauses est saturé ou que l’on a effectué la saturation de celui-ci. Cette méthode est en fait
basée sur le théorème suivant :

Théorème 3.1.Soient deux clausesα1 etα2, siα1 etα2 se résolvent, alors la résolvante deα1 etα2 est
une conséquence logique deα1 etα2.

Par ailleurs, toute dérivation par résolution de la clause vide (α = ⊥) à partir d’une formuleΣ est
appeléeréfutationou preuve.

Définition 3.1 (dérivation par résolution et réfutation). SoientΣ une formuleCNFetα une clause, on dit
queα est dérivée deΣ par résolution s’il existe une séquence[β1, β2, . . . , βn = α] telle que∀1 < i ≤ n
soit (i) βi ∈ Σ, soit (ii) βi = η[x, βk, βj ] avec1 < j, k < i.

Il est commun de représenter la séquence de dérivation par unarbre inversé. L’arborescence s’appelle
arbre de dérivation, ouarbre de réfutationdans le cas particulier où la clause vide est dérivée.

Définition 3.2 (arbre de résolution). SoientΣ un ensemble de clauses etα la clause que l’on souhaite
dériver. Un arbre de résolution est un arbre tel que :

13. Herbrand(1968) montre que pour qu’une formuleΣ soit satisfiable, il faut qu’il existe un modèle dansΣ à vrai.
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– chaque feuille est étiquetée par une clause deΣ ;
– chaque nœud qui n’est pas une feuille a deux fils et est étiqueté par une résolvante des clauses qui

étiquette ses fils ;
– la racine de l’arbre est la clauseα.

Exemple 3.1.SoientΣ = {(p∨¬r∨¬t), (t∨¬q), (q∨r)} etα = (p∨t∨¬q). La Figure3.1représentée
sous forme arborescente la séquence de dérivation[(p ∨¬r ∨ ¬t), (t ∨ ¬q), (p ∨¬r ∨ ¬q), (q ∨ r), (t ∨
r), (p ∨ t ∨ ¬q)].

p ∨ t ∨ ¬q

t ∨ rp ∨ ¬r ∨ ¬q

p ∨ ¬r ∨ ¬t t ∨ ¬q q ∨ r

FIGURE 3.1 – Arbre de résolution.

Ce principe de résolution est en pratique relativement inefficace car le nombre de résolvantes à ef-
fectuer est souvent exponentiel, l’espace mémoire requis devient donc très important et les temps de cal-
culs prohibitifs. Néanmoins,Chatalic et Simon(2000) montrent qu’un algorithme basé sur la résolution
reste intéressant. Il obtiennent en effet des résultats comparables aux meilleurs prouveurs de l’époque
sur certaines classes d’instances structurées.

De nombreuses stratégies ont été proposées afin de limiter l’explosion combinatoire du nombre de
résolvantes, parmi elles citons :

– la résolution deDavis et Putnam(1960) : la méthode est basée sur l’application de la résolution
comme processus d’élimination de variables. Concrètement, étant donnée une formuleΣ fournie
en entrée, l’algorithme commence par vérifier si la formule n’est pas trivialement satisfaite (Σ = ∅)
ou falsifiée (⊥ ∈ Σ). Si aucun de ces cas ne se présente, l’algorithme sélectionne une variable
x de Σ, génère toutes les résolvantes en utilisantx puis supprime toutes les clauses contenant
une occurrence de cette variable (la formule ainsi obtenue est équivalente du point de vue de la
satisfiabilité). L’algorithme itère jusqu’à produire la formule vide (Σ est SAT), ou une formule
contenant la clause vide (Σ estUNSAT). Un de ces cas se produit nécessairement puisqu’à chaque
étape le sous-problème généré contient une variable en moins ;

– ensemble support(Wos et al. 1965) : le point de départ consiste à diviser la formule initialeΣ
en deux ensembles de clausesΨ etΣ \ Ψ de telle sorte queΣ \ Ψ soit satisfiable. L’ensemble de
clausesΨi

Σ pouvant être obtenu à l’étapei (i > 0) est tel queα ∈ Ψi
Σ si et seulement siα ∈ Ψi−1

Σ

ou s’il existeβ ∈ Ψi−1
Σ et γ ∈ Σ ∪ Ψi−1

Σ tels queα est obtenue par résolution entreβ et γ et
Ψ0

Σ = Ψ. L’ensembleΨ est appelé ensemble support. Les auteurs montrent que si la formuleΣ
est insatisfiable alors il existe uni tel queΨi

Σ contient la clause vide. Cette restriction est efficace
si l’ensembleΣ \Ψ est le plus grand possible ;

– la résolution régulière (Daviset al.1962, Tseitin 1968, Galil 1977) : le principe de cette approche
repose sur la construction d’un arbre de preuve par résolution régulière. Un arbre de résolution est
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dit régulier s’il n’existe pas de chemin d’une feuille à la racine où une variable est éliminée plus
d’une fois par résolution. L’instance est prouvée insatisfiable si et seulement s’il existe un arbre de
preuve par résolution régulier ;

– la P-résolution et la N-résolution (Robinson 1983) : si une clause participant à la résolution
contient uniquement des littéraux positifs (respectivement négatifs) alors l’étape de résolution est
appelée P-résolution (respectivement N-résolution). Si la P-résolution est utilisée (respectivement
N-résolution), seules les résolvantes faisant intervenirdes clauses positives (respectivement néga-
tives) sont ajoutées. Nous obtenons un gain dans le processus de résolution dans le sens où le
nombre de clauses strictement positives (respectivement négatives) est minime. Cependant, il est
possible de trouver des formules qui se résolvent en temps polynomial en utilisant la résolution
en général et qui utilisent un temps exponentiel en tenant compte de cette restriction. Malgré cela
cette technique reste complète ;

– la résolution linéaire : cette méthode a été indépendemment proposée parLoveland(1970), Luck-
ham(1970) etZamov et Sharonov(1969). Cette approche est un raffinement de la résolution clas-
sique permettant de réduire significativement le nombre de résolutions redondantes produites. Le
principe consiste à restreindre la séquence de résolution afin de ne considérer que des dérivations
linéaires. Une dérivation linéaire∆, d’un ensemble de clausesΣ, est une séquence de clauses
(α1, α2, . . . , αn) telles queα1 ∈ Σ et chaqueαi+1 est une résolvante deαi (le plus proche parent
deαi+1) et d’une clauseβ telle que (i)β ∈ Σ , ou (ii) β est un ancêtreαj deαi où j < i ;

– la résolution unitaire (Dowling et Gallier 1984) : la résolution unitaire, appelée aussi préférence
unitaire, est un cas particulier de la résolution linéaire où une des clauses à résoudre est une clause
unitaire. Bien évidemment cette méthode n’est pas complète;

– la résolution par entrée (Chang et Lee 1973) : la résolution par entrée linéaire est un cas partic-
ulier de la résolution linéaire, où une clause à résoudre appartient toujours à l’ensemble initial de
clauses. C’est une stratégie très efficace, mais elle n’est pas complète. Cette méthode se trouve à
la base du fonctionnement du mécanisme de démonstration desthéorèmes du langage Prolog ;

– la résolution étendue(Tseitin 1983) : c’est une extension de la résolution à laquelle on ajoute la
règle suivante : à chaque étape de la construction de la preuve, il est possible d’ajouter des lemmes
à la formule, sous la forme d’une nouvelle variabley associée aux clauses qui codenty ⇔ (ℓ1∨ℓ2)
(ie. (y∨ℓ1), (y∨ℓ2) et(¬y∨¬ℓ1∨¬ℓ2)), oùℓ1 etℓ2 sont deux littéraux apparaissant précédemment
dans la preuve. Tout en étant d’apparence une règle très simple, l’ajout de nouvelles variables
permet à la résolution étendue d’être très efficace (Cook 1976) ;

– la résolution sémantique(Dennis 1994) : la résolution sémantique est une extension de la réso-
lution classique utilisant un modèle ou une interprétationafin de guider la recherche de preuve par
réfutation. Plusieurs variantes de la résolution sémantique existent (pour un aperçu complet voir
l’article deDennis(1994)) ;

– la résolution restreinte : cette approche consiste à ajouter à la formule un certain nombre de
clauses produites par la résolution et à lancer un solveur basée sur la résolution régulière ensuite
(ce dernier étant dans la plupart des cas beaucoup plus efficace que le principe de résolution).
Diverses restrictions peuvent être mises en place. Ces restrictions sont plus ou moins complexes
et plus ou moins bénéfiques pourDPLL (voir par exemple (Génisson et Siegel 1994, Castell 1996,
Billionnet et Sutter 1992)) ;

– la résolution dirigée (Dechter et Rish 1994) : la méthode commence par partitionner la formule
initiale Σ en plusieurs sous ensemblesΩ1,Ω2, . . . ,Ωn suivant un ordreO = {x1, x2, . . . , xn}
pris sur l’ensemble des variablesVΣ de la formule initiale. ChaqueΩi contient l’ensemble des
clauses dont le plus grand (pour notre ordreO) littéral estxi. Une fois cette partition établie,
l’ensemble des partitionsΩi sont considérées dans l’ordre. Alors, pour chaque paire de clauses
{(α ∨ xi), (β ∨ ¬xi)} ⊆ Ωi : si γ = α ∨ β est une clause vide alors le problème est insatisfiable
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sinon la clauseγ est ajoutée dans une partitionΩj telle qu’il n’existe pas de littéraly dansγ avec
y plus grand quexj pour l’ordreO considéré.

Dans la pratique, ces méthodes sont très rarement utiliséesdans leur forme originale. Cependant,
nous verrons dans la suite de ce manuscrit (voir3.1.5.1) que le principe de résolution est une composante
très importante des solveursSAT modernes. Qui plus est, nous pouvons aussi noter qu’une forme limitée
de DP est à la base d’un des meilleurs pré-traitements de formulesCNF (voir 3.1.5.4) et est intégrée
dans la plupart des solveursSAT modernes. Cette forme limitée applique la résolution pour éliminer
une variable uniquement si la taille de la formule n’augmente pas. En pratique, cette technique permet
d’éliminer un nombre non négligeable de variables lorsqu’elle est appliquée sur des instances codant des
applications réelles.

3.1.2 Arbres sémantiques

Contrairement aux approches syntaxiques telles que la résolution, les méthodes énumératives se
situent au niveau sémantique, c’est-à-dire au niveau de l’interprétation des formules. Pour montrer qu’un
ensemble de clauses est incohérent (respectivement cohérent), les méthodes énumératives énumèrent les
interprétations de la formule et montrent qu’elles sont descontre-modèles (respectivement qu’au moins
l’une d’elles est un modèle) de cet ensemble de clauses. L’idée de base est la construction d’un arbre bi-
naire de recherche où chaque nœud représente une interprétation partielle des variables propositionnelles,
apparaissant dans l’ensemble des clauses. La méthode des arbres sémantiques repose sur la construction
d’un arbre binaire de recherche.

Définition 3.3 (arbre sémantique). SoitΣ une formuleCNF, contenant l’ensemble des variables propo-
sitionnellesVΣ = {x1, x2, . . . , xn}, l’arbre sémantique correspondant àΣ est construit comme suit :

– chaque arc est étiqueté par un littéralxi ou¬xi ∈ VΣ. La branchexi correspond à l’affectation
dexi à vrai et la branche¬xi correspond à l’affectation dexi à faux ;

– les littéraux étiquetant les arcs issus d’un même nœud sontopposés ;
– aucune branche ne comporte plus d’une occurrence de chaquevariable.

Chaque chemin de la racine à un nœud de l’arbre correspond à une interprétation partielle deΣ.

Définition 3.4 (arbre complet). SoitVΣ l’ensemble des variables propositionnelles apparaissantdans un
ensemble de clausesΣ. L’arbre sémantique correspondant àΣ est dit complet si et seulement si, en plus
des conditions exigées sur les arbres sémantiques, chaque chemin de la racine à une feuille de l’arbre
correspond à une interprétation complète de l’ensemble desvariables deVΣ.

Définition 3.5 (branche fermée). Une branche d’un arbre sémantique correspondant à une formule Σ
est dite fermée si et seulement s’il existe un neoudN tel que l’interprétation partielle correspondante à
celui-ci falsifie une des clauses deΣ et tel que les interprétations partielles de tout nœud ancêtre deN
ne falsifient aucune clause deΣ.

Définition 3.6 (arbre fermé). Un arbre sémantique correspondant à une formuleΣ est dit fermé si et
seulement si toutes les branches de cet arbre sont fermées.

Pour prouver qu’une formuleΣ est cohérente il suffit de trouver une feuille qui produit un modèle,
c’est-à-dire une interprétation qui satisfait l’ensembledes clauses. Pour prouver l’incohérence d’un en-
semble de clauses il suffit montrer que l’arbre est fermé. Comme l’arbre sémantique comporte2n feuilles
cette méthode est assez inefficace en pratique.

59



Chapitre 3. Approches complètes

Exemple 3.2.SoitΣ = {(a∨b∨¬c), (¬a∨¬b∨c), (¬c∨d), (¬c∨¬d), (a∨¬b∨c), (¬a∨b∨¬c∨d), (b∨c),
(¬a∨b)} un ensemble de clauses, l’ensemble des propositions estVΣ = {a, b, c, d} et l’arbre sémantique
correspondant àΣ, où l’heuristique de branchement utilisée est l’ordre lexicographique est illustré dans
la figure3.2.

⊥

d

⊥

¬d
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⊥
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FIGURE 3.2 – Arbre sémantique correspondant à l’ensemble de clauses de l’exemple3.2.

3.1.3 Méthode de Quine

L’algorithme deQuine(1950) est une amélioration de la méthode des arbres sémantiques dans laque-
lle on réalise à chaque nœud de l’arbre binaire une valuationpartielle de la formule. Cette évaluation
permet de simplifier la formule en tenant compte des assignations de variables déjà réalisées. Si une
évaluation partielle permet de conclure directement à l’incohérence de la sous formule, alors il n’est pas
nécessaire de poursuivre la construction de l’arbre au delàde ce nœud. Ainsi, le nombre de feuilles d’un
arbre sémantique construit selon la méthode de Quine peut, dans certains cas, être nettement inférieur à
ce que l’on obtiendrait en construisant systématiquement des arbres sémantiques complets. La méthode
de Quine, décrit dans l’Algorihme3.1, est basée sur la proposition suivante :

Proposition 3.2. Σ est incohérent si et seulement siΣ|ℓ etΣ|¬ℓ sont incohérent.

Algorithme 3.1 : QUINE
Données: Σ un ensemble de clauses
Résultat : vrai si la formule est consistante,faux sinon
Début1

si (Σ = ∅) alors retourner vrai;2

si (⊥ ∈ Σ) alors retourner faux;3

ℓ←− HeuristiqueDeBranchement (Σ);4

retourner (QUINE(Σ|ℓ) ou QUINE(Σ|¬ℓ) )5

Fin6

Exemple 3.3.Considérons la formule de l’exemple3.2. L’arbre binaire de recherche construit implicite-
ment par la méthode de Quine est illustré dans la figure3.3.
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Σ







(c ∨ ¬b), (¬c ∨ b ∨ d),
(¬c ∨ d), (¬c ∨ ¬d),

(b), (b ∨ c)







{

(c), (¬c ∨ d)
(¬c ∨ ¬d)

}

{

(d),
(¬d)

}

⊥

d

⊥

¬d

c

⊥

¬c

b

⊥

¬b

a







(b ∨ ¬c), (¬c ∨ d)
(¬c ∨ ¬d), (c ∨ ¬b),

(b ∨ c)







{

(¬c ∨ d), (c)
(¬c ∨ ¬d)

}

{

(d),
(¬d)

}

⊥

d

⊥

¬d

c

⊥

¬c

b
{

(¬c), (¬c ∨ d)
(¬c ∨ ¬d), (c)

}

{

(d),
(¬d)

}

⊥

d

⊥

¬d

c

⊥

¬c

¬b

¬a

FIGURE 3.3 – Arbre construit par la méthode de Quine sur l’ensemble de clauses de l’exemple3.2.

3.1.4 La procédure de Davis - Putnam - Logemann - Loveland

En 1960,Davis et Putnam(1960) proposent une amélioration de l’algorithme de Quine. Cet algo-
rithme tire parti de la forme normale conjonctive des formules propositionnelles pour sélectionner au
mieux les propositions, ceci afin d’éviter la construction de branches inutiles. Le principal inconvénient
de cette approche est lié à la complexité spatiale de celle-ci. Pour palier ce problème, en 1962, Mar-
tin Davis, George Logemann et Donald Loveland (Davis et al. 1962) proposent une procédure appelée
DPLL. Cette méthode est une amélioration de la procédureDP copiant une partie du modèle algorithmique
proposé dans celui-ci,DPLL emprunte àDP :

– ses critères d’arrêt :
– l’absence de clause indiquant que la formule est satisfiable ;
– l’apparition de la clause vide signifiant que la formule n’admet pas de modèle ;

– ses simplifications par littéraux unitaires et purs14 ;
– le fait de supprimer une variable de la formule à chaque étape, permettant ainsi de réduire la

complexité du problème à traiter.
Ces emprunts expliquent certainement pourquoi les algorithmesDP et DPLL ont souvent été confondus
dans la littérature et également pourquoi le nom de Hilary Putnam est également associé àDPLL alors
qu’il ne figure pas dans la liste des auteurs de l’article introduisantDPLL (Daviset al.1962). La méthode
DPLL, décrit par l’algorithme3.2, est en fait un algorithme de recherche arborescent de type «depth-first
search» (recherche en profondeur d’abord) avec retour arrière. Étant donnée une formuleΣ, cette procé-
dure consiste à choisir un littéralℓ deΣ (ligne 4) et à décomposer la formuleΣ en deux sous-formules
Σ ∧ ℓ etΣ ∧ ¬ℓ. Ce principe, appeléséparation, est basé sur le fait queΣ est consistante si et seulement
siΣ∧ℓ ouΣ∧¬ℓ sont consistant. Une fois cette décomposition matérialisée, la procédureDPLL consiste
à tester la validité de la première sous formule, si elle est consistante alors le problème est consistant,
sinon la seconde formule est testée (ligne 5). Afin d’éviter l’exploration inutiles de branches de l’arbre
de recherche, certaines simplifications sont opérées. La principale est la propagation unitaire (cf3.1.4.1).
D’autres processus de filtrages sont possibles (hyperbin resolution(Bacchus 2002), simplification par
littéraux purs,etc.) mais sont très rarement applicables de manière efficace en pratique.

14. Un littéralℓ d’une formuleΣ est dit pur si∄α ∈ Σ telle queℓ̃ ∈ α.
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Algorithme 3.2 : DPLL

Données: Σ un ensemble de clauses
Résultat : vrai si la formule est consistante,faux sinon
Début1

Σ←− SIMPLIFICATION( Σ) ;2

si (Σ = ∅) ou (⊥ ∈ Σ) alors retourner (Σ = ∅) ou (⊥ 6∈ Σ);3

ℓ←− HeuristiqueDeBranchement (Σ);4

retourner (DPLL(Σ ∧ ℓ) ou DPLL(Σ∧ ¬ℓ) )5

Fin6

La procédureDPLL a des propriétés théoriques intéressantes. En effet, cetteapproche est complète et
cohérente dans le sens où chaque solution candidate retournée est une solution du problème initial. Une
telle solution, si elle existe, est toujours découverte à condition de laisser à la méthode un temps suffisant
pour répondre. D’un point de vue pratique cette procédure, dans le pire des cas, est exponentielle en
temps par rapport à la taille du problème et (contrairement àla procédureDP) polynomiale en espace.
Bien que les processus de filtrages permettent de réduire considérablement le nombre de variables à
affecter, le temps de réponse de la procédureDPLL peut rester exponentiel (Crawford et Auton 1993).

Un point crucial quant à l’efficacité de la procédureDPLL est le choix de la variable pour la règle
de séparation. Ce choix est fait via une heuristique. Cetteheuristique de branchementa fait l’objet de
nombreuses études et sera présentée plus en détail par la suite (cf 3.1.4.3). La variable ainsi choisie est
communément appelée variable (ou littéral) de décision.

L’exemple ci dessous illustre le fonctionnement de l’algorithme DPLL sur l’instance de l’exemple
3.2. Les branches issues de littéraux unitaires et purs ne sont pas explorées.

Exemple 3.4. Considérons la formule de l’exemple3.2. L’arbre décrit par l’algorithme DPLL pour
l’ensemble de clausesΣ est représenté dans la figure3.4. Cet arbre n’admettant pas de feuilles représen-
tant l’ensemble vide de clauses,Σ est démontrée inconsistante.

Σ







(c ∨ ¬b), (¬c ∨ b ∨ d),
(¬c ∨ d), (¬c ∨ ¬d),

(b), (b ∨ c)







{

(c), (¬c ∨ d)
(¬c ∨ ¬d)

}

{

(d),
(¬d)

}

⊥

d ou¬d

Branche coupée
(littéral unitaire)

c

Branche coupée
(littéral unitaire)

b

Branche coupée
(littéral unitaire)

a






(b ∨ ¬c), (¬c ∨ d)
(¬c ∨ ¬d), (c ∨ ¬b),

(b ∨ c)







{

(¬c ∨ d), (c)
(¬c ∨ ¬d)

}

{

(d),
(¬d)

}

⊥

d ou¬d

Branche coupée
(littéral unitaire)

c

Branche coupée
(littéral unitaire)

b
{

(¬c), (¬c ∨ d)
(¬c ∨ ¬d), (c)

}

{

(d),
(¬d)

}

⊥

d ou¬d

Branche coupée
(littéral unitaire)

Branche coupée
(littéral unitaire)

¬b

¬a

FIGURE 3.4 – Arbre de recherche construit par l’algorithmeDPLL sur l’instance de l’exemple3.2.
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Nous pouvons clairement voir sur la Figure3.4 l’intérêt des méthodes de simplifications. En effet,
l’utilisation de la propagation unitaire et de la simplification par les littéraux purs permet d’éviter le
parcours d’un nombre important d’interprétations inutiles.

3.1.4.1 La propagation unitaire

La propagation des contraintes booléennes ou résolution unitaire ou encore propagation unitaire
représente la forme de simplification la plus utilisée et sans doute la plus utile des approches de type
DPLL. En effet, sur de nombreuses instances la plupart des affectations (plus de 90%) sont effectuées
par le biais de ce mécanisme. Cela explique les nombreuses améliorations théoriques et pratiques de la
propagation unitaire (Moskewiczet al. 2001a, Zhang et Stickel 1996). La propagation des contraintes
booléennes repose sur la propriété élémentaire suivante :

Propriété 3.3. SoitΣ une formuleCNF. Si ℓ est un littéral unitaire deΣ, alors Σ est satisfiable si et
seulement siΣ|ℓ est satisfiable.

Cette propriété découle du fait que les seules interprétations potentiellement capable de satisfaire
la formule doivent satisfaire les littéraux appartenant aux clauses unitaires. En effet, satisfaire le littéral
opposé de l’un d’eux conduit nécessairement à une clause vide et donc à une contradiction. Simplifier par
un littéral unitaire consiste donc à supprimer de l’ensemble de clauses, toutes celles contenant le littéral
unitaire et à supprimer toutes les occurrences du littéral complémentaire, c’est-à-dire « raccourcir » les
clauses contenant le littéral complémentaire. La propagation unitaire est l’application répétée de cette
simplification jusqu’à ce que la base de clauses ne contienneplus de clauses unitaires (point fixe) ou
jusqu’à l’obtention d’une clause vide (contradiction). Formellement, nous avons :

Définition 3.7 (propagation unitaire). SoitΣ une formule, nous notonsΣ∗ la fermeture par propagation
unitaire deΣ. Σ∗ est définie récursivement comme suit :

– Σ∗ = Σ si ∄α ∈ Σ telle queα est unitaire ;
– Σ∗ = ⊥ si Σ∗ contient les deux clauses unitaire(ℓ) et (¬ℓ) ;
– Σ∗ = (Σ|ℓ)

∗ tel queℓ est le littéral apparaissant dans une clause unitaire deΣ.

Propriété 3.4. Un ensemble de clausesΣ est consistant si et seulement siΣ∗ est consistant.

Exemple 3.5.SoitΣ = {(a ∨ b∨ c∨ d), (a ∨¬b∨ e), (¬a ∨ e ∨ c), (¬c ∨ ¬e), (c)}, l’application de la
propagation unitaire jusqu’à l’obtention d’un point fixe est dépeinte sur la Figure3.5.

Σ = {(a ∨ b ∨ c ∨ d), (a ∨ ¬b ∨ e), (¬a ∨ e ∨ c), (¬c ∨ ¬e), (c)}

Σ ∧ c = {( a ∨ b ∨ c ∨ d ), (a ∨ ¬b ∨ e), ( ¬a ∨ e ∨ c ), ( ¬c ∨¬e)}

Σ ∧ c ∧ ¬e = {(a ∨ ¬b∨ e ), ( ¬e )}

Σ ∧ c ∧ ¬e = {(a ∨ ¬b)}

c est propagé

¬e est propagé

point fixe

FIGURE 3.5 – Application de la propagation unitaire sur un ensemblede clauses.

L’application de la propagation unitaire au sein de l’algorithme DPLL implique une modification au
niveau de la gestion des retours arrière (backtracks). En effet, lorsqu’unbacktrackest effectué il est
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nécessaire de considérer en plus du dernier point de choix les propagations unitaires qu’il a généré. Pour
effectuer cela il est nécessaire d’utiliser une notion de pile de propagations où chaque élément de cette
pile représente une séquence de décisions-propagations.

Définition 3.8 (séquence de propagations). Soit Σ une formule,P = 〈x1, x2, . . . , xn〉 représente la
séquence de propagations obtenue à partir deΣ telle que∀xi ∈ P la clause unitaire(xi) ∈ Σ|{x1,x2,...,xi−1}.

Définition 3.9 (séquence de décisions-propagations). SoientΣ une formule etx un littéral deΣ, S =
〈(x), x1, x2, . . . , xn〉 représente la séquence de décisions-propagations obtenuepar l’application de la
propagation unitaire sur la formule(Σ∧ x) telle que〈x1, x2, . . . , xn〉 est une séquence de propagations
obtenue à partir de(Σ ∧ x).

Définition 3.10 (pile de propagations). SoientΣ une formule etδ = [x1, x2, . . . , xn] une séquence
d’affectations. La pile de propagationsH = {S0, S1, S2, . . . , Sn} obtenue par l’application de la prop-
agation unitaire sur la formuleΣ en fonction de la séquenceδ est définie récursivement de la manière
suivante :

– S0 est une séquence de propagations obtenue à partir deΣ ;
– S1 est une séquence de décisions-propagations obtenue à partir deΣ∗ en considérantx1 ;

– ∀1 < i ≤ n, Si est une séquence de décisions-propagations obtenue à partir de (Σ ∧
i−1
∧

j=1

xj)
∗ en

considérant le littéralxi.

Exemple 3.6.SoientΣ = {(¬a∨b), (¬b∨c), (¬d∨¬e), (e∨f), (e∨¬f ∨¬g), (¬h∨¬i), (a), (l∨¬e)}
une formule etδ = [d, h] une séquence de décisions. La pile de propagations obtenue après l’affectation
des littéraux de la séquence de décisions estH = {〈a, b, c〉, 〈(d),¬e, f,¬g〉, 〈(h),¬i〉}.

Remarque 3.1. Lorsqu’une séquence de décisions conduit à une contradiction le dernier niveau de la
pile de propagation contient les deux littéraux complémentaires ayant amenés à celle-ci.

Exemple 3.7.Considérons la formuleΣ de l’exemple3.6et la séquence de décisions conflictuelle[g,¬l].
La pile de propagation obtenue est{〈a, b, c〉, 〈(g)〉, 〈(¬l),¬e, f,¬f〉}.

Remarque 3.2. Dans la suite de ce manuscrit nous ne faisons plus la distinction entre interprétation
partielle issue de la propagation unitaire et la séquence dedécisions-propagations associée.

Exemple 3.8. Considérons la formule et la séquence de décisions de l’exemple 3.6. L’interprétation
partielle obtenue par propagation estI = {a, b, c, (d),¬e, f,¬g, (h),¬i}.

À partir de la notion de pile de propagations nous pouvons introduire pour un littéralℓ de cette pile
les notions de niveau de propagation (niv(ℓ)), de clause raison (

−→
cla(ℓ)) et d’explication (exp(ℓ)).

Définition 3.11 (niveau de propagation). SoientΣ une formule,H = {S0, S1, S2, . . . , Sn} une pile de
propagations obtenue à partir deΣ en appliquant la séquence de décisions[x1, x2, . . . , xn] et ℓ un
littéral deΣ. Si∃Si ∈ H tel queℓ ∈ Si alorsniv(ℓ) = i, niv(ℓ) =∞ sinon.

Exemple 3.9.Considérons la formule et la séquence de décisions de l’exemple3.6. Nous avonsniv(a) =
0, niv(¬i) = 2 etniv(l) =∞.

Définition 3.12 (clause raison). SoientΣ une formule,I une interprétation partielle obtenue par prop-
agation à partir deΣ en appliquant la séquence de décisionsδ = [x1, x2, . . . , xn] et ℓ un littéral deΣ.

Si ℓ ∈ δ alors
−→
cla(ℓ) = ⊥, sinon

−→
cla(l) ∈ Σ telle queℓ ∈

−→
cla(ℓ) et∀y ∈

−→
cla(ℓ),I(y) = ⊥ et y précède

ℓ dans l’interprétationI.

64



3.1. Approche complète pour la résolution pratique du problèmeSAT

Remarque 3.3. Il est possible d’associer plusieurs clauses raison à un littéral propagé. Néanmoins, il
est usuel de n’en considérer qu’une seule.

Définition 3.13 (explication). SoientΣ une formule,I une interprétation partielle obtenue par propa-
gation à partir deΣ en appliquant la séquence de décisionsδ = [x1, x2, . . . , xn] et ℓ un littéral deΣ. Si

ℓ ∈ δ alors exp(ℓ) = ∅, sinonexp(ℓ) = {¬x tel quex ∈
−→
cla(ℓ) avec

−→
cla(ℓ) une clause raison deℓ}.

Remarque 3.4. Comme pour les clauses raison il n’y a pas unicité de l’explication de la propagation
d’un littéral.

Exemple 3.10.Considérons la formule et la séquence de décisions de l’exemple3.6. Nous avons
−→
cla(g) =

(e ∨ ¬f ∨ ¬g) etexp(g) = {¬e, f}.

Pour terminer, il est important de souligner que, en plus d’être fondamentale pour l’algorithmeDPLL

et d’être implémentée dans tous les solveurs de ce type, la propagation unitaire peut également être util-
isée comme méthode de prétraitement. L’application de la propagation unitaire comme prétraitement
permet en pratique d’extraire des instances certaines informations importantes comme les littéraux im-
pliqués, équivalents ou encore unitaires (Le Berre 2001, Novikov 2003). De plus, elle permet aussi de
déduire des formules comme des portes logiques ou des sous-clauses (Génisson et Siegel 1994, Darras
et al. 2005, Grégoireet al. 2005). La collecte de ces informations est souvent obtenue par l’applica-
tion d’une forme affaiblie de la conséquence logique. Cetteaffaiblissement se définit formellement de la
manière suivante.

Définition 3.14(conséquence logique restreinte à la propagation unitaire). SoientΣ etΣ′ deux formules.
Σ′ est une conséquence logique restreinte à la propagation unitaire deΣ, notéeΣ |=∗ Σ′ si et seulement
si toute clauseα ∈ Σ′, (Σ ∧ α)∗ contient la clause vide.

Exemple 3.11.Considérons la formuleΣ de l’exemple3.6, La clause(l ∨ ¬g) est impliquée par propa-
gation unitaire à partie deΣ.

Comme nous l’avons souligné, la propagation unitaire est unprocessus fondamental de l’algorithme
DPLL. Généralement, le temps consacré à celui-ci est de l’ordre de 90% du tempsCPU utile à la résolu-
tion d’une instance. C’est en partie pour cette raison que l’implémentation de celle-ci a connu quelques
évolutions. Nous noterons la principale qui est les «watched literals».

3.1.4.2 Les structures de données paresseuses «watched two literals»

Afin d’améliorer l’efficacité de la propagation unitaire, denombreux progrès algorithmiques ont été
effectués ces dernières années, mais le plus important reste incontestablement la méthode proposée par
Zhang et Malik(2002). Les auteurs introduisent une structure de données dite « paresseuse » qui permet
un traitement de la propagation unitaire d’une complexité moyenne sous-linéaire. L’idée sous-jacente est
d’avoir, pour chaque clauseα de la formule, deux littérauxx ety appartenant àα non affectés à faux par
l’interprétation courante. Ces deux littéraux sont garantdu fait que la clause n’est ni unitaire ni falsifiée.
En effet, afin de savoir si une clause est unitaire ou non, il suffit de vérifier s’il y a plus d’un littéral non
affecté à faux dans celle-ci. Lorsque les deux littérauxx et y deα ont été désignés pour surveiller la
clauseα il est nécessaire de le leur indiquer. Pour cela, chaque littéral possède une liste de clauses qu’il
doit surveiller. De cette manière, lorsqu’un littéralx est propagé à vrai il suffit de regarder la liste des
clauses surveillées par le littéral complémentairex̃ et à chercher un autre « surveillant » pour chacune
d’elles.
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Exemple 3.12.SoitΣ = {α1 = (a∨b), α2 = (a∨¬b∨c), α3 = (a∨¬b∨¬c)}, la figure3.6représente
une attribution possible des clauses aux différents littéraux.

a

¬a

b

¬b

c

¬c

α1 α2 α3

α1

α2

α3

FIGURE 3.6 – Attribution de clauses aux différents littéraux.

À présent étudions les différents cas pouvant survenir lorsqu’un littéral est propagé à faux. Pour cela,
considérons le cas d’une clauseα surveillée par deux littérauxx1 et xn. En grisant, en entourant et en
désignant respectivement les littéraux falsifiés, satisfait et marqués, les différents cas rencontrés lors de
la recherche d’un nouveau littéral sentinelle, après l’affectation d’un littéral¬x1, sont les suivants :

– commençons par considérer le cas où il existey ∈ α tel quey 6= x1, y 6= xn et y est non affecté,
par l’interprétation courante, alorsy peut surveiller la clauseα (y = x2 sur la figure) ;

x1 x2 . . . xn
↑ ↑

=⇒
x1 x2 . . . xn

↑ ↑
– supposons à présent que lors du processus de recherche d’unnouveau littéral non affecté la procé-

dure « s’aperçoit » qu’il existey ∈ α tel quey est satisfait par l’interprétation courante (y = x2 sur
la figure). Dans ce cas, il n’est pas utile de changer le rôle desurveillant pourx1. En effet, puisque
x1 est affecté aprèsy, lorsquey sera de nouveau « libre »x1 le sera aussi et par conséquent il sera
de nouveau à même de remplir son rôle de surveillant ;

x1 x2 . . . xn
↑ ↑

=⇒
x1 x2 . . . xn
↑ ↑

– enfin, considérons le cas où il n’y a aucun littéral différent dexn non affecté à faux. Dans cette
configuration, deux situations se présentent :

1. xn est non affecté et il est alors propagé à vrai ;

x1 x2 . . . xn
↑ ↑

=⇒
x1 x2 . . . xn
↑ ↑

2. xn est affecté à faux et alors la clause est falsifiée par l’interprétation courante. Dans ce cas,
la propagation unitaire conduit à un conflit et un «backtrack» est nécessaire.

x1 x2 . . . xn
↑ ↑

=⇒
x1 x2 . . . xn
↑ ↑

Pour les même raisons que celles énoncées dans le cas où un littéral est satisfait, il n’est pas
nécessaire de changer les littéraux surveillant la clause.

Nous pouvons observer que, grâce à cette structure, lors de l’affectation d’une variable seul un sous-
ensemble des clauses contenant une occurrence de cette variable est parcouru (voir figure3.6). Pourtant
ce traitement partiel est suffisant pour déclencher les propagations unitaires durant le parcours de l’espace
de recherche. Ceci explique la rapidité de traitement des affectations, et en particulier de la propagation
unitaire. De plus, il est important de noter qu’aucune mise àjour n’est nécessaire lors des retours arrière.
Cependant, cette structure de données possède également quelques inconvénients : les clauses n’étant
pas considérées dans leur intégralité, certains traitements tels que l’utilisation d’heuristiques syntaxiques
ne sont plus possibles (cf.3.1.4.3) car ils requièrent une connaissance complète de l’instance après af-
fectation(s). Seules les heuristiques sémantiques peuvent être appliquées avec les structures de données
paresseuses, la structure du problème n’étant pas connue.
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Pour information, il est à noter que cette notion de «watched literals» peut facilement être étendue
à d’autres situations où il est nécessaire de vérifier à chaque instant une condition. Par exemple, dans
le cadre de la recherche locale, elle peut être utilisée afin de détecter efficacement lorsqu’une clause
devient unisatisfaite ou falsifiée (Fukunaga 2004). De plus, l’utilisation de cette structure n’est pas non
plus exclusivement réservée au problèmeSAT. En particulier,Gentet al. (2006) étendent ce principe au
cadreCSPafin d’effectuer le maintien de l’arc cohérence généralisée(cf. 3.2.3.1).

3.1.4.3 Heuristiques de branchements

Comme nous l’avons souligné lors de la description de l’approcheDPLL, le choix de la prochaine
variable à affecter est un critère déterminant. Son incidence sur la taille de l’arbre et par conséquent
les temps d’exécution sont considérables. En effet, l’arbre de recherche exploré peut varier de manière
exponentielle en fonction de l’ordre avec lequel les variables sont affectées (Li et Anbulagan 1997).
Cependant, sélectionner à chaque point de choix la variablequi permet de conduire à l’obtention d’un
arbre de taille minimal est un problèmeNP-difficile (Liberatore 2000).

Au vu de la complexité théorique pour l’obtention de la variable de branchement optimale, il apparaît
dès lors raisonnable d’estimer le plus précisément possible à l’aide d’une heuristique cette variable plutôt
que de la calculer précisément. Cette heuristique, pour être efficace, doit permettre de diminuer la hauteur
de l’arbre de recherche. De plus, un compromis entre le tempsnécessaire au choix de la variable et le
nombre de nœuds économisés doit être effectué. En effet, uneheuristique trop gourmande en temps,
même si elle réduit considérablement la taille de l’arbre, peut être moins performante qu’une heuristique
beaucoup moins coûteuse en temps mais qui générera plus de nœuds.

Ces dernières années beaucoup d’heuristiques de branchements différentes ont été proposées. Nous
distinguons en général trois types d’approches, les approches syntaxiques qui permettent d’estimer le
nombre de propagations résultant de l’affectation d’une variable, les approches prospectives (de type
« look-ahead ») qui permettent de détecter de futures situations d’échec, et les approches rétrospectives
(de type « look-back ») qui essayent d’apprendre à partir dessituations d’échec. Ces trois classes cor-
respondent, pour les deux premières, aux améliorations apportées à l’étape de simplification et pour la
dernière au traitement des échecs. Nous dressons ci-dessous une liste non exhaustive de quelques méth-
odes pour chacune de ces classes d’heuristiques.

Heuristiques « syntaxiques » Les heuristiques de branchements syntaxiques peuvent êtrevues comme
des algorithmes gloutons dont le but est de sélectionner lesvariables qui, une fois affectées, génèrent le
plus de propagations possibles ou permettent de satisfairele plus de clauses. Toutes ces heuristiques sont
basées sur l’utilisation d’une fonction d’agrégation permettant d’estimer l’effet de l’affectation d’une
variable libre. Parmi ces approches, citons :

– BOHM : Cette heuristique, proposée parBuro et Kleine-Büning(1992), consiste à choisir la vari-
able qui, pour l’ordre lexicographique, maximise le vecteur de poids (H1(x),H2(x), . . . ,Hn(x))
avecHi(x) calculé de la manière suivante :

Hi(x) = α×max(hi(x), hi(¬x)) + β ×min(hi(x), hi(¬x)) (3.1)

où hi(x) est le nombre de clauses de taillei contenant le littéralx. Les valeurs deα et β sont
choisies de manière heuristique. Dans (Buro et Kleine-Büning 1992), les auteurs suggèrent de
fixer α = 1 etβ = 2.

67



Chapitre 3. Approches complètes

– MOM : L’heuristiqueMOM «Maximum Occurences in Minimum Size Clauses» proposée parGold-
berg (1979) sélectionne la variable ayant le plus d’occurrences dans les clauses de plus petites
tailles. Une variablex est choisie de manière à maximiser la fonction suivante :

(f∗(x) + f∗(¬x))× 2k + f∗(x)× f∗(¬x) (3.2)

oùf∗(x) est le nombre d’occurrences du littéralx dans les clauses les plus courtes non satisfaites.
La valeur dek, tout comme le fait de décider qu’une clause est courte, est donnée de manière
heuristique.

Cette heuristique a été améliorée à plusieurs reprises, en essayant par exemple d’équilibrer les
arbres produits par l’affectation d’une variable (Dubois et al. 1996, Dubois et Boufkhad 1996,
Freeman 1995, Pretolani 1996).

– JW : L’heuristique de branchement proposée parJeroslow et Wang(1990) est basée sur le même
principe que l’heuristiqueMOM. Les auteurs introduisent deux heuristiques, lesquelles sont analysées
dans (Hooker et Vinay 1994, Barth 1995), afin de fournir un poids aux variables. Le poids d’un
littéral ℓ deΣ est calculé à l’aide de la fonction suivante :J(ℓ) =

∑

α∈Σ|ℓ∈α

2−|α|.

La première heuristique (JW-OS) proposée consiste à sélectionner le littéralℓ qui maximise la
fonctionJ(ℓ) et la seconde (JW-TS) consiste à identifier la variablex qui maximiseJ(x)+J(¬x),
et à assigner la variablex à vrai, siJ(x) ≥ J(¬x), et de l’assigner à faux sinon.

Heuristiques de type «look-ahead» Les heuristiques de type «look-ahead» consistent à anticiper
le résultat de l’affectation d’une variable non encore affectée à l’aide de méthodes de filtrages (telles
que la propagation unitaire). En d’autres termes, ce type d’approche effectue une exploration de l’arbre
de recherche en largeur, localement et temporairement. Dans le cas où une contradiction est détectée
pendant la simplification d’une formuleΣ par le littéralℓ, le littéral¬ℓ est propagé au niveau courant.
De cette manière, le nombre de variables éligibles pour la prochaine variable de branchement est réduit.
Nous présentons ici une liste sommaire d’heuristiques de branchements basées sur ce concept :

– PU : Les heuristiques basées sur la propagation unitaire (PU) (Pretolani 1993, Freeman 1995, Li et
Anbulagan 1997) utilisent la puissance de la PU afin de sélectionner plus précisément la prochaine
variable à instancier. Cette méthode permet, contrairement à l’heuristiqueMOM, de considérer les
propagations unitaires produites en cascade. Pour chaque variable librex de la formule,Σ∗

|x etΣ∗
|¬x

sont calculés, la variable choisie est celle pour laquelle|VΣ∗
|x
|+|VΣ∗

|¬x
| est minimal. Cette méthode

est plus discriminante, mais aussi plus coûteuse queMOM. Pour pallier ce problème, les méthodes
qui l’exploitent réduisent son utilisation à un sous-ensemble des variables non instanciées ou à la
partie haute de l’arbre de recherche (Li et Anbulagan 1997).

– BSH : L’heuristique BSH (Backbone Search Heuristic) proposée parDequen et Dubois(2004)
et implémenté dans le solveurKCNFS est fondée sur la notion debackbone15. Plus précisément,
l’heuristique proposée sélectionne les variables ayant leplus de chance d’appartenir aubackbone.
Pour cela, le scorescore(x) = BSH(x)× BSH(¬x) de chaque variablex non assignée est calculé
et la variablex qui maximisescore(x) est sélectionnée comme prochain point de choix. La valeur
BSH d’un littéral ℓ est calculée à l’aide de l’Algorithme3.3 tels que :B(ℓ) représente l’ensemble
{α1, α2, . . . , αn} des clauses binaires tel que∀1 ≤ i ≤ n le fait de falsifierαi implique queℓ
est satisfait,i représente le compteur permettant de contrôler le nombre derécursions possibles
et bin(ℓ) (respectivementter(ℓ)) donne le nombre de clauses binaires (respectivement ternaires)
possédant une occurrence deℓ.

15. Un littéral appartient aubackboned’une formule si et seulement s’il appartient à tous les modèles de la formule.
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Étant très gourmande en ressources, cette heuristique ne peut pas être utilisée avec un nombre
important de récursions. Ce constat implique que le réglagedu compteuri est très important.
Afin de régler cette valeur de manière dynamique, les auteursproposent de faire varier celle-ci en
fonction de la hauteur du nœud considéré dans l’arbre de recherche. En effet, puisque les choix
effectués en haut de l’arbre ont un impact très important surla profondeur moyenne, il semble
cohérent que la valeur dei en haut de l’arbre soit plus élevée qu’en bas.

Algorithme 3.3 : BSH(Σ : CNF, i : entier,ℓ : littéral)

i←− i− 1;1

calculerB(ℓ);2

si i = 0 alors retourner
∑

(u∨v)∈B(ℓ)

(2× bin(¬u) + ter(¬u))× (2× bin(¬v) + ter(¬v)) ;
3

retourner
∑

(u∨v)∈B(ℓ)

BSH(¬u) × BSH(¬v) ;
4

Heuristiques de type « look-back » Les heuristiques de type « look-back » tirent parti des échecs pour
revenir à des points de choix pertinents (intelligent backtracking) ou pour conserver une information clef
provenant d’une longue phase de recherche et de déductions (enregistrement denogoodsou pondération
des variables). Une méthode basée sur ce concept, consiste àpondérer les variables apparaissant dans les
derniers conflits. Cette approche permet, en particulier, de focaliser la recherche sur les parties difficiles
du problème. Parmi les heuristiques s’appuyant sur ce principe citons :

– pondération des clauses conflits :cette approche, proposé parBrisoux et al. (1999), est issue
du constat suivant : lorsqu’une clause a été montrée insatisfiable dans une branche particulière
de l’arbre de recherche, il est important que cette information ne soit pas négligée par la suite.
Effectivement, il peut s’avérer intéressant de chercher à retrouver cette inconsistance le plus rapi-
dement possible dans les autres branches de l’arbre de recherche. Une manière de réaliser ceci est
de donner une priorité plus importante aux littéraux apparaissant dans la clause menant à l’échec.
Pour cela, à chaque fois qu’une variable propositionnelle conduit à une inconsistance, la clause
ayant amenée au conflit voit sont poids augmenté d’une certaine valeur. Un des avantages de cette
méthode est de pouvoir être combinée facilement avec d’autres heuristiques de branchement telles
queMOM ou JW. En effet, les poids induit sur les clauses peuvent être facilement transférés aux
variables ;

– VSIDS : l’heuristiqueVSIDS («Variable State Independent Decading Sum»), proposée parZhang
et al. (2001), est l’heuristique de branchement la plus utilisée dans les implantations modernes de
DPLL. Cette heuristique associe un compteur à chaque variable appeléactivité. Lorsqu’un conflit
survient, une analyse de conflits (cf.3.1.5.1) permet de déterminer la raison du conflit et les vari-
ables en cause dans ce conflit voient leur activité augmentée. Au prochain branchement, la variable
ayant la plus grande activité est alors choisie comme variable de décision. En effet, puisque celle-
ci est la plus impliquée dans les conflits, elle est donc jugéefortement contrainte. De façon à être
précis, il est important de signaler que l’activité des variables est divisée périodiquement par une
certaine constante. Le fait de diminuer l’activité permet de privilégier les variables récemment
intervenues dans les conflits.

3.1.4.4 Heuristiques de polarité

Bien qu’étant aussi importante que l’heuristique de choix de variables, l’heuristique de choix de
polarité est souvent passée sous silence lors de la description des solveursSAT. En effet, lorsqu’une
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variable est choisie comme point de choix il est nécessaire de lui associer une certaine valeur de vérité.
De par la complexité algorithmique (qui revient à trouver une solution au problème), ce choix est effectué
de manière heuristique. Parmi les heuristiques de phase lesplus connues citons :

– false : dans le solveurMINISAT (Eén et Sörenson 2004) (qui est à ce jour un des solveurs les plus
utilisé) une heuristique de phase très simple a été proposée. Celle-ci consiste à toujours affecter la
variable à la valeur fausse (choisir¬x) ;

– JW : Jeroslow et Wang(1990), proposent une mesurew, prenant en compte des informations
sur le problème (taille et nombre de clauses contenant la variable), pour selectionner la polarité
du prochain point de choix (choisirx si w(x) ≥ w(¬x), ¬x sinon). La fonction permettant de
donner un score à une variable proposée par les auteurs est celle décrite lors de la présentation de
l’heuristique du même nom (cf. équation3.1.4.3) ;

– occurence: l’heuristiqueoccurenceest un cas particulier de l’heuristiqueJW où la fonction per-
mettant de mesurer le poids d’une variablex est fournie par le nombre d’occurrence#occ(x) de
celle-ci dans le problème (choisirx si #occ(x) ≥ #occ(¬x), ¬x sinon). Cette heuristique a pour
objectif de satisfaire le maximum de clauses ;

– progress saving: Pipatsrisawat et Darwiche(2007) observent, de manière expérimentale, que
dans le cadre d’une approche utilisant lebacktrackingles solveurs effectuaient beaucoup de travail
redondant. En effet, lorsqu’un retour-arrière est effectué, le travail accompli pour résoudre les sous-
problèmes traversés avant d’atteindre le conflit est perdu.Pour éviter cela, les auteurs proposent
de sauvegarder la dernière polarité obtenue pendant la recherche dans une interprétation complète
notéeP. Ainsi, lorsqu’une nouvelle décision sera prise, la variable se verra attribuée la même
polarité que précédemment (choisirx six ∈ P,¬x sinon). De cette manière, l’effort pour satisfaire
un sous-problème déjà résolu auparavant sera moins important. Le principal désavantage de cette
approche est de ne pas assez diversifier la recherche. Afin de pallier ce problème,Biere (2009)
propose d’« oublier » une partie de l’interprétationP.

3.1.4.5 Retour arrière non chronologique et apprentissage

Une des caractéristiques de l’algorithmeDPLL est qu’il remonte l’arbre de recherche jusqu’au nœud
de décision précédent l’échec lorsqu’un conflit est atteint. Le fait d’effectuer un retour arrière chronologique
peut dans certaines conditions être très problématique. Eneffet, la cause de l’apparition de l’échec peut
être due à un autre point de choix, décidé plus haut dans l’arbre de recherche. Afin d’illustrer cette
situation, considérons l’exemple suivant :

Exemple 3.13.SoitΣ = {(a∨b), (¬a∨b∨c), (¬b∨c∨d), (¬b∨c∨¬d), (¬b∨¬c∨d), (¬b∨¬c∨¬d),Ω}
uneCNF telle queΩ est satisfiable etVΩ ∩ {a, b, c, d} = ∅. Considérons qu’un ordre d’affectation des
variables est fourni par la séquence suivante[a, x1, x2, . . . , xn, c, b, d] où VΩ = {x1, x2, . . . , xn}. Si
la variable a est affectée à faux initialement, il est nécessaire de développer l’ensemble de l’arbre de
recherche associé àΩ avant de pouvoir réfuter¬a. Cette situation est illustrée dans la figure3.7.

Comme nous pouvons le voir sur l’exemple précédent, ne pas considérer la cause réelle de l’échec
peut conduire à un phénomène nommé «trashing» et qui consiste à explorer de façon répétitive les
mêmes sous-arbres. Afin d’y remédier un certain nombre d’approches tendent à analyser le conflit ren-
contré en prenant en compte les décisions à l’origine de celui-ci. Cette analyse à pour but d’extraire des
informations de manière à effectuer un retour arrière non chronologique (backjumping) et ainsi éviter de
redécouvrir les mêmes échecs.

Ce type d’approche est étudié et appliqué dans de nombreux domaines en intelligence artificielle
(système de maintien de vérité ATMS (McAllester 1980, Stallman et Sussman 1977), les problèmes
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Σ

{

Ω, (c ∨ d), (c ∨ ¬d),
(¬c ∨ d), (¬c ∨ ¬d)

}

¬a

{

(b ∨ c), (¬b ∨ c ∨ d), (¬b ∨ c ∨ ¬d),
(¬b ∨ ¬c ∨ d), (¬b ∨ ¬c ∨ ¬d),Ω

}

a

Arbre
complet généré parΩ

•
{

(c ∨ d), (c ∨ ¬d),
(¬c ∨ d), (¬c ∨ ¬d)

}

⊥ ⊥

•

Chemin
satsisfiable deΩ

{

(b ∨ c), (¬b ∨ c ∨ d), (¬b ∨ c ∨ ¬d),
(¬b ∨ ¬c ∨ d), (¬b ∨ ¬c ∨ ¬d)

}

{

(¬b ∨ d), (¬b ∨ ¬d)
}

{}

¬b

c

FIGURE 3.7 – Arbre de recherche généré par la procédureDPLL sur le problème de l’exemple3.13.

de satisfaction de contraintesCSP(Dechter 1990a, Ginsberg 1993, Schiex et Verfaillie 1993), etc.). Ces
techniques se distinguent essentiellement sur la manière dont les échecs sont analysés et les méthodes
utilisées afin de ne plus se heurter aux mêmes situations par la suite. Dans le cadre deSAT ce n’est qu’en
1996 et par l’intermédiaire deMarques-Silva et Sakallah(1996) que l’analyse de conflits est introduite.
Cette analyse de conflits permet d’extraire un terme(x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn) signifiant que l’apparition
du conflit est due à l’affectation conjointe des littérauxx1, x2, . . . , xn à vrais (la manière d’extraire ces
informations est présentée par la suite (voir §3.1.5.1)).

Malgré le fait d’effectuer un retour arrière non chronologique il est possible qu’une même situation
d’échec se répète dans le futur. Afin d’éviter cela, une approche consiste à ajouter une information sous
la forme d’une clause à la formule. Cette clause, nommée « nogood », est obtenue par la négation du
terme construit par analyse de conflits(¬x1 ∨¬x2 . . .¬xn). L’ajout de cette clause, connue sous le nom
declause apprise(clause learning), permet à chaque fois qu’une contradiction est détectée d’identifier
et d’ajouter une clause impliquée par la formule. De plus, considérer cette clause pour la suite de la
recherche permet à la propagation unitaire de découvrir de nouvelles implications lesquelles permettent
d’éviter de considérer la même situation d’échec plusieursfois.

C’est la combinaison de ces principes et leurs intégrationsau sein de l’algorithmeDPLL qui ont
conduit à l’élaboration des solveursSAT modernes (Marques-Silva et Sakallah 1996, Zhanget al.2001,
Beameet al.2004, Bayardo Jr. et Schrag 1997).

3.1.5 SolveurSAT moderne : CDCL

La procédureCDCL a été introduit parMarques-Silva et Sakallah(1996) (et améliorée parMoskewicz
et al. (2001a)) et est une extension de la procédureDPLL. Cette méthode tente de tirer parti de l’analyse
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de conflits afin d’apprendre une nouvelle clause et effectuerun retour arrière non chronologique. L’algo-
rithme CDCL a deux avantages majeurs par rapport à l’algorithmeDPLL : (i) effectuer unbackjumping
permet de ne pas considérer une partie de l’arbre de recherche ne possédant pas de solution et (ii) l’ap-
prentissage de clauses permet d’éviter de considérer des sous-arbres de recherche, lesquels ont été montré
inconsistants lors d’une précédente analyse de conflits. L’algorithmeCDCL ne pouvant pas être présenté
facilement de manière récursive, une version itérative de celui-ci est donnée dans l’algorithme3.4.

Algorithme 3.4 : SolveurCDCL

Données: Σ une formule sous CNF
Résultat : SAT or UNSAT

∆←− ∅; / * ensemble de clauses apprises * /1

Ip ←− ∅; / * interprétation partielle * /2

dl←− 0; / * niveau de décision * /3

tant que (true) faire4

α←− propagationUnitaire( Σ∪∆,Ip) ;5

si (α = null) alors6

x←− heuristiqueDeBranchement( Σ∪∆,Ip) ;7

si (toutes les variables sont affectées)alors retourner SAT ;8

ℓ←−affectePolarité( x) ;9

dl ←− dl + 1;10

Ip ←− Ip ∪ {(l
dl)};11

si faireReduction() alors reductionClausesApprises (∆);12

sinon13

β ←−analyseConflit( Σ∪∆,Ip, α) ;14

bl←−calculRetourArrière( Ip, bl) ;15

si β = ⊥ alors retourner UNSAT ;16

∆←− ∆ ∪ β;17

retourArrière( Σ∪∆,Ip, bl) ; / * mise à jour de Ip * /18

si (faireRedémarrage() ) alors redémarrage( Ip, dl) ;19

Typiquement, l’algorithmeCDCL peut être assimilé à une séquence de décisions suivie de propa-
gations des littéraux unitaires, jusqu’à l’obtention d’unconflit. Chaque littéral choisi comme littéral de
décision (ligne 7) est affecté suivant une certaine polarité (ligne 9) à un niveau de décision donné (ligne
11). Si tous les littéraux sont affectés, alorsIp est un modèle deΣ (ligne 8). À chaque fois qu’un conflit
est atteint par propagation (lignes 13–19), une clauseβ est calculée en utilisant une méthode d’analyse
de conflits donnée et un niveau debackjumpest calculé en fonction de la clauseβ (lignes 14–15). À ce
stade, il est possible de prouver l’inconsistance (β est la clause vide) de la formule (ligne 16). Si ce n’est
pas le cas, un retour arrière est effectué et le niveau de décision devient égal au niveau debackjump(ligne
18). Ensuite, certains solveursCDCL forcent le redémarrage et dans ce cas, un retour arrière est effectué
au sommet de l’arbre de recherche (ligne 19). Finalement, labase de clauses apprises peut être réduite
lorsque celle-ci est considérée comme trop volumineuse (ligne 12).

Afin de mieux juger des interactions entre les différentes composantes d’un solveurCDCL, voici ces
éléments représentés sous la forme d’un diagramme (voir figure 3.8). Ce diagramme contient aussi une
composante importante des solveursSAT modernes qui est le prétraitement de la formule (voir §3.1.5.4).
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Préprocesseur

Propagation unitaire Redémarrage

Analyse de conflits Réduction clauses apprises Sélection variable

UNSAT SAT

formule simplifiée

max #conf

max |∆|
point fixe

décision
conflit

clause apprise

clause vide générée interprétation complète

FIGURE 3.8 – Interaction des composantes d’un solveurCDCL.

Dans la suite, nous donnons une description des différentesfonctions laissées en suspens lors de la
description.

3.1.5.1 Analyses de conflits basées sur l’analyse du graphe d’implications

Les premiers travaux sur l’analyse de conflits ont été réalisés sur lesCSP (Prosser 1993). Les in-
teractions entre le monde desCSP et celui deSAT ont permis l’élaboration et le développement de ces
techniques dans le cadre deSAT (Marques-Silva et Sakallah 1996, Bayardo Jr. et Schrag 1997), qui,
depuis, sont devenues incontournables.

Comme nous avons pu le souligner précédemment, le but de l’analyse de conflits est de trouver un
ensemble de littéraux responsables d’une situation d’échec. Une fois cet ensemble de littéraux localisé
une nouvelle clause est générée afin d’indiquer au solveur qu’il n’existe pas de solution dans un certain
espace de recherche. À l’heure actuelle, le schéma d’analyse de conflits le plus couramment utilisé est
basé sur l’analyse du graphe d’implications. Ce graphe est un graphe dirigé acylique (DAG) permettant de
représenter les dépendances entre les clauses et les assignations obtenues par propagation des littéraux
unitaires. Pour effectuer cela, un nœud est associé à chaquelittéral affecté à vrai par l’interprétation
courante. Ensuite, une arête entre un nœudx et un nœudy est créée si l’affectation dex à vrai a impliqué
l’affectation dey à vrai (x ∈ exp(y)). Le graphe d’implications se définit formellement de la manière
suivante :

Définition 3.15 (graphe d’implications). SoientΣ une formule etI une interprétation partielle. Le
graphe d’implications associé àΣ etI estG = (N,A) tel que :

– N = {x ∈ I}, c’est-à-dire un nœud pour chaque littéral deI, de décision ou propagé ;
– A = {(x, y) tel quex ∈ I, y ∈ I etx ∈ exp(y)}.
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Exemple 3.14.Soit la formuleΣ suivante :

α1 = x1 ∨ x2 α4 = x3 ∨ x5 ∨ x6 α7 = ¬x9 ∨ x10 ∨ x11 α10 = x12 ∨ x14
α2 = ¬x2 ∨ ¬x3 α5 = ¬x6 ∨ x7 ∨ x8 α8 = x8 ∨ ¬x11 ∨ ¬x12 α11 = x12 ∨ ¬x6 ∨ x15
α3 = ¬x2 ∨ ¬x4 ∨ ¬x5 α6 = ¬x4 ∨ x8 ∨ x9 α9 = x12 ∨ ¬x13 α12 = x13 ∨ ¬x14 ∨ ¬x16
α13 = ¬x14 ∨ x15 ∨ x16

I = {〈(¬x11), x
1
2,¬x

1
3〉, 〈(x

2
4),¬x

2
5, x

2
6〉, 〈(¬x

3
7),¬x

3
8,¬x

3
9〉, 〈(¬x

4
10), x

4
11,¬x

4
12,¬x

4
13, x

4
14, x

4
15, x

4
16〉}

est l’interprétation partielle obtenue par propagation dela séquence de décisions〈¬x1, x4,¬x7, x10〉.
Nous représentons en rouge (respectivement vert) les littéraux de la formule falsifiées (respectivement
satisfait) par l’interprétationI. L’interprétationI falsifie la formule (clauseα13). La figure3.9représente
le graphe d’implications obtenu à partir deΣ et de l’interprétationI.

x1 x4 ¬x7 ¬x10

x2

¬x3

¬x5

x6

¬x8

x9

x11

¬x12

¬x13

x14

x15

x16

¬x16

⊥

α1

α2

α3

α4

α5

α6

α7

α8

α9

α10

α11

α12

α13

1 2 3 4

FIGURE 3.9 – Graphe d’implication obtenue à partir de la formule et l’interprétation partielle de l’ex-
emple3.14. Les nœuds de décision sont affichés en haut et sont représentés par des nœuds carrés. Les
nœuds cercles représentent les littéraux affectés par propagation unitaire. Pour chacun d’entre eux, la
clause responsable de cette affectation est annotée. Le conflit se trouve sur la variablex16.

Lorsque l’interprétation partielle est conflictuelle, le graphe d’implications généré comporte deux
nœud représentant deux littéraux complémentaires. Dans cecas, il est possible d’ajouter un nœud sup-
plémentaire (⊥) symbolisant une situation conflictuelle. Lorsqu’un tel nœud est présent il est possible
d’analyser le graphe afin d’extraire les littéraux responsables de ce conflit. Généralement, cette anal-
yse est basée sur la notion d’UIP (Unique Implication Point). Un UIP est un nœud du dernier niveau de
décision qui domine le conflit. Formellement, nous avons :

Définition 3.16 (nœud dominant un niveau). SoientΣ une formule,I une interprétation partielle et
G = (N,A) le graphe d’implications généré à partir deΣ etI. Un nœudx ∈ N domine un nœudy ∈ N

si et seulement siniv(x) = niv(y) et ∀z ∈ N, avecniv(x) = niv(z), tous les chemins dez versy
passent parx.

Exemple 3.15.Considérons le graphe d’implications associé à l’exemple3.14. Le nœud¬x12 domine
le nœudx16 tandis que le nœudx14 ne le domine pas.

Définition 3.17 (point d’implication unique (UIP)). SoientΣ une formule,I une interprétation partielle
conflictuelle etG = (N,A) le graphe d’implication généré à partir deΣ en fonction deI. Le nœudx est
un point d’implication unique si et seulement six domine le conflit.
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Remarque 3.5. LesUIP peuvent être ordonnés en fonction de leur distance avec le conflit. Le premier
point d’implication unique (F-UIP pour « First Unique Implication Point ») est l’UIP le plus proche du
conflit tandis que le dernierUIP (L-UIP pour « Last Unique Implication Point ») est le plus éloigné,
c’est-à-dire le littéral de décision affecté au niveau du conflit.

Exemple 3.16.Reprenons le graphe d’implicationsG = (N,A) généré dans l’exemple3.14. Les nœuds
¬x12, x11 et¬x10 représentent respectivement le premierUIP, le secondUIP et le dernierUIP.

La localisation d’unUIP permet de fournir une décision alternative provoquant le même conflit.
À l’heure actuelle, les démonstrateursSAT modernes utilisent pour la plupart la notion deF-UIP afin
d’extraire unnogood(Zhanget al. 2001). Cette clause est générée en effectuant des résolvantes entre
les clauses responsables du conflit (utilisé durant la propagation unitaire) en remontant de celui-ci vers
la variable de décision du dernier niveau jusqu’à obtenir une clause contenant un seul littéral du dernier
niveau de décision (leUIP). Ce processus nommé preuve par résolution basée sur les conflits permet
d’extraire une clause ne possédant qu’un seul littéral du dernier niveau. Cette clause est nommée clause
assertive et est définie formellement comme suit :

Définition 3.18 (clause assertive). SoientΣ une formule,I une interprétation partielle obtenue par
propagation unitaire etm le niveau de décision courant. Une clauseα de la forme(β ∨ x) est dite
assertive si et seulement siI(α) = ⊥, niv(x) = m et∀y ∈ β, niv(y) < niv(x). Le littéral x est appelé
littéral assertif.

Définition 3.19 (preuve par résolution basée sur les conflits). SoientΣ une formule etI une interpré-
tation partielle conflictuelle obtenue par propagation unitaire. Une preuve par résolution basée sur les
conflits est une séquence de clauses〈σ1, σ2, . . . , σk〉 qui satisfait les conditions suivantes :

– σ1 = η[x,
−→
cla(x),

−→
cla(¬x)], tel que{x,¬x} ⊆ I ;

– ∀1 ≤ i ≤ k, σi = η[y, σi−1,
−→
cla(ỹ)] telle quey ∈ σi−1 ;

– σk est une clause assertive.

Il est important de souligner que dans le cadre des solveursSAT modernes, les littéraux utilisés pour
la résolution lors de la génération d’une preuve par résolution basée sur les conflits sont uniquement des
littéraux du dernier niveau de décision. De plus, le littéral assertif obtenu à partir de la clause assertive
générée par le biais de ce processus est un point d’implication unique (c’est ce processus qui est effectué
par la fonctionanalyseConflit ).Afin d’obtenir unF-UIP il est nécessaire que la preuve de résolution
soit élémentaire, ce qui est défini formellement comme suit :

Définition 3.20 (preuve élémentaire). SoientΣ une formule,I une interprétation partielle obtenue par
propagation unitaire et= 〈σ1, σ2, . . . σn〉 une séquence de résolution basée sur les conflits. La séquence
de résolution est élémentaire si et seulement si∄i < n tel que〈σ1, σ2, . . . σi〉 soit aussi une preuve par
résolution basée sur les conflits.

Exemple 3.17.Considérons de nouveau la formuleΣ et l’interprétation partielleI de l’exemple3.14.
La preuve par résolution basée sur les conflits est la suivante.

σ1 = η[x16, α12, α13] = x413 ∨ ¬x
4
14 ∨ ¬x

4
15

σ2 = η[x15, σ1, α11] = ¬x26 ∨ x412 ∨ x413 ∨ ¬x
4
14

σ3 = η[x14, σ2, α9] = ¬x26 ∨ x412 ∨ x413
σ4 = η[x13, σ3, α10] = ¬x26 ∨ x412
σ5 = η[x12, σ4, α8] = ¬x26 ∨ x38 ∨ ¬x

4
11

σ6 = η[x11, σ5, α7] = ¬x26 ∨ x38 ∨ x410

Les littéraux assertifs des clauses assertivesσ4, σ5 etσ6 représentent respectivement le premierUIP, le
secondUIP et le dernierUIP.
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La clause assertive correspondant au1 − UIP ainsi générée est apprise par le solveur et permet non
seulement d’éviter à l’avenir d’atteindre à nouveau cet échec, mais aussi d’effectuer un retour arrière. En
effet, la connaissance de cette clause falsifiée permet d’affirmer que le littéral assertif doit être propagé
plus tôt dans l’arbre de recherche. Ce calcul effectué à l’aide de la fonctioncalculRetourArrière
est basé sur la propriété suivante :

Propriété 3.5 (clause assertive et retour arrière). SoientΣ une formule,I une interprétation partielle
conflictuelle obtenue par propagation unitaire etα = (β ∨ x) une clause assertive déduite à partir de
l’analyse du conflit tel quei = max{niv(ỹ) tel quey ∈ β}. Il est correct d’effectuer un retour arrière
au niveaui et de propager le littéralx.

Preuve 3.1.La preuve de cette propriété est triviale et provient du faitque la clauseα est unisatisfaite
enx au niveaui.

Exemple 3.18.Considérons la clause assertiveσ = (¬x26 ∨ x412) généré à partir de la formuleΣ et
l’interprétation partielleI de l’exemple3.14. Le niveau de backtrack calculé à partir de cette clause est
égal à2 et l’interprétation partielle obtenue après avoir effectué un retour arrière et avoir propagé le
littéral assertif estI = {〈(¬x11), x

1
2,¬x

1
3〉, 〈(x

2
4),¬x

2
5, x

2
6, x

2
12〉}.

Il est à noter qu’il est possible lors du processus d’analysede conflits d’effectuer un travail sup-
plémentaire. Par exemple,Sörensson et Biere(2009) proposent une approche qui consiste à continuer
d’effectuer des résolutions si celles-ci n’augmentent pasla taille de la clause assertive. Plus récemment,
deux travaux différents ont montré comment découvrir des clauses sous-sommées durant l’analyse de
conflits (Han et Somenzi 2009, Hamadiet al.2009a). Une autre approche, proposée parAudemardet al.
(2008), tente d’étendre la notion de graphe d’implications afin deconsidérer certaines clauses satisfaites
par la formule. Une dernière approche, proposée parNadel et Ryvchin(2010), cherche à améliorer la
hauteur du saut en effectuant un retour arrière à un niveau dedécision inférieur à celui proposé par la
clause assertive et à affecter et propager l’ensemble des littéraux de celle-ci.

Pour terminer, à chaque conflit les solveursCDCL apprennent une nouvelle clause dont la taille peut
être relativement importante. Dès lors, ils se heurtent à deux problèmes majeurs : l’utilisation de la
mémoire et le temps utilisé pour la propagation unitaire. Pour remédier à cela, la base de clauses apprises
est régulièrement réduite (Eén et Sörenson 2004, Goldberg et Novikov 2002). Un score, similaire au score
de l’heuristique dynamique utilisée pour le choix des variables (VSIDS), est utilisé pour garder les clauses
qui semblent importantes. Néanmoins, ce choix est heuristique et peut amener à supprimer des clauses
essentielles pour la suite, ce qui peut s’avérer dramatique. En effet, nous savons que conserver un grand
nombre de clauses peut avoir des conséquences néfastes sur l’efficacité de la propagation unitaire, mais
en supprimer trop peut faire perdre le bénéfice de l’apprentissage. Par conséquent, identifier les bonnes
clauses apprises (c’est-à-dire importantes pour la dérivation de la preuve) est un véritable challenge.
Nous proposons dans le chapitre9 une nouvelle mesure dynamique permettant d’évaluer la qualité des
clauses apprises ainsi qu’un nouveau schéma de nettoyage dela base de clauses apprises.

3.1.5.2 Réduction de la base de clauses apprises

L’analyse de conflits et l’apprentissage ont permis d’améliorer de manière significative l’algorithme
DPLL (Marques-Silva et Sakallah 1996). Cependant, comme le font justement remarquerMarques-Silva
et Sakallah(1996), il est nécessaire de gérer l’accroissement de la base de clauses apprises au risque de
ralentir considérablement le processus de propagation unitaire (Eén et Sörenson 2004). Pour éviter cela,
tous les solveursSAT modernes réduisent la base de clauses apprises (reductionClausesApprises )
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à l’aide d’une fonction heuristique afin d’estimer la qualité des clauses. De plus, la plupart des approches
conservent systématiquement les clauses de taille deux et les clauses considérées comme raison d’un
littéral propagé au moment de l’appel à la fonction réduction. Pour ce qui est des clauses binaires, en
plus de pouvoir être gérées facilement, leur conservation permet de contraindre fortement l’espace de
recherche et donc d’améliorer la propagation unitaire. En ce qui concerne les clauses raisons ce n’est pas
par soucis d’efficacité mais plus par nécessité qu’elles sont conservées. En effet, supprimer une clause
apprise intervenant dans le processus de propagation unitaire ne permet plus d’assurer la construction du
graphe d’implications et par conséquent l’analyse de conflits.

Dans la littérature diverses approches ont été proposés pour définir quelles sont les clauses suscep-
tibles d’être inutiles pour la suite de la recherche. Parmi ces stratégies, deux ont montré des résultats
pratiques intéressants. La première, la plus populaire, est basée sur la notion defirst fail. Cette stratégie,
basée sur l’heuristiqueVSIDS, considère qu’une clause apparaissant peu dans la raison des conflits est
inutile et qu’elle doit être supprimée. La seconde est baséesur une mesure proposée parAudemard et Si-
mon(2009b). Cette mesure appeléLBD (Litetal Block Distance), est une mesure statique qui correspond
au nombre de niveaux différents intervenant dans la génération de la clause apprise. Nous détaillons ces
diverses procédures ci-dessous.

VSIDS : Dans le solveurMINISAT (Eén et Sörenson 2004) une activité est associée à chaque clause ap-
prise. Cette activité, calculée de la même manière que l’heuristique de choix de variableVSIDS, consiste
à augmenter le poids des clauses touchées lors du processus d’analyse de conflits. Afin de donner une
importance plus grande aux clauses récemment touchées, comme pour l’heuristique de choix de variable
VSIDS, il est nécessaire de tenir compte de leur âge. Pour effectuer cela, le solveur gère deux variables :
inc initialisée à1 et decay > 1. Lorsqu’une clause est utilisée dans le processus d’analyse de conflits
l’activité de celle-ci est augmentée de la valeurinc. Ensuite, après avoir mis à jour l’activité de l’ensem-
ble des clauses touchées, la variableinc est augmentée telle queinc = inc× decay. Lorsque la fonction
de réduction est appelée l’ensemble des clauses apprises sont triées suivant cette activité et les clauses
ayant les scores les plus faibles sont supprimées. En ce qui concerne la quantité de clauses à supprimer,
les auteurs proposent d’effacer la moitié des clauses de la base.

LBD : La seconde heuristique est basée sur une mesure proposée parAudemard et Simon(2009b).
Cette mesure est statique et correspond au nombre de niveauxdifférents intervenant dans la génération
de la clause apprise. Formellement la valeur deLBD d’une clause se calcule comme suit.

Définition 3.21 (distanceLBD (« Literal Block Distance»)). SoientΣ une formule,α une clause etI
une interprétation partielle associant un niveau d’affectation à chaque littéral deα. Alors la valeur de
LBD deα est égal au nombre de niveaux de décision différents des littéraux de la clauseα.

Exemple 3.19.Reprenons l’exemple3.17, la clause assertive (¬x26 ∨ x412) générée lors du processus
d’analyse de conflits possède unLBD de deux.

Dans (Audemard et Simon 2009b), les auteurs montrent expérimentalement que les clauses ayant une
faible valeur deLBD sont importantes pour la suite de la recherche. Partant de ceconstat, ils proposent
d’utiliser cette mesure afin de donner un poids aux clauses apprises. Pour cela, lorsqu’une clause est
générée par analyse de conflits son score est initialisée avec la valeur deLBD courante, c’est-à-dire cal-
culée par rapport à l’interprétation courante. Ensuite, à chaque fois qu’elle est utilisée dans le processus
de propagation unitaire son poids est ajusté dans le cas où lanouvelle valeur deLBD calculée vis-à-vis
de l’interprétation courante est inférieure à la valeur actuelle. Comme pour le solveurMINISAT , lorsque
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la fonction de réduction est appelé l’ensemble des clauses apprises sont triées suivant cette activité et la
moitié des clauses ayant les scores les plus élevés sont supprimées.

Un autre point important concerne la fréquence avec laquelle la base de clauses apprises est nettoyée.
Cette fréquence, calculée de manière heuristique (fonction faireReduction ), et si elle est mal gérée,
peut conduire à rendre le solveur incomplet. En effet, contrairement à la méthodeDPLL, l’approcheCDCL

a besoin des clauses apprises afin de se souvenir de l’espace de recherche qu’elle a déjà exploré. Ceci
implique que supprimer une clause peut amener le solveur à parcourir plusieurs fois le même espace
de recherche et donc à visiter encore et encore le même conflitsans jamais s’arrêter. Afin de pallier ce
problème et de garantir la complétude de la méthode, il est nécessaire que l’intervalle de temps atteigne
une taille telle que l’ensemble des clauses apprises pouvant être généré dans cette intervalle permet
d’assurer la terminaison de l’algorithme quelque soient les clauses supprimées précédemment. À l’heure
actuelle deux approches sont principalement utilisées afinde gérer cette intervalle. La première approche,
implémentée dansMINISAT (Eén et Sörenson 2004), consiste à appeler la fonction de réduction de la
base de clauses apprises une fois que la taille de celle-ci a atteint un certain seuil. Ce seuil initialisé à
1/3 de la taille de la base de clauses initiale est augmentée à chaque redémarrage de10%. La deuxième
approche est la stratégie implantée dans le solveurGLUCOSE(Audemard et Simon 2009a) vainqueur de
la catégorieUNSAT de la compétitionSAT en 2009. Elle consiste à réduire la base de clauses apprises
lorsque le nombre de conflits obtenu depuis le dernier nettoyage est supérieur à20000 + 500 × x où x
représente le nombre d’appels à la fonction de réduction.

3.1.5.3 Redémarrages

Comme nous l’avons fait remarquer lors de la présentation duphénomène detrashing(voir 3.1.4.5)
les premiers choix effectués lors d’une recherche complètesont prépondérants. En effetGomeset al.
(2000) ont montré expérimentalement qu’exécuter la même approche sur le même problème mais avec
des choix initiaux différents conduit à des temps de résolution totalement hétérogènes. Ces expérimen-
tations ont permis d’identifier un phénomène singulier nommé phénomène de longue traînée (« heavy
tail ») (Gent et Walsh 1994, Walsh 1999, Gomeset al. 2000, Chenet al. 2001). Afin d’y remédier les
auteurs proposent de redémarrer la recherche au bout d’un certain temps («restart»). L’idée est que si la
recherche échoue depuis un certain nombre de temps (évalué en nombre de retour arrière) alors il est jugé
peu probable que la recherche aboutisse en un temps raisonnable. Dans ce cas, l’algorithme est relancé
avec la formule initiale tout en conservant certaines informations (les scores pourVSIDS par exemple)
ou les clauses apprises afin d’effectuer des choix plus judicieux au début de l’arbre.

À l’heure actuelle le constat n’est plus exactement le même,l’utilité des redémarrages n’est plus
reconnue comme étant d’essayer de chercher ailleurs dans l’espace de recherche, mais plutôt d’atteindre
le même espace de recherche avec un chemin et des graphes d’implications différents (Biere 2008b).

Dans la suite nous présentons les stratégies de redémarrages les plus souvent utilisées (fonction
redémarrage ). Ces stratégies se décomposent en deux catégories. La première classe regroupe les
stratégies de redémarrages statiques lesquelles sont établies au commencement de la recherche. La sec-
onde classe regroupe les approches dynamiques qui tentent d’exploiter différentes informations en cours
de recherche afin de déterminer si le solveur doit effectuer ou pas un redémarrage.

Stratégies de redémarrages statiquesLes stratégies de redémarrages statiques ont toutes en commun
le fait d’être prédéterminées. Ces politiques reposent le plus souvent sur des séries mathématiques. Voici
quelques stratégies de redémarrages utilisées par différents solveurs :
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– Intervalle fixe : Cette première stratégie somme toute trèsnaïve consiste à appeler la fonction de
redémarrage tous lesx conflits. Elle est utilisée dans différents solveurs tels que SIEGE (Ryan
2004), ZCHAFF (Moskewiczet al.2001b) (version 2004),BERKMIN (Goldberg et Novikov 2002)
et EUREKA (Nadelet al.2006) avec respectivementx = 16000, x = 700, x = 550 etx = 2000 ;

– Suite géométrique : Le solveurMINISAT 1.13 (Eén et Sörenson 2004) est le premier solveur à avoir
démontré l’efficacité de la stratégie de redémarrage géométrique suggérée parWalsh(1999). Ce
solveur commence par initialiser le premier intervalle de conflit autorisé àlimite = 100. Ensuite,
lorsque le nombre de conflit atteint la valeurlimite, un redémarrage est effectuée et la valeur
limite est augmentée de50% (limite = limite× 1.5) ;

– Luby : La série de Luby a été introduite dans (Luby et al.1993) et a été utilisée pour la première
comme stratégie de redémarrage dans le solveurTINISAT (Huang 2007). Cette stratégie évolue en
fonction d’une série qui est de la forme :1, 1, 2, 1, 1, 2, 4, 1, 1, 2, 4, 8, 1, 1, 2, . . . . Puisqu’il est très
improbable de trouver une solution après un seul conflit, cette série est multipliée par un facteur.
Formellement, l’intervalle entre deux redémarragesti et ti+1 est effectué aprèsu× ti conflits tels
queu est une constante représentant le facteur multiplicateur et

ti =

{

2k−1 si ∃k ∈ N tel quei = 2k − 1

ti−2k−1+1, sinon

Cette stratégie a quelques caractéristiques théoriques intéressantes. En effet, les auteurs montrent
dans (Luby et al. 1993) que cette approche est logarithmiquement optimale lorsqu’aucune infor-
mation sur le problème n’est fournie. Ainsi à l’heure actuelle elle est devenue le choix des solveurs
modernes tels queRSAT 2.0 (Pipatsrisawat et Darwiche 2007) et TINISAT (Huang 2007) qui l’u-
tilise avecu = 512, ainsi queMINISAT 2.1 (Sörensson et Eén 2009) et PRECOSAT(Biere 2009)
qui l’utilise avecu = 100 ;

– Inner-outer : Cette stratégie a été implémentée dans le solveur PICOSAT (Biere 2008b). Elle est
similaire à la stratégie de redémarrage Luby (alternance deredémarrages rapides et lents) et con-
siste à maintenir une série géométrique extérieure (outer) dont le but est de fixer la borne maximale
que peut atteindre une série géométrique intérieure (inner). Formellement, considéronsi la valeur
courante de la série intérieure eto la valeur courante de la série extérieure. Lorsque le nombrede
conflits obtenu depuis le dernier redémarrage atteint la valeur i, un redémarrage est effectué eti
prend la prochaine valeur de la série intérieure. Ensuite, dans le cas oùi > o la série intérieure est
réinitialisée eto prend la prochaine valeur de la série extérieure.

L’impact de toutes ces différentes stratégies de redémarrages sur le comportement d’un solveurSAT

moderne ont été étudiée dans (Huang 2007).

Stratégies de redémarrage dynamiques Depuis quelques temps, des stratégies de redémarrages dy-
namiques sont proposées. Elles tentent d’exploiter différentes informations issues de la recherche (la
taille des résolvantes (Pipatsrisawat et Darwiche 2009b), la profondeur moyenne de l’arbre et des sauts
arrière (Hamadiet al.2010), le nombre récent de changements de valeur de variablesBiere(2008a)) afin
de déterminer quand effectuer un redémarrage. Nous présentons dans la suite une liste non exhaustive de
ces différentes approches :

– Variation de la phase : Cette approche proposée parBiere (2008a) est l’une des premières poli-
tiques de redémarrages dynamique. L’idée est d’étudier l’agilité de la recherche afin de décider si
un redémarrage est nécessaire. Cette agilité est calculée par l’analyse de l’interprétation complète
représentant leprogress saving(voir §3.1.4.4). L’agilité est initialisée à zéro (agility = 0). En-
suite, lorsque la polarité d’une variable est affectée sa nouvelle polarité est étudiée. Si la polarité
de la variable est différente de l’ancienne alors l’agilitéest augmentée, sinon elle est diminuée.
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Afin de simuler une forme de «aging» sur l’affectation des variables, l’agilité est diminuée par
un certain facteur16 d compris entre 0 et 1 (agility = agility × d). Ce même facteur est aussi
utilisé afin d’augmenter l’agilité lors de la mise à jour de celle-ci (agility = agility + (1 − d)).
De cette manière, il est assuré que la valeur de la variableagility est comprise entre 0 et 1. La
politique de redémarrage consiste alors à considérer une stratégie de redémarrage statique utilisant
cette notion agilité. Lorsque le nombre de conflits à atteintla valeur préconisée par la politique de
redémarrage statique, l’agilité courante est comparée avec un certain seuil16 s et si elle dépasse
ce seuil le redémarrage n’est pas effectué. Afin de régler ce seuil, Biere(2008a) émet l’hypothèse
qu’une agilité élevée implique que le solveur est susceptible de réfuter le problème et donc qu’il ne
faut pas effectuer de redémarrage. Et que inversement, une agilité basse implique une stagnation
et redémarrer permet d’aider le solveur à s’échapper du sousarbre courant ;

– GLUCOSE : la plupart des politiques de redémarrages sont essentiellement basées sur le nombre
de conflits afin de déterminer si un redémarrage doit être effectué.Audemard et Simon(2009a)
proposent une nouvelle approche qui dépend non seulement dunombre de conflit, mais aussi des
niveaux de décision afin de déterminer si unrestartdoit être effectué. Afin d’étudier les différents
mécanismes des solveursSAT modernes, les auteurs ont mené un ensemble d’expérimentations.
Une des conclusions de celles-ci est que, sur une grande majorité d’instances, les niveaux de
décisions décroissent tout au long de la recherche et que cette décroissance semble reliée avec
l’efficacité (ou inefficacité) des solveursCDCL (Audemard et Simon 2009b). Ainsi la politique de
redémarrage proposée par les auteurs essaie de favoriser ladécroissance des niveaux de décision
durant la recherche : si ce n’est pas le cas, alors un redémarrage est effectué. Pour cela, le solveur
GLUCOSE (Audemard et Simon 2009a) calcule la moyenne (glissante) des niveaux de décision
sur les 100 derniers conflits. Si cette dernière est plus grande que0.7 fois la moyenne de tous les
niveaux de décision depuis le début de la recherche alors un redémarrage est effectué ;

– hauteur des sauts : Cette politique de redémarrage a été proposée parHamadiet al. (2010) et
a été implémentée dans le solveurLYSAT. Elle est basée sur l’évolution de la taille moyenne
des retours arrière. L’idée est de délivrer pour de grandes (respectivement petites) fluctuations
de la taille moyenne des retours arrière (entre le redémarrage courant et le précédant) une plus
petite (respectivement grande) valeur de coupure. Cette fonction est calculée comme suit :x1 =
100, x2 = 100 etxi = yi × |cos(1 + ri)|, aveci > 2, α = 1200, yi représente la moyenne de la
taille des retours arrière au redémarragei, ri =

yi−1

yi
si yi−1 > yi et ri =

yi
yi−1

sinon.

3.1.5.4 Prétraitement de la formule

De manière générale le problèmeSAT estNP -complet (Cook 1971), c’est-à-dire que pour une
formule comportantn variables tous les algorithmes connus à ce jour ont une complexité enO(2n) dans
le pire cas. En théorie, réduire le nombre de variables implique alors une diminution de la complexité dans
le pire cas. Cependant, en pratique le nombre de variables n’est pas entièrement corrélé avec le temps
de résolution. En effet, le nombre de clauses influence fortement les performances de la propagation
unitaire, de l’apprentissage de nouvelles clauses et des retours arrière non chronologiques. Ainsi, réduire
le nombre de variables tout en augmentant le nombre de clauses ne permet pas nécessairement d’accroître
les performances des solveursSAT mais au peut contraire avoir tendance à les réduire.

Les méthodes de prétraitement ont alors pour but de simplifier la formule par la réduction du nombre
de variables et de clauses inutiles. Il existe différentes techniques lesquelles peuvent être séparées en
deux groupes. Le premier regroupe les techniques qui conservent l’équivalence de la formule obtenue

16. d = 1
10000

ets = 1
4

pour l’analyse expérimentale
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3.1. Approche complète pour la résolution pratique du problèmeSAT

par simplification de la formule initiale. Le second regroupe les algorithmes qui visent à obtenir une
formule qui n’est pas équivalente, mais équisatisfiable.

Des approches telles que la propagation unitaire, la subsumption ou laself-subsumptionconservent
l’équivalence (Heuleet al.2010) et ne sont pas décrites dans cette partie. Cependant, ellessont appliquées
dans la plupart des algorithmes de prétraitement (Eén et Biere 2005) et permettent de supprimer des
clauses et des littéraux redondants.

Dans la suite, nous décrivons quelques techniques de prétraitement. Les deux premières approches
présentées ne préservent pas l’équivalence tandis que toutes les autres la conservent :

– élimination de variables : cette technique, implémentée dans SATELITE (Eén et Biere 2005,
Subbarayan et Pradhan 2005), consiste à supprimer des variables de la formule initiale. L’élimi-
nation d’une variable est obtenue par l’application de la résolution sur toutes les clauses où cette
variable apparaît. Cette technique, similaire à la procédure DP (voir §3.1.1), peut entraîner la créa-
tion d’un nombre exponentiel de nouvelles clauses (exponentiel dans le nombre de variables de
la formule). Afin de limiter cette croissance, les algorithmes de prétraitement n’appliquent cette
opération que si la suppression d’une variable n’augmente pas la taille de la formule. Du fait de
la suppression de variable, cette approche ne conserve pas l’équivalence de la formule. En effet,
le modèle obtenu sur la formule prétraitée peut être partielet ne pas satisfaire certaines clauses de
la formule initiale. Néanmoins,Eén et Biere(2005) ont montré qu’il était possible d’étendre ce
dernier en considérant les clauses de la formule initiale ;

– élimination de clauses bloquées :cette approche consiste à supprimer de la formule les clauses
bloquées (Kullmann 1999). Une clauseα ∈ Σ est dite bloquée si elle contient un littéralℓ blo-
qué. Un littéralℓ ∈ α est bloqué si∀α′ ∈ Σ telle que¬ℓ ∈ α′ la résolvanteη[ℓ, α, α′] est
tautologique (Heuleet al. 2010, Järvisaloet al. 2010). Les clauses bloquées sont des clauses re-
dondantes et leur suppression est effectuée jusqu’à l’obtention d’un point fixe. Notons que l’ordre
de suppression n’a aucune importance puisque la méthode estconfluente (Järvisaloet al. 2010).
De plus, puisque supprimer l’ensemble des clauses bloquéesn’a pas de réelle influence sur les
performances des solveurs, les méthodes de prétraitement n’utilisent pas les littéraux possédant
de nombreuses occurrences. Comme pour l’élimination de variables, la suppression des clauses
bloquées d’une formule ne permet pas de conserver l’équivalence (Heuleet al.2010) ;

– élimination de clauses tautologiques dissimulées :cette approche, proposée parHeuleet al.
(2010), est basée sur l’extension de clauses par ajout de littéraux, appelés littéraux dissimulés.
L’ajout d’un littéralℓ′ ∈ LΣ à une clauseα ∈ Σ est possible si∃ℓ ∈ α tel que(ℓ∨¬ℓ′) ∈ Σ\{α}.
Cette extension est appliquée jusqu’à l’obtention d’un point fixe. Les auteurs montrent que si la
clause obtenue par l’ajout de tels littéraux sont tautologiques alors elles peuvent être supprimées
de la formule initiale. Notons que l’application de cette technique permet d’obtenir une formule
équivalente à la formule initiale (Heuleet al.2010) ;

– élimination des équivalences : le problèmeSAT étant exponentiel en fonction du nombre de
variables de la formule, réduire leur nombre permet d’augmenter la vitesse de résolution. Pour
effectuer cela, une méthode simple consiste à supprimer leslittéraux équivalents et de conserver
une représentation sous la forme d’une classe d’équivalence. De tels littéraux peuvent être détectés
simplement par la recherche de cycles dans le graphe d’implications obtenu à l’aide de clauses
binaires de la formule.
Une autre manière de trouver de tels littéraux est d’utiliser la notion deprobing. Le probing est
une technique, proposée parLynce et Marques-Silva(2003), permettant la simplification d’une
formule par l’application de la propagation unitaire sur les deux polarités d’une même variable.
Les auteurs proposent trois approches permettant d’extraire des informations des interprétations
partielles ainsi obtenues. La première consiste à vérifier que l’application de l’une des deux po-
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larités ne conduit pas à une interprétation incohérente, cequi permet le cas échéant de propager
l’un des deux littéraux. Afin d’illustrer les deux autres méthodes, considérons une formuleΣ, une
variableℓ deΣ, Iℓ = (Σ|ℓ)

∗ etI¬ℓ = (Σ|¬ℓ)
∗ les deux interprétations partielles obtenues par l’ap-

plication de la propagation unitaire. La seconde approche consiste alors à propager les littéraux qui
apparaissent dans les deux interprétations partielles. Eneffet, supposons quex ∈ Iℓ ∩ I¬ℓ alors
Σ |= (x ∨ ℓ) etΣ |= (x ∨ ¬ℓ) 17 et doncΣ |= x. La dernière approche est celle qui nous intéresse
puisqu’elle permet de détecter des équivalences. Pour cela, il suffit de vérifier s’il n’existe pas de
littéraux apparaissant de manière complémentaire dansIℓ etI¬ℓ. En effet, soitx tel quex ∈ Iℓ et
x ∈ I¬ℓ alors(ℓ⇒ x) et (¬ℓ⇒ ¬x) et donc(ℓ⇔ x) ;
vivification : cette dernière approche, proposée parPietteet al. (2008), consiste à réduire cer-
taines clauses de la base par l’utilisation de la propagation unitaire. La réduction d’une clause
α = (ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ · · · ∨ ℓn) deΣ est obtenue en appliquant la propagation unitaire sur les littéraux
complémentaires deα jusqu’à obtenir l’un des cas suivant :

1. Σ|{¬ℓ1,¬ℓ2,...,¬ℓi} |=
∗ ⊥ aveci < n. Dans ce cas la clauseα peut être remplacée par la clause

α′ = (ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ · · · ∨ ℓi). En effet, puisque l’interprétation{¬ℓ1,¬ℓ2, . . . ,¬ℓi} falsifie Σ
la clauseα′ peut être ajoutée à la formule initiale. Commeα′ subsumeα, il est possible de
remplacerα parα′ ;

2. Σ|{¬ℓ1,¬ℓ2,...,¬ℓi} |=
∗ ℓj tel queℓj ∈ α et i < j < n. Ici, le fait queΣ|{¬ℓ1,¬ℓ2,...,¬ℓi} |=

∗ ℓj
nous permet d’inférer la clauseα′ = (ℓ1∨ ℓ2∨· · ·∨ ℓi∨ ℓj) laquelle subsumeα. De la même
manière que pour le premier cas, la clauseα peut être remplacée parα′ ;

3. Σ|{¬ℓ1,¬ℓ2,...,¬ℓi} |=
∗ ¬ℓj tel queℓj ∈ α et i < j ≤ n. Dans ce cas,Σ|{¬ℓ1,¬ℓ2,...,¬ℓi} |=

∗ ¬ℓj
nous permet d’inférer la clauseα′ = (ℓ1 ∨ ℓ2 ∨ · · · ∨ ℓi ∨ ¬ℓj). Puisque,α′ self-subsumeα
il est possible de remplacer la clauseα parη[ℓj , α, α′].

Ces prétraitements font partie intégrante du processus de résolution pratique du problèmeSAT. En
effet, à l’heure actuelle tous les solveurs effectuent ce genre de simplification avant de commencer la
recherche de solutions. Ces techniques, basées sur l’analyse de la structure de la formule initiale, sont
appliquées le plus souvent jusqu’à obtention d’un point fixe. Cependant, il est possible qu’en cours de
recherche, des littéraux unitaires ou des clauses apprisesmodifient la base de connaissance de telle sorte
que les prétraitements deviennent de nouveau effectifs. Ainsi, lorsqu’un littéral unitaire est appris ou que
la recherche retourne au sommet de l’arbre (lors d’un redémarrage par exemple), toutes les techniques
de simplifications peuvent de nouveau être appliquées (Eén et Biere 2005).

3.1.6 Synthèse

Nous avons abordé dans cette section la résolution pratiquedu problèmeSAT ainsi que la mise au
point d’algorithmes performants pour le résoudre. Ces algorithmes de recherche reposent pour la plupart
sur la procédureDPLL et sur une analyse àposteriorides échecs rencontrés. Cette analyse de conflits et
l’apprentissage desnogoodsqui en découle ont permis d’augmenter significativement la puissance des
prouveursSAT permettant ainsi de résoudre des problèmes de plus en plus conséquents. Ces avancées
algorithmique bénéficient à d’autres problèmesNP -complets. Nous allons voir dans la section suivante
que les approches complètes pour la résolution pratique du problèmeCSP sont très proches de celles
utilisées dans le cadre deSAT.

17. SiΣ|ℓ |=
∗ x alorsΣ|ℓ∧¬x |=∗ ⊥ et doncΣ |=∗ (¬ℓ ∨ x)
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3.2 Approche complète pour la résolution pratique du problème CSP

Comme pourSAT, les principales méthodes de résolution complètes utilisées dans le cadre deCSP

sont basées sur la combinaison d’un algorithme de typebacktracking(Davis et al. 1962, Golomb et
Baumert 1965) et d’une méthode de propagation de contraintes. Ces dernières sont basées sur la notion
de cohérence locale et utilisent, comme pour la propagationunitaire (voir 3.1.4.1), des propriétés sur
les contraintes afin de réduire l’espace de recherche de manière à supprimer les interprétations qui ne
peuvent pas conduire à une solution.

Dans cette section, nous présentons l’adaptation des algorithmes de typebacktrackingau cadreCSP

ainsi qu’une liste non exhaustive des techniques ayant permis d’accroître leur efficacité : schéma de
branchements, méthode de cohérence locale, heuristique dechoix de variables, heuristique de choix de
valeurs, stratégie de randomisation et politique de redémarrages. Nous choisissons, puisqu’elles ne sont
pas utiles pour la compréhension de la suite de ce manuscrit,de ne pas présenter l’analyse de conflits et
les retours-arrière non chronologiques. Néanmoins, le lecteur intéressé par ces sujets peut se référer à la
thèse deTabary(2007) où un chapitre complet y est consacré (chapitre 2).

3.2.1 Générer et tester

Une première méthode (assez naïve) pour la résolution d’uneinstanceCSPest de générer toutes les
interprétations possibles, c’est-à-dire toutes les combinaisons possibles de valeurs des variables et de
tester si celles-ci sont des solutions du problème, c’est-à-dire si elles vérifient toutes les contraintes du
réseau. Cette approche, connue sous le nom deGenerate-and-test, est similaire à l’approche basée sur
les arbres sémantiques utilisée dans le cadre deSAT (voir §3.1.2). Comme cette dernière, elle évalue
successivement toutes les interprétations possibles et n’est donc pas envisageable en pratique. En effet,
afin d’obtenir l’ensemble des solutions d’un problème simple tel que les8-reines, cet algorithme génère
et vérifie la validité de88 = 16777216 interprétations différentes. Néanmoins, comme pourSAT avec
l’algorithme deQuine(1950), ce nombre peut largement être réduit par une analyse de la structure du
problème. Ces méthodes, appelées algorithmes de rechercheavec retours arrière, sont présentées dans la
partie suivante.

3.2.2 Algorithme de recherche avec retours arrière

L’algorithme de recherche avec retours arrière ((S)BT pour(Standard) BackTracking) (Bitner et Rein-
gold 1975) est sans nul doute l’approche complète la plus utilisée pour la résolution pratique d’instances
CSP. Il consiste à étendre de manière incrémentale une interprétation partielle en considérant une à une
les variables du problème. Lorsqu’une variable est sélectionnée, une valeur de son domaine est choisie et
lui est assignée. Ensuite, l’ensemble des contraintes du réseau est vérifié afin de savoir si aucune d’entre
elles n’est falsifiée par la nouvelle interprétation. Si aucune contrainte n’est violée, l’assignation de la
variable est un succès et une nouvelle variable est considérée. Dans le cas contraire, une autre valeur
pour la variable est sélectionnée et assignée. Lorsque toutes les variables ont été assignées à une valeur et
qu’aucune contrainte du réseau n’est violée, le problème est résolu et l’interprétation courante représente
un modèle. Si à un moment de la recherche une variable ne possède plus aucune valeur à assigner un
retour arrière est effectué. Dans ce cas, la dernière variable considérée est remise en cause et une nou-
velle valeur lui est assignée si cela est possible, sinon un retour arrière est de nouveau effectué jusqu’à
l’obtention d’une interprétation consistante. Cette procédure est effectuée tant qu’une solution n’a été
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trouvée ou que l’absence de solution n’a pas été démontrée, c’est-à-dire tant que l’ensemble des inter-
prétations n’a pas été parcourue. Puisqu’il permet d’élaguer certaines branches de l’arbre de recherche,
l’algorithme debacktrackingest strictement plus efficace que l’algorithmeGenerate-and-test.

Cet algorithme peut aussi être vu comme le parcours en profondeur d’abord d’un arbre de recherche
où la racine correspond au réseau de contraintes initial et chaque nœud à un sous-réseau de contraintes
(du réseau initial) à résoudre. La construction d’un tel arbre se fait généralement selon deux schémas de
branchements différents : le schéma de branchement binaireet le schéma de branchement non-binaire.
Chaque branche de l’arbre de recherche correspond à uneséquence de décisions, c’est-à-dire des assig-
nations et/ou des réfutations dans le cas d’un schéma de branchement binaire, et des assignations dans
le cas d’un schéma de branchement non-binaire. Une solutiondu problème est obtenue lorsque le do-
maine de toutes les variables ont été réduit à des singletonset que toutes les contraintes sont satisfaites.
Cette solution correspond à l’interprétation courante, c’est-à-dire aux assignations effectuées le long de
la branche menant de la racine à une feuille de l’arbre de recherche. Lorsque l’arbre de recherche a été
complètement exploré et qu’aucune solution n’a pu être identifiée alors le réseau de contraintes a été
démontré insatisfaisable.

3.2.2.1 Schéma de branchement non-binaire

L’algorithme3.5décrit une recherche avec retour arrière où un schéma de branchement non-binaire
est utilisé. Il consiste à sélectionner une nouvelle variable à l’aide de la fonctionHeuristiqueDeBran-
chement (décrit dans le §3.2.3.3) et à tester successivement toutes les valeurs de son domaine (lignes
2-3), ce qui correspond à chaque fois à un nœud de l’arbre de recherche. Si l’assignation d’une valeur
mène à un échec, elle est remise en cause et une autre valeur appartenant au domaine deX est assignée.
Lorsque toutes les valeurs de la variableX ont été testées sans succès, l’algorithme effectue un retour-
arrière et remet en cause le dernier choix de valeur pour la variable précédemment sélectionnée (ligne
6).

Algorithme 3.5 : BT-Non-Binaire
Données: P = 〈X , C〉 un réseau de contraintes
Résultat : vrai si le réseau est satisfiable,faux sinon
Début1

X ←− HeuristiqueDeBranchement( X ) ;2

pour chaquev ∈ X faire3

siP|(X=v) est cohérentalors4

si (|X | = 1) alors retourner vrai retourner BT-Non-Binaire( 〈X \ {X}, C〉) ;5

retourner faux; / * aucune solution sur cette branche * /6

Fin7

La figure3.10illustre un arbre de recherche partiel correspondant au problème des4-reines (décrit en
section1.3.1.2) construit par l’algorithme3.5où les variables et les valeurs sont ordonnées selon l’ordre
lexicographique.
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X1

X2 X2 X2 X2

X3

X4

⊤

1 2 3 4

1 2 3 4

1

1 2 3

chemin fermée
⊤ chemin solution
Xi nœud développé
// sous-arbre inconsitant

FIGURE 3.10 – Arbre de recherche partiel construit par un algorithme de recherche avec retours arrière
utilisant un schéma de branchements non-binaires.

3.2.2.2 Schéma de branchement binaire

L’algorithme3.6décrit une recherche avec retours arrière où un schéma de branchement binaire est
utilisé. Ce dernier consiste à sélectionner un couple(X, v) tel queX est une variable du réseau qui n’est
pas encore assignée etv est une valeur dedom(X) (ligne 4). Ensuite, l’algorithme construit les deux
branches issues des décisions positives et négatives de(X, v).

Définition 3.22 (décisions positives et négatives). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,X ∈ X
et v ∈ dom(X). (X = v) (respectivement(X 6= v)) représente la décision positive (respectivement
négative). Nous avons¬(X = v) = (X 6= v) et¬(X 6= v) = (X = v).

Ces deux branches représentent les deux sous-problèmes obtenus en assignant ou en réfutant la valeur
v du domaine deX (ligne 5). De manière générale, la branche positive est explorée en premier. Lorsque
celle-ci est montrée incohérente (ligne 2), la branche négative est considérée. Dans le cas ou cette dernière
conduit aussi à un réseau incohérent (ligne 2) un retour-arrière est effectué. Une solution du problème
est obtenue lorsque toutes les variables sont singletons etque le problème est consistant (ligne 3).

Algorithme 3.6 : BT-Binaire

Données: P = 〈X , C〉 un réseau de contraintes
Résultat : vrai si le réseau est satisfiable,faux sinon
Début1

siP est incohérentalors retourner faux ;2

si ∀X ∈ X , |dom(X)| = 1 alors retourner vrai ;3

choisir un couple(X, v) tel queX ∈ X etv ∈ dom(X);4

retourner BT-Binaire( P|(X=v)) ou BT-Binaire( P|(X 6=v)) ;5

Fin6

85



Chapitre 3. Approches complètes

La figure3.11illustre un arbre de recherche partiel obtenu par l’application de l’algorithme3.6 sur
le problème des4-reines où l’ordre lexicographique est utilisé afin de sélectionner le prochain couple
(variable, valeur).

⊤

X1 = 1 X1 6= 1

X1 = 2

X2 = 1 X2 6= 1

X2 = 2 X2 6= 2

X2 = 3 X2 6= 3

X2 = 4

X3 = 1

X4 = 1 X4 6= 1

X4 = 2 X4 6= 2

X4 = 3

chemin fermée
⊤ chemin solution

nœud développé
// sous-arbre inconsitant

FIGURE 3.11 – Arbre de recherche partiel construit par un algorithme de recherche avec retours arrière
utilisant un schéma de branchements binaires.

Bien que le schéma de branchements non-binaires puisse facilement être simulé par le branchement
binaire, ces deux schémas de branchements ne sont pas équivalents. En effet,Hwang et Mitchell(2005)
ont montré qu’il existe des instances pour lesquelles utiliser un schéma de branchements non-binaires est
exponentiellement moins efficace que d’utiliser un schéma de branchements binaires. Dans la suite de ce
manuscrit nous nous intéressons uniquement au schéma de branchements binaires.

L’algorithme de recherche avec retour arrière peut être sensiblement amélioré grâce à l’utilisation
d’heuristiques de choix de variables et de valeurs efficaces(voir 3.2.3.3). Un autre levier permettant
d’améliorer les performances d’une telle méthode est, comme pourSAT et l’algorithmeDPLL, d’utiliser
des méthodes de simplifications afin de détecter plus haut dans l’arbre de recherche que le chemin
courant ne conduit à aucune solution. L’utilisation de ces améliorations conduit à la création d’algo-
rithmes prospectifs que nous décrivons dans la partie suivante.
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3.2.3 Algorithme de recherche avec retours arrière et filtrage

Afin d’améliorer les performances de l’algorithme debacktracking, il est possible d’exécuter un
algorithme de filtrage afin de déterminer le plus tôt possiblesi l’interprétation courante peut conduire
à une solution. Pour ce faire, les algorithmes complets de résolution vont appliquer un processus de
simplification à chaque nœud de l’arbre de recherche. Ces méthodes, basées le plus souvent sur des
cohérences locales (voir3.2.3.1), permettent d’identifier et de supprimer les valeurs qui nepeuvent pas
faire partie d’une solution.

L’algorithme 3.7 décrit une méthode de typebacktrackingoù une fonction de filtrageφ est utilisée
à chaque nœud de l’arbre. La fonctionφ s’applique sur un réseau de contraintes et retourne un autre
réseau de contraintes. Lorsqu’aucune forme de filtrage n’est effectuée, c’est-à-dire queφ retourne le
même réseau, l’algorithme3.7est identique à l’algorithme3.6.

Algorithme 3.7 : BT-filtrage

Données: P = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,φ une méthode de filtrage
Résultat : vrai si le réseau est satisfiable,faux sinon
Début1

P ′ = 〈X ′, C〉 ←− φ(P);2

siP ′ est incohérentalors retourner faux ;3

si ∀X ∈ X ′, |dom(X)| = 1 alors retourner vrai ;4

choisir un couple(X, v) tel queX ∈ X ′ etv ∈ dom(X);5

retourner BT-filtrage( P ′
|(X=v)) ou BT-filtrage( P ′

|(X 6=v)) ;6

Fin7

Plusieurs formes de cohérences locales peuvent être utilisées en fonction des caractéristiques des
contraintes. Dans la section suivante nous présentons quelques schémas de cohérence.

3.2.3.1 Cohérence locale

L’idée d’incorporer une méthode de propagation de contraintes au sein d’un algorithme debacktrack-
ing est apparue initialement dans le cadre deSAT et de l’algorithmeDPLL (Davis et Putnam 1960). Ces
méthodes sont, dans le cadreCSP, le plus souvent basées sur des formes de cohérences localeset per-
mettent de vérifier qu’une instanciation partielle est localement cohérente. Pour cela, elles transforment
le réseau de contraintes courant en un réseau de contrainteséquivalent mais où les valeurs ne pouvant
conduire à une solution sont supprimées. Dans la suite nous présentons un aperçu des formes les plus
célèbres de cohérences locales.

Cohérence de nœud Cette forme de cohérence, appelée1-cohérence, concerne les contraintes unaires
et permet de vérifier que toutes les valeurs des variables sous la portée d’une contrainte unaire sont
cohérentes. Il s’agit de la forme de cohérence la plus simple, puisqu’elle ne concerne qu’une variable.

Définition 3.23 (cohérence de nœud). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,C une contrainte de
C telle quevar(C) = {X}, nous avons que :

– v ∈ dom(X) est1-cohérente si et seulement si(v) ∈ Ta(C) ;
– X est1-cohérente si et seulement si∀v ∈ dom(X), v est1-cohérente ;
– P est1-cohérent si et seulement si∀X ∈ X , X est1-cohérente.
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Exemple 3.20.Considérons le réseau de contraintesP de la figure3.12. L’application de la cohérence
de nœud surP permet de supprimer les valeurs1, 2 et 3 de la variableX. Le réseau de contraintes
obtenu après ces suppressions est1-cohérent.
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3
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Y
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2

3

4

X 6= Y

X > 2

(a) réseau initial

X

3

4

Y

1

2

3

4

X 6= Y

(b) réseau1-cohérent

FIGURE 3.12 – Suppression de valeurs par cohérence de nœud.

Afin d’établir cette forme de cohérence il suffit de réduire ledomaine de chaque variable aux valeurs
qui satisfont les contraintes unaires de cette variable. Après avoir rendu le réseau de contraintes1-
cohérent, les contraintes unaires peuvent être suppriméesdu réseau.

Cohérence d’arc La cohérence d’arcest sans aucun doute la méthode de propagation de contraintes
la plus étudiée. Cette approche permet de garantir que chaque valeur du domaine d’une variable est
consistante avec toutes les contraintes du réseau. En effet, comme nous pouvons le voir sur l’exemple
suivant il n’est pas toujours possible de trouver un supportpour toutes les valeurs du domaine d’une
variable.

Exemple 3.21.Considérons la micro-structure de la contrainteC définit dans la figure3.13. Comme
nous pouvons le remarquer, il est impossible pour la valeur3 de la variableX de trouver une valeur
v dans le domaine deY telle que(3, v) satisfasse la contrainte. Il est donc possible de supprimer3
du domaine deX puisque cette valeur conduit irrémédiablement à falsifierC. De la même manière, la
valeur1 du domaine de la variableY peut aussi être supprimée.

X 1

2

3

Y 1

2

3

FIGURE 3.13 – Micro-structure des tuples autorisés d’une contrainte non arc cohérente.

Les premiers algorithmes permettant d’établir cette formede cohérence ont été proposés parWaltz
(1972) et Gaschnig(1974). Néanmoins, ce concept est introduit formellement parMackworth (1977)
dans le cas d’un réseau de contraintes binaires, il est par lasuite étendu au cas de réseaun-aire (Mack-
worth 1977) et une analyse de sa complexité est effectuée (Mackworth et Freuder 1985). Nous donnons
une définition de la cohérence d’arc dans le cas général, c’est-à-dire pour un réseau de contraintes quel-
conque (dans ce cas elle est souvent appelée cohérence d’arcgénéraliséeGAC).
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Définition 3.24 (Cohérence d’arc (généralisée) ((G)AC)). SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,
C une contrainte deC telle quevar(C) = {X1,X2, . . . ,Xn}, nous avons que :

– vi ∈ dom(Xi) est arc cohérente pourC si et seulement s’il existe un tuple(v1, v2, . . . , vn) ∈
Ta(C) tel que∀j, 1 ≤ j ≤ n, vj ∈ dom(Xj) ;

– Xi est arc cohérente (généralisée) pourC si et seulement si toutes les valeurs dedom(Xi) sont
arc cohérentes (généralisées) avecC ;

– P est arc cohérent (généralisé) si et seulement si∀X ∈ X , ∀C ∈ C nous avonsX est arc cohérent
(généralisée) pourC.

Exemple 3.22.Considérons la figure3.14, le réseau de contraintes (a) reporté sur cette figure n’est
pas arc cohérent. En effet, la valeur1 du domaine de la variableY ne possède pas de support pour
la contrainte entreX et Y . Cette valeur peut donc être supprimée deY . Cependant, cette suppression
ne permet pas d’obtenir un réseau de contraintes arc cohérent puisque comme le montre la figure (b)
la valeur1 deZ ne possède pas de support pour la contrainte entreY etZ. En fait, afin d’obtenir un
réseau arc cohérent il faut supprimer la valeur1 du domaine deZ (réseau (c)) et ensuite de supprimer
la valeur1 deX conduisant ainsi au réseau arc cohérent (d).
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(a) réseau initial

X
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(b) suppression de1 dansdom(Y )
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(c) suppression de1 dansdom(Z)

X
2 3

Y
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3

Z
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3

(d) suppression de1 dansdom(X)

FIGURE 3.14 – Suppression de valeurs par cohérence d’arc.

Gaschnig(1974) est le premier à avoir suggéré un algorithme debacktrackingavec maintien de la
cohérence d’arc à chaque nœud de l’arbre de recherche. Cet algorithme, appeléDEEB (Domain Element
Elimination with Backtracking), est basé sur un schéma de branchements non-binaires. Par la suite,Sabin
et Freuder(1994) proposent une méthode avec maintien de la cohérence d’arc,appeléeMAC (Maintening
(Generalized) Arc-Consistancy), utilisant un schéma de branchements binaires. Ce dernierest à l’heure
actuelle l’algorithme de résolution du problèmeCSP le plus efficace. La figure3.15 illustre l’arbre de
recherche obtenue par l’application de l’algorithmeMAC où les heuristiques de choix de variables et de
valeurs sont données par l’ordre lexicographique.
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⊤

X1 = 1 X1 6= 1

X1 = 2

{. . .} propagation

⊤ chemin solution
nœud développé

// sous-arbre inconsitant
{(X2 6= 3)}

{(X2 = 4), (X3 = 1), (X4 = 4)}

FIGURE 3.15 – Arbre de recherche partiel construit par l’algorithme MAC.

Comme le montre la figure3.15, utiliser l’algorithmeMAC permet de réduire fortement la taille de
l’arbre. Néanmoins, pendant longtemps c’est une forme affaiblie de MAC, appeléeForward Checking
(FC), qui obtenait les meilleures performances. Leforward checking, proposé parHaralick et Elliott
(1980) dans le cas de réseaux binaires et parBessièreet al.(1999) dans le casn-aire, établit contrairement
à MAC une cohérence d’arc au voisinage des variables (et non pas à toutes les contraintes du réseau).
Plus précisément, la propriété de cohérence d’arc est maintenue entre la variable assignée et les variables
connectées à celle-ci par une contrainte.

La montée en puissance de l’algorithmeMAC est en partie due aux développements d’algorithmes
de maintien de la cohérence d’arc de plus en plus performants. En effet, comme le résume le tableau
3.1, les algorithmes proposés afin de maintenirAC à chaque nœud ont été largement étudiés. Chaque
nouvelle version étant (en général) plus performante que laprécédente. Ces algorithmes se distinguent
selon qu’ils soient à gros ou à grain fin. Dans les approches à gros grain la suppression d’une valeur d’une
variableX est propagée directement aux variables associées, c’est-à-dire que l’ensemble des variables
connectées àX par une contrainte sont révisées. Dans un algorithme à grainfin, la suppression d’une
valeurv deX implique uniquement la révision des valeurs des variables qui ont un lien avecv, c’est-
à-dire les valeurs apparaissant dans un tuple autorisé par une contrainteC construit surv. Bien qu’ils
permettent d’effectuer moins de révisions inutiles les algorithmes à grain fin sont moins utilisés du fait
de la difficulté à maintenir les structures de données nécessaires à leur mise en œuvre.

Algorithme Temps Espace Grain Auteur
AC3 O(e× d3) O(e) gros Mackworth(1977)
AC4 O(e× d2) O(e× d2) fin Mohr et Henderson(1986)

AC6 18 O(e× d2) O(e× d) fin Bessière et Cordier(1993)
AC7 O(e× d2) O(e× d2) fin Bessièreet al. (1999)
AC3d O(e× d3) O(e+ n× d) gros Van Dongen(2006)

AC3.2/3.3 O(e× d2) O(e× d) gros Lecoutreet al. (2003)
AC2001/3.1 O(e× d2) O(e× d) gros Bessièreet al. (2005)

AC3rm O(e×d2

e×d3
) O(e× d) gros Lecoutre et Hemery(2007)

AC2001-OP O(e× d2) O(e× d) gros Arangúet al. (2010)

TABLE 3.1 – Algorithmes étabilissant la cohérence d’arc et leur complexité.

Certains de ces algorithmes, tel queAC2001/3.1, semblent plus attractifs du fait qu’ils possèdent une
complexité temporelle optimale enO(ed2) (Mohr et Masini 1988) tout en restant relativement simples à
implémenter.

18. Cet algorithme utilise une structure de donné bien connue dans le monde deSAT : leswatched literals
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La consistance d’arc est sans nul doute la méthode de filtragela plus utilisée à l’heure actuelle. Elle
peut d’une certaine manière être rapprochée de la propagation unitaire utilisée dans le cadre deSAT.
Néanmoins, plusieurs auteurs ont proposé à partir des années 70 d’autres techniques de filtrages beau-
coup plus puissantes. Malgré leur puissance ces algorithmes sont pour la plupart uniquement appliquées
comme méthodes de prétraitement. En effet, ces méthodes ontdes complexités spatiales et temporelles
trop élevées pour être maintenues à chaque nœud de l’arbre derecherche.

Cohérence d’arcs singletons (Singleton Arc Cohérence(SAC)) Cette forme de cohérence, proposée
par Debruyne et Bessière(1997), consiste en quelque sorte à effectuer un parcours en largeur de pro-
fondeur 1 de l’arbre de recherche. Plus précisément, pour chaque variableX du réseau, les valeurs de
X sont assignées une à une et la cohérence d’arcs est exécutée.Si le réseau obtenu après avoir effectué
GAC est inconsistant, la valeur est supprimée.

Définition 3.25 (Cohérence d’arcs singletons). Un réseau de contraintesP = 〈X , C〉 est cohérent d’arc
singleton si et seulement si∀X ∈ X , ∀v ∈ X , le sous-réseauP|(X=v) est arc cohérent.

Exemple 3.23.Considérons le réseau de contraintes de la figure3.16-(a). L’assignation de la valeur 1 à
la variableX et l’application de la cohérence d’arcs rend le réseau inconsistant. La valeur1 peut donc
être supprimée deX. Cette suppression et l’application deAC implique les suppressions de1 deY et 1
deZ. Le réseau obtenu après ces suppressions, illustré dans la figure3.16-(b), estSAC.

X 1

2

Y 1

2

Z1

2

(a) réseau initial

X

2

Y

2

Z

2

(b) réseauSAC

FIGURE 3.16 – Suppression de valeurs par l’application deSAC.

De nombreux algorithmes ont été proposés afin d’établir la singleton arc-cohérence.Debruyne et
Bessière(1997) proposent un algorithme «brut force» de complexité en temps deO(n2×d2×O(GAC)),
nomméSAC1, qui consiste à tester une à une les interprétations de taille 1 et à relancerSAC chaque
fois qu’une valeur est supprimée. Une autre approche, proposée parBarták et Erben(2004), reprend la
philosophie deAC4 qui consiste à sauvegarder une liste de supports afin d’éviter du travail redondant.
Bessiere et Debruyne(2005) proposent une approche, nomméSAC-OPT, de complexité temporelle en
O(e × n × d3) dans le cas de réseaux binaires. Cependant, afin d’être optimal, SAC-OPT utilise des
structures de données conséquentes (O(e × n × d2)). Les auteurs proposent alorsSAC-SDS une version
non optimale mais plus « légère » deSAC-OPT qui effectue un compromis au niveau de la mémoire.
Finalement,Lecoutre et Cardon(2005) proposent une approche, nomméeSAC3, et qui contrairement
aux autres approches ne redémarre pas à chaque suppression de valeurs.
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Cohérence de chemin ((PC)Path Consistency) Cette forme de cohérence, proposée parMontanari
(1974) dans le cas de réseaux binaires, consiste à vérifier, qu’étant donnés deux couples{(X, v), (X ′ , v′)}
et pour toute variableX ′′ voisine deX etX ′, il existev′′ dans le domaine deX ′′ telle que{(X, v), (X ′′ , v′′)}
et{(X ′, v′), (X ′′, v′′)} sont des interprétations partielles consistantes.

Définition 3.26 (cohérence de chemin). SoitP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes, nous avons que :
– le chemin((X, v), (X ′ , v′)), tels que{X,X ′} ⊆ X , v ∈ dom(X) et v′ ∈ dom(X ′), est chemin-

cohérent si et seulement si∀X ′′ ∈ X\{X,X ′} il existev′′ ∈ dom(X ′′) telle que{(X, v), (X ′′ , v′′)}
et{(X ′, v′), (X ′′, v′′)} sont des interprétations partielles consistantes ;

– (X,X ′) ∈ X × X est chemin-cohérent si et seulement si∀(v, v′) ∈ dom(X) × dom(X ′),
((X, v), (X ′ , v′)) est chemin-cohérent ;

– P est chemin-cohérent si et seulement si tout couple(X,X ′) ∈ X × X est chemin-cohérent.

Exemple 3.24.Considérons le réseau de contraintesP illustré dans la figure3.17-(a). Ce réseau n’est
pas chemin-cohérent puisque ni((Y = 1), (Z = 2)) ni ((Y = 2), (Z = 1)) ne peuvent être étendus avec
une valeur deX tout en satisfaisant les contraintes(X 6= Y ) et (X 6= Y ). Afin de rendreP chemin-
cohérent, il suffit d’ajouter les tuples interdits((Y = 1), (Z = 2)) et ((Y = 2), (Z = 1)) conduisant
ainsi au réseau de contraintes de la figure3.17-(b).
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(a) réseau initial

X 1
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Z1
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X 6= Y X 6= Z

(b) réseau chemins-cohérent

FIGURE 3.17 – Application de la cohérence de chemins.

Remarque 3.6. Nous pouvons remarquer que la définition3.26 ne s’applique que dans le cadre de
contraintes binaires. En effet, les interprétations partielles considérées étant de taille deux, seules les
contraintes binaires ont besoin d’être vérifiées.

Contrairement à la cohérence d’arc, cette forme de cohérence implique de modifier les relations
associées aux contraintes et même éventuellement la structure du graphe de contraintes associées au
réseau. En effet, l’application de la chemin cohérence implique dans la plupart des cas de considérer un
réseau de contraintes en extension.

Même si la consistance de chemin permet de filtrer plus de valeurs que la cohérence d’arc, il peut
être coûteux de maintenir ce type de cohérence à chaque nœudsde l’arbre de recherche. En effet, la
complexité en espace dans le pire des cas de cet algorithme est deO(n2d2), correspondant au nombre
d’interprétations de taille 2, et possède une complexité temporelle dans le pire des cas deO(n4d5).

De nombreux algorithmes ont été proposés pour établir la cohérence de chemin d’un réseau. En fait,
chaque fois qu’une nouvelle technique a été proposée pour lacohérence d’arc elle a été appliquée pour la
consistance de chemin.PC1 (Montanari 1974, Mackworth 1977) peut être vue comme une extension de
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AC1, PC2 (Mackworth 1977) est une extension deAC3, PC3 (Mohr et Henderson 1986) et PC4 (Han et
Lee 1988) utilisent une liste supports commeAC4, PC5 (Singh 1995) etPC6 (Chmeiss 1996) découlent de
AC6, PC5++ (Singh 1995) applique la bidirectionnalité deAC7 etPC2001 (Zhang et Yap 2001, Bessière
et al.2005) est une extension deAC2001. Finalement, les algorithmesPC7 (Chmeiss et Jégou 1996) et
PC8 (Chmeiss et Jégou 1998) sont quant à eux des amélioration dePC6.

La k-cohérence forte et la(i − j)-cohérence Peu de temps après le papier deMontanari (1974),
Freuder(1978) a proposé une généralisation des cohérences d’arc et de chemin appeléek-cohérence.

Définition 3.27 (k-cohérence). SoitP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes, nous avons que :
– A = {(X1, v1), (X2, v2), . . . , (Xk−1, vk−1)} un ensemble d’assignations consistant, tel que∀i,

Xi ∈ X , vi ∈ dom(Xi) etXi 6= Xj pour 1 ≤ i < j ≤ k − 1, estk-cohérent si et seulement si
∀X ′ ∈ X \ {X1,X2, . . . Xk−1} il existev′ ∈ dom(X ′) tel queA ∪ {(X ′, v′)} est consistant ;

– Y ⊆ X , de tel sorte que|Y| = k− 1, estk-cohérent si et seulement si quelque soit l’instanciation
A = {(X1, v1), (X2, v2), . . . , (Xk−1, vk−1)} consistante telle que∀i,Xi ∈ Y telle que∀i,Xi ∈
Y,A estk-cohérente ;

– P estk-cohérent si et seulement si∀Y ⊆ X tel que|Y| = k − 1, Y estk-cohérent.

La k-cohérence est une notion générale permettant de redéfinir les notions de cohérence présentées
précédemment. En effet dans le cadre de réseau de contraintes binaires, la cohérence de nœud, d’arcs
et de chemins correspondent respectivement à la1-cohérence,2-cohérence et3-cohérence. Cependant,
comme l’a démontréeDechter(1990b), la cohérence de chemin n’est pas équivalente à la3-cohérence
dans le cadren-aire. En effet, la cohérence de chemin garantit que tout couple de valeur est cohérent avec
les contraintes binaires du réseau (voir remarque3.6) tandis que la3-cohérence permet de considérer des
contraintes d’arité supérieures.

Exemple 3.25.Considérons le réseau de contraintesP de la figure3.18-(a). PuisqueP ne possède pas
de contraintes binaires,P est chemin cohérent. CependantP n’est pas3-cohérent. En effet, l’instan-
ciation {(X1 = 1), (X2 = 2)} ne peut pas être étendue à la variableX3. Afin de rendre le réseau
3-cohérent il est nécessaire d’ajouter l’ensemble de tuplesinterdits représentés en pointillé sur la figure
3.18-(b).
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(b) réseau3-cohérent

FIGURE 3.18 – Application de la3-cohérence.

La k-cohérence permet d’assurer que toutes les instanciationsdek − 1 variables sont consistantes.
La question est alors de savoir s’il est possible de construire une telle instanciation. Pour cela, la notion
dek-cohérence forte a été introduite.
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Définition 3.28. SoitP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,P est fortementk-cohérent si et seulement
s’il estk′-cohérent pour tout1 ≤ k′ ≤ k.

Freuder(1985) propose une notion, appelée(i, j)-cohérence, permettant de généraliser la notion
dek-cohérence. Cette approche emprunte le cheminement inverse qui consiste à vérifier s’il existe une
instanciation cohérente de taillek en fixant une valeur d’une variable. De manière générale, est-il possible
d’étendrei assignations à une instanciation de taillej.

Définition 3.29 ((i, j)-cohérence). SoitP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes, nous avons que :
– A = {(X1, v1), (X2, v2), . . . , (Xi, vi)} un ensemble d’assignations consistant, tel que∀l,Xl ∈
X , vl ∈ dom(Xl) et Xl 6= Xm pour 1 ≤ l < m ≤ i, est (i, j)-cohérent si et seulement si
∀Y ⊆ X \ {X1,X2, . . . Xi} avec|Y| = j, il est possible de construire une instanciation partielle
A ∪

⋃

X∈Y
v∈dom(X)

(X, v) consistante ;

– Y ⊆ X , de telle sorte que|Y| = i, est(i, j)-cohérent si et seulement si quelque soit l’instanciation
A = {(X1, v1), (X2, v2), . . . , (Xi, vi)} consistante telle que∀i,Xi ∈ Y,A est(i, j)-cohérente ;

– P est(i, j)-cohérent si et seulement si∀Y ⊆ X tel que|Y| = i, Y est(i, j)-cohérent.

Remarque 3.7.Comme nous l’avons souligné précédemment, il est possible de réécrire lak-cohérence
comme la(k − 1, 1)-cohérence et l’inversek-cohérence comme la(1, k − 1)-cohérence.

Du fait de leur complexité élevée, les formes de cohérences locales au-delà de la3-cohérence, forte
ou non, sont rarement utilisées en pratique. En effet, afin d’effectuer lak-cohérence il est nécessaire
d’énumérer dans le pire des cas lesdk−1 instanciations de taillek − 1. Plus précisément,Cooper(1989)
a montré que dans le pire des cas l’algorithme permettant d’établir la k-cohérence, forte ou non, est en
complexité temporelleO(nk × dk). Cette complexité rend inutilisable l’application de lak-cohérence à
chaque nœud de l’arbre de recherche dès lors quek est grand. Cependant, il est possible d’utiliser ces
formes de cohérences en prétraitement au début de la recherche.

3.2.3.2 Les contraintes globales

Les contraintes globales, introduite par (Lauriere 1978), sont des contraintes classiques auquel les
sont appliquées des algorithmes de filtrages spécifiques. Elles permettent d’englober plusieurs contraintes
et de décrire de manière concise une relation. La première, et la plus célèbre est la contrainte d’exclu-
sion mutuelle pour un ensemble de variablesX (AllDiff(X )). Cette contrainte permet de préciser que
les valeurs choisies pour les variables impliquées doiventtoutes être différentes (Régin 1999). Ces con-
traintes permettent de conserver le sens de la contrainte, ce qui permet d’adapter l’algorithme de filtrage
à chaque contrainte globale. En contrepartie de ce gain d’expressivité, les contraintes globales font appel
à des techniques de filtrage beaucoup plus complexes que celles utilisées généralement. Néanmoins, les
avantages apportés par une modélisation à l’aide de telles contraintes ne se limitent pas à des procédures
de filtrage spécifiques. En effet, il existe des procédures devérification capable de prouver l’inconsistance
d’un problème. Il existe un catalogue de plus de 350 contraintes globales (Beldiceanuet al.2005).

3.2.3.3 Choix heuristiques

Comme pourSAT, l’ordre avec lequel sont affectées les variables et la valeur selon laquelle elles
doivent être assignées est très important et joue un rôle prépondérant en ce qui concerne la taille de
l’arbre recherche (Bacchus et Run 1995, Gent et al. 1996, Ginsberget al. 1990, Haralick et Elliott
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1980). Malheureusement, décider du meilleur couple variable/valeur à assigner est aussi difficile que
de répondre à la satisfaisabilité duCSP(Liberatore 2000). Comme pourSAT, il est nécessaire de recourir
à des heuristiques afin d’estimer au mieux quelle est la prochaine branche à explorer.

Heuristique de choix de variables L’ordre selon lequel les variables sont assignées peut êtreobtenu
statiquement, c’est-à-dire que l’ordre d’affectation estcalculéa priori avant le commencement de la
recherche. Cependant, puisqu’il est difficile de prévoir enamont l’aspect de l’arbre de recherche, l’appli-
cation d’une telle approche est en pratique inefficace. Une autre approche consiste à exploiter différentes
informations sur l’état courant ou passé du problème afin de déterminer la variable la plus prometteuse.
Ces heuristiques sont dynamiques et s’appuient pour la plupart sur l’un des deux principes suivants :
« fail first » (Haralick et Elliott 1980) et «promise» (Beck et al. 2004). Ces deux politiques orientent
la recherche de façon complètement opposée. Le principe «fail first » tente de guider la recherche le
plus vite possible vers un échec tandis que «promise» tente d’assigner le maximum de variables. Nous
dressons une liste non exhaustive d’heuristiques de choix de variables dynamiques :

– dom : cette heuristique, proposée parHaralick et Elliott(1980), est la première heuristique dy-
namique. Elle utilise la taille du domaine des variables du réseau courant afin de discriminer la
prochaine variable. Plus précisément, elle choisit la variable dont le domaine est le plus petit
comme prochaine variable à assigner ;

– ddeg : proposée parDechter et Meiri(1989), elle consiste à ordonner les variables de manière
décroissante en fonction de leur degré courant. En d’autrestermes, elle sélectionne en priorité la
variable connectée avec le plus grand nombre de variables non encore assignées ;

– wdeg : l’heuristiquewdeg(Weighted degree), proposée parBoussemartet al. (2004), consiste à
choisir les variables apparaissant dans les contraintes les plus souvent falsifiées. Cette approche,
expérimentée dans le cadre deSAT par Brisoux et al. (1999), consiste à associer un compteur
à chaque contrainte. Ce compteur, initialisé à 1, est incrémenté lorsque la contrainte qui lui est
associée est violée au cours de la recherche. Grâce à cette pondération, il est possible d’estimer les
parties difficiles ou les noyaux inconsistants d’une instance CSP. Le degré pondéré d’une variable
X est alors obtenu en sommant le poids des contraintes impliquant X et au moins une autre
variable non assignée ;

– combinaison heuristiques : il est possible de combiner les trois heuristiques précédentes afin
d’en obtenir de nouvelles. En pratique, combiner ces heuristiques permet d’obtenir de meilleures
performances que de les exécuter séparément. Les heuristiquesdom/deg (Bessière et Régin 1996)
et dom/ddeg (Smith et Grant 1997) sont, par exemple, en moyenne plus efficace que les heuris-
tiquesdom ou ddeg seules. Elles consistent respectivement à choisir en priorité la variable avec
le plus petit ratio taille du domaine courant sur le degré pris sur le réseau initiale et le ratio taille
du domaine courant sur degré courant. À l’heure actuelle la combinaison d’heuristiques la plus ro-
buste estdom/wdeg (Boussemartet al.2004, Lecoutreet al.2004, Hulubei et O’Sullivan 2005).
Elle consiste à sélectionner en priorité la variable avec leplus petit ratio taille du domaine courant
sur degré pondéré courant.

Heuristique de choix de valeur Lorsqu’un schéma de branchements binaires est utilisé, il est néces-
saire de sélectionner parmi l’ensemble des valeurs du domaine de la variable choisie par l’heuristique
de choix de variables celle qui doit être assignée ou réfutée. Contrairement àSAT, le nombre de valeurs
candidates peut être très important et sélectionner efficacement la plus appropriée est une tâche ardue. Il
n’est pas rare qu’en pratique le choix de la prochaine valeursoit effectué de manière aléatoire ou en fonc-
tion de l’entier associé à la valeur (la plus petite valeur par exemple). Cependant, il est possible de trouver
dans la littérature un certain nombre d’heuristiques. Nousen donnons ici une liste non exhaustive :
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– Dechter et Pearl(1987) proposent une heuristique de choix de valeur statique basée sur une ap-
proximation du nombre de solutions de chaque sous-problème. Cette approximation est obtenue en
relaxant le graphe de contraintes initial par la suppression de certaines contraintes jusqu’à obtenir
un arbre. Une fois ce dernier obtenu, il est possible de comptabiliser le nombre de solutions d’un
arbre en temps polynomial. Les valeurs sont alors ordonnéesde manière décroissante en fonction
du nombre de solution où elles apparaissent. D’autres travaux, s’appuyant sur cette approche, ten-
tent d’estimer de manière dynamique ce nombre grâce à l’utilisation de réseaux Bayesiens (Kask
et al.2004, Meiselset al.2000) ;

– Ginsberget al. (1990) proposent d’estimer l’impact de l’assignation d’une valeur v deX sur le
domaine des autres variables. Pour cela, ils calculent pourchaque variableY du réseau la taille de
dom(Y ) obtenue sur le réseau simplifié par la propagation de(X = v). Plus précisément, étant
donné un réseau de contraintesP = 〈X , C〉, ils définissent une fonctionf telle quef(Y,P) est
le nombre de valeurs qui reste dans le domaine deY après la propagation de contraintes effectuée
surP. À partir de ce principe deux heuristiques vont voir le jour afin de sélectionner la valeur
à assigner pour une variableX choisie. La première, appelée «promise» et proposée parFrost
et Dechter(1995), consiste à choisir la valeurv qui maximise

∑

Y ∈X

f(Y,P|(X=v)). La seconde,

appelée «min-conflict» et proposée parGeelen(1992), maximise quant à elle le produit, c’est à
dire

∏

Y ∈X
f(Y,P|(X=v)) ;

– une des heuristiques les plus utilisées à ce jour est basée sur le même principe que l’heuristique
de choix de variableswdeg. Elle s’appuie sur une analyse du passé afin de déterminer quelle
est la valeur qui a la plus forte probabilité de conduire à un noyau minimalement incohérent. Pour
cela, un compteur est associé à chaque valeur du problème. Lorsqu’un conflit est atteint, les valeurs
ayant conduit à cet échec sont incrémentées. La valeur choisie est la valeur qui maximise ce poids ;

– il est aussi possible d’étendre certaines heuristiques utilisées dans le cadre deSAT. Par exemple,
Lecoutreet al. (2007) proposent d’étendre l’heuristique de choix de valeursJW (Jeroslow et Wang
1990) au problèmeCSP.

3.2.3.4 Randomisation et Redémarrages

Comme nous l’avons déjà énoncé dans le cadre deSAT (voir section3.1.5.3), les algorithmes de
backtrackingsont très sensibles aux choix effectués au sommet de l’arbre. En effet, il peut y avoir de
forte variabilité de performances en fonction de l’ordre selon lequel les variables sont assignées. Afin de
tirer partie de ce phénomène deux techniques ont été proposées. Ces techniques, appeléesrandomisation
et redémarrages, permettent de parcourir l’espace de recherche de manière différente.

Plusieurs méthodes ont été proposées afin d’ajouter du « bruit » au sein de l’algorithme debacktrack-
ing. Harvey(1995) propose, par exemple, d’effectuer des permutations aléatoires dans l’ordre de choix de
variables ou de valeurs.Gomeset al. (1998) proposent de randomiser l’ordre d’assignation des variables
en modifiant la stratégie permettant de départager les ex aequo (par exemple, pour l’heuristiquedom
deux variables ayant la même taille de domaine sont une fois départagées avec l’ordre lexico et une autre
fois avec l’ordre lexico inverse) ou en choisissant la variable qui a le moins de chance d’être sélectionnée
(par exemple, la variable avec le plus grand domaine pour l’heuristiquedom). D’autres alternatives con-
sistent à choisir la variable avec une certaine probabilitédonnée par le poids de la variable ou de choisir
aléatoirement, parmi un portfolio d’heuristiques, une nouvelle heuristique pour chaque point de choix.

Afin d’être efficace il est nécessaire que ces approches soient effectuées le plus haut possible dans
l’arbre de recherche. Pour effectuer cela une méthode simple consiste à effectuer périodiquement un redé-
marrage. Comme pourSAT, cette approche consiste à arrêter l’évaluation de l’interprétation courante et
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à reprendre le problème depuis la racine de l’arbre de recherche tout en conservant certaines informa-
tions, telles que le poids des contraintes fournies par l’heuristiquewdeg. Ces politiques de redémarrages
sont calculées en fonction du nombre de conflits rencontrés et sont semblables aux heuristiques statiques
présentées dans le cadre deSAT (voir 3.1.5.3).

3.2.4 Synthèse

Dans cette section, nous avons vu qu’il était possible d’utiliser les propriétés des contraintes pour
réduire l’espace de recherche. Ces méthodes, appelées cohérence locale, combinées avec un simple al-
gorithme debacktrackingpermettent d’obtenir des algorithmes de résolution complets efficaces. Néan-
moins, il est très rare que des formes de cohérences plus fortes que la cohérence d’arc soit maintenue
à chaque nœud de l’arbre de recherche. En effet, elles sont pour la plupart difficiles à maintenir et né-
cessitent souvent la mise en place de structures de données complexes et gourmandes en mémoire. Par
conséquent, ces méthodes sont, au mieux, utilisées pour le prétraitement de la formule.

3.3 Conclusion

Nous venons de présenter différents paradigmes pour résoudre de manière exacte les problèmesSAT

et CSP. Comme nous l’avons déjà fait remarqué initialement, ces méthodes s’appuient sur une recherche
arborescente et utilisent des méthodes de propagation de contraintes afin de couper les branches ne
pouvant conduire à une solution. Cependant, les similitudes ne s’arrêtent pas là puisque quelque soit
le formalisme utilisé ces méthodes se comportent de la même manière pour tous types de problèmes.
En effet, que ce soit enSAT ou enCSP, ces approches sont très efficaces sur les instances structurées
et très mauvaises sur les instances aléatoires. De plus, du fait de leur nature exponentielle, il s’avère
que sur certaines instances de grandes tailles elles soientinefficaces et ne permettent de fournir aucune
information sur le problème posé.

Comme nous pouvons le remarquer, les avantages et les inconvénients des approches debacktrack-
ing sont respectivement les inconvénients et les avantages desméthodes de recherche locale. En effet,
ces dernières sont efficaces sur les instances aléatoires etinefficaces sur les instances structurées, elles
peuvent travailler sur les instances de grande taille mais sont incapables de prouver l’inconsistance d’une
formule. En partant de ce constat, il parait intéressant d’hybrider ces deux types d’approches afin d’en
combiner les avantages. L’élaboration de telles approchesest discutée dans le chapitre suivant.
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Chapitre

4Recherche Locale et méthodes complètes :
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COMME nous l’avons vu lors de la présentation des algorithmes incomplets (voir chapitre2) et des
algorithmes complets (voir chapitre3), la recherche locale et les algorithmes debacktrackingsont

complémentaires. Partant de ce constat, il semble tout à fait naturel de s’interroger sur la faisabilité
d’une approche permettant de tirer avantage de chacun de cesdeux paradigmes de résolution. Une telle
combinaison a même été élevée au rang de défi par la communautéSAT. En effet,Selmanet al. (1997)
proposent dix challenges dont le septième expose le problème suivant :

« Demonstrate the succesful combination of stochastic loca l search and

systematic search techniques, by the creation of a new algor ithm that

outperforms the best previous examples of both approaches. »

Le but d’une méthode hybride est d’exploiter les qualités des différentes approches utilisées en son
sein. Une hybridation parfaite serait une méthode meilleure que les deux approches prises séparément.
Dans ce chapitre, nous présentons différents schémas d’hybridation et certains exemples de solveurs les
utilisant.

4.1 Schémas de combinaisons existants

Depuis quelques années, beaucoup d’approches ont été proposées afin de faire coopérer méthodes
complètes et incomplètes. Ces dernières peuvent être classifiées en fonction de la manière dont les deux
méthodes interagissent. Nous distinguons généralement deux catégories d’approches hybrides, comme
l’illustre la figure4.1:

– combinaisons collaboratives: par collaboration nous entendons que les algorithmes échangent des
informations et qu’ils sont exécutés de manière indépendante séquentiellement ou en parallèle.
Une manière d’implémenter ce schéma consiste par exemple à exécuter une des deux méthodes en
prétraitement de l’autre ;
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– combinaisons intégratives: par intégration nous entendons que l’une des méthodes est une subor-
donnée ou une composante d’une autre méthode. Ainsi, nous distinguons un « maître », pouvant
être soit une méthode complète soit une méthode incomplète,possédant au moins un « esclave ».
Par exemple, la recherche locale peut aider un algorithme debacktrackingsoit comme heuristique
de branchement soit afin d’étendre l’interprétation courante en une solution. Dans d’autre cas, la
recherche locale peut être vue comme le processus principalet la propagation de contraintes peut
être utilisée pour limiter l’espace de recherche ou pour capturer la structure du problème. D’autres
approches consistent à utiliser une méthode complète pour explorer le voisinage d’un minimum
local afin de s’en extraire.

Combinaisons entre algorithmes complet et incomplet

Combinaisons collaboratives

Combinaisons intégratives

Incorporation d’une méthode complète dans une méthode incomplète

Incorporation d’une méthode incomplète dans une méthode complète

FIGURE 4.1 – Classification des méthodes hybrides.

Dans les deux sections suivantes, cette classification est détaillée et des exemples de solveurs issus
de la littérature, portant aussi bien sur le domaineSAT queCSP, sont présentés.

4.2 Hybridations collaboratives

Dans cette section nous présentons trois approches où la combinaison entre la recherche locale et les
méthodes complètes est de haut niveau (c’est-à-dire que aucun algorithme n’est inclus dans un autre). La
première consiste à utiliser une des deux méthodes en prétraitement de l’autre (Crawford 1993, Eisenberg
et Faltings 2003, Phamet al. 2007b, Pariset al. 2007, Mouhoub et Jafari 2011), la seconde exécute de
manière alternée les deux approches (Vion 2007) et la dernière consiste à résoudre des sous-problèmes,
obtenus à l’aide d’une recherche locale, grâce un algorithme complet (Zhang et Zhang 1996, Fang et
Hsiao 2007, Letombe et Marques-Silva 2008).

4.2.1 Prétraiter à l’aide de l’une des deux méthodes

Une manière simple de faire collaborer deux approches est d’en exécuter une en prétraitement de
l’autre. La première approche présentée consiste à utiliser la recherche locale en prétraitement d’une
méthode complète. En effet, comme nous l’avons souligné et comme l’ont montréGrégoireet al.(2007),
pour la détection deMUS, la recherche locale fournie une bonne heuristique en ce quiconcerne la dé-
tection de noyaux insatisfiables. Il semble donc naturel d’utiliser cette dernière en prétraitement afin d’i-
dentifier les parties difficiles de l’instance à résoudre. C’est sur ce principe que sont basées les approches
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proposées parCrawford(1993), dans le cadre deSAT, Eisenberg et Faltings(2003) et plus récemment
Mouhoub et Jafari(2011), dans le cadreCSP. La recherche locale est exécutée sur le problème initial
pendant un certain laps de temps afin de pondérer les clauses susceptibles d’appartenir à un noyau mini-
malement inconsistant. Une fois cet intervalle de temps écoulé, le poids obtenu au niveau des contraintes
est utilisé afin d’ordonner les variables en vue d’un parcours systématique de l’espace de recherche. La
figure4.2 illustre un tel schéma d’hybridation.

Recherche
locale

Algorithme de
backtrackingPoids des contraintes

FIGURE 4.2 – La recherche locale comme prétraitement d’une méthodecomplète.

Une autre manière de prétraiter un problème consiste à utiliser une des deux méthodes afin d’extraire
des informations structurelles ou de produire un sous-problème plus « facile » à résoudre.Phamet al.
(2007b) proposent, dans le cadre deSAT, une approche utilisant une méthode complète (Ostrowskiet al.
2002) afin d’extraire de la formule des dépendances fonctionnelles. Une fois ces dernières récoltées, un
graphe de dépendances est généré et une méthode de recherchelocale est exécutée sur le sous-ensemble
des variables indépendantes. Cependant, afin d’exploiter au mieux la structure du problème la fonction
de coût est redéfinie de manière à considérer les portes préalablement calculées. Pour cela, chaque con-
trainte conserve les variables qui, si elles sont inversées, changent la valeur de vérité associée à la porte.
Pour définir le nombre de portes satisfaites (respectivement falsifiées) après l’inversion de la valeur de
vérité d’une variable il suffit alors de comptabiliser le nombre de contraintes falsifiées (respectivement
satisfaites) où celle-ci apparaît.

Exemple 4.1. Considérons le graphe de dépendances illustré dans la figure4.3 obtenu à partir de la
formuleΣ = {(¬g1 ∨ v2 ∨ v3), (g1 ∨ ¬v2), (g1 ∨ ¬v3), (g2 ∨ ¬v2 ∨ ¬v3), (¬g2 ∨ v3), (¬g2 ∨ v4), (g3 ∨
g1 ∨ g2), (¬g3 ∨ ¬g1 ∨ g2), (¬g3 ∨ g1 ∨ ¬g2), (g3 ∨ ¬g1 ∨ ¬g2), (v1 ∨ g1)}. L’ensemble{v1, v2, v3, v4}
représente les variables indépendantes du problème. À partir du graphe il est possible de déterminer
qu’inverser la valeur de vérité dev2 permet de satisfaire la contrainteα ainsi que les deux portesg1 et
g3 tandis que flipperv3 satisfait la porteg2 mais falsifieg3.

v1 v2 v3 v4

g1 g2

α g3

∨ ⇔

∧ ∨

{v1, v2} {v2, v3}

{v2} {v3}
nœud falsifié
nœud satisfait

FIGURE 4.3 – Utilisation des dépendances fonctionnelles au sein d’une recherche locale.

Toujours dans le cadre deSAT, Pariset al. (2007) proposent d’utiliser la recherche locale afin de
fournir un ensemblestrong backdoor19 de taille raisonnable pour guider une méthode complète. Pour ce
faire, les auteurs proposent une utilisation originale d’une méthode de recherche locale afin de fournir

19. SoitΣ une CNF, un ensemble de variablesB est un ensemblebackdoors’il existe une interprétation des variables de
B telle que la formuleΣ simplifiée appartient à une classe polynomiale deSAT. Cet ensemble est ditstrong backdoorsi pour
toute interprétation des variables deB la formule simplifiée appartient à une classe polynômiale pour le problèmeSAT.
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un renommage maximisant la sous-formule horn-renommable d’une CNF donnée. Plus précisément, ils
proposent de modifier la fonction objective de telle sorte que la fonction à minimiser soit le nombre de
clauses non-horn. La redéfinition de cette dernière permet alors d’utiliser les techniques de recherche
locale traditionnelles (exemple :NOVELTY, WALK SAT, . . .) afin d’obtenir une méthode permettant de
définir un renommage minimisant la partie non-horn de la formule. Ensuite, à partir de la sous-formule
non-horn obtenue, un ensemblestrong backdoorest extrait. Cet ensemble est alors utilisé au sein d’un
solveurCDCL afin de guider l’heuristique de choix de variables.

4.2.2 Exécution alternée

Vion (2007) propose une approche hybride qui consiste à alterner l’exécution d’une recherche locale
et d’un algorithme de typeMAC. Dans cette dernière, illustrée dans la figure4.4, les deux approches sont
exécutées séquentiellement pendant un certain laps de temps tout en se transmettant des informations.
Plus exactement, la recherche locale effectue un certain nombre de réparations pendant lesquels des
informations sur le problème sont extraites (pondération des clauses falsifiées). Lorsque le nombre de
flips maximal est atteint et qu’aucune solution a été trouvée, l’ensemble des informations collectées est
transmis à un algorithme debacktrackingqui prend alors le relais. Ce dernier est exécuté de la même
manière tant qu’un certain nombre de conflits n’a pas été atteint, si une solution ou l’absence de solution
est démontrée le résultat est retourné, sinon la recherche locale reprend la main et ainsi de suite. Un
des avantages de cette approche est que, s’il existe une meilleure stratégie pour un problème donné (par
exemple, la recherche locale pour les problèmes aléatoiresdifficiles, ou la recherche systématique pour
les problèmes industriels), le temps perdu à exécuter l’autre approche est limité.

Recherche locale

Algorithme de
backtracking

Poids des contraintes
Nogoods

Interprétation partielle consistante
Poids des contraintes

FIGURE 4.4 – Exécution alternée d’une recherche locale et d’un algorithme debacktracking.

4.2.3 La recherche locale pour extraire un sous-problème inconsistant

Nous présentons ici deux méthodes où la recherche locale estutilisée pour extraire un sous-problème
qui est ensuite fourni à une méthode complète afin d’être résolu. La première est une approche proposée
par Zhang et Zhang(1996) et est décrit dans l’algorithme4.1. Elle consiste à exécuter une recherche
systématique sur le sous-problème induit par une interprétation partielle. Plus précisément, étant donnée
une formuleΣ, la méthode commence par choisir aléatoirement une interprétation partielleI (ligne 2),
puis une méthode complète de typeDPLL tente de résoudre le sous-problèmeΣ|I (ligne 4). Si cette
dernière échoue, l’interprétation partielle est réparée àl’aide d’une stratégie de recherche locale (ligne 5)
et le processus est itéré. Cette méthode, du fait qu’elle travaille sur un sous-problème, n’est pas capable
de prouver l’inconsistance de la formule et est par conséquent incomplète.
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Algorithme 4.1 : Approche hybride de Zhang et Zhang (1996)
Données: Σ un ensemble de contraintes etnbRep le nombre de réparations autorisées par la RL
Résultat : vrai si le réseau est satisfiable
Début1

Ip ←− interprétation partielle générée de manière aléatoire;2

tant quevrai faire3

si DPLL(Σ|Ip) alors retourner vrai; / * Σ est cohérent * /4

RL(Σ,Ip, nbRep)5

Fin6

La seconde approche, proposée parFang et Hsiao(2007) et revisitée parLetombe et Marques-Silva
(2008), est décrite dans l’algorithme4.2. Elle consiste à utiliser la recherche locale afin de construire
incrémentalement un ensemble de clauses qui est ensuite résolu par une approche de typeDPLL. Plus
précisément, soientΣ un problème à résoudre,Ψ un ensemble de contraintes initialisé à vide etI une
interprétation utilisée par une méthode de recherche locale. La recherche locale commence par rechercher
une solution au problèmeΣ (ligne 4). Après un temps donné, si aucune solution n’est trouvée, l’ensemble
de clauses falsifiées par l’interprétationI est ajouté àΨ (ligne 6). Un solveur de typeDPLL est ensuite
exécuté sur la sous-formuleΨ. Si ce sous-problème est montré incohérent, le problème initial est aussi
montré incohérent (ligne 9). Sinon,I est réparée à l’aide du modèle trouvé (lignes 7-8) et la recherche
locale est de nouveau exécutée. Ce processus est réitéré tant qu’une solution ou que l’absence de solution
n’a pas été démontrée (lignes 2-9). Afin de rendre la méthode complète, une clauseβ ∈ Σ \ Ψ, choisie
de manière aléatoire, est ajoutée àΨ avant chaque nouvelle itération de l’approche complète (ligne 9).

Algorithme 4.2 : Approche hybride de Fang et Hsiao (2007)
Données: Σ un ensemble de contraintes etnbRep le nombre de réparations autorisées par la RL
Résultat : vrai si le réseau est satisfiable,faux sinon
Début1

I ←− interprétation complète générée de manière aléatoire ;Ψ←− ∅;2

tant quevrai faire3

RL(Σ,I, nbRep) ;4

si I |= Σ alors retourner vrai; / * Σ est cohérent * /5

Ψ←− Ψ ∪ {α ∈ Σ telle queI |6= Σ} ∪ {β} telle queβ ∈ Σ \Ψ;6

si DPLL(Ψ) alors7

I ←− I ′ ∪ {ℓ ∈ I telle queℓ 6∈ I ′ et ℓ̃ 6∈ I ′} oùI ′ est le modèle trouvée;8

sinon retourner faux; / * Σ est incohérent * /9

Fin10

4.3 Hybridations intégratives

Dans cette section nous exposons une liste non exhaustive desolveurs hybrides de type intégratifs.
Pour présenter ces méthodes nous employons la notion de souche qui caractérise la base de la méth-
ode à savoir, complète ou incomplète. Par exemple, si nous utilisons une recherche locale pour trouver
la variable de branchement d’un algorithme systématique, nous considérons que la souche est de type
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complète.

4.3.1 Complet greffé sur incomplet

Cette catégorie regroupe les schémas de coopération où l’utilisation de mécanismes empruntés aux
méthodes complètes est utilisée afin de modifier ou d’orienter une méthode incomplète. Nous décrivons
ici deux approches basées sur ce principe. La première consiste à ajouter des contraintes à la formule
afin de la rendre complète (Ginsberg et McAllester 1994, Cha et Iwama 1996, Fang et Ruml 2004). La
seconde est basée sur une utilisation des processus de propagation de contraintes (Balint et al. 2009,
Gableske et Heule 2011, Vasquez et Dupont 2002, Jussien et Lhomme 2002, Havens et Dilkina 2004).

4.3.1.1 Ajouts de contraintes

Cette méthode a d’abord été initiée dans le cadre deCSPparGinsberg et McAllester(1994) et ensuite
parCha et Iwama(1996) dans le cadre deSAT. Cette approche, décrite dans l’algorithme4.3, est basée sur
une recherche locale où la stratégie d’échappement consiste à ajouter des contraintes à la formule initiale
lorsqu’un minimum local est atteint. L’ajout de telles contraintes permet à la fois de sortir du minimum
local, par redéfinition de la fonction objectif, et de pouvoir montrer l’incohérence de la formule. Ce
principe a ensuite été exploré et amélioré parFang et Ruml(2004) et Shen et Zhang(2005) dans le
cadre deSAT. Néanmoins, la principale différence entre toutes ces approches réside dans la manière dont
sont générées les contraintes à ajouter. Dans la méthode proposée parGinsberg et McAllester(1994)
les contraintes ajoutées correspondent à des « nogood » générés à partir d’une contrainte falsifiée par
l’interprétation courante à l’aide de la méthode introduite dans l’article deMcAllester (1993). Dans le
cadre deSAT, les contraintes ajoutées correspondent à une (Cha et Iwama 1996) ou plusieurs (Fang
et Ruml 2004, Shen et Zhang 2005) clauses générées par résolution à partir de clauses falsifiées par
l’interprétation courante lorsqu’un minimum local est atteint. Le point commun de ces trois approches
est que les clauses générées sont toujours obtenues à partird’une seule résolvante. Dans le chapitre6
nous proposons d’étendre ce concept en considérant un chemin de résolutions. Plus précisément, nous
proposons une approche basée sur la construction et l’analyse d’un graphe d’implications comme cela
est fait dans les méthodes complètes de typeCDCL (Zhanget al.2001).

Algorithme 4.3 : Ajout de contraintes au sein d’une recherche locale.
Données: F : un ensemble de contraintes
Résultat : vrai si le problème est satisfiable,faux sinon
Début1

I ←− interprétation complète générée de manière aléatoire;2

tant quevrai faire3

tant que (∃I ′ ∈ N (I) permettant une descente) faire4

I ←− I ′5

si (I |= F) alors retourner vrai ;6

SoitΨ un ensemble de contraintes généré par résolution à partir declauses falsifiées parI;7

si⊥ ∈ Ψ alors retourner faux ;8

F ←− F ∪Ψ;9

Fin10
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4.3.1.2 Filtrer l’espace de recherche

Si la recherche locale utilise les contraintes pour définir une fonction d’évaluation, elle peut utiliser
la formulation de ces contraintes et exploiter le fait qu’elles puissent réduire l’espace de recherche,
notamment grâce aux algorithmes de propagation de contraintes telles que la propagation unitaire (voir
section3.1.4.1) dans le cadre deSAT, et l’arc-cohérence (voir section3.2.3.1) dans le cadreCSP. Nous
présentons ici deux approches s’appuyant sur ce principe.

La première approche est une méthode nommée UNITWALK et a été introduite parHirsch et Ko-
jevnikow(2005) dans le cadre deSAT. Le schéma général, décrit dans l’algorithme4.4, ressemble à celui
de WALK SAT, excepté que chaque essai commençant avec une affectation aléatoire différente est consti-
tué de périodes. Pendant une période, au moins un flip (souvent beaucoup plus) est effectué. L’algorithme
commence par choisir une permutation aléatoire des variables (ligne 4). Ensuite, il effectue une copie de
la formule initiale (ligne 5) et simplifie, à chaque pas de recherche, la formule avec une méthode de prop-
agation unitaire (lignes 6-13). La seule différence entre cette propagation unitaire et celle utilisée par les
méthodes exactes réside dans le fait que l’interprétation étant déjà complète, la valeur des variables appa-
raissant dans les clauses unitaires n’est flippée que si la clause était fausse (ligne 9). Lorsque plus aucune
clause unitaire n’apparaît, la formule est simplifiée en prenant la variable de la permutation suivante et
sa valeur dans l’affectation courante comme paramètres (ligne 11). Si une période s’est déroulée sans
aucun flip, une variable est choisie aléatoirement et sa valeur est inversée pour que la période suivante
soit différente de la dernière effectuée (ligne 13-14).

Algorithme 4.4 : UNITWALK

Données: Σ une CNF telleVΣ = {x1, x2, . . . xn}et deux entiersmaxEssais etmaxPeriodes
Résultat : vrai si le problème est satisfiable,faux s’il est impossible de conclure
Début1

pour t de0 àmaxEssais faire2

I ←− une interprétation complète générée aléatoirement;3

π = permutation aléatoire de1 . . . n;4

Ψ = Σ;5

pour p de0 àmaxPeriodes faire6

pour i de0 à n faire7

pour chaqueα ∈ Ψ telle que|α| = 1 faire8

I ←− (I \ ¬α) ∪ α; / * ajuster I en fonction de α * /9

Ψ←− Ψ|α;10

Ψ←− Ψ|xπ[i]
; / * propager π[i] variable de VΣ * /11

si (Ψ = {}) alors retourner vrai ;12

si aucun flip n’a été effectué pendant la péritodealors13

flipper de manière aléatoire une variable dansI;14

Fin15

La seconde approche consiste à utiliser la propagation de contraintes afin de vérifier et ajuster l’inter-
prétation complète utilisée par une recherche locale. Cette approche, décrite dans l’algorithme4.5, ne dif-
fère d’une recherche locale classique que sur la manière dont les minima locaux sont gérés. En effet, dans
cette dernière le critère d’échappement classique n’est utilisé que dans certaines conditions. Plus précisé-
ment, deux fonctionsPROPAGATIONet CONDITION, permettant respectivement d’effectuer un traite-
ment sur l’interprétation complète et de savoir quand effectuer ce traitement, sont introduites. Lorsqu’un
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minimum local est atteint (ligne 7) un appel à la fonctionCONDITIONest effectué. Si ce dernier retourne
vrai alors l’interprétation courante est modifiée à l’aide de la fonctionPROPAGATION(ligne 8), sinon
un critère d’échappement classique est utilisé (ligne 9). Cette méthode dépend donc essentiellement des
fonctionsCONDITIONet PROPAGATION.

Algorithme 4.5 : Utilisation de la propagation de contraintes pour guider la recherche locale
Données: F une formule, deux entiersmaxReparations etmaxEssais ainsi que deux

fonctionsPROPAGATIONet CONDITIONpermettant respectivement d’effectuer un
traitement sur l’interprétation complète et de savoir quand effectuer ce traitement

Résultat : vrai si la formuleF est satisfiable,faux s’il est impossible de conclure
Début1

pour i de 0 àmaxEssais faire2

I ←− une interprétation complète générée aléatoirement;3

pour j de0 àmaxReparations faire4

si (eval(F,I) = 0) alors retourner vrai ;5

si (∃I ′ ∈ N (I) telle quediff(F,I,I ′) > 0) alors I ←− I ′;6

sinon7

si CONDITION() = vrai alors I ←− PROPAGATION(F,I) ;8

sinon I ←− interprétation choisie suivant un critère d’échappement;9

si (eval(F,I) = 0) alors retourner vrai ;10

retourner faux ;11

Fin12

Dans le cadre deSAT, Balint et al. (2009) proposent une approche basée sur ce principe, nommée
HYBRIDGM, et qui combine le solveur de recherche localeGNOVELTY+ (Phamet al.2007a) (vainqueur
de la compétitionSAT 2007 catégorie aléatoire satisfiable) et le solveur completMARCHks (Heule et van
Maaren 2006) (vainqueur de la compétitionSAT 2007 catégorie aléatoire insatisfiable). Cette approche,
spécialisée pour les instances aléatoires, consiste à utiliser une méthode de recherche locale afin de ré-
soudre le problème tout en construisant une interprétationpartielleIp « prometteuses ». Lorsque|Ip|
atteint une certaine taille (CONDITION= vrai), MARCHks est exécuté sur la formule initiale simplifiée
par l’interprétationIp. Si MARCHks trouve une solution celle-ci est retournée, sinon le sous-problème
est montré incohérent et l’interprétation partielle est modifiée (rôle dePROPAGATION). Finalement,
les paramètres deGNOVELTY+ sont mis-à-jour et le processus est itéré tant qu’une solution n’a pas été
trouvée ou que le nombre de flips maximal n’a pas été atteint. Du fait que seuls des sous-problèmes sont
explorés de manière complète, cette méthode est incomplète. Afin de la rendre complèteGableske et
Rüth(2010) proposent une approche divisée en deux phases. Dans la première,HYBRIDGM est exécuté
pendant un certain laps de temps pendant lequel un ensemble d’informations est collecté et une solu-
tion est recherchée. Une fois ce temps écoulé une méthode complète est exécutée avec les informations
récoltées pendant la première phase.

Gableske et Heule(2011) proposent par la suite d’utiliser ce schéma avec l’algorithme de recherche
locale G2WSAT. Lorsqu’un minimum local est atteint et qu’un certain nombre de flips a été effectué
(déterminé à l’aide d’une distribution probabiliste de Cauchy) la fonctionPROPAGATIONest exécutée.
Cette dernière consiste alors à affecter et à propager les littéraux deI tant que la clause vide n’a pas été
générée ou que la formule n’est pas satisfaite (tous les littéraux sont propagés). L’interprétation partielle
I ′ ainsi obtenue est alors utilisée afin d’ajuster l’interprétationI (I ←− (I \ I ′) ∪ I ′).

Dans le cadre deCSP, Vasquez et Dupont(2002) proposent de coupler ce schéma d’hybridation avec
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la méthodeTABOU. La fonctionCONDITIONimplantée retourne toujours vrai. La liste tabou est quant à
elle gérée grâce à la fonctionPROPAGATION. Lorsqu’un minimum local est atteint une nouvelle variable
est sélectionnée afin d’être propagée. Si après cette propagation le problème est incohérent, la méthode
retourne la meilleure solution trouvée, sinon la recherchelocale est de nouveau exécutée sur les variables
non fixées par l’interprétation partielle.

Toujours dans le cadre deCSP, Jussien et Lhomme(2002) proposent une approche hybride, basée sur
un schéma très similaire, où une rechercheTABOU est utilisée afin d’explorer une interprétation partielle
qui, pour une certaine forme de filtrage, n’admet pas de solution. Plus précisément, étant donnée une
formuleF, une interprétation partielleI (aussi appelépath) est construite de manière incrémentale. Pour
ce faire, tant qu’une solution n’a pas été trouvée, une nouvelle variable est assignée (I ←− I∪(X = v))
et une méthode de filtrageφ est appliquéeφ(F|I). Trois cas peuvent alors survenir : (i)φ(F|I) retourne
un réseau où chaque variable est singleton et doncF est satisfiable ; (ii)φ(F|I) est consistant, dans ce
casI est étendue et le processus est itéré ; sinon (iii)φ(F|I) est inconsistant et une recherche locale est
utilisée sur l’interprétationI pour la réparer, une fois réparée la méthode tente d’étendreà nouveauI.
Havens et Dilkina(2004) proposent un schéma d’hybridation similaire qui diffère principalement sur les
méthodes de recherche locale utilisées.

4.3.2 Incomplet greffé sur complet

L’efficacité d’une méthode complète réside aussi bien dans le choix de la variable à affecter que
dans les outils dont elle se dote pour élaguer l’arbre de recherche. Nous présentons ici deux approches
permettant respectivement de choisir la prochaine variable à affecter (Mazureet al. 1998, Fourdrinoy
et al. 2005, Ferris et Froehlich 2004, Nareyeket al. 2004) et de limiter l’espace de recherche exploré
(Habetet al.2002).

4.3.2.1 Recherche locale utilisée comme heuristique de branchement

Comme nous l’avons déjà souligné à plusieurs reprises, la recherche locale permet de mettre en
exergue les parties difficiles d’un problème. Partant de ce constat, il semble naturel d’utiliser une telle
approche afin de guider une méthode exacte de typebacktracking. En effet, afin d’élaguer au maximum
l’arbre de recherche, il est important d’affecter en priorité les variables jouant un rôle important dans
l’insatisfiabilité de la formule étudiée.

Ce type d’approche a pour la première fois été exploré parMazureet al.(1998) dans le cadre deSAT.
Les auteurs proposent d’utiliser à chaque point de choix uneheuristique de type recherche locale per-
mettant soit d’étendre l’interprétation courante en une solution du problème, soit d’identifier la variable
la plus souvent falsifiée. Afin d’obtenir une telle variable,les auteurs associent un poids à chaque con-
trainte et exécutent une recherche locale de typeTABOU pendant un certain laps de temps pendant lequel à
chaque flip le poids des contraintes falsifiées est incrémenté. Une fois ce temps imparti écoulé la variable
apparaissant dans les contraintes les plus falsifiées est sélectionnée. Cette hybridation, sans pour autant
surpasser les performances des meilleursDPLL et des meilleures recherches locales de l’époque, s’est
avérée très performante. En effet, elle a permis de résoudredes instances qui posaient problèmes aussi
bien àDPLL qu’à la recherche locale. Néanmoins, appliquer la recherche locale trop fréquemment ou
pendant trop longtemps peut avoir des conséquences néfastes en ce qui concerne les performances d’une
telle approche. Afin de pallier à ce problèmeFourdrinoyet al. (2005) proposent d’appeler la recherche
locale uniquement lorsque cela semble pertinent. Plus précisément, ils proposent d’utiliser la recherche
locale jusqu’à une profondeur prédéfinie puis d’utiliser une heuristique de branchement classique au

107



Chapitre 4. Recherche Locale et méthodes complètes : hybridations

delà. Pour ce faire un seuil est fixé par l’utilisateur, lorsque la profondeur de l’arbre est supérieure à
ce dernier, la recherche locale n’est pas lancée et la prochaine variable est choisie à l’aide des derniers
résultats obtenus.

Un autre point important concerne les informations pouvantêtre récoltées par la recherche locale.
Dans l’approche proposée parMazureet al. (1998) le poids des clauses est ajusté à chaque flips. Néan-
moins, comme l’ont montréFourdrinoyet al. (2005) cette stratégie est coûteuse et n’est pas forcément
utile. En effet, puisque la recherche locale se caractérisepar une phase de descente, les informations rel-
atives à celle-ci ne sonta priori pas significatives. Afin de ne pas perdre de temps dans ces dernières, les
auteurs proposent de ne pondérer les clauses falsifiées que lorsque l’interprétation courante utilisée par
la recherche locale ne falsifie pas plus d’un certain nombre de clauses. Néanmoins, définir un tel seuil est
difficile et dépend fortement du problème traité. Afin de palier ce problème, ils proposent une seconde
approche qui consiste à ne pondérer les clauses que lorsqu’un minimum local est atteint.

Toujours dans le cadre deSAT, Ferris et Froehlich(2004) proposent une approche basée sur ce
principe mais qui tente de focaliser la recherche sur la partie satisfiable du problème. Dans cette dernière
la recherche locale est exécutée avec une certaine probabilité et les informations qu’elle collecte sont
utilisées afin d’identifier l’ensemble des littéraux appartenant aubackbonede la formule. Pour ce faire,
ils proposent d’étudier la déviation de chacun des littéraux, c’est-à-dire le ratio entre le nombre de fois où
un littéral est affecté positivement et le nombre de fois où il est affecté négativement lors des différentes
exécutions de la recherche locale. L’heuristique de branchement consiste alors à choisir ces littéraux en
priorité.

Dans le cadre deCSP, Nareyeket al. (2004) proposent une approche pour résoudre le problème bien
spécifique d’ordonnancement d’ateliers (Job Shop). Contrairement aux approches classiques le schéma
de branchement utilisé par la méthode complète consiste à ajouter une contrainte unaire afin de réduire
le domaine des variables (exemple,dom(X) = {0 . . . 100} un point de choix peut consister à con-
sidérerX < 50). La recherche locale est alors utilisée afin d’affiner les intervalles sélectionnés par le
solveur complet. Pour cela, elle est exécutée pendant un certain laps de temps (1000 réparations sont
autorisées) pendant lequel elle identifie les valeurs apparaissant le plus souvent dans les conflits. Une
fois le temps imparti écoulé, la recherche locale propose une valeur parmi le sous-ensemble du domaine
choisie comme point de choix.

4.3.2.2 Affaiblissement des méthodes complètes

La notion d’affaiblissement intervient dès lors qu’une méthode perd sa complétude. Les raisons, qui
contraignent l’exploration à élaguer certaines branches de l’arbre de recherche, peuvent être liées à un
temps d’exécution limité ou à la décision de concentrer la recherche sur une zone jugée plus intéressante
et prometteuse.

Une manière de rendre un algorithme debacktrackingincomplet est de limiter la profondeur de l’ar-
bre de recherche pouvant être explorer. Ce principe de complétude partielle selon la profondeur à été
introduit dans le cadre deSAT parGénisson et Rauzy(1996). Cependant, l’algorithme qu’ils proposent
ne fait en aucune façon appel à un algorithme de recherche locale. Habetet al. (2002) proposent une
méthode basée sur ce principe, nommée WALKSATZ et décrit dans l’algorithme4.6, qui consiste à exé-
cuter une méthode de recherche locale (WALK SAT) à chaque nouveau nœud de l’arbre de recherche
construit par un algorithme de typeDPLL (SATZ (Li et Anbulagan 1997)). Plus précisément, à chaque
nœud de l’arbre de recherche construit parSATZ, jusqu’à une profondeur fixée (ligne 4), un graphe d’im-
plications entre les littéraux de la formule est construit (ligne 5). Les composantes fortement connexes
correspondant aux classes d’équivalences sont alors calculées et utilisées pour simplifier le graphe en
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substituant les littéraux par leur unique représentant de la classe (ligne 7). Puis, la recherche de la ferme-
ture transitive des implications est réalisée. Une fois cesétapes de simplification effectuées, les relations
structurelles ainsi obtenues sont exploitées par le solveur WALK SAT (ligne 8).

Algorithme 4.6 : WALKSATZ

Données: Σ un ensemble de clauses,p la profondeur restant à explorer
Résultat : vrai si la formule est consistante,faux sinon
Début1

Σ←− SIMPLIFICATION( Σ) ;2

si (Σ = ∅) alors retourner vrai;3

si (⊥ ∈ Σ) ou (p = 0) alors retourner faux;4

Construire surΣ le graphe des implicationsG et son transposéGt;5

Propager l’état des variables surG etGt;6

Construire les classes d’équivalence et réduireΣ, G etGt;7

si (RL(Σ, G, Gt) ) alors retourner vrai ;8

ℓ←− HeuristiqueDeBranchement (Σ);9

retourner (WA L K S A T Z( Σ ∧ ℓ, p− 1) ou WA L K S A T Z( Σ ∧ ¬ℓ, p− 1) )10

Fin11

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, différents schémas d’hybridation combinant une méthode de recherche locale et
un algorithme de typebacktrackingont été présentés. L’objectif affiché d’une telle démarche réside dans
la volonté de combiner ces deux paradigmes de recherche afin de tirer parti des avantages de chacune
tout en atténuant au mieux les inconvénients. Nous sommes endroit de nous poser la question de savoir
si les approches présentées atteignent cet objectif et plusparticulièrement si elles permettent de relever
le challenge 7 proposé parSelmanet al. (1997). Certains éléments de réponse à ces interrogations sont
apportés dans (Kautz et Selman 2003). Dans cette article, les auteurs dressent un bilan des dix challenges
proposés en 1997. En ce qui concerne le challenge qui nous intéresse, ils concluent que l’objectif n’est pas
atteint. Bien que d’énormes progrès ont été réalisés, notamment sur la catégorie des instances aléatoires,
nous pouvons sans trop nous avancer, convenir qu’à l’heure actuelle le défi n’est toujours pas relevé. En
effet, les méthodes jusqu’alors développées n’atteignentpas les performances des meilleurs méthodes
complètes sur les problèmes structurés. Néanmoins, comme nous allons le voir dans la partieII , cette
piste de recherche n’est pas tarie.
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DE PAR ses applications industrielles (planification, vérification formelle, bio-informatique, etc.) la
résolution pratique du problèmeSAT est devenue très populaire. Cet engouement est dû, en majeure

partie au fait que les problèmes pouvant être traités sont deplus en plus conséquents (des millions de
variables et de clauses). Cette évolution s’explique à la fois par l’avènement des solveursSAT modernes
(watched literal, VSIDS, apprentissage) et par l’augmentation de la puissance de calcul.

Jusqu’en 2005, une méthode très simple afin de doubler les performances d’un solveur était d’atten-
dre deux ans et de l’exécuter de nouveau sur un processeur de la nouvelle génération. En effet jusqu’à
cette date, la puissance des processeurs augmentait en fonction du temps suivant approximativement une
loi exponentielle. La puissance des nouvelles générationsde processeurs doublait ainsi typiquement tous
les deux à trois ans. Cette loi connue sous le nom de Loi deMoore (1998) se vérifie ainsi depuis les
débuts de l’informatique, c’est-à-dire depuis environ quarante ans. Mais depuis 2005, cette loi souffre
d’un petit ralentissement dû à des dissipations thermiquesempêchant une augmentation de la fréquence
des processeurs. Pour contourner ce problème, et ainsi garantir une augmentation de la puissance de cal-
cul, les constructeurs ont modifié leur stratégie de fabrication. En effet, à l’heure actuelle, l’augmentation
de la puissance de calcul se traduit par une augmentation du nombre d’unités de calcul. Ces nouvelles
architectures impliquent implicitement une révolution dans la manière de concevoir les programmes.

Afin de pleinement profiter des nouvelles avancées technologiques, il est nécessaire que les solveurs
SAT évoluent. Actuellement, deux types d’approches pour résoudre SAT en parallèle sont principale-
ment utilisées. D’une part, les approches de type « diviser pour régner » consistent à partager l’arbre
de recherche («guiding path») (Zhanget al. 1996, Sinzet al. 2001, Blochingeret al. 2003, Chrabakh
et Wolski 2003, Chu et Stuckey 2008). D’autre part, les approches de typeportfolio (Hamadiet al.
2009b, Guoet al. 2010, Biere 2010) mettent les solveurs en concurrence, permettant ainsi de résoudre
une formule à l’aide de différentes stratégies. Dans ce chapitre, nous introduisons rapidement le con-
cept d’architecture multi-cœurs (sans entrer dans les détails techniques) et les deux types d’approches
utilisées afin de résoudreSAT en parallèle.
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5.1 RésoudreSAT en parallèle

Nous introduisons à présent les concepts de base nécessaires à la compréhension des différents
solveurs parallèles. En ce qui concerne les aspects technologiques liés au parallélisme, nous choisis-
sons de ne pas les présenter. Néanmoins, le lecteur intéressé par ces aspects peut se référer à la thèse de
Vander-Swalmen(2009) afin d’obtenir de plus amples informations.

5.1.1 Architectures multi-cœurs

Une architecture multi-cœurs peut-être vue comme un ensemble de processeurs ayant la possibil-
ité de communiquer ensemble. Chaque processeur peut être vucomme une unité de calcul permettant
d’exécuter une seule tâche à la fois.

Définition 5.1 (unité de calculs). Une unité de calculsC permet d’exécuter une tâche de manière séquen-
tielle.

Définition 5.2 (parallélisme). Le parallélisme en Informatique donne la possibilité d’exécuter plusieurs
instructions simultanément.

Exemple 5.1. Considérons le problème lié au tri d’un tableau d’entiers. La figure5.1 représente une
exécution parallèle avec 4 unités de calcul.

1 5 6 4 3 9 8 7 1 6 3 4

1 5 6 6 3 4 4 3 9 8 7 1

1 5 6 3 4 6 3 4 9 1 7 8

1 1 3 3 4 4 5 6 6 7 8 9

FIGURE 5.1 – Tri d’un tableau d’entiers à l’aide d’un algorithme parallèle.

Contrairement à l’exemple présenté précédemment, le problèmeSAT n’est pas facilement parallélis-
able. En effet, une caractéristique importante de ce problème est qu’il est très dur de prédire à l’avance
le temps nécessaire à l’exploration d’une branche de l’arbre de recherche. Par conséquent, il est diffi-
cile (voire impossible) de partitionner de manière uniforme l’espace de recherche avant l’exécution du
programme. Pour contourner ce problème il est nécessaire dedégager du parallélisme.

5.1.2 Dégager du parallélisme

Il existe principalement deux modèles permettant de faire travailler des processus en parallèle. Le
premier, appelémodèle collaboratif, consiste à partager le travail entre l’ensemble des processus. Basé
sur le principe « diviser pour régner », il constitue une méthode naturelle pour la conception et l’implé-
mentation d’algorithmes pour de nombreux problèmes, et estparticulièrement bien adapté aux approches
récursives. Le second, appelémodèle concurrentiel, consiste à mettre en compétition plusieurs approches
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sur le même problème. Ce dernier est très facile à mettre en place et est particulièrement bien adapté aux
approches paramétrables. Dans la suite, nous présentons sommairement l’application de ces deux mod-
èles pour la résolution parallèle deSAT.

5.1.2.1 Modèles collaboratifs

Les méthodes collaboritives sont pour la plupart basées surle paradigme « diviser pour régner », qui
consiste à réduire récursivement un problème en plusieurs sous-problèmes du même type. Du fait de
leur conception, les algorithmes récursifs utilisent naturellement cette technique puisqu’ils s’appellent
eux-mêmes une ou plusieurs fois sur une partition du problème initial et combinent les solutions pour
retrouver une solution au problème initial.

Partant de ce principe, il semble naturel d’appliquer ce modèle de répartition de tâches dans le cas
de solveursDPLL. En effet, lorsque nous considérons l’arbre de recherche généré par une telle approche,
celui-ci peut facilement être décomposé en plusieurs sous-arbres. Ce principe, appelé parallélisme par dé-
composition de domaines (figure5.2), consiste à distribuer aux différents processus des sous-problèmes
à calculer.

Σ

Σ|a Σ|¬a

FIGURE 5.2 – Parallélisme par décomposition de domaines.

Cette méthode, bien que naturelle dans le cadre d’une approche DPLL, n’est pas facilement appli-
cable pour les solveursSAT modernes. En effet, comme le montre la figure5.3, lorsqu’un problème est
décomposé en deux sous-problèmes, il est possible que l’unedes unités de calcul rencontre un conflit
lui permettant d’effectuer un retour arrière non chronologique rendant le travail effectué par le deuxième
processus inutile.

Σ

Σ|{x1,x2,...,xi}

Σ|I

⊥

Décomposition

Backjump

Travail inutilisé}
FIGURE 5.3 – Retour arrière non chronologique et travail inutile.
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Un autre inconvénient de ce modèle réside dans le partage de la charge de travail entre les pro-
cesseurs. En effet, puisque la taille des sous-arbres n’estpas connue à l’avance, il est nécessaire de
mettre en place une politique d’équilibrage de charge entreles différentes unités de calcul de telle sorte
qu’aucune ne reste oisive. Cet équilibrage peut être fait demanière statique ou dynamique.

L’équilibrage statique est une technique assez naturelle puisqu’elle consiste à distribuer les tâches
avant que le processus de résolution ne débute. Cette approche, expérimentée parBöhm et Speckenmeyer
(1996) dans le cadre deSAT, est difficilement applicable du fait de la difficulté à déterminer àpriori la
physionomie de l’arbre de recherche.

À l’opposé, l’équilibrage de charge dynamique (Livny et Melman 1982) consiste à distribuer les
tâches aux processus en cours de recherche. Les charges de travail peuvent soit être mises en commun
entre les processeurs périodiquement, soit être obtenues sur demande à l’aide de collecteurs de tâches.
Ces collecteurs sont différents selon que l’équilibrage decharge est géré de manière centralisée ou dis-
tribuée.

Modèle centralisé Il comprend deux types de processeurs : le maître et les esclaves. Un processeur
maître est une unité de calculs chargée de distribuer des tâches aux esclaves, qui sont chargés de les
calculer. Dans ce modèle centralisé, le maître est responsable de l’équilibrage de charge des esclaves.
Pour cela deux manières de procéder sont à distinguer :

– liste centralisée: le maître tient à jour une liste de tâches à effectuer à disposition des esclaves.
Lorsqu’un esclave est inoccupé, il demande au maître du travail ;

– liste distribuée : chaque esclave tient localement une liste de tâches à traiter. Le maître a alors la
charge de mettre en relation un esclave oisif et un esclave surchargé afin de transférer une partie
de la charge de travail de l’esclave surchargé à l’esclave inoccupé.

Modèle distribué Comme le modèle centralisé, il est basé sur deux types de processeurs : les serveurs
et les sources. De la même manière, les processeurs sources envoient des tâches aux processeurs serveurs,
qui sont chargés de les calculer. Néanmoins, dans ce modèle les processeurs sont en général sources et
serveurs à la fois, en fonction du temps qu’ils choisissent de dédier au calcul et à l’équilibrage de charge.
Cette répartition est principalement faite de deux manières :

– source initiative : dans cette approche, les sources surchargées transmettent une ou plusieurs
tâches aux processeurs serveurs choisie aléatoirement ou après élection (Eageret al. 1986). De
cette manière les processus serveurs allègent leur charge de travail tandis que les serveurs sont
approvisionnés ;

– serveur initiative : cette approche est basée sur le principe du « volontariat ».Lorsqu’un serveur
est oisif il prend l’initiative de récupérer des tâches depuis les serveurs sources surchargés.

5.1.2.2 Modèles concurrentiels

Une manière de contourner le problème, lié à la décomposition d’une instance, est de dégager du
parallélisme d’une autre manière. Au lieu de décomposer le problème en plusieurs sous-problèmes in-
dépendants, une manière simple de produire du parallélismeest de faire travailler de manière concurren-
tielle plusieurs approches différentes sur une même formule. Ce modèle algorithmique, contrairement au
modèle coopérative, ne nécessite pas la mise en place de stratégie d’équilibrage de charges. Néanmoins,
ce type d’approche n’est pas toujours évident à mettre en place. En effet, la mise en concurrence de
plusieurs méthodes n’a de sens que si les méthodes sont différentes.
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Dans le cadre deSAT, cette approche peut facilement être appliquée aux méthodes souffrant du
phénomène de longue traînée, telles que la recherche localeet l’approcheCDCL. En effet, les algorithmes
incomplets de type recherche locale peuvent facilement tirer avantage de l’aspect concurrentiel en lançant
plusieurs solveurs avec des graines aléatoires différentes. Quant aux solveursCDCL, ils peuvent tirer
partie d’un lancement en concurrence afin de pallier leur manque de robustesse vis-à-vis du choix des
paramètres initiaux.

Dans la suite, nous présentons deux types d’approches basées sur l’un des deux modèles que nous
venons d’introduire pour la résolution parallèle du problème SAT.

5.2 Approche parallèle de type chemin de guidage

Dans cette section nous présentons une approche parallèle basée sur le modèle coopératif. Cette
approche s’appuie sur une décomposition de l’arbre de recherche à l’aide d’une notion appelée chemin
de guidage. Après avoir introduit cette notion nous présentons quelques solveurs qui l’implémentent.

5.2.1 Principe

La méthode de résolution à base de chemin de guidage (Guiding path) est l’une des méthodes les plus
utilisée pour la résolution parallèle du problèmeSAT. Cette approche, proposée parZhang et Bonacina
(1994), consiste à conserver des chemins de recherche permettantd’indiquer quels sont les sous-arbres à
développer. Un tel chemin est représenté par un ensemble de couples{〈ℓ1, λ1〉, 〈ℓ2, λ2〉, . . . 〈ℓn, λn〉}, où
chaque couple〈ℓi, λi〉 représente respectivement un littéral de la formule et si l’un des sous-arbres issu
deℓi n’est ni en cours de traitement ni traité. Chaqueλi peut être représenté par une variable booléenne
qui est égale à⊥ si les deux sous-arbres sont traités et⊤ sinon.

Exemple 5.2. SoientΣ uneCNF tel queVΣ = {x1, x2, . . . , xn} etL = {〈x1,⊤〉, 〈x2,⊤〉, 〈x3,⊥〉} un
chemin de guidage. L’arbre restant à explorer à partir deL est donné dans la figure5.4.

Σ

Σ|{x1}

Σ|{x1,x2}

Σ|{x1,x2,x3} Σ|{x1,x2,¬x3}

⊥

Chemin de guidage

Branches visitées

Sous-arbres à explorer

Calcul en cours

FIGURE 5.4 – Arbre de recherche restant à explorer à partir d’un chemin de guidage.
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La résolution d’un problème à l’aide de cette approche consiste alors à résoudre l’ensemble des
chemins de guidage. Pour cela, lorsqu’une unité de calcul est oisive, un chemin de guidage lui est assigné
par le biais d’un des modèles d’équilibrage de charge présenté précédemment. Lorsque l’ensemble des
chemins de guidage a été exploré le solveur peut conclure surla satisfaisabilité de la formule. Néanmoins,
il est possible que certains chemins de guidage soient long àcalculer et que d’autres soient très courts.
Afin de répartir la tâche équitablement entre les différentsprocesseurs il est possible de décomposer un
chemin de guidage en deux sous-chemins de guidage en considérant le littéral complémentaire d’un nœud
ouvert. De plus, il est possible d’étendre un chemin de guidage par l’ajout d’un littéral n’apparaissant
pas dans celui-ci.

Exemple 5.3. Considérons le chemin de guidageL = {〈x1,⊤〉, 〈x2,⊤〉, 〈x3,⊥〉} de l’exemple5.2. La
figure 5.5 donne une représentation arborescente d’un ensemble de chemins de guidage pouvant être
obtenus à partir deL. Sur cette figure chaque nœud représente un chemin de guidagetel que ses fils
représentent les sous-chemins obtenus en considérant un nœud ouvert ou un littéral de la formule.

{〈x1,⊤〉, 〈x2,⊤〉, 〈x3,⊥〉}

{〈¬x1,⊥〉} {〈x1,⊥〉, 〈x2,⊤〉, 〈x3,⊥〉}

{〈¬x1,⊥〉, 〈x2,⊤〉} {〈x1,⊥〉, 〈¬x2,⊥〉} {〈x1,⊥〉, 〈x2,⊥〉, 〈x3,⊥〉}

Extension

Décomposition

FIGURE 5.5 – Décomposition d’un chemin de guidage.

Du fait de la faible quantité de données à échanger, cette méthode a largement été étudiée en pratique.
Nous présentons dans la section suivante quelques solveursbasés sur ce principe.

5.2.2 Présentation de solveurs de type chemin de guidage

Nous donnons ici une liste non exhaustive de solveurs de typeguiding path.

PSATO Introduit parZhanget al. (1996), il est le premier solveur parallèle a introduire la notionde
chemin de guidage. Il est basé sur le solveur séquentiel SATO(Satisfiability Testing Optimized) (Zhang
1997) et utilise un modèle centralisé pour partager les tâches. Le processeur maître est chargé de fournir
aux processeurs esclaves les sous-arbres qu’ils doivent développer. Afin de toujours pouvoir alimenter les
processeurs esclaves, le processeur maître arrête parfoisson exécution de manière à créer de nouveaux
chemins de guidage. Pour cela, un ou plusieurs processeurs esclaves sont stoppés pour leur demander
de retourner leur chemin courant. À partir de ces chemins et de la même manière que celle présentée
précédemment, plusieurs nouveaux chemins sont créés.
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PASAT Ce solveur est le premier à permettre l’échange de clauses enplus du traditionnel chemin
de guidage (Sinz et al. 2001, Blochingeret al. 2003). Par la force des choses, il a aussi été le premier
confronté aux problèmes liés à ce type d’échanges, à savoir le nombre et la taille des clauses à échanger.
En effet, les clauses pouvant être apprises étant nombreuses (exponentiel dans le nombre de variables de
la formule) et souvent de grande taille, il est nécessaire d’appliquer une politique de discrimination des
clauses échangées. Le critère choisi afin de réaliser cela est fonction de la taille de la clause.

Par la suite, plusieurs approches basées sur PASAT ont été proposées. Par exemple,Chrabakh et
Wolski (2003) proposent une approche nommée GRADSAT conçue pour être exécutée sur une grille de
calcul. GRADSAT utilise un modèle maître/esclave où le maître distribuele travail parmi les esclaves
et où chaque esclave correspond à un solveurZCHAFF (Moskewiczet al. 2001a). Les clauses apprises
par les esclaves sont gérées par le maître à l’aide d’une basede données distribuée de telle manière que
seules les clauses d’une taille inférieure à une certaine constante sont partagées.

PM INISAT Ce solveur, introduit parChu et Stuckey(2008), est une parallélisation simple deMINISAT

2.0 (Sörensson et Eén 2009) conçu pour être exécuté sur une machine à mémoire partagée.Les chemins
de guidage sont conservés au sein d’une base commune, elle même alimentée par des chemins de guidage
générés par la plus longue exécution dans l’arbre. Les processus récupèrent un chemin de guidage depuis
cette base lorsqu’ils en ont besoin. La particularité de ce solveur est qu’il exploite les connaissances
sur les chemins des processus pour améliorer la qualité des clauses échangées. L’idée provient du fait
que certaines clauses ne sont utiles que localement dans un sous-arbre. En effet, bien que les clauses
puissent être de grande taille, elles peuvent devenir plus petites et par conséquent plus intéressantes
après un certain nombre d’affectations. Ce principe permetà PM INISAT d’étendre le partage de clauses
du moment que celles-ci deviennent petites dans un certain contexte de recherche.

5.3 Approche de typeportfolio

Dans cette section nous présentons un type de solveur parallèle s’appuyant sur le modèle concurren-
tiel. Cette méthode, nomméeportfolio, consiste à exécuter en parallèle plusieurs solveurs séquentiels.
Néanmoins, afin d’être efficace il est nécessaire que les stratégies de recherche utilisées par les différents
solveurs forment un ensemble complémentaire et orthogonal.

De plus, certaines approches permettent l’échange d’informations entre les différentes unités de cal-
cul. Ces informations représentent le plus souvent des clauses obtenues par analyse de conflits et perme-
ttent d’améliorer les performances du système au-delà de laperformance de chaque solveur considéré
individuellement.

Bien que « naïve », cette approche est à l’heure actuelle la meilleure manière de résoudre le problème
SAT en parallèle. En effet, lors de la compétitionSAT 2011, les trois premières places du classement des
solveurs parallèles ont été attribuées à des solveursportfolio. Nous présentons en détail deux versions du
solveurMANYSAT .

5.3.1 MANYSAT

MANYSAT (Hamadiet al. 2009b) est un solveur parallèle de type portfolio incluant toutesles com-
posantes importantes des solveursSAT modernes (propagation unitaire,watched litterals, VSIDS, anal-
yse de conflits, redémarrage, etc.). Ce solveur tente de tirer avantage de la sensibilité aux réglages des
paramètres des solveursCDCL. En effet, changer la politique de redémarrages ou l’heuristique de choix
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de variables peut conduire à dégrader ou à améliorer les performances d’un solveur. Partant de ce constat
les auteurs proposent d’exécuter plusieurs versions du solveur MINISAT 2.02 (Eén et Sörenson 2004)
avec des paramètres différents tout en partageant entres toutes les unités de calcul les clauses apprises.
La première place obtenu parMANYSAT dans la catégorie parallèle de laSAT Racede 2008 et à la com-
pétitionSAT de 2009 montre l’intérêt d’une telle approche. Nous présentons dans la suite les versions 1.1
et 1.5 de ce solveur.

5.3.2 Le solveurMANYSAT 1.1

Le solveurMANYSAT 1.1 (Hamadiet al.2009b) est une approche parallèle de type portfolio élaborée
pour 4 unités de calcul. Cet approche consiste à exécuter surune même instance plusieurs solveurs
séquentiels possédant des stratégies différentes. Plus précisément, chaque cœur de calcul représente un
solveurCDCL contenant toutes les stratégies classiques. Les solveurs,du fait des différentes stratégies
employées, sont alors mis en compétition afin de résoudre le problème initial. Néanmoins, cette compéti-
tion est « saine » puisque les différents cœurs partagent desinformations entre eux. En effet, lorsqu’un
solveur apprend une clause, celle-ci est proposée aux autres unités de calcul. Si cette clause est jugée
intéressante (taille inférieure à 8 dans la version originale) pour une unité de calcul, celle-ci est ajoutée
à sa base de clauses apprises. Ce partage d’informations permet entre autre aux différents solveurs de
coopérer afin de résoudre le problème plus efficacement. La figure 5.6 schématise ce transfert d’infor-
mations.

C1 C2 C3 C4

conflit

FIGURE 5.6 – Présentation schématique du solveur parallèleMANYSAT . Les lignes continues représen-
tent l’exécution d’un solveur. Les carrés symbolisent les redémarrages tandis que les flèches en pointillés
représentent le partage d’informations entre les différents solveurs (ici les clauses apprises).

Afin d’obtenir une approcheportfolio efficace, il est nécessaire que les différents solveurs mis en
concurrence adoptent des stratégies de recherche orthogonales et complémentaires. Afin de réaliser cela,
les auteurs proposent de différencier les solveurs sur leurs stratégies de redémarrage, de choix de vari-
ables, de choix de polarité et d’apprentissage. Ces différentes stratégies sont détaillées dans le tableau
5.1.
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Stratégie C1 C2 C3 C4

Redémarrage dynamic+ dynamic− geom(100, 1.5) dynamic+

Heuristique VSIDS (98%) VSIDS (98%) VSIDS (98%) VSIDS (97%)
Polarité progress saving progress saving false occurence
Apprentissage first-UIP first-UIP first-UIP étendu first-UIP

Partage de clauses taille≤ 8 taille≤ 8 taille≤ 8 taille≤ 8

TABLE 5.1 – Stratégies des différents solveurs séquentiels utilisés dans le solveurMANYSAT 1.1.

Dans l’optique de ne pas effectuer trop de travail redondantil est souhaitable que les différents
solveurs n’explorent pas de la même manière l’espace de recherche. Pour éviter cela il est nécessaire
de choisir des stratégies hétérogènes. Néanmoins, l’utilisation d’approches totalement orthogonales peut
réduire la pertinence des clauses partagées. En effet, lorsqu’un solveur apprend une nouvelle clause il se
trouve dans un certain espace de recherche où celle-ci est utile (propagation du littéral assertif). Lorsque
cette clause est partagée avec un autre solveur, il est possible que celui-ci se trouve dans une autre partie
de l’espace de recherche ou cette clause n’a aucun intérêt (satisfaite par exemple). Le challenge consiste
donc à trouver la bonne « distance » entre les différentes unités de calcul, c’est-à-dire trouver le bon
compromis entre intensification et diversification. Pour réaliser cela, les auteurs deMANYSAT proposent
une approche de type maître/esclave dans laquelle le maîtreassure la diversification tandis que l’esclave
intensifie certains espaces de recherche fournit par les processus maîtres.

5.3.3 Le solveurMANYSAT 1.5

La version 1.5 du solveurMANYSAT , proposée parGuoet al.(2010), est une extension deMANYSAT

1.1 (Hamadiet al.2009b) incorporant une stratégie de type maître/esclave. Dans cette approche le maître
est utilisé afin de diversifier la recherche tandis que l’esclave l’intensifie. Plus précisément, chaque maître
M possède un esclaveE. LorsqueM effectue un redémarrage il transfère àE un ensemble d’informa-
tions qu’il doit intensifier. Ces informations consistent en une séquence ordonnée de littéraux collectés
parM durant sa dernière analyse de conflits20. Le but d’une telle séquence est de forcerE à explorer
« différemment » l’espace de recherche autour de la dernièrezone de conflit rencontrée parM . En plus
de ces informations, les clauses apprises par les différentes unités de calcul sont transmises, de la même
manière que dansMANYSAT 1.1, à l’ensemble des solveurs. La figure5.7schématise le transfert d’infor-
mations entre un maître et son esclave.

M E

M

E

Maître

Esclave

Transfert de clauses

Intensification

FIGURE 5.7 – Transfert d’informations entre un maître et son esclave.

Afin de caractériser la meilleure configuration à adopter, c’est-à-dire combien de maîtres et surtout
combien d’esclaves chaque maître doit gouverner. Les auteurs ont étudié expérimentalement l’ensemble
des combinaisons possibles pour une architecture comportant 4 unités de calcul. La conclusion de ces
expérimentations conduit à considérer une topologie constituée de 2 maîtres, chacun possédant 1 esclave.

20. Ces littéraux sont ceux utilisés lors de la génération dela clause assertive (voir3.1.5.1).
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La figure5.8 schématise une telle topologie ainsi que les échanges d’informations entre les différents
solveurs.

M1 M2

E1 E2

FIGURE 5.8 – Topologie Maître/Esclave.

Bien que la version 1.5 du solveurMANYSAT soit basée sur la version 1.1, les stratégies utilisées
pour chacune des unités de calcul sont légèrement différentes. En effet, afin de diversifier correctement
l’espace de recherche les auteurs ont opté pour des politiques de redémarrages très agressives, et un
schéma d’apprentissage identique pour l’ensemble des cœurs. Le tableau5.2 récapitule les stratégies
utilisées par les différentes unités de calcul.

Stratégie M1 M2 E1 E2

Redémarrage luby(512) dynamic+ Contrôlé parM1 Contrôlé parM2

Heuristique VSIDS (98%) VSIDS (98%) Obtenue viaM1 Obtenue viaM2

Polarité progress saving progress saving progress saving false
Apprentissage first-UIP étendu first-UIP étendu first-UIP étendu first-UIP étendu
Partage de clauses taille≤ 8 taille≤ 8 taille≤ 8 taille≤ 8

TABLE 5.2 – Stratégies des différents solveurs séquentiels utilisés dans le solveurMANYSAT 1.5.

Les auteurs ont montré à l’aide de cette approche que le processus d’intensification et de diversifi-
cation était un élément important des solveurs parallèles de typeportfolio. Partant de ce constat, nous
proposons, dans le chapitre10, une approche permettant d’estimer la distance entre deux unités de cal-
cul. Cette distance nous indique si deux solveurs sont en train d’explorer le même espace de recherche.
Lorsque deux solveurs sont considérés comme trop proches, nous modifions les paramètres d’un des
solveurs afin de diversifier son espace de recherche de manière à les éloigner.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux modèles algorithmiques pour la résolution de problèmes
sur une architecture multi-cœurs. Dans le cadre deSAT ces deux paradigmes de résolution ont conduit à
l’élaboration de deux schémas que sont : les chemin de guidage et les approchesportfolio. Les chemins
de guidage bien qu’étant largement étudiés sont à l’heure actuelle moins performants que les approches
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portfolio. En particulier, un solveur tel queMANYSAT a permis de montrer que l’utilisation d’approches
coopératives et orthogonales est nettement plus appropriée dans le contexte de solveursSAT modernes.
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Conclusion de l’étude bibliographique

Du fait de leur appartenance à la classe de complexitéNP -complet, les problèmesSAT et CSPsont
très difficiles à résoudre. Cette difficulté a mené à l’élaboration de différentes méthodes de résolution.
Parmi ces dernières, deux types d’approches se sont principalement dégagés : la recherche locale et les
méthodes de typebacktracking. Nous avons vu que ces deux paradigmes de résolution ont chacun des
mécanismes permettant d’obtenir de bons résultats sur certaines classes d’instances et que leur com-
binaison au sein d’une approche hybride peut permettre de les cumuler. De telles combinaisons, bien
qu’en théorie intéressantes, se sont révélées être en pratique moins efficaces que chacune des approches
prisent séparément. Néanmoins, nous pouvons voir au travers de deux de nos contributions que de tels
schémas algorithmiques ne sont pas dénués d’intérêt. En effet dans la partieII , nous présentons deux
nouvelles approches hybrides pour la résolution des problèmes SAT et CSP très robustes, c’est-à-dire
permettant de résoudre globalement plus d’instances que chacune des approches prises séparément. La
première, présentée dans le chapitre6, consiste à étendre le schéma d’hybridation proposé parCha et
Iwama(1996) à l’aide d’une approche s’appuyant sur la construction d’un graphe d’implications afin
d’extraire des clauses par l’application d’un chemin de résolutions. La seconde contribution consiste en
un nouveau schéma d’hybridation pouvant être aussi bien appliqué au cadreSAT (chapitre7) qu’au cadre
CSP(chapitre8).

Les solveurs actuels sont souvent composés de plusieurs éléments. Cette particularité fait qu’améliorer
l’efficacité d’une approche peut se faire de différentes manières (structures de données efficaces, straté-
gies de redémarrages, heuristiques de choix de variables . ..). Dans la partieIII nous proposons deux
contributions indépendantes pour améliorer la résolutionpratique du problèmeSAT. Dans un premier
temps (chapitre9) nous présentons une nouvelle mesure permettant d’estimerla pertinence d’une clause
apprise. Une fois cette dernière définie, nous proposons de l’utiliser au sein d’un nouveau schéma de net-
toyage de la base de clauses apprises. Pour terminer, nous présentons dans le chapitre10 une approche
permettant d’ajuster de manière dynamique les différentesheuristiques de choix de polarité utilisées par
les unités de calcul d’un solveur parallèle de typeportfolio.
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Introduction

Comme nous avons pu le voir dans le chapitre4, la plupart des algorithmes de recherche hybride
utilisent principalement une recherche en profondeur d’abord avec retour arrière (voir chapitre3) comme
moteur principal. De plus, les informations sont uniquement transmises de la méthode secondaire vers
la méthode principale. Ceci est dommageable, car chaque souche (complète ou non) peut donner des
informations qui seront utiles à l’autre pour la suite de la recherche. C’est ce que nous nous sommes
employés à faire dans les différents algorithmes présentésdans cette partie.

Cette partie est organisée de la manière suivante. Dans le premier chapitre, une nouvelle approche
hybride pour la résolution deSAT est proposée (Audemardet al.2009a;b). Cette méthode consiste à éten-
dre l’analyse de conflits, utilisée dans les solveurs les plus performants à l’heure actuelle, à la recherche
locale. Cette analyse a pour objectif de comprendre les raisons pour lesquelles un minimum local a été
atteint et ainsi permettre de mieux s’en échapper. De plus, nous montrons que sous certaines conditions
cette analyse permet de prouver l’inconsistance d’une formule.

Les deux derniers chapitres concernent l’application d’unnouveau schéma d’hybridation pour la
résolution des problèmesSAT et CSP (Audemardet al. 2009c; 2010a;c;b, Grégoireet al. 2011a;b). Il
comprend une combinaison synergique de la recherche localeet d’éléments de techniques complètes,
qui souvent surpassent les approches complètes usuelles. Cette méthode n’est pas seulement complète :
elle est aussi robuste puisqu’elle peut aussi bien résoudreles instances satisfiables qu’insatisfiables, struc-
turées ou aléatoires. En effet notre étude expérimentale, conduite dans le cadreSAT et dans le cadreCSP,
montre qu’elle résout globalement plus d’instances que lestechniques couramment utilisées.
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Chapitre

6Analyse de conflits et recherche locale
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DANS CE CHAPITRE, nous présentons une nouvelle approche pour sortir des minima locaux dans le
cadre de la recherche locale. Cette approche est basée sur leprincipe d’analyse de conflits utilisé

dans les solveursSAT modernes. Nous proposons une extension du graphe d’implications (voir section
3.1.5.1) au cadre de la recherche locale où plusieurs conflits sont présents pour une interprétation donnée.
Nous présentons ensuite deux approches permettant de construire et d’exploiter de tels graphes. Enfin,
nous étendons le schéma classique deWSAT pour y intégrer notre analyse de conflits. Les résultats ex-
périmentaux montrent que l’intégration de notre système d’analyse de conflits améliore sensiblement les
performances deWSAT sur les problèmes structurés. De plus cette méthode isolantdes sous-problèmes
inconsistants est capable de montrer que l’instance n’admet pas de modèle.

Ces travaux ont donné lieu à deux publications (Audemardet al.2009a;c).

6.1 Analyse de conflits et recherche locale

Nous avons vu dans le chapitre3.1.5.1que la construction et l’interprétation du graphe d’implications
était définie en fonction de la propagation unitaire. Ici étant donné que nous travaillons dans le cadre de la
recherche locale, la propagation unitaire est inexistante. Pour remédier à ce problème nous avons changé
le mode de construction du graphe d’implications et proposons une nouvelle interprétation de celui-ci
permettant l’extraction de clauses conflits.

6.1.1 Définition des graphes conflits

Nous commençons par définir ce qu’est un graphe conflit pour une interprétation complète. Dans ce
dernier, les conflits sont naturellement représentés par les clauses falsifiées par l’interprétation complète
tandis que les clauses unisatisfaites sont utilisées pour remplacer la notion de propagation unitaire.
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Définition 6.1 (Graphe conflit surz). SoientΣ une formule sous formeCNF, I une interprétation
complète conflictuelle deΣ. Étant données deux clauses deΣ, β = {β1, . . . , βk, z} falsifiée parI et
γ = {γ1, . . . , γl, z} unisatisfaite enz pour I, nous construisons le graphe conflit notéGzΣ,I = (N ,A)
de la manière suivante :

1. – {z, z,⊥} ⊆ N ;
– {γ1, . . . , γl} ⊆ N ;
– {β1, . . . , βk} ⊆ N ;

2. – {(z,⊥), (z,⊥)} ⊆ A ;
– {(β1, z), . . . , (βk, z)} ⊆ A ;
– {(γ1, z), . . . , (γk, z)} ⊆ A ;

3. ∀x ∈ N , six 6= z etα =
∧

{y ∈ N | (y, x) ∈ A} 6|= ⊥ alorsα ∨ x ∈ Σ et est unisatisfaite enx.

Pour un littéral donnéz, différents choix sont possibles pour choisir les clausesβ etγ. De plus, il est
possible que plusieurs clauses unisatisfaites expliquentun même littéral, et donc en règle générale, il n’y
a pas unicité du graphe conflit.

Exemple 6.1.Considérons la formuleCNFΣ = {φ1, ..., φ11} telle que :

φ1 : (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) φ2 : (x1 ∨ ¬x4 ∨ ¬x5) φ3 : (x2 ∨ ¬x1) φ4 : (x4 ∨ ¬x7 ∨ ¬x6)
φ5 : (x3 ∨ ¬x5) φ6 : (x5 ∨ ¬x7) φ7 : (x6 ∨ ¬x8) φ8 : (x7 ∨ ¬x8)
φ9 : (x8 ∨ ¬x4) φ10 : (x1 ∨ ¬x8) φ11 : (x7 ∨ ¬x9)

Soit l’interprétation complèteI construite surVΣ telle queI(xi) = ⊤ pour toutxi ∈ VΣ. La figure
6.1schématise un graphe conflitGx1

Σ,I construit sur la variablex1.

x8 x4 x1

x6

x7 x5 x3

x2

¬x1

⊥

φ7

φ8

φ9

φ5φ6

φ4

φ2

φ1

FIGURE 6.1 – Graphe conflit défini sur la variablex1.

Il est important de noter que l’existence d’un tel graphe n’est pas toujours assurée, et la proposition
suivante exprime les conditions sous lesquelles la construction de ce graphe conflit est possible.

Proposition 6.1. SoientΣ une formule sous forme CNF,I une interprétation complète construite sur
les variables deΣ. Le graphe conflitGxΣ,I est constructible si et seulement six et ¬x apparaissent
respectivement dans une clause fausse et une clause unisatisfaite.

Preuve 6.1.Cette proposition découle directement de la définition d’ungraphe conflit.
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Corrolaire 6.2. Soitα ∈ Σ une clause critique (voir définition1.42). ∀x ∈ α il est possible de construire
un graphe conflit défini surx.

Preuve 6.2.Par définition d’une clause critiqueα ∈ Σ nous avons∀x ∈ α, ∃β ∈ Σ unisatisfaite enx.
D’après la proposition6.1, il est facile de voir que∀x ∈ α il existe un graphe conflit enx.

Lorsque nous nous trouvons dans un minimum local, toutes lesclauses non satisfaites sont critiques.
Le corrolaire6.2 nous assure donc que, dans ce cas, il est toujours possible decréer un graphe conflit.
Ceci est très important, puisque cela va nous permettre de construire un graphe afin de générer unnogood.
Néanmoins, générer de telsnogoodsen partant du graphe conflit est un problème relativement difficile.
En effet, la notion de niveau étant absente, l’analyse de conflit classique basée sur la notion d’UIPs ne
peut être étendue. De plus, les graphes conflits, tels que définis précédemment, peuvent contenir des
cycles. Pour palier à ces problèmes, nous proposons dans la suite deux méthodes basées respectivement
sur la notion de chemin critique et sur la notion d’interprétation partielle dérivée.

6.1.2 Construction et analyse d’un graphe conflit basée sur la notion de chemin critique

Afin de palier les problèmes énoncés précédemment, nous proposons une première méthode basée
sur la notion de chemin critique21. Étant donnée une interprétation conflictuelle, une séquence de clauses
est extraite de la manière suivante.

Définition 6.2 (chemin critique). SoientΣ une formuleCNF et φ une clause deΣ falsifiée par l’inter-
prétation complèteI, le chemin critique< σ0, ..., σk > est une séquence de clauses deΣ construite de
manière récursive de la façon suivante :

1. σ0 = φ etE0 = ∅ ;

2. ∀i > 0, σi = x ∨ γi telle que :
– σi est une clause deΣ unisatisfaite enx par l’interprétationI ;
– ¬x ∈ σi−1, ¬x 6∈ Ei−1 etEi = Ei−1 ∪ {¬x} ;

3. σk est telle que le point précédent ne peut être appliqué.

Exemple 6.2. Considérons la formuleΣ de l’exemple6.1 et l’interprétation complèteI qui assigne
à vrai l’ensemble des variables deΣ, la clauseφ1 est falsifiée par l’interprétation complèteI, nous
pouvons construire le chemin critique suivant :< φ1, φ3, φ2, φ5, φ6, φ4, φ7, φ8, φ9 >.

Dans cette méthode la construction du graphe conflit est implicite. Étant donné un chemin critique
C =< σ0, . . . , σk > construit à partir d’une formuleΣ et une interprétation complète conflictuelleI, le
graphe conflitGzΣ,I = (N ,A) correspondant est tel que :

– N = {⊥,¬z} ∪ {ℓ ∈ I|∃σ ∈ C tel que¬ℓ ∈ σ} ;

– A = {(z,⊥), (¬z,⊥)} ∪ {(ℓ, z)|σ0 = β ∨ z et¬ℓ ∈ β} ∪
n
⋃

i=1

{(x, y)|σi = βi ∨ y et¬x ∈ βi}.

Exemple 6.3.La figure6.2 illustre le graphe conflit associé au chemin critique de l’exemple6.2.

21. Cette notion de chemin critique est différente de la notion de chemin critique usuel défini en théorie des graphes. Le
terme critique est repris ici en référence aux clauses critiques
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x8

x7

x6

x5

x4

x3

x1

¬x2

x2

⊥
φ7

φ8

φ9

φ5φ6

φ3

φ4 φ2

φ1

FIGURE 6.2 – Graphe conflit défini à partir d’un chemin critique.

L’algorithme6.1 permet la construction d’un chemin critique en fonction d’une formuleΣ et d’une
interprétation complète conflictuelleI. De la même manière que pour la construction d’un graphe conflit,
il est possible de construire plusieurs chemins critiques àpartir d’une même interprétation conflictuelle.
Les graphes pouvant être obtenus par le biais de cette méthode sont intrinsèquement liés aux choix des
clauses effectués aux lignes 2 et 5. Lors de nos différentes études expérimentales, reportées dans la
section6.2.2.1, nous avons choisi de sélectionner ces dernières de manièrealéatoire.

Algorithme 6.1 : Extraction chemin critique
Données: Σ une formule etI une interprétation complète conflictuelle
Résultat : C une séquence de clauses
Début1

C←− α telle queα ∈ Σ etI |6= α;2

E ←− ∅; / * littéraux déjà considérés * /3

tant que ∃(x ∨ β) ∈ C telle que¬x 6∈ E faire4

C←− C ∪ {β} telle queβ ∈ Σ et |I ∩ β| = 1;5

E ←− E ∪ {¬x};6

retourner C;7

Fin8

À partir d’un chemin critique généré à l’aide de la procédureprécédente, l’analyse de conflit est
obtenue en effectuant une succession de résolution prenanten compte les clauses du chemin critique
dans l’ordre. Cet ensemble de clauses est obtenu formellement comme suit :

Définition 6.3 (chemin de résolution critique). SoitC =< σ0, . . . , σk > un chemin critique, l’ensemble
des nogoods{ν0, ν1, . . . , νk} pouvant être généré à partir du chemin critiqueC est défini récursivement
de la manière suivante :

– ν0 = σ0 ;
– νi = η[x, νi−1, σi] telle que0 < i ≤ k, x ∈ νi−1 et¬x ∈ σi.

Exemple 6.4. Considérons le chemin critique< φ1, φ3, φ2, φ5, φ6, φ4, φ7, φ8, φ9 > de l’exemple6.2,
l’ensemble de nogoods pouvant être généré est le suivant :

ν0 = φ1 = ¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3

ν1 = η[x2, ν0, φ3] = ¬x1 ∨ ¬x3

ν2 = η[x1, ν1, φ2] = ¬x3 ∨ ¬x4 ∨ ¬x5

ν3 = η[x3, ν2, φ5] = ¬x4 ∨ ¬x5
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ν4 = η[x5, ν3, φ6] = ¬x4 ∨ ¬x7

ν5 = η[x4, ν4, φ4] = ¬x6 ∨ ¬x7

ν6 = η[x6, ν5, φ7] = ¬x7 ∨ ¬x8

ν7 = η[x7, ν6, φ8] = ¬x8

ν8 = η[x8, ν7, φ9] = ¬x4

L’algorithme 6.2 permet d’analyser le graphe conflit grâce à la méthode décrite précédemment. À
partir d’une formuleΣ et d’une interprétation conflictuelleI, cette méthode commence par générer le
chemin critiqueC =< σ0, ..., σk > (ligne 3). Ce chemin critique est ensuite utilisé afin d’extraire un
nogooddu graphe conflit (lignes 4 à 7). Cette clause est la dernière clause générée lors du processus de
résolution. Pour terminer, cette procédure inverse la valeur de vérité d’une variable deI afin de satisfaire
la raison de l’échec qu’elle vient de calculer (ligne 9).

Algorithme 6.2 : Extraction d’unnogoodsd’un chemin critique
Données: Σ une formule etI une interprétation complète conflictuelle se trouvant dansun

minimum local
Résultat : β une clause impliquée parΣ et l’interprétationI modifiée
Début1

i←− 0;2

[σ0, σ1, . . . , σk]←−extractionCheminCritique( Σ,I) ;3

β ←− σ0 ; / * résultat de la ième résolution * /4

tant que (i 6 k) faire5

i←− i+ 1;6

β ←− η[x, β, σi = (x ∨ τ)];7

ℓ ∈ β;8

I ←− I \ {¬ℓ} ∪ {ℓ};9

retourner β;10

Fin11

6.1.3 Construction et analyse d’un graphe conflit basée sur la notion d’interprétation
partielle dérivée

La seconde méthode proposée est basée sur la propagation unitaire. Partant de l’interprétation com-
plète conflictuelleI, nous allons construire une interprétation partielle par propagation unitaire dont les
points de choix ont les mêmes valeurs de vérité dans les deux interprétations. Cette interprétation, que
nous définissons ci-dessous, nous permet ensuite de définir notre graphe conflit acyclique.

Définition 6.4 (interprétation partielle dérivée). SoientΣ une formule sous formeCNF, I une interpré-
tation complète conflictuelle construite surVΣ, δ = [x1, x2, . . . , xn] une séquence de décisions telle
que δ ⊆ I et H = {S1, S2, . . . , Sn} la pile de propagations obtenue à partir deΣ et de δ. L’in-

terprétation partielle dérivéeI ′ =

l−1
⋃

i=1

Si ∪ {(xl), x
1
l , x

2
l , . . . , x

m
l } telle que

l−1
⋃

i=1

Si ⊆ I, Sl 6⊆ I et

〈(xl), x
1
l , x

2
l , . . . , x

m
l 〉 est une sous séquence deSl telle quexml 6∈ I et∀j, 1 6 j < m, xjl ∈ I.

Notation 6.1. L’ensemble des points de choix[x1, x2, . . . , xl] est nommé ensemble conflit et nous ap-
pelons littéral conflit le littéralx ∈ I ′ \ I, c’est-à-direxml .
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Exemple 6.5. Reprenons la formuleΣ de l’exemple6.1 et l’interprétation complète conflictuelleI qui
associe vrai à toutes les variables deΣ. Considérons comme séquence de décisionδ = [x1, x2, . . . , x9]
la séquence obtenue en considérant l’ensemble des littéraux deI dans l’ordre lexicographique. Nous
obtenons l’interprétation partielle dérivée suivante :

– I ′0 = ∅
– I ′1 = {(x1), x

1
2,¬x

1
3}

La littéral conflit est alors¬x3 et l’ensemble conflit est limité{x1}.

Bien entendu, le choix des variables apparaissant dans l’ensemble conflit est un choix heuristique et
conduit, comme le montre l’exemple suivant, à différentes interprétations partielles dérivées.

Exemple 6.6. SoientΣ le formule de l’exemple6.1 et l’interprétation complète conflictuelleI qui as-
socie vrai à toutes les variables deΣ. Considérons comme séquence de décisionδ = [x9, x8, . . . , x1]
la séquence obtenue en considérant l’ensemble des littéraux deI dans l’ordre lexicographique inverse.
Nous obtenons l’interprétation partielle dérivée suivante :

– I ′0 = ∅
– I ′1 = {(x

1
9), x

1
7, x

1
5, x

3
1}

– I ′2 = {(x
1
9), x

1
7, x

1
5, x

3
1, (x

2
8), x

2
6, x

2
4, x

2
1, x

2
2,¬x

2
2}

Le littéral conflit estx2 et l’ensemble conflit est{x9, x8}.

L’interprétation complète étant conflictuelle, son interprétation partielle dérivée va différer sur au
moins un littéral (le littéral conflit). La proposition suivante exprime le fait qu’il existe au moins une
clause falsifiée par l’interprétation complète conflictuelle contenant ce littéral. C’est à partir de celle-ci
que le graphe conflit est construit.

Proposition 6.3. SoientΣ une formuleCNF, I une interprétation complète conflictuelle deΣ etI ′ une
interprétation partielle dérivée deI. Soitx le littéral conflit, alorsexp(x) ⊆ I et la clause

−→
cla(x) est

falsifiée par l’interprétationI.

Preuve 6.3. Tout d’abord il est facile de voir que par construction deI ′ nous avonsexp(x) ⊆ I. En
effet, supposons queexp(x) 6⊆ I alors ∃y ∈ exp(x) telle quey 6∈ I. Par définitionexp(x) ⊆ I ′, donc
y ∈ I ′ et par conséquent le littéraly est aussi un littéral conflit. Par construction deI ′ il ne peut y avoir
qu’un littéral conflit, nous avons alorsy = x. Absurde, une variable propagée ne peut pas appartenir à
son explication.

Montrons à présent que l’interprétationI falsifie la clause
−→
cla(x). Pour cela, raisonnons également

par l’absurde et supposons
−→
cla(x) est satisfaite parI. En premier lieu, nous pouvons noter quex est

une variable obtenue par propagation unitaire. Il est donc possible de trouver une explicationexp(x) et

une clause
−→
cla(x) ∈ Σ telle que

−→
cla(x) = exp(x) ∨ x. Nous savons par ailleurs queexp(x) ⊆ I, donc

I |6= exp(x). Puisque
−→
cla(x) est satisfaite sous l’interprétationI elle ne peut l’être qu’enx. Ce qui est

absurde puisquex 6∈ I.

La proposition suivante exprime le fait que toutes les clauses (hormis la clause falsifiée) ayant servi
à la construction du graphe sont unisatisfaites.

Proposition 6.4. SoientΣ une formuleCNF, I une interprétation complète conflictuelle deΣ, I ′ une
interprétation partielle dérivée deI en fonction deΣ et x le littéral conflit associé àI ′. Considérons
le graphe d’implicationsGI

′

Σ = (N ,A), alors ∀y ∈ N \ {x} nous avons
−→
cla(y) = ⊥ ou

−→
cla(y) est

unisatisfaite parI enx.
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Preuve 6.4.Deux cas sont à considérer :

1. y est un point de choix et alors
−→
cla(y) = ⊥ ;

2. y n’est pas un littéral propagé. Il existe
−→
cla(y) ∈ Σ telle que

−→
cla(y) = exp(y)∨y. Par construction

deI ′, nous avonsx 6∈ exp(y) etI ′ \ {x} ⊂ I. Puisquey 6= x nous avonsexp(y)∪{y} ⊆ I ′. Par

transitivité nous avonsexp(y) ∪ {y} ⊆ I \ {x}. Donc la clause
−→
cla(y) est unisatisfaite parI en

y.

Nous prouvons dans la proposition6.5que le graphe d’implications obtenu à partir de l’interprétation
partielle dérivée peut être étendu en un graphe conflit sur lelittéral conflit. Ayant maintenant un graphe
d’implications comme ceux utilisés dans les solveursCDCL classiques (Moskewiczet al. 2001a), nous
allons pouvoir analyser celui-ci pour générer un nogood.

Proposition 6.5. SoientΣ une formuleCNF, I une interprétation complète conflictuelle deΣ, I ′ une
interprétation partielle dérivée etx le littéral conflit associé àI ′. Si∃α ∈ Σ unisatisfaite parI enx,
alors il est possible d’étendre le graphe d’implicationGI

′

Σ = (N ,A) associé àI ′ en un graphe conflit
GxI,Σ = (N ′,A′) de la manière suivante :

– N ′ = N ∪ {y ∈ α \ x} ∪ {x,⊥} ;
– A′ = A ∪ {(y, x)|y ∈ α \ x} ∪ {(x,⊥), (x,⊥)}.

Preuve 6.5. Avant de vérifier queGxI,Σ est bien un graphe conflit valide, il faut identifier les clauses
β = {x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xk, z} ∈ Σ falsifiée parI et γ = {y1 ∨ y2 ∨ . . . yl ∨ z} ∈ Σ unisatisfaite enz
pour l’interprétationI. Par hypothèse, la clauseα est unisatisfaite parI enx. Nous pouvons donc poser
γ = α. D’après la proposition6.3, nous pouvons prendre pourβ la clause

−→
cla(x). En effet,x ∈

−→
cla(x)

et la clause
−→
cla(x) est bien falsifiée parI. Les deux clauses servant à la construction du graphe conflit

étant identifiées, pour valider queGxI,Σ = (N ′,A′) est un graphe conflit, il suffit, d’après la définition
6.1, de vérifier les propriétés suivantes :

1. – {x, x,⊥} ⊆ N ′. Par hypothèse, nous avons{x,⊥} ⊆ N ′, reste à montrer quex ∈ N ′. Nous
savons quex ∈ I ′, par construction du grapheGI

′

Σ , nous avonsx ⊆ N . Par conséquent,
puisqueN ⊆ N ′, x ∈ N ′ ;

– {y1, y2, . . . , yl} ⊆ N ′. Nous avons{y ∈ α \ x} ⊆ N ′ etγ = α. Donc{y ∈ γ \ x} ⊆ N ′ ;

– {x1, x2, . . . , xk} ⊆ N ′. Par hypothèse,β =
−→
cla(x) = x1∨x2∨· · ·∨xk∨x = exp(x)∨x. D’où

exp(x) = {x1, x2, . . . , xk} ⊆ N (par définition du graphe d’implication). PuisqueN ⊆ N ′,
par transitivité nous avonsexp(x) ⊆ N ′ ;

2. – {(x,⊥), (x,⊥)} ⊆ A′. Par construction ;
– {(y1, x), (y2, x) . . . , (yk, x)} ⊆ A′. Idem ;
– {(x1, x), (x2, x), . . . , (xk, x)} ⊆ A′. Nous savons par hypothèse queexp(x) = {x1, x2 . . . , xk}

et que{exp(x), x} ⊆ I ′. D’où {(x1, x), (x2, x), . . . , (xk, x)} ⊆ A par définition du graphe
d’implications. PuisqueA ⊆ A′, nous obtenons par transitivité de l’inclusion le résultates-
compté ;

3. ∀x ∈ N , si x 6= z etα =
∧

{y ∈ N | (y, x) ∈ A} 6|= ⊥ alorsα ∨ x ∈ Σ et est unisatisfaite enx.

D’après la proposition6.4, ∀y ∈ N tel quey 6= x et
−→
cla(y) 6= ⊥ nous avons

−→
cla(y) unisatisfaite

par I eny. Par construction deGIΣ etGxI,Σ la propriété précédente est vérifiée.

Exemple 6.7.Reprenons l’exemple6.1et les interprétations partielles dérivées obtenues dans les exem-
ples6.5et6.6. Nous pouvons alors étendre les graphes d’implications associés à ces deux interprétations
en deux graphes conflits schématisés dans les figures6.3(a) (ordre lexicographique inverse) et6.3(b)
(ordre lexicographique).
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x19

x28

x17 x15 x13

x26

x24

x21

¬x22

x22

⊥

φ11 φ6 φ5

φ7 φ10

φ3

φ4 φ1

(a) Ordre lexicographique inverse

x11

x5 x3

⊥x12

¬x13

φ3

φ5

φ1

(b) Ordre lexicographique

FIGURE 6.3 – Graphe conflit construit à l’aide de la propagation unitaire. Les nœuds losanges et les arcs
en pointillés représentent respectivement les nœuds et lesarcs ajoutées au graphe d’implication classique
afin de l’étendre en un graphe conflit.

Comme nous pouvons le voir sur l’exemple précédent deux cas peuvent survenir lors de la construc-
tion du graphe d’implication lié à l’interprétation partielle dérivée. Dans le premier cas (figure6.3(a)),
l’interprétation partielle dérivée conduit à un conflit et une analyse de conflits classique peut être ef-
fectuée. Dans second le cas, c’est-à-dire lorsque l’interprétation partielle dérivée diverge sur au moins
un littéral ℓ (figure 6.3(b)), une raison pour le littéral¬ℓ est ajoutée artificiellement permettant ainsi
d’effectuer de nouveau une analyse de conflits traditionnelle.

Il est important de souligner qu’il n’est pas toujours possible d’étendre un graphe d’implication issu
d’une interprétation partielle dérivée en un graphe conflit. En effet, comme nous pouvons le voir dans
l’exemple suivant, dans certaines configurations il est impossible de trouver une clause unisatisfaite par
l’interprétation complèteI pour le littéral conflit.

Exemple 6.8. Considérons la formuleΣ = {(a ∨ b), (¬a ∨ ¬b), (¬c ∨ a), (¬c ∨ b), (e ∨ d)}, I =
{¬a,¬b, c, d, e} une interprétation complète conflictuelle etδ = [c, a, b, d, e] une séquence de décision.
L’interprétation partielle dérivée obtenue à partir deδ estI ′ = {(e), a} et le littéral conflit esta. Comme
nous pouvons le voir il n’existe aucune clause deΣ unisatisfaite par l’interprétation complèteI ena.
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Cependant, comme il est énoncé dans la propriété suivante, il est toujours possible d’étendre un
graphe d’implication obtenu à partir d’une interprétationpartielle dérivée en un graphe conflit sur le
littéral conflit lorsque l’interprétation complète utilisée pour construire l’interprétation partielle dérivée
se trouve dans un minimum local.

Propriété 6.6. SoientΣ une formuleCNF, I une interprétation complète conflictuelle construite surVΣ,
I ′ une interprétation partielle dérivée telle quex est le littéral conflit. SiI se trouve dans un minimum
local alors∃α ∈ Σ unisatisfaite parI enx.

Preuve 6.6. Raisonnons par l’absurde et supposons que∄α ∈ Σ unisatisfaite enx par l’interprétation
I. Par définition de l’interprétation partielle dérivéex ∈ I. SoitIx l’interprétation voisine deI qui
consiste à inverser la valeur de vérité de la variablex dansI. Puisqu’il n’existe aucune clause deΣ
unisatisfaite enx par l’interprétation I, {α ∈ Σ|Ix |6= α} ⊆ {α ∈ Σ|I |6= α}. D’après la proposition
6.3∃β ∈ Σ falsifiée parI telle que¬x ∈ β et par conséquentIx |= β. Doncβ 6∈ {α ∈ Σ|Ix |6= α}
et par conséquent le nombre de clauses falsifiées parI est strictement supérieur au nombre de clauses
falsifiées parIx. Absurde puisqueI se trouve dans un minimum local.

L’algorithme6.3illustre une analyse de conflits basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée.
En plus d’analyser et d’extraire unnogood, cette fonction ajuste les littéraux qui diffèrent entre l’inter-
prétation complète et l’interprétation partielle dérivée. De cette manière, après l’appel de cette fonction,
la formule obtenue par propagation unitaire des littéraux de l’ensemble conflit est cohérente (modulo la
propagation unitaire).

Algorithme 6.3 : Analyse de conflit à partir d’une interprétation partielledérivée
Données: Σ une formule etI une interprétation complète conflictuelle se trouvant dansun

minimum local
Résultat : β une clause impliquée parΣ et l’interprétationI modifiée
Début1

α←− ⊥; / * la clause conflit * /2

β ←− ⊥; / * la clause retournée * /3

I ′ ←− ∅; / * Interprétation partielle dérivée * /4

S←− ∅; / * la dernière séquence de décision propagation * /5

tant que (I ′ ⊆ I) et (α = ⊥) faire6

ℓ←−choixLittéral( I \ I ′) ; / * littéral non affecté * /7

I ′ ←− I ′ ∪ {ℓ};8

α←−propagationUnitaire( Σ,I ′, S) a;9

si α 6= ⊥ alors10

β ←−analyseConflit( Σ,I ′, α) ; / * clause assertive * /11

sinon12

/ * littéral qui diffère entre les interprétations I et I ′ * /
xi ∈ S = 〈(x)x1, x2, . . . , xn〉 tel que¬xi ∈ I et∄j, 1 6 j < i,¬xj ∈ I;13

γ ←− γ ∈ Σ telle queγ est unisatisfaite parI enxi;14

β ←−analyseConflit( Σ,I ′, η[xi, α, γ]) ; / * clause assertive * /15

I ←− I ′ ∪ {ℓ ∈ I tel que¬ℓ 6∈ I ′}; / * modification de I * /16

retourner β;17

Fin18

a. La fonctionpropagationUnitaire est modifiée pour retourner la séquence de décision propagation.
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Cet algorithme prend en entrée une formuleΣ sous CNF ainsi qu’une interprétation complèteI se
trouvant dans un minimum local (nécessaire pour être sûr de pouvoir étendre le graphe d’implications en
un graphe conflit). En sortie, elle modifie l’interprétationI (ligne 16) et retourne une clause impliquée
parΣ (ligne 17). Après la partie initialisation (lignes 2–5), l’interprétation partielle dérivée est construite.
Pour cela, tant qu’un conflit n’a pas été obtenu par propagation unitaire (ligne 9) et que l’interprétation
partielleI ′ est incluse dansI, un littéralℓ est choisi afin d’étendre l’interprétationI ′ et la propagation
unitaire est effectuée (ligne 7–9). Le littéralℓ est sélectionné à l’aide de la fonctionchoixLittéral
parmi l’ensemble des littéraux deI n’apparaissant pas dansI ′ (ligne 7). Cette fonction, pour notre étude
expérimentale qui est reportée dans la section6.2.2.2, utilise le même principe queVSIDS (voir 3.1.4.3)
pour choisir la prochaine variable à affecter (pondérationdes variables lors de l’analyse de conflits).
Une fois l’interprétation partielle dérivée calculée, deux cas sont à considérer : (i) soit la clauseα est
différente de⊥ (un conflit est obtenu par propagation unitaire) et une analyse de conflits classique basée
sur la notion deUIP peut être effectuée (ligne 10–11) ; (ii) soit le graphe d’implications induit parI ′ est
étendu en un graphe conflit et une analyse de conflits classique est aussi effectuée (ligne 12–15). Dans
les deux cas, l’interprétation complète est modifiée (I ′ ⊆ I) et lenogoodobtenu par analyse de conflits
est retourné.

6.2 Ajout de clauses dans un solveur de typeWSAT

Dans cette section, nous présentons une approche de typeWSAT (voir section2.1.3) où une méthode
d’analyse de conflits a été ajoutée afin de sortir des minima locaux. Une fois cette dernière définie, nous
étudions expérimentalement son comportement vis-à-vis des deux méthodes d’analyses de graphe conflit
présentées précédemment.

6.2.1 CDLS : algorithme

Nous proposons d’intégrer les deux procédures d’analyse etde construction de graphe conflit définies
dans la section précédente au sein d’un solveur de typeWSAT. Cette méthode, nomméeCDLS (Conflict
Driven for Local Search), consiste à effectuer une analyse de conflit lorsqu’un minimum local est at-
teint par la recherche locale. Une fois cette dernière effectuée, la clause obtenue est ajoutée à la base
de connaissance et le poids des littéraux de celle-ci est augmenté (makecount et breakcount, voir
2.1.4) dans le but de sortir du minimum local. L’algorithme6.4 donne un schéma de cette approche. Il
prend en paramètre une CNFΣ ainsi que deux entiersmaxReparations etmaxEssais représentant
respectivement le nombre de réparations et le nombre d’essais autorisée pour la recherche locale. Il peut
retourner trois valeurs :vrai , faux ouéchec , selon que le problème a été montré satisfaisable, insat-
isfaisable ou s’il est impossible de conclure. Cet algorithme reprend le schéma de base de l’algorithme
WSAT (voir algorithme2.3). La différence entreCDLS et WSAT se situe au niveau du critère d’échappe-
ment. Contrairement à la méthode de base deux situations sont à considérer en fonction du résultat de
l’évaluation du prédicatfaireAnalyse . Si ce dernier retournefaux un critère d’échappement clas-
sique est utilisé (recherche locale classique, lignes 11–14). Dans le cas oùfaireAnalyse est évalué à
vrai la fonctionanalyseGrapheConflit est appelée afin d’analyser et d’apprendre une nouvelle
clauseα (suivant l’un des schémas d’apprentissage présenté précédemment). Si cette dernière est égal
à la clause vide, le problème est montré insatisfaisable etfaux est retourné (ligne 9). Sinon, la clause
α est ajoutée à la base de clauses apprises (ligne 10). Comme pour les solveursSAT modernes, la fonc-
tion réductionClausesApprises (permettant de réduire la base de clauses apprises) est appelée
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lorsquefaireRéduction retournevrai (ligne 15–16).

Algorithme 6.4 : CDLS

Données: Σ une formule, deux entiersmaxReparations etmaxEssais
Résultat : vrai si la formuleΣ est satisfiable,faux si la formule est prouvé insatisfiable et

échec s’il est impossible de conclure
Début1

∆←− ∅; / * l’ensemble de clauses apprises * /2

pour i de0 àmaxEssais faire3

I ←− une interprétation complète générée aléatoirement;4

pour j de0 àmaxReparations faire5

si (eval(Σ ∪∆,I) = 0) alors retourner vrai ;6

si faireAnalyse() etI se trouve dans un minimum locala alors7

α←−analyseGrapheConflit( Σ∪∆,I) ;8

si (α = ⊥) alors retourner faux ; / * problème incohérent * /9

∆←− ∆ ∪ α; / * apprentissage * /10

sinon11

/ * recherche locale classique * /
α←− une contrainte au hasard parmi les contraintes falsifiées par I;12

si (∃Ic ∈ NWSAT(I, α) telle quediff(Σ ∪∆,I,Ic) > 0) alors I ←− Ic;13

sinon I ←− interprétation choisie suivant un critère d’échappement;14

si faireRéduction() alors15

réductionClausesApprises( ∆) ;16

si (eval(F,I) = 0) alors retourner vrai ;17

retourner échec ;18

Fin19

a. Nous considérons un minimum local pourGSAT

Dans la suite, nous présentons la fonctionréductionClausesApprises ainsi que les prédicats
faireRéduction et faireAnalyse laissés en suspens lors de cette description.

6.2.1.1 Nettoyage de la base de clauses apprises

Pour la stratégie de nettoyage de la base de clauses apprisesnous avons choisi de conserver princi-
palement les clauses utilisées par la recherche locale. Pour cela, un compteur initialisé à 1 est associé à
chaque clause lors de leur création (ligne 8). Ensuite, lorsqu’une clause est choisie (ligne 11) son poids
est incrémenté. Les clauses supprimées sont alors celles qui ont un poids égal à zéro. Après cette étape
de suppression, le poids de toutes les clauses est divisé pardeux. De cette manière, le poids des clauses
fréquemment utilisées au début de la recherche et qui ne sontplus utilisées sont supprimées.

6.2.1.2 Fréquence de nettoyage de la base de clauses apprises

Nous avons choisi pour la fréquence de nettoyage de la base declauses apprises d’employer le
même principe que celui utilisé dans le cadre des solveursSAT modernes. Plus précisément, le prédi-
catfaireRéduction est évalué de la même manière que pour le solveurGLUCOSE(voir 3.1.5.2). La
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base de clauses apprises est réduite lorsque le nombre de clauses ajoutées depuis le dernier nettoyage est
supérieur à4000 + 1000 × x oùx représente le nombre d’appels à la fonction de réduction.

6.2.1.3 Appel à la fonction d’analyse de conflits

Lorsqu’une nouvelle clause est ajoutée à la base le paysage de recherche exploré par la méthode
de recherche locale est modifié. Afin de pouvoir profiter de cette nouvelle information, il peut être
intéressant de permettre à la recherche locale d’effectuerun certain nombre de réparations avant de
considérer qu’elle se trouve en situation d’échec. Pour cela, nous considérons deux variables entières
nbMinimum et bornMinimum représentant respectivement le nombre de minima locaux rencontré
depuis le dernière appel à la fonctionanalyseGrapheConflit et le nombre de minima locaux à
partir duquel la recherche locale est supposée être en difficulté. Le prédicatfaireAnalyse consiste
alors à retournervrai si nbMinimum > bornMinimum et faux sinon.

6.2.2 Études expérimentales

Nous étudions les performances de notre solveurCDLS vis-à-vis des deux implémentations de la
fonctionanalyseGrapheConflit présentées précédemment (chemin critique et interprétation par-
tielle dérivée). Pour chacune des deux versions nous étudions différentes propositions en relation avec les
prédicatsfaireRéduction et faireAnalyse . Les solveurs résultants sont notésCDLS(analyse,b,nb)
où :analyse est soitdérivée (6.1.3) soitcritique (6.1.2) en fonction que l’analyse du graphe conflit im-
plémentée est basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée ou de chemin critique respectivement ;
b est une variable booléenne stipulant si la version du solveur considérée effectue ou non le nettoyage de
la base de clauses apprises ;nb est la valeur d’initialisation de la variablebornMinimum. Par exemple,
CDLS(critique,vrai ,1000) signifie que la version deCDLS testée initialisebornMinimum à 1000, utilise
la notion de chemin critique pour effectuer l’analyse du graphe conflit et effectue le nettoyage de la base
clauses apprises. En ce qui concerne le critère d’échappement (ligne 14 de l’algorithme), nous avons
choisi d’utiliser le stratégie WALK SAT. Par la suite, nous notons WALK SAT les versions deCDLS qui
n’utilisent pas l’analyse de conflit (CDLS(analyse,b,∞)) .

L’ensemble des résultats expérimentaux reportés dans ce chapitre a été obtenu sur un Quad-core
Intel XEON X5550 avec 32Gb de mémoire. Le temps CPU a été limité à 900 secondes. Les instances
utilisées sont issues de la compétitionsSAT 2009 (Le Berre et Roussel 2009). Elles sont divisées en
trois catégories :crafted (281 instances), application (292) et aléatoire (570). Toutes ces instances sont
prétraitées par SATELITE (Eén et Biere 2005).

6.2.2.1 CDLS : analyse de conflits basée sur la notion de chemin critique

Nous reportons dans un premier temps les résultats obtenus par notre méthode utilisant la notion de
chemin critique dans le cas où la base de clauses apprises n’est pas nettoyée. Nous présentons ensuite les
résultats obtenus lorsque le nettoyage de la base de clausesapprises est effectué.

Sans réduction de la base de clauses apprisesLe tableau6.1reporte les résultats obtenus par les dif-
férentes version deCDLS n’effectuant pas de nettoyage de la base de clauses appriseset utilisant la notion
de chemin critique. Sur ce tableau, nous pouvons voir que lesrésultats obtenus par la meilleure version de
CDLS sont globalement identiques à ceux obtenus par la méthode derecherche locale. Néanmoins, nous
remarquons que notre approche permet de résoudre légèrement plus d’instances structurées et un peu
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moins d’instances aléatoires. Nous pouvons aussi remarquer que la valeur de la variablebornMinimum
influe grandement sur les performances de la méthode.

Application Crafted Aléatoire Total
Méthode SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

WALK SAT 3 3 6 38 1 39 76 0 76 117 4 121
CDLS(critique,faux ,0) 4 4 8 20 2 22 54 0 54 78 6 84

CDLS(critique,faux ,100) 7 3 10 29 2 31 59 0 59 95 5 100
CDLS(critique,faux ,1000) 5 3 8 37 2 39 67 0 67 109 5 114
CDLS(critique,faux ,5000) 5 3 8 39 2 41 72 0 72 116 5 121

TABLE 6.1 – Résultat obtenus parCDLS sans réduction de la base de clauses apprises et avec une analyse
de conflits basée sur la notion de chemin critique.

Remarquons tout de même que, bien que les résultats obtenus par cette version deCDCL ne sont pas
meilleurs (en terme de nombre d’instances résolus) que la méthode de recherche locale classique, nous
pouvons voir sur la figure6.4 que notre méthode est plus rapide (plus de points sous la diagonale) que
WALK SAT.

 1

 10

 100

 1000

 1  10  100  1000

application
 crafted

 random

FIGURE 6.4 – Nuage de points : WALK SAT versusCDLS(critique,faux ,5000). Un point (temps WALK SAT,
tempsCDLS(critique,faux ,5000)) reporté sur le graphique correspond au résultat obtenu parchacun des
solveurs sur une instance.

Avec réduction de la base de clauses apprisesNous reportons dans le tableau6.2les résultats obtenus
par différentes versions deCDLS n’effectuant pas de nettoyage de la base de clauses appriseset util-
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isant la notion de chemin critique. Sur ce tableau nous pouvons voir que la meilleure version deCDLS

(CDLS(critique,vrai ,5000)) permet de résoudre globalement plus d’instances que la méthode de recherche
locale classique. De plus, il est important de noter qu’une des versions permet d’obtenir les mêmes
performances que la méthode de recherche locale classique sur les instances aléatoires.

Application Crafted Aléatoire Total
Méthode SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

WALK SAT 3 3 6 38 1 39 76 0 76 117 4 121
CDLS(critique,vrai ,0) 6 4 10 20 2 22 64 0 64 90 6 96

CDLS(critique,vrai ,100) 6 3 9 30 2 32 76 0 76 112 5 117
CDLS(critique,vrai ,1000) 6 3 9 38 2 40 73 0 73 117 5 122
CDLS(critique,vrai ,5000) 5 3 8 44 2 46 72 0 72 121 5 126

TABLE 6.2 – Résultat obtenus parCDLS avec réduction de la base de clauses apprises et avec une analyse
de conflits basée sur la notion de chemin critique.

Comme pour la méthode n’effectuant pas de nettoyage de la base de clauses apprises, nous pouvons
voir sur la figure6.5qu’ajouter notre technique d’analyse de conflits au sein de WALK SAT permet d’être
plus rapide.
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FIGURE 6.5 – Nuage de points : WALK SAT versusCDLS(critique,vrai ,5000). Un point (temps WALK SAT,
tempsCDLS(critique,vrai ,5000)) reporté sur le graphique correspond au résultat obtenu parchacun des
solveurs sur une instance.
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Discussion L’étude expérimentale que nous venons de conduire a permis de mettre en évidence l’im-
portance de la réduction de la base de clauses apprises et de la valeur d’initialisation de la variable
bornMinimum. En effet, nous avons pu voir que pour chaque catégorie d’instances il existe une valeur
optimale de la variablebornMinimum. En ce qui concerne le nettoyage de la base denogoods, nous
avons pu voir au travers des deux tableaux (6.1et 6.2) que l’effectuer permettait d’être plus efficace. Ce
résultat n’est pas surprenant puisque la taille de la formule influe énormément sur les performances de
la méthode de recherche locale (l’inversion de la valeur de vérité d’une variable est plus coûteuse) et par
conséquent sur les performances de notre solveur.

Un autre point important de cette étude concerne l’apport del’analyse de conflits basée sur la no-
tion de chemin critique. Nous avons pu voir lors de ces expérimentations que, bien que notre méthode
permettait de résoudre plus rapidement, le gain obtenu en terme de nombre d’instances résolues était
marginal (5 instances résolus en plus). Ce résultat peut en partie être expliqué par le fait que la méthode
d’extraction denogoodprésentée passe beaucoup de temps au calcul d’un chemin critique complet et
donc n’effectue que très peu de réparations.

6.2.2.2 CDLS : analyse de conflits basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée

Dans cette partie, nous étudions les performances obtenuespar l’approcheCDLS utilisant la notion
d’interprétation partielle dérivée. Cette étude est menéede manière à considérer le cas où la base de
clauses apprises est nettoyée et le cas où elle ne l’est pas.

Sans réduction de la base de clauses apprisesLe tableau6.3 reporte les résultats obtenus par dif-
férentes version deCDLS n’effectuant pas de nettoyage de la base de clauses appriseset utilisant la
notion d’interprétation partielle dérivée afin d’analyserle graphe conflit. Sur ce tableau, nous pouvons
voir que les résultats obtenus quelle que soit la version deCDLS considérée sont globalement supérieurs
à ceux obtenus par la méthode de recherche locale. De plus, nous pouvons voir que notre méthode per-
met d’augmenter systématiquement le nombre d’instances résolues et cela quelle que soit la catégorie
d’instances considérée. En effet, nous pouvons voir que, contrairement aux versions deCDLS basées
sur la notion de chemin critique, l’analyse du graphe conflitbasée sur la notion d’interprétation partielle
dérivée permet d’accroître les performances deCDLS sur les instances aléatoires (2.5 fois plus d’instances
aléatoires résolues). Concernant la valeur d’initialisation de la variablebornMinimum, nous pouvons
voir sur ce tableau qu’elle influe de manière encore plus manifeste sur les performances de la méthode
que lors des deux dernières expérimentations (voir6.1 et 6.2). Nous pouvons effectivement voir que,
pour certaines catégories de problèmes, le nombre d’instances résolues peut être jusque deux fois plus
important en fonction de la valeur d’initialisation de la variable bornMinimum choisie (application :
23→ 57, crafted: 41→ 72 et aléatoire :137→ 192).

Application Crafted Aléatoire Total
SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

WALK SAT 3 3 6 38 1 39 76 0 76 117 4 121
CDLS(dérivée,faux ,0) 27 30 57 31 10 41 137 0 137 195 40 235

CDLS(dérivée,faux ,100) 19 19 38 52 9 61 180 0 180 251 28 279
CDLS(dérivée,faux ,1000) 17 10 27 57 8 65 192 0 192 266 18 284
CDLS(dérivée,faux ,5000) 16 7 23 65 7 72 184 0 184 265 14 279

TABLE 6.3 – Résultat obtenus parCDLS sans réduction de la base de clauses apprises et avec une analyse
de conflit basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée.
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Nous reportons dans la figure6.6une comparaison entre la meilleure version deCDLS et WALK SAT.
Les résultats reportés sont sans équivoque puisque, en plusde résoudre davantage d’instances, notre
méthode permet dans 90% des cas de déterminer plus rapidement la satisfaisabilité d’une formule que la
méthode de recherche locale classique.
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FIGURE 6.6 – Nuage de points : WALK SAT versusCDLS(dérivée,faux ,1000). Un point (temps WALK SAT,
tempsCDLS(dérivée,faux ,1000)) reporté sur le graphique correspond au résultat obtenu parchacun des
solveurs sur une instance.

Avec réduction de la base de clauses apprisesNous reportons dans le tableau6.4les résultats obtenus
par différentes versions deCDLS utilisant la notion d’interprétation partielle dérivé et où la base de
clauses apprises est nettoyée. Sur ce tableau, nous pouvonsvoir que cette version deCDLS obtient sensi-
blement les mêmes performances que la version étudiée précédemment et qui n’effectue pas de réduction
de la base denogoods. Cependant, il est important de noter que, comme pour la version deCDLS basée
sur la notion de chemin critique, le nettoyage de la base de clauses apprises permet d’améliorer les
performances de notre méthode.

Application Crafted Aléatoire Total
Méthode SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

WALK SAT 3 3 6 38 1 39 76 0 76 117 4 121
CDLS(dérivée,vrai ,0) 27 35 62 36 10 46 157 0 157 220 45 265

CDLS(dérivée,vrai ,100) 19 23 42 57 9 66 195 0 195 271 32 303
CDLS(dérivée,vrai ,1000) 21 11 32 59 9 68 188 0 188 268 20 288
CDLS(dérivée,vrai ,5000) 17 8 25 64 7 71 188 0 188 269 15 284

TABLE 6.4 – Résultat obtenus parCDLS avec réduction de la base de clauses apprises et avec une analyse
de conflits basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée.
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Pour terminer, nous reportons dans la figure6.7 l’étude comparative entre WALK SAT et la meilleur
version deCDLS. Sur cette figure, nous pouvons voir que, comme pour les autres versions deCDLS

étudiées, notre approche permet de résoudre les instances plus rapidement.
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FIGURE 6.7 – Nuage de points : WALK SAT versusCDLS(dérivée,vrai ,100). Un point (temps WALK -
SAT, tempsCDLS(dérivée,vrai ,100)) reporté sur le graphique correspond au résultat obtenu parchacun
des solveurs sur une instance.

Discussion Nous avons pu voir lors de ces deux dernières expérimentations que la version deCDLS

utilisant la notion d’interprétation partielle dérivée obtient systématiquement de meilleures performances
que la méthode de recherche locale WALK SAT. De plus, nous pouvons aussi remarquer que, comme
pour la version deCDLS basée sur la notion de chemin critique, le nettoyage de la base de clauses
apprises ainsi que la valeur d’initialisation de la variablebornMinimum ont une grande influence sur les
performances globales de la méthode. Ceci peut être expliqué par le fait que, quelle que soit la méthode
d’analyse du graphe conflit considérée, les arguments avancés dans la discussion précédente sont encore
valables. Pour terminer, il est important d’insister sur lefait que cette version deCDLS permet de monter
l’insatisfaisabilité de près de 45 instances (dont 35 de la catégorie application).

6.2.2.3 Synthèse

Lors de cette première série d’expérimentations, nous avons pu voir que, quelle que soit la méthode
d’analyse du graphe conflit considérée, le solveurCDLS permettait de résoudre plus efficacement les
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problèmes structurés. Ces expérimentations ont aussi permis de mettre en évidence l’impact de la méth-
ode de réduction de la base denogoodset de la valeur d’initialisation de la variablebornMinimum sur
les performances générales de l’algorithmeCDLS.

En ce qui concerne la version deCDLS utilisant la notion de chemin critique, bien que le bilan en
nombre d’instances résolues soit mitigé, les premiers résultats obtenus sont très encourageant. En effet,
malgré le fait que le temps nécessaire pour l’extraction d’un nogoodsoit important, cette version a montré
qu’elle permettait de résoudre plus rapidement les instances et cela quelle que soit la catégorie.

Finalement, ces expérimentations ont aussi permis de mettre en exergue le fait que la version de
CDLS basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée obtient de bon résultats. Afin de vérifier si
cette approche est compétitive, nous effectuons dans la section suivante une étude comparative entre la
meilleure version deCDLS (CDLS(dérivée,vrai ,100)) et un ensemble de solveurs de l’état de l’art. Dans la
suite de ce chapitre et afin d’alléger les notations, nous notons simplementCDLS la méthode représentée
parCDLS(dérivée,vrai ,100).

6.3 Étude comparative

Dans cette section, nous comparonsCDLS avec certains solveurs de l’état de l’art. Plus précisément,
notre approche a été comparée avec :

– deux méthodes de recherche locale :

1. ADAPTG2WSAT (Li et al.2007) ;

2. GNOVELTY+ (Pham et Gretton 2009) ;

– trois approches hybrides :

1. HYBRIDGM (Balint et al.2009) ;

2. HINOTOS (Letombe et Marques-Silva 2008) ;

3. CLS (Fang et Ruml 2004) ;

– une approche complète :MINISAT (Sörensson et Eén 2009).
Le tableau6.5résume, sur les trois catégories d’instances de la compétition SAT 2009, les résultats de

CDLS et des solveurs énumérés précédemment. Rappelons, tout d’abord queADAPTG2WSAT et GNOV-
ELTY+ sont des méthodes qui ne peuvent répondre qu’à la satisfaisabilité d’une instance. Notons aussi
que la seule méthode similaire à la notre estCLS (voir 4.3.1.1). En effet, les autres approches sont soit
des méthodes basées sur une méthode complète (HINOTOS, MINISAT et HYBRIDGM), soit des méthodes
de recherche locale classique.

Application Crafted Aléatoire
Méthode SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT Total

ADAPTG2WSAT 8 3 11 68 1 69 294 0 294 374
GNOVELTY+ 7 3 10 54 1 55 281 0 281 346

CDLS 19 23 42 57 9 66 195 0 195 303
CLS 5 4 9 28 3 31 140 0 140 180

HYBRIDGM 5 3 5 51 5 56 294 0 294 353
HINOTOS 39 68 107 69 36 105 65 11 77 288
MINISAT 68 106 147 72 27 99 3 0 3 249

TABLE 6.5 – Comparaison du solveurCDLS vis-à-vis d’un ensemble de solveurs de l’état de l’art. Pour
chaque catégorie de problème et pour chaque solveur, nous reportons le nombre d’instances satisfais-
ables, insatisfaisables et total résolues.
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En ce qui concerne la catégoriecraftedl’analyse du tableau6.5indique que, les solveursMINISAT et
HINOTOS (lequel est basé surMINISAT 1.4) mis à part, notre approche est compétitive et résout sensible-
ment le même nombre d’instances que les approches de recherche locale récentes. Nous pouvons aussi
voir sur ce dernier que notre méthode est sensiblement meilleure queCLS sur ce type d’instances (deux
fois plus d’instances résolues).

Pour les instances de la catégorie application,CDLS résout deux fois plus d’instancesSAT que les
solveurs stochastiques classiques et quatre fois plus que la méthodeCLS. De plus, notre méthode permet
aussi de résoudre plus d’instances insatisfaisables que cette dernière. Ces résultats montrent que l’analyse
des conflits dans le cadre de la recherche locale, telle que nous l’avons défini précédemment, permet de
résoudre des instances structurées, qu’elles soient satisfaisables ou pas.

Au niveau des instances aléatoires satisfaisables,CDLS est moins efficace que les solveurs stochas-
tiques etHYBRIDGM (solveur hybride basée sur MARCHks et GNOVELTY+, et qui est dédié à la réso-
lution d’instances aléatoires). Ceci peut s’expliquer d’une part par le fait que la construction du graphe
conflit est coûteuse en temps et qu’elle ralentit notre méthode. De ce fait,CDLS parcourt moins d’inter-
prétations que les autres méthodes de recherche locale et a donc moins de chance de trouver un modèle.
Et, d’autre part, par le fait que notre de méthode de recherche locale (WALK SAT) a des performances
largement en deçà des meilleurs solveurs de recherche locale. Néanmoins, malgré cela nous pouvons
voir que notre solveur est plus compétitif queMINISAT , HINOTOS et surtoutCLS.

Pour terminer cette étude comparative, nous reportons dansla figure6.8 le nuage de points perme-
ttant de comparer, en terme de temps de résolution, les solveurs CLS et CDLS. Sur cette figure nous
pouvons clairement voir que notre méthode résout sensiblement plus d’instance queCLS et surtout plus
rapidement (beaucoup plus de points se trouvent en dessous de la diagonale).
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FIGURE 6.8 – Nuage de points :CLS versusCDLS. Un point (tempsCLS, tempsCDLS) reporté sur le
graphique correspond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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6.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle approche pour sortir des minima locaux dans le
cadre des méthodes de recherche locale pourSAT. Notre approche est basée sur une extension de l’-
analyse des conflits utilisée par les solveursSAT modernes complets. L’objectif est double : améliorer
les méthodes de recherche locale sur les problèmes structurés et répondre à un des challenges les plus
importants de la communautéSAT, à savoir, proposer une méthode incomplète efficace répondant à l’in-
satisfaisabilité d’une formule. Les premiers résultats obtenus sur un large panel d’instances sont très
encourageants. En effet, notre solveurCDLS est capable de résoudre des instances insatisfaisables, de
plus, il est beaucoup plus efficace que les autres méthodes derecherche et même que certains hybrides
pour résoudre des problèmes de la catégorie application. Néanmoins,CDLS n’obtient pas encore les per-
formances des meilleures approchesCDCL. Cette différence de performance mesure tout l’effort qu’il
reste à fournir sur le développement de cette méthode. Les pistes que nous envisageons d’explorer dans
l’avenir sont multiples.

La première piste que nous souhaitons explorer concerne la valeur d’initialisation de la variable
bornMinimum. En effet, nous avons pu voir lors la présentation des résultats expérimentaux que la
valeur optimale de cette dernière varie fortement par rapport à la catégorie d’instances considérée. Par
la suite, nous comptons proposer une méthode permettant d’initialiser cette valeur dynamiquement en
fonction du type d’instances à résoudre. Pour cela, nous envisageons dans un premier temps d’étudier le
mécanisme de sélection de méthodes implémenté dans le solveur SATZILLA (Xu et al.2008).

Lors de l’étude comparative nous avons pu estimer à quel point les performances de notre méthode
de recherche locale était en deçà des performances obtenuespar les meilleures méthodes de recherche
locale. Cependant, nous avons pu constater que malgré cela notre solveurCDLS obtient des résultats
très honorables. Par conséquent, il serait intéressant de greffer notre analyse de conflits à d’autres types
d’algorithme de recherche locale, commeADAPTG2WSAT, afin d’améliorer leur performance.

En ce qui concerne l’exploitation de la notion de chemin critique plusieurs pistes peuvent être ex-
plorées. Par exemple il pourrait être intéressant de réduire la taille de la séquence de clauses retournées
par la fonction d’extraction de chemin critique (algorithme 6.1) et par conséquent le nombre de réso-
lutions effectuées par la méthode d’extraction denogood(algorithme6.2). Nous envisageons aussi de
proposer une heuristique afin de sélectionner les clauses présentes dans le chemin critique (à l’heure
actuelle ce choix est effectué de manière aléatoire). Pour terminer, nous étudions aussi la possibilité
d’apprendre un ensemble de clauses plutôt qu’une seule. Cetensemble pourrait par exemple être obtenu
en considérant toutes ou certaines clauses obtenues par résolution lors du processus d’extraction deno-
goods.

Une autre piste sur laquelle nous envisageons de travaillerest liée à la stratégie de nettoyage de la
base de clauses apprises utilisée dans le cadre du solveurCDLS. En effet, à la vue des différences de
performances obtenues par les différentes version deCDLS utilisant ou pas la stratégie de nettoyage de
la base de clauses apprises, il n’est pas envisageable de se passer de cette fonction. Cependant, il est
très difficile de savoir quelle clause sera utile à l’avenir et par conséquent quelles sont les clauses à
conserver. La méthode que nous proposons dans ce chapitre est basée sur le principe que si une clause
n’est pas falsifiée lors du processus de recherche locale alors elle n’a pas de raison d’être conservée.
Comme nous avons pu le voir, cette méthode obtient de bons résultats puisqu’elle permet d’améliorer
systématiquement les performances deCDLS. Néanmoins, cette dernière ne permet pas de prendre en
compte le fait que le problème est de grande taille (phase de descente très longue) ou le fait que la
méthode de recherche locale reste engluée dans certains minima (supprimer les clauses n’appartenant
pas à ces minima peut accentuer le phénomène).
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Pour terminer, notons que bien que capable de montrer qu’uneinstance n’admet pas de modèle,
l’approcheCDLS basée sur la notion d’interprétation partielle dérivée reste incomplète. Dans le chapitre
suivant, nous étendons la notion d’interprétation partielle dérivée et proposons un modèle algorithmique
hybride coopératif basée sur cette dernière.
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Chapitre

7Solveur hybride pour la résolution
pratique deSAT
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BIEN QUE l’approcheCDLS, introduite dans le chapitre précédent, soit capable de montrer qu’une in-
stance n’admet pas de modèle, elle reste incomplète. Dans cechapitre, nous proposons une nouvelle

approche hybride, nommée SATHYS (SAT Hybrid Solver), pour le problème de la satisfiabilité propo-
sitionnelle. Cette approche combine la recherche locale etun solveurCDCL. Le solveur de recherche
locale est le cœur de SATHYS et appelle le solveurCDCL pour fixer l’affectation d’un ensemble de vari-
ables lorsqu’un minimum local est atteint. Les deux moteurscollaborent étroitement et échangent des
informations utiles l’un pour l’autre. Pour des instances satisfiables le fait de fixer des variables revient à
les considérer comme tabou. Dans le cas où l’instance est insatisfiable, les informations obtenues par la
recherche locale permettent au solveurCDCL de focaliser sa recherche sur un sous-ensemble de formules
insatisfiables.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Après avoiridentifiées les informations à partager
entre les deux méthodes, nous décrivons de manière formellenotre solveur hybride SATHYS. Avant de
conclure et de donner quelques perspectives, nous étudionsexpérimentalement l’influence de la méthode
de recherche locale et l’apport de l’échange d’informations dans notre solveur. Nous terminons cette
étude en comparant notre solveur et d’autre solveurs de l’état de l’art.

Ces travaux ont fait l’objet de plusieurs publications (Audemardet al.2009b; 2010a;c;b).

7.1 Échange bidirectionnel d’informations entre la recherche locale et
une approche de typeCDCL

Comme nous l’avons souligné dans le chapitre4, la majorité des approches hybrides proposées
dans la littérature s’appuient sur un schéma intégratif de combinaisons (voir section4.3). Ces approches
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utilisent pour la plupart une des méthodes comme esclave, c’est-à-dire que les informations échangées
ne circulent que dans un sens (vers le maître). Bien que notreméthode soit aussi une approche intégrative
(le cœur de notre solveur est une recherche locale), nous proposons un mécanisme où chaque méthode
apporte des informations utiles à l’autre. Pour cela, nous commençons par identifier les informations qui
pourrait être intéressantes de faire transiter.

7.1.1 Apport de la recherche locale pour une méthode de typeCDCL

Comme nous avons pu le voir lors de la description des algorithmes complets, les solveursCDCL

sont composés de plusieurs éléments (heuristique de choix de variables, heuristique de choix de polarité,
apprentissage, propagation unitaire,etc..). Ces derniers sont très importants puisqu’ils conditionnent
les performances globales du solveur. Dans cette partie, nous proposons deux approches basées sur la
recherche locale afin de guider un solveurCDCL. La première approche consiste à utiliser la recherche
locale afin d’ajuster dynamiquement l’heuristique de choixde variables. Pour cela nous utilisons la notion
de variable frontière introduite parGoldberg(2009) :

Définition 7.1 (point frontière (Goldberg 2009)). SoientΣ une formuleCNF et I une interprétation
complète (point) construite sur les variables deΣ. L’interprétationI est un point frontière si et seulement
si ∃ℓ ∈ LΣ tel que∀α ∈ Σ avecI |6= α nous avonsℓ ∈ α. Le littéral ℓ est appelé littéral frontière.

Exemple 7.1.Considérons la formuleCNFΣ = {φ1, φ2, . . . , φ11} telle que :

φ1 : (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) φ2 : (x1 ∨ ¬x4 ∨ ¬x5) φ3 : (x2 ∨ ¬x1) φ4 : (x4 ∨ ¬x7 ∨ ¬x6)
φ5 : (x3 ∨ ¬x5) φ6 : (x5 ∨ ¬x7) φ7 : (x6 ∨ ¬x8) φ8 : (x7 ∨ ¬x8)
φ9 : (x8 ∨ ¬x4) φ10 : (x1 ∨ ¬x8) φ11 : (x7 ∨ ¬x9) φ12 : (¬x1 ∨ ¬x7 ∨ ¬x9)

Soit l’interprétation complèteI construite surVΣ telle queI(xi) = ⊤ pour toutxi ∈ VΣ. L’ensem-
ble des clauses falsifiées parI est{(¬x1∨¬x2∨¬x3), (¬x1∨¬x7∨¬x9)}. L’interprétationI est donc
un point frontière deΣ et le littéral frontière est¬x1.

Remarque 7.1(variable frontière). Goldberg(2009) montre que pour une interprétation complèteI qui
est un point frontière d’une formuleΣ, si ℓ ∈ LΣ est un littéral frontière deI pour Σ alors l’interpré-
tation Iℓ qui consiste à inverser la valeur de vérité deℓ dans l’interprétationI est soit un modèle deΣ,
soit un point frontière deΣ tel que¬ℓ est un littéral frontière. Dans le cas oùℓ et¬ℓ sont des littéraux
frontières nous parlons de variable frontière.

Exemple 7.2.Considérons l’exemple précédent, l’interprétationIx1 qui consiste à inverser la valeur de
vérité dex1 dansI falsifie les clauses(x1 ∨¬x8) et (x1 ∨¬x4 ∨¬x5). L’interprétationIx1 est donc un
point frontière deΣ et par conséquentx1 est une variable frontière.

Dans (Goldberg 2009), l’auteur montre qu’appliquer une méthode de résolution classique tout en
focalisant les opérations de résolution sur les variables frontières permet d’améliorer sensiblement la
qualité de la preuve par résolution, c’est-à-dire de réduire la taille de l’arbre de réfutation. Ce résultat
n’est pas surprenant puisque, comme l’énonce la propriété suivante, les variables frontières sont étroite-
ment liées à la notion de noyau minimalement inconsistant.

Propriété 7.1. SoientΣ une formuleCNF inconsistante composée de{Γ1,Γ2, . . . ,Γn} noyaux mini-
malement inconsistant etx une variable frontière deΣ, alors∀i, 1 6 i 6 n,∃γ ∈ Γi telle quex ∈ γ.
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Preuve 7.1.D’après la propriété1.4, si un problème est inconsistant alors quelque soit l’interprétation
complète considérée au moins une clause de chaqueMUS est falsifiée par cette interprétation. SoitI un
point frontière deΣ enx. Puisque l’interprétationI est un point frontière deΣ, la variablex appartient
à toutes les clauses deΣ falsifiées parI et par conséquent à au moins une clause de chaqueMUS deΣ.

Puisqu’elles apparaissent dans tous lesMUS, les variables frontières peuvent être considérées comme
très intéressantes pour conduire à l’établissement de la preuve de l’incohérence d’une formule. Cepen-
dant établir si une variable est une variable frontière est calculatoirement difficile. En effet, le problème
qui consiste à vérifier si une contrainte donnée appartient àau moins unMUS estΣp

2 (Eiter et Gottlob
1992). De plus, une formule peut posséder un nombre exponentiel de MUS. Ce qui implique que décider
si une variable est frontière en calculant l’ensemble desMUS du problème est irréalisable dans le pire
des cas. Pour pallier ce problème, nous proposons d’utiliser les interprétations complètes parcourues par
la recherche locale afin de détecter des variables frontières. En effet, puisque la recherche locale tente
autant que faire se peut de réduire le nombre de clauses falsifiées, il existe une forte probabilité que cer-
taines des interprétations qu’elle parcourt soient des points frontières.

Le second point sur lequel la recherche locale peut venir en aide à une approcheCDCL concerne
l’heuristique de choix de polarité. En effet, les méthodes de recherche locale ont, contrairement aux
solveursCDCL, une vision globale de la formule. Elles peuvent donc « facilement » découvrir une in-
terprétation complète de bonne qualité, c’est-à-dire falsifiant peu de contraintes du problème. Une telle
interprétation peut ensuite être utilisée au sein d’une méthode de typeCDCL afin de guider l’heuristique
de choix de polarité. Cette méthode peut être vue comme un raffinement de l’heuristique de choix de
polaritéprogress saving(voir 3.1.4.4) grâce à la recherche locale.

La figure 7.1 récapitule les informations que la méthode de recherche locale transmet au solveur
CDCL.

Recherche
locale

CDCL

Interprétation complète
de bonne qualité

Variables frontières

FIGURE 7.1 – Informations collectées par une méthode de recherche locale afin de guider un solveur de
typeCDCL.

7.1.2 Apport d’une méthode de typeCDCL pour la recherche locale

Comme nous avons pu le voir lors de la présentation des algorithmes hybrides (voir chapitre4), les
algorithmes complets peuvent venir en aide à la recherche locale de différentes manières. Dans le cadre
du solveur SATHYS nous avons exploré et étudié expérimentalement trois pistes :

– la première consiste à utiliser l’interprétation partielle générée par l’approcheCDCL afin de limiter
l’espace de recherche exploré par la méthode de recherche locale. L’avantage est double : pre-
mièrement, les variables fixées par l’interprétation partielle peuvent faire office de liste tabou. De
cette manière la méthode de recherche locale considérée devient une méthode tabou où la liste
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des variables interdites est gérée de manière dynamique grâce à la propagation unitaire et les re-
tours arrières non chronologique. Par conséquent, la méthode complète peut être vue comme un
critère d’échappement pour la recherche locale. Deuxièmement, la propagation unitaire permet
de capturer un certain nombre de dépendances fonctionnelles. Récupérer de telles informations
permet, comme cela a été démontré dans (Selmanet al. 1997, Phamet al. 2007b, Kroc et al.
2009), d’améliorer sensiblement les méthodes de recherche locale sur les problèmes comportant
une certaine structure ;

– la seconde piste consiste à utiliser la méthode complète pour ajouter des clauses à la formule
initiale afin, d’une part de pouvoir résoudre les problèmes inconsistants, et d’autre part de guider
la recherche locale en redéfinissant la fonction d’évaluation. Cette approche a en quelque sorte
déjà été validée expérimentalement dans le chapitre précédent avecCDLS, puisque comme nous
avons pu le voir l’apprentissage permet d’améliorer sensiblement les performances des solveurs
de recherche locale sur les problèmes structurés ;

– la dernière piste consiste à utiliser la propagation unitaire afin d’initialiser l’interprétation complète
utilisée par le solveur de recherche locale.

La figure7.2récapitule les informations que le solveurCDCL transmet à la recherche locale.

Recherche
locale

CDCL

Apprentissage et preuve
de l’inconsistance

Prise en compte de
dépendances fonctionnelles

Liste de variables tabou

Propagation unitaire

FIGURE 7.2 – Informations collectées par un solveurCDCL afin de guider une méthode de recherche
locale.

7.2 SAT HYS, un nouvel algorithme hybride pour la résolution pratique
de SAT

Dans cette section nous décrivons de manière formelle notresolveur hybride SATHYS. Nous présen-
tons ensuite les différentes méthodes et mécanismes mis en place afin d’échanger et de collecter les
différents types d’informations discutés dans la section précédente.

7.2.1 Description formelle du solveur SAT HYS

Comme expliqué précédemment, notre approche SATHYS est basée sur la recherche locale. Le pro-
cessus de recherche consiste à se déplacer d’une interprétation complète à une interprétation complète
voisine jusqu’à obtenir une solution. À chaque étape, le nombre de clauses falsifiées tente d’être réduit
(phase de descente). Lorsqu’aucune descente n’est possible, un minimum local est atteint et dans ce cas
deux possibilités sont à considérer :
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1. soit un critère d’échappement classique est utilisé (voir section2.2) ;

2. soit la partieCDCL est appelée. Un littéral non affecté appartenant à l’interprétation complète
utilisée par la recherche locale est sélectionné. Ce littéral est ensuite utilisé comme point de choix
et la propagation unitaire est effectuée.

Dans les deux cas, l’ensemble des interprétations voisinesde l’interprétation courante a changé et la
partie recherche locale de notre hybridation peut de nouveau être exécutée. En effet, dans le premier cas,
cette modification est contrôlée de manière classique à l’aide du critère d’échappement. Dans le second
cas, puisque les variables fixées par la partieCDCL ne peuvent plus être flippées par la partie recherche
locale, le voisinage direct de l’interprétation courante est modifié. De plus, la partieCDCL peut conduire à
un conflit. Dans ce cas, une analyse de conflits est effectuée,une clause est apprise et unbackjumpingest
réalisé. Lorsque cela arrive, certaines variables redeviennent libres et peuvent de nouveau être flippées.

Bien que le cœur de notre solveur hybride SATHYS soit une recherche locale, l’intégration du solveur
CDCL conduit à rendre ce solveur capable de répondre à l’insatisfaisabilité d’une formule.

L’algorithme7.1 décrit en détail cette approche. Il prend en entrée une formule CNFΣ et retourne
vrai si le problème est montré cohérent etfaux sinon. Quatre variables sont utilisées. Une interpré-
tation partielleIp pour la partieCDCL qui est initialisée avec les littéraux unitaires obtenus après la
propagation unitaire sur la formuleΣ initiale, une interprétation complèteIc pour la partie recherche
locale laquelle est initialisée à l’aide la fonctioninterprétationComplètePU (voir paragraphe
7.2.2) en étendant l’interprétation partielleIp, ∆ l’ensemble des clauses apprises etdl le niveau de dé-
cision courant (lignes 1–6). Après cette étape d’initialisation la partie recherche locale est exécutée. Si
l’interprétation complète courante est un modèle deΣIp alors SATHYS termine et retournevrai (ligne
8). Sinon, s’il existe une interprétation voisineI ′c de Ic permettant de diminuer le nombre de clauses
falsifiées, celle-ci devient l’interprétation courante (ligne 10). Il est important de noter que le voisinage
deIc est limité aux variables n’apparaissant pas dansIp (I ′c ∈ N (Ic,VIc\Ip)). En effet, comme évoqué
précédemment les variables utilisées dansIp sont considérées comme tabou pour la partie recherche
locale. Cependant, cette interprétation partielle évoluependant la recherche et est modifiée par la par-
tie CDCL de l’algorithme. Néanmoins à chaque tour de boucle (ligne 7)de notre méthode, nous avons
Ip ⊆ Ic.

Lorsqu’aucune interprétation voisine ne permet une descente, un minimum local est atteint (ligne
11). Dans ce cas le prédicatslsProgress (voir paragraphe7.2.4) est évalué. S’il retournevrai alors
un critère d’échappement classique est utilisé afin de sortir du minimum local (lignes 12–13). Sinon la
partieCDCL de notre solveur est appelée (lignes 15–27) afin de modifier l’interprétation partielle.

Chaque fois que la partieCDCL est appelée, un littéralℓ non affecté est choisi parmi l’ensemble
des littéraux de l’interprétation complèteIc (fonction heuristiqueLitéralDeBranchement ).
Le niveau de décision courant est incrémenté, le littéralℓ est affecté et la propagation unitaire est exécutée
(lignes 15–18). Si l’interprétation partielleIp obtenue par propagation conduit à la clause vide (ligne
19), une analyse de conflits classique (basée sur la notion defirst-UIP) est effectuée et une clauseγ
est apprise. Si cette dernière est la clause vide alors le problème est montré inconsistant etfaux est
retourné (ligne 21). Sinon la clause assertive est ajoutée àl’ensemble des clauses apprises∆, un retour
arrière est effectué, le niveau de décision devient égal au niveau debackjumpet la propagation unitaire
est de nouveau réalisée (lignes 20–25). Ces opérations sonteffectuées tant que l’interprétation partielle
Ip est inconsistante (ligne 19). À la fin du processus, l’interprétation complète utilisée par la recherche
locale est remise à jour grâce à l’interprétation partielletelle queIp ⊆ Ic (ligne 28). Comme pour les
solveursCDCL classique la base de clauses apprises est nettoyée périodiquement22 (lignes 26–27).

22. Nous utilisons pour effectuer cette opération la même stratégie que celle utilisée dans le solveurMINISAT (voir section
3.1.5.2).
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Ce processus est répété tant que le prédicatredémarrage n’est pas vérifié (ligne 6). Après quoi,
tant qu’une solution n’a pas été trouvée (ou une preuve de l’insatisfiabilité de la formule) le solveur
redémarre le processus précédent avec une nouvelle interprétation complète initiale.

Algorithme 7.1 : SATHYS

Données: Σ une formule CNF
Résultat : vrai si la formuleΣ est satisfiable etfaux si la formule est prouvé insatisfiable
dl←− 0; / * niveau de décision * /1

∆← ∅; / * l’ensemble des clauses apprises * /2

Ip ←− ∅; / * interprétation partielle * /3

α←−propagationUnitaire( Σ,Ip) ;4

si (α 6= null) alors retourner faux ; / * problème inconsistant * /5

Ic ← Ip∪ interprétationComplètePU( Σ|Ip) ;6

tant que (vrai ) faire7

si (Ic |= Σ) alors return SAT;8

si ∃I ′c ∈ N (Ic,VIc\Ip) telle quediff(Σ,Ic,I ′c) > 0 alors9

Ic ←− I
′
c; / * descente * /10

sinon11

/ * minimum local * /
si slsProgress() alors12

/ * Comportement classique de la recherche locale * /
Ic ←− interprétation choisie suivant un critère d’échappement;13

sinon14

ℓ←− heuristiqueLitéralDeBranchement( Ic \ Ip) ;15

dl ←− dl + 1;16

Ip ←− Ip ∪ {(ℓ
dl)};17

α←−propagationUnitaire( Σ,Ip) ;18

tant que (α 6= null) faire19

β ←−analyseConflit( Σ∪∆,Ip, α) ;20

si (β = ⊥) alors retourner faux ;21

bl ←−calculRetourArrière( Ip, bl) ;22

∆←− ∆ ∪ β;23

retourArrière( Σ∪∆,Ip, bl) ; / * mise à jour de Ip * /24

/ * propagation du littéral assertif * /
α←−propagationUnitaire( Σ,Ip)25

si faireReduction() alors26

reductionClausesApprises (∆);27

Ic ← Ip ∪ Ic \ Ip;28

si (redémarrage() ) alors29

propagationUnitaire( Σ∪∆,Ip) ;30

Ic ← Ip∪ interprétationComplètePU (Σ|Ip) ;31

Contrairement aux stratégies de redémarrages utilisées habituellement dans les solveurs de recherche
locale et qui dépendent du nombre de réparations (maxReparations dans les algorithmes2.2 et 2.3),
le solveur SATHYS, comme les solveursSAT modernes, s’appuie sur le nombre de conflits obtenu par la
partieCDCL afin de déterminer s’il faut effectuer un redémarrage. Pour notre solveur nous avons choisi
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d’utiliser une stratégie de redémarrage basée sur la suite de Luby avecu = 100 (voir section3.1.5.3).
Ce choix n’est pas anodin, puisqu’au vue des caractéristiques théoriques de celle-ci (logarithmiquement
optimale lorsqu’aucune information sur le problème n’est fournie), elle permet de ratisser un plus large
panel de problèmes.

En ce qui concerne le prédicatslsProgress , les fonctionsinterprétationComplètePU
et heuristiqueLitéralDeBranchement laissés en suspens, nous les détaillons dans les parties
suivantes.

7.2.2 Interprétation complète générée à partie de la propagation unitaire

Une des particularité des problèmes de la catégorie application est qu’ils sont pour la plupart com-
posés d’un nombre important de clauses. Par conséquent la valeur de la fonction d’évaluation calculée
sur une interprétation complète quelconque peut être très élevée (beaucoup de clauses falsifiées). Dans ce
cas, considérer une interprétation complète générée de manière aléatoire peut amener la recherche locale
à effectuer beaucoup de réparations avant d’atteindre un premier minimum local. Pour éviter cela, nous
proposons d’utiliser une méthode gloutonne basée sur la propagation unitaire afin d’initialiser l’interpré-
tation complète utilisée par la partie recherche locale de notre algorithme. Cette méthode, décrite dans
l’algorithme7.2, prend en entrée une formule CNFΣ et retourne une interprétation complète construite
surVΣ. La procédure commence par faire une sauvegarde deΣ dansΣ′ et par initialiser l’interprétation
complèteIc à vide. Une fois ces opérations effectuées, tant que l’interprétationIc n’est pas complète,
un littéralx est choisi parmi les littéraux deΣ′ afin d’étendreIc (ligne 4). Une fois ce dernier choisi,
l’ensemble des littéraux obtenu par propagation unitaire àpartir deΣ′ est collecté dans l’ensembleP
(ligne 5). Ensuite, une occurrence de chaque littéral deP apparaissant à la fois positivement et négative-
ment est supprimée (ligne 6–8). L’interprétationIc est alors étendu à l’aide des littéraux deP (ligne 9)
et la formuleΣ′ est simplifiée par l’ensembleP (ligne 10).

Algorithme 7.2 : interprétationComplètePU
Données: Σ une formule CNF
Résultat : Ic une interprétation complète deΣ
Σ′ ← Σ;1

Ic ← ∅;2

tant que |Ic| 6= |VΣ| faire3

Ic ← Ic ∪ {x|x ∈ VΣ \ Ic};4

P ← {x} ∪ {y| Σ′
|x |=

∗ y};5

pour chaquey ∈ P faire6

si y ∈ Ic alors7

P ← P \ {y};8

Ic ← Ic ∪ P;9

Σ′ ← Σ′
|P ;10

retourner Ic;11

7.2.3 L’heuristique de branchement

L’heuristique de branchement utilisée par la partieCDCL du solveur SATHYS est déterminée grâce
à la fonctionheuristiqueLitéralDeBranchement . Cette dernière dépend d’une heuristique de
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choix de variables et d’une l’heuristique de choix de polarité. Dans le solveur SATHYS ces heuristiques
sont définies de la manière suivante :

– l’heuristique de choix de variable utilisée est une version modifiée de l’heuristiqueVSIDS intro-
duite dans la section3.1.4.3. Cette méthode, comme pour la méthode de base, augmente le poids
des variables en cause dans les conflits lorsque l’extraction d’un nogoodest effectuée (analyse
de conflits). De plus, lors de la phase de recherche locale et lorsqu’un minimum local est atteint,
l’interprétation complète courante est examinée afin de détecter d’éventuelles variables frontières.
Lorsque de telles variables sont identifiées, leur poids estaugmenté. De cette manière, les variables
frontières sont susceptibles d’être sélectionnées et par conséquent d’être utilisées pour diriger la
recherche vers une partie difficile du problème ;

– l’heuristique de choix de polarité est quant à elle basée sur la notion deprogress savingintroduite
parPipatsrisawat et Darwiche(2009b). Cependant, contrairement à cette dernière, l’interprétation
complèteP utilisée lors de la sélection de la phase de la variable (voir3.1.4.4) est modifiée à
chaque redémarrage. Plus précisément, à chaque redémarrage l’interprétationP est remplacée par
la meilleure interprétation complète (meilleure en terme de nombre de clauses falsifiées) obtenue
par le processus de recherche locale. De cette manière, la partie CDCL de notre solveur est guidée
dans un espace de recherche espéré prometteur.

7.2.4 Le prédicatslsProgress

Les appels aux différentes parties (CDLS et recherche locale) de notre solveur sont contrôlés par
le prédicatslsProgress (voir l’algorithme 7.1, ligne 12). Une mauvaise définition de ce dernier
peut conduire à privilégier une méthode au détriment de l’autre. En effet, un prédicat toujours évalué
à vrai rend notre solveur identique à une méthode de recherche locale classique. Au contraire, un
prédicat toujours évalué àfaux favorise énormément la partieCDCL ce qui, comme le montre les ex-
périmentations reportées dans la partie7.3.2, rend notre approche inefficace sur les problèmes aléatoires.
Afin de pallier ce problème, et donc d’estimer convenablement quelle partie de notre algorithme il faut
privilégier, nous nous sommes appuyés sur les travaux deHoos(2002) introduit dans la section2.3. Plus
précisément, pour une formule CNFΣ, nous considérons une variable entièreprogress qui est augmen-
tée lorsque la recherche locale progresse dans sa recherchede solution ou lorsque la partieCDCL est
considérée être en situation d’échec. Nous avons caractérisé trois situations dans lesquels il nous semble
intéressant d’augmenter la valeur deprogress. Ces situations sont :

– lorsqu’un redémarrage est effectué. En effet, un redémarrage peut être assimilé à échec de la partie
CDCL dans sa recherche de solution. Dans ce cas, nous choisissonsde réinitialiserprogress avec
le résultat de l’opération suivant :Luby(100) ×Nombre de redémarrages ;

– lorsque la partieCDCL atteint un conflit. Dans ce cas, l’interprétation partielleest dans la plupart
des cas réduite. Il semble donc intéressant de laisser à la recherche locale l’opportunité d’explorer
l’espace de recherche qui était préalablement fixé. Pour cela, nous ajoutons|Ip|− |I ′p| àprogress
tel queIp etI ′p sont respectivement l’interprétation partielle obtenue avant et après le retour arrière
non chronologique ;

– lorsque la recherche locale atteint une interprétation prometteuse. Pour cela, nous initialisons
une variablemaxSatRestart qui correspond au nombre de clauses falsifiées par l’interpréta-
tion complète générée juste après chaque redémarrage. Puislorsque la recherche locale permet
d’obtenir une interprétation telle que le nombre de clausesfalsifiées par celle-ci est inférieur à
maxSatRestart, alorsmaxSatRestart est mis-à-jour avec cette valeur etprogress est aug-
menté de1000.

Afin de déterminer si la recherche locale échoue dans sa recherche de solution, nous avons choisi
de décrémenterprogress chaque fois qu’un minimum local est atteint. En effet, un minimum local peut
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être assimilé à une situation d’échec pour la recherche locale et par conséquent la partieCDCL doit être
privilégiée.

Le prédicatslsProgress est alors évalué simplement puisqu’il retournevrai si progress est
supérieur à0 et faux sinon.

7.3 Études expérimentales

Dans cette section nous étudions expérimentalement notre solveur hybride SATHYS. Cette étude
est divisée en trois parties. Dans la première, nous évaluons les performances de notre méthode avec
plusieurs stratégies d’échappement. Dans la seconde, nousétudions l’apport des informations échangées
par les parties recherche locale etCDCL. Dans la dernière, nous comparons notre méthode avec les
solveurs de l’état de l’art.

L’ensemble des résultats expérimentaux reportés dans cette section a été obtenu sur un Xeon 3.2 GHz
avec 2 GByte de RAM. Le temps CPU a été limité à 1200 secondes. Les instances utilisées sont issues
de la compétitionsSAT 2009 (Le Berre et Roussel 2009). Elles sont divisées en trois catégories :crafted
(281 instances), application (292) et aléatoire (570). Toutes ces instances sont prétraitées par SATELITE

(Eén et Biere 2005).

7.3.1 Choix de la stratégie d’échappement utilisée dans SAT HYS

Pour commencer notre étude expérimentale, nous étudions les performances de notre solveur vis-
à-vis de trois stratégies d’échappement : WALK SAT (Selmanet al. 1994), NOVELTY et RNOVELTY

(McAllester et al. 1997). Les trois approches ainsi définies sont nommées respectivement SATHYS

(WALK SAT), SATHYS (NOVELTY) et SATHYS (RNOVELTY) et leurs résultats sont reportés dans le
tableau7.1. Nous pouvons observer sur ce dernier que sur les instances structurées (crafted et appli-
cation) les performances de SATHYS sont quasi similaires quelque soit la métaheuristique employée.
Ces résultats ne sont pas surprenants puisque sur ce type d’instances les différents critères d’échappe-
ment obtiennent des performances quasiment identiques. Ence qui concerne les résultats obtenus sur la
catégorie d’instances aléatoires, nous remarquons que la sélection du critère d’échappement est critique.
En effet, puisqu’il conditionne les performances d’un solveur de recherche locale, il n’est pas inattendu
d’observer que le nombre d’instances résolues par les méthodes utilisant les critères d’échappement
NOVELTY et RNOVELTY soit supérieur au nombre d’instances résolues par la méthode basée sur la mé-
taheuristique WALK SAT.

Crafted Application Aléatoire
total (sat unsat) total (sat unsat) total (sat unsat) total

SATHYS (WALK SAT) 100 (70 30) 140 (60 80) 153 (153 0) 393
SATHYS (NOVELTY) 107 (74 33) 140 (60 80) 190 (190 0) 437
SATHYS (RNOVELTY) 104 (71 33) 148 (63 85) 189 (189 0) 441

TABLE 7.1 – Étude des performances du solveur SATHYS pour les stratégies d’échappement WALK -
SAT, NOVELTY et RNOVELTY. Pour chaque catégorie et pour chaque solveur, nous reportons le nombre
d’instances satisfaisables, insatisfaisables et totalesrésolues.

Dans la suite de ce chapitre, nous nommons SATHYS la version de notre solveur qui utilise comme
critère d’échappement la stratégieRNOVELTY (SATHYS (RNOVELTY)).
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7.3.2 Étude de l’apport des informations échangées

Dans cette section, nous évaluons l’apport des informations échangées sur l’efficacité de notre solveur.
Pour cela, nous comparons SATHYS avec les variantes suivantes :

– SATHYSnb : l’heuristique de choix de variables n’est pas mise à jour lorsqu’une nouvelle variable
frontière est découverte ;

– SATHYScdclAtEachLM : le prédicatslsProgress utilisé est toujours évalué àfaux . Dans ce
cas, la partieCDCL est appelée à chaque minimum local ;

– SATHYSnoPolarity : l’heuristique de choix de polarité n’est pas remise-à-jour lorsque la recherche
locale atteint une nouvelle valeur deMAX SAT.

Le tableau7.2résume les résultats obtenus par les quatre versions de notre solveur SATHYS.

Solveur Crafted Application Aléatoire Total
SATHYS 104 148 189 441
SATHYSnb 103 144 191 438
SATHYScdclAtEachLM 101 141 8 250
SATHYSnoPolarity 106 142 188 436

TABLE 7.2 – Étude de l’apport de l’échange d’informations dans le solveur SATHYS. Pour chaque caté-
gorie de problème, nous reportons le nombre d’instances résolues par chacune des versions de SATHYS.
Nous donnons aussi le nombre d’instances total résolues parchacune des méthodes.

Avant d’analyser plus finement la table des résultats (tableau 7.2), remarquons que la version de
SATHYS qui incorpore toutes les informations permet de résoudre globalement plus d’instances. Par
conséquent, l’échange d’informations tel que nous l’avonsdéfini dans notre solveur permet d’augmenter
la robustesse et l’efficacité de notre solveur.

Concernant les résultats obtenus par SATHYSnb, nous pouvons noter que le réajustement de l’heuris-
tique de choix de variables avec les variables frontières nepermet pas d’améliorer les performances de
notre méthode sur les instances aléatoires. Ce résultat n’est pas surprenant puisque sur ce type d’instances
l’heuristique de choix de variables utilisée par la partieCDCL n’a pas de réel impact sur les performances
de la méthode. Par conséquence, ajuster cette dernière n’est pas nécessaire et est au contraire consom-
matrice de temps. Pour ce qui est des catégoriescraftedet application, nous pouvoir voir que focaliser la
partieCDCL sur les variables frontières permet d’améliorer l’efficacité de la méthode.

En ce qui concerne la version SATHYScdclAtEachLM , nous pouvons voir que les résultats obtenus
sur les instances aléatoires sont très mauvais. Ce comportement peut être expliqué par le fait que les
algorithmesCDCL sont mauvais sur ce type d’instances et qu’appeler la partieCDCL à chaque minimum
local privilégie trop la partie complète de notre algorithme. Nous pouvons noter que le nombre d’ap-
pels à la partieCDCL a un impact important sur les performances de SATHYS. Par conséquent, évaluer
correctement si la recherche locale progresse (prédicatslsProgress ) est crucial pour l’efficacité de
notre approche. Pour terminer remarquons que, malgré le fait que la partieCDCL soit privilégiée, le
nombre d’instances résolues dans les catégoriescraftedet application est toujours inférieur au nombre
d’instances résolues dans le cas où la recherche locale est appelée plus fréquemment.

Quant aux résultats obtenus par SATHYSnoPolarity , nous pouvons voir que cette version obtient de
bons résultats sur la catégorie d’instancescrafted. Cependant, cette approche est moins compétitive sur
les instances de la catégorie application. Sur ces instances, ne pas appliquer la mise à jour de l’heuristique
de choix de polarité à chaque redémarrage dégrade les performances.
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7.3.3 Étude comparative

Dans cette section nous comparons SATHYS avec les solveurs ayant obtenus une distinction lors de
la compétitionSAT qui s’est déroulée en 2009 (cinq de ces solveurs ont obtenu une médaille d’or à cette
compétition et deux de ces solveurs font partie des meilleurs solveurs hybrides). Plus précisément, notre
approche a été comparée avec :

– Deux méthodes de recherche locale :

1. ADAPTG2WSAT (Li et al.2007) ;

2. GNOVELTY+ (Pham et Gretton 2009) ;

– Deux approches hybrides :

1. HYBRIDGM (Balint et al.2009)

2. HINOTOS (Letombe et Marques-Silva 2008).

– Cinq approches complètes :

1. MINISAT (Sörensson et Eén 2009) ;

2. GLUCOSE(Audemard et Simon 2009a) ;

3. PRECOSAT(Biere 2008b) ;

4. RSAT (Pipatsrisawat et Darwiche 2007) ;

5. CLASP (Gebseret al.2007).

– Un solveur portfolio (séquentiel) :SATZILLA _I (Xu et al.2008).

Le tableau7.3 résume, sur les trois catégories d’instances de la compétition SAT 2009, les résultats
de SATHYS et des solveurs énumérés précédemment.

Crafted Application Aléatoire
total (sat unsat) total (sat unsat) total (sat unsat) total

ADAPTG2WSAT 68 (68 0) 8 (8 0) 294 (294 0) 375
GNOVELTY+ 54 (54 0) 7 (7 0) 281 (281 0) 342
SATHYS 104 (71 33) 148 (63 85) 189 (189 0) 441
HYBRIDGM 56 (51 5) 5 (5 0) 294 (294 0) 355
HINOTOS 105 (69 36) 107 (39 68) 77 (65 11) 288
MINISAT 99 (72 27) 152 (59 93) 3 (3 0) 254
GLUCOSE 114 (75 39) 152 (54 98) 17 (17 0 ) 266
PRECOSAT 122 (81 41) 164 (65 99) 2 (2 0) 288
RSAT 105 (71 34) 143 (53 90) 5 (5 0) 253
CLASP 131 (78 53) 138 (53 85) 84 (66 18) 353
SATZILLA _I 128 (86 42) 142 (60 82) 145 (90 55) 415

TABLE 7.3 – Comparaison du solveur SATHYS vis-à-vis d’un ensemble de solveurs de l’état de l’art.
Pour chaque catégorie de problème et pour chaque solveur, nous reportons le nombre d’instances satis-
faisables, insatisfaisables et totales résolues.

Commençons cette étude en comparant les performances des solveurs de recherche locale par rapport
à celle de notre solveur SATHYS. Tout d’abord, notons que ces méthodes ne sont performantesque
sur les instances de la catégorie aléatoire. Ce résultat n’est pas surprenant puisque ces solveurs sont
uniquement dédiés à ce type de problèmes. Sur les autres catégories d’instances, les méthodes à base de
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recherche locale obtiennent généralement de très mauvais résultats. Le manque d’efficacité de ce type
d’approche sur les problèmes structurés a même été pointé dudoigt lors de la compétitionSAT de 2009
(voir présentation de la compétitionSAT 2009 (Le Berreet al.2009)). Par conséquent, l’amélioration de
ces dernières sur ce type d’instances est devenu un véritable challenge. Puisque notre solveur peut être
vu comme une méthode de recherche locale qui utilise un solveur CDCL pour sortir des minima locaux,
les bonnes performances qu’il obtient sur les instances descatégoriescraftedet application permet d’une
certaine manière d’apporter une réponse à ce dernier challenge.

En ce qui concerne les performances des solveurs hybrides par rapport à notre solveur, nous voyons
clairement (dans le tableau7.3) que notre approche est beaucoup plus robuste. En effet sur les instances
de la catégorie application, SATHYS permet de résoudre approximativement 33% d’instances de plus
que le solveurHINOTOS et 100% d’instances de plus queHYBRIDGM. Pour ce qui est des instances
de la catégorie aléatoire, l’approche hybride qui obtient les meilleurs performances estHYBRIDGM
(environ 50% d’instances résolues en plus). Ceci n’est pas surprenant puisque ce dernier a été développé
dans l’optique de résoudre de telles instances. Néanmoins,remarquons que notre solveur obtient tout de
même des résultats très satisfaisants (SATHYS résout environ 2,5 fois plus d’instances queHINOTOS). En
ce qui concerne les instances de la catégoriecrafted, les performances de notre solveur sont identiques à
ceux deHINOTOS et sont bien supérieures à ceux deHYBRIDGM (environ 50% d’instances résolues en
plus).

Si nous analysons les résultats obtenus par les solveurs complets, nous remarquons que notre solveur
est très compétitif sur les instances des catégoriescraftedet application. En effet, SATHYS obtient dans
sur ces catégories de problèmes des résultats très honorables, là où les autres approches reposant sur la
recherche locale sont à la peine. Sur les instances de la catégorie aléatoire, il n’est pas surprenant de
constater que notre approche est bien meilleure, puisque les solveursCDCL sont très mauvais sur les
problèmes de ce type.

Un des résultats les plus surprenant est que notre solveur SATHYS est plus robuste que le solveur
portfolio SATZILLA . En effet, bien que ce dernier soit composé des meilleurs solveurs sur chacune des
catégorie de problème, notre solveur résout légèrement plus d’instances (environ 6% d’instances résolues
en plus). Ceci est surprenant, puisque le principe de ce solveur est, grâce à une analyse de la structure du
problème, d’identifier la nature du problème et de lancer le solveur approprié.

Pour résumer les résultats reportés dans le tableau7.3, nous pouvons dire que, si nous considérons les
trois catégories de problème (crafted, application et aléatoire), SATHYS est le solveur le plus compétitif.
Il est aussi le plus robuste puisqu’il résout globalement plus d’instances que tous les autres solveurs. De
plus, nous pouvons noter que pour chacune des catégories notre solveur offre de bonnes performances.

Le tableau précédent permet de fournir des informations quant au nombre d’instances résolues par
chacune des approches. Afin d’obtenir une comparaison au niveau des temps de résolution, nous pro-
posons de comparer les différents solveurs à l’aide de plusieurs nuages de points. Pour cela, nous re-
portons sur les figures7.3, 7.4, 7.5 et 7.6, les nuages de points relatifs aux comparaisons effectuées
entre SATHYS et respectivementPRECOSAT(le solveur de référence sur la catégorie d’instances applica-
tion), HINOTOS (un des solveurs hybrides les plus connus),CLASP (le vainqueur de la compétitionSAT

2009 dans la catégoriecrafted) et SATZILLA (le solveur qui a obtenu les meilleures performances après
SATHYS).

Sur toutes ces figures, chaque point représente le temps mis par chacune des deux méthodes pour
résoudre une instanceΠ. L’axe des abscisses correspond alors au temps (échelle logarithmique) mis par
le solveur SATHYS pour résoudreΠ et l’axe des ordonnées le temps (échelle logarithmique) mispar les
autres solveurs pour résoudre ce même problème. Chaque point en dessous de la diagonale représente
donc une instance pour lequel SATHYS est plus rapide.
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FIGURE 7.3 – Nuage de points : SATHYS versusPRECOSAT.
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FIGURE 7.4 – Nuage de points : SATHYS versusHINOTOS.
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FIGURE 7.5 – Nuage de points : SATHYS versusCLASP.
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FIGURE 7.6 – Nuage de points : SATHYS versusSATZILLA
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L’analyse des différents nuages de points permet tout d’abord de conclure que notre solveur est plus
efficace queHINOTOS. En effet, la plupart des points reportés dans la figure7.4se trouve en dessous de
la diagonale.

En ce qui concerne la comparaison avecPRECOSAT (lequel est l’un des solveursCDCL les plus
rapides), nous pouvons voir sur la figure7.3que, bien que notre solveur semble plus lent, SATHYS résout
globalement plus d’instances. Concernant le solveurCLASP, nous pouvons voir sur la figure7.5que notre
solveur résout de manière similaire les instances des catégoriescraftedet application. Néanmoins, nous
remarquons que notre solveur est tout de même beaucoup plus performant que ce dernier sur les instances
aléatoires. Finalement, concernant la comparaison des performances de SATHYS et deSATZILLA , il est
très difficile à la vue de la figure7.6de déterminer le solveur le plus efficace. En effet, la répartition des
points de part et d’autre de la diagonale ne permet aucune conclusion.

Nous terminons cette étude comparative en présentant les temps obtenus par notre solveur sur un
ensemble d’instances des catégoriescraftedet application. Bien que ces instances soient difficiles, nous
pouvons voir sur le tableau7.4 que notre solveur permet de résoudre des instances satisfiables et insat-
isfiables. Afin d’être équitable nous avons aussi, pour chacune des instances inscrites dans la colonne
bestle temps d’un des 50 solveurs de la compétitionSAT 2009, qui pour une instance donnée, est le plus
rapide.

7.3.4 Synthèse

L’ensemble des expérimentations reporté dans cette section a permis d’évaluer les performances de
notre approche hybride sur un large panel d’instances. Ces instances, issues de la compétitionSAT 2009,
ont été sélectionnées de manière à représenter le plus largeéchantillon possible. Ainsi, les résultats
reportées dans cette section sont représentatifs du comportement de notre solveur quelque soit le type
d’instances considérées. Cette étude a été divisée en troisparties.

Dans la première, nous avons pu constater que la méthode de recherche locale utilisée au sein de
notre méthode influence énormément les performances de notre solveur sur les instances de la catégorie
aléatoire. En effet, un mauvais choix de stratégie d’échappement conduit à dégrader fortement les per-
formances du solveur sur ce type de problème (perte de performances d’environ 25%).

Nous avons ensuite évalué l’apport du partage d’informations entre la partie recherche locale et
la partie CDCL de notre solveur. Les résultats que nous avons obtenus nous permet d’affirmer que
ces dernières sont importantes et qu’elles permettent de résoudre plus efficacement les instances et
cela quelque soit la catégorie. Dans cette étude, nous avonsaussi pu mesurer l’importance du prédicat
slsProgresssur les performances de SATHYS. Nous avons pu constater qu’un mauvais choix de celui-ci
entraîne une dégradation des performances (environ 75% d’instances résolues en moins).

Pour terminer, l’étude comparative que nous avons conduitea permis de mettre en exergue le fait
que SATHYS est très efficace dans les trois catégories d’instances (crafted, application et aléatoire) et
qu’il peut, par conséquent, être considéré comme un des solveurs les plus robustes. De plus, à partir des
résultats reportés dans cette étude, nous pouvons aussi considérer que SATHYS est le premier solveur
hybride à réellement proposer une réponse à trois des dix challenges proposés parSelmanet al. (1997) :

– Challenge 5 :Design a practical stochastic local search procedure for proving unsatisfiability;
– Challenge 6 :Improve stochastic local search on structured problems by efficiently handling vari-

able dependencies;
– Challenge 7 :Demonstrate the successful combination of stochastic search and systematic search

techniques, by the creation of a new algorithm that outperforms the best previous examples of both
approaches.
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SAT BEST SATHYS HINOTOS GLUCOSE PRECOSAT CLASP SATZILLA

q_query_3_L100_coli N 183 677 – 577 414 780 –
post-c32s-col400-16 N 66 247 380 714 141 66 125
countbitsarray02_32 N 926 1100 – 926 – – –
maxxororand032 N 579 768 – – – – –
minand128 N 16 71 219 26 26 23 212
rpoc_xits_08_UNSAT N 154 1036 1115 398 159 – 589
gt-ordering-unsat-gt-060 N 15 171 – – 149 – –
9dlx_vliw_at_b_iq3 N 430 1137 – – – 1095 430
gss-19-s100 Y 38 641 – 611 – – 38
UCG-20-5p1 Y 413 835 – – 537 – –
UTI-15-10p1 Y 392 935 – 392 – – 1140
gt-ordering-sat-gt-040 Y 15 6 – – 149 – –
em_9_3_5_exp Y 18 288 209 51 181 140 276
ndhf_xits_20 Y 1.6 180 – – 249 – 75
partial-10-15-s Y 228 1092 – – – – –
vmpc_30 Y 18 825 – – 292 159 551
velev-pipe-sat-1.0-b7 Y 14 294 – – 343 – 87
new-difficult-21-168-19-90 Y 0.1 141 – – – 370 416
mod3block_3vars_9gates. . .Y 5.7 4.8 – 126 63 26 24
sgen1-sat-160-100 Y 0.1 143 147 – 18 157
rbsat-v945c61409g10 Y 21 362 – 898 147 150 933
instance_n8_i9_pp Y 41 115 454 1117 800 – 421

TABLE 7.4 – Résultats obtenus par SATHYS sur un ensemble d’instances structurées. Les instances se trouvant au dessus de la ligne vertical sont des
instances de la catégoriecraftedtandis que ceux se trouvant sous cette dernière sont des instances de la catégorie application. Les temps reportés dans
ce tableau sont exprimés en secondes.
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7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouveau schéma d’hybridation permettant de faire colla-
borer un solveur de recherche locale et un solveurCDCL. Cette combinaison se veut originale, puisque
contrairement aux autres approches hybrides classiques aucune des deux méthodes ne peut être consid-
érée comme esclave de l’autre. En effet, dans notre approchela partie recherche locale est utilisée afin de
guider la partieCDCL vers les parties difficiles (insatisfiable) du problème tandis que l’approcheCDCL

peut être considérée comme un critère d’échappement pour laméthode de recherche locale. En ce qui
concerne la partie expérimentations, notre solveur SATHYS obtient de bien meilleurs résultats que les
autres solveurs hybrides. De plus, bien que légèrement moins bon que certains solveursCDCL, notre
solveur est très compétitif sur les problèmes structurés (catégoriescraftedet application). Le résultat le
plus surprenant est sans nulle doute le fait que SATHYS soit également plus robuste queSATZILLA qui
est un solveur portefolio. Surtout, SATHYS est le solveur le plus robuste et il peut être considéré comme
le premier vrai succès dans les méthodes de recherche hybride.

Bien que les performances de SATHYS soient particulièrement remarquables, le développement
de celui est très récent et peut être amélioré de plusieurs manières. La première consiste à renforcer
l’échange d’informations entre les deux approches. Pour cela, plusieurs pistes peuvent être explorées.
Premièrement, nous désirons proposer une politique dynamique de redémarrage pour notre solveur hy-
bride SATHYS, en tenant compte des informations recueillies par le moteur de recherche locale. Il peut
être aussi intéressant d’utiliser les informations récoltées par la recherche locale afin d’ajuster le poids
des clauses de manière à définir une nouvelle politique de nettoyage de la base de clauses apprises. Une
dernière piste sur laquelle nous envisageons de travaillerest l’exploitation au sein de SATHYS des récents
progrès faits sur le calcul deMUS. En effet, il s’avère que sur certaines instances, la méthode proposée
par Grégoireet al. (2009a), et qui s’appuie sur une utilisation de la recherche localeafin d’identifier
les clauses susceptibles d’appartenir à unMUS, permet de délivrer plus rapidement une approximation
d’un MUS (donc de prouver l’inconsistance de la formule) que les meilleures approchesCDCL à prouver
que l’instance dans sa globalité n’admet pas de modèle. Nousenvisageons donc, comme le fait la partie
CDCL pour la recherche locale, d’utiliser la partie recherche locale pour réduire la formule sur laquelle
travaille la partieCDCL.

Une autre manière d’améliorer les performances du solveur SATHYS consiste à améliorer séparément
les deux approches qui le compose. Pour cela, nous souhaitons intégrer dans notre solveur d’autre méth-
odes de recherche locale (RSAPS, GNOVELTY+, ADAPTG2WSAT, . . .) ou encore exploiter les dernières
avancées réalisées dans les solveursCDCL.

Finalement, nous envisageons de développer le solveur SATHYS dans le contexte parallèle. En effet,
nous constatons aujourd’hui une explosion du nombre de cœurs dans les processeurs et il est évident
que les futurs solveurs devront exploiter l’ensemble de la puissance de calcul offerte par ces processeurs
(voir chapitre5).
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CE CHAPITRE montre que les techniques complètes et la recherche locale peuvent s’avérer égale-
ment complémentaires pour permettre de résoudre le problème CSP. Il présente une combinaison

synergique de la recherche locale et d’éléments de techniques complètes, qui souvent surpassent les ap-
proches complètes usuelles. Cette méthode n’est pas seulement complète : elle est aussi robuste dans le
sens où elle peut aussi bien résoudre les instances satisfiables et insatisfiables, structurées ou aléatoires.
En effet notre étude expérimentale montre qu’elle résout globalement plus d’instances que les techniques
couramment utilisées.

Une des clés de notre approche est que la recherche locale permet d’extraire les informations néces-
saires afin de guider autant que possible la recherche vers les sous-parties difficiles du problèmeCSP

considéré. Cette idée, que nous avons déjà exploitée dans lechapitre précédent avec le solveur SATHYS,
est ici raffinée grâce au concept original de variablesFAC (Falsified in All Constraints). Ces dernières,
dans le cadreCSP, sont des variables qui apparaissent dans toutes les contraintes violées pour une certaine
affectation de l’ensemble des variables. Ces variables apparaissent donc dans au moins une contrainte
de chaque noyau minimalement incohérent d’unCSP (voir section1.3.2). De manière intéressante, la
recherche locale permet souvent de détecter efficacement des variablesFAC, et permet à une approche
complète de typeMAC de se focaliser en priorité sur ces variables. Ainsi, les résultats sont significa-
tivement améliorés sur de nombreuses instances. De même, des heuristiques puissantes (en particulier
dom/wdeg (Boussemartet al. 2004)) développées dans le cadre des approches complètes utilisées en
CSPpeuvent jouer un rôle essentiel dans le processus de la recherche locale. La méthode proposée, ap-
peléeFAC-SOLVER, correspond à la combinaison élaborée de la recherche locale et d’étapes issues de
méthodes complètes. Ceci est permis par des échanges réciproques d’informations entre les différentes
composantes mises en jeu.
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Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la prochaine section, le concept de variables
FAC est présenté. Ensuite, nous présentons et étudions expérimentalement le solveur de recherche locale
qui a servi de base à notre approche hybride, l’architecturede cette dernière est détaillée dans la section
8.3. Avant de conclure et de donner quelques perspectives, l’ensemble des expérimentations conduites
surFAC-SOLVER est discuté.

Une partie de ces travaux a donné lieu à deux publications (Grégoireet al.2011b;a)

8.1 Les variablesFAC

Une des clés de l’efficacité de notre approche est liée au concept de variablesFAC présenté ici.

Définition 8.1 (variableFAC). Soient un réseau de contraintesP et une interprétation complèteI. Une
variable FAC est une variable apparaissant dans toutes les contraintes deP violées parI.

Exemple 8.1. Considérons le réseau de contraintesP représenté dans la figure8.1 et l’interprétation
complèteI = {(X1 = 1), (X2 = 1), (X3 = 1), (X4 = 1)}. Nous pouvons voir sur cette figure que la
variableX1 est une variableFAC. En effet, l’ensemble des contraintes falsifiées par l’interprétationI est
{C1, C5}. PuisqueX1 ∈ var(C1) ∩ var(C5) alors, par définition, nous avons queX1 est une variable
FAC.

X1

X2

X3

X4

C1 C2

C3 C4

C5

1 2

1 2

1 2

1 2

=

6=

=

6= =

FIGURE 8.1 – VariableFAC associée à une interprétation complète d’un réseau de contraintes.

Ce concept peut être rapproché de la notion de point frontière introduite parGoldberg(2009) dans
le cadre du problèmeSAT et présentée dans le chapitre précédent (voir7.1.1). En effet, dans le cadre de
SAT, une variablex est considérée comme frontière s’il existe une interprétation complèteI construite
sur l’ensemble des variables de la formule telle quex appartient à toutes les contraintes falsifiées parI
(ce qui est typiquement la définition d’une variableFAC). Ici, nous avons choisi de ne pas nommer nos
variables frontières en raison de la nuance suivante : dans le cadre du problèmeSAT, lorsqu’une variable
x est détectée frontière pour l’interprétationI, il est possible de satisfaire l’ensemble des contraintes
falsifiées parI en inversant la valeur de vérité de la variablex. Cette propriété permet d’établir qu’une
variable frontière est à la frontière entre la satisfiabilité et l’insatisfiabilité de la formule. Dans le cadre
deCSP, lorsqu’une variable est détectée commeFAC, il n’est pas certain que modifier sa valeur satisfasse
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la contrainte. Ainsi, la notion de frontière mise en avant par Goldberg ne peut être appliquée ici. C’est
pour cela que nous avons choisi d’utiliser des termes différents.

Néanmoins, la propriété sur les variables frontières énoncées dans la partie précédente peut être
étendue aux variablesFAC pour la résolution du problèmeCSP.

Propriété 8.1. Soit un réseau de contraintesP insatisfiable, siX est une variableFAC alorsX apparaît
dans au moins une contrainte de chaqueMUC duP.

Preuve 8.1. Quelle que soit l’interprétation complèteI, au moins une contrainte de chaqueMUC est
violée parI (par définition desMUC). Ainsi, si la variableX a été détectéeFAC à l’aide de l’interpré-
tation I, alors par définition d’une variableFAC, X apparaît dans toutes les contraintes violées parI.
DoncX appartient à au moins une contrainte de chaqueMUC.

Puisqu’elles apparaissent dans tous lesMUC, les variablesFAC peuvent être considérées comme très
intéressantes pour conduire à l’établissement de la preuvede l’incohérence d’un réseau de contraintes.
Cependant, pour les mêmes raisons que pour les variables frontières, établir si une variable estFAC est
calculatoirement difficile. En effet, vérifier si une contrainte donnée appartient à au moins unMUC est
algorithmiquement aussi difficile que de déterminer si une clause appartient à au moins unMUS (Σp

2 dans
le pire des cas). De plus, unCSPpeut posséder un nombre exponentiel deMUC. Par conséquent décider
si une variable estFAC en calculant l’ensemble desMUC du problème est une fois de plus irréalisable
dans le pire des cas. Pour pallier ce problème, nous proposons une nouvelle fois d’utiliser la recherche
locale afin de détecter des variablesFAC (voir section8.2).

La propriété8.2 met en avant le fait qu’il n’est pas toujours possible de trouver des variablesFAC.
Cependant cette situation est rare, puisque dans la plupartdes cas les instances insatisfiables ne pos-
sèdent pas (ou très rarement) de noyaux inconsistants disjoints, synonyme de deux sources différentes
d’incohérence.

Propriété 8.2. Un réseau de contraintesP qui contient au moins deuxMUC disjoints (n’ayant aucune
variable commune) ne possède pas de variableFAC.

Preuve 8.2.SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes,M1 = 〈X1, C1〉 etM2 = 〈X2, C2〉 deuxMUC

duP tel que(X1 ∩X2) = ∅. Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existeX ∈ X une variableFAC

pour une certaine interprétationI. Par définition desMUC, il existeC1 ∈ C1 etC2 ∈ C2 deux contraintes
falsifiées parI. PuisqueX est une variableFAC pourI, X appartient à toutes les contraintes falsifiées
par I. DoncX ∈ C1 etX ∈ C2, ce qui est absurde puisque(X1 ∩ X2) = ∅.

Finalement, comme le montre l’exemple suivant, nous pouvons noter que, dans le cadre d’instances
satisfiables, il est tout de même possible de détecter des variablesFAC. Ces variables peuvent jouer un
rôle important dans la recherche d’une solution en mettant en exergue les parties difficiles du problème.
De plus, lors d’un processus de recherche classique (MAC), l’affectation d’une variable peut conduire à
obtenir unCSP inconsistant. La détection de variablesFAC peut, dans ce contexte, aider à réfuter plus
rapidement cette mauvaise décision.

Exemple 8.2. Considérons le réseau de contraintesP représenté dans la figure8.2 et l’interprétation
complèteI = {(X1 = 2), (X2 = 1), (X3 = 1), (X4 = 1)}. Nous pouvons voir sur cette figure que, bien
que le réseau de contraintes soit cohérent, la variableX1 est une variableFAC. En effet, l’ensemble des
contraintes falsifiée par l’interprétationI est{C1, C2, C5}. PuisqueX1 ∈ var(C1)∩var(C2)∩var(C5)
alors nous avons queX1 est une variableFAC.
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X1

X2

X3

X4

C1 C2

C3 C4

C5

1 2

1 2 1 2

1 2

=

=

=

= =

FIGURE 8.2 – VariableFAC d’un réseau de contraintes satisfiable obtenue à partir d’une interprétation
complète.

À la vue des résultats obtenus par le solveur SATHYS, reportés dans le chapitre précédent, l’util-
isation du concept de variablesFAC et de la recherche locale dans le cadre d’une approche hybride
semble être très prometteuse. L’approcheFAC-SOLVER, décrite dans la section8.3, tente d’implanter et
de valider cette intuition de manière expérimentale en prenant en compte un large panel d’instances. Afin
de produire une approche hybride efficace, nous proposons etétudions expérimentalement un solveur de
recherche locale pour la résolution deCSP. Ce dernier, présenté dans la section suivante, s’appuie sur
certaines metaheuristiques introduites dans le cadreSAT (voir section2.2).

8.2 Solveur de recherche locale pourCSP

Dans cette section nous présentons nos contributions à la résolution pratique du problèmeCSP à
l’aide de la recherche locale.

8.2.1 Algorithme de recherche locale

Comme nous l’avons déjà souligné dans la section2.1.5, il est nécessaire, afin d’obtenir une méth-
ode de recherche locale efficace, de se doter de structures dedonnées évoluées permettant le développe-
ment d’algorithmes incrémentaux puissants. Pour notre solveur, nous avons choisi d’utiliser la méthode
proposée parGalinier et Hao(1997). Cette dernière considère une structure de donnéeγ qui, pour un
réseau de contraintes〈X , C〉, une interprétation complèteI et un couple(X, v) tel queX ∈ X et
v ∈ dom(X), permet d’obtenir à tout moment le nombreγ(X, v) de contraintesC ∈ C falsifiée parI
tel queX ∈ var(C).

L’algorithme 8.1 permet d’initialiser la structure de donnéesγ (le prédicatcheck (C) permet de
contrôler siC est satisfaite par l’interprétation actuelle des variables var(C)). Pour cela, étant donnée
une interprétation complèteI, pour chaque valeurv de chaque variableX, γ(X, v) est initialisée à zéro
(ligne 4). Alors pour chaque contrainteC falsifiée par l’interprétationIX ∪ {(X = v)} la valeur de
γ(X, v) est augmentée (lignes 5–7).
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Algorithme 8.1 : initγ

Données: P = 〈X , C〉 un CSPetI une interprétation complète
Résultat : La structure de donnéesγ initialisée
Début1

pour chaqueX ∈ X faire2

pour chaquev ∈ dom(X) faire3

γ(X, v) ← 0;4

pour chaqueC ∈ C faire5

si (check( IX ∪ {(X = v)}, C) ) alors6

γ(X, v)← γ(X, v) + 1;7

Fin8

Exemple 8.3.La Figure8.3reporte, pour un réseau de contraintesP et une interprétation complèteI,
les valeurs de la structureγ après l’appel de la fonctioninitγ(P,I).

=

6=

=

X1 1 2 3
γX1 1 1 1

X2 1 4 5
γX2 1 1 1

X3 1 2 7
γX3 1 0 1

X4 1 2 6
γX4 1 2 1

X5 1 2 6
γX5 0 1 2

C1

C2

C3

FIGURE 8.3 – Initialisation de la structure de donnéesγ.

L’algorithme8.2permet d’effectuer la mise à jour de la structureγ dans le cas où unswitchest effec-
tué. Il prend en entrée un réseau de contraintesP = 〈X , C〉, la variableX modifiée par leswitch, I l’in-
terprétation obtenu après leswitch(l’interprétation courante) etI ′ l’interprétation précédente. Puisque
la réparation de la variableX n’a d’impact que sur les contraintes qui l’implique, la miseà jour deγ
se fait en considérant uniquement les contraintes liées àX. Plus précisément, pour chaque contrainteC
telle queX ∈ var(C), pour toutv ∈ dom(Y ) tel queY ∈ var(C) etY différentes deX la valeur de
γ(Y, v) est mise à jour (lignes 2–9). Pour effectuer cela, il suffit pour chaque couple(Y, v) de vérifier si
l’interprétationIY ∪ {(Y = v)} satisfait (respectivement falsifie)C et l’interprétationI ′Y ∪ {(Y = v)}
falsifie (respectivement satisfait)C (ligne 5). En effet, la valeur deγ(Y, v) change uniquement dans le
cas où leswitchde la valeur deX à un impact sur la satisfiabilité de la contrainteC. Dans ce cas,γ(Y, v)
est décrémentée si l’interprétationIY ∪ {(Y = v)} satisfaitC (ligne 7), sinonγ(Y, v) est incrémentée
(ligne 9).
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Algorithme 8.2 : updateγ

Données: P = 〈X , C〉 un CSP, X une variable ainsi queI etI ′ deux interprétations complètes
Résultat : Met à jour la structures de donnéesγ
Début1

pour C ∈ C|X ∈ var(C) faire2

pour chaqueY ∈ var(C) tel queY 6= X faire3

pour chaquev ∈ dom(Y ) faire4

si (check( IY ∪ {(Y = v)}, C) 6= check( I ′Y ∪ {(Y = v)}, C) ) alors5

si (check( IY ∪ {(Y = v)}, C) ) alors6

γ(Y, v)← γ(Y, v)− 1;7

sinon8

γ(Y, v)← γ(Y, v) + 1;9

Fin10

L’algorithme8.3décrit la méthode de recherche locale que nous avons utilisépour l’ensemble de nos
expérimentations. Cette dernière, basée surWSAT (voir algorithme2.3), utilise la structure de données
présentée précédemment afin d’évaluer le gain (en terme de contraintes violées) obtenu par leswitch
de la valeur d’une variable (ligne 10). Pour cela à chaque redémarrage, après avoir généré la nouvelle
interprétation complète, la fonctioninit γ est appelée avec l’interprétation courante (ligne 4). Puisà
chaque itération, la fonctionupdate γ est appelé afin de prendre en compte la dernière réparation (ligne
15).

Algorithme 8.3 : WCSP

Données: P = 〈X , C〉 un CSP, deux entiersmaxReparations etmaxEssais
Résultat : vrai siP est satisfiable,faux si pas de modèle trouvé
Début1

pour i de 0 àmaxEssais faire2

I ← interprétation complète construite surX ;3

init γ( P,I) ;4

pour j de0 àmaxReparations faire5

I ′ ←− I;6

si I |= P alors7

retourner vrai ;8

SoitC ∈ false(P,I);9

si (∃(X, v) ∈ var(C)× dom(X) tel que(γ(X,u) > γ(X, v)) etI({X}) = {(X = u)})10

alors
switch(I,X, v);11

sinon / * minimum local * /12

Choisir un couple(X, v) selon un critère d’échappement;13

switch(I,X, v);14

update γ( P,X,I,I ′) ;15

return faux ;16

Fin17
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8.2.2 Mettre à jour γ plus rapidement

Dans la suite, nous proposons une structure de données dont le but est d’améliorer l’efficacité de la
méthodeupdate γ. Cette structure de données consiste pour chaque contrainte C du réseau à associer
une matriceδ permettant de sauvegarder la satisfiabilité courante de la contrainte pour chaque couple
(X, v) tel queX ∈ var(C) et v ∈ dom(X). De cette manière, lors de la mise à jour de la structureγ,
il est possible d’économiser un appel à la fonctioncheck (l’appel pour connaître la satisfiabilité de la
contrainte pour l’interprétation précédente). Afin de considérer cette nouvelle structure, nous modifions
légèrement les algorithmes8.1et 8.2.

L’algorithme8.4permet d’initialiser les structures donnéesγ et δ. Ce dernier diffère de l’algorithme
8.1uniquement par le fait qu’il affecteδ(C,X, v) à vrai si l’interprétationIX ∪ {X = v} satisfait la
contrainteC, sinon il affecteδ(C,X, v) à faux .

Algorithme 8.4 : initγδ
Données: 〈X , C〉 un CSPetIc une interprétation complète
Résultat : Les structures de donnéesγ et δ initialisées
Début1

pour chaqueX ∈ X faire2

pour chaquev ∈ dom(X) faire3

γ(X, v) ← 0;4

pour chaqueC ∈ C faire5

si check( IX ∪ {(X = v)}, C) = faux alors6

γ(X, v)← γ(X, v) + 1;7

δ(X, v,C) ← false;8

sinon9

δ(X, v,C) ← true;10

Fin11

Exemple 8.4. Considérons le réseau de contraintesP et l’interprétation complèteI de l’exemple8.3,
la Figure 8.4reporte les valeurs des structuresγ et δ après l’appel de la fonctioninitγδ(P,I).

C1 =

X1 0 0 0
X2 0 0 0
X4 0 0 0

C2 6=
X3 1 0 1
X5 1 1 0

C3 =

X3 0 1 0
X5 1 0 0

X1 1 2 3
γX1 1 1 1

X2 1 4 5
γX2 1 1 1

X3 1 2 7
γX3 1 0 1

X4 1 2 6
γX4 1 2 1

X5 1 2 6
γX5 0 1 2

FIGURE 8.4 – Initialisation des structures de donnéesγ et δ.
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L’algorithme8.5permet de mettre à jour les structuresγ et δ. Il ne diffère de l’algorithme8.2qu’au
niveau de la mise à jour de la structureδ (lignes 8 et 11) et surtout au niveau du test de la ligne 5. En effet,
contrairement à la méthode classique, il n’est pas nécessaire, puisque nous avons sauvegardé le résultat
précédent dans la structureδ, de vérifier si l’interprétationI ′Y ∪ {(Y = v)} satisfait la contrainteC.

Algorithme 8.5 : updateγδ

Données: P = 〈X , C〉 un CSP, X une variable ainsi queI etI ′ deux interprétations complètes
Résultat : Met à jour les structures de donnéesγ et δ
Début1

pour C ∈ C|X ∈ var(C) faire2

pour chaqueY ∈ var(C) tel queY 6= X faire3

pour chaquev ∈ dom(Y ) faire4

si (check( IY ∪ {(Y = v)}, C) 6= δ(C, Y, v) alors5

si (check( IY ∪ {(Y = v)}, C) ) alors6

γ(Y, v)← γ(Y, v)− 1;7

δ(C, Y, v) ← true;8

sinon9

γ(Y, v)← γ(Y, v) + 1;10

δ(C, Y, v) ← false;11

Fin12

Afin de profiter de cette structure au sein de l’algorithmeWCSPprésenté précédemment, il suffit de
remplacerinit γ et update γ par init γδ et update γδ respectivement. La méthode résultant est
nomméeWCSPδ dans la suite de ce chapitre.

8.2.3 Expérimentations

Dans cette section, nous étudions expérimentalement les performances de notre solveur de recherche
locale vis-à-vis des critères d’échappements WALK SAT (Selmanet al. 1994), NOVELTY et RNOVELTY

(McAllesteret al.1997). Pour cette étude, nous avons considéré l’ensemble des instances de la compéti-
tionsCSPayant eu lieu en 2008. Ces instances sont constituées d’instances binaires etn-aires, aléatoires
et industrielles, satisfiables et insatisfiables. Ces instances ont été divisées en quatre catégories : 635
instances codant des contraintes binaires en extension (2-EXT), 696 instances codant des contraintes bi-
naires en intention (2-INT), 704 instances codant des contraintesn-aires en extension (N-EXT) et 716
instances codant des contraintesn-aires en intention (N-INT).

Cette étude expérimentale est divisée en trois parties. Dans la première, nous étudions l’apport de la
structure de données que nous avons proposé afin d’améliorerla vitesse de mise à jour de la structure
γ. Ensuite, nous étudions l’apport de l’utilisation de la cohérence d’arc généralisée comme méthode de
prétraitement. Pour terminer, nous comparons notre méthode par rapport à deux méthodes de recherche
locale de l’état de l’art.

L’ensemble des tests reportés dans la suite de ce chapitre a été conduit sur un Intel Xeon 3.2 GHz (2
G RAM) sous Linux 2.6. Nous avons limité le temps à 1200 secondes et la mémoire à 900 Mbytes.

8.2.3.1 Implantation de la structure de donnéesδ

Dans un premier temps, nous tentons d’évaluer l’apport de notre nouvelle structure de données. Pour
cela, nous avons implémenté deux versions de l’approcheWCSP: WCSPs la version n’utilisant pas notre
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structure de données, etWCSPδ la version utilisant la structure de donnéeδ.

Le tableau8.1 résume les résultats obtenus parWCSPs et WCSPδ pour les trois critères d’échappe-
ments (WALK SAT, NOVELTY et RNOVELTY). Comme nous pouvions le présumer, notre structure de
données permet d’améliorer globalement les performances de notre méthode de recherche locale. Re-
marquons aussi que, puisque cette méthode est une approche de recherche locale, aucune instance insat-
isfiable ne peut être résolue.

2-EXT 2-INT N-EXT N-INT
Méthode SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

WCSPs(WALK SAT) 239 0 239 160 0 160 179 0 179 271 0 271
WCSPδ(WALK SAT) 248 0 248 167 0 167 181 0 181 283 0 283

WCSPs(NOVELTY) 308 0 308 159 0 159 222 0 222 338 0 338
WCSPδ(NOVELTY) 315 0 315 165 0 165 223 0 223 350 0 350

WCSPs(RNOVELTY) 319 0 319 161 0 161 208 0 208 321 0 321
WCSPδ(RNOVELTY) 325 0 325 173 0 173 209 0 209 325 0 325

TABLE 8.1 – Étude de l’apport de la structure de donnéesδ pour l’efficacité de la méthode de recherche
locale. Pour chaque type de problème et pour chaque solveur,nous reportons le nombre d’instances
satisfaisables, insatisfaisables et totales résolues.

Afin d’estimer l’impact de notre structure de données sur la vitesse de résolution de notre méthode
de recherche locale, nous reportons dans les trois nuages depoints suivants les comparaisons faites entre
WCSPs(WALK SAT) et WCSPδ(WALK SAT) (figure 8.5), entreWCSPs(NOVELTY) et WCSPδ(NOVELTY)
(figure8.6) et finalement entreWCSPs(RNOVELTY) etWCSPδ(RNOVELTY) (figure8.6). Sur ces dernières,
nous pouvons voir que l’ajout de notre structure de données réduit significativement les temps de résolu-
tion.
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FIGURE 8.5 – Comparaison des temps de résolution deWCSPs(WALK SAT) et WCSPδ(WALK SAT). Un
point (tempsWCSPs(WALK SAT), tempsWCSPδ(WALK SAT)) reporté sur le graphique correspond au
résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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FIGURE 8.6 – Comparaison des temps de résolution deWCSPs(NOVELTY) et WCSPδ(NOVELTY). Un
point (tempsWCSPs(NOVELTY), tempsWCSPδ(NOVELTY)) reporté sur le graphique correspond au ré-
sultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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FIGURE 8.7 – Comparaison des temps de résolution deWCSPs(RNOVELTY) et WCSPδ(RNOVELTY). Un
point (tempsWCSPs(RNOVELTY), tempsWCSPδ(RNOVELTY)) reporté sur le graphique correspond au
résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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8.2.3.2 GAC en prétraitement

Dans cette étude, nous tentons d’évaluer l’apport pratiqueet théorique de l’application de la co-
hérence d’arc généralisée en tant que méthode de prétraitement.

Le tableau8.2 récapitule les résultats obtenus par notre méthode de recherche locale dans le cas où
la cohérence d’arc généralisée est effectuée en prétraitement ( WCSP∗δ(WALK SAT), WCSP∗δ(NOVELTY),
WCSP∗δ(RNOVELTY)) et dans celui où aucun processus de prétraitement n’est réalisé (WCSPδ(WALK SAT),
WCSPδ(NOVELTY), WCSPδ(RNOVELTY)). Nous pouvons voir dans ce tableau que l’application de la co-
hérence d’arc généralisée en prétraitement permet systématiquement d’améliorer les performances de la
méthode.

2-EXT 2-INT N-EXT N-INT
Méthode SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

WCSPδ(WALK SAT) 248 0 248 167 0 167 181 0 181 283 0 283
WCSP∗δ(WALK SAT) 270 0 270 208 82 290 183 30 213 295 8 303

WCSPδ(NOVELTY) 315 0 315 165 0 165 223 0 223 350 0 350
WCSP∗δ(NOVELTY) 348 0 348 197 82 279 230 30 260 357 8 365

WCSPδ(RNOVELTY) 325 0 325 173 0 173 209 0 209 325 0 325
WCSP∗δ(RNOVELTY) 358 0 358 200 82 282 215 30 245 330 8 338

TABLE 8.2 – Étude de l’apport de l’application de l’arc consistance généralisée en tant que prétraitement
d’une méthode de recherche locale. Pour chaque type de problème et pour chaque solveur, nous reportons
le nombre d’instances satisfaisables, insatisfaisables et totales résolues.

L’apport de la cohérence d’arc généralisée en prétraitement d’une méthode de recherche locale est
double. D’une part, elle permet de réduire la taille du domaine de certaines variables et par conséquent
de montrer l’insatisfiabilité du réseau de contraintes ou deréduire la difficulté du problème restant à
résoudre. D’autre part, l’utilisation d’un tel filtrage permet, comme l’énonce la propriété8.3, de s’assurer
qu’il est toujours possible de trouver une interprétation voisine permettant de satisfaire une contrainte
falsifiée par l’interprétation courante.

Propriété 8.3. SoientP = 〈X , C〉 un réseau de contraintes binaires,I une interprétation complète
conflictuelle des variables deX etC ∈ C une contrainte falsifiée parI. SiP satisfait la cohérence d’arc
alors∃I ′ ∈ N (I, C) tel queI ′ satisfaitC.

Preuve 8.3. Supposons, sans perte de généralité, quevar(C) = {X,Y } et queIX = {X = u}.
PuisqueP satisfait la cohérence d’arc,∃v ∈ dom(Y ) tel que(u, v) est un tuple autorisé deC. Par
conséquent, l’interprétationI ′ = IY ∪ {Y = v} satisfait la contrainteC. Étant donné queI et I ′ ne
diffèrent que sur la valeur de la variableY , I ′ ∈ N (I, C).

Comme nous avons pu le voir sur le tableau8.2, cette propriété permet d’améliorer sensiblement les
performances de notre méthode sur les réseaux de contraintes binaires. Malheureusement, elle ne peut
être étendue aux réseaux de contraintesn − aire. En effet, comme le montre la figure8.8, il n’est pas
toujours possible, pour une contrainte satisfaisant la cohérence d’arc généralisée et une interprétation
complèteI, de trouver une interprétationI ′ ∈ N (I, C) qui satisfait la contrainteC. Ceci permet en
partie d’expliquer les raisons qui font que l’application de la cohérence d’arc généralisée ne permet
pas d’accroître de manière plus notable les performances denotre solveur de recherche locale sur les
instancesn− aires.

179



Chapitre 8. Solveur hybride pour la résolution pratique deCSP

=

1 2 3 1 2 3

1 2 3

X1 X2

X3

C

FIGURE 8.8 – Contrainte non satisfaite quelle que soit l’interprétation voisine considérée.

8.2.3.3 Étude comparative

Nous reportons dans le tableau8.3 les résultats obtenus par notre approche de recherche locale vis-
à-vis de deux méthodes de recherche locale implémentées dans le solveurCSP4J proposée parVion
(2007) :

– CSP4J(TABOU), recherche locale basée sur l’approcheTABOU (Galinier et Hao 1997) ;
– CSP4J(WMC), recherche locale basée sur l’heuristiqueMin-Conflit (Minton et al.1992).

L’ensemble des méthodes utilisées effectueGAC en prétraitement.

Nous pouvons clairement voir que, quel que soit le critère d’échappement utilisé, notre méthode ré-
sout globalement plus d’instances que les méthodesCSP4J(TABOU) et CSP4J(WMC). Plus précisément,
nous pouvons voir que, hormis sur les instances insatisfiables en intentionn − aire (ceci n’est pas
imputable à notre méthode de recherche locale mais plutôt à l’algorithme de filtrage utilisé en prétraite-
ment), notre méthode résout systématiquement plus d’instances.

2-EXT 2-INT N-EXT N-INT
Méthode SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

WCSP∗δ(WALK SAT) 270 0 270 208 82 290 183 30 213 295 8 303
WCSP∗δ(NOVELTY) 349 0 349 197 82 279 230 30 260 358 8 366

WCSP∗δ(RNOVELTY) 358 0 358 200 82 282 215 30 245 330 8 338
CSP4J(TABOU) 342 0 342 143 35 178 174 30 204 170 21 191
CSP4J(WMC) 114 0 114 189 33 222 100 30 130 151 21 172

TABLE 8.3 – Comparaison du solveurWCSPvis-à-vis de solveurs de l’état de l’art. Pour chaque type de
problème et pour chaque solveur, nous reportons le nombre d’instances satisfaisables, insatisfaisables et
totales résolues.

8.2.4 Synthèse

Dans cette section, nous avons défini une nouvelle méthode derecherche locale pour la résolution
pratique du problèmeCSP. Comme nous avons pu le voir lors de la dernière expérimentation, cette
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méthode est très compétitive. Dans la suite de ce chapitre, nous utilisons ce solveur comme base de notre
méthodeFAC-SOLVER.

8.3 L’approche FAC-SOLVER

Le solveurFAC-SOLVER intègre trois types d’approches en son sein : une recherche locale, un solveur
de typeMAC et un solveur hybride qui est une combinaison d’un solveur derecherche locale et du
processus de filtrageGAC (voir section3.2.3.1). Ces composantes interagissent ensemble de plusieurs
manières (pondération, détection deFAC...) et partagent l’ensemble des informations obtenues au cours
de recherche (variablesFAC, valeurs supprimées au niveau 0). L’automate décrit dans laFigure8.9donne
le schéma général de notre approche. Pour commencer, le processus appelle la recherche locale sur le
problème initial. Dans le cas où la recherche locale échoue àtrouver une solution dans le temps qui
lui a été imparti (contrôlé parslsProgress), la partie hybride (RL+GAC) prend la main. Cette partie
consiste à rendre taboues les variables problématiques pour la recherche locale en les fixant à l’aide d’un
processus complet (affectation et filtrage). Enfin, notre approche passe la main à la partieMAC lorsqu’elle
n’a pas été capable de fournir un résultat avant d’avoir atteint un nombre de conflits fixé à l’avance. Cette
dernière partie est simplement un solveurMAC classique avec une heuristique de choix de variables basée
sur la notion de variablesFAC présentée précédemment. Comme pour la partieRL+GAC, la partieMAC

redonne finalement la main à la recherche locale (nouveau cycle) lorsqu’un certain nombre de conflits a
été atteint.

solveur RL
RL

GAC

MAC

SLSprogress

#conflicts

#conflicts

fixe
une

valeur

filtr
age

RL +GAC

CSP

SAT

UNSAT

FIGURE 8.9 – Interactions entre les différentes composantes deFAC-SOLVER.

8.3.1 FAC-SOLVER

L’algorithme8.6décrit le solveurFAC-SOLVER. En premier lieu, l’ensemble des variables utiles aux
différentes composantes de notre solveur est initialisé : le nombre de conflits contrôlant le redémarrage
associé aux partiesRL+GAC et MAC du solveur est initialisé à 10, l’ensemble contenant les variablesFAC

détectées est affecté à vide et une interprétation complètedes variables est générée de manière aléatoire
(ligne 2–6). Cette interprétation sera utilisée par la recherche locale. Ensuite, un appel à la procédureGAC

est effectué afin d’assurer l’arc-consistance ou de montrerque le problème est directement incohérent
(lignes 4–5). Une fois ce préambule terminé, tant qu’une solution n’a pas été trouvée ou que l’absence
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de solution n’a pas été établie, le solveur effectue de manière séquentielle les trois composantesRL,
RL+GAC et MAC.

Algorithme 8.6 : FAC-solver
Données: Un CSPP = (X , C)
Résultat : vrai si le CSPest satisfiable,faux sinon
Début1

result←− unknown ;2

maxConf ←− 10 ;3

Se ←− ∅ ; //ensemble de var F A C4

I ←− une interprétation complète deX choisie aléatoirement ;5

GAC() ;6

si ∃X ∈ X s.t.dom(X) = ∅ alors7

retourner false ;8

tant que (result = unkown) faire9

initialiser la variableslsProgress;10

RL( 〈X , C〉) ;11

si (result 6= unkown) alors12

retourner true13

RL+GAC(〈X , C〉) ;14

si (result 6= unkown) alors15

retourner result16

MAC(〈X , C〉) ;17

si (result 6= unkown) alors18

retourner result19

maxConf ←− maxConf × 1.5 ;20

Backjump( 0) ; // redémarrage/nouveau cycle21

Fin22

Avant de détailler chacune des composantes, nous décrivons, de manière intuitive, leurs interactions
et apports respectifs. Pour laRL, en plus d’essayer de trouver une interprétation satisfaisant l’ensemble
des contraintes duCSP, cette composante permet de détecter et collecter des variablesFAC. Concernant la
partieRL+GAC, elle permet d’aider la recherche locale (en vérifiant que certaines de ces affectations sont
bien arc-cohérentes) et permet de pondérer les contraintesles plus souvent falsifiées durant laRL (choix
des variables limité auscopedes contraintes falsifiées). Quant à la composanteMAC, elle tente de ré-
soudre le problème en intégrant l’ensemble des informations recueillies par les deux autres composantes
(FAC et ajustement du poids des contraintes).

Il est important de noter que, puisquemaxConf est augmenté de manière géométrique (ligne 20), la
composanteMAC donnera un résultat lorsque la borne (maxConf ) deviendra plus grande que le nombre
de conflits nécessaires pour résoudre leCSP. Ainsi, la complétude de notre méthode est garantie.

8.3.2 La composante recherche locale :RL

La procédure8.7présente de manière succincte la composante représentant la partie recherche locale
de notre solveur. Cette procédure est basée sur l’approcheWCSPdécrite dans la section précédente. Elle
utilise l’heuristiqueNOVELTY comme critère d’échappement (McAllesteret al.1997) aux minima locaux
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(voir section2.2). Cette méthode identifie également des variablesFAC à chaque minimum local. La vari-
able contrôlant l’avancement de la recherche estslsProgress, elle est augmentée dans deux situations :
quand une nouvelle valeur demaxCSP(nombre de contraintes falsifiées minimum jamais trouvé) est at-
teinte (ligne 16) et lorsqu’une nouvelle variableFAC est découverte (ligne 6). Elle est décrémentée dans le
cas où un minimum local est atteint et qu’aucune variableFAC n’a été trouvée (ligne 8). Cette variable est
initialisée à10000 si le CSPest binaire et1000 sinon. Cette manière d’estimer le progrès de la recherche
locale est inspirée des travaux introduit parHoos(2002) concernant le réglage des différents paramètres
utilisés en recherche locale dans le cadre deSAT (voir section2.3). Ce paramètre est fondamental pour l’-
efficacité de l’hybridation et permet d’évaluer dynamiquement la progression de la méthode de recherche
locale dans son exploration stochastique de l’espace de recherche. Lorsque la recherche locale échoue à
trouver une solution duCSPet qu’elle se trouve « engluée », le testslsProgress < 0 (ligne 10) permet
de passer la main à l’algorithme hybride qui va utiliser cette situation d’échec comme point de départ.

Procédure8.7 : R L( 〈X , C〉)

Début1

tant que ∃C ∈ C telle queC est falsifiée parI faire2

si minimum local est atteintalors3

si ∃ variable FAC alors4

Ajouter une nouvelle variableFAC àSe;5

slsProgress←− slsProgress+ 1000 ;6

sinon7

slsProgress←− slsProgress− 1 ;8

si slsProgress < 0 alors9

retourner ;10

sinon11

Changer la valeur dansI d’une variable deX en fonction du critère d’échappement12

novelty;

sinon13

Changer la valeur dansI d’une variable deX tel que le nombre de contraintes falsifiées14

diminue;
si un nouveaumaxCSP est obtenualors15

slsProgress←− slsProgress+ 1000 ;16

result←− true ;17

Fin18

8.3.3 La composante hybrid :RL +GAC

La procédure8.8décrit la partieRL+GAC de notre solveur. Étant donnée la dernière interprétationI
explorée par la recherche locale, cette interprétation ne permettait plus à la recherche locale de progresser
(suivant notre critère) et va donc être utilisée par la composanteRL+GAC pour fixer une valeur à une
variable. Tant qu’un certain nombre de conflits n’a pas été atteint (ligne 4), la procédure sélectionne une
variableX appartenant à une contrainte falsifiée parI (en utilisant l’heuristiquedom/wdeg Boussemart
et al. (2004)) et tente de fixer une de ses valeurs à l’aide de la procédureFIX (lignes 5–7). La valeur est
choisie de telle sorte que ce soit la valeur selon laquelleX est assignée dansI. Une fois cette variable
fixée le problème peut être montré incohérent (result = false) et la procédure se termine. Sinon, un
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appel à la procédureRL est effectué. Mais les variables fixées durant cette étape nepourront pas être
modifiées par la recherche locale.

Procédure8.8 : R L+G A C( 〈X , C〉)

Début1

level ←− 0;2

#conf ←− 0 ;3

tant que (#conf < maxConf ) faire4

X ←− choisir une variableX ∈ false(X , C,I) à l’aide de l’heuristiquedom/wdeg;5

v ←− the value ofX in I ;6

FIX( 〈X , C〉, X, v) ;7

si (result = false) alors8

retourner ;9

RL( 〈X , C〉) ;10

Fin11

La procédureFIX, qui peut être vue comme une partie d’un solveurMAC, permet de gérer la partie
affectation et propagation. Elle consiste à assigner la valeurv à la variableX (ligne 2) et à effectuer l’arc-
cohérence généralisée sur le problème résultant (ligne 4).Ensuite, tant que leCSPest conflictuel (c’est
-à-dire qu’il existe une variable dont le domaine est vide) la procédure effectue unbacktrackpermettant
de rétablir l’état de chaque variable à l’étatlevel − 1, décrémente le niveau, réfute la valeurvlevel de la
variableXlevel affectée au niveaulevel et effectue de nouveauGAC (lignes 9–13). Un niveau correspond
donc au nombre de valeurs fixées heuristiquement parRL+GAC ou MAC.

Procédure8.9 : FIX( 〈X , C〉, X, v)

Début1

〈X , C〉 ←− 〈X , C〉|X=v ;2

level ←− level + 1;3

GAC() ;4

tant que ∃X ′ ∈ X tel quedom(X ′) = ∅ faire5

si level = 0 alors6

result←− false ;7

retourner ;8

〈X , C〉 ←− Backtrack() ;9

level ←− level − 1;10

#conf ←− #conf + 1 ;11

〈X , C〉 ←− 〈X , C〉|Xlevel 6=vlevel ;12

GAC() ;13

Fin14
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8.3.4 La composanteMAC

La procédure suivante décrit la procédureMAC.

Procédure8.10 : MAC(〈X , C〉)

Début1

Backjump( 0) ; // redémarrage2

level ←− 0;3

#conf ←− 0 ;4

tant que (#conf < maxConf ) faire5

siX = ∅ alors6

result←− true ;7

retourner ;8

si (#conf = 0) and (∃X ∈ Se ∩ X ) alors9

X ←− choisir une variable dansSe ;10

sinon11

X ←− choisir une variable selondom/wdeg ;12

v ←− choisir aléatoirement une valeur dansdom(X) ;13

FIX(〈X , C〉, X, v) ;14

si (result = false) alors15

retourner16

Fin17

La composanteMAC commence avec leCSP initial modulo les valeurs filtrées au niveau 0 durant
les appels précédents à la procédureFIX faits durantRL+GAC. Cette composante diffère des solveurs
MAC classiques par l’heuristique de choix de variables. En effet, tant qu’un conflit n’a pas été atteint le
prochain point de choix est choisi parmi l’ensemble des variablesFAC. Ensuite, l’heuristique de choix de
variables devientdom/wdeg (ligne 12) afin de ne pas disperser la recherche sur différentes zones d’inco-
hérences. Cet algorithme n’effectue pas nécessairement une recherche complète puisque si le nombre de
conflits#conf devient supérieur à#conf avant d’avoir résolu le problème, alors le processus s’arrête et
un nouveau cycle est réalisé (RL→ RL+GAC→ MAC ←֓ ). Afin de garantir la complétude de la méthode,
le nombre de conflits autorisés est augmenté avant chaque nouveau cycle (ligne 15 de l’algorithme8.6).

8.4 Résultats expérimentaux

Afin d’étudier séparément chacune des composantes, nous avons testé quatre méthodes sur l’ensem-
ble des instances de la compétitionsCSP2008 :NOVELTY qui est notre implémentation de la recherche
locale (WCSP∗δ(NOVELTY) ), RL+GAC, MAC et notre approcheFAC-SOLVER.

Le tableau8.4 récapitule les résultats, en terme de nombres d’instancesSAT et UNSAT résolues par
les différentes approches. Pour chaque catégorie d’instances le total est reporté. Sur ces lignes de totaux,
les résultats du meilleur solveur sont grisés. Le principalconstat que nous pouvons tirer de ce tableau
est que notre approcheFAC-SOLVER résout globalement le plus d’instances (que ce soitSAT ou UNSAT),
et qu’elle est la meilleure sur trois des quatre catégories d’instances considérées. Pour le dernier type
d’instances (binaires en extension), nous pouvons voir queles meilleurs solveurs sont différents pour
chaque catégorie (SAT, UNS(AT) et TOT(AL)) et que le nombre d’instances résolues parFAC-SOLVER

est toujours très proche du meilleur résultat obtenu.
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NOVELTY RL+GAC MAC FAC-SOLVER

SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT SAT UNS TOT

2-
E

X
T

ACAD 7 0 7 7 2 9 7 2 9 7 2 9
PATT 106 0 106 100 38 138 83 38 121 99 39 138
QRND 24 0 24 24 51 75 24 51 75 24 51 75
RAND 206 0 206 197 105 302 194 110 304 193 106 299
REAL 6 0 6 7 0 7 7 0 7 7 0 7
TOTAL 349 0 349 335 196 531 315 201 516 330 198 528

2-
IN

T

ACAD 38 7 45 37 40 77 37 40 77 38 40 78
BOOL 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
PATT 112 0 112 150 60 210 146 62 208 152 62 214
REAL 47 74 121 74 102 176 75 103 178 75 103 178
TOTAL 197 82 279 261 203 464 258 206 464 265 206 471

N
-E

X
T

BOOL 70 1 71 74 75 149 74 70 144 74 74 148
PATT 6 0 6 30 0 30 29 0 29 30 0 30
QRND 43 0 43 40 40 80 33 40 73 45 40 85
RAND 70 0 70 68 32 100 72 34 106 70 34 104
REAL 41 29 70 45 114 159 47 115 162 47 115 162
TOTAL 230 30 260 257 261 518 255 259 514 266 263 529

N
-I

N
T

ACAD 40 0 40 39 23 62 36 23 59 40 23 63
BOOL 145 1 146 156 12 168 146 12 158 162 13 175
PATT 88 5 93 103 19 122 95 20 115 102 18 120
REAL 85 2 87 152 3 155 150 3 153 152 3 155
TOTAL 358 8 366 450 57 507 427 58 485 456 57 513
TOTAL 1134 113 1247 1293 717 2010 1255 724 1979 1317 724 2041

TABLE 8.4 – Comparaison du solveurFAC-SOLVER vis-à-vis des différentes parties qui le composent. Pour chaque catégorie de problème et pour
chaque solveur, nous reportons le nombre d’instances satisfiables, insatisfaisables et totales résolues.
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Afin d’étudier plus finement notre solveur, nous reportons sur les cinq nuages de points qui suivent
les résultats obtenus par chacune des composantes deFAC-SOLVER sur l’ensemble des instances de la
compétitionCSP2008 : pour chaque couple possible, le nuage de points résultant permet de corréler le
temps mis par chacune des deux méthodes pour résoudre une instance donnée (comparaison entreFAC-
SOLVER et NOVELTY (figure 8.10), FAC-SOLVER et RL+GAC (figures8.11 et 8.13) et FAC-SOLVER et
MAC (figures8.12et 8.14)). Pour toutes les figures, le solveurFAC-SOLVER est représenté sur l’axe des
abscisses tandis que l’approche comparée est reportée sur l’axe des ordonnées. Les résultats, reportés en
secondes, sont visualisés à l’aide d’une échelle logarithmique. Ces comparaisons ont été réalisées sur les
instancesSAT et UNSAT à l’exception de la comparaison avecWCSPδ +NOVELTY où seules les instances
SAT ont été considérées, la méthode de recherche locale étant incapable de prouver l’incohérence d’un
CSP. Les principales informations pouvant être extraites sontles suivantes :

– il y a plus d’instances situées sur la ligne Y=1200 que sur laligne X=1200. Ceci montre, comme
cela est reporté dans le tableau8.4, queFAC-SOLVER résout plus d’instances que les autres méth-
odes ;

– à l’exception du solveurMAC sur les instancesUNSAT, on peut voir qu’il y a beaucoup de points
au dessus de la diagonale, montrant ainsi queFAC-SOLVER est généralement plus efficace que les
autres méthodes. De plus, pour les instancesUNSAT, nous pouvons voir que la différence entre
les différentes paires de solveurs est plus faible que sur les instancesSAT (les points sont moins
dispersés et plus proches de la diagonale). En ce qui concerne la comparaison de notre approche
avecRL+GAC, nous pouvons voir queFAC-SOLVER est globalement plus efficace. Comparative-
ment à l’approcheMAC, notre méthode est meilleure sur les instancesSAT (apport de la recherche
locale) et légèrement moins bonne (en temps) sur les instances UNSAT. Ce décalage de temps
sur les instancesUNSAT s’explique par le temps utilisé par la recherche locale pourcollecter des
informations.

FIGURE 8.10 – Comparaison deFAC-SOLVER et NOVELTY sur les instances satisfiables. Chaque point
(FAC-SOLVER, NOVELTY) reporté correspond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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FIGURE 8.11 – Comparaison deFAC-SOLVER et RL+GAC sur les instances satisfiables. Chaque point
(FAC-SOLVER, RL+GAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.

FIGURE 8.12 – Comparaison deFAC-SOLVER et MAC sur les instances satisfiables. Chaque point (FAC-
SOLVER, MAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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FIGURE 8.13 – Comparaison deFAC-SOLVER et RL+GAC sur les instances insatisfiables. Chaque point
(FAC-SOLVER, RL+GAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.

FIGURE 8.14 – Comparaison deFAC-SOLVER etMAC sur les instances insatisfiables. Chaque point (FAC-
SOLVER, MAC) reporté correspond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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En plus de permettre d’estimer si la recherche locale est dans un espace de recherche intéressant,
nous pouvons voir sur le tableau8.5que l’utilisation des variablesFAC permet d’améliorer sensiblement
les résultats sur certaines instances. Globalement, l’utilisation des variablesFAC permet de résoudre
quelques instances en plus (9 instances).

Instance SAT/UNSAT ? temps (FAC) temps (¬ FAC)
uclid-elf-rf8 UNSAT 305.15 time out

uclid-37s-smv UNSAT 387.50 659.58
par-16-5 SAT 168.87 329.06

primes-10-40-2-7 SAT 891.01 time out
primes-20-20-2-7 SAT 976.68 313.31

queensKnights-100-5-add UNSAT 1,120.18 time out
queensKnights-100-5-mul UNSAT 1,165.81 time out
queensKnights-80-5-mul UNSAT 343.68 time out

rand-2-40-18 UNSAT 41.47 1.61

TABLE 8.5 – Comparaison entreFAC-SOLVER avec choix des premiers points de choix dans l’ensemble
des variablesFAC ou non.

Une autre manière de valider la robustesse de notre approcheest d’étudier l’impact de l’interprétation
initiale choisie pour la partieRL. Pour cela, nous avons sélectionné 96 instances (de manièrealéatoire)
parmi l’ensemble des instances et pour chacune d’entre elles nous avons lancé notre approche 50 fois
avec des interprétations initiales différentes. Les résultats montrent que le choix de l’interprétation ne
modifie pas outre mesure les résultats obtenus par notre approche. En effet, lorsqu’une instance a été
résolue au moins une fois, elle l’a été dans les 49 autres lancements dans 97 % des cas avec un écart
moyen de 2.52 secondes.

8.5 Perspectives et Conclusions

Dans ce chapitre, le concept de variablesFAC a été introduit et étudié dans le cadre de la résolution
du problèmeCSP. Le but de cette étude a été de développer un solveur hybride tirant parti de manière
efficace des différentes approches présentes en son sein. Les résultats obtenus sur un très large panel
d’instances ont permis de montrer que le but que nous nous étions fixé à été atteint.

Une question se pose naturellement : dans quelle mesure chacune des composantes de notre ap-
proche prend-elle part à l’amélioration de l’efficacité du solveur ? D’après les expérimentations menées,
chacune des composantes permettait de trouver la solution et chacune était nécessaires (variablesFAC,
RL, méthode hybride impliquant laRL et un processus de filtrage) pour assurer la domination de notre
méthode. En particulier, nous avons mesuré que dans 56 % des instances considérées, des variablesFAC

ont été détectées et ont ainsi permis de jouer un rôle prépondérant dans la résolution du problème (même
lorsque celui-ci est satisfiable).

L’algorithme FAC-SOLVER proposé est élémentaire et peut être amélioré par un réglagede ses dif-
férents paramètres de plusieurs manières. En particulier,une étude expérimentale plus poussée pour-
rait permettre d’optimiser les différentes variables de contrôle et les différents facteurs d’augmentation
(slsProgress etmaxConf ), lesquels ont été fixés arbitrairement. De plus, notre implémentation n’in-
clut pas certaines des techniques de simplification utilisées habituellement dans le cadre deCSP, comme
par exemple l’exploitation des symétries ou des contraintes globales. Nous pensons que l’intégration
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de ces techniques au sein de notre solveur permettrait d’augmenter de manière significative ses perfor-
mances. Il pourrait aussi être intéressant d’explorer une relaxation du concept de variablesFAC en prenant
en compte (en plus des variablesFAC) les variables apparaissant le plus souvent dans les contraintes fal-
sifiées. Cette approche pourrait être utile dans le cas où leCSPconsidéré ne possède pas de variableFAC

(plusieurs noyaux disjoints).

Finalement, nous pensons que le concept de variablesFAC est un bon compromis entre : d’une part
le faible coup de calcul nécessaire à laRL pour les détecter, et d’autre part, l’apport théorique concernant
l’heuristique de choix de variables d’un solveurMAC afin d’obtenir une preuve de petite taille. Prenant
part à l’ensemble desMUC du problème, les variablesFAC permettent de se focaliser sur la partie diffi-
cile du problème. Cependant, il est facile de trouver des instances insatisfiables où les variablesFAC ne
prennent conceptuellement pas part à la cause réelle de l’insatisfiabilité, mais apparaissent simplement
dans l’ensemble des variables de tous lesMUC du problème (alors qu’elles ne fournissent pas vérita-
blement d’information sur la cause du conflit). Raffiner le concept de variableFAC afin de capturer plus
finement l’essence de l’insatisfiabilité tout en gardant uneheuristique efficace (temps de calcul) constitue
un véritable challenge.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté trois contributionss’inscrivant dans le cadre de la résolution
hybride des problèmesSAT et CSP.

La première a donné lieu à l’élaboration du solveurCDLS. Ce solveur, dédié à la résolution deSAT,
consiste à ajouter des clauses produites par résolution à laformule afin de s’extraire des minima locaux.
Pour cela, nous avons proposé d’adapter le concept d’analyse de conflits à partir d’un graphe d’impli-
cations au cadre de la recherche locale. Ce graphe, nommé graphe conflit, est construit à partir d’une
interprétation complète en considérant les clauses falsifiées comme les causes de l’échec (minimum lo-
cal) et les clauses unisatisfaites comme les raisons ayant conduit à cette situation. Pour analyser un tel
graphe, nous avons proposé deux approches. La première consiste à considérer les notions de clauses
critiques afin de construire un chemin de clauses critiques àpartir duquel une nouvelle clause peut être
produite par résolution. Les résultats expérimentaux montrent que, bien que ne résolvant pas beaucoup
plus d’instances, cette approche permet d’améliorer la vitesse de résolution de la méthode de recherche
locale WALK SAT sur laquelle il a été greffé. La seconde approche consiste, quant à elle, à recontruire
explicitement le graphe conflit à partir d’une interprétation partielle obtenue par propagation unitaire.
Pour cela, nous construisons une nouvelle interprétation partielle à partir de l’interprétation complète
courante issue de la recherche locale. Cette interprétation est ensuite utilisée afin de générer et d’anal-
yser un graphe conflit. Nous avons comparé expérimentalement cette approche à différentes méthodes de
recherche locale, hybride etCDCL. Sans égaler les approchesCDCL sur les instances applicatives, notre
approche obtient des résultats très encourageants.

Les travaux effectués autour deCDLS nous ont conduits à proposer SATHYS, un démonstrateur com-
plet hybride combinant recherche locale et solveurCDCL. Ce dernier s’appuie sur un nouveau schéma
d’hybridation qui repose sur un échange réciproque d’informations entre les différentes composantes
mises en jeu. La particularité de ce schéma est que SATHYS peut être considéré soit comme une méth-
ode de recherche locale utilisant un solveurCDCL afin de s’extirper des minima locaux, soit comme un
solveurCDCL employant un solveur de recherche locale afin de se diriger vers les parties difficiles du
problème. Nous avons comparé notre technique à différentesapproches de recherche locale, hybride et
CDCL. Bien que son développement soit récent et loin d’être mature, les résultats obtenus par SATHYS

sont particulièrement remarquables. En effet, bien que légèrement moins performant que les solveurs
CDCL sur les instances applicatives, notre solveur est très compétitif sur toutes les catégories d’instances.
De plus, il a la particularité d’être très robuste puisqu’ilrésout globalement plus d’instances que les
solveurs de l’état de l’art.

La dernière contribution s’intègre, quant à elle, dans le cadre du problèmeCSP. Les performances
remarquables obtenues par le solveur SATHYS nous ont conduits à proposerFAC-SOLVER. Ce dernier
étend le schéma d’hybridation du solveur SATHYS et le raffine avec le concept de variableFAC. Afin
d’obtenir une méthode hybride efficace, nous avons, dans un premier temps, proposé un solveur de
recherche locale, nomméWCSP, intégrant certains des meilleurs critères d’échappementutilisés dans le
cadre deSAT. Les expérimentations conduites sur ce dernier montrent qu’il est très performant compar-
ativement à certains solveurs de recherche locale de l’étatde l’art. Nous avons ensuite intégréWCSP à
notre solveurFAC-SOLVER. La combinaison des deux a permis de générer une méthode qui s’est avérée
être très efficace et particulièrement robuste.
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Introduction

Comme nous avons pu le voir lors de la description des solveurs CDCL (voir chapitre3.1.5), les
solveursSAT modernes sont basés sur la combinaison de différentes composantes (heuristique de choix
de variable, heuristique de choix de polarité, stratégie deredémarrage, politique de nettoyage de la base
de clauses apprises et apprentissage). Parmi ces dernières, l’heuristique de choix de polarité a pour rôle
d’aiguiller le solveur dans un espace de recherche. En effet, lorsqu’une nouvelle variable est sélection-
née comme point de choix, l’assigner à vrai ou à faux conduit àchoisir l’espace de recherche qui sera
examiné en priorité. Partant de ce principe, nous proposonsdans cette partie deux contributions util-
isant l’heuristique de choix de polarité afin d’obtenir des informations sur l’espace de recherche qui sera
potentiellement exploré dans le futur.

La première consiste en une nouvelle heuristique dynamiquepour la gestion de la base de clauses
apprises dans le cadre des solveursSAT modernes (Audemardet al. 2011a;b). Cette approche est basée
sur le principe d’activation et de désactivation de clauses. Étant donnée une étape de la recherche, nous
utilisons une fonction pour activer certaines clauses et endésactiver d’autres. Cette fonction, basée sur
l’heuristique de choix de polaritéprogress saving, tente d’exploiter certaines informations du passé pour
prédire si une clause sera ou non utilisée dans le futur. Notre approche consiste alors à geler une clause
quand elle est jugée inutile à la recherche, et à la réactiverlorsqu’elle peut jouer un rôle dans l’établisse-
ment de la preuve. Cette stratégie diffère des stratégies habituelles car les clauses ne sont pas directement
supprimées.

La seconde contribution s’intègre dans la résolution parallèle du problèmeSAT à l’aide de solveurs
portfolio (Guo et Lagniez 2011a;b). Afin d’obtenir une approche portfolio efficace, il est nécessaire
que les différents paramètres utilisés pour configurer les solveurs tendent à les rendre complémentaires
entre eux. Une des difficultés de ce type d’approche est de paramétrer les différents solveurs de telle
manière que deux solveurs n’effectuent pas la même tâche. Eneffet, dans ce cas, l’une des deux unités
de calcul effectue un travail inutile et redondant. Le problème est qu’il est impossible de prévoir,a
priori , le comportement d’un solveur par rapport à ses paramètres initiaux. Pour pallier ce problème,
nous proposons une mesure permettant d’estimer le comportement d’un solveur vis-à-vis d’un autre.
Elle consiste à considérer l’heuristique de choix de polarité afin de prédire vers quel espace de recherche
se dirige un solveur. De cette manière, deux solveurs peuvent être considérés comme proches s’ils tentent
d’explorer le même l’espace de recherche. Cette mesure est ensuite utilisée pendant la recherche pour
ajuster dynamiquement l’heuristique de choix de polarité.Cet ajustement a pour but d’éloigner deux
solveurs considérés comme trop proches.
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DANS CE CHAPITRE, nous proposons une nouvelle stratégie dynamique pour la gestion de la base de
clauses apprises dans le cadre des solveursSAT modernes. Cette approche est basée sur le principe

d’activation et de désactivation de clauses. Étant donnée une étape de la recherche, nous utilisons une
fonction pour activer certaines clauses et en désactiver d’autres. Cette fonction, basée sur leprogress
saving, tente d’exploiter certaines informations du passé pour prédire si une clause sera ou non utilisée
dans le futur. L’idée de notre approche consiste alors à geler une clause quand elle est jugée inutile à la
recherche et à la réactiver lorsqu’elle peut jouer un rôle dans l’établissement de la preuve. Cette stratégie
diffère des stratégies habituelles dans le fait que les clauses ne sont pas directement supprimées. La
plupart des résultats reportés dans ce chapitre ont fait l’objet de publications (Audemardet al.2011a;b).

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Après avoirintroduit notre nouvelle mesure, basée
sur leprogress saving, nous présentons une approche dynamique de nettoyage de la base des clauses
apprises basée sur la notion d’activation et de désactivation de clauses et étudions expérimentalement
son comportement. Avant de conclure et de donner quelques perspectives, nous comparons de manière
expérimentale notre politique de nettoyage des clauses apprises avec les politiques de nettoyage de l’état
de l’art.

9.1 Une nouvelle mesure pour identifier les bonnes clauses

L’analyse de conflits est une composante importante des solveursSAT modernes. En effet, d’un point
de vue théorique,Pipatsrisawat et Darwiche(2009a) ont récemment prouvé que, même dans le cas où le
solveur effectue un redémarrage à chaque conflit, l’apprentissage de clauses tel qu’il est fait dans ce type
de solveur permet de simuler la résolution générale. Ce résultat implique que, les solveursSAT modernes
peuvent, d’une certaine manière, être vus comme une méthodede preuve par résolution avec une stratégie
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de suppression de clauses. Par conséquent, la complétude des solveursSAT modernes est fortement liée
à la politique de suppression de clauses. Par exemple, supposons que la stratégie de nettoyage de la base
de clauses apprises soit très agressive, dans ce cas il est impossible de garantir la complétude du solveur.
Par conséquent, définir quelle clause est utile pour amener àla preuve est d’une grande importance pour
l’efficacité des solveurs. Cependant, répondre à une telle question est calculatoirement difficile et est très
proche du problème qui consiste à trouver une preuve de taille minimale. Pour apporter une solution à
ce problème nous définissons une mesure simple destinée à évaluer la pertinence d’une clause et nous
montrons expérimentalement son efficacité.

9.1.1 Définition de la mesurePSM

La mesure proposée dans cette section est basée sur la notionde progress saving(Pipatsrisawat et
Darwiche 2007) habituellement utilisée pour déterminer la valeur de vérité avec laquelle sera affectée
la prochaine variable de décision (voir chapitre3.1.4.3). Cette mesure nomméePSM (Progress Saving
based quality Measure) est définie de la manière suivante.

Définition 9.1 (mesurePSM). Étant donnée une clauseα et une interprétation complèteP représentant
l’ensemble des polarités associé à chaque variable, nous définissonsPSMP(α) = |P ∩ α|.

Premièrement, il est important de noter que notre mesurePSM est dynamique. En effet, puisque
l’ensemble des littérauxP associé à la polarité des variables sauvegardé évolue durant la recherche, le
PSM d’une clause donnée évolue par la même occasion. Par exemple, quand une clause est apprise son
PSM est égal à0, et lorsque le retour arrière est effectué il devient égal à1. Il est aussi important de noter
que lorsqu’une clause est à l’origine de la propagation d’unlittéral, sonPSM est aussi égal à un. Ces
remarques préliminaires suggèrent que les clauses possédant unPSM faible sont plus importantes pour la
suite de la recherche. En effet, considéronsI l’interprétation partielle courante,P l’interprétation com-
plète représentant la sauvegarde courante de l’ensemble des littéraux associés à la polarité avec laquelle
a été affectée chaque variable précédemment etα une clause. CommeI ⊂ P, psmP(α) représente le
nombre de littéraux affectés à vrai parI ou qui seront affecté à vrai parP\I. Par conséquent, une clause
avec un petitPSM a de fortes chances d’être utilisée pour la propagation unitaire ou d’être falsifiée. Au
contraire, une clause avec un grandPSMa plus de chance d’être satisfaite par plus d’un littéral et par con-
séquent d’être inutile pour la suite de la recherche. Pour analyser et valider cette hypothèse, un ensemble
d’expérimentations ont été conduites.

9.1.2 Études expérimentales de la mesurePSM

La figure9.1 reporte, pour quelques instances, la moyenne du nombre de fois où une clause avec
une certaine valeur dePSM a été utilisée durant le processus de propagation. Dans cette expérimentation,
nous considérons comme intervalle de temps le moment de la recherche où la base de clauses apprises
est nettoyée. Cette intervalle de temps sera notétk aveck > 0 (le début de la recherche est ent0). Soient
Ptk et Ptk+1

les interprétations représentant respectivement leprogress savingaux étapestk et tk+1.
Considérons la fenêtre de temps entretk et tk+1, lorsqu’une clauseα, provenant de la base de clauses
apprises, est utilisée dans le processus de propagation unitaire, nous calculonspsm = psmPtk

(α) et
incrémentons la variabletab[psm] qui correspond au nombre de fois où une clause avec une telle valeur
PSM est utilisée pour propager un littéral. Le nombre moyen de fois où une clause possédant unPSM

donné (axe-x) est utilisée dans le processus de propagation unitaire (axe-y), correspond alors àα(psm)
divisé par le nombre total de fois où la base de clauses apprises a été nettoyée.
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Comme il peut être observé sur la Figure9.1, les clauses apprises possédant une petite valeur dePSM

sont plus souvent utilisées dans le processus de propagation que les clauses possédant une grande valeur.
Si nous regardons plus en détail, nous pouvons voir que les clauses les plus utilisées ont une valeur de
PSMproche de 10. Nous pouvons assurer, puisque l’expérimentation à été conduite sur un très large panel
d’instances, que pour la majorité des instances considérées la distribution de la valeur dePSM ressemble
aux deux premières courbes de la Figure9.1.

Cette première expérimentation illustre le fait que les clauses possédant une faible valeur dePSM

sont importantes dans le processus de propagation. Pour valider de manière expérimentale notre mesure
nous avons choisi de l’intégrer dans une politique de réduction de la base de clauses apprises (fonction
reductionClausesApprises( ∆) - ligne 15 de l’algorithme3.4) et de comparer celle-ci avec
les approches de réduction de clauses apprises existantes dans la littérature. Cette nouvelle stratégie
de réduction a été introduite dans le solveurMINISAT 2.2. Comme pour les approches classiques de
réduction, l’ensemble des clauses apprises est tout d’abord trié par ordre croissant (ici, en fonction de
leur PSM). Lorsque deux clauses possèdent le mêmePSM, nous utilisons la stratégie classique basée sur
l’activité (VSIDS) pour les départager. Une fois les clauses triées, la base declauses apprises est réduite
de moitié. Comme pour les autres stratégies, nous conservons toujours les clauses binaires.

Dans la suite, toutes nos expérimentations ont été conduites sur un Quad-core Intel XEON X5550
avec 32Gb de mémoire. 292 instances ont été utilisées, ellessont issues de la compétitionSAT 2009,
catégorie industrielle (Le Berre et Roussel 2009). Pour l’ensemble des expérimentations le temps CPU
est limité à 900 secondes.

Pour chaque solveur, nous indiquons le nombre d’instances résolues (TOT) ainsi que le nombre d’in-
stances résolues satisfiables (SAT) et insatisfiables (UNS). Nous donnons aussi la moyenne de temps
nécessaire pour résoudre une instance (tps moy).

Nous évaluons dans un premier temps les résultats obtenus avec la séquence de réductions utilisée par
défaut dans le solveurMINISAT (voir sous-section3.1.5.2). Le tableau9.1 résume les résultats obtenus
parMINISAT d (Sörensson et Eén 2009), MINISAT d+LBD (Audemard et Simon 2009a), MINISAT d+taille
qui utilise la taille des clauses pour trier la base etMINISAT d + PSM. Comme nous pouvons le constater,
MINISAT d+PSMest le solveur qui résout le plus d’instances. C’est également le meilleur sur les instances
SAT. De plus, les faibles performances deMINISAT d + taille démontrent que les clauses conservées par
notre approche ne sont pas uniquement celles de petites tailles. Cette expérimentation montre l’efficacité
de notre mesure dans le cas d’une politique utilisant la séquence de réduction proposée par défaut dans
MINISAT 2.2.

Application
Solveur SAT UNS TOT tps moy

MINISAT d 68 106 174 142
MINISAT d + PSM 73 104 177 130
MINISAT d + LBD 71 102 173 132
MINISAT d + taille 67 97 164 153

TABLE 9.1 – Résultats obtenus avec la séquence de réduction utilisée par défaut dans le solveurMINISAT .
Nous reportons le nombre d’instances satisfaisables, insatisfaisables et totales résolues.

Pour être plus juste dans la comparaison des quatre approches, nous présentons aussi dans le tableau
9.2 les résultats obtenus lorsque la séquence de réduction est plus agressive, comme celle utilisée dans
Audemard et Simon(2009a) (notéMINISAT a). Dans cette expérimentation la séquence de réduction de
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(a) Aprove07-25 (b) q_query_3_l48_lambda

(c) goldb-heqc-frg1mul (d) countbitsarray08_32

FIGURE 9.1 – Corrélation entre la valeur dePSM d’une clause et son utilisation dans le processus de
propagation unitaire.

la base de clauses apprises∆ est calculée de la manière suivante :t0 = 4000 conflits ettk = tk−1 +300
conflits pourk > 0. En utilisant une stratégie de réduction plus agressive, les résultats obtenus par le
LBD sont meilleurs que ceux obtenus à l’aide de la stratégieVSIDS et par notre mesurePSM. En ce qui
concerne la stratégie basée sur la taille des clauses, nous pouvons voir que ce seul critère ne permet pas
d’identifier les bonnes clauses.
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Application
Solveur SAT UNS TOT tps moy

MINISAT a 68 94 162 136
MINISAT a + PSM 70 93 163 140
MINISAT a + LBD 72 96 168 128
MINISAT a + taille 61 76 137 180

TABLE 9.2 – Résultats avec la séquence de réduction utilisée agressive.

Pour résumer ces premières expérimentations, nous reportons dans le tableau9.3les résultats obtenus
par les différentes versions deMINISAT testées précédemment sur une sélection d’instances (PSMd cor-
respond àMINISAT a + PSM, LBDd correspond àMINISAT a + LBD, etc.).

SAT MINISAT d PSMd LBDd MINISAT a PSMa LBDa

emptyroom-4-h21-unsat.cnf N 236 204 232 241 168 262
eq.atree.braun.10.unsat.cnf N – 751 – 345 396 289
partial-10-15-s.cnf Y – – – 686 419 –
partial-5-17-s.cnf Y – – – 642 707 417
partial-10-13-s.cnf Y – – – – 448 –
UR-15-10p1.cnf Y 810 757 – – – –
UTI-15-10p1.cnf Y 96 94 100 261 233 163
UR-20-5p1.cnf Y 489 405 544 774 810 –
UCG-15-10p0.cnf N 274 272 325 719 400 385
UTI-15-5p0.cnf N 371 339 374 292 302 327
UR-15-10p0.cnf N 919 779 – – – 513
UR-15-5p0.cnf N 57 54 58 66 67 92
UTI-15-5p1.cnf Y 50 45 53 90 56 95
UTI-20-10p1.cnf Y – 824 – – – –
UR-20-5p0.cnf N 873 834 804 – – –
ACG-15-10p0.cnf N 709 709 907 – 651 –
q_query_3_l45_lambda.cnf N 126 89 117 146 300 255
q_query_3_L90_coli.sat.cnf N 71 66 72 200 101 111
q_query_3_L100_coli.sat.cnf N 51 48 57 226 91 311
q_query_3_l44_lambda.cnf N 107 109 110 130 148 215

TABLE 9.3 – Résultats obtenus par notre approche sur une sélectiond’instances insatisfiables. Les temps
reportés dans ce tableau sont exprimés en secondes.

9.2 Geler pour ne pas oublier : une politique dynamique de réduction de
la base de clauses apprises

Dans la section précédente, nous avons défini une nouvelle mesure basée sur la notion deprogress
savingpour identifier les clauses apprises importantes. Dans cette section, nous décrivons une approche
dynamique de gestion de la base de clauses apprises. Cette approche est basée sur deux notions-clés.
Premièrement, leprogress savingévolue durant la recherche. Par conséquent, une clause peutêtre con-
sidérée comme inutile (avec une grande valeur dePSM) à un instant de la recherche et devenir intéressante
(avec une petite valeur dePSM) à un autre moment de la recherche. Deuxièmement, déterminer si une
clause donnée est importante pour la preuve est un problème calculatoirement difficile. Toutes les poli-
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tiques de nettoyage de la base de clauses apprises proposéesdans la littérature ne sont pas certaines de
ne pas supprimer une clause importante pour la suite de la recherche. Pour ces deux raisons, l’approche
proposée introduit un nouveau concept qui consiste à geler certaines clauses. Lorsqu’une clause est con-
sidérée comme inutile à un instant de la recherche celle-ci devient gelée et est réactivée lorsqu’elle est
de nouveau considérée comme importante. Plus précisément,geler (respectivement activer) une clause
signifie que la clause est déconnectée (respectivement connectée) à la base des clauses apprises et ne
participe donc pas à la recherche (propagation unitaire . . .).

Cette politique de nettoyage de la base de clauses apprises basée sur le principe de désactivation et
d’activation de clauses ne peut pas être utilisé avec les mesures habituelles. En effet, leLBD d’une clause
apprise est statique car il a été défini à la création de la clause, et ne change pas durant la recherche.
Tandis que la mesure basée sur l’activité (basée surVSIDS) est dynamique mais peut seulement mettre à
jour les clauses attachées (les clauses doivent être utilisées pour être pondérées).

9.2.1 Politique de gestion de la base de clauses apprises

À présent, décrivons de manière formelle notre politique denettoyage de la base de clauses apprises.
Premièrement, comme lePSM d’une clause est fortement dynamique, nous introduisons lanotion de
déviationentre deuxprogress savingsuccessifs.

Définition 9.2 (déviation). SoitVtk l’ensemble des variables assignées par le solveur entre l’étapetk−1

et tk. La déviationdtk est définie de la manière suivante :

dtk =
δh(Ptk ,Ptk−1

)

|Vtk |
.

Cette notion de déviation est une normalisation de la distance de Hamming pour ne prendre en
compte que les variables réellement utilisées par le solveur. Elle permet de calculer l’évolution de l’in-
terprétation liée auprogress savingentre deux nettoyages de base successifs. Une déviation quitend vers
zéro indique que le solveur continue d’explorer le même espace de recherche, alors qu’une déviation
importante indique que le solveur explore une partie différente de l’espace de recherche.

Pour obtenir une vue plus précise du comportement de la déviation, nous introduisons la notion de
déviation minimaledm.

Définition 9.3 (déviation minimale). À l’instant tk la déviation minimale est donnée par :

dmtk = min{dti |0 ≤ i ≤ k}.

L’utilisation de cette notion de déviation minimale nous permet d’affiner notre mesurePSM. En effet,
soit α une clause évaluée à l’étapetk, si PSMPtk

(α) > dmtk × |α| alors la clauseα a de fortes chances
d’être satisfaite dans le futur, sinon elle sera sûrement utilisée dans le processus de propagation.

La Figure9.2décrit notre approche sous la forme d’un automate d’états. Àchaque étape de nettoyage
tk, les clauses peuvent passer d’un état à un autre suivant certaines conditions. Pour commencer, notons
qu’une clause appriseα possède trois états :

1. état activéA : α est activée et attachée, elle est utilisée par le solveur ;

2. état geléF : α est gelée, c’est-à-dire queα n’est pas attachée ;

3. état mortD : α est supprimée.

204



9.2. Geler pour ne pas oublier : une politique dynamique de réduction de la base de clauses apprises

A F

D

PSMP(α) > |α| × d

not used(k)

LBD(α) ≤ 3

no
t a
ct
iv
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ed
(k
)

PSMP(α) ≤ |α| × d

FIGURE 9.2 – Cycle de vie d’une clause apprise.

Nous décrivons à présent les différentes transitions de l’automate à états :

– chaque fois qu’une nouvelle clause est apprise celle-ci entre dans l’étatA ;
– une clauseα ∈ A avec une valeur deLBD (lbd(α) ≤ 3 sur la figure) reste dans l’étatA jusqu’à la

fin du processus de recherche ;

– une clauseα ∈ A telle que
PSMPtk

(α)

|α| > dmtk passe à l’état geléF ;

– une clauseα ∈ F telle que
PSMSni

(α)

|α| ≤ dmni
passe à l’état activéA ;

– une clauseα ∈ F qui n’a pas été activée pendantk étapes de nettoyage est supprimée. De manière
similaire, une clauseα ∈ A restant active pendant plus dek étapes sans participer à la recherche est
aussi supprimée. Dans les deux cas, cette clause entre dans l’étatD. Pour notre étude expérimentale
la valeur dek a été fixée empiriquement à7.

Un des principaux avantages de notre méthode réside dans le fait qu’il est possible d’augmenter
la fréquence de nettoyage de la base de clauses apprises sansl’inconvénient de supprimer une clause
importante pour la suite de la recherche. Nous pouvons donc utiliser une politique de nettoyage de base
très agressive. Nous avons choisi pour les expérimentations présentées dans la partie suivantet0 = 500
et tk+1 + 100 conflits.

9.2.2 Étude du cycle de vie d’une clause apprise vis-à-vis denotre schéma

Pour valider notre approche, nous avons étudié expérimentalement le comportement des clauses au
sein de l’automate à état. La Figure9.3 montre, pour les mêmes instances que celles considérées dans
la Figure9.1, le nombre de clauses actives, gelées et supprimées ainsi que le nombre de transitions de
l’état actif à l’état gelé et vice versa. Ces différentes données sont représentées sur l’axey des ordon-
nées tandis que sur l’axe des abscissesx représente le nombre d’opérations de nettoyage de la base de
clauses apprises. Pour des raisons de lisibilité, l’ensemble des courbes a été lissé. Pour l’ensemble de ces
instances, le nombre de clauses gelées (Frozen) et le nombre de clauses actives (Active) sont relative-
ment similaires. En ce qui concerne le taux de transfert d’unétat à un autre, nous pouvons remarquer que
le nombre de clauses passant de l’état actif à l’état gelé (A → F) est plus grand que le nombre de clauses
passant de l’état gelé à l’état actif (F → A). Ceci s’explique par le fait que la base des clauses apprises
est sans cesse alimentée par de nouvelles clauses (ces clauses sont initialement dans l’état actifA). Pour
terminer, nous pouvons observer qu’à chaque étape du nettoyage certaines clauses sont définitivement
supprimées (Dead).
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FIGURE 9.3 – Étude du taux de transfert.

Afin de vérifier que les clauses conservées par notre schéma nesont pas uniquement celles de pe-
tite taille, nous avons étudié la taille moyenne des clausesactives et gelées après chaque appel de la
fonction de nettoyage de la base de clause apprises. Les résultats obtenus sur les quatre instances con-
sidérées précédemment sont reportés sur la figure9.4. L’axe des ordonnées donne la taille moyenne des
clauses gelées (trait en pointillé) et actives (trait plein) au ième appel de la procédure de réduction (axe
des abscisses). Cette figure montre clairement que notre approche ne privilégie pas systématiquement les
clauses de petites taille et que la distribution des clausesentre les deux états est assez homogène.

206



9
.2

.
G

e
le

r
p
o
u
r

n
e

p
a
s

o
u
b
lie

r
:u

n
e

p
o
litiq

u
e

d
yn

a
m

iq
u
e

d
e

ré
d
u
ctio

n
d
e

la
b
a
se

d
e

cla
u
se

s
a
p
p
rise

s

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 0  50  100  150  200  250  300

ta
ill

e
 m

o
ye

n
n

e
 d

e
s 

cl
a

u
se

s

nombre d’appels à la procédure de reduction

clauses actives
clauses gelées

(a)
A

prove07-25

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 0  20  40  60  80  100  120  140

ta
ill

e
 m

o
ye

n
n

e
 d

e
s 

cl
a

u
se

s

nombre d’appels à la procédure de reduction

clauses actives
clauses gelées

(b)
q_query_3_l48_lam

bda

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180  200

ta
ill

e
 m

o
ye

n
n

e
 d

e
s 

cl
a

u
se

s

nombre d’appels à la procédure de reduction

clauses actives
clauses gelées

(c)
goldb-heqc-frg1m

ul

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 0  50  100  150  200  250  300  350  400

ta
ill

e
 m

o
ye

n
n

e
 d

e
s 

cl
a

u
se

s

nombre d’appels à la procédure de reduction

clauses actives
clauses gelées

(d)
countbitsarray08_32

F
IG

U
R

E
9.4

–
Taille

m
oyenne

des
clauses

actives
etgelées.

207



Chapitre 9. Vers une gestion fine et dynamique de la base de clauses apprises

Pour terminer cette étude, nous avons tenté de quantifier l’erreur commise par notre approche, c’est-
à-dire le nombre de clauses gelées permettant de propager unlittéral. Pour cela, nous avons exécuté
notre approche sur l’ensemble des instances et nous avons après chaque appel de la fonction propagation
comptabilisé le nombre de clauses dont l’état gelé permet soit de propager un littéral soit de produire
un conflit. Les résultats obtenus lors de cette étude sont encourageants, puisque le pourcentage moyen
d’erreur est inférieur à 1%.

9.3 Expérimentations

Cette dernière section se divise en deux parties. Dans la première, nous comparons notre stratégie
de réduction avec celles de l’état de l’art. Dans la seconde,nous comparons le solveurMINISAT où est
implanté notre schéma avec les solveurs de l’état de l’art.

9.3.1 Comparaison avec différentes stratégie de réduction

Nous comparons notre politique dynamique de nettoyage de labase de clauses apprises, appelée
MINISAT -psmdyn, avecMINISAT classique, etMINISAT avec la stratégie de réduction basée sur lePSM

(MINISAT -PSM) et sur leLBD (MINISAT -LBD) (comme pour la section 3). La figure9.5 contient les
courbes permettant de comparer le nombre d’instances résolues en fonction du temps pour les quatre
solveurs.
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minisat
minisat-LBD
minisat-psm

minisat-psm-dyn

FIGURE 9.5 – Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonction dutemps (ordonnée) pour différentes
stratégies de nettoyage.

Dans la Figure9.6nous reportons les nuages de points correspondant aux comparaisons deMINISAT -
psmdyn avec les trois autres solveurs. Chaque point correspond à une instance. Un point en dessous de la
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9.3. Expérimentations

diagonale signifie que cette instance a été résolue plus rapidement avecMINISAT -psmdyn. Les instances
SAT et UNSAT sont respectivement représentées sur la figure par le signe plus (+) et multiplié (×).
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FIGURE 9.6 – Comparaison avec différentes stratégies de nettoyagede la base de clauses apprises.

Il est clair que notre approche de réduction de la base des clauses apprises permettant de geler des
clauses est nettement meilleure que les trois autres. Le solveur résout 189 instances (76SAT et 113
UNSAT), ce qui est meilleur que les autres solveurs (voir tableau9.1). De plus, comme nous pouvons le
voir sur le nuage de point,MINISAT -psmdyn résout les instances plus rapidement que les autres solveurs.
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9.3.2 Comparaison avec les solveurs de l’état de l’art

La figure9.7 reporte les résultats obtenus par notre approche basée sur la notion de réduction dy-
namique de la base de clauses apprises vis-à-vis des meilleurs solveurs de l’état de l’art. L’analyse
des différents nuages de points montre que notre approche, bien qu’elle n’utilise aucune des dernières
améliorations proposées dernièrement (exemple : redémarrage dynamique, clause bloquée,etc.), est très
compétitive.
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FIGURE 9.7 – Comparaison avec les solveurs de l’état de l’art :GLUCOSE, LINGELING et CRYPTOMIN-
ISAT.
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Nous reportons dans la figure9.8les courbes permettant de comparer le nombre d’instances résolues
en fonction du temps pour les quatre solveurs. Les résultatsobtenus sont :LINGELING résout 187 in-
stances (77SAT et 110UNSAT), GLUCOSE 189 instances (70SAT et 119UNSAT) et CRYPTOMINISAT

194 instances (74SAT et 120UNSAT). Ces courbes montrent que notre approche résout pratiquement
autant d’instances (rappelons que notre solveur résout 189instances (76SAT et 113UNSAT)) queLIN -
GELING et GLUCOSEet légèrement moins d’instances queCRYPTOMINISAT. Nous pouvons remarquer,
sur les tableaux9.4 et 9.5, que notre solveur n’est pas performant que sur certaines classes d’instances.
En effet, nous pouvons voir dans le tableau9.4 que notre solveur ne résout qu’une seule instance de la
catégorievliw tandis que les autres approches en résolvent au moins cinq.
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FIGURE 9.8 – Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonction dutemps (ordonnée) par notre ap-
proche et les solveurs de l’état de l’art :GLUCOSE, LINGELING et CRYPTOMINISAT.

SAT psmdyn GLUCOSE LINGELING CRYPTOMINISAT

9dlx_vliw_at_b_iq6 N – – – 757
9dlx_vliw_at_b_iq3 N – 233 173 141
9dlx_vliw_at_b_iq1 N 491 63 24 35
9dlx_vliw_at_b_iq4 N – 478 326 258
9dlx_vliw_at_b_iq2 N – 117 83 103
9dlx_vliw_at_b_iq5 N – 610 523 399
velev-vliw-uns-4.0-9C1 N – 161 661 380
velev-pipe-uns-1.0-8 N – – 453 150
goldb-heqc-frg1mul N – 402 – 114
goldb-heqc-x1mul N – 911 – 641

TABLE 9.4 – Résultats obtenus parpsmdyn, GLUCOSE, LINGELING etCRYPTOMINISAT sur une sélection
d’instances insatisfiables. Les temps reportés dans ce tableau sont exprimés en secondes.
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SAT psmdyn GLUCOSE LINGELING CRYPTOMINISAT

q_query_3_l48_lambda N 146 108 212 488
q_query_3_l47_lambda N 94 106 214 493
q_query_3_l46_lambda N 111 100 177 559
q_query_3_L70_coli.sat Y 40 40 67 101
q_query_3_L80_coli.sat N 47 57 145 111
q_query_3_L200_coli.sat N 196 113 370 558
q_query_3_L150_coli.sat N 92 91 286 491
q_query_3_l45_lambda N 115 96 156 469
q_query_3_L90_coli.sat N 112 77 198 169
q_query_3_L60_coli.sat Y 14 11 32 58
q_query_3_L100_coli.sat N 64 106 195 335
q_query_3_l44_lambda N 106 108 190 267
ndhf_xits_22_SAT Y 4 4 3 237
ndhf_xits_20_SAT Y 58 – 45 589
rbcl_xits_07_UNSAT N 163 222 223 486
ndhf_xits_21_SAT Y 11 521 3 213
rpoc_xits_07_UNSAT N 105 95 113 395
rpoc_xits_17_SAT Y 1 1 2 4
rbcl_xits_06_UNSAT N 7 23 10 25
vmpc_29 Y 268 828 – 449
vmpc_30 Y 61 554 23 73
vmpc_28 Y 160 5 243 283
9vliw_m_9stages_iq3_C1_bug8 Y 17 158 129 456
9vliw_m_9stages_iq3_C1_bug5 Y 10 8 66 491
gus-md5-10 N 602 – – 547
gus-md5-09 N 238 581 – 195
gus-md5-06 N 11 14 109 11
gss-17-s100 Y 28 123 197 212
gss-16-s100 Y 44 108 47 96
gss-15-s100 Y 7 21 27 14
gss-14-s100 Y 14 2 13 26
gss-19-s100 Y 442 108 251 711
gss-20-s100 Y 554 – 782 –
maxxororand032 N 647 714 – –
velev-pipe-sat-1.0-b10 Y 8 98 82 –
manol-pipe-c10nid_i Y 102 88 221 –
manol-pipe-c10nidw N 150 180 333 –
schup-l2s-bc56s-1-k391 N 363 511 833 –
ACG-15-10p1 Y 855 – 184 –
UTI-20-10p1 Y 898 – – –
AProVE09-06 Y 300 640 486 –
post-cbmc-aes-ee-r3-noholes N 885 479 – –
cube-11-h13-unsat N 195 471 – –

TABLE 9.5 – Résultats obtenus parpsmdyn, GLUCOSE, LINGELING etCRYPTOMINISAT sur une sélection
d’instances. Les temps reportés dans ce tableau sont exprimés en secondes.
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9.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une nouvelle mesure permettant d’identifier les clauses im-
portantes pour la suite de la recherche. Cette mesure est dynamique (contrairement à la mesure basée sur
le LBD) et peut être calculée sur des clauses ne participant pas à larecherche (contrairement à la mesure
basée surVSIDS). Grâce à ces propriétés, une nouvelle stratégie dynamiquede réduction de la base de
clauses apprises a été proposée. Cette dernière est basée sur l’activation et la désactivation de clauses,
alors qu’avec les stratégies de réduction de l’état de l’artles clauses sont définitivement supprimées.
L’ensemble des expérimentations que nous avons conduit ontpermis de mettre en exergue un flux bidi-
rectionnel de clauses entre les deux états principaux de notre schéma (c’est-à-dire les états actifs et gelés).
Nous avons aussi démontré expérimentalement que les clauses gelées ne servent pas à la propagation uni-
taire pendant le laps de temps où elles sont inactives (moinsde 1% de taux d’erreur). L’implantation de
notre schéma au sein du solveurMINISAT a permis d’améliorer sensiblement les performances de ce
dernier. De plus, nous avons vu que ce solveur permettait d’obtenir des résultats quasiment similaires
aux solveurs de l’état de l’art.

En perspective, nous comptons étudier plus finement l’évolution de l’interprétationP, ce qui nous
permettrait de décider quand une réduction de la base de connaissance est souhaitable. De plus, comme
la notion deprogress savinga déjà été utilisée dans d’autres travaux (Biere 2008a, Pipatsrisawat et
Darwiche 2009b) nous pensons qu’il serait intéressant de combiner ces différentes approches.
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Chapitre

10Ajustement dynamique de l’heuristique de
polarité dans le cadre d’un solveurSAT parallèle
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DANS CE CHAPITRE, nous proposons une nouvelle heuristique pour la polarité d’affectation d’une
variable, dans le cadre d’un solveurSAT parallèle (voir chapitre5). La polarité selon laquelle le

prochain point de choix est affecté est un processus important des solveursSAT modernes, en particulier
pour les solveurs de typeportfolio. En effet, ces solveurs sont souvent basés sur une approche de type
coopération/compétition. Par conséquent, afin d’obtenir une approcheportfolio efficace, il est nécessaire
que les différents paramètres utilisés pour configurer les solveurs tendent à rendre les solveurs complé-
mentaires entre eux. Néanmoins, paramétrer les différentssolveurs de telle manière que deux solveurs
n’effectuent pas la même tâche est très difficile à réaliser en pratique. En effet, il est impossible de
prévoir,a priori, le comportement d’un solveur par rapport à ses paramètres initiaux. Par conséquent, il
est difficile de prédire si une des deux unités de calcul ne va pas effectuer un travail inutile et redondant.
Pour pallier ce problème, nous proposons une mesure permettant d’estimer le comportement d’un solveur
vis-à-vis d’un autre. Elle consiste à considérer l’heuristique de choix de polarité afin de prédire vers quel
espace de recherche se dirige un solveur. De cette manière, deux solveurs peuvent être considérés comme
proches s’ils tentent d’explorer le même espace de recherche.

Une fois notre mesure définie, nous étudions de manière expérimentale la distance entre les différents
solveurs présents dansMANYSAT 1.1. Après analyse des résultats nous proposons un schéma d’ajuste-
ment de l’heuristique de polarité. Finalement, nous étudions expérimentalement l’impact de l’applica-
tion d’un tel schéma dans le cas de trois approchesportfolio (MANYSAT 1.1, solveurportfolio avec des
solveurs possédant une architecture identique etMANYSAT 1.5).

Cette contribution a donné lieu à deux publicationsGuo et Lagniez(2011a;b).

10.1 Estimer la distance entre deux solveurs

Comme précisé précédemment, les solveurs parallèles de type portfolio sont souvent basés sur le
principe de compétition/coopération. Ainsi dans le solveur MANYSAT , la phase de coopération peut être
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assimilée au transfert de clauses apprises. Tandis que la phase de compétition peut être associée aux
différentes stratégies choisies (redémarrage, heuristique de polarité,etc.) sur chacun des solveurs. Con-
trairement à la partie coopérative, la manière dont les solveurs entrent en compétition est choisie de
manière statique au début de la recherche. Ce type d’approche ne permet ni d’identifier ni de traiter le
cas où deux solveurs effectuent le même travail. En effet, même si deux solveurs ont des stratégies dif-
férentes, il n’est pas sûr qu’ils entrent en compétition. Ilpeut même arriver des cas où l’opposé se produit,
c’est-à-dire que les deux solveurs vont entrer en phase de coopération. Cette coopération se traduit par
un déséquilibre entre les deux phases et donc le plus souventpar un travail redondant de la part d’un des
deux solveurs.

Pour éviter ce genre de situation, et ainsi préserver un schéma de type compétition/coopération, une
méthode permettant d’ajuster dynamiquement l’heuristique de choix de la polarité est proposée. Pour
cela, une mesure permettant d’estimer la distance entre deux solveurs est d’abord introduite. Puis, afin
d’étudier le comportement des solveurs vis-à-vis de notre mesure, nous avons effectué un ensemble
d’expérimentations.

10.1.1 Distance entre deux solveurs

Afin de savoir si deux solveurs sont en train d’effectuer le même travail, nous définissons la notion
d’intention comme étant l’interprétation complète obtenue à partir de l’heuristique de choix de polarité
associée à un solveur.

Définition 10.1. SoientΣ une formuleCNFetS un solveur utilisant une heuristique de choix de polarité
définie par la fonctionf . L’intention est définie comme :

F = {y ∈ LΣ tel quef(x) = y etx ∈ VΣ}.

L’interprétation complèteF peut d’une certaine manière être vue comme l’espace de recherche que le
solveur souhaite atteindre. De cette manière, nous pouvonssupposer que deux solveurs sont proches dans
l’espace de recherche s’ils ont l’intention d’explorer le même espace. À partir de la notion d’intention, il
est possible de définir une mesure permettant d’estimer la distance entre deux solveurs.

Définition 10.2. SoientΣ une formuleCNF, (Ci, Fi) et (Cj , Fj) deux solveursCi et Cj avec leurs
intention respectivesFi etFj . La distance entre deux solveurs, notéeκ, est alors définie comme :

κ(Ci,Cj) = 1−
|Fi∩Fj |
|VΣ|

.

Remarquons que deux solveurs sont proches, d’après notre mesure, si leurs interprétations représen-
tant leurs intentions respectives ont une faible distance de Hamming.

10.1.2 Évolution de la distance entre différents solveurs

Afin d’étudier l’évolution de la distance entre différents solveurs deux à deux, nous avons exécuté
le solveurMANYSAT 1.1 (voir 5.3 pour la description) en récupérant la distance entre les différents
solveurs tous les 5000 conflits. Les courbes de la figure10.1retranscrivent, de manière représentative, le
comportement des différents solveurs les uns envers les autres.
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Nous pouvons constater que les solveurs se divisent en deux catégories :

– la première catégorie regroupe les courbes où le cœur 4 n’apparaît pas, c’est-à-dire les courbes
entre les cœurs 1-2, 1-3 et 2-3. Nous pouvons voir que les cœurs 1, 2 et 3 sont très proches les uns
des autres. Ceci est facilement explicable pour les cœurs 1 et 2, étant donné qu’ils utilisent tous
deux la même heuristique de choix de polarité (progress saving). En ce qui concerne le cœur 3,
nous pensons que cela est dû au choix de la polarité initiale pour leprogress saving(la phase étant
affectée à « faux » au départ) ;

– la seconde catégorie regroupe les courbes où le cœur 4 apparaît. Nous observons que la distance
entre le cœur 4 et n’importe quel autre cœur (courbes 1-4, 2-4, 3-4) est toujours supérieure au cas
où le cœur 4 n’est pas présent dans le calcul de la distance (courbes 1-2, 1-3, 2-3). Ceci peut en
partie être expliqué par le choix de la stratégie d’affectation de polarité du cœur 4. En effet, si nous
considérons les unités de calcul 1 et 2, nous pouvons noter que lorsqu’ils apprennent une nouvelle
clauseα par analyse de conflit, elle est falsifiée par l’interprétation couranteP (correspondant au
progress savingdu solveur, c’est-à-dire à son intention). Sans perte de généralité, supposons que
le cœur1 apprend la clauseα. Cette clause est ensuite transférée au cœur 4 et le nombre d’oc-
currences des littéraux appartenant àα est incrémenté. Puisque l’heuristique de choix de polarité
du cœur 4 est basée sur le nombre d’occurrences des littéraux, l’interprétation représentant son
intention va avoir tendance à satisfaire les clauses proposées par les cœurs 1 et 2. Par conséquent,
le solveur 4 s’éloigne du cœur 1 à chaque fois qu’il récupère une de ses clauses. En ce qui con-
cerne le cœur 3, étant donné que son intention est proche de celle des cœurs 1 et 2, il est facile de
comprendre pourquoi la distance qui le sépare du cœur 4 est grande.

10.1.3 Ajustement dynamique de la polarité

Après l’analyse du comportement des différents solveurs entre eux, nous avons choisi de définir
une nouvelle heuristique de polarité. Puisque les solveurspeuvent être très proches dans l’espace de
recherche nous avons décidé d’ajouter du « bruit » pour les éloigner les uns des autres. Pour cela, lorsque
deux cœurs sont détectés comme « trop proches », nous choisissons d’inverser la polarité d’un des deux
cœurs. Pour éviter que deux solveurs proches n’inversent enmême temps leur polarité, l’ajustement se
fait de manière unidirectionnelle, c’est-à-dire qu’un seul des deux solveurs ajuste sa polarité. De plus, afin
de ne pas ralentir de manière excessive la vitesse du solveur, cet ajustement ne sera pas fait de manière
systématique. La figure10.2 décrit le transfert de messages et l’ajustement de la polarité entre deux
solveurs. À chaque point de contrôle, représentés par des losanges, le cœurj demande au cœuri s’ils
sont proches. Le cœuri lui répond par « oui » ou par « non » en fonction du résultat obtenu en mesurant
sa distance avec le cœurj à l’aide de la mesure définie précédemment. Dans le cas où la réponse est
négative, le cœurj utilise son heuristique de choix de polarité initiale. Dansle cas d’une réponse positive,
le cœurj utilise son heuristique de polarité de manière inversée. Par exemple, supposons que le cœur b
ait comme heuristique de polarité l’heuristiquefalse. Dans ce cas, tant qu’un nouveau point de contrôle
n’est pas atteint, le solveur affecte les prochains points de choix à vrai. Au prochain point de contrôle,
l’heuristique de polarité peut de nouveau être réajustée. Ce processus est répété tant qu’une solution n’a
pas été trouvée ou que le problème n’a pas été réfuté.
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ajust?

oui/non

ajust?

oui/non

cœuri cœurj

FIGURE 10.2 – Ajustement dynamique de la polarité d’un solveur vis-à-vis d’un autre.

10.2 Expérimentations

Afin d’étudier l’impact de cet ajustement, nous avons conduit les expérimentations suivantes. Dans
un premier temps, nous avons choisi d’isoler l’heuristiquede choix de polarité vis-à-vis des autres
paramètres du solveur. Pour cela, hormis l’heuristique de choix de polarité, tous les cœurs utilisent des
architectures identiques (politique de redémarrage, analyse de conflits et heuristique de choix de vari-
ables). Dans la seconde, nous avons intégré directement notre méthode au solveurMANYSAT 1.1. Enfin,
nous étudions l’apport de notre schéma d’ajustement dans lesolveurMANYSAT 1.5.

Avant d’entamer les expérimentations, il nous a fallu définir un schéma d’application pour notre
méthode. En effet, dans la section précédente nous ne définissons pas formellement le cadre selon lequel
notre ajustement doit être effectué.

Tout d’abord, à la vue des résultats obtenus concernant l’évaluation de la distance entre les solveurs
pris deux à deux, notre méthode n’est pas appliquée sur le cœur 4 (cœur utilisant l’heuristique de polarité
occurence). Ensuite, afin d’éviter des problèmes de cycle dans le protocole d’ajustement de polarité notre
approche n’est pas non plus appliquée au cœur 1. La figure10.3schématise la manière selon laquelle
l’ajustement des cœurs 2 et 3 est effectué. Nous avons choisid’ajuster le cœur 2 et le cœur 3 dans le
cas où ils sont proches du cœur 1, c’est-à-dire lorsqueδ(C1,C2) ≤ 0.1 ou δ(C1,C3) ≤ 0.1. En ce qui
concerne les points de contrôle, nous avons choisi de les effectuer tous les 5000 conflits. Cette valeur a
été fixée expérimentalement.

δ(C1,C2) δ(C1,C3)

cœur 1

cœur 2 cœur 3

FIGURE 10.3 – Schéma d’ajustementMANYSAT 1.1.
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L’ensemble des résultats expérimentaux reportés dans cette section ont été obtenus sur un Quad-
core Intel XEON X5550 avec 32Gb de mémoire. Le temps CPU est limité à 900 secondes par unité
de calcul. Pour ces expérimentations nous avons utilisé les292 instances industrielles de la compétition
SAT 2009 (Le Berre et Roussel 2009). Toutes les instances sont pré-traitées à l’aide de SATELITE (Eén
et Biere 2005). Du fait du non déterminisme des solveurs parallèles, chaque solveur a été lancé trois
fois sur toutes les instances. Les résultats reportés concerne l’exécution qui a résolu le plus d’instances
(protocole utilisée lors de la compétitionSAT de 2009).

10.2.1 Ajustement de l’heuristique de choix de polarité deMANYIDEM

Comme précisé précédemment, afin d’isoler l’heuristique dechoix de polarité des autres composantes
des solveursSAT modernes, nous avons choisi d’utiliser un solveur, nomméMANYIDEM , avec une archi-
tecture identique pour l’ensemble des cœurs. Chaque unité de calculs utilise une politique de redémarrage
définie par la suite deluby(128), l’heuristique de choix de variable estVSIDS, le schéma d’apprentis-
sage est le first-UIP et les clauses sont échangées si leur taille est inférieure à8. En ce qui concerne
l’heuristique de choix de polarité nous avons conservé celle implémentée dans la version initiale de
MANYSAT 1.1 (voir tableau5.1). MANYIDEM résout 72 instances satisfiables et 111 insatisfiables tandis
queMANYIDEM avec notre technique d’ajustement résout 74 instances satisfiables et 120 insatisfiables.
La figure10.4donne le nombre d’instances résolues (axe des abscisses) enfonction du temps (axe des
ordonnées) parMANYIDEM avec et sans méthodes d’ajustement.

FIGURE 10.4 – Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonction du temps (ordonnée) pour le solveur
parallèle avec architecture identique intégrant ou pas notre technique d’ajustement d’heuristique de choix
de polarité.

À la vue du nombre d’instances résolues (183 pourMANYIDEM et 194 pourMANYIDEM avec notre
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technique d’ajustement), nous pouvons conclure que notre technique permet d’améliorer les perfor-
mances du solveur. De plus, comme le montre le nuage de pointsde la figure10.5, l’ajout de notre
méthode permet toujours de résoudre de manière plus efficaceles instances insatisfiables. Concernant
les instances satisfiables nous pouvons noter que, même si les points sont cette fois-ci plus éparpillés,
notre approche est plus compétitive.

FIGURE 10.5 – Corrélation entre le temps mis par chacune des deux méthodes (MANYIDEM et MANYI -
DEM + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Un point (tempsMANYIDEM , tempsMANYIDEM

+ ajustement) reporté sur le graphique correspond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une
instance.

10.2.2 Ajustement de l’heuristique de choix de polarité deMANYSAT 1.1

Dans cette partie, nous évaluons le gain apporté par notre technique d’ajustement de polarité dans le
cadre du solveurMANYSAT 1.1 (Hamadiet al.2009b). Ce dernier résout 73 instances satisfiables et 120
instances insatisfiables. Les figures10.6et 10.7 reportent les résultats obtenus parMANYSAT 1.1 util-
isant ou non notre technique d’ajustement de la polarité. Ces dernières montrent clairement que l’ajout
de notre méthode au sein du solveurSAT parallèleMANYSAT 1.1 permet d’améliorer sa compétitivité (81
instances satisfiables et 123 instances insatisfiables résolues). Si nous étudions plus finement les résultats
à l’aide du nuage de points, nous nous rendons compte que comme dans le cas où les architectures sont
identiques, notre méthode permet au solveur de résoudre plus efficacement les instances insatisfiables
(les points ont tendance à se trouver en dessous de la diagonale). En ce qui concerne les instances satis-
fiables, les résultats expérimentaux montrent que notre approche permet de résoudre sensiblement plus
d’instances (plusieurs points agglutinés sur la droitex = 900 signifiant que le solveurMANYSAT 1.1
sans notre technique n’a pas été capable de résoudre).
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FIGURE 10.6 – Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonction du temps (ordonnée) pour le solveur
parallèleMANYSAT 1.1 intégrant ou pas notre technique d’ajustement de polarité.

FIGURE 10.7 – Corrélation entre le temps mis par chacune des deux méthodes (MANYSAT 1.1 et
MANYSAT 1.1 + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Un point reporté sur le graphique cor-
respond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.
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10.2.3 Ajustement de l’heuristique de choix de polarité deMANYSAT 1.5

MANYSAT 1.5 (Guoet al.2010) est une extension deMANYSAT 1.1 dans laquelle deux cœurs maîtres
(cœurM1 et cœurM2) invoquent périodiquement deux esclaves (cœurE1 et cœurE2) dans le but
d’intensifier une certaine partie de l’espace de recherche (voir 5.3.3). Ce solveur est basé sur le principe
d’intensification/diversification. Afin d’évaluer la robustesse de notre approche nous avons incorporé
notre stratégie d’ajustement de polarité au sein deMANYSAT 1.5. Néanmoins, puisque la structure du
solveur est différente de celle deMANYSAT 1.1, nous avons défini une nouvelle topologie d’ajustement.
Cette dernière, reportée sur la figure10.8, consiste à ne considérer que les unités de calcul maître (c’est-
à-direM1 etM2) dans le processus d’ajustement. Nous avons choisi d’ajuster le cœurM2 dans le cas
où il est proche du cœurM1 (δ(M1,M2) < 0.1).

δ(M1,M2)

M1 M2

FIGURE 10.8 – Schéma d’ajustement deMANYSAT 1.5.

Les figures10.9et 10.10illustrent les résultats obtenus parMANYSAT 1.5 (79 instances satisfiables
et 124 instances insatisfiables résolues) etMANYSAT 1.5 avec notre technique d’ajustement (79 instances
satisfiables et 127 instances insatisfiables résolues). Malgré le fait que l’ajout de notre méthode ne permet
pas d’améliorer sensiblement les performances du solveurMANYSAT 1.5, nous pouvons observer qu’en
ce qui concerne la résolution des instances insatisfiables la tendance précédemment observée se confirme.
En effet, le nuage de point (figure10.10) indique que la plupart des points représentant les instances
insatisfiables se trouvent sous la diagonale.

FIGURE 10.9 – Nombre d’instances résolues (abscisse) en fonction du temps (ordonnée) pour le solveur
parallèleMANYSAT 1.5 intégrant ou pas notre technique d’ajustement de polarité.
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FIGURE 10.10 – Corrélation entre le temps mis par chacune des deux méthodes (MANYSAT 1.5 et
MANYSAT 1.5 + ajustement) pour résoudre une instance donnée. Un point reporté sur le graphique cor-
respond au résultat obtenu par chacun des solveurs sur une instance.

10.2.4 Résultats classés par famille d’instances

Les résultats expérimentaux reportés dans les sections précédentes ont permis de mettre en exergue
le fait que l’ajout de notre stratégie d’ajustement dynamique de choix de polarité au sein de différentes
versions du solveurMANYSAT permettait d’améliorer globalement leur efficacité. Dans cette partie, nous
tentons d’étudier plus finement le comportement de notre approche en analysant les résultats obtenus sur
certaines familles d’instances.

Les Tables10.1 et 10.2 reportent les résultats obtenus sur certaines familles de problèmes sélec-
tionnées parmi l’ensemble des instances industrielles de la compétition 2009. Les configurations de
MANYSAT testées sont notées avec un «+ » lorsque notre technique d’ajustement a été implémentée.
Nous pouvons tout d’abord observer que notre technique d’ajustement permet d’améliorer les perfor-
mances deMANYSAT sur plusieurs classes d’instances. De plus, il faut noter que, dans la plupart des cas,
lorsque notre approche permet d’améliorer les performances d’une version deMANYSAT , elle améliore
aussi les autres versions (vliw_unsat_2.0, q_query_3, AProVE, . . .). Cette particularité permet de con-
firmer les résultats obtenus précédemment. En effet, dans lecadre de la résolution parallèle il est très
difficile, à cause du non déterminisme, d’être catégorique lors de l’analyse des données expérimentales.
Il est possible qu’avec de la « chance » un solveur soit considéré comme meilleur qu’un autre sans pour
autant l’être réellement. Néanmoins, à la vue des résultatsreportés dans cette section, nous pouvons af-
firmer que les gains observés dans les études expérimentalesprécédentes ne peuvent être imputées au
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hasard.
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SAT MANYIDEM MANYIDEM + MANYSAT1.1 MANYSAT1.1+ MANYSAT1.5 MANYSAT1.5+
velev-live-uns-2.0-ebuf N 8.2 5.8 7.1 5.6 4.3 4.4
velev-pipe-uns-1.0-8 N 825.1 177.4 472 249.2 55.7 48.8
velev-pipe-o-uns-1.1-6 N 114.3 52.5 78.9 30.3 9.5 9.5
manol-pipe-g10bidw N 28.2 20.9 26.3 19.6 21.4 19.8
manol-pipe-c10nidw_s N 10.6 6 9.5 8.9 14 8.9
manol-pipe-f10ni N 204.5 204.9 88.5 77 122 90.9
manol-pipe-f9b N 92.8 67.1 37.8 38.6 68.1 50.7
goldb-heqc-i10mul N 168.4 102.6 46.2 41.2 26 29.9
goldb-heqc-term1mul N 22.9 19.2 22.2 21.2 8.6 5.8
goldb-heqc-dalumul N 383.9 268 582.1 374.2 47.6 58.6
mizh-sha0-35-3 Y 5.2 28.4 227 38.6 157.2 5.5
mizh-sha0-36-4 Y – – – 138.1 – 844.8
gus-md5-06 N 9.3 7.6 9 7.9 10.1 10.9
gus-md5-05 N 3.1 2.6 2.9 2.6 3.6 2.7
gus-md5-09 N 361.6 330.4 376 318.5 376.9 316.2
partial-10-13-s Y – 672.9 779.5 733 – –
partial-10-15-s Y – 458.3 326.5 548.4 – 414.9
dated-5-17-u N 244.7 160.6 154.2 125.1 139.7 155.4
dated-5-15-u N 146 102.9 87.4 122.9 102.5 88.1
uts-l06-ipc5-h33-unknown N 12.4 9.8 15.9 11.5 15.7 13.4
sortnet-8-ipc5-h19-sat Y – 837 – 880.2 – –
cube-11-h13-unsat N 121.7 68.2 142.3 91.2 201.8 104.4
vliw_unsat_2.0/9dlx_vliw_at_b_iq1 N 179.2 57.4 76.6 36 10 5.5
vliw_unsat_2.0/9dlx_vliw_at_b_iq2 N 453.1 153.9 335.8 145.7 30 21.3
vliw_unsat_2.0/9dlx_vliw_at_b_iq3 N – 651.7 840.9 299 96.9 51.6
vliw_unsat_2.0/9dlx_vliw_at_b_iq4 N – 649.3 – 393.9 170.2 128.8
vliw_unsat_2.0/9dlx_vliw_at_b_iq5 N – – – 928.5 331.9 196.5
vliw_unsat_2.0/9dlx_vliw_at_b_iq6 N – – – – 508.3 349.8
vliw_unsat_2.0/9dlx_vliw_at_b_iq7 N – 674.4 – – 803.4 707.9

TABLE 10.1 – Résultats obtenus par différentes versions du solveur MANYSAT intégrant ou non la stratégie d’ajustement dynamique de l’heuristique
de choix de polarité. Les temps reportés dans ce tableau sontexprimés en secondes.

226



1
0
.2

.
E

xp
é
rim

e
n
ta

tio
n
s

SAT MANYIDEM MANYIDEM + MANYSAT1.1 MANYSAT1.1+ MANYSAT1.5 MANYSAT1.5+
AProVE07-16 N 101 78.7 78.4 74.3 65.3 77.3
AProVE07-27 N 716.1 529.7 349 288.1 482.6 498.2
AProVE09-06 Y 15 6 16.9 3.7 269.5 60.2
AProVE09-20 Y 27.1 12.2 24.7 13.7 11.1 26
vmpc_29 Y – – – 153.7 927.2 464
vmpc_34 Y – – – 142.1 – 405.4
minandmaxor032 N 5.4 2.7 2.9 2.8 3 2.7
minxorminand032 N 7.9 1.3 2.5 2.2 4.8 4.3
minxorminand064 N 253.4 12.3 24.9 22.5 98.1 89.4
minxor128 N – 112 78.9 74.7 144 146.3
maxxororand032 N – 588.7 168.5 142.1 83.7 89.8
minxorminand128 N – 291.7 350.1 291.2 – –
q_query_3_L200_coli.sat N 185 145.3 150.4 94.1 104.2 114.5
q_query_3_l45_lambda N 109.8 85.6 80.9 72.3 92 115.1
q_query_3_L80_coli.sat N 127.9 44.7 28.5 30.9 89 62.4
q_query_3_l44_lambda N 108.1 94.8 98.9 80.9 94.6 83.1
q_query_3_L150_coli.sat N 214.2 148.7 137.5 156.1 118.3 98.5
BioInstances/rpoc_xits_07 N 313.1 236.1 150.3 131.1 399.5 283.4
UR-10-5p0 N 14.2 6.3 8.5 8.3 8.8 6.7
UR-10-5p1 Y 4.8 3.1 3.1 1.4 6.1 4
UTI-20-10p0 N – 909.7 833.9 802.8 272 328.2
ACG-20-10p0 N – 656.9 – 845.7 – 830.3
UCG-20-10p1 Y 841.8 673.4 – 651 652.4 553.2
ACG-20-10p1 Y – – – – 920.8 789.8
UTI-20-10p1 Y – 784.8 – – 681.7 638
cmu-bmc-longmult15 N 5.6 4.9 5 4.9 7 6.8
post-cbmc-aes-ee-r2-noholes N 311.6 235.5 112.5 128.7 211.8 205.5
post-cbmc-aes-d-r2-noholes N 362.1 212.2 122.6 126.8 234.7 203.2
post-c32s-gcdm16-22 Y 79.4 41.9 50.7 43.3 28.5 26.9

TABLE 10.2 – Résultats obtenus par différentes versions du solveur MANYSAT intégrant ou non la stratégie d’ajustement dynamique de l’heuristique
de choix de polarité. Les temps reportés dans ce tableau sontexprimés en secondes.
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10.3 Conclusion

Des travaux basés sur l’utilisation de l’heuristique de polarité pour régler certaines composantes des
solveursSAT modernes ont déjà été menés par le passé. Ainsi, dans (Biere 2008a), une politique de
redémarrage basée sur l’heuristique de polaritéprogress savingest proposée. De notre coté, nous avons
proposé d’utiliser cette notion pour contrôler la base de clauses apprises (voir le chapitre9). Dans ce
chapitre, nous avons présenté une nouvelle mesure basée surce principe permettant d’estimer la distance
entre deux unités de calcul. Cette mesure a ensuite été utilisée dans le cadre d’une approche de type
portfolio afin d’ajuster dynamiquement l’heuristique de polarité desdifférentes unités de calcul. Les
résultats expérimentaux, menés sur l’ensemble des instances industrielles de la compétitionSAT 2009,
ont montré que notre méthode améliore sensiblement les performances du solveurMANYSAT 1.1. En
ce qui concerne l’ajout de notre approche dans le solveurMANYSAT 1.5, nous ne pouvons pas conclure
qu’il y a un réel gain. Néanmoins, à la vue des résultats (surtout sur les instances industrielles) il semble
que notre approche soit très prometteuse.

Plusieurs perspectives s’ouvrent naturellement à la vue deces résultats. Tout d’abord, nous envis-
ageons d’étudier le comportement de notre approche sur les autres familles d’instances (instances aléa-
toires et académiques). De plus, il semble que la fréquence selon laquelle l’ajustement est effectué influe
sur les performances. Il semble donc nécessaire d’étudier plus finement ce phénomène et de définir une
stratégie dynamique pour régler ce paramètre. Nous pensonspar la suite étudier d’autres critères d’a-
justement. En effet, au lieu de se limiter à inverser l’heuristique de choix de polarité comme nous l’avons
fait, une autre approche peut consister à en changer complètement pendant la phase de recherche. De
cette manière unportfolio d’heuristiques de polarités est envisageable. Une autre perspective consiste
à utiliser les informations fournies par la notion d’intention pour contrôler les flux de clauses apprises
transitant entre les différents cœurs d’un solveur parallèle. Pour terminer, nous envisageons d’étudier
notre approche sur d’autres solveurs de typeportfolio (PLINGELING (Biere 2010), CRYPTOMINISAT//
(Soos 2011), etc.) et plus particulièrement sur le solveur parallèleportfolio déterministe proposé par
Hamadiet al. (2011). En effet, considérer une telle approche permet de simplifier fortement le protocole
expérimental et surtout de supprimer le critère « chance » intrinsèque à l’utilisation de telles méthodes.
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Conclusion

Nous avons présenté, dans cette partie, deux contributionss’appuyant sur l’heuristique de choix de
polarité.

La première consiste en une nouvelle mesure, basée sur l’heuristique de choix de polaritéprogress
saving, permettant d’évaluer la pertinence d’une clause. Nous avons montré expérimentalement, que dans
le cadre d’une politique classique de réduction de la base declauses apprises (voir section3.1.5.2), utiliser
notre mesure comme fonction de sélection permet d’obtenir une méthode aussi performante que celles
proposées dans l’état de l’art. Une des particularités de lamesure proposée est qu’elle est dynamique et
qu’elle peut être calculée sur des clauses ne participant pas à la recherche. Grâce à ces propriétés, nous
avons pu proposer une nouvelle stratégie de réduction de la base de clauses apprises basée sur l’activation
et la désactivation de clauses. Cette dernière, contrairement aux stratégies de réduction de l’état de l’art,
ne supprime pas directement les clauses mais les met en sommeil lorsqu’elles sont jugées inutiles et les
réactives lorsqu’elles sont jugées pertinentes. L’ensemble des expérimentations que nous avons conduit a
montré que l’application de ce nouveau schéma dans un solveur CDCL permet d’améliorer sensiblement
ses performances.

La seconde contribution s’inscrit quant à elle dans le cadrede la résolution deSAT en parallèle.
Plus précisément, nous avons proposé une méthode permettant d’ajuster dynamiquement l’heuristique
de choix de polarité des solveurs dans le cadre d’une approche de typeportfolio (voir chapitre5). Pour
cela, nous nous sommes appuyés sur les heuristiques de choixde polarité de chaque solveur afin de déter-
miner si deux d’entre eux sont en train d’effectuer la même tâche. Lorsqu’une telle situation se produit,
nous proposons simplement de modifier l’heuristique de choix de polarité d’un des deux solveurs. Les
expérimentations condutes ont montré qu’appliquer notre méthode dans le solveurMANYSAT permet
d’améliorer sensiblement ses performances.
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Conclusion générale

Les travaux réalisés durant cette thèse apportent différentes contributions à la résolution des prob-
lèmes de satisfiabilité d’une formule propositionnelle (SAT) et de satisfaction de contraintes (CSP).

Après avoir introduit, dans la partieI, les différents éléments nécessaires à la compréhension dece
manuscrit, nous avons proposé, dans la seconde partie, différents algorithmes hybrides pour la résolution
pratique des problèmesSAT et CSP.

– Tout d’abord, nous avons développé un algorithme hybride,appeléCDLS, dédié à la résolution
de SAT. Il consiste à ajouter des clauses produites par résolutions à la formule afin de s’extraire
des minima locaux. Pour cela, nous avons proposé d’adapter le concept d’analyse de conflits à
partir d’un graphe d’implications au cadre de la recherche locale. Ce graphe, nommé « graphe
conflit », est construit à partir d’une interprétation complète en considérant les clauses falsifiées
comme les causes de l’échec (minimum local) et les clauses unisatisfaites comme les raisons
ayant conduit à cette situation. Nous avons proposé deux approches pour analyser ce graphe. La
première considère les notions de clauses critiques pour construire un chemin de clauses critiques,
à partir duquel une nouvelle clause peut être produite par résolution. La seconde approche consiste
à recontruire explicitement le graphe conflit à partir d’uneinterprétation partielle obtenue par
propagation unitaire. Pour cela, nous construisons une nouvelle interprétation partielle à partir
de l’interprétation complète courante issue de la recherche locale. Cette interprétation est ensuite
utilisée afin de générer et d’analyser un graphe conflit.

– Les travaux effectués autour deCDLS nous ont conduit à proposer SATHYS, un démonstrateur
complet hybride combinant recherche locale et solveurCDCL. Il s’appuie sur un nouveau schéma
d’hybridation qui repose sur un flux bidirectionnel d’informations entre les différentes composantes
mises en jeu. La particularité de ce schéma est que SATHYS peut être considéré comme une méth-
ode de recherche locale utilisant un solveurCDCL afin de s’extirper des minima locaux, ou comme
un solveurCDCL employant un solveur de recherche locale afin de se diriger vers les parties diffi-
ciles du problème. Ce solveur permet de résoudre plus d’instances que l’ensemble des solveurs de
la littérature et offre pour la première fois une réponse à unchallenge lancé à la communauté il y
a maintenant presque 15 ans.

– Les excellentes performances obtenues par le solveur SATHYS nous ont conduit à proposer le
solveurFAC-SOLVER pour résoudre le problèmeCSP, qui étend le schéma d’hybridation du solveur
SATHYS et inclut le concept de variableFAC (Falsified in All Constraints). Afin d’obtenir une
méthode hybride efficace, nous avons aussi proposé un solveur de recherche locale, nomméWCSP,
intégrant certains des meilleurs critères d’échappement utilisés dans le cadre deSAT.

Nous avons, dans la troisième partie de ce manuscrit, proposé deux approches où l’heuristique de
choix de polarité est utilisée de manière originale pour fournir des informations sur ce que pourrait être
le futur espace de recherche exploré par un solveurSAT moderne (CDCL).

– La première consiste en une nouvelle mesure, basée sur l’heuristique de choix de polaritéprogress
saving, permettant d’évaluer la pertinence d’une clause. Cette mesure est dynamique et peut être
calculée sur des clauses ne participant pas à la recherche. Grâce à ses propriétés, nous avons
proposé une nouvelle stratégie de réduction de la base de clauses apprises basée sur l’activation et
la désactivation de clauses. Contrairement aux stratégiesde réduction de l’état de l’art, ne supprime
pas définitivement les clauses mais les place en sommeil lorsqu’elles sont jugées inutiles et les
réactive lorsqu’elles sont jugées pertinentes. Ce travaila été récompensé par le prix de la meilleure
contribution à la conférenceSAT’2011.
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– La seconde s’inscrit dans le cadre de la résolution deSAT en parallèle. Nous avons proposé une
méthode permettant d’ajuster dynamiquement l’heuristique de choix de polarité des solveurs dans
le cadre d’une approche de typeportfolio. Nous nous sommes appuyés sur les heuristiques de choix
de polarité de chaque solveur afin de déterminer si deux d’entre eux effectuent une tâche similaire.
Lorsqu’une telle situation se produit, nous proposons simplement de modifier l’heuristique de
choix de polarité d’un des deux solveurs. Nous espérons ainsi diversifier au mieux l’espace de
recherche parcouru par les différents cœurs.

Ces différentes contributions ouvrent de nombreuses perspectives. Tout d’abord, nous envisageons
de rendre l’algorithmeCDLS complet. En effet, bien qu’il soit basé sur le même processusd’appren-
tissage que les solveursSAT modernes (clause obtenue par résolution linéaire), il est impossible, même
en considérant un temps infini, d’assurer qu’une réponse à lasatisfiabilité ou à l’insatisfiabilité d’une
formule sera fournie. En effet, contrairement à l’analyse de conflits effectuée dans les solveursCDCL, il
n’est pas garanti que la clause obtenue par notre processus d’analyse de conflits ne soit pas subsumée par
une clause déjà présente dans la base. Afin de contourner ce problème, nous envisageons une approche
permettant d’effectuer des traitements,a postiori, sur les clauses afin de s’assurer que celles-ci ne sont
pas redondantes.

Les résultats obtenus par les solveurs SATHYS et FAC-SOLVER montrent l’intérêt du schéma d’hy-
bridation proposée et laissent entrevoir de nombreuses perspectives. Une de ces perspectives concerne
l’application de notre schéma d’hybridation à d’autres problèmesNP-difficile. En effet, nous avons pu
voir aux travers des différentes études expérimentales quel’application de ce schéma au deux prob-
lèmesNP-difficileque ce sontSAT et CSP, conduit à produire systématiquement un solveur très robuste.
Par conséquent, nous envisageons de travailler sur d’autres problèmes de cette classe, dans l’objectif de
mesurer l’efficacité de ce schéma. Une autre piste que nous souhaitons explorer concerne l’adaptation
de notre méthode hybride dans le cadre de la résolution parallèle. Nous étudions à l’heure actuelle une
approche de typeportfolio basé sur les mêmes principes que SATHYS et FAC-SOLVER.

En ce qui concerne le schéma de nettoyage de la base de clausesapprises que nous avons proposé,
nous pensons que celui-ci peut encore être amélioré. En effet, beaucoup de paramètres contrôlant le
cycle de vie d’une clause ont été définis de manière statique.Par conséquent, il pourrait être intéressant
de définir une approche permettant de régler ces derniers de manière dynamique.

Enfin, nous avons pu voir que dans le cadre de la résolution du problèmeSAT à l’aide d’approches de
typeportfolio, l’heuristique de choix de polarité utilisée par chacun dessolveurs permettait de fournir des
informations intéressantes concernant l’espace de recherche qu’ils ont l’intention d’explorer. Il pourrait
être intéressant d’utiliser de telles informations afin de contrôler plus finement l’échange de clauses
apprises entre les différentes unités de calcul.

232



Index

Symbols
A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
false(P,A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29
I |= P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32
I |6= P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32
IX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31
S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .38
NGSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .42
NWSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43
X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .112
O(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10
diff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
δh(I,I

′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
dom(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
ζh(I,I

′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
≡ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
eval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
exp(ℓ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65
flip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45
Σ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .63
Σ|I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
Σ|ℓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .216
niv(ℓ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64
|= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19, 29, 30
|=∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65
TP(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10
Σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18
|6= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19, 29, 30
−→
cla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .181
PSM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .200
−→
cla(ℓ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64
rel(C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
η[x, α1, α2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22
var(C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
P|(x 6=v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31
P|(x=v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31
switch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47
VΣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18

d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
AC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .88
GAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .88
SAC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .91
1-cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .87
2-cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .88
3-cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .92

A
alphabet de la logique propositionnelle . . . . . . . .17
amélioration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
arbre

complet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59
de dérivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56
de réfutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56
fermé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59
sémantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59

arité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
assignation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31

B
backbone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68
backdoor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .101
backjumping. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
backtrack . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
BOHM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .67
branche

fermée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59
branchement

binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .85
non-binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .84

breakcount . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
BREAKOUT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49
BSH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68

C
CDCL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .71
CDLS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .138
chemin critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .131
chemin de guidage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .115
chemin de résolution critique . . . . . . . . . . . . . . . .132

233



Index

classe de complexité
CA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .16
CoNP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .14
NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .14
P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .14
SPACE. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13
TIME . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13

clause . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20
assertive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .75
binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
bloquée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81
critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25
falsifiée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
Horn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
n-aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
négative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
positive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
raison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64
redondante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
reverse-Horn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
satisfaite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
tautologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
ternaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
unisatisfaite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
unitaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
vide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21

CNF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20
irredondante minimale . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23

cohérence
d’arc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .88
d’arc généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .88
de chemin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .92
de nœud. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .87

completude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .15
conséquence logique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19

modulo propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65
contrainte

binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
falsifiée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29
n-aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
satisfaite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29
unaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
universelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .30

CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .30

D
déduction logique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20

dérivation par résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56
déviation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .204

minimale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .204
distance de Hamming. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
DNF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20
domaine arc cohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .89
DPLL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .61

E
équilibrage de charge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114
équivalence logique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
explication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65

F
FAC-SOLVER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .181
fonction d’évaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
formule

indépendantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18
propositionnelle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .17

G
graphe conflit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .130
graphe d’implications. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .73
graphe de contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
guiding path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .115
G2WSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51

H
heuristique

ddeg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
dom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
dom/ddeg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
dom/deg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
dom/wdeg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
wdeg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
de polarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .69
look-ahead . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68
look-back . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .69
syntaxique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .67

hiérarchie polynomiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .16
hyper-graphe de contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . .26

I
(i, j)-cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .94
impliqué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
impliquant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
insatisfiable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
instance

aléatoire au seuil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .34

234



structurée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .35
instanciation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29

complète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29
consistante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .30
incomplète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29
partielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29

instanciation d’une interprétation . . . . . . . . . . . . .31
intention . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .216
interprétation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18, 31

complète. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19, 32
consistante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32
incomplète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19, 32
modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32
partielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19, 32
prolonger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19

interprétation partielle dérivée . . . . . . . . . . . . . . .133

J
JW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68

K
k-cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .93

forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .94

L
liste

centralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114
distribuée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114

littéral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18
bloqué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81
monotone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18
pur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18

loi de Moore. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .111

M
machine de Turing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11

à oracle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .16
déterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12
non déterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13

makecount . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
MANYSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .118, 119
mesurePSM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .200
micro-structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27

complémentaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27
minimum. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .40

global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .40
local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .40

modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19, 30
centralisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114

collaboratif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .113
concurrentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114
distribué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114

MOM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68
MUC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32
MUS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .24

N
n-reines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
nœud dominant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .74
niveau de propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64
NNF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20
nogood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70, 75
NOVELTY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51

P
parallélisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .112
pile de propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64
point d’implication unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . .74
point frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .152
polarité

JW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
false . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
occurence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
progress saving . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70

preuve
élémentaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .75
basée sur les conflits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .75
par réfutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56

probing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81
problème

C-difficile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .15
2-sat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22
de décision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .14
de décision complémentaire . . . . . . . . . . . . . .14
k-sat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22

processeur
esclave. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114
maître . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114

propagation unitaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .63
PROPPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .17
PS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .17
PU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68

Q
QUINE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .60

R
réduction de la bases de clauses apprises

235



Index

LBD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .77
VSIDS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .77

réduction fonctionnelle polynomiale . . . . . . . . . .15
réfutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31
réseau

arc cohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .89
réseau de contrainte

binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
réseau de contrainte

n-aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
réseau de contraintes

cohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32
incohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32

réseau de contrainte
extension. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27
intension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27

résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22
étendue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
de Robinson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57
dirigée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
ensemble support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57
linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
N-résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
P-résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
par entrée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
régulière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57
restreinte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
sémantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58
unitaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .58

règle
de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56
de fusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56

RANDOMWALK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49
recherche localeCSP

fonction évaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
recherche localeCSP

voisinageGSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47
voisinageWSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47
voisinage direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47

recherche localeSAT

fonction évaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .44
voisinage direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45
amélioration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
voisinageGSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45
voisinageWSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45

redémarrage
GLUCOSE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .80
hauteur des sauts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .80

intervalle fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79
Luby . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79
suite géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79
variation de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79

S
séquence

de décisions-propagations . . . . . . . . . . . . . . . .64
de propagations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64

SAPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
SATELITE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81
SATHYS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .154
satisfiable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
self-subsumption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
serveur initiative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114
singleton arc cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .91
source initiative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114
sous-sommation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22
strong backdoor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .101
subsumption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22

T
TABOU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49
terme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20
trashing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
tuple

autorisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27
interdit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27

U
unité de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .112

V
valeur arc cohérente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .89
variable

singleton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31
variableFAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .170
variable frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .152
voisinage

GSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .42
WSAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43
direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .38

VSIDS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .69

W
WALK SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
watched literals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65

236



Bibliographie

Proceedings of the Eighth International Conference on Principles and Practice of Constraint Program-
ming (CP’02), volume 2470 deLecture Notes in Computer Science, septembre 2002. Springer.

Proceedings of the Sixth International Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing
(SAT’03), volume 2929 deLecture Notes in Computer Science, Santa Margherita Ligure, Italy, mai
2003. Published in 2004. Springer.

Proceedings of the Seventh International Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing
(SAT’04), volume 3542 deLecture Notes in Computer Science, Vancouver (BC) Canada, mai 10-13
2004. Revised selected papers published in 2005. Sringer.

Proceedings of the Twentieth International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI’07), Hy-
derabad, India, janvier 6-16 2007.

Dimitris ACHLIOPTAS : Random Satisfiability, chapitre 8, pages 245–270. Volume 185 de ,Biereet al.
(2009), février 2009. ISBN 978-1-58603-929-5.

Sheldon B. AKERS : Binary decision diagrams.IEEE Transactions on Computers, 27(6):509–516, 1978.
ISSN 0018–9340.

Marlene ARANGÚ, Miguel A. SALIDO et Federico BARBER : Ac2001-op : an arc-consistency algorithm
for constraint satisfaction problems.In Proceedings of the 23rd international conference on Industrial
engineering and other applications of applied intelligentsystems - Volume Part III, IEA/AIE’10, pages
219–228, Berlin, Heidelberg, 2010. Springer-Verlag.

Josep ARGELICH, Daniel LE BERRE, Inês LYNCE, João P. MARQUES SILVA et Pascal RAPICAULT :
Solving linux upgradeability problems using boolean optimization. In Inês LYNCE et Ralf TREINEN,
éditeurs :Proceedings First International Workshop on Logics for Component Configuration, vol-
ume 29, pages 11–22, 2010.

Gilles AUDEMARD, Lucas BORDEAUX, Youssef HAMADI , Saïd JABBOUR et Lakhdar SAÏS : A gener-
alized framework for conflict analysis.In Proceedings of the 11th international conference on Theory
and applications of satisfiability testing, SAT’08, pages 21–27, Berlin, Heidelberg, 2008. Springer-
Verlag.

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ et Bertrand MAZURE : Approche hybride pour sat.In 17eme
congrés francophone AFRIF-AFIA Reconnaissance des Formeset Intelligence Artificielle(RFIA’10),
pages 279–286, janvier 2010a.

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : Analyse de conflits
dans le cadre de la recherche locale.In Journées Francophones de la Programmation par Con-
traintes(JFPC’09), jun 2009a.

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : Integrating conflict
driven clause learning to local search.In Proceedings of International Workshop on Local Search
Techniques in Constraint Satisfaction (affiliated to CP) (LSCS’09), Lisbon, Portugal, septembre 2009b.
Electronic proceedings.

237



Bibliographie

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : Learning in local
search.In Proceedings of the 21st IEEE International Conference onTools with Artificial Intelligence
(ICTAI’09), pages 417–424, Newark, New Jersey, USA, novembre 2009c. IEEE Computer Press.

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : Sathys : Sat hybrid
solver. Solver description, sat-race 2010, 2010b.

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : On freezeing and
reactivating learnt clauses.In Fourteenth International Conference on Theory and Applications of
Satisfiability Testing(SAT’11), jun 2011a.

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : Vers une gestion fine
et dynamique de la base de clauses apprises.In Septièmes Journées Francophones de Programmation
par Contraintes (JFPC11), JFPC11, pages 15–24, juin 2011b.

Gilles AUDEMARD, Jean-Marie LAGNIEZ, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : Boosting local search
thanks to cdcl.In Christian FERMÜLLER et Andrei VORONKOV, éditeurs :Logic for Programming,
Artificial Intelligence, and Reasoning, volume 6397 deLecture Notes in Computer Science, pages
474–488. Springer Berlin / Heidelberg, 2010c.

Gilles AUDEMARD et Laurent SIMON : Glucose : a solver that predicts learnt
clauses quality. Rapport technique, 2009a. SAT 2009 Competition Event Booklet,
http//www.cril.univ-artois.fr/SAT09/solvers/booklet .pdf .

Gilles AUDEMARD et Laurent SIMON : Predicting learnt clauses quality in modern sat solver.In Twenty-
first International Joint Conference on Artificial Intelligence(IJCAI’09), pages 399–404, jul 2009b.

Fahiem BACCHUS : Enhancing davis putnam with extended binary clause reasoning. In National Con-
ference on Artificial Intelligence, pages 613–619, 2002.

Fahiem BACCHUS et Paul van RUN : Dynamic variable ordering in csps.In Proceedings of the First
International Conference on Principles and Practice of Constraint Programming, pages 258–275,
London, UK, 1995. Springer-Verlag.

Rolf BACKOFEN et Sebastian WILL : A constraint-based approach to structure prediction for simplified
protein models that outperforms other existing methods.In Catuscia PALAMIDESSI, éditeur :Logic
Programming, volume 2916 deLecture Notes in Computer Science, pages 49–71. Springer Berlin /
Heidelberg, 2003.

Adrian BALINT , Michael HENN et Olivier GABLESKE : A novel approach to combine a sls- and a
dpll-solver for the satisfiability problem.In Proceedings of the Twelfth International Conference on
Theory and Applications of Satisfiability Testing (SAT’09), volume 5584 deLecture Notes in Computer
Science, pages 248–297, Swansea, Wales, United Kingdom, 2009. Springer.

Roman BARTÁK et Radek ERBEN : A new algorithm for singleton arc consistency.In Proceedings
FLAIRS, volume 4, Miami Beach Floride, 2004. AAAI press.

Peter BARTH : A davis-putnam based enumeration algorithm for linear pseudo-boolean optimization.
Rapport technique, 1995.

Roberto J. BAYARDO JR. et Robert C. SCHRAG : Using csp look-back techniques to solve real-world sat
instances.In Proceedings of the Fourteenth American National Conference on Artificial Intelligence
(AAAI’97), pages 203–208, Providence (Rhode Island, USA), juillet 1997.

238

http//www.cril.univ-artois.fr/SAT09/solvers/booklet.pdf


Paul BEAME, Henry A. KAUTZ et Ashish SABHARWAL : Towards understanding and harnessing the
potential of clause learning.Journal of Artificial Intelligence Research, 22:319–351, 2004.

Christopher J. BECK, Patrick PROSSER et Richard WALLACE : Variable ordering heuristics show
promise. In Mark WALLACE , éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming - CP
2004, volume 3258 deLecture Notes in Computer Science, pages 711–715. Springer Berlin / Heidel-
berg, 2004.

Nicolas BELDICEANU, Mats CARLSSONet Jean-Xavier RAMPON : Global constraint catalog. 2005.

Salem BENFERHAT, Jonathan BEN-NAIM , Robert JEANSOULIN, Mahat KHELFALLAH , Sylvain LA-
GRUE, Odile PAPINI, Nic WILSON et Éric WÜRBEL : Belief revision of gis systems : the results of
revigis. In Lluis Godo (ED.), éditeur :8th European Conferences on Symbolic and Quantitative Ap-
proaches to Reasoning with Uncertainty(ECSQARU’05), pages 452–464. Springer, jul 2005. Lecture
Notes in Computer Science, Vol. 3571.

Philippe BESNARD, Éric GRÉGOIRE, Cédric PIETTE et Badran RADDAOUI : Mus-based generation of
arguments and counter-arguments.In 11th IEEE International Conference on Information Reuseand
Integration(IRI’10), pages 239–244, Las Vegas (USA), aug 2010.

Christian BESSIÈREet Marie-Odile CORDIER : Arc-consistency and arc-consistency again.In Proceed-
ings of the eleventh national conference on Artificial intelligence, AAAI’93, pages 108–113. AAAI
Press, 1993.

Christian BESSIEREet Romuald DEBRUYNE : Optimal and suboptimal singleton arc consistency al-
gorithms. In Proceedings of the 19th international joint conference on Artificial intelligence, pages
54–59, San Francisco, CA, USA, 2005. Morgan Kaufmann Publishers Inc.

Christian BESSIÈRE, Eugene C. FREUDER et Jean-Charles RÉGIN : Using constraint metaknowledge
to reduce arc consistency computation.Artificial Intelligence, 107:125–148, January 1999. ISSN
0004-3702.

Christian BESSIÈRE, Jean-Charles RÉGIN, Roland H. C. YAP et Yuanlin ZHANG : An optimal coarse-
grained arc consistency algorithm.Artificial Intelligence, 165:165–185, July 2005. ISSN 0004-3702.

Christian BESSIÈRE, Pedro MESEGUER, Eugene FREUDER et Javier LARROSA : On forward checking
for non-binary constraint satisfaction.In Joxan JAFFAR, éditeur :Principles and Practice of Constraint
Programming – CP’99, volume 1713 deLecture Notes in Computer Science, pages 88–102. Springer
Berlin / Heidelberg, 1999.

Christian BESSIÈREet Jean-Charles RÉGIN : Mac and combined heuristics : Two reasons to forsake fc
(and cbj ?) on hard problems.In Eugene FREUDER, éditeur :Principles and Practice of Constraint
Programming - CP96, volume 1118 deLecture Notes in Computer Science, pages 61–75. Springer
Berlin / Heidelberg, 1996.

Armin BIERE : Adaptive restart strategies for conflict driven sat solvers. In Hans KLEINE BÜNING et
Xishun ZHAO, éditeurs :Theory and Applications of Satisfiability Testing - SAT 2008, volume 4996
deLecture Notes in Computer Science, pages 28–33. Springer Berlin / Heidelberg, 2008a.

Armin BIERE : Picosat essentials.Journal on Satisfiability, Boolean Modeling and Computation, 4
(75-97):45, 2008b.

Armin BIERE : Precosat system description. SAT Competition, solver description, 2009.

239



Bibliographie

Armin BIERE : Lingeling, plingeling, picosat and precosat at sat race 2010. Rapport technique, August
2010.

Armin BIERE, Alessandro CIMATTI , Edmund M. CLARKE, Masahiro FUJITA et Yunshan ZHU : Sym-
bolic model checking using sat procedures instead of bdds.In Proceedings of the 36th annual
ACM/IEEE Design Automation Conference, DAC ’99, pages 317–320, New York, NY, USA, 1999a.
ACM.

Armin BIERE, Alessandro CIMATTI , Edmund M. Jr. CLARKE, Masahiro FUJITA et Yunshan ZHU :
Symbolic model checking using sat procedures instead of bdds. Design Automation Conference, 0:
317–320, 1999b.

Armin BIERE, Marijn J. H. HEULE, Hans van MAAREN et Toby WALSH, éditeurs.Handbook of Satis-
fiability, volume 185 deFrontiers in Artificial Intelligence and Applications. IOS Press, février 2009.
ISBN 978-1-58603-929-5.

Alain BILLIONNET et Alain SUTTER : An efficient algorithm fot the 3-satisfiability problem.Operations
Research Letters, 12:29–36, 1992.

James R. BITNER et Edward M. REINGOLD : Backtrack programming techniques.Communication
ACM, 18:651–656, November 1975.

Wolfgang BLOCHINGER, Carsten SINZ et Wolfgang KÜCHLIN : Parallel propositional satisfiability
checking with distributed dynamic learning.Parallel Comput., 29:969–994, July 2003. ISSN 0167-
8191.

Avrim L. B LUM et Merrick L. FURST : Fast planning through planning graph analysis.Artif. Intell.,
90:281–300, February 1997. ISSN 0004-3702.

George BOOLE : Les lois de la pensée. Mathesis, 1854.

Frédéric BOUSSEMART, Frédéric HEMERY, Christophe LECOUTRE et Lakhdar SAIS : Boosting sys-
tematic search by weighting constraints.In Proceedings of the Sixteenth European Conference on
Artificial Intelligence (ECAI’99), pages 482–486, Valence, Spain, août 2004.

Alfredo BRAUNSTEIN, Marc MÉZARD et Riccardo ZECCHINA : Survey propagation : An algorithm for
satisfiability. Random Struct. Algorithms, 27:201–226, September 2005.

Laure BRISOUX, Éric GRÉGOIRE et Lakhdar SAÏS : Improving backtrack search for sat by means of
redundancy. In ISMIS ’99 : Proceedings of the 11th International Symposium on Foundations of
Intelligent Systems, pages 301–309, London, UK, 1999. Springer-Verlag. ISBN 3-540-65965-X.

Randal E. BRYANT : Symbolic boolean manipulation with ordered binary-decision diagrams. ACM
Computing Surveys, 24(3):293–318, 1992. ISSN 0360–0300.

Micheal BURO et Hans KLEINE-BÜNING : Report on the sat competition. Rapport technique, University
of Paderborn, 1992.

Maria G. BUSCEMI et Ugo MONTANARI : A survey of constraint-based programming paradigms.Com-
puter Science Review, 2(3):137 – 141, 2008.

Max BÖHM et Ewald SPECKENMEYER: A fast parallel sat-solver – efficient workload balancing.Annals
of Mathematics and Artificial Intelligence, 17:381–400, 1996. ISSN 1012-2443.

240



Thierry CASTELL : Computation of Prime Implicates and Prime Implicants by a variant of the Davis
and Putnam procedure.In IEEE International Conference on Tools with Artificial Intelligence TAI’96,
Toulouse France, 16/11/96-19/11/96, pages 428–429, Los Alamitos, California, novembre 1996. IEEE
Computer Society Press.

Byungki CHA et Kazuo IWAMA : Adding new clauses for faster local search.In Proceedings of the
thirteenth national conference on Artificial intelligence- Volume 1, AAAI’96, pages 332–337. AAAI
Press, 1996.

Chin-Liang CHANG et Richard Char-Tung LEE : Symbolic logic and mechanical theorem proving.
Academic Press, 1973.

Philippe CHATALIC et Laurent SIMON : Zres : The old davis-putman procedure meets zbdd.In David A.
MCALLESTER, éditeur :Automated Deduction - CADE-17, 17th International Conference on Auto-
mated Deduction, Pittsburgh, PA, USA, June 17-20, 2000, Proceedings, volume 1831 deLecture Notes
in Computer Science, pages 449–454. Springer, 2000. ISBN 3-540-67664-3.

Hubie CHEN, Carla GOMES et Bart SELMAN : Formal models of heavy-tailed behavior in combinatorial
search. In Toby WALSH, éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming - CP 2001,
volume 2239 deLecture Notes in Computer Science, pages 408–421. Springer Berlin / Heidelberg,
2001.

Assef CHMEISS : Sur la consistance de chemin et ses formes partielles.In Actes du Congrès AFCET-
RFIA-96, pages 212–219, Rennes, France, 1996.

Assef CHMEISS et Philippe JÉGOU : Path-consistency : when space misses time.In Proceedings of the
thirteenth national conference on Artificial intelligence- Volume 1, AAAI’96, pages 196–201. AAAI
Press, 1996. ISBN 0-262-51091-X.

Assef CHMEISS, Ph. JÉGOU et L KEDDAR : On a generalization of triangulated graphs for domains
decomposition of csps.In IJCAI’03, Acapulco (Mexique), aug 2003.

Assef CHMEISS et Philippe JÉGOU : Efficient path-consistency propagation.Intelligence Journal for
Artificial Intelligence Tools, 7(2):121–142, 1998.

Wahid CHRABAKH et Rich WOLSKI : Gridsat : A chaff-based distributed sat solver for the grid. In
Proceedings of the 2003 ACM/IEEE conference on Supercomputing, SC ’03, pages 37–, New York,
NY, USA, 2003. ACM. ISBN 1-58113-695-1.

Geoffrey CHU et Peter J. STUCKEY : Pminisat : A parallelization of minisat 2.0. Solver description,
sat-race 2008, 2008.

Stephen A. COOK : The complexity of theorem-proving procedures.In STOC ’71 : Proceedings of the
third annual ACM symposium on Theory of computing, pages 151–158, New York, NY, USA, 1971.
ACM.

Stephen A. COOK : A short proof of the pigeon hole principle using extended resolution.SIGACT News,
8(4):28–32, 1976.

Martin C. COOPER: An optimal k-consistency algorithm.Artificial Intelligence, 41:89–95, November
1989.

241



Bibliographie

James M. CRAWFORD : Solving satisfiability problems using a combination of systematic and local
search.In DIMACS DIMACS. http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/ .

James M. CRAWFORD et Larry D. AUTON : Experimental results on the crossover point in satisfiability
problems. In Proceedings of the eleventh national conference on Artificial intelligence, AAAI’93,
pages 21–27. AAAI Press, 1993.

Nadia CREIGNOU, Sanjeev KHANNA et Madhu SUDAN : Complexity classifications of boolean con-
straint satisfaction problems, volume 7. Society for Industrial Mathematics, 2001.

CSP. Third international csp solver competition, 2008.http://cpai.ucc.ie/08/ .

Mukesh DALAL : Efficient propositional constraint propagation.In Proceedings of the Tenth American
National Conference on Artificial Intelligence (AAAI’92), pages 409–414, San-Jose, California (USA),
1992.

Sylvain DARRAS, Gilles DEQUEN, Laure DEVENDEVILLE, Bertrand MAZURE, Richard OSTROWSKIet
Lakhdar SAÏS : Using boolean constraint propagation for sub-clause deduction. In Proceedings of the
Eleventh International Conference on Principles and Practice of Constraint Programming (CP’05),
volume 3709 deLecture Notes in Computer Science, pages 757–761, Sitges (Barcelona), Spain, octo-
bre 2005. Springer.

Martin DAVIS, George LOGEMANN et Donald LOVELAND : A machine program for theorem proving.
Journal of the Association for Computing Machinery, 5:394–397, 1962.

Martin DAVIS et Hilary PUTNAM : A computing procedure for quantification theory.Journal of the
Association for Computing Machinery, 7:201–215, 1960.

Kenneth A. DE JONG et William M. SPEARS : Using genetic algorithms to solve np-complete prob-
lems.In Proceedings of the third international conference on Genetic algorithms, pages 124–132, San
Francisco, CA, USA, 1989. Morgan Kaufmann Publishers Inc.

Romuald DEBRUYNE et Christian BESSIÈRE: Some practicable filtering techniques for the constraint
satisfaction problem.In Proceedings of the Twentieth International Joint Conference on Artificial
Intelligence (IJCAI’07)pro (2007), pages 412–417.

Rina DECHTER : Enhancement schemes for constraint processing : backjumping, learning, and cutset
decomposition.Artif. Intell., 41:273–312, January 1990a.

Rina DECHTER : On the expressiveness of networks with hidden variables.In Proceedings of the eighth
National conference on Artificial intelligence - Volume 1, AAAI’90, pages 556–562. AAAI Press,
1990b. ISBN 0-262-51057-X.

Rina DECHTERet Itay MEIRI : Experimental evaluation of preprocessing techniques in constraint satis-
faction problems.In Proceedings of the 11th international joint conference on Artificial intelligence -
Volume 1, pages 271–277, San Francisco, CA, USA, 1989. Morgan Kaufmann Publishers Inc.

Rina DECHTER et Judea PEARL : Network-based heuristics for constraint-satisfaction problems.Artifi-
cielle Intelligence, 34:1–38, December 1987.

Rina DECHTER et Irina RISH : Directional resolution : the davis-putnam procedure revisited. In
J. DOYLE, E. SANDEWALL et P. TORASSI, éditeurs :Proceedings of the Fourth International Confer-
ence on the Principles of Knowledge Representation and Reasoning (KR’94), pages 134–145, 1994.

242

http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/
http://cpai.ucc.ie/08/


Louise DENNIS : An exploration of semantic resolution, 1994.

Gilles DEQUEN et Olivier DUBOIS : kcnfs : An efficient solver for random k-sat formulae.In Pro-
ceedings of the Sixth International Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing
(SAT’03)pro (2004), pages 486–501.

DIMACS. Second Challenge on Satisfiability Testing organized by the Center for Dis-
crete Mathematics and Computer Science of Rutgers University, octobre11-13 1993.
http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/ .

Minh Binh DO et Subbarao KAMBHAMPATI : Planning as constraint satisfaction : solving the planning
graph by compiling it into csp.Artificial Intelligence, 132:151–182, November 2001.

M. DORIGO et T. STÜTZLE : Ant colony optimization. the MIT Press, 2004.

Wiliam H. DOWLING et Jean H. GALLIER : Linear-time algorithms for testing satisfiability of proposi-
tional horn formulae.Journal of Logic Programming, 3:267–284, 1984.

Olivier DUBOIS, Pascal ANDRÉ, Yacine BOUFKHAD et Jacques CARLIER : Sat versus unsat.In D.S.
JOHNSON et M.A. TRICK, éditeurs :Selected papers of Second DIMACS Challenge on Satisfiability
Testing organized by the Center for Discrete Mathematics and Computer Science of Rutgers Uni-
versity, volume 26 deDIMACS Series in Discrete Mathematics and Theorical Computer Science,
American Mathematical Society, pages 415–436, 1996.

Olivier DUBOIS et Yacine BOUFKHAD : From very hard doubly balanced sat formulae to easy unbal-
anced sat formulae, variations of the satisfiability threshold. In J.G. DING-ZHU DU et P. PARDALOS,
éditeurs :Proceedings of the First Worshop on Satisifiability (SAT’96), Siena, Italy, mars 1996.

Derek L. EAGER, Edward D. LAZOWSKA et John ZAHORJAN : Adaptive load sharing in homogeneous
distributed systems.IEEE Trans. Softw. Eng., 12:662–675, May 1986. ISSN 0098-5589.

Niklas EÉN et Armin BIERE : Effective preprocessing in sat through variable and clause elimination.
In Proceedings of the Eighth International Conference on Theory and Applications of Satisfiability
Testing (SAT’05), volume 3569 deLecture Notes in Computer Science, pages 61–75, St. Andrews,
Scottland, juin 2005. Springer.

Niklas EÉN et Niklas SÖRENSON: An extensible sat-solver.In Proceedings of the Sixth International
Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing (SAT’03)pro (2004), pages 333–336.

Carlos EISENBERG et Boi FALTINGS : Using the breakout algorithm to identify hard and unsolvable
subproblems. In Francesca ROSSI, éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming -
CP 2003, volume 2833 deLecture Notes in Computer Science, pages 822–826. Springer Berlin /
Heidelberg, 2003.

Thomas EITER et Georg GOTTLOB : On the complexity of propositional knowledge base revision,
updates, and counterfactuals.Artificial Intelligence, 57(2-3):227–270, 1992. ISSN 0004-3702.

Thomas EITER et Georg GOTTLOB : Hypergraph transversal computation and related problemsin logic
and ai. In JELIA ’02 : Proceedings of the European Conference on Logics in Artificial Intelligence,
volume 2424 delncs, pages 549–564, London, UK, 2002. Springer-Verlag. ISBN 3-540-44190-5.

Torsten FAHLE, Stefan SCHAMBERGERet Meinolf SELLMANN : Symmetry breaking.In Toby WALSH,
éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming – CP 2001, volume 2239 deLecture
Notes in Computer Science. Springer Berlin / Heidelberg, 2001.

243

http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/


Bibliographie

Hai FANG et Wheeler RUML : Complete local search for propositional satisfiability.In Proceedings of
the Nineteenth American National Conference on Artificial Intelligence (AAAI’04), pages 161–166,
2004.

Lei FANG et Michael S. HSIAO : A new hybrid solution to boost sat solver performance.In DATE ’07 :
Proceedings of the conference on Design, automation and test in Europe, pages 1307–1313, San Jose,
CA, USA, 2007. EDA Consortium. ISBN 978-3-9810801-2-4.

Brian FERRIS et Jon FROEHLICH : Walksat as an informed heuristic to dpll in sat solving. Rapport
technique, CSE 573 : Artificial Intelligence, 2004.

Olivier FOURDRINOY, Éric GRÉGOIRE, Bertrand MAZURE et Lakhdar SAÏS : Exploring hybrid algo-
rithms for sat.In G. SUTCLIFFER et A. Voronkov (EDS), éditeurs :Proceedings of the 12th Interna-
tional Conference on Logic for Programming, Artificial Intelligence and Reasoning (LPAR’05), pages
33–37, Montego Bay, Jamaïque, dec 2005. short paper.

Jon William FREEMAN : Improvements to Propositional Satisfiability Search Algorithms. Ph.d. thesis,
University of Pennsylvania, Department of Computer and Information Science, 1995.

Eugene C. FREUDER : Synthesizing constraint expressions.Commun. ACM, 21:958–966, November
1978. ISSN 0001-0782.

Eugene C. FREUDER : A sufficient condition for backtrack-bounded search.J. ACM, 32:755–761,
October 1985.

Daniel FROST et Rina DECHTER : Look-ahead value ordering for constraint satisfaction problems. In
Proceedings of the 14th international joint conference on Artificial intelligence - Volume 1, pages
572–578, San Francisco, CA, USA, 1995. Morgan Kaufmann Publishers Inc. ISBN 1-55860-363-8,
978-1-558-60363-9.

Alex FUKUNAGA : Efficient implementations of sat local search.In Proceedings of the Seventh Inter-
national Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing (SAT’04)pro (2005), pages
287–292.

Oliver GABLESKE et Marijn HEULE : Eagleup : Solving random 3-sat using sls with unit propagation.
In Karem SAKALLAH et Laurent SIMON, éditeurs :Theory and Applications of Satisfiability Testing
- SAT 2011, volume 6695 deLecture Notes in Computer Science, pages 367–368. Springer Berlin /
Heidelberg, 2011.

Olivier GABLESKE et Julian RÜTH : Satun : A complete hybrid sat solver.SAT2010 paper draft, 2010.

Z. GALIL : On the complexity of regular resolution and the davis-putnam procedure.Theoretical Com-
puter Science, 4:23–46, 1977.

Philippe GALINIER et Jin-Kao HAO : Tabu search for maximal constraint satisfaction problems. In
Gert SMOLKA , éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming-CP97, volume 1330 de
Lecture Notes in Computer Science, pages 196–208. Springer Berlin / Heidelberg, 1997.

Philippe GALINIER et Jin-Kao HAO : A general approach for constraint solving by local search.Journal
of Mathematical Modelling and Algorithms, 3:73–88, 2004.

John GASCHNIG : A constraint satisfaction method for inference making.Proceedings of the Twelfth
Annual Allerton Conference on Circuit and System Theory, pages 268–277, 1974.

244



Martin GEBSER, Benjamin KAUFMANN , André NEUMANN et Torsten SCHAUB : Conflict-driven an-
swer set solving.In Proceedings of the 20th international joint conference on Artifical intelligence,
IJCAI’07, pages 386–392, San Francisco, CA, USA, 2007. Morgan Kaufmann Publishers Inc.

Pieter Andreas GEELEN : Dual viewpoint heuristics for binary constraint satisfaction problems. In
Proceedings of the 10th European conference on Artificial intelligence, ECAI ’92, pages 31–35, New
York, NY, USA, 1992. John Wiley & Sons, Inc.

R. GÉNISSON et P. SIEGEL : A polynomial method for sub-clauses production.In Proceedings of the
sixth international conference on Artificial intelligence: methodology, systems, applications : method-
ology, systems, applications, pages 25–34, River Edge, NJ, USA, 1994. World Scientific Publishing
Co., Inc.

Richard GÉNISSON et Pierre SIEGEL : A polynomial method for sub-clauses production.In Proceed-
ings of Sixth International Conference on Artificila Intelligence : Methodology, Systems, Applications
(AIMSA’94), pages 25–34, North Holland, 1994.

Ian GENT, Chris JEFFERSONet Ian MIGUEL : Watched literals for constraint propagation in minion.
In Frédéric BENHAMOU, éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming - CP 2006,
volume 4204 deLecture Notes in Computer Science, pages 182–197. Springer Berlin / Heidelberg,
2006.

Ian GENT, Ewan MACINTYRE, Patrick PRESSER, Barbara SMITH et Toby WALSH : An empirical study
of dynamic variable ordering heuristics for the constraintsatisfaction problem.In Eugene FREUDER,
éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming - CP96, volume 1118 deLecture Notes
in Computer Science, pages 179–193. Springer Berlin / Heidelberg, 1996.

Ian P. GENT et Barbara SMITH : Symmetry breaking during search in constraint programming. In
Proceedings ECAI’2000, pages 599–603, 1999.

Ian P. GENT et Tobby WALSH : Easy problems are sometimes hard.Artificial Intelligence, 70:335–345,
1994.

Matthew L. GINSBERG : Dynamic backtracking.Journal of Artificial Intelligence Research, 1:25–46,
1993.

Matthew L. GINSBERG, Michael FRANK, Michael P. HALPIN et Mark C. TORRANCE : Search lessons
learned from crossword puzzles.In Proceedings of the eighth National conference on Artificial intel-
ligence - Volume 1, AAAI’90, pages 210–215. AAAI Press, 1990. ISBN 0-262-51057-X.

Matthew L. GINSBERG et David A. MCALLESTER : Gsat and dynamic backtracking.In J. DOYLE,
E. SANDEWALL et P. TORASSI, éditeurs :Proceedings of the Fourth International Conference on the
Principles of Knowledge Representation and Reasoning (KR’94), pages 226–236, 1994.

Fred W. GLOVER : Tabu search - part i.ORSA Journal of Computing, 1:190–206, 1989.

Fred W. GLOVER : Tabu search - part ii.ORSA Journal of Computing, 2:4–32, 1990.

Allen GOLDBERG : On the complexity of the satisfiability problem. Rapport technique, New York
University, 1979.

Eugene GOLDBERG : Boundary points and resolution.In Oliver KULLMANN , éditeur :SAT, volume
5584 deLecture Notes in Computer Science, pages 147–160. Springer, 2009. ISBN 978-3-642-02776-
5.

245



Bibliographie

Eugene P. GOLDBERG et Yakov NOVIKOV : Berkmin : a fast and robust sat-solver.In In Proceedings of
Design Automation and Test in Europe (DATE’02), pages 142–149, Paris, 2002.

Solomon W. GOLOMB et Leonard D. BAUMERT : Backtrack programming.J. ACM, 12:516–524,
October 1965.

Carla P. GOMES, Bart SELMAN , Nuno CRATO et Henry KAUTZ : Heavy-tailed phenomena in satisfia-
bility and constraint satisfaction problems.J. Autom. Reason., 24:67–100, February 2000.

Carla P. GOMES, Bart SELMAN et Henry KAUTZ : Boosting combinatorial search through random-
ization. In Proceedings of the Fifteenth American National Conference on Artificial Intelligence
(AAAI’97), pages 431–437, Madison, Wisconsin, USA, juillet 1998. American Association for Ar-
tificial Intelligence Press. ISBN 0-262-51098-7.

Éric GRÉGOIRE, Bertrand MAZURE, Richard OSTROWSKI et Lakhdar SAÏS : Automatic extraction
of functional dependencies.In Proceedings of the Seventh International Conference on Theory and
Applications of Satisfiability Testing (SAT’04)pro (2005), pages 122–132.

Éric GRÉGOIRE, Bertrand MAZURE et Cédric PIETTE : Extracting muses.In Proceedings of the Sev-
enteenth European Conference on Artificial Intelligence (ECAI’01), pages 387–391, Trento, Italy, aug
2006.

Éric GRÉGOIRE, Bertrand MAZURE et Cédric PIETTE : Local-search extraction of muses.Constraints,
12(3):325–344, septembre 2007.

Éric GRÉGOIRE, Bertrand MAZURE et Cédric PIETTE : Does this set of clauses overlap with at least
one mus ?In Proceedings of the 22nd International Conference on Automated Deduction (CADE-22,
pages 100–115, Montreal, P.Q., Canada, 2009a. Springer-Verlag (Berlin, Heidelberg). ISBN 978-3-
642-02958-5.

Éric GRÉGOIRE, Bertrand MAZURE et Cédric PIETTE : Using local search to find msses and muses.
European Journal of Operational Research, 199(3):640–646, décembre 2009b.

Éric GRÉGOIRE, Jean-Marie LAGNIEZ et Bertrand MAZURE : Un algorithme de résolution d’instances
csp s’appuyant sur les variables fac.In Septièmes Journées Francophones de Programmation par
Contraintes (JFPC11), JFPC11, pages 145–153, juin 2011a.

Éric GRÉGOIRE, Jean-Marie LAGNIEZ et Bertrand MAZURE : A csp solver focusing on fac variables.
In Jimmy LEE, éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming – CP 2011, volume 6876
deLecture Notes in Computer Science, pages 493–507. Springer Berlin / Heidelberg, 2011b.

Long GUO, Youssef HAMADI , Said JABBOUR et Lakhdar SAIS : Diversification and intensification in
parallel sat solving.In David COHEN, éditeur :Principles and Practice of Constraint Programming
– CP 2010, volume 6308 deLecture Notes in Computer Science, pages 252–265. Springer Berlin /
Heidelberg, 2010.

Long GUO et Jean-Marie LAGNIEZ : Ajustement dynamique de l’heuristique de polarité dans lecadre
d’un solveur sat parallèle.In Septièmes Journées Francophones de Programmation par Contraintes
(JFPC11), JFPC11, pages 155–161, juin 2011a.

Long GUO et Jean-Marie LAGNIEZ : Dynamic polarity adjustment in a parallel sat solver (to appear).In
23rd IEEE International Conference on Tools with ArtificialIntelligence, ICTAI’11, Nov. 7-9, 2011,
Boca Raton, Florida, USA, novembre 2011b.

246



Richard GÉNISSON et Antoine RAUZY : Aspects algorithmiques des classes polynomiales du prob-
lème sat et des problèmes de satisfaction de constraintes.In Rencontres Françaises en Intelligence
Artificielle (RFIA’96), pages 96–108, Rennes (France), 1996.

Djamal HABET, Chu Min LI, Laure DEVENDEVILLE et Michel VASQUEZ : A hybrid approach for
sat. In Proceedings of the Eighth International Conference on Principles and Practice of Constraint
Programming (CP’02)pro (2002), pages 19–24.

Youssef HAMADI , Said JABBOUR, Cédric PIETTE et Lakhdar SAÏS : Concilier parallélisme et déter-
minisme dans la résolution de sat.In Journées Francophones de la Programmation par Con-
traintes(JFPC’11), page A paraitre, Lyon, jun 2011.

Youssef HAMADI , Saïd JABBOUR et Lakhdar SAÏS : Learning for dynamic subsumption.In Proceedings
of the 2009 21st IEEE International Conference on Tools withArtificial Intelligence, ICTAI ’09, pages
328–335, Washington, DC, USA, 2009a. IEEE Computer Society.

Youssef HAMADI , Said JABBOUR et Lakhdar SAIS : ManySAT : a Parallel SAT Solver.Journal on
Satisfiability, Boolean Modeling and Computation, 6:245–262, 2009b.

Youssef HAMADI , Saïd JABBOUR et Lakhdar SAÏS : Lysat : Solver description. SATRACE, solver
description, 2010.

Ching-Chih HAN et Chia-Hoang LEE : Comments on mohr and henderson’s path consistency algorithm.
Artificial Intelligence, 36:125–130, August 1988.

Hyojung HAN et Fabio SOMENZI : On-the-fly clause improvement.In Proceedings of the 12th Inter-
national Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing, SAT ’09, pages 209–222,
Berlin, Heidelberg, 2009. Springer-Verlag.
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Résumé

La thèse porte sur la résolution des problèmes de satisfiabilité propositionnelle (SAT) et des prob-
lèmes de satisfaction de contraintes (CSP). Ces deux modèles déclaratifs sont largement utilisés pour ré-
soudre des problèmes combinatoires de première importancecomme la vérification formelle de matériels
et de logiciels, la bioinformatique, la cryptographie, la planification et l’ordonnancement de tâches.
Plusieurs contributions sont apportées dans cette thèse. Elles vont de la proposition de schémas d’hy-
bridation des méthodes complètes et incomplètes, répondant ainsi à un challenge ouvert depuis 1998, à
la résolution parallèle sur architecture multi-cœurs, en passant par l’amélioration des stratégies de réso-
lution. Cette dernière contribution a été primée à la dernière conférence internationale du domaine (prix
du meilleur papier). Ce travail de thèse a donné lieu à plusieurs outils (open sources) de résolution des
problèmes SAT et CSP, compétitifs au niveau international.

Mots-clés:SAT, CSP, hybridation, résolution parallèle

Abstract

This thesis deals with propositional satisfiability (SAT) and constraint satisfaction problems
(CSP). These two declarative models are widely used for solving several combinatorial problems (e.g.
formal verification of hardware and software, bioinformatics, cryptography, planning, scheduling, etc.).
The first contribution of this thesis concerns the proposition of hybridization schemes of complete and
incomplete methods, giving rise to an original answer to a well-known challenge open since 1998. Sec-
ondly, a new and efficient multi-core parallel approach is proposed. In the third contribution, a novel
approach for improving clause learning management database is designed. This contribution allows spa-
tial complexity reduction of the resolution-based component of SAT solvers while maintaining relevant
constraints. This contribution was awarded at the last international SAT conference (best paper award).
This work has led to several open sources solving tools for both propositional satisfiability and constraints
satisfaction problems.

Keywords: SAT, CSP, hybridization, parallel solver
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